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TRAITE

DE

MECANIQUE RATIONNELLE.

QUATRIEME PARTIE.
DYNAMIQUE GENFRALE.

CHAPITRE PREMIER.
PRINCIPES GENERAUX DE LA DYNAMIQUE.

1. — Puivcire pE D’ALEMBERT. — IouaTions pu
MOUVEMENT.

211. Vers 17943 d’Alembert fit connaitre un principe
a I'aide duquel les questions de mouvement se ramenaient
ades questions de Statique; ce principe v’est pas indis-
pensable et ses conséquences peuvent &tre démontrées
directement, mais il fournitdans tous les cas unc méthode
stire et uniforme. Voici comment on peut 'énoncer.

Ilya équilibre & chaque instant entre les forces qui
agissent sur un systéme en mouvement et les forces
I, . e .
d’inertie des différents points de ce sysieme.

En effet, 1a force d’inertie d'un point ¢tant une force

€gale et directement opposée & celle qui produit le mou-
11. 1
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2 TRAITE DE MECANIQUE RATIONNELLE.

vement de ce point, elle maintiendrait ce point en équi-
libre si elle agissait réellement sur lui & un instant donné;
chaque point du systéme serait donc en équilibre si les
forces d’inertie venaient a agir, et, par suite, le sjst‘emc
Jui-méme serait en équilibre.

212. Voici maintenant comment on peut déduire de
ce principe les formules du mouvement d'un systéme
quelconque.

Soient m la masse, x,y, z les coordonnées d’'un point
quelconque d’un systéme en mouvement, X, Y, Z les
composantes paralléles aux axes de la résultante des
forces tant intéricures qu'extérieures agissant sur le
point m, dt1’élément du temps,

dx dy d2z

—_m—y —m—
’ dt* dtt

seront les composantes de la force d'inertie. Silon ex-
prime alors & Taide du principe des vitesses virtuelles
qu'il y a équilibre entre les forces X, Y, Z et les forces
d’inertie, on aura (n°75)

f d?x (12 P
s S[<X~m ——-{\ dx - <Y—m } >8y
. di | ar

| r, d!:’ Y ’
( +Z—m — )dz | = o.
\ dt?

Cette équation permet de déterminer toutes les circon-
stances du mouvement; en effet, les quantités dx, dy, 0z
étant arbitraires, en ¢galant leurs cocflicients & zéro on

(1)

aura autant d’équations que de coordonnées, permetiant
de calculer chacune de ces coordonnées en fonction du
temps.

Les corps dont on étudie le mouvement sont souvent
assujellis a certaines liaisons ; ces liaisons font naitre des
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QUATRIEME PARTIE. — CHAPITRE I. 3
forces dont I'évaluation directe serait presque toujours
trés-difficile, mais on tourne la difficulté i I'aide d’'un
artifice déja employé en Statique.

213. Puisqu’il y a équilibre entre les forces d'inertie
et les forces récllement agissantes, la somme des travaux
virtuels des forces d’inertie et des forces réellement agis-
sanles, abstraction faite des forces produites par les
liaisons, est nulle pour tout déplacement compatible avec
les liaisons (n° 70).

Soient alors

(2) Li—=o0, L:=o0,..., Li=o

les équations auxquclles doivent satisfaireles coordonndes
des divers points du systéme cn vertu des liaisons, I'é-
quation (1) aura encore lieu; sculement, dans le caleul de
X, Y, Z, on n’aura plus a tenir compte des forces pro-
duites par les liaisons, pourvu que dw, dy, dz soicent
choisis de manicre a satisfaive aux ¢quations

0L, =o0, oL,—o,..., dL;=:o.

Si 'on développe ces équations, on trouve

dl, dL, dL,
— 9. — 0 — 03 ) =
(3) SZ(dT Py Ut dza) e

en ayant soin de traiter le temps comme une constante
dans les diff¢rentiations relatives a la caractéristique o.
Soit n le nombre des points du systéme; si entre ces A
équations et I’équation (1) on élimine k variations, les
3n — k variationsrestantesseront arbitraires. En égalant
leurs coefficients & zéro, on aura 3 n — k équalions, qui,
Jointes aux k équations (2), permetiront de caleuler cha-
cune des coordonnées cn fonction du temps.
1.
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4 TRAITE DE MECANIQUE RATIONNELLE.

214. Pour eflectuer les calculs, on peut employer la
méthode des multiplicateurs. Multiplions la premiére
équation (3) par Xy, la seconde par 2,,..., et ajoutons
toutes ces équations avec (1), nous aurons

~ [/ d*x dL, dL;
z[(\xmm—‘jﬁ‘-‘l*)da—i“..- +)\A7d;> ox

/ dy dL, dLg}
—_—m— A — ... )y
4+ <\Y m s & -+ Ay —— e )3
d*z dL, \ dLy
<Z*"1d¢z+1‘71?+”'+ (lz> ]__0

Aiy hoyo oty A sont restés jusqu’ici indéterminés; on peut
les déterminer en égalant a zéro les coefticients des & pre-
miéres variations. Ces variations se trouvent ainsi éli-
minées; il ne reste plus alors qu’a égaler a zéro les coef-
ficients des 3 — k variations restantes, en y remplacant
3, Agye ooy Ay par leurs valeurs déduites des k premiéres
¢équations. Ceci revient a éliminer 2, 2,,. .., }; entre les
équations suivantes, obtenues en égalant a zéro les coef-
ficients de toutes les variations dx,, dxy,. .. :

dix, dL, dL;
f —_—n - oo — =
X, —m Y -+ — e -+ iy’ ar =0,
{2 1L, dL
Xz—lll( j1+‘)‘,[—~—l—...—i—)\}f k:‘to,
(4) ) ot dx, dr,
................................... ;
d dL, d
Y —um en hy —L e Mg —Lk =0,
I dy, 7

Lorsque 'on aura éliminé 4y, 2,,. . . entre ces équations,
on aura 3n — k équations qui, jointes aux A équations
de liaison

Li=o0, L,—o,..

o Li=o,

urie UPMC Cote 54LAU 702



QUATRIEME PARTIE. — CHAPITRE I. R)
permettront de déterminer Xy, Loy .e; Y1y Yore ooy B1y
Zs3y. « - en fonction du temps. Les équations (4) pourront
donc étre considérées commes les équations du mouve-

q
ment; couformément a ce que l'on a vu en Statique,
dL,
7&, d =, == A, 'V désigneront les composantes de la
[4¥4
force provenant de la liaison L, = o et agissant sur le

point (x4, ¥i, 2z), etc.

215. RemarQue. — Le déplacement effectif que prend
un corps n’est pas toujours un déplacement compatible
avec les liaisons & I'époque ¢. En effet, en désignant par ¢
un déplacement compatible avec les liaisons, P'équation
de liaison L = o devra étre satisfaite & 'époque ¢ quand
on changera x en x + dx, y en y +dy,..., en sorte
que l'on a

dL dL dL
oL = 3 (2 e gy o
L=o0 ou <dx dw -+ o oy + o 8z) 0

Au contraire, le déplacement eflectif que prend un corps
dans le temps dt élant désigné par un d, I'équation L = o
devra &ire encore salisfaite quand on change 7 en t + dt,
xenx +4dx, yeny-dy,..., en sorte quel'on a

dL /dL dL
dL=0 ou —dt — dx + — —d~ —=o.
o s (e By ) o
0x, dy,...etdux, dy,...nesatisfont donc pas en général
aux mémes dquations, ¢t 'on ne pourra prendre da = ox,

dy“ay, .. quesilona

dL, _ dL,

=o,...
dt dt ’ ’

c’est-a-dire que si les liaisons ne conticnment pas le temps
explicitement.

i - UPMC - Cate B4 LAL 702



6 TRAITE DE MECANIQUE RATIONNELLE.

1I. — EQUATIONS PU MOUVEMENT AVEC DES COORDONNEES
QUELCONQUES. — JFORMULES DE lLAGRANGE.

216. Lagrange a donné, dans sa Mécanique analy-
tigue, une méthode fort ingénieuse pour former les équa-
tions du mouvement avec des coordonnées quelconques;
nous allons développer son analyse.

Nous avons trouvé, avec des coordonnées rectangu-
laires (212),

[ dir
“ Z [(nz e —--X) oxr
<
d*y ( d?z
( +<m -(17—Y>3y—+— (m?i—ﬁ—z>8z]:o;
chacune des quantités qui entre dans cette formule a un

sens bien connu. Concevons maintenant qu’aux coor-
données x, y, z,... on en substitue d’'autres ¢, ¢,,.

(1)

cey
g lides & x, ¥, z,... d'une maniére quelconque, mais
de telle sorte cependant que I'on puisse toujours exprimer
X, ¥, 2,... en fonction de ¢y, gs,..., g1; les variables
@15 G2y + + -5 gz 0€ seront pas forcément au nombre de 3 n,
comme les coordonnées x, y, z,...; il vaudra méme
micux, dans la plupart des cas, prendre k<3 n, de sorte
qque, par le choix méme des variables ¢, les liaisons se
trouvent satisfaites d’elles-mémes. Quelques exemples
feront saisir ma pensce.

Si un point est assujetti a rester sur la sphére dont
Péquation est

E e ol S nE ==l i

on pourra choisir deux variables ¢,, ¢, définies par les

urie UPMC Cote 54LAUT02



QUATRIEME PARTIE. — CHAPITRE I.

3

formules

& ==rsing cosq,, y="rsing sing,, z=rcosq,;

la liaison sera alors constamment satisfaite.
Si I'on avait posé

x=asing, cosq,, y—=~bsingsing, z=ccosq,

lepoint (x,y, 2) aurait é1é assujetti a rester surellipsoide
représenté par I'équation

x? ? 2?

pe -+ }b’—’ ~+ pe —=1I.

On voit done qu’avec un choix convenable de va-
riables, les liaisons pourront étre satisfaites d'elles-
mémes. Le plus souvent, les formules de transformation
ne seront pas aussi netlement indiquées ; mais on pourra
toujours conserver une partie des variables x, v, z,.. .,
et calculer les autres en fonclion de celles que I'on con-
serve, a 'aide des équations de liaison. Les équations de
Haison elles-mémes pourront alors étre considérées
comme les formules de transformation de coordonnées
qui satisfont identiquement aux liaisons.

217. Revenons maintenant i I'équation (1), ct posons
{2) 2(Xdx+ Yoy +Zdz) =40.

En général, T (Xdx + Ydy + ZJz) ne sera pas la va-
riation exacte d'une fonction U. Nous ferous cependant
usage de la notation abrégée dU pour désigner cette quan-
tité, en nous rappelant que sa définiton se lrouve donnée
par la formule (2); ainsi U tout seul ne représentera gé-
néralement rien.
La formule (1) s’¢erira alers
d'x d?y d*z N
2 m (Tt‘ dz + élg 9y —+ W&z) =40,

\

urie UPMC Cote 54LAU 702




8 TRAITE DE MECANIQUE RATIONNELLE.

ou bien
¢ dz
LN o (T e+ Yoy &
3) dtéu” (”6 +dt6 +d o
dr (dx dy . dy dz  dz B
— — = 4 == 4 —§— ) =4L.
( }:m(dt dt+dtadt+dtadt> v
Posons

i) @) (@) ]-n

dx » dr

=X _—== ce oy
dt et i

d’ou
:Zg(z’”-f’“rﬂ),
,  dT , dT
mE =5y my :37,...;
on aura

d dT dT dT °
= — =3 — 0y + ==z
dt E (d.::’ T+ dy’ Iy + dz’ g )’
dr _dr dy  dy dz _dz s
J— [N S - — u— -G
Em <dz Car T a 6dt & 6dt> =oh

ct, par suite, (3) donnera

d dT dT dT i

pérons maintenant le changement de variables. T était
Op t tlechang td bl

une fonction de x', 3, 2',...5 0or x, y, z,... sont des
fonctions de ¢, ¢,. .., en sorie que, cn désignant par

UPME Coto 51LAU702




QUATRIEME PARTIE. — CHAPITRE 1. 9

. . d
gy Gyr - - les dérivées 73—', il LN

de
‘= (7)~ 25

(Y A 2 dz
y_<clt>+2dqq’ z“<m)+24

En substituant ces valeurs de &/, ¢/, z/,. .. dans T, cette

Y s 3
quantité devient fonction de ¢y, ¢zy. .., ¢, Gy ., €1
Yon a

: ~ dT dT
On a ensuite

T dT
‘2(({, ,8_)’+;7z—,6‘z>

dT rlc dT d_y dT dz 3
—_— 7
dz’ th d_y dq d3' dg

!

(5)

mais des équations (5), on tire

dx' _ dx dy (ly dz’ dz

dg T dq’ dg — dg’ dy  dq’

en sorte que I'équation (A) peut s’éerire

2 a’T(y dT 61’+dT3
dx’ ‘E+7’~ v dz' 2
dT (lr dT dy' dT d7
_22 + o o koo 5 ) dg,
dy’ dq dz' dyg

ou bien

T dT aT . AT
(7) 2(58[—{—[1/6\ +d_z;()z>——2;17*7()‘7,

enfin la quantité U, qui représente le travail virtuel des

lo UPMC Coto 4LAU702




10 TRAITE DE MECANIQUE RATIONNELLE.

forces, pourra se mettre sous la forme
(8) 00 =9Q,09, + Q.8q.+ ....

En vertu des formules (6), (7), (8),'équation (4) prend
la forme

d dT dT dT .,
p7 d—q;—(;q—— Eé‘ — ZI—,&] —Q|6\7|+Qzaqzy-'-,
ou bien

§il w’existe pas de liaisons entre ¢y, ¢,,..., les varia-
tions 0¢,, 0¢s,... scrout arbitraires, et cetle équation
se décomposera en plusicurs autres, qui sont celles du
mouvement, exprimées a ’aide des coordonnées ¢, ¢a,...

d dT  dT
dt dq" - dq, — Q=0
(9) ¢ d dT  dT

S'il existe des liaisons entre ¢, ¢5,..., on traitera la
question de la méme maniére qu'avec les coordonnées
Ly Yy Zyenns

Telles sont les formules données par Lagrange pourle
changement de variable. Afin d’en bien faire comprendre
le sens, nous allons chercher les équations du mouvement
en coordonnées polaires.

@ et Mano Curie UPKIC Cato &4 LA 702




QUATRIEME PARTIE. — CHAPITRE I. Ir

III. — EQUATIONS DU MOUVEMENT EN COORDONNEES
POLAIRES.

218. Sil'on pose
x —=rsinf cosd, y==rsindsiny, z:==rcosh,

les équations de Lagrange prennent la forme

Za @ T
() 44t AT o .,
dt d9’ d
iﬂ—ﬂ—‘{fzo
L dedy  dy ’

R, ©, ¥ étant définis par la formule
SU =2 (Rér+ 0dd+ ¥dy)

Or T est la somme des demi-forces vives du sysiéeme ; ds
désignant alors I’arc décrit par le point (x, y, z) dans le

temps dt, on a
m ds*
1= &

c’est-a-dire

m dr? 4-r* d0® 4 r2sin*6dd?

T= 2 de?
On déduit de 1a
dT . dT . dT
= mré’? 4 mrsin®6?, Z=m r?sin0 cos 042, E =o,
dT d d o
dT,:mr’, ‘79—,:mr26’, ﬂ‘—,:mr“sm‘eq» H




12 TRAITE DE MECANIQUE RATIONNELLE.

et, par suite, les équations (1) deviennent

dr db’\? . ay\?
m —— —mr >—mrsm79 -~} — R=—o,

dt? dt dt

d [ ,db . dy\?
moa\T — mr?sinf cosf E, —®=o0,

(g WYy
m — { r-si — — = 0.
a\" " @ ©

Si T'on fait $ = const., on a les formules qui convien-
nent aux points assujettis & se mouvoir dans un plan :

d* do\?
m r—-—mr<—~> —R=o,

de dt
, 4 4 dr 4§
mr¢ — - r— — —0=o0,
de dt
IV. — INTEGRATION DES EQUATIONS DU MOUVEMENT.

219. On n’a pas réussi jusqu’a présent & intégrer d’unc
maniére générale les équations différentielles du mouve-
ment; quoi qu’il en soit, on a pu en déduire certaines in-
tégrales qui constituent de véritables principes, et dont la
connaissance suflit pour résoudre un grand nombre deues-
tions. Ces iniégrales étaient déja connues bien avant que
d’Alembert et Lagrange eussent fourni les moyens d’écrire
les équations diflérenticlles du mouvement.

Nous allons d’abord faire le calcul de ces intdgrales,
aprés guoi nous essaycrons de faire connaitre des méthodes
d’'intégration dont le succés ne devra jamais étre cousidéreé
comme assuré a avance, mais qui, dans un grand nombre
de cas, faciliteront considérablement le travail,

L’historique des découvertes relatives aux principes
dont nous venons de parler se trouve cxposé en détail au
commencement de la seconde Partie (Dynamique) de

fene ot Mano Curie UPMC Cote 54 LAU 702



QUATRIEME PARTIE. — CHAPITRE I. 13

la Mécanique analytique de Lagrange (page 207 de la
3¢ édition).

V. — PRINCIPE DE LA CONSERVATION DU MOUVEMENT
DU CENTRE DE GRAVITE.

220. Si, dans l'équation générale du mouvement
donnée § 1

dix’ dy
S [(x- e 10 2]
—+—<Z—m%—>3z]:o,

on prend les dy et les 0z égaux & zéro, et les dx égaux
entre eux, il viendra

oun

d*z
() X=X

Or si 'on désigne par a, b, ¢ les coordonnées du centre
de gravité du systéme, on aura (112)

aZm=—2mz,

et, par suite,

@ Zn=Zn G

la formule (1) devient alors

da
ZX jom— F 2 m.
Or £X ne contient pas les forces intérieures qui sont
égales deux a deux et de sens contraires, et qui, par suite,
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14 TRAITE DE MECANIQUE RATIONNELLE.

disparaissent quand on fait la somme de leurs projections;
I’équation précédente est celle du mouvement du centre
de gravité projeté sur I'axe des x5 on aurait d'une ma-
niére analogue les deux autres équations du mouvement
de ce point. Ces équations montrent que le centre de
gravité se meut comme si toutes les forces extérieures lui
étaient directement appliquces et comme si sa masse
était égale & la masse totale du systéme.

C’est dans ce théoréme que consiste le principe de la
conservation du mouvement du centre de gravité, principe
fécond et qui simplifie beaucoup 'étude du mouvement
des systémes.

Veut-on, par.exemple, étudier le mouvement d'une
bombe? On aura unc premiére idée de ce mouvement en
réunissant les forces qui la sollicitent a son centre de
gravité; si I'on fait abstraction de la résistance deI'air, on
voit que ce centre de gravité décrit une parabole. Que la
bombe vienne a éclater, le centre de gravité des éclats
continue la parabole jusqu’a ce que I'un d’eux vienne
toucher le sol, car alors une nouvelle force extérieure, la
résistance du sol, est intervenue. Quant au mouvement
des éclats, on l'obtiendra en composant le mouvement
qu’ils prendraient si la bombe partait du repos, soustraite
a laction de la pesanteur, avec un mouvement égal a
celui du centre de gravité.

VI. — PrINCIPE DES QUANTITES DE MOUVEMENT
PROJETEES.

221. Si, dans I’équation

B

drax dy
2[(X—m71;‘—} oz (Y——-m—(&;> oy

l‘l
—+ (Z——m%{—) (lz]:o,
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on fait

dr,==8xy==...==dt, &y, =dy;—...—=o0, 0z,—=4Jz,=...=0,

il vient

d?
D) (X—m .z‘> dt — o,
ek de

et, dans cette équation, les forces intérieures, égales deux
4 deux et de sens contraire ont disparn, puisqu’elles ne
figurent que par la somme de leurs projections. En inté-
grant la formule précédente entre les limites o et 6, on a

[4

(1) Eﬁexm:zm(%>o.

6
L’inle’gra]ef F dt d'une force I relative au temps 6 pen-
o]

dant lequel elle agit est ce que l'on appelle Vimpulsion de
la force I pendant le temps 6. Le produit de la masse d’un
point par sa vitesse est ce que Uon appelle la quantiié de
mouvemenl de ce point.

On représente souvent la quantité de mouvement d'un
point au moyen d’une droiie portée a partir du point
dans le sens de la vitesse, et numériquement égale a la
quantité de mouvement.

L’équation (1) permet alors d’énoucer la proposition
suivante :

La somme des impulsions des forces extéricures d’un
systéme quelconque projetées sur un axe est égale @ la
quantité dont varie la somme des projections des quan-~
tités de mouyement de tous les points du systcme pen-
dant tout le temps de Uanpulsion.
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16 TRAITE DE MECANIQUE RATIONNELLE.

VII. — PRriINCIPE DES MOMENTS DES QUANTITES
DE MOUVEMENT ET DES AIRES.

222. Reprenons la formule

N d*x d*y
Z [<X— m E;> dx + <Y—~m—:i[—2> oy

donnons au systéme un mouvement virtuel de rotation
autour de I'axe des ; en d’autres termes, posons (¥)

de—o0, 0y ——zda, dz—=)da,
dz désignant le déplacement angulaire. Nous aurons
d?z d?
IR Lo A 'S
(1) PR iy i 2 _ZZy Y=z

\

Les forces intérieures n’entrent pas dans cette équation,
car le second membre contient la somme des moments de
toutes les forces par rapport a I'axe des a. Or les forces
intéricures étant égales deux a deux el directement oppo-
sées, la somme de leurs moments doit étre nulle.

L’équation (1) exprime que la somme des moments des
forces d’inertie de tous les points du systéme pris par
rapport & axe des z est égale & la somme des moments
des forces extérieurcs pris par rapport au méme axe.

(*) Si I'on pose x = const., ¥y = r cosu, z = rsin«, et si Yon suppose
que r reste constant, le corps ne pourra prendre qu'un déplacement de
rotation; alors on aura

dx==0, dJdy=—rsinadu, Jz=rcosudu,
c'est-a~dire
dr=o0, dy=—1zdz, 0z =y do;

cc sont les formules du texte.
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L’équation (1) peut aussi se mettre sous la forme

2 dz dy RN R

Cette équation exprime que, dans toul systeme cn
mouvement, la dérivée de la somme des moments des
quantités de mouvement pr[s parrapport a un axe (/uel—
conque est éga[e & la sonime des moments des forces
extériewres pris par rapport aw méme axe.

§il existe un certain axe pour lequel la somme des
moments des forces extérieures soit nulle, on aura, en pre-
nant cet axe pour axe des x,

’

dz dy .
— )y — — 2} = nst, == a,;
S (s~ &) o=

prenons des coordonnées polaires dans le plan des yz,

et posons
]‘::;I‘COSG, z:rsinQ,

nous aurons, au licu de P'équation précédente,

‘2(19 N
Emr ZO

et, en intégrant,

Zf mrid) = a(t —t).
lﬂ

Cette équation montre que la somme des aires décrites
parla projection du rayon vecteur de chaque point mul-
tipliées respectivement par les masses de chacun de ces
points varie proportionnellement auw temps.

Cest dans ce théoréme que consiste le principe des
aires.

223. Si nous supposons que les forces se rédaisent &

une seule passant par Porigine des coordonnées, ou, plus
11, 2
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18 TRAITE DE MECANIQUE RATIONNELLE.
généralement, si nous supposons que la somme des mo-
ments des forces prises par rapport aux trois axes de

coordonnées soit nulle, et si nous désignons par 4, p, v
les aires décrites par les projections du point (x, y, z) sur
chacun des plans coordonnés, nous aurons

Emh=a(t—1t),

Zmp=0b(t — 1),

Zmy=rc(t—2¢),

a, b, ¢ désignant des constantes; soient alors «, 3, 7 les
angles que fait un plan quelconque passant par lorigine
avec les plans coordonnés, v I'aire décrite par les projec-
tions du point (x, ¥, z) sur ce plan, on aura

Zmw = (acosa + bcosP + ccosy) (¢ — &),
et en posant
a="Geosu, b=Geosv, ¢—=Gcosw,
on aura
Zme == G(cosucosa + cosvcosB -+ cosn cosy | (t —2,),

ou
Zme—=Geosi(t—¢,),

i désignant angle que fait la direction (u, v, w) avec la
direction (a, 3, 7). Si Ton fait {= o0, Tmo sera maxi-
mum, et I’on aura

Le plan auquel on est ainsi conduit porte le nom de plan
du maximum des aires.
Si nous revenons a I'équation

dz dy \ :
zm 7 g 2 )= const.,
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qui a lieu lorsque la somme des moments des forces exté-
rieures est nulle par rapport a 'axe des x, nous voyous
qu'elle exprime que, si I'on convient de regarder les
quantités de mouvement comme des forces, fe couple ré-
sultant des quantités de mouvement projeté sur l'axe
des x est constant.

Siles forces extérieures passent toutes par V'origine, ou,
en général, si leurs moments par rapport 4 un axe quel-
conque passant par lorigine ont une somme nulle, les
projections du couple résultant des quantités de mouve-
ment seront constantes sur tous les axes possibles, et, par
suite, on peut énoncer le théoréme suivant, qui équivaut
a celui des aires :

224. Tatorime. — Lorsque, dans un systéme en mou-
vement, les forces extérieures passent par un pomnt fixe,
le couple résultant des quantités de mouvement trans-
portées au point fixe est constant pendant toute la
durée du mouvement.

Les projections du couple résultant des quantités de
mouvement sont précisément les quantités que nous
avons appelées tout & I'heure a, b, ¢, en sorte que

G:\/a"—i— b+ ¢?

représente I'axe du couple en question; les angles que ce
couple fait avec les axes sont u, v, w3 or (u, v, w) cst pré-
cisément la direction normale au plan du maximum des
aires. Dong :

Tueorime. — Le plan du maximum des aires est pre-

cisément le plan du couple résultant des quantités de
mouvement.

Le plan du maximum des aires porte aussi le nom de
plan invariable.
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20 TRAITE DE MECANIQUE RATIONNELLE.

VIII. — PrINCIPE DES FORCES VIVES.

225. Nous pouvons, dans la formule générale du mou-
vement

prendre les déplacements dx, dy, 0z,... égaux aux dépla-
cements dx, dy, dz,... effectifs du systéme pendant e
temps dt; il vient alors

d*x d*y d?z
Em <d—[‘ dx —+ I dy + d_t{dz>

:E (Xdz + Ydy + Zdz),

ou bien, en intégrant de 7, a t,

o 2E[E) @) @
:Ef’l(xtlx+Ydy+z(1z).

Le premier membre de cette formule est la variation
que la somme des demi-forces vives de tous les points du
systéme éprouve dans le temps (¢ —¢y) 5 le second membre
est la somme des travaux totaux de toutes les forces
du systéme effectués dans le méme temps ¢t —1,. (Foir
n° 175.)

La somme des forces vives de tous les points d'un sys-
téme en mouvement est ce que I'on appelle la force vive de
ce systéme, On peut donc énoncer le théoréme suivant :
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Tutorime 1. — La demi~variation de la force vwe
d’un systéme quelconque en mouvement pendant le
temps t — 1, est égale & la somme des travaux totauz
de toutes les forces qui agissent sur le systéme pendant
le méme temps.

Et quand nous disons de toutes les forces, nous vou-
lons dire des forces intéricures et extérieures, des forces
directement appliquées et des forces de liaison.

Si le systéme est a liaisons, si ses liaisons ne dépendent
pas du temps, le déplacement effectif dx, dy, dz,...
sera encore compatible avec les liaisons (n® 213), et les
calculs précédents seront encore justes si, dans X, Y, Z,...
on supprime les forces dues aux liaisons, forces dont les
travaux sont alors nuls; donc :

226. Tatorkme II. — La demi-variation de la force
wvive pendant un temps donné pour un systeme dont les
liaisons ne warient pas avec le temps est égale & la
somme des travaux totaux des forces qui agissent sur le
systéme dans le méme temps, abstraction faite des forces
qut produisent les linisons.

Le travail des forces intérieures estdela forme Z f fdr,
f désignant une des forces intérieures, r la distance de
deux points entre lesquels elle se manifeste (67); si donc
le systéme est un solide, dr sera nul; X ffdr sera donc
nul également; si le systéme est un liquide parfait, fest
nul. X [fdr P'est donc encore dans ce cas; donc:

227. Tutoreme . — La demi-variation de la force
vive d’un corps solide ou liguide en mouvement est égale
alasomme des travaux des forces extériewres appliquées
a ce corps.

C’est dans ces théorémes que consiste le principe des
Jorces vives.
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I nous reste 4 examiner un cas particulier important,
celui dans lequel la quantité

2(Xdx + Ydy + Zdz)

est la différentielle exacte d’une fonction U de z, y,....
Dans ce cas, en désignant par v et v, les vitesses du point m
aux époques t et t,, 'équation (2) donne

La force vive reprendra alors la méme valeur toutes les
fois que le systéme repassera par les mémes positions.
11 y a cependant des exceptions & cette régle; si, en effet,
la fonction U est multiforme, on congoit que x, y, z,...
puissent reprendre les mémes valeurs sans qu’il en soitde
méme pour U.

Si I'on avait toujours U = o, c’est-a-dire si les forces
extérieures et intérieures se faisaient équilibre, la force
vive resterait constante. Cest en cela que consiste le
principe de la conservation des forces vives.

Toute la théorie des machines est fondée sur le prin-
cipe des forces vives; son importance est donc trés-
grande. Aussi nous allons en donner une seconde dé-
monstration, indépendante, quant a la forme, du principe
de d’Alembert et du principe des vitesses virtuelles.

227. Soient m la masse d’un point en mouvement, ds
I’élément de chemin parcouru, I' la résultante des forces
qui sollicitent ce point; on a

d?s
m P Fcos(F, ds),
par suite,

d*s
2 m— ds = 2Fds(cosF, ds);
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on en conclat en intégrant

m| [ds\? ds\ ? ¢
P (2 = | sF .
3y A(d:) <dt)o]_f, Fds cos(F, ds)

Cette équation estla traduction analytique du théoréme
des forces vives.

IX. — Sur LE TRAVAIL DES FORCES.

Pour appliquer le théoréme des forces vives, il est
nécessaire de savoir évaluer le travail total des forces.
Nous allons montrer sur quelques exemples comment on
peut calculer ce travail.

298. TRAVAIL DE LA PESANTEUR SUR UN SYSTEME DE
cores. — Le travail de la pesanteur sur un systéme
quelconque est égal au produit dupoids total du systéme
par la quantité dont le centre de gravité s'est déplacé
verticalement, en sorte que le trayvail est le méme que
st toute la masse du systéme se trouyvail concentrée en
son centre de gravité,

En eflet, soient m la masse de 'un despoints du sys-
téme, dz la quantité dont il se déplace verticalement dans
le temps dt, on aura pour expression du travail élémen-
taire effectué dans le temps dt

Zmgds—dXmgz.

Mais en désignant par ¢ 'ordonnée verticale du centre
de gravité comptée a partir d'un plan horizontal quel-
conque, on a (112)

Xmgz—=WMgg,

M désignant la masse totale du systéme. Le travail élé-
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mentaire cherché est donc égal a Mg d¢, et le travail
total est alors

M fdr=Mg(s— ),
¢ —¢, désignant la quantité dont s’est élevé ou abaissé
le centre de gravité. Le théoréme en question cst done
démontré.

229. Travair vE r’aTTracrion. — Supposons main-
tenant qu’il s’agisse d’évaluer le travail total de I'attrac-
tion d’un point fixe ou mobile, sur un systéme de corps.
Soient

a, b, ¢ les coordonnées du point attirant,

x, ¥, z lescoordonnées d’un point attiré,

m sa masse,

m f(r) Vattraction qu’exerce le point (a, b, ¢) a
la distance r sur la masse m.

Sil'on désigne par r la distance des points (a, b, c) et
(z,y,2),1aforce quisollicite ce dernicr point sera m f'(r}),

— N R 4
- i mf(r) r‘)s

%, Le travail effectif de cette force dansle temps

«a

et ses composanles seront ni f (1)

m {7 )

dt sera

mf(r)

(1) [(« —2Vdx + (b —y)dy + (¢ — 2)dz].

Si le point (a, b, ¢} est fixe, cette expression se réduit a
m f(r)dr;

par suite, le travail total de 'attraction sur tout Je sys-
téme sera

S fmf(r)dr.

Sile point (a, b, ¢) w’est pas fixe, on remplacera, dans (1),
a, b, ¢ par leurs valeurs exprimées en fonclions du temps;

urie UPMC Cote 54LAU 702




QUATRIEME PARTIE. — CHAPITRE I. 25

on remplacera également x, y, z par leurs valeurs, etl'in-
tégration fera connaitre le travail total de lattraction.

230. TRAVAIL DE LA DETENTE D UN GAz.— Proposons-
nous d’évaluer le travail produit par la détente d’un gaz
enfermé dans un corps de pompe sur un piston mobile
dans ce corps de pompe.

Soit V le volume du gaz & Pépoque z: si 'on admet la
loi de Mariotte, la pression exercée par le gaz sur le piston

se réduira a une force unique égale a 7’ k désignant une

. . k.
conslante. Le travail élémentaire de cetie force sera v di,

di désignant la quantité dont le piston a marché dans le
temps dt, mais en désignant par o la section du corps de
pompe, di est la hauteur d’un cylindre de volume dV et

de base w, en sorte que di = d—;‘—]; le travail élémentaire de
la déiente est done j_)dVV En intégrant cette expression
entre les limites Vo et 'V, on aura le travail total déve-
loppé par la déiente du gaz passant du volume V, au vo-

. Lk A%
lume V; on trouve ainsi — log —-.
o VY,

§ X.— Sur e cnoc pes cores, — Trtorime pe Canvor.

231. On donne le nom de percussion ou de force in-
stantanée i une force agissant avec une grande intensité,
mais pendant un temps trés-court. (Ce temps sera néees-
sairement fini, car une force ne peut produire d’eflet que
si elle agit pendant un temps fini.)

Nous admettrons que I'on peut toujours négliger 'ac-
tion des autres forces devant celle des percussions. Enfin
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nous admettrons qu’une percussion conserve une di-

rection constante pendant tout le temps de son action.
Une percussion F sera mesurée par son impulsion

6
f F de prise pendant tout le temps 6 pendant lequel elle

agit. Elle sera représentée géométriquement par une

droite égale a son impulsion, et comptée sur sadirection.
Il existe entre les percussions et les quantités de mou-

vement des relations analogues a celles qui existent entre

les forces réellement agissantes et les forces d'inertie.
Ainsi, par exemple :

232. Tutorime. — 8i ['on convient de composer les
percussions et les quantités de mouvement comme les
Sorces, on pourra dire qu'il y a équilibre & chaque in-
stant entre : 1° les percussions; 2° les quantités de mou-
vement antérieures & 'action des percussions, et 3° les
quantités de mouvement postérieures & laction des
percussions prises en sens contraire.

Si, en effet, on intégre entre les limites o et 6 les équa-
tions générales du mouvement

d*x dy diz\ |
2[<X—m7[~>31+<Y——m—d—>oy+ (Z mEF)SzJ:o,

9 désignant le temps trés-court pendant lequel agissent
les percussions, on a

o dx\ 7
2 f Xdt—m <—> dx
_o/ 0 dt 0]

0 dr\ ]
[ s
(1) +2 H‘/(: Ydt m<dt>o_ dy
~ 0 .
dz\*
Zdt — — = 0.
—{—2 L/Ov de m(‘”)u dz = o
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Dans I'intégration, nous avons supposé dx, dy, 0z,...
invariables avec le temps, ceci n’est pas rigoureux, mais
comme l'on suppose 0 trés-petit, on peut admettre que
Z,¥, Z,... n’ont pas sensiblement varié, en sorte que dx
peut, sans grande erreur, étre placéen dehors du signe f.
Si I'on désigne alors par a, b, ¢ les composantes de la vi-
tesse du point m a I'époque o, etpar o, &, ¢’ ses compo-
santes a 'époque 0, si de plus on désigne par P, Q, Rles
projections sur les axes de la percussion qui agit en m,
P'équation (1) pourra s’écrire, en négligeant les forces
ordinaires devant les percussions,

2[(P +ma — ma')dx
+(Q +mb — mb' )3y +(R + me — mc')dz] = o.

Cette équation est bien la traduction analytique du théo-
réme que nous avions énoncé.

Supposons que les percussions proviennent d’un chan-
gement brusque opéré dans les liaisons, et supposons les
nouvelles liaisons indépendantes du temps, on pourra
prendre o0x = a'dt, dy = V'dt, dz = ('dt, et comme les
déplacements effectifs seront compatibles avec les liai-
sons (215) on pourra ne pas tenir compte des percussions
qui sont les forces introduites par les nouvelles liaisons.
L’équation précédente se réduira alors a

Iml(a—a)d + (b — V)V +(c— ') ]=o,
ou bien a
Zmlad’ — '+ bb'— b'*+ o' — ?] = o,
ou enfin, en remplacant ad’ par

1 , at  a’?
——(a—ad')P 4+ —+— ...,
2 2 2

— 3mlla — e (b — Yo — €]
+i2m(@ b o) — § Xm(a 4 b+ ) =o.
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Si l'on désigne par Zmy? la force vive avant le change-
ment de liaisons, par Zmy’ la force vive aprés le chan-
gement, et par Zmu® la force vive perdue, c’est-a-dire
la force vive due aux vitesses qu'il faudrait composer
avec les vitesses v pour obtenir les vitesses ¢/, la formule
précédente s'écrira

2mo't—= Zme* — Smu?,

done
Zme'< St

et I'on peut dire que :

233. Tutorkme. — Un changement de liaisons
brusque dans un systéme en mouvement occasionne
une perte de force vive qui est égale a la force vive
due aux wvitesses perdues.

Lorsque deux corps animés d’une certaine vitesse
viennent a se rencontrer, leurs vitesses changent brus-
quement; ces corps se désorganisent souvent, leurs liai-
sons peuvent étre modifiées, etc. On donne a ce phéno-
méne, bien connu du reste de tout le monde, le nom de
choc.

Lorsque deux corps solides dépourvus d’élasticité
viennent 4 se choquer, ils se déforment, mais en vertu de
leur non-élasticitg, ils conservent leur déformation ; ainsi
les liaisons ont ¢té brusquement changdes,puisque chaque
solide est transformé en un nouveau solide différent du
premier. Nous nous trouvons donc dans le cas du théo-
reme précédent, et I'on peut dire que :

234. Tutorime pe Carnor. — Lorsque deux solides
dépourvus d’élasticité se choquent, il y a perte de force
vive, et la force vive perdue est égale & la force vive
due aux vitesses perdues.

Dans le choc des corps parfaitement élastiques, au
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contraire, la force vive ne se perd pas, car sa variation
est égale a la somme des travaux des forces tant inté-
rieures qu'extéricures. Sinous négligeons les forces exté-
ricures, on voit que le travail des forces intérieures est
nul, car si I'on considére deux points situés a la distance
rl'undeI'autre, sil’'on désigne par fleur action mutuelle,
le travail des forces élastiques seraZ f fdr. Or, danscette
intégrale, les éléments sont égaux deux a deux et de signes
contraires, car pendant la période ot le corps revient a
Pérat naturel, f repasse par les mémes élats de valeur
que pendant la déformation, mais dr a changé de signe.
Aiusi le travail des forces élastiques est nul, et il n’y a pas
de perte de force vive dans le choc des corps élastiques.

Nous n’avons pas besoin de faire remarquer au lecteur
tout ce que ce paragraphe contient de théories inexactes
et vicieuses provenant d’hypotheses tout a fait inadmis-
sibles. Il n’cxiste pas dans la nature de corps solides
mous ; qui dit corps solide, dit corps invariable de forme,
et par conséquent les solides ne sont ni mous, ni élas-
tiques. Si alors on a aflaire & un corps mou ou élastique,
les liaisons sont variables, elles sont fonctions des vitesses
et se modificnt non pas brusquement, mais en vertu des
forces moléculaires continues mises en jeu par le pliéno-
méne da choc; aussi ne faut-il pas s’étonner que les théo-
rémes précédents ne puissent pas se vérifier par des ex-
périences délicates.

XI. — PrINCIPE DE LA MOINDRE ACTION.

235. Considérons un systéme cn mouvement, ct dans
I'intégrale

li
(1} I:f vads,
to

ou m désigne la masse, v la vitesse d’un point quelconque
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du systéme, et t,, ¢; deux époques quelconques, imagi-
nons que l'on remplace le temps et les coordonnées
x, y, Z,... des divers points du corps considéré par leurs
valeurs exprimées (a 'aide des intégrales du mouvement)
en fonction de 'une des coordonnées, que nous représen-
terons par ¢. Le principe des forces vives donne

(2) Zmvi=2U £,

U désignant la valeur du travail total et % une constante.
Dans cette derniére formule, remplagons encore x, y,..., 1
par leurs valeurs exprimées en fonction de ¢, les for-
mules (1) et (2) pourront s’écrire

91 ds?
I:~/(]' Z/ﬂ-d—t’

v ds?
I)’Ld—lz:2U+/l,

ou bien, en posant

dr dy
d_q =T, @ X's >
91 x4yl g
(3) 1= f N WL‘”—- dg,
9o
Z /2 12 4 g2
(4) g =T A ) 2t
De (4) on tire
Zm (2" + y't 427
( dt — R d
(5) ‘ \/ 2U + A “9

et, par suite, (3) devient (en sc rappelant que ¢, x, x*,...
sont fonctions de ¢),

L N .
(6) I= VU &) Sm (2" 4y + 27) dy.
9o

Supposons que le travail soit une différenticlle exacte,
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U sera une fonction dex, y, z,..., dont les dérivées par-
tielles représenteront les composantes des forces qui sol-
licitent chaque point, et I'on pourra faire varier I, en
laissant ¢, et ¢, constants. Si l'on désigne alors par P
le radical qui se trouve placé sous le signe f, on aura

% dp d dp
= — — — —— | dxd
(7) 91 L‘ 2<dx dqu’> 9z dg s

le signe X étant relatif aux coordonnées x, y, z,... Or
on a, en vertu de I'équation (5),

(AP [Zm(at -y + 2 dU de dU
(8) “ dr 2U -+ £ dx dq dx’
¢
dP 2U + 4 , dg
—_— = S - ; T MX = —= T,
' Zm(x'? -+ yt 454 de
d dp dx' dg , 4 dg
(9) prirr il il i

Les équations (7), (8), (9) donnent alors

T ‘dt dU dr' dgq d dg
81 = T x
f 2 dq dx dq dr —m dg dt> dqdz,

ce que ’on peut écrire

\ 9o dt {dU dz’ [dq\*?
., n= "3l % (%)

RURRA T
dt dg dt
Orona

da’ dq) ,dg d dg dq [dr dq i d d_q]
dg \de) TF drdgde — dr | dg ar dg

d(/ d g

oA
7 (lq ot
d dr dr*z

& de’
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la formule (10) devient alors

7 dt (dU d*x
= — | — —m—)dqg?d
o1 f 2dq<dx m dtz) q oz,
vq,
c’est-a-dire, en vertu des équations du mouvement,

dl—=o.

On peut donc énoncer le théoréme suivant, auquel on
a donné le nom de principe de la moindre action :

8i le travail des forces qui sollicitent un systéme est
@ chaque instant une différentielle exacte, la variation

I:ftozlnuds

La démonstration qui précéde est duc & Jacobi.

de Uintégrale

sera nulle.

Si l'on observe que les variations ox, dy,..., dans lc
courant du caleul, pouvaient éire choisies de maniére a
satisfaire aux liaisons, on pourra encore dire que :

S lesforces qui agissent sur un Systéme, non com-
pris les forces de liuison, sont telles, que leur travail
soit & chague instant une différentielle exacte, la va-
riation de U'intégralel sera nulle pour tout déplacement
compatible avec les liaisons.

En général I sera un minimum, et 'on pourra dire
que cette intégrale sera plus petite pour le déplacement
effectif que pour tout autre déplacement compatible avec
les liaisons. Mais il y aura des cas ot clle ne sera ni mi-
nimum ni maximum : par exemple, §'il s’agit d'un point
unique assujetti a rester sur une surface, on a
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si, de plus, il n'existe pas de forces extérieures, la force

. . ds ., . i

vive esl constante, et, par suite, 7[1 est aussi, ct [ se ré-
(4

duit au produit de s par une constante. Ainsi, le chemin
suivi par le mobile est un minimum, ou, comme on le
savait, une ligne géodésique; mais il peut arriver que
cette ligne cesse d’¢tre un minimum : c’est ce qui arrive-
rait si, par exemple, le mobile restait sur une sphére et
décrivait un arc de grand cercle plus grand que 130 de-
grés.

Supposons un systéme sur lequel n’agissc aucune force
extéricure, la force vive sera constante ; soit & sa valeur.

On aura
! t
I:f mods:kf dt=Fk(t—1t, ;
2 t

0

douc t —t, temps du trajet sera généralement un mini-
mum; on peut done éuoncer le théoréme suivant :

Tutorkme., — Si un systéme en mouvement n’est
soumis & Uaction d’aucune force extéricure, le temps
qu'il met & passer d’une position ¢ une autre est moindie
que si, dépensant la méme force vive, i suivait tout
autre chemin.

Dans certains cas cependant, il pourra arriver que ce
temps ne soit nl minimum ni maximum.

XII. — Princire pE Gauss.

. . b
236. Soient m la masse d’un point quelconque d’un
systéme en mouvement, a, sa position initiale, a sa posi-
tion au bout du temps de, b la position (]u,’il occuperait

s'il wétait soumis & aucune liaison ; la quantité

Smab
IT. 3

parta fetre el MC - Cale £ 84 LA 70-2



34 TRAITE DE MECANIQUE RATIGNNELLE.

. T, . .
sera un minimum , c’est-a-dire sera moindre que si le
point m, au lieu de se rendre en a, swivait to'ul autre
chemin compatible avee les liaisons.

En effet, en désignant la force due aux liaisons qui
agit en m par f, on a

dr?

1) ab—

m 2

en observant que;b- est précisément le chemin que sui-
vrait le point m, en vertu du principe de I'indépendance
des effets des forces, s'il n’était sollicité que par la force
due aux liaisons, et §'il partait du repos. On tire de la
formule (1)

2mab

() =

Or, en vertu du principe des vitesses virtuelles, les
forces de liaison (les forces perdues) se font équilibre;
on a donc, en désignant par af un déplacement virtuel
quelconque compatible avec les liaisons,

3 faBcos(f,af) = o,
ou, en vertu de (2),
{3) S2mab ap cos(ab,af) = o;
or, on a

bg = ab + af — 2abaf cos(ab,ap);
multiplions par m, faisons précéder chaque terme d’un Z,
nous aurons, en vertude (3),
Zmb—pzsﬁmﬁz —+—Zm;z—az.

On a done

Smab < 3m EZX .

C. Q. F. D.
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XIII. — Princree »’Hamirvon. — FormuLes
pE LAcraxcE.

Nous avens vu comment Lagrange, a I'aide d'un chan-
gement de variables, a déduit, des équations du mouve-
ment cn coordonnées rectangulaires, les formules du
mouvement d'un systéme en coordonnées quelconques.
Voici une autre maniére d'arriver au méme résultat.

237. Prncirr o’ Hamivron, — Soient T la somme des
demi-forces wives des différents points d’un sysiéme a
I'époquet, oU Uexpression différentielle du travail wir-
tuel des forces, non compris celles qui proviennent des
liaisons; soit, de plus,

‘l
S—= /‘ (6T +3dU) «,
v

1o €l 1 de'stg)mnt deux (:'/)or/ues (/uclconques, o1 aura
S = o pour tous les déplacements compatibles avec les
liaisons du systéme, pourvu que Uon prenne nuls les dé-
placements relatifs aux époques t, et t,.

Avant de démontrer cette proposition, nous ferons
observer encore une fois que la notation dU n’implique
pas dans notre esprit Vexistence d'une fonction U, oU
est simplement un travail virtuel que 'on peut exprimer
linéairement en fonction des variations des coordonnées
des différents points du systéme.

Cecl posé, soient m la masse d’'un point, x, y, z ses
coordonnées rectangulaires, X, Y, Z les composantes de
la force qui lui est appliquée, on aura

= by (5]

]
+ ¥ (Xaw -+ Yoy + 203)] de
3.
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c’est-z-dire

t = 4
1 dr  dv N .
S_I [Em(momf...>+A(Xux+.,_)]d,’

ou bien, en intégrant par partics et observant que ox,
dy,... sont muls pour £t =7 et t = 1t,,

S:/l;llZL(X~m dﬁlf> o (Y— mt(l—t> 3y

Si donc dx, Jy, 0z,... sont des déplacements compa-
tibles avec les liaisons, on aura, en vertu des dquations
du mouvement,

S —o,
c. Q. F. D.

238. Voici maintenant comment on fera usage du
théoréme d’Hamilion. Supposons qu'anx coordonndes x,
s Zy... on substitue d’autres coordonnées gy, goe.ney ¢4
on aura toujours

(1) ft.(6f+8U):o.

)

On exprimera T et dU en fonction de ¢y, ¢s,..., ¢,

N 3 dq,
U2y es ) ar’
On posera
a_
dt 7>

puis on remarqucra que T, qui était primitivement une

. dr dy . .
fonction dc—d—t, —oa va devenir une fonction des q et
{
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des ¢'; on aura done

dT dT , ,
BTA"';Z;‘(FQT —(—2?6(],

oU est dela forme
2(Xdr + Y3y +Zd3).

Quand aux coordonnées &, ), z on aura substitué les
’ N ‘v
coordonnées ¢, oU prendra la forme

53U = 2Qdy,

en sorle que la formule (1) pourra s'écrire

4 dT dT
[ > <(T(, 3q + a7 aq'+Qaq> dt—o,

ou blcn, en 1nlegrant par partes,

0%

d’ou I'on tire

d dT dT ’
2 — e e — >é‘q:o;
dt dq dy

et si ¢y, (f2.... sont choisis de telle sorte que les liaisons
soient satisfaites d’clles-mémes, on aura awant d’équa-
tions que de variations dqy, 9¢,,.... Ces équations sont de
la forme

Nous retrouvons ainsi les formules de Lagrange.
XIV. — REFLEXIONS SUR LES PRINCIPES PRECEDENTS.

239. Les principes du mouvement du centre de gra-

vité, des (quantités de mouvement projetées, des moments

- UPMC Cots: B1LAUT0 2




38 TRAITE DE MECANIQUE RATIONNELLE.

des quantités de mouvements ct des forces vives, four-
nissent, dans un grand nombre de cas, des intégrales du
mouvement. Aussi voit-on plusicurs auteurs traiter les
questions de Dynamique, en appliquant dircctement les
principes en question. Cette marche n’est pas logique.
En cffet, si ces principes peuvent fournir, dans certains
cas, la lol du mouvement, iis sont si faciles & démontrer,
qu'il y aura peu d’inconvénicnt & recommencer les cal-
culs sur les équations du probléeme spécial dont on
s’occupes; en outre, la considération directe de ces équa-
tions a le grand avantage de fournir toutes les circon-
stances du mouvement dans tous les cas possibles, ponrvu
que l'on puisse les intégrer. Enfin, en partant des équa-
tions générales de la Dynamique, on a 'avantage de
pouvoir traiter toutes les questions d’'une maniére uni-
forme: ¢’est ce qui doune tant d’élégance i la méthode
que Lagrange a suivie dans sa Mccanique analytique.

Ainsi done, en thése générale, pour résoudre un pro-
bléme de Dynamique, on commencera par éerive les équa-
tions différenticlles de son mouvement.

Il y a cependant quelques cas d’exception a cette régle.
Par exemple, si le systéme dont on étudic le mouvement
était a liaisons complétes, une seule équation suflivait a
déterminer son mouvement. Cette équation serait fournie
par le principe des forces vives (en supposant bien en-
tendu les liaisons indépendantes du temps). Quelque-
fois le principe des aires, jointa celni des forces vives,
suffira pour résoudre unc question. Lorsque cette cir-
constance sc¢ présentera, les équations différenticlles
du mouvement pourront en général s'derire 4 Vaide de
coordonuées polaires; mais on aura immddiatement des
équations du premier ordre 1 ¢’est ce qui arrive, comme
nous ’avons vu dans I’étude du mouvement relatif des
corps célestes.
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Le principe de la moindre action, le principe de Gauss
et celui d’Hamilion ne fournissent que des propriétés
du mouvement et jamais d’intégrales. Ils ont cependant
leur utilité dans des cas ou Pon ne trouverait que fort
diflicilement les équations du mouvement.

Supposons, par exemple, qu'il s’agisse de déterminer
la route que doit suivre un point matériel m pour se
rendre de A en Bj le point A est dans un milieu ou le
point m se meut avec une vitesse constante a, le point B
se trouve dans un autre milieu ou la vitesse du point m
est égale & une autre constante b,

Il serait difficile d’étudier les phénoménes qui se passent
a la surface de séparation des milicux, de calculer les
forces qui entrent cn jeu, et, par suite, d’écrire les égqua-
tions du mouvement; mais le principe de la moindre
action nous apprend que, les vitesses a et b étant con-
stantes, le temps du trajet doit &tre un minimum. La
question est donc ramenée a celle-ci : Quelle route doit
suivre le point m pour que le temps qu’il met afin de se
rendre de A en B soit un minimum?

La surface de séparation peut étre représentée par une

équation de la forme
(l) f(l); q,/“):O,
p et g désignant les distances d’'un point quelconque de
la surface a A et B, et r la distance du méme point & un
troisi¢éme point fixe C. Alors la quantité a rendre mi-
nimum ou le temps du trajet sera

P q
2 r ks
() a+b’

p ct ¢ éiant lids entre eux par la rclation (1), Igalons a
zéro la différentielle de Pexpression (2), nous aurons
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et la formule (1) donnera

af df af
2. d, i “dr = o.
2 p -+ 4 dg + e dr — o

En employant la méthode des multiplicateurs, il faudra
poser

d o I d)

1—1——__0, )\—f-— b - =0, —f::O;

dp a dg b dr
et, par snile, on aura, pour déterminer p, g, 1, les équa-
tions (1) et

d, d
d,
(%) g—

Ces équations ont une signification géométrique remar-
quable ; elles font connaitre le point P ou le mobile ren-
contre la surface (1).

Pour obtenir la normale a la surface au point P, il
faut, comme Von sait (¥), porter, a partir du point P,

(*) Ce théoréme peat se démontrer comme il suit :
Soient x, y, z les coordonnées rectangulaires du point P; a, o', a”
les coordonnées de A b, b7, b" celles de B; ¢, ¢, ¢” celles de C. Le cosinus

de V'angle » que la normale en P fait avee 'axe des = est proportionnel 2
d, d d
Yoy T G G
dx dp dxr ~ dgq dx  dr dx
c’est-a-dire &
df x —a df:r——h_‘_dfxv—c
&y Tdg g T

en observant que

,f::(x——a)e—}— (]_a’),+ (Z - a”),+‘ ty
et, par suite, que

p——:.x—~a o

¢ — —b
or T8, TP T8 oont les cosinus des angles que AP, BQ, CR
14 4 r
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dans les directions PA, PB, PC, des longueurs ﬁj—c, dl’ ijj,
dp’ dq’ dr

et chercher la résultante de ces droites. La condition (4)
montre alors que le point P doit éire choisi de telle sorte,
que le plan APB soit normal 4 la surface; la formule (3)
montre que le rapporl% : % est égal & ?,’ c’est-a-dire,
en employant un langage emprunté a la théorie de la
lumiére, que les sinus des angles d'incidence et de ré-
fraction sont dans un rapport constant.

Le probléeme qui précéde a unc certaine importance
en Physique, et le résultat auquel nous venons d’arriver
est un des arguments que I'on a invoqués contre Ja théorie

de I'émission en faveur de la théorie des ondulations.

XV. — MOUVEMENT D'UN POINT ASSUJETTI A DEMEURER
SUR UNE SPHERE.

240. Prosrimve. — Etudier le mouvement d’un point
pesant, assujetti & demeurer sur la surface d’une sphére
de rayon r.

Traitons d’abord la question 4 T'aide de coordonndes
rectilignes. Supposons la masse du mobile égale a I'unité.

font avee Paxe des  en appelant ces angles J, s, v, et en désignant par N
une quantité qui ne change pas quand on change x eny, y cn z el z en a,
on aura

aF . df df
N cose == — €OSJ —+ —~ COSpr.~+ -~ €Oy
dp dg dr
et deux relations analogues velativement & Paxe des ¥ et 4 P'axe des .
Ces rclations prouvent que la longucur N portée dans fe sens de la nor-
af df
;E')‘I —d_(/’ Et?
porties dans les directions PA, PB, PC i partir du point P; de la un
moyen de construire la normale a la surface.

male & la surface est la résultante des droites de longuecur
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Soient x, y, z les coordonunées prises par rapport a trois
axes rectangulaires, passant par le centre de la sphére;
en supposant 'axe des z vertical, la seule force qui sol-
licite le mobile étant son poids g, nous aurons pour
équation du mouvement (212)

dr dy dz
1 ——fr 4+ =8y | —g)dz—o.
) de 0T g Y T e T8
A cette équation, il faut joindre 'équation de liaison

(2) .1??+)‘2+z’:7",

qui exprime que le mobile restc sur la sphére. En diffé-
rentiant cette équation, on trouve

zdr + y oy + zdz = o.

Multiplions cette formule par 4, et ajoutons-la avece (1);
égalons ensuite & zéro les coeflicients de dr, dy, dz, nous
aurons

.. dr - dy Ny — d*z
(3) gmrire=o So+dly=o

—g+irz=o.

Ces équations, que ’on aurait pu écrire immédiatement
en désignant par A7 la réaction de la surface, sont les
¢quations du mouvement ; il faudrait éliminer A entre ces
équations, et les équations résultantes jointes a (2) per-
mettraient de calculer x, y, z en fouction du temps.
Mais x, y, z ve sont pas les inconnues naturelles de la
question, et Pintégration des formules (3), (2) scrait
compliquée. Le point mobile est ordinairement assujetti
a décrire la sphére wu moyen d’uu fil de¢ longucur con-
stante fixé par I'une de ses extrémités; Uappareil ainsi
formé porte le nom de pendule conique. Ce qu'il importe
alors de connaitre & chaque instant, ¢’est 'angle que fait
le fil avec la verticale, et Pangle que fait sa projection
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sur un plan horizontal avee un axe horizontal fixe; cn
d’autres termes, ¢’est la longitude ct la colatituae du point
mobile qu’il s’agit de calculer en fonction du temps. On
pourrait y arviver a 'aide des équations (3); mais il vaut
hien mieux avoir recours aux formules de Lagrange, dans
lesquelles on n’a plus a s’occuper des liaisons, avee le
choix des nouvelles variables, puisque, en posant

x == rsinfcosY, y =—rsindsing, z:==rcosh,

et en laissant r constant, les liaisons se rouvent satis-
faites d’clles-mémes. En désignant alors par T la demi-
force vive, et par ©00 + ¥ b le travail de la pesanteur,
on a

ddT _dT
" \@av ~ @ 0=
* ( d AT _dT
datdy dy T o
Orona
rrde*+- r2sin’f dd*
T = —- — -
2dt?
ou
T =1 (r*0"+ r?sin?gy?);
d’on
dT 2ot dT T
Pk o, ;l’l;; = rrsin*gy’,
dT . dT
55 = r*sinf cos§+'?, d@ = 0.
On a ensuite
000 + Wy == goz = — rgsin0do;

d’ou

O = —rgsinb, ¥=xo,
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Les équations (4) deviennent alors

rfﬁ—g —Arsinecose/ﬂy—i—gsine:o
(5) dre: Kdt ’
v df . db\

{Tt<r~sm~6—d-t/) = 0.

La seconde équation donue, en désignant par ¢ une con-
stante,

(6) r’sin?Od—‘p =c.
de

Cetie formule serait donnce par le théoréme des aires; la
premiére équation (5) donne, en la combinant avec (6),

a6 ctcosf ino
r— — 4 gsinf—o0;

dar risindg ' ® ’
en multipliant par 46, on peut intégrer une premiére
{ois, et 'on a

1 /do\:? ¢? .
—r| — —_——— — ZC0SY —— a
2 dt) + arisinif ° !

a désignant une nouvelle constante. On en tire

- r2df sinf
t— , e —— o - - —+ const.
J V—c?+2gr*sin?6cos 8-+ 2 riasinG
Si I'on pose
cosf — — u,
ona
=

la quantité u ou — cosf est donc une fonction double-
ment périodique du temps. La formule (6) donne
cdt

;_‘§1n776 —+ const.,

«J{:
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ou
cdu
'\P == T T YT oI/ - SITITT T I T e —E— consti;
U— )y —ct—2gr1—uu+2ra(1— )
\ } s J
u ou —cosf est donc aussi une fonction doublement

périodique de §. Celte fouction cessera d’étre doublement
périodique si 'on prend ¢ = o, ce ¢ui fournit le mouve-
ment dans un plan vertical; ou si I'on fait du=o,
ce qui suppose § constant. En introduisant Phypothése
= const. dans les formules (5), on a

/d,ﬁlj‘ 2
Il— ) =g
r cos K(”) 8

R
YT resing Y
¢, désignant une constante. La premieére de ces équations
donne
—
o /8

de \/ rcosh

Elle sert & déterminer la constante ¢ qui figure daus la
seconde équation.

Donc, si § est constant, le mouvement qui alors a lica
dans un plan horizontal est uniforme. La vitesse angu-
laire est donnée par la formule précédente.

XVI. —MoUVEMENT DE DEUX POINTS ASSUJETTIS A RESTER
SUR DEUX DROITES FIXES.

241, Considérons deux points A et B assujettis a
rester sur denx droites fixes, et soumis a leur action mu-
tuelle. Proposons-nous de déterminer leur mouvement.

Soient % la plus courte distance des trajectoires, 6 leur
angle; soient xx la distance du point A 4 la dvoite &, y la
distance du point B a la méme droite; soient i et 22 les
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masses respectives des points A et Bjsoient rleur distance,
et mn f(r) leur action mutuelle. On aura

(1) ri=h*-+ x*+ y*— 2.xy cosé.

Les formules de Lagrange deviennent dans ce cas, en
désignant tonjours par 2 T'la force vive, etpar X dx <+ Y dy
le travail,

G " ar 2T
2
(2) d dT dT Y —
dedy’ — dy =0
Oron a
| 1 mdzx?+ ndy? 1
T B = (mat e,
dT , dT ,
i N A
ar _ dT
dz 7—

Quant au travail, i] est égal a
— mnf(r)dr.
Or on tire de (1)

rér—xdzx + ydy — cos(xdy + ydz),

par suite,
X = —mn —,:(,r—\’ {x — y cos0),
Y:——mnj—((rL)(y—zcose).

Les équations (2) deviennent alors

id,l—'—r =—n f(rr) (x —ycosh),
!
) dy f(r)

T T M (y — xcos).




QUATRIEME PARTIE. — CHAPITRE I. 47

Nous prendrons comme application f(r)=r, c'est-

a-dive la force attractive proportionnelle a la distance.
Nous aurons alors, au lieu des équations (3),

dx .
I == — n{x — ycosbj,
(lz -

d_ti = —m(y — xcosé).

Si I'on pose
r==ael, y-=—=bel,

, . . a
on a pour déterminer 7 et le rapporl —f;

ar*—— n{a— bcosh),

bi*= — m(b — acos).
e e b .
L’élimination de — conduit a la formule
a

P (m -+ n)i*+ mn sin?9 = o,

d’ou 'on tire

m+n
A T \/ m - n\‘—4mnsm20

Ces quatre valeurs de 7 sont de la forme == p\/—1; on
en conclut pour x et ) des solutions de la forme

x=ccospt -+ ¢ sinpt + ¢’ cosp’t 4- ¢’ sinpt,

n—p —
=— ceospt--¢'sinpt —le"cosp e+ " sinp't).
J cosd ( ¢ ¢'s * ) T cosd ¢ ¢

On déterminera les constantes ¢, ¢/, ¢”, ¢ daprés
] 2 b
les circonstances initiales du mouvement.
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XVII. — MOUVEMENT DE DEUX POINTS ASSUJETTTS
A DEMEURER SUR UN MEME CERCLE.

242. Prosrimu. — Trouver le mouvement de deux
points assujetlis & se mouvoir sur un méme cercle, et
soumis & une force de répulsion mutuelle variant en
raison inverse du carré de la distance.

Soient m et m' les masses des deux points, r le rayon
du cercle sur lequel ils se meuvent, 9 et ¢ les angles gue
font les rayons qui aboutissent en m et m/, avec un dia-
métre fixe du cercle.

Si I’'on désigne par x, y, et x/, 5’ les coordonuées des
points m et m' prises par rapport a un diamétre fixe, et
par rapport a un diaméire perpendiculaire sur celui-ci,
on anra

d? Codrg
(1) <m d: — X\) dr + (\m’ 7; — X’) 2’ 4+...==o,

/

X, Y, et X', Y/ désignant les composantes des forces 1é-
pulsives qui agissent sur m ct m'. La distance mm' st
donnée par la formule

Ve =,
en sorte que 'on a
(x— x'Yhkmm'
X = - o
(e —a"y+(r—o'7]?
ly —y"kmm'

o\ Ii —
2 ) Y =

37
[@—a' P 4-{y =2 )
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On a ensuite les équations de liaison

<3) -’L'?-i-)’:: 7‘2, .77!2__*_‘},/7: r?

‘

d’ou I'on déduit

(4) zdr 4 ydy =—o0, &'8x +3y' 8y =o.
Multiplions la premiére équation (4) par A, la seconde

par /', ajoutons avee (1), égalons ensuite a zéro les coef-

ficients de dx, dx’, Jy, dy’, nous aurons les équations
du mouvement

x

m—d[T-%- )\.T,'—X:O,
d2

m dl'zﬂ+1y~Y:0,
d*z’

m'—a,;~ +Vz'— X' = o,
dy’

?

+¥y'—Y =:0.

L’elimination de A et ¥ donne

\

rhe st

1 d*x d*y
m ( -

s y de*

) /

[, dx’ dry’

A ces équations il faut joindre les équations (3), et 'on
pourra de ces quatre formules déduire x, 2/, ¥, ¥’ cn
fonction du temps z. Telle est la marche indiquée par la
premiére méthode de Lagrange, pour résoudre la ques-
tion; elle a, comme on voit, 'inconvénicnt de conduire
a des équations compliquées qui ne contiennent pas les
variables naturelles 6, 6.

I’application dircete du principe de d’Alembert est
bien préférable, comme nous allons voir. Ecrivons qu'il

1. 4
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y a équilibre entre les forces d’inertie et les forces réelle-
ment agissantes, dans tout déplacement compatible avec
les liaisons, c’est-a-dire effectué le long du cercle.

La force d’inertie du point m se compose : 1° de la
force centrifuge dont le travail est nul; 2° de la force

. . . d*§ .
tangentielle d’inertie mr® — dont le travail est

d*f
—mr? = I 96. On verrait de méme que le travail de la
d26
dt?
Si l'on désigne par la distance mm’, la somme des tra-

force d’inertie du point m’ est — m’r* 20’.

vaux des forces de répulsion réciproque provenant de m

el m’ est, comme on a vu, I'ol, I désignant la force ré-

pulsive Pz

» en sorte que le travail des forces réelle-

0 —0

PP=or*— aricos(f — 8) =4 risin?
d’ou Fon tire
l=2rsin (60’ — @),
8l = rcos ; (8"— 6)(d6' — 86,
ct, par suite, le travail des forces réellement agissantes

est
kmm’ cos ; (8" — 0)

/8/ : 2,
i )

Y]
sin? (6" — 8)
En égalant 4 zéro la somme des travaux de toutes les
forces, on trouve alors

d*0 o d kmm' cos ;- (0'— 6)
- . 6\9/—__ [ 2 .
mr: 4 00 4 m'r? o 4 (86" — d0) St (0 — 8] %)

En égalant alors & zéro les coefficients de 09 et d6’, on
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a les équations du mouvement

d?9
4r° jt? sin?! (0'— 85— — Am'cos L (4 -~ 10),
(6)

sm’irO’ 9) == kmcos, (¢ — 0).

4'3

On peut enfin traiter la question par la seconde mé-
thode de Lagrange. En désignant par T la demi-force
vive du systéme, on a

s (B o (2
2 —=mr E myr (7;1 .

On en tire

dT o, dT ;o 48
an, —=mr ” 5 Y m'r ——l—,
<dt ) d <—zﬁ>
dT dT
=% @

Enfin le travail est, comme on l’a trouvé plus haut,

kmm' 36’—69)008—“),——9)-
4r sin? (6’ —6)
On a donc
,d% kmm’ cos 5 {0/ —8)
mr? — - — - )
de? 4r sin?l(9 —9)

A0’ kmm' cosy (0" — 9).
di* 7 fr sin?(0'— )"

2

ces formules sont identiques aux formules (6).
Pour faciliter I'étude de la question, nous prendrons

,43
les masses m et égales a 'unité et 4_/._ = u; enfin nous

supposerons les points m et m' placés sans vitesse ini-
tiale a des distances angulaires & et # — « du diamétre-

4.
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origine. Les équations (6) s'écriront alors

d: d29 cos (6 — 0)
dt dt in?f(6"—9)

On en déduit aisément
d*y 4 d*6 = o,

et, par suile, en tenant compte des circonstances ini-
tiales,

(8) 0+ ==,
équation évidente a priori; les formules (7) deviennent
alors
d6 sind
v, —— I —— — .
R cos* 9

En multipliant par df et en intégrant depuis t = o0, on a

p f dON? ¥ 1
2\dt | cosz  cosb
11 est impossible de pousser le calcul plus loin, i moius
de supposer § trés-petit; dans ce cas on a

o? g2
oS == I — —> cost — 1 — —,
2 2
1 1 I
— = -t —— =1 4 — 6
cos« 2 cosf 2
et, par suite,
519\" g
— =t — 0
¢ dt / ’
d’ou V'on tire
0 _
t = \-/—H -df,

o \/0‘2"92

- 6
¢ =\p <§— arcsin —) .

o
/

oun
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Le mouvement est, ainsi qu’il éiait aisé de le prévoir, un
mouvement oscillatoire; le temps d’unc oscillation est
donné par la formule

/

r
-/;.

T:ﬁ\/;—xzznr\/

XVIII. — Du MOUVEMENT RELATIF.

243. Le mouvement relatif est souvent pour nous ce-
lui qu'il est le plus utilede connaitre. En combinant con-
venablement le principe de &’ Alembert avec celui des vi-
tesses virtuelles et avec le théoréme de Coriolis, on peut
écrire immédiatement les équations du mouvement rela-
tif d’un corps par rapport A un autre.

Nous avons vu, en effet, que 'accélération dans le
mouvement absolu était la résultante de trois autres:
12 Paccélération relative; 2° I'accélération d’entraine-
ment; 3° Paccélération centrifuge composée (41).

Il résulte de la que P'accélération dans le mouvement
relatif est1a résultante: 1° de Paceélération absolue; 2° de
I’accélération d’entrainement prisec en sens contraire;
3° de I'accélération centrifuge composée, également prise
en sens contraire. Cecl revient & dire que la force qui pro-
duirait le mouvement relatif d’vn pointest la résultante:
1” de la force ui produit le mouvement absoluy 2° d'une
force égale a Vaccélération d’entrainement prise en sens
contraire, multipliée par la masse du mobile; cette force
n’est autre chose que la force d'inertic du mouvement
dentrainement ; 3° d’unc force dite centrifuge composée,
égale au produit de la masse par P'accélération centrifuge
composée prise en sens contraire.

On pourra done traiter le mouvement relatif comme
un mouvement absolu, & la condition de joindre aux
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forces réelles qui sollicitent le corps, deux espéces de
forces fictives : 1° les forces d'incrtic du mouvement d’en-
trainement ; 2° les forces centrifuges composées.

Un exemple va servir a nous faire comprendre. Sup-
posons qu’il s'agisse de trouver le mouvement dun
point assujetti a se mouvoir le long d'une tige animée
d’un mouvement uniforme de rotation autour de I'un de
ses points.

Nous pourrions traiter ce probléme par.les méthodes
que nous avons précédemment développées; mais nous
pouvons nous proposer de trouver directement le mou-
vement relatif du point par rapport 4 la tige.

A cet effet nous traiterons ce mouvement relatif comme
un mouvement absolu, mais nous joindrons 4 la réaction
normale de la tige, qui est la seule force réellement agis-
sante, une force égale a la force centrifuge, force direc-
tement opposée & la force centripéte qui produit le mou-
vement d’entrainement, et une force égale a la force
centrifuge composée.

Soient w la vitesse angulaire de la tige, » la distance du
mobile au centre de rotation; il faut écrire que la force

,. . d?r ., . .
d’inertic — —? brojetée sur la tige augmentée de la
somme des projections des autres forces, est nulle. La
projection de la force réellement agissante est nulle, la
projection de la force centrifuge est w*r, celle de la force
centrifuge composée est nulle, puisqu’elle est perpendi-
culaire a la vitesse relative. On a donc

dr e
— “+ w'r—o,
d’ou 'on déduit
r=ce 4 e,

c et ¢’ désignant deux constantes. L’équation de la tra-
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jectoire s’en déduit du reste aisément, en remplacant wt
par Pangle 6 que fait la droite mobile r avec sa position
initiale.

XIX. — Sur LA DIRECTION DE LA VERTICALE.

244%. Si la Terre était sphérique et immobile, la ver-
ticale, c’est-a-dire la résultante des actions qui, pour un
habitant de la Terre, semblent solliciter un corps quel-
conque, serait dirigée suivant un rayon terrestre, Si
nous supposons la Terre animée d’'un mouvement de ro-
tation ® autour de la ligne des poles, il n’en sera pas
ainsi.

Considérons un point o placé a la surface de la Terre;
par ce point faisons passer trois axes: l'un d’eux, oz,
dirigé du point o vers le centre de la Terre; le second, oa,
dirigé suivant la tangente au paraliéle et vers l'orient;
le troisiéme, oy, dirigé du nord au sud, tangent au mé-
ridien.

Les forces qui sollicitent le point o, qui est en repos
relatif, sont la pesanteur mg, la force d’inertie du
mouvement d’entrainement qui est ici la force centri-
fuge; la force centrifuge composde, dans le cas actuel,
est nulle, parce que la vitesse relative est nulle (41); 1a
force centrifuge est w®r, r désignant le rayon du paral-
léle. Si alors on désigne par a le rayon terrestre et par A
la latitude, les composantes de la force centrifuge seront

0, mw*asinkcosk, — mwlacos’l.

Il en résulte que les composantes de la force qui sollicite
le corps o dans son repos relatif sont

0, mw’asinlcosk, mg— mw’acos®h.

Cette force est dirigée dans lc plan du méridien, et fait
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avec la tangente au méridien un angle ¢ donné par la for-

mule

w?asin) cosi
C0S¢ — —— .

Vgt -+ atatcos?h — 2gwaces?h

En effectuant le calcul, on trouve, pour la latitude de
45 degrés, E —= %{; environ ; le fil 4 plomb qui tend
a se placer dans la direction de la verticale apparente au-
rait donc une pente d’environ 2 millimétres par métre
sur la verticale vraic ou sur le rayon terrestre. Cet écart
ne peut pas &tre observé, parce que la Terre n’est pas
sphérique, et que, pendant qu’elle était encore a I'état
fluide, sa surface s’est précisément dirigée normalement
a la verticale apparente. Du reste, si la Terre était par-
faitement sphérique, les corps placés & sa surface glis-
seraient vers I'équateur, en vertu de la composante
mn?asina cosa de la force centrifuge,

La composante verticale de la force qui sollicite le

point o,
mg — mw'a cosh,

positive dans I'état actuel des choses, deviendrait nulle si
I’on avait

s _ 8

@ cos’h

La valeur de g, qui entre dans cette formule, n’est pas
le nombre qui entre d’ordinaire dans les Traités de Phy-
sique, mais il en différe peu, en sorte que si 'on fait
usage de la formule précédente pour calculer o en pre-
nantg=9,8, cos’A =1, a=06700000, on aura a peu
prés la vitesse de rotation qu’il faudrait donner a la Terre
pour que les corps placés a I'équatenr fussent dénués de
poids. On trouve ainsi que cette vitesse n’est que dix-sept
fois plus grande que la vitesse actuelle.
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XX. — MOUVEMENT D'UN POINT PESANT QUI TOMEE
D' UNE GRANDE HAUTEUR,

245. Lorsqu’un point pesant tombe & la surface de la
Terre, nous ne pouvons observer que son mouvement re-
latif, proposons-nous de trouver les équations de ce mou-
vement.

Soit @ le rayon terrestre SO ( fig. 39), laissons tomber
le point matériel sans vitesse initiale du point M situé &

la hauteur %, prenons pour axe des ¢ la verticale SO¢
du point M, pour axe des £ et des v lcs tangentes au pa-
ralléle et an méridien du point O, ou SM rencontre la
surface de la Terre.

Le mouvement cherché pourra étre traité comme un
mouvement absolu, pourvu qu'a la pesanteur, qui est
la force réellement agissante, on joigne la force centri-
fuge composée et la force d’inertic du mouvement d’en-
trainement.

Soient £, n, ¢ les coordonndes du point mobile a
I'époque . Si nous faisons abstraction du mouvement de
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translation de la Terre autour du Soleil, la force d’inertie
du mouvement d’entrainement sera la force centrifuge.
Si I'on désigne alors par 4 la latitude du point O, par w
la vitesse de rotation de la Terre, et si 'on suppose que
la masse du point mobile soit égale & I'unité, la force
centrifuge se réduira sensiblement a

w?(a + §) cosk,
en observant que le point mobile s’écarte fort peu de la
verticale ; ses composantes le long des axes sont
0, w(a -+ ¢)sinkcos}, w?(a - §)cos’h.

La force centrifuge composée est perpendiculaire a la
vitesse relative, c’est-3-dire qu’elle est & peu prés hori-
zontale, elle est aussi perpendiculaire a Paxe de rotation
de la Terre, c’est-a-dire a 1a ligne des poles; elle est donc
tangente au paralléle; du reste, ses composantes sont (41)

_2(. %.._r,‘.iﬁ —_2 ril__E'._ iIE ___2()@._. .[ig.
Tar —"a) a Ya) P dt)’

P> ¢, r désignant les composantes de la rotation w. Or
on a
p=0, g=—wcosk, 7r== —wsinl,

dn  dE .
et > —= sont sensiblement nuls, en sorte que les com-
€

posantes de la force centrifuge composée deviennent

dz
— 20 COSA —> O,
de

Soit G laction de la Terre sur un point placé en O,
son action sur le mobile sera

Ga?

—
fa + ¢}

urie UPMC Cote 54LAUT02




QUATRIEME PARTIE. — CHAPITRE 1.

e
o

ou a peu prés

Les équations du mouvement sont alors

Ak
= w cos) =5
A2
(1) / d::wz(a—i—'c,)sin)‘cos).,
g ¢ 2y )
= G <I — 2 ;) -+ w'{a -+ &) cosh.

Or G — w*acos®) est l'intensité de la pesanteur appa-
rente en O (244). Nous désignerons cette quantité par g,
nous négligerons les produits de w par ¢, et les équa-
tions (1) deviendront ainsi

; A*E N d
{2) e 2w ees) s
l?

(3) %—it—?:m’n sin) cos),

d*y 2g%
(4) =g 285

ces équations sont linéaires et faciles a intégrer.
L’équation (3) montre qu’il y aura une déviation vers
le sud dans notre hémisphére, mais cette déviation qui se
produit d’'un mouvement uniformément accéléré est cal-
culée (il ne faut pas I'oublier) dans I'hypothése d’une
Terre sphérique.
L’équation (4) donne

C:fl—-%-(i/z——fl)(c\“l—{—e\/”{),
2"

h désignant I'ordonnée initiale du mobile censé parti du
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repos. On voit que 'on a a peu prés
(5) f=h— gt

Toutefois le mouvement vertical est un pea moins ra-
. R 182
pide, & cause de la p:ésence des termes en — que nous
avons négligés, ct qui sont positifs.
La formule (2) pent étre remplacée par la suivante,
obtenue en exprimant ¢ au moyen de (53) :

d

a—f — 20 cOS\ g7,
d’ott 'on conclut
(6) E = wgt* cosl,

sans ajouter de constante, puisque pour t=o0, £ =o.
Cette formule montre qu’il y aura une petite déviation
vers l'orient; cette déviation est facile a obtenir, il suffit

. 2k
de faire { = o, la formule (5) donnera la valeur { / —
o

correspondante de 73 cette valeur portée dans (6) don-

nera la déviation w cosi \/Qgh.

XXI. — MouvEMENT DU PENDULE SIMPLE EN TENANT
COMPTE DE L' INFLUENCE DU MOUVEMENT DE LA TERRE.

246. Proposons-nous d'étudier le mouvement d'un
pendule simple de longueur /, en tenant compte du mou-
vement de rotation de la Terre, soit X la latitude du lieu
ou se trouve le pendule. Prenons la verticale pour axe
des z, la tangente an paralléle pour axe des x, et la tan-
gente au méridien pour axe des y. Dirigcons 'axe des 2
de haut en bas, de maniére 4 cc que I'accélération due &
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la pesanteur soit positive. Dirigeons I'axe des x de 'ouest
vers lest, enfin dirigeons Paxe des y du nord vers
le sud.

Soit ¢ Pangle que fait le plan d’oscillation du pendule
avec le plan des zx, et § Vangle que fait le pendule lui-
méme avee la verticale.

Les forces qui sollicitent le pendule dans son mouve-
ment relatif sont :

1° L’action mG de la Terre sur le point pesant du pen-
dule, dont le travail est —mGlsin8do.

2° La force d’inertiec du mouvement d’entrainement;
cette force est égale au rayon du paralléle multiplié par
le carré de la vitesse de rotation o de la Terre, et par la
masse m du pendule. Si 'on désigne par @ le rayon ter-
restre, le rayon du paralléle sera a cos, par suite, la
force d’inertie sera mw®a cos; cette force est dirigée sui-
vant le prolongement du rayon du paralléle et fait, par

- T T
suite, avec les axes des angles > A — el A. Ses com-

POSQI][(’,S sont

0, melasinlkcosk, — mw?a cosih.

- K z s ’ .
Si I'on désigne par x, y, z les coordonnées du point pe-
sant, on a

(1)  ax=IsmbcosPy, 3 ==Isinbsind, z=—1~7,cosh,

et le travail de la force d’inertie du mouvement d’entrai-
nement,

mw’a cosh {sinkdy — coshdz),

prend la forme suivante, en remplacant x, y, z par leurs
valeurs :

{2) mw’alcosi[(cosksing —+ sindcosfsinyg)d0 + sinksing cosddy].
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3° La force centrifuge composée a pour composantes

(1)
—2m| —- — I}

(ltq_dt y
dr dz
— 2m EI‘—-—(ZP )

7> ¢, r désignant les composantes de la rotation o,
p=0, g =wcosk, r=—awsinl.
Son travail est égal a

dy . dz dr . dx
~ sink — — c0s )} dr — — sin) — ¢ .
2/11w|:<d[ sin 7 % > T— sin) §y —+ 7 cos ) 62],

ou bien, en remplacant x, y, z par leurs valeurs,
R e o 14,
(3) 2mwlising{sind cush 4 cosksin@sind) (4§ 3‘Jd
Soient 2T la force vive du systéme, 6’ et 4’ les dérivées

de 0, 45 enfin, soit, pour abréger, ® 6 + ¥ d) le travail

des forces; les équations du mouvement seront

( ddT _dT
4 de dy' P
¢

“ | 4 AT dT
5"
Crona

- dx\? (d}f\)?1 dz\*
2T == mli(dt) -+ \E/ -+ (d—[> ],

ou bien, en remplacant &, 5, z par leurs valeurs (1},

2T = m [ 02+ sin?§:L'2).
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Les formules (4) deviennent alors

d*0 . day\?
S ml’[d—ﬁ — sinf cosf <Et—> ]:@,
d /. db
? — 0L} =W,
( ml Z <51n dt) v

Nous avons évalué séparément le travail de chaque

(5)

force : le travail de la pesanteur est — mGsin699, celui
de la force d’'inertie du mouvement d’entrainement est
Pexpression (2), celui de la force centrifuge composée
est 'expression (3); ajoutons ces travaux, le coefficient
de J9 sera O, le coefficient de d¢ sera ¥, et les for-

mules (5) prendront la forme

[ fde . dy\?
Pl —— — X
|_dt’ 51n90059<dt> ]

— — G sinf+ w?a cos) {cos k sinfd + sinb cosf sin)

., dd .
—+2lwsind d—j‘ {sin} cosf + cosA sind sind ),

d , dy
= 20 L
ldt<smedt>

—=w?a sin} cosk sin 0 cosy

(6)

.o Ay s
—2wlsing o {sin) cosf + cosk sinf sin ).

Ces équations sont trop compliquées pour que P’on puisse
espérer les intégrer exactement. Toutefois, si l'on se
placait au péle, elles deviendraient

2 PIAE
l[d_t’ — sinf cosh <E> ]

L
==—Gsinf+w’a(sin§ + sinfcosfsiny) + 2/wsin’f :l% siny,

d . i . do
— =) =— 2 — sind.
{ <5m o ) 2w{sin edt sind

dt
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Si I'on multiplie la premiére par d9, la seconde par d{,
et si on ajoute, on a

A0\ . [db\? G
(7) <Z> -—sm70<7{7> :—a(coseu—cose),
6, désignant P'angle initial d’écart. La seconde donne
ensuite
d
(8) sin?0 (—q) -+ w) = const.
\ dt

Les équations (7) et (8) sont celles des forces vives et
des aires; la derni¢re montre que, sil'on prend pour va-

e . ] ., .
leur initiale de = la quantité — w, on aura toujours

d
dy _
ax—

et le plan d’oscillation du pendule aura un mouvement
uniforme apparent de rotation autour de I'axe du monde.

- . - .
Si 'on fait alors % = — w dans (7), on pourra intégrer

cette équation comme il a été fait au n° 191,

EXERCICES.

1. Deux points assujettis & se mouvoir sur deux cercles situés
dans le méme plan s’attirent avec unc force qui est fonction de la
distance. Déterminer le mouvement de ces deux points; examiner
le cas ou la force attractive est proportionnelle a la distance ou
conslante ; examiner le cas ou la force varie en raison inverse du
carré de la distance ; ¢tudier les petites oscillations des denx mobiles.

1. n points matériels, qui sc repoussent suivant une fonction de
la distance, se trouvent placés aux sommets d'un polygone dont les
cOtés ont des longueurs invariables : 1° trouver les positions d’équi-
libre de ces 7 poinls; 2° éludier les petits mouvements du sysiéme
en supposant les forces répulsives constantes.
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III. Une tige tournc uniformément autour de Pune de ses extré-
mités et décrit un plan vertical; trouver le mouvement d’un point
pesant assujetti & demeurer sur la tige.

IV. Un disque pesant et homogéne peut rouler et glisser sans
frottement sur un plan horizontal; surla circonférence de ce disque,
on place un point matériel pesant A. Etudier le mouvement que va
prendre le disque ; déterminer la trajectoire du point A.

(Oss1aN BonNET. )

V. Un fil flexible et homogéne est fixé en deux points A ¢t B; on
fait tourner ce fil autour de la droite AB. On demande §'il est pos-
sible que ce fil puisse étre maintenu en équilibre relatif par rapport
4 un observaleur qui serait cutrainé d’'un mouvement de rotation
uniforme autour de AB. Déterminer cette forme d’équilibre, si elle
existe. (Stury,)

VI. Un cone & base clliptique tourne autour de son axe d’une
maniére uniforme; 'axe de rotation étant supposé vertical, on place
un point pesant sur la surfuce du cone. Trouver le lieu des posi-
tions ol ce point pourra demeurcr en ¢quilibre relatif.

VII. On place une bille pesante & I'intérieur d’une sphére que I'on
fait tourner d’un mouvement uniformément accéléré autour de son
diamétre vertical. Etudier le mouvement de cetle bille. Est-il pos-
sible qu'elle demeure cn équilibre relatif?

VIII. Quelle doit étre I'action réciproque f{r) de deux points ma-
tériels, » désignant leur distance, pour que les espaces « ct ¥, par-
courus sous l'influence de leur action mutuelle, soient liés entre cux
par une relation de la forme

Zy 4 -y 4y =

1. 5
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CHAPITRE 1I.

EQUATIONS CANONIQUES DU MOUVEMENT.

1. — Equartions p’'Hamivron.

247. Dans un grand nombre de questions de Dyna-
mique, la somme des travaux des forces qui sollicitent
le systéme que on étudie est une variation exacte des
coordonnées. Ce cas est celui de la Mécanique céleste,
¢’est celui d’'un grand nombre de questions de Physique
mathématique; enfin on peut dire que, toutes les fois que
les forces qui sollicitent un systéme se réduiront a des
actions mutuelles, ou a des attractions émanant de points
fixes situés a des distances finies ou infinies, le travail
sera une variation exacte des coordonnées du systéme.
Cette proposition a été démontrée (177).

Reprenons les équations de Lagrange (217, 237)

d dT dT Q—o
de dg,  dq, S
1 d dT dT
( ) _—————— Q2:— 0.
dt dq, dq,

dans lesquelles ¢,, ¢s, ... représentent des coordonnées
quelconques, ¢, ¢,, ... leurs dérivées prises par rapport
au temps ¢, et'T la demi-force vive. Le travail des forces 0 U
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est donné par la formule
U = Q. 89, - Qudgat . ..

Nous supposerons que o U soit une variation exacte, en
sorte que la fonction U existera réellement, et ’on aura

dU dU

(2) Q=g Q=g

Nous supposerons aussi les liaisons indépendantes du
temps, en sorte que les variables x, v, z,... s’exprime-
ront, & I'aide des variables ¢, auv moyen d’équations ot
le temps n’entrera pas explicitement. Posons

{3) 2y =

Les formules (1) pourront se mettre sous la forme

w P =0

Dans les formules (4), les variables indépendantes sont
les g et les ¢'. Nous allons choisir pour nouvelles varia-
bles les g et les p. Dans cette hypothése, nous représen-

I

terons les différentielles partielles par des d. Ainsi g£
q

sera la dérivée partielle de T exprimé cn fonction de py,

)

. <y
P2r--+y 1y Gay+ . .5 au contraire, 7 sera une dérivée

partielle prise en regardant T comme fonction de ¢,
Ga>e s @iy Gay. .. T est une fonction homogéne et du
second degré de ¢, ¢,,.... En cflet, en coordonnées
rectangulaires, on a

— m 72 !y ¢
T_Ez(x +y' 7).

Or, si I'on observe que x, y, z,... s’expriment en fonc-
5.
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tion de ¢, ¢s,..., au moyen de formules ou le temps
n’entre pas, on aura

......................

Quant a x', y’,. .., on substitue leurs valeurs dans T';
cette quantité devient une fonction homogéne et du se-
cond degré de ¢, ¢,,.... On a donc, par le théoréme

des fonctions homogeénes,
T

T ==
2 dq/‘I:

ce que I'on pent écrire ainsi qu'il suit, en vertu de la for-

mule (3), ST
e I)fl—— -

En différentiant cetie équation, on a

0T =2 pdg’ + Zq'dp — 2 (Iq

Cette formule, en vertu de (3), se réduit a

(lT

0T =2 q'dp -«Z ([{/

Or rien n’empéche de supposer maintenant T exprimé
en fonction des p et des ¢. La formule précédente de-
viendra alnsi

dT
2‘ O +2 dg=2q'dp —ZE Iq;

d’ot on déduit

(2

d])—— ’

5

(%) dT  dT
PP
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la formule (4) devient alors

dp dT dU
(6) E+:l;—~d—q*.

.

Nous supposerons que la fonction U ne contienne pas

les o AU, o .du AU ..
es q'; alors — sera égal 4 — et — sera identiquement
dq dg dp

nul. La formule (6) pourra alors s'écrire ainsi

dp __d(T—T)

dr dg '
Quant a la premiére formule (5), on pourra la mettre
sous la forme

dg  d(T—T)

v .
En posant

(7) T—U=MH,
les deux formules précédentes donneront

(8) dp__dH (lq_dﬂ
i Al el o

et I'on aura autant d’équations semblables & celles-ci
qu’il y a de variables p et g. Ces équations, données pour
la premiére fois par Hamilton, ent recu le rom d’équa-
tions canoniques du mouvement {¥;.

(*) On peut, en partant des formules (8), retrouver le théoréme des
forces vives. Pour cela, il suffit de multiplier 12 premiére de ces équa-

. d ,
tions par 317]’ la scconde par % + et de les retrancher I'une de lautre;

on a ainsi
dH d. dH 4,
dg de dp dt

En ajoutant ensemble toutes les équations obtenues en changeant dans
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248. Pour en bien faire saisir le sens, nous allons
supposer que les coordonnées ¢y, ¢,,. . . s¢ réduisent pré-
cisément aux coordonnées rectangulaires xy, y1, z5,. - -
Dans ce cas, on a

e '_” 2 I 23
1'__22(.7? + gyt 3",

_dr_ . dT_ 4T
P=az =™ dpwd.mx’_x’
¢ __dE__dU dH_ AT _
dx ’ de de’ dp d.max’ ’
par suite, les équations (8) deviennent
de  dU dzx |
A P
1I. — DEFINITION DE LA FONCTION CARACTERISTIQUE.

249. Hamilton a donné le nom de fonction caracté-
ristique & Vintégrale
(1) S= [ (T+U)d.
to
Si nous faisons varier cetie intégrale en laissant fixes
les positions extrémes du systéme, nous trouvons, en

celles—ci getpen g, etp ,enqg, et p,,..., g, et p,, il vient

d
-—}1 =0 ou H = const.
dt
Or H n’est autre chose que T — U. On a donc
T—-U0U=T,~U, ou T—T,=U0—-0U,

Vindice o indiquant que dans T et U on doit faire ¢ = ¢, Sil'on se rap-
pelle alors que T est la demi-force vive et U le travail total des forces, la
formule précédente contient, comme on voit, Pexpression du théoréme
des forces vives.
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vertu du principe d'Hamilton (237), 8= o; au con-
traire, en faisant varier les limites, on a

dT dU
55:[ 0T + ¢U) dt"‘f — 4 '—)——~(F(>(lt
v, ( Z d q d(} I

ou, en intégrant par parties,

dT ddT (ZU
fot — dg dt
a8 <Z dq’ 3q> f 2 dq T dt ’l(/ d([ > !

c’est-i-dire, en vertu des équations du mouvement (247),

dT (dT
(2) 3S :2[_&1— 3 3, (W | 3(g

1! en résulte

(3) dS dT s . (dT ) )

EI-:“T/, d(’])oW ‘[Tl/,o

En partant de la, il est facile de former une équation
aux différences partielles a laquelle satisfasse la fonc-
tion S. Cette fonction contient le temps et les variables ¢
explicitement; clle ne contient pasles ¢'. Cela résulte de
la formule (2), danslaquelle n’entrent pas les variations
de 9¢', d¢,,.... Sil'on différentie alors cette fonction

. dS o
pat rapport au temps, en désignant par <I> la dérivée

partielle de S prise par rapport a t, la formule (1) donnera

dS ds
<—t—1?>+ (]7~—T -+ U;

mais, en vertu des formules (3), cetie équation devient

dS dT
(5) 3o,
dt

et, en se rappelant que T est une fonction homogéne du
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o] 2] 4 !
second degré des ¢',

dS
<—> 42T =T+ U,
dt

¢’est-a-dire

dS i .
(7)=—-v
ou bien
" dS
\ —__
(4.‘ ( dt ) - H.

Dans cette formule, remplacons T par sa valeur expri-
. . dT ..
mée en fonciion des p = et des ¢, et désignons par
q
F(pi,-.+5 ¢i1s.-.) cette valeur, nous aurons
ds dT
(@) =v=rlG )

]

c’est-a-dire, en vertu de (3),

dS dS dS
5 — =0 — -_ —— e D
(\)) (dt > - U F <d(]l’ dq27 b ql) (]z,- >

Telle est Péquation aux différences partielles a laquelle
satisfait ]a fonction S.
On aurait trouvé de la méme facon

ds ds N
(E),,T(ZIE>"(? )o== (T -+ U),,

et sans qu’il soit nécessaire de recommencer les calculs,
on voit comment on serait arrivé a 'équation

Si les coordonnées ¢y, Ga...., par exemple, se ré-
duisent aux coordonnées rectangulaires x, y, z,..., la
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fonction F devient
e 4,

2 1 . dT - b I
c’est-a-dire, en observant que -7 est égal a mx',
ax

1 dT ’+ de'-‘—‘L dT)2
2aalle) o) (&)

L’équation (5) devient alors
dS ‘dS dS\? dS\?
(@) =v-2al (@) +(5) (@) ]

III. — DE 1A FONCTION PRINCIPALE.

250. Hamilton a donné le nom de fonction principale
a I'iniégrale

(1) V:[tz']_'rlt,

v,

que 'on considére dans le principe de la moindre action.
Cette intégrale joue dans la théorie qui nous occupe le
méme rble que la fonction S; aussi convient-il d’étudier
ces fonctions simultanément. Mais la fonction V présente
sur la fonction S cet avantage (précieux, comme nous
le verrons par la suite) de ne point contenir le temps
explicitement.

En effet, nous avons trouvé dans le paragraphe précé-

dent [équation (4)]

(2) <'§>:—H.

Or
¢ ¢
S:f (T~—{—U)dt:V——f Hd:,
[4 3

@ °
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mais la quantité H est constante en vertn du principe des
forces vives. On a donc

(3) S=V—H(r—1¢).
Si I'on différentie alors partiellement par rapport a ¢,
on a

dsS dVv

(%)=)-n

c’est-a-dire, en vertu de (2),

)

La fonction V ne contient donc pas le temps explicite-
ment ainsi que nous avions annoncé.

Si dans la formule (3) on fait ¢, == o et si 'on cousi-
dére V comme fonction de ¢y, ¢5,... etde H, on a

= dr

ds_av_ av _ = [dS\_
dg —dg’ dd "’ -

L’équation (5) du paragraphe précédent devient alors

dV dv
—H:U—F(d—q‘7;{-q—27'~"ﬂ ' q“~‘~>’
ou bien
dV dV
(A) F(;ﬂ;l,;ha"',(]‘,(/2,...>——H+U.

Telle est I'équation aux dérivées partielles a laquelle sa-
tisfait la fonction principale. Lorsque ’on prend des coor-
données rectangulaires et lorsque en outre le systéme
n’est soumis a aucune liaison, I'équation précédente prend
la forme

o B[] (5 +(E)]ven

7
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Nous avons déja fait au paragraphe précédent le calcul de
la fonction F; en substituant dans 'équation (A) a la
place de I' sa valeur, on obtient la formule (B).

IV. — Tutorime pE Jacozi.

Nous avons trouvé plus haut (249)

ds - <dT>
diq)  \dg'/,

Les équations contenues dans ce type sont les intégrales
du mouvement, puisqu’elles établissent &k relations ren-
fermant 2k constantes arbitraires entre ¢,, ¢a,..., G
et . On voit ainsi que les intégrales du mouvement peu-
vent s’obtenir en égalant a des constantes les dérivées de
la fonction caractéristique prises par rapport a d’autres
constantes (*), qui ne sont autre chose que les valears
initiales des variables. Or la fonction caractéristique est
définie par I’équation différentielle suivante :

fds> ds  dS
(E _U—F(dTll, G B T ).

Il était naturel de se demander si une intégrale quel-
conque de cctte équation ne pourrait pas remplacer la
fonction S. Cest ce qui a lieu en effet, et cela résulte du
beau théoréme suivant.

251. Trtonime pE Jacosr. — Soit S une intégrale de
Uéquation aux différences partielles

dSH dS dS ds
0 () + o (G oo G 1o e e =

(*) Cette remarque est d'Hamilton.
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renfermant k constantes arbitraires a;, og,. .., «; dif-
férentes de celle que on peut toujours introduire par
simple addition. Les 2k équations dont le type est
dsS ds

2 —_— = —_—
(2) =" & B,
Biy Boy+ o, 1 désignant de nouvelles constantes, seront
les intégrales des équations simultanées dont le type est

(3) dg _df dp  df

dr — d_,;, de dq’
la fonction f quientre dans ces équations ne différant
de celle qui entre dans (1) que par le changement de
% en p.

Pour démontrer ce théoréme, nous allons faire voir que
les équations (3) sont des conséquences de (2). Les for-
mules (2), résolues par rapport aux p et aux ¢, per-
mettent d’exprimer ces variables en fonction de ¢, des «
et des 5.

Soient d une caractéristique de différentiation relative
4 t et J une caractéristique relative aux « et aux f3, en

dF . .., . .
sorte que v soit la dérivée de F prise en laissant les o

et les 3 constants et JF une différenticlle prise en lais-
sant ¢ constant et cn faisant varier oy, 34, s, Bay0 ...

On aura
ds ddJs
(@) & a
Or
dS: dsS AN dS dg ),

Co @ g @

ds
(*) = est la dérivée partielle de S prise par rapport & ¢, S est fonc-

tion explicite de ¢, g, g.y. .5 G4y 01y %y500ny e
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ou, en vertude (1),

as dS dq
A b7 s

En différentiant cette formule, on a

dS df df ds

(5] ; (dq
ds . dg dq ds
( Yt u e S

D’un autre coté, on a

d {
88 = 53q ZS

d
Or 7/§ est constant en vertu de (2); donc
%
. das ddSs o dS,dg
(6) Z nr (Iq "2 cl(/ T de’
A

Sil’on a alors égard aux formules (2), les formules (5)
et (6) deviennent

R LB E T JIE SR
dssm‘Zz? —l—zl)é‘

En vertu de la formule (4) les deux premiers membres
des deux formules précédentes sent égaux, les seconds
doivent I’¢ire aussi, on a donc

Z%@&q%—Zpé‘iq—
Y-S Ln B S
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ou bien

o Bu(F-g)=Ze(E-%)

et dans cette formule il ne faut pas oublier que f repré-

. . . . \ ds
sente la méme fonction que dans (1), a cela prés que =
9

a é1é remplacé par p.

Mais day, 2ay.e.y 0B4,... sont tout a fait arbitraires ;
par suite, 0¢;, 0¢ss...y Op1, Ops,... sont également
arbitraires.

La formule (7) est donc équivalente aux équations (3)

d d, d d
(3} —E—{-—f:o. —q———J—c:o;

de dq
donc enfin les équations (3 ) sont des conséquences de (2),
et, par suile, les formules (2) sont les intégrales de ces
derniéres.

Cororrame I. — 8i la fonction S satisfait a Iéqua-
tion. différentielle de la fonction caractéristique

s
(j) —U+(T)=o,

(T) désignant ce que devient T quand on y remplace p,

ds . , . . .
par %7 et si cette fonction contient k constantes arbi-

traires oy, oy, ..., o,

ds as

-(7“—1— = 1y E:/‘ p— pk
seront les intégrales des équations dont le type est

dg _d(T—U) dp _ d(T—U)

dac~  dp ' di dg

c’est-a-dire des équations du mouvement.
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Corovrare II. — S8i la fonction V renferme k — 1
constantes arbitraires oy, . . ., a;_y, et si elle satisfait &
I’équation de la fonction principale

H+U—(T)=o,
oiv (T) désigne ce que devient T quand on remplace p

dv .
par 4’ les intégrales du mouvement seront

v av dv
da.'“ﬁ""’ do =B gg

=+,

Bis Bas. - ., T désignant de nouvelles constantes.

En effet, considérons I'équation
(@) —= — U+ (T))=o,

((T)) désignant ce que devient T' quand on remplace p
dw . S
par d—q:’ si, dans I’équation (a), on pose
W=V —Hy
il vient, en observant que V n’est pas fonction de ¢,
H+U—(T)=o,

¢t Pon retombe sur I'équation proposée. Or, si l'on con-
nait une intégrale de 1'équation proposée, on en con-
naitra aussi une de (a) : il suffira, pour cela, d’y ajou-
ter — Ht. Or I'équation (a) est précisément celle de la
fonction caractéristique; les intégrales du mouvement
seront donc

d(V — Hzt) d(V-—Het) d(V— He)
—— =B, ’ =T,
do, dap_, dH
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c’est-a-dire

dv dav dv

d—a;:pl,'-" ——_:Bl‘—l, “d‘ﬁ

—=i4T
dap_, ’

C. Q. F. D.

252. En résumé, pour résoudre un probléme de Dy-
namique, dans le cas ol il existeune fonction des forces,
formez Uéquation

{A) H4+-U—T=o,

dans laquelle H est une constante, U la fonction des
Sforces, T la demi-force vive exprimée & ’aide des va-
riables g quisatisfont identiquement aux linisons et des
(/uantitésp = ﬂ, remp]acez P par'd—v:, SL vous poit-
dgq dgq
vez trouver une solution compléte V de Uéquation aux
dérivées partielles (A), les équations finies du mouve-
ment seront

dyv dv dav

d_“‘:ﬁn---, d;l:p/., &T_l:t'*“'r’

Qyy Aoy .. designant de nouvelles constantes. Rappe-
lons enfin que, dans le cas d’un systéme libre, I'équa-
tion (A), exprimée & U'aide de coordonnées rectangu-
laires, est

> [C%’) + (%yv) + (fjl_V” —U-+H ().

253. Nous ne pouvons nous empécher de faire con-
naitre une belle méthode d’intégration due i Jacobi, et
qui découle tout naturellement des théories précédentes.
Cette méthode repose sur un théoréme qui doit étre con-

(*) Nous ferons des applications de ces théorémes i partir du n® 267.
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sidéré comme la réciproque du théoréme démontré tout
a 'heure.

Tatoreme II. — Supposons que Uon ait intégré les
équations canonigues

dq, df a’p.__ df
T @ T dg
(1) ey e ey
dgy  df d/)k___ df
Va T a = Ty

qui ne sont autres que celles du mouvement; dési-
gnons par By, By .., By les waleurs de piy pay..., i
el par oy, dyy.e.y o celles de gy, Goye..y @ pour t=1;
EXPILMONS Piy Payesy Piy G1s Qase-vy Gy €n fonction de t
et de ay,..., oy, Piye..y Br au moyen des intégrales des
équations (s); substituons ces valeurs de py, paye..y gy,
G3y... dans 'intégrale

¢ dar df df
(2) S——[ <p|(z'u—l—+—p1;11)—2 +-‘.+pﬁ-2p—k-—'f>(l[,

remplacons enfin, dans S, les constantes 3, (5,,... par
leurs waleurs exprimées en fonction de iy sy..vy oy,
Osyeeny by, au moyen des intégrales de (1).

1° On aura

dS dS
o=n =—

dy - do

2° S sera une solution de U'équation aux cl{ﬁ"(,;/‘ences
partielles

dS\ , ,(dS ds ds .
dt ’dq’l)d(h,-.-,;i—(};’ Gis Fos- o -9 ) = O.

1° Faisons varier les § et les o, nous aurons, en dési-
II. 6
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gnant par 0 unc différentielle prise dans cette hypothése,

af

rlf af
— L dp— == 0gq — ... | di
dﬁ| 0]71 (iQI 591 ) b

ou bien, 6tant les termes qui se détruisent et ayant égard
aux formules (1),

dq, dp,
6S_f <p1 S+ P hag >t.

Si Pon intégre par partics, on trouve
38 == p,0q, — Bidx, 4. .. -+ prd gx — Br S,
on en conclut
ds ds .
(3) dq, =P g&—l—_——@l,...().

2° Différentions I'équation (2) par rapport i t, nous
aurons, en observant que S est fonctionde 7, ¢,, ¢a,..., ¢,
seulement, les 3 ayant été exprimés en fonction de ces
variables,

ds\  dS dg _ dS dy, i df
— —_— = e T2 gy —=— oo — .
(dz) dg, df T dg, dr T TP, TP gy, J

<1 ds

Si I'on remplace dans cette formule p par sa valeur 7
i I dq 1oy (o

déduite (3}, et p Par s valeur = déduite des équations

canoniques (1}, il vient, réductions faites,

(4) (%) + =0,

(*) Les équations (3) ne sont autre chose que les intégrales des équa-
tions (1).
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(f) désignant ce que devient f quand on y remplace p

ds , , .
par —-- Le théoréme se trouve donc démontré,
aq

Il résulte de la que, pour trouver une solution com-
pléete de équation (4), il suffit d'intégrer les équations (1)
ctd’ajouter une constante arbitraire a l'intégrale (2), qui
contientdéja les & constantes oy, ¢s,..., ¢z Orlaforme (4)
est une forme que Von peul assigner a toute équation
aux diflérences partielles du premier ordre qui ne contient
pas la foncuion inconnue S, il suffit pour cela de la ré-
soudre par rapport a I'une des dérivées de S. On peut,
du reste, se dispenser d’effectuer cette résolution. Sup-
posons que |’équation donnée se présente sous la forme

(5) F(/}I’Pr’---a Prs Gy Qasv vy ([,,):0,

D1y P2y-.. désignant, pour abréger, les dérivées de la fone-
tion inconnue S prises par rapport & ¢y, ay..ey ¢, Sup-
posons que Pon résolve I'équation (5) par rapport & p,,
cette équation prendra la forme

Pa +f([’n sy Puery G Qo e "']n) =0,

<

et cette équation ne différe pas de (4); p, y représente 7

, o . o d .
et g, y représente £; il s'agit de former é et (7[, c'ost-

dp dp, \ . . ..
P ot — —5—'- La régle des fonctions implicites

a-dire —
dy dp

va nous fournir ces quantités : en effet, en posant, pour
abréger,

& =P ‘;—fzq,
on a
G _dp P A dp Q.
dp dp P, dg .dg P,

6.
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les équations (1) sont alors remplacées par
d’]l (lq'l dl’( . g/’n-—l

(6) —Q—T:sz...:—l’_lznv.: P"_l;

pr»devant étre éliminé de ces équations au moyen de (5).
Ainsi, pour intégrer 'équation (5), on formera les

équations
() fdn M AP
7 PI - P2 i Pn e Ql e Q”_l

Aprés avoir éliminé p, au moyen de Péquation (5), on
intégrera ces formules, ct la solution complete de I'é-
quation (5) sera

-+ p,,> dg, -+ const.

q" P1P| -+ -+Pr1—lpll—l
P Pu

Cette derniére formule est équivalente &

ds _ dq,
Plpl 4+ Papyt. . - Pop PR,

2

en sorte que l'on pourra se borner a intégrer les équa-
tions (7) modifiées comme il suit :

dg, . L dq, . dp, o dp,_,
PP, QT T Q.
ds

- PIPI -+ .. -+Pn})u,

ces équations élant débarrassées, bien entendu, de p,
au moyen de (5), comme il a éié dit. Entre les intégrales
on éliminera les p et leurs valcurs initiales, et I'équation
résultante en S, ¢4,..., ¢, sera une solution compléte de
I’équation (5).

Lorsque I'équation proposée contient la fonction in-
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connue, on peut, en introduisant une variable de plus, la
ramener au type examiné plus haut,
En effet, supposons que I'intégrale S soit donnée par
I'équation
V(g .., 8)==0,

on en déduit

ds _ av dv
dg. —  dq. s’
s av a’V
d—ch__clqz dS

et en portant ces valeurs dans I'équation 2 intégrer, que
'on peut mettre sous la forme

dS dS
II Giy Jags o vy (7(]—1,3(1—2,..., S —= 0,

cette équation conticndra les variables S, ¢y, ¢a)...,
dv dv ¢

et les dérivées —y ——s1eey —
dql, dq, ’dS

explicitement V, que 'on pourra considérer comme la

» mais ne contiendra pas

fonction inconnue.
Proposons-nous d’intégrer, par exemple,

dS dS

1—17/—, Z;:a ou pp.=—a,

a désignant une constante. Ici on a Py =p,, P,=py,
Q= 0, Q; = 0. On posera donc
d9. _dg. __ _dpi 48

P I o app

on éliminera p,, et I'on aura

dg. _dg, _dp, _dS

a P o 2a
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Il vient, en intégrant et en désignant par S, la valeur ini-
tiale de S,

o

q,_S—~SD.

(g — )= 3 v

pr="08,

2|

il ne reste plus qu’a éliminer on a
p | 1y

b= \/ “

g _“l
et, par suite,
S=8,+ 2 Vag:(q. — ).

On a ainsi une intégrale compléte de 'équation pro-
poséc.

Lorsque l'on connait une intégrale compléte d’une
équation aux différences partielles, on en déduit aisé-
ment l'intégrale la plus générale par la méthode de la
variation des constantes. Soit, en effet,

(1) o(qis Gurevry Vyay @y ..) =0

une solution compléte d’'une équation aux diflérences
partielles (E), V désignant la fonction, ¢y, gay. .+« s ¢, les
variables, et a;, @s,. .., @, les constantes d’intégration.
dV dv

l(/ rl([2 )
porter dans (E), cette derniére équation devra étre sa-

Si de (1) on tire les valeurs de V, - pour les

tisfaite, quels que soient ay, a,,..., a,, ct, par suite,
quand on remplacera a,, a,,. . . par des {onctions de ¢4,
25+ - -» pourvu que, dans les différentiations qui font con-
. dV dV
naitre -— se++3 on laisse ay, a,,... constants. Or,
(lq, (l/
en supposant ay, d,,... variables, on tire de (1) n équa-
tions, dont le type cst

dcp (lcp dV do da
dq dy zlq 2 da

17;:/(] -
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Ces équations se réduiraient i la forme

dg  dy dV

‘—i—q— ﬁ dq:()’

c’est-a-dire seraient identiques & celles qui font con-

lV .
naitre — »+-- quand a,, a,,... sont constanls, si
dql 72
P'on déterminait ay, a,,... au moyen des formules
dy da dy da
(2) Zd d =0, __{__:o,...,
a q1 da dq,

auxquelles on peut satisfaire :
° En supposant

dy dy
d_(lx_o’ IE—O,...,

(3)

ces équations, au nombre de 2, permettent de déterminer
les quantités a,, a,,..., a, en fonction de ¢, §sy...5 ¢u3
en portant ces valeurs dans (1), ou sil'on veut, en élimi-
nant a,, d,,... entre (1) et (3), on a encore une solution
de (E); cette solution est ce que 'on appelle une solu-
tion singuliére : la solution singuliére pourra souvent ne
pas exister, c’est ce qui arriverait si les équations (3)
étaient incompatibles;

2° On satisfera encore aux formules (2), en égalant
a zéro le déterminant

da, da, da,

!

: d7| d72 d‘]n

l [ et B ;: 9.
| da,  da, da, ;

| dg.” dg))"""" dg, |

Or (voir la Note placée 4 la fin du volume) la condition
© = o exprime que les fonctions a,, a,,.. . ne sont pas
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distinctes, c’est-a-dire qu'il existe cntre elles une ou plu-
sieurs relations. On peut, par exemple, supposer que a;,
@i 1y .-, a, soient fonctions de ay, a,,..., a;,_y, et poser
(4) a;=w;(a, ay..., @)y}

les équations (2) seront alors de la forme

d(p (l'ﬂ, dq) d(l,'_.u
da, :i? a’a,_l th

dy cﬁa— da, do da;_\
+2 I <dal dg T N das, g )T
En multipliant la premiére de ces formules par dg,, la

seconde par dgs,. .., et en ajoutant, on aura I'équation
suivante, qui équivaut aux relations (2)

dy dy
.. da;_
du. da, + = da,_, ai—y

dy

d
2% day ..
dr.x<d aan +da,_

da;_ 1> =03

égalant a zéro les coefficients des quantités arbitraires
da,, das,. .., il viendra
d‘? d(p dw; dq) de;,

_ T = =o,

a  dmda, U dmy, da,

ces équations au nombre de 7 — 1, jointes aux n — i -1
n—13
et en les portant dans (1), on aura une nouvelle inté-
grale de (E). Je dis que cette intégrale est la plus géné-
rale que I'on puisse former, le nombre 7 restant bien en-
tendu indéterminé.

En effet, soit W une solution quelconque de (E), et
V la solution compléte. Faisons varier a,, Aaye vy @y, €L
déterminons ces quantités au moyen de 2 formules choi-

équations (4), feront connaitre les quantités a,,..., a
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sles parmi les 7 +1 qui suivent
(5) V=W,
dV_dW dV _dW AV dw

O @ Tw @

sec ey

4. = dgn

Ces formules se réduisent évidemment a n, en vertu de
I'équation (E), qui montre que l'une quelconque des

.. dvV dv L

quantités ——, —;.. ., V, est déterminde, quand on con-
dq " dq,

nait les autres. De (5) on tire
AW _ dV  dV da, v da,
dq“dq+17;1, dy o (/a,la’q,

c¢’est-d-dire en vertu de (6)

() dVda,+ _LdV d/l,,_
7 dald—q— U da, dy =9

Cette formule représente un type d’équations identiques
a (2); donc quelle que soit la solution W, on ladéduira de
la solution compléte par les moyens indiqués plus haut.
Nous avons donc trouvé la sobution la plus générale

de (E).

V. — Tntortmes peE Poisson Er pE Licrange. —
Formures pe Caveny.

254. Soient oy, @y ..., gy, 2k fonctions des variables
P1s Payees Pr €L Gy, o500y ¢ On pourra aussi re-
garder les p et les ¢ comme fonctions des . En regar-
dant ay, a,. .., a; comme fonctions de Pirees CLG1y ey
Poisson désigne par la notation («;, «;) la quantité

p=k
do; do; de; daz;
{2y o) A N Bt A e
et \d, dp,  dp, dg,
=1
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en sorte que 'on a
(@ #j) = — (g, a;)y (@ o) =o0.

En regardant au contraire les p et les ¢ comme fonc-
tions de &, Lagrange pose

w=4k
1N (9 dpe _ dq, dp,
L2 “/]—2‘([{“[ da, daj da; ’
p=1
etl’ona
[, “j] —_= — [acj, z,-], [ a[] = 0.
255. Tutorkime pE Lacrance. — Considérons les

€quations du mouvement sous la _forme canonique

dp_ dH dr]__dH
(1 T dg’ At dp

(ici nous n’avons plus besoin de distinguer plusieurs es-
péces de différentielles, c’est pourquoi nous adoptons
partout la caractéristigue d); si les équations

@; =const., «; = const.
représentent des intégrales des équations (1), on aura
[ @, ] = const.

En effet, concevons que les équations du mouvement
ayant é1é intégrées, on subslitue, & la placedes p et des ¢,
dans H, leurs valeurs exprimées a I'aide des constantes
d’intégration et de £. On aura

dH dH d, dH d
—_— :Z il e = ’
do; dp de; dg dg;

¢’cst-a-dire en vertu des équations (1)

dH . dg dp dp dg
=2\ T wd)
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On déduit de 14
4 dg d*p dp dq )
du;do; —Z dt du; da; T dt dag do; dz; do;
dp d dq dq d d
w3 (224 2 P).
do; dt daj  day dt day
On aurait trouvé de la méme facon
d*H dq d*p dp d*q
dz; da; _2 dt do;dz  dt dado;

dp d dg dg d dp
+S (e E-Ea e

De ces deux équations on tire, en les retranchant 'une de
Pautre,

o Z dp d dg dq ddp dg ddp dp d dg)
T\l dt oy dop dle dzy  dly dt dz | deg <t da,)’

ou bien

d dg dp dp dg\
AR AR

d{a;, a,-}
dt

c’est-a-dire

=0,

ce qui prouve que [ o, o; | reste constant,
C. Q. F. D.

236. Tutorime pr Porsson. — Si a; et «; égalées a
des constantes représentent des intégrales du mouve-
ment, on aura

(@ ;) = const.

En effei, on a

[' I -"d'
(s ) :E(ﬁ day _ dui ﬁ).
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Si dans cette formule on fait successivement j =1, 2,

3,..

.. dp,
ainsi obtenues par d—/i”, la seconde

Xy

ajoute, en observant que

dp,
par Ez PR

., 2k; si Pon multiplie la premiére des équations

<y etsilon

dp, dp, dx, dp, da,
1= = = ——= —— —— .,
dp, doy dp, day dp,
Ozdpi‘b:i&f@ ill)_*‘fdxz_l__“’
dp, da, dp, dey dp,
dp, dp, da, dp,, da,
0= —= - — S ..
dg da, dg du, dg ’
on trouve
dp, dp, du;
(2) (% a.);o—‘—l-—f—(a,, az)dz dqp.
On trouverait d'une maniére analogue
d dq da;
(3) (a,', OCJ%F—*—(OC;, ag)ﬁ ._—a-

Multiplions I'équation (2) par %’ I'équation (3) par
i

dp . . . .
— e, ajoutons-les, puis dans la formule résultante fai-
»
/
sons p=1, 2, 3,..., 2k, et ajoutons les résuliats, en

observant que I'on a

G _dadp | dads (% pow i,
da; — dp; daj dg, du o pour {Z/.
On trouve

{aiy o) [y @]+ (2 02} [ 2 0]

(4) o (oy @) [ %y aa] .

__ {1 pour i=/,
o pour iZj.

En donnant dans ces formules, 4 jles valeurs 1, 2, 3,...,
a2k, on aura 2k équations du premier degré, d’on I'on
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pourra tirer (a;, o) (o, &) ... (2 29z ) en fonction des
quantités [ «;, o;]; ces derniéres étant constantes, il en ré-
sulte que («;, ;) est constant lui-méme.  ¢. Q. 7. D

Les deux démonstrations qui précédent sont de Cau-
chy, qui a établi pour la premiére fois la relation (4).

Nous verrons plus loin comment on peut faire usage
du théoréme de Poisson, bornons-nous, pour le moment,
a faire observer que si (#;, ;) ne se réduit pas identi-
quement & une constante (¢;, ¢;) = const. sera unc nou-
velle intégrale du probléme.

v ‘

/1. — CAANGEMENT DES cONSTANTES. — CONDITION POUR
QU UN SYSTEME D EQUATIONS REPRESENTE LA SOLUTION
D' UN PROBLEME DE MECANIQUE.

257. Supposons qu’aux constantes ay, &g, ..., ds, ON
désire substituer de nouvelles constantes f3,, 5,..., By
liées & celles-ci au moyen d’équations données, on a, par
définition (254),

( dq dp dp dq
(o) =3 (L 22 e 1),
\da; da; da; da;

. d, d
Si, dans cette formule, on remplace :lﬁ et O par leurs
"

&)
valeurs
dp dp ({[51 1lp dﬁz
duj dB, da; ' df, da; ”
dg  dg dB, dq dp,
iy = dpy dny Ty
on trouve

dﬁ, dg dp dp dg* dB,
[a,,aA e 2<d_'—»q;ﬁ_ﬂd{5l>+t_1;2 I s I

v
ce que I'on peut écrire

(1) [“w /] [*‘Uﬁ] [3 [Hl dBI -
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Dans cette formule, on remplacera [ «;, 8, ], [ i, 2] .-
par leurs valeurs

_ dg dp  dq dp
=2 .~ )

dB, dg dp  dg d,
[al,fSZL]:—d_C(:Z((i—;.;[ﬁl—d—&d—gl) '+...,

ou

c’est-a-dire

B, ‘8

(o B0) = 2 180 8] T (80 B+

a’ai

et I'on aura ainsi exprimé les [a;, ;] en fonction des
[ﬁia Bz]
La formule (4) du paragraphe précédent,

i o pour {2 j,

(e ) [ajy 2] + (@ 22) {2, @), o .= _< i
1 pour i=j,

montre que le produit des déterminants a et A, dout les

éléments sont respectivement les quantités (a;, o;) et

[2, o;], est égal & 1; on a donc

(2) a.A—1.

La formule (1) montre que les déterminants dont les
By
da,
ont pour produit A ; en désignant alors par C le premier

éléments sont respectivement les quantités [ o;, ;] et

de ces déterminants, on a (¥)

e gDlBu B ),

(3) D(a,,ai,...)‘

D2, £or- - )

(*) Nous employons avec Jacobi la notation )
Yy Olgye -

pour dési-

gner Te déterminant du sysiéme des fonctions 3 pris par rapport aux va-
riables .
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en désignant par B le déterminant dont les éléments sont
(B:5 ;)+ on aurait de méme

D{a, a,. )
D(fiyBay...)°

en divisant les équations (3) et (4) membre & membre,

(4) B=C

on a

(5) A:B[%]’.

L’équation (2) donne, en y changeant « en (3,
(6) b.B-—1.
De (2), (5) et (6), on tire

(7) b=a [M]

D(z,,ocz,, )

Si Ton suppose Bi=¢q,, Bo=qs..., Bi=q: et
Biy1=pis.-+s Par= pr, le déterminant b se réduit a
I'unité, en observant que ses termes sont de la forme
(Por G;)s (Pi> Pj) ou (giy q;)> est-a-dire nuls ou égaux a
I'unité, etla formule (7) devient

[ Doy otge. . o} ]2
a —= .
D(pisprrees Qs Gy . v)
258. Ainsile carré du déterminant des fonctions a;,
Qyse.y gy qUIL faut égaler & des constantes pour avoir

les intégrales d’un probléme de Dynamique, est égal au
déterminant des quantités (o, ;) que I’on peut former
avec ces fonctions; il est donc constant pendant toute
la durée du mouvement.

J'ai démontré pour la premiére fois ce théoréme dans
P

une Note qui a paru dans les Comptes rendus des séances

de I Académie des Sciences pour 'année 1866.
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258 Dis. Resarque. — Les théorémes que nous ve-
nons de démontrer supposent les fonctions ; que nous
avons considérées, distinctes de H, en sorte que ces théo-
rémes ne s'appliquent pas & intégrale des forces vives;
cela ressort du mode de démonstration que nous avons
employé. I est facile de voir, du reste, que

(S—?)+(a,H) =o0.

En effet, soit @ = const. une des intégrales du mouve-

ment, on a
de

B;ZO.

Cette équation peut s’écrire
de da dg da dp’
(a) +2(@ Wt ) =

ou bien en vertu des équations du mouvement

d:c) N do dH da dAY\
¢ Z ey dp dp tTrj" =%

;

ou enfin
dt

(du) -+ 'a, H) = 0;

en sorte que, sl l’intégrale « ne contient pas le temps, on

a encore
(m’ H) =0,

mais seulement dans ce cas.
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VII. — Trtonimes pe M. BerTranp,

259. Le théoréme de Poisson exprimé par la formule
i) (@ 2;) == const.

fournira une intégrale nouvelle, si (¢, «;) ne se réduit
pas identiquement & une constante, ou n’est pas une
combinaison des intégrales ddja trouvées, Il était impor-
tantd’examinerdans quels cas la formule (1} peut fournir
une nouvetle intégrale. Clest ce que M. Bertrand a fait,

Pour abréger le langage, nous appellerons intégrale o
Pintégrale @ = const. Si l'on considére alors les 2k
intégrales oy, asy. ..y agy, 2Kk fonctions quelcongues de
ces (uantités égalées a des constantes seront encore des
intégrales. Soient 51, s, .. ., B2 ces nouvelles intégrales,

(o )= 3 (G - g 2B,

dy d[} dyg dp

on aura

c’est-a-dire

_ odBi dw  dB; day [ dB; d e,
(Bir plf‘—*Z[(;ﬁzl _61;+([x2 E;--- Kdalg_l_... _.-.],

ou bien enfin

dB; df; (1:3,- R,
(s = S P )

da, dz,

s

260. Tatonime 1°. — 80 «; et o; sont denx intégrales
telles que (o, o;) soit fonction de x; et de oy, il existera
toujours une fonetion y de o; et a; telle que Uon ait

{wyyi=1.

En effet, la formule (1) donne en remplagant 2, z,,...,
II. 7
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Biveves Pui PAY &y, Gaye vy Vye v vy @ap
dy
(2, 4) = EO"E; (2 )5

or si I'on choisit 7 de telle sorte que

dy 1
L —_ " 4, ou = iy o) dap,
duy  [o, “J’), 1= S e o)y
on anra
{ ey 'y,,-) —1.
€. Q. F. n,

261. Tutonkme II. — Quelle que soit l'intégrale «,
il en existe toujours une autre 3, telle que Lon ait

(2, B)Z 05

en effet, si 'on avait
(e, )=0, (o, m)=o0,..., (o,a4)=o0,

le déterminant des quantités {«,, «;) aurait une colonne
dont tous les éléments seraient nals; il serait done lui-
méme égal & zéros; or nous avons vu au paragraphe pré-
cédent que ce déterminant était égal an carré du déter-
minant fonctionnel

Doy @,- -y a)

N

D(P.,Pu- ey G qae )

ce déterminant serait identiquement nul, et par suite les
fonctions ey @y, ..., ay 0 seraicnt pas distinctes.

262, Tutorkme III. — Etant donnde Dintégrale «, il
en existera toujours une aulre 3, telle que {(«, ) =1.

En effet, puisqu’il existe toujonrs une intégrale qui,
combinée avec «, donne un résultat difiérent de zéro, on
peut poser

(2) (@) =2 (% @)==asy..0s (2 i) =2
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Supposons que ag, oy, ..., o, Teprésentent tonjours
de nouvelles iniégrales, on finira (puisque le nombre
total des intégrales est limité) par tomber sur une inté-
gralea,, fonction des précédentes ou constante. Soit alors 3
une fonction de e, ,, 5,4 .., o;_y, 00 aura, en vertu de
la formule (1},

d| d d
(e fl=(2 a')d_‘i + (1:“?)d—i+-- A (@i ) dﬂi;’

ou ce qui est la méme chose, en vertu des formules (2),

d d
(=, ﬁ):a,af—]—k—..,-i—aidmil;

en posant («, B)=1, on aura une équation aux diffé-
rences partielles qui déterminera .

263. Tutorime IV. — Erant donnée Uintégrale «,,
on peut toujours trouver 2k —1 intégrales oy, ay,..., @,
telles que

(a1 “n): I, (“u Gc3) =0, |(% 5‘4) Oy g (“1, azk): 0.
En verta des théorémes II et III, on trouvera toujours
une iniégrale «,, telle que

{cyy @) =1,
puis {— 2 autres [ {— 2 élant au moins égal 4 1, car
{@;, @) = o] salisfaisant aux rclations

{wy a3l =0, (a,z)=0,..., [a,x)=o0

Supposons, s'il est possible, /< 2k, soit alors B, une
nouvelle intégrale, et

(a-I7 ﬁl) = pu
B sera différent de zéro par hypothése; je dis qu'il sera
dilférent de 1. En effet, sans cela on aurait
(ot 23— @L)‘ = (a, ay) — (@, ﬁl):c';

7.
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oy — [3, rentreraitdansla classedes intdgrales oy, o4, .00, ;4
ou serait une fonction des intégrales déja trouvées; 8, ne
constituerait donec pas non plus une intégrale nouvelile.
Mais alors on poscra

(‘xn\el):ﬁz: (“La ?‘z)zﬁsr---:
jusqu’a ce que l'on tombe sur une intégrale {3 fonction
des précédentes. En désignant par y une fonction de «;,
iy Bey. .., onanra

o d
(oc,,'}'}:(“n p,)Eg-l +(a|a§2)‘%; +.. .+(5X-upf—IJ(%9

et en posant {z,, y) = o, on aura une équation qui déter-
minera y en fonction de a,, 3,,..., 5. Ory sera une
intégrale nouvelle, sans quoi on aurait une relation telle
que

g=f(t, Gayen ey ai);
d’ou 'on conclurait, en verwu de I'hypothése (5, y) = o,

(“uf) = 0,

et par suite a; serait une fonction de oy, 24,..., &_,, ce
qui est contre nolre hypothése. On a donc supposé 4 tort
le nombre des intégrales g, oy limité 3 i —a < 2k,

M. Bertrand s’est servi de ces théorémes dans le cas ot
le théoréme de Poisson ne fournit pas d’intégrale nou-
velle; on peut consulter a ce sujet un Mémoire de ce
savanl, inséré dans le tome XVII du Journal de Liou-
ville.

Pour appliquer les théorémes de M. Bertrand, il faut
supposer que l'on connaisse une intégrale «; alors, en
vertu du théoréme IV, on pourra tonjours trouver 2% —
solutions satisfaisant d'équation aux différences partielles
linéaires et du premier ordre

(A) (2, Bj=0 oun 1,
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dans laguelle 8 désigne la fonction inconnue. Supposons
que 'on connaisse une solution de cette équation ; or de

la formule
ﬁ: const,

qui en résulte on tire

dB 4, di gy’
2 - £ — __B. iL/ ) =o,
dp dt  dy dt)
ou bien, en vertn des équations canoniques,
(B) (H, p)=o.

Sil'on peut intégrer (B), il suffira de chercher parmi les
solutions de (A} et (B) celles qui coincident; sinon on
essayera de trouver une solution commune aux dquations
(A} et (B}, Jacobi, dans ses Forlesungen vber Dyna-
mik, et Bour, dans un Mémoire inséré au tome XX1l dun
Journal de U Ecole Polyrechnigue, XXXIXe Cahier, ont
montré comment on peut, dans certains cas, déterminer
la solution commune 4 deux équations linéaires aux dé-
rivées partielles du premier ordre, quand cette solution
exisle.

VIII. — Tutorime pE M, LiouviLLE.

9%64. Tutoriwe. — 8¢ Don connait k intégrales

Rk —

. % 1 ;
- SN 53 satzsfaasant aux - relations

(a1, @)= o0, (“n ) =0,...,
(1) (ahxa):os {“25 Ri)::o;'-~a

v

(@r—ry ap) == 0,

on pourra toujours achever l’in[.égmtion au moyen des
quadratures.

En eflet, a Vaide des k& intégrales connues, on pourra
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calculer les p en fonction des ¢. En différentiant alors
ces intégrales, par rapport aux ¢, et en nous servant de
la lettre d pour représenter les différenticlles prises en
regardant ¢,, ¢, . . .,¢; comme scules variables, on aura

o du dpy | iy
dq, dp, dg.  dp, dg,
dﬂtj+ dx; dp,  da; dp,
S’ A i e 4.
dy.  dpidg,  dp, dg,

== 0,

.= 0y

. . - , . daz_,.-
en multipliant alors la premiére équation par _-*s la se-
I

doy . .
conde par ?*, en les retranchant V'une de I'autre, puis
P

en faisant =1, 2,..., k, en ajoutant les relations
ainsi obtenues el en ayant égard aux formaules (1}, on
trouve

dp, dp, (rioa,- de;  doy da\
(2) Z(JG—H_ W) dp. dp, ~ dp, dpy)

T 1 2 N ‘
on oblient ainst — équations homogeénes par rap-
rt aux Ak —1) unantités
po 2 q
dp, _ dpy,
dg.  dg.’

si donc on était assuré que le déterminant des coefficients
de ces quantités n’est pas nul, on en conclurait

dp. _ dp,
dg, o dg,

Voici comment on peut démontrer cette formule : obser-
vons que F'équation (2) peut s’écrire

dp,  dp,\ au; day
o EE-w)Ea
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en convenant de faire varier g et v, tous denx de r a k.
Désignons alors par R le déterminant fonctionnel

_ D(an 'aia . lﬁ_),

Dips prsceerpy)

(4)

. dz; , .
et par A7 le coeflicient de -~ dans ce déterminant.
Vel
Multiplions la formule (3} par A7 A%, donnons 4 p, v,
i, j les valeurs 1, 2, 3,...,k, el falsons la somme des

résultats, il viendra

ZAT’A" da; duj fdp,  dp, ) 0;
0, dp, \d7, dg,

or si 'on a égard aux relations
Sur i
i dpg

la formule précédente s'écrira

dp, dp,,,)
o e R,
R (dqm dg, ?

Or R ne saunrait étre nul en vertu de la formule (4), sans

o pour vZ m,

[ R pour v—=m,

quoi les fonctions a4, s, . . ., @ nescraient pas des inté-
grales distinctes (*); donc

dp, dp,,, -
d‘]m dqn

H résulte de 14 que

Podg - podg.+. .+ prdgs

(*} On sait que lorsqu'un déterminant de plusieurs fonctions est tou-
jours nul, ces fonctions ne sont pas distinctes. ( Forr 1o Note & Ia {in du
volume.)
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est une différenticlle exacte. Soit alors
W:f{pl dq|+ P1f191+ . \

Si ’on se reporte actuellement 4 équation de la fonction
principale

AdVv dY
U+H—E(d—ql: a—;—as"'s !]i,(]_-,...>:O,

etsi a la place de V on substitue W, on trouve
U+H—~F(p,po. rqogn...)==0,

c’est-a-dire
OC+H—-T=:o0,

ce gqui est une identité (en se rappelant que H=T—TU).
Ainsi la fonction W, en verin du théoréme de Jacobi,
fournira les intégrales qui restent a trouver par une
simple différentiation ; elles seront

AW dW AW
P e S

Biy Baee -y iy 7 désignant de nouvelles constantes.

IX. — VARIATION DES CONSTANTES DANS LES PRODCLEMES
ot DyraMiQuE.

2635. Supposons que la fonction I que nous avons
considérée jusqu’ici puisse se décomposer en deux autres
H, et &, de sorte que les équations canoniques

dg  dl] dp dl,

(1) df—bdl—.?’ de g

puissent s’intégrer exaciemenl; désignons Par oy, Gz, .- .,
ots; les fonclions qu’il faut égaler a des constantes pour
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obtenir les intégrales de ces équations, ¢t proposons-nous
d'intégrer les éguations

(s dg _dH, dh dp d¥,  dh
) & A T kT dg

Pour y parvenir, nous imaginerons que les fonctions o,
@g,.+.4 (Ui restaient constanies en vertu des équations {1}
deviennent variables avec le temps, et nous nous propo-
serons de déterminer & quelles fonctions du temps il faut
égaler ces quantités oy, a3,... pour satisfaire anx équa-
tions {2).

A cet effct, aux variables p, ¢ substituons les varia-
bles oy, orgy. .oy 05y Gui sont lides & py, Paseevy Gay Gasee -
par les équations intégrales des formules (1), on aura, en
vertu des formules (2],

dh  dg  dH,
G a
c’est-a-dire
dk ‘dg’ dg d=  dH,
o= \a) 2aa 3
(ﬂ) désignant la dérivée partielle de ¢ prise par rap-
dr o P

port & £. Or cette dérivée partielle est précisément celle
qui fignre dans la formule (1). En cffet, si Pon suppose

ela . . v i .
h=o, les —; redeviennent égaux & zéro, ot I'égmation

"dy . o H,

(dt o d!)
dq e . d
o) et la dérivie de g prise en regardant
les o« comme des constanies; ¢'est done la dérivée de la

fonction qui salisfait anx formules (1}. On a donc sim-

précédente donne

Du reste, (
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plement
dk _ N dg dx
P T i iz dt
on aurait de méme
dh _ dp do
dq dz dt’

Si I'on porte ces valeurs dans la formule
dh ih d dh d
& :Z dedp g
do; dp de; — dy dxt
on trouve

(3) 5‘3#2 [a o]

266. Cette formule porte le nom de formule de La-
grange. Poisson en a fait connaitre unc autre qui donne

. Y qe d. . .
immédiatement d—?; cle est identique avec celle que P'on
ohtiendrail en réso]vanl les équations dont le type est (3)
par rapport a —.0Ona

da " de dg  da dp)

T KZ!_) +E(r.q dr +dp de
ou

(4) TG

Orona
o ,
[ & -+ {a, H),

. dx
car, en faisant =0, — s'annule, et la formule (4) se
? 1723 ?

réduit 4 la précédente. Des deux derniéres formules, on
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tire, par soustraction

dx

P ={a,h),

et, en remplacant dans cette formule

dh dh day,  dh da,
—  par o — 4 — — ‘s
dp P da, dp, B du, dp ’
dh dh da, dh dx,

— L e
dg par da, dg da, dy - ?
on a finalement

da; dh
5 - , .
(5) dt = 2 {a c't)alfat

Telle est la formule de Poisson; elle permet, comme on
voit, de déterminer ¢, a,,... en fonction de ¢.

Les formules de Lagrange et de Poisson prennent des
formes trés-remarquables lorsque 'on choisit convenable-
ment les conslantes o, o,,..., o Pour plus de symé-
trie, nous désignerons les constantes oy, Zipey. .- oax

par ., Bsy. .-, {31, €t nous supposcrons

[ah%]:o’ [ai’ ﬁj]zO, [05", e]=o0, [B; !3!1:0’

[ah [31:] —_— Iﬁi, C“'-f] =1

les formules de Lagrange prennent alors la forme

(6)

ah dp; dh da;
(2 dh A db_du,
du; dt dp; dt

Cette propriété du systéme de constantes ainsi choisies
leur a fait donner le nom de constantes canoniques. Or,
s1 nous nous rappelons les formules de Cauchy (256),

o pour { zj,

(2f)al)[2j) “l]"“‘(“iraz){“';gz]“—‘--: ¢ pour i=j
=/
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et si on les appligue aux constantes canoniques, on
trouve

d’ou l'on conclut

foi Bi) =— (B w) =—11,
(oiy o) = (o By) = (Pis B} = 0.

Nous avons mis les intégrales des équations {1) sous
la forme

ds ds
(8) Z]:P, ;i;“‘-:ﬁ"’

§ désignant une solation compléte de V'équation diffé-
renticlle de la fouction caraciéristique. I est facile de
s'assurer que les constanies o, et 3; ainsi choisies sont
canoniques.
En effet, on a
dh dg  dH,
dp " ap’
ou
dh  (dyg dg de  dH,
a4 2L% G

et, comme nous I'avons déjd remarqué,

dgy\  dH,
@)= %

donc, en mettant les « et les £ en évidence,
dh da dx lg d|
S Ay
dp elu dt dp dt

Ih __S'\ (ﬂ]} e dp dp) _

do dt c["% et

de méme
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Ces formules penvent s’écrire

dk  dg dh dp

@ @

dq s
En se rappelant alors que e plus le méme sens que

plus haut, on en tire

Fit A
(9) a‘f;ﬂZ("a — [d'q)-
Les formules (8) fournissent de méme
88 =2 Z(pdg + pda),

p da d
*2 dg + pr? '7 -+ pa df )

On trouve de la méme facon

ds dg dq do, % .
JZ‘-, (ap - P P +ﬁ8 rag),

en retranchant ces formules 'une de 'autre, il vient

OZZ(EP%{— aﬁa—aa"ﬂ).

L’équation {g), combinée avec celle-ci, donne

da .
§h = 2 cft ﬁ),

dk g dh _ da
wTa B @

c’est-3-dire

les quantités = et 3 sont done canonignes, ainsi que nous
I'avions annoncé.
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X. — APPLICATION DES THEOREMES PRECEDENTS
AU MOUVEMENT DES PLANETES.

267. Soit M la masse du Solell, m, m,, m,y,... les
masses des planétes considérées comme de simples points
matériels (¥}, nous ferons passer par le Soleil trois axes
rectangulaires de directions fixes, et nous éiudierons le
mouvement refatif des planétes par rapport a ces axes.

Nous traiterons ce mouvement relatif comme un mou-
vement absolu; seulement nous joindrons aux forces
réellement agissantes les forces d’inertie dues au mouve-
ment d'entrainement; les forces centrifuges composées
sont nulles, puisque les axes restent paraliéles 4 eux-
mémes.

Soient x, y, 2 les coordonnées de m, x,, y,, 3, celles
de m,,. .., et f le coefficient de I'attraction, c’est-a-dire
I’action de 'unité de masse sur V'uaité de masse a l'unité
de disiance.

La force réellement agissante, pour le point m, se

composera :
1° De attraction du Soleil dont les projections sont
— fMmz — fMmy — fMmz

37 3? R
s

(28 + 1+ 27 (aP+y? + 2 (2 + y? 4+ 2)

(™) Cette hypothése n’influe pas sur le mouvement. En ellet, si I'on
considére le mouvement des centres de gravité des astres, ils seront les
mémes que si les forces émanant des autres astres étaient directement
appliquées i ce cenire, En second lieu, fes astres altiranis sont tous sen-
siblement sphériques, ou, du moins, on peut admetire que ces astres se
composent de couches sphérignes homogénes, par analogie, avee ce que
T'on connait sur Ja constitulion physique de notre globe,

Enfin, en admettant méme que ces astres ne fussent point sphériques,
ils sont si éloignés que 'on peut considérer les forees qui émanent d'eux
comme paralléles, et se réduisant & une seule émanant de leur centre de
gravilé,

- mAa
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2? Des actions des planétes dont les projections sont :

mm; (r; — x)

fz ERRE
(e — x) 4+ (yi—x ) + (@ + 22

La force d'inertie dans le monvement d’entrainement
pour le point m est le produit de m par 'accélération du
Soleil, accélération due aux actions de toutes les pla-
nétes; ceite force d'inertic a pour projections

mr; my;
Y ey
(wf i +2l) (@ +yl+g)
mz;
— fm Zﬁ'_“__g*
(i ai i)
en sorte que Ja force qui agit dans le monvement relatif’
a pour projection sur 'axe des x

mf — (M 4+ m) mx

F

s

i
(22 4yt + 2%) (af +yl+2)

~y m,-(.r,—-— .,’L‘)

-+ 'L
T

(o — 2+ (ri—y P+ (21— 3)]

en sorte que si 1'on pose
e
R —-_—f 2 ‘_'——JTi;'
Val + yi -+ 2
m;

7f2,‘/(1£_ S —.

(ri—y) +(z—z)
(M4 m)

U: e —————
‘/.;c‘ “+ ¥yt + 2

on trouve, pour équations du mouvement du point m,

diz dR dU  d'y

T dr  de AR
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268. Ces équations se mettent sous la forme cano-
nique comme il sait :

dx’  dR 40U dy’ ds’
W T aE Tdm T @ T
) ‘ dx , dy ez .
( = E:f’ -[z!—_.z,

la quantité H est ici Z{x? -3 - 2" - R — U).
Nous allens d’abord intégrer le sysléme

oz’ JdU dy’ dU dz dU
T w AT W
dx dy dz
o= A =

w |
f 72

Nous savons que, en vertu du principe des aires, le mou-
vement s'cffectue dans un plan en prenant momentané-
ment ce p]an pour plan des ay, et en posant f (M -+ m)
égal a w et r* =2x* 4 y*, les dquations (2) devienneut

dx’ _dop dr’  d p
de drr  de T ody r’

dr dy
dt dr

r

Nous connaissons deux intégrales : celle des aires et
celle des forces vives; ces intéyrales sont

£y — _—
(3) suc +¥ _2U+I¢._r - &,
xy'—yx' —e.

Or nous nous trouvens ici dans le cas signalé par M. Liou-
ville; en eflet, on a
dh de dh de

— e ——— —— —_— L P
(b,c)ﬁdx af —dr e T2y 2 =0
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donc
de +y dy = dW

est une différentielle exacte.
En tirant 2’ et 3’ des équations (3), on trouve

_ydr——.r_d_y:t dr

AW —=¢ (2U+/a)r’—0173

r?

ou enfin

W:carctang%i—j\/(zl‘f—l— ﬁ)%;dr.

Les intégrales sont (264)

c’est-a-dire

cdr
arc tang = +f f:;,jw‘z == const.,
(20 +A)

On rctombe ainsi sur des caleuls déja effectués par une
autre méthode.

269. Il n’entre pas dans notre plan de traiter la ques-
tion des perturbations planétaires, et nous renverrons
pour cet objet a la Mecanique céleste; toutefois nous in-
diguerons en quelques mots la marche & suivre dans la
suite des calculs.

La fonction R est appelde la fonction perturbatrice;

il.
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on la développe en série, et, dans une premiére approxi-
mation, on ue conserve que les premiers termes de la
série; on forme ensuite les équations (265)

de an
e Z oy 0t -(};

o5y &3,- . sont les fonctions qui, égalées & des con-
stantes, représentaient les intégrales du mouvement ellip-
tique, et 'on sait que («, «;) est indépendant du temps;
les équations pricédentes font alors connaitre les fone-
tions o.

Autre maniére de résoudre la question. — WNous
avens va au n® 252 que, pour résoudre un probléme
de Dynamique, il suffisait de connaitre une solution com-
pléte de Péquation aux dérivées partielles de la fonction
principale, d’égaler a des constantes les dérivées de cette
solution, prises par rapport aux constantes d’intégration,
et d'égaler au temps la dérvivée de la méme fonction
prise par rapport & la constante H des forces vives.

Dans le cas d'un point libre, de masse m, sollicité par
un centre fixe en raison inverse du carré de la distance,
Iéquation de la fonction principale est (252)

(1} (dV (T ;-+ dV‘”_z U + amh
1) i —+ W E) —2m uh,

N

U désignant la fonction des forces, et /i une constante, 8i
I'on place Ie centre d'attraction a V'origine des coordon-
nées; si 'on pose en ontre

o — rsinf cos{,

¥ = rsinfsiny,

3 = rcosh,
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on trouvera

3
amlU—= -
r
/ er)2+ dv . ’dVY
dx dy (rlz. J
_[dV 3+ I (’dV\ ’+ 1 ,ﬂ’d’V‘)2
=\z) +5lF) ram iz
k désignant nne constante; l’equauon (1) devient alors
(dV 1 /dV “+ 1 AR A‘_{_D ol
—_ —} A ——— _— = - ¥l
dr r"(rle risiné (a’n'f r !

Cette équation est facile & intégrer; en effet, on peut la
décomposcr en denx autres :

[dV /(+ 5 o ] (lV“)”_’_ 1 ((ZV t g
[ mh — — — — —_— | — —
(!II 2 e\ rsint \ d e’

2 ddsignant une constante ; la premiére équation s’intégre
immdédiatement et admet pour solution

PSS
;k o
Vie=jfdr\/ — +-amh— —;
r iwl
la seconde, aprés I'avoir muliipliée par r?, se décompose
en deux autres anssi

do sind ' sinf0 Kdap} sinig

(dV\" _ —B EAA ﬂ

3 désignant une nouvelle constante; ces équations ad-
mettent pour intégrales

€n sorte que
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ou
Vo= | dr /£+2mh—i+ . ﬁdde-}-\/ﬁf
\/ r rt sin*g kit

est une solntion compléte de I'équation (2) de la fonction

rincipale; les intégrales du probléme, ou, si I'on veut
P pale; g P s v
les équations finies du mouvementd’une planéte sont alors

v _ Ay v

e —_ —_— =
de 0 HZE T m T

v, 0 et T désignant trois nouvelles constantes. On trouvera

dans les Forlesuneen de Jacobl une interprétation géo-
5

métrique remarquable de la valeur de ces constantes.

XI. — Sur L’EMPLOI DES COORDONNEES ELLIPTIQUES ET
LEUR USAGE DANS LES QUESTIONS DE DYNAMIQUE.

270. MM. Lamé et Jacobi ont introduit dans'analyse
un nouveau syst¢me de coordonnées qui a rendu de
grands services 4 la Mécanique et i la Physique mathé-
matique. Dans ce systéme de coordonnées, aucquel on a
donné le nom de coordonnées elliptiques, un point quel-
conque de I'espace est déterminé par l'intersection de
trois surfaces homofocales du second degré (*). L'ordre
historique ne nous parait pas 'ordre logique dans Uexpo-
sition des principes relatifs & 'élude des coordonmnées
clliptiques, et nous allons suivre Pordre adopté par Jacobi
dans ses Forlesungen iber Dynamik, p. 198.

Considérons I'éqnation

( T g S il 1
1 — =
) o, % ay + h a, -+ 1 i

{*) On appelle ainsi les surfaces dont les sectiens principales ont les
mémes foyers.
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dans laquelle nous supposerons
a, < ay< @< .. <y

5iI'on résout cette équation par rapport a A, elle seradu
degré n et aura par suite z racines: il est facile de s’as-
surer a priori que toutes ces racines sont réelles. En effet,
si I'on fait varier 2 depuis — ¢ jusqu’a — a,, le premier
membre de l'équation (1) varie de 04 — o, A variant
ensuilc de — @, & — a,_;; le premier membre de (1) varie
de + @ a4 — o0 3 done I'éguation (1) a une racine com-
prise entre —a, et —a,_,. On verrait de méme que cette
équation a une racine comprise dans chacun des inter-
valles (— @,_y, — @u_s)y (— tumgy —@ua)senn, (—ay, ),
Ainsi I'équation (1) a toutes ses racines réclles. Nous les
désignerons par 4, 2s,..., 4, et nous supposerons

M he Ay < e s <

271, Ceci posé, considérons les n équations

[ & £ £
b e TR e I
a4+ & a -+ h ay+h
g5 E £
, —_— — — 1,
{2) ay, =+ g fty 4 g ey 4k
..... . e e e e ey
2 2 2
S L LI D -
i, by s~k a, 4+, i

et proposons-nous de les résoudre par rapport a g,
Esy. .., £, Bineta fait connaitre un moyen trés-ingénieux
pour résoudre ces équations, il est basé surla théorie des
fractions rationnelles et se trouve rapporté dans le second
volume du Calenl différentiel et intégral de 1'abbé
Mowsno, p. 206. Mais nous prélérons a tout artifice la
méthode directe de Jacobi.
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Multiplions a premiére des formules (2) par a, -+ 1,
la seconde par a, + 1, et retranchons, nous aurons

a, - Ay a, + }
Bl — = ——— =k —
(2T ) =
ou bien
g?(ﬂn'—ﬂl)()\v—')\l) e h— s

{a -+ M}{a + %)

en éliminant ainsi £} entre la premiére équation {2) et
toutes les autres, on obtient le systéme

Bla—a) | Ela—a)
(@~ 2 ) (@ =+ %) (e ) (@4 dal
Eril—lfauwl - ﬂ'iz)

(ﬂn—l “+ ) (”Hvl + )-2} o

Ef(a, — a,) 4 E2 ((}rq——an)
ta—+ W) {e 4+ 3) (s ) (@ + 0y
-+ E.l-i—l ((rnft - H,‘) —.

(ﬂuﬁl -+ ll) (au—l -+ lu)

Mais ce systéme est de méme forme que {2) pourvu que
g {a —a,) Ei{a,— a, )
, .
(l'»| + )-| oy + )‘l
nouvelles inconnues. On en déduira donc le systéme
sulvant :

.» comme de

Ion v considére

E—f(“‘ T a,‘)(a] - all;l)
(“i -+ )\1) (ﬂ! -+ ;\;) [\11. “‘T*)\;,)

E.? ((ZL — (Z“) {“l - au—l)
(0 ) (= ba] (4, 1)

- .=,

et ainsl de suite; on ltombera de cette maniére sur une
équation unique qui fera connaitre £7, et Uon en déduira
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£, £1,. .+, anmoyen de permutations circulaires,

(@ - 2) (@ 4+ h)ee (@ )

S e —a) @ —a) (e
(3} { e .
g (B h (@t b)) (a4 )
T (Cl| —an)(a!_ﬂn)" -(a’n-—l_au)

272. Sil'on différentie ces formules, on trouve

ofE; d d), Ih,
(£) 5 B SN e

L .. )
£ a;—k a; - 2y T

et, par suite,

jag S H gy
-t sl (@ == hp} (- g}

Dans cette formule, il faudra donner 4 p et g toutes les
valeurs entiéres depuis 1 jusqu’a n; on conclut de celte
formule

(5) GldE] +dgh +. ..+ dEy) = Zdld) M, ,,
M, , désignant, pour abreéger, la quantité

EI
1, ,— =
1\1’:? (a|+)~p)(a1+)tg}

£ B

Tl iy ) (e )

Orona

1 1 I 1
(”i“‘)‘P)("f‘:m_)‘sr—)‘P(“f‘Flﬂ a,-—i—l,)’
et, par suite,

Moo= o B I .

P b=y B

A R W T lq{.”>‘

c’est-a-dire, en vertu de {2},

MP:Q’ =0,
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Mais cette conclusion ne s’applique pas au cas ot 1'on
aurait p = ¢. En éerivant alors M, aulieude M, ,, on a
£ &

M, = — - i a
P a0 g+ 3,0

En posant alors

=1 E? - % i
pr— - D 1
a - A a4+

on a
di
(A) M, = (:3—71)1:1“

Commencons par calculer u, on a

(a0 e =N —E a0 e, 20—
= TECE D Sy

or le numérateur de u, en vertu des équations (2), s’an-
nule pour A =12,, 2;,...,2,, et le coefficient de la plus
haute puissance A" dc 2 est I'unité; on a done

QD o WD W Y W 1
(@5 2] (@ 3)ee (@2

==
et, par suite,

du_" i [ " I3 1) n
dY T R —3%  ar h—k A

Si 'on fait alors 2 == 4, on a, en vertu de I'équation (A),

— () :)") Q‘ — )u)__()\ , — %)
(6) M, = (af,-*— ) (az -+ hy)ee _([5” +7)‘1') >

Péquation (5) devient ainsi
(1) G(dE? - dEl o B = M, 0T+ Myd)} - M, 2,

formule importante dans laquelle M, est donné par la
formule (6).
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XII. — DEFINITION DES COORDONNEES ELLIPTIQUES.

273. Désignons par 4, p, v les trois racines de I'équa-
tion en £

x* 4 ¥y? " =
@ttt bt ot

(8)

5

et considérons les équations
i/ EQ 7‘2 g!
3 ) + _
az—]—)\_’—b’—}-l €24 2
2 ﬂ2 i?
(9) ,E -0 + = =1,
a4 4 o
EJ n2 t?
L ato v - b4 v +c’+-a

I

2

=1

les trois racines 4, ¢, v sont, d’aprés ce que nous avons
vu an paragraphe précédent, réelles etinégales, et 'on a,
en supposant @ > b > e, A < p <,

— @t W< — bl p <l — "<,

1! résulte de 1a que les équations précédentes (g) repré-
sentent, la premiére un hyperboloide 4 deux nappes, la
seconde un hryperboloide 4 une nappe, et la troisi¢ine un
ellipsoide ; ces trois sur{aces déterminent par leur inter-
section un point (£, », {} del'espace; or ces surfaces sont
détermindes quand on se donne 4, p, v, en sorte que 4,
2, v peavent étre regardées comme les coordonnées d'un
point. M. Lamé les appelle les coordonnées elliptiques
du point (&, n, ¢).

Il est facile de reconnaitre que les surfaces (g) sont
homofocales, ¢’est-a-dire que leurs sections principales
ont les mémes foyers, car les différences des carrés des
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demi-axes de ces surfaces sont les mémes pour ces trois
surfaces,

On peut démontrer également que les surfaces {g) se
coupent orthogonalement. En effet, si l’on désigne par «,
B, 7 les angles que la normale a la premiére surface fait
avee les axes, par o, £, 7' les angles analogues relatifs
a la seconde surface, on aura

4 1 ] 1 [4
COS ot —— — . Cos8 8 — — — CO8s == -
@t - h ! a6+ A+
cosa’ = — d cosfi’ Pt cosy’ ! <
o = — > _ — - - —
af a”—f—[.c' A b U o c‘+p.7

& et A désignant des quantités dont la forme est bien
connne. Il en résulte

cosu cose’ + cosf cosf - cosy cosy’

M[ g N »? . g ] kN
e A R S R ey ) YL

Mais la quantité écrite entre crochets est une de celles
que nous avons désignées au paragraphe précédent
par M, ; elle est donc nulle, et Pon a

cosa cosx’ -+ cos B cos B’ -+ cosy cosy' == o,

ce qui démontre bien la proposition que nous avions
énoncée. Le théoréme de M. Dupin sur les surfaces or-
thogonales nous montre alors que chacune des surfaces
{9} est coupée par les deux autres suivant ses lignes de
courbure. De i un moyen de trouver les lignes de cour-
bure des surfaces du second ordre.

274. Les formules qui serviront & passer des coor-
données rectangulaires aux coordonnées elliptiques se-
ront données par les équations (3) qui, dans le cas parti-
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culier gqui nous occupe, se réduiront a
f g (a3 {a'+pha+ )
T (o aee)
) (b"—L A (E - p) (D]

o

2
N
=
fl

(c"— bu‘J (ar_ bﬂ-]

v fer-b A} et p) e 4wl

@ ] ()

XIIl, — MoUVEMENT D' UN I'OINT SUR UN ELLIPSOiDE.

2735. Cherchons les équations du mouvement d’un
point en coordonnées elliptiques. Soient £, %, { scs
coordonnées rectangulaires; 4, u, v ses coordonnées cllip-
tiques; prenons sa massc égale i I'unité; désignons enfin
par 27T sa force vive, nous aurons

2T dit = d5* + de? + dg2,
c’est-a-dire, en vertu des formules (6) et (7),
aTder—=  (Ldi+ Mde'+ N&),
L, M, N désignant, pour abréger, les quantités suivantes ;

o D=0 =)
T (@) (b r) @)
(p— 2} {p — )
Tt ) (B pi (e )
(v =My —p)
(@ v] (b 3] (¢ + v

(re)

On peut alers écrire

2T = 4 (L) 4+ Mu'*4 N},
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et 'on tire de cette équation

dT .,
aw=r=z
dT I
g TN
dT I
— = r = NY;
' 4 ?
par suite, on a
4P 4  47*
T —=-— LI
2 +a TR

Si I'on désigne alors par U la fonction des forces, et si

I'on pose
H=T-—-T,

les équations canoniques du mouvement deviennent

dy dH  dp dH

&= a- D

TEEEE]

Pour faire une application des formules précédentes,
considérons un point soumis i la scule influence de sa
vitesse initiale, et assujetli & rester sur la surface de
Pellipsoide

g 7 g
az-{-v_i— b“+v+c’+v

g

v devra alors étre traité comme une constante, et 'on
aura en ouire U= o0, H = T. Par suite,

B 4p da 4(/
& L’ dg M’
dH__ pdL dn ' aM
PTYR EIF U P M2 dp

Les équations du mouvement deviennent ainsi

& _gp dp__ pdL
&t L dr T TLidx




=
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Pour intégrer ces équations, on formera I’équation aux
différences partielles (252)

H+U—{T)=o,

équation qui, dans le cas particulier qui nous occupe, se
réduit a

o w1 ()45

On cherchera ensnite une solution de cette équation
renfermant une constante arbitraire ot; cette solution V
étant irouvée, les intégrales du probléme seront

dv av

(13) EEW? et =t

f et v désignant deux constantes.
Pour trouver une solution de I'équation (12}, rempla-
cons d’abord L et M par leurs valeurs (11), nous aurons

1 (dV\T (@) (B4 2)(e?--))
21=(a)

4 (A —p)(2—v)
(d_V)’f“’+ PB4 p) (e p)
% (5 =) (s —>)
ou bien
~H{( —p)= (%)z(“’+ ) (i’:—ul)(c*—w)
(dy' y.-—-v

Pour intégrer cette équation, décomposons-la en deux
autres :

e () )

2 da A—

@ - Hy:(d—‘—[)z(a:_'_yy(bl_k 2l Cald)
2 du =

Ces deux équations s’intégrent séparément et donnent,
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en ajoutant leurs solutions,

" (o -k FHL 0 — )

v ’ Vieciweniern

P f‘ 1
J o lrmiHp)p—y)
+J Vievwe e+ ™

Les intégrales définitives du probléme sont alors

dv AV
}E == |5 fu’_H —f{—r.

La premiére de ces équations, ne contenant pas le temps,
est 'dquation de la trajectoire da mobile, ¢'est-a—dire
I'équation des lignes géodésiques de la surface du second
degrdé v = const. En efiectnant le calcal, on trouve pour
équation de ces lignes géoddsiques

i h— N
IV s sy s,

o — —

/

-+ A S S du = const
J\/ (e 4w} (Dt p e p) [+ p) '

XIV. — MouveEMENY D'UN POINT SOLLICITE PAR DEUX
CENTRFS FIXES EN RAISON INVERSE DU CARRE DE LA
TNSTANMNCE,

Le probléme que nous nous proposons de résoudre a
aequis une grande ¢élébrité dans les annales de la science.
les géoméires, wayanl pn parvenir a intégrer les équa-
tHons dn mouvement des corps eélestes, diminuérent peu
i pea laginéralité de deur probléme, réduisivent d’abord
les carps eclestes a trois points libres, enfin & un seul
point Hibre sollicité par deux points fixes. Ce dernier
probléme a dé ]‘Obj('L de travaux remarquab]es de la
part des géomeélres les plus illustres. Buler, Lagrange,

v mar @
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Jacobi, M. Liouville s’occupérent successivement de la
question ; en 1847, M. J.- A. Serret semblait avoir résolu
le probléme d’une fagon tout a fait satisfaisante dans la
thése qu'il a présentée pour le doctorat; mais, dans les
ceuvres posthumes de Jacobi (Forlesungen), on trouve
la solntion suivante, qui est tellement simple, que nous
ne pouvons nous empécher de la reproduire ici.
Nous suivrons toujours la méme méthode d'intégra-
tion; nous commencerons par écrire l'équation de la
fonction principale

‘ AV AV [V
(1) (d_'r) e (_r-l}“) + (;{—;) —o2mU -+ 2mH.

N

Dans cette formule, U désigne la fonction des forces et H
une constanle; x, ¥, 7 sont les coordennées du point
mobile, m sa masse,

Commengons par transformer les coordonnées, ct pre-
nons pour nouveau plan des xy le plan qui passe par les
deux centres fixes et le mobile; désignons par ¢ I'angle
que ce plan fait avec sa position initiale. 8i I'on prend
pour axe des x la droite qui joint les deux centres et pour
origine le milieu de cetie droite, on aura les formules de
[l‘ﬂl]srﬂl‘lnﬂ[ion

‘s
z=x, y—=y'cosy, z=—=y sing;

et, en supprimant les accents, la formule {1} deviendra

TARN dVit 1 (dV' '
(:ﬁ) -+ (9}) +72 @) —2mU +2mH.

Cette formule peut se décomposer en deux autres :

! a 2 : Yo
—V -+ ﬂ =aml 4 2mH—-—i.,
; dx dy x®
{z) ;

)
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La derniére donne immédiatement une solution V,,
Vi=¢ Vo: .

QOccupens-nous de 1a premiére. Prenons pour variables
des coordonnées elliptiques et posons
x? .y 2
—_— = =1
at+ 2% b !
‘r? Fl
e
at4+p b

I,

ce qui revient & déterminer un point par l'intersection
de deux courbes du second degré homofocales. Soit 2f'la
distance des foyers, en sorte que

J= ‘/cﬂ-— b

Soient r et 1’ les distances du point mobile aux deux
centres, on aura
Sf=

reyai+4- i —
\/ Val+

b

et, comme }'on a (271)

Viet 42 + u)
xT = ——————
S
on en conclut :
_— — 1 fa? % + a4
r:\/a’—l—X—\/a‘-—Q«‘u, —:L——_ML_AE,
A—p
et de méme
— 1 a4 % — Jar
r'=yat+ A+ Ve 4+ pu, ;.}:LW)‘_\/"_L'F'.
—p

?

., K K
La quantité 2mU cst de la forme — -+ -, en sorte que
r r

I'on pourra écrire

(3) 2”1U=1—I;[A‘\/ﬂ"+7\+"'\/“'+!*]’
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k ct k' désignant deux constantes égales & K +K' et a
K’'—K; on a ensuite (271)

co e larpg) o VIE )b

-t ) V=

en en conclut

(S =3

mi ENEAAN Gt Gy SR EAAN Gl Ol )
L (ZI) T oa—a ( ) a—p
5 == . AR 4-1f’|7 1 ;,,]
( yRooe (b i Lo p e b

Les équations (3), (4}, (5) permettent d’écrire (2)
comme il suit :
dvy: AN .
(Z) ((az-%—)u)(&’-l—:h}—i—(—‘};} {a* 4+ w)ib"+ p)
- 'tl

. T ) - .
—af (m — m} = 2mH g —p.

Cetle équation se décompose en deux autres :

v = i
(ﬂ} (@231} b %) = 4 yai+ % -+ _af_ +oamHk 4+ §,

di / bt
AR R , —_ af?
(:ﬂ;) (@ tp}b4+p) =4 ya*-+p — m —amHp—B§.

Chacune de ces équations se résout au moyen des (ua-
dratures. En désignant par V, et V; leurs solulions, il

suffit de prendre
V= V‘. -+ Vu_i_ V‘Ja

et de former les équalions

A A A {

da Y 7?‘-"559, {Tl'_l-"—'frr"-’:
IL. 9
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7, 8 et 7 désignant de nounvelles constantes, pour avoir la
solution du probléme de Dynamique qu’il s'agissait de
rdsoudre.

Le pen d'exemples que nous venons de traiter montrent
combien la méthode de Jacobi est féconde, puisqu’elle a
permis de résoudre, pour ainsi dire en jouant, des pro-
blémes considérés comme presque insolubles. Cette mé-
thode se raméne, en derniére analyse, 4 Uintégration
d’une équation aux différences partielles. Pour intégrer
cette équation, on essaye de la scinder en plusieurs autres
qui ne contiennent plus qu'une variable indépendante.
En ajoutant les solutions des équations partielles, on
obtient une solution compléte de 'équation proposée;
d’on l'ou conclut, par le théoréme de Jacobi, les inté-
grales du probléme de Dynamique & résoudre.

EXERCICES.
I. Sitena
Byt =A, (7n%)=B (%B8) =0
oD aura aussi
(A a) -+ (B, B) -+ (Cy9) =
{Tacoer, Forlesungen.... p. 426.)

11, Si les o/ variables, o, =,,. .., z,, B, B, ..., &, satisfont aux
relations

(o, Pl =1, (wpf) =0, [2,%)=0, (B,[) =0,

quels que soient 7 et /, et si la fonction désignée par H dans le Cha-
pitre qui préeede peut s'exprimer & l'aide de ces quantités, on aury

dz  dH dd  dH
dt r[@’ T

{Boun, Thése.)

L. Appliquer la méthede d'intégration de Jacobi & 1'étude du
mouvement du pendule conique,
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IV. Pour l'iniégration compléte du mouvement des plandies, on
pourra consulter : la Mécanique analytique de Lagrange, la Mdca-
nique celeste de Laplace {premier volume), la Théorie analytique
du systéme du monde de Pontéeounlant, le premier volume des An-
nales de ’Observatoire

Un Mémoire de Cauchy, lithographié en 1831 & Turin, et repro-
duit & peu prés dans les Comptes rendus de 1841, sur fe développe-
ment de la fonction perturbatrice;

La Thése de M. Tisserant qui fait usage de la méthode de Jacobi
dans ' Etude die mowvement de la Lune.

V. 8i I'on pose

¢ {2 d? 3ot
@:Htﬁ—[ xm 28 3‘+J’dt2‘)’+ lzdt,
0

la fonction ® jouira de propriétés analogues & eclles de la fonetion
caractéristique. Ainsi @ satisfait 4 I'équation aux dérivées partielles
@wT de de _U’de) de
dt PioPareny ([PI: d]).j (;7[711 (_[Z’ A

Soient ® une solution compléte quelconque de 'équation précédento,
Tir Tar F4ve-- 108 constantes qu'elle renferme. Les indégrales du mon-
vement seront

40 _  Jde
d T g T
£, &, ... désignant de nouvelles constantes.

Dans la question précédente, nous avons employé les notations

- ® o : .
du iexte. Ainsi T (pl,pg, g ) désigne la demi-forco vive
40
dans laquelle on a remplacé ¢ par ——

([[J’““

(Hamivrox, Philos. Transact., i835.)

N, B. On trouvera une théorie (rés-détaillée of trés-compléte de
Vintégration des équations aux dilférences parliclles dans lonvrage
de M. Imschenctsky intitulé » Mémoire sur Uintégration des équa-
tions aux différentivlles particlles du premier ordre, Cel ouvrage
renvoic aux sources originales.

9
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CHAPITRE III.
MOUVEMENT DES SOLIDES.

I. — PreiiMINAIRES.

276. Pour éwudier le mouvement que prend un corps
solide soumis a V'action de forces données, on observe
que, en vertu du principe de la conservation du mouve-
ment du centre de gravité (220), le centre de gravité du
corps va se mouvoir comme un point dont fa masse serait
la masse totale du systéme, sollicité par la résultante de
toutes les forces extérieures. Le mouvement du centre
de gravité est donc connu,

Maintenant, si 'on suppose trois axes de directions
fixes passant par le centre de gravité, on pourra étudicr
le mouvement relatif du solide par rapport a ces trois
axes; mais, en vertu du principe de Coriolis, on pourra
trailer ce mouvement comme un mouvement absolu, 4 la
condition d'adjoindre aux forces réellement agissantes :
1° les forces d’inertic du mouvement d'entrainement;
29 les forces centrifuges composées (41), {243). Pour
former [es équations du mouvement du corps autour de
son centre de gravité, il sufliva d’éevire qu’il y a équi-
libre entre les forees d'inertic d’une part, et les forces
qui sollicitent le corps dans le mouvement relatif (forees
réclles ct forces fictives) d’autre part. Or @ 1” les forces
réellement agissantes se réduisent & une force unique R
passant par le centre de gravité et & un couple Gy 2° les
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forces d'inertie du mouvement d’entrainement se réduisent
a une force unique I passant par le centre de gravité, car
ces forces sont proportionnelles aux masses des points
sur lesquels elles agissent fictivement; 3° les forces cen-
trifoges composées sont nulles, puisque le mouvement
relatif des axes mobiles est un mouvement de transla—
tion (243).

Mais les équations de I’équilibre se réduisent & trois.
Dans le cas on le solide présente un point fixe, on les
obtient, comine Pon sait (107), en égalant & zéro les
projections du couple résultant ou, si Pon veut, les
sommes des moments des forces pris par rapport aux
axes.

Or le couple résultant, ou, ce qui revient au méme,
les moments des forces, ne contiendront pas I, en sorte
que, en résuré, nous n'aurons pas besoin de tenir compie
des forces d'inertiedu mouvement d’entrainement. Ainsi:

On pourra traiter le mouvement relatif d’un corps
autour de son cenlre de gravité comme s'il érait ques-
tion d’un mouvement absolu, et comne si le centre de
gravité était_fixe.

8i Pon voulait étudier le monvement relatif d'un corps
auntour d'un point différent du centre de gravité, il fau-
drait alors tenir compte de la force I, et faire intervenir
dans le calcul ses moments qui seraient différents de
zéro, puisqu’elle ne passerait plus par Uorigine des coor-
données.

II. — MouvEMENT D'UN SOLIDE AUTOUR D UN AXE FIXE.

277. Les équations du mouvement d’un solide autour
d'un axe fixe s’obtiendront (108) en égalant & zéro la
somme des moments des forces d'inertie ¢t des forces
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réelles qui sollicitent le corps, pris par rapport & l'axe
fixe; clles se réduisent donc i une équation unique,.

Si nous prenons ’axe fixe pour axe des z ct denx axes
rectangulaires quelconques pour axes des x et des y; si
nous désignons ensuile par N la somme des moments des
forces pris par rapport a l'axe des z, et par m, x, ¥, 2
la masse et les coordonnées d'un point quelconque du
systéme, nous aurons, pour équation unique du mouve-
ment,

dty dix
(1) Sl G~ )=

N\

On peut meltre celte équation sous une forme plus com-
mode dans les applications; il suflit, pour cela, de poser

x = rcosd, y —rsing;

r désignant la distance du point m a I'axe fixe, 18 angle
décrit par le rayon vecteur 7. On trouve alors

.

diy dixz \  d fdy dzx
S{SE o) = 5 2 (e %)
d db
— 2 7
=z mr
d?8
—_— 1.
_dt-' Zmr 3
par suite, la formule (1} devient

d*6 .
{2} e Zmr —N.

Zmr? estle moment d'inertie du solide pris par rapport
. . . g g
a l'axe fixe, il est censé connuj gl Vaccélération
angulaire.

SiYon suppose N exprimé en fonction de § ¢t ¢, Fin-
tégration de I'équation (2) nous permetira de calealer £
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en fonction de 7, et le mouvement du corps sera parfai-
tement déterminé. Si I'on voulzit calculer les réactions
des appuis, on ferait usage de la méthode employée en

Statique (109},

III. — Sur LE CENTRE DE PERCUSSIGN.

278. Cousidérons tonjours un solide assujetti & tour-
ner antour de axe des y, ct désignons par X, Y, Z les
composantes de la foree qui sollicitent le point m dont les
coordonndes sont x, ¥, 3 on assujettira le corps a tour-
ner autour de Paxe des ¢ en fixant deux de ses points
sur I'axe, ¢'est-a-dire en appliquant eun ces points des
forces convenables dont les composantes peuvent étre
représentées par Py, Qq, Ry et par Py, Q,, Ry; nous
pourrons prendre ces deux points fixes a des distances /i
et i, de 'origine. Les six équations de Péquilibre devien-
dront alors (109)

! 2

[ . od

2.X+P.+P2:2m———,x(“s,
de !

2Y+Q+Q,=o0,

. . . dz

2Z +R+R,—EZm 55

. / .l
9 3(Zy—Ya) +R,I:.+I{,h2:2m£f,

2(Xz —Zx) == Zm (djz—dgmx);

lts dae:
. . . dix
EiYr—Xy)— Pb—Phy=—2Xm ST
4’ d* ez
(*} N ne faut pas ounblier que _Iﬂgﬁf’ ,%‘!Ty, -— I-,-’-‘;—'_,—z repre-

sentent Jes composantes de lu foree d'inertie do point m et yuwil y a
equilibre it chaque instant, en vertu du principe de d'Alembert, entre les
forces réellement agissantos et les fovees dincrtie,
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Supposons que les forces X, Y, Z se réduisent a une
percussion (231} dont I'intensité ait pour composantes U,
V, W. Soient u, v, w les coordonnées du point d’appli-
cation de cette pel‘cussion, on aura, en intégrant les
équations (1} entre les limites o et § correspondant au
temps 8 pendant lequel agit la percassion,

. da
U/ (B P de=Sm ",

V+[(Q+Q)de=o0,

d
W [{R,-+Ri)dt = Zm d_: "
.z
Wo— Ve [ (P h + Poh) de = Sm (EJ ,

dx dz
Uw — == ——F—
w— W m (dt T J:)a

. du:
Ve —Ue — f(P b+ P hy)dt=— Zm -7

Cherchons la condition pour que, pendant le temps 6,
J'axe ne soit point frappé, ¢’est-a-dire n’éprouve aucune
percussion. Il faudra supposer Py - Py, Q, +Q., R, + R,

nuls , et les équations précédentes deviendront
. dr
U=:Zm—,
dt
V=0 »

. dz
W—Xm—,
dt

, d
Wo— 2m ﬁf,

’

. {. 1z
Unw —Wue=2m (%J_E}E"r)ﬁ
[¢

dx
Uv=2m .
Al
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En posant
z—=rcos%, x—rsind,
dz d8 9 e iL]

—_— —=—rsnf— = —ax — — =3 —
dr dr ar’ a’

ces formules deviennent

49
U = = 2mz,

V —o,

d8
W ::f;;Zm.r,
Woe—— gg Zmaxy,

d9
Uw—Wu— % Zmr,
a8
U= 7 Zmys.

7 . . . +
r n'est autre chose que la distance du point m i I'axe
des y, 0 est angle que le rayon » fait avec l'axe des z,

oo . . - .
E est la VI1lesse angu]atrc du corps. On Pl‘,‘llt f‘dl[‘e passer

le plan des zx par le point d’application de la percussion;
v est alors égal & zéro. 8i l'on désigne par £, 9, ¢ les
coordonnées du centre de gravité, et par M la masse
du corps, les formules précédentes se simplifient et de-
viennent

df o
U:M(;d—t, o = Zmxry,

% .
Y —o, Uw—Wu'r:l—-Zmr’,
elt
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Les trois premiéres équations font connaitre les compo-
santes de la percussion en fonction de la vitesse angu-
laire; la seconde montre que la percussion doit étre
perpendiculaire & Vaxe de rotation; la quatriéme et la
sixiéme équations montrent que'axc de rotation doit &tre
un axe principal d'inertie relatif au point ou vient se
projeter la percussion.

On peut éliminer U et V entre la premiére, la troi-
siéme et la cinquiéme ¢quation. On trouve alors

Mtw + Eu)= Zmr?,

ou bien, en appelant k le rayon de giration du corps par
rapport a 'axe des y,

tew 4 Eu == &2,
Cette équation est celle de la percussion; son coefficient
angulaire est — %’ el, par suite, cetle droite est normalce

au plan qui passe par I'axe de rotation el le centre de
gravité; la distance de la percussion i Paxe de rotation
est

‘.2

d T

ou bien, en désignant par a la distance du centre de gra-
&4

vité 4 axe, —-
a

279. On appelle centre de percussion d'un solide, re-
Jativement 4 un axe, le point ot la percussion qui ne
frapperait pas I'axe vient rencontrer le plan qui passe
par l'axe et le centre de gravité,

On voit, d’aprés cela, comment on devra calculer la
position du centre de pereussion. Aprés avoir déterminé
le rayon de giration k du corps par rapport & l'axe, on
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divisera son carré par la distance du centre de gra—
vité & l'axe : le quotient ainsi obtenu représentera la
distance du centre de percussion a 'axe. La position du
centre de percussion sera du reste déterminée par la con«
dition de se trouver dans un plan qui contient Paxe et e
centre de gravité, et dans un plan perpendiculaire i
I’axe mené par le point ou cet axe est un axe principal
d’inertie.

Si I'axe de rotation d’'un corps n’était nulle part axe
principal d’inertie, il n’y aurait pas de centre de percus-
sion relatf i cet axe.

La considération du centre de percussion est importante
dans la théorie des machines; elle nous montre que les
pitces mobiles autour d’un axe, ct soumises i des chocs
violents, doivent, autant que possible, étre disposces de
telle sorte que l'axc de rotation soit un axe principal
d’inertie, ct de telle sorte que les chocs soient dirigés sur
le centre de percussion perpendiculairement au plan
qui contient 'axe de rotation et le centre de gravité; on
atténne ainsi les effets désastreux du choe, effets qui
pourraient ou bien fausser les axes de rotation, ou bien
démolir les supports.

IV. -— THEOGRIE DU PENDULE COMPOSE.

280. On donne le nom de pendule composé a un
corps solide pesant assujetti a tourner autour d'un axe
fixe, horizontal,

Pour étudier le mouvement d’un pendule composé,
prenons 'axe de rotation pour axe des y, et la direction
de la pesanteur pour axe des z; 'axe des x sera une per-
pendiculaire aux deux premiers axes.

1’équation du mouvement s’obtiendra en écrivant que
la somme des moments des poids des différents points du
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systéme est égale au moment d'inertie du pendule pris
par rapport i Vaxe des y muliiplié par I'accélération an-
gulaire. Soient MA* Je moment d'inertic en question,
M la masse totale du pendule, ¢ 1'angle que fait avec la
verticale 1a perpendiculaire menée par le centre de gra-
vité du pendule sur V'axe de suspension, @ la grandeur
de cette perpendiculaire. La somme des moments des
forces qui agissent sur le pendule est égale an moment
du poids Mg du pendule appliqué & son centre de gra-

2

‘. \ . Ak as . ]
vité, ou a —Mga sin 6. L’accélération angulaire est R
R

t désignant le temps, en sorte que I'on a {277)

d*0 .
= = — sin G,
M4 7 Mga sin
ou hien
2
2 . o sl = 0.
(1) & 2 T8 sinf == o

Considérons maintenant un pendule simple de lon-
gueur £ (t. L p. 292), suspendu & Porigine; I'équation
de son mouvement est donnée par la formule

420

(2) l{—h;—l—gsinﬁzo.

Les équations {1) et {2) deviennentidentiques si I'on pose

3!
=1, ou K-=al,
a

en sorte que le pendule composé que nous éiudions os-
. “2
cillera comme un pendule simple de longucur —; cctte
quantité porie le nom de longueur du pendule simple
synchrone. Si, sur la perpendiculaire i I'axe de suspen-
sion menée par le centre de gravité, et & partir de Vaxe
de suspension, on compte dans le méme sens que a une
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. , A T .
longueur égale & — =1/, la paralléle a I'axe de suspension
a

menée par 'extrémité de la Jongueur ainsi complée porte
le nom d'axe d’oscillation.

Tatonime . — Lorsqu'on suspend le pendule par
son axe d’oscillation, Uancien axe de suspension de-
vient axe d’oscillation, et le mouvement du pendule
n'est pas altéré.

Cela résulic de la formule /= i;- 51, en effer, on d¢-

signe par y le moment d'inertic du pcndule pris par rap-
port 2 un axe paralléle 4 Vaxe de suspension mené pat
le centre de gravité, on aura

= a + 2,

l:E XT-
a

['es
Si 'on prend alors I'axe d'oscillation pour axe de sus-

pension, la longueur ' du pendule simple synchrone

devient
2

X

== —a-—+ —
—a a

Onadonc{=1. €. Q. F. D.

Tutontme If. — Réciproquement, si l'on trouve deux
axes paralléles contenant dans leur plan le centre de
gravité, et tels que les oscillations autowr de ces axes
soient de méme durde, leur distance sera la longueur
du pendule simple synchrone, s'ils sont inégalement
distants du centre de gravité.

En effet, en appelant ¢ et / —a les distances de ces
axes an centre de gravité, I sera leur distance mutuelle,
et si 'on désigne par y le rayon de giration du corps par
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rapport & P'axe paralléle anx deux axes donnés et passant
par le centre de gravité, on aura, pour expression des
longueurs des pendules simples synchrones,

2 1
a+% et {—a+ X .
a {—a

Iin égalant ces valeurs, on a

2 1
a—i—x——:[——a-—i—-—z—,
173 {—a

ou bien
at{l —a)+ y* (I — a) == ({-—ala+ y'a.
On en déduit

al*~—{3a*+ y*) + 24+ 2ny' = o.

oyl
Cette équation a deux racines : 'une est a + L, Yautre
a
est égale 4 24,
2
a4+ X ¢st bien la longueur du pendule simple syn-
(¢4

chrone, et Von voit en outre que deux axes paraliéles

¢galement distants du centre de gravité, contenant le

centre de gravité dans leur plan, jouissent de la méme

réciprocité que 'axe d’oscillation ct I'axe de suspension.
Nous terminerons par quelques remarques :

1° 8i Paxe de suspension est principal en un de ses
points, I'axe d’oscillation passe par le centre de per-
CUSSION ;

2 8§ lon considére une série d’axes situés & une
méme distance a du centre de gravité, celut pour lequel
lalongueur du pendule simple synchrone sera maximum
ou minimunt, et par conséquent pour lequel la durée des
oscillations sera maxima on minima, sera perpendicu-
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laire aw plus grand ou au plus petit axe de Uellipsoide
d’inertie relatif au centre de gravité;

3° 8i L'on considére une série d’axes de suspension
tous paralléles, la longuewr du pendule simple syn-
chrone

3

{— a4

BN

sera minima lorsqu’on aura

2

01— %;’

c'est-d-dire y =a. Dans ce cas, on a l = 2a, et la lon-

gueur du pendule simple synchrone est le double de la
distance de I’ axe de suspension au centre de gravite.

V. — Formures p’Evien.

281. Nous allons maintenant dtudier le mouvement
d'un solide qui présente un point fixe, mais sollicité par
des forces quelconques,

Désignons par x, y, z les coordonnées d'un point
quelconque du corps par rapport a trois axes rectangu-
laires fixes ox, oy, 0z passant par le point fixe, et par
£, m, ¢ les coordonnées du méme point prises par rap-
port & trois axes rectangulaires mobiles 0%, on, of pas-
sant par le point fixe, et invariablement liés au corps,
Les formules de transformation des coordonnées nous
donnent

z—at4+bntck,
(1) y=aE+ b+t
z==a"t + 0" 4 ",

¢t I'on a, comme on sait,

@ = cos{ox, 0E), b —=cos(ox, 0n), c=cosfoz, 0l),....
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On sait, de plus, que les ncuf cosinusa, 4, c,... sont lids
entre eux par diverses formules, dont voici les principales:

a + 6+ =1,
{2) a? b4 =1,

| &+ b7 =1;

Sa’a”+ 5 b4 ce"=0,
(3) a’a +bﬂb +clfc == o,
(aa'—%—b OV 4+ e =o;
( a'+al+ a"? =1,
(4 W e
)‘CI—I—C’E—{—-C”I:I;
‘ be b ¢ -+ 8"c¢" = o,
(5) ) ca +cda+c"a"=o,

Pab-rad' b +a"b"=o0.

Si, de plus, on suppose que les directions positives des
nouveaux axes puissent &ire amenées en coincidence avec
celles des anciens, on anra

((z.—:b'c"——c’b”, a=..., a"= ...,
(6) s bhb=da" —a'e, W= ..., b=...,
lc:a’b"——b’a”, = ..., =....
Eafin
a, b, ¢
(7} va, b, d | =1.

“ﬂ, blf, C”
Posons, en outre, comme nous'avons faiten Cinématique,

S])dt:cdb + oAb 4 dh —= (ba’c + 0" de’ 4 [)"dc”),
(8) {gdt—ade -+ a'd’ @~ o de” — —(eda+ ¢ da’ +¢" da”,

rdt=bda+b'da’ +b"da" == — {adb+a' db'+-a"db").
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De ces formules on peut en déduire d’antres qui nous
scroit utiles. Des équations {8) on tire

rdt = bda + ¥ da’ + b" da”,

—gdt—cda + ¢ do’ + " da";
on a aussi
o= adu+ a'da’ + a"da".
De ces trois équations on déduit

drt da’ ‘ da” P /
(9) d—t:br—-cq, —d?:b’rﬁcq, E:b’rm—c’qg

ou aurait de méme

db db' . db " v
| P en r=op—an —-=dp—a',
(9 de de’ de”

o4

T G Ay —p, =a'g—tp

Des formules précédentes on tire

pde +gdb 4~ rde — o,
pda’ + qdb 4-rdd' — o,
pda”+ qdb"+ rde"== 0.

Ceci posé, si nous éerivons qu'il y a équilibre entre
les forces d'inertie et les forces réellement agissantes,
c’est-d-dire si nous écrivons [puisqu'il s’agit d'un corps
solide présentant un point fixe (107)] que la somme des
moments des forces d’inertie et des forces réellement agis-
santes est nulle, nons aurons, en désignant par Ly, M, N,
les sommes des moments des forces réellement agissanles

II. 10
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prises par rappert aux axes ox, 0y, 0z,

diy d?z \
Em(dﬁ 3 — dﬁJ + L, — o,
diz dx :
(10} 2”’( P ) o,
d*x dy
SnlGr—Grn)n=e

Ces formules contiennent les coordonnées variables
x, ¥» &y .. desdivers points du systéme; mais ces coor-

données peuvent étre exprimées a Uaide des coordonnées
constantes £, v, ,... ¢t des neuf cosinus a, &,... qui
se réduisent A trois. Nous allons prendre ces cosinus pour
nouvelles variables; ce qui diminuera le nombre des iu-
connues. Aprés quoi, nous simplifierons encore le pro-
bléme en prenant pour variables les rotations p, g, r,
Pour cffectuer le changement des variables, nous ob-
serverons que les formules {10) peuvent s’écrire

d dz dyy
Exm{rly Gt

Si alors on remplace x, y, 2, dx, dy, dz par leurs va-
leurs déduites de (1), il vient

d da” db” de”
- I f‘ f \  — ! i
dth[(aE—l—br—l—ct, (E P + % 7 a4t dt)

‘o dat el de’
e b eyl D2 4o +'C — — L
—{a*E 46" cC_l(_ dt " 'dt)] Ly,

ou bien

7 2 —[8*(a'da” — a"da’)
ﬂz(brdb” — bﬂdbf) + :2 (Cldcrl__ C”d{,‘, )
+ nt{ b de” + db" — bde’ — ¢"db' )+ . . = L,
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. da db
Si dans ces formules on remplace o it opar
£

leurs valeurs tirées de (9}, on a, en tenant compte de (6),
d .
7 2 mller- bg) g - (ap - eryn’ +(bq - ap)¥

—t{eg + br)— G (ar + cp) — fnlag + bp)| =L,

§iYon pose alors

A=23m(g+ 2%, cEm{B gty C= Zm(s’+ 27,

B =
D-— Xmyt, E = Zmtk, F:Y-mn&,

les formules précédentes deviennent

d .
a}[f\ap -+ Bbg + Cer

— D{eg + br} — Ejar+cp) — Flbp + agl ==L,

.............. R R R T T T R R R N

Diésignons par L, M, N les sommes des moments des
forces pris par rapport aux axes 0%, o, of, multiplions
la premiére de ces équations par a, la seconde par ', la
troisiésue par a”, el ajoutons; il viendra, en tenant
compte des relations {4), {3}, (8), et en observant que

al, 4+ a'M; -~ a”N, est égal 4 L,

! 1,
\ A%Aquuk Cqr — D{q*— 1)
{

dr {dg )
r —E(Z—L r/)—uF(\(—H———pr = L.

(11)

On aurait deux autres équations analogues & celles-ci,
au meyen d'une permutation circulaive. Les équations
ainsi obtenues sont les équations du mouvement, clles
font connaitee les composantes p, ¢, r de fa rotation in-
stantanée: ces composantes une fois connues, on déter-

0.
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minera a, &, ¢,... au moyen des formules (g}, qui peu-
vent se ranger par groupes de trois ne contenant que trois
des cosinus inconnus.

282. Les équations du mouvement s simplifient beau-
coup, si I'on prend pour axes mobiles les axes princi-
paux d'inertie du solide. Alcrs, en effet, D, E, I s’an-
nulent, ¢t Ion cbiient, au lien des formules contenues
dans le type (11), les équations suivantes, éiablies pour
la premiére fois par Euler :

d
A£+(C—B)qr:L,

o ,
(12) BTZ—;—LA—C)rp::M,

dr

Ces équations étant trés-importiantes, nous allons en
donner une nouvelle démonstration, plus simple mais
peut-étre moins naturelle,

V1. — NouvVELLE DEMONSTRATION DES FORMULES b EULER.

283. Pour wrouver les équations du mouvement, il suf-
fit d’écrire qu'ily a équilibre entre le couple des forces
d’incrtie et le conple des forces réellement agissautes. Le
couple des forces d'inertie a pour projections sur 'axe

des x
diy d*z
Sn(sZ %)
ou bien
d dz dy
(13) —Z3n(r G- 5)

. z ol C,
Mais y y ;}E n’est autre chose que la projection du
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couple des quantiés de mouvement sur I'axe des x, En
désignant par P, Q, R les projections du couple des
quantités de mouvement sur les axes of, oy, of, on
aura alors

dz l‘r

— —aP+ b CR
Ya % Q+
par suite, la projection du couple des forces d'inertie
SUr GX sera

d
o (aP + 6Q + cR),
et les équalions du mouvement seront
d
(14) 5 (¢P 4+ 0Q+ cR) =Ly,

Or, en désignant par u, v, w les projections de la
vitesse du point m sur of, ox, of, on a [33, for-

mules (11)]

= ql — rn,
(3) s= 1k pt,
W= pn— qg;

on en dédunit
P=Zmiaw — o) = Zmlin*+ ) p — nkqg —Erl,. ..,
ou bien, en prenant pour axes mobiles les axes princi-
paux d'inertie du solide,
P=Ap, Q=Bg, R=Cr.

Les équations (14) donnent alors

!
.:_I}(HAP + bBg +cCr)=L,...,
ou bien

d]) db de
= bB~+cC—+Apdt+Bq k—:—Cr =L;....
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En multipliant la premicre de ces équations par a, la
seconde par &', la troisiéme par &, en ajoutant et cn

ayant égard a (4}, (3), (8}, 0on a

dp
A C— =L.
i ( Bigr
¢. Q F. D.
VII. — TnanrormaTion DES £QUATIONS D' FULER.

28%. On remplare quelquefois, en Géométrie analy-
tique, les neuf cosinus a, b, ¢, a’,... par trois angles 0,
¢, ¢, dont nons allons rappeler la signification, el qui
vont nous étre utiles dans 1'étude du mouvement de ro-
tation des solides. Soient toujours ox, oy, 0z les trois
axes passani par le point fixe du solide en mouvement,
et 0f, on, of les trois axes invariablement liés au so-
lidey ¢ est Vangle que la trace du plan des £n sur le plan
des xy fait avec Paxe des x, ¢ est Pangle que I'axe des
fait avec la méme trace, enfin 6 est I'angle que fait le
plan des £ avee le plan des xy.

On a, comme V'on sait,

a = cosp cosP — sing sind cosd,
b = — sing cosy — cosysin cos b,
¢ —sind sind;

a’ == cosgsind + sing cosy cosd,
b'= — sing siny - cosp cosd ros?,
¢/ == -— cosysinb;

"= sing sinf,

b"= cosgsing,

e’ — cosh.

SiTon porte ces valeurs dans les formules (8) qui font
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conuaitre p, ¢, 7, on trouve

p At == sinpsinf & - cosg af,
{(16) q dt = cosypsind & — sing 9,
rdt = dyp + cosf .

Lorsque I'on connalira p, g, r, I'intégration des équa-
tions (16) fera connaitre g, &, 4. On peul arriver aux for-
mules (16) immdédiatement, en considérant la rotation
totale wdt effectuée antour de I'axe instantand comme
la résultante de trois rotations dg, d¥, 8 effectudes au-
tour de o, oz, et autour de l'intersection des plans
Eon et xoy. La projection de wdt sur of est pde, la
projection de dg est nulle, celle de dif est égale A dif mul-
tiplié par le cosinuns de angle que oz fait avec 0%, ce
cosinus est a” = sing sinf, enfin la projection de o8 est
égale & df cosg, On a done

pdt = dbsinesing + dfcosg;

¢’est la premiére des équations (16), les autres s'établi-
raicnt d’une fagon analogue.

8i maintenant dans les équations d’Euler, on remplace
Ps ¢, r par leurs valeurs (16), on obtient trois équations
du second ordre en 0, ¢, § qui sont les équations du mou -
vemnent. Généralement, il y aura avantage & ne pas el-
fectuer la substitution, et 4 intégrer dircctement les équa-
tions d’Euler.

VIII. — InTtcrATION DEs £QUATIONs D'EGLER DANS 1IE
CAS Ol LES FORCES PASSENT TOUTES PAR LE POINT FIXE.

285, Dans le cas o les forces qui sollicitent le corps
passent par le point fixe, on peut ramener I'intégration
des équations d’Euler aux quadratures; dans ec cas, en




152 TRAITE DE MECANIQUE RATIONNELLE.

cffet, les équations (12) prennent la forme
dp
A(—“ + (C—B)gr=o,
47

{17) BEE +(A—C)rp—o,

c (B A)pg—
— H(B—A)pg=o.

Muliiplions la premiére équation par p, la seconde par
@, la troisiéme par r, et ajoulons, nous aurons

Apdp 4 Bgdg 4+ Crdr=o,
ou bien
(18) Ap*+ B+ Crr—= 2T,

2T désignant la constante d’intégration. Il est facile de
voir que I'égquation (18) exprime que la force vive du
systéme est constante; en elfet, la force vive du systéme
est Tm(u® 4 ¢* -t~ wt), c'est-d-dire, en vertu des for-
mules (15),

Sml(qg —ra)?+ (rE — pef + (pn — q€)°].

Si I'on développe cetle guantité et si 'on observe que
Em{n+)=A,..., Zmp{=n0,..., on voit qu’elle
est précisément égale 4 Ap®+4-Bg® 4 Cr’.
C. Q. F. D.

L'équation (18) est une premiére intégrale des for-
mules (r7), il en reste encore deux & trouver; pour en
trouveruneseconde, on peut multiplier les équations (17)
respectivement par Ap, Bg, Cr, et les ajouter, on trouve
ainsi

A'pdp + Bqdg + Clrdr =0,

d'ot I'on dédnit

{19} Atp' A4 Bigt 4+ Cri= G,

L
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Cette équation est 'expression du théoréme des moments
des quantités de mouvement, On a,en effet, en vertu des
formules (15),

Zm{wn —vt)=Zm[ninp ~Eq)—L{Er—tp)]=Ap;

ainsi Ap est le moment de la quantité de mouvement pris
par rapport 4 of. Bg, Cr sont les moments de la méme
quantité de mouvement pris par rapport a on etof. Donc
G est I'axe du couple résnltant des quantités de mou-
vement.

Si maintenant on considére les équations

Ap* +Bg'+ Cri=—2aT,
A?p2+ Bl q!+ C!rﬂ: GZ,
P2+ q2+r!:w!’
on en déduit
, 2T(B+ C)—G*— w'BC
T B A A—C)

I LY T

ou, si I'on veut,
(20) p=\i+ v}, ¢g— ym 4w, r= Vo + A W,

Lym,n, I', m', n' désignant des constantes.

Orona
wdw == pdp + gdg -+- rdr.

Si, dans cette formule, on remplace dp, dg, dr par leurs
valeurs déduites de (17), ona

‘'B—GC C—A A—B

wdm:( Y —+= B —+- ¢ )pqrdt,

et si I'on remplace p, ¢, r par lenrs valeurs déduites de
(20), ontrouve

wdo =HVY({ + Uw)(m+m'w')(n+ nlo}d,




134 TRAITE DE MECANIQUE RATIONNELLE.

formule dans laquelle H désigne une constante. On peut
simplifier cette équation ¢t la mettre sous la forme

At =7
2

dans laquelle I, , 2, y sont des constantes faciles & cal-
culer. »® est une fonction doublement périodique du
temps que I'on déduira de la formule précédente, aprés
quoi les formules (20) feront connaitre p, g, r.

On peut ramencer les quantités p, ¢, r aux fonctions
elliptiques, de la maniére suivaute.

IX, — Circvr pEs RoTATIONS pry ¢, Ty AU MOYEN
DES FONCTIONS ELLIPTIQUES.

286, Supposons que lon ait A > B> C; des équa-
tions (18} el (19}, on tire

(.. G'—2TC—B(B—Cj¢
{ oo 2TA G —B(A—R)q*
ClA—C) ’

les dénominateurs de ces expressions sont positifs; donc,
pour que p et rsoient réels, il faut que

G*—2TC >0, 2TA — G0,
de plus, on devra avoir

2TA — G* G’ — 2TC

TCRATE ¢ SEE=G

Supposons, pour fixer les idées,

G:—2TC _2TA -G
)

(22) 72<B(Bm— <

B(A — B}’
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r ne pourra jamais s’évanouir ct conservera par suite le
méme signe. Le signe de 7 est arbitraire et dépend de la
direction des axes mobiles; prenons done r posiuif, I'é-

gquation
dp B—-C
- o= r
dt A "

que I'on déduit de (17}, prouve que ¢ doit s'annuler; en
effet, sl ¢ conscrvait toujours le méme signe, en désignant
par i le minimum de ¢r, on aurait

dp _ B—C
di A"
P> B Cmt+c0nst.,

A

p croitrait indéfiniment avee le temps, ce qui est impos-
sible, puisque P'on peut considérer p, g, r comme les
coordonnées d’un ellipsoide représenié par I'équation (18),
Ainsi g doil passer paro, et il en est de méme de la
quantilé p.

Des équations (18) et {1 g}, ontire par Pélimination de r

(23) P9,

e posant, pour abréger,

G — 2TC Gt 2TC

— L4

Taa—-¢ T T

f1

P

p' et g’ sont récls, puisque, en vertu des relations (22},
G*— 2TC est positif. On pourra donc poser, en vertu
de Véquation {23},

p=picosy, q—q'siny.
Si Pon substitue ces valeurs dans I'équation (21}, on a

_ 2TA—G*— B(A — Bjg¢'*sin’y_
o Cila — Q) ;

r
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mais, en vertu des relations (22), 2TA — G?* est positif,
on pourra done écrire

rie=pr— Bsinty)zza{by ), re=riy,

en posant, pour abréger,

.. 2TA—G ,_ B{A—B}
TTea—¢ " T aTa—w
on aura ainsi
{24) p=p'cosy, g=gq'siny, r=ndiy.

Si Yon différentie ces formules, on a
dp —— p'sinydy, dg-—=q' cosydy,

ou bien
dp dg
dy — — — =
p'siny  g'cosy

ou bien, en remplagant dp et dg par leurs valeurs tirées
de (17),
dy == —

grdt B-—C  prdt C—A

psing A gcosy B
ces équations peuvent s écrire ainsi qu'il suit, en élimi-

nant g et r au moyen de (24},

r - ! —
dx:——q—’E——CnAxdt:}l,C A
pA g B

7 Ay de,

on, si 'on veut,
dy = ghyde,

en posant, pour abréger,

On aura alors
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ou, si l'on veut,
K ==amgi,

p—=—p'cosamgt, q=q'sinamg, r—rsamg,

et les quantités p, g, r sont exprimées a 'aide de 1rois
fonciions elliptiques du terps. Les angles 8, 9, § peuvent
se caleuler comme il suit.

L’axe du couple résultant des quantités de mouvement
G conserve une direction fixe dans Pespace, puisque les
forces se font équilibre par hypothése autour du point
fixe; on peut prendre cet axe pour axe des z, et alors
on a

Ap—==0Ga", Bg==Gl", Cr=Gc,
ou bien, en remplacant &”, 4", ¢” par leurs valeurs expri-
mées en §, ¢, ¢,
Ap = Gsingsing,
{25) Bg =G cosgsind,
Cr ==Gcosd.

Or des formules (16) on tire

dy  psing 4 g cosg
dt " sine
8i P'on remplace sing, cosg et sinf par leurs valeurs
déduites de (25}, on a
dy  G{Ap*+TBqg?)  G{Ap"+Bg

(26J E; - G?— (ir? - Aip‘l -+ quz

P, g, rsont connus, les formules (23) et (26) feront con-
naiwre §, o, .

Pour le calcul des angles 6, ¢, ¢ et leur réduction aux
fonctions @ et H, on pourra consulter un Mémoire de
Jacobi, imprimé en francais dans le Jowrnal de Crelle,
t. XXXIX. La réduction que nous venons d’opérer sur
les rotations p, g, r est extraite de ce Mémoire.
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X. — Prorritrts pv MOUVEMENT.

287. L'intégration des équations du mouvement de
rotztion, lors méme qu'il n'existe point de forces, c'est-
a-dire dans un des cas les plus simples, ne permet pas de
déterminer complétement ce mouvement, puisque les
intégrales dépendent des fonctions elliptiques, dont il
n’cxiste pas encore de tables bien complétes. Mais, quand
mime on anrait des 1ables convenablement disposces, il
serait difficile de déméler les propriéiés du mouvement
an milicu des formnles compliquées qui résultent de la
Lelle méthiode de Jacobi. Poinsot, dans sa Théorie nou-
velle de la rotation des corps, s'est attaché surtout &
montrer Jes propriéiés glométriques du mouvement; en
sorte que les Mémoires de Poinsot et de Jacobi se com-
pletent mutuellement, bien qu'ils aieut é1¢ cerits par
deux génies de caractéres essenticllement différents.

La mdéihode de Poinsot est fondée sur Péwude du mou-
vement de Fellipsoide central. Cette surface a pour équa-

lion
A+ Bt CO =g

le point ou I'axe instantané rencontre la surface de Pel-
lipsoide central est ce que Poinsot appelle le péle instan-

tane.
L’équation
Ap*+By'+ Cri—=2aT
) ‘ » N A
moutre que £, 7 ., I_ sontles coordonnées du pote

L |
V2T V2T yaF
instantané. La longucur du demi-diaméue passant par
le pole est
ot gt 4 w —
Jl—j’ — o= 2§, ou o dyal.

VaT  yaT

e s



QUATI{TEME PARTIE., —- CHAPITLRE 1IE. 159

Ainsi la witesse de rotation instantanée w est propor-
tionnelle au diamétre de Uellipsoide central qui passe
par le péle.

Le plan tangent mené par le pole a I'ellipsoide central
a pour équalion

ApE 4 Bga +- Cri - \/2T.

Ce plan est, comme U'on voit, paralléle au plan invariable
du conple résuliant des quantités du mouvement, Done :

L'axe instantané est un diamétre conjugué du plan
du couple des quantités de monvement dans Uellipsoide
central.

Du point fixe abaissons une perpendicolaire sur e
plan tangent mené par le pdle; cette perpendiculaire A
est donnée par la formule

2T
)/ — ~/ — —

\/K’))’:}- -B‘rf Gy

on

V2T

donc le plan tangent qui passe par le pile est @ une
distance constante du point fire,

Il résulte de ces remargues que le mouvement del'el-
lipsoide eentral peut étre défini par la condition de rester
tangent & un plan fixe paralléle au plan du couple des
quantités de mouvement. Le mouvement de Pellipsoide
central sur son plan tangent fixe west pas précisément
ce que 'on peat appeler un movvement de ronlenent
sans glissement : Vellipsoide tonene autonr du diamétre
du point de contact pendant un temps inliniment petit,
et roule & la fois sur son plan tangent. Il est vrai qu'il
n'existe pas de glissement proprement dit, puisque le

v mas
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point de coutact se déplace d'unc quantité infiniment
petite du second ordre dans le temps dr. Ce genre de
roulement porle Ye nom de monvement de rasion.

Le lieu des axes instantanés dans le corps est un cdne
dont les génératrices ont pour équation

L’élimination de p, ¢, r fera connaitre le lien des axes
instantanés dans le corps. Ov des équations précédentes
on déduit

AE2+ Bn2+ (:CZ ] AZEQ+B=n?+ C]c?

Apt+ Bg‘?;(Tr; A BRgt Cirt’

¢’est-a-dire

A Ez -+ Br?+ ch . A752+ B?-ni . CJ:I
. - ! ,

2T G

ou bien enfin
{27} A{G'— 2TA)&+ B(G'— 2TB)»*+ C(G*— 2TC) &= o.

Cette équation, qui est du second degré, doit représenter
un cone, et U'on voit ainsi que G*— 2TA, G*—2TB,
G*— 2'1'C ne peuvent étre lous de méme sigue, ce que
'on a déja démontré d'une autre manicre,

Lorsque 'une des quantités G*— 2 TA se réduit a zéro,
le eone se réduit & deux plans ou bien & une droite; cette
droite est alors I'un des axes principaux d'inertie.

Réciproquement, si le corps peut tourner un seul
instant autour de un de ses axes principaux d'inertie,
il tonrnera indéfiniment autour de cet axe,

En effet, st l'on admet que I'équation (27) du lieu des
axcs instantanés puisse &étre satisfuite pour n =10, { = o,
sans que Von ail == o, il faut que G*— 2TA soit iden-
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tiquement nul, et alors le lien en question se réduit bien
a une droile unique, axe des .

Enfin, pour que le cone (27) se réduise a une droite,
il faut absolument que Fune des quantités G*— 2 AT,
G?*—2BT, G*— 2CT s’annule, ce qui prouve que :

Les axes principaux d'inertie peuvent seuls étre des
axes permanents de rotation quand il n’existe point de
Sorces extéricures.

Mais il existe entre ces axes unc diflérence qu'il est
essentiel de signaler. Supposons A > B > C, les quan-
tités G*— 2 AT, G*— 2BT, G*— 2CT, ainsi que nous
I'avons fait observer, ne peuvent avoir toutes trois le
méme signe; donc

G'— 2AT < 0, G'—2CT>>o.

Par suite, si 'on coupe le cdne des axes instaniands par
un plan perpendiculaire & Paxe des x, on obtiendra une
ellipse si G*— 2BT >> o, et unc hyperbole dans le cas
contraire; mais alors un plan perpendiculaire a 'axe
des z coupera le cone suivant une ellipse. On voit ainsi
que Paxe instantané ne s’écartera que de quandités limi-
tées du plus grand on du plus petitaxe d'inertie du solide.
An contraire, tout plan perpendiculaire i 'axe moyen
de ellipsoide dinertic coupera le cone des axes instan-
tanés suivant une hiyperbole; il résulte de 1a que le mou-
vement dc¢ rotation qui seflectuerait autour de l'axe
moyen de I'ellipsoide d'inertie n’aurait jamais la moin-
dre stabilité, tandis que le monvement de rotation pourra
¢ire stable autour du plus grand ou du plus petit axe
d’inertie.

Le cone (27) conpe Tellipsoide central suivant la
courbe licu des poles instantanés; cctte courbe, qui se
projette sur les plans coordonnés suivant des ellipses et

I1. 1!
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des hyperboles, est ce que Poinsot appelle une poloide
ou polhodie; il réserve le nom de herpolhodie au lieu
des points de contact de ellipsoide sur son plan tangent.
Ce licu est 'intersection du lien des axes instantanés
dans I'espace avec le plan tangent fixe.

Le lieu des axes du couple résultant des quantites de
mouvement dans le corps est aussi un cdne du deuxiéme
degré.

En effe, ces axes ont pour équations

en éliminant p, ¢, r, on trouve l'équation du cone en
question ; on a

L _B2lA4+9 B4 C
Alp* - Big*+ Cirt Ap*+ Bgr+Grt
ou bien
B+t ErA+sBgiC
G 2T
ou enfin
2TA -G, 2TB—-G , 2TC—G',
A B -t C — 0Oy

ce qui démontre le théoréme énoncé,

Nous ferons une derniére remarque avant de terminer;
Ia vitesse w ne peut étre constanie que si ¢ reste constant,
ce qui ne peut avoir lieu que si 'axe instantané est im-
mobile. Ce fait résulie aussi de ce que, si, dans les équa-
tions {17), on fait dp = o, d¢ =0, dr=o0, on trouve
pr=o, rqg==o, pg==o0, ce qui prouve que deux des
quantités p, ¢, r sont nulles.
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.

XI. — SIMPLIFICATION DES £QUATIONS DU MOUVEMENT
DANS LE CAS 0U L ELLIPSOIDE GENTRAL RELATIF AU
POINT FIXE EST DE REVOLUTION.

288. Si I'ellipsoide central relatif au point fize cst de
révolution, les dyuations d’Euler se simplifient beaun-
coup; on pent méme subsiituer aux équations d’Eunler
d’autres équations plus commodes, en faisant usage d’un
nouveau systéme d’axes mobiles,

Neus rapporterons, comme nous Vavons fait plus haut,
le corps & trois ases fixes O, Oy, Oz passant par le
point fixe, et & trois axes mobiles OF, Ox, O¢; O sera
Vaxe de révolution de Pellipsoide central, OF scra la
trace de la section circulaire principale de Pellipsoide
central sur le plan des xy; ou, si I'on convient d’ap-
peler éguarcur la scctien circulairve principale, OF sera
la trace du plan de I'équateur sur le plan des xy; enfin
Ov sera perpendiculaire 4 OF et O¢.

Nous désignerons toujours par C le moment d’inertie
du corps relatif a O, et par A le moment d'inertie relatif
a2 Of ou i On. Nous appellerons, comme plus haut, ¢
I'angle que O fait avee O, et 'angle que O fait avec
Oz; enfin do désignera Dangle dont le solide tourne
pendant fe temps dt autour de O¢. La rotation instan-
tandée wdt cst la résullante de trois rotations : 1* df ef-
fectude antour de OF; 2° A effectuée antour de Oz, et
3° dg clfcctude autour de OZ. La rotation ) eflectude
antour de Oz peut dire décomposée en deux auntres
AP cosd L dfsing effectuées autour de O cv On, en
sorte que fes composantes de la rotalion instantanée au-
tour des axes mobiles sont

(1) do, sinbdy, dy-+ cosOdi.
1.
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En désignant par m la masse et par ¢ la distance d’un
point quelcongne 4 Taxe instantané, la force vive 2T
aura pour expression

2T = Zmdlu=— w2 mi,

Mais, en appelant o, 3, ¥ les angles que P'axe de la ro-
tation instantande {ait avec les directions des coordonnées.
Le moment dinertic Zmd? du corps, par rapport a cet
axe, pourra s'exprimer en fonction des moments d'inertic
principaux comme il suit (137) :

Zmd'= A cos’e = A cos’8 + Ccos'y,
ct, par suite, la formule précédente devient
2T = Aw'cos’a + Aw'cos’B + Cw?costy,

ou hien, en remplagant les composantes o cosz, w coef,
o cosy de la rotation par leurs valeurs (1),

dbh . a2 C il byt
o AL — H{ — - — ) .
2T (\dr> - A sln <dt) +C(d£ -+ cosé = )

St I'on applique alors les formules de Lagrange (216),
el si l'on désigne par @66 4+ ¥ o) + Pdg e travail vir-
tuel des forces qui agissent sur le corps, on a

dT o d{; z . b (fty
e (A —C)sin® cosﬁ(\a) -— Csmﬁ;”— i
dT dT
— =0 —_ =
dy ' o %
dT 46 dT de d
Te’_ﬁAJEQ -(}?-_.CE+Ccnsgc—Es
4T } Ay

V] e
— — Asin?f —- 5 Ccos*l -~ [:pans
. o €os a0 -+ Ccos sl
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et les équations dn mouvement deviennent

d?f , dp\: . Ay de o
Ad_t‘ — (A — C€)sinfcos (E) +Csm97§ 7 =8,
d A i d.-{.)
. h T _ g — —
Z(Asmed + C cos?é ar Ccosedtt v,
d {de 2
ot ( dt + dt COSQ)

2 ostee que l'on appellela précession, D st la nutation.
dt dt

Lorsque @ == o, ¥ = o, on peut remplacer ces équations
par les snivantes :

179 o &
A(—-fAsmF)cosef\k—&—fsme i =0,
dit dt

. o
Asin®t jad + feosd =/,
dt

el el
dt—e-C——cstf,

C
dans lesquelles fet 7 représentent des constantes que 'on
détermincera d’aprés les conditions initiales.

8i le corps en mouvement n’est sollicité que par la
pesantenr; si 'on prend son poids pour unité et I'axe des
z vertical, on a

0399 + bdp ++ ¥y == /sinddo,

{ désignant la distance du centre degravité au point fixe.
Par suite ¥ et P sont nuls, et les équationsdu monvement
rentrent dans celles que nous venons d’éerire.

Nous allons montrer dans le paragraphe suivant com=
ment on peut résoudre, en partant de principes différents,
la rguestion du mouvement d'un solide pesant asstujetti a
tourner autour d’un point fixe.
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XII. — ETupE DU MOUVEMENT D' UNE TOUPIE,

289. Proposons-nous d’étudier le mouvemeni d’un
corps solide, homogeéne et de révolution autonr d'un axe
passant par nn point fixe. Nous supposerons ce corps
sollicité uniquement par son poids. Ce mouvement se
trouve réalisé & peu prés dans la toupie,

Rapportans le corps & trois axes fixes passant par le
point fixe, I'un Oz vertical, et les deux autres Ox, Oy
horizontaux, et i trois axes mobiles qui scront: axe de
révolution pris pour axe des £, et deux axes perpendicu-
laires entre eux, sitnés dans le paralléle du point fixe,
Soient p, ¢, i les composantes de la rotation instantanée
relatives aux axes mobiles; 8, o, les angles qui, dans les
formules d'Euler définissent la position des axes mobiles;
C le moment d'inertie du solide relatif a 'axe des ¢; Ale
moment d'inertie relatif aux axes des % etdes £.

La derniére des formules d’Euler

dr !

montre que » est une constante; en cffet, le centre de
gravité du corps étant sur axe des Z, le moment N de la
pesanteur par rapport A cet axe sera nuly deplus, A et B
sont égaux, la formule précédente se réduit done &

dr
— —o0 ou r==const.

et

Aulien de nous servir des deux autres équations d'Ealer,
nous appliquerons le théoréme des forces vives (qui est
du reste unc conséquence foreée des équations d’Euler)
el le théoréme des aires.
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La force vive du corps est {p. 152)
Alpt+ g7} 4 G,
Quant au travail de la pesanteur, il est égal 4 la quantité
dont le centre de graviié se déplace multiplide par le
peids du corps, que I'on peul prendre égal 4 'unité. En
désignant alors par +/ la distance du centre de gravité au

point fixe, ¢t par & une constante, le iravail de la pesan-
teur sera

(— leosd + &)

bo | =

on aura done

(1) Alp* 4+ gy + Crt =k — lcosh.

La force qui sollicite le corps étant constamment verti-
cale, son moment, par rapport 2 Oz, scra nul, et par
suite on pourra ¢galer & une constante &, le moment de
la quantité de mouvement prise par rapport a Oz; ce

qui donne
Aa"p - Ab" g+ Cc"r=1k:

a’, b, ¢" sont trois cosinus définis par les formules

d’Enler
a”" —=singsing, & —cosgsing, ¢ = cos;
en sorte que 'équation précédente peut s'éerire
{2} Asing{psing + qeosy)+ Creosd — £,
.

Dans les formules (1) et (2}, remplagons p, ¢, r par leurs
valeurs {p. 151)

ing sin@ i -+ 8
=) | 1 —_ Co —
pr=Smesinig T
LAy ds
{3) qﬁcomsmez —sing o
dy day
ro= ?‘ =+ cosé m .

11. ri*
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il viendra

T2 d6®
{4) A(sinief‘ +—)+Cr’:/¢-—1c050,

de dt
o
(5) Asmzf}[d—‘;:f’f—(}rcose.

Les équations {3), (4), (5) feront connaitre 9, ¢, §. Les
équations (4) et (3} ne contiennent pas g, elles ne con-

tiennent pas de fonction de ¢, en sorte que si I'on éli-
. Al , . e, . ..

mine 7;: on aura une équation différentielle ordinaire

4

pour calculer 0.
e Y d9
Supposons que les valeurs initiales de — ot de —-
dt e
soicnt nulles, supposons en outre la rotation 7 asser con-
sidérable, les équations (4) et (3) et la derniére équa-
tton {3) pourront s'écrire, en désignant par a la valear

initiale de G,

: BN [do\?
(6) _Al sin®f (:T:) +(;’,—£) ] + {{cosa — coshl,

. )
{(=; Asin® Z;—i{ = Cr{cosa — cost),

dy s
(3 r— — - cosl —L.
(%) dt dt
Léauation (6) montre que I {cosa — cosf) est toujours

{ ‘ ]
positif, et (ue par snite Pangle 69{‘05[0 toujours inférienr
ou supdriear a a suivant ¢us ! est positif ou négauf,
s dY . .

{7) moutre que la précession - ¢st de méme sigue ou de
signe contraire a r, suivant que cosa — cos§ sera positif
ou négatif, on en d’antres termes que la précession sera
de méme signe ou de sighe contraire 4 la rotation, suivant
que £ sera positif ou udgatif.

e o . o
L’élimtnation de d_f entre (6) et {7} condnit 4 une
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équation ou les variables & et  sont séparées, mais que
Pon ne peut résoudre que par les quadratures. Cette
équation est

gl

A6 2 -

7 Al—]) = (cosa —cosl)} ! — ———— [cosa — cos@}]-
(9) et ( ) A sin*h ( )_
Le maximum ou le minimum de 4 s’obtiendra en annu-
lant le deuxiéme membre de cetie équation. L’équation
résultante se décompose en deux auntres

cosa — cos?,

(ro) M - cosd = cosa.

’ Cere
La premiére équatiou est satisfaite pour 0 =a; la se-
conde donne pour cosf deux valeurs réelles pour t = o;
§ part de la valenr a, puis il reste constamment iniérieur
ou supérieur a a. Supposons qu’il aille en avgmentant,
il finira par atteindre une valeur & satisfaisant a I'équa-
tion (1o} : cette valeur sera un maximum; 9 ira alors en
décroissant, passera par la valeur @, puis croitra de nou-
veau, el ainsi de suite. L'équation (9) intégrée entre les
limites § = @, 0 =& {cra connaitre le teraps d’une oscil-
lation de I'axe de la toupie.

Si r est asscz grand, en vertu de (7), 0 variera peu,

i \ 1.
car, en vertu de (6), —;’:- n’est pas trés-considérable; done
[£

b . :
=0 enveria de (7}, sera i peu prés constant, et le mou-
[

vement de précession sera & peu pres uniforme; enfin
, . . el .
I'équation (8) montre que la vitesse — est sensiblement
et

ézgale a 7.

En réalité, le phénoméne de Ja tonpic n'est pas tout d
fait celui que nous venons de considérer, car la pointe de
la tonpic n'cst pas rigourcusement un point, et 1a toupie

v mar @
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n’est pas rigoureusement un solide; enfin la Loupie se
meut dans 'air dont la résistance et le frottement occa-
sionuent des perturbations; aussi le mouvement finit-il
par s’éteindre peu 4 peu.

XIHI. — TaforiE pE LA MACHINE 0 ATwooD.

290. On donne, dans les Traités de Physique, une
théorie trés-défectuense de la machine d’Atwood. Nous
allons essayer d’analyser avec plus de soin les diverses
circonstances de son mouvement; nous ferons abstraclion
des frottements, que Uon diminue beaucoup 4 Iaide d'une
disposition ingénieuse bien connue du lecteur.

La machine d"Atwood se compose, comme Pon sait,
d’une poulie verticale sur laquelle s'enroule un fil anx
deux extrémités duquel sont suspendus deux poids P et
P + p. On demande le mouvement que vont prendre ces
poids.

Soient R le rayon de la poulie, k son rayon de gyration
pris par rapport 4 I'axe de rolation, © son poids; si nous
écrivons qu'il y a équilibre entre les forces P, P+ p, le
poids de Ja poulie et les forces d'inertie, le principe de
d’Alembert devra nous fournir toutes les circonslances du
mouvement.

Supposons que le systéme soit abandouné i Iui-méme
sans vitesse initiale, soit s le chemin parcouru par le
poids P + p. Ecrivons I'équation des moments par rap-
port a I'axe de rotation de la poulie: la force d'inertie du

P+ p dis
E’ son moment est

poids P+ p est

P4 pdis

g dr

(en prenant pour sens positif le sens dans lequel la rota-
tion s’effectue), le moment de la force d'inertie du poids
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P est -—R = —, les moments des poids P+ p et P sout

rcspeclwemem (P p)R, — PR, le momentde la force
d'inertie de la poulie est égal & son moment dineriie

o . . "o . - .
— i mu]tlphc par somn accelerallon angulzure prise cn
g T

. . da?
signe conlraire, ou — - A%, I_{ }}— enfin, le poids de la

poulie a pour moment zéro. On a done
P+ pdis Pd's w y d?

N 5 .

ou bien

, At
['\2P+p)R+w E] T =pRg;

on en déduit
d2.5' - p‘RIg

die — 2P+ p) R+ mh?

On a donc
pRge
2[(2P + p) R+ =it

et le mouvement est uniformément varié, Ce résultat est
confirmé par I'expérience.

XIV. — MouvevenT D'UNE CHAINE PESANTE FLEXIBLE
ET INEXTENSIELE SUTL UNE POULIE.

291, Supposonsmaintenant que, dans ’étude du mou-
vement de la machine d’Atwood, oun désire tenir compte
de la masse du {il qui relie les poids P + p et P. Couser-
vons toujours les mémes notations, mais désignons en
outre par / la longueur totale du fil, et par e le poids de
I'unité de longueur de ce fil ; soit s la distance verticale
du poids P 4 p a I'axe de la poulie. Les forces d'inertie
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de la poulie ct des poids conservent la méme expression

que tout a I'beure, mais il faudra introduire le moment

du poids du fil et le moment de la force d'inertie de ce fil.
Considérons un élément d{ de fil vertical, son poids est

edl, son moment est &= Red/, sclon qu’il se trouve du cdté

du poids P + p ou du poids P;le momentde la foree d'i-
. . . g dzs
nertie de cet élément est tonjours — — /R bk le moment
o

du poids de la partie enroulée sur la poulie est nul; le
moment de la force d'inertie de chacun de ses éléments
H dis
est encore de la forme — —d/R - -«
g det
Le moment total de la force d’inertie du fil sera donc

L e
B o &  drf - gs de

Le moment total du poidsdu fil sc composera dela somme
des moments des poids de ses deux parties verticales; il

sera done
§ !
f Rsdl — f Rsdl,
o s+mR

Re{s— 1+ s+ =R),

ou bien

c'est-a-dire
Re(2s — ! -+ ~R).

L’équation du mouvement devient alors

P R i P L
+(P-+ p)R — PR + Re{as— !+ rxR)—o.

P+ podis R P ds @ 1 d3s { f'is

Si I'on pose alors
R 2P+ p+el) +ai? I
R'} a-!

b c?

PH[F--FWRE:'—N 2g = —,
a
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P’équation précédente devient

d?s
i cigs = gb.

L’intégrale générale de cette équation est

- - b
s==Cev/s 1 C, e—eE c_';

. . ds .
Sil'on admet que pour t = o onaits = o, 7 =o,ilvient

b
0=0C +G(,— -
(4
0= cyg(C —GC),
d’ou 'on tire
b
C, :C,:—_‘:
2¢
par suite

b - ~
§= — L{e"\/g+ e—cvg — 2).
aet

Si la guantité ¢ est trés-petite, on aara

bleirg  cfitg?
E:‘( .2 1.2.3.4+” )

Pour ¢ = o, cette formule se rédnit a

§o=

b
1.2

5= gt’,

et I'on retrouve la formule du mouvement uniformément
accéléré, On voit aussi que l'influence du poids du fil ne
se fait sentir que par le carré du poids de son unité de
longueur.
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EXERCICES.

1. Une régle pesante avant la forme d'un parallélépipéde rectangle
repose sur une sphére, on fcarle cetle régle de sa position d'éyui-
libre : étudier le mouvement oscillaloire qu'elle va prendre.

(M. Cornn avait déduit de I'étude de ce probléme un moyen de
calculer le rayon des petites lentilles, dans les cas ou {'on ne peut
employer le sphérometre.)

II, Une fleche, que nous supposerons réduite a une ligne droite
pesante, est Jancée dans une direction oblique & horizon : étudier
le mouvement de cette fléche.

III. Former Péquation aux différentlelles partielles du mouvement
de rotation, en {onction des angles 8, ¢, 4 d'Euler.
On trouve, avee les notalions empleyées dans le texte,

L[ sine dvnu—coseﬂ —ﬂcos ’
A 'sﬂ.—e(zap dy di 7

1 [eosy(dV cos&{ﬂ —i—(—lXS. ]24—1 AR U+o2H
+EL§1n9 ?@_f_ dp a5 S C(d-'f) = 2

1V. Considérons un corps en mouvement autour d’un point fixe o

. supposons que les forces qui sollicitent ce corps passent par le point

fixe 0. Soit p la distance du point o au plan tangent a l'ellipsoide

central relatif au peint ¢, mené par le point ol 'axe instantané ren-
contre cet ellipsoide.

Sur P'axe du couple résultant des quantités de mouvement on

porte une longuear OM = p; le lieu des points 3 est un eilipsoide.

{Mac-CoLLacH.)

V. Lellipsoide de Mac-Cullagh, que nous venons de signaler, peut
s'obtenir en transformant, par la méthode des polaires réciproques,
Tellipsoide central de Poinsot, au moyen d'une sphére de rayon 1
ayant son cenire en o,

VL Soient ox, oy, oz un systéme d'axes fixes; of, o4, of un sys-
teme d’axes mobiles invariablemenl liés a un solide en mouvement
aulour du point o; soient &, b, ¢, a',... les neuf cosinus qui servent
4 passer du premicr au second sysléme d’axes; soit @ angle dont
il faudrait faire tourner les axes mobiles pour les faire eoincider
avec les axes [ixes; soit ol I'axe autour duquel if faudrait effectuer
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la rotation; scient enfin o, &, 4 les angles que fait o avec les axes
fixes ou avec les axes mobiles. Si l'on pose

h=dangileosx, w==langifcosf, v = tangilcosy.

on aura (facitement aw moyen de la Trigonométrie sphérique )

a =hit+1—pr—ot), b =2k{dp—], c =20+ p),
a'=2h(p+v), O =hi4p? =010, o =ah{w—1),
a'=2h (v —p), b =ak(p+1), c"=h{1+ =0 =),

ol 47" désigne, pour abréger, 112+ p? v
{0. Robnicues, Journal de Liowvilte, t.¥.)
VIL. Former U'équation du mouvement de rotation avec les varia-

bles 3, 12, v de Rodrigues, et constater que, si /, /', /" désignent les
constantes des aires, on a

(0=l (= L) =0
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CHAPITRE 1V.

HYDROSTATI)UE ET HYDRODYNAMIQUE.

I. — DériniTION DES FLUIDES.

292. Dans ce Chapitre, nous allons étudier les con-
ditions de I'équilibre et du mouvement des corps Huides,
Une partic de V'étude que nous allons faire appartiendrait
a la Swatique; mais la théerie de I'équilibre des fluides
tient une place peu considérable, et les questions de Dy~
namigue s’y rattachent immédiatement : ¢'est ce qui en-
gage & ne pas séparer la théorie de I'équilibre des fluides,
ou Hydrostatique , de la théorie du mouvement des
flaides, ou Hydrodynamigue, L' Hydrauliqgue n’cst pas
unc science rationnclle; elle vient lever les difliculiés
que Vanalyse rencontre en Hydrodynamique en faisant
connaitre les lois expérimentales du mouvement des li-
quides et des gaz ; son role se terminera lorsque les pro-
grés de I'analyse infinitésimale nous auront permis de
résoudre la question de intégration des équations simul-
tandes du second ordre aux différences partielles.

On a donné le nom de fluides & des corps formés de
molécules trés-rapprochées les unes des autres et jouissant
d'une grande mobilité, de sorte qu’une molécule da fluide
se mel en mouvement au moindre effort que I'on produit
pour la détacher des molécules voisines.

Certains fluides enfermés dans des vases ne diminuent
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pas de volume quand on tend i diminuer le volume de
ces vases; les fluides en question portent le nom de -
quides.

D’autres fluides, au contraire, sc laissent comprimer
presque indéfiniment : on leur donne fe nom de gaz.

Considérons un fluide enfermé dans un vase, et prati-
quons dans ce vasc une ouverture plane dont l'aire soit w.
Imaginons un bout de tuyau adapté a cette ouverture, et
faisons glisser un piston dans ce tuyau. Lorsque I'équi-
libre est établi, Texpérience montre que les forces qu'il
faut appliquer au piston pour le maintenir en équilibre
se réduisent 4 une force normale P a I'aire », et appli-
quée sensiblement au centre de gravité de cette aire o,
pourva toutefois que les dimensions de I'aire en ques-
tion soient assez petiles par rapport aux dimensions

. . . P
du vase qui contient le flnide. — est ce que I'on appelle
«

la pression moyenne exercée sur {’élément w.
Si, autour d’'un point M de paroi, on considére un ¢lé-

. P .-
ment plan @ ¢t Ja pression moyenne — qu'il faut exercer
(3]
sur cet élément pour le maintenir ¢n équilibre, Pexpé-
. . . . P
rience tend a prouver que, lorsque w diminue, — tend
[

vers une limite : cette limite est ce que nous appelons la
pression au potnt M.

Il est clair que le liquide exerce une pression égale
et directement opposée & cclle qu’il regoit de la part des
parois du vase qui le contient.

La définition gque nous venons de donner de la pres-
sion suppose la matiére continue, on, pour parler plus
correctement, suppose les dimensions des ¢léments sur
lesquels on raisonne incomparablement plus grands que
les espaces intermoléculaires.

IL 12
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293. Considérons un fluide en équilibre. Nous pou-
vous considérer une partie de ce fluide comme solidifice;
Ia partie non solidifiée exercera alors une action contre Ja
partie solidifiée, & laquelle on donne le nom de pres-
sion. La pression moyenne, la pression en un point dé-
terminé se définissent alors comme nous ’avons fait plus
haut en considérant Vaction du liquide sur une véritable

paroi solide,

294. TutonimME FONDAMENTAL. — La pression exer-
cée dans un fluide en équilibre sur un élément superfi-
ciel infiniment petit ne dépend pas de Iorientation de
cet élément.

On exprime cette proposition dans un langage abrégé,
en disant que la pression est la méme en tous sens.

Pour démontrer cette proposilion, faisons passer par le
point M {fig. 4o), pris & volonté dans le fluide, deux
plans. Soient MA et MB les traces de ces plans sur le plan

Fig. 4o.

de la figure supposé perpendiculaire i leur intersection;;
considérons cette intersection comme la base de deux ree-
tangles éganx ayant pour hauteurs les lignes égales MA,
MB; les denx rectangles en question pourront étre con-
sidérés comme les faces d'un prisme triangulaire droit
dont la base serait MAB.

Les forces qui sollicitent Je prisme triangulaire sont :
1° les pressions exercées sur scs faces; 2° les forees exté-
rieures. Or ces dernitres sont négligeables vis-a-vis des
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pressions, car elles varient & peu prés comme le cube des
dimensions du prisme considéré, tandis que les pressions
ne varient que comme le carré de ces mémes dimensions.
Ceci posé, les projections des forces qui sollicitent le
prisme, sur la ligne AB, se réduirent aux projections des
pressions exercées sur les faces MA et MB, car les autres
pressions sont normales & AB. Ces projections, pour I'équi-
libre, doivent étre égales et directement opposées; mais
les faces MA et MB ¢tant également inclinées sur ADB, les
pressions exercées sur ces faces feront des angles supplé-
mentaires avec AB; par suite, ces pressions, ayant des
projections égales et designe contraire, seront égales entre
clles. Ainsi, la pression sur un élément plan est indé-
pendante de Porientation de cet élément.  ¢. @. F. p.

II. — EquATioNs DE L'EQUILIDRE DES FLUIDES.

205. Considérons un {luide en équilibre et trois axes
rectangulaires ox, oy, 0z, Sotent :
x, ¥, & lus coordonnées d'un point M pris alintérienr
du fluide;
¢ la masse spécifique du liquide, p sa pression en M
X, Y, Z les composantes de la foree extérieure rap-
portée a I'unité de masse relatives au méme
point (*}.
ar le point M imaginons un cylindre droit de hau-
Par le point M g ylindre droit de |
teur [, paralléle & Vaxe des x et ayant une de ses bases

{*) 11 est essentiel de préciser ce gue nous entendons par force rap-
portée a I'unité de masse. Chaque point matériel de masse dans le fleide
est sullicité par une foree gqui peut étre nulle dans certains cas, pour un
volume tnfiniment petit pris dans le fluide. Ges forces extérieures sont, &
fort peu de chose prés, cgales et paralléles a eanse de la continuitd; leur
résultante de translation, divisée par la masse totale du volume considéré,

2.

v m A
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en M: soitw la surface de cette base, p, la pression exer-
cée sur la base opposée. Solidifions ce cylindre et écri-
vons que la somme des projections des forces qui le sol-
licitent le long de Paxe des & est nulle.

Supposons w infiniment petit,la somme des projections
des pressions qui agissent sur le cylindre est poto — po,
car les pressions latérales sont normales a 'axe des x {292).
La force extérieure qui agit en &, y, z a pour projection
Xpwdx, puwde désignant la masse de U'élément du cy-
lindre qui a pour hauteur dx; donce la somme des pro-
jections des forces extérienres sera

x
f Xpwdr,
x—1

ou bien, en supposant x —  constant et ¢gal i x,,

x
f Xpudr,
x[‘
On aura done

x
Pem_P“+f Xpwdz —=o.
ID

Sil'on divise par v et si I'on diflérentie par rapport a x,
on a

dp

- ;}; -+ Xp =0,

ou, ce qul revient au méme
3 q 3

ap

dr__Xp.

sera ce que nous appellerons la force appliquée & Uunité de maosse au
point ol Uan a pris le volume infiniment petit,

11 est elair alors qu'une portion infiniment petite de Nluide, lorsqu’on
la suppose solidifiée, pourra dtre considérée comme sollicilée par une
force extérieure égale au produit de sa masse spécifique par son volume
et par la force extérieure rapporiée a l'unité de masse,
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On trouverait de méme

dp dp
@"'YP’ E ZP

D’ou Yon conclut
(1} dp —p(Xde + Ydy + Zdz",

1l résulte de la que pX + pY + pZ est une différen-
tielle exacte; on doit donc avoir
HX MY &Y I dpl X

(=) dy ~ dr dzﬁdf’ dr  dz

Ces équations suffisent pour déterminer i chaque in-
stant la position du point {x, y, z); elles sont donc les
équations nécessaires et suffisantes pour I'équilibre.

La démonstration que I'on vient de lire est due a Cau-
chy, qui I'a fait counaitre dans ses anciens Exercices
d’anal) se. Clairaut, d qui 'on doitTéquation (1) {Théorie
dela figure de la Terre), ne I'a pas dtablie avee toute la
rigucur désivable. La démonstration d'Eunler est celle que
Yon reproduit babitucllement dans les Traités de Méca-
nique rationnelle (Mémoires de U Académie de Ber-
lin, 1755); elle ne me parait pas aussi rigourcuse que
celle de Cauchy. Lagrange, dans la Mécanique analy tigue,
a donné unec démonstration basée sur le principe du tra-
vail virtuel.

En intégrant I'éguation (1) on trouve un résultat de
la forme

p=rf{r, r, 5ls

si l'on considére alors les équations comprises dans le

Lype
Slx, r, c} = const.,

ces équations représentent une famille de surfaces que
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Von appelle surfaces de niveau, On a

g:::;—g:tpx, di;:PY, ;{:PZ.

Il résulte de la que, en chaque point d'une surface de
niveaun, la force extérieure est constante et normale a cette
surface.

Dans les liquides on fluides incompressibles, p est
constant; alors X dx -~ Y dy + Z dz est une différentielle

’

exacte, et Péguation des surfaces de niveau est
Xde+Ydy +Zdz = o.

Dans les gaz on a, entre p et p, la velation p=kp, & dé-
signant une constante, en vertu de la loi de Mariotte.
Dans ce cas, la formule (1) se réduit a

d,
#E — (X da + Ydy + Zds),
1)
et I’équation des surfaces de niveau est encore

Xdze+ Ydy +Zdz—o.

II. — EQUILIBRE DES FLUIDES PESANTS.

246. Dans le cas ont la scule force extéricure qui sol-
licite le fluide st la pesanteur, on peut prendre Paxe
des z vertical et dirigé de haut en bas; alors I'équation
des surfaces de niveau cst

gds —o,

ou bien
z = const.

Les surfaces de nivean sont des plans horizontaux. Du
reste, s'il s’agit d'un liguide, on a

dp —= pEdz.
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Si P'on intégre depuis le point z jusqu’a la surface située
a la hauteur z,, on a

(l) j—"—Po:gP(z_zu)-

8i la hauteur z, correspond i la surface libre du liquide,
p, sera la pression atmosphérique dans le cas le plus
ordinaire; on voit que, pour z =z, p deviendraégalap,;
alors la surface libre du liquide sera horizontale. Ceue
conséquence étant vraie, quelle que soit la forme du vase
qui contient le lignide, elle sera encore vraie pour les
vases communiguants, en sorte gue la surface libre d’un
liquide placé dans divers vases communiquants sera i la
méme hauteur dans chacun de ces vases, pourva que la
pression excrcée a la surface libre du liquide soit la méme
dans tous ces vases.,

Si I'on désire calenler la pression exereée sur un élé-
menl dw situé¢ 4 la profondeur z, il suffira de multiplier
par do la valeur de p déduite de (1}, En désignant par
dw cette pression, on aura alors

do = pydw 4 gp(z — z)dw.

Si nous posons

il viendra
da=gp(z— 2,4 it)da.

Ainsi la pression d n’est autre chose que le poids d'un
eylindre liquide de base dw, ct dont la hauteur serait
égale & la profondeur z — z, de 'élément dw augmentée
de la hauteur % due 4 la pression atmosphérique.

La pression © exercée sur une surface plane w scra la
résultante de toutes les pressions dw exercées sur chacun
de ses ¢léments dw. Flle sera done égale 4 la somme des
poids gp{z — z, + h)dw, est-i-dire au poids d'un
tronc de cylindre ayant pour base w, et pour arttes les
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distances du contour de cette base 4 un plan sité a la
distance % de la surface libre du liquide et hors de ce
Lquide, $i la paroi w éiait horizontale, il est clair que le
point d'application de la force & se trouverait au centre
de graviié de la parol @; mais, si celte paroi se trouve
dans une position verticale ou inclinée, la pression & est
appliquée en un point particulier différent du centre de
gravité, et que 'on appelle centre de pression. La déter-
mination du centre de pression est un probléme de caleul
intégral dont la difficulté est de méme ordre que la re-
cherche du centre de gravité des surfaces planes.

297. Tracons sur la paroi w deux axes o, oy rectan-
gulaires, et prenons I'axe ox horizontal ; on aura

dw — dxdy,
et par suite

(2} do =gplz — z+ A)dedy.

II faut évaluer z— z -+ i en fonction de y, car cette
quantilé ne varie pas avec x, les points correspondants
4 une méme valeur de y étant situés sur une méme
horizontale. Or z — z, - % est la distance du poimt {xr, y)
au plan situé & l2 hauteur & au-dessus de la surface libre
du liquide. Si Ton désigne alors par ¢ la distance de
l'origine des cpordonnées A ce plan, et par i I'angle que
la surface w fait avec 'horizon, on aura

z—z,+ k=1 —ysini.
La formule (2) donnera alors
(3) du = gp(t — ysini)dxdy,
On en déduit

(4) a=gp[ [t —ysini)dedy.
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$i maintenant on désigne par u, ¢ les coordonnées du
centre de pression, et si I'on pread successivement les
moments, par rapport a oy et a ox, de & et de ses com-
posantes dw, on aura (110)

(5) uw == gpf f(%— ysini)xdrdy,
{6) vu:bpff(ﬁ—_ysinf}jd.rd].
Si I'on place origine des coordonnées au centre de gra-

vité de la paroi w, les formales (4), {5}, (6} se simpli-
fient et donnent
c==wgpl,
wm = — gpsini f fxy dedy,
oo —=— gpsini [ fydedy;

d’on U'on déduit

sini
u:—-;z.ffxydx(ly,
Wﬁ_sim‘ 2 de dy.
p— —wC _j'f_y x dy

Cherchons maintenant le centre de percussion de la sur-
face w par rapport a intersection de son plan avec le
plan situé 4 la hauteur % au-dessus de la surface libre du
liquide.

Le centre de percussion cherché se trouvera: 1° dans
le plan de la surface @ ; 2° dans le plan normal 4 Paxe de
rotation passant par le point ol cet axe est un axe prin-
cipal d’inertie; 3° & une distance de I'axe de rotation

c LR - .
égale a —s k désignant le rayon de gyration de la surface

par rapport a I'axe, et @ la distance du centre de gravité
4 laxe,

Prenons alors pour axes de coordonnées 'axe de rota-
tion et la perpendiculaire a cet axe menée par le point ou
cel axe est un axc principal d'inertie pour la surface .




186 TRAITE DE MECANIQUE RATIONNELLE.

Alors
J[aydzdy =0, t=—o,

el les coordonnées du centre de percussion sont

S Sy dzdy
Sy dedy

Les formales (4}, (5), (6) donnent dans ce cas

0o et

w = — gpsini f [y dxdy,
r—o,

J:.j:fy’d.rdy‘
S Sy dedy

Oun peut done énoncer le théoréme suivant :

Tuatorime. — Le centre de pression d’une surface
plane coincide avec le centre de percussion de cette sur-
Jace, lorsque Uon prend pour axe de rotation !'hori-
zontale suivant laquelle le plan de la surface wvient
rencontrer le plan horizontal sur lequel la pression
hydrostatique serait nulle.

En effet, le plan situé 4 la distance A de la surface du
liquide est le plan pour lequel on aurait p = o, c'est-
a-dire pour lequel la pression hydrostatique serait nulle
si I'on appliquait la formule

p=ptgpliz—=n) ou =gp(z— 2+ 4h)

aux points situés en dehors du liquide.

Dans le cas oit py= o, c’est-a-dire dans le cas ot 'on
néglige la pression atmosphérique, I'axe de rotation sc
trouve sur la surface libre du liquide.

Lorsqu'une paroi est courbe, les pressions ne peuvent
pas, en général, se réduire a une force unique; mais on
pourra les réduire & une force et a un couple d’aprés les
principes exposés en Statique.
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298. Jusqu'ici nous n’avons encore counsidéré que des
liquides parfaits. Dans les gaz, on a p = kp, & désignant
une constante. L'équation de I'équilibre des fluides pe-
sants
dp =gpds

devient alors, pour les gaz,

dp = Bgdz_.
k
on
ﬁ'd—p = gdz,
P
ou
HOEE = glz— z),
0
ou enfin
g(:s-zf,)
P=pe k .
Si le gaz est de peu d'étendue, g “%z") sera petit, et 'on
pourra écrire
p=p.+ "T,_J"(z—— ),

on bien
E=pPot 8o (7~ 7).

po désignant la densité a la cote z,. En sorte que les gaz
de peu d’étendue transmetient les pressions 4 pen prés
comme les liquides.

IV. — Prixcire b’ ARcHIMEDE.

299. Considérons un solide plongé dans un fiuide
esant quelcongue. Soit » un élément de la surface du
q
solide ; par cet élément w faisons passer trois cylindres
aralléles 4 trois axes rectangulaires ox, oy, 0z, l'axe
liel t tangul , 0¥, 02,1
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des z étant choisi, comme plus haut, dans le sens de la
pesanteur. Ces cylindres découperont, sur les faces oppo-
sées de la surface du selide, trois nouveaux éléments w’,
w”, w”.Soient &, 17, " les sections droites des cylindres
dont il vient d’étre question; soit pw la pression sur 1'é-
lément w, on pourra décomposer cette pression en trois
autres : pw cosa, pwcosf3, pwcosy, dirigées suivant les
axes; a, 3, 7 désigneront alors les angles que la normale
4 I'élément o fait avec les axes; mais wcosar, w cosfs,
o cosy sont les sections droites &', ", 11" des cylindres
paralléles aux axes et passant par w. En sorte que la pres-
sion exercée sur @ pourra sc¢ décomposer en Lrois autres,
représentées par pQ', pQ7, pQ"; les pressions pQ/,
p L7 seront détruites par les pressions de sens contraire,
exercées en ' et w”. Nous avons vu, en eflet, que les
pressions en tous les points d'un méme plan horizontal
¢étaient égales, et I'on démontrera, comme on I'a fait
pour I'élément w, que la pression exercée sur w' dans la
direction paralléle 4 l'axe des x est — pLl/, tandis que
la pression exercée dans le sens oy sur w” est — p {J". On
pourra donc se borner a considérer les pressions verti-
cales pQ”. Or on a, en adoptant les mémes notations
que plus baut,

dp = gp dz,

z
p:—:pu+f gp dz.
Z,

o

On a donc

z
p&l”':poll"'+f e dz. 0",
Zy

po désignera, si Uon veut, la pression sur I'élément o”,
ou pluét fa valeur absolue de cette pression, en sorte
que la résultante p{Q¥—p Q" des pressions exercées
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1

en o et " se réduit a I'intégrale

Fa
f 509" dz,
Z

[3

Or " dz est le volume d’'un élément de hauteur 4z du
cylindre vertical qui passe par wj; gp{0" dz est le poids
de cet élément, supposé plein de fluide pris a la méme
hauteur que lui, en sorte que Vintégrale précédente re-
présente le poids de la portion du cylindre vertical Ti-
mitée aux éléments w et w”, supposée remplie d'un fluide
de méme densité que le fluide environnant pris 4 la méme
hanteur. En composanl alors toutes les pressions verli-
cales analogues a celles que nous venons de considérer,
on voit que la résultante sera égale au poids qu’aurait le
corps solide immergé, si I'on remplagait chacun de
ses ¢léments par un élément de fluide pris & la méme
hauteur que lui; enfin la résultante passe par le centre
de gravité du solide, modifié comme il vient d’¢tre dit.
Ainsi ;

Tatorkme L. — Lorsqu’un solide se trouve immergé
dans un fluide, la résultante des actions de ce fluide
sur le solide se réduit & une force ou rousste égale au
poids que prendrait le solide si lon supposait sa den-
sité égale a celle du fluide pris a la méme hauteur gue
lui, et appliquée au centre de gravité du solide dont
la densité aurait été ainst modifiée.

Lorsqu'il §’agit d'un liquide dont la densité est coun-
stante, on peut dire que :

Treorime Il — Tout corps plongé dans un Liquide
perd une quantité de son poids égale an poids du liquide
déplacé,

Cette proposition constitue ce que 1'on appelle fe prin-
cipe d’ Archiméde.
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Il résulte des principes précédents qu'un corps so-
lide dont la densité est supérieure & celle du flnide qui
I'entoure descendra et ne pourra se maintenir ¢n équi-
libre que si sa densité devient égale 4 la densité moyenne
du fluide qui P'entoure.

Taeorime IIl. — Lorsqu’un corps dont la densité
est inferieure & celle d’un liguide est plongé dans ce
liguide, il ne peut étre immergé, il sort en partie du
liguide; il ne peut étre en équilibre que si son poids
total est égal au poids du liguide déplacé.

Ce théoréme cst une conséquence du théoréme I. En
effer, dans la démonsiration du théoréme I, nous n’avons
pas supposé p et g fonctions continues de z, On peut
donc supposer que, pour z < 0, par exemple, p et p soient
nuls; dans ce cas, si I'on prend pour plan des xy la sur-
face libre du ligquide, on voit que la poussée se réduii a
une force verticale dirigée de bas en haut et égale au
poids du liguide déplacé. Son point d'application est au
centre de gravité du volume qu’occuperait le liquide dé-
placé; pour qu’il y aitéquilibre, il faul que la poussée et
le poids du solide agissent snivant une méme verticale.
Ce qu'il fallait démontrer.

On avait introduit autrefois, dans le programme de la
Liceuce, la théorie de la siabilité de Péquilibre des corps
flottants & la surface des liquides. La sclution de cette
question est tellement difficile qu'elle n’a encore pu étre
résolue par aucun géomeéire, méme dans les cas les plus
simples. Je renverrai le lecteur curicux d’approfondir
cetle question : 1° & la Mécanique de M. Dahamel , qui
a signalé une premiére ditliculié dans le XXIV¢ cahier
du Journal de I’Ecole Polyrechnique ; 2° a un Mémoire
de M. Clebsch inséré daus le LVII® volume du Journal de

Crelle.
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V. — MESUGE DES HAUTEURS PAR LE BAROMETRE.

300. On peut, en partant des équations de 1'équilibre
des fluides, établir une formule d’oti I’on peut déduire la
hauteur & laguelle on se trouve au-dessus du niveau de
la mer en {onction de la hauteur barométrigue.

Nous admettrons que la Terre soit sensiblement sphé-
riquc, nous désignerons sOn rayon par a, et nous admet-
trons enfin que l'intensité de la pesanteur varie en raison
inverse du carré de la distance au centre de l1a Terre.
Si U'on désigne alors par g U'intensité de la pesanteur au
nivean de 1a mer, l'intensité de la pesanteur a la hau-
teur z sera

Si 'on désigne alors par p la pression de U'air 4 Iz hau-
g parpilap
teur z, la formule générale de I'équilibre des corps fluides
nous fournira la reladon
gn’
I dp —— -2 dz
( ) P (a - z)z P ’
p désignant la densité de Vair 4 la hauteur z, Mais si l'on
désigne par g, la densité de l'air 4 la température zéro et
a la pression o™,76, on a

e P
b= T ar 0,76

Dans cette formule, 1--at désigne le bindme de dila-
tation relatif 4 I'air. Nous supposons 2insi ¢ constant
lorsque z varie, ce qui n'est pas tout a fajt exact. La for-
mule (1) peut s’écrire

dz

‘ 2 DT - —— -
;dp—““ba P +at].0,50{a + 3}t
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§i lon intégre entre les lmites /iy et &t de z, et si lon dé-
sigue par o, et & les valeurs correspondautes de p, on a
o, gatploge h— Iy

(2) log = T atjo,76 (a+ A{a—+ i)

Dans cette formule, & et w5, sont les pressions atmosphé-
riques aux hauteurs %t et 7z, respectivement; ces pressions
sont donnécs par le barométre dont il est important de
corriger lesindicalions, cn tenant compte de la capillarité,
de la température et de la variation de la densité du mer-
cure aux hauteurs % et 2, an-dessus du niveau de la mer.
Soient { et /; les longuenrs des colonnes de mercure cor-
rigées relativement 4 la température et a la capillarité
aux hauteurs het ki, on aura

g =06Gml, = Gyml,
G el G, désignant les intensités de la pesantenr aux hau-

teurs & et iy, et m désignant la masse spécifique du mer-
cure a zéro. On a alors

a G 1_(a+110)?1

@ Gol \u-+k) I

En portant cetie valeur dans la formule (2), on a

—+ A [/ 7o lo h—hy
l+ fa gﬂ'P g€ [ 1

[43
28 g O T T e 0,76 (a - iy {a i)

.. s ’

Généralement on connait /5 Vinconnue estalors b — 7,

en désignant cette quantité par x, et @ + i, par R, on a
/) M x

R4 =
T ] T — — & .
2log —g—+log g ®1+4at (R+ )R

M est une quantité constante que 'on caleule une fois pour
toutes. On prend ordinairement « = 0,04, et pour t on
prend la moyenne des températures aux stations /i, et fi5
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g varie, comme on sait, avec la latitude; enfin, on peut
—+-r x
Dar =

R PR
on obtient alors une équation du second degré, d'ou 'on

remplacer, dans la formule précédente, log R

peut déduire x. Cette équation peul aussi se résoudre par
approximations successives; on a d'abord

R(R /

Y — (R -+ &) (1 -+ xt) (logl

oM -[o— —+ 2log

R+
R

On obtient une premiére valeur approchée de x en négli-
geant x dans le second membre, ce qui donne
R (14 at) lo &
£ == ——— -3
gH &7

en remplacant x par cette valeur dans I'équation précé-
dente, on trouve unc valeur plus approchée. Pour les
petites hauteurs, on peut faire usage de la formule sui-
vante:

f
x= 18393 {1+ 0,00258g¢cos2)) (1 + at) log 7

dans laquclle 4 désigne la latitude, et 18393 un coefficient
R'ﬂ

M.g,B50890

difié, de maniére 4 {aire concorder les ohservations avec

constant a peu prés égal i » mais un peu'mo-

la théorie.

V1. — KQUATIONS DU MOUVEMENT DES FLUIDES.

301. Pour connaitre le mouvement d'un fluide, il suf-
firait de connaitre le mouvement de chacun de ses points;
it est difficile, dans 1’état actuel de la science, de déter-
miner ce mouvement, Mais on peut délerminer, pour un
point donné et fixe, la vitesse de la molécule qui passe,

11, 13
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a une époque donnée ¢, par ce point; on peut aussi dé-
terminer la pression du fluide au point en question 4
chague instant.

Rapportons le fluide & trois axes rectangulaires ox,
oy, 0z.Solent x, ¥, z les coordonnées d'un point fixe M,
pris 4 lintérieur de la masse fluide; X, Y, Z les compo-
santes de la force qui, 4 I'époque ¢, agit sur I'unité de
masse en M; 5 la masse spéeifique, et p la pression du
fluide au méme point M et 4 la méme époque ¢.

Les équations de I'équilibre des fluides pourront encore
s’appliquer aux fluides en mouvement, pourvu que, aux
forces réellement agissantes, on joigne les forces d'inertie.
Si Pon désigne alors par u, v, w les composantes de la vi-
tesse de la molécule qui passe en M a I’époque ¢, la force
d’inertie de P'élément (dx, dy, dz) aura sensiblement pour
composantes

——-dedydzﬁg

.kpdzdjdzd—lf, ——-ded]‘dzda dz

v

des d¢s

en supposant que la vitesse ne varie pas brusquement
d'un point 4 un autre du liquide. En sorte que la méme
force d'inertie rapportée a Nunité de masse aura pour

du de dow .
composantes — P YA T Les equallons geuera]es

de P'équilibre données § IT deviendront alors

! d d
i p(X-—* rit-)a

dz de
dp / de
Py

(o dy ( dt) ’
c!p de
2 (Z %)
du de dw

Dans ces formulcs, deswnent les dérivées tLo-

T
tales de «, v, w, pr:ses par rapport atyu, v, wdépendent
”
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a la fois du temps et de la position du point M, en sorte
que ces quantités doivent éire considérées comme fone-
tions de x,y, z et det; en réservant alors la caracié-
ristique d pour les différentielles partielles, on a

de  du i du dx . de dy n du dz
de dx de dy dr " dz dt’
ou bien

du_dtt+du +du, +du )
rriaa il EEU o

on aurait de méme

de dv dv » dy
(Tizd——-t—i—-c};uuk-(?‘;ﬂ—k}aw,
dow  dw duw dw dar
TS TECtT e

! d di du de du
:-_-p X e e 0 — — |y
\ dr dr dx dy dz
(2) dp de v dv dv
ot T E T ey T E)
[y x oy 3
dp e o dw v
Sl = — — e P —— — .
de et “ dx ‘ ey dz )

A ces équations, il {audra joindre la relation qui existe
entre p et p, et qui dépend de la nature du fHuide

(3) Flpypl=

Ces quatre équations (2) et (3} ne sont pas suflisantes
pour déterminer les cing inconnues p, p, u, v, w; ilen
faut encore une; on l'obtient en exprimant que le fuide
est continu,
Considérons un petit paralélépipéde ayant pour di-
13.
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mensions dix, dy, dz, et dont un sommet passe par con-
séquent par le point {x, y, z). Calculons cc que devien-
nent les dimensions de cec parallélépipéde au hout du
temps dt. Lorsque le flnide qu’il contient se déplace, les
coordounées du point (x, y, z) deviennent

x+udt, y+vdt, z-4wde
les coordonnées du point (x ~~ dx, y, z) deviennent
x+de4ude, y4eodt, z4wd,

uy, v;, w, désignant les composantes de la vitesse du
point {x 4 dix, ¥, z}. Oru, est ce que devient u quand
on change & en « -4~ dx; on a donc

du
u, =1 4+~ — dx,
T

d.
de méme
) dv
{4) o= 0 + o dx,
d
w, — o 4 T‘fd.x:.
dix

En sorte que la distance des points dont les coordonnées
sontx, ¥, z et & ~-dxr, ¥, z, est au bout du temps «

\/[a’x + (&, — u)dt]“—'r— (» — u)’d{‘—[—(rvr:r witeds?,

ou hien, en négligeant les infiniment petits d’ordre supé-
rieur,

Yz + o (u, — &) dx di,

ou hien, en négligeant encore des infiniment petits d'or-
dre supérieur,
de 4+ {u, — ) e,

c’est-a-dire, en veriu des formules (4),

die
dx(l+ :{;dt)-
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Ainsi Te coté dar du parallédlépipede (dx, dy, dz) est de-
venu
rf.z'(l ~+ ;—1’5 a't) .

On trouverait des expressions analogues pour les edtés
dy, dz. En sorte que le volume du parallélépipéde en
question esl devenu

d 2 / d\
dx dy dz | 1+ et dr (I+ -a—r‘f dt )1 i dt) .
) dx y dy dz

Son aceroissement est done, aux infiniment petits d’ordre
supérieur prés,

-

eln do dw
dedydsdt | — - — -1
Taras (dr dy dz)

On peut obtenir une antre valeur de cet accroissement,
en observant que la masse dun parallélépipéde est restée
la méme: son expression est donc toujours s dx dy dz,

. . . d
mais sa masse spécifique est actuellement p 4- -1—5 dt. En
.

sorte que le volume du parallélépipéde est, an bout du

temps dt
pdxdy dz
-+ ﬂf dt,
Y
ou bien
dx dy dz

1 dp
I-Jrf;- (—l?(lt

>

c'est-d-dire, aux infiniment petits d’ordre supérieur prés,
1 dp
de dyds| 1— — = dt).
d ( o de )

L’accroissement du volume en question est donc donné




198 TRAITE DE MECANIQUE KATIONNELLE.
par expression

1 d
— < 2 drdy dy da.
pde
En égalant cetle expression a celle que nous avons trouvée
plus haut, on a

du dy dow, de o
£ dm+dy +E)+Etréo’
en observant que

dp _ dp dp dp dp
PP S F L

I’équation précédente devient

dp u dpv dpw dp
e e T w T a T

(5)

Telle est la cinquiéme équation qui jointca {2) et (3}
achéve de déterminer les inconnues p, p, u, v, w. On lui
donne le nom d’équation de continuite.

Nous avons cru devoir encore nous écarter de la
méthode donnée par Euler pour établicv I'équation (5),
pavce que cette méthode ne nous parait pas suffisam-
ment rigoureuse.

L'équation (5) se réduit 4

du dp dw

dans les liquides, parce que p est constant; on peut ob-
du . . s
server que —— dt estla dilatation linéaire dans le sens dur,
&

et pendant le temps dt, etc.

Ainsi le premier membre de la formule {6) peut étre
considéré comme la dilatation cubique du fluide au
point (x, y, z) pendant 'unité de temps. L'équation (6}
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exprime donc que le fluide ne se dilate pas, et ne se con-
tracte pas pendant le mouvement.

On ne sait pas intégrer les équations générales du mou-
vement des fluides; mais nous ne devons pas trop le re-
gretter, parce que, dans le cas trés-particulicr ou l'inté-
gration est possible, la théorie se trouve en désaccord
avec Uexpérience. Cela tient i ce que nos hypothéses sur
la constitution des fluides nc sont pas conformes a la réa-
lité.

Les équations du mounvement se simplifient un peu
lorsque Xdo +Ydy +Zdz et uder+vdy+ widz
sont des diflérentielles exactes, Seient donc

(7) Xdz +Ydy + Zdz — dU,
(8) wdr + vdy + wdz == dy.
La premiére des équations (2) poarra s’écrire

dp  {dU d’e dy d’¢ dp dip do die
dr ‘\dx T drdr  dz dx dy dedy dz dxdzj’

ou bien

dp  [dU  d's 1 djdg¢ dy dg\]
2= s inler 5 d)

dz  drdr 2 dz

c’est-a-dire, en désignant par V la vitesse de la molécule
qui & V’époque ¢ passe au point {x, y, z),

dp __ [dU d’e v dV
dz  \az d dt dz |
On aurait de méme

d, "dU d:? A
dy dy dy dt dy
dp _ [(dU diy VJV
2z "\l T dmar di ]’
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En multipliant ces trots équations respectivement par
dx, dy, dz, et en ajoutant, on a

d
{9) dp:‘n(dU_dZ-f—-VdV)-

On n’aplus a déterminer que p, p, ¢. Cette équation, dans
laquelle V s’exprime 4 I'aide de g, jointe 4 I'équation de
continuité et i Péquation f{p, £} = o, permettra de dé-
terminer 9, p, p, ct, par suite, u, v, w. Il est bon d’ob-
server que ’équation de continuité pour les liquides peut
s'écrire

dle dp diy

e R
Lagrange a démontré que si I’expression
vdr -+ ody - wds

était une diflérentielle exacte & une certaine époque du
mouvement, elle demeurait encore une différentielle
exacte & une épogue quelconque; mais la démonstration
de I'illustre auteur de la Mécanique analytigue ne nous
parait pas assez rigourense pour devoir é&tre introduite
sans réserve dans 'enseignement.

Remangue I. — Les équations (2), (3), (5) n'ont
lieu que pour les points intérieurs & la masse fluide; il
faudra donc joindre & ces équations ce que Pon appelle
les équations aux limites, ou & la surface. Ces nouvelles
équations seront différentes dans chaque cas particulier.
Elles sont généralement difficiles & éerire. §'il sagit, par
exemple, d’un fluide enfermé dans un vase, on écrit or-
dinairement que les moléeules primitivement en contact
avec les parois restent en contact avec ces parois. Soit

f(\ra Y % ") —=0

I'équation d'une paroi ou de la surface libre du fluide, la
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molécnle (x, 7, z), en contact avec cette paroi, devaut
encore s’y trouver an bout du temps df, quand ses coor-
donnés sont x + u dt, ¥ + v dt, s + wdt, on aura

Jlxe 4 udey, y + vdt, 2+ wdt, t - dt),

et, par suite,

af 4 af q

:i?—l-z-fzuq—a}v—}« ;{'{‘Lw:o.
Mais il faul avouer ¢que rien ne justifie I'hypothese qui
fournit I'équation précédente, au moins dans le cas gé-
néral.

1! faudra aussi joindre aux équations du mouvement
les données initiales, ¢’est-a-dire 1'état du fluide & I'épo-
que { == 0.

Remaroue II. — Les équations de I'Hydrodynamique
sont extrémement difliciles & intégrer dans Pétat actuel
de la science; mais nous ne devons pas regretier beaun-
coup qu’il en soit ainsi, car elles ne sont point I'expres-
sion rigonreuse des faits : nous avons néyligé des forces
intéricures dont Yaction a une grande influence. Ainsi
I'expérience prouve que ’on n'a pas le droit de négliger
les frottements qui produisent ce que 'on appelle la wis-
cosité, Navier a essayé de tenir compte de ces froticments,
mais les équations auxquelles i1l parvient sont encore
bien plus compliquées que celles que nous avons obtenues.
(¥oir Bresse, Mécanique appliguée, 1.11, Hyraulique.)

VII. -—— Tatorime ve D. Berxourw.

302, Puisque nous ne pouvons déduire ancune consé-
quence des équations générales de 'Hydrodynamique,
nous allons avoir recours a l'expérience, interroger les
faits et essayer d’en tirer des formules empiriques.
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Dans la plupart des cas qui intéressent la pratique, les
fluides ont un mouvement régulier dans lequel les vi-
tesses des molécules ne dépendent que de leurs coordon-
nées, en sorte que les quantités u, v, w du paragraphe
précédent sont constantes en un méme point de espace.
On div alors que le liquide est soumis & uwu régime per-
manent.

Considérons un liquide pesant soumts 4 un régime per-
manent. Soit MN { fig. 41) un filet infiniment mince pris

Fig. 4r.
I B N
o M o N N x

damns la masse, donnons un petit mouvement a ce filet, et
soit M'N’ la position qu'il a prise au bout du temps dr.
Soient p, la pression qui s’exerce en M, p celle qui
s'exerce en N, V; la vitessec en M, V Ia vitesse en N, v,
et o les sections M et N du filet, MM’ sera égal a V, d¢
et NN’ 4 Vdt. Le liquide étant incompressible, les vo-
lumes MM/’ et NN/ seront égaux; on aura done

wy Vot — wVdt.
Si T lors dQ = wVdr, la quantité 22 repré
i I'on pose alors dQQ = wV dt, la quantité -5 epré-

sentera ce que I'on peut appeler le débit par seconde; il
est mesuré par le produit Ve, Ceci posé, appliquons le
théoréme des forces vives, nous pouvons admetire que
les pressions laiérales se détruisent : les forces exté-
rieures au filet se réduisent alors aux pressions p,, p,
et a la pesanteur. Le travail de p, est p,w,V,dt on
Po dQ, cehui de p est —pwVdt ou —pdQ; le travail
de la pesanteur est égal i la quantité dont s'est déplacé
verticalement le centre de gravité du filet, malipliée par
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le poids total du filet. Ce travail ne sera pas changé si
Ton transporte la partic MM en NIV, en Jaissant immo-
bilc la partie de fluide M’N. Or, dans ce dernier cas, le

travail de la pesanteur se réduit a

gpaVdt.h ou gphdQ,

p désignant la masse spécifique du liquide, et £t la dis-
tance verticale qui sépare les tranches M et N.

La force vive initiale et la force vive finale auront unc
partie commune, & savoir : la foree vive de toutes les mo-
lécules qui ne sont pas soriies de 'espace M'N, puisque,
par hypoihése, le régime est permanent. La variation de
la force vive se réduira donc a

Ve 2
medth- —pVou dt v_z“
ou bien a
vV:— V! .

2

¢dQ

L’¢équation des forces vives devient ainsi

Vi V!
——de —I—pndQ—-!—glo’lle:dQ—i-w-—ia

ou bien
(1) pViE— Vi =2(gph + po—pi

C’est dans cette équation que consiste le théoréme de
Bernoulli. On pourrait peut-étre objecter, 4 la démonstra-
tion que 'on vient de lire, que les pressions latérales ne
doivent pas &tre négligées, parce que ces pressions ne sont
pas tout 4 fait normales au filet liquide; mais si le mon-
vement n’est pas trop rapide, I’hypothése que nous venons
de faire s’écartera fort peude la vérité.

Pour faire une application du théoréme dc D. Ber-
noulli, considérons un vase plein d’eau; pratiquons unc
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ouverture a la partie inférieure de ce vasc, et calculons la
vitesse d’éconlement. 5i nons admettons que le liquide
se meut par tranches paralléles, on pourra décomposer la
masse totale du liquide en filets pour chacun desquels on
pourra écrire une équation telle que (1), en sorte que si
I'on suppose Vorifice assez petit pour que Von puisse
négliger les variations de & par rapport 4 %, ou bien en-
core si I'orifice est pratiqué dans une paroi horizontale,
Ia vitesse V duliquide & la sortie pourra étre donnée par
la formule (1}, d'on Pon tire

V= Vi 2GR T T 2

Si I'on suppose que les pressions p, et p solent les
pressions atmosphériques, on aura & peu prés p, = p; en
outre, si le vase est assez large, on aura i peu prés V, = o,
el, par suite,

V= agh.

Cetie équation montre que :

Tutorime pE TorricerLl. — La vitesse avec Zaquelle
un liguide s'écoule par un orifice assez mince pratiqué &
la partie inférieure d’un wvase est la méme que si le li-

quide tombait de la surface libre de ce liguide.

Nous verrons tout & I'heure comment Vexpérience vé-
rifie le théoréme de Torricelli. Mais, auparavant, nous
allons voir & la suite de quelles hypothéses les équa-
tions de 'Hydrodynamique conduisent au résultat que
nous venons d’obtenir.

Si Fon reprend les équations (2), (3), (5) du para-
graphe précédent, si I'on suppose que «, ¢, w soient tels,
que udx + vdy + wd z soit une ditlérentielle exacte dg;
si, en ontre, on fait X =0, Y=0,Z=0, ct si I'on




QUATRIEME PARTIE. — CHAPITRE IV. 205

fed
suppose ~¥-= 0, on rouve

dt
1dp (dq) dp do dig dep dig
pde dz dz*  dy dzdy T r!z
Idp__ do d:’ dy d:’tp dq; dig
pdy (dz drdy  dy dy b dy dz &
ldp . (’(lq: dig dq: d2y drp dig ‘
p dz  ° e dxdz d) d_ydu dz dzt / ’

ou bicn

d do\:  [de\
-dp—«u'zwfd (deN' L (Y (i) .
P L dy / )

En nous plagant alors dans les circonstances ot nous
venons de nous placer tout & I'heure, ct intégrant depuis
z=/i jusqu’a z =0, 0n a

| ( \— ok Vi —V?

o P—pP)=§g >
Cette équalion est identique avee la formule (1),.ct con-
duit comme clle au théoréme de Torricelli.

Ce fait s'explique jusqu’a un certain point en obser-
vant qu’effectivement w, v, w sont sensiblement con-
stanls, et que, par suite, udx +vdy + wdz est & peu
preés la différenticlle de wx 4+ vy + wz.

/III, — FrupeE EXPERIMENTALE DE L'ECOULEMENT
pEs LIQuIDEs (¥,

303. Tatonime v Torricerir. — Torricelll a fait
connaitre son théoréme comnme un fait expérimental dans
son Traitd : De motu naturaliler accelerato en 1643 :

(*) Consulier lu Mécanique analytigue de Lagrange, H° Partie, 10® See-
tion, page 243 de la 3° édition, et la Mdeanique appliquce de M. Bresse,
t. 1.
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La witesse avee laquclle un liguide s'éconle par un
orifice pratiqué & la partie inférieure du vase qui le
contient est la méme que celle d’un point pesant qui,
tombant de la surface Libre du liguide, serait parvenu
au centre de gravité e Porifice.

Nous avens vu a la suite de quelles hypothéses les
théories de I'Hydrodynamique conduisaient a ce théo-
reme.

Veine Liguine. — Le liquide qui §’écoule par un ori-
fice pratiqué dans la paroi du vase qui le contient affecte
la forme d'une tige de cristal limpide dans le voisinage
de L'orifice; plus loin, cette tige se tronble et se divise
bientot en gouttes. On donne le nom de veine au jet li-
quide dont nous venons de décrire somimnairement la
forme,

Voyons quelle doit étre la forme théorique de la veine.
Supposons que Porifice ( fig. 42) par lequel s’éconle le

liquide soit circulaire: soient w sa surface, V, la vitesse
du liguide & la sortie; prenons le centre de lori-
fice pour origine, I'axc des x horizontal et I'axe des z
verticaly soit /2 la distance supposée constante da niveau
supérienr dn liquide a l'orifice.
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Soient maintenant une section horizontale faite dans
Ia veine; x le rayon de cette scction, que nous sup-
poserons circulaire, conformément a I'expérience; z sa
distance & Dorifice. 8i I'on désigne par V la vitesse du
liquide dans la section en guestion, on aura
q q

Voo \/z_g(lg +z);

mais on aura aussi, tant que la veine sera continue,

Vo =V.n a2,
En éliminant V entre les denx équations, qui précédent,
ona
Vow =maVag (k+2),
ou bien
o Vo -
2zt xt

Telle est Péquation du méridien de la surface de révo-
lution qui limite la veine. Fn discutant cette équaiion,
on constate que la veine se contracte en sortant de l'ori-
fice, et se contracte indéfiniment. L’expérience prouve,
en effet, que la veine commence par se contracter; mais,
bieniét aprés, elle se renfle. Ce désaccord entre Vexpé-
rience et la théorie monire que nous n'avons pas le droit
de supposer les vitesses des molécules égales dans une
méme tranche horizontale, et, effectivement, le frotte-
ment du liquide contre les parois de 'orifice doit ralen-
tir le mouvement des molécules placées & la surface de
la veine. De plus, les filets liquides se recourbent dans
le voisinage de T'orifice et tendent & s'écarter du filet
movyen,

Invension pE 1A veEine. — Cetie tendance centrifuge
des filets se trouve mise en évidence par I'expérience
suivante. Si l'on pratique i la partie inférienre d'un
vase pleln d’ean un orifice carré, la section de fa veine,
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d’abord carrée, se tronque vers ses angles en se contrac-
tant, affecte bientét une forme octogonale & peu pres
réguliére, se dilate ensuite de maniére a prendre de
nouveau la forme d’un carré dont les diagonales sont pa-
ralléles aux cotés de Vorifice,

VERIFICATION EXPERIMENTALE DU THEOREME pE Fonni-
ceLLl.— Premi¢re méthode.— Eu pratiquant une ouver-
ture dans une paroi verticale, on peut disposer des an-
neanx de telle sorte qu'ils soient traversés par la veine
liquide; ces anneaux seront fixés a des tiges scellées dans
un mur vertical. On reconnaitra alors que la veine af-
fecte unc forme sensiblement parabolique; de la forme
de cette parabole, considérée comme trajectoire d'un
point pesant, on pourra déduire la vitesse du liquide a
la.sortie du vase. En procédant ainsi, on reconnaitra que
la vitesse est donnée par la formule

V:0,98\/;€7‘-

Ce résultat, comme on le voil, est & peu preés d’accord
avec la théorie, ce qni semble prouver que 'hypothése
du parallélisme des tranches est admissible pour la por-
tion de liquide comprise 4 l'intérieur du vase et dans
I’'axe de la veine.

Deuxitme méthode. — On peut mesurer la dépense,
cest-d-dire la quantité de liguide qui s’écoule pendant
une seconde par un orifice de surface w. En désignant
cette quantité par Q et par V la vitesse du liquide a la
sorlie, on a évidemment

Qdt =wVd,
d’oti P'on tire
v— 2,
w

Pour caleuler Q, on laissera couler le liquide pendant
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un temps T, on recueillera un volume U de liquide, et i
. ) U . .
est clair que 'on aura Q = T En suivant cetle méthode

on trouve une divergence trés-considérable eatre 'expé-
rience et la théorie; mais cette divergence est beaucoup
moindre lorsque I'on remplace la section w par la sec-
tion S pratiquée a I'endroit ou la veine présente son
minimum d’épaisseur : S porte le nom de section con-
tractée. La mesure précise de § est difficile; on pose or-
dinairement
S=rme,

en sorte que l'on a
Q—=SV=moV.

Si, dans cette derniére équation, on remplace V par sa
valeur tirée de la formule de Torricelli, on obtient la
relation

Q= maw \/2 gh.
On reconnait que m a une valeur & peu prés constante et

égale 4 0,62; m est ce que I'on appelle le coefficient de
contraction,

X. — ETUDE DU MOUVEMENT RELATIF.

304. Les équations de hydrostatique suffisent quel-
quefois pour résoudre les équations relatives an mou-
vement des liquides : c¢'est ce qui a lieu lorsque les li-
quides sont en équilibre relatif par rapport a des axes
mobiles.

Proposons-nous, par exemple, de trouver la forme
d’équilibre relatif de la surface d’un fluide pesant, animé
d'un mouvement de rotation autour d’un axe vertical,

Prenons 'axe de rotation pour axe des z, et deux axes
horizontaux perpendiculaires entre eux pour axes des y

1I. 14
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et des xy éerivons qu'il y a équilibre entre les forces
réellement agissantes et les forces fictives dues an mou-
vement relatif (243).

Les forces réellement agissantes pour une molécule m
se réduisent a la pesanteur mg. Les forces fictives sont :
1° la force d'inertie du mouvement d'entrainement; cette
force est la force centrifuge ; en désignant par w la vi-
tesse angulaire, les composantes de la force centrifuge
sont mw?x et mu’y; 2° la force centrifuge composée
dont les composantes sout nulles, En eftet, si, dans ex-
pression de cette force (243 ), on remplace la vitesse re-
lative par zéro, elle se réduit elle-méme a zéro.

La force appliquée 4 I'unité de masse a doune pour
composantes : w'x, w'y, —— g3 par suite I'équation des
surfaces de niveaun {294} est

0= — gds + w* {xdx +ydy),
d’oz Fon tire
const. === — gz -4 w? (2 + 57,

Cette équation est en particulier Péquation de Ia sur-
face libre du liquide, Cette surface est, comme l'on voit,
un paraboloide de révolution. Pour déterminer la con-
stante G, on se donnera le volume V du liquide,

Supposons, par exemple, que le liquide soit renfermé
dans un vase cylindrique dont I'axe soit 'axe de révolu-

tion, et dont le rayon soit Rj le volume du liquide, évalué
en coordonnées semi-polaires, sera

f“‘f‘ , m'sdr 27 ( R‘  const, R’)
{w?r? — const.) Wi — 1T
g 8 4 2

en égalant cette expression a4 V, on en déduit

4 2
V.__ 2m (m E . cnnst.R_) ,
g

4 2
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d’ont

TR
const. —= (Tm L V) —g—J

2g m R

par suile, I'équation de la surface libre sera

1 [/we’RS @
7= — — — V¥V )+ — {4y
mR*\ =2g &
Voo,
Pour v = v, on trouve z=-—:: c’est-a-dire que la

surface libre est plane.

EXERCICES.

I. Trouver le centre de pression dun cercle ou d’une ellipse;
discuter les divers cas qui peuvent se présenter.

II. Le centre de gravité d'une aire plane continue plongée dans
un liquide est donné. Par quelle ligne faut-il terminer cette aire pour
gue la pression totale du liguide soit un mirimum?

. Une membrane infiniment mince, de forme rectangulaire,
iorsqu’elle est tendue, sert de fond & un vase, de telle sorte que
deux des cdiés du rectangle soient horizontaux, On demande la forme
affectés par celte membrane lorsque U'on remplil le vase avec un
liquide pesani. On suppose, bien entendu, que le fond du vase puisse
glisser le long des parois latérales. {On cherchera seulemenl 1'équa-
tion différenticlle du premier ordre de la courbe aficclée par une
section veriicale.)

IV. Un ellipsoide dont la densité est & est plongé dans un liquide
pesant dont la densité est p; déterminer les positions d'équilibre de
cel eflipsoide en supposant & < p.

V. Un cdne droit est plongé dans un liquide pesant; la densité du
cone dans une méme couche perpendiculaire 4 Yaxe csl constante,
mais clle varie d’une couche  une autre prepertionnetlement 4 la
distance au sommet du cone. De combien le cone s'enfoncera-t-il
dans le liguide?

VI. Calculer le temps employé par un vase conique plein d'ean
pour se vider par un orifice horizontal de dimensions données pra-
tiqué preés du sommel.

4.
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VII. Un tabe de Mariotic conlicnt dans la branche fermée un gaz
parfait dont le poids est p. Dans la grande branche, on verse une
guantité de mercure telle, gue la différence de niveau dans les deux
branches soit £. On demande de caleuler le volume du gaz enfermé
dans la petite branche du tube. On admettra que le mercure se
comprime de quantités proportionnelles 4 la pression qu'il supporte.

VIII. Un liquide enfermé dans un vase qui tourne uniformément
autour d'un axe est sollicité par un centre fixe en raisen inverse du
carré de la distance; trouver la forme des surfaces de niveau dang
la position d'équilibre relatif.
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CHAPITRE V.

THEORIE DES PETITS MOUVEMENTS ET DE LA STABILITE
DE L’EQUILIBRE.

I. — EouATioNs DES PETITS MOUVEMENTS.

305. On appelle petits mouvements d'un systéme les
mouvements dans lesquels les diverses molécules prennent
des déplacements autour de leurs positions d’équilibre,
assez pelits pour que 'on puisse négliger dans les calculs
leurs puissances et leurs produits,

Lorsquele travail des forces est une différentielle exacle
etque les liaisons sont indépendantes du temps, Lagrange
a fait connaitre, dans sa Mécanigue analytigue, une mé-
thode qui permet, dans un wés-graud nombre de cas, de
mettre les équations des petits mouvements sous une
forme linéaire.

Si l'on désigne par m la masse, par x, y, z les coor-
données d'un point quelconque du systéme, et par U la
fonetion des forces, on aura

dix dy
) zm(de dr + m:& —&—F é‘z):JU.
Désignons par ¢y, ¢s,. .. Jes variables qui, satisfaisant
aux équations de liaison, délerminent la position d’équi-
Yibre du corps. Soient g+, gyt s+ -~ €€ que de-
viennent ¢y, ¢, . . . pendant le mouvement, En dévelop-
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pant &, y, z par la formule de Taylor, on trouve

=y - de e+,
F=ri+bip+ b+,
L R Tl Tl =Y i I

Ayy yye v oy by by, désignant des quantités indépen-
dantes de ¥, y2,.... Dapres la définition que nous
avons donnée des pelits mouvements, nous négligeons
les termes du second ordre; on tire des équations pré-
cédentes

Se—=a,dy+ a. %+ ...,

Sy = b dyy + badya ...,

....... eetme ey
el en outre
dtx d’y, dly,
—— = - ey 5
de? dt? de?

On aura donc
d*z diy diz
el F — 4 —— gz
Em(dﬁ o de? >+ dt’a )
dy, d 2y, iy,
(2) == (A. E"’— ~+ A1,2 _tltzi -+ A,,_; th =+ C?XL
4y dIXf

T P e

I e
de, ([t,+ )Z+

5

Dans cette formule, on a fait, pour abréger,
(3) Aj=Zmlal+-bi+cl), Ayy=Zmlaia;+bibi-+e¢e).

Si 'on développe U par Ja formule de Taylor, les termes
du premier ordre seront nuls; car, dU élant nul dans la

.. . eys , . .., dU
position d’équilibre, il faut bien que les dérivées o
i
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aU
dg,
nous aurcns done, en prenant U=o0 pour yi = jya... =

(4 U=3Quzi+Quit o+ 2Qupzt--)

y-++5 cocllicients de ¥4, ¥s,- .., se réduisent a zéro;

formule dans laquelle on a posé

&1 U
i =a

= dyi dg; ‘

Les équations des petits mouvements s’obtiendront en
égalant les coeflicients des mémes variations dans la for-
mule suivante, déduite de (1) et (2] :

\5) E(A;|%fI+A,2 d{f +...)é‘xi:5U,
i
et ces équations seront linéaires.

La formule précédente repose sur une hypothése : la
possibilité d’appliquer la formule de Taylor. Elle ne doit
donc pas étre regardée comme géudrale; elle est sou-
mise précisément aux mémes régles que la formule. de
Taylor, dont elle découle.

8i, par exemple, x4, )4, . . Teprésentaient les distances
des divers points a lenrs positions d’équilibre; si, en outre,
on avait U:\/\/Zus- \/};-h .oy 1l est clair qu'il n'y
aurait plus lieu d’appliguer la méthode dont nous venons
de parter {au moins en faisani usage des variables y,,

Xore o)

II. — Sounr La STABILITE DE L’¢QUILIBRE.

306. On peut, en se fondant sur la théoric des petits
mouvements, trouver les conditions de stabilité de 1'équi-
libre d’un systéme de points matériels.
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Nous dirons qu'un systéme est cn équilibre stable
lorsque, en le dérangeant trés-peu, il tend, lorsqu’on
I'abandonne 4 lui-méme, & revenir a sa position d’équi-
libre.

Au contraire, nous dirons qu’un sysiéme est en équi-
libre instable si, en le dérangeant un peu, il tend a
s'écarter de sa position d’équilibre pour ne plus y re-
yvenir.

Enfin on dit qu'un corps est astatigue ou en équilibre
indifférent lorsqu’il reste en équilibre dans toutes les
positions possibles.

Lorsqu'il existe une fonction des forces U, il faut, pour
I'équilibre, que I'on ait

dU—o,

et, par suite, U est généralement un maximum ou un
minimum lorsqu'il y a équilibre. Analysons la question
avec plus de soin, reprenons les notations et les hypo-
théses du paragraphe précédent, dérangeons le corps et
étudions ses petits mouvements. On a trouvé

U= 2 (Qix + 2Qux i)
On en déduit
OU = Z[Qixi dyi + Qi (Sxi- %7 -+ % 8,)ls

ou bien
U= 2(Qui i+ Qua e + Qs st -+ ) i

L’équation du mouvement ou I'équation (5) du para-
graphe précédent devient alors

d'y dy
2 (Af,l _dt‘_l 4 As T’T .. ) Sx: :Z(QMXI + Qio e 385

d’ou 'on déduit, en égalant les coefficients des mémes
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variations,
d? d?y,
(6) A:n%+Aaad§ =0 Qi e -

Cette équation équivaut 4 autant d’équations qu’il existe
de variables distinctes yy, y»- ... On satisfait a ces équa-
tions linéaires en prenant

{7) pxi=4HhHsin{ar + %), yx,=4hHsin(ne+ h),....

H et % sont deux constantes arbitraires; quant 4 n et a
ky, ks, . ., onles détermine au moyen des formules con-
tenues dans le type

(8) ”1(Aa‘,1k|+Ai.n kit )+ Qi,lkl+ Q:‘,: bi4+...—o.

En éliminant ky, &y,..., on a I'équation suivante, qui
permet de déterminer n :

! A+ Qi A+ Q...
(9) ! A, '+ Qg , A, n*+ L0 P

| A, i+ Qi Apnt+ Q...

I R :

!
°

En tirant n* de celte équation pour porter sa valeur dans
les formules (7), celles-ci feront connaitre les rapports
kytkyiky,. ... 5ip désigne le nombre des variables y,
I'équation (g) sera précisément du degré p en n?, et I'on
trouvera g systémes de valeurs des rapports &k, 17y Ay ...

Les formules (7) fourniront alors p systémes d’inté-
grales renfermant chacun deux constantes arbitraives H
et . En ajoutant ces intégrales, on aura les intégrales les
plus générales du mouvement, puisqu’elles renfermeront
2 constantes arbilraires.

L’équation (9) a toutes ses racines réelles. En effet, si
'on pose

Aiim+ Q= sy
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ct

Sl oo Sy
Av: Fr i1 e Sy

aar s s ew

Syadez a0 8,0
I'équaiion {9} pourra s'écrire
AH =0,

Or on a {voir la Note a la fin du volume)

da, da, (dA\,)z__A d?a, .
ds; ; ds;,; dsi;j —dsiids;
Pourjo=w,i==v—1,0na

R dA, ( da, )2: -

v—1 -
d'fvél, v—t ds,_, v

dounc, lorsque A, s’annulera, A, et A._; seront de signes
contraires,
Ceci posé, pour n®—=a0, 0n a

A, Al,! e --Al,v i
r

A== n? A:,\ Az,z . Ag.v
=

A A A, !
Le coeflicient de n? est le discriminant de la fouction

iy j=u

I =) :2 E(Am T+ Ay,

=z =7

ou bien, ¢n remplacant A, ,, A, ,,... par leurs valeurs,

[EX N
e :2 Z[Em(a3+ b+ c})a}
Pz fe=

+ Zm{apa;+ b b+ eiep) xingly




QUATRIZ‘E]\‘IE I'ARTIE. — CHAPITLE Y. 219

la fonction f{x) est donc une somme de carrés
Sl =Zm[la,x 4+ dpry -+ 40 L5

par suite, elle reste toujours positive. Mais alors son dis-
criminant sera aussi essentiellement positif. En effet, la
fonction pourra, au moyen d'une substitution lindaire,
étre ramenée & une somme de v carrésy ces carrés seront
tous positifs, sans quoi f{a) pourrait prendre des valeurs
négatives; la substitution lindaire en question n’shiére
pas le signe du discriminant de la fonciton, qui se réduit
alors an produit des cacilicients des carrés. Ainsi donc le
diseriminant de f{x) est posiif, et, par suite, 4, est po-
sitif pour n® =+ oo ; si v est pair, A, sera encore positif
pour n*==—oc, mais il sera négatif si v est impair. 51
donc 'on considére la suite

Iy 85y Ay Bgye vy Buyae iy Aw

on voit: 1% que si I'un de ses termes s'annule, celut qui
le précéde et celui qui e suit sont de signes contraires;
donc il ne peut s’introduire ou se perdre de variation
dans cette suite que par le terme A, 2° pour n*=-— =0,
cetle suite ne présente que des variations ; pour £ =+,
elle ne présente que des permancnces. Dans le passage
de — o & -0, il s'est introduit p variations: ces va-
riatious ont donc di s’ intredunire par le terme 4, ce qui
prouve bien que Péquation A,= 0, ou (g}, a toutes ses
racines réelles.

Laplace a donné uue autre démonstration de ce théo-
réme, dans le tome II de sa Mécanique céleste. Sturm a
également éerit un Mémoive sur cette question, je ne
crois pas que ce Mémoire ait é1é imprimé.

Ceci posé, I'équation (8) peat s’¢erire

2 dT dE

(10)

ak AR T

v m A
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T désignant la fonction
%‘E (A,—,,' k4 A,-,j k; k‘f) =T,

et K désignant ce que devient U quand on change y en £.
Il est facile de voir que, en vertu des formules (3), T
n’est autre chose que la demi-force vive

I (dx\? dry? dz\?
22| (7)) - (@) )
dans laquelle on a remplacé y, par &y, y, par &, . . ..
Or des formules (10) on tire

AT | dK
27, - MY —
2(" L dll-,-) ®

¢’est-4-dire, en observant que T et K sont des fonctions

homogénes,

K
nmT+K—=0o ou #—— T

§i maintenant U est un minimom dans la position
&’équilibre, U scra posiuif dans les positions voisines de
'équilibre, et, par suite, comme on peut prendre &y,
ksy. .. trés-petits, puisque leurs rapports seuls sont dé-
terminés, K sera positif comme Uj par suite, n* sera né-
gatif, Un raisonnement analogue montre que si U est
maximum, n* est positif.

Supposons d’abord que U soit maximum, les valeurs
de n? seront positives, et I'intégrale générale du mouve-
ment sera donnée par les formules

yo— Zk Hsin(ne + &),
v =Zk Hsinl(nt + £},

...... RN |

le signe 2 se rapportant aux diverses valeurs de n dé-
duites de 1'équation (g}).
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Si l'on fait varier ¢, les x ne dépasseront jamais cor-
taines limites qu’il est facile d'assigner, et qui seront
d’autant plus petites que les déplacements initiaux seront
plus petits. En effet, les constantes H sont des fonctions
- . . e e .
linéaires des déplacements initiaux 3, x3,.-.; par suite,
I'équilibre sera stable.
Au coutraire, si U est minimum, les racines de 1'équa-
tion (g) seront négatives. En les désignant par — v?,
—v},..., lintégrale du mouvement sera donnée par

des formules telles que

v, = Sk Hsin{vey—1+ &),

Les sinus qui entrent dans ces formules vont se trans-
former en exponenticlles, et l'on aura pour y,, ys,...
des expressions de la forme

=2 ("t ey,

AR s e e sy

le signe X s'étendant aux diverses valeurs de v. Les for-

mules précédentes montrent que lorsque t croit, y,

X1s+ - - croissent indéfiniment, en sorte que I'on ne peut

pas admeure que le systéme prend des petits mouve-

ments quand on le déplace; 'équilibre est donc instable.
c. Q. F. D,

Il résulte des considérations précédentes que la _force
vive d'un systéme en mouvenent est maxima lorsque le
systéme passe par une position d’équilibre stable, et
minima lorsqi’il passe par une position d’équilibre in-
stable.

307. 11 résulte aussi de la qu'un corps pesant est en
équilibre stable quand son centre de gravité est le plus
bas possible.
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En ellet, le travail de Ja pesanteur, 4 partir dn moment
ou le centre de gravité est le plus bas, ne peut ttre que
négatif, car le travail de la pesanteur sera le produit du
peids total du corps par le déplacement vertical du cen-
tre de gravité, déplacement de sens contraire a la pesan-
teur, puisque le centre de gravié ne peut que monter.
Le travail élant négatif,. la variation de force vive sera
négative; par suite, la force vive passe par un maximum
quand le centre de gravité est fe plus bas possible; la po-
sition correspondante du corps est une position d’éyni-

libre stable.

III. — Twutorime pe DiniceiLET.

308. Les démonstrations précédentes des conditions de
stabilité et d'instabilité de Féquilibre reposent sur la
formnle de Taylor, et, par suite, sont soumises aux mémes
restrictions que cette formule; elles supposent en outre
gne fa fonction des forces contienne des termes du se-
cond ordre en y,, ys....: ces lermes peuvent étre nuls,
Quei qu'il en seit, Dirichlet, dansle tome V da Jowrnal
de M. Liouville, a éabli directement le théoréme qui
suit ;

Tutorime — Lorsque, dans un systéme en équilibre,
la fonction des forces est un maximum, U'équilibre est
stable.

Soient ¢y + )1, G = 3es- - - les variables qui déter-
minent la position du systéme, et 1 =0, Y2 ==0,...
les conditions &'équilibre; soit ¢(q, 4 xi,. - .) 1a fonc-
tion des forces, T la demi-force vive ; on a

T—T=e¢{qi+xf1+2u- =g =2l g+ 2500

T 505 x5+« - - désignant Jes valeurs initiales de T, y,,
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Ytz e or Cette équation pent encore s’écrire
(0 T—T=4{g+xn g2t e} b {gibxls g2+ 250D
en posant
Y+ o ot Lo ) =970+ 200 Gt L) — 80 e s
et alors on aura

WGy e ) =0,

b
puisque ${gi, §2,...) =0 est un maximum, si l'on
suppose y%, y5,. .. assez petits, ¢(q, + x!,...) sera né-
gatif, et si 'on suppose

A< gk

et la fonction ¢ sera maxima pour y, = 0, s == 0,. . .}

Si de plus on désigne par M le minimum de
— B e G e )

pour des systémes de valeurs de y,, xs,- .., dont I'une
au moins est égale & la limite 4, %,,..., on pourra toun-
jours déterminer T¢ de telle sorte que P’on ait encore

(2) T g+ 7t ] <M.
Ceci posé, si I'on n’avait pas toujours

%<y A< haye ey

il en résulterait que I'unc des quantités y,, 3s,- .. atlein-
drait sa limite, et, par suite, & ce moment, on aurait

— g+ g2ty )2 N,
ou bien

{3} Yigi+x-.. ) $—M.

Des formules {2) et (3) on tire

T+ d{g + 20—~ dlg+ i <o,
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ce qui est absurde; car en vertu de la formule (1}, le
premier membre de cette inégalité est égal & T, qui est
essentiellement positif. Ainsi, ¥4, ¥s,... ne pourront ja-
mais alteindre Ay, 4,,...; donc'équilibre sera stable.

1V. — APPLICATION DES THEORIES PRECEDENTES.

309. Nous allons maintenant éclaircir les théories ex-
posées dans les paragraphes précédents, en les appli-
quant & quelques exemples.

Balance. — La balance se compose, comme 1'on sait,
d’un corps solide assujetti & tourner autour d'un axe fixe
{nous n’avons pas i examiner ici quelle est la forme la
plus convenable & donner & ce solide, nous renverrons
pour cet objet aux Traités de Physique). En deux points
de ce solide, sont placés des poids que I'on veut com-
parer lorsque ’équilibre est établi.

Cette comparaison ne peut se faire que si la balance sc
trouve dans une position d'équilibre stable, parce que les
positions d’équilibre iustable sont trop difficiles a réa-
liser dans la pratique. Le centre de gravité devra donc
étre le plus bas possible, ¢’est-2-dirve au-dessous de I'axe
de suspension {307),

I.a balance estun véritable pendule composé, les équa-
tions du pendule peuvent donc lui étre appliquées, et le
temps d’une petite oscillation sera donné par la for-

mule {280) L
[ — 4 \/i (a -+ -A-:) H
g a

a rcprésente dans cette formule la distance de 1'axe de
suspension au centre de gravité, k est le rayon de gira-
tiou de la balance, relatif au centre de gravité,

{1 est essentiel quc ¢ ne soit pas trop grand, afin que la
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. # ,
balance ne soit pas paresseuse, donc a + — devra étre
fa

rendu aussi petit que possible, & devra donc étre faible,
c¢’est-a-dire que la balance ue devra pas éire lourde. J.e

2

.. A2 . .
minimum de @ + — pour une valeur donnée de k a lica
a

lorsque

ou lorsque @ = £, ct alors

24

g

t—m

Il est impossible de prendre e = &, pour plusieurs rai-
sons. D’abord les poids suspendus aux extrémités de la
balance sont variables, ensuite la balance doit étre sen-
sible, ¢’est-a-dire changer notablement sa position d'¢-
quilibre lorsque I'un des poids qui lui sont appliqués
varie d'une petite quantité, Or, o désighant le momeut
de ce poids par rapport 4 I'axe de suspension, et P dési-
gnant le poids total de la balance ¢t de I'antre poids, on

devra avoir
p+ Pacoséd:=o;

§ représente, dans cetie formule, linclinaison de Ia
droite a sur I'horizon, En différentiant la formule précé.
dente, on a

ip — Pasingdd = o;

8
09— ¢

"7 Pasing

Pour que d9 soit considérable lorsque o est petit, il
faut que Pasind soit petit, ¢'est-a-dire que P, a, § soient
q petit, 1 s @y
petits. Nous avens déja vu que P devait étre aussi petit
ue possible; sind resle toujours inférieur a4 l'unité;
P 1 ] 3
1I. 15
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quant & a, on ne devra pas le prendre trop petit, sans
quoi ¢ serait trop grand, et la balance serait paresseuse.

Enfin, si I'on vent que d§ soit sensible pour un petit
poids additionnel, il faudra que dy varie rapidement avec
la variation de poids additionnel, et, par suite, il faudra
que le point d’attache du plateaau de la blance soit éloigné
du point de suspension. Toulefois il ne faut pas oublier
qu'en angmentant le bras de levier du poids additionnel,
on augmente aussi le moment d'inertie du fiéau et son
poids, ce qui nuit 4 la précision et rend 1a balance pa-
resseuse.

Prosiime, — Un point M est attiré par trois droites
fixes situées dans un méme plan en raison inverse du
carré de sa distance @ ces droites; trouver les positions
d’équilibre du point en question.

Soient a, b, ¢ les ¢61és du triangle formé par ces droites;
x, y, z les distances du point M aux droites a, b, c; -:- la
surface du triangle. On aura
{1) ax + by + ez =1,

Les forces qui sollicitent le point M peuvent étre repré-
seniges par

et U'équation du travail devient
Sz ) oz
aoxr N Bdy " 792 _

{2) = 7 2 0.
Mais (1} donne
(3) adr + bdy +~cdz —=o.

La méthode des muliiplicateurs donne

@ P

.;2_5_)\51:0, }—2+)\b:0, Z—’-{—)\L‘:O,
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et 'élimination de A fournit les équations de Véquilibre

axt by ez
) e
dquations auxquelles il faut joindre (1}, Les équations (4)
représentent des systémes de droites concourantes et pas-
sant par les sommets da triangle @, &, ¢. Je vais examiner
un cas intéressant, celui on 'on aurait

a b ¢
~ =

c'est-a-dire ou D'atiraction de chaque eété a, b, ¢ serait

proportionnelle 4 sa longucur, Dans ce cas, e systéme {4)
sc réduirait aux suivants:

{5) r— y= oz
{6) r—=—y=— 3,
(7) Ty
(8) = — o — oz

Les équations

r=y, y—3z, 5=
sout les équations des bissectrices intérieures du triangle;
=%y Y /=2 & ~—.x

sont les équations des bissecirices des angles extéricurs
du triangle ; en sorte que (5) représentera le centre du
cercle inserit, et (6}, (7), (8) représenterant les ceutres
des cercles exinscrits,

Pour gune les centres des cercles exinscrits satisfassent
4 la question, il faut admetire que I'action des cotés du
triangle {a, b, c) soit attractive lorsque le point M est
situé du coté de l'intérienr du triangle, et vépulsive dans
lc cas contraire. C'est & cette seule condition que la for-

15,
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mule {2) sera générale. Le travail est la dillérenticlie de
a & c ., L. ..

= —|—; + 73 cetle quantité est évidemment un minimuwm
pour le centre du cercle 1nscrit lorsque Ton suppose
I'action des cotés atiractive sur les points intéricurs an
triangle, et, par suite, Véquilibre est instable. Cet équi-
libre serait au contraire stable st Faction des cdiés éuait
répulsive sur les points intérieurs au triangle. En effet

. . ’ [ ;
alors la fonction des forces serait — (% + 5 —+ g) .

Lorsque le centre du cercle inserit est nne position
d’équilibre stable, les centres des cercles exinscrits sont
des positions d’équilibre instable, etwice versd.

V. — Formuvrrs pe Cavcay proumr LE CAS
OU [L N EXISTE PAS DE LIAISONS,

310, Cauchy a fait connaitre nne formule qui peut
étre considérée comme fondamentale en Physique mathé-
matique, et qui permet d'éerire les équations des petits
mouvements d'un systéme de points gni ne sont pas liés
les uns aux autres. {NVouveauxr Lxercices; Prague, Exer-
cices d’analyse et de Physique mathématique.)

Soient z, ¥, z les coordonnées dun point quelconque
du systéme; soit mg sa masse ct rf(r) la force intéricure
qui s'exerce eutre deux points situés a la distance r Uun
de T'autre, et dont les masses sont égales & I'unitd; soit
m la masse d'un point voisin du premier, ct dont les
coordonnées sont * + dx, y + dy, z + dz, en sorte gue

on ait
rio= dxt 4 gy P 422,

Soient enfin m, X, m, Y, m Z les composantes paralleles
anx axes de coordonnées, de la force extérienre qui solli-

IR
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<ite le point m; Vaction de m sar g est mmyr f(r), sa
projection sur Paxe des x est m, m f(r)dx, en sorte que
les équations de I'équilibre du point m, sont

[ X+ Zmfir)de —o,
{1} Y +Zmf(rldy = o,
{Z +Zmfir)éz=o.

Si l'on veut obtenir les équations du mouvement, il
suflira de joindre & X, Y, Z les composantes de la force
d’inertie du point i, rapportées a I'unité de masse.

Il y a intérét, comme nous l'avons déja dit, a prendre
des variables qui s’annulent dans la position d’équilibre;
aussi nous conserverons les notations x, y, z, et 2 + dx,
J 0y, z-4-0z pour désigner les positions d'¢quilibre des
molécules m, et m; nous représenterons par x =+ £, ¥+,
z+¢ les coordonnées du point m, a Fépoque 7, lorsque
le systéme aura, pour une cause quelcongue, été dérangé
de sa position d’équilibre. Nous supposerons £, #, ¢ in-
comparablement plus pelits que dx, ¢y, dz, en convenant
de négliger les premiéres quantités vis-a-vis des derniéres;
nous supposerons, en outre, que les quantités £, », ¢ ne
dépendent que de x, y, z et du temps ¢, Les coordonnées
du point m dans le mouvement seront

T4+ E4+d5 y4-9r+ntdn, z40z4%-4 8,

ou hien
{ dE
;;L—}-é‘r+E+ jz?.r—{——g(? +r£ +—(—;6‘x:’+...)---s
2( 2 \dx

et les équations (1) devront étre remplacées par

(r—p)(de +dE) —
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s désignant, pour abréger, la quantité dont r a augmenié
dans le mouvement. On a, du reste,

p == (8 438 )i - (Jy + 0a ' (Je - 0L — da? o Gyt 27,

ou bien, en négligeant les carrés et les produits de J%,
dn, 9¢,

h

GEdue + dndy -+ 648z
.

S8i 'on observe alors que f(r—+ p) est sensiblement ¢gal
3 £(r) ol () 0w f () LT (9 g g dy+ ¢ 32),
les formaules (3) pourront s'éerire, en négligeant le pro-

o
duit 9%. p,

X*%é—r-ﬁmlrf;r)é‘m—i—f(r)d‘g

Sir)

r

-+ (JE dz* -+ Jndy dr 4+ 8?;636';1:)] = o,

Si de ces équations on retranche les équations (1), et st
P'on observe que les forces extéricures X, Y, Z, telles que
la pesanteur, Iattraction des corps environnant le mi-
lieu, etc., ne changent pas de valeur pendant l¢ mouve-
ment, on aura

il

s

(3% S+ dn Oy Sr 484 3z ax)],

Si enfin, dans ces formules, on remplace di, dn, 3¢ par
leurs valeurs {2}, on obtient les équations linéaires des
petits mouvements. Si le systéme dont on étudie les petits
mouvements est un corps homogéne, et si I'on admet que
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les points matériels considérés soicut les centres d’action
des molécules de ce corps, Ia force f(r) sera sensiblement
nulle dés que r aura des valeurs un peu considérables.
Il faudra alors admettre que Zmf(r)dx, Tmf(r)dy,
Zmf(r)dz sont nulsy car, dans la somme Zmf(r)dx,
la quantité mox prend des valeurs égales et de signes
contraires ou a fort peu de chose prés, et lorsque la mo-
Iécule m est assez éloignée de m, pour ne plus avoir sa
symétrique dans le corps, f(r) est sensiblement nulle,
Une raison analogne 2 celle que nous venons de donner
montre que les termes tels que X f(r)dxdy,... sont
nuls, en sorte que, si I'on se borne aax termes du second
ordre dans les développements de 3%, dy, 9¢, et si Pon
pose

i 2 Xmf{r)drr=A,

%me———’(.r) dai== A,

12 fr(r)a\]az Aff,

. LImflr)ar=h,
(5} LZmfir)dyt—=W,
‘;'E mfli ) dxtdz' — B”,

1 Emf(r)dr=,
1Emfir)ba =,
\. tEmfir)datdyi=C",

les formules (4) se réduiront &

4t _ 4% n 8 ” K] ”
i dxﬁ(A_'"A dyn(B+c)+ZZ(C+BJ
. (LTI ) dr

dedy "' Tdrdz
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St V'on admet que le systéme soit constitué de la méme
maniére en tous sens, 11 fandra admettre que A=B=C,
que A'=B'=C’, et que A’==1"==C"; ¢’est le cas ordi-
naire des milienx non cristallisés. Dans ce cas, les for-
mules précédentes se simplifient et donnent

d?E dE d? Y diE ”

T ::sz(A—,LA’)—F —(A+A )+72 (A+ A"}
(6) d i ” dﬁc "
+2d.rd_yA +2dt2A !

Enfin ces formules se simplifient encore si 'on observe
qu'elles ne doivent point changer de forme quand on fait
tourner les axes antour de l'origine des coordonnées, o,
dy, 0z étant considérées comme des coordonnées prises
par rapport a trois axes rectangu]aires passant en my.
Posons

§x — da’ cosp — dy ' sing,

8y == &x' sing -+ 4y’ cosq.

On en tire

8t = §’ cos'e — 402" 8y cosPosing - G622 dy'? cos’ o sin’g
— 44=' 8y sin*p cosg + dy " sin'g.

En multipliant par mz, en sommant et en ayant égard aux
équations (5) et aux conditions A=B=C, A'=B'=C/,
A?=B"=C", on trouve

Af— A' cos’y 4+ GA"sin’g cos’e + A' sinfy.
Si l'on identifie ou si 'on fait ¢ == 45 degrés, il vient

A,__A’_._ 3Afl

ou A'—=3A"

2 2




QUATRIEME PARTIE. — CHAPITRE V. 233

Ainsi, au lien de {6), on peut écrire

d?gﬁ_‘d?z " d?; d!E .
{7) dn g\,
2\ Ty +d.cdz.)A ’

On pose ordinairement

de  dr dy  dy 4% d?n 4§
3 8= -= —_ — —— —_— -
(8) dr + dy + dz’ dr  dat - drdy + dreds’

etlon a, au lien de (7),

2 ds ) (dﬂg A*E diE
(9) { ar =2A" (A7) T T ap )

Nous désignerons par la notation A, la quantité

dre Ay dio

== A g
e R

M. Lamé 'appelle le parameétre différenticl du second
ordre de la _fonction p. Nous poserons ensuite 24" =14,
A 4+ A" =p; 2 et p seront alors denx constantes spéei-
fifues et caraciéristiques de chaque milieu homogéne, et
les équations (g) des petits mouvements prendront la
forme trés-simple

2
C;—f =1 ?,;_- + ndE,
d?n 5

{10) Tz’—:l@_‘"‘uﬁm’

g
dr g et

Les formules (10} sont démontrées d'une autre maniére
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dans le Traité de I'Elasticité dans les corps solides de
M. Lamé. Cauchy ne leur a pas donné cette forme, il
leur laisse le plus souvent toute leur généralité, parce
que son but est I'étude de la propagation de la lumiére
dans les milieux cristallisés : ainsi il ne fait pas A=TB....
Quoi qu'il en soit, les formules (ro) sont trés-utiles.
Elles trouvent lear application en optique, en acoustique
et dans la théorie de 'élasticité. § représente la dilata-
tion cubique du milieu dans lesenvirons du point x, y, 2.

dE .
En effet, —= dx est 'accroissement que prend la lon-
dx

da e,
gueur dx pendant le mouvement, - dyy — dz sont les

accroissements des longneurs dy et dz, en sorte que I'ac-
croissement du parallélépipéde de dimensions dzx, dy, dz,
serail

dg ) %
d. — d. — ik — .
( x4 o dr) (d_y -+ p dy) <dz +— dz) dedyds;

ou bien, en ne prenant que les termes du premier ordre
N ds iy df
e — —_— p—
dz’ r{)’7 dz’
dg  dy dt
—
dr dy dz
c’est-a-dire 9. C. Q.F. D,
Si Pon différentie la premiére équation {10} par rap-
port & x, la deuxiéme par rapporta y, la troisiéme par
rapport i 3, et si l'on ajoute, on trouve

4 [ b’ df?  df?
— = {A —_— e i
dae Ot pl kr!x“ - dy? - dz?)

Telle est I'equation du second ordre 4 laquelle satisfait
la dilatation cubique.
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¥I. — PriNcIPE DE LA SUPERPOSITION DES PETITS
MOUVEMENTS.

311. Nous avons vu que les équations des petits mou-
vements sont linéaires et qu’elles peuvent étre représen-
tées, dans le cas le plus général, par des équations de la
forme (voyez le paragraphe précédent)

dE
ot
d*y
-— —B
{0) di? ?
'k
lr&d4 —c

d !

]

A, B, C désignant des fonctions linéaires des dérivées
de &, n, & prises par rapport a x, ¥, z. 51 donc

(l) E:EI, N = iy t.,:Cu

(2) Eng N == ¥y gz;!)

désignent divers systémes d'intégrales des équations (o),
A cause de leur forme linéaire ces équations admetiront
encore I'intégrale

{a} P8 B+ &, n=xn4md., =0 -+L+..

Les intégrales (1), (2),... résultent de certaines hy-
pothéses faites sur les circonstances initiales du mouve-
ment, on, comme l'on dit, déperdent de certains ¢iats
initiaux; or 'intégrale () représente le mouvement ré-
sultant des mouvements particls représentés par les for-
mules (1), (2),..., et cela quelle que soit 'époque a laquelle
on considére le mouvement, c'est-i-dire en particulier
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a I'époque initiale; on peut donc énoncer le théoréme
suivant :

&I un systéme de points matériels est animé de petits
mouvements, le mouvement qu'tl possede est & chaque
instant le mouvement résultant des mouvements gu’au-
rait pris le systéme sous Uinfluence des circonstaces ini-
tiales qui auraient produit individuellement les mouve-
ments composants.

C’est dans ce théoréme que consiste le principe de la
superposition des petits mouvements dont on fait un usage
continuel en optique et en acoustique. Pour bien en sai-
sir le sens, il est néeessaire d'avoir recours a un exemple.

Je suppose qu'en ébranlant un point A du sysieme il se
propage un mouvement qui, au bout du temps £, soit re-
présenté en my par les formules

E:EI) N = My gitl;

cn ébranlant, au contraire, un point B, il se propage un
mouvement représenté en m, par les formules

EIEQ, N My L G

Je suppose maintenant que l'on ébranle & la fois les
points A et B, Le mouvement du point m,, qui, a l'in-
stant initial, était en repos, sera représenté par les for-
mules

E=E &, n=wn %, t=§ +&,

et sera le mouvement résultant des deux premiers, parce
quil satisfait anx éguations différentielles du mouve-
ment, et & I'époque initiale, aux circonstances initiales
du mouvement.

v m A
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&

VII. — MouveMENT DE L'AIR DANS UN TUYAU.

312. Nous supposerons quel'air sedéplace par tranches
perpendiculaires a Paxe du tuyau, en sorte que les molé-
cules, primitivement daus un méme plan perpendiculaire
a V'axe du tuyaun, y restent encore aprés un temps quel-
conque. Prenons le plan O (fig. 41, p. 202} pour plan
origine; soit OM = ». Considérons une tranche MN
d’épaisseur day donnons  la face M de cette tranche un
déplacement MM":u' la face N prendra un déplace-

ment NN' =« + dx, ensorte que l'on aura

d\
M/N' — MN - NN’ — MM’ == d& -+ u + I:' dx — 1,

ou bien

du dn
MN=—dr+ —ds=de{1+—).
d= dx

. d . .
On voit donc que d—u dx est la dilatation de la lon-
f

du . . o
guenr dzx; = sera done la dilatation de I'unité de lon-

gueur du tuyau. Ceci posé, en appelant p la densité ini-
tiale de lair, et p’ la densité &4 ’époque ¢ correspon-
dante au déplacement u, et en désignant par o la scction
droite du tayau, la loi de Mariotte nous donne la relation

di
pmd.r:p’m(l—f— )d::,
d'ot I'on ure

=5

- du
dx

. . du . .
La dilatation — est ordinairement faible; on peut
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. du ]
p—=r x——d.z: 3

. . du . .
en négligeant les puissances de e la pression qui s’exerce
ar

done éerire

par unité de surface & Pépoque ¢ sur le plan A, sera
proportionnelle & ¢'; on pent la représenter par a®s’, ou

, du
aP(l*d—)'

Ceci posé, considérons une tranche d’épaisseur dz.

p:’] r

Sur sa face antéricure il s’cxerce & l'époque f une pression

. du .
(IP(I"—ZK Wy

sur la face opposée nous tronvons la méme pression aug-
mentée de sa différenticlle, mais agissant en sens inverse,

, du d7ud
—upm I—Z —‘“i;-—z- x|y

. du . dru
— apw 1—-5 -+ a*pw o dx,

ou

ou bien

La force qui sollicite la tranche en question se réduit

4 la somme algébrique des pressions que nous venons de
caleuder, ou a

d?e

{1
e dx.

a’pm

La masse de la tranche est pmd.r, sa force d’inertie est

d’.r.
@

Pmdx,

v mas
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Péquation du mouvement de la tranche en question est

ainsl
d'u dut
a’wp = dx — wp ry dr,
ou bien
2 ; da dn
( e dr?  dr

Cette formule pouvait se déduire immédiatement des
formules de Cauchy, § IV, formule (10) : il suflisait, pour
cela, de faire v = 0, ¢ = 0 la premiére formule devenait

dE dt

2 = el g

L’intégrale générale de 1’équation (1) est, comme ’on
sait,

(2) u=rg{x -+ at) +d{xr— at),

9 et ¢ désignant deux fonctions arbitraires. Pour déter-
miner ces fonctions, il faut se donner les circonslances

e .. du
initiales du mouvement, c'est-a-dire la valeur de - el
axr

du . .

—; pour ¢=o, par exemple, ou, ce qui revient au
méme, Ja dilatation initiale ct la vitesse initiale de chaque
tranche. Soit done, pour £ =o,

de

d di

En différentiant la formule {(2), on a
du
dz
du
dt

=¢'(z +at) + {{z +at),

=a[(y'(z + ar) — §' (= — ar)].
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Sil'on faitz= o, il vient, en vertu des formules (3),

d’ott I'on tire

L'intégration fera alors connaitre ¢ (x) et g (x), ct Pon
alra

?(x}=?(°)+éf f('Z)JZ+£-‘;f F{z)dz,
@ 0
MmJ:MO}-Féfxf(ﬂdz“—;—afzmz;dz;

par suite, en changeant x en x -+ at et en x — af, puis
en tenant comple de la formule {2},

*—+at »x — gt
{4) u—_—ga(o)—l—x}z(o)-i—%(ﬁ Slzds +jo f(z)dz)

. Tt
- — F(z} dz.

2a T—al

Supposons, pour fixer les idées, que le tuyau soit il-
limiié davs les deux sens, et que 'on donne un petit
ébranlement circonscrit entre les limites x = 0 et x = 1 ;

d d
alors, pour t=o, u, i: = f(x) et (—E =F{(x) seront

nuls excepté pour o<Zx < 2. Si l'on fait alors ¢ = o,
x = o dans la formule (4}, on trouve

g(0) +4{o) =o,
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donc
X at x—af
(5) u:%[fo f(z)dz+fo f(z)dz]
I x—-at
-+ P F(z) dz.

Or f{z) et I(z), en vertu des formules (3), ne peuvent
avoir de valeur sensible que si z est compris entre o et 2.
Sil'on fait t = o0, x =}, la formule (5) donne

follf(z).dz =0;

ce qui est évident & prrori, car la dilatation totale est nulle
et f{z) est la dilatation correspondante & l'abscisse z.

Ceci posé, soit & une abscisse plus grande que Z. La
formule (5) pour {=o donnera u==o0. 8i l'on fait
croitre ¢, la premiére intégrale recevra des accroissements
nuls, car f{z) est nul pour x>>12; la seconde cessera
d’étre nulle pour x — at = 3; la troisiéme cessera d’étre
nulle dés que z pourra atteindre la valeur 4, c’est-A-dire
dés que 2 —at = 3. Donc le mouvement va se propager
dans le sens des abscisses positives et atteindra 'abscisse x
dés que

xr—X

r—at=>) on =
o

Le mouvement va donc se propager vers la droite avec
une vitesse a égale a la racine carrée de la pression di-

visée par la densité du gaz en mouvement.
Dés que x — at sera devenu plus petit que zéro, la
seconde intégrale nc contiendra plus que des éléments
nuls; quant & la troisiéme, elle prendra la valeur con-

stante

1 A
— F(z)dz.
2a J,

1I. 16
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Ainsi done la wanche x va se mouvoir depuis le temps

x—
=

: \ ’ x
- jusqu’a ’époque £=—; elle restera donc en

A . .
mouvement pendant le temps —» mais elle restera dépla-

cée et ne reviendra & sa position primitive, comme I'a
fait observer M. Duhamel, que st

fAF(z)dz:o.

A cause de la parfaite symétrie du tuyau, il est évident
que des phénoménes analogues se passeront a la gauche
de la partie éhranlée & Pépoque £ = o. Clest ce que 'on
peut constater en répétant la discussion que nous venons
de fairc, mais en supposant x négatif,

On donne le nom d’onde 4 un solide fictif en mouve-
ment et qui coinciderait i chaque instant avec la partie
du gaz qui se trouve ébranlée. Dans la question que nous
venons d’étudier, on peut dire que I'ébranlement initial
donne naissance & deux ondes qui se propagent avec une
méme vitesse et dans deux directions opposées.

Limitons maintenant notre tuyau au moyen d’une cloi-
son, et voyons Veffet produit sur I'onde par cette obtu-
ration dont nous supposerons I'abscisse égale a o, Au
point 0, on a pour x =0

du

dt ’

quel que soit ¢, ou, ce qui revient au méme,
¥iat) — ¥'(—ar) = o.

On peut donc écrire, en changeant at en z,

(6) 9 (s} =¥ (—z).
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Mais on a

l N

En changeant alors & en —x, on a en vertu de (6)

du
— - w’e’—-x—!—n{} -+ xfa'(ﬁ.ﬁ'.‘ ——(It)
i P

mmW {4 a — at) - 'z + at),

On a de méme

i
((d—,’:)_xzﬂﬂgo"[* xat)—V-—x—at ‘I}

4

e fl[\v(x — i) — ?f(‘r ol ”

.. . du ;
Ainsi la fonclion ~- aura deux valeurs dgales en deux
ox
. .. T . i
points symétziques par vapport i origine; la fonetion o
v : &

aura deux valeurs ¢gales et de signes contraires, en sorte
qu'a des distances égales de Uorigine se trouverout tou-
jours deux ondes identiques, dont P'une. bien entendu,
sera virtuelle, Lorsque 'onde veale vient renconuer le
foud du tuyau, une des ondes virtuelles vient le rencon-
trer aussi ct pénétre dans Uintérieur du tuyau @ elle de-
vient alors réelle; en sorte que I'effet d'une cloison dans
un tayan est de réfléchir onde comme si cette onde était
matérielle.

Si s:ous supposons le tuyau ouvert i l'ovigine, alors on

i . \ .
aura -;- == 0 Pour ¥ = o, parce que la pression a I'ori-
oL

gine est la pression normale de I’atmospliére; la dilata-
tion doit donc y &tre nulle. Or on a

({u% , (e
i — 9 (x + at) -+ Y |\.r---(1t),
16.

e m s
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et pour = o
0 = ¢ {at) + /(= ar).
On en conclut que 'on a généralement

¥(z) = — 4 (—2)

On a done
du ;
_— = —_ 3 L (N "R
(dx)_, ¢{—x+at) -+ Y {—x—at)

:-—\];’(.r— m) —_ cp’(x+ af},

(%),,:“[?'(""" +at) - (— z — at)]

ves

=a[—V{z—at)+¢'{z+at)].

On voit par 1 que, pour des valeurs &'z égales et de
signe contraire, ou qu'en des points également éloignés
de I'origine, la dilatation a des valeurs égales ct de signe
conlraire, en sorte que 'onde vrale semblera se réfléchir
sur l'origine; mais dans 'onde réfléchie, les vitesses des
moléeules seront Je signe countraire aux vitesses des mo-
lécules dans 'onde inecidente,

On voit, sans qu'il soit nécessaire d'insister sur ce
point, 'effet produit par une série d'¢branlements don-
nés en un méme point do tuyauy chacun d’eux donnera
naissance a une onde. 1l pourra se faire qu’uue onde
incidente rencontre une oade réfléchie; les mouvements
se composeront alors d’aprés les régles du principe de la
superposition des petits mouvements,

VIU. — UsAcE DES SERIES TRIGOKOWETIIQUES DANS L ETUDE
DU MOUVEMENT DE I.’Al[l DANS LES TUYAUX.

313. Nous allons maintenant montrer, sur un exemple
particulier, comment on peut étudier le mouvement de

v m A
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Vair dans un tuyaun limité. La mdthode dont nous allons
faire nsage est trés-féconde; elle s’applique dans un grand
nombre de questions de Physique mathématique. Le
principe de cctte méthode est dit & Danicl Bernouili,
Reprenons I équation

d*n diu

dE st i .

{1)
On y satisfait en posant

w== (A, cosnz 4+ Bysinne){C, cosnat 4~ D, sinrar),
et, plus généralement encore, en posant
{2) e=2X (Ancosnz <+ B, sinar) (C, cosnat + D, sinrat).

A, B, C,, D, désignent des constantes, et le signe X s'é-
tend & un nombre limité ou illimité de valeurs de n.
Supposons que l'on ait alfaire & un tnyau ouvert a
ses deux extrémilés. Complons les abscisses a partir de
Yune d'clles. Soit { la longueur du tayau, on aura :

di
Pour xr =0, — — o,
dx | .
ne ue soit &,
du quel q
Pour v =1{!, — —=o0,
dx

. e, . . du .

En effet, & Pextrémité du tuyau, la dilatation 7 dolt
X

étre nulle si T'on suppose la pression extérieure con-

stante. SiTon différentie alors la formule (2), on trouve

du

= Zn{— A.sinraw + B, cosrz) (C,cosnat - D, sinnat).
axr

Nous supposcrons cette derniére séric convergente, et
les caleuls faits jusqu'ici seront légilimes. Si l'on fait
J g
x==0 et xr=1dans cette formule, on a
0 = Z nB,(C, cosnat -+~ D, sinnat),

o:=3n(— A,sinnl -+ B,cosnl}{C,cosnar + D,sinnat).
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On satisfera a ces équations en prenant

B.—=o0, smri—o,

ou bien

nl—=in, n—

{ désignant un entier quelconque.
La formule {2) devient alors, ¢n changeant indice 7

en i,

inx

T imat . imaty
(3) n= D cos - (C,‘COST‘-T —+ Dy sin ”rla ) .

La fonetion u ainsi déterminée satisfera a la queslion.
C; et D, e sont assujettis 4 d’autre condilion qu’a rendre
la série précédente convergente, ainsi que ses dérivdes.
On achévera de les déterminer en se donnant 'é¢branle-

e

P T du
ment initial, ¢’est-a-dire les vale Lde - pour

t = o dans toute I'étendue du tuyau. Soit donc

dr ,
7 = Fix)

t—o.
. o) pour 0
dx

On 1, entre les limites o et I (voir le Trairé d’analyse
de M. Duhamel, p. 185, 2° vol., ou bien ma Thévrie des
résidus, p. 156),

):;Esinwrf S{=) sm~——d’;,
F(Tj:’_.fc: Fla da—-}—lZLOS——-—f cos-?:!..c,

IR




QUATRIiBME PARTIE. —- CHAPITRE V. 24']

En différentiant alors la formule (3} par rapport & t et
a x, on trouvera

@

du amw . imxy imat irar
—_——= zcos—l— Csm——+—Dcos 7 )

dt { {

3
Z—(Sm——(c 05-——:—-1-1), Sin 'rrla)'

Silonfaitt=o0, on a

Si I'on compare ces formules avec les {formules (4), on
en conclut

I ,
amiD;— zf F(«) cos?-%rE da,
0

1 .
-.-riC,-:-:zf f(a)sin‘-:fda.
4]

Si Pon tire les valeurs de C; et D; pour les porter dans (3),
on a

u_z-—cos———cosﬂf Sla sm——dfx
(5) .

. . 1 .
2 inx ., tmal T
-+ — cos—— sin — F[rx)cosLda.
Z A L

aiT
]

Cette équation satisfait anx conditions initiales données;
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elle renferme, comme 'on voit, les fonctions arbitraires

S} et Fa).

On admet généralement que le son que I'on tire des
tuyaux est dix aux petits mouvements de 1’air contenu
dans ces tuyaux. Les divers termes de la série {4) con-
stituent des solutions particuliéres du probléme qui nous
occupe. On donne le nom de mouvements simples i ceux
qui se trouvent représentés par les solutions en question.
i nous considérons 'un d’eux, il est représenté par une
équation de la forme
inat iz . irmat

o —=A ——— S ——+
; u oz €os ~7— sin —

Imx
= A COs - COs

Si Pon considére la premiére de ces équations par exem-
ple, on voit que u s’annule, quel que soit 7, pour

2p + 1
PR il — 1,
21
p désignant un entier quelconque compris entre o et i,
Les tranches qui ont pour abscisses

I 3! 2§ —1

—_ —yer ey

T2 —
27 2 2

restent en repos et portent le nom de neocuds; au milien
de I'intervalle compris entre deux nceuds, u atteint son
maximum; on donne aux tranches corrcspondantes le
nom de ventres.

La vitesse du mouvement simple que nous venons de
considérer est fournie par la formule

du Aivra inx , inat
- = —— COS —— 51N
dt ¢ Z
. I 21 31 .
La vitesse s'anpule pour t—o0, —, —, —,..+y et varie

ai ai’ ai
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comme les ordonnées d'une sinusoide, cn chaque point
du tuyau, cxcepté vers les neeuds on elle est toujours
nulle; chaque tranche repasse au méme point, et avee la

N . N , .2l
méme vitesse, apres un lemps éeal a — : ce temps est oe
» Ap © e

que 'on appelle la duréde d'une wibration compléte. 8i
I'on désigne par v le nombre de vibrations exécutées en
une seconde, on a

ai

¢ = 2_1'
Cette formule permet de calculer v quand on connail a,
Z, 1, et réciproquement, si I'on counait le nombre des
neeuds d'un tuyau 7, le nombre des vibrations v et la
fongueur Z, on peut calculer Ja vitesse du son a. On
admet généralement que la hauteur du son est mesurée
par le nombre v, Le timbre était resté inexpliqué jusqu’a
présent, mais M. Helmholiz a démontré expérimentale-
ment que e timbre provenait de la simultanéité de plu-
sicurs sons, dont un seul était assez intense pour étre
apprécié isolément en hauteur, ou, si I'on vent, de la
superposition des petits mouvements dus a plusicurs sons.
Euler avait déja songé & expliquer le timbre de cette facon
en annong¢ant qu’il dépendait de la nature des fonctions
que nous avons appelées I et £. Enfin 'intensité du son
dépend de I'amplitude des vibrations, ¢’cst-a-dire du coef-
fictent A,

Lorsque plusieurs mouvements simples ont lieu simul-
tanément, c'est-a-dire lorsque 'on considére plusicurs
termes dans la série (4) avec des cocflicients qui ne soient
pas pav trop différents les uns des autres, 'oreille peut
saisir la simultanéité de ces mouvements, et 'on entend
alors ce que I'on appelle des harmoniques.

Nous ne pousserons pas plus loin I'étude intéressante
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du monvement de Pair dans Ies tuyaux; nous renver-
roms, pour plus de développements, aux Traités de Phy-
sique et & divers Mémoires de M. Dubamel insérés dans

le Journal de I’Ecole Polytechnique.

IX. — MOUVEMENT DE LA CORDE VIBRANTE,

314. Considérons une corde tenduc entre deux points
A et B (fig. 43); écartons-la un peu de sa position d’équi-

Fig. 43.

al

¥

libre; abandonnons-la ensuite 4 elle-méme, et proposons-
nous d’étudier son mouvement,

Prenous la direction AB pour axe des x, plagons I'ori-
gine en A, et désignons par £, », ¢ les coordonnées rec-
tangulaires de la position M occupée par le point qui
dans P'éiat d'équilibre se trouve en Nj soit AN == x et
AB =1 Nous supposons bien entcndu la corde assez
mince pour pouvoir étre assimilée a une ligne mathéma-
tique, sans qu’il en résulte d'erreur grossiére dans les
calculs.

Si nous désignons par E le cocflicient d'élasticité de la
corde, par w sa section, par dx un élément NN’ de la
corde pris a Vétat d'équilibre, par MM’ = ds ce que de-
vient U'élément die 4 Pépoque t pendant le mouvement,
par 7 la tension de la corde 4 I'état statique, la tension T
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de Vélément ds & D'état dynamique sera donnée par la

formule
Eo(ds — dx}
S LN

T=—=< e

E désignant le coeflicient d’élasticité de la corde. Nous
savons, en effet, que Daccroissement de tension d'un
fil da a un accroissement de longuenr ds — dx de ce
fil est proportionuel i cet accroissement de longueur, 4
la section dufil et A I'inverse de la longueur primitive de

. o .. de
ce fil. Or ds est sensiblement égal 4 sa projection o dx
il

sur 'axe des z, en sorte que l'on a
dE
T—=r+Ew|——1]-
dx

Ceci posé, considérons les forces qui sollicitent un élé-
ment de il NN’ = dx a I'éiat dynamique, lorsqu'il se
trouve dans la position M’M; a 'une des extrémités, on
a la tension T' dont les projections sur les axes sont

d dy di

—T ‘—E: — T —T—=:

ds ds ds
a I'autre extrémité, on a la méme tension augmentée de
sa différentielle agissant en sens inverse; ¢lle a pour pro-

jections
dE dE e n i dg
2 = T — — — T —.
Tds+de.s', Ids‘+dTrls, Tds+‘Tds

La pesanteur est négligeable vis-a-vis de ces forces. La
résultante des forces dont nous avons & tenir compte a
donc pour projections

df
'd_s}

a2 di
ar®,  arZt.
s

d
T ds
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di . R , .
Or d—"’ est sensiblement égal a 1, car la corde déformée
5

s'est par hypothése peu éeartée de sa position initiale.
Donc on peut poser

d Iz
(1) dT;_.dT Bo Edr,

dy dr
peut étre remplacé par —— - 7 + On a donc

dn d dy dz
% —[*+ E“’(a*‘)];;; s’

g+ dE \ .. s ., dx,
Mais - est trés-voisin de 'unité, 7 également; en sorie
T 5
que L'on a & pen prés

n i dn dn
e — =T ——dxr.
(2] T5= 0 T

On aurait de méme

(3) atdt_ 2

o d S —dx.

La massede ’élément dx est le produit de son volume w da
par la masse spécifique du fil. 8i Y'on désigne par A la

g a .o
densité de ce fil, = sera sa masse spécifique, et alors la
&

. Awdx
masse de 1’élément dx sera

; les composantes de sa

o3

force d’'inertie seront

Awdr d*f  Awdz d' Andz, dit
g ar’ g dar’ g dr

Si Ton se reporte alors aux formules (1), (2), (3}, qui
donnent les projections des forces qui sollicitent I'élé-
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ment dx, on aura pour équations du mouvement

Awdr d?E dE
g dE L
Swdr dn dznd
g drr R R
dodr d*f__di,
g df dr “

c'est-a-dire

ﬂué_Eg‘ d?E dQn__rg diy d’C_‘rg a2

B) =i =% s’ dp —wads’ db o dE

On serait arrivé i des formules du méme genre en partant

des équations de Cauchy {307) :

d*E ,dﬁ_l_ A
T h —

dt* dxr pA:E,
din [
;l—t;f)ﬁ(—t;—kp-.ﬁzﬂ,
dit a8

— ==k — - p AL
aF g Tt

En y supposant y = 0, z = o, elles deviennent en effet

dg Ag
- o= —_
(a) @ T
din d?r,
{&) ‘{[Fgf* dzt’
. d¥  d't
() T

Les équations de la corde vibrante sont, comme 1'on voit,
de la méme forme que celles du mouvement de Vair dans
un tuyau. L’équation (@) fait connaitre le mouvement de
Ya corde dans le sens de sa longueur ou ses wibrations
longitudinales ; les équations (b) et {¢) font connaitre ses
wibrations tranversales.
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Pour intégrer les équations de la corde vibrante, nous
donnerons la forme initiale de 1a corde, ¢’est-a-dire les
équations de la corde déformée a I'époque ¢ = o. Soient

(5) Esglo), = ple) C=br)
ces équations; on a de plus

df dn d

(6) E—O’ E 0, 5:

pour t = o; et en désignant par / la longueur de la corde

() df dn o dg
L = @Y a=
quel que soit ¢ pour x =o et x =/,
. Eg , .
Si nous posons —2 = a*, '8 5%, les équations (4)

A wA
prendront la forme

din _dm A% A

de T A ar T U de ad dat

+

On satisfait a la premiére de ces formules en prenant

£ —{Ascosnx 4 B, sinnx) (G, cosnat + D, sinnat).

Mais alors on a

il

= {A.cosnx + B,sinnx)na{— Cysinrat + D, cosnat).
¢

Mais en vertu de (7), si l'on fait x — 0 ou x =1, cette
quantité doit s'annuler. Donc A, —o et nd = im, i dé-
signant un entier. Nous prendrons, en conséquence,

)

)

i . inx irat . imat
n-=— et E:sm—-(C,-cos—--i—D,-sm )

{ {
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I est clair que 'on pourra encore prendre

< irat , imat
frmte — D; H
13 Zsm 7 (C cos 7 -+ D; sin ; ) :

X

mais on déduit de celte formule

) ] ¢
(—c__z'sml—ﬁfﬁ( C; sm”’l —+ D; cos”-;ir )

5i Von fait £ = o, 1l vient, en vertu de {6),

L imx imu inaf
0= D;sin —— —— cos ——-
Z ‘ { { !

On satisfera 2 cette formule en prenant D, = o, il reste
alors

. L irat
g:ZC;.sm—E-cos T

Sil'on fait £ = o, on doit avoir, en vertu des formules (5),

4 L ima
) ‘—Z C; sin -

et ccla entre les limites o et { senlement; mats entre ces
limites, on a

2 L imx L iwe
X)) =~ SIN —— 510 —— do.
ole) =7 Xysin = | ola)sin7 da
I
On satisfera donc 4 1a question en prenant

I ,
Ce = %f ?(m)sinfiﬁdﬁ;
L]

et ’on aura ainsi finalement

1 ,
imat L Ima
E— E -l—sm—cns ; I} pla) Slana.
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De méme on trouverait

, . i .
2 . imx iwht . ima
n—= E 7 sim —— cos £ ¥ () sin —— dey

2 irr inbt
= —sm—cs fq; sn—dcz.

{

£, 0, & sont, comme I'on voit, des fonctions périodiques
du temps. 5i 'on considére I'un des mouvements simples
que la corde est susceplible de prendre, ce mouvement
sera donuné par les formules

imat

. imx
& — Asin wE cos 9

imm imbt
»— B sin — cos il »
i {
) . imx inht
t=—=0C sm—l—cos—l—-

zi . s g [
Lorsque - est enticr, c'est-a-dire lorsque - divise 7,
£

£, %, & sont nuls, quel que soit 2. Aux points correspon-
dant aux abscisses que 'on trouve ainsi, il n’y a pas de
mouvement; ces points sont des neeuds, Enwre denx
neends et au milieu de feur intervalle, £, v, & atteiguent
leurs valeurs maxima. Les points correspondants por-
lent le nom de ventres.,

tor . . 2!
La période du mouvement est égale i — pour la fone-

tion 7 ; elleest = pour les fonctions n et £. Ces périodes

sont les temps d une vibration longitudinale et le temps
d’une vibration transversale. 81 'on désigne alors par
N et N'les nombres de vibrations longitudinales et trans-
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1

versales exéeutds en une seconde, on a

ai bi
N—_— N——
2l 21
i fE . i /% N [E
N=aV2 Y=V vV~
EXERCICES.

I. Un pelygene plan formé de tiges articulées rigides est lel, que
chaque sommet repousse tous les autres avec une force aui varie
proportionnellement & la distance; trouver les positions d'équilibre
de ce polygone, et décider si ces positions sont des positions d’équi-
libre stable ou instable. {Examiner le cas on les cdiés du polyzone
sont ¢gaux.)

11. Fiudier les petils mouvements d'un liguide pesant contenu
dans un tobe vertical de forme circulaire. {On supposera que les
molécules liquides possédent Ja méme vitesse dans une méme tranche
normale au tube.)

ilf. Un point matériel pesant se trouve placé sur un cercle qui
tourne d'un mouvement uniforme autour d'un axe vertical ou incliné
sur Vhorizon; on suppose que Paxe de rotation passo par le centre
du cercle. Existe-t-il pour le point mobile des positions d’équilibre
relatif? Ces positions sont-elles stables? sont-elles instables?

IV. Un il élastique fix¢ 4 une de svs extrémilés est tendu par un
poids p. On propose d’¢tudier les petils mouvements de ce systéme
lorsque T'on communigue aa poids p une vilesse verticale p. On
admettra, relativement a la force élastique développée dans le mou-
vement, les lois qui ont servi de point de départ dans la théorie de
la vibration des cordes.

V. Tousles élémenis d'un cercle sont atlirés par deux points fixes
situés dans son plan; trouver les positions d’¢quilibre stable et in-
stable de ce cercle. On supposera attraction : 1° constante, 2° pro-
proportionnelle 4 la distance.

V1. La chaineite cst-elle une position d'équiiibre stable pour un
fil pesant [ix8 & sos deux extrémités ?

VIL Ltudier les positions d'équilibre d’'un point sollicité par les
faces d’un tétraégdre proporticnnellement a 'étendue de ces faces et
en raison inverse du carré de sa distance aux laces en question.

e

11, 17
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CHAPITRE VI

APPLICATION DES PRINCIPES DE LA MECANIQUE RATIONNELLE
A LA THEORIE DES MACIINES (*}.

I. — CoNSIDERATIONS GENERALES.

315, Le principe des forces vives fait connaitre une
des intégrales du mouvement, et I'on peut dire celle qu’il
importe le plus de connaitre, celle qui intéresse au plus
haut degré les praticiens. Dureste, la plupart des machines
employées dans }Vindustrie sont des systémes a liaisons
compléies, ct Von concoit alors que le principe des forces
vives suflise pour faire connaitre toutes les circonstances
du mouvement.

Une machine est un appareil destiné a4 produire unc
certaine quantité de travail industriel; ce travail consiste
toujours en un déplacement de points matériels. Les
points déplacés exercent sur la machine une pression en
sens inverse du mouvement qu’ils prennent, et par suite
le résuliat du travaid industriel se tradunit par un travail
mécanique négalif produit sur certains points de la ma-
chine : ce travail porte le nom de travail utile.

La machine elle-méme recoit son mouvement de Pac-

(*) Nous prions Je lecteur de ne pas regarder ee Chapitre comme un
cours de Machines; nous avons simplement développé quelques appli-
cations des principes de la Méeanique rationnelle exposés dans cet Qu-
vrage.
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tion de points extéricurs; ces points excereent des pres-
sions sur la machine, dont certains poinis A, A/, A”, ..
se meuvent dans le sens de ces pressions. Il en résulte un
travail mécanique positif produit en A, A", A”,...: on
lui donne le nom de travail moteur.

Toute machine est er outre soumise a 'action d'un
certain nombre de forces qui produisent un travail néga-
tif. On donne & ce travail le nom de travail nuisible; il
est produic par les frotiements, la résistance des milicux,
la raideur des cordes, ete,

Enfin d’autres forces, telles que élasticité des maté-
riaux qui composent la machine, les forces prodaites par
le choe, la pesanteur, 'attraction de cerlaines masses,
produisent un certain travail, tantdt positif, tanidt néga-
tif, et que nous désignons par =6, Nous désignerons
par ‘U, le travail moteur, par — T, le travail ulile, et
par — T, le travail nuisible. Soient vla vitessed'un pointm
de la machine a I'époque 1, vy sa vitesse 4 I'époque ini-
tiale 7, : le principe des forces vives fournira I'équation

i ¢ vl
{1} Z —2#1-53:.:'[,,,»Tu~ﬂT”i®.

2

vy el v restent ordinairement compris entre certaines
Hmites qu'il importe de ne pas dépasser peur ne pas dé-
tériorer la machine, tandis que T,,, T, T, eroissent in-
définiment, en sorte que équation précédente peut se
réduire 4 peu prés a

0o=T,— T,—T,*+ 6.

me?

2
L. o
En négligeant les terwes 2 , 2 m —zﬁa dont 1a valeny

2
reste finie, on tire de la formule précédente

{2) T,=T,—T,= 6.
17.

IR
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Or jedis que le terme © pent étre négligé dans cette for-
mule. En eflet, les forces élastiques produisent des Lra-
vaux qui, pendant le temps d'une demi-oscillation de la
machine, sont négaltifs, et qui, dans la demi-oscillation
suivante, sont égaux et de signe contraire aux Iravaux
précédents : donc la partie de @ relative aux forces élas-
tiques pourra généralement éire négligée comme finie
vis-a-vis de T, T,, T.. Toutefois, les matériaux de la
machine ne sont pas parfaitement élastiques : dans la
période de déformation, le travail des forces élastiques est
négatif; dans la période inverse, la valeur absolue du
travail est un peu moins grande que dans la premiére pé-
riode, en sorte que les forces élastiques engendrent réel-
lement un travail négatif. Maintenant que nous avons
reconnu son signe, nous le supposons contenu dans T,

Soit H la plus grande distance verticale que peut dé-
crire le centre de gravité de la machine, le travail de ia
pesanteur sur la machine sera inférieur & PH, P dési-
gnant le poids total de la machine. Le travail de la pesan-
teur reste donc toujours fini.

Si T'on désigne par p la masse d'un point agissant a
distance de la machine, par m la massc d’'un point de la
machine, par a, b, ¢ les coordonnées du point g pris par
rapport & trois axes rectangulaires, par x, y, z les coor-
données du point m, le travail des forces attractives ou
répulsives provenanl des masses estérieures sera de la
forme

(&) Sfmuflr)=[(a—w)de -+ (b—y)dy +(c—2) ds].

g f (r) représente dans cette formule Taction mutuelle
des masses ¢ et & la distance r, on

o =y b=y e =37,
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Soit F le maximum de f(r} dans les limites entre les-
quelles r peut varier, 'expression {A) restera inféricure &

FEmp [{cos{r, #) dz + cos(r,y ]+ cos(r, 2) dz],

ou bien, & fortiors, a
P
FoM(X+Y+7),

M désignant la masse totale Zp, X la différence des
limites extrémes entre lesquelles a peut varier, Y la dif-
férence des limites extrémes entre lesquelles y peut varier,
et Z la différence des limites extrémes entre lesquelles z
peut varier. Le travail des masses attirantes est donc finl.
Par suite, © disparaitra devant les termes T, T, T,
qui, dans Péquation (2}, disparaissent avec le temps.
Cette formule (2) devient alors

Ty=Tn— Ta.

Cette formule montre que si T, ne croit pas indéfini-
ment, T, reste forcément fini et inférieur a T,,, ce qui
prouve I'impossibilité du mouvement perpétuel, c'est-
a-dire d'nne machine capable de produire un travail in-
dustriel sans qu'il soit nécessaire de faire intervenir sur
cette machine d’autres forces.extérieures que les forces

. . . . . T T
résistantes qui produisent le travail utile. T—“ ou I — -f,f
m m

est ce que Von appelle le rendement de 1a machine; ce
rendement est toujours inféricur a I'unité, mais la ma-
chine, toutes choses égales d’ailleurs, est d’antant meiileure
que son rendement est plus voisin de I'unité.

On a donné le nom de kilogrammeétre au travail pro-
duit par un poids de 1 kilogramme tombant de 1 métre de
hauteur; on prend pour unité de travail, dans I'industrie,
le cheval-vapeur, qui est un travail de 75 kilogramméires
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par seconde. Ainsi, une machine de 10 clicvaux est une
machive capable de produire dix fois 55 kilogrammétres
en une seconde, ou, si I'on veut, d’élever en une seconde
=50 kilogramines 4 1 méire de hauteur.

II. — ConniTionNs pE L'ETABLISSEMENT D UNE BONNE
MACHINE.

316. Une machine se compose : 1° d’un récepteur ou
machine motrice qui recoit U'action des forces motrices,
lesquelles produisent le travail moteur; le moleur est
Pagent d’ott émanent les forces motrices ¢’est une chute
d’eau, la chaleur, un moteur animé, etc.; les machines
motrices sont ou des roues hydrauliques, ou des machines
a vapeur, cte.; 2° de Voutdl : ¢’estla partie de la machine
qui produit le (ravail industriel (lamineirs, marteaux,
meules, machines a tisser, ete.} 3 3° de la communication
de mouvement : c’estla partie qui sert a relier I'outil ou
les outils a la machine motrice.

La qualité d'unc machine dépendra de son prix, du
prix de son entretien, etc., mais surtont de son rende-
ment et de sa durée. La durée de la machine sera d’autant
plus grande, que les chocs, les vibrations ct les frotte-
ments seront moins considérables; les chocs et les vibra-
tions déforment les pitces et les rendent cassantes, les
frottements les usent. Il est trés-remarquable que ces
causes, qui diminuent la durée d’une machine, angmen-
tent aussi le travail nuisible T, ct diminuent le ren-
dement.

Reprenons la formule (1), Lorsque la machine est mise
en train, v, cst nul, et la formule (1} se réduit a

ot
Zm ;:Tm_‘Tu_Tu:t@p

v mas




QUATRIEME PARTIE., — CHAPITRE YI. 263
d’ot1 'on tire

v'l
_ = a4
T, — E m 5 T, + T, =0.

Cette formule montre que, pour la facilité de la mise
en train, il ne faut pas faire travailler la machine; on
diminue ainsi le second membre de I'équation de T, : il
faut également que @ soit le plus petit possible; or la
machine, partant du repos, était primitivement dans une
position d’équilibre stable ; son centre de gravité ctait le
plus bas possible (303). Le travail de la pesanteur va
donc étre négatif, puisque le centre de gravité vas’clever:
il faudra donc¢ diminuer autant qu'on le pourra le poids
des organes et s'efforcer de donner a 1a machine des mou-
vements tels, que son centre de gravité se déplace le moins
possible.

Nous ne parlerons point de l'action des masses atti-
rantes, elle est négligeable; et si nous en avons parlé,
¢’était pour pouvoir démontrer I'impossibilité du mouve-
ment perpétuel dans les machines dans lesquelles on fait
intervenir les aimants.

Lorsque la machine est en train, si l'on considére deux
instants différents, on aura

p? vy
Zm;—ZmZ_Tm—Tu—TRi@.

Cette équation montre que si le premier membre
v e, . 1 . ..
2 m— —2 m-%, ¢'est-a-dire si la variation de la foree
2 2

vive est peu considérable, T, pourra conserver une valeur
& peu prés constante {pourvu toutefois que le travail de
la pesanteur O soit faible) pour un méme travail utile T,.
8i, depuis I'époque 7, jusqu'a I'époque t, le centre de
gravité de la machine s’abaisse, == @ sera positif; il faudra
alors tacher que Zmv® —Zmy] soit positif dans cette
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période plutdl que dans la période pendant laquelle
Zmy*— T me? serait négatif, Toutefois, si 'on pouvait
réduire @ et Zmy* —Zmv! a o, c'est-a-dire faire mouvoir
le centre de gravité de la machine dans un plan horizontal
et obtenir un mouvement uniforme, cela n'en vaudrait
que mieux, parce que les variations de vitesse produisent
des variations dans la valeur des forces d'inertie, et par
suitc dans les tensions des organcs de la machine, Ces
variations de tensions occasionnent des vibrations qui
se iraduisent en travail nuisible, comme nous Pavons
déja dit.

Le travail nuisible T, doit étre diminué autant que
possible, car le rendement est d’autant plus grand que T,
est plus petit. On diminuera T, en simplifiant les trans-
missions de mouvement, parce que, ainsi, 'on diminuera
I'étendue des surfaces en contact et par saite les frotie-
ments; on diminuera les piéces vibrantes, et enfin le
nombre des chocs. Enfin on diminuera T, en graissant
les parties frottantes, en diminuant leur étendue, etc.;
lorsque des piéces seront assujetties & se mouvoir dans
P'eau, on diminuera la résistance de ce fluide en évitant
de donner aux points des surfaces noyées une vitesse
normale 4 ces surfaces, enfin en diminuant leur nombre
et leur éiendue.

Remarque. — De cette discussion résulte un fait pa-
radoxal, mais pleinement confirmé par l'expérience.
Lorsque I'on cherche & pulvériser une substance, I'emploi
des meules sera généralement plus éeonomique et meilleur
que celui des pilons. En eflet, les pilons produiscnt des
chocs considérables sur des corps peu élastiques, d'ot
perte de travail ; pendant que le pilon travaille, le moteur
travaille aussi, mais en pure perte, puisqu’il n’agit pas
sur le pilon abandonné i son propre poids : les meules
ne sont soumises & aucun de ces inconvénients.
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III. — Des vorants,

317, Nous avons déja fait observer que la régularité
du mouvement était 'une des conditions de I’é1ablisse-
ment d’une bonne machine : on peut obtenir cette régu-
larité au moyen de volants. Les volants sont des roues
trés-grandes et trés-pesantes que I'on place sur des arbres
de la machine dont on veut régulariser l¢ mouvement. La
force vive du volant est égale i son moment d’inertie par
rapport 4 I'axe de rotation multiplié par le carré de sa
vitesse angulaire; si donc le moment d'inertie d'un vo-
lant est trés-grand pour une variation donnée de force
vive: T, —T,— T, =&, la variation de la vitesse an-
gulaire du volant sera petite, et par snite la variation
de la vitesse des organes de la machine sera elle-méme
petite.

Pour calculer les dimensions d'un volant, on se donne
les vitesses extrémes entre lesqueiles on consent de
faire varier sa vitesse angulaire. En désignant par
et w' ces vitesses extrémes, la variation maxima de la

. 1 , .
force vive du volant sera {»* — ™) =, I désignant son
2

. . . -k
moment d’inertie, ou bien {® —w') —— 1. Cetle va-
? 2

riation de force correspond 4 une variation donnée A
dans le travail moteur et dans le travail résistant. En

posant alors

(m_w,)i—Fm'

L=A,

on en déduitlle moment d'inertie du volant. On voit que
51 0 — w’ est trés-petity o -+ o' devra étre assez grand. I
y aura donc interét, pour ne pas trop augmenter les di-
mensions du volant, & placer cet appareil sur an arbre qui
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tourne avec rapidité. I éiaut connn, la forme du volant
comporte encore une grande indétermination, gue l'on
lévera en partie en faisant en sorte que le volant résiste
aux tensions et aux tractions dues aux forces d'inertie.

1V. — Dses REGULATEURS.

318. Aujourd’hui, on tend i abandonner les volants :
1° ces appareils absorbent une grande force vive et rendent
presque impossible I'arrét brusque d’une machine; 2°les
volants sont lourds, pésent sur les arbres et occasionnent
des frottements considérables, d’ott production de travail
nuisible; 3° ils ont enfin I'inconvénient de prendre
beaucoup de place et de présenter quelques dangers pour
la sécurité des ouvriers.

Les régulateurs ne présentent aucun de ces inconvé-
nients, et ils sont de plus d’'une installation facile. Nous
ne parlerons ici que des régulateurs a force centrifuge.

Un régulateur & force centrifuge se compose d’un

polygone ABCDE (fig. 44) formé de tiges articulées

Fig. 44.

en B, G, D; ce polygone est 1ié en A & un axe de rotation
vertical zz" mil par la machine. Ce polygone porte des
masses pesantes, et le point E peut se mouvoir verticale-
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ment par 'intermédiaire d’'un manchon qui embrasse
Paxe et peut glisser a frottement doux. Sous U'influence
de la force centrifuge, les points les plus éloignés de I'axe
tendent a s’écarter, le point E s’abaisse et agit sur un
levier qui modifie I'action du moteur. Dans une machine
a vapeur, par exemple, le levier en question ouvrira on
fermera une soupape qui donne accés & la vapeur. L'ac-
tion du moteur se trouvant diminuée, le point E va
s'élever, le levier agira en sens inverse sur la soupape
d’admission, et donnera plus d’acces a la vapeur.

On congoit ainsi comment un appareil de ce genre
peut servir i régulariser Paction du moteur, ct par suite
le mouvement méme de la machine.

Le premier régulaieur a force centrifuge a é1é construit
par Watt, Voici la disposition et la théorie trés-impar-
faite que I'on donnait autrefois de cet appareil.

Sur un axe AM ( fig. 45) lié 4 la machine se trouvent
articulées deux tiges symétriques AC portant en B deux

Fig. 45.

masses pesantes de poids p. Ces tiges sont articulées avec
deux autres tiges MC, articulées elles-mémes avec un
manchon M mobile le long de I'axe.
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SiT'on néglige la masse des tiges (ce qui n’est pas per-
mis dans une théorie bien faite), si I'on pose AB=1,
et si I'on désigne par w la vitesse angulaire de régime,
I'appareil devra étre en équilibre relatif quand la vitesse
sera .

Les senles forces agissant sur B sont la foree centrifuge
et le poids p; car la force centrifuge composée est nulle
dans le cas de l’équi‘]ibre relatif. La résultante des forces
en question devra alors éire dirigée suivant AC. 8i Pon

pose == MAC, la force cenurifuge sera ‘g w? [sina, sa com-

. . . 2 .
posante perpendiculaire 4 AC est L w2lsinacosa. La
5

composante de la force p, dans la méme direction, est
psina; on devra donc avoir

2 wilsinacos — psinz,
4
ou bien
w?!
= cOsx — 1.

On en conclut que, pour que I'appareil s¢ mette en
équilibre, il faut que

w2l
;;‘>l;

lorsque Z satisfera  cette condition, il existera un angle «
d’équilibre.

Remarquons que le résultat anquel nous arrivons est
indépendant du poids p. Ce résultat, pratiquement inad-
missible, montre que nous avons fait une mauvaise théo-
rie. Du reste, le régulateur de Watt présente un in-
convénient grave : il west pas Gsockrone. On dit qu'un
régulateur est isochrone lorsqu’il reste en équilibre dans
toutes ses positions, pourvu que ’on ait atteint la vitesse




QUATRIEME PARTIE. —— CHAPITRE VI. 269

angulaire w, qui convieut 4 la machine, ou witesse de
régime,

L’isochronisme est une condition importante a laquelle
doit satifaire un bon régulateur. En effet, lorsque la ma-
chine posséde sa vitesse de régime, elle fonctionne dans
de bonnes conditions. Au moment ot cette vitesse est at-
teinte, si le régulateur n’est pas en équilibre, il va fonc-
tionner; la vitesse cessera d’éure celle du régime, et il se
produira une série d’oscillations avant que la machine
puisse fonctionner régulierement : ces oscillations ne
se produiront pas si Pon posséde un régulateur iso-
chrone.

Divers moyens ont été proposés pour assurer 1'isochro-
nisme. M. Farcot en négligeant le poids des tiges,
M. Foucault & ’aide de tatonnements, parvinrent 4 don-
ner des régulateurs 4 peu prés isochrones, Mais c’est 4
M. Yvon Villarcean que Pon doit la premiére théoric
bien faite du régulateur a force centrifuge. M. Yvon Vil-
larceau a bien voulu metire son travail, encore inédit,
4 ma disposition, et je saisis cette occasion pour le re-
mercier,

L’analyse de cet habile géométre est trop longue pour
pouvoir étre donnée compléiement dans un Ouvrage di-
dactique. Je me bornerai a indiquer la marche qu'il a
suivie dans son travail,

Nous prendrons AB==FED —p, BC=CD=10{(fig. 44),
et nous désignerons par « I'angle CDB = DBC. Pour que
le régulateur soit isochrone, il faut qu'il soit en équilibre
relatif pour toutes les valeurs de « sous I'influence des
forces réelles et fictives qui le sollicitent. Ces forees sont :
1° Ia pression du levier qui s’exerce en Ej 2° le poids
des divers organes; 3° les forees centrifuges; 4° les forces
centrifuges composées. Mais il n’est pas nécessaire d’éva-
luer ces derniéres, qui disparuaissent de l’équation du tra-
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vail, puisqu’elles sont normales aux vitesses relatives de
leurs points d’application.

1° Soit m un point lié i BC; les coordonndes de ce
point, pris par rapport 4 Az’ et 4 AB, seront dela forme

prsin(e+f), p-treos{a—+ B);
le travail de la pesanteur sur ce point sera
— mgd.reos(z + f);
le travail de la force centrifuge sera
mursin{a +A B d.rsin{a -+ B).

2® Soit m’ un point lié 4 CD; ses coordonnées seront
de la forme

p -+ Ising +r'sin(a + '), p -+ Lcosa — r'eos (o -+ B).
Pour ce point m', le travail de la pesanteur sera
m'gd[leosa — 1’ cos[z + B8],

celui de la force centrifuge

m' o[ Isine 4 r'sin (« - f')} d{Isine + r'sin(z + 8],

3° Soit " un point 1ié 2 DE; le travail de lz pesantenr
sur ce point sera de la forme

2m” gdlcosa,

le travail de la force centrifuge sera nul.
4° Le travail de la pression du levier en E sera de la
forme

4o —d. lcosa,

B

N désignant la pression totale du levier et # le nombre
de systémes analogues au systétme ABCDE dont se com-
pose le régulateur (ces systémes sont ordinairement au
nombre de deux comme dans le régulateur de Watt, mais
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on a construit des régulateurs formés de trois systémes
analogues ).

En résumé, la somme des travaux de toutes les forces
qui agissent sur le régulateur est de la forme

Ay + Acosa + A,cos2a
r 4
- B;sina + B,sin2« ’

et pour que cette quantité soit nulle quel que soit «, il
faut, d’aprés un théoréme connu de calcul intégral, que

(13 A,=o0, A =0, Ar—o0, B,—o, By,=—o0.

On a ainsi les conditions de l'isochronisme. Les équa-
tions précédentes contiennent, comme indéterminées, les
poids et la forme des masses du régulateur, les dimen-
sions des tiges, la quantité p et les distances des masses
4 Yaxe zz'. Les indéterminées qui entrent dzns la ques-
tion sont ¢videmment en nombre illimité, et 'on peut
toujours satisfaire au systéme (1),

M. Viliarceau conseille de laisser sur le régufateur de
petites masses que Yon peut déplacer au moyen d'un pas
de vis, de manitre 4 pouvoir régler cet appareil, dans le
cas ot 'on aurait commis quelque erreur soit dans la dé-
termination de la inasse, soit dans la détermination du
moment d’inertie des diverses piéces.

Le lecteur qui voudrait approfondir I'étude des régula-
teurs devra counsulier le Mémoire de M. Villarceau, qui
ne tardera point a paraitre, nous l'espérons,

V. — Du FrouTEMENT.

319, L’expérience prouve que, lorsque I'on veul faire
glisser les surfaces planes de deux corps solides I'une
contre 1'autre, il faut appliquer a I'un d’eux une force
finic, tandis que, théoriquement, il ne devrait exister
aucune résistance au mouvement,

v m A
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La cause de ce phénomeéne n’est pas encore trés-bien
expliquée; quoi qu’il en soit, ne considérons qu'un simple
point matériel assujetti a sc mouvoir sur la surface d'un
solide naturel on sur une courbe tracée sur un solide
naturel; ce point ne se melira généralement pas en mou-
vement si on lui applique une force trés-petite tangen-
tiellement a la surface sur laquelle il repose. Soit F la
plus petite force tangentielle capable de produire le mou-
vement : la force égalc et directement opposée a I est ce
que l'on appelle le frottement au départ,

Pendant le mouvement, on constate que la résultante
de la force qui sollicite le point et de sa force d'inertie
r’est pas normale a la courbe; la composante tangentielle
de cette résultante prise en sens contraire est ce que 'on
appelle le frottement pendant le mouvement.

Nous admettons comme un fait expérimental que :

Le frottement d’un point matériel assujetli & demeu-
rer surla surface d’ un solide naturel est proportionnel
& la composante normale de la force qui sollicite ce
point matcriel.

Ainsi, en désignant par N la compesante normale de
{a force qui sollicite un point, et par F le frottement,
on a

F= N/f.
Le facteur f, qui reste constant pour un méme point
matériel en contact avec un méme solide homogéne, cst
ce que I'on appelle le coefficient de frotiement. Silon
se
pe S —=tange,
g est ce que 'on appelle 'angle de frottement.

On dit quelquefois que :

Le frottement est indépendant de Uétendue des sur-
faces en contact.
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Cette locution a besoin d’étre expliquée. Supposons
deux solides en conlact sulvant une surface plane d'éten-
due ». Soit P la résultante des pressions normales 4P,
agissant sur chaque éiément, la pression dP va produire
un frottement fd P dirigé en sens inverse du mouvement;
par suite, si le mouvement relatif des surfaces en contact
est une translation, larésultante des frottements sera ffd P
ou fP: il sera donc indépendant de la surface o, L'expé-
rience a vérifié cette proposition.

Lorsqu'un solide naturel est placé sur un autre solide
de facon & pouvoir rouler sur lui, on observe qu’il faut
généralement appliquer une force finie 4 ce solide pour
le faire rouler, ce qui s'explique en admettant que la
réaction du second solide sur le premier ne passe pas
par le point de contact, mais un peun en avant. La dis-
tance du point de contact au point d’application de la
réaction croit 4 mesure que la force qui tend a déplacer
le solide croit, jusqu’an moment ou le roulement com-
mence. A ce moment la distance en question a atteint
une valeur o que nous appellerons coeflicient de roule-
ment au départ. Lorsque le mouvement s’est produit, la
distance diminue brusquement et atteint une valeur ¢’
que l'on appelle coeficient de roulement pendant le
mouvenent,

Les lois sur le frottement et le roulement ont éié éLa-
blies expérimentalement par divers physiciens; les expé-
riences les plus célébres sur ce sujet sont celles de Cou-
lomb et de M. Morin. Nous ne décrirons pas ces expé-
riences bien connues du lecteur; nous ferons seulement
observer que les lois du frottement sont des lois appro-
chées, ct que l'on ne doit pas les appliuer dans des cas
singuliers, tels que le frotiement d'une lame tranchante.
ou d’un poingon sur uu autre corps, ete.

1. 18
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¥I. — Du prav invcLiweg (%),

320. Considérons une sphére O placée sur un plan
incliné AB, et simplement sollicitée par son poids. Nous
allons essayer de déterminer son mouvement. Soient f le
coefficient de frottement, ¢ le coeflicient de roulement,

Fig. 46.

8, & des quantités au plus égales a 1, R le rayon de la
sphére, { I'angle du plan incliné avee I'horizon, M la
masse de la sphére, et p. son moment d'inertie principal
relatif au point O.

Les forces qui sollicitent notre sphére sont : 1° son
poids M g; 2° la réaction du plan qui passe 4 la distance
6o du point A; 3° le frottement M g6’ fcosi qui agit tan-

gentiellement au plan,
Le centre de gravité de la sphére est donc sollicité au

mouvement le long du plan incliné par une force

Mg sini — Mg#' feosi,

(*) Terenouvelle ici Iobservation faite au commencement du Chapitre.
Je n'ai pas Vintention de faire une théorie, méme abrégée, des organes
des machines. En étudiant quelques mécanismes simples sans les classer,
j’ai pour but de mieux faire comprendre les principes de la Mécanique
rationnelle en les appliquant & des questions pratigues.
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et la sphérc elle-méme tendra 4 tourner autour de son
centre de gravité (47) sous V'influence d'un couple ayant
pour moment

Mgt feosi R — Mgcosi.af.

Si le roulement a lieu, on aura § =1, et I'équation du
mouvement sera, cn désignant par w la vitesse angulaire
de la sphére antour du point O (276),

dw Mgt feosi.R— Mgcosi.o i
dt t*

ou, en observani que u — g MR? (150),

dw b gcosi

(1) dr aR'

= (' fR — o).

Le mouvement effectif de la sphére, dans le temps de,
est une rotation autour de I'axe instantané qui passe au
point de contact A; ce mouvement peut étre rem-
placé par une rotation @ passant en O et par une transla-
tion Ruw (24, 29), en sorte que Ja vitesse du point O
sera Rw, et son mouvement sera donné par la formule

it .
MR Tt: — Mgsini — Mgt fcos!,
£

ou

o .
{2} R—E{?:gsmi—gﬂ’fcosi.

De ceute formule et de (1) on tire

5
(3) %E—lmfﬁ—-o-,_smrﬁefcos:,

et par suite

o Socosi -+ 2Rsini
o 1S Rceosi
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Pour que le roulement ait licu sans glissement, il faut
que ¢’ < 1, ou que

nSRecosi > 5ccosi + 2Rsini,
ou, si 'on veut,
7/R— 57> aR tangi.
Pour qu’il y ait glissement sans roulement, il faudrait

dw ,
que - = o, ou que, en prenant 6=,

JR —og0=o0.
On en tire
o= IR
a
On doit donc aveir
1< '}%1— ou g¢>>fR.

Celte formule n’est satisfaite pour aucun corps connu,
en sorte qu’'une bille placée sur un plan incliné roule
toujours. On pourrait craindre que, pour de trés-petites
spheres, il y ait glissement; mais nous rappellerons que
les lois du frottement ne s’appliquent pas aux cas singu-
liers de ce genre.

On verra facilement comment on peut modifier la
théorie précédente lorsque la sphére, au lieu d’étre sou-
mise & la seule action de son poids, est encore sollicitée
par une force constante quelconque,

VII. — Dv TrEvIL,

321. Le treuil est une machine composée de deux cy-
lindres ayant méme axe et invariablement liés l'un i
I'autre. Ces cylindres sont terminés par des tourillons,
consistant en cylindres plus petits qui reposent sur des
coussinets, c'est-a-dire sur la surface concave de cy-
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lindres creux de rayons & peu prés égaux a ceux des ton-
rillons.

Le treuil, comme l'on sait, est employé & divers usages,
et en particulier & Pextraction des minerais. A cet effet,
sur I'un des cylindres (nous verrons tout 4 'heure lequel )
on enroule une corde qui doit porter le minerai i extraire,
et l'on agit tangentiellement & la circonférence de I'autre
cylindre par divers moyens, de maniére a enrouler da-
vantage la corde sur le premier cylindre.

Représentons le treuil par une projection perpendicn-
laire 4 son axe. Soient P et Q les forces qui agissent tan-

Fig. 47.

gentiellement aux deux cylindres. Nous supposerons
que Q soit la résistance, c’est-a-dire le poids 4 soulever,
P sera alors I'effort qui tend 2 faire mouvoir le treuil.
Les forces qui agissent sur l'appareil sont : 1° les
forces P et Q3 2° le poids & du treuil; 3° les réactions
normales des coussinets ; 4° les frottements des tourillons
sur les coussinets. Les réactions normales se détermine-
ront d’aprés les régles de la Statique ; elles dépendront de
la position du centre de gravité du treuil. Ces réactions
sont faciles a calculer : nous les désignerons par N et N'.
Ceci posé, soient p et g les rayons des cylindres sur
lesquels agissent P et , et r le rayon des tourillons. Si
I'on suppose le mouvement uniforme et si 1’on désigne
par f'le coeflicient de frotiement relatif aux tourillons, le
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frottement produit sur les tourillons sera sur le premier
coussinet fN, sur le second fN’. Dans un déplacement
angulaire infiniment petit du, les travaux de ces frotie-
ments seront fNrda ct fN'rdx, en sorte que I'on aura,
pour Véquilibre des forces qui agissent sur le treuil,

Pp—Qg— fr(N+N}=o.

Le travail nuisible est ici — f7({N + N’). Pour le dimi-
nuer autant que possible, il faudra prendre r aussi petit
que I'on pourra, diminuver f par Uinterposition d'uu bon
enduit, diminuer N et N’ en diminuant le poids o du
treuil; enfin il faudra s'arranger de telle sorte que la ré~
sultante des forces P, 4Q, & soit minimaj; il y aura ainsi
avantage, si 'on peut, i faire agir la force P de bas en
haut en un point situé entre le point d’application de Q)
et le centre de gravité de 'appareil.

Si le treuil est destiné a soulever un poids considé-
rable, il faudra appliquer la force P au cylindre qui a
le plus grand rayon; on augmentera ainsi le travail Pp
de Ja force motrice. Toutefois, il ne faudra pas exagérer
la valeur du rapport p : ¢ pour ne pas trop ralentir le
mouvement du poids Q.

L'axe dn treuil a souvent une position verticale: le
treuil porte alors le nom de cabestan.

Pour le cabestan, 'équation du travail n’est pas la
méme que pour le trenil, parce que le frottement n’agit
plus de la méme facon. En effet, le treuil est alors ter-
miné & sa partie inférieure par un cylindre oun pivot qui
repose sur une plate-forme appelée crapaudine. Le frot-
tement des tourillons se calculera comme tout & 'heure;
guant aun frottement du pivot, il est facile a estimer. En
effet, décomposons le cercle de contact du pivot et de sa
crapaudine en é}éments infiniment petits pdfdp, p dési-
gnant la distance de I’élément au centre du cercle de con-
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tact et § l'angle que fait le rayon p avec un axe fixe.
Soient f'le coeflicient de frottement et Rle rayon du cercle
de contact; la pression totale est due au poids o du treutl,
et on peut admettre que la pression sur ’élément pdidp
est

pdl dp .

whRt’

le frottement correspondant est done

pdidp
o f R

le travail de ce frotiement dans le déplacement dx est

fp a’9dla

Par conséquent, le travail relatif 4 la totalité de la sur-
face de contact sera

27T l
d..c f tdpdf = —ij(—‘-

‘ﬂ'R2

On diminuera le travail du frottement en prenant R
trés-petit. Il ne faudrait cependant pas prendre R=o
et faire reposer le cabestan sur une pointe, parce que les
lois du frottement ne s'appliquent pas & ce cas, el parce
que I'appareil ne tarderait pas a se dégrader.

La théorie de la poulie se fait comme celle du treuil,
les deux appareils ne différant pas essentiellement 'un
de 'autre.

VIII. — Dvu rEviER.

322. Le levier est une machine qui a joudé un role
important dans I'histoire de la science. A proprement
parler, le levier est un solide assujetti 4 tourner autour
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d’'un axe fize. Les conditions d’équilibre d’un levier sont
tellement simples, que, dans les cours de Mécanique ra-
tionnelle, on en fait 4 peine mention. Toutefois le levier
intervenait souvent, comme moyen de démonstration,
dauns les théories des anciens : Archiméde surtout en a
tiré un trés-bon parti. {Lire & ce sujet le commence-
ment de la Mécanique analytique de Lagrange.)

Aujourd’hui le levier a perdu son imporiance théo-
rique, et il ne se trouve plus guére étudié que dans les
Ouvrages de Physique ou de Mécanique trés-élémen-
taires ; mais il a encore conservé une grande importance
dans la pratique, car il permet de transformer une force
relativement petite en une antre beaucoup plus considé-
rable.

Le frottement dans le levier peut se produire de plu-
sieurs maniéres, suivant la disposition que l'on donne i
I’appareil. §i, par exemple, le levier se réduisait 4 une
barre percée d’'un tron et mobile autour d’'un axe engagé
dans ce trou, le froitement de 1'axe contre le levier se
calculerait comme le frottement d'un tourillon sur un
coussinet, elc.

IX. — Dss counnrores,

323. Lescourroies sontemployées fréquemment comme
organes de transmission de mouvement d'un arbre & un
autre. Elles offrent sur les engrenages un grand avan-
tage : elles sont d’un prix peu élevé, et, au moyen de
dispositions bien simples, on peut interrompre brusque-
ment la communication du mouvement.

Les courroics jouissent d’une propriété analytique trés-
remarquable. Considérons en effet une courroie enroulée
sur un cylindre de rayon R; désignons par f'le coeflicient
de frottement de la courroie sur le cylindre. Soit T, la
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tension qui s'exerce 4 ['une des extrémités de la courroie;
calculons la tension T, qui doit étre exercée a lautre
extrémité pour assurer 1’équilibre.

Soit T la tension exercée en un point M de I'arc em-
brassé par la courroic; au point infiniment voisin M', la
tension sera T dT; I'élément MM/ est soumis a 'ac-
tion de quatre forces : 1° les tensions T et T+ dT qui
agissent & ses extrémités; 2° la pression normale du cy-
lindre N; 3° le frottement Nf.

Pour évaluer la pression en M, projetons toutes les
forces sur le rayon du cylindre passant en M. Soit ds
Parc MM', la projection de la tension en M’ sera

{T-—i—dT)cos(zz-r — %i) ou

Tds

e H

la projection du frottement est du second ordre. On peut
la négliger; on a donc

d.
N=T%.

R

Par suite, le frottement sera
s
T2,
/ R

Si Von donne alors 4 la courroie un déplacement infini-
ment petit Js, le travail des tensions intérieures sera nul,
ainsi que le travail des forces N; on aura alors

§
T, ds — Tds — c?sf fTézo.
o R

Si Von dte le facteur s et si l'on différentie par rapport
4 §, on aura

ds
dT+fT.I_i_ =0

d’on l'on tire

dT JSds

— L,

T R
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ou bien
_d
T—=T,c X.
La tension varie donc en progression géométrigue quand
I'arc s varie en progression arithmétique.

Ceci explique comment il se fait qu'a 'aide d'une
corde enroulée autour d’'un piquet on est capable de ré-
sister & une traction trés-considérable exercée a I'autre
extrémité, et comment 1l se fait que la résistance que I'on
éprouve diminue si rapidement avee Yamplitude de arce
embrassé par la corde.

Le travail du frottement dans la courroie est

e ds s —Eads
Hasﬁ fTE:—é‘s‘fol JT,e nﬁ—s,

—63T0(1—~e_£‘;).

.. 5, .
On le diminuera en rendant le rapport 7 minimum,

ot

Cherchons encore la solution de ce probléeme qui se
présente souvent dans la pratique.
Deux arbres O e1 O' {fig. 48) portent chacun unc
poulie sur la circonférence de laquelle vient s'enrouler
Fig. 48.

une courroie tendue. Solent R et R’ les rayons des pou-
lies, P Ja force mouvante agissant sur la poulie O a la




QUATRIEME PARTIE. — CHAPITRE VI. 283
distance p de I'axe, P’ la force résistante agissant sur la
poulie O” & la distance p’ de son axe; soient enfin p et
¢’ les rayons des tourillons des deux poulies, f le coeffi~
cient de frotiement des courroies sur les poulies, ¢ le
coellicient de frottement relatif aux tourillons.

Supposons le régime uniforme établi, et soient T et
T’ les tensions des deux brins de la courroie ; prenons le
sens du mouvement pour sens direct; les travaux du frot-
tement sur les tourillons sont faciles 4 calculer en fone-
tion de P, P/, T et T'. Nous les représenterons par
—feg (T, T') et par —fp'¢'(T,T’}, ou simplement
par — fed et — fp'd’'. Nous aurous alors, en écrivant
I’équation du travail pour chaque poulie,

Ppr —(T—7T )R — fed = o,

I
( ) —P’P’—F(T_T‘)R’_fplll’zo,

en admettant que les courroies ne glissent pas sur les
poulies. Pour que ce glissement ne soit pas possible, il
suffit que le frottement des courroies soit plus grand que
celui qui peut permettre le glissement ou que la force T
soit supérieure a celle qui produirait le glissement. On

devra donc avoir
_if s
T >Te %, T'>Te Y,

s et s’ désignant les arcs embrassés par la courroie, Soient

r
5 .,
—» et § une quantité

. §
g le plus petit des nombres R

moindre que 1; on posera
(2) T o= Te— %/,

Les équations (1) et (2) permetiront alors de calculer T,
T’ et P quand on se douwnera P/, R,. .., c'est-a-dire de
calculer la puissance nécessaire pour vaincre avee I'ap-
pareil une résistance donnée.
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X. — TutoRIE DES ENGRENAGES.

324%. Pour communiquer un mouvement de rotation
d’un arbre & un auntre, on remplace souvent les courroies
par des engrenages ou par de simples cylindres de fric-
tion. Nous ne parlerons ici que des engrenages. Ces ap-
pareils sont, comme l'on sait, des roues dentées; les
dents de 'une, pénétrant dans les creux de I'autre, I'en-
trainent dans son mouvement,

Les bons engrenages sont généralement préférables
aux courroies, en ce sens qu'ils utilisent mieux le travail
moteur; mais ils sont plus cofiteux, plus difficiles a ré-
parer.

Une des conditions auxquelles doit satisfaire une bonne
machine, c’est de fonctionner réguliérement et d’éviter
les choes. On évitera les chocs en s’arrangeant de telle
sorte, que les roues soient toujours en contact. 1l faudra
aussi faire en sorte que, I'une des roues marchant uni-
formément, Fautre soit également animée d’un mouve-
ment uniforme. Voyons comment on pourra satisfaire &
cette double condition.

Supposons qu’il s’agisse de deux roues a axes paral-

Fig. 49.

léles. Considérons une projection du systéme sur un plan
perpendiculaire anx axes. Soient O et O (fig. 49) les
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projections des axes; donnons-nous les vitesses angu-
laires w et w’ des deux roues; prenons sur la droite OO/
un point A, tel que 'on ait

OA .o =0"A.u,

et soient OA=R, O’'A=R’. Les deux circonférences ME
et M'E’ de rayons R et R’ décrites de O et O’ comme
centres seront tangentes. On leur donne le nom de ecir-
conférences primitives des engrenages. Le mouvement
relatif du systéme est le méme que si, la circonférence O
restant fixe, la circonférence Q' roulait sans glisser sur
celle-ci. En effet, communiquons au systéme un mou-
vement de roiation — % en sens inverse du mouvement
de la rone O; celle-ci va rester immobile, mais la roue O/
va étre animée de deux rotalions w et — w’, qui se com-~
poseront en une seule = w—u’ appliquée en unpointA,

tel que
OA.0 =0'A.u';

en sorte que le centre instantané de rotation sera en A,
et la circonférence O’ va rouler sur O sans glisser.
C. Q. F. D.

Maintenant donnons-nous le profil d’'une dent de Ia
roue O'. Soit M'B’'D’'N'... ce profil; le profil de la dent
de la roue O devra étre tangent et rester tangent a la
courbe M'B'D’N’ pendant toute la durée du mouvement.
Le profil cherché devra donc avoir pour enveloppe le
profil donné. Mais on a vu (n°® 202} que le point de con-
tact d'une courbe mobile avee son enveloppe ¢tait le pied
de la normale qui passe par le centre instantané. Pour
résoudre la question, il suffira donc de mener diverses
normales BA, D'C/, F'E/, ... au profil donné, de prendre
des arcs AC, CE,... éganx a AC/, C'I¥/,... respective-
ment, et de mener par les points de division des droites
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CD, EF,... respectivement égales 2 C'D’, E'F',... et fai-
sant, avec la circonférence O, des angles respectivement
égaux 4 ceux que font C'D’, E'F’,... avec la circon-
férence O'.

Si 'on prend pour la courbe M'N’ un cercle ayant son
centre en un point de la circonférence O', on aura ce que
Von appelle un engrenage & lanterne. Il est facile de
trouver le profil de la dent de la roue O. En effet, le
centre du profil donné déerit une épicycloide; le profil
cherché peut donc s’obtenir en faisant mouvoir le centre
d’un cercle sur une épicycloide facile & construire, et en
cherchant 'enveloppe de ce cercle, ce qui est trés-simple
au point de vue graphique.

Si I'on remplace la courbe M/N’ par un rayon du

Fig. bo.

cercle mobile O, Penveloppe de ce rayon s'obtiendra en
abaissant du point de contact des eirconférences primi-
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tives Q une perpendiculaire sur le rayon qui sert de profil
{p- 285); le lieu du pied de cette perpendiculaire sera le
profil de la roue O. Ce lien est une épicycloide. En eflet,
soient D et D' { fig. 50) les points qui étaient primitive-
ment en contact lorsque le rayon du cercle O, que 'on
a pris pour profil, passait en O. Soit O/ M la position
actuelle de ce rayon. Si du point de contact £ des deunx
cercles on abaisse LM perpendiculaire sur OD, lc lien
du point M sera, comme nous I’avons vu, le profil cher-
ché. Or le cercle qui a OQ pour diamétre passe en M, et
Varc M de ce cercle est égal 4 QD. En effet,

aD=R.MOQ,

oM — R; 2MOQ;

donc QD =QM; donc aussi QD' =8QD. Le lien du
point M est donc engendré par le point M d’un cercle
mobile qui roule sans glisser sur le cercle O, Ainsi le
profil cherché est une portion d’épicycloide. En vertu
du théoréme de Lahire, QD, profil donné, peut éire
engendré par le point M lorsque le cercle OMQ roule
sur le cercle O,

Cetie propriété est générale, et si I'on considére une
courbe quelcongue roulant successivement sur lc cercle
fixe O et sur le cercle mobile, un point M de cetie courbe
engendrera deux courbes qui pourront étre prises pour
profils. En effet ces deux courbes auront toujours méme
normale M{2, et par suite seront tangentes.

Cherchons maintenant i déterminer le profil par cette
condition, que la normale commune reste fixe daus le
mouvement absolu des roucs d’engrenage.

La condition, un peu singuliére au premier abord, que
nous nous imposons maintenant fournit les meilleurs
engrenages. En voici la raison : Considérons une des
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roues O’ ei faisons tout a fait abstraction de V'autre. St
Yon fait tourner O', il existera une droite fixe toujours
normale & Ia dent. Prenons maintenant une roue quel-
conque dont le profil des dents jouisse de la méme
proprieté. Il suffira de placer cette roue en contact avec
O’ pour obtenir un engrenage fonctionnant dans de
bonnes conditions. Ainsi Vengrenage dont nous allons
chercher le profil va présenter des avantages immenses :
1°si I'on casse une des roues et si 'on a une rone quel~
conque jouissant de la propriété en question, on pourra
la substituer a la roue cassée; 2° siles axes O et O ve-
naient & s'écarter I'un de I'autre, 'engrenage fonction-
nerait encore dans de bonnes conditions.

La solution du probléme qui nous occupe est bien
sitnple. Dans le mouvement relatif, la normale au profil
de la dent de la roue O devra couper le cercle O sous un
angle constant; cette normale sera donc tangente 4 un
cercle concentrique de O, et par suite sera une dévelop-
pante de cercle; pour la méme raison, le profil de la
roue O sera aussi une développante de cercle.

Passons maintenant a 1'étude de la transmission du
travail dans les engrenages; bornons-nous a évaluer le
travail du frottement des dents (fig. 49). Nous pouvons
substituer, pour évaluer ce travail, le mouvement relaiif
au mouvement absolu. Le mouvement de la dent mobile
sur la dent fixe se réduit & un roulement et & un glisse-
ment; on peut négliger le roulement pour ne tenir
compte que du glissement.

Or, si I'on considére le point B pendant le temps dt,
ce point glisse sur son enveloppe et décrit un arc de cercle
égal A

AB.9,

¢ désignant Jangle dont le systéme towrne dans le
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temps dt, Mais cet angle {204, formule (3}] est égal a

g dr
— R w

ds désignant 'are dont s’est avancé dauns e temps de le
point de contact des circonférences primitives. En ap-
pelant 7 la longueur AB, 'arc de glissement sera me-

T H
ds | — + = 1"

Soient Nlapression normele, f1c coeflicientde frottement;

sure par

le travail dépensé par le frottement sera

1 I
—J/Na|— —+ —) ds
dans le temps dt; et sis désigne alors la longuecur du
profil dela dent o', le travail total du frottement sera

5 Y
k\fov FNn (f‘ -+ }%) ds.

On s'arrange de telle sorie qu’il n’y ait en général que
deux dents en contact. Cependant, en réalité, le contact
de denx dents commencera avant gue les deux dents sui-
vanles s¢ soient quillées : nous ne licudrons pas compte
de celle circonstance.

11 faut évaluer la pression N. Pour cela nous considé-
rerons uneseufe roue . Soient L le momentdu couple qui
la sollicite dans son mouvemcnt de rotation autour du
point O/, r la distance de la normale AB au point O, On

aura
L—=—Nr,
d’ot I'on tire

1I. 19
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Dans Vencrenaze 4 développante de cercle, r est con-
grenag
stant; avec cet engrenage, it y aura done plus de régula-
rité qu’avec tout autre, ce (uil est encore une raison de
le préférer a4 Pengrenage a dépicyeloides ou a lanterne.
P g g prey
Pour cet engrenage, le travail du froticment prend la

L /1 I s
_f7(ﬁ+ﬁ’>_/0‘ neds.

On pourrait, i la rigueur, évaluer les intégrales qui

forine

figurent dans ces formules; mais ce serait complétement
inutile, eu égard aux hypothéses que I'on a é1é obligd de
faire, et I'on obtient une approximation suilisante en pre-
nant 7 =y, ce qui donne, pour 'expression du travail,

1Y s

ﬂ”%(ﬁ*ﬁ)‘

On prend ordinairement I'arc s égal an pas de engre-
nage, ¢est-i-dire & la distance de deux dents consé-
cutives.

On a, en désignant par z et n’ les nombres de dents des
deux roues,

s —=z2xR, n's=aal’,

d’on
1 2m 1 2%
R~ as’ R ws
par suite, le travail du frottement, quand le systéme a
marché d'un pas, devient

ou

v mAa
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Un mot encore avant de ierminer cette théorie des
engrenages. 11 est essentie] ¢ne le monvement puisse se
communiquer dans les deux sens; anssi faitl-on toujours
les dents syméirigues. Eafin, leur longuenr doii étre
limitée, de telle sorte qu'il n'y ail antant que possible
quune scule paire de dents en contact, afin d'atténuer
les effets du frottement,

Il existe plusicurs organes de transmission de mouve-
ment qui dérivent des engrenages que nous venons d'élu-
dier:

1° Les engrenages peuvent étre intérienrs, c’est-i-dire
que les circonférences primitives pourraient étre elles-
mémes 1ntéricures,

2® Sile rayon deJ'une des rones devient infini, on obh-
tient ce que 'en appelle une crémaillére. Cetappareil sert
A trangformer un mouvement cirenlaire en un mouve—
ment vectiligne, on vice versd. Les dents de cet appareil
s construisent d’aprés les wémes principes gue eelles des
roucs ardinaires.

3o Qnam] on veat transformer un mouvement ciren-
laire continn en un antre mouvement circulaive continu,
si ces mouvements n’ont pas Heu dans le méme plan, on
peut faire usage d’engrenages coniques, c’est-a-dire de
roues dentées coniques dont les axes soient précisément
les axes des mouvements de rotation a transformer 'un
dans 1'autre.

Le tracé des engrenages coniques est une guestion de
Géométrie deseriptive pour laquelle nous renverrons aux
Ouvrages de Leroy et aux Cours de I'Ecole Polytechnique.
Du reste, les principes relatifs aux engrenages plans s’ap-
pliquent aux engrenages coniques,

10.

v m A




292 TRAITE DE MECANIQUE RATIONKELLE.

XI. — BIELLE ET MAXIVELLE,

325. La bielle est une machine qui a pour but de
transformer un mouvement rectiligne . alternatif en un

mouvsement cireulaire continu,

La biclle se compose d'oue tige MA ( fig, 51) dont les

Fig &1,
r
e
O
-
4 |
’ |
S
e :
, e |
7 — :
i ) & T T T
~ .

extrémités sont assujettics a déerire: I'une M, un cercle O;
lautre A, une droite AB. A cet effet, la tige MA est ar-
ticulée en M avec une autre tige OM appelée mani-
velle, et assujettie a tourner autour d'un axe siiué en O,
L’extrémité A est articulée avec uue tige AB guidée de
maniére & se mouvoir le long de son axe : c'est cetle tige
qui, par son mouvement alternatif, communique uxn
mouvement cirenlaire au point M.

Le frottement dans I'apparcil qui nous oceupe est facile
4 caleuler. Il se réduit, pour les piéces articuldes, au
frottement d¢ji éwdié d'un tourillon sur son coussinet,
et pour les picces guidées & un frotiement variable sui-
vant la nature des surfaces en contact,

Négligeons les frottements et proposons-nous, confor-

IR
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mément aux principes de la théorie des machines, de re-
chercher & guelles conditions on peutobteniv un mouve-
ment régulier. Sofent :

G et H les centres de gravité de AM et de OM;

OM=—p, AM:=={, OA=u=, OH=y, AG=uq,
AOM = 0, OAM — z;

¢ le moment d'inertie de OM, ¢ son poids;

p le poids de MA;

— v le moment résistant qui agit pour empécher
I'axe O de tourner;

¥ laforce motrice, appliquée en A suivant BA si elle
est posilive, et suivant A si clle est négative,

Nous supposerons OA horizontal.

Le travail de I dans le temps o/t est — Fdx,

Le travail du poids p est égal & p, multiplié par la
quantité dont s¢ meut verticalement le point G, ou

t‘.’P

7 d.sind,
k) . "
c'est-a-dire

— a—';‘p cosfl i,

Le travail du poids g est —gycosf 85 enfin, le travail
de la résistance est — pd0. On a douc, pour lu somme
des travaux des forces agissant sur la machine,

— Fdr — (ff}f cosl -+ gy cosf + Iu.\ day.

Orona
= 2t — 2px cosh,
d'on lon tire

o =pcosd + \/l*m la’sin261
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cl, parsuite,

. 25in 8 cosd
dr — — psmG—l——P, —— s | B
Vit ——prsin®é

la somme des travaux des forces devient alors

cosf 2
@9 | Fosing | 14— \ AP s — Gy cost —p .
l yiE— P“sin’é/ {

3 ? NIy ] % o e
Si lon suppose £ assez grand par rapport a p, cettc
expression se simplifiera et donnera

et [Fpsin& (|+ gcosO) — up ? costh — gy cosd — p.]

N\

La {orce vive se rédoit sensiblement 3 la force vive
L fdeNe . ,
p (_l?) de QM. Du reste, si U'on veut tenir compte de la
[¢

foree vive de la biclle, on pourrala réduire 4 la moyenne

des forces vives dela masse totale concentrée en A eten M;

I'errcurnesera pasbien considérable, si l'on observe quele

mouvement de la bielle est une rotation autour du point P

de rencontre de OM avee Ja perpendiculaive AP & OB.
On aura ainsi

ray (ﬂ?“ T (i"f)z],
2g X et
ou & peu pris

2 "de H
£ [!2+ pPsin®d (H— Ecoso) ] Kf) s
28 { e

ou meéme

On voit que celle quantité est trés-petite vis-a-vis de

L fdaNze . . . .
il =), car le moment d'inertie de la manivelle contient
4

le moment d'inertie de la matiére tavariablement liée &
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{"axe de rotation {volants, contre-poids, ete.}. On pourra

du reste angmenter dans le calcul la quantité ¢ de ;E; 2.

g
L’équation des forces vives donne alors
d*9 P o
[ — — 1 L — Lcosd — 056 — .,
(1} ¢ prs Fpsing (I+lcose) ap[cc»aé? qie 3

Clest I'équation différentielle du mouvement de la ma-
chine. Si l'onnultiplic par d6 et si lonintégredeoaam,
on a, dans I’hypothése d'un mouvement périodique,

29T
(2) o=p r Fsine(l-ir—fcose) 46— amp,
v {
Si I'on égale a4 zéro le premicr membre de Péqua-
, 8 . .. y
tion {1}, -7 Sera maximum ou minimum, et Pon aura

Fpsinf (I—i— 5—’0059) ~—ap ?cosG — gycosf—p—o.

Eliminons @ entre cctie équation et 1'équation (2},
I'équation résultante

¢

Fpsinb (1—5— ? cos?) —ap; cosd

2w
—-770059———&‘[ Fsine(h'r‘gcose) di—o
2%/, {

fera conmattre Jes valeurs 6’ eL 8% de 6 pour lesquelles la

. df . . . .
vitesse — cst maxima ou minima, Solent w’ et " les va-

(] .
leurs correspondantes de ;E (*). Intégrons (1) depuis ¢’

(*) 1 faut observer que F est une fonction de § seul, qui ne contient,
pas explicitement le temps, en ee sens que le motenr est censé excrcer une
aclion régulidre sur la machine.
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jusqu’a & ¢ apreés avoir multiplié par 49, nous aurons
Jusq 7 af phey )

. 5" .
i(w”“—m”):::f Fpsing (1+30059) b
2 g {

— (11’/)% —+ r]-)!) (sinﬁ”— SiﬂG') —_ lU.{C”—m G').

(3)

1‘41_‘0.'/

) )] . -
Or on peut admettre que————soit lavitesse moyenne £
s h

de la machine. 8i I'on pose alors

o’ —a =0,

# étant un coeflicient que Fon se donne et que Von peut
appeler coefficient de régularisation, la formule (3) de-
viendra
o
rat = Fpsing(l—ir-ecosfi) df (Y — 8
” i

Tout est conmu dans cette formule, excepté p. On
pourra alors régulariser le mouvement de la machine
de plusieurs manieres. On pourra, par exemple, choisir
arbitraircment la forme de la manivelle et y adjoindre
un volant monté sur I'axe O, de telle sorte que le moment
d’inertie de la bielle ¢t da volant soit égal a la valeur
calculée de .

XII. — DETERMINATION DES DIMENSIONS DES ORGANES
DES MACHINES. I} IMENSIONS A DONNER AUX SUPPGRTS.

326. Les organcs des machines se composent en gé-
néral de piéces droites ou cowrbes dent les dimensions
doivent étre assez considérables pour résister aux efforts
qui les sollicitent a la rupture, Les principes d’aprés les-
quels on détermine les dimensions des organes des ma-
chines sont trés-situples : on décompose la piéce dont on

v mas
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doit calculer les dimensions en parties infiniment petites,
et I'on exprime que la foree qui sollicite chacune de ces
parties est inférienre & celle qui suflirait poar la rompre.

Supposons, par exemple, qu’il s’agisse de calculer la
forme et les dimensions 4 donner i une colonne verticale
massive pour gu’elle puisse supportcr un poids P sans se
rompre,

Le probléme précédent peut admettre une infinité de
solutions. On le rendra déterminé en admettant que la
colonne doive &ire de révolution, Fajsons cette hypo-
thése. Seit % la havteur totale de la colonne, et consi-
dérons une tranche d'épaisseur oz prise a la hautenr z,
au-dessus du pied de la colonne. La tranche dz supporte,
outre le poids P, tount le poids des matérianx qui forment
la colonne depuisla hanteur z jusqu’a la hauteur 2. Soit
rle ravon de la tranche: la surface de sa base scra =72,
la partie deIa colonne située au-dessus de la tranche en

question sera
h
f T iids.

En appelant D la densité des matériaux de Ja colonne,
3
D= [. rids -1

sera le poids qui repose sur la tranche considérée; 'unité
de surface de cette tranche supporte done le poids

. k
2 (DT‘.’ /ﬂ ridz +P),
=r

vz

D A
F;f idz *P__-
.

L3

ou

Tre

Cette quantité doit &tre au plus égale au poids I1, eapable
de rompre un cube de matiére ayant pour ¢6té 'unité de

IR
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longueur. Posant alors

k
_f rrlz—;———;;:l‘l,

on aura une relation entre » ct z, qui fera connaitre le
profil de la colonne. On tire de I'équation précédente

h
Df mride + P=MNxr?,
z

ou, ¢n différentiant par rapport a z,

dr
— Drriceollnr—-
7 T dz

On en conclut

dz — — 211 dr,
r
En intégrant, on a
(]) z = 31—1 1- -+ const,
D

La constante s’obtiendra en écrivant que la partie supé-
ricure de la colonne résiste au poids P sans se rompre; e

: . s s r .
poids supporté par unité de surface est — x désignant
7™ L

le ravon de la tranche supérieure de la colonne, ot Uon
¥ P ’

doit avoir

P
= =11,
T

et/
TH
L P
Ecrivons alors que, dans la formule (1), ona r=4{/ -
=11

on bien

pour z = i, et nous obtiendrons

i 2nl wlt —+ const
= — - C "
D % ?
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d’ot1 il est aisé de conclure

Cette équation est celle du méridien de la colonne, Le
solide de révolution que nous venous d’olienir est ce que
I'on appclle un solide d’égale résistance. Lorsque les
matériaux ont peu de valeur, il n'y a pas intérét & les
¢conomiscr et a déterminer les dimensions des pidces
d'une machine, de telle sorte que chaque partie résiste
Juste a Peffort maximum qui le sollicite & la rupture.
S'agit-il, par exemple, de déterminer le rayon d’unc co-
lonne cylindrique qui doit supperter un poids I, on
éerira que la base inférieure de la colonne supporte par

., ., P+ =wrthD .
unité de surface le poids -~ " - ——, et que ce poids est
wr
au plus égal aIl; done
P4+ mrtkD
=1
wrt

d’on
—p
r= e
(I —AaD)
Dés que'on a H=2D, ona r=w, c'est-a-dire que, si
la colenne doit avoir uve wés-grande hanteur, il fandra
renoncer a la forme cylindrique. On congoit en efict
qu’une telle colonne ne puisse pas résister i son propre

poids. La hautenr maxima d'une colonne cy]indriquu est
donnde par la formule
P

="

Pour la pierre, on a a peu prés II =3ooonco et
D = 2500 kilogrammes (en prenant le kilogramme pour
unité de poids et le métre pour unité de longueur); en

v m A
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sorte que la hauteur maxima d'une colonne cylindrique
est A peu prés 1200 mélres.

XIil. — ExupE pES PETITES DEFORMATIONS D UNE POUTRE.

327. Le plus souvent les organes d’une machine sont
destinés & recevoir des efforts normaux 4 leur smiface.
Daus ce cas, les piéces se déforment en vertu de leur élas-
ticité, et pour déterminer les dimensions des organes il
faut écrive que les parties qui se déforment le plus ne se
déforment pas assex pouar s¢ rompre,

La guestion a résendre se raméne done 4 la recherche
des déformations éprouvées par un solide naturel sous
Iinfluence de forces données. La solution de ce probléme,
pris dans toute sa généralité, est du ressort de la Physique
mathématique. Il se trouve traité : 1% dans divers Mé-
moires de Cauchy (Anciens cvercices de Mathémati-
gues, ete.}; 2° dans la Théorie mathématique de Uélas-
ticié dans les corps solides, de Lamé; 3° dans divers
Mémoires de M. de Saint-Venant insérés principalement
auw Journal de I’ Ecole Polytechnique et dans les Comptes
rendus des séances de U dcaddnie des Sciences; 4° on
peut lire un résumé de cette théoric dans les deux der-
niéres Lecons de Statique de 'abbé Moigno, rédigées par
M. de Saint-Venant.

Les résultats auxquels on parvient & I'aide des théories
malhémaliques donlt nous venons de parler‘ ne sont pas
encorc assez simples pour pouvoir s'appliquer facilement
aux queslions pratiques. Nous allons essayer d'esquisser
une Whéoric suffisamment approchée pour la plupart des
applications.

Dans la Théorie de la résistance des matériaux, on
appelle portre un solide engendré par une courbe plane

v mas
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qui peut s¢ déformer d'une maniére continue pendant
que son plan se meut dans Uespace. On suppose 1outefols
que le solide ainsi engendré a une épaisseur petite relati-
vement A sa longucur. Le plan de la courbe mobile est ee
que Von appelle une section. Le licu des centres de gra-
vité des scctions porte le nom de fibre moyenne. Nous
supposcrons la fibre moyenne normale aux sections.
Considérons une poutre QA { fig. 52) déformée sous

Vinfluence de certaines forces B, P/,.. .. Nous admet-
trons que les molécnles primitivement situées dans une
méme section restent dans un méme plan aprés la défor-
mation. Celte hypothése e¢st assez plausible. Ln etfer,
d'ane part, elle a @6 vérifide par Vexpérienve; dautre
part, si l'on considére une déformation trés-faible, ce qui
est le cas de la pratique, la surface suivant laquelle une
section se sera déformée pourra étre remplacée, aux quan-
tités du second ordre prés, par son plan tangent.

Nous allons supposer, ce qui est le cas le plus ordi-
naire, que le lien des centres de gravité des seetions est
une courbe plane, et que les sections sont symélriques
par rapport au plan de cette courbe, Nous supposcrons
aussi les forces extéricures contenues dans le plan en
question. Considérons alors les deux sections mm/ et nn'
infiniment voisincs; en vertu de Phypothése que nous

IR
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avons faite sur Finvariabilité de forme des sections, nn
va épronver par rapport a muan’ un déplacement relatif
qui pourra se ramener, & canse de la syméirie, & une
rotation cffectuée autour d'un certain axe G perpendicu-
laire au plan dela figure, of en géndral assez voisin du
centre de gravité de an’, comwmne nous le verrons. Sup-
posons d’abord que Paxe de rotation passe par le centre
de gravité,

Considérons la portion de poutre mm’nn’ décomposée
en une infinité de petites poutres ou fibres paralléles a
mn. Les fibres ayant leur base en G ne se sont ni allon-
gées ni raccourcies; quant A la fibre dout la base est »
et dont la distance 4 I'axe G est n, elle s'est allongée ou
raccourcie d'une quantité facile 4 évaluer. Soit en cffet ¢
Pangle de rotation, P'allongement en question est ui; en
sorte que la force qui produit cet allongement est

Eoud
() —5
E désignant le cocflicient d'élasticité de la poutre. La
quantité ux est du reste susceptible d'un signe qul st
~+ pour les {ibres allongées, — pour les fibres raccounr-
cies. Toutes les forces telles que (1} ont pour résnltante

de translation

A

EEw —,

s
c’est-a-dire zéroy car Zoru est pul, I'axe G passant par
le centre de gravité; les forces en question se rédunisent
alors évidemment & un couple dont le moment, pris par
rapport a 'axe G, est

Zwu? cst le moment d'inertic £ de la section nn’ pris par
rapport a l'axe Gj 'angle § est {2 différence des angles

v mas
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des sections mm’ et nn/ avant et aprés la déformation:
c'est done la différence des angles de contingence de la
fibre moyenne en G avant ct aprés sa déformation, Si
I'on désigne par p et p’ les rayons de courbure de cetie
fibre avant et apres la déformation, on aura

La déformation que nous venons de considérer est ce que
Fon appelle une flexion simple; le couple qui produit
cette flexion est ce que Pon appelle le moment fidehissant
cn G.

Mais il arrivera le plus souvent que I'axe de rotation
ne passera pas en G Alors on pourra opérer le déplace-
ment relatif de nn’ & U'aide d’'une rotation effectnéde autour
de axe G, suivie de deux translations 7 et 7, effectudes
I'une normalement, Pautre parallélement a nin’. La pre-
miére produira unc force normale a la section et appli-

quée en &
Ewl
E s

et l'on peut admettre gue la seconde engendre une force
paralltle a la section nn’ et appliquée en G

ZTow T
ds’
ot T" désigne un coefficient constant appelé coefficient de
glissement. La premiére de ces forces est la tension; la
seconde est Ueffort tranchant,
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XIV. — DErEnMINATION DE LA FORME AFFECTEE PAR
UNE POUTRE SOUMISE A 1L ACTION DE FORCES DONNEES.

328. Conservant les mémes notations que dans le pa-
ragraphe précédent, décomposons fes forces extérieures
qui agissent depuis Pextrémité gauche de la poutre jus-
qu'd la section mm’ en uve force et en un couple V pa-
rallele 4 'axe G (p. 107}, et & cet effet on peut supposer
cette portion de poutre rigidifice, ce qui ne modific pas
sa forme d’équilibre. Quant a la force, on peut supposer
qu'elle passe en G et qu'elle ait été décomposée en deux
autres, I'une N normale, antre T tangente & la sec-
tion nn’. On devra alors avolr, pour Uéquilibre dela por-
tion de poutre considérée,

!

f J
V == {E =~
! ds
. I
(1) { N==3F %

L
T _mzrd.\'

La force N est généralement faible; elle est nulle lorsque
les forces extéricures sont normales 4 la poutre, ce qui est
le cas ordinaire @ car I ¢st nul ou & fort peu de chose
prés. La valeur de y es

Tds
2) St

Quant & I'élément d’are de fibre déformée, il est 'hypo-
ténuse d'un triangle rectangle dont les c61és sont y et ds.
On peut donc le prendre égal & ds en observant que y est
trés-pelit par rapport a ds, puisque I'on n'admet que de
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faibles déformations. Il résulte de l&, comme daus le
cas de la flexion simple,

et par suite (1) donne
(3) sE(l,_l)zv.

C’est P'équation différentielle de la fibre moyenne de la
poutre déformée. Pour caleuler les dimensions de cette
poutre, il faut écrire que la fibre la plus éloignée de I'axe
de rotation dans chaque section ne sallonge pas assez
pour se rompre. Soit II un poids inféricur a celul qui
produit la rupture d'un il ayant pour section I'unité de
surface; soit v la distance de la fibre la plus éloignée &
Paxe G. Sou allongement est

I 1
U'L]}:Vd.f(;, —_— ;),

4 ]
c’est-a-dire, en vertu de {3),

oV
— ds.
ik
La force qui produit cet allongement, réduite 2 Punité de

surface, est

vV E . oV
S G T
Posons alors
oV

(4) — =1L

Si cette formule esi vérifide dans toutes les sections, la
poutre résistera sans se rompre aux forces qui tendent a
I'allonger.
L’effort tranchant est ordivairement faible, et il ne
H. 20
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fait jamais rompre les poutres; il n’y a lieu de le consi-
dérer que dans les rivets et dans les piéces boulonnées.
q P
Pour en tenir compte, on a recours a la formule {2),
pte,

Le déplacement y devra étre moindre que celui qui
produirait la rupture. Soit © une force inférieure a celle
qui produit la rupture par glissement d’une poutre ayant
pour section Funité; le glissement dil a cette force serait,

. @ds .
pour un prisme de longueur ds, <o devra done avoir

Teds
ZTw

6 ds
r

HA

*

ou

T
<
Emﬁg.

XV. — Sorines D EGALE RESISTANCE.

328. Lorsqu’il y a intérét & économiser }a matiére, on
construit les poutres de telle sorte, qu’elles aient partout
Pépaisseur strictement nécessaire pour résister a la rup-
ture. Pour cela, on a recours a la formule (4), et on la
remplace par

—— =11,

i
On se donne la forme de Ia section en laissant une de ses
dimensions indélerminéde. La formule précédente permet
de déterminer cette dimension, et I'on obtient alors un
solide qui résiste également a la rupture dans chacune
de ses sections. Nous allons maintenant faire quelques
applications.

XVI. — ETUDE DE QUELQUES ELASTIQUES.

On donne le nom d'élastiques aux courbes qu’affectent
les poutres droites déformées par des forces normales
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\

a leur fibre moyenne, ct situces dans un plan de sy-
méirie,

330. Prosrime 1. — Déterminer la forme d’une poutre
droite reposant sur deux appuis horizontaux A et B, et
soumise a U'action de poids uniformément répartis sur
sa longueur.

Dans la formule générale (3} (p. 305}, il faudra faire

p = = ; on prendra ensuite pour axe des x la droite AB,

et pour axe des y la perpendiculaire élevée sur le milieu

de AB et dirigée de haut en bas. On aura alors, aun licu

de (3), en désignant parx, y les coordonndes du point G,
d’y

(5) e

[ (2)T

Pour évaluer V, désignons par p la charge répartie sur
I'unité de longueur, et par 2/ la longueur de la poutre,
Chacun des appuis supporte un poids p/ et réagit sur Ia
poutre avec une intensité égale & — pf. (Nous suppose-
rons la poutre symétrique par rapport a Paxe des y.) Le
motent V se composera du moment de — pl pris par
rapport & G, qui est — pl(l-—x), et des moments des
poids uniformément répartis. Le moment du poids qui
répond & I'abscisse £ est pd§ (£ — x), et par suite on a

=V.

!
V:pf {(E—a)di— pl'+ plx,
4
cu

V=

[SH-1

fa?— 17},

La formule (5) donne alors 'équation différentielle de

20,
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la fibre moyenue déformée
3

2/E d?y | dy
Pdﬂguﬁ”P+bJ]

Les ingénieurs mégligent ordinairement Ja quantité

; C :
& (*‘)-, cela revient & admettre que la poutre se dé-
dr

forme & peine. On a alors

2rE d*y

==t — Yy
p Cdxt

d’on I'on déduit Iéguation intégrale suivante, ok 7 est
censé constant,

a/R a T

7*}'*“—-—-1sz+61$~1‘-[}

P 12
a ct b désignant des constantes. Pour déterminer ces
quantités, on éerira que la poutre passe cn A et B, On
aura alors

18 5
0= — — — +al+ ¥,
12
['5 i
— L asby
12 2
d’ot l'on tire
511
2:—=0, boz—
i2

Silon fait x == 0, la valeur corvespondante de y sera la
fléche

_prb 5 P

T 2iE 94 GE’

(*) L'erreur qui en résulte est au-dessous de celles que P'en commet

dans Yexécution de la poutre. En effet, la courbure d'une poutre déformée
dy

est inscnsible i Veeil. La plus grande valeur admissible pour e est de —

plt]

dans les eas les plus défavorables. Ierrcur rebative de » est done b

, H
peineg ——-
goo
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Supposons maintenant la scetion de la pidce earrée pour
fixer les idées. Soit 2.z son cOté; ona v =3z, /=*%z" La
formaule (4) donne

L w— 1)

2 <.

LRrat
32

Sil'on désire uu solide d’égale résistance, on supprimera
le signe < et l'on aura

pler— 7)) =221

¢'est Péquation de la section longitudinale de Ja poutre.
5i I'on ne veut pas de solide d’égale résistance, on rem-

. I s .
placera dans (4) V par son maximum p -, et U'on déler-
2

minera z par la formule

I 3 3 2
. LS/t
2 11

331, Proprime 1L - Déicrmumer la forme affectée
par une poutre horizontale encastrée el wie de ses ex-
trémites el portant un poids p & Uautre extréniié.

Soit { 1a longueur de la poutre; prenons sa direetion
primitive pour axe des x et la verticale descendante du
point d’encastrement pour axe des y- Onaici

Ve=p(l—a);

P"équation {3} devient

——

Posons, pour abréger,

i
- = l—.r:, — U,

yZ dx
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nous aurons

du " %
¢ 1412
=+ ey
ou bien
du
28 — 7= 2£dE.
(r—+ u“}:
En intégrant, on a
Y

=== — £? -+ const.,
yI1+u

c’est-a-dire
1

d)’_ . (b’ 23T
25— = [{{ — 2?4 const.] I:I+ (([‘r) ] .

On déterminera la constante en exprimant que la poutre

, .q. . oy
est encastrée, ¢’est-A-dire en cxprimant que st nul
(xr

pour x = o3 il en résalie const. = — %, On a done
Il
dr AN
2s-— == (& — 2{]
dx e 20E) [l+ (dx ’
on
dy x?—— o lx

de y4e~-—-'r (xlejz

la courbe affectée par la poutre dépend donc des fone-
tions elliptiques.

332. Prosvivie [N1. — Déterminerla_forme que prend
une poutre horizontale encastrée & ses deux bouts lors-
gu'on la charge d’un poids 2p en son milien.

Soit 2/ la longueur de la poutre; prenons pour axe
des x sou axe primitif, ct pour axe des y la verticale des-
cendante du milieu de cet axe. L'encasirement revient &
un systéme de forces que Ton peut remplacer par un

v mas
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couple u et par une force , dont nous désignerons la
composanle verticale par v.

Les formules de 'équilibre appliquées a la poutre tout
entiére donnent

2‘):2P ot P=p

Quant au couple g, il ne peut pas étre déterminé par
I’équation des mowments, cette équation devenant iden-
tique par I'hypothése de la distribution symétrique des
forces des deux cotés de la poutre.
Ceci posé pour un point dont abscisse est posilive,
on a
V=p—pll—x);

pour un point dont 'absecisse est négative, le moment du
poids 2p placé a Porigine intervient, et Ion a

Ve=p—pl{l—a)—2px,
on
Ve=p—p{l+a2).

, . o . . 1 dy\®
L’équation de la poutre déformée est, en négligeant (E{) s
Lo

iy
(1) Bil—p - p(lzE ),

le signe — convenant au cas o x est positif, le signe +
au eas contraire. Intégrons de —7 & 47, en observan!

dy . .
que = est nul aux limites; on a
dr *

0 ¢
o:zyl—zpl’—pf .xdx+pf xda,
-1 [

ou bien

o=napl-—pl
1 o7
cest-a-dire

lu.:{.pl.
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L’'équation (1} devient alors

iy
E: s —

—pltpa.

Lereste du caleunl est facile 4 achever: on déterminera les
constantes d'intégration en exprimant gue, pourx =3/,
on a ¥ = 0. La courbe que 'on trouve ainsi a deux points

. . . !
d’inflexion correspondant anx abscisses == —; sa langente
> g
\ ’ . - . T T - d)’ 2
a l'origine est horizontale. Nous avons négligé )
X

Il est clair qu'on aurait pu intégrer ure fois sans faire
ccite hvpothése; on aurait été ensuite ramené a des qua-
dratures elliptiques.

XVII. — EquiLipne p’UNE POUTRE DE SECTION CONSTANTE
PLACGEE SUR PLUSIEURS APPUIS.

333. Nous avons vu, en Statique {108}, qu’un solide
fixé en plus de deux points en ligne droite exercerait en
ces points des actions indétermindes. Ce fait s'explique
parce que le solide de la Mécanique rationnelle, ou, si
Pon veut, le corps rigide, est un corps hypothétique, et
qu'il y a réellement alors plusieurs maniéres d’assurer
Péquilibre en modifiant les réactions des points fixes. Il
n'en est plus ainsi pour les solides naturels, et les prin-
cipes que nous venons d’exposer vont nous permettre de
déterminer les réactions des appuis, dans le cas d’une
poutre posée sur plusde deux appuis, situéds sur une méme
horizontale.

La question (ue nous allons résoudre a exercé, dans
ces dernicrs temps, la sagacité des ingénicurs les plus
illustres, parmi lesquels nons citerons surtout Clapeyron.

Soient Ay, Ay, As,...y A, 11 points d'appni situés

v mas
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sur une méme horizontale, et sur lesquels repose une
poutre droite.

Soient Iy, 4,,..., I, les distances consécutives A A,,
A, A,,. .. des points d’appui.

Soient p,, ps, ..., pa des poids uniformément répartis
sur les longueurs 4, L,..., 7, {en d'anires termes, on
suppose que le méire de poutre sur la travée I, supporte
le poids py,...). Soient Ry, Ry,.. ., R, les réactions des
appuis. Prenons la fibre moyenne de la poutre non dé-
formée pour axe des x et une verticale descendante pour
axe des . Plagons d’abord 'origine au point B, et dva-
luons le moment fléchissant V en un point dent Pabscisse
est x, situé entre B; et B, . Désignons par ¥y, Vi, ¥,
les moments fléchissanmis en Ay, A,,. .., A,; la portionde
poutre comprise entre B, et le point dont abscisse est x
est en ¢quilibre, sous I'influence des couples ¥V, et V, des
poids qu'elle supporte, poids qui ont pour moment ré-

sultant
x ) ax?
f P:‘+1d€‘(E —'-1) — — Piw >
o]

et de la réaction R;, dont le moment est I, ax; cu sorte
que l'on a

‘rﬂ

(1) V=V~ R;xmpe+.;-

S1, dans cette formule, on fait x =1/, ,, on a

- llz I
(2) Vi = Vi + Rl — pia ";'r—'
On en déduit
Vi —V;
(3) Ry = § pis b == 5

[t'+l
I'élimination de R; entre (1} el {2} donne

TI

Vr‘ i _Vi -+
V=V, +x ( E'Pi-g-: l.‘+| - _+—'_—) — Pir1 3
[H-I 2
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La formule qui donne I'équation de la poutre déformée
devient alors [ p. 305, formule (3)], en posant Ei =¢ et

1 . . N :
en prenant — = » ce qui revient & négliger le carré

dx?
d
dfb‘ ls
dr
dgly VH-* s V,— .Zz
e v+ x("gpm-l!i-g-‘ -+ T) — P

Intégrons de zéro 4 x, nous aurons, en désignant par #,,
@1y Zayee, @, les cocficients angulaires des tangentes a la

poutre en A, Ay,..., A,

/d e Vi —V: e
(4 (d—f - 4:) :Vl‘r -+ _2“ ( i i 11+ -+ s ) — Pin g'

ll'+|

En intégrant encore de zéro a x, on aurait 'équation de
la poutre. Intégrons de zéro a /., nous aurons

Vj‘.‘ _Vi) ~ pie i

5

24

i,
— ol = 1V 2N & (‘:'PHA lips

i+l

ou bien

di
(5) — B = ‘4 8V +4V1+l+pi+ll£+t)
Chanrgeons la direction de I’axe des x, plagons Uorigine
en A, et répétons le méme calcul; V,; el V., vont se
changer 'un dans 'autre : 2, deviendra — o4, et I'on
aura

4
(6} Eiy —= :l (8Vr+| -+ 4V -+ Pin [H-[)

Si, daus (5) et (6), on fait i= o, 1, 2,..., 1, on obtient
21 équations, et, comme ona ¥, = o, V,= 0, on pourra
s’en servie pour éliminer a,, @y,..., a, et pour calculer
Vi, Voooot, Vi La formule (3) fera alors conmnaitre
R,. Riy.... Ry, en y faisant i=o0,1, 2,..., n—1;

v mas
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on aura ensuite R, par la fermule
2 Ri = 2 Pi 1[.

Lorsque I'on aura calculé V, V,, V,, ..., la formule (4)
intégrée fera connaitre la forme de la poutre déformée.
On endéduira également une formule pour'équarrissage.

XVIII. — DETeErMINATION DES DIMENSIONS DES PIECES
EN MOUVEMENT.

334, Souvent les piéees dont il fant déterminer les
dimensions sont en mouvement. Les théorics exposées
dans les paragraphes précédents s’appliquent encore ici;
mais 1l faat aveir soin d’adjoindre, en vertu du principe
de d’Alembert, aux forces réellement agissantes, les forees
d'inertie.

Supposons qu’il sagisse de déterminer les dimensions
d’un volant, on déterminera d’abord les dimensions des
bras en négligeant leur poids, mais en les considérant
comme des poutres tirées dans le sens de leur longueur
par les forces centrifuges de tous leurs points et par la
force centrifuge d'une portion de la rouc dgale a l'inter-
valle de deux bras.

Soient w la vitesse angnlaire du volant, R la longucur
d’un bras, Q la section 4 la distance r de I'axe, £ la masse
spécifique de la matiére qui constituc le volant, n le
nombre de bras, s 1a section de la roue.

La force qui agit sur la section Q est la résultante de la

. . T . 2T
force d’inertie de la n®™ partic de la roue, ou — Rspo’,

et de toutes les forces d'inertie telles que Qdrpw’r. On a
donc, pour la foree qui agit sur la section £2,

27 R
— Rupw’ +f Qrdretp,
7 -

Iy
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ou bien
i
2%
wia] — Rls —i—f Qrdr ).
”

"

Soit IT le poids maximum que peut supporter la scc-
tlon unité; 118} sera le poids maximum que supporiera
la section £, et'on aura, poar déterminer les dimensions
du bras du volant,

R

2w

m?la —rRQS-—!-[. Qrdr = Q1.
n U

On peut supposer qne la section Q reste semblable 4
clle-méme, et poser £ = ar + & dans ce cas, on a

R
w'p %Rﬁs-{—f (ar-+ D) rdr } = lar+ b)T0,
r
ou

wlp [EH—WR:J +§(B2—r'—') —+- b(Bui‘)]:(ﬂ:‘-’- b

Cette formule ayant lien pour tontes les sections, ¢’est-
a-dire quel que soit 7, on a

w’p

a+ wph+all=o,

aww's

o
"Ris ;n’pRz—l— bRotp — bl =0,

It

On a ainsi deux équations entre @ ct b qui permettront
de calculer ces quantités quand s sera connu.

Pour déterminer s, on counsidérera la portion de roue
comprise entre denx bras comme une poutre droite de
longuenr = ?—ZE encastrée & ses deux bouts et chargde

d’'un poi(ls uniformément réparti et égal a

sp’R

e m s
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par unité de longueur, Nous nc tenons pas compte de la
pesanteur, qui est jncomparablement plus petite que la
force centrifuges; toutefois, on fera bien d'augmenter un
peu la valeur de R pour faire le calcul.

XIX, — VipraTIONS D'UNE VERGE.

335. Si aprés avoir écarté une verge encastrée de sa
position d'équilibre, on I'abandonne a elle-méme, clle
effectue une séric d’oscillations dont nous allons étudier
les lois. Nous ne nous occuperons que des vibrations
transversales, c'est-a-dire que du cas onles forces d'inertie
sont normales & P'axe de la poutre. Lo cas des vibrations
longitndinales est facile & traiter, aprés ce que l'on a vu
(312) sur le mouvement de I'air dans un tuyau.

On peat négliger I'action de Ta pesanteur sur la verge
et 'assimiler & une poutre encastrée a une de ses extré-
mités. Les forces qui agisseut sur la verge se réduisent
alors aux forces d'inertic. Soient /1a longueur de la verge,
o sa densité; si U'on prend pour axe des x I'axe de la
verge, et si l'on désigne par £ sa section en £, la force
qui agit & Pabscisse £ est e produit de Ta masse p{dE de

] . . (lgn
la tranche dE par laccélération — - de cette masse

changée de signe, dt désignant Pélément du temps; on a

[}
d%n -
V:ﬁf; pl o (E — x) de.

On a donc, pour I'équation & équilibre,

done ici

(£ — a)ds.

Lidy [ Ly
N

apdr

v mar @
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Différentions par rapporl a x, nous aurons

Eiddy
Qp d® dt’ )

Fn différentiant encore une fois par rapporta x, on a

Ei diy  dy
Qp dz di’

1y désignant Pordonnée de la poutre déformée. Si 'on
suppose la section de la verge constanle, I'équation pré-
cédente estlinéaire, et, en posant

Ei
R :ai,
Qp
on a
dly &y
{1) a’ﬁ—,—d—ﬂzo.

Pour intégrer cette équation, on posera
{z) Y = AerEH
et l'on aura
(3} atu' -+ st =o.

Cette équalion établit une relation entre « et s en vertu
de laguelle la valeur {2} de y sera unc solution de (1), et
il est clair que 'on pourra prendre

J. —_ ZAeon.r—Hl’

s étant susceptible d’une infinité de valeurs déterminées
en fonction de « par (3}, et A désignant unc arbitraire.
Nous allons montrer comment on peut déterminer les
constantes de cetic formule, de maniére 4 satisfaire
des conditions initiales données. Nous admettrons (ce qui
n'est pas rigoureusement prouvé) que U'on puisse diflé-
rentier sous le signe [ les intégrales que nous rencon-
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trerons; on a, comme V'on sait, quelle que soit la fonc-

tion f(x),
b ptw®

fla) = — f‘(E)d.'?f""E«‘”“-‘Lﬁl da €,
—® — W
et, par suile,

A -+ —+ @& N o
S f FLE) G2 /=T gt sl
—-1

drt  anj_
Si, en particulier, on prend f=y, ona
[y diy

dat de

(4) I -+ o -+ @ ; _ d:n\
— 5 f el /1 [ g2 g +_) dudi,
2T/ — de?

7n désignant ce que devient y quand on yremplace x par £,
Si nous posons alors

. d?n
§ —_
(5} naa’ 4+ gt—"‘— =0,
nous aurons unc équation différentielle ordinaire pour
déterminer v, ou, ce qui revient au méme, y; car on
aura
1 -+ -+ 0 _
(6} y=— f geltereV=l gy dv |
— R

PY.
L’intégrale générale de (5} est
n=Acosax’t + Bsinaax’t.

Supposons maintenant que Von désire satisfaire aux
conditions suivantes pour t = o,

y=g¢(x), —-=o,
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il faudra que

A Aeli—naV—idadt —o(x),
2r,

I 2 fer) eV e
— ax?BeCR Y dadi — o0,
™

On satisfera a ces conditions en prenant A==g¢ (),
B=o0. On pourra prendre pour g l'ordonnée de I’élastique
obtenue en exercant un effort p al'extrémité de la verge,
et 'on aura 'éguation du mouvement pour le cason I'on
écarterait Ja verge par son extrémité pour la lacher aus-
sitot aprés. Cette équation est

. + Y-S
yom— f Y cosa gt el=N V=1 gy oz,
am

On peut, si I'on veut, dans I'intégrale relative a £, res-
teeindre les limites & zéro et /, puisque ¢ (&) ne peut Cire
donné que de zéro a Z, et en posant

1)
sie)= [ 3(5)ev

on aura
+ @
1 , —
y=-— o (2)cosaaze=" " da,
27
ou bien encore
-+ 0D
1 .
Y= o {e)cosaattcosaxda.
am S .

en réduisant & (a) 4 sa partie réelle.

EXERCICES.

1. Une planche herizontale repose sur deux rouleaux, c’est-d-dire
gur deux evlindres de méme rayon avant leurs axes poralléles a'un
des edlés de la planche. Sur celle planche se trouve un poids uni-
formément réparti P, Etant donnds les coellicients de {rottement ot

IR
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de roulement relalifs @ 1% 4 le plenche et aux exlindres; 2° vux cy-
lindres ¢t au sol sur lesquels ils reposent; 3° au sol et i ta planche
reposant sur le sol. On propose de caleuler le rapport dos forees
horizontales ndeessaires pour mouvolr la planehe lorsquelie repozo
sur les rouleaux et lorsgu’elle repose dircelement sar lo sol.

II. Un cone droit a base circulaire pesant est placé sur un plan
incling, de maniére gunne de ses arétes en contact avec le plun
fasse un angle fini avec Ia ligne de pente du plan, Déterminer lo
mouvement de ce cbne, en tenant compte du frotlement do glisse-
ment et de roulement.

1L Etudier leffel produit par un choe sur une hille sphérigque
homegéne reposant sur un plan horizontal.

IV. Ftudier le mouvement d'un point pesant sur un cercle ver-
tical ou sur une cycloide, en tenant comple du frottement,

¥. Deux manivelles ézales sonl montées de fagon a faire tourner
un méme arbre, elles receivent leur mouvement de deux bielles qui
restent verticales et qui n'agissent que par feur poids ot alternati-
vement, on suppose que ces bielles r'exercent aucun effet pendant
leur périede ascendante. Etudier le mouvement de ce sysieme.

V1. Evaluer le travail du frottement dars le eas d'une poulie dont
les tourillons reposent chacun sur le point de croisement de deux
poulies mobiles comme dans la machine d'Atwood.

VII. Une poutre horizontale encastrée 4 une de ses cxtrémités est
chargée de poids donat 'infensité varie en raison inverse de la dis-
tance a I'extrémité libre, Déterminer la forme d’¢quilibre de cette
poutre. Former un solide d'égale résistance avec une section rectan-
gulaire dont une dimension reste constante.

VIII. Une poutre courbe est destinée 4 supporter des magonne-
rics ; ses extrémités reposent sur deux appuis de niveau ; fes ma-
conneries sont censées homogénes et s'élévent & une hauteur con-
stante donnée au-dessusde ses appuis: 1° former avee cette poutre
un solide d'érale résistance, en supposant la fibre moyenne circu-
laire; 2° trouver la forme quil faut donner & la fibre moyenne pour
que la poutre de section constante soit un solide d’égale résistance.

IX. Etudier les oscillalions d'un Gl vertical encastré A sa partie
supérieure, el, quaprés avoir tordu, on abandonne & lui-méme.
Etudigr le cas oii Je fil porte un poids tenseur.

e

11. 21

v m A
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NOTES.

SUR L'AHOMOGENEITE TE FORMULES DE LA MECANIQUE
ET SUR LA SIMILITUDE.

v

Quelques antears ont cru pouvoir démontrer & priord
I’homogénéité des formules de la Géométrie, c’est-a-dire
sans s appuyer sur aucune propriété des figures. Les rai-
sonnements que 'on a faits 4 ce sujet m’ont tonjours paru
vicieux, et, sans entreprendre ici de les réfuter, je me
bornerai & faire observer que les raisonnements & priori,
qui tendent & prouver que les formules de la Géométrie
sont liomogénes par rapport aux lignes, pourraient s’ap-
pliquer mot pour mot aux angles, et conduire ainsi & des
conséquences tout & fait absurdes (¥).

Néanmoins les formules de la Géoméirie sont homo-
génes pav rapport aux lignes, et cela tient 4 ce que les
formules fondamentales, dont on déduit woutes les autres,
sont homogénes; ces formules sont celles que fournissent
les théorémes sur la similitude des triangles, sur la me-

(*} SiVon admettait que les formnles de la Géométrie sont homogénes
par rapport aux angles, on arriverait 4 la conclusion absurde gque voiei :
Deux triangles sont égaux quand ils ont un angle égal compris entre deox
cotéds égaux chaeun i chacun; done si, dans un triangle, on se donne un
angle C et les cotés compris a, b, ee triangle sera déterminé ; donc le
troisitme e6té ¢ sera une fonction de a, b, C, ot l'on aura

£ = ?('1’ 5, C)

Si cette formule était homogéne par rapport anx angles, C devrait entrer
an degré zéro, ¢’est-h-dire disparaitee, ¢ serait fonetion de a et & seuls.
Ce qui est absurde,

IR
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sure du rectangle, et sur la mesure du parallélépipéde
rectangle,

En Mécanique, pas plus qu'en Géoméirie, on ne peut
établir & priori 'homogénéité des formules; néanmolns
ces formules sont homogénes, parce que les théorémes
fondamentaux conduisent A des relatons homogénes,
pourvu, bien entendu, qu’ici, comme en Géoméirie, on
laisse les unitéds tout a fait indétermindes. Entrons dans
quelgues détails.

Les vitesses sont des longueurs divisées par des temps;
elles dépendent a la fois des unités de longucur et de
temps, et peuvent étre considérées comme dn premier
degré par rapport aux longucurs, et du degré —y par
rapport aux temps. De méme, les accélérations seront du
premicr degré par rapport anx longnenrs, et du degré — 2
par rapport aux temps. Lne force est le produit d'une
masse par une accélération. L'unité de masse peut étre
choisie arbitrairement; Punité de force résultera de 'unité
de longueur, de Punité de temps et de nnité de masse.
La force peut &étre considérée comme du premier degré
par rapport aux lignes du premier degré par rapport anx
masses, et duy degré — 2 par rappori aux temps.

Ceci posé, je dis que les formules de la Mécanique
seront généralement homogénes. En effet, tout probléme
de Mécanicque se raméne, en derniére analyse, i égaler
des forces, des aceélérations, des vitesses, des quaniités
géométriques ou des temps; ou bicu encore a éaire
qw'une force est égale an produit d’une mnasse par une
accélération. Dans tous ces cas, on obtient des formmules
homogénes; donc tontes les formules de la Mécanique
doivent &tre homogénes, pourvu toutefois que Pon ne
fasse aucune hypothése sur les unitds, ce qui pourrait
faire disparaitre, en apparence au moins, certaines lignes,
certaines forees, ete. Ainsi homogénéitd existe dans les

21,

v m A
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sciences mathénatiques, parce que cette homogéndiié y
a é1é introduite par les théorémes fondamentaux; la ou
on ne 'introduil pas, elle nexiste pas. Ainsi les formules
ne sont pas homogenes par rapport aux angles,

Lovsque Von veut retrouver 'homogénéité dans une
formnle de Mécanigue, 1l faut prendre la précaution de
meltre Loutes les lignes, tous les temps, cle., de la ques-
tion en ¢vidence. Mettons, par exemple, ce probléme en
equation :

Trouver le mouvement rectiligne d’un point sollicité
par un cenlire ju:(, ]Jr‘op01‘1iomwl[cmcn£ au cube de la
distance,

Soient x Ia distance du mobile an centre fixe, m sa
masse, ¢ Je temps, £ un coellicient constant; on a

Cette formule, en apparence, n'est pas homogéne; mais
il est facile de mettre 'homogénéilé en évidence. En cifet,
soient f, la force qui sollicite le pointm a la distance x,
S Ta force qui le sollicite & la distance x5 on a

S &
Th — 1
S
d’ou 'on tire
xJ
fzfa—si
Ty

équation du mouvement devient alors

dz r x
m— = f =,
dr a.rg

formule homogéne, car la force f est du premier degré
par rapport aux masses du degré — 2, par rapport aux
temps, el du premier degré par rapport aux longueurs,

v mas
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Considérons deux systénies semblables, appliquens
aux points homologues des forces paralléles et propor-
tionuelles. Soient @, 77, z les coordonuées d'un point de
masse m du premicr systeme; &, y', 2’ les coordenndes
du point homologue, pm sa masse, que nous sapposerons
proportionnelle & ey solent (X, Y, Z), (XY, Z7) les
forces qui sollicitent respectivement ¢es points: les équa-
tions du mouvement des deux systémes sont

iZ[( m %j — X ‘)(?‘r—‘:—.‘.:J:..O,
S (e ]

S Ponprend X=X, Y ==Y, Z'=%Z, crsilon

th’)bL‘

i)

i k 15

4-\1"\, (R — "-»:ll, Z f—‘-Z;,

# p o

on rendra les éqnations (v) identiques, Jest-d-dire que

les systémes resteront semblables pendant tonie la dutée

du mouvement, si Jes {orces elles-mémes fovment un sys-

teme semblable. On rendra encore les dquations (1} iden-

tiques en prenant X=pX, Y=y Y, Z'=upZ, 2'=»,
!

¥

z'= k*z, et en remplacant dans Ia seconde for-
mule ¢ par ke, Celle remaregue constitue tln nouveau

théoréme sur la similitude.

1l résulie des considérations préeddentes qu’il est pres-
que impossible de juger une machine d'aprés un modéle
exéoutd en petit. En eflet, sur le modéle, les longueurs
dtant réduites dans le rapport « par exemple, les masses
sont réduites dans le rapport o, la pesanteur et les forecs
proportionnelles aux masses sont donc réduites dans le
méme rapport, en sorte que A* = =z ¢t p==2=1%; les

temps sevont réduits dans le rapport k = /e, ainsi queles

IR
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vitesscs. Mais, de méme que la pesanteur a ¢1é réduite
dans le rapport o®, de méme il faudra réduire toutes les
forces dans le méme rapport a® : ¢’est ce qu’il est impos-
sible de faire d'une maniére bien satisfaisante, parce que
les résistances passives ne varient pas dans le méme rap-
port que les forces mouvantes. Les frottements de glisse-
ment, élant proportionnels anx pressions, varieront dans
le rapport voulu a*; les frottements de roulement varie-
ront dans le méme rapport, mais leurs points d’applica-
tion ne seront pas semblablement placés. Les tensions, qui
sont proportionnelles aux allongements, aux sections, et
en raison inverse des longueurs, varieront dans le rap-
port *. Enfin les forces dues aux actions moléculaires,
a Iéchauffement des piéces, etc., ne peuvent guére étre
comparées.

SUR LES DETERMINANTS FONCTIONNELS.

La théorie des déterminants est aujourd’hui enseignée
dans tous les cours de Mathématiques spéciales. Nous ne
croyous pas aveir a la rappeler iciy nous nous contente-
rous de renvoyer le lecteur aux ouvrages dont les titres
suivent : (Balizer; — Brioschi, traduit par Combescure :
I'ouvrage de M. Brioschi est rédigé sous une forme trés-
succinete; 'auteur suppose probablement le lecteur an
courant de la théorie élémentaire des déterminanis, —
FPoyez aussi le Traité o’ Algébre supérieure de Salmon,
traduit par Bazin, et mon Truite d’ Algébre : le tout en
vente chez Ganthier-Villars.}

Sinous désignons par (7§} Pélément d’un délerminant R
qui se trouve dans la & ligne et la j* colonue, ce détermi-
nant R scra une fonction homogéne ¢t lindaire des élé-

v mas
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R |

meuts {f1), (/2),..., (in), et 'on pourra derire

en sorte que la wotation est éminemment propre &

207)
représenter les déterminants mineurs de B, Dle méme la
. R .
notation —————— représentera an siene pros le déter-
agy diij) P Sne P

minant obtenu, en étant dans R les lignes dordre i et &/,
et les colonnes d’ordre j et j'.

En adoptant la notation précédente, il est facile de voir
que 'on a identiquement

d*R d'R

W algy ey " @A

Les denx termes de cette formule s’obtiennent au signe
prés, en otant les lignes d’ordre ¢ et ¢, et les colonnes
d’ordrej et j'; mais ces deux termes se déduisent I'un de
I'autre en permutant j et ', c’est-a-dirc en permutant
dans R deux colonnes; ils sont donc égaux et de sigune
contraire. C. Q. F. D.

Voici maintenant la démonstrationd’un théoréme dont
nous avons. fait nsage dans la théorie de la siabilité de
I'équilibre. Je dis que l'on a

R dR dRh  dR d*R

d(i) ay) Ay Al P‘d(g)d(ﬂj')'

En effet, on a

R AR R
aon M T aEn BT g

7

. . d*R . .
Muliiplions par —— - »faisons ensuite A =1,2,3,....n
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et ajoutons les équations ainsi oblenucs; nous anrens

dR  dR
) (JUJ) i) (i)
A)

n AR ') d°R (7'2) dR
i — e ({2} ——
d(rj)([(zl)( ’ d{ifjffydiizy*  J 4

d*R
77T A

(A
VT

\
Or, en vertu de (1), la quantité éerite entre crochets
pourra s’éerire
d* . d'R
— | = = () e i
Lirayammn U0+ ayay o+

ou
dR

- d{i}',’
et par suite la formule {A) donnera

dR  dR dR dR d*R

_ SR gt
d{EF) diiFY AR AT d{1'j" Y diif)

Jacobi appelle déterminant d’un systéme de fonctions

gl(,i‘u rg e m gl Ty (.12;.;':.1'“...,:1‘,1?:,. ca (P,‘(.'l:l!.‘.,.r,,)

le déterminant suivant | ¥}

fde, ey, edw, |
dr,  dx, i,

Ddp,  dy, ey,

i d-d,, dx; dr,

—
e

d‘?n dﬁ?n d P

dr, dz, elx,

(*) Quelques auteurs appellent ce déterminant e jeeohion de oy,.. 2,
Lz théorie des déterminants fonctionnels est exposée en detail par Jacohi
(Jaurnal do Crelle, t. XX, De Determinantibus fonctionalibus).
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Nous le désignerons, conformément a Tusage, par la

nolation
D(Ujl! Wy '_j_»__ﬂ‘u)

ﬁ(.r,, Fayeray .1,.)

L'orizine de cetle notation tient av théoréme suivant :
hal

Tutorime. — 8¢ L on donne aux variables x,, xs,.. .,

x, fes n systemes daccroissement

‘ )\u )\’.‘r' . ~:‘ }-m

(= ¢!

les fonctions ¢y, Gy,... preidront
. Y11 G2
croissement
‘ lla [25-- ] [m
(3) My Mg .ey iy,
. S e,
iy Tagee vy Iy

les systemes d ac-

et le déterminant du systéme des fonetions Bry Ganeeny Py

sera. la limite du rapport du déterminant des (ren-

ttes (3) auw déterminant des guantités (2),

celles-cf tendront vers zéro.

En effet, on a

io:‘sr]w

ey, . deg, do, .
I, = - 2 . Ay
' da, + dua, t dx, *
rl'ci;, do, d?z R
L= -1 Ty P = " fa
e T + + de, e
PR et e e
e, dg, dy,
-—= "7 -+ — . -+ - - "
i dar, t dr, + dr, Hor

e co

Aaraz
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et, d'aprés la régle de la multiplication des déterminants,
on voit que le déterminant des quantités (3) est le pro-
duit du déterminant des quantités {2} par le détermi-
nant {1}, Si done D(x,,...,x;) représente le détermi-
nant d’un systéme d’aceroissements dounéds a xy,..., x,,
et D{o,, 9s,...,9,) le déterminant du systéme des ac-
croissements correspondants de 9., %y, .. ., 9., On pourra
mettre le déterminant (1) sous la forme

D{z,, x,,... ,‘)'

De la résnltent plusieurs corollaires :
1> Si lon suppose z,, xy,..., x, fonctions de y,,

D (51 9250 -5 )
3 5

Fayeoer Yoy OD 20UTA

D(‘P’ “’q‘ﬂ) — D(?l!"'s ‘Pn) D(x!!' "!xu\-‘
D(ri, «-yya)  Dlay...,a:) Dlro.. ¥

2° Si I'on supposc un déterminant fonctionnel iden-
tiquement nul, par exemple si I'on a, quel que soit

Lyyn v ey Ly,
D{‘Pl"- -;Tn)

:(),
Dx,. .., x)

il faudra en conclure
D{gs.eese,) ==o0.

Cette formule exprime que les équations

fioy + oo . .+ !,,Ot,i — 0,

sy - My, -0 M, 0,T= 0,

Py Taly e Pyo, =20

. - ,

sont compatibles, ou, si Y'on veut, que 'on a

o, do, - eyt .+ o, tlp, =0
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pour n systémes de valeurs de dry, dxs,.. ., dx,. Par
snite, cette relation linéaive en dx,,..7, dx, est unc
identité, Elle exprime que, si Pon suppose dy,, dg,,. . .,
dg,_, nuls, on a aussi dg,==o0, ou, si 'on veut, elle
CXprime que, Pq,- - -, G,y restant constants, g, reste lui-
méme conslant, et par snite g, peut &tre regardé comme
fonction de g,,..., §,_;; en d'autres termes, si l'on a

Do)
Dx,...,x,)

=0,

identiquement les fonctions g,, ¢s,..., ¢, ne sont pas
indépendantes les unes des autres.

EXERCICES.

I. Supposons ¢,,..., ¢, liés & z,x,..., 2, & Taide d’équations
de la forme :

nl[?n‘?z?"';xnxv"'):01 I,=o0,...., M,=o0.

On aura
D(‘P”??""'?ll:’ :(_])RD(HI’H?""HHH):D(Hl""’nﬂ)_
D(xt’xz!"':x;a) D(‘z‘n‘rm""'rn) D(?n"‘?‘?u]

. 9,..., 9, sont fonetions compostes de x,,. .., z,. Caleuler lv

"

déterminant des fonctions ¢ par rapport aux variables .
(Jacomr. }

FIN.




ERRATA.

Page 100, ligne 1g, au lice de { — 2 < a2k, lisez i — 2 <2k — 2,

» 108, ferauale qui suitla formule {4, au licw de (o, 03, lisez (=, B,
[T} ] 3 y My,

. ” dy di?
» 165, quatriéme formule, au licu de Et—‘ lises F-
e
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