THEORIE

DES INTEGRALES

ET

DES FONCTIONS ELLIPTIQUES,

PAR

LE D OSKAR SCHLOEMILCH,

Professeur & I’Ecole Polytechnique de Dresde, Membre des Académies de Leipzig, de Stockholm, ete.,
correspondant de la Société Royale des Sciences de Liége, membre de I’Académie Léopoldine, etc.

TRADUIT DE L’ALLEMAND,

ET PRECEDE D'UNE INTRODUCTION SUR LA

THEORIE DES FONCTIONS D'UNE VARIABLE IMAGINAIRE,

PAR

JOSEPH GRAINDORGE,

Docteur spécial en sciences physico-mathématiques, Répétiteur a PEcole des mines de Liége,
Membre de la Société Royale des Sciences de Liége,
Correspondant de la Société Mathématique de Paris, etc.

LIEGE, | PARIS,
a

EMILE DECQ, Libraire-Editeur, GAUTHIER-VILLARS, Impr.-Libraire
Rue de la Régence, 4. de I’Ecole Polytechnique, ete.
Quai des Augustins, 55.

1873.




PREFACE DU TRADUCTEUR.

On sait que les théories ordinaires du caleul intégral sont en
général impuissantes, lorsque I'expression & intégrer renferme un
radical sous lequel se trouve un polynome d’un degré supérieur au
second. On ne peut, dans la plupart des cas, ramener ces intégrales
4 unc forme normale connue.

Legendre, le premier, a traité des cxpressions de cette espéce,
pour des irrationnelles renfermant des racines carrées de polynomes
du troisiéme et du quatriéme degré. II les réduisit a trois formes
simples, auxquelles il donna le nom de fonctions elliptiques : il a
formé des tables pour le caleul numérique de ces fonctions. Plus
tard, seulement, grice aux travaux remarquables d’Abel et de Jacobi,
et surtout de leurs successcurs, on reconnut que Legendre avait
pris la question & un point de vue trés-désavantageux. Abel montra
'utilité de la considération des fonctions inverses des intégrales de
Legendre. Il fit voir la possibilité d’établir une théorie de ces fonc-
tions inverses analogue & celle des fonctions trigonométriques. Cest

a ces nouvelles fonctions qu’il a donné, ¢t que l'on donne encore
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aujourd’hui, le nom de fonctions elliptiques. Quant aux fonctions
de Legendre, on les désigne maintenant sous la dénomination d’inté-
grales elliptiques. Le point de départ du géométre suédois est la
double périodicité des fonctions elliptiques, propriété que Legendre
n'avait pu découvrir dans ses intégrales. La voie toute nouvelle,
ouverte par Abel, fut suivie par la plupart de ses successeurs. On
abandonna complétement le terrain exploré par Legendre. De nom-
breux travaux dus particulicrement & M. Hermite et aux géométres
allemands, donnérent a la théorie un développement considérable :
elle est devenue une des parties les plus importantes de l'analyse.
Ses applications & la méeanique, & la physique mathématique, & la
théorie des nombres sont si nombreuses qu’il est néeessaire de la
rendre classique.

Cependant, la théorie des fonctions elliptiques est peu répandue :
quelques géometres seulement s’en occupent avee ardeur. A quoi
attribuer cet abandon d'une partie des mathématiques, si féconde
en résultats remarquables, sinon au peu de soin que Pon attache &
son enseignement. 1l est regrettable que M. Liouville, qui a traité
plusicurs fois ce sujet au collége de France, n’ait pas publié ses
belles lecons. Il est étonnant quaucun géométre francais n’ait fait
pour la nouvelle théoric le travail que Legendre avait exéeuté pour
les intégrales elliptiques. La Théorie des fonctions doublement pério-
digues de MM. Briot et Bouquet, dans laquelle on reconnait les
lecons de M. Liouville, est le seul ouvrage publié en France sur
cet objet. En Allemagne, au contraire, plusieurs auteurs ont publi¢
des traités sur cette matiére. Il nous suffira de citer les noms de
MM. Durege, Schellbach et Schloemilch. Ces ouvrages ont cu un
succés complet. Nous avons pensé que la traduction de I'un d’entre
eux pourrait rendre quelque service pour I'étude de cette science.
Nous avons préféré le traité de M. Schloemilch, parce que I'on
y trouve les deux théories bien séparées : dans la premiére partie,
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ancienne théoric de Legendre (des intégrales elliptiques), et dans
la scconde partic la théoric des fonctions clliptiques. D’un autre
coté, ce travail se distingue par la clarté d’exposition qui caractérise
le savant professeur de Dresde; il renferme les notions nécessaires
pour la lecture de tous les ouvrages originaux, et des nombreux
mémoires insérés dans les journaux scientifiques.

Afin que le lecteur nec soit pas rebuté par quelques expressions
employées dans ce travail, nous avons eru utile de faire précéder
notre traduction d’un chapitre préliminaire, ot nous avons cxposé
le plus simplement possible la théorie des fonctions d’une variable
imaginaire, et des intégrales prises entre des limites imaginaires.
Nous avons introduit, a la fin de plusicurs chapitres, quelques notes
qui nous ont paru utiles : ces remarques se rapportent & diverses
propriétés des séries et des nombres. Enfin, nous avons rétabli a la
fin du chapitre 1 de la seconde partie une démonstration que
M. Schloemilch avait omise.

Nous ne pouvons terminer cctte préface sans exprimer nos plus
vits remerciments & M. Schloemilch, qui a cu 'extréme obligeance
de revoir avec le plus grand soin les épreuves de notre traduction.

J. G.
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INTRODUCTION.

1. Propriétés des fonctions d’une variable imaginaire.

1. On appelle fonction unc quantité dépendant d’'une autre quantité
appelée variable. On dit que la fonction est continue, lorsqu’elle varie
d’'une maniére continue, en méme temps que la variable change aussi
d’'unce maniére continue, au moins dans un ou plusieurs intervalles.

La nature, réelle ou imaginaire, de la fonction dépend des opérations
faites sur la variable pour obtenir la fonction, que cette variable soit
réelle ou imaginaire. La variable étant réclle, la fonction peut étre ima-
ginaire.

Réciproquement, lorsque la variable est imaginaire, par exemple
z=x+y |/ —1, la fonction f (z) peut étre réclle ou imaginaire. Elle
répond & certaines opérations faites sur z ou sur & +y )/ —1.

On admet, en général, que toute fonction f(z) ouf(x +y /' —1) cst

de la forme w+v)/—1,

w=f(z+yy/ 1) =g, y)+ 1/ — 14 (@ y)=u-+v)/—1.

La fonction f(z) dépend de x ct de y en méme temps, et non de x ou
de y isolément.

Cue variable réelle peut, comme on sait, étre représentée par un poing
se mouvant sur une droite fixe, I'axe des abscisses, par exemple. Chaque
valeur réelle de la variable est représentée par la distance du point
mobile & un point fixe, Porigine. On peut, de la méme maniére, donner
une représentation géométrique d’une variable complexe.
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2. ProprIETE. — A toute quantité imaginaire
z=gz+y) —1,

correspond un point M d’un plan, dont I'abscisse et I'ordonnée par rap-
port & deux axes rectangulaires sont x, y, et réciproquement. On peut
dire que I'imaginaire z=x+y }/ — 1, est représentée géométriquement
par le point M, ou encore par la ligne briséc OPM (fig. I).

Remarque I. — D’aprés cela, un point de 'axe des abscisses est repré-
senté par chaque valeur réelle de z, pour laquelle. y = 0.

Chbaque valeur imaginaire de z, de la forme y l/j désigne un point
de Taxe des ordonnées.

Remarque 11. — La quantité complexe z = + 4}/ — 1 pouvant étre
misc sous la forme :

z=p (cos @ + )/ — 1sin o),
on en conclut que le module p représente la distance du point mobile
a lorigine, et I'angle ¢ linclinaison du rayon veecteur p sur l'axe des
abscisses. On peut donc dire qu'une quantité complexe représente unc
droite en grandeur ct en direction, En d’autres termes, clle représente le
rayon vecteur mené de I'origine au point considéré, ou une droite égale
a ce rayon et qui lui est paralléle.

3. Lorsque l'on fera varier x, y, d’'une maniére continue, le point M,

que nous appellerons indifféremment le point z, ou le point x + y l/ja
déerira d’'une maniére continue une certaine courbe déterminée par la
loi suivant laquelle on fera varier x et y.

Si T'on veut passer d’'une maniére continue du point A (xo + ¥y V —1)
4 un point B (X + Y J/— 1), le chemin suivi par le point mobile M sera
complétement arbitraire : la seule condition & laquelle cc chemin sera
soumis, c'est que la courbe AMB soit continue.

Une variable réelle ne peut parvenir d’une valeur & une autre que par
un seul chemin, c'est-a-dire par la partie de I'axe des abscisses comprise
entre les deux points correspondants. Une variable imaginaire, au con-
traire, peut passer d’'une valeur a une autre par une infinité de chemins
différents.

4. Cela posé, soit la fonction
w=f(@)=Ff(x+y)/ —1)=u+v)/ —1.
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Nous pouvons considérer u, v, comme les coordonnées d’'un point P
mobile sur un plan (fig. 2), et rapporté & dcux axes rectangulaires OU
et OV. Nous I'appcllerons le point w, ou le point % + v |/— 1.

11 est évident qu’a un point M (ac—!—y[/—- 1) choisi arbitrairement,
correspond un point P (u + vl/—— 1) déterminé. Pour un chemin donné
AMB du point mobile M, on aura un chemin déterminé aPb du point P.
Par suite, & chaque chemin choisi arbitrairement du point M, correspond
unc courbe déterminée sur le plan UV.

Si la courbe AMB est continue, la courbe aPb sera aussi continue,

pourvu que u, v, soient des fonctions continues de x, y. Nous dirons
alors que la fonction f(z) est une fonction conlinue de la variable ima-~

ginaire z=x+y|/—— 1.

5. Il existe deux espéces de fonctions de variables imaginaires :

1° Les fonctions qui ne prennent qu'une seule valeur pour chaque
valcur de la variable. Telles sont, par exemple, les fonctions algébriques
rationnclles, les fonctions exponenticlles et les fonctions trigonométri-
ques. Ces fonctions sont appelées monodromes : cette dénomination est
due & Cauchy. M. Liouville les appelle fonctions bien déterminées : ce
nom a ét¢ adopté par M. Bertrand (Traité de calcul différentiel, 1, 373).
Une fonction {(z) peut n’étre bien déterminée que dans une certaine
étendue des valeurs de la variable. Elle peut méme devenir infinie, mais

alors son inverse e doit étre bien déterminée a partir de la valeur zéro.
z

2¢ Les fonctions qui, pour chaque valeur de la variable, prennent
deux ou plusieurs valeurs distinctes. Onles appelle fonctions ambigues ou
fonctions d plusieurs acceptions. MM. Liouville et Bertrand les appellent
fonctions mal déterminées ou mal définies.

Telles sont, par exemple, les fonctions irrationnelles, les fonctions

logarithmiques : ainsi, |/z — «a a deux acceptions, |°/z en a trois, log z
admet, pour chaque valeur de z, unc infinité de valeurs distinctes.

Les fonctions monodromes ont recu de M. Hermite le nom de fonctions
uniformes : il donne aux fonctions ambigues le nom de fonctions non
uniformes.

6. Nous ferons une remarque trés-importante pour les fonctions ambi-
gues, ou & plusieurs acceptions. Elle consiste en ce qu'il existe des valeurs
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particuliéres des variables pour lesquelles deux ou plusicurs valeurs de
la fonction deviennent égales.

Ainsi, |/z, en général, a deux valeurs différentes : cependant, pour
z=0, ces deux valeurs deviennent égales entre elles, et sont nulles.

Soit, par exemple, une fonction continue de la variable z =% +1y;
soient u —+ tv, U+ ¢V, les deux valeurs différentes que prend cette fone-
tion pour chaque valeur de z, et supposons que, pour z=a ==a + i3,
ces deux valeurs se réduisent & unc seule y + 0. Il est évident que
chaque point M (x ++¢y) donne deux points P, Q, dont les coordonnées
sont u, v, pour P, et U, V, pour Q; par conséquent, tandis que M décrit
la courbe AB, les points P et Q déerivent les deux courbes ab et a’b’
(fig. 3).

Cela admis, si la courbe AB ne passe pas par le point C, dont les coor-
données sont a, f, on n'aura jamais en méme temps x =a, y=_3,
cest-d-dire jamais 2 = @. On n'aura done jamais ¥ =U=a, v=V =3;
par conséquent, les courbes ab et a’b’ n’auront pas de point commun.
Au contraire, si le chemin AB passe par le point C les conditions précé-
dentes scront satisfaites, et les deux courbes ab, ¢’b’ auront un point
commun D.

Le point C porte le nom de point de ramification, ou point d’embran-
chement.

TutoriMe. — Les courbes ab, a'b’ ont un point commun ou n’en ont
pas, sutvant que le chemin de z passe ou non par un point de ramification.

7. Supposons maintenant que lc point mobile z=x+ ¢y puisse aller
d’un point initial 2o =120 + %Yo & un point z; = x + ¢y, par différents
chemins. Voyons ce qui résultera pour une fonction continue et mono-
drome f(z) d’'un changement de chemin pour z entre ces deux points
extrémes. Soient

f(z0) =0+ 1tw0, f(21) = w4 + 10y,

les deux valeurs extrémes de f(z). Tandis que M va du point A en B par
Ie chemin AMB, P va de a en b par le chemin aPb. Si M va de A en B par
un autre chemin AM'B, alors P parcourt une autre courbe, et, partant
de a, il aboutira encore en b (fig. 1 et 2): sans cela, & la méme valeur
Zy== T4 + 1y, correspondraient deux valeurs différentes de f(z), ce qui
cst impossible, puisque f (z) est monodrome.

TuioréMe, — Pour toute fonction monodrome, la valewr finale f(z;)
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est indépendante du chemin par lequel z va de la valeur initiale zo d la
valeur finale z1.

8. PropriktE. — Si le chemin parcouru par z est une courbe fermée,
alors la valeur finale de¢ z, et, par conséquent, aussi celle de f(z) est la
méme que la valeur initiale. Par suite, la courbe décrite par f (z) est
aussi fermée.

9. Si la fonction considérée n’est pas monodrome, les raisonnements
précédents ne sont plus applicables.

Considérons, par exemple, une fonclion ambigue, admettant deux
acceptions. On doit alors distingucer deux cas :

1° Ou bien le point z décrit une courbe qui ne passe pas par un point
de ramification.

2° Ou bien le chemin parcouru par le point z passe par un tel point.

10. 1¢r cas. —Soit AMB le chemin décrit par le point z sur le plan xy :
i ce chemin correspondent, par cxemple, deux courbes ab, a’b’ qui n’ont
aucun point commun. Sile chemin AMB change infiniment peu, & cause
de 1a continuité les courbes ab, a’b’ changent aussi infiniment peu (fig. 4).
Mais les deux nouvelles courbes se trouvent, comme les deux premicres,
A des distances finies 'une de Tautre. Par conséquent, il est impossible
par un changement infiniment petit de changer les deux courbes I'une
dans l'autre. En répétant plusicurs fois cette opération, c’est-a-dire si I'on
fait subir un changement continu a la courbe AB, de telle sorte qu’aucune
des courbes AB ne passe par un point de ramification, on peut appliquer
i chaque courbe ab, ¢’b’, ce que nous avons dit pour les fonetions mono-
dromes.

TutoreMe. — 8¢ le point M parcourt une courbe fermée, ne renfermant
aucun point de ramification dans son intérieur, chacun des points a, o',
parcourt de méme une courbe fermée.

A 1. 2¢ cas. — Supposons maintenant que 'une des courbes AB, décrites
par le point M, passe par un point de ramification C, et soit D le point
correspondant sur Ie plan UV (fig. 5).

Tandis que M va de A enC, le point P va de a en P; & partir de C,
lorsque M va de C en B, la fonction a deux acceptions : par suite, rien ne
nous oblige & faire correspondre la courbe Db a CB.

Nous pouvons parfaitement faire déerire au point P le chemin DV,
et ensuite, tandis que M reviendra au point A par un autre chemin, faire
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déerire A P le chemin b’a’, et revenir en ¢’ avee une valeur de la fonction
différente de celle qu’elle avait en a. Le point P aura alors décrit le chemin
Dab’a’, pendant que le point M décrit le chemin ACBA.

Turorine. St le point M parcourt une courbe fermée, renfermant un
point de ramification, il n’en résulte pas que les points P et P’ décrivent
des courbes fermées. En d’autres termes, il ne résulte pas de 1a que la
fonction reprenne sa valeur initiale lorsque le point M revient d son point
de départ.

Remarque. — Les raisonnements précédents subsistent évidemment
aussi pour les fonctions qui ont plusieurs points de ramification et plu-
sieurs acceptions.

12. Lorsque z est une variable réelle, la fonction
w="1(z),
est monodrome; sa dérivée est aussi une fonction monodrome, quel
que soit I'accroissement dz de la variable.

Proposons-nous de reehercher il en sera de méme, lorsque z est une
variable imaginaire; observons d’abord que, dans ce cas, x, y sont deux
variables indépendantes dont les accroissements dx et dy sont compléte-
ment indépendants. Pour que u + v soit considérée comme une fonction
de x + ¢y, il ne suffit pas que cette expression soit déterminée quand on
se donne x, y; il faut encore qu'elle ait une dérivée déterminde, et que
le rapport de son accroissement infiniment petit & Paccroissement corres-

pondant dx + idy soit indépendant de % En d’autres termes, ce rapport
doit étre indépendant de la direction suivant laquelle le point z se
déplace dans le plan xy.

Si nous donnons & x, y, des accroissements dx et dy, tels que
dz =dx + 1dy, nous aurons :

. . du du . [dv dv

dw—d(u+w)—du+zdv—a;dac + @dy +1 (d—x dx + —-dy)

On tire de 14 :

du du
dw —_ + ) ) ( + 7 TI; J
T dx +idy
du dv du . dv\ dy
_( ) <dJ )
1+ z

d
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Or, cette formule nous montre qu’en général, lorsque x, y sont complé-

o o W
tement indépendants I'un de l'autre, la dérivée T dépend du rapport Z—y .
z ©
Comme la direction suivant laquelle le point z se meut sur le plan zy est
oo dw . . .
tout-a-fait arbitraire, r est une fonction ambigue, indéterminée : & une

méme valeur de z, correspondent une infinité de dérivées.

. dw .,
13. Si l'on veut donc que—(%: soit indépendant du déplacement du

point z, ou que I'indétermination de la dérivée disparaisse, il faut rendre

d ,
w indépendant de li_?/

dz I en posant
; x

ﬂ_t.'_.dv du . dv
dy z.LE_dac_deJc

On tire de 1a:
(_11_6+ dv . du dv .
dy  dr \dx dT/)’

cette équation se décompose en deux autres :

fiﬁ__dv dv du
dx_d_,-y’ c.l;_—d_g/ (@

Ces deux équations expriment la condition nécessaire et suffisante pour
« - « «
que la dérivée i soit indépendante de la grandeur et de la direction du
dz

déplacement du point z : en dautres termes, lorsqu’elles sont vérifiées,
la fonction « une dérivée unique en chaque point.

Lorsque cette condition est satisfaite, Cauchy donne & la fonction le
nom de fonction monogéne.

Remarque. — M. Schloemilch donne une autre démonstration de ccs
relations (Compendium der hiheren Analysis, 11, p. 45). On trouve dans
« la théorie des fonctions doublement périodiques » de MM. Briot et
Bouquet une interprétation géométrique (rés-remarquable de ces deux
¢quations, Cet ouvrage donne aussi linterprétation géométrique de
Cauchy.
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14. On conclut de ce qui précéde que pour que la fonction soit mono-
géne, aucune des deux fonctions réelles u, v, ne peut étre arbitraire.
Chacune d’clles doit satisfaire & une équation aux dérivées particlles du
second ordre. En effet, si I'on différentic la premicre équation (@) par
rapport & x, la scconde par rapport & y, et si 'on retranche, on élimi-
nera v; la variable w satisfait & 'équation

d*nv  d*u 0
(7.”;'5 —+ W-: .

De méme, en différentiant la premiére par rapport & y, la seconde
par rapport & x, ct ajoutant, on éliminera w, et il vient :
d®v  d*

d " dy? =0

Daprés cela, u et v satisfont & une seule et méme équation aux dérivées
partielles du sccond ordre.

II. Intégrales des fonctions synectiques.

15. On dit qu'unc fonction est synectique dans une certaine portion
du plan, lorsqu’elle reste finie, continue, monodrome et monogéne dans
cette portion du plan. Cette dénomination cst due & Cauchy.

D’aprés ce que Ton sait de U'intégration des fonctions d’une variable

Z
réclle, I'intégrale S f(z) dz, prise entre des limites réelles 2o, Z s’obtient
%o
de la maniére suivante : on insére entre zo ¢t Z, un nombre quelconque
de valeurs de z, telles que

20 L2zl < 2at LI,

¢t 'on a

Z
S f(z)dz = lim [(z1— 2o) { (z0)+ (22— 24) f(21) -+ + ++ + (Z— Zny) {(2a_1)],

ou bien
Z

[ 1 de=F (@) —F (a0,

.’2:0

en désignant par F (z) l'intégrale indéfinie /" f (z) dz.
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16. Nous adopterons la méme définition pour des valeurs imaginaires
de 2o, Z, z. Mais, il existe ici une différence essentielle entre ces deux
espéces d'intégrales. Une valeur réelle de z ne peut passer de zo & Z que
par un scul chemin, au contraire, pour des valeurs imaginaires de z,
cela est possible d’une infinité de maniéres. Done, une intégrale définic,
prise entre des limites imaginaires, doit avoir une infinité d’acceptions,
et I'on doit chercher I'influence que le chemin suivi par la variable aura
sur la valeur de lintégrale. Cette courbe partant d’un point initial 2z, qui
figure la limite inférieure, pour aboutir & un point final Z correspodant
a la limite supérieure, est ce que M. Neumann appelle le fil conducteur
pour l'intégration de f (z) dz entre les limites proposées.

7. Soit f(z) une fonction synectique dans une certaine portion du
plan, ct soit unc intégrale

Z
S f(z) dz,

%o
prise entre les limites zo et Z. Cherchons la variation de cette intégrale,
lorsque I'on remplace le chemin zoMZ par un chemin infiniment voisin
20M'Z, compris dans cette portion du plan (fig. 6). A cet effet, supposons
qua chaque point m du cheniin zoMZ corresponde un point z de la
deuxiéme courbe z,M’Z, de manicre que zo se corresponde, ainsi que Z.
Si I'on va du point m au point voisin m’ sur la méme courbe, la fonction
f(z) prend un accroissement d f (z) : tandis que, si I'on passc de m en n
sur la deuxiéme courbe, la fonction subit la variation 0 f (z) (1).

Puisque Ia fonction f(z) est monodrome, elle prend en n la méme valeur,
soit que l'on suive le chemin zymn ou le chemin zoM'n. La différence entre
les valeurs de la fonction en m en suivant le premier chemin, ou en 2
en suivant le second chemin, est donc égale & la variation correspon-
dant & mn, c’est-d-dire & 0 f (z).

Or, la fonction étant monogéne, sa dérivée est la méme pour les deux
déplacements. Donc, puisque

df(z) =1 (z)dz, Of(z)=f(z)0z,
0f(z) dz=d f(z) 0z.

on aura :

(1) Nous admettons ici que les notations d et & conservent la méme définition que
dans le cas des fonctions d’une variable réelle.
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Mais la variation de lintégrale définie, quand on passe de zMZ &
2M'Z, est
Z Z Z
35 f(z)dz:S [5f(z)dz+f(z)d-6z]=5 [df(z) 0z +(z)d-0z]
Z, zZ Z,

0 0 0

—{fafre] =[]

Les points extrémes étant fixes, on a 0zo=0, 0Z = 0 : donc,

b SZ f(z)dz=0.

0

On a, par conséquent, le théoréme suivant :

Z
Tuéoréne. — L’intégrale S f (z) dz est indépendante du chemin d’inté-
%o
gration, tant que la fonction f(z) reste synectique entre ces chemins. En
d’autres termes : st Pon considére deux courbes allant d’un point A & un
point B, et si { (z) est synectique dans lu portion du plan comprise entre
ces deux courbes, ces deux chemins conduiront d la méme valeur de ’inté-
grale définie.
En cffet, on peut passer de 'une & I'autre de ces courbes par une série
de transformations qui n’altérent pas la valeur de l'intégrale.

18. On conclut de la le théoréme suivant :

Tutoriwe. — 87 la fonction f (z) est synectique dans Uintérieur d’une
courbe fermée, Uintégrale prise le long de ce contour est nulle.

En effet, I'intégrale prise le long de zoMZ (fig. 7) est la méme que
Iintégrale prise le long de zoM'Z. Done, sile point Z coincide avee zo,
cette intégrale sera nulle.

19. Tuorene. — St f (z) est synectique dans la portion du plan com-
prise enltre deux courbes fermées, les inlégrales correspondant d ces
dewx contours sont égales.

En effet, le chemin A’B'C’A’ (fig. 8) peut étre remplacé par A’ABCAA.
Or, Tintégrale prise le long de AA’ est évidemment égale et de signe
contraire & l'intégrale prisec le long de A’A. Donc, les intégrales prises
le long de A’B'C’A’ et de ABCA sont égales.
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Si nous désignons par I (S) Pintégrale prise le long du contour S,
nous aurons évidemment :
I (A’B'C’A’)=1 (A’ABCAA’)
Or,
1 (A’ABCAA’)=T1(A’A) + I (ABCA) + I (AA’) =1 (ABCA).
Donc,
I (A’B'C’A’) =1 (ABCA).

20. Examinons maintenant ce qui arrive lorsque le chemin d’intégra-
tion de la variable z renferme un point pour lequel f (z) devient am-
bigue, infinie ou discontinue.

Si la fonction f (z) devient infinie, ou change brusquement de signe
pour une valeur quelconque de z, elle ne cesse ccpendant pas détre
monodrome. Nous donnerons aux points, pour lesquels cela a lieu, le
nom de points d’exception. Nous supposerons que f(2) reste monodrome
entre des limites déterminées, mais quelle puisse devenir infinie et
discontinue, ou l'un des deux sculement, pour des valeurs comprises
entre ces limites. Ces fonctions sont appelées asynectiques.

21. Remarque. — Les points que nous appelons points d’exception,
d’aprés M. Schloemilch (Compend. der hih. Anal. 11, 38), sont compris
dans la dénomination générale de points singuliers de Cauchy. Ce dernier
désigne sous le nom unique de points singuliers :

1° Les points pour lesquels deux ou plusieurs valeurs de la fonction
différentes en général, deviennent égales entre elles. Ce sont les points
que nous avons appelés points de ramification ou points d’embranchement.
(Verzweigungspunkte).

2° Les points ol Ia fonction devient infinie ou discontinue : ce sont
les points d’exception. (Ausnahmepunkte).

Nous avons cru, dans lintérét de la clarté, et en cela, nous avons
dailleurs suivi exemple de M. Hermite (Cours d’Analyse de UEcole
polytechnique), devoir conserver ccs deux dénominations. M. Durége
a adopté la dénomination unique de Cauchy.

Les points de ramification sont ceux que M. Bertrand appelle points
critiques. On pourrait adopter les noms suivants, qui répondraient bien,
me parait-il, a la nature de ces points :

1° Aux points de ramification on donnerait le nom de points singuliers.

2° Aux points d’exception le nom de points critiques.
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22. Ces définitions admises, soit ABCD une courbe d’intégration ren-
fermant un point d’exception E. Supposons, en outre, qu’il ne se trouve
sur cette courbe, ni & son intérieur, ni un second point d’exception, ni
un point de ramification, et soit A’B’C’'D’ un second chemin d’intégra-
tion (fig. 9). Si nous menons les deux droites AA’, CC’, nous formerons
deux nouvcaux contours fermés ABCC'B'A’A et ADCC’'D’A’A ne renfer-
mant par le point E. En les prenant comme chemins d’intégration, nous
aurons :

I(ABCC’B’A’A) = I(ADCC'D’A’A).

Si nous décomposons les intégrales des deux membres en leurs parties,

il vient :
I(ABC) +I(CC’) +I(C'B’A’)+ [(A’A)=1(ADC) + I(CC') + I(C'D’A’) + I(A’A),
ou bien
I(ABC) —I(ADC)=I1(C'D’A’) —I(C'B'A’).
Or, cette équation nous donne(1)
I(ABC) + I(CDA)=I(C'D’A’) + I(A'B'C’),
ou bicn
1(ABCDA)=I(A’B'C’'D’A’).
On en conclut le théoréme suivant :

Tutortme. — Si la fonction {(z) reste synectique sur les deux chemins
ABCD et A’'B'C'D’, et dans la portion du plan comprise entre ces deux
courbes, les intégrales correspondant d ces deux contours sont égales.

23. Corollaire. — 11 en résulte que I'on peut toujours remplacer un
chemin d’'intégration par un autre plus petit, entourant le point d’excep-
tion. On pourra donc le remplacer par un cercle infiniment petit déerit
autour du point E.

24. Remarque I. — Si E est le point d’exception unique compris dans
Iintéricur de la courbe ABCD, on pourra prendre pour le chemin
A’B'C’D’ un cercle d’un rayon trés-petit r. Alors, en désignant par &, 7,
les coordonnées du point E (fig. 10), on aura, pour les points x, y, du
cercle A’B'C’'D’ :

x=E 41 cos b, y=n-+ rsinf.

(1) En effet, on a
1(ADC) =—1I(CDA), [(C'B’A) =—I (A’B'C).
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Par suite, en posant
=2 + 1y, =&+ in,

il vient : _
2= + re?.

L’intégrale prise le long du cercle A’B'C’D’ devient alors :
0p+27
i S (g +ref)re d,
60
cn désignant par 6, la valeur initiale de 6.
Lorsque r devient infiniment petit, on a
lim (¢ + re?) reff=1,
et I'intégrale donne

]

O+27
S 2o,

b
Si nous supposons, en outre, ce qui arrive généralement, que A est
indépendant de 6, I'intégrale devient :
2Tz,
et nous aurons :

S f (z) dz = 2i7},
M

si le chemin d’intégration ne renferme qu’un seul point d’exception.

Nous désignons par S f (z) dz V'intégrale de f (z) dz, prise le long d’'un
(n)
contour renfermant n points d’exception.
25. Remarque 1I. — S'il existe deux points d'exception & l'intéricur
du contour fermé d’intégration, on peut trouver un résultat analogue.
En effet, soient

Gi==E + i, CLo=1Fo+ ing,

ces deux points d’exception. Menons une -ligne AC (fig. 11) qui divise le
contour en deux parties telles que chacune renferme un seul des points
critiques. Nous aurons, pour le premier contour ABCA,

I (ABCA) = 2ihs,

et, pour le sceond,
I (CDAC) = 2in..
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Or,
I(ABCDA) =1(ABCA) + I (ACDA)=1(ABC) + I (CA) + I (AC) + I (CDA).
Mais, puisque I (CA)= —1I(AC), il vient:
I(ABCDA) = I (ABC) + I (CDA).
Par conséquent,
I (ABCDA) = i (A + Js),

formule que I'on peut écrire
S f(z) dz = 2“1' ()q -+ 7.2).
(2)
En général, si la courbe renferme n points critiques, on a :

S f(z) dz =2ir (M + ke +++-++ L)
(n)

26. Il nous reste maintenant & voir ce qui arrive lorsque la courbe
d’intégration se coupe cn un ou plusieurs points, c’est-a-dire lorsqu’clle
entoure plusieurs fois un point critique. A cet effet, considérons le
contour ABCDGCHA (fig. 12), qui entoure deux fois le point E. Menons
les deux lignes AD et AG, de telle sorte que la courbe ADG ne renferme
pas le point E. On peut alors (17) remplacer le chemin DG par le chemin
DAG : par conséquent, on peut prendre pour chemin d’intégration le
contour ABCDAGCHA.

Or, ce chemin peut étre décomposé en deux autres ABCDA et AGCHA,
etil vient :

I(ABCDAGCHA)=I(ABCDA) + I (AGCHA).
Chacun de ces chemins n’entourant qu’une seule fois le point E,

Pintégrale prise lc long de ce contour sera 2iz). Done, la valeur de l'inté-

grale sera
1(ABCDAGCHA) = 4ir3,

ou bien
I(ABCDGCHA) = 4in.

27. En général, si le contour muliiple est de Pordre n, c'est-d-dire
g'il entoure » fois le point E, on a pour la valeur de I'intégrale

1= = 2mim),

suivant que le chemin est parcouru dans le sens positif ou négatif.

;;;;;
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28. Tutorine. — Lorsque le chemin d’intégration est multiple et de
Vordre n, il peut se réduire a un parcours multiple d’'un cercle élémen-
taire décrit autour du point d’exception.

29. En terminant, considérons une intégrale prise entre les limites
Zo Ct R,

521 f (=) dz,

Zo

dans laquelle f (z) peut devenir infinic ou discontinue pour certaines
valeurs de z. Examinons lc cas ou la courbe d'intégration ABCD entre
les points A et D, entoure plusicurs fois un seul point d’exception (fig. 13).

Menons la ligne CA joignant au point A un point C, situé vers le
point D, de maniére que le chemin ACD ne renferme pas le point
critique. Le chemin CD pourra étre remplacé par le chemin CAD. Alors
le contour d’intégration ABCD pourra étre remplacé par le contour ABCA,
entourant n fois le point critique E, et par la droite AD. Mais le chemin
ABCA peut étre remplacé par un parcours multiple d’'un cercle élémen-
taire déerit autour du point E, ct I'on a le théoréme suivant :

Tukoreme. — Tous les chemins possibles d'intégration entre A et D
se réduisent d un parcours multiple d’un cercle élémentaire, décrit autour
de E, et au chemin rectiligne AD.

80. Si I'on désigne par

la valeur que prend lintégrale lc long de la droite AD, on aura :

2y

f (z) dz,

%o

%y

z
S ‘f(z) dz = == 2nimh + S f (z) dz.

EN £

On conclut de 14 que, si le chemin d'intégration entoure un point
critique, l'intégrale a une infinité d’acceptions.
%y

L’intégrale s

f(z) dz est appelée par M. Schloemilch lintégrale
%o
linéaire entre les limites données.
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31. On peut facilement déduire de ce qui précéde la formule générale

suivante :
%y
S f(z) dz = g

Zg “ Z

2y

f(z) dz+ 2im (£ ks &= node &= -oo0 Enyd,),

laquelle aura lieu lorsque le chemin d’intégration partant de A, entoure

n4 fois un premier point critique, ns fois un sceond point, cte., le nombre
de ces points critiques étant p.

32. Remarque. — La formule précédente est applicable, quel que soit
Pordre dans lequel les points critiques sont entourés par le contour.
Ainsi, elle aura encore lieu si la courbe partant de A entourc d’abord
~m fois le premicr point, puis p fois Ie sccond point, puis de nouveau ¢ fois
le premier point, etc. En effet, on aura alors

== 2mimhy == 2pinh, == 2qindy oo =k 2 (M Q) imAy = Qpimde E e,

ce qui démontre la proposition énoncée.

J. GRAINDORGE.
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PREMIERE PARTIE.

DES INTEGRALES ELLIPTIQUES.

I. Réduction des intégrales elliptiques.

Lorsque I'on a & traiter une intégrale qui nc se raméne pas directement
aux intégrales fondamentales, on cherche tout d’abord & la réduire, au
moyen de transformations convenables, & d’autres intégrales plus simples,
dont les valeurs sont déja connues ou plus faciles & calculer. Par exemple,
soit I'intégrale

S F (r) dx
PR ——
|/Ao + Ayx + Aoic?
dans laquelle F (x) cst une fonction rationnelle de 2 : si I'on élimine le

radical au moyen des substitutions ordinaires, on obticnt une intégrale
de la forme :

S Bo + Byy 4 Boy2 4 -ooo + Buy™ dy

Co+ Cry + Coy? + -+ + Cry”

Cetle dernicre peut étre traitée par les méthodes connues, ¢t exprimée
par des puissances, des logarithmes ou des ares de cercle. Toutes les
intégrales de la forme :

g F(x)dx
;/Ao 4+ A + Aox? -+ Asx® + At

H
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sont aussi susceptibles d’'une réduction semblable; on les appelle intégrales
elliptiques, parce que la rectification de I'ellipse dépend d'une intégrale
de cette espéce.

A la vérité, il n’est pas possible dans ce cas, de faire disparaitre le
radical; mais I'intégrale peut étre ramenée & d’autres plus simples et de
la méme espéce, qui sont regardées comme les éléments constituants de
I'intégrale générale.

4. Pour effectuer la réduction en question, considérons d’abord I'inté-
grale :

S dx
2
|/Ao+ A 4+ Aox? 4 Asx® + At

ou, pour abréger, nous représenterons Ao+ Ay + -+ + Ax* par X, et
supposons provisoirement que A, soit différent de zéro. Désignons les
quatre racines de I'équation X = 0, par ai, a., as, a,; si elles sont toutes
réelles, supposons-les écrites par ordre de grandeur, cest-d-dire a; < as
<L a5 <a,: si deux d’entre elles sont réelles, et les deux autres imagi-
naires, soient a, et @, les racines imaginaires de la forme
Q=+, G=p—1;
si toutes les racines sont imaginaires, soient a, et a: deux racines comju-
guées, et soit 'autre couple
a5=y‘+iv1, a4=y,—iv4.
On a alors, en écrivant, pour simplifier, A au lieu de A,
X=A(x—a)) (x — as) (x — as) (v — @)

=A[x? — (a1 + @2) T + @ia2] [22 — (a5 + i) x + asa4];

par suite des hypothéses précédentes, les facteurs du second degré sont
réels.
Examinons d’abord le cas particulier ot 'on a :

Ay + QG = 3 + Qg
et soit 2¢ la valeur commune de ces deux sommes. On peut alors donner
a X la forme
X=A[(x — a)® + a10:— a*] [(x — a)® + asa:, — a?],
ot I'on peut encore poser, pour abréger,

a®— A1l = bl, u— Az;03 = bg.
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Si I'on substitue dans I'équation précédente :
4 | d
VX YAl —af—b] (e —ap—bi]

au lieu de x la noavelle variable y =x — a, il vient :

== % : )
VX I YAy — by (5 —by)

L’intégrale proposée se raméne ainsi & une autre, dans laquelle il
n’entre que des puissances paires de la variable d’intégration.
Dans le cas général

a1+a2§ as + Ay,

reprenons, pour arriver & une réduction scmblable, 'équation
S dr S dz
VX YA —a) (z—as) (z— as) (z — as)

ct employons la substitution

k]

_P+qy
x_—1+y, (2)

ol p et ¢ sont des constantes dont la valeur est actucllement indéterminée.
11 vient alors :

Siw_____s (g—p)dy
VX YA,
en faisant, pour abréger,
Ui=p—a1+(g—al)y,
Up=p—a:+(q—a)y,
et ainsi de suite.
Il s’en suit :
Uls=(p—a:) (p — as) + [(p — @) (g — as) + (p— @) (g — )]y
+ (g —a)(g—as)y’

UsUi=(p—as) [p — as) + [(p — a5) (g —as) + (p—as) (9 —as)] y
+ (g — as5) (g —as) y*.

;;;;;
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Si le produit U,U.UsU, ne doit contenir que des puissances paires de y
les coefficients de y dans U,Us et UsU, doivent étre nuls; il vient, pour
déterminer p et ¢ les deux équations suivantes :

1 .
pq—é(a‘+a2)(p+q)+a1a2=0,

1
P —g (as +as) (p + q) + asa,=0.
En posant

! 1 ’oul 2 2

gp+q=s Zp—q=t dot pg=s'—1’,
les équations précédentes donnent :

12 =(s — a1) (s — as), =(s—as) (s — a.),
et I'on a ensuite :
Q12 — A3Q4

§= ®)

- a; +~as — (a5 -+ a,;)’

V(o as) (a—a0) (@ — a5) (w2 —a2)

a +ag—(a5+a4)

)

p=s-+1, g=s—1. (3)

Daprés les hypothéses qui ont été faites sur les racines ai, as, as, a4,
s est toujours récl : pour ce qui est de ¢, nous devons examiner trois cas :
pour des racines réclles, chacun des quatre fateurs ay — a5, a,— as, ctc ,
est négatif, et par suite t est réel. Pour deux racines réelles et deux
imaginaires, les quatre facteurs pcuvent étre groupés comme suit :
(a1 — as) (@ — @) (4 — @) (a2 — @) = (1 — as)? -+ 7] [( — @)t 7],

ct ils donnent un produit positif. Enfin, pour les quatre racines imagi-
naires, les facteurs peuvent étre écrits :

(@1— as) (a2 — a2)- (@1 — a4) (as — as) =
= [(p—pa)? + 0 = 9" [(p — pa)? + (V+24)];

ils donnent aussi un produit positif. Par suite, ¢ est toujours une quantité
réelle. Par conséquent, p ct q ont des valeurs réelles ct finies. La trans-
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formation en question peut donc toujours s’effectuer dans tous les cas,
ctlona:

g_c_ix:=g g—ndy ,
V'X VA[(p—a) (p—as)+(g— a1) (g — as) y*] [(p— as) (p — as)+ (9 — @) (g — ) 7]

Soit encore, pour abréger,

B=A(q—ai)(q—a) (g —as) (¢ —as), (6)

__(p—a)(p—as) __p=a)(p—a)
=== (g —as) b —a) (g—a)

ot B, by, b, sont des quantités toujours réelles : on a alors la réduction

importante
dx dy

=(g—7) ' - (8

5,/A<x,a,)(x_a2)(x_%)(x_ag ! Sl/B(y’——ba)(yg—ba) )

La marche ultérieure du calcul dépend des signes des quantités B, by, b, :

on doit d’abord distinguer si B est positif, et = + 92, ou négatif et = — 2;
dans chacun de ces cas, on peut faire une des trois hypothéses suivantes :
b= + &2, be = + [32,
b.=—a’, b2=+Be,

b1=—d2, be:-ﬁ?.

Quant & I'expression B (y* — by) (y* — b:) que nous représentons, pour
abréger, par Y, elle pourra avoir six formes différentes que nous allons

examiner séparément.
Soit d’abord :

Y=y =) (y* — F7),
et o? la plus petite des quantités o2, (32. L'intégrale aura alors une valeur

réelle, si y* < o < 32, ou y2 > (32 > o2

Dans le premier cas, si 'on substitue

n=g, y=uaz,
il vient :
Sﬂ__ 1 dz
VY "/5,/(1—z9) (I — xz2)
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Ici, x et z sont des fractions positives, dont la derniére croit avec y.
Dans le second cas, si 'on pose

a B
K-—-B’ y—-—-z-,
il vient :
Siy__ 1 5 dz .
VY By a=ea)

% et z sont aussi des fractions positives, dont la derniére décroit, lorsque

y croit.
Pour la deuxiéme forme :

Y=9'(y+ ) (* — ),
ot évidemment y? doit étre > 3%, on se servira de la substitution
a p
- [ —
Vat+ 3 Vi—z
et il viendra :

5 ﬂ/— . 1 S dz
VY Ve )y 1 —2) (1—22)
Iei, » et z sont des fractions positives, dont la derniére croit en méme
temps que y.
Si Y a la troisiéme forme :
Y=y (y*+ o) (y*+ ),

et que «? soit la plus petite des quantités a2 ct 3%, on substitue

s, _e/F,
B ’ y= z ’

=

=

il vient alors :

S%=“(§75,/(,_Z§Z_n,z2)‘

» et z sont de nouveau des fractions positives, dont la dernicre décroit

lorsque y croit.
Si Y a la quatriéme forme :

=7y — ) -y,
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et si o? est la plus petite des quantités o2, [3%, il est évident que y* doit
étre compris entre «?, 32. Les substitutions

B — o o

=

L=

e ——)
1 — x%?
donnent :
5’ dy 1 S dz
—W =7 ’
VY Brlya—z) i —ee)
ot » et z sont des fractions positives, dont la derniére croit en méme
temps que y.
Pour la cinquiéme forme :

Y =2 (y*+a?) (B*—y?),
on se sert des substitutions

em——t TR

5 dy 1 5 dz

— = — ’

VY V@B T—o) (—we)

ou x et z sont des fractions dont la derniére décroit lorsque y croit.

Pour ce qui est de Ia sixiéme forme, clle n’a aucun sens, puisqu’alors
I'intégrale a une valeur imaginaire, qui se déduit de la troisiéme forme

on a alors :

multipliée par /' — 1.
Le résultat des recherches précédentes conduit au théoréme suivant :
L’intégrale
g dx
VAG—a) & —a) @—a) (& —a)

b

peut étre ramenée, par deux substitutions, & la forme beaucoup plus
simple :
dz

¢ S V(1 —27) (1 — 2

b

ol et z sont des fractions positives.
Nous devons encore mentionner la modification dont on fait usage dans
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le cas ou le polynome X est du troisitme degré, c’est-d-dire la réduction
de Pintégrale

g dx
VA —a) @—as) (@ — )

dans le cas ot les trois racines sont réelles, et a; < as < as, ou bien dans
le cas ol as est la scule racine réelle. 11 suffit alors de remarquer que I'in-
tégrale précédente peut étre regardée comme la valeur limite & laquelle se

b

raméne ’expression

V — a.dx
5 VAo —ar) @ — ) (r— ) (o — a0)
lorsque a; croit indéfiniment. Il suffit pour cela de multiplier I'équation
(8) par |/:-_a:, et de chercher les valeurs limites des quantités

b

p, q, —_ (";—';5 bi, bg.

Si nous désignons la troisiéme de ces limites par g hous déduisons,

pour a; =, des formules (5), (%), ete.

s=as, t=—1 (a1 — as) (a2 — as),

p e l/(a‘ — as) (a2 . as), q=as + l/(ai —_ a:,) (‘12 —_— 05), (9)

B=A(g—a)(q—a)(g—a) (10)
(p—ai) (p—as) p—as
by = — ’ - be = — 5 11
T g—w) =) 1—o an
la formule (8) donne

=@—MS > (12)

SVA@—MHFWMW—M VB (" —b) (y*—bs)
et entre les variables «x, y on a la relation (2).

L'intégrale du second membre a la méme forme que Pintégrale (8)
relative & y; la réduction ultérieure sera la méme des deux cdtés.

B. Dapreés ces recherches préliminaires, il n’cst pas difficile de trans-
former l'intégrale générale :

S F (x) dx 5 x)dx
I/A0+A1£'+A0I2+A 134+ Azat ;/X

;;;;;
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dans laquelle F (x) est une fonction rationnelle algébrique de x. La

substitution

P*+9y,

r= l+y

donne d’abord :

e ()%

et Y est ici, comme ci-dessus, de la forme B (2 — by) (y* — bs).

(15)

+ ' . . ’ .
En outre, F (H/> est encorc une fonction rationnelle algébrique

de y, de la forme

p (P __ Go+ Gy + Gy + Gsy® + Gay' +- -
1+y ) Ho+Hy+ Hoy?® + Hyyd + Hyy* + -

_ Go+ Goy? + Gyt + oo+ (G Gyt ooen) y
T O Ho+ Moy + Mayd 4+ oo+ (Hy+ Hsy +000) y

Si 'on multiplie le numérateur et le dénominateur par
Ho -+ Hoy? + Huy* 4+ oo — (Ho+ Hsy? + -2 1) vy,

le nouveau dénominateur renferme sculement des puissances paires de y,
et le nouveau numérateur des puissances paires et des puissances impaires,
que P'on peut séparer comme précédemment. Le résultat est de la forme
suivante :

Py _ Mo+ Moy? 4+ ooo 4+ (My+ Msy2 +-0 )y
1+y /) No + Ney? + Nay* +....

2

ou bien

P (’“ + "’J) — () ¥ (5)-y,

1+y

équation dans laquelle @ et W sont des fonctions rationnelles fraction-
naires. De Péquation (15) on déduit, en verta de la valeur de y,

Pde_, (0 B)dy Ll
gl/i (’1 p)sl/B(y’—’h)(y%—be) SI/By— )yt —bs)

et I'on a maintenant & examiner de plus prés les intégrales du second
membre.

“ydy

> (14)
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La derniére devient pour y2 =z,
1 Y (2) dz .
| VBGE—b) G—bs)

elle peut étre calculée au moyen des méthodes ordinaires, c’est-a-dire
étre exprimée par des puissances, des logarithmes ou des arcs de cercle, et
il est inutile de s’en occuper davantage.

Il n’en est pas de méme de la premiére intégrale (14), pour laquelle
on doit employer des substitutions différentes, suivant la nature de B, by,
b.. Mais, on observe facilement que ces substitutions sont renfermées dans
la forme commune :

9 0+ alz’
y = —;
€+ €422
par suite, la fonction
(D (ya) _ 1“0 + ngyg “+ 1\]43/4 P

T No+ Ngy? + Nyt + «ooe

2

se raméne 4 une fonction rationnelle de 22, telle que

h 0+0:12%\  Po+ Puz®+ Puzt4ooo
€+ €422 Qo + Qa2 4 Quzt +- -’

nous supposons pour la généralité que cette derniére est une fonction
fractionnaire. Elle se transforme par la division en une fonction entiére
Ko +Koz? + Kyzt + -, et une fraction, qui peut sc décomposcr en frac-
tions partielles de la forme :

L
(1 + Az?)"
En outre, comme par la substitution employée pour y, on a :
dy dz

=C ,
VB (y*—bi) (y*—bs) V{1 —2) (1—»2)

il s'en suit que l'intégrale

F(xr
S L_) dx
VX
se raméne & trois groupes d’'intégrales. Le premier groupe comprend les
intégrales de la forme :
zmdz

S Va—2) (1 —e)

(15)
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ou m désigne un nombre pair; le deuxiéme groupe se compose d'inté-
grales de la forme :

dz

; 16
S(l + 222" (1 —2%) (1 — 2% 6

dans le dernier groupe il n’y a que des intégrales qui peuvent s'exprimer
par des puissances, des logarithmes et des arcs de cercle.

Nous avons maintenant & nous occuper de la réduction ultérieure des
intégrales (15) et (16). Ordinairement, par la substitution z=sin @, et
par Iintroduction de la notation abrégée :

Ap=}/1 —*sin o,

on leur donne une forme trigonométrique plus simple. On a ainsi :

sin™ cpdcp _ de
Um_s Ag V"—S (1 + Asin? @)"Acp. (7)

C. Par la différentiation, on obtient :

»?sin"2qcost ¢ d

d [sin™3 @ cos ¢ Agp] = [(m— 5) sin™"* ¢ cos? o —sin"~?¢] Apdp — Ao
sinm—* @ sin"~* ¢ sin™ @
— —3 do — —_— —_
(m —3) A o— (m—2) (1 +2?) —— A do + (m— 1)« Ao do;

d’ou, par l'intégration,
sinm3peos 9 Ap=(m—3) Up_s— (m —2) (1 +%*)Up_s + (n—1) %*U,. (18)
Cette formule de réduction montre comment U, peut se déduire de

U €t Un_s : pour m =4, 6, 8, etc., elle fournit successivement U,, Us,
Us, ete., exprimées au moyen de

__(do __ (sinfede
UO_SA——QD’ et Ug-—-S A(p .

A cause de

on a encore :
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Le développement de U, conduit done aux deux intégrales :
do
SZ} et /Ay dp,

dont la dernicre provient de la rectification de Iellipse.

D. En désignant, pour abréger, J/(1 —z2) (1 — z22?) par R, on
obtient par la différentiation, une équation de la forme :

\ zR €32% + Cozt 4 €12% + o dz
d == —_

| (1 + 222"t (1 + 2z2)n R
ot les coefficients ¢o, ¢4, €s, ¢; dépendent de %, A et n. On peut donner &

ce résultat la forme suivante :

d \ zR | (12223 w9, (1+22%)2 4 7 (1 + 22%) + yo dz
[ (14 2=ty (1 + z2)" R
. dz dz s dz e dz )
TrU )R P U)o R i)y R (T k) R

Les valeurs des nouveaux cocfficients que nous désignons par y sont :

N3 1422 _x?
y5=-(2n—-h)72, 7._,=(2n——!p)( ) +aﬁ>,

l -\'2 - \.2
'/1=—(9n——5)<1+2 _;/ +5};—2 >

1 4+ »? 22\

7o =(2n —2) <'1 R 7\;)

Par I'intégration de I'équation précédente et la substitution de z=sin ¢,
on arrive & la formule de réduction suivante :

sin @ cos © Ao

Mo tsimt gyt = 72 Vs w7 Ve 7 Vot o Vi, (19)

laquelle subsiste pour toutes les valeurs de ». Si I'on fait suceessivement
n=2,3, 4, etc., on trouve V., Vs, V,, ctc., exprimées en fonction des
trois intégrales :

|+7\sin2q)d ’ do

o (%, v
\_'-( Ao ¥ VO_gA@, V(_S(l-a-)\sin’qo)Ago-

v
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Les deux premiéres appartienncent & la forme déja considérée plus haut,
tandis que la derniére constitue un nouvel élément.

De toutes ces recherches il résulte que la réduction de Pintégrale ellip-
tique générale

5’ F (r)dx
|/Ao + A+ Aox® + Azx® + At

dépend d’une part de puissances, de logarithmes et d’ares de cercles,
d’autre part de trois intégrales elliptiques particuliéres, qui peuvent
étre éerites sous la forme algébrique :

‘- dz 7 S\/ll——.ﬁ-dz, g dz ’
=) 1—2) 11—z d (14222 /(1 —2%) (1—=2z2)

ou, sous la forme trigonométrique :

do do
S A¢’ S A¢ dp, S (T-+Xsin?g) Ay’

Lorsque ccs derniéres intégrales sont prises entre les limites ¢ = 0, ct
¢==9, on les appclle Intégrales elliptiques de premiére, de deuxiéme et
de troisiéme espéce, et on les désigne par :

¥ E "Apd ) T___dp
(A, go)—s — (/»a(:’)'_so pdy, Ilo(z, ‘)@)=SO(|+}_S“}2(P)A(P.

La limite supéricure ¢ s'appelle Pamplitude, = le module, 1 le paramétre
de T'intégrale en question (1).

Au moyen des formules (18) ct (19) on trouve facilement les équations
suivantes que nous rapprocherons, & cause de leur usage fréquent, ct dans

(1) La réduction précédente de Pintégrale elliptique générale a été donnde par
Lecexore dans son Traité des fonctions elliptiques : clle est simple et naturelle. On doit
d’élégantes modifications & Ricueror (Journal de Crelle, XXXIV, 1) et & WEiersTrass
(Schellbach. — Die Lehre von den elliptischen Integralen und den thelw functionen). La
théoric géndrale de la transformation est une eréation de Jacom (Fundamenta nova
theoriue functionum ellipticarum). Jacobi désigne par la lettre IL une autre mtégrale que
Legendre; c’est pourquoi I'on distingue, par un indice, P'intégrale de troisi¢me espéee
de Legendre de I'intégrale de Jacobi qui se présentera plus loin.
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lesquelles, pour abréger, nous écrirons A, F, E, au lieu de Ag, F(z, ¢),
E (2, 9):

Ssm‘2 d(p F—E
o A

xﬁ

s cosodp E—(1—»)F
0 A x? ’

2

S?tg’ odp _A-tgp—E
0 AT 11—

S?sec’godzp A- tgcp+(1-—x?)F——E
0

a 1 —=x?
71 1 z?sin @ cos @
5BdF=I'—_ﬁ<E__—K_>’
0
?sin’cpdm__ 1 E—(1—=z)F singcosg
So AS T — %? A ’

? cos? i
cos F—E sing cos
5 % dp— L oingeosg
o A° %? A
Ici se placent encore deux remarques importantes. Si I'on différentic
par rapport 4 » l'intégrale désignée par E (x, ), il vient :

dE ?sin?
de = so A ? dg,
c'est-d-dire, d’aprés la premiére formule,
dE_E—F i
de =

De méme, en différentiant F (x, ), on trouve :
dF ?sin?
Rl Nk
dx 0 A3
cest-d-dire, d’aprés I'avant derniére formule,

dfF 1 (E—(l—-x’)F_xsincpcosq;)

dx 1 —x? % A

;;;;;
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II. Substitution de Landen pour les intégrales de premiére espéce.

Si, dans I'intégrale elliptique de premiére espéce :

8 dr
F(p,7)= S e
oy 1 —pisin®r
on introduit au licu de 7 une nouvelle variable w, liée & = par I'équation
are t sin 2w ¢ sin 20
= ar —_— T= ————
‘ 8 p -+ cos 20 % p + €0s 20’

on trouve successivement :
1+ pcos 20

d7=24+2pc052co+p*dw’

r———l——p’sin%: 1+ p cos 20

V1 +2pc052w+p”

d’on, par division, et & cause de cos 20 =1—2sin? ®,

dr 2 dw
V1i—pisinic 1+p I AP e
T3 o

La limite inférieure r =0 donne © = 0; en outre, 7 et  croissent en
méme temps, ct lorsque 7 atteint une limite supérieure représentée, pour
abréger, par 7, » prend la valeur déterminée par I'équation

tgr= p—j—mchwQB’ ou sin(2w—7)=psint.  (20)

De I'équation ci-dessus il suit

S" dr 2 (@ de
J— ’
V' 1—pisinit 1"'7’5 4p .
0 p 0 1—(1+p)esm’m
c’est-d-dire, si I'on pose, pour abréger,
—_— —_n2
2vp =gq, doi p= 1=vi—q (21)

1+p 1+ 1—¢




F (g, o). (22)

Telle est la réduction d’'une intégrale elliptique en une seconde d’un
aulre module, et d’'une auvtre amplitude.

Relativement aux rapports de grandeur entre p ct ¢, comme entre ©
et o il faut remarquer ce qui suit :

A cause de p <1, ona (1 +p)? <4, et

p

2
(P20

cest-d-dire
¢ > p: ou q>p.
De (20) il résulte encore :
sin (20 —7) <sint, ou 20—7<7, ou w7,
L’équation (22) montre d’aprés cela, comment une intégrale elliptique
peut étre ramenée & une autre d’un module plus grand et d’une amplitude

moindre.
Si l'on donne & 'équation (22) la forme inverse :

1 4
F(g,0) = —5LF (p,7), (25)

dans laquelle on considére ¢ et @ comme donnés, p et T comme en
étant déduits, I'équation (23) montre que loute intégrale elliptique peut
étre réduite ¢ une autre d'un module moindre et d’une amplitude plus
grande.

Les dcux théorémes démontrés fournissent deux méthodes remarqua-
bles pour Ie caleul numérique de la valeur de F (k, ¢). 11 suffit simplement
d'appliquer & Tintégrale proposée I'un ou l'autre théoréme plusieurs fois
de suite.

Dans le premier cas, on caleule une série de modules croissants ki,
ke, cte., et en méme temps uneséric d’'amplitudes décroissantes g1, ¢, cte.,
au moyen des formules :
21k 2 1/16_4

161 = 1 p) /(‘2 =

+k 1+ ky

parla orto o o UPMC - Coto 916 96
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sin (291 — ¢) = k sin ¢, sin (292 — ¢4) == ki sin ¢y,......
et 'on a les équations correspondantes :
9

F(k7 ?) =,1 :;_ A F(kl’ ‘Pl),

" 2
F (ki, ¢1) = H—IﬁF (k2y p2), ete.

Il en résulte, si 'on va jusque k. et ¢,

9 9 2 2
=t ok Tk Tk F (o),

ou plus simplement :

F(k, §) =F (ks %) \/ bty

D’aprés la condition que les modules croissent continuellement, sans

P

atteindre I'unité, k, doit converger vers une limite déterminée < 1, pour
n croissant indéfiniment. On trouve facilement cette limitc au moyen de
Ia relation

ku+l = =

qui donne :

'1 - kn-(-l _ 1 - ‘/Fn '1
1—ka '1+|/E. 1+ ka
D’aprés cela, on a, dans tous les cas,

ll - kn+l
1—k,

<1

lim
D’aprés un théoréme connu (Bertrand, Calcul différentiel, p. 232) :

lim(1 —k) =0, ou limk,=1.

Puisque, en outre, les amplitudes décroissent continuellement, sans
devenir négatives, lim ¢, doit étre une quantité finie et déterminée @, qui
se déduit facilement du calcul précédent. On a, d’aprés ces remarques,

¢ do 1 1
Iim F kn, n =S e —————— ], [g (_ T4 - (I));
(ks ) 0 |/4 — sin%p b 2

2

;;;;;
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par conséquent, la formule précédente de F (k, %) se transforme en la

suivante :
F (ky ‘P) =l tg (2 T+ %(I)). \/lfikgis-....

Cette formule donne en particulier, pour de grandes valeurs de k, un
calcul commode, puisqu’alors ks, k, se rapprochent de la limite 1. On a,

ar exemple, pour k= 24
p p bl p - 25’

k=0,96; k4 =0,9997917; ks =0,9999999;
d’ou, & une unité du septiéme ordre prés, ks = 1. Si I'on prend, en outre,

1 .
?=zxT,o0n obtient

9 =60°0'0"";

294 — ¢ = 56°14'28"'30, 91 = 5871415,
202 — ¢ = 58°6'50", 92 = 58°6'39"'57;
au cause de ke = k; =-..- =1, le calcul s’arréte ici de lui-méme, ¢t donne

9o = O = 58°6'59"57.
I1 s’en suit :
24 1 0,9997917
=, =1 ) =1 tang 74°3'19"79 . Dl 529.
F (25, 5 7r> 1. tang 74°5'19”79 0.96 1,278522
Si Ton veut au contraire caleuler F (k, ¢) pour un décroissement suc-
cessif du module, et un accroissement de 'amplitude, on se servira de
la formule (23), dans laquelle p doit étre déterminée par la deuxiéme

équation (21), et = par 'équation (20). Cette derniére prend une forme
plus commode pour la pratique, si 'on met dans le sccond membre de

_ igr—1tgon
tg(r—o)= 'l+tg7tgw’

au lieu de tg 7 sa valeur, et que 'on exprimé le tout en fonction de sin @
et cos . On a, en effet,

1—
tg(r —w) = ptgm:]/d-—qﬂ-tgw.

1+p

;;;;;
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Si I'on calcule maintenant successivement les quantités ki, k., ete., et
91, 92, ete., d’aprés les formules :

i 1—)/ 1—I2 P e A
1= == ———————geres
1)/ 1—l2 1+ )1 —ke

tg('?‘—?)=l/1—k2 tg ¢, tg (92 — 9)) = /1 — ky? g 91y00ne

on a les équations correspondantes :

1+k
F(ka ‘?)="12-_1F (kh ?1),

ks
F (k{, (Pl)= ',1—;-—‘ F (ke, CPQ), ete.

1l s’en suit, si 'on va jusque k, et ¢,
Fk,9)=(1+k) (1 +ke)eo..(1 +kn) W

La valeur limite vers laquelle &, converge par décroissement, s’'obtient
en observant que

b A=y T—k: ks

b (e yT—hd) A+ T — k)

donc, dans tous les cas,

kn+1

lim =+ 21,

n

On en déduit lim k, =0.
De 14 il résulte :

ny Pn . Pu d . ?”d n
limM=th ____?_=llms —§=Iimi;
2n 0 2" |/1—k.ﬁsin2<p 0 2 2

cette valeur limite, qui doit se déduire facilement par le calcul des ampli-
tudes croissantes, s¢ désigne par ®.
On a done, d'aprés les remarques préeédentes,

Fk,0)=@-(1 + ki) (1 +ks) (1 +k3)....

De TI'équation tg (gny1 — 9a) =}/ 1 — ku? tg 9., on déduit d'ailleurs,
que, pour k, trés petit, on a approximativement g.,1 — ¢» = ¢»; chaque

;;;;;



— 90 —
amplitude doit donc étre environ le double de la précédente. Cette rela-
. . 1
tion a lieu exactement pour ¢ = 5 m; on a alors :

=T, ¢92=2m, o¢3=4m,....
d’ou

et

F(k, : 7':) — 5 (1 k) (1 k) (14 )

La comparaison avec la formule précédente donne :

( —'rr) (k)= 72 3

de 14 résulte la signification analytique de ®.
Cette méthode de calcul prend une forme trés-élégante, si on Iapplique

a Iintégrale

S? dy _ty ([/a* —v .
a

o)/ a? cos? 9+ b*sin? g

laquelle peut étre désignée, en abrégé, par f (a, b, ¢).
On a alors :

k=‘_/“e_;bf, k,=a_—___b, 1+ ky= ‘za,
+b a+b

b
tg(p—7) =1 189;

d’ou, par une transformation simple,

(a + b)? cos? 9, + (|/ab sin? ¢,

X

;;;;;
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Si l'on pose, pour abréger,

ay =;‘4)(a+b), b1=|/ ab,

on a la relation simple
1
f(a,b,9)= 2 f(as, by, 94).

Pour appliquer cette transformation plusicurs fois de suite, on calcule
successivement les quantités suivantes :

. . . . .

b b
t3 (91 —9) =8 ts(?e—%)=a—i‘g%

b
tg (ps — 92) =(—£tg P2yeres-

et 'on obtient, en allant jusque an, bn, 9n,

1 Pn dopn
f(a,b,?)=§"f(a,,,b,,,q>n)=s 2 1/ 4, cos? b2 sint )
0 2" a,® cos® ¢, + 0,” SIN® 9,

D’aprés ce qui précéde, lim k, =0, c’est-d-dire dans le cas actuel,

2
lim \/l — (%> =0, dou lim éf' =1;
aﬂ, a"

les quantités a, et b, convergent donc vers une limite commune, que 'on
appelle le moyen arithmético-géométrique de a et b. Si I'on désigne cette
quantité par ¢, on a, par n croissant indéfiniment,

Pn
tim (0 br#) (T de 1 e
2" 0 2n.c c 2n
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D’aprés ce qui précéde, on a done :

f(a’, b, ‘P) =

ol

2

ou O désigne la valeur limite du quotient % .

- 1 1 \
Dans le cas particulier ¢ =35 mona O = 3™ dou

'117
f(:»,b,%ﬂ)_—_?_.
[

Le calcul de I'intégrale

1
Sz i de ,
0 [/252 cos? ¢+ 72 sin? ¢

servira d’exemple : cette intégrale est trés-défavorable pour la méthode
exposée, puisque a et b différent considérablement.
On a
a = 25,0000000, b = 7,0000000;

a: = 16,0000000, b, = 15,2287566;

@s = 14,6145783, b= 14,5485451;

a5 =14,5814607,  bs = 14,5814255;

s =14,5814421 = b,— 14,5814421 =;

9 = 60°00",

g1 — ¢ =25°52'19787, o, = 850521987,
9 — g1 == 850417723, 9y = 170°55"1"10,
95 — g2 = 170°55'26"47, g5 = 541°48'27"57,
08 — 03 = SL1°48'27/T2, o, = 683°56'55729,

91 = 42°56'9"793,
pe = 4204515727,

95 = 420455545,

®f = =] == pol =

;;;;;
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A — 42045335746
16 ©* ’

O = arc 42°43'35" 456 = 0,7457087,

1 0,7457087
£ 2o ) f®Pel 9.
<25, 7, n) Tissti = 00511409

L’exemple traité par la premiére méthode fournit la vérification de ce
qui précéde; on a en effet :

1 1 2%
et _— S— / .
f (25, 7, 5 7T> %5 F 35 3 ) 0,0%-1,278522=0,05114088

A 1
Pour les mémes valeurs de a et b, et 9 = gmona:

1 2 1, 5707965 .

d’oli, en multipliant par 25,

24
=2,6951425.
F(25 5 ) 2,695142

III. Substitution de Landen pour les Intégrales de deuxiéme espéce.

Dans le chapitre précédent nous avons fait usage de la substitution

. sin 2w
ST =
° T p+cos2’

on cn déduit les trois équations suivantes :

P + €0s 20
€087 =

V1 + 2p cos 2w + p?

m: 1+pcos?w

V1 +2pcos2m+p?,

2 (1 + p cos 20)

dr =
‘ 1 4+ 2p cos 2w + p?

;;;;;
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Cette substitution s’applique aussi aux intégrales clliptiques de deuxiéme
espéce, et conduit & des résultats remarquables.

Si T'on emploie cette substitution pour la transformation du sccond
membre de I'équation

E(p,‘r)+psinr=g (/1 — p* sin® 7 + p cos 7) dr,
<0

on obtient

» » gdin?
E(P,T)+psin‘r=25 -+ p cos 2 do — 2 S 14 p(1—2sin’ o) do,
o/ T+gpeoszorpt 1Pl I g e

ou l'on a posé, comme ci-dessus,
_2Ve,
1+p

On peut écrire le second membre de I'équation précédente sous la
forme :

%) - 1
S [(1 +p)) 1—¢*sin*w + (l—p):] do=(1+p)E (g, 0) + (1—p)F (¢, »).
0 I/‘I——qﬂsm’co
b On obtient ainsi la formule :
E(p,7)+psint=(1+p)E(q, 0)+(1—p) F(q, ®); (24)
a cause de
1
F (g, (o)=§ (1 +p) F(p, 7)s
on a, en outre,
. 1
E(p,ty+psint=(1+p)E(q, 0))+§ (1—p*) F(p,1),

ou bien :
1
SU—P)F (0, 9 =E (5, 7) — (1 +9) E (g, o) + psinc. (25)

On en conclut le théoréme que toute intégrale elliptique de premiére
espéce peut élre exprimée au moyen de deux intégrales elliptiques de
deuxiéme espéce.

Les formules que nous venons de trouver donnent des applications
tout-a-fait semblables aux relations simples ci-dessus (22) ct (23). On les
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emploie, ou bien, pour augmenter successivement le module d’une inté-
grale elliptique de dcuxiéme espéce, ¢t diminuer en méme temps ampli-

tude, ou bien, pour diminucr le module et augmenter 'amplitude.
Nous allons appliquer cette méthode & I'intégrale plus générale :

T (")
G(p,7)=§ Arpsintr
0)/1—p?sin®c

laquelle se compose d’intégrales clliptiques de premiére et de deuxiéme
espécee, si A, u représentent des constantes quelconques.
Si 'on transforme, en cffet, I'équation identique :

Hpsingf—coerl—p?siner] dr ,
p |/1 —p?sin®t

au moyen de la substitution mentionnée ci-dessus, et si 'on a égard &
Ia relation

psin?t —cost /1 — p?sin®t = — cos 20 =2sin* 0 — I,

il vient :

G(p,r)—‘—‘sinr:S [7\+
P 0

P
G(p,7) —=sint =
(ps7) ’

2 @ 2sin2w—1 dw .
S <7K+pc
1+pl Y 1—¢?sin*o

En posant, pour abréger,

no

-

)k——-(f=)\1, — =1, (26)
P P

on trouve :

9 gw A+ pysin® @ do.
4+p'0|/17—q95in2w

L’intégrale du sccond membre a la méme forme que G, et peut étre
représentée par Gy (¢, »), pour indiquer en méme temps que A4, 4, sont
mis & la place de 2, p.. Au moyen de I’équation

1
G(p,r)—§p,sinf=

2 1
G (p, 7) =m Gy (q, ») + g B sin 7, (27)

Iintégrale G est réduite & une autre de la méme espéce ayant un

UPNIC - Cote :916 96
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module ¢ plus grand, et une amplitude  plus petite. Si I'on applique
plusieurs fois suceessivement cette réduction 4 l'intégrale

? in?
G=S A+ psin? g d
0 /' 1—k? sin%o

on obtient la série suivante d’équations :

Ps

2

=G +-4 sin ¢
T Ak T gty

2 1 .
G g, G g tesinee

On continuera ainsi jusqu’d ce que I'on puisse poser avec une cxacti-
tude suffisante k,=1. La valcur de G, est alors :

™ d + pasin? g 1 1
Go=\ = Tdp=(hatp) L tg( -7+ -0, ) —pasing,
» 50 oS ¢ ? ( o ) 8 k 9 P h Ty
et Pon peut déduire successivement des formules précédentes Gn_i,
Gn_2, .... G1, G. Nous omettons les détails de ce calcul, parce que la
deuxiéme méthode que nous allons faire connaitre donne des formules
plus simples.

Des équations {26) et (27) on tire :
t+p

G‘ (q’ Cl)):= 2

1
G(p,f)——éyl sint

1 1
‘U.="2H1p, )\=Ai+§p1.

Supposons que 'on donne Ay, p.1, par exemple, A, = «, 1.1 =3, et que
Pon en déduise A=oy, p=[3; si I'on écrit, en outre, G au lieu de la
fonction primitive Gi, et si 'on remplace ensuite la fonction dérivée G
par Gi, on a :

1- 1, .
G(g, )= —-?'_B %Gx (p,r)—éﬁsmr

;;;;;
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L’intégrale G est alors ramenée & une autre G, dont le module p est
plus petit, et Pamplitude 7 plus grande. Cette relation est d’un usage
fréquent; on déduit, en effet, de I'équation

6= S? a-+(sin? ¢ do,
01/1 — k% sin% ¢
les équations suivantes :
1+ ki

G =— Gg——ﬁsmqn)

_’l+lc

1 .
3 (G — 3 ﬁlsln%),

dans lesquelles ki, ks, .... représentent les modules décroissants, o1,
92, ... les amplitudes croissantes. Quant aux quantités c, osy ..e. B,
Bz, ..., elles sont détermindes par les formules :

1 1
0(1=0C+§{3, ﬁ4=§ﬁk1,

1
g ==0dy + 564, @z= ﬁike,

Si Ton imagine les équations précédentes continuées jusque G, alors
G s'exprimera en fonction de G.; cela se fait le plus simplement possible,
si 'on multiplie ces équations par les facteurs correspondants :

1 A+k, 14k 1+k
> T2 T2 T e

g sseey

et que 'on ajoute les produits. On obtient ainsi :

'1+k4 'l+k2 )l+k5 ll+kn
G=— o T G

__gl-f—k; BSI 14-k '1+keﬁ SN @ e o0ee
2 9 nes -+ 9 . 9 1 P2

V+ke 1+ke 1+k"ﬁ sin )
2 g T g Pty

;;;;;
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ou lon a
g?” Otn + [Bnsin? ¢

?
‘0 Y1—k.2sin%g ’

ik ek Rk,
On =— 0. 2 9 92 T ]

kiks ...k,
p—plihe s

~

Gn

Si maintenant, on prend » assez grand pour que 'on puisse supposer
avec une exactitude suffisante k,=0, on aura, d fortiori, 3,=0. On a
alors :

Pn
G, = S oalp == ctuPn,
0

1aks 14ke 144ks 1+k,
5 5 g g

G == ctn (1K) (1K) ..o (1+k) ;;

d’ou, pour n = % , on a exactement, cn représentant, comme ci-dessus,

lim S_;:; par @ et posant lim o, = A,

G=AD (1 + ki) (1 + ks) (1 +ks) ...

k 1wk (14ks) ke .
——Bls—i ‘l—{ incp +£———————-——+ 1)2£ * 2)"51510%
(1 +k1) (1 +k9)<| -+ ks) k k2
-+ 95 * 22

A_a+.—ﬁ<1+ 1 kk2+k"__;€zﬁ+.u)-

Afin de simplifier la formule trouvée pour G, nous observons d’abord
que.lon a

sin g5 + - g

D-(1+ ki) (1 +ks) - =F (k, 9);

en second licu, des équations

b2k ok

1+Icl Tv ks 0 Taks

;;;;;
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1l résulte les suivantes :

1+ ki= 2‘/"‘ 1 LAY Qﬂ

2 = ‘——'3

ks

De toutes ces remarques on conclut la régle suivante pour le calcul
de G:

On calcule d’abord les modules décroissants, et les amplitudes crois-
santes, au moyen des formules

b 4-;/1—/c2 b 1—y/1—k?
L B e— 9 =— geecse
4+[/4—Ic2 1+ )1 — ke

g (g1 —9) =Y 1—k g9, 18(p2—0:) =} 1—k:*1gps,....
et ’on a alors :

? in? 1 1
s ________a+ﬁsm ? dgo=F(k, q?) 20c+ éﬁ(l-kak1+£/€1k2+%,€11€2k5+"'>§

g |/Ic1 sin g1 + - |/ kike sin s 4= |/ 1ksks sin 95 + - ; (28)

Pour a =1, #=—k?, on obtient immédiatement une formule pour
le caleul de E (£, ¢), cest-d-dire

1 1 1
Bk, =F(k9) }1— 5 & <4+ Sk +Zk1k2+-»-.>§
“+ k% ki sin g, + - |/lc ke sin ¢, + .- z (29)

- 1
Dans le cas particulier ¢ = g 0N A PI=T, g2= 2w, 93 =4m, etc.

11 vient alors :

E (k,%ﬂ> —F (/c, % ﬂ> %1 — %ke <1 + % ko -+ ;;klkg +>% (50)

On pourra aussi, d’aprés cette régle, calculer I'intégrale

? T __p2
s |/ a cos? g + b sin? ¢ dy = aE (lﬁa—a cp>,
0

;;;;;
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dans laquelle on peut se servir de nouveau du moyen arithmético-géomé-
trique entre a et b. On a alors & déterminer les quantités suivantes :

4 D
a =5 (a+b), by=/ab, by=——,
1
—(a;—bi)
ag—--(a1+b bo=|/a1b4, ke——'a_—‘s
2

b b
g (p1—9) = S8 18 (92— 94) =a—‘ 18 P1yeeess
1
si I'on pose alors
lim a,=1im by=c¢, lim (;,t) =,

il vient :

4 () 1 1 1
So |/ a? cos? ¢ + b?sin? ¢ dp = - —(a—0b)a <‘I+§ ky+ Zkikg+ §k4k2k5+--->§

g
t*
1

+)2(a—b)a %gl/—slﬂ?i“}--‘/kkaslntpg-i' g (31)
En particulier, pour ¢ = g, ona:

T 117:

2 2 1 1 _
Sol/cﬂ cos? ¢ + b?sin? @ d<,o=7%a2—— (a—0b) as (1 +§k1 +Zk1k2+--->€- (52)

Soit, par cxemple, comme dans le chapitre précédent, a =25, b=17;
des valeurs calculées pour ay, by, as, bs, etc., on tire :

1 )
ki =0,5625000, 5 ks = 0,2812500,

1
ke =0,0048122, kiko =0,0155530,

1
ks =0,0022875, £ kukaks = 0,0000151,
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ke, — 0,0000013, 1"16 Ey ... ks = 0,0000000,
1 —.
-2 IC1 sin ¢4 == -+ 0,57[&0272,

1
i V kiks sin 9o = + 0,0091474%,

% V kikeks sin 93 = — 0,0004282,

4 —
TG Vki ... ki sin ¢, = — 0,0000003,
1
5 T
S 1/ 25% cos? ¢ + T2 sin® ¢ dp = 22,081587,
0
1
52 1/ 25% cost ¢ + 7 sin? ¢ dyp = 27,163662.
0

Cet excmple montre que, méme pour des rapports défavorables entre a
et b, la rectification d’'un arc d’ellipse peut étre obtenue beaucoup plus
facilement par la méthode précédente que par les formules ordinaires
du calcul intégral(1). En effet, pour les valeurs données, I'excentricité

- 2k .o e . - .
numérique ¢ = 5 différe peu de l'unité; par suite, les séries procédant

suivant les puissances de ¢ convergent si lentement que P'on devrait
sommer au moins cinquante lermes, pour obtenir six décimales exactes.

La substitution de Landen sapplique de la méme maniére aux inté-
grales de troisiéme cspéce. Mais, elle conduit & des formules compliquées,
qui ne sont d’aucunc utilité dans la pratique. Nous pouvons donc cn
omettre les développements, d’autant plus que I'on verra plus tard que
les intégrales de troisiéme espéce, qui représentent des fonctions de
trois variables, peuvent se ramener 4 des fonctions de deux variables (2).

(1) ScuroemiLcii. Compendium der hioheren Analysis, I, p. 383. Sturm. Cours d’analyse,
I, p. 381.
(2) Les travaux de Landen, qui a donné son nom a la transformation précédente, se
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IV. Développements en séries des intégrales de premiére et de deuxiéme
espéce.

Nous nous occupons d’abord du développement des intégrales com-

1
plétes F (k, % TE), E (k, §‘n:>, que nous désignons, pour abréger,

par K et E.
a) Si I'on développe, dans I'équation :

T
2 d

N RS
o)/ 1—ksin%e

le factcur de dy, au moyen de la formule du binome, et si 'on intégre
chaque terme de la séric, au moyen de la formule

1

-7 =

2 in2r — ° 5 4
So sin?* ¢ dp = Q.46 (20) 2’

on obtient immédiatement

s=gie ) o () e i) ooy o

Pour le développement de E, on peut ou bien procéder d'une maniére
analogue, ou bien se servir de la relation démontrée a la page 14 :

dF (k,9) 1 %E(lc, 9) — (1 —k*) F (k, cp)_ksillq)COScpg,

i T 1—k k IND)

1 .
laquelle, pour ¢ = 5™ se transforme en la suivante :

E=(1—k?) (h k(g—( . (54)

trouvent dans les Philosophical Transactions, 1771 et 1773, et dans les Mathematical
Memoirs de 1780. Lagrange a traité ce sujet dans les Mémoires de ’Académie de Turin,
1784 et 1783, et Legendre dans le Traité des fonct. ellipt. Gauss a introduit le moyen
arithmético-géométrique dans son travail : Determinatio atiractionis etc. Commentat.
Gotting. 1820. Voir pour I'interprétation géométrique : Jacobi, Extrait d’une lelire &
M. Hermite, Journal de Crelle, T. 32, et Kiipper, Journal de Crelle, T. 55.
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De la série déja connue pour K, il résulte :

O (- ()

b) On obtient des séries plus rapidement convergentes, en diminuant
d’abord le module, au moyen de la substitution de Landen, et développant
ensuite en séries. En posant

& 1—|/l—--lc2
=

P (g — @) =) 1— k150,
+ —

on a:

'1 +k1
F(k ¢) =—5—F (ks ¢).

™
Pour o= 3’ il vient :

(Ic, )_l+k; (ky, ) (1+k4)F<k,,1§17>;

d’oti, st 'on développe F <’Cl, 3 7r> suivant les puissances de £;,

R RO L

On peut procéder de méme avee E; cependant, il est plus simple de
transformer d’abord I’équation (34), de maniére a introduire k, & la
place de k, ct ensuite d’employer le développement (36). On a alors :

E=('l—k“2)<K+/c .S dk) k=2—l/zl-

k Jk— 4+k(’

et, par la substitution de la valeur de k dans I'expression de E, il vient :

4-—-k, 1—k

11 s’ensuit, dapres (36),

; “"“ LD W INIE E
E=——+— < ke+9 2_4) ket ‘, (37)
3

;;;;;
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ot le coefficient de k4™ est :

e ()

1
Si I’on remplace dans (37) le facteur 1 — k; par 1

2
1 .
5 et si Ton

—k
+/€1

multiplie la série par 1 —k,2, il vient :

E= l+k,)% ( > kit + <z i 2.4 6> kit (38)

Cette formule donne facilement la longueur du quart d’une clhpse
dont les demi-axes sont a et b; pour

k_[/a’-—b2 a—b

9 k1=

a a+b

on obtient, en multipliant les deux membres par a,

2 . _ma 2 a—b
}/ atcost g+ b*sintq 5 % ( ) <a+b> (2 4) <u+b

Pour se faire une idée de I'utilité pratique de ces séries, nous allons
examiner, du moins pour l'une d’elles, combien il faut calculer de
termes pour obtenir unc cxactitude déterminée. Si nous désignons par
Uo, Ui, Usy «v.s Uau_s, les » premiers termes de la série (35), ct par R, le
restc, nous aurons :

K=uo+ us + ts + ++++ 4+ Un_1+ Ry,
T /1.5 (2n—1)\? 2n + 1\ 2
R, —— 2yl
2( 24 - (2n) % (2n+2> o z
On a d’'une maniére approchée, pour des valeurs de n un peu considé-

rables(!),
155 @u—1)\* 9
2.4 6 .. (2n) ) BCIEE:

2n +1 2n + 5
w2 2n + 4

=1, etc.;

(1) Cette formule n’est autre que celle de Wallis. Bertrano, Traité de calcul différen-
tiel, p. 424. J. G.

8l



— 35 —
ar conséquent, on a, approximativement
P ? ? ’

k?n Az k4 k?n
=g R = Ty

Si le caleul doit étre exact jusqu’a 0 décimales, on doit avoir
1
RNVTEE

il s'en suit que » doit vérifier la condition suivante :

20+ 1) (1 — k2
(2 /ze(n )>1oa,

log (2n+1)+ n log <2}2> > 0+ log <1_4—Ic-’>,

d’ol 'on déduit facilement n, aprés quelques tdtonnements.

ou bien

\ 4 . C
D’aprés cela, pour k= -, ct pour une exaclitude de six décimales,
5

on doit prendre n tel que:
log (2n + 1) +n-0,19582 > 6,4437,

ct & ccla correspond au moins un nombre de termes n = 28.

Des considérations semblables existent pour les autres séries, et 'on
en déduit que les formules précédentes n’ont une valeur pratique que
pour k trés-petit.

¢) Pour obtenir des développements en séries qui permettent de cal-
culer facilement K ct E pour de grandes valeurs de k, c’est-a-dire pour
des valeurs s’approchant de l'unité, examinons d’abord certaines inté-
grales définies.

Dans I'équation

A ()
w={ L0
o 1+a?

soit W la valeur encore inconnue de l'intégrale du second membre; on
obtient par la différentiation des deux membres par rapport a 3, laquelle
est évidemment permise,

dw 3 Sw x2dx . T
| 0(

w2 {+oa?)(14-[%2%) a(a—+ ﬁ)’

dj3




e,

(=]

wln

d’ou, réciproquement,
T )
W= —‘i 1. (« =+ [3) + const. i
a
La constante se détermine cn observant que W s'annule pour 3=0.

On a, par suite, const= — 1. «, et, en vertu dc la signification primi-
tive de W,

1+ o2x? o o

5wwdx=fl,z:ﬂ.
0

Par la substitution de

1
“"‘Vﬁ’ =1, xz=cotgh,

il vient :

1—e®sin?f 2 ;/1—6’

1 .
Séﬂ 1. sin6 db ml l+|/l—-s (59)

ol ¢ est évidemment une fraction simple. Si, au lieu de cette équation,
on écrit la suivante qui lui est identique,
1

Sé”l.sinede _ n‘ 1 dz
0 1—¢?sin20 l/'l ¢ 22 T4z

on peut développer facilement ces deux intégrales en séries convergentes,
procédant suivant les puissances de ¢. En égalant les coefficients de ¢2»,
on obtient :

1
37 3.5 — 1,2,
52 sin*"ecl.sin@ol@:—-j-r--1 ‘5 5, (2n 1)5 £ dz;
0 2 246 (20) )1z
et, en effectuant I'intégration relative 4 z,
,n _Z.’_"_(_Q":_i)i o 1 1 .. i;.
sin®" 0 1. sin 6 df = 3 T @) 1% 5 + 3 (40)

La formule (39) peut, en outre, & cause de I'équation identique

14 1—et=c¢ \/1:-_‘/_1_—_82,
1—) 1—e
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s'exprimer de la maniére suivante :

1
Sé" 1.sin 6 d Tl (1+|/1—e‘)
0

1—e?sin®6 2 I/T:? 4

1—5’
ou bien : 1
Le  2(2" Lsingdd ! du
yi—e 1':50 1—s’sin26—_501——(1—e’)u"

Posons ici ¢ = k sin ¢, multiplions les deux membres par dp, et inté-

. 1
grons entre les limites =0, et p = =7, ct nous aurons :

2
1 1 1 1
Si” L (ksing) +gS§"S§” Lsin0dody 55” 1 dp du
0 1—ksino o o o 1—k?sin?@sin20 0 S/l__('l_kisinicp)uﬂ

La premiére intégrale du premicr membre se décompose en :

1
l.kséw do S%T 1. sin ¢ do =K'l.k+§§ﬁ Lsingdp
V11—l sin® o 0} 1—k*sin®o m
La premiére intégrale double devient, en changeant I'ordre des inté-
grations,
2 (3" i® d ; M
_S 1. sin 0 df g‘ 5 (Pa, 2 S‘Z L. sin 6 df
n g Jo cos @ + (1— k2 sin 6)sm*cp m
Dans la derniére intégrale double, on obtient, en renversar.t I'ordre des
intégrations (abstraction faite du signe) :
Si du é T do ___T 51 du
o 4 ( —u?)cos? o+ [1— (1—Fk?) u?]sin®o 2 oy (i—w)[1— A—&) u

rol A
w::a

F(;/T—T

(1) On fait usage de I'intégrale définie connue
1
Sé " dx =

a®costax 4ot sintw  Qab
J. G,




— 38 —

En désignant, pour abréger, /1 —k* par k', et I‘< = >par K’,

nous avons, d’aprés ce qui précéde,

1 1
5 7 l d ST . .
KLk 52 Lsinpdp SQ 1. sin 0 d —Tx
V l—k“*smﬂcp 0/ 1—k2sin20 2

Les deux intégrales définies du premicr membre sont égales, puisque
les lettres d’intégration importent peu; on a done :
1

52 L) gt
Vi—ksws 2 *

[

De méme, si 'on met &’ & la place de k,

1

37 Lsi 1

Sz 1. sin 6 db =—;K’l.k’—:,l-7rK.
V1 —Kk?sin?6 2 *

Cest cette équation qui peut servir au calcul de K pour de grandes
valeurs de k, et de petites valeurs de k. Si on Uécrit, en effet, sous la

forme suivante :
_ 2 ,]< > é‘” 1. sin 6 d0
- - —
T K 1 — k” sin? 9

on a d’abord, d’aprés (5 (
lc"i
2-4-6

En outre, on peut développer (1— k"2sin?6)” H par la formule du

binome, et intégrer les termes de la série par la formule (40). On obtient

B k=1 (p)+G) @) )
GO
<‘~’ v 6) [ (A)“ —57 ‘327] e

_w—a ke

2.4

;;;;;
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On en conclut la régle suivante :
Au moyen des formules

op=1 b = 1, =« 2
0— 1. k' 9 Og == Og 9 4 — X2 34’

2
O == Olg— =y Og==10g — =9

5.6 7-8

on calcule successivement les quantités oo, oo, o4, cte., lesquelles, soit

- 1
dit en passant, convergent vers la limite 1. (17>

K= a0+ ! 2o:lc'"2+ -5 eock"‘+ 43
—T\e/) 2.4) " (45)

Pour obtenir la formule correspondante pour E, nous transformons

d’abord TI'équation (34), de manicre & introduire %’ au lieu de k. Nous

aurons ainsi :
dK dk
Y — 2
E=(1 A.)(K kdl’ dlc’)

et, en remplacant k par sa valeur /1 — k2,

On a alors :

E=kK—k( mu#

Appliquée & I'équation (42), cette relation donne :

T [ (k> ] \
HORTORERE
R

On en conclut la régle suivante :
Au moyen des formules

4 1 1 1
‘;32:1- </?> _l—oé’ 64=(5a— 1—5—3——;’

;;;;;
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1
Po=Pr—gg —

. . . 1
on calcule les quantités (3;, Bs, ete., qui convergent vers la limite 1. (——,>

On a ensuite :

1
5.6

E=1+ - ﬁek'ﬂ () —64 ks + (45)
Comme exemple, prenons k= ~2—;s d’ott k'——% Les valeurs de (3.,

B, ete., sont, dans ce cas,
ﬁg = 2,1592600%, (34 =1,57592671, (s =1,4592600%,
Bs = 1,40806956, Bio==1,57910151, Pio=—1,560414kk;

elles donnent :
1=1,

1
5 Pak'? = 0,08464299,
,1 2
<§>. Bk’ = 0,00181622,
‘5 2
2.4
1.3.5\¢
2.4-6

5.5.7\* 9
(1——> - 3 Prok"* =0,00000027,

ek’ = 0,000082%1,

Bsk’8 = 0,00000455,

i~y Sl e ot

2-4-6-8

.3.5.7.9\?2
<21—i’—"‘65—81—0> 12 6121"‘2 = O OOOOOOOQ

E=1,08654646.

En multipliant par 25, on obtient la longueur du quart d’'une ecllipse
construite sur les demi-axes 25 et 7. Cette longucur = 27,165662; elle
concorde avee la valeur numérique trouvée ci-dessus(l) (page 31).

(1) Les séries (a) se trouvent déja dans les ccuvres d’Euler. Les formules (42) et (44)
ont été trouvées d’abord par Legendre par un procédé insuffisant (Mém. de I’ Académie,
1780 et Traité des fonct. ellip.,T.1). M. Schleemilch a donné la démonstration précédente
dans la Zeitschrift fiir Math. II.

;;;;;
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d) Pour développer les intégrales F (k, ¢) et E (k, ¢) en séries infinies,
posons d’abord

l;_l_/)l;k%: k‘, ou bien k= 2_1/_k£;
14/ 1=k 1+ ke

nous aurons :

1 ’1+IC1

, —_ =(1+k)(1 + k)= (1 + ke t?) 3,
|/1 —k*sin?o [/1 + 2k cos 20+ k,®

1 .
ou, comme d'ordinaire, =)/ — 1. Les puissances du degré — -» qui
b b D 2

entrent dans cette formule, peuvent étre, d’aprés la formule du binome,
développées en séries, qui sont encore convergentes, si I'on réduit leurs
termes A leurs valeurs absolues. Ces séries peuvent étre multipliées 'une
par l'autre, et donnent un produit qui, au moyen de la formule

(¥ + e=i%) = cos §,

NO| ==

prend la forme suivante :

1
V1—Fksinto

Les coefficients ao, @2, @4, .... sont eux-mémes des séries infinies;

== do — @2 €0S 2¢ -+ & €0S 4@ — ag oS 6p—+--+- (46)

ainsi I'on a :

2 2N\ 2
ao=(1+ki)i1+ (—é) ky?+ (;_.Z) ke g,

1 1N\? L3\ 2
ae=2('l+k.)§§lcl+ (%) ékﬁ-«- (-;-;) -gk15+---- ;,

et ainsi de suite.
Comme on lc voit, on peut, au moyen de (36), exprimer ao plus
simplement, et 'on a:
2

o = —
™

On doit donc s'attendre 4 ce que as, @4, .... pourront aussi se ramener a
des intégrales elliptiques complétes. En effet, ao pourrait déja étre déter-
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minée plus rapidement au moyen de I'équation (46). Si I'on multiplie cette
.y S e 1
derniére par dg, et si Uon intégre entre o =0 et ¢ =gmona:
1
ST
52 do T,

Ao =>

0 Vl—k*sin*:p_ 2

d’ou il suit pour @y la méme valcur que ci-dessus. Multiplions ensuite
I'équation (46) par 2 cos 27, et remplacons dans le sccond membre les dou-
bles produits de cosinus par des sommes de deux cosinus; puis multiplions

s o T
par do ct intégrons de 0 & -, nous aurons :
° 2

|
9 S'Q " cos2pdp

0 Y 1—k?*sin%o

On tire de 14, en observant que cos 29 =1— 2 sin? g,

= —

T
*9

1
/ygéﬂ 2sin? o— 1 d_/fgi)K—-E K

Ay = —

T <0 |/I—-Ic2sin*cp T

En général, on peut exprimer de la méme maniére ao, par Iintégrale
définic :

T

_cos 2n @ dop
0 ) 1—k*sin®g

_ Mais le développement complet de cette expression serait assez long. 11

&
ton = (—1)"— §

est préférable de ramencr les coefficients as, ac, .... aux précédents : cest
a cela que les remarques suivantes serviront.
En différentiant I'équation (46), on a :

k?* sin 9 cos ¢
V (1— k®sin® g)

multiplions cette équation par

=245 sin 2¢ — 4a, sin 4p +6as sin6p —-.-;

k(1 —ksin?g)  2(2—k?)
k2 = 2

-+ 2cos 27,
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ct remplacons dans le second membre les doubles produits de sinus et de
cosinus par des sommes de deux sinus. Si 'on pose, pour abréger,

2 (2—k?)
2e

=1,
le produit ordonné donne :

__2sin%p = (2)as — 4a,) sin 29

V1—ksintg
+ (202 — 4la, + 6ag) sin 4y
— (4as — 6)as + 8as)sin 6p
+ (6as — 82as -+ 10ay,) sin 8¢

D'un autre coté, on déduit directement de (46) en multipliant par
2 sin 29,

2 sin 29

7——k——= (2a0—a,) sin 29 + (a5 — a.) sin 49 — (as — aa) sin 69
1 —k?sin? ¢

+ (10 — ) sin 8¢ —-+-+;
d'ou, en égalant les coefficients de sin 29,
2a0 — a;s = 2)a: — 4a;, ou bien 3a;=2 (Aa: — ao).
En égalant les cocfficients de sin (m — 2) 9, ou m doit étre un nombre
pair plus grand que 4, on a:
(m—1)apn=(m—2) Mp_o— (M —3) Am_a.
Les formules suivantes servent donc pour le caleul des quantités ao,

Qq, a4, ClC.:
2

Ao =— — K, ag=7ﬂo——— E, a4=g().ac_»-—ao),
T mk? 5
kla, — 3a 62as— ba .. .
Agm—m O = ——7——4, et ainsi de suite.
5

Si I'on multiplic I'équation (46) par do, et que I'on intégre depuis
0 jusque @, on arrive au développement suivant :

1 1 1 .
F(k, ¢) = QP —7 @ sin 2p+ 7% sin lyp—g as sin 6@ -+ [47)

;;;;;
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Par une méthode tout-d-fait analogue, on peut transformer E (k, ¢) en
une série de la méme forme. De I'équation

V/ 1—k?sin? ——(l + Iue"r) (1 + ke )%

on déduit d’abord au moyen de la formule du binome, un développement
de la forme :

V' 1 — k?sin® = bo+b; cos 20 — b, cos ko+bs cos 6 —----, (48)

dans lequel les deux premiers cocfficients peuvent étre déterminés comme
ci-dessus. On a, e¢n effet,
1

S V1—ksint g dqo_bo—a ou bo—-% E;
0 T
en outre,
1
3T T
/1 — k2 sin? @ cos 2¢ dp = b, et
0
d’ou
!
b, =f 52 V1 —ksin? ¢ (I — 2sin® ¢) do.
T Jo

En réduisant cette intégrale, on trouve

ok @—RE—2(1—k)K

T 5k2

Si Pon multiplie le quotient différentiel de I'équation (48) parA+2 cos 20,
on obtient dans le premicr membre la méme expression qu’en multipliant
les deux membres de (48) par 2 sin 20. En égalant les coefficients des
séries ainsi obtenues, il vient:

5bs = 2 (Abs — bo),
et pour un nombre pair m > 4,
(m+1)bp=(m — 2) 2bm_s — (M — ) bm_s.
Les formules suivantes servent done au caleul des quantités bo, bs, ete. :
bo=2E, b=z 20 Sk b= n.—bo),
&dby — 1bs 62bs — 3b,

b<,“'-——‘ y by= 9

s ele

;;;;;
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On déduit de (48), en multipliant par dp, et intégrant depuis ¢ =0
jusque v = o, la formule :

1 1
E (k, 9)=bop + % b. sin 2¢ — [{ by sin 49+ ; be sin 6 — .-+ (49)

Si I'on veut calculer en méme temps F (k, ¢) et E (k, @) pour un méme
module, il est avantageux de déduire les cocfficients bo, bs, .... de aq,
@s, .... Les formules de réduction néeessaires & cet effet, s'obticnnent en
égalant I'équation obtenue par la différcntiation de (48) :

k2 sin ¢ cos @
V' 1—kisin® o

au développement précédent :

== 2b, sin 2¢ — 4bssin 4@ +----,

2 sin 20
V1—k*sin o

aprés avoir multiplié la premicre de ces formules par %, ct la seconde
par k2. On trouve d’abord :

= (2a0 — a4) sin 20 — (a2 — ag) sin 4@ + .-+,

1
bg = § IC2 (2a0—— (14),

et, pour un nombre pair m > 2,
k2

m == e (am—‘_’ —_ am+2)~

Si I'on substitue ces valeurs dans (49), le résultat conduit & la régle
suivante :
On détermine les quantités co, ce, 4, €te, au moyen des formules :

2 200—‘ a; Az — Qg a;— Qas
Co=% E, Co — ——4-—7 Csp— T, Cs=—62——7 cte.
et 'on a

E (k, ¢) =co+ ;; k2 (cosin 20— ¢4 sin 4p+cg sin 6p—----)-  (50)

Pour montrer jusqu'ot ces formules sont applicables dans la pratique,

4 1
nous allons traiter le cas particulier de k= Z—;, =3z On a alors :

357

=

K=2,6931425, E =1,0865465;

;;;;;
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a0 = 0,6366K =1,71451; ¢y =0,69172;
ts = 1,i898K — 2,7651E = 1,01018; c¢. = 0,74899;
a; = 1,8099K — 4,510 = 0,45506; ¢, = 0,05034;
as = 2,6652K —  6,4151E =0,20468; cs = 0,00922;
as = 3,9852K — 9,7851E =0,10125; ¢s = 0,00239;
ar=6,2188K — 15,5675E-=0,05143; c1o = 0,00075;

Giz= 9,9700K — 24,6887E -= 0,02658; ¢12 = 0,00026;
ae = 16,276K — 40,551 =0,01590; c. = 0,00010;
a= 26,910k — 66,697E = 0,00755; cig= 0,0000%;
ars = W,911K — 111,321E = 0,00388; ¢y = 0,00002;
0= 75,495K — 187,154E =0,00205; cso == 0,00001 ;
@se = 127,65k — 516,57E  =0,00105;

2s = 216,77k —5537,35E = 0,00049;

F —, ;~>_127800, E<—, Lr>_088320

Les coeflicients ao, a2, ont ¢té exprimés ici complétement en fonction
de K ct E (ce qui est ordinaircment superflu), pour faire voir que le
coefficient a, est de la forme pK — ¢E, ou p, ¢ croissent rapidement.
Si 'on veut atteindre une grande exactitude, on doit déterminer d’abord
K ct E trés-rigoureusement, c’est-a-dire avec environ 12 décimales, et
calculer évidemment beaucoup plus de termes des séries, que nous ne
I'avons fait ici. De ces remarques il résulte suffisamment que les formules
(47) et (30) n’ont qu'une valeur théorique seulement.

Pour les intégrales elliptiques de troisiéme espéce, on peut former des
séries de méme forme; cependant, les coeflicients qui y entrent sont
d’une construction si compliquée que les séries qui s’y rapportent ne sont
d’aucune utilité.

V. Théoréme d’addition pour les intégrales de la premiére espéce.

D’aprés les éléments du calcul intégral, on sait que les intégrales des
fonctions rationnelles fractionnaires peuvent étre exprimées par des
logarithmes et des arcs de cercles, ct que les intégrales des fonctions irra-

tionnelles renfermant seulement un radical de la forme |/a+bx+cav2,

;;;;;
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se raménent également & ces fonctions simples. Mais, si la quantité sous
le radical est du troisiéme ou du quatriéme degré, les moyens ordi-
naires d’intégration ne sont plus suffisants; la réduction conduit alors aux
trois intégrales elliptiques, qui sont analogues aux logarithmes ct aux
arcs de cercle, et s’y réduisent, en cffet, lorsque le module s'annule.
On peut done dire que les logarithmes, les fonctions cyclométriques,
ct les intégrales elliptiques, ont leur origine commune dans le caleul
intégral.

En effet, si les deux premicres fonctions n’étaient pas connues par
I'algébre et la trigonométrie, on aurait été forcé par le calcul intégral de
considérer des intégrales de la forme :

Sm dx 530 dx

ntd jpy——

1% Jopy1—a

et de leur donner un nom quelconque. Pour ces fonctions on a évidem-
ment les équations suivantes :

Lax+1 y=1 (xy),

arc sin & + are sin y =are sin (¢ /1 — 32+ y/ 1 —a?).

Elles jouissent de cette propriété commune que deux fonctions de la
méme espéce, ayant des arguments x, y, différents peuvent étre réunies
en une fonction de la méme espéce, dont I'argument est composé de x, y,
d’aprés une régle déterminée. En générsl, cela signifie que, aussi bien
pour f (x) = lx, que pour f (x) = are sin x, il existe une équation de la

forme :
f(x) + {(y) =1(2),

dans laquelle z dépend d’une certaine maniére de x, 3. A cause de 'ana-
logie entre les fonctions précédentes et les intégrales elliptiques, on doit
s'attendre & ce que, pour ces derniéres, il cxiste des relations semblables.
Nous allons examiner comment, dans ce cas, z dépend de x, y. Avant de
passer & cette recherche, considérons d’abord les deux cas simples ot
f (x) = lz, et f (x)=arc sin x, pour leur appliquer séparément la méthode
convenable.
Supposons que la fonction f (x) soit définie par 'équation suivante :

X
dx
-

(51)
1 X

f(x)=s

parla orto o o UPMC - Coto 916 96
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ct proposons-nous de déterminer y, de maniére & satisfaire & I'équation
f(x) +1(y)=C, (52)

dans laquelle C désigne une constante quclconque. Par la différentiation
on a d’abord, & cause de la signification de f,

d d
2 LY,
x Y
ou
ydx + xdy =0; (53)
d’ou, en intégrant,
S ydx + / xdy = const.
En appliquant & ces deux intégrales I'intégration par partics, on obtient :
2xy — [ (xdy -+ ydx) = const;
d’ou, & cause de (53),

2xy = const, ou xy=c.

f(x)+f(£>=c,

correspond & la propriété énoncée ci-dessus (52). Dans le cas particulier
x =1, f (x) sannule, et il vient :

C="1(c).

f(x)+f<;_’>=r(c).

. c .
Si 'on remarque encore que ¢ et — peuvent avoir une valeur quelconque,
x

Ainsi, la solution

Par conséquent,

on peut rcpréscnter:—v par une lettre quelconque, par excmple y, et, par
suite, ¢ = xy. L'équation
[ @) +£(y) =1 (xy),

exprime la propriété fondamentale des logarithmes; elle a ét¢ déduite ici
uniquement de la définition de I'intégrale (51).
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Soit, en second licu, ’équation :
gm dx
9

VY 1-—1—'5

laquelle doit satisfaire de nouveau a Iéquation (52). La différentiation
donne :

e 4y 0, (54)
Vie Vimy
ou bien :
V1—ytde + )/ 1 —a* dy=0;
d’ou

Sl/l—y’ dx + S /' 1— x® dy = const.
On a, par l'intégration par parties,

51/1 —yedx=xl/r——37+gﬂa

Viep
gmdy=y/m+§7yfi-

'1—5(,"2

dy > = const.
11—yt

x l/l_——y—“’—i-y Vﬁﬁ: const =c.
On a ainsi la condition sous laquelle la relation f (x) + f (y) =C, a lieu.
Pour £ =0, ona y =c, f (0)=0, et C={(c); dou
{(x)+1(y)="1(c).
Comme ¢ peut avoir une valeur quelconque, on peut finalement mettre

aussi z au licu de ¢, ct dire (ue I'équation
f(x)+ f(y)=1(2),

En ajoutant, il vient :

x[/i—yh—y[/i—x?-»

S””K,/%"‘./

A cause de (54), l'intégrale est nulle, et il reste :

subsiste sous la condition

z=ac|/1-—-y"+y|/1-—x*.
On déduit de 1a l¢ théoréme d’addition pour f (x) = arc sin .

A

;;;;;
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Le méme procédé s’applique de la maniére suivante a la fonction :

x dx
f(x) = . (55)
) So I/('l—m’)(l—k’xﬂ)
Si d’abord on doit avoir :
f(z)+ f(y)=C, (56)

la différentiation donne :

dx + Ay =0, (57)
V=) (—ka?) ) (1—y) (1 —ky?)

ou bien :
VA —y)(1—ky?) de + )/ (1 — 22) (1 — kx?) dy =0.  (58)

Divisant cette équation par 1 — k2x?y2, et intégrant, on a :
: q p s grant,

Vi—y)i—ky), Sl/(’l—-x*) (I—ka)
S 1— Koy de + T— Ry W= (39)

En posant, pour abréger,

xy [2k2 (a2 +y?) — (1 -+ k%) (1 + R2a®y?)] p 22ty
(I — k*ax?y?)? T (1 — kew2y2)2 ™ Q

I'intégration par parties nous donne :

Sl/('l-—y’)(i—k*y?) G VA= —Ry) 5’ Pdy
11— katy? 1= kea'y’ V(i—y)i—ky)

—5 QYU —y) (1 —Fy) da.

La transformation correspondante pour la seconde intégrale (59) s’ob-
tient en changeant partout x en y; les fonctions symétriques P et Q ne

changent pas. On a ainsi :

S (1—=?) (1—k2x?) dy— V (1—a2) (1 — k2?)

Pdx
1— kexayz - 1— kexaye - S

V1= (1—ke)

— j QY (I= =) (I— Fa) dy.

;;;;;
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La substitution de ces expressions dans (59) nous donne :

2y (= g1 (1 —Fy)+y )/ (I—2) (I— k)

1— kexeyz

_ SP [ dx . dy ]
Vi—a)(1— k) /(1—y?) (1— ky)
— g QU= y) (1— Fy?) dx + |/ (1— o) (1— Fa) dy | =,

Cest-a-dire, puisque, d’aprés (57) et (58), les deux intégrales sont nulles,

Cette équation exprime la condition sous laquelle on a:
f(x)+1(y) =C.

Pour x =0, elle donne y=rc; et comme, cn méme temps, f (0) =0,
il reste C="f (¢). La formule (60) renferme la condition nécessaire pour
que I'on ait :

f(x)+1(y) ="1(c).

Si 'on éerit enfin z, au licu de la quantité arbitraire ¢, on a le théo-
réme suivant : si

_x)/ (1= y?) (1= kg + y)/ (1— =) (1— k'x?)

z 1— kx?y? ?

on a:

Sm du N Sy dy _ S” dz .

o)/ (I—=%) (1—ka) Yo/ (1—y)) (1—Fky)  Joy/(1—=3)(1— k=Y
Pour x=sing, y=sind, z=sin g, ce théoréme prend la forme

suivante : si

sin ¢ cos ¢ Ay + sin § cos 9 Ag

sin o= . : >
1 — k?sin® ¢ sin®

(61)
on a:

F (ka 9) +F (k, \P) =F (k, o).

En vertu de cc théoréme, appelé le théoréme d’addition, deux intégrales

;;;;;
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elliptiques de la premiére espéce, de méme module et d’amplitudes diffé-
rentes, se réduisent.d une seule tntégrale de lu méme espéce.

Une deuxiéme démonstration de ce théoréme n’est peut-étre pas
superflue, & cause de sa signification fondamentale; cette démonstration
revient & transformer lintégrale

3 d71
———————=F (ks a), (62)
SO[/G—I:'2 sin® 7

par l'introduction d’'une nouvelle variable. Si I'on pose, en effet,
cos (3 cos n — sin 3 sin 1 )/ 1— k¥ sin® £ = cos &, (63)

A la limite inféricure n =20, correspond la valeur { ==, et sin=a,
¢ prend une valeur y laquelle doit étre déterminée par I'équation

cos 3 cos o — sin 3 sin « |/ 1— k*® sin® y = cos . (64%)

Pour déterminer dz en fonction de d%, on pourrait tirer n de I'équation
(65), et ensuite différentier.

On arrive plus rapidement au but, en observant que I'équation (63)
peut étre mise sous les deux formes :

cos £ cos 3 + sin £ sin B )/ 1— k* sin® n = cos 7, (63)

cos  ¢os 1 —+sin ¢ sin 1 J/ T— k? sin® 3= cos f3. (66)

On s'en assurc facilement, si 'on rend les équations (6%), (65) et (66)
rationnelles. Mais puisque alors les signes des radicaux disparaissent,
I’exactitude de ces signes exige une démonstration particuliére.

Pour k=0, I'équation (63) donne cos (3 + 1) = cos {; d’ott cos (£ — f3)
=cos”, et cos (5 — 1) == cos (3. Les équations (65) et (66) donnent la
méme chose pour k=0; d’oti résulte I'exactitude des signes choisis. Par
la différentiation de (66), on obtient, si I'on désigne pour un instant
par R le radical qui y entre,

(R cos 1 sin £ — sin 7 cos §) dr = (cos nsin { — R sin 7 cos &) d¢;
par suite, la substitution de la valeur tirée de (66) pour R, nous donne :

cos 3 co§‘n— cosC.dn _ cosn—.cos Beost i,
sin 7 sin &
cest-d-dire, d’aprés (63) et (65),

sin B/1— k?sin*§ dn =sin 3 )/ 1— k*sin? n dg,




ou bien :
dn _ dg
Si nous substituons cette valeur dans (62), ou, ce qui est la méme

chose, si nous intégrons I'équation précédente, en ayant égard & ce que,
aux limites 1 =0 et ==, correspondent les limites { =f3 et { = 7s

il vient :
E=fE=ls-l%
An AL~ 0 A% 0 A%
Par suite, on a I'équation
F(k, &) =F (k, y) — F (k, f3),

dans laquelle les amplitudes o, (3, 7, sont relides par I'équation (64). Si
nous mettons ¢, Y, o, au licu de «, 3, 7, nous obtenons le théoréme
suivant : I'équation

F (ky4)+F(k,d)=F (k, a),
subsiste, lorsque les amplitudes ¢, g, ¢ vérifient la condition
c0s ¢ cos  — sin ¢ sin YAe = cosq. (67)
Cette condition peut, par analogic avee ce qui précéde, étre mise sous
les formes :
€05 G €08 ¢ + Sin o sin pAY = cos ¢, i
€0s & €os Y+ sin o sin YAy = cos ¢. (68)
Si I'on élimine cos o entre ces deux derniéres équations, il vient :
cos? 9 — cos?

sin 6 = :
cos g sin YAy — cos J sin gAY’

ou bien, en multipliant le numérateur et le dénominateur par cos ¢ sin ¢Agp
-+ cos Y sin pAY,
sin ¢ cos YA + sin ¢ cos 'fACP

sin e =
1 — k*sin gsin® §

(69)

ce qui s'accorde avec (61).
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Par la substitution dans une des équations (68), on trouve :

¢0s 9 cos Y — sin ¢ sin ¢A¢A¢

cose= 1— k?sin® g sin* § (70)
et de (67) on tire :
— k2 si ind !
AG=A?A4J k sin ¢ sin p cos g cos )
1 — k*sin? ¢sin ¢
Enfin, le quotient de (69) et (70) donne :
o V’ (13 “
te ¢ — tc‘) ‘PA‘IJ -+ ta "pA‘? (72)

ST T T — gy g YAAY
La derniére formule est la plus commode pour le calcul numérique
de o. Si on détermine, en effet, deux angles auxiliaires ¢/, {/, au moyen
des formules
gy =tg9dy,  tgd/=1g Yy,
on a simplement
c=1¢ + '.l/.
1 . - .
L’hypothése T=3m fournit un cas particulier remarquable du théo-

réme d’addition. En effet, on a alors:

1 1
rtg = ——— =

Vi— ke

F(ky 5)+ F (k _F<k-—n>

Les deux intégrales elliptiques correspondant aux amplitudes ¢, {, ont
pour somme l'intégrale compléte K.

Avant d’examiner les conséquences qui se rattachent 4 Paddition des
intégrales elliptiques, nous allons encore développer quelques combinai-
sons des formules précédentes, lesquelles seront utiles plus tard. En
éliminant cos « entre (67) et la scconde équation (68), on obtient :

(73)

sin ¢ cos YAc + cos ¢ sin ¢
Ay = L ;

sina

de méme, 'équation (67) et la premiére équation (68) nous donnent :

Ay =

sin ¢ cos 9Aa + cos sin ¢
sin ¢
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11 en résulte :

Ag+ AYp = A;:: sin (p+ ¢), )
o (74)
Ap — A == sin (y— §). )

De l'addition des intégrales elliptiques, on déduit facilement le théo-
réme de la soustraction, si I'on prend ¢ négatif, et si I'on a égard a la
relation F (k, — )= — F (k, ). '

Si on remplace cn méme temps o par 7, on a I'équation suivante :

F (k, 9) — F (k, §) =F (k, 7),
a la condition que
sin ¢ cos YAY — sin § cos pAg
1 — k*sin? g sin® ¢

sin 7 =

On aura des changements analogues dans les formules (70), (71) et (72).
La multiplication des intégrales elliptiques n’est autre chose qu’une
addition successive, et s’effcctue d’aprés cette condition. Dans le cas le
plus simple, le théoréme d’addition donne, pour 4 =1¢, et cn remplacant
7 par ¢s,
F (k, g2) = 2 F (k, 9),

ou ¢o est déterminé au moyen de 'une des formules :

2 sin ¢ cos 9Agp 1 —2sin?g -+ k?sintp
- S , COS 9o == - .
1 —k?sin* ¢ 1—k?sin'e

sin P2 ==

Si I'on désigne par 93 Pamplitude correspondant a 'équation
F(k9 95) =3 F (ks ‘P) =F (I‘a 309) +F(ka ?)s
il vient :

sin 9s €0 9Ag + sin ¢ €0S 93 Ags
1 — k®sin? ¢ sin? ¢, ’

Si[‘l 93 =

ensubstituant dans cctte formule les valeurs trouvées précédemment,on a:

[%(1 — k?sin? ¢) cos? 9 — (1— k2 sin* ¢)%] sin ¢
(1 —k? sin* )t — 4&k? (1 — k? sin%y) cos?p sin*g

Sin P53 =

Il va de soi que l'on peut continuer de la méme maniére. Mais, pour




éviter des expressions compliquées, nous allons mentionner une simplifi-

cation du procédé. Si les trois amplitudes 9a_r, 9y 9nt1, doivent satisfaire
aux ¢équations

F (k; gus) = (n — 1) F (k, 9),
F (k, 90) = nF (k, o),
F (k, gass) = (n +1) F (k, ),
on a aussi :
F(k; gny1) =F (k, 9a) + F (K, 9),
F (k, gn_1)=TF (k, on)—F (k, ).
Au moyen des théorémes d’addition et de soustraction, on obtient :

. . 2A¢ cos ¢ sin ¢,
S B et e sint psin® g
2 ¢os ¢ €OS ¢p

008 Bnit o+ 008 oot = 4 S inT g sinton

Le quotient de ces deux équations nous donne :

1
18 5 (Pnis + ont) = Ao+ 18 9}

d’aprés cette formule, si 'on part de 9o =0, =19, on calculera facile-
ment 9., 93, 94, ctc.
La division des intégrales elliptiques se déduit de la multiplication, ¢n
donnant & I'équation
F (k, om) =mF (k, ),
la forme inverse

1
F (b 9) = F (ky ga)

et considérant 9, comme connu, et ¢ comme inconnu.
Si{ désigne la valeur donnée de ¢, & I'équation
1
F (k,5) =5 F (k, §),
correspond la condition

1—2sin? g+ A?sin'y  1—2x%+ k¥t
1— k*sin® ¢ T A=kt

cos § =

)
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otlt I'on a posé, pour abréger, sin ¢ = x. Comme on le voit, la détermi-
nation de ¢ dépend de la résolution d’une équation algébrique d’un degré
supérieur.

Le théoréme de la multiplication donne aussi la condition nécessaire a
I'existence de I'équation plus générale :

PF (k, ¢) = ¢F (k, {).
dans laquelle p, q, sont des nombres entiers positifs.

Si I'on imagine, en effet, une troisitme intégrale elliptique F (k, »),
comme valeur commune des deux membres de 'équation précédente, il
résulte de

PE (ks 9) =F (k, ),
une équation de condition entre ¢ ct . D’un autre cité, de
qF (k, 4) = F (k, o),

il résulte une équation de condition entre , w. Enfin, I'élimination de »
entre ces deux équations donne la relation cherchée entre ¢ et .

On conclut de ce qui précéde le théoréme suivant :

Si r, s, t, etc., sont des nombres quelconques rationnels, positifs ou
négatifs, ¢, ¢, X, ctc., des amplitudes données, la somme d’'un nombre
fini de termes

rF (k, 9)+ sF (k, ¢) + IF (k, X) +----,

peut se ramener & une seulc intégrale elliptique, dont le module est
aussi k et dont Pamplitude peut étre déduite de ¢, ¢, X, ete., par des
opérations algébriques (1).

Remarque du traducleur. — M. Walton a donné une démonstration
trés-simple du théoréme d’addition des intégrales de premicre espéce dans
une note publiée en novembre 1870 (The quarterly journal of pure and
applied mathematics, vol. XI).

(1) Léquation (57) a été intégrée pour la premiére fois par Euler. (Institutiones Cal-
culi Integralis, T, scct. 2). Lagrange a donné une autre méthode dans la théorie des
fonctions. La méthode précédente a été exposée par M. Liouville, d’aprés les papiers de
Sturm (C. R. de I’Acad. 1856). Pour la construction géométrique du théoréme d’addi-
tion, voir la théorie des fonctions de Lagrange, et un mémoire de Jacobi (Journal de
Crelle, t.5). La méthode de Jacobi a 6té étendue par Richelot (J. de Crelle, t. 38).
M. Durége a donné une cxposition générale de ces travaux. (Theorie der elliptischen
Functionen.)




En posant
X == ¢0s ¢ €os Y, y==sin ¢ sin ¢,
on raméne I'équation

dy
so A_qf'o

. .
a la suivante :

dx?— dy?=k? [(xdy — ydx)? — dy?].

Si I'on fait 1 — k2 = k’2, on en déduit:
1
xdy — ydx = iV dx? — k*dy?,

dy
ou bien, en posant, pour ableger =p,

y=px—:—cl/4—k”p9.

(4)

Or, cette équation est celle de Clairaut. En lui appliquant la méthode
ordinaire d’intégration, on obtient, par la différentiation, et, a cause de

dy = pdx,

re
<ac + —kp____> dp=0.
1=k

On satisfera a cette équation en posant p = const. Si I'on désigne cette

1 . o .
constante par Ag On aura I'intégrale générale, en substituant cette
g

valeur de p dans (A), ce qui nous donne :

* — yAec==cos g,
ou bien

€0s 6 == €08 ¢ €0s Y — sin ¢ sin YA,

Or, cette équation n’est autre que la formule (67).
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VI. Théoréme d’addition pour les intégrales de la deuxiéme et de la troisiéme
espace.

Dans les recherches qui vont suivre, nous supposerons toujours qu'entre
les trois amplitudes ¢, ¢, s, on a 'équation :

€0s ¢ = c0s p cos Y — sin p sin YAs, (75)
ol ¢ doit étre considérée comme unc quantité donnée, c’est-a-dire comme

une constante arbitraire. A cette équation correspondent les suivantes :

do di

Z;oJrA_+=o, F (k, ¢) + F (k, §) =F (k, o). (76)

Nous allons maintenant rechercher si, dans ces conditions, les sommes
E (k,9) + E(k, §), et TLo(k, )+ ILo (k, ¢),

donnent une réduction semblable.
a. Posons, pour abréger,

S=E(k, ¢) +E (k, ¢),
et, nous aurons, en différentiant,
dS = Agdp + Addi.
A cette équation ajoutons la suivante déduite de (76):
0= Addy + Agd{,
nous aurons
dS =[Ap + AJ] (do + di).
D’aprés la premiére formule (74), on a :
Ac +1

sin o

dsS =

sin (¢ + ¢) d (p+ ),
ou, en posant pour un instant ¢ + Y =2x,

S=AO’+‘1

ne

sin XdX.

Par I'intégration il vient :

S= AT+1 (C——cos)()=Aa.+1
sina sina

[C— cos (5-+ )]
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La constante C se détermine en faisant = 0; on a alors :
V=0, E(k,9)=0, E(k,¥)=E(ko), et S=E(, o).

Par suite,
Ac +1
sin ¢

E (k,0) = (C— cos6);

Soustrayant cettc équation de la précédente, on a :

1
S —E (b 2) = 27 feos 0 —c0s (g + )],
ou bien :
1+ As . .
S=E(k, o)+ — (cos & — cos ¢ cos b -+ sin g sin ).
sin ¢

Or, en vertu de (75),
€0s ¢ — €08 ¢ €os Y == — sin ¢ sin PAs;
par conséquent,

1— (As)? .
S=E (k, o) + ——s—i-[-‘(g—)—sm?smx{»,

ou enfin, en vertu des valeurs de S et Ag,
E (k, ¢) + E(k, ¥)=E (k, ¢) + k* sin ¢ sin y sin o, (77)

Cest le théoréme d’addition pour les intégrales elliptiques de deuxiéme
espéce. On peut en tirer des conséquences analogues a celles qui se rap-
portent aux intégrales de premiére espéce : cependant, ces conséquences
ne sont pas assez importantes pour les développer complétement. Dail-
leurs, la plus remarquable se présentera dans le chapitre suivant.

b. Pour trouver aussi le théoréme d’addition pour les intégrales ellip-
tiques de troisiéme espéce, qui peuvent étre représentées par

1o (h, k, 9)= ’ &
0(,)?)—50m,

posons
So=1Tlo (hy k7 (P) + [, (h’ k’ l1"')
Nous aurons d’abord I'équation
dy d}

dSo= T+ hsin®g)Ap (1 hsin® ) AY
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que 'on peut mettre sous la forme :

h (sin? ) — sin? ) do

@S0 = (1 +hsin*g) (1 + hsin®y) A’

A cause de la relation

D’un autre coté, si, comme ci-dessus, on considére ¢ comme constante,
on obtient :
Aqdo + AYdy =k* sin o d (sin ¢ sin §),
et, au moyen de 'avant-derniére relation,

do .
i e — i 2 — i . " -
(sin?y — sin® 0) Ao sin ¢-d (sin @ sin )

On a donc pour dS, :
_ h sin o d (sin @ sin )
" 4+ h(sin*q + sin?y) + h? sin? @ sin? Y

dSo

En posant, pour abréger,
sin? @ + sin® y =p, sin @ siny =g,

il vient
hsin o dgq

S0 = 1+ hp + hi¢? '

Pour exprimer p en fonction de ¢, nous faisons usage de I'équation
CuS ¢ == €0s ¢ oS P — sin @ sin JAg,
et nous en tirons :
(cos 7 + gAa)* = cos® @ cos* h = (1 — sin? @) (1 —sin? §) =1—p + ¢%;
d’ott
p=1+ ¢* — (cos ¢ + qAc)*=rsin 6 — 2q cos cAc + k?¢?sin®o.
Substituons cette valeur dans la formule de dSo, et posons, pour abréger,
A=1+hsin’s, B=~hAscoss, C=h(h+ k?sin’0),

M=hsines;
il vient alors :
Mdg

o= TSR+t

;;;;;
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En intégrant cette derniére, on obtient :

Mdq
So= S m—c—qz -+ const.

On détermine la constante en faisant ¢ = 0, ce qui donne :

=0, ¢q=0, So=Il (hs k, o),
et
Mdgq

—————— + const.
q=0A — 2Bq + C¢?

ILo (hs k, 0)= S

D’aprés cela, on a

1 Mdq
So— 11 hlcr:=5 _
° o (b k,2) o A— 2Bg + Cg*

ou, A cause des valeurs de S, ct 1,
sin ¢ sin

Mdq

T i )+ Tl by 9 =Tl k) + 7 U 9

Cette formule donne le théoréme d’addition des intégrales de troisiéme

espéce. Nous n’effectuons pas I'intégration par rapport & ¢q, parce qu'elle
-fournit des valeurs différentes, suivant que AC — B2 est positif, nul ou
négalif. En vertu des valeurs de A, B, C, Ies cas scront différents, suivant
que h (1 +h) (h+k?) >0, =0, ou <0. La suite des caleuls n’offre plus
aucune difficulté.

c. A cette occasion, nous allons encore développer les relations parti-
culi¢res qui existent entre les intégrales de deuxiéme et de troisicme
espéce. Si @ désigne une amplitude variable, o une amplitude constante,
ct si les amplitudes variables o, 7, sont déterminées par les formules :

. sin @ cos aAa + sin a cos pAY
sino =

1 — k?sin® ¢ sin? o

. sin @ cos aAo — sin « cos pAg
SINT =

1 — k?sin? ¢ sin? «
on a les quatre équations suivantes, qui résultent des deux premiers
théorémes d’addition :
F(9)+F(e)=F (o), F(9)—F(a)=F (),
E(¢) + E («) —E (¢) = k? sing sin a sin s,
E (¢9) —E(¢) —E (r)= — k*sin psin a sin 7.
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La différence des deux derniéres équations nous donne :
2E (¢) — E (5) + E (r) = k? sin @ sin « (sin ¢ + sin 7),
ou, a cause des valeurs de sin g, sin 7,

k? sin o cos aAa sin? @

2E () — E (o) +E (r) =2 1 — k?sin? a sint @

Multiplions cctte derniére par le facteur
dp ds _ dr
ArD As - AT

et intégrons entre les limites O et @, auxquelles correspondent les limites
0 et o, O et 7. Divisant ensuite les deux membres par 2, on obtient :

E (a) (T) ? k2 sin o cos zAa - sin? gdg
E()F ()——5 As G+2$ Ar _s (l—k’sin‘*asin?:p)Acp’

ou, puisque, dans les intégrales définies, rien ne se rapporte a la désigna-
tion des variables d’intégration,

1(°E(e) 1(FE(9) (? k2sin acos aAa-sin®pdy
E(a)F(CP)—Q-SO Ao do+ - S By 9= 5 B s e g B
L’intégrale du second membre s’exprime facilement en fonction de
ITo (k, k, ¢); en effet, on a:

14 sin? CFllCP 1T, (h, k, ¢)—F (k, %) B s
So(i—kgsineoasinﬂcp) Ap 12 sin® » h=— k¥sin?«

Par suite, I'équation (79) montre que I'intégrale de troisiéme espéce
peul étre exprimée au moyen des intégrales
E(k, @)

?
E (/\", 05)7 F (k, SO)’ SO A(k, (F) dLPa

lesquelles sont sculement des fonctions de deux variables.
Daprés cela, on peut, au lieu de ITo (k, k, ), considérer I'expression

? sin? pdo
— 2 g1
II (, k, ¢) = k* sin a cos ala 50 (1— k¥ sin? asin® ¢) Ag’

comme étant la forme normale des intégrales elliptiques de troisiéme

;;;;;

(79)
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espéce; dans cette formule, h = — k? sin® «, et « est cc que I'on appelle
Uangle du paramétre. Cet angle n’a une valeur réelle que dans le cas ou b
est négatif, et plus petit que k% en valeur absolue. La présence de a ima-
ginaire n’empéche pas emploi de la formule (79); car, on verra plus
loin comment l'on doit traiter les intégrales elliptiques d’amplitude
imaginaire.

Si Ton change dans (79) les quantités «, @, I'une dans lautre, ¢ ne
change pas, 7 se change en — 7, et il vient :

1 ("E() 1(77E(9) g“/c sin@eos pAg- sin? ada
)—= | =2 - dp= .
E(@)F(2) 250 Ag ¢ +250 Ap Jo(1 — k?*sin® ¢ sin® &) Az

En outre, si dans Iintégrale prisc de 0 & —7, on met — ¢ au lieu
de @, on a:

“TE(9) S’—E(——@ S’E(w)
——dp=\ ——— dp=\ —Z do;
SO Ag v 0 Ay ? 0 A v

d’ot 'on obtient, pour la différence catre Iéquation (79) ct la précédente,

?k? sin a cos zAa-sin? ¢do
o (1—Kk*sin* asin? ¢) Ag

E<a>F<<¢>—E<@>F<a>=§

(‘/c’ sin @ cos @Ap- sin? ada

(1—k*sin® g sin® ) Aax

D’aprés cela, une intégrale elliptique de troisiéme cspéce peut s'ex-
primer par une autre dans laquelle 'amplitude primitive devient I'angle

du paramétre, ¢t 'angle du paramétre primitif l'amplitude.

- 1
Dans le cas particulier 0 = gmona:

1
S 3™ k?sin a cos aAo-sin? <pd<o ( ) —-I‘( )F(a (80)
o (1 — K sin® asin®q)Ag
L’intégrale compléte de troisitme espéce peut done étre réduite aux
intégrales complétes de premiére et de deuxiéme espéce (1).
Remarque du traducteur. — Il me parait utile de donner ici une
démonstration remarquable du théoréme de Legendre relatif aux intégrales

(1) Jacosr. Fundamenta nova theoriae functionum ellipticarum, p. 159, § 49 et § 50.
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elliptiques complétes de premiére et de deuxiéme espéce a modules
complémentaires.

Soient k, k' deux modules satisfaisant & la condition k> +k2=1;
K, K’ les intégrales complétes de premiére espéce de modulesk, k’; E, E/
les intégrales complétes de deuxiéme espéce de mémes modules. On doit &
Legendre le théoréme suivant :

K'E + KE'— KK'= g

Legendre a donné une démonstration qui n’est, en réalité, qu’une
simple vérification de ce théoréme. Si I'on représente le premicr membre
par G, il démontre que I'on a :

dG
dk

par suite, G= const. Or, pour détermincr cctéc constante, il suffit de

A . T
prendre un cas particulier : k=1, k" =0, cc qui donne : const = 3
et le théoréme cst démontré.
M. Tortolini a donné une démonstration directe de cette proposition
en se servant d’un systéme particulicr de coordonnées, imaginé par Jacobi.
En remplacant les notations K, K’, E, E’ par leurs valeurs, on trouve :
T
SQ 52 1—k*sin? ¢ — k'sin? 6
0 )/ (1—k?sin® ¢) (1— k?sin20)
Or, d’un autre c6té, si on considére la huitiéme partic de I'aire de la
sphére

13

dod0.

a2+ y?+ 22 =1,
on obtient :
T

2=A=SS |/'l+7ﬂ+q'2dxdy=ss d_x:l_y;

quant aux limites de cette intégrale double, elles sont déterminées par la
condition

2y < .
Actuellement, afin de ramener Tintégralec double qui précéde a Ia
méme forme que G, posons :

x=sin 0/ 1— k?sin® ¢

J——smcp|/4-— k’* sin® 6,

(244

parla orto o o UPMC - Coto 916 96



— 66 —
ce qui nous donnera, en vertu de I'équation de la sphére,
z = ¢0s @ cos 0.

Remplacant ensuite dxdy par sa valeur

comme on lc sait par la théorie du changement de variables dans les
intégrales multiples, on trouve, pour la huitiéme partie de l'aire de la
sphere,
T T
n_gQS'Q 1— k2sin® 9—k'?sin? 0
2 ¢ 70 )/ (1— k* sin®g) (1 — k2 sin2 6)
Le sccond membre de cette formule n’étant autre chose que la valear

de G, on a :

dydf.

g= G = K'E -+ KE' — KK’,

ce qui démontre la proposition énoncée.

M. Catalan a donné une interprétation géométrique de cette formule :
il démontre que ce théoréme équivaut & la décomposition de la sphére en
rectangles infiniment petits, au moyen de coniques sphériques orthogo-
nales. (Atti dell” Academia pontifica de nuovi Lincei, XX.)

VII. Rectification de la lemniscate, de l;ellipse et de I’hyperbole.

a. Si lon dédsigne, comme d’ordinaire, par a le demi-axe 0A d’une
lemniscate, r le rayon vecteur OP d’un point P de - .. 'tbe, 6 I'angle
AOP, on a :

r=a/ cos 26.

On en déduit pour la longucur s de are AP " . ) :
§° do 5" do
S=u\ ————==4a ye————
0 )/ cos 20 oy 1—2sin%0
en particulier, la longucur ¢ du quart de la lemniscate, a pour expression :

1
q_asz:” df
0 |/I—2sin?6
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Au licu de 'angle 6, nous introduirons un autre angle qui résulte de la
construction de¢ la courbe. Si I'on décrit, en cffet, avec OA comme rayon,
un cercle ayant le point O pour centre, si ’on tire le rayon OM arbitraire
sous l'angle AOM =0, si I'on prend MN = MA, et si I'on abaissc de N
unc perpendiculaire sur OA, cette derniére rencontrera le demi-cercle
construit sur OA comme diamétre en un point Q, pour lequel 0Q =
a VM Le point P de la courbe correspondant & 'angle 6 s'obtient en
prenant sur OM la distance OP = 0Q. En méme temps, on a, pour I'angle
AOQ = @, qui pcut s’appeler 'amplitude,

smqo———(—z-—l/ai—72 2 sin 0;
a
réciproquement,
sin = —1—_ sin ¢.
2

Par la substitution de cette valcur, les formules qui donnent s et g se

changent dans les suivantes :

do a do

a ?
§=—= e ———1 q yo E————
2 2 1
v ‘ \/ 4—%sin‘-’<p \/1——ésin’<p
‘0 <0
ou _
1
= (Ve = (Vi)

Daprés cela, il est évident que les theoremes démontrés dans le cha-
pitre V pour les intégrales elliptiques de premiére espéce peuvent étre
appliqués, sans aller plus loin, aux ares de lemniscate. Si, par exemple,
deux arcs AP, et%AP, sont déterminés par leurs amplitudes, on pourra
trouver, par le théoré¢me d’addition, 'amplitude d’un troisiéme arc AP;,
¢égal & la somme des deux arcs donnés. De méme, un arc AP peut facile-
ment étre multiplié ou divisé en parties égales.

Comme cas particulier remarquable, nous mentionnerons encore la
division en deux parties égales du quart de la lemniscate. Soit, en effet,

u
|

2

1 .
$=50 ou bien :

1 11
#(V/E )~ (/54
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la formule (73) donne, pour ¥ =o, k= \/%,

tg<p=|4/2.

Pour construire le point milicu du quart de lemniscate, on éléve au

point A (fig. 15), perpendiculairement & OA, la droite AC= |/AO-OB, ct
I'on méne 'hypothénuse OC qui rencontre en D le demi-cercle décrit
sur OA. Alors I'angle AOD cst 'amplitude du point cherché. Ce dernier se
trouve en menant DE paralléle & OB; on divise AE au point F en deux
parties égales, et sur OF on prend OG = OD.

b. Au lieu de I'dquation ordinaire d’une ellipse, construite sur les
demi-axes a et b, et rapportéc i des axes rectangulaires, prenons les
deux équations

x=asin @, y="bcos o,

correspondant & une construction connue, au moyen du cercle inscrit et
du cercle circonscrit. L’amplitude @ du point P de Pellipse (fig. 16) est
alors I'angle B'OP’, si P’ est l¢ point du cercle circonscrit correspondant
la méme abscisse que P. Larc d'ellipsc s =BP, compté & partir de

Pextrémité du petit axe sera donné par la formule :

?
s = S }/ a® cos? g + b2 sin¢ do;
0

si 'on désigne I'excentricité numérique par £,

a®— b?

=k,
a

il vient:
?
s=a g )/ 1—k*sin? ¢ dop = aE (F, ¢).
0

En particulicr, on a, pour le quart d’ellipse,

q=a-E<k, %r)

Au moyen du théoréme d’addition des intégrales de deuxiéme espéce,
on peut facilement trouver, pour dcux arcs donnés BP, et BP:, un
troisicme arc BP; jouissant de la propriété que are BP; + arc BP. —are BP;




soit unc expression algébrique. Ce résultat prend une forme trés-élégante

dans le cas ou la troisiéme amplitude ¢ = 5™ c’est-d-dire lorsque I'on a :

tgcptg-&:——l—--—__—_. (81)

Le théoréme d’addition (77) est alors exprimé par la formule :

1
E(k, ¢) — [E (/c, 3 7T> — E(k, {J):l = k*sin o sin J,

ou, si 'on multiplic par a, et si lon prend I'angle B'OQ’ =4,

a? — b?

arec BP — arc AQ = — sin @ sin $. (82)

Par conséquent, pour chaque arc d’ellipse, compté & partir de Uextrémité
du pelit axe, on peut trowver un second arc, compté ¢ partir de Uexiré-
mité du grand axe, et tel que la différence de ces deux arcs soit une
expression algébrique. Pour exprimer ces relations géométriquement, on
prend, d’aprés (81), Pamplitude B'OQ’ égale & I'angle compris cntre OA
ct la normale MP correspondant au point P de I'cllipse. Les normales aux
points P et Q) sont alors & des distances égales OM =ON du centre 0, et
Péquation (82) devient

arc BP — arc AQ = OM.
Si T'on pose, en particulier, = o, d’out

a
wo=1y\/

b

alors OM atteint sa valeur maximum e — b, et Pamplitude ¢ détermine
ua point C(I), pour lequel on a (fig. 17) :

arc BC —arc AC=u« — 0.

Comme deuxiéme application du théoréme d’addition, le probléme sert
& déterminer un arc d’ellipsc PQ, égal & la moitié du quadrant. Si 'on

(1) Ce point peut étre déterminé par la théoric des maximums ct minimums.
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appelle C le point de Pellipse que nous venons de trouver, et pour lequel

ona:
ar¢ BC —arc AC=a — b,

arc BC = % (arc ACB+a — ),

son amplitude B'OC’ =+ est déterminée par les formules :

t"/—\/—a siny = |/a—, cosy—--—l/—b—-y Ay=\/ﬁ)-
Va+b Va+b u

En outre, si ¢ est amplitude de P, ¥ sera I'amplitude de Q; nous
choisissons cet angle de felle maniére que l'on ait I’équation

F (ka ‘l’) —F (]% 95) =F (‘l‘} 7)7

4 laquelle correspond la condition

€0s © €0s U + sin © sin YAy = cos 7. (85)
Pour les intégrales elliptiques de deuxiéme espéce, on a la relation
E (k, ) —E (k, ¢) =E (k, y) — k?sin ¢ sin {siny,

c’est-d-dire, en multipliant par a,

2 2

arc BQ — arc BP=arc BC — sin @ sin J sin y.
Or, cn vertu de la valeur trouvée plus haut pour are BC, il vient :

are PQ=— arc ACB+ (a —b) 3 - —i}i} sin @ sin < sin y

Si l'arc PQ doit-étre la moitié du quadrant, on doit avoir :

a+b

1
sin @ sin Y sin y = oX (8%)

et les équations (83) et (8%) conduiront aux valeurs des amplitudes o et .
La derniére équation donne, en vertu de la valeur de sin y,

S I
sin @ sin ¢ = 5 siny;
en substituant dans (83), on a :

1
€0S @ €0S Y = écosy;




—_ 7] -

d'ou

1 1
cos (Y — @) == cos 3 T eos (7 -3 ),

1 1
cos (Y + ¢)=cos/: T €O0S <y + i n‘)-

¢.. Soient OA = a, le demi-axe principal, AB=1>, le demi-axe con-
jugué d’une hyperbole (fig. 18), OB=|/a2+ b?® TI'cxcentricité linéaire,
et CD une droite menée parallélement & AB 4 la distance
b2
|/a*+ b?
Si I'on désigne par P’ la projection de P sur CD et ¢ 'angle AOP’, on
a, pour l'ordonnée du point P,

oC

b*tg.o .

y=——

Ve + b2
pour l'abscisse, on trouve, au moyen de I'équation de la courbe

a a®sin? @
xr= f— —L.
€os @ a?+ b2

Si I'on pose, pour abréger,

a
a’+br=c, —_— =,

Va+ b
Iare d’hyperbole AP = s sera exprimé par la formule
be S? d@
S = —
0cos® @ ;/1 —k*sin? ¢

’
c

que 'on peut écrire
b2

s=— F (k, ¢) — cE (k, ¢) + cAp tg . (83)

Un are d’hyperbole peut done étre rectific au moyen des intégrales
clliptiques de premiére et de deuxiéme espéce.

Il est utile de remarquer que le produit cAg tg o représente la distance
de Torigine des coordonnées & la normale MP au point P de I'hyperbole.
Pour OM =p, on a:

b
p—s=cE(k, ¢)— -C—I< (k, 9),

;;;;;
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ou, si 'on exprime b, ¢, en fonction de a, k,

E(k,¢) —(1— k) F(k, ¢)
k

p—s=a

1 .
La valeur ¢ = 5™ correspond au point de I'hyperbole situé & I'infini,

et alors OM coincide avec 'asymptote. On a maintenant pour la différence
entre la branche d’hyperbole AP, prolongée 4 I'infini, et I'asymptote cor-
respondante

E—(1—k)K

lim(p—s)=a A ;

cn remplacant E et K par leurs valeurs, on obtient :

i )__1 gk* 1 ’Ic5+ 1.3 eIc“_‘_ )
mp—=s)=gmi153+\5) T+ \e1) T 5
En désignant par ¢, ¥, les amplitudes des trois ares d’hyperbole AP,
AQ, AR, on a, en vertu de (85),

are AP + arec AQ — arc AR=%? {F(e)+F()—F(9)}
— ¢ {E(9)+E(})—E(s)]
+c[Aptgo+Adtg ) — Aotga].
Lorsque ¢, ¥, @ satisfont & I'équation
¢0s o ¢0s P + sin ¢ sin PAp = cos o,
on a, plus simplement,
arc AP —arc QR = ¢ [Ap tg ¢+ A tg ) — Ao tgo — k? sin ¢ sin Y sin o].

Donc, pour chaque arc d’hyperbole, compté & partir du sommel, on
peut construire un second are, qui différe du premier d’une quantité
algébrique. Si @ est donné, et si {, o, sont déterminés par les équations

€0s ¢ €0s Y + sin g sin Py Ap = cos o,
Aptg g+ Adtgy — Astge = k?®sin ¢ sin Y sina,

on a, en particulier,
arc QR =arc AP.

;;;;;
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En général, on peut tirer de la relation entre trois ares d’hyperbole,
des conséquences semblables & celles que I'on tire de la relation entre
trois arcs d’cllipse; seulement les résultats sont moins simples.

Enfin, la comparaison d’un arc d’hyperbole avec deux arcs d’ellipse,
conduit & des résultats remarquables. Si k;, o, sont donnés par les

formules
21k . .
ky = i _{;’ sin (21— ¢) =k sin @,

on a, en vertu de la transformation dc¢ Landen (25),
(1 — k) F (k, ¢) =2[E (k, ) — (1 + k) E (k1, 1) + k sin ¢];
d’un autre coté, d’apres (85),

(1—K)F (k, 9) —E (k, ) +Aptg o
k

S=ua
De ces deux équations, on tire, par I'élimination de F (k, ¢),
s= (; (E(k,0) —2 (1 + k) E (ki, 1) + Ao tg @ + 2ksing].  (86)
v

L’arc s d’hyperbole peut ainsi s'exprimer au moyen des ares de deux
ellipses, dont la premiére a pour demi-axes

T=V@+ b, e b,
Pautre a pour demi-axes
2a (1 + k 9a (1 — k .
_(T)=2[l/“2+b2+a]’ et L(T._i)___g[l/az_._bz_u];

les amplitudes de ces ares d’ellipse étant @ et o, (1).

(1) La comparaison des arcs de lemniscate, d’ellipse et d’hyperbole est due & Fagnano,
comte de Fagnani : Metodo per misurare la lemniscata, Giornale de letterati d’ltalia,
Venise, 1718; id. Produzione mathem., T. 11, p. 317 et suiv. Euler a fait beaucoup de
recherches sur cet objet (Comment. novi Petropoli. VI, VII, X1I). Voir aussi le Traité

des fonctions elliptiques de Legendre, et un mémoire de Landen, Philosoph. Trensac.,
1775.
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VIII. Aire des surfaces & centre du second degré.

Les équations des trois surfaces 4 centre du sceond degré construites
sur les demi-axes a, b, ¢, sont

x? y? z2

PER T

x? 1/ 4

a? (.2 6‘2

L)

x2 y‘l 22

e T e
on pecut, dans le cas ot il n’est pas nécessaire de les distinguer, les
mettre, pour abréger, sous la forme suivante :

Ax?+ By? + Cz2 = 1.

 Ar2 __R,2
z=\/1 Az —By?,
C

et, si 'on subslitue cette valeur dans la formule générale

=iy () () v

C—A(C—A)x*—B(C—B)y*
SzSS\/ ¢ (1— Az® — By?) dady.

Le radical qui entre dans cette formule représente géométriquewent
Ia séeante de I'angle compris entre le plan tangent au point (x, y, z), et
Ie plan herizontal xy, ou bien la cosécante de I'angle PNP’ que la nor-
male au point (x, ¥, z) fait avec le plan des xy (fig. 19). On peut désigner
cet angle par o, et le prendre ensuite comme une variable nouvelle.
Soit 0 Pangle P'NX’ que la projection horizontale de la normale fait avec
I'axe des x : nous le prenons aussi comme une nouvelle variable. En
vertu des significations de o et de 6, il cxiste entre ces angles et les
coordonnées x, ¥, les relations suivantes :

C(1— Ax? —By?) th—By

sin? w = ) -,

C—A(C—A)z>—B(C—B)y? A

On tire de la

il vient




AN

— 75 —
au moyen desquelles on exprime facilement x, ¥, en fonction de o et 0.
Si l'on pose, pour abréger,

C cos® w

R2= —. k)
AB BC cos? w cos?0 + CA cos? o sin?0 + ABsin? o

ona:
x=BR cos 0, y= AR sin .

La formule précédente

1
S= SS sin @ drdy,

se transforme, par Pintroduction de et 0 au licu de x, y, dans la suivante :

- 1 fdx dy dy dx
s={{ si—n;(dw B :z@) dudd,

ot I'on doit substituer pour x, ¥, les valeurs trouvées ci-dessus.
Si I'on observe que R dépend de » et 6, on obtient d’abord :

cdy dy dx dR dR . dR dR
Sl A AB%COSO(Ee—Sln9+RLOSO>—ABl snnO(decOSO—I{sxn@)

— AB-R dR 1 Lap d®) — ABC sin o cos »
do~ 2" "do  (BCcos® » cos® + CA cos® @ sin® § + AB sin?w)®’

et par 14, on arrive & la formule rationnelle :

cos o dodf M
S=— ABC - (87
SS (BC cos? w cos? § + CA cos? o sin? 6 + ABsin? w)® (87)

Comme dans toutes les questions de cette espéee, les limites de Tinté-
gration dépendent de la limite que I'on donnera & la portion de surface
A mesurer. Ordinairement, la eourbe limite est déterminde par I'équation
de sa projection horizontale f(x, y)=0; par la substitution des valeurs
de x, y, R, on aura unc équation entre o ct 0, laquclle montre, comment,
a la limite, 6 dépend de o, et ® de 6. II n’est besoin que d'un coup d'eil

(1) Cest Jacobi qui a introduit les angles o et 0 pour exprimer plus simplement que
Legendre la formule de Iaire totale de I'ellipsoide (Journal de Crelle, X, p. 110). Mais il

n’a pas remarqué que la formule (87) donne un grand nombre de théorémes trés-impor-
tants.
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pour reconnaitre que les résultats se compliquent beaucoup ; ¢’est pourquoi
nous nous bornerons tout d’abord au cas le plus simple, c’est-d-dire au
cas ol les quatre limites de l'intégrale double sont constantes. Pour cela,
nous aurons recours a la considération suivante :

Si I'on part sur la surface d’'un point (r, y, z) dont la normale est
inclindée d’'un angle @ sur le plan des xy, on peut trouver unc infinité
d’autres points de la surface dont les normales font le méme angle avee
Ie plan horizontal. Tous les points de cette espéce forment une courbe
située sur la surface, et qui peut étre appelée la courbe des normales
tsoclines pour l'angle d’inclinaison w. L’équation de sa projection hori-
zontale se déduit de la formule :

C (1 — Ax®— By?)
C—A(C—A)a*—B(C—B)y*
si I'on y considére o comme constante; et I'on aura, d’aprés cela,
A(Atg9w+C)w%+B(Blg“’w+C)y2=L (88)
C C

11 est facile de voir que cette équation représente toujours unc ellipse.
Pour Pellipsoide, cela est immédiatement évident; pour les hyperboloides,
o cst, par la nature de ces surfaces limité & un certain intervalle, et, par
suite de cette circonstance, les cocflicients de x? et de y® sont positifs. La
remarque que Péquation précédente s'obtient aussi par I’élimination de z
entre les équations

sin? w =

Ax? + By? +Cz2 =1,
A%x? + B2 — (C cotg 0)? 22 =0,
conduit au méme résultat. Chaque courbe des normales isoclines peut
donc étre considérée comme T'intersection de la surface du sccond degré
donnée, avee un cdne elliptique de méme centre; il s’en suit que l'inter-
scetion, si elle existe en général, doit aveir unec projection horizontale
clliptique (fig. 20).

Si T'on fait varier dans (88) I'angle » d’une quantité quclconque trés-
petite, on obtient sur la surface une deuxi¢me courbe des normales
isoclines. Celle-ci ne rencontre pas la premiére, parce que les projections
horizontales des deux courbes n’ont aucun point commun. Un changement
infiniment petit de  conduit, d’aprés cela, & unc bande infiniment mince,
qui s’étend tout autour de la surface. Si enfin,  varie d’'une valeur
initiale o donnée jusqu'a une valeur finale w, également donnée, il nait
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une zone dont l'aire Z se trouve au moyen de la formule (87) par Iintro-
duction des limites @ = wq, 0 =), et 0 =0, 0 =2n. On a ainsi :

“1 8‘2”( cos o dwdb - (89)

= — ABC ‘.
BC cos? o cos? 0+ CA cos? o sin? 6 +ABsin? w)?

'6)0 4

L'intégration relative 4 6 ne présente aucune difficulté, sil'on remplace
sin? o par sin? o (sin® 0 + cos® 0), et si I'on pose, pour un instant, pour
abréger,

m =B (Ccos? » + A sin? &), n=A (C cos®> w + Bsin® w);

on a d'abord

g?ﬂ' d9

“o
. = AB , )
g ¢ S cos o do (m cos® 0 —+ n sin? 0)2

wy ]

et, par les méthodes connues (par exemple, la substitation tg 0 =t),

Z—n-ABC ( >C°s°’
m n [/mn

Pour une réduction subséquente, supposons, pour I'cllipsoide, a > b >e,
et pour les hyperboloides b > a, hypothéses qui n’ont aucune influence
sur la généralité des caleuls. Soit, en outre,

/ A B
o= '1——67 {3:\/1—6; (90)

les quantités «, 3 sont toujours réelles, et représentent géométriquement

Pexcentricité numérique des deux traces verticales de la surface. En méme
temps, on a, dans tous les cas, « > 3. Nous avons maintenant pour m et n

m = B[C— (C— A) sin? w]==BC (I — «*sin? w),
n=A[C— (C— B)sin? w]=AC (I1— [3*sin® w);
par suite,

c l/A—EZ— S“’" A N B 2 cos » dw
1— a?sin?w 1 —[3Zsinw) V(1= a¥sin*w)(1—[*sin®n)
Si 'on pose

sinw=wu, sinwy=1uy, SN =u, (91
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cette formule sc simplific, ct clle devient :
LG A B du
7 = __s 31— 21L2+’1—-j22§ .
CY/AB L, “ Bty /(0 arad) (1— frasd)

Pour exprimer enfin Z au moyen des intégrales clliptiques, posons

B C—B sin @
%-—-a— m, U = = ’ (92)

¢t nous aurons

S“ 5 A . B g du .

0 t—atu® 11— [Pu? l/(,1 — ) (1— )
1(7( A B d
a)oleoste 1—=xPsin®o

5|/1——-7ﬁsin‘ch
A

= a(,l_xe)’(d—“Q)F(”’va o) —E (%, @)+ A (x, cp)tgqyg

B . _xisin'pcosgo

i PR 9~ T
_C_ » O AT » A—(C—B)cos’o .
C_ASAF(4,¢)+(C A)E (2, ¢) + Kool taqo§

Si nous faisons encore, pour abréger,

A — (C —B)cos® v -
Gz, ¢)= (A ® qz) 2 (95)

et si nous déterminons, d’aprés (92), les limites de @, au moyen des
équations

sin @o = aue == a sin o,
(9%)
Sin CP1 == AUy == & Sl 0)g,

nous obticndrons facilement

tm e {(C— M) B (50 — Blg) = A F ) =T (5]

+ G (g0) — G (1)} (95)

;;;;;
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En vertu du théoréme de la soustraction pour les intégrales clliptiques

de premiére et de deuxiéme espéee, on a aussi :

g {(C—A)E (r) + AF (7) + G (o) — G (¢)

. ™
/' ABC(C— A)
— (C— A) #* sin 7 sin gosin ¢4,
ol 7 est déterminé par'la formule

. sin go cos 91A¢s — Sin 9¢ €0s A9y
sin 7 = .

1 — %2 sin® g sin? 94

Les résultats préeédents se résument dans le théoréme suivant :

Sur chaque surface d centre du second degré, on peut construire une
infinité de zones dont Uaire peut s’exprimer aw moyen des intégrales
elliptiques de premiére et de denaxicme espéce.

Chaque zone sera limitée par deux courbes des normales isoclines; les
projections horizontales de ces derniéres courbes sont des ellipses qui ont
pour équations :

A (A tg? oo+ C) B (B tg? wo + C)

C + C ="
(96)
A(A tgﬁcw, -+ C) . B(B tgﬂcmi + C) Y
/

A ce théoréme général, nous rattacherons encore les conséquences par-~
ticuliéres qui sc rapportent & chaque surface & centre du second degré.

a. Pour Tellipsoide o, et wy peavent avoir toutes les valeurs possibles,
et 'on peut toujours supposer oo > wy, de sorte que la premicére ecllipse
est a 'intéricur de la seconde (fig. 21). Dans cette figure, UoVoV.U; repré-

1
sentc un quart de la zéne Z. Pour 0w, = 3 m, la courbe UoVo.... se con-

fond avee le point C, ct la zéne devient une calotte CU,V, dont l'aire
peut étre désignée par Zi. Il résulte de (9%4) que sin 9o = «, ou, si nous
représcntons par o cette valeur particuliére de ¢o,

— (97)
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on a alors, en vertu de (95),

nh

l/ a? __L-e

7= {a>— ) [E(s) — E(p)] + ¢ [F () — F (30)]

-+ a%¢? [G (a) — G (91)] §

(98)

Si, en second licu, on pose w, =0 dans la formule générale, la courbe
inféricure U,V,.... se confond avee la trace horizontale de T'ellipsoide, et
il en résulte une zéne limitée par les courbes AB.... ¢t UyVo...., zdne dont
I'aire peut étre désignée par Zo; les formules (9%) ct (93) donnent pour
la valeur de cette aire :

nh
Ve —

Pour wy= = 7, d’ott 9o=1¢, cette zone devient le demi-cllipsoide;

2

on a, d’aprés cela, si  désigne Laire totale de I'ellipsoide :

Zo= — {(a2 &) E (p0) + ¢ F (p0) + 0% G (p0) }-  (99)

Q= ———— {(a?= ) E(s) + ¢* F (s) + % G (5) ],

ou bien, cn vertu de la valeur de sin o et de G (s),
.Q.-——Q‘n.‘c{bE (s)tg o+ b F (d) cotg o +c{. (100)
Des équations (98) et (99), il résulte :

nb

Va‘l_c<

Zo—7Zy=

{ (@ — ¢*) [E (o) + E (¢2) — E (%]
+ ¢ [F (g0) + F (p1) — F (o))
- @ [G (o) + G (50) — G()]}
et, si o el oy sont tels que o, et 9y satisfont & I'équation
€0S ¢ == COS gy COS 1 — SIiN ¢y 8in 91 A (7),

on a plus simplement,

b

Var— ¢

Pour pouvoir micux étudier le résultat que nous venons de trouver,

Zo-—Z1=

} (4*— ¢*) % sin g0 sin g, sin @ + a%c* [G () + G(p1) — G ()]}
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évitons toutes les abréviations, et exprimons sin go, €os ¢, ctc., en fone-
tion de wo, ;. Nous arrivons au théoréme suivant :
Si les angles d’inclinaison o, o, satisfont & la condition

b 1/ (a® cos? 6 + ¢ sin® wo) (a2 cos? oy 4 €* Sin® i) =

¢ ab+ (a® — ¢*) sin o sin 0, }, (101)
ona:
2 02) (2 — 2
Zo—2i=nm t (i———cig*c—) sin wg sin wy— ¢?

+ [e* — (a® — ¢2) (b2 — ¢?) cos? w] sin o

1/ (a® cos? wo + ¢® sin? wo) (b? cos? 0o + ¢ sin? )

-+

(102)

[c* — (a? — ¢?) (b — ¢?) cos? wy]sin oy %
1/ (a® cos? oy + ¢* sin?® wy) (b% cos?w; + ¢* sin® ;)

Done, sur Uellipsoide ¢ trois axes, il existe une infinité de zones et de
calottes correspondantes, et dont les aires différent par des expressions
algébrigues.

Cette propriété s’exprime trés-simplement dans le cas particulicr
0o = 04, c’cst-i-dire lorsqu’il n’y a qu'une courbe des normales isoclines,
laquelle partage la surface du demi-ellipsoide en une calotte Z; et la
zéne Zo. De {101) on tire pour » la formule

. ab
g0 = (@+b+oc

et de (102) on déduit la relation
2, 2
Z‘_Zozﬂzab__ug.
a-+b

La courbe des normales isoclines est dans ce cas I'intersection de I'ellip-
soide avec un cone elliptique construit avee les dimensions (fig. 20)

a? GH b2 ol abe
FH:?’ =3 _ a+b+c

Les demi-axes de sa projection horizontale sont :

_ a(ea+b+c) . bla+b+c)
M=V wrtarey ="V t+96+a

6
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1l est & peine besoin d’observer que ces théorémes forment les corré-
latifs stéréométriques de ceux de Fagnano sur Pellipse.

b. Pour les hyperboloides, on a des développements tout-a-fait sem-
blables, mais qui cependant n’admettent pas des particularités aussi
simples, parce que wo ¢t @, ne peuvent pas dépasser des limites déter-
minées. Cependant les remarques suivantes sont intéressantes.

Pour I'hyperboloide & une nappe, on peut prendre wo =0, ct

C ab

—_y ou tewy——-—--—-—;
A+B 5.7 ’

c|/a’+ b?

la premiére courbe des normales isoclines coincide alors avee la trace
horizontale de la surface, ct la deuxiéme a pour projection horizontale

t32 Wy = —

un cercle décrit avee le rayon |/ a? + b En outre, on a 9p=0,

. by a4 c? by at + ¢
sin g3 = > ou tgo = ——-—)

V a2b® + b¥c? + a’c? ac
et, par la substitution de ces valeurs dans (95), on obtient Z.
1
2
change cn une calotte, et comme cas plus particulier on a:

¢ l/a2+b2
0‘(1)'=————.
° ¢

Pour I’hyperboloide & deux nappes, si I'on fait 0y = 7, la zénc se

La projection horizontale de la courbe des normales isoclines est main-
. . a? 2 .
tenant une ellipse dont les demi-axes sont — > ¢t —, valeurs qui sont le
a

b
plus grand et le plus petit rayon de courbure d’'une ecllipse dont les
demi-axes sont a et b.
¢. Aprés avoir déterminé dans ce qui préccde des zones dont les sur-
faces s’expriment par des intégrales elliptiques non complétes, nous allons
encore rechercher s'il y a aussi des zénes dont I'aire dépend des intégrales

elliptiques complétes. Dans ce but, donnons & la formule (87) la forme
suivante :

__ABC cos o didw
C SS (B cos® 0 + A sin® 6 — (B cos® 0 + Af3? sin? ) sin® w]®’
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et posons, pour abréger,
p =B cos? 6+ Asin%0,

105
¢ = Ba® cos?0 + Af3?sin? 0. (105)

Puisqu’il s’agit d’une zdne, 6 doit étre étendu de 0 & 27, tandis que les
limites dc » dépendent de la nature des limites de la zone. Nous laissons
provisoirement ces limites indéterminées, et nous désignons par wo, ws
Ies limites de Pintégration relative & w ; ce sont évidemment des fonctions
de 6 qu’il faudra déterminer plus tard. D’aprés cela, laire de la zénc est

7 =

27

AB 2n “0 cosw do
— dj —_—

(p—qsnt o)
wy

¢ Jy

si I'on pose sin & = u, et aussi sin &y == o, Sin W=, ON a :
.92
AB (T 1 S“O du
= — [ _
p 2\2
C ) u, (P —qu )

Décomposons cette intégrale de la maniére suivante :
27 U uy d

z=28( dG%S ———d“H—S b

o P—qw) Jp (p— )}

substituons dans la premiére u = uot, et dans la seconde u=uwut; les
intégrales relatives & la nouvelle variable ¢ ont alors pour limites O et 1,
ct elles peuvent étre de nouveau réunies, de sorte que I'on a

Ap (> ol o Uy
=""g dOS 222 e | 9
cly ) llp—quev)  (p—quit)
Choisissons les limites d’intégration uo, us, de telle maniére que linte-

grale double se change en un produit de deux intégrales simples; ccla
arrivera en posant

Uy == Xo \/8, Uy == ).4 \/87 (104)
q q

20, My, étant des constantes quelconques. On a alors

Z_élj g?ﬂ'___de___ 51 7\0 _ )-i dis
S ¢ Jo PV P9 Jo (1—2222 (1—A22)? >
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la valeur de l'intégrale relative & ¢ étant désignée, pour abréger, par 3 M,
ona:

)\0 )\| 1 '1+}0 4—).( ®
M_4—)\02_4—7.12"“51(1+)“'4—7\0)’ (105)

ct ensuite

Z=

1
ABM g“’ﬂ 5 2ABM (37 df
2¢ ) py/pq C 5 l/—‘
0 PV Pq o PVPY

Pour réduire cette intégrale, employons la substitution suivante :

B
t59=\/1-tg%

AB AB (2 cos? ¢ + [32 sin? ¢)
= —— q = =
A cos? ¢ + Bsin? g A cos? o+ Bsin2¢

06— V AB-dy

" Acos’y+ Bsintg

laquelle donne :

P

?

/1

?
—— d.
0 P a%cos?g+[Esinty

1
__2M 557‘ A cos? 9 + Bsin?
C)/AB

Posons encore sous le signe 3, A=C(1—2a?, B=C(1— ), ct nous

obtiendrons

1
7— 2M Sé’”d-—(a’ cos? g + [3? sin? (p)d
VAB Jo | atcost g+ Bisinte

1= 2 () (3 ) oo

le module % est déterminé par la formule

ou bien :

_VF—F_ . Ji—4
A—-——a—__.

C—A

D'aprés cela, sur chaque surface & centre du second ordre, il existe une

;;;;;
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infinité de zones dont Uaire est exprimable aw moyen d’intégrales ellip-
tiques complétes de premiére et de deuxiéme espéce. Une telle zone sera
limitée par deux courbes qui sont déterminées par les conditions (104)

ou bien
6in ® Bcos?0 + A sin? 0
e Batcos? 0+ AP sin? 0

Sin or — 1 B cos? 6 + A sin?0
e B o? cos?§ + A 32 sin? 0
Les équations des projections horizontales des deux courbes se dédui-
sent de 14 au moyen des substitutions :

. 1 — Ax?— By? By
sinw = \/ Sy Bﬁgygi tg = A’

on obtient :

(107)

2 2___ 3.2
(Ax?+By?) (Aa?x?+BR%y?) = Ax— x2 BE—4 ) 2,
4 - )\0 1 —_— )0
2___ 2 ___ 2
(Ax?+By?) (Ac2x?+Bf2y?) = A — 20 x “+ B(E— )
Il - )\l I _ ll

Pour la construction de ces courbes du quatriéme degré, les coordonnées
polaires sont plus commodes : si 'on pose, dans ce but, dans la premicre
équation
A (22— 2? Ao?)

B(EF—2%)
T = Bo,

z=rocos X, y=rosinX, A
- o

= Ao,

et, si 'on emploie, pour la seconde équation, une substitution analogue,
il vient :

Ao cos? X + By sin? X
(A cos? X+ Bsin?X) (Aa? cos? X + BB? sin® X)’

Ay cos? X + By sin? X
(A cos® X + Bsin® X) (Aa? cos® X + Bf3? sin® X)

1'02 =

rl=

Pour lellipsoide, 7o et 7, doivent étre plus petits que le rayon vectear
1
== 2
I/A cos? X + B sin®* X

correspondant & 'angle X dans la trace horizontale de la surface. 1l résulte
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de 1a les conditions 0 < 20 <3, et 0 < Xy £ 3. Pour I'hyperboloide &
une nappe, ro et 7, doivent étre plus grands que r; il s’en suit que 2o et 2,
sont des fractions positives. Pour I’hyperboloide & deux nappes, ro et 7,
peuvent avoir des valeurs réelles quelconques : cela exige que Ao, Bo, A,
By, soient négatifs, ce qui a lieu si I'on prend en méme temps 1 < %o < 3

et1 < B
IX. Aire de certaines surfaces podaires.

Soit, comme dans le chapitre précédent,
Ax?+ By? + Cz?=1,
I'équation d’'une surface 4 centre du second degré; le plan tangent au
point x, ¥, z, a pour équation
Axt 4+ Byn +Cz{ =1,

£, n, ¢ désignant les coordonnées courantes du plan. Une perpendiculaire
menée de lorigine des coordonnées (centre de la surface) sur le plan
tangent rencontre ce dernier cn un poihl dont les coordonnées &, », &,
sont, d’aprés des formules connues,

E— Ax
T A%+ BY? + C%?
By
==
AW Byt 4 Cz¥
Cz
g

T A+ B?y? 4 C%z? .

Les points £, n, ¢ forment par leur suite continue la surface podaire de
la surface primitive; on obtient 'équation de cette nouvelle surface par
I'élimination de x, y, z, ee qui nous donne

n‘! 'CZ

(GRS C2)2=§+§+E' (108)

(1) Lraire de Peltipsoide 4 trois axes inégaux au moyen des fonctions elliptiques a été
trouvée d’abord par Legendre dans le Traité des fonctions elliptiques, 1, p. 350 a 560.
Tous les autres résultats exposés dans le chapitre VIII sont dus a M. Schloemilch
(Bulletin de I’ Académie de Saxe, 1862, et Zeitschrift fiir Mathem. 1X, p. 203).




— 87 —
Pour P'exprimer en coordonnées polaires, désignons par r le rayon
vecteur du point £, n, &, par ¢ I'angle que fait r avec le plan horizontal,
et X Tangle de sa projection horizontale avee axe des £; nous aurons :
E=rcosycosX, n=rcosPsinX, &=rsin.
L’équation de la surface podaire est alors :

__cos’Peos® X cos? Ysin® X sin?
— A B "7¢C

r?

(109)

La formule & employer pour I'aire de la surface cst en général

=/ Yo (e

0 étant Pangle du rayon vecteur avee Iaxe des x, o Pangle du plan des xy
avec le plan passant par le rayon vecteur et I'axe des x. En appliquant cette
formule au cas actuel, on changera d’abord les axes des et des z 'un

. . 1
dans lautre, puis on remplaccra sous le ‘radical 6 pars, ™ — ¢, o par

1 . . .
— 1 —X. 11 viendra alors, en faisant entrer r sous le radical :

2
=i/ [ (Yoo () o

ct, en vertu de la valeur (109) de 2 :

(¢ cos? P cos® X  cos® Psin? X sin?¢ .
S=55\/ e + e + -cos  dXd).

En remplacant sin® § par 1— cos? ¢, et posant, pour abréger,

2 C2
P-——-g—gcos?)(—i-h—%sin'?)(—-—'l,

on a plus simplement
S=% 551/1 + P cos? ¢ -cos Y dld.

Lintégrale relative & ¢ prend une forme plus avantageuse, si I'on fait

sin? ¢

e i S 110
1+ P cos® s (110)
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I—r 14D
@Y= \/4 T YR v T

P
V1+Peosty= ++PL“ cos Yd = \/ 1+P

d’ou :

1+ Pe2)?

Elle prend alors une forme rationnelle

1 1+P

ou, en vertu de la valeur de P,

(B2 cos? X + A?sin? X) dXdt
[A2B2 (1 — £2) + C*® (BZ cos* X + A?sin? L)

S =A%B*C SS

On peut encore simplifier cette formule, en posant

B
th=thG; (111)
d’ou l'on tire :

A%B?

2 cos? X, 26in2 X —

B2 cos?/ + A% sin® X A% cos? 0+ Bsin® 0
ABdf

dt = A%cos? 0+ B2sin? 6

do dt
§=ABC gS [(A? cos? 6 + B?sin? 0) (1 — £2) + C*2F

Enfin, si I'on pose

t = sin w, (112)
il vient :
S=ABCSS cos o do df )
(A? cos? w cos® 0 + B2 cos® w sin? 6 + C? sin? o)?

Cette intégrale a la méme forme que la formule (87), qui sert & la
détermination de Daire des surfaces & centre du second ordre. Par con-
séquent, la comparaison de ces intégrales conduira & des résultats remar-
quables. A cet cffet, imaginons, outre la surface du second ordre dont
nous avons trouvé la surface podaire, une autre surface déterminée par
I'équation

Alg? 4 Byt + C'z2=1;

;;;;;
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nous aurons pour cctte derniére

g — A'B'C’ cos » dw db .
- 55 (B'C’ cos? @ cos? § -+ C'A’ cos? w sin? 6 + A’B’ sin?® w)?

On aura done 8'=S, si A’, B’, C’, sont détcrminés par la proportion

1 1 1
A,:B,:C,=K—9:I¥:(_Z?
ct si, en outre, les limites de I'intégration sont les mémes dans les deux
intégrales doubles. La premiére condition exige que A’, B’, C’ soient
positifs; la nouvelle surface du second degré est done un ellipsoide dont
les demi-axes a’, ', ¢/, sont entre eux comme A?:B2: C?, cest-d-dire
qu’ils sont en raison inverse des carrés des demi-axes de la surface primi-
tive. On aura donc :

Pour remplir la deuxiéme condition, on déduit des limites primitive-
ment données pour § et X, les nouvelles limites de » et 6, au moyen des
formules (110), (111) et (112), cest-d-dire

sin? 0 = AB® sin® ¢ (113)
™ BC? cos? § cos® X + C*A? cos® § sin® £ + A?B sin®
tge_—._-%tgx. (114)

Done, @ chaque portion limitée de la surface podaire, correspond une
portion de méme grandeur de la surface de Uellipsoide dont les demi-axes
sont a’, b, .

Si, par exemple, dans I'cllipsoide 6 varie de 0 & 2, et » depuis une
valeur constante w, jusqu’a une valeur ws< wo, alors dans la surface
podaire, X variera de 0 & 2w, et aux limites, on aura deux équations que
Pon déduira de (115) en remplacant @ d’abord par i, et ensuite par .
Dans le cas ou la surface podaire dérive d’un ellipsoide, on a les équations

¢*sin® ¢

. . ’
at cos® Y eos? X + b* cos? ¢ sin? X + ¢! sin?

sin? gy =
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c*sin? Y
. . ’
a* cos® Y cos? X + b cos? P sin? X + ¢ sin? §

sin? @y =

ou bicn, en coordonndes rectangulaires,

CAC‘Z
sin? o)y = ——————3
1 @B+ b + 8¢
cﬂcﬁ
sin? W) =

(L“Ez + bt + g2
On cn déduit le théoréme suivant : L'intersection de la surface podaire
(0t + )2 = a2E2 4 b2 + €22,
avec les dewrx cones elliptiques
a*s? + b = ¢*5? cotg® oy,
atg? + b = c*4? cotg? wo,
donne une zone-qui a la méme aire que la zone de Uelllipsoide construit
sur les demi-axes o, V', ¢, et dont les lignes limites sont les courbes des
normales isoclines correspondant aux inclinaisons wy et wo,

Pour pouvoir appliquer & cette aire les formules ci-dessus, on doit
prendre a<b<c, par suite, o' > V"> ¢. On peut alors appliquer
immédiatement les formules (97) & (102), en y remplacant a, b, ¢ par

’ ’ N
o, b, . |

Pour o, =0, o= 5™ la zone de la surface podaire se change en
une demi-surface, ct la zéne de Dellipsoide devient un demi-ellipsoide.
Daprés cela, la surface podaire a la méme aire que Uellipsoide dont les

demi-axes sont ', U, ¢’.
Si I'on construit sur Iecllipsoide la ligne des normales isoclines, déter-

a’'t’
t = ———
g \/(ul+ b+ c/) C”

le demi-ellipsoide sc décompose en une calotte ¢t unc zonc dont les aires
différent de la quantité algébrique :

minée par 'équation

(g (@b ¢
a’+ b0
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On en conclut le théoréme suivant : la demi-surfuce podaire est décom-
posée par le cone
a*e? + bin? = (b%* + c2a® + a?b?) §?

en une zone et une calotte, dont la différence des aires est

at+-b*

e — .
a?+ b2 )

Sur Pellipsoide, a’, b', ¢/, il existe en outre des zénes dont les aires
pcuvent étre exprimées par des intégrales elliptiques complétes. Dans ce
cas, 0 varie de 04 2w, et l'on a, pour les limites de , les équations (107)
qui donnent :

0% C’ (B’ cos? O + A’ sin? 0)
B’ (C'—A")cos? 0 + A’ (C'— B) sin20’

sin? wo=

M2 €’ (B cos? 0 + A’ sin? 6)
B’ (C'—A’) cos? 6+ A’ (C'—B) sin? 0

sin? wy =

Aux limites 6=0 et 6=2m, correspondent les limites X =10, X = 2~ :
on a, en outre, si 'on exprime A’, B/, C/, en fonction de A, B, C, ct 0 en
fonction de X :

sin? o == Jo? AT ’
*T (AT —C¥) B?cos® X + (B*— C?) A?sin® X
sin? & A? AT
1=

(A% — C?) B? cos® X + (B2— C?) A?sin? A

Si T'on prend I'équation (113) dans laquelle on remplace ® d’abord
par oo, ensuite par w,, ct si 'on met pour A?, B2, C2, leurs valeurs, et
que l'on pose, pour abréger,

o? . A2
'1—)02=H’0, '1—-};2-—!}4:

on arrive aux équations suivantes relatives aux limites :

Ho’ (a* cos? X + b* sin? X)

in2 J; —
sin® § = i a¥) cos? X + (¢t — b sin® X’

yﬁ (a* cos® X + b* sin? X)
— a*) cos? X + (¢*— b sin® X

sin? ¢ =
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En coordonnées rectangulaires, on a :
c? P‘OQ (a4£i -+ bLnQ)
Ea +n24-02 - (64__ a‘) Ei + (c‘———b‘) na’

& _ pl (@E 4+ b))
B+ 02 (c*— at) €2+ (ct— bY)

Ces équations représentent deux cones du second degré : ils découpent
dans la surface podaire une zéne dont I'airc est exprimée par des inté-
grales clliptiques complétes (1).

(1) M. Tortolini a traité le cas de l’aire totale de la surface podaire de Iellipsoide.
Tous les autres résultats du chapitre IX sont dis & M. Schloemilch. (Bulletin de I’ Aca-
démie de Saxe, 1862, et Zeitschrift fiir Math., 1X.)




DEUXIEME PARTIE.

DES FONCTIONS ELLIPTIQUES.

1. Définition et périodicité réelle des fonctions elliptiques.

On sait que lanalyse aurait conduit, par des considérations tout-a-fait
indépendantes de la géométrie, aux fonctions goniométriques ct aux
fonctions cyclométriques. On les aurait définies par les intégrales

dz Sz
— arcigz=

Zz
();/1—2e

en prenant les inverses des équations ainsi obtenues :

y  ClC.;
1+ 22 ’
0

are sin z = 5

arc sin z =u, arctgz =v, etc.
on aurait été amené aux fonctions trigonométriques :
z=sin u, z=1tgv, etc.
On aurait reconnu analytiquement la périodicité réelle de ces fonctions

sin u, tg v, ete., en découvrant que les intégrales qui servent A les définir

ont une infinité d’acceptions.
Les fonctions goniométriques étant d’une grande commodité dans

beaucoup de recherches analytiques, il était naturel de prendre aussi les
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inverses des intégrales clliptiques, et de considérer les fonctions que I'on
déduit des équations

( dz . 5’2 dz
Yo/ (1 —22) (1— k2z?) ’ 0/ (1 +22) (1 + k%)

résolues par rapport & z. Ces inverses des intégrales elliptiques ont recu

le nom de fonctions elliptiques(1). Ce sont en quelque sorte des fonctions

goniomdétriques supéricures; dans des cas particuliers, par exemple pour

k=0, ¢t k=1, elles se transforment en fonctions goniométriqucs.
Considérons d’abord I'intégrale elliptique la plus simple :

=, etc.

?
[t =u, o Fhg=w
0/ 1—Iksin?g
et supposons que le module £, et la valeur u de I'intégrale soient donnés;
o sera alors unc fonction de w ct de k. Pour en tirer une notation corres-
pondante, on se rappellera que ¢ désigne 'amplitude de lintégrale, ou
Pamplitude de u. On se sert de 'expression « amplitude de » comme signe
fonctionnel, et 'on écrit, en abrégé,
p=am u, (mod. =£k), (2)
ou bien :
@ =am (u, k). (3)
Dans cette expression on peut omettre la désignation du module, si sa
valeur est suffisamment connue. Dans les deux cas particuliers k =0,
k=1, la fonction am (u, k), s'exprime facilement au moyen des fonctions
ordinaires. En effet, pour k=0, on a d’aprés (1), o =1u, et d’aprés (3),
¢ ==am (u, 0); par suite,
am (u, 0) =u.

Pour k =1, I'équation (1) donne :
1 1 1
l.tg Zn+§cp =u, Oou go=2arctgc“+mrr—§n',

et 'équation (5) devient :
=am (u, 1);

(1) Nous suaivons ici la nomenclature de Jacobi. Legendre a appelé fonctions ellipti-
ques les fonetions F (k, ¢), E (k, 9), Il (&, ,,), mais cc nom est moins naturel que celui
d’intégrales elliptiques.




— 95 —
dott
1
am (1, 1) = 2 are tg ¢“+ (m —5)™
m étant un nombre pair. Ce nombre cst déterminé par la condition que ¢

. \ ; M . .
et u croissent en méme temps, ct @ varic de 0 a g ™ Si u varie de 0o

- . 1 .
pour u positif, ¢ est compris entre 0 et 5 T par conséquent, m =0.

Revenons maintenant aux équations générales (1) et (3), ct imaginons
que Pamplitude @ ait une grandeur quelconque, par exemple m fois le

1 . 1 ; -
quadranté 7, plus un reste p, moindre que 3 ™ On devra séparer ici le
cas de m pair ou impair. Dans le premier cas, m==2n, I'équation

q>=m-321r+p, se change en o= nm—+p, ¢t l'on a :

nw—+p nw nrp
el E
o Ao Jy Ae ¢

La premiére intégrale du second membre, peut, d’aprés la relation

nw b 27 5 nw
(ool e e
0 0 27

w n—1)n

nw

se transformer en n intégrales; si ’'on emploic les substitutions suivantes :
5 p

Dans la premiére intégrale ¢ =1,

» deuxicme » p=m+1,
»  troisi¢cme » =21+,
dans la ne intégrale p=m—1)n+1,

on obticnt, pour toutes ces intégrales, la méme forme, ¢t 'on a :
S"" do _ S* dy

ik .

0 A¢ 0 Y

. . ) 1
ou bien, puisque Ay prend les mémes valeurs de ¢=§ rdb=mr,

que de -.p=051(.]./=%1r,
1

nw =T ’
S o _ g, 52 W _ ok, )
0 A9 o Ad
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, 1
ou I'on pose, pour abréger, F (lc, 3 ‘)T) == K. En outre, la derniére inté-
grale (4) se change, par la substitution de ¢ = nm + ¢, en la suivante :

n7r+pd P d
), sl ©
¢ 0 ~Y

nrw

On a donc, cn vertu de (%), (5) et (6),
nw+p d I3
?__ 5 dy
—L =2K + —. 7

. A 1 .
Pour m impair et = 2n — 1, I'équation ¢ =m TP devient

1 . ‘s
¢ =nT— <§ T — p), ou plus simplement ¢ =nm— ¢, en désignant
par ¢ un arc du premier quadrant. On a alors

nw—o nw nmw nw
0 Ag 0 Ao Ao

nT—a nmw-—e @
ct, si I'on pose, dans la derniére intégrale, ¢ = nm — {, il vient
nwT —a T
S 99 _ gnk — 5 ﬂ” : (8)
o A¢ 0AY
Les équations (7) et (8) sont réunies dans la formule unique

-nn:l:Xd 5)( do
0

oo .
%% _ ok x| %5, 9
50 s Ay ©)

laquelle montre comment une intégrale d’unc amplitude quelconque

est exprimée par l'intégrale compléte K, et par unc intégrale non com-
. . . 1

pléte, dont 'amplitude est comprise entre 0 et 5™

Il suffit seulement d’écrire I'équation (9) sous une autre forme, pour
arriver & une propriété fondamentale de la fonction am u. Si I'on pose,

en effet,
SX dqo Sm::txd(P
— =u,

—L =9
0A¢ o Q¢ 7

;;;;;
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on a d’un cdté, en vertu de (9)
v=2nK 3= u;
d’autre part, cn renversant les équations précédentes, il vient :
X =amu, nm =+ X =amv.

Si I'on substitue dans la derniére équation les valeurs de X et de v, on
arrive, en changeant l'ordre des deux membres, a la formule

am (2rK 4= u) = n7 & am w. (10)
Soit en outre
(4]
d \
S i =w, dou o=—amuw;
089

on trouve facilement

Par conséquent, si 'on compare ces deux expressions, il vient :
am (—w)= — am w. (11)

Au moyen des formules obtenues, on peut se faire une idée de la
marche de la fonction am wu, lorsque » est limitée & des valeurs réelles.
Si I'on construit, en effet, ¥ comme une abscisse, ¢ = am « comme une
ordonnée, on voit, qu'aux abscisses (fig. 22)

0, OK,=K, OK:=2K, O0K;=>7K,....,

corrcspondent les ordonnées

T Tr T
O, KxLi—_‘—-é, k2L2=2 §7 K5L3=£) —27“-'

Daprés ccla, les points Ly, Ls, Ls, cte. sc trouvent sur unc droite
passant par Porigine des coordonnées. En outre, si 'on a, pour un point P
qucleonque, l'abscisse #, 'ordonnée am u, et 'angle 7 cntre la tangente
en P et I'axe des abscisses, on a :

tg1=da1nlt_ Lzm,

du do: )/ 1=k sin*g
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i Torigine des coordonnées tg7="1; lorsque P vient en Ly, tg = =|/1-—k’.
L’angle = commence donc & 45° et diminue jusque are tg £’. A cause de
am (2K —u) = 7 — am w, I'are LiLs est égal & I’arc OL;, mais dans une
position inverse : de am (2K + ) == w+am u, il résulte que Parce LoL; est
égal & I'arc OL, et dans la méme position, et ainsi de suite & Iinfini des
deux cotés.

L’inverse de I'intégrale clliptique

z dz
S =u, (12)
o)/ (1—29) (1= o)

s¢ déduit facilement de ce qui préeéde. Pour z=sin ¢, I'équation sc
change en la suivante :

?d
S_‘f=u.
0 A9

Cette derniére donnc @ =am u, ct, par suite, & cause de = =sin g,
on a, pour l'inverse de (12),

z ==sin am wu(l). (13)

Toutes les intégrales elliptiques qui se raménent & Iintégrale clliptique
de premicre espéce peuvent étre traitées de la méme maniére. Par
excmple, de I'équation

Si dz
=, (14)
0 |/('| — z%) (K2 +k?z2)

(1 Cette formule s’énonce z égale sinus amplitude u. La variable u s’appelle, d’aprés
Jacobi, ’argument des fonctions clliptiques. La notation am #, sin am «, cos am u, Aam u,
est due a Jacobi. Plusicurs autres notations ont ét¢ aussi employées. Ainsi, MM. Briot
et Bouquet, d’aprés M. Liouville dans ses legons au collége de France, désignent les trois
fonctions elliptiques par les lettres X, u, v (Théorie des fonctions doublement périodiques
et en particulier des fonctions elliptiques). Schellbach a employé les trois lettres f, g, h (Die
Lehre von den clliptischen Integralen und den Theta-Functionen). Enfin Gudermann, de
son coté, a adopté les notations snwu, cnu, dn u (Theorie der Modular Fuactionen). La
notation de Jacobi est peut-étre peu commode i cause de sa longueur : mais clle a le
grand avantage de faire ressortir la propriété fondamentale des fonctions elliptiques.

J.G.
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il résulte, pour z =cos ¢,

? dLP
Ag =¥ =am v,
057
et, d’aprés ce qui préeéde
2 ?
Z==c0s am v (15)

De méme I'équation

gl -——d_'—‘—z—_ = w. (IG)
0 ‘/(l —z?) (22— k?)

laquelle pour z = /1 — k? sin? @, sc change cn
? dqo
T
0-7?
donne Pinverse
z=}/1— k*sin? am w=Aam w. (17)

Les trois fonctions de Pamplitude ainsi formées sont les plus importantes
parmi les founctions qui provicnnent de Pinversion des intégrales ellipti-
ques de premicre espéee; clles forment un groupe qui, dans la théorie des
fonctions elliptiques, occupe & peu prés le méme rang que le sinus et le
cosinus dans les fonctions goniométriques. C'est ce que l'on reconnait
facilement au moyen des formules différentielles que T'on en déduit.
L’équation

damu=}/1—k*sin? ¢ du=A am u - du,
donne, en effet,
d sin am u = cos am w A am u - du,
d cosam ¢ = — sin am « A am u - du, (18)
d A am u= — k®sin am u cos am u - du.

Par rapport & la périodicité, il existe aussi une grande analogie entre
les fouctions elliptiques ¢t les fonctions goniométriques. A cause de
am (2K —y)=m —amu,ona:

sin am (2K — o) =sin (T — am u) =sinam u;
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de méme,
sin am (2K + u) = — sinam u,

sin am (4K — u) =—sinam », sin am (4K + %) = sin am u.
11 suit de 14 que I'intégrale compléte K a la méme signification pour le

. 1 . . .
sinus amplitude, que le nombre >~ © pour le sinus ordinaire. Sil'on a

2
encore égard & la relation am (— v)=— am v, on arrive facilement aux
formules suivantes :
sin am (¢ == 2K) = —sin am %, cos am (u == 2K) = — cos am u, (19)
A am (v £ 2K) =A am u,
sin am (v == 4K)=sin am u, cos am (ux = 4K) = cos am u, (20)

Aam (v %= 4K)=A am w.

D’aprés cela, les fonctions elliptiques ne changent pas lorsque la variable
augmente de 4K, cest-d-dire qu'elles ont une période réelle dont Iindice

- K . .
est 4K (1). Dans le cas particulier k=10, on aK = 3 ™, sin am ¥ == sin wu,

cos am u=cosu, A am u=1, et alors les formules (20) donnent le
théoréme connu de la périodicité réelle des fonctions sin u ct cos u. Si
Ion fait k=1, on a K= ; de (12) et (13) on déduit :

P e?u . 1

et e 1

sin am (u, 1) =
et cette expression n’a plus aucune période réelle. Mais si I'on se rappelle
que, & cause de la relation
euxmV =) — gu,
la quantité exponentielle e** doit étre considérée comme unc fonction
périodique, dont la période a l'indice imaginaire w}/— 1, on reconnait

aussi dans sin am (u, 1) une fonction périodique dont 'indice est 7 /' —1.

(1) On_voit que la période des fonctions elliptiques n’est pas un nombre absolu,
comme celle des fonctions trigonométriques, mais qu’clle dépend du module. Lorsque
le module sera #’, I'indice de la période est 4K’, et I’on aura :

sin am (u == 4K/, &) =sin am (u, ¥'). J.G.
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Afin de voir si cette propriété de sin am u apparticnt seulement au cas
particulier k=1, ou bien si elle a encore licu pour d’autres modules,
nous avons besoin d’'un examen plus approfondi.

II. Double périodicité du sinus amplitude.

Nous nous occupons d’abord de I'intégrale suivante :

Sz dz ,
0/ (1 —2%) (1 —k%2)

dans laquelle nous supposons d’abord z une variable complexe quelconque,
et examinons les valeurs différentes que prend cette intégrale pour diffé-
rents chemins d’intégration. Posons, pour abréger,

f(z)= ! s
Vi—=) (1—ka)
et désignons, lorsque cela sera nécessaire, par [f (z)] la valeur absolue
de f(z).
A la valeur initiale z = 0 correspond f (0)===1; pour éviter 'ambi-
guité, supposons f (0) = + 1. Comme, en outre,

() 1 1 1 1
R) = . . . . N

V1i—z 1+z \/1 \/4
-ic-—-z 'lz'i‘z

il en résulte que f (z) a quatre points singuliers

1 1
z=+1, z=—1, g=p E=—p
pour lesquels f (z) est infinic. Ces points sont en méme temps des points
de ramification ou d’embranchement; car, la révolution de z autour de
chacun de ces points donne un changement de signe de f(z). Les deux
premiers points sont sur I'axe des abscisses aux distances OFy== 1,
OF:=—1; les deux autres sont situés sur I'axe des x ou au-dessus,
suivant que k est réel ou imaginaire. Pour plus de généralité, nous sup-
poscrons ce dernier cas, et nous imagincrons que Gy et G, représentent

ESld

1
+et— A (fig. 23). Supposons maintenant que la variable z passe du
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point O, sur une courbe fermée qui entourc le point Fy une fois seule-
ment, et désignons par I (Fy) la valeur correspondante de / f (z) dz. Nous
aurons alors :

I(F,) =1 (04,)+ I (ABsCiAy) + T (4,0).

Dans la deuxiéme intégrale, posons z =1 —re¢i, ou r est le rayon du
cerele A(B,C,Aq, ct observons encore que f (z) a dans le retour de A0 un
signe contraire a celui qu’elle a pour aller OA4. Nous avons alors (Intro-
duction, N° 50):

1—»

I(F)=— S |
70
L’intégrale relative au cercle est
27 _(2n 39
irS f(l_refo)eiOde—:i;/rS ¢ df :
0 0 V/(2—ret) (1—k-+kre0)(1 +k— kre')
elle devient nalle pour r=20, et il restc alors :

S’l f(2) dz — S‘Tr(z) dz—=2 S,i

(1]

0
f(1 — re) e0d + S’ f— [l ()]} d=.

|—r

27
f (z) dz —ir S
0

! dz
0y (1 —22) (1 —k*z?)

ou F est cmployé par abréviation. Pour une deuxié¢me révolution autour
de Fy, on a les mémes conclusions, seulement le signe change, puisque
maintenant f (z) commence avee la valeur finale — 1 et revient en O avee
la valeur finale + 1. Pour la deuxiéme révolution la valeur de I'intégrale
sera — F. 8i T'on désigne, cn général, par I, (Fy) la valeur que prend
I'intégrale aprés n révolutions autour du point Fy, il vient :

]g(F1)=O, IS(F1)=F, Ié(Fl)=O, '5(F4)=F, cte.

|

f(z) dz=2 S’

0

Au moyen de considérations tout-a-fait analogues, on arrive 4 la valeur
que prend lintégrale, lorsque, partant de O, on cntoure plusicurs fdis le
point Fy; on trouve d’abord :

—1
dz
I (FC_») = 2 S == —— F,
0 V(1 =2 (1—kz¥)

ct, d’aprés cela,
]2 (Fg) = O, 15 (Fz) T e F, 14 (Fe) 5 0, 'sg(Fe) = — F, cte.

Par la méme méthode, on obticnt aussi les valeurs de l'intégrale, qui

UPMIC - Cote 91896
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correspondent aux révolutions autour de Gy et de Ge; si I'on pose, en

:
on obtient
I, (Gl) = G, I. (Gi) = 0, I; (G1) = G, L (G() = 0, cte.,
Ig (Gg) = — G, Ig (Gg) =55 0, 13 (G:_;) = — G, 14 (GQ) = 0, ete.

effet, pour abréger,

=] -

dz

=G,
o)/ (1 —z%) (1 — k*z?)

Le chemin d’intégration le plus général de O vers un point quelconque P

représentant la variable z=ux+y [/—_1, se composc maintenant de
plusicurs circuits autour des quatre points de ramification, et ensuite du
chemin rectiligne de O vers P. Chaque circuit, pris dans un ordre quel-
conque, donne par suite de la valeur qui lui correspond une expression de
la forme pF + vG, ot 1 et v sont des nombres entiers, lesquels peuvent
¢tre positifs, nuls ou négalifs. La valeur générale de I'intégrale est donc
Z z
5 f(z) dz = pF +vG + S’ { £ [f(2)]} dz, (21)
0 0
et le signe de f (2) est déterminé dans I'intégrale linéaire par la valeur
finale avee laquelle f(z) revient en O aprés ces circuits. Pour décider de
ce signe, examinons les quatre cas suivants les seuls possibles :

p. pair, v pair,
. impair, v impair,
. pair, v impair,
. impair, v pair,

Le premier cas se présente, lorsque I'on entoure plusieurs fois Fy,
ensuite Fe, puis de nouveau F, et Fe, ctc., mais que I'on sarréte aux
circuits du point Fs, ensuite que I'on procéde de méme avee G, et G (ou
avee G: et G,), et finalement que I'on parcourt le chemin rectiligne OP.
Or, si f(2) est positive le long de OF,, négative d¢ Fy en Fs, positive de Fy
en O, et ccla aussi souvent que ces allers et retours peuvent étre répétés,
on obticnt toujours pour f(z) la valeur positive finale f(0) = -+ 1, dés
que Ton s’arréte toujours & Fy. La méme chose a licu relativement aux
points Gy ¢t Go; par conséquent, f(z) commence dans I'intégrale lindaire
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avec la valeur positive f (0) =+ 1, et reste positive puisque entre O et P,
il 0’y a aucun point d’embranchement. Pour p. = 2p, v == 2¢, on a done
I'équation

z z
5 f (z) dz =2pF + 29G + S f(z)dz,
0 0
que l'on peut encore écrire
zZ z
S f(z)dz=(2p+2q) F — 2¢ (F— G)+§ f(z) dz. (22)
0 0

Le second cas se présente lorsque I'on entoure plusicurs fois Fy, Fe, Fy,
F2, etc., mais que I'on s’arréte aux circuits du point Fy et qucnsuite on
procéde de méme avee Gy et Ga. Aprés les révolutions autour de Fy, Fs,
Fi, Fs, .... Fy, la fonction f (2) arrive en O avee le signe négatif; aux
révolutions autour de Gi, Go, Gy, Gs.... Gy, correspondent autant de chan-
gements de signes, et, aprés la derniére révolution, f(z) est de nouveau
positive, et reste positive le long de OP. Pour p.=2p — 1, v =2¢ +1,
ona:

Z z
S f(z)dz=(2p — 1)F + (29 + 1) G+S f(z) dz,
0

0
ou bien :

S £(z) dz = (2p-+2¢) F— (2q+1) (F— G)+§be(z) dz.  (23)
0 0

Comme on le voit, les équations (22) et (23), qui correspondent aux
deux premiers cas, se confondent dans I'équation suivante :

55 f(z) dz=2mF + n (F—G) + S ’ f(z)dz, (24)

0

0

dans laquelle m et n sont des nombres entiers.
Le troisiéme cas a licu lorsque I'ordre des révolutions cst le suivant :

Fh F?, F(, F;z, Fg,
Gy, Goy Gy, Gay oo Goy Gy

Aprés la derniére révolution autour de Fq, la fonction f (z) cst positive;

;;;;;



— 105 —
apres la derniére révolution autour de Gy, cette fonction f (z) est négative.
On a donc, pour p ==2p, v=2¢+1,

z

f(z) dz,
0

Szf(z)dz=2pF+(2q+1)G— S
0

ou bien
Sz f(z)dz=(2p+2q+1)F— (29+1)(F—G)— g ) f(z) dz. (25)
0 v

0
Enfin, au dernier cas correspond 'ordre suivant des révolutions :
Fi, Fo, Fyy, Fo, .... Fa, Fy,
Gi, Goy Giy Goy oovv Goo

Aprés la derniére révolution autour de Fy, la fonction f(z) est négative;
aprés la derniére révolution autour de Gs, elle est encore négative. On a
donc, pour p=2p + 1, v=2q,

z z
S f(z)dz=(2p +1) F + 2¢G — S f (z) dz,
0 0
ou bien :
z z
g f(z)dz=(2p+2(1+1)F—-2q(F—-G)-—S f(z) dz. (26)
‘0 0

Les équations (25) et (26) peuvent aussi étre réunies dans une formule

unique
»Z

z

g f(z)dz = (2m + 1)F + n (F — G) — Sl f(x)dz,  (27)
‘0 0

dans laquelle m et n sont des nombres entiers. Toutes les valeurs diffé-
rentes que /' f(z) dz peut prendre pour les différents chemins d’intégra-
tion, sont donc comprises dans les formules (24) et (27).

Proposons-nous maintenant de calculer les deux intégrales F et F — G.
La premiére ne présente aucune difficulté, particuliérement si k est consi-
dérée comme une fraction réelle, ce qui doit arriver plus loin. Pour ce qui
concerne 'expression F— G, c’est la valeur que prend /f (z) dz, lorsque les
points Fy ct Gy sont entourés I'un aprés 'autre (fig. 24). A ce chemin, on
peut en substituer un autre, savoir: on va cn ligne droite de O vers
un point M rapproché de Fy, on décrit autour de F, un cercle d’un

;;;;;
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rayon F;M; on va cnsuite en ligne droite de M vers un point N situé
prés de Gy, puis on déerit autour de Gy un cerele d’un rayon 4N, et I'on
revient alors par la droite NO vers le point 0, pour lequel on peut aussi
choisir, au lieu da chemin reetiligne NO la ligne brisée NMO, puisqu’il
n’y a aucun point singulier & Tl'intéricur du triangle OMN. Les signes
de f(z) sont, pour les droites en question,

le long de OM, MN, NM, MO,
positif, négatif, positif, positif;

on a ainsi, pour F,M =GN =r,
1—r ! —r
F—G= Sl {(z) dz + intégrale circulaire + S]/‘ {— (=)} dz
0 1—7»
-7 0
+ intégrale circulaire + ﬂ\ | @] de+ SI =+ (=) dzy
- I—»
k

ott la premicre intégrale linéaire se détruit avee la derniére, etla deuxiéme
intégrale linéaire est égale & la troisicme. Si r tend vers zéro, les deux
intégrales circulaires sannulent, et il reste :
1
ik dz
F—G=—2 g
1 l/ 1—z2) (1 — kzze)
Nous supposons k une fraction positive et réelle. On a alors I'expression
réclle

I
F=2g dz — 9K.
o)/ (1—z2) (1 — kz2)

1
Au contraire, F — G est imaginaire, parce que, entre les limites 1 ct K

le premicr facteur 1 — 22 est négatif, ct le deuxiéme 1— k2z? positif. Cette
remarque donne :

{
9 (7
Fe G 2 gk dz ;
LY E =) (= k)
si 'on pose
1 — k= e z= !
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on a I’équation
el
1
F_G=255 o — 9K,
0/ (1 —x2) (1 — k2a2)

dans laquelle K’ est Tintégrale clliptique compléte de module &',
Les formules (2%) et (27) deviennent alors

SZ dz L g = dz
—————— = 4imK + ¢ 20K’ + —

0/ (1 —22) (1— kz?) 0/ (1—z?) 1—/&z2)

z z

g - dz =(4m-+2)K~+1i. 20K’ — S d_z__ .

0/ (1—2%) (1—kz?) o/ (1—)(1—kz)

Nous écrirons, pour abréger,
W=4mK + ¢- 20K’ + w,
W= (km+2)K + 7-2nK' — w,

en désignant par W la valeur géncérale de lintégrale, et par w la valeur de
l'intégrale linéaire. Comme la limite supéricurc z est la méme dans les
deux intégrales, on a, en renversant les intégrales :

z z
dz dz
S =W, et g - = w,
0/ (1 — 22) (1 — k22?) doy/(1—z22) (1 — k2z?)
les deux équations suivantes :
=sinam W, et z=sinamw;
d’ott
sin am W = sin am w.
En vertu des relations précédentes entre W et w, on a :
sinam (4mK + ¢ 20K’ + w) = sin am w, (28)
sinam ([4m + 2] K+ ¢ - 20K’ — w) = sin am w. (29)

La premicére de ces équations montre que la fonction sin amw ne
change pas, lorsque la variable w croit d'un multiple de 4K et d’'un mul-
tiple de ¢-2K’. Par suite, le sinus amplitude a une période réelle dont
Uindice est 4K, et une période imaginaire dont {indice est ¢-2K’.

Sy 1 .
Dans le cas particulier ot k=0, ona K= - 7, K’ = o0, sin am (w, 0)
2 2 b 2

=sin w : la période imaginaire cst supprimée, ct il reste la période réelle
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2w, laquelle apparticnt en effet & la fonction sin w. Le cas ot k=1,

donne K=oo,l(’=%‘rr,

e?v— 1]

sinam(w,1)=ezw—17
+

et cette fonction ne posséde que la période imaginaire ¢m.

Aux recherches précédentes, nous rattacherons encore le développement
de quelques formules fondamentales pour sin am w, et nous ferons remar-
quer d’abord que, dans la suite, nous prendrons toujours linéairement
lintégrale

r dz
o) (1—z=2) (1 — k%2?)

=w,

puisque, d’aprés les formules (28) et (29), tout autre chemin d’intégration
peut se ramener & la droite de O en z.
Si I'on remplace dans I’équation
! dz

Sz V=22 (1— k%z‘z)’

la variable z par une autre y, au moyen de la substitution

. 4-—-J . 1—2z2
= 4—/cJ v y= 1— k222’
\/
\ -1z dy
K—w=

Va— ) i—Fky)

il vient :

On en déduit réciproquement :

1 — z? .
\/4—-—1;2 =sinam (K — w),
— K2

ou, en vertu de Péquation primitive z = sin am w,

cos am w
Aamw

sin am (K —w) = (30)
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1 . . ’ . . 1
Cette formule correspond a la relation goniométrique sin gr—w

= cos w, & laquelle elle se raméne pour k=0.

Jacobi appelle am (K — w) la coamplitude de w, et il éerit la formule
(30) sous la forme suivante :
cos am w

sin coam w ==
Aamw

Mais cette notation est peu employée; d’ailleurs, elle ne donne lieu &
aucune simplification importante.
Si la limite supérieure est imaginaire, par exemple z=12, on a:

" dz . . -
=w, n=sinamw; (31)

0 V(1= 22) (1 —kz?)
toutes les valeurs de z qui se rapportent au chemin d'intégration sont
alors de la forme ¢y; la substitution 2z = Jy donne :

i
0[/l+y ) (1 + k2y?)

Si PPon fait ensuite y = > on obtient :

1/4-—902

. 5‘/1...,,2 dx
) — =w,
0 |/(l —a?) (1 —k%x?)

ou, en désignant l'intégrale par v,

w=1v, = sin am (v, k'), n=tgam (v, k').

|
|/1 + 7!
De la deuxiéme équation (31), on tire, par la substitution des valeurs

de w et 7,
sin am (¢v) =1 tg am (v, &) (32)

Si I'on suppose la limite supérieure de I'intégrale w plus grande que

I'unité, on doit remarquer que /(1 — z2) (1 — k2z?) est imaginaire de

z=14z=-, et quelle devient, au contraire, de nouveau réelle pour
) b

Tc
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1 C s
z> P On a done & distinguer deux cas, suivant que la limite supd-
e

. . . 1 1
ricurc en question est comprise entre 1 et T oou plus grande que -
5

k

Pour examiner le premicr cas, soient :
1

¥ dz | .
= w, 7= sin am w, (35)
0[/(1——-z (1 — k=% >
¢t k<& < 1. Le chemin rectiligne d'intégration passe ici par le point de
ramification x =+ 1, ce que I'on peut éviter, en entourant ce point
d’un demi-cerele. On trouve facilement que Tintégrale prise sur le
demi-cercle s'annule en méme temps que le rayon de ce demi-cercle, de
sorte qu'il reste :

1
! dz gg dz
w=S 2 __.~ze+., g _2-2’
o/ U= (1=kz) 1)1 —2)(1— k%)

c’est-a-dire

1
1 (& dz
w=K+ - s‘g .
iy E == FE)
1 .
Au moyen de la substitution 2= ————> on obtient :
1 — k'2x2

Vi—g

1 dx

w=K+ =

S 4
i VI — ) (I— o)

ou bien, si 'on désigne I'intégrale par v,

e
w=K+%, l—/—17c, ¢ = si (v, k), E=Aam (v, k).

En verta des valeurs de & et w, on déduit de la scconde équation (53),

sin am K+
Aam (v Sk

et, si I'on met — v & la place de v,

1
—_— 54
Aam (v, k') (5%)

sin am (K + ) =
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Pour discuter le sccond cas mentionné ci-dessus, considérons lintégrale

Fl=-

dz 1 ) .
=w, - =sinamuw, (35)
v

0 V(=2 (1— k) k

dans I'hypothése ot & est unc fraction positive. Le chemin rectiligne
d’intégration conduit ici par les deux points de ramification x = + 1 et

4

X=- > que I'on peut de nouveau entourcr par des demi-cercles.
3

Lorsque les rayons de ces cereles s'annulent, les intégrales prises sur les
demi-cercles s’annulent aussi, ct il vient :

o

1 1
S‘ dz 1 Sz dz gkg dz
W= -+ -+ .
0/ (1—z)(1—kr) ¥ 1)/ (2—1) (1 — k) véyﬁuﬂmw—n

La premiére de ces intégrales a pour valeur K; posons, dans la seconde

. 1 - 1
comme ci-dessus, 2= —————, c¢t dans la troisiéme, z= —> il

1 — k'2x2 kx
viendra :

) 1? dx y dx
w=K+ - —+ e —————
oy —at) (1— k) Yr ) (—a2) (1— k)

ou bien

¥

s dx
0/ (1—a?) (1— k*x?)

Si nous désignons par w la valeur de la derniére intégrale, nous aurons
les équations suivantes :

w=K+%W+K—S

w = 2K — v — 1K/, ¢ —sinam u.

-

Ces valeurs substituée dans (33), nous donnent

- 1
sinam (2K — 4 — 1K) = —.
k sin am u
Si l'on remplace u — 2K par wu, ct si I'on observe que sin am (— w)
= — sinam w, on a finalement
1

sinam (¢ + (K')= ——-
k sin am

(56)
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Daprés cette discussion, on peut facilement donner une image de la
double périodicité du sinus amplitude, ct indiquer les valeurs particuliéres
ou sin am w devient nulle ou infinie.

Supposons, en cffet, le plan uv divisé, par des paralléles aux axes des u
et des v, en rectangles égaux dont chacun a pour base 4K ct pour hau-
teur 2K’ (fig. 25). Soit 0ACB le premier de ces rectangles, dont les cotés
sont 0A= 4K, 0B=2K’, sur les parties positives des axes coordonnés;
supposons enfin que le point arbitraire P représente dans ce rectangle le
nombre complexe w=wu + 7v. La valeur que le sinus amplitude prend
en P, se reproduit dés que w augmente d’'un multiple de 4K, ou d’'un mul-
tiple de ¢-2K’, ou des deux multiples en méme temps. En tous les points Py,
P., ete., qui se trouvent placés dans les autres rectangles de la méme
maniére que P dans le premicr rectangle, sin am w prend la méme valeur
qu'au point P. Si, ¢n outre, dans les hypothéses 0 < u<< 2K, et 0L v < K/,
on considére les quatre points

P comme représentant u + v,
Q » » 2K — u + ¢ (2K’ —v),
R » » 2K + u + v,
S » » 4K — u +1 (2K’ — ),

les formules (29) et (28) nous montrent que le sinus amplitude ala méme
valeur absolue en ces quatre points : mais, il est positif en P et Q, négatif
en R et S; en outre, les quatre parties du rectangle 0ACB sont les mémes
par rapport A la fonction sin am w, que les quatre quadrants par rapport
A sin w. A l'intérieur du rectangle 0ACB, sin am w = 0 aux six points

0, 9K, 4K,
i 9K/, 2K+i-2K/, 4K+ i.2K’,

lesquels sont désignés par des zéros dans la figure. Enfin les formules (36),
(29) et (28) montrent qu'a intéricur du premicr rectangle, sinam w est
infinie aux trois points
iK', 2K+ 1K'/, 4K+ K,

lesquels sont indiqués par des étoiles.

Notes du traducteur. — 1l nous reste, en terminant ce chapitre,
ajouter une démonstration d’'une propriété fondamentale du sinus ampli-
tude, laquelle doit nous servir dans les chapitres suivants, et que
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M. Schloemileh a omise. Elle consiste en cc que la fonction sin amw est
monodrome dans toute I’étendue du plan.
L’équation ci-dessus

z
dz
w = b

0y (1 — 22)(1—kz?)

nous donne :
dz

= (1—2%) (1 — k2z%).

Supposons d’abord que I'on ait en méme temps z=0, pour u =0, ct
soit Zo=+ 1, la valeur initiale du radical. Comme le radical n’est pas
une fonction monodrome de z, ct, en effet, il change de signe lorsque

, . . . 1 . .
I'on entoure I'un des points singuliers z===1, z=1o= - il en résulte

k

z e : -
que ——> considérée comme fonction de z, n’est pas monodrome. Mais il

dw
ne s’en suit pas que z, considérée comme fonction de w, soit une fonelion
ambigue; au contraire, elle est monodrome.
Pour le démontrer, supposons que pour w = w;, la fonction z devienne
égale 4 + 1, ct posons

il viendra :

dz’  k " e 1 ’ 1
%_2—\/( +2) (2 +'1+-/-C>(z +'l—l_€>-

Or, le radical cst une fonction monodrome pour des valeurs de z'
suffisamment petites : il s’en suit que z’, et par conséquent z, reprend la
méme valeur lorsque la variable w tourne autour du point wy. Par suite,
la fonction z reste une fonction monodrome de w, tant que cettec fonc-
tion z conserve une valeur finie.

Mais, il peut arriver que z deviennc infinie pour une valeur finie de w.
Dans ce cas encore, la fonction z restera monodrome dans le voisinage
d’unc valeur w = a, pour laquelle elle devient infinie.

En effet, puisque I'intégrale

V dz ,
0) (1 —z2) (1— 222)

o>
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tend vers une valeur finie, lorsque z augmente indéfiniment, soit o cette

valeur de w pour laquelle z = o . Posons
A
7 1
w=a-+w, Z=-,
v

il viendra :

%=_k\/(1—v) (1 +v) (1—’50) <1—:—cv>,

et 'on a: v=20, pour w'=0. Or, la fonction v restc monodrome dans
le voisinage de w'==0; il en est donc de méme de z dans le voisinage

de w =«a.

La fonction z==sin am w est donc monodrome dans toute I'étendue
du plan.

II. 11 est évident, d’aprés la fig. 25, que, si I'on considére la suite des
rectangles du plan, chacun d’cux ayant deux cdtés communs avec les
rectangles suivants, on peut dire qu’en réalité, dans le rectangle 0ACB,
sin am w est nulle seulement aux deux points 0 et 2K, ct infinie aux deux
points 7K’ et 2K+ ¢K’. Il en résulte donc que cette fonction admet
deux zéros simples et deux infinis simples dans chaque rectangle.

On dit qu’une fonction f(z) a un zéro simple z=a, lorsque cette
fonction devient nulle pour z == o, cest-a-dire, lorsque z = « cst une
racine simple de I'équation f(z) =0; de méme, la fonction f(z) a un

infint simple z = 3, lorsque la fonction inverse e est nulle pour z = f3,
z
Co v o
ou que z = 3 est une racine simple de 'équation — = 0. Ces dénomi-

f(z)

nations sont dues & M. Liouville.
En résumant le chapitre précédent, nous dirons que sin am w est une
fonction monodrome, impaire, doublement périodique.

II1. Double périodicité de cosam w, et de Aam w.

1° DE LA FoNcTION cpsam w. — Au moyen des principes cxposés dans
le chapitre précédent, on peut aussi discuter I'intégrale
v dz
0 (1 — =) (K2 + k2z?)

et en déduire les propriétés de la fonction inverse 2 == cos am w.

:w’
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Mais il est plus simple de définir cette fonction par I'équation
cos am w== |/i — sin? am w,
i laquelle on joint la condition initiale cos am 0 =+ 1.

Comme |/| — 2% n’est pas une fonction monodrome de z, et, en effet,
elle change de signe, lorsque I'on entoure I'un des points z= + 1, on
z=—1, il s’en suit que cos am w, considérée comme fonction de sin amw,
n’est pas monodrome. Mais il n’en résulte pas que cos am w, considérée
comme fonction de w, puisse ¢tre une fonction ambigue. En effet, si ces
valeurs multiples existent, si la fonction a plusieurs acceptions, les points
pour lesquels on a sin am w === 1, seront les points de ramification de
cos am w. D’aprés cela, ces derniers scraient, si nous nous limitons provi-
soirement au reclangle 0ACB (fig. 25),

K, K+i{.2K, 5K, 3K-+:-2K'.

Examinons maintenant comment la fonction cosam w se comporte,
lorsque T'on entoure d’'un cercle un de ces points. On a d’abord :

cos am (K — ) = /1 —sin® am (K — ).
Or, de sin am (2K — w) = sin am w, il résulte cncore pour w=K + ¢,
sinam (K — t) =sinam (K + ¢). (37)

Mais, comme sin am (K — ) reste synectique pour ¢ suffisamment
petit, sin am (K — ¢) doit se transformer ¢n une série procédant suivant
les puissances de ¢, laquelle a pour premier terme sin am K=1. En
vertu de la relation (57), elle ne peut renfermer que des puissances paires
de ¢, et il vient :

sinam (K — ) =1 — at® + ft* — .- +;
d’ou

cosam (K — t) = /20 — (o + 20) {24+
Si on fait unc premiére fois ¢ =re®, et ensuite ¢ = re’®™+0, c’est-a-
dire si Ie point K se meut sur un cercle, on obticnt dans les deux cas Ia
méme valeur de cosam w. Le point en question n’est done pas un point
de ramification.
Pour le deuxi¢me des quatre points ci-dessus, on a :

cos am (K + - 2K’ — t) = /1 — sin? am (K + i - 2K'— ¢)

=}/1—sin*am (K—t)=t)/ 20— (a2 + 26) 2 4.+,
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ce qui conduit & la méme conclusion que ci-dessus. La méme chose a licu
non-sculement pour les deux points restants, mais aussi pour les points
correspondants des autres rectangles, dans lesquels les valeurs de sin am w
se reproduisent périodiquement. La fonction cos am w est donc une fonc-
téon monodrome.

De la définition du eosinus amplitude, il résulte que cosam (— w)
= == cos am w, et il reste & décider le signe & adopter. Pour cela, on a
recours au cas particulicr w =0, lequel montre que, du moins pour w
infiniment petit, on doit prendre le signe supérieur. Mais comme cos am w
restc monodrome, cc signe doit exister aussi pour toutes les autres valeurs
de w. D'aprés cela, le cosinus amplitude est une fonction paire.

Pour découvrir les périodes de cette fonction, rappelons la formule
(37), qui nous donne :

cos am (K + t) = == cos am (K — ).

Le signe du second membre est déterminé par le développement

cos am (K — ) =1 J/2a — (a® + 2B) 12+ .-
dont le second membre est négatif pour ¢ négatif. On a donc :
cos am (K + 1) = — cos am (K — 1),
et, pour t =K + w,
cos am (2K + w) == — cos am w.
Enfin, si I'on remplace w par 2K + w, il vient :
cos am (% K + w) = cos am w.

L’une des périodes de cos am w est donc réelle, et son indice est 4K.

On a en outre :
cos am (¢(K'+ t) = /1 — sin? am (iK' + 1) = 1— _—1—=
k2 sin? am ¢

Y1 —k?sin?amt

k sin am ¢

Le premier membre étant monodrome, on a :
cos am (iK' + t) = — cos am (1K' — 1),
et, pour ¢t =K' + w,
cos am (2K’ + w) = — cos am w.
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Si I'on remplace w par 2K + w, il vient :
cos am (2K + 2K’ + w) =+ cos am w.

Par conséquent, le cosinus amplitude a une deuxiéme période dont
Vindice est 2K + 1-2K'.

Les deux périodes deviennent évidentes, si 'on prend, comme précé-
demment, 0A=4K, 0B = 2K’ (fig. 26).

Joignons l'origine des coordonnées au point D, milieu de BC, construi-
sons un parallélogramme sur OA et OD, et enfin, divisons le plan en
parallélogrammes égaux par des paralléles & OA et OD. A un point P quel-
conque, situé dans OAED, et qui représente u + v, correspondent dans
les autres parallélogrammes des points représentant

4mK + n (2K +7-2K') + u + (v = (4m + 2n) K + » + ¢ (20K’ + v),

et pour lesquels cos am w prend la méme valeur qu’en P.
A l'intérieur du premicr parallélogramme, cos am w devient quatre fois
nulle, aux points _
K, 3K, 3K-+:7-2K’, BK+-¢-2K’,
qui sont désignés par des zéros dans la figure. De plus, cos am w devient
deux fois infinie, aux points

9K +i-K/, 4K +iK’,

lesquels sont indiqués par des étoiles.

Remarques du traducteur. — Il s’en suit que la fonction cos am w
admet deux zéros ct deux infinis dans chaque parallélogramme (page 114,
note II).

En résumé, cette fonction est une fonction monodrome paire double-
ment pértodique.

Nous remarquerons ici que le parallélogramme élémentaire relatif A la
fonction cos am w a la méme aire que le rectangle élémentaire qui se rap-
porte & la fonction sin am w.

2° DE 1A FoxcTioN A am w. — Nous définissons la fonction A am w par

Aamw =}/ 1 — k?sin® am w,

ct nous prenons pour valeur initiale Aam 0 = -+ 1.
Comme cette fonction A am w peut acquérir des valeurs multiples aux
points pour lesquels k sin am w = == 1, cest-d-dire d’abord aux points

K+ iK', 3K iK’,

I’équation
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nous allons examiner comment clle se comporte lorsque 'on entoure ces
points par des cercles. On a :

1

A am (KK’ + ) =}/ 1—k?*sin® am (K4 iK' + ) =

ou bien, en remplacant sin am (K - t) par son développement en série

. ) ____’2 - 2 By 12—t
Aam (K +iK' + 1) = V ,l_f;te(i 5;42‘_) '

Pour t =re¢0 ¢t t =re®™+0), Je second membre prend les mémes
valeurs; par conséquent, le point K+ 7K’ n’est pas un point de ramifi-
cation. En d’autres termes, Ja fonction A am w est monodrome dans le
voisinage de ce point. Les mémes conclusions existent avee unc légére
modification pour le point 5K+ 7K', ct aussi pour les autres points ot
ksinam w === 1. Il s’en suit que la fonction Aam w est monodrome.

En vertu de la définition de Aamw, les fonctions A am (—w) et
Aamw peuvent au plus différer par le signe. Or, on décide facilement
de ce signe au moyen de la valeur particuliére w =0, laquelle montre
que les deux fonctions ont le méme signe. Par conséquent, A am w est
une fonction paire.

D’aprés les formules précédentes on a :

Aam (K+ 1K' + )= — Aam (K +1K'— 1);
d’ou, pour t =K+ u —iK’,
Aam (2K + ¢) = — A am (- 2K’ — ). (38)

D’un autre coté,

 sin%am (K+1) i

, 1 24 —
Aam (iK' +t) =}/ i —k?sin? am (iK' +-1) = — I/Sl" am ¢ — 1
sinfam¢  sinamt
d’ou
Aam (iK' + f) = — A am (/K — 1).
Si Pon pose t=1K’+ w, il vient :
Aam (¢ - 2K'+w) = — Aam w. (59)
Daprés cela, on a Aam (i-2K'—u) =—A am u, ct la formule (58)

nous donne:
Aam (2K +u)=Aam u;
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La période réelle de A am w a donc pour indice 2K.
De la formule (59) on tire, en remplacant w par ¢ - 2K’ + w,
Aam (V- 4K+ w) = A am w.

Par suite, la fonction A am w a une période imaginaire dont Uindice
est v+ 4K'.

Prenons, & partir de 'origine, 0A = 4K, 0B=2K’, OF =2K, 0G=4K’,
(fig. 27), et divisons le plan en rectangles égaux au rectangle OFHG; la
fonction Aamw reprend dans chaque rectangle périodiquement les
valeurs qu’clle a dans le premier. Dans celui-ci, la fonction A am w est
deux fois nulle, aux points marqués par des zéros,

K+ K/, K+ ¢-3K';
elle est quatre fois infinie, aux points
tK’, 2K+ ¢K’, 3K/, 2K+ 3K,
lesquels sont désignés par des étoiles.

Remmarques du traducteur. — Il résulte de ce qui précéde que la fonction
A am w admet dcux zéros et deux infinis dans chaque paralllélogramme
(page 11%, note II).

En résumé, cctte fonction est une fonction monodrome paire double-
ment périodique.

Nous remarquerons encore que le rectangle élémentaire de la fonction
Aamw a la méme airc que le rectangle élémentaire qui se rapporte i la
fonction sin am w.

On peut encore, par des transformations convenables, obtenir un grand
nombre de formules relatives aux fonctions elliptiques.

Ainsi, de la formule (52), et de la définition du cosinus amplitude, et
du delta amplitude, on tire sans difficulté :

1
cos am (v, k)’
Aam (v, k')
cos am (v, k')

cos am (iv) =}/ 1 +tgtam (v, k') =

Aam (iv) =1 +k* tg? am (v, k) =

En vertu de (30), on a aussi :
k' sin am w

cos am (K — w)=cos coam w = ————
Aamw

’ (SOMS)

Af. K— =A —_——— .
am ( w) coam w = ———
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De la formule (36), on tire :

. tAamw
cosam (w £ K') = ————
k sin am w
Aam (w == iK’) = == ¢ cotg am w.
On conclut de 14, en faisant w = 0, que les fonctions
sin am (£ ¢K’), cosam (% ¢(K’), Aam (%K'),
sont infinies.
De ces mémes formules, on tire, pour w =K,

b

sin am (K == /K’) =

Ei e

cosam (K £ K') = 3'/12_’,
Aam (K +/K’) =0.
Des formules (19) et (20) on déduit, en faisant u = 0,
sinam 2K=0, cosam2K=—1, Aam2K =1,
sinam 4K =0, cosam 4K =1, Aam 4K = 1.
11 serait aussi facile de trouver les relations suivantes :
sinam 2K’ =0, cosam2iK'=—1, Aam2K' = —1,
sinam 47K’=0, cosam 4K’'=1, Aam iK' =1,
sin am (2K =2¢K’) =0, cos am (2K == 20K’) =1, Aam (2K = 2iK’) =— 1.
sin am (4K = 4/K’) =0, cos am (4K == 4/K’) =1, A am (4K % 4iK')=1,

Enfin, des formules (30) et (50") on tire, en faisant w = 5’

K
] COSmeZ-
sinam — = —————
27 K
am —

2

. K

K sinam —
2

c0s am

= ————

K
AamT2

Nl =

;;;;;



par suite, on a :

1 K K K
sinam%:m, cos am§ =\/_l_:l-—k_;’ A{llﬂ"2‘=l//?’7

et, cn outre,

Fai cru utile de donner ici toutes ces formules qui ne se trouvent pas
dans I'ouvrage de M. Schloemilch. Elles sont d'un usage fréquent dans les
applications des fonctions elliptiques.

IV. Du théoréme d’addition.

Dans I'étude des intégrales elliptiques nous avons vu que I'équation

Sw dx +Sy dy _r dz
oV i—a)(1—kw) Y0y d—y)(i—ky) oy (I—m)i—Fz)

subsiste dés que les quantités x, y, z satisfont & la condition

e x |/(1_y2) (1— k2y?) + y l/“ —a) (1— ko)
- 1 — kxy? ’

(0)

La démonstration de ce théoréme fondamental repose sur des transfor-
mations identiques, ct elle reste la méme, lorsque I'on suppose que les
limites supéricures des intégrales x, y, z, sont des nombres complexes, et
que 'on évite 'ambiguité des intégrales en prenant les chemins dintégra-
tion rectilignes. Si l'on désigne les trois intégrales précédentes dans
Pordre par u, v, w, on a simplement :

U+ v=w;
en outre
r=-sinamu, y==sinamv, z=sinamuw,
cest-a-dire
z==sin am (v + v).
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Par la substitution de ces valeurs de x, y, z, I'équation de condition
ci-dessus se transforme en la suivante :

sinamwu cosam v Aamv +sinamvcosamu Aam u

sin am (u+-v) == 1— k*sin® am u sin? am v - (H)
Cette derniére correspond & la formule goniométrique de sin (1 -+v), et
se¢ change en celle-ci pour k=0. Si I'on met — v & la place de v, alors
sinam v change de signe, et la deuxiéme partie du numérateur devient
négative, :
De Iéquation (40) on tire facilement :

VT V=2 (=) —ay /(1= at) (1= Fy),

1 — kexeye 4

d’oi, en verta des valeurs de x, y, z,

cosamu cosamy — sinam ¢ sinam v Aam v A am v
cos am (u +v) =

3 (42)

41— k?sin? am u sin? am v

pour v négatif, le sccond terme du numératcur change de signe. La for-
male (40) donne ensuite :

l/_4 e V(1 — k2a?) (1—k2y?) — k*xy [/(4-— 2?) (1—y2)
Ve 1— kaxzye ’

d'ou :

Aamwu Aamyp — k2 sin amwu sin am v cos am « cos am v
Aam (v +v)=

1 — k*sin? amu sin® am v 5 (49)
lorsque v st négatif, le second terme du numérateur devient positif.

Si I'on met 7v au lieu de v, ct sil'on a égard aux formules

1

sin am (iv)=1{ tgam (v, '), cos am (iv) = cos am (v, k')’
b

Aam (v, ¥)

Aam (iv) = O o )

les formules (41), (42) et (45) devicnnent :

sin am « Aam (v, k') + i cos am u A am w sin am (v, k) cos am (v/, k)
cos? am (v, k') + k? sin? am w sin® am (v, k)

pin am (u-+iv) = )
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. cosamu cos am (v, k') — 4 sin am v A am w sin am (v, ¥') A am (v, k)
cos am (u +iv) == 2 - - — ;
cos® am (v, k') + k% sin® am u sin® am (v, k')

Aam ( o) AamwAam (v, ) cos am (v, k') — tk?sin am v cos am u sin am (v, k')
am (@ + {v) = . - —
cos* am (v, k') + k* sin? am w sin® am (v, &)

De ces formules fondamentales on déduit de nombreuscs relations,
analogues aux formules trigonométriques, et que T'on peut, comme
celles-ci, obtenir par des combinaisons algébriques des formules fonda-
mentales. On a, par exemple pour v = u,

. 2 sinam w cosam # A am u
sin am 2u = .
1— A2 sin*am w

1—2sin?am u + k%sin*am

cos am 2u = . )
: 1— k?sint*am

1— 2k?sin?am u + k2sin* am u
Aam 2u = —
' {—k*sin*am u

- 1 1 \
Dans le cas particulier =3 K, am 2u =am K=§ 7, ol connait les

valeurs des premiers membres, ¢t 'on retrouve les valeurs préeédentes
2

(page 121) :

. K 1 X K -
sinam - =———, c0sam — = —— Aam - =K.
2 l/'1+l‘., 2 1+€ 2

De méme, on obtient :

K K’ 1T+ k 1 —
sin am l—é— = —17, cos am% =\/1—’;—‘, Aam t—é— =1+ k.

v

On en tire :

K i K _ . !
sinam ( - =ik’ ) = ———=> cosam <—— iK' )=z .l.{_,,
2 V1—F 2 1—£k

K, . .
A am <—2' =+ ll&') =:F’tl/k_,;
K’ 1 K’ 1—k
sin am <K =+ Q) = —, cosam <K + 20— Fi - ca
2 l//C 2 v
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Aam (Ki’i> — /1=

=+ K’ K %= K’ . K
mam( ) \/l:l:z <9 cosam( 5 ) =(1 i) %

Si T'on pose, pour abréger, amu=g¢, amv =1{¢, am (¥+v)=o,
am (v — v) =1, on arrive facilement aux formules suivantes :

2 sin @ cos Y AJ
1— k*sin? gsin?

sing + sint ==

2sin § cos ¢ Ag
1—k*sin?gsin® §’

sin ¢ — sin 7=

_ _2cosgecosy
€087+ €OST = 15— 5 Py
96 -
€0S ¢ — COS T = — sm(Ps.m‘PA.@A‘P,
1— k% sin® @sin?
Ac + At = QACP'ALP b
1— k?sin® @ sin? ¢
2 e
Aa—-Ar=—2k smqosxlfnpcos'cpcosnp?
1 — k? sin® @ sin® §
L sin? ¢ —sin? ¢
sinasinz = ;—g sin* g sin® q)s
2 ¢y — SIn2 2
cos g cos T = o> ¢ Sl LP.A(P,
1 — k2 sin® ¢ sin® ¢
Ao — k2 2 cin?
As Ar o 2@ — k% cos® ¢ sin ¢

1— I sin? g sin® §

11 est facile de trouver d’autres formules analogues par la combinaison
des précédentes. Ainsi, par exemple, on peut trouver :
(cosy==sin pAd)?

(1==sine) (1 £sin7)=1+sin o sint 2= (sinc-+sin7) e sin’qosingz{/,

et ainsi de suite.

;;;;;



— 125 —

Avant d’abandonner cette matiére, nous allons encore montrer com-
ment I'addition et la multiplication des intégrales elliptiques peuvent étre
représentées par une construction géométrique. Soient donnés deux cercles
dont I'un peut étre intérieur & 'autre (fig. 28); C le centre du plus grand,
AC=R son rayon; D le centre du petit, DT = r son rayon; enfin,
CD =+ la distance des centres de ces deux cercles. D'un point quel-
conque P du cercle extérieur, on méne une droite tangente en T au
cercle intérieur, et qui rencontre le premicr de nouveau en Q. L'angle
inscrit sous I'arc AP étant désigné par o, I'angle inscrit sous 'arc APQ
par o, on a angle ACP =2, angle ACQ = 2¢. En outre, si 'on méne CU
perpendiculaire & PQ, et CV paralléle 4 PQ, on a :

angle PCU=0¢ — », angle ACU=0¢+®», angle ACV= ilzn'-r- 7+ 0,

1
angle DCV = rhi (o + o).

De I'équation DT==CU + DV, il résulte :
r =R ¢os (¢ — w) + h cos (¢ + w),

ou bien :
r=(R + k) cose cos & -+ (R — L) sin o sin w. (4&)

Si, en particulier, P coincide avec A, on aura » =0, et s se change en
I'angle constant ACB, que I'on peut appeler 2x. On a pour cet angle

r=(R + ) cos a,

d’ou
I (G \_ MRk R—h
R+h ’ R+ h)2—1® T R+D

Posons, pour abréger,

4Rh
(R+ h)E—1r?

fo =

divisons I'équation (4%) par R+ k, et substituons les valeurs

— bk

R —_——
m =l/’1—-l€2 sin? ay

r
— = C0S 2,

R~+h
nous aurons cnsuite la relation

€0S ot == C0S ¢ C0S ® ~+ sin o sin & /1 — k? sin? a,
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laquelle n’est autre que la condition néeessaire 4 'existence de I'équation
F (k, o) — F (k, w)=TF (k, ),

ou
F (k,o)=F (k,«) + F (k, o).

A cette formule correspond, si k, o, ® sont donnés, Ia construction
suivante de o. On choisit R arbitraircment, et 'on détermine
1— ) 1— k*sin? o a

h=R.
1+ |/1—-Ic sin® a

= (R+ 1) cos a.

On trace ensuite les deux cercles, on prend angle ACP = 2w, et I'on
méne la tangente PTQ : la moitié de I'angle ACQ sera o.

On peut appliquer cette construction plusieurs fois de suite, pourvu.
que 'on méne comme le montre la fig. 29, les tangentes successives PPy,
P,P,, P.P;, cte., et que 'on représente par 20, 2w, 2., cte., les angles
ACP, ACPy, ACP,, ctc., qui doivent étre comptés dans le méme sens de
rotation. On a, en effet,

F(o) =F (2) + F (),
=F(z)+ F (mi) 2F (0‘) + F(w),

et, en général,
F (wn) = nF (o) + F (). (45)

Dans le cas particulicr @ =0, ¢’est-a-dire si Pon commence &4 mencr les
tangentes successives, non pas a partir du point P, mais & partiv de A,
on a F (»,) =nF (a), ce qui donne lv solution du probléme de la multi-
plication.

Il est trés-intéressant de savoir dans quelles circonstances la ligne
brisé PPyPs,.... devient un polygone fermé, ce qui peut arriver par un
ou plusieurs circuits autour du petit cercle. Si nous nous bornons au
premier cas, comme étant le plus simple, et si nous supposons que le
polygone puisse avoir n ¢dtés, le point final P, doit coincider avee Ie point
de départ P (pour le cas du quadrilatére de la figure P, coincidera avee P).
La condition est alors

angle ACP, = 2m + angle ACP, ou «,= T+ o.
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L’équation (45) devient alors :
F(m + o) =nF (a) + F (o).
Mais, & cause de F (7 + ©) = 2K + F (), le terme F (@) disparait dans
les deux membres, et il reste I’équation indépendante de o :
2K = nF ().

Cela signifie géométriquement que : si les rayons satisfont avec la
b

distance des centres & la condition précédente, le polygone se ferme,
quclque soit le point initial P choisi. De I'équation ci-dessus il résulte

o=am —,
n

ct il vient, d’apreés les formules précédentes pour cos « ct Ax,

r 2K R—h 2K
R cosam — o = Aam - (46)
oll
e — 4Rh o R—IP—1*
R+ h)E— 7 — (R + h)2—r®

[

. . . 2K
Si 'on caleule pour unc valeur donnée de n, ou bicn cosam —; ou
n

. 2K A

bien A am —, chacune des équations (46) renferme seulement les quan-
n

tités R, r, h; clle exprime donc la condition qui existe entre ces trois
quantités, lorsque le polygone de n cotés est en méme temps un polygone
composé de cordes et de tangentes.

Pour le triangle, le calcul se fait de la maniére suivante :

De la formule générale d’addition

¢0s © cos Y — sin ¢ sin Y Ae =cos o,

ou

€0s am % cos am v— sin am ¥ sin am v A am (i + v) = cos am (« + v),

. 2
on tire, pour u =v=_ K,
b}

o

2 4
cos? am - I\ — sin? am »I\ Aam - I\ = ¢0s am — = K
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A
comme, cn outre, = K = 2K — 2 K, et

.-

Aam (2K —w)=Aamw, cosam (2K — w)= — cos am w,
ona

2
cosﬂam%K— sin? amgKAamg K = — cosam = K.
3 3 5 5

Si T'on transporte tous les termes dans le premier membre, ct si 'on
exprime le sinus au moyen du cosinus, on obtient facilement :

1+cosamgK cosamgK-— 1——cosamgK AamgK =0,
3 3 3 3

ct T'on peut supprimer le premier facteur, puisqu'il est différent de zéro.
L’équation résultante peut se mettre sous la forme

2
cosam - K
5

cosam - K-+ —— =1,
b1 (9

Aam K
am -

et clle donne, par la substitution des valeurs (46),
r r

Rk TR=B

ou bien
h*=R(R—2r),

relation connue, et que 'on doit 4 Euler.
Pour le cas de n = 4, on tire facilement de (46), en ayant égard aux

1 1
valeurs connues de cos am - K, et Aam QK (p- 121)

2
r 4 R—P v
R+h \/ 1+F’ B-i—h=l/k—,

r 1

et, par division,

La premiére ct la troisi¢me équation donnent

@+0 (—O_d

2 (R*+ h?) r2= (R®— h%).

ou bien

;;;;;
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Enfin, pour le pentagone, le calcul est a-peu-prés semblable & eelui qui
sc rapporfc au triangle. Si, dans la formule de Lagrange

€OS am u cos am v — sin am % sin am v A am (u + v) = cos am (¥ + v)

A

on fait u = v=
5

K, il vient :

& . & 8 8
cos’am - K—sin®am - KAam 5 K = cos am 5 K.
¢ J

J

8
Mais on a 5 K=2K — -52 K; par conséquent, cette derniére formule

devient

A & 9 Y/
-~ €0s am 3 K=rcos?am f K—sin?am - KAam—= K =1 —sin?am f K 4+Aamg,
5 5 5 ] 5 ]

4 2 2
== 2 = 1 A - —_— 8 e\ O
€os am5K< + am5K> AflmBK

On tire de la:

1+cosam§K

L
sinamgK= .____2_,
1+Aam =K
5

A QK 2
" amg —cosamgl{
cosam - K= .

5

\/ 1+Aam§K

Mais, la formule de la soustraction,

cos am (% — v) == cos am ¥ cos am v + sin am ¢ sin am v A am (¥ — v),

. 4 2
nous donne, en y faisant u = 5 K, v=73 K,
2 b 2 . b 2 2
cos am = K = cos am - K cos am - K + sinam - Ksinam; KAam 3 K;
5 5 5 5 5 b

. A
substituant dans cettc derni¢re les valeurs ci-dessus de sin amgK,

9
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& 2
€os am 5 K, on trouve, cn éerivant, pour abréger o« au licu de am ¢ - K,

Aa — cos o Aa si 1+ cosa
€OS ot == CO0S ¢ — 4+ Az sina _
1+ Aa 1+ Aa’

remplacant ensuite le sinus en fonetion du cosinus, et tcnant compte des
formules {46), on a la formule relative au pentagone (1) :

r(R+1) Vﬁf:r(ﬁﬂ—h) VR—h—r+R—h) (R+h+r)|/R+h—r.

Les formules relatives aux polygones d’un plus grand nombre de cotés
sont trés-compliquées (2).

V. Développements des fonctiens elliptiques en séries.

A. D'aprés ce que nous avons vu (36) au chapitreII, Ia fonction sin am w
devient infinie pour u=1K’, et elle restc synectiqne & l'intérieur d’'un
cercle décrit de I'origine comme centre avec un rayon égal 4 K’. En vertu
du théoréme de Mac-Laurin étendu aux variables imaginaires, sin am w
peut étre développée en une série convergente procédant suivant les puis-
sances de w, pourvu que le module de w soit plus petit que K’. Or, &
cause de la relation sin am (— w) = — sin am w, cette série ne peut con-
tenir que des puissances impaires de w, et I'on a :

(lsln amw d? sin amw w3 d3sin amw w5
: = 4+ — e
namw = 125 dws ) 19545 ©

Les différentiations contenues dans cette formule s’cffectuent au moyen
des équations

d sinam w

=cosam w A amw
dw ?

(1) ai cru utile de donner les développements du calcul pour le pentagone :
M. Schloemilch a seulement indiqué la formule sans la démontrer. J.G)

(2) La formule relative au triangle a été trouvée d’abord par Euler (Nova commen.
Petropol., X1, p. 114). Nicol. Fuss a donné la représentation géométrique pour les cas
n=4,8,6,7, 8 (Nova acta Petropol. XIlI, an. 1798, p. 166 & 189). Jacobi a montré la
liaison entre cette question et la théorie des fonctions elliptiques dans son mémoire
« Ueber die Anwendung der elliptischen Transcendenlen auf ein bekanntes Problem der
Elementargeometrie. » Journal de Crelle, 1H, p. 576, mémoire que 'on pourra comparer
avee un travail de Richelot sur le méme objet. (Journal de Crelle, t. XXXVIII, p. 553.)
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d cosam w .
— = —sinamw Aam w,
dw
dAamw 2
~—————— = — k2 sin am w cos am w.
dw

On a alors :

d? sin am w

T = — (14 k?) sin am w + 2k? sin® am w,

d? sinam w .

— g = [— (1 + k%) + 6 k2 sin® am w] cos am w A am w,
dw

ete. ;

elles donnent, pour w =0, les coeflicients de la séric précédente.

Mais, il est plus simple de poser
sin am w = A;w + A;w?® 4+ Aswi+4....

d? sin am w
— 7 e
dw?
et cnsuite d’égaler les cocflicients dec w, w?, ete., des deux membres. Le

résultat sera

puis de substitucr cette expression dans la formule relative a

14k N e LY

SINAM W == W — Fo 2 W* + — oo

VA
14550+ A58 kv ke 1+ 1228 42+ BATS L4+ 12980 + 8 (7,
1.2.5.4-5-6-7 1.2.3-4-5.6-7-8.9 -
mod w < K'.

Pour k=0, on a sin am w =sin w, K'= o, ¢t la séric devient iden-

. - . 1
tique avee la série convergente connue du sinus; pour k=1, etK'= 5™

2w

; . er—1
on trouve le développement connu de la fonction el

Comme la fonction cosam w reste syncetique dans Tintéricur d’'un
cerele déerit avee le rayon K’ autour de Porigine, il existe aussi pour
cosamw un développement en série : mais, & cause de cos am (— w)
= cos am w, ce développement ne pcut renfermer que des puissances
paires de w. Quant aux cocflicicnts de ce développement, on les déduit
trés-simplement de ceux de la série précédente, en se servant de la relation

sin® am w + cos?am w = 1.




On obtient ainsi :

I SO ey T O o el (1
=] —— —_ w
cosam w oY " 12352 125456
) (48)
1+ MO8 J® -+ 9120 + GhES
1.2.5.4-5-6-7-8 ’

mod w < K’.

De méme, pour la fonction A am w, laquelle reste synectique a I'inté-
rieur d’un cercle déerit autour de Porigine avec le rayon K’, on a un
développement procédant suivant les puissances paires de w. Au moyen de
la relation

k?sin?amw+ A’amw =1,
on trouve facilement :

k2 ke (4 + k) ke (16+ Ah k2 k)
—_— e 2 4__ 6
Aamw =1 — g5 W+ g w 125456

(49)
K2 (64 + 912 K -+ 408 KS + k)
1.2.5-4-5:6-7.8 "

-
mod w £ K'.

La différentiation ou lintégration par rapport & w permettent de
déduire des séries précédentes beaucoup d’autres développements; ainsi,
par exemple,

1+ k2 . 1 414K+ kt

)] =1 — S [R 5
cosamw Aam w o VY Tes ¥ , (50)
. Aam 1 — 1+ 4l? it 1+ 44 k416K s 51
sin am w = 9.5 RN, wh— - -, (51)
sin am w ¢os am w = w bt k2 w3 16 + 44 12+ 1! ws 52

== —_— -+ —_s DY
' 1.2.5 1.2.5.4-5 » (52)

ou I'on doit toujours avoir mod w < K’. Si I'on observe encore que

w
=Aamw, oubicn amw=5 Aam w dw,
0

damw
dw

;;;;;



il vient :
1 — k2 w4 k? (4 + k%) w5 k2 (16 + 44 k? + k)
=% i3s3 1.2.54.5°  1.25.4-5.6.7 7
(53)
k? (6% + 912 k® + 408 k* + k°)
125456789
mod w < K'.

11 est facile de voir comment 'on peut développer en séries, au moyen
de ces formules fondamentales, des fonctions plus compliquées, telles que
sin? am w, tgam w, et d’autres analogues. Nous allons en donncr un
exemple.

La fonction

sin am w
prend, pour w==0, la valeur f(0) =1; ellc reste synectique depuis
w==0, jusqu'a ce que sin am w s'annule pour la premiére fois. Or, on a
sin am w == 0, pour w = 2K, ¢t pour w=1-2K’. Le développement cn
série, si K < K’, sera possible sous la condition modw < 2K; dans le
cas contraire, si K’< K, on devra prendre mod w < 2K’. Ces deux cas

0 x g . 1 . .
sont faciles & séparer. En effet, si k*<C 3’ ou 2k*< 1, il s’en suit :

4 ! ’1 ll
gk, Ak, ) >AWF, ), Ak, o) <A *, (F),

1 T
Pour k2> 3> ona, par des considéralions analogues, K’ < K.

et KK,

La fonction précédente jouit encore de la propriété que f(— w)= f(w);
c’est done une fonction paire, et elle donne, par suite, un développement
en série de la forme suivante :

w 2
——— =1 + aw? + aw* + aw’ + ...
sin am w
Si 'on multiplic cette équation par (47), et si P'on égale les coefficients
de w?, wt, wb, cte., des deux membres, on obtient successivement les
valeurs de s, as, ag, ete. On arrive facilément au résultat suivant :
1 1 1+k 7—22/24 Tkt

- = -+ w—+ = = . 2
simamw w 1.2.3 5:1-2.5-4-5

31— A5k — 15k + 51kS
3-1-2....7

(54)

———

W ey
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ou les conditions suivantes doivent étre satisfaites :
1
pour k < 7, mod w < QK,
2
1
» k> 77 mod w> 2K’.
2

Dans le cas particulier de k=0, on retrouve le dévcloppement connu
. ev+e(1)
de cosée w; pour k=1, on a le développement de ——— -
er—e "

B. On peut encore cxprimer les fonctions elliptiques d’une autre
maniére par des quoticnts de deux séries, On y arrive de la manicre
suivante :

De l'intégrale indéfinie

S (lcez2 —-L-) dz — V(1—z) (1—- "222),
z l/(1 — ) (1— k) z

on tire facilement :

1 1
5 dz S </¢’z2 — —1—2) dz =1z,
V(=2 (1—kz?) 7, /(1 —2) (1 —k%Y)
et, pour 2 ==sin am w,

K K
5 dw s <(Ic’ sin®am w —

w w

———— }dw=1. sinam w.
sin? am w

On a, en outre,

K K w
S k2 sin? am w dw = 5 k? sin? am w dw — S k? sin? am w dw
w 0 0
w
=K—E— S k2 sin? am w dw,
0

(1) Les séries précédentes sont dues & Jacobi, qui n’a pas déterminé les limites entre
lesquelles clles subsistent (Fundamenta nove Theoriae funct. cllipt., p. 114). M. Hermite
a maintenu dans sa théorie des fonctions elliptiques, que les développements en scries de
sin am w, cos am w, A am w sont li¢s a la condition que w soit compris entre — 1 et + 1.
M. Schloemilch observe que c’est une erreur, comme le prouvent les cas particuliers
k=0,k=1.
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ol l'on trouve la valeur K — E au moycn de la substitution am w = g; il
_s'en suit :

K K K w
g dw S k*sin*am wdw = (K — E)(K—w) — S dw S k? sin? amw dw
w 0

‘w w

K w w w
=(K—E)(K —w) —-5 de k?sin®amw dw + 5 dw S k? sin® am wdw.
0 0 0 0

La premicre intégrale double du second membre a une valeur constante
G, dont nous ne nous occupons pas maintenant; nous la comptons avee
(K —E) (K — w), en posant 2

(K—E)K—G=a, K—E=—b,

et il vient :
l.sinamw=a+bw+ S de k2sin?amwdw — S dw g ———{Bh)
0 0 w Yw sinfam w

D'un autre coté, de l'intégrale

g(k'zz’— 1—lc’z2) dz - z|/1__k2z‘2
1=z J /(1= 2% (1— k*22) 1=z ,

on tire facilement I'équation

z dz z - 1 — k2g2 dz
50'/(4"22) (1 —kz?) 50 (kz =z )l/(1 — %) (1 — I’z%) =LVi—=

pour z ==sin am w, cette équation se change cn la suivante :

w Y A?am w
o €os’amw

w0 w
l.cosamw:S dws kesin*amwdw——s dwg

0 0 0
Enfin la formule

)1 —22

1—2z? ==
S ( 1—=k2 ) /=2y (1= kz?) - V1— ke

nous donne :

z Z . 2 —
S dz S (/c*’z2 ket 2z2> =L |/1—k22
0/ =29 (1— k2% 7o 4—’” |/(1—z l—k?z?)
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pour z==sin am w, il vicnt :

w w w W 12 o2
l.Aamw=S de lc*siu?amwdw—g de lc_c;)s_arﬂadw. (37)
0 0 0 o MNamw

Si I'on pose, pour abréger,

K K aw v ¥ A?am w
p=a+bw—\ dw\ ——— g=—\ dw — dw
w sin? am w 0 cos? am w

w 0
@ “ 2 cos? am w w v
r— — S dw S R dw, s=— 5 dw S k?sin? am w dw,
0 0 am w 0 0

les formules (55), (56) et (57) nous donnent les suivantes :

. er e? er .
sinamw= — cosamw= -, Aamw=— —. (58)
e e’ e

Draprés cela, les trois fonctions elliptiques principales peuvent étre
considérées comme des fonctions fractionnaires & dénominateurs égaua.
Nous nous occuperons d’abord de ce dénominateur.

Si le chemin d’intégration de w est tel que sin am w reste synectique
le long de ce chemin, alors, comme on sait, s est aussi une fonction
synectique de w; il en est de méme de ¢s. Si, au contraire, le¢ chemin
d’intégration passe par des points pour lesquels sin? am w devient infinie,
on peut remplacer ce chemin d’intégration par un autre chemin qui ne
passc pas par ces points, pourvu que I'on ajoute les valeurs de I'intégrale
qui correspondent aux eircuits des points d'exception qui en résultent.
Alors s se subdivise en unc partie synectique et une autre asynectique.

Or, sin? am w devient infinie pour

w=2mK~+1(2n + 1)K/,

m et n étant des nombres entiers quelconques. Désignons, pour abréger,
cette valeur par ¢, ct supposons que le point d’exception ¢n question soit
entouré d’'un contour quelconque trés-petit; pour tous les points de ce
contour, w cst de la forme w=c+ & + {y =c¢ + z.

On a alors :

k* sin* am w = k2 sin® am (¢ +z) = k?sin? am ((K'+ 2) = —————
sin> am z
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Pour un contour suffisamment petit, mod z restc compris a lintéricur
des limites requises pour I'existence de 'équation (34%), ct il vient :

14 k2 1— Rk,
+ 224 ...y

. 1
k? sin? am w = — + —— -
z? 5 15

ou bien, en vertu de la valeur de z,

1 1+ 11—k
k2 sin? ¢ — AL B
sin? am w (w—c)‘2+ = + 5 (w— c)*+

1l suit de 12 un résultat de la forme suivante :

w w
S dws k? sin? am w dw = — L. (¢ — w) + W,
0 0

ot W représente la somme d’une série convergente qui s'annule pour w==c.
Si I'on suppose ce calcul effectué pour tous les points d’exception ¢y, ¢s, etc.,
ct si I'on désigne par f (w) la partie synectique de s, il vient :
s=f(w)+1(cs—w) + 1(ca—w) + ----
— W — Wo—W5— ... >
ct
€8 = (C1— W) (s — W) +-- €I —V1—Wa—r.,

Quoique s ne soit pas synectique, ct devienne infinie, & cause des
logarithmes, pour w == ¢1, W = ¢s, cte., cependant la fonetion ef s'annule
en ces points, et clle est synectique. Il s’en suit que e* peut étre déve-
loppée pour toute valeur de w, cn une série procédant suivant les puis-
sances croissantes de w.

Comme on laura remarqué, les conclusions précédentes reposent sur
cette circonstance que la fonetion k2 sin? am w prend, dans le voisinage
d’une valeur particuliére w = ¢, pour laquelle clle est infinic, la forme

1
w—oF + o+ P 4wt + e

en d’autres termes, k? sin? am w devient, pour w = ¢, une quantité infinie

du méme ordre que 5+ La méme propriété a licu pour les trois

i
(w—c¢)
fonctions suivantes :

1 Aamw  k?cos? amw
N 2 9
sin>amw  cos? am w A% am w
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sculement ici les valeurs de ¢ sont autres que ci-dessus. La suite des
raisonnements reste la méme, cest-A-dire que p, ¢, r, deviennent infinis
A cause des logarithmes qu’ils renferment; mais e?, ¢7, e” restent syneeti-
ques, et peuvent étre développés en séries.

La détermination des coefficients des séries ne présente aucune diffi-
culté. On trouve d’abord, d’aprés (47),
1+ k& 2 + 13k + 2k

. w! + w

-

3 5.9

6 .

b

sin? am w=—w? —

cnsuite, par deux intégrations successives, on a :

. k2 . kt + s 2k? + 15k* + 2k¢
S=—5av v 353567 5789

Enfin, la séric exponentielle donne :

PR s? N s? .

- 1 1.2 1.2-5
1 k2 L+lc”+k‘ws 8k2+i7lc"+8/cﬁw8+
=15 T 356 55.7.8.9

De (58) il résulte en outre, que les développements de e?, e, e, s’ob-
tiennent cn multipliant e* successivement par les développements de
sinamw, cos amw, A amw. On trouve ainsi les résultats suivants. Au
lieu des équations (38), écrivons :

W — Asw? 4+ Aswd — ...

sinam w = J——— i (89)

1 — pow? + pw* — .-t
cos am w= £ — > (60)
1 — st + 2ew® — --..

1 —vow? + vt —. .-

(61)

Aamw=

-

1— 2w+ ngw®— .-

ces formules doivent exister pour toutes les valeurs de wj; les coefficients
se déterminent par les équations suivantes, dans lesquelles, pour abréger,
nous désignons par m! le produit 1-2.3.... m :

bluy = 2/6?,
6!%e = 8 (k2+£*),
81z = 32 (k*+k°) + 68K*,
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101240 = 128 (k? -+-k5) -+ 48 (k* -+ kS),
120245 = 512 (k2+k19) +-5008 (k*+ k) + 5400/,

50 =1 +k2,
s =1 +kta-4h2,
T = 1+k+9 (k2+kY),
Mo =1+k8+16 (k*-+ k%) — Gk*,
110y = 1 4+K10425 (k2 + k%) — 494 (k4 4-ks),

2!#2 =1,
A, =1+2k2,
6lus =1+ 6k>+8k*,
8lus =1+12k2-+ 60k* -+ 524,
10!p10 =1+ 20k* + 548Kk* + 448kE +128k3,
121040 = 1 +30k2 + 2372k* + 4600k® + 2880kS + 51210,

v, =£k?,
My, =22+k*,
6lvg = 8k%4-6k*+-k°,
8lvs = 52k%+60k* 4+ 12k5 + k8,
10tvs0 = 128k + 448k* + 548k° +20k3 +- k10,
121y = B12k? +2880k* + 4600k° -+ 2372k8+350k10+-k'2,

Si 'on fait, ‘en particulier, k=1, il vient :

i N=""%", ¢ 1)=A 2
S, = CO0S =/ =]
in am (w, 1) e am (w, 1) am (w, 1) e
102
el = e_Ew /l Fue

, e‘=§(e“’+e‘w) e 2",

et d’aprés la deuxi¢me formule (58),

e= 5"
cos am (w, 1) = )
§(ew+ e‘“’)e—%"’2

ce qui correspond au développement en séric (60).

;;;;;
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Les développements de sin am w, cosamw, Aamw en quotients de
séries sont dus & Weierstrass, qui a désigné les fonctions e°, e?, €7, " par
les notations Al (w), Al(w)s, Al(w)s, Al (w)s, et leur a donné le nom de
fonctions abéliennes(1).

VI. Séries périodiques et séries de fractions pour les fonctions elliptiques
les plus simples.

Comme on sait par les recherches sur les séries périodiques, toute fone-
tion d’une variable réelle qui reste finie entre les limites w =0, w=h,
peut s’exprimer sous 'une des formes suivantes :

1)’ 2nu dnu
— 4+ Ay c0S —— + A; cOS —— + -,

1
3 Ao+ Ay cos W 7 3

-

B, sinE+Bgsin2—ﬂi‘+Bg sin 22 4 et
h h h
lorsque u reste compris dans I'intervalle de 0 & h. La premiére série reste
invariable lorsque I'on remplace u par — w, ou par u -+ 2h, u + 4h,
u -+ 6h, cte.; elle forme donc une fonction paire périodique de u, et la
période est 2h.

Si la fonction que Pon transforme en la premicre série, est ellc-méme
une fonction périodique pairc dont la période est 2k, son développement
en séric subsiste non-seulement de © =0 & » == h, mais pour toute valeur
réelle de w. Par des considérations tout-a-fait semblabies, on conclut
qu’une fonetion impaire, dont l'indice cst 2k, peut étre développcée, pour
toutes les valeurs réelles de %, en une série de la deuxiéme espéce.
Comme les fonctions elliptiques ont des périodes réclles, les séries précé-
dentes peuvent parfaitement servir & développer ces fonctions au moins
pour toutes les valeurs réelles de w. On pourrait, par exemple pour
h = 2K, dévclopper le cosinus amplitude en unc série de cosinus, le
sinus amplitude en une série de sinus. La sculc difficulté que I'on ren-

(1) Journal de Crelle, t. LI, p. 357. Weierstrass a fait voir que ces fonctions satisfont
a des équations linéaires aux dérivées partielles. M. Hermite a exposé plusieurs pro-
priétés de ces fonctions dans sa « Note sur la théorie des fonctions elliptiques » insérée
dans le Traité élémentaire de Calcul différentiel de Lacroix, t. 11, p. 457. J. G.
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contre est la détermination des coefficients A, et B.. En effet, en désignant
par T (u) la fonction elliptique donnée, on a alors & trouver les valeurs
des intégrales

2K 2K
nTU . nTu
SO F (u) cos K du, ct SO F (u) sin K du,
ou la valeur d’une intégrale
2K
. nw
F (u) et du =_—-

0

Nous allons montrer comme cela peut se faire.

Soit une variable imaginaire w=wu -+ tv, et F(w) unc fonction
monodrome de w, laquelle dans l'intérieur d’'un rectangle construit sur
les cotés 2K et 2K’ ne soit infinic que deux fois, pour w=1{K’ ct
w =2K+/K’; supposons en outre que cette fonction jouisse des propriétés
suivantes :

F (w + 2K) = &F (w), F (w~+ ¢-2K’) =¢.F (w),

€1, €2, désignant des unités réelles, positives ou négatives.
Considérons I'intégrale

S F(w) e#* dw,
ct prenons comme chemin d’intégration le périmétre d’un rectangle OACB
construit sur les cotés 0A = 2K, 0B =2K’ (fig. 50), et entourons de
demi-cercles les points d’exception D et E, qui représentent les valeurs (K’
et 2K+ ¢K’. Pour ce chemin qui ne passe pas par les points D et E, la
valeur de I'intégrale est nulle, et I'on a:
1(0A) + 1 (AQo) + I (QoQ1Q2) + I (Q=C) + I (CB) +-I (BPy)
+1 (popipg) +1 (PgO) =0.

Si nous supposons les rayons des demi-cercles égaux, DP=EQ =7, si
nous les faisons converger vers zéro, et que nous posions, pour abréger,

lim { I (PoP;Ps)+ 1(QuQ:Qs)} =S5,

il reste, en réduisant I (AQo) et I(Q.C), cn méme temps que I (BP) ct
1(P0),
I(0A) +1I (AC) +I(CB)+1(BO)+ S=0.
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Dans la premiére intégrale faisonsw=u, dansla deuxiéme w= 2K+ v,

dans la troisiéme w = w+1.2K’, dans la quatritme w == {v, il vicndra

x 9K’
S F (u) e'P* du + ek g
0

F (2K+iv) e+ dv
<0
2K 2K/
— gk S F(u—+1-2K') eit* dy — ¢ S F (iv)e* dv+8S=0,
0

0
ou bien, en vertu des propriétés de T,

2K 2K’
(1 — cee—2¥") g F (u) e du + ¢ (o625 — 1) S F (iv) e ™ dv+S=0.
0 0

La quantité S s'obtient en introduisant dans I (PoP,P,) 'angle P,DP =0,

au moyen de la formule w=iK'+ re®f, et dans la seconde intégrale
I (QoQ1Qs), angle QEQ=="0, au moyen de la relation w==2K +{K'— re®,
En posant, pour abréger, r¢?d=p, on a

1
Y
T (Popgpg) + 1 (QoQiQe) =1 g ’ r (ZKI -+ p) eiﬂiiK'*P) pde
1

Ly
2’/‘!’

1
3T

>
—1 S F (2K 4 tK'— p) ei#K+K —p) o),
Si T'on fait décroitre p indéfiniment, il vient, a cause de la relation
F(2K+w)=¢eF (w),

i 37T
S =lim S — te—r¥ y 4 pF (K’ + ) €77 dO + deye— p+i2pK 521 oF ((K’ — p) e=vp df ;-
-37 -7

2
Si I'on remarque cncore que €% = ¢/ "™ = cos n7, on a finalement
I’équation suivante :
2K " 2K/
(1 — eae—¥) S F (u) e« du — ¢ (1 — ¢, cos nT) S
0
- (62
EN oy . oxr .
= 1e-#¥ lim S p [F (iK' + p) ¢#f — ¢, cos nm F ({K'— p) e~*¢] dO,
1
-ix

F(w) et dv=
0
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laquelle conduit immédiatement aux intégrales cherchées, comme nous
allons le voir.
a. Prenons d’abord F (w)=sinam w; on a

g=—1, sa=+1, TF(v)=1itgam(v,k),

. et T P . !,
lim [pF (iK'+ pg)] = lim [lc_-——sin p— P:I =1

. . . —p 1
1 r )] = S R .
im [pF (iK' -— p)] =lim [Ic Snam P:I W
I'équation (62) se transforme alors en la suivante :
2K 2K’
(1— e2K) S sin am u ¢’#* du + (1 + cos nr) S tgam (v, k') e *rdv=
0 0
i m (1 — cos "mg—ﬂk’,

k

En égalant les partics imaginaires des deux membres, et remplacant p.
par sa valeur, on a:

K/
7 (1 — cos nr) o K :

K/ 2K
(d—e_ K g sinam u sin = du = H
2K k

°0

si 'on pose, pour abréger,

on obtient facilement I'équation

2 SQK Tl = (1 — cosam) |/—'
0

— sin am u sin —dz =
2K

2K K p—

dont le premicr membre est le coefficient B, si sin am » peut étre déve-

) . . T ‘. ,
loppé suivant les sinus des multiples de T La série cherchée est

21 l/— . Tu g . 5Tu 5 Brw
2l Vg sin =— + —[/Lsm — -+ ﬁsm‘— + -0, (63)

B T4 ¥ T G T G BT

ct clle subsiste pour toute valeur réelle de u.
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En remplacant v par K — u, on obtient encore la formule

cos am u Qni Vg wsTE_ V@ e I/‘I

Aamu = kK

on‘u
/
1—q P T 1= 1= P K oof (68

b. Soit ensuite f (w) = cos am w; par suite,

go=—1, ee=—1, F (iv)==sécam (v, k),
lim [oF (iK' +g)] -—Ilms -—w P ;=—-i,

sin am (4

, 7 Aamp p -,
llm[pF(lK——{,)-—llmg mg—--'-];}’
la formule générale (62) donne alors

2K 2K’

sécam (v, k) e dv=

(14 e—2#X) S

cos am # e+ du — ¢(1+ cos n) S
0

0

(1 -—kcos nm) i’

En égalant les partics réelles des deux membres, on obtient la formule

2K
nru (1-——cosnn) l/q
= —— du =
9K So cos am ¥ €08 5o du = K 1+ q

qui détermine le coefficient A, du développement de cos am « en fonction

des cosinus des

TU ., s
5K D’aprés ccla, on a la séric suivante :

2| U 3 51m
cos am u———s ﬂ c0S — -+ l/(}— 08 —— ‘/q

KU+ g K 1+ g @K

(635
1+q 2K+ 3’(60)

qui subsiste pour toutes les valeurs réelles de .
Si I'on remplace u par K— wu, il vient :

k,sinamu 211'% |/q in T __ |/q [/q

Aamu kK l+q " 9K ”l-l—q 2[x 1+q 2K - (66)

¢. Posons en troisiéme lieu T (w) =

Aam w; par conséquent,

. Aam (v, K
81=+'], €g=—’], F(lv)=m~k—,));
’

;;;;;
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lim [pF (K’ + p)] = lim { — N N —
im [oF (iK' + p)] = lim % teosamp. am p ; i,
lim [gF (iK' ¢)]=1Jim § -+ cos |-
im [pF (¢ p)]=1lim } + ¢ cosamp- Snamp + 7
I'équation générale (62) se change alors en la suivante :

2K
(1 + e—2wK) S

2K’ ’
Aam (v, &) 0y
0

Aam u e dy — ¢ (1 — cos nn S —
o ( ) cosam (v, k’)

=7 (14 cos nm) e—#¥,

L’égalité des parties réelles des deux membres nous donne :

2K
2 (1 + cos nm) |/q
QKSO Admucos—é—K—d K 4+q"’
par suite, on a le développement en séric
T 2n( q U q* 2ru
y— LT T S (67
Aamu 2K+K24+q200 K»1-1_!_(]‘005 + ; (67)
En outre, si I'on remplace v par K — u, il vient :
K T 2m( q U q* 2mu )

— = — - 2 . (68
Aamu 2K Kii—i—q X i+q‘cos K (68)

A cause de la relation

u
amu=s A am u du,
0

on tire encore de la formule (67)

1 q . U

———=sin o 27
1 1+ ¢ K

1
§'Wslﬂ —l(_+ e (69)

d. La fonction paire F (w) =sin? am w peut étre développée de la méme
maniére par la méthode précédentc, si I'on pose

-+

1 2ru Smu
2 = — A A Ao QS —— XY
sin? am u 5 o+ 4cos 2K €0S —— 9K + As cos 9K +

Ona:
1 1 (X
3 Av= — S sin? am u du,

10

;;;;;
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ou bien, en posant am u = o,

gh=ax

1 1 (Tsin2g K—E
SO Ay ="Fx

De la relation sin am (2K — %) = sin am %, on déduit facilement
Ay=As;=Ay=-....=0, et I'on pourra, dans la recherche d¢ A,, sup-
poser n un nombre pair. On a alors

a=-+1, e&a=+1, F(v)=—tg?am(v, ),

lim { p [F (/K'+ p) P -~ ¢, cos n F (iK' — p) e=*7] |

e pletrr— e—"/‘P)_Q_i . 2 sin pp 2_ __ . nm
= lim k*sinfamp & lim sinam p TRV ER
et la formule (62) donne
2K ot
(1— e=2) So sin? am w e dy =— — K e—r,

En égalant les parties réelles des deux membres, on trouve :

g (2K ”qz
2 JRR —_
3K So sin? am u cos du <ch> T—a q

et A, est déterminé. Faisons successivement n =2, %, 6, etc., on a :
b b 9 s

K E
sin? am u = kK

et cette équation subsiste pour toutes les valeurs réelles de .

Avant de nous occuper d’autres séries de cette cspéce, nous allons
examiner les substitutions au moyen desquelles tout développement d’'unc
fonction elliptique permet d’obtenir les développements d’autres fonctions
elliptiques. Nous avons déja employé unc telle substitution dans les

calculs précédents : elle consiste & remplacer u par K — u. D’autres
substitutions reposent sur les remarques suivantes :

L'intégrale
?
v S _de
0 l//c’2+ k2 sin? @

2¢*  2mu
1_ K 4_q 7 COS—— o % (70)
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peut s¢ ramencr de deux maniéres différentes & la forme normale des
intégrales clliptiques. On peut, en effet, ou bien I'écrire sous la forme

? .
Ku= s do » ol g =am (lc’u, E—’?)
0 Nt k
4—<P sin? ¢

ou bien employer la substitution

K sin ¢ do— K dd
V11— sin® § i 1—k?sin® ¢

sin p =

laquelle donne

¢ .
u =S -—_ép____ » dou Y=am (u, k).
0 1/4 — k?sin® ¢

En vertu de la relation entre ¢ et ¢, on a :

. ik /c’ sinam u
sinam ( K'u, - 7)= Aamu

Aamu

et il en résulte pour les autres fonctions elliptiques des formules analo-
gues & celles que nous avons déja trouvées. Dans le cas particulier,

1 1 .
=gz mona ¢ = g ™ e la comparaison des deux valeurs de  donne

ik = , T
F <—k—,, §> =k'F <k, §>‘

En outre, on a immédiatement

WG -
k 2 0 |/lc’2—5m2q0

ou bicn, pour sin =z,

h\® =« ! dz
— — s = =1k =
F [ ! "') 2} So V=2 (K —zY)

;;;;;
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Si I'on fait dans la premiére intégrale du second membre z =k’ sin 7,

et dans la deuxiéme z =}/1 — k* sin? », on obticnt facilement

h\® = s s
F[ 1 — F),i:l=k(K—:K).

Ces remarques se résument de la maniére suivante :

- itk .
Si I'on remplace k par 7’ et en méme temps « par k', alors

K se change en F’K, K’ en k' (K’'— iK),

_m A Gl k sinam u
e XE=—gene L =—y, sinamuen—Aamu
cos am %
cos am % en ———; Aamu en .
Aamu Aamu

D'aprés cette régle, on obtient, par un simple changement de

. . . . . K sinam u
signe de ¢ dans la série de sinamw, la série relative a Aamu
am u

laquelle se change en la série de cos am #, si 'on remplace u par K— u
(formules 63, 66 et 65).

La substitution de Landen fournit un deuxiéme moyen pour trouver
de nouvelles séries. Soient, en effet, les amplitudes ¢ et {, liées par
P'équation

P sin 2¢ ,
h + cos 2¢

au lieu de laquelle on peut encore poser :

4+h—25m9,p
c0s ¢ = )

1+h 2
\/ sin?

sin ¢ cos L[J

4+h\/ ( szq,’

sin @ =
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on a alors la relation

F k)= o (f 20/, v) (1)

Soit, en outre,

21k - 1—K
Tt doi h=g—p;

les trois équations précédentes se transforment en les suivantes :

1— (1+F)sin? . (1+K)sindecos
Ak PTTTAGRY

1 1+F
F(k, "P).:'I_—}-—IC_’F(-’L—-_]C” q))-

La derniére peut étre mise sous la forme

1
1+ F

€os @ =

?

U= v.

D’aprés cela, on a :

—F , 1=k
¢=am(u, k), p=am (v, m—,):ami(d +k) u, rpry A

et, si l'on substitue ces valeurs dans les expressions de cos ¢ et sin ¢,
il vient :

’

—F . _ N oin?
cosam[(l-a-k')u,: "J=1 (1 + k') sin? am u

k Aamu
. N et (1+ k) sin am » cosam u
smam[(1+k)u,4+k,] Aom .

- 1
Dans le cas particulicr ¢ = g onag=m,et

1=k N2 -k 7

) 1+ F T+ K TI?E"§>’
1—F = 1+ Fk T
(e 5) =" F(b5)

;;;;;
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En outre, on a identiquement :

¥ ] 1——Ic"’7r__42|ﬁc’-7z.
—<4+k'>’§ T \Uu+r2)

de (71) il résulte, en y faisant h =K, o= 2=, que l¢ sccond mcmbre

o ‘o 1 .
de I'équation précédente se change en (1 + k) F( " 5 TL'). On a ensuite

' [ - (E’i) g] =(1+K)F (y, g)

On conclut de 14 le théoréme suivant :

Si I'on remplace
’

61—
/cp:u'4 — et wpar (1+4)w,
alors

K se change en % (1+k)K, Ken(1+FK)K,

qeng?

(1 + k') sin am u cos am u
Aamu

sinam % en

I

1 — (1 +F)sin® am u

€os am % en
Aamu

Par cette régle on tire de la série de sinam u par exemple, le

développement
sinamu cosamu __ 4w (¢ ain™ ¢ sin Smu + q° i Smu
Aamu T RKMl—¢2 K 1—¢* K 1—¢" S S

sur lequel nous reviendrons dans le chapitre suivant.
Il est & peine néceessaire d’observer que tous les développements en
séries précédents peuvent étre particularisés de différentes manicres,

. 1
suivant que l'on fait ¥ =0, ou =K, ou = 3 K. Les formules particu-

liéres qui en résultent renferment pour la plupart des relations entre les
quantités k, k', K et g; T'équation (70) scule fait exception : elle donne
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pour = 0, unc formule qui peut étre employée pour le calcul de E. On
en tire, cn effet,

=(_9 29 ¢ L)
B=K—2} —p T i "

Nous devons encore développer une transformation importante & laquelle
les séries ci-dessus peuvent étre soumises; elle consiste simplement &
dévclopper chaque terme au moyen de la formule

1
1—r

=4-3—r+r’+r5+ ey 221,

et & ajouter verticalement dans la séric ainsi obtenue les termes qui se
trouvent les uns sous les autres. Par exemple, si au licu de I'équation (63),
on écrit I'expression plus commode :

kK . 2Kx —g sin x qsm 5x  ¢*sin bx
— SIn am —— = -+ d e (s
2n b 1— q 1—q° 1—¢
on obtient :
kK 2K«
-Q—Trsm am—ﬂ=|/q‘smr+ gsinz +¢*sinx + ¢*sinx + -+

=+ ¢ sin 5x + ¢* sin 3x + ¢7sin 3x + ¢'°sin Jx + .-
=+ q% sin 5x + q7 sin 5x 4+ ¢*? sin Bx + ¢'7 sin B + ...
A e e e e e e e e e e e e e %

Si Ton fait la somme de toutes les séries verticales, au moyen de Ia
formule

(1+ p)sinx
1—2p cos 2x 1—p2’

sin © + p sin 3x + p?sin 5x 4+ .- =

on arrive au résultat suivant :

ey O+ ¢

1—2qcos2x +q* 1 —2¢°cos 2x + ¢°

kK. 2Kx .
— sin am —— = sin x
r T

“ f‘ls) I/E .. (72)
1— 2¢5 cos 2x + ¢'° )

parla orto o o UPMC - Coto 916 96
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De la formule (65), ou de la formule

kK 2Kx g cosx  gcos 35 q®cosbr ;
5— €0S am |/ + e
1+ q 1+ ¢ 1+ 65

qui n’en différe pas essenticllement, on déduit de la méme maniére :

kK 9Ks 1—Vyq A=)V

Q—WCOS“"’T—cosxj 1—2qcos?x+q T A —2¢% cos 25 + ¢°

A=W
- 1—2¢Fcos 2 +q'0 i (75)

Si 'on met I'équation (67) sous la forme

2 )/ 3 3
_ISAamQKx___qchx geoshn g €os bx .
2n 1r 4 1+ q 1+q* 1+¢°
on trouve
KA 2x 1 qcos2x—q? ¢° cos 2x — ¢°
2 T T AT T—2gcos 2+ ¢ 1— 2¢° cos 2x + ¢°
q® cos 2x — q'°
74
4-2q €08 2% + q“’ (74)
Dans le cas particulier x = 0, il vient :
. 3 3
.1{_. — 1 —_— q —_— q -+ q —sbee
2 4 1—¢q 1—¢ 1—4¢°
La demi-différence entre ccs deux équations nous donne :
.’1_:__(1 q 1+ q5 qS
— —g° - (75
-Ii d—AamQK—x =sin?x 1—9 — 1—9 oo (75)
4 ™ 1—2qcos2x +¢q* 1 —2¢°cos 2 + ¢°
On tire de méme de la formule (70) la relation suivante :
2 2 r — 9q2
l——k’sm"amg&=g . 271 q (1 + ¢?) cos 2x — 2¢
3 K (1 —2q cos 2x + ¢*)*
q* (V + ¢°) cos hox — 2¢° ; (76)
(1 — 2g3 cos 2x + ¢°)?

Ce qui caractérise les formules (72) a (76), c’est que l'on peut décom-
poser les fonctions elliptiques en fractions rationnelles, ces derniéres
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étant des fonctions de ¢. On peut d’aprés cela, considérer les fonctions
clliptiques comme une espéee de fonctions fractionnaires : nous en ver-

rons U'exactitude dans le chapitre suivant.

Notes du traducteur. — Avant de passer & ce chapitre, nous allons faire

quclques remarques sur les formules que nous venons de trouver.

Dabord les formules (65) & (70) peuvent étre mises sous une forme

symbolique

9 n=wu n ™
-Tfl/q 1 sin (20 4+ 1) — T

sin am v = MK 2 T— gt T
czsa::nmuu _ QZII(q ";0 —1) __q;e,.+i cos (2n + 1) Zz
cos am ¢ = Qzléq ,E: " +(1;,_,n+1 cos (2n + 1) ;Z,
i =T s
Aamu= TR [l—l— e’:i ]—% cos 7—1%],

1 = q- nwY
Y/ —_ 4\ L
Aamu 2/c’K [1_‘_1‘ ,2‘4 (=1 1+ ¢ cos K ]’

am u = iy + 2 "=z® /i sin nru
2K = (14 ¢ K’

. 7 \? [K(K —E) "= oaqn nwu
2 Y AT _ 08 —— |+
sin? am u = <IcK> |: - 2 ni{ T— g cos K

(68)

(69)

(70)

Ces formules permettent de trouver des propriétés des nombres : nous

allons en indiquer quelques-uncs.
Si, dans la formule (63), on fait u =K, il vient :

’l Phid l/(] n=c ( 1)" qn

”_0 1 — q"Zn-'rl

La formule (65) donne, pour u =0,

| — 271- l/q n=cc qn
= kK ”_0 1+ q2n+l

;;;;;
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De ces deux derniéres, on conclut I'égalité des deux séries suivantes :

n=oo (— I])n qn n—o qn

—= Sy ——
nee0 q2n+| ne—0 /1 +q‘2n+1

De méme, pour v = 0, on déduit de (67) :

n—w qn
4 2K [14— ‘] ”gl ,I+q‘2u]

Enfin de (68) on tire, pour u=0,

W= [4 + 4 El (— 1) 4+th

et ainsi de suite.

On peut encore trouver unc autre expression pour le développement (70)
de sin®*am u. En effet, nous avons déjA vu que, pour u =0, cctte for-
mule (70) nous donne :

relation qui, comme nous I'avons dit, peut servir au calcul de E.
Or, si nous substituons cctte valeur dans (70), il vient :

sin? am u = <kK> ”__1 1 f_qq“ (1 — €08 n_;;z_; s

L, 1
ct, en vertu de la formule connue 1 — cos x = 2 sin? 5%

n= e " nmw
2 _nget e
sin? am u = sin? — .
<IcK) 2= 1 — g 2K

On pourrait d’ailleurs obtenir cette derniére directement en multipliant
la formule (653) par elle-méme. C’est le procédé ordinairement employé;
mais il exige un grand nombre de caleuls.

Cette formule donne, pour u ==K,

kK n:ao nqn
< n——l '1 -_ an
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Eafin, on peut donner & la formule ci-dessus

Vqsina l/quin 3z
— sin am——_ reees,
27 T 1—gq 1—¢?
upe forme remarquable qui est due, je pense, & M. Hermite.
On a, cn effet,

2K
%smam—x——l/qsmx L+ q+q2+--)
+ V@sin3c(1+ ¢3+¢° + )
-+

=sinx 3 |/q9"+‘+5m 3x 2 l/q3(2n+”+ .

n=0

ou bien,
kK 2K m=cx n=e
— sinam —:-” == 3 sin (Qm + '1) x 3 l/q(2m+m2n+n
27[ T m=0 n=0

On trouve de méme :

LK 9K m—oo n=—ow

on €0Ss am Tx_ mio cos (2m + 1) x 'Zo (— 1) I/q‘?'"+“‘?"+“
K QK.’C 1 m=—c n=—ow
gelom S 2 s dnn X (g

De ccs deux derniéres on tire, pour x =0,

[tK m=w n=w -
_ 1 (2m+1)(2n+h
o= 2, 2 (=1 Vi

m=0 n=

2K m=—w n—w
- =4 3 3 (—1) qentim,

m=—! n=0
" T
ct dc la derniére pour x = 3

! m=c0 n=—x
Q—I;k——d—&—/ > cosmm 3 (— 1) gmenth,

m—1 n=0
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VII. Séries périodigues pour les fonctions elliptiques composées.
Produnits infinis.

Le procédé employé dans le chapitre précédent pour le développement
de Yintégrale
n

‘/ F (’lU) ei‘u,w (IUJ, y' =1 :"E{’

sapplique avee une faible modification au cas ou la fonction F (w) nest
pas unc fonction doublement périodique proprement dite, mais composée
d’une fonction doublement périodique et d’unc autre fonction. Nous
prendrons de nouveau pour chemin d'intégration de la variable imagi-
naire w, le contour du rectangle construit sur les cdtés 2K et 2K’. Nous
supposerons que la fonction F (w) reste monodrome, mais cependant
qu'elle devienne plusieurs fois infinic sur le contour du rcctangle, et de
plus qu’clle posséde les deux propriétés suivantes :

F (w + 2K)=¢, F (w), F(w+1-2K') =c F (w) + f (w),

ou f (w) désigne une nouvelle fonction connue. L’intégration lc long du
chemin donné fournit 'équation suivante :

2K 2K \
(1 — s 2% S F (u) ¢t du — e=+ S f(u) e du
0 0 77
QKI ( )
+ 1 (¢ €K — 1) S F(iv) ¢ dv+ S =0,
0

S désignant ]a somme de toutes Ies intégrales qui résultent de ce que I'on
entoure les points d’exception de demi-cereles, ou de quarts de cercles
infiniment petits. Le caleul de S se fait de la méme maniére que dans le
chapitre précédent pour deux points d’cxception. Nous allons donner
quelques dpplications de ce principe simple.

a. La fonction — : devient infinie aux points 0, 2K, ¢-2K’, ct

sin am w

2K + 7+ 2K’; par suite, elle ne se transforme pos immédiatement en une
série de sinus ou de cosinus. Au contraire, la fonction impaire

1 ™
¥ (u) = sinamw 9K sin w’
l —_—
2K
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reste finie pour toutes les valeurs réelles de w depuis 0 jusqu’a 2K clle

sannule pour w=0 ct pour w = 2K, ct ellc n’a que les deuy points
d’ecxception ¢+ 2K’, ct 2K + ¢-2K’. On pcut donc poser :

U 27 . 3ru
F (1) = By sin Qk-l—B » sin 2K+B Sin o+

De I’équation F (2K — u) = F (u), il résulte trés-facilement que B, By,
Bg, cte. sont nuls; par suite, pour déterminer

2K
2 . nru
B”=§1_{SG F(H)Sn—j(du,

on n’a besoin que de supposer # impair. On a, en outre,

F(w~+ 2K)= —F (w), eg=—1,
F(w+i-2K) = F (1) + =\ — !
2K ¢ . mw . m(w+i-2K') 53

9K sin 9K
si done, on pose, pour abréger,

=K’
K
F(w

=a,

il vient :
Fw+1¢-2K')=

T 1 1
f(w)—-‘ﬂ{ sn@—sin ﬂw—l—ia )
2K 2K

Puisque n est impair, on a, en outre,

@ +f(w), e=1,

gtk — ] = —cosnr —1=0,
ct alors ’équation (77) se simplific en la suivante :

2K 2K
(1—qm) S F (u) et du — ¢» S f(u)etrdu+S=0. (78)

0

Considérons d’abord I'intégrale qui renferme f (u), et remplacons u par
) ’ pla¢ p

0

2K
la nouvelle variable — @ en vertu des valeurs de f () ct de p, il vient :

2K T 1 ,1
S f () et du == S 3 — — 2 e dr,
0

0 sing  sin (x+ 1)

;;;;;
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ou bien, si sin (x 4 ¢x) est exprimé par des exponenticlles, et si 'on a
égard a I'équation e =g,
T qeir

. —goe e da,

2K T gins
S f (u) et du = S — dx -+ 20 S
o :

La deuxiéme intégrale du second membre se transforme facilement en
une série procédant suivant les puissances de ¢, ct dont les termes sS'annu-
lent, & cause de n impair. II reste alors :

o einz

dr.

2K
g f (u) et du= S :
‘0 o Sinz
Pour trouver en outre S, entourons les points d’exception C et B de
quarts de cercles, dans la fig. 51, oi 0A = 2K, 0B=2K’, CP =BQ =7,
angle PCD = angle QBD =0, et soit, pour abréger, ¢0==p. Alors S est
la valeur limite de

-
g S F (2K + 20K’ + p) ¢irE+2k+p)
in

-;71' =T
+ ¢ S F (20K’ + p) e/ +p) pdff == i S o [F (o) +f (p)] e dO
0 in

2
_in
. 2 .
+ iq" 5 o [F (p) + f(p)] e dO;
0
il s’en suit, & cause de F (0) =0, et d¢ lim[p f (p)] =1,
S = —ing".
D’aprés cela, I'équation (78) devient :
2K
1—q") F (u) ev* du — g S

T inz

— dx — inq" =0;
o Sin®

elle donne, par la séparation de la partic imaginaire,

xK nru q ™ sin nx
S F(u)sin2~du=4 n§n+g — dx z
0 —q Jo sinx
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L’intégrale du second membre se trouve en observant que, pour n impair,
ona:
sin nx

—— =1+ 2 [cos 2x + €08 4x +---- + cos (n —1) x];
sin x

on a ainsi :

et B =?f-- i

2K .
. nmu 2rq"
F (i — du= .
g (u) sin u Ki—g

- 2
Jo 9K T

Le développement en séric cherché est, d’aprés cela,

1 _ 77 _3’_’5 q sin wu + 7 si Sru
sin am u 9K sin -~ K{l—q 2K 1—¢ oK
2K
¢ . bBru g
p el | (79)

En remplacant » par K — u, il vient :

Aamu © 2r j q U ¢ Sru
— = — ] —— €0S -— — -——— C0S ——
€os am U K({l—q 2k 1—¢° 2K
2K c0s —
2K
+ ¢ cos o (80
T gk z (80)

Si I'on remplace en outre v par k'u, K’ par k'K, q par — ¢ (p. 148), et
si Pon multiplie par — &/, on obticnt encore

au cosamu K
2K cos 5K

™ K 2r j 9 o5 7Y ¢ Smu
— 1 s YT,
Trg @, Tag K

q Bru ; (81)

4—1_‘_(15 cos—ﬁ-—

b. L’hypothése
T Tw
F (w) = cotg am w — 3K cotg K’

conduit & un caleul analogue.
Cette fonction s'annule pour w =0, et pour w = 2K; clle reste finie
pour toutes les valeurs réelles de w comprises entre 0 et 2K. Elle peut,

;;;;;
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par conséquent, étre transformde en une séric de sinus, ct I'on aura :

F(u)=B,sinﬂt -|—Bosin27r + B; sm@—t-

2K ) 2K 2K
De la propriété F (2K — u) = — F (u), il résulte d’abord que By= B;
== By -+-.=0. Par suite, dans la détermination de

B—QSQKI‘( in 7Y
"= 5K . u)sm—2—K u,

on doit seulement considérer n pair. La fonction F (w) devient, en
outre, infinie aux points w=1¢-2K’, et w=2K + ¢-2K’; cnfin, en con-
servant les notations précédentes, on a :

F (w +2K) =F (w), eo=+1,

F(w+17.2K')=—F (w) +  (w) e =—1,
f " tcv*7T cot +
(w)——2~K cotg g+ cotg o

En vertu de ces remarques, I'équation (77) se réduit a la suivante :

22K 2K
(1+¢7) 5 F (u) ¢ du — q~ S f(u) et du + S=0. (82)
0 0
On en tire, en faisant u =2—I—{ x,
T
2K 3
5 { (u) etre du = — S { cotg x + cotg (x +1a) } ¢+ d

0 0

™ 142 211'
=—1\ e"cotgx dr—1 5 ] g o e da,
0 —qc

ou bien, puisque la derniére intégrale cst nulle pour # pair,

2K 7
S f (u) e du = — S e cotg x dx.
0 0
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En outre S est la limite de

i S F (2K + 20K’ + p) e'#2&+2iK"+p) o
ix
in -
e 5 F (2K’ p) emien'+0) pdf = ig" 5 6[— F () + £(g)] efve O
0 ix
1

+wﬂﬂ"m—F@+f@www;
0

4 cause de F (0)=0, et de lim [pf (p)]= —1, il vient :
S = ingn.
Par la séparation de la partie imaginaire, on tirc de (82)
S2KF(N)sm7—l§K— du= —i_?_n "1w+ Sﬂs—_inifxcosxdxg.
0 q o Ssinzx
L’équation

sin nx cos x
sin x

=1 +2[cos 2% + €0s 4x + -+ + cos (n — 2) x] + cos nx,

conduit & la détermination de la derniére intégrale, et I'on a finalement

B,.=—2—7r 7

K 1+q".

D’aprés cela, le développement cherché est le suivant :

© U 2=( ¢* . wu q*

ET{COtDﬂ—{—COtaamu_ﬁ 1—;_? 5111f+1+q sm————+---; (83)
Si I'on remplace « par K — u, on obtient encore

C gy kigamu =t T T T i T (o

2Kt°2K k taamu_—K“q_q.zsm K 'l+q‘sm < (8%)

¢. L’hypothése

T Tw
F (w) =cotgamw Aam w — — cotg —
(10) = cotg K '8 oK’
conduit & un développement analogue, mais beaucoup plus important par
ses conséquences.
11

;;;;;
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La fonction impaire précédente s’annule pour w==0, et w = 2K;
elle peut done étre transformée en une séric de sinus. De plus, & cause
de F (2K — u) = — F (u), les cocfficients By, Bs, Bs, ete., disparaissent,
ct I'on peut supposer dans la détermination de B,, que I'indice n est un
nombre pair. La fonction F (w) scra quatre fois infinie aux points ¢K’, 2¢K’,
2K + iK', 2K + 2iK’; clle posséde encore les propriétés suivantes :

F (w + 2K)=F (w), g =1,
F(w+2iK’)=F(w)+f(w), ga =1,

f (w)= \cotg = co*! ™ oria )
5% LT AT \
En vertu de ces remarques, I'équation (77) se réduit a
2K

2K
(1—qm S F (u) eP* du — ¢" S f(u)cvdu+S=0. (85)
0 0

Au moyen de ces substitutions on trouve, comme ci-dessus,

2K .
S f (u) e du = S { cotg x — cotg (x + ix)} e du,
0 0

c’est-2-dire, A cause de n pair,

2K T
S f (u) e du = S e cotg x di.
0 0

Pour déterminer S, on entourc les points d’exception E, C, B, D, de
demi cercles et de quarts de cercles, comme le montre la figure 52; S est
alors la valeur limite de la somme suivante :

T

-2 -
S * " OF (2K -+ iK'+ p) @K +iK+e) 4 + zs OF (2K -+ 20K/ 4 p) 2K +2'+5)
-1

-=17T 27:

. s
+ ¢ 5 * oF (2K’ + p) el 2R +p) O 4 ¢ S : oF (i’ p) ex'+0) d),
0 +in

Cest-d-dire, en vertu des significations de p, #, ¢,
. 4 . T . -
S =inq?"—1 Qg "z q+ inq",

ou bien :
1
s=ir (22" — ¢).
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La partie imaginaire de I'équation (85) donne

wr(2gs"— ) =

™ sin nx cos
———dx
sin x

2K nr
(=) () sin 22"
‘0 2i
et, comme la valeur de l’intégmlc relative & x est égale a =, il reste :

2K in
S F (u) sin ;ﬁ du—— 2 1" _ e
9 1+q%"

De 1a résulte le développement en série suivant :

! QTT 2
T 23 g q . 7:l_¢+ q sin 2_71_“_’_.__%_(86)

cotgamuAamu-—-é-Kcotgé—K—————K ]:_—(; K iag K

En remplacant u par K — w, on obtient ¢ncore :

K*tgamu =  nu 2z( ¢ T q* 2mu
_ e g ——— ) __gin — — 1 __gin — .0 (87
Aamu 2K PIK K %n-qsmx g 'K T §( )

d. Upc transformation semblable sapplique & la fonction
. ™ w
Fw)=tgamw A amw — — tg—
() =15 2K © 2K’
laquelle s'annule pour w=0, ct pour w = 2K; clle devient infinie aux
trois points 2K + <K', K+ 2/K’, {K’. Nous laissons au lecteur le soin de
fairc cc calcul, parce que le développement résultant s'obtient plus lapl-
ment, lorsque 'on remplace dans (87) les quantités...
tgamu

oK, w, K, Sm
respectivement par
%, %,, Ku, KK, —¢q, ktgamuAamu.
Il vient alors la formule
tgamuAamu — gﬁtg ;Tl{l =—2h13 1 z qSin%’F%?quin %I?
+ _"jq sin -5;—" 4y (88)

dans laqucllc Ies termes renfermés entre parenthéses sont de la forme

q™ sin mmi
1+ (—t)m¢q" " K

e - UPMC - Cote : 916 96
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Cette formule peut donc s'écrire sous la forme symbolique suivante :

U O m== q . mrwu

A _f_t == .
Bamu AU = ok BT K 2 I (=D g K

1 s
Dans le cas particulier v = 5 K, I’équation (88) donne la série déja

trouvée ci-dessus (page 152).

w 1—q ’l—(}"’—*'i—(g5

3 5
2Ky g q _....g;

cette formule sert & calculer la valeur de K correspondant a unc valeur
donnée de gq.

Pour obtenir une relation analogue, différentions (88) par rapport a u,
et, dans la formule résultante :

1 —k?sin®am u+ k' tg? am u — <——> sée? — 3K

K
_22*( 14 cos ™ 4 2¢* cos 2ru N 3¢° cos Sru - |
TEK|1—¢ K l+¢ K _1—¢ K y
faisons « == 0 il viendra :
2 2 4
.2_K .——’1=8‘ q -+ Qq Oq 4(] 4= s00e S
© 1—q 1+¢ 1= IR e q*

Si I'on met dans (88) K — u  la place de w, il vient :

cotg am u ™ mu  2x( q i 7Y ¢ . 2nu

ot L=y 1 — -
Aamu KB T K|)1T—¢ "K 1+¢ 'K
q” Sru )

'1——q smT —,

(89)

Enfin, la différence entre les équations (89) et (86) donne encore la
formule remarquable suivante :

ktsinamwucosamu hr( ¢ U ¢* . 3mu ¢ . bru
Ao o =K —¢ sin X +1—q° sin T+4—q‘05m Tq—...;, (90)

que nous avons déja trouvée autrement (page 150).

e) Les équations (86), (88) et (20) ont une importance plus grande en
ce que I'on peut en déduire des séries pour les logarithmes de sin am u,
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cos am #, Aam w. En effet, on obtient immédiatement par la différentiation
Jcotgam u A am u du=1. sin am u,

— Stgamu A am v du=1. cos am u,

uw=1.A am u.

k? sin am u cos am u
Aamu

Draprés cela, si I'on multiplie (86) par du, et que I'on intégre entre les
limites v = 0, ct v = wu, il vient :

sin am u 2 4 cos 1ru+‘l q® 2mu )
R Ry e K 21+¢ K J

1 q®

1 14 q 2.4+q2+

-~

e

et, si I'on désigne par C la partie du second membre, qui est indépen-
dante de u,

U

1 2 2ru
1. sin amu — 1. sin — z 1 cos fi‘ 9 il l
1 1+¢

COS —— 4=+

9K 2 1+¢ K

Pour déterminer la constante C, multiplions cette équation par du, et
intégrons entre v =0, et v =K; il viendra :

K K U
g 1. sin am du — S 1. sin — du = CK.
0 0 2K

Dans la premicre intégrale, posons amu =y, ct dans la scconde

ig’2

nous aurons
2K =¥

1
71.sin @ 255” .
C= - S dp — = 1. sin Jdy,
K 0 Ag Lo T Jdy

Cest-a-dire, en vertu de la formule (41) (page 38), et de la formule (59)
(page 36) pour ¢ =0,

C=—;l.k T K+12—1 (

;;;;;
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On a alors le développement en série

1. smamu—lsm—:l(Ql/q) COSZIZ“
4
1 q° 2ru
+§'r_i_—q'2 COST—F '“'g- (91)

On trouve de la méme maniére des sérics pour 1. cos am w et 1. A am u;
mais on y arrive plus rapidement, si I'on remplace dans I'équation précé-
dente les quantités

k, uw, K, ¢, sinamu,
K sinam u

ke,
? /cu, k'K, —9q, Aamu

respectivement par iV
e

On obtient ainsi

(sm am u) 1. sin 7Y ——l 2 |7q 1 q wu

Aam u l/i”/—‘-' 1 1 —q €08 K
2 2nu )
—:z"li)'_—q?COS—I(—-F“-g' (92)

Si Pon remplace v par K — w, il vient :

4
1. cos am « — 1. cos 7T—u= 1. (M)
2K l//c

? 1 q? 27U )
gg 9 AR OO L N & 93
“+ ll—qcosK+21+q?cos - ; (93)

Enfin, la différence entre les équations (91) et (92) donne :

1., 1 q w1 ¢? Smu )
. = =1l. K h)=o —1 —_— —_—.— —_—— see b V)
I.Aamu 21k+k§1 4_qgcosK—t—5 l__qﬁcos " )(Qk)

f. Toutes ces sérics peuvent étre ordonnées, comme celles du chapitre
précédent, suivant les puissances de ¢, et elles prennent ainsi une autre

. TU
forme. On tire alors, par exemple de (91), en posant ;-—l =ux,

. QKx 2|/q cos 2x
1. sin am —— o ( 51[]:1,‘)+)3q_q +qu_q +....2—

+ 2=t g P

;;;;;
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¢t I'on peut sommer tous les sérics verticales, au moven de la formule

1 1 1 1
17 cos 2% + 3 r? c0s4x+3 1308 O 4= +vve = — él' (1 —2r cos 2x+ r?);

on obtient ainsi :
%

. 2K 2
1. sinam —_zc =1 Wq sin x> — L (1—2q cos 2x + ¢®)

+1.(1—2¢% cos 2x+q*) — L. (1 —2¢3cos 2z -+ ¢%) +1.(1— 2¢* cos 2L +q8) — -+ -

I1 en résulte ce théoréme important que le sinus amplitude peut étre
développé en un produit infini :

4% .
i —_ 4 (] — 8)...

sinam 2Kx _2 Vqsinx _(1—2¢%cos 20+ ¢*) (1—2¢* cos 2z+¢°) .(95)
7 Vk (1—2q cos 2x+¢?) (1 — 243 cos 2x+¢°)- -+

On déduit de la méme maniére de (93)

4
2Kx  2/K) qeosx (1+2¢cos 22+ q*) (1 +2¢* cos 20+ ¢F)--

a - = . 6
cosam — ok (1_.~2qcos2x+(1‘2)('|—2q3cos‘2x+q“)---’(9 )
et, de (94),
2Kx (1+-2¢ cos 2x + ¢®) (1 +2¢° cos 2x +¢°)---
A —_—— == e N
am p (1—* Qq cos 2x+q2)(,1_2q3 cos 2]}'*‘(]6)“' (97)

En vertu de ces trois dernicres formules, on peut considérer les fone-
tions clliptiques sin am %, cos am u, Aam u, comme des fonctions frac-
tionnaires qui ont un dénominateur commun(!). Nous nous étendrons
davantage sur ces réflexions dans le chapitre suivant : mais auparavant,
nous allons traiter quelques cas particuliers des derniéres équations.

(1) Les séries périodiques, les développements en séries de fractions, les produits
infinis relatifs aux fonctions elliptiques sont dus a Abel (voir les quatre premiers volumes
du Jowrnal de Crelle) et a Jacobi (mémes volumes et Fundamenta nova theor. funct.
ellipt.). Mais ces deux auteurs ont suivi des ‘méthodes tout-a-fait différentes, qui
n’étaient pas i Pabri de toute objection, & cause du peu de développement qu’avait alors
la théorie des fenctions de variables complexes. Les méthodes appliquées ci-dessus
sont dues & M. Schloemilch (Hémoires de L’académie des sciences de Saxe, 1. 1V, p. 305).
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Si I'on divise les deux membres de (95) par sin x, et si 'on fait tendre
x vers zéro, on obtient :

A R (=S

cn outre, de (96) on tire, pour x =0,

l/E (14+¢%) (1+ ¢ (1+ ¢ - 1+ g \*
C‘Jl/pld/l] [(1'—‘1) (I—¢)(1—¢°) - :l H(’l_q?n—l)

Le quotient de ces deux équations est

Ql/k—'K=[(_1—-qﬁ) 1—qhH (1 _qﬁ),...:r ® (1_(’2")2‘
T 2

(1+¢*) (1+g') (1 +¢%)--
On peut encore y rattacher la formule
oW A= (1= g)(1— g _ = /gy
T (1+¢q)(1+¢*) (1+ ¢ - 4<1+q

2K
" par——, K par

,1,,, k 1+ K

1—
laquelle se démontre, en remplacant k par

45(4 + k') K, et q par ¢%, cc qui rend la derniére formule identique A la
précédente,

Remarques du traducteur. — Les formules (95), (96), (97) peuvent étre
mises sous la forme symbolique suivante :

2Kx 2 ;/q sinx 14— 2¢% cos 2 + ¢*»
sinam — = >
T Vi 1 1—2¢"7" cos 2z + ¢t

(95)

cos am

_Q_IEE_QVk’ |7qcosm = 14 29% cos 2x + ¢*» (96)
T Vk 1 1 — 2¢*1 cos 2z + q""‘*’

A am C‘)K_'T_: ‘/,/ © 4+ 2¢%" cos 2x + an—e
1 1 —_— 2q2n—-l cos c‘)x_‘_ q4ﬂ.—2

(97)

Ces expressions vont nous permeltre de trouver de nombreuses rela-
tions trés-importantes.

;;;;;
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La formule (95) nous donne, pour x = 7—;,
1
l//T-21/q H ( +Zn-—‘l>
T+q

Divisant par cette derniére la premiére des formules de la page précé-
dente, on obtient :

2K > /] —q? 14 *\?
7-5 ‘ ___an—4> ‘ + q2n_ I

ct, en extrayant la racine carrée de deux membres

2‘__[5_10{0[ :1_ q_?'l :1+q‘2ﬂ—‘l
T 'l—qe"—’. 1+¢%" .

Or, cette cxpression peut étre simplifiée, en cmployant la relation
suivante :

A=) (1 —¢) (1 —¢¥) - 2 o
A—q)(1—¢) (1 — ¢3) - =1+q) (1+¢*)(1+¢%) -

on a alors

(=g )(i—¢") (1 —y¢°)- - 2 s ) 2 3
(1_(1)(4_,15) (1_ q5) .. =[(1—(] )(1_(1 )] x[('l"'([)(l""q )(1"‘(] )]

Or,
1+ (1+¢*) (1+¢) = [(1+q) (1+¢%) (1+¢%) -] X [(1 +¢*) (1+¢*) -]

Par conséquent
2K
T

=[1—¢) (1= ¢") Ix [(1+q) (1 +¢) (1 +¢)-T%

ou symboliquement

K
T

ﬁ (1 — qan) (| +q2n—4)2_

Au contraire, si I'on multiplic ces deux formules I'une par lautre, il
vient en extrayant la racine carrée :

;;;;;
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On trouve aussi
\/2';"‘— 21/q 11 (1 =) (17"
La formule (97) donne, pour x =0,
V=il (k=)

Enfin, en multipliant cette derniére formule par la troisiéme des for-
mule de la page 168, on trouve, comme ci-dessus :

2K .
—=

De la formule (90) on tire, pour u = 3’

k2 A 9q 7 ¢
4_&__[ R —

2n—1

1 — q‘ln 1 — (I
14 q‘Zn /l +q‘:n 1

=ﬁ—— qn
1 q

~s

T+k Kil—¢ 1-—g¢q
ou bien
A P= q‘ln—-'l
Ty Y —— — 1)
. 4 1 ) :1__(14n—‘2
On en tire :
- NT=® (]271—1

, b= )
lc—_—i-i——inil (_1)T:—qm5

La formule (81) donne, pour u=0,

1 — QKIC’:, [ q q° . ¢ —J

I+(/ 1+¢ 1+¢

ou bicn

2K "= A
—- =4 3 (=1 T+ gt

En comparant cette relation avee la formule (p. 15%)

2K no »
™ n=1

1+ ¢

on obtient I'identité

no—=o (]‘211—1 n=oo n
2 e 2D W'

;;;;;
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11 scrait facile de continuer cette série de formules : mais, nous croyons
inutile d'en donner davantage. Nous ferons cependant remarquer diverses
relations que T'on obtiendra par la comparaison de formules ayant les
mémes premiers membres.

Ainsi, cn égalant les deux valeurs de 2K (p. 15% ct 169) on trouve

Tidentité ‘
e _..A_’]_n‘ e ¥ _— 2n An—1
CR e A bt U A

" (p. 15k et 170) donne

De méme I'égalité des valeurs de

_ _——_ © q v !n=oo . "_—(]_/.n——i_,
4+4z( 1) “q% f}( q) el 3 ()

ct ainsi de suite.

VIII. Fonction de Jacobi pour des variables réelles.

Si on imagine que les multiplications indiquées dans les numérateurs
ct dans le dénominateur commun des formules (95), (96) et (97) soient
effectuées, on obtient quatre séries infinies, procédant suivant les puis-
sances de ¢. La proposition suivante sert a developper la loi de formation
de ces séries.

Si et p désignent des quantités arbitraires, ct si la fonction f(x) est
définic par I'équation

f(e)==(1+ux)(1+px)(l+p) - (1+p~x),
il en résulte immédiatement que f (x) peut étee transformée en une série
de puissances; clle peut étre représentée de la maniére suivante :

flx) =14 A+ Aox® + -+ + Auam,
ot les cocflicients Ay, As, -+++ A, dépendent sculement de p.
En vertu de la valeur primitive de f(x) on a la relation
(T +pmy) £(y) = (1 +y) £ (py);
ct, d’apres la seconde forme de { (), on a:
(1 4+pmy) [+ Ayy - Agy® + -+ ov + A,;Lj/”'] =
= (1+y) [1+ Apy + AepPy®+ oo 4 Apmy™].
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Si I'on cffectue les multiplications indiquées, on obtient par la compa-
raison des coefficients de y, y2, y3, cte., des deux membres,

(I—p) A =1—pr~,
(I —pAe=p (1 —p~") Ay
(1 —p*) As =p* (1 —pm2) A,,

Ces ¢quations fournissent les valcurs de Ay, As, As, cte., et 'on a, pour
toute valeur positive de k,

1, l__ m) (,1 __pm—l) ceee (ll_pm—(k—l))
A, — pakik n,( p .
b AT—p 0 —p) (1 —p)

Dans le développement

(1 +x) (1 +px) (1 +p2x)e-ee (14 pmix) =1 + A + Aex® 4 oo+ Apa™,

substituons
P4

[——.) J— —_—
p=4¢q% m=2n, x_q""“’

et séparons le produit du premier membre en deux produits, dont 'un
renferme les n premiers facteurs ct autre les # derniers; nous aurons :

(=) (e3) = (@) ()

X (1+ qz) (1+ ¢%2)--- (1 + ¢*"7%2) (1 + ¢**'2)

2 2n
z z 4
=14 A, + As e Ay — .
2n—1 2(2n—1) = 2n(2n—1)
q n (I q n

Ordonnons le produit de la séric en allant du milieu vers les extrémités
et écrivons :

(1+qz) (1 + g-) (1 +¢%z) <1 + (1‘3"> (1 + ¢*»'2) (i +q2—f_—‘>
A, An_

=_ "4 Loty _Am gt 2
qu(iu—-i) (I(n—-l) (2n—1) q(n—vH) (2n—1) )
+ Au—2 n—2 An-{.—? Z"+2
q(n—"l) (2n—1) q(n+2) (2n—1)

A e e e e e e e e e (98)

;;;;;



— 175 —

Si T'on introduit dans la formule reclative & A, les valeurs p=q2
m==2n, et si I'on fait d’abord k=mn — h, ct cnsuite k=n + h, on
Obticnt An-—h, An+h:

An_s _ 1 . 1 — qA.n) (1 — qm—e) (1 — q2n+2h+‘2)’
q(u—h) (2n—1) q(n—h)(n+hl (,l _— qﬂ) (l — q&) P (/1 S qﬁn—'ﬂx)
Mg 1 (=g (1= g e (1 — gty

g an= = q<n—h>(n+m' (=) (1 —g*)-- (1— g*rt2)

La premiére formule renferme au numérateur ct au dénominateur
n — b facteurs binomes, la seconde en renferme n -+ h; en les divisant
I'unc par I'autre, on obtient la relation :

Awin . A

grm =y’ qrRED =

11— q2n+eh) (4 — q?n+2h—2) e (1 — qen—ehH) (/l — qzn—2h+e)
= 1= qen—2h+2) (1= g2ty (1 — q2n+2h—.2) (1= qe,.+9;.),

laquelle est égale a I'unité, puisque le dénominateur renferme les facteurs
du numérateur écrits en ordre inverse. Soit, pour abréger,

(/l —_ qln) ('1-— q&n—?) cers (1_ q‘i’n—?}.-{-g) )
=) (I—¢*) e (1 =gty

an, = qh, M

on a alors
An—-h An +h

gr—hEnD = qrhE=D

= q“"’ah,

et de I'équation (98) on tire la suivante :

(1+4q) (1 + g) (1 +g%2) (1 +§;> A + q»—'z) (4 + &:__l> —_

1 1 1
=q "z gao 4+ @, <— + z> + Qs (—2 +z2> e Ay, <—-;+ z")t- :
z z z

Si Ton fait usage, dans le premier membre, pour le deuxiéme, le
quatriéme, le sixi¢me, ete. facteurs, de I'équation identique

qll 4

1+

QS]N
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on obtient dans les dcux premiers membres le facteur ="'z, et le reste
pourra se représenter par I'équation :

211—]
g (12 D) e gn (10 D)oo oy (10 2
— aogl -+ by (z+ ;) + bs (z2 + _—2> R (z" -+ é)g,

dans laquelle on a

1— (I‘.n) (I— g% e (1 — )
(l ——(]2) (1 —_ (]‘) (] — q?n)
an . qh'z . (]— q"Zu) (]—— (]9”_2) cens <'l—'(](2""_2'l‘+2) )

blb—_“'—

Qo (1_— q‘2n+ﬁ) (I——— (19"‘{“) e (l_ ([‘bm-%)

(o=

Ces formules se simplifient d'une maniére remarquable, si Ton fait
croitre indéfiniment le nombre arbitraire n, et si en méme temps on
suppose que ¢, ou, lorsque ¢ cst un nombre complexe, que le module
de g cst unc fraction simple. On a, cn effet,

1
(=) (=) (=)

lim by = ¢,

lim ay =

Si I'on pose, pour abréger,

Q== (=g )1 —¢") ...,
il vient :

1+ qz) (1 + %) (1+ ¢%z) <1+Z:> 1+ ¢°z) <1 -+ qi)
AY A
=%$ 1+q<z - ;) —+-q‘*<z2 + ;2) + q° <z5 +;—5> A e g;

si I'on remplace z par —z, on a:

= (1=~ (1)
=;_2 g (o D)t (2 D)= (0 2) o

;;;;;
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Si 'on met gz2 & la place de z, et si 'on multiplic les deux membres

%
par z l/q, on arrive & 'équation suivante :

Vi (z—%) (—q2) (4 - Z—j) (1— ¢'z2) (4_g>
— (=) —VE (e = 1)+ (5= 5) =}

En faisant 2= ¢**, le premier de ccs deux développements donne :

(1— 2q cos 2x + ¢*) (1 — 2¢° cos 2x + ¢°) (1 — 2¢° cos 2x + ¢'?) -
= é§fl-— 2q cos 2x + 2q* cos hx — 2¢° cos 6x + -+ {3 (99)

le sccond donne, pour z = €',

ﬁsinx (1-- 292 cos 2x + q*) (1 —2¢" cos 2x + ¢8)-. -

=%§[7;;sinx—lé/;”sin5x+ ;F‘sin;‘jx—u-f- (100)

Ces deux équations peuvent servir & une nouvelle exposition des fonc-
tions elliptiques.

Si T'on revient, en effet, & la formule (95), et si I'on développe le
produit du numérateur d’aprés la formule (100), et le produit du dénomi-
nateur par la formule (99), il vient :

2K« 1 214/q_sinx—2|/4 q° sin 5x+2|4/;]2—55in Bx — ene

sin amT__—l/E 1 — 2q cos 2x + 2¢* cos 4x — 2¢° cos 6x —+ -+

On peut transformer de la méme maniére I'équation (96), dont le
numérateur peut étre développé par la formule (100), dans laquelle on

1
remplace x parg ® — 3 on obtient ainsi :

\/k’?[/qcosx+2|/—cosax+2 @ €08 B4+ +er
cosam—_— .

1 — 2¢q cos 2x -+ 2g* cos 4x — 2¢° cos 6x + .-

Enfin, on arrive au développement du numérateur de (97), en rem-

1
placant, dans la formule (99), x par 5T il vient :

o 2Kx_l/— l+2qcosﬂx+2q c0s 4x + 2q° cos 6x +--
Aam — 2q cos 2x + 2¢* cos kx — 2¢° cos 6x -+

;;;;;
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Posons maintenant 2Kx = nu, et introduisons deux nouvelles transcen-
dantes © (u) et H (1), définies par les équations suivantes :

_1— T g eos 2% 9ghcos % 4. .., (101
o (u)=1 QqcosK+2q €08 — 2q° cos T , (101)

4 U 4,— . Jmu 4,—— By
Hu)=2 in ——2 9sin —— 28 G —— —— oo~
(u) 1/ gsin 5K V ¢"sin 9K +21/¢% sin 9K (102)
Les trois formules précédentes prennent alors la forme trés-simple :

1 H(u)

sin am % = —-

VE oW

cos am u—\/k H(u+K (103)

0 (u+K)
amu—l/ls-—w

D’aprés cela, les fonctions elliptiques de premiére espéce peuvent étre
exprimées par des quotients de deux fonctions simplement périodiques,
que I'on appelle transcendantes elliptiques. En vertu de I'équation

(ksinam u)? + (A am u)? =1,
on a cntre © et H la relation

k [H ()] + [0 (« + K)P=[o ()%,

H (u) = \/ [0 (W — k;c[e WK

Cettec formule montre que H peut étre déduite de ©. En résumé, les
fonctions elliptiques de premiére espéce se¢ réduisent & 'unique transcen-
dante © que I'on a coutume d’appeler (e fonction de Jacobi.

Les valeurs particuliéres © (0) et © (K), que I'on trouve de la maniére
suivante, ne sont pas sans intérét. De (99) on tire pour x = 0, cn ayant
égard 4 la valeur de Q, la formule :

ou bien

1 —2¢+2¢* —2¢°+....
T= =g T—g)’

(=0 =P =)=

;;;;;
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dans laquelle le numérateur du second membre est ® (0). En divisant les
deux membres par le produit (1 — ¢) (1 — ¢3) (1 — ¢)...., on trouve
e (0)
1= —=)(1—¢) 1 —¢°) ...
Si T'on introduit cncore dans les deux membres les facteurs 1 — ¢2,
1—q* 1 —q, ete., il vient :

A=A —@) (1 —¢) .=

4__(]2 l_qt.i_qﬁ 1—(]3
— 1—g Y 1—¢¥(1—qg*) ... = . . . .
(= U= (A=) (=4 =00 = T T=5 1=¢

=0 (0)- (1+q)(1+¢*) (1+ %) (1+¢*)....;

d’ot

_(=90—¢)(1—¢)....
©(0)= (1+q) (1+¢2) (1+¢%)....

Or, la valeur du sccond membre a été trouvée ci-dessus (page 168),

et I'on a :
0(0)= \/ 2’; K. (104)

La derniére formule (103) donne, pour u = 0, une relation entre o (K)
et @ (0), laquelle, en vertu de (104), prend la forme suivante :

2K
o (K)= —- (105) -
T
Des deux premiéres formules (103), on déduit, pour u =0,
kK
H(0)=0, H(K)= —2—7r— (106)

A cela se rattachent plusieurs remarques importantes relatives au calcul
numérique des fonctions et des intégrales elliptiques. De la derniére for-
mule (103) on tire, pour u=0,

VK = gé—% (107)

c'est-d-dire, en vertu de la séric de o (u),

1/17__1-— 2q + 2¢* —2¢° + .-
T4+ 29+ 2¢F +2¢° + oo
12
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Cette formule donne immédiatement K, ainsi que k, lorsque ¢ cst
donné (1). Réciproquement, on peut trouver ¢, lorsque 'on connait k ou
k. On a, en effet,

LA—yYW g+ g+ g%+ g2+
204yF 120+ 20 20
ou, en posant, pour abréger,
11=yF_,
2 1 +ﬂ ,

et développant la fraction du second membre suivant les puissances de ¢,

A=q —2¢° + B¢* — 10¢'3 + 18¢'7 —-...
Les puissances successives de A nous donnent :

B =q% —109° + 6593 — 350¢'7 + -+,

» = q° — 18¢' + 18917 —....,
A3 — qis_ 26q” ey,
117= q17 —ere,

Si I'on forme la somme suivante :
A a4+ aed® + asM% + oo =g + (a1 —2)¢° + (a2 —10as + B)g® + -+,

et si I'on détermine les coefficients ai, as, as, etc., de maniére que les
coeflicients de ¢°%, ¢°, '3, ete., soient nuls, on obtient réciproquement

g =2+ 21% + 153 4 150013 + 1707217 - ...

(1) Drailleurs, la premiére formule (103) donne, pour v =K,
H(K)
k= ——
Vi oK)’
ou bien

Vi 2&‘/9 +2l‘/q°+2‘4/q’5+
T o420 +2¢" + 20+

Enfin, de la relation A* +- k' =1, on tire :

4 4 e
@V g+ 2V P4 er)f - (1 =20 4+ 204 — o) = (1 429 + 24 o)A,
I G

;;;;;
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Cette séric cst trés-convergente; car, méme pour le module assez grand

/80 1 1
T=0,99581, K=

IC= s')a 4"

le cinquiéme terme
170747 = 0,0000001,

sera si pelit que le calcul sarréte & lui, si I'on se contente de I'exactitude
ordinaire jusqu’a scpt décimales. Mais ordinairement le calcul se simplifie ;
ainsi, par cxemple, pour

k= ; /3 =0,8660254, K = %
ona:
b= 2 —}/2=10,0857864%,
238 = 0,00000929,
q = 0,08579573;

de méme, pour k < 0,866 deux termes suffisent toujours. D’ailleurs, on
a déja des tables qui donnent les valeurs de ¢ correspondant & chaque
valeur de k. La table suivante en donne un exemple; on y a posé k=sin «,
et T'angle « croit de degré en degré (!).

NG

(1) Jacobi a donné une table de 6 en 6 minutes dans son mémoire « Zur Theorie der
elliptischen Functionen, » Journal de Crelle, T. XXVI, p. 93. Ce mémoire renferme
beaucoup de remarques pratiques sur le caleul numérique des fonctions elliptiques.
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log. q

k

log. ¢

k

log. ¢

1o
Qo
3o
4o
Bo
o°
7o
8o
Qo
100
110
120
130
140
150
16°
170
18
190
200

220
230
240
250
260
270
280
290

800

0,01745
0,05490
0,05234
0,06976
0,08716
0,10453
0,12187
0,15917
0,15643
0,17365
0,19081
0,20791
0,22495
0,24192
0,25882
0,27564
0,20257
0,30902
0,52557
0,34202
0,54837
0,37461
0,39073
0,40674
0,42262
0,43857
0,45399
0,46947
0,48481
0,50000

5,27966
5,88178
6,25408
6,48411
6,67813
6,83673
6,97091
7,08723
7,18991
7,28185
7,36510
7,44119
7,51128
7,57625
7,65683
7,69359
7,74699
7,79745
7,84524
7,89068
7,93400
7,97540
8,01505
8,05311
8,08971
8,12498
8,15901
8,19190
8,22374
8,25461

560
570

590
60°

0,51504
0,52992
0,54464
0,55919
0,57358
0,58779
0,60182
0,61566
0,62952
0,64279
0,63606
0,66913
0,68200
0,69466
0,70711
0,71954
075135
0,74314
0,75471
0,76604
0,77715
0,78801
0,79864
0,80902
0,81915
0,82904
0,85867
0,84805
0,85717
0,86603

8,28456
8,51367
8,54199
8,36957
8,59646
8,42271
8,44835
8,47542
8,49796
8,52199
8,54555
8,56867
8,59157
8,61368
8,63563
8,65722
8,67848
8,69944
8,72011
8,74052
8,76068
8,78059
8,80030
8,81979
8,83912
8,85826
8,87726
8,89611
8,91484
8,93347

610
620
630
640

660
670
680
690
700
710
720
730
T4o
750
760
770
780
790
800
8le
820
850
840
850
86e
870
880
89°
900

0,87462
0,85295
0,89101
0,89879
0,90631
0,91553
0,92050
0,92718
0,95558
0,93969
0,94552
0,95106
0,95630
0,96126
0,96595
0,97030
0,97457
0,97815
0,98163
0,98481
0,98769
0,99027
0,99255
0,99452
0,99619
0,99756
0,99863
0,99959
0,99985
1,00000

8,95200
8,07043
8,08885
9,00720
9,02553
9,04385
9,06218
9,08055
9,09897
9,11748
9,15609
9,15484
9,17576
9,19289
9,21228
9,23196
9,25202
9,27250
9,29351
931515
9,55756
9,56091
9,38545
9,41152
9,43962
9,47054
9,50569
9,54798
9,60564
10,00000
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De ce tableau il résulte que ¢ croit trés-lentcment de k =0 &
k= 0,999, valeur & laquelle correspond ¢ = 0,553 et qu’il tend ensuite
rapidement vers la valeur 1. Si a < 70°, ¢’est-a-dire k < 0,94, il s'en
suit @ < 0,1511, ct alors ¢° n’a aucune influence sur la septiéme déci-
male; toutes les formules dans lesquelles entre la fonction de Jacobi
deviennent alors extrémement simples.

Lorsque I'on a calculé ¢, on trouve K au moyen de la formule (103)
dans laquelle on met pour ® (K) la série correspondante, et I'on a :

1
K=§ = (1 4+ 2y + 2¢*+ 2¢°+ - )%
1
Par cxemple, pour k=§ |/5, ¢ =0,08579573, on a

1429 = 1,17159146, K— ) (1,17169983)
1 2

4 —
2¢*=0,00010857, — 2.156515.

Pour caleuler I'amplitude g, correspondant & une valeur donnée de u,

on fait usage de la troisiéme formule (103), c’est-d-dire

27
1+2¢ cos%+2q‘cos%+m-
V' 1—k? sin? =|/Ic'~ ,

U 27u
1—9 _ 20* e e
qcosK ~+ 2¢* cos K

de laquelle on tire facilement sin @ et @. Si, par exemple, on donne

r (% V'3, <p> = 5,208881,
on a les valeurs précédentes
q =0,0857957, K=2,156515;
en outre

% = 7,588251 = 2r + arc 74°46'29"'25.

La formule ci-dessus devient

\/:m= 0,7738482, sin g = == 0,7515537.
3

Comme la valeur donnée 1 = 5,208881 cst comprise entre 2K=4,3...

;;;;;
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ct 3K =17,4..., l'amplitude correspondante doit étre comprise entre 2.90°
et 3.90°; par suite
@ ="180° + 47°=227°.

]

La réciproque qui consiste & calculer, pour une amplitude ¢ donnée,
la valeur de lintégrale elliptique v = F(k, ¢), trouve une nouvelle solu-
tion au moyen de la formule mentionnée ci-dessus. En effet, si I'on pose,
pour abréger,

T="
on a
m 1 -+ 29 c0s v + 2¢* COS 20 —+-+++
43 T 1= 2qcos v+ 2¢* cos 20—+’

on en tire facilement :

1 |/1—k"sin2 -—|/7 €0s v -+ ¢® €os 3V + g% Cos By 4 -+

Qq l/[ k? sin® @ + l/k' T4 2¢° cos 2v + 291 cos v -+ -

Si 'on pose, pour abréger, la quantité connue

1 |/1—lc sm?qu—l/k’
2 |/1—kﬂsm?<p+|/k'

Iéquation précédente donne :

cos v="0 (1 + 2¢* cos 2v + 2¢'® cos &v -+ -+-*)

— ¢® cos Sv — @** cos Bv — -+,
et I'on a une équation transcendante au moyen de laquelle on peut
calculer v. Comme les quantités ¢*, ¢%, cte., sont de trés-petites fractions,
on trouve facilement une premiére valeur rapprochée vy de v, en pre-

nant simplement
cos vy = Q.

On obtient une approximation plus grande, au moyen de 1’équation
précédente clle-méme : on aura
cos va=£ (1 + 2¢* cos 2vs + :---) — ¢® cos vy — ---+,
cos v; = Q (1 + 2¢* cos 2vs + +--) — ¢® €05 5vs — o+,

¢t ainsi de suite.
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Connaissant v on en déduit ensuite :
Kv

U= —

T

Soit, par exemple, k= % [/5, @ =47°; on aura, comme ci-dessus,
kK= ;—), q=0,0857957, K=2,156515;
la valeur de Q est, dans ce cas, 0,2626382; par conséquent,
cos vy = 0,2626582, vy =T74°46'24",
cos ve = 0,2626137, v, = T4°46'29"25.
Comme vs est déja le méme que ve, il vient :

v = T4°46"29""25 =— 1,3050663,
U= _K_v = 0,89585.
T

Si 'on augmente I'amplitude de 180°, la valeur de T'intégrale croit de¢
2K = 4,31303; a4 l'amplitude 227° correspond la valeur de lintégrale
5,20888 comme dans I'exemple précédent.

Notes du traducteur. — Je terminerai ce chapitre par quelques remar-
ques sur les transcendantes elliptiques, et par quelques théorémes sur les
nombres.

K
La formule (101) nous donne, pour u = 3’

@(%) =1— 2¢*+ 2¢'0— 2¢% 4+ .... =1 +2L§ (— 1) g+
n=l
Nous avons déja vu que, pour =0, u =K, on a:
n=oo . k’K
0(0)=1—2¢ +2¢*— 2¢°+ .. =1+2 3 (—1)¢g”= -
n=1

0 (K)=1 + 2¢ + 2¢*+ 2¢° +...._1+2"§” ,.a__\/

n—1

n= WK
—=2)/q+ 2/ g+ 2/ g = l7 ""‘*"—\/

;;;;;
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D’un autre coté, de la formule (99) on tire :

ou)=Q. f[ <1 — 2¢%1 cos% + q‘"—’)

..ms

(| _— qz.. . had _ c)()g,,_l cos i 4_ qln—2>

l
Or, pour v =0, il vient :

(l —_— q?ﬂ) (1 — qin—l)ﬂ
/1 —_ qin

(0) II (=g =g ) =0

(0—q)y_ ~1—q
,1__q2n l,1_‘_(11:

=1
1
On a de méme :
(l 4 q“Zn)(j + qin—l)(,' __q‘Zu)( qen-—l)(,l + q2n—i)
(t+gn)(1—q™)

(1 — q?ﬂ)(:l + an—l) .
(,l 4+ q?n)(,' _qin—l) ’

(K)—-HU — g+ ) =11

A +gy(1—qn(1 + ¢*)
(1 +¢)(—q*)

—1I =10
1 1

de méme

@

H(K)=2)/q - T (1 + (1 —g™).

1
En égalant entre elles les deux valeurs de ©(0), on obtient la relation
n=—w ® 1 — qn

1+2 3 (— )¢’ =

n=1 44+q"

De méme, 1'égalité des valeurs de ©(K) nous donne :

n—w . ) :l —_ q!n 1 4 q‘ln—l
1 2 = . .
RIS e e

Enfin, des deux valeurs de H(K) on conclut :

n=—co ©

et =T1 (1 + ¢™) (1—g*).
n=—0

1

Drailleurs, il est facile de voir qu'en remplacant u par u + 2K dans
(101) et (102), on a:

O (u—+2K)=0(u), o @u-+ IK)=-o (),
H(u+2K)=— H(u), H(u+4iK)=H(u);
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o (u + 2K) o (u)

Hu+2K)  H(u)
o (u+4K) ©(u)

H(u+4K) ™ H(w)

On ¢n conclut que les transcendantes ® et 1l de Jacobi sont des fonc-
tions périodiques. Nous allons voir qu’elles sont simplement périodiques;
a cet effet, nous démontrerons qu’elles ne restent pas invariables, lorsque
I'on augmente I'argument de 2:K’.

La formule

o (u)= 1 (1—q¢*) <4 — 2¢°*1 cos % + q‘"“’>,

1

. U .
peut encore étre transformée; en effet, si nous posons oK — x, et si nous
observons que 2 cos 2z = % + ¢~%=, il vient :
i — 2q2n—l oS 2x + q4n~2= (l - q2n—1 e‘!ir) (l — q?n—l e—-%iz‘).

7 (v + 20K’) iK'

Or, si nous remplacons x par x, = = + ——> Nous
’ pras par 9K K
aurons :
27K/
e?iz, p— e?ix e K —_ qQ e?ir, e-—?ir, = 4 - e—?‘i.f;
par suite

ﬁ (1 —_— qﬂn—i e?iz")(l . qin—l e—?it.)= ﬁ (1 _— q?ﬂ-"»l e?ix) (1 — qin-—l’r e?l‘.r)
1 1

1 — 2n—1 e?i.«r ] — g2n—1 e—iiz) i1— 18—-21'1
'l q 7
,1 —_— qe,.iz

»:8

—_ :II- e—iit (/I J— q?n—i e?ir) (1 _ q%n-—i e—-?i:) (Il —_— qe2it)
(1 — ger®)

= — %e—‘iiz ﬁ (1 —_ qﬂn—l eEiz) (,l —_ qin—i 6—21'.!)
1

i
~8

1 o ®
= — (_]_ e—ﬂu‘ H (1 — Qqﬂn—l cos 2[ 4+ qdn—‘z)
1
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Donce,
0 (u+ 2K')=— % et I (1= ¢*) (1 — 241 cos 2x + ¢**?),
1

ou bien

- i - (ukik’)

®(u+2£K’)=—-ée “o(u=—o(u)e

On trouverait de méme :
._'.g(u-l-ix’)

H(u+ 20K')=—H (u) e
En effet, la formule (100) donne

4 ®©
H (u) ——-=2|/q sinz - Q -TT (1 — 2¢*" cos 2x+-¢*").
1
Or, on a

1 — qun oS 9x + qtn — (/1 —_ qﬂn e!ir) (/] —_— q‘in e—Qiz),
K’ .,
et, en remplacant x par x,=2% -+ < o trouve comme précédemment

., ) (1 — q"‘e”") 11— q’in e%) (1 — e—2%)
1 _272 cos 21, +q4 = '1—([‘28”‘ N
D’autre part,

N 1 . :
2i sin x4 = ge** — 7 eit=—— ¢~ (1 — g e*™).

Par suite,
1 ) Lo ® ) .
H(u + 2K)=— p e 2. 2) gsinx Q- TL(1 — g2 e2) (1— g*» ¢~%=),
1

ou bien
iTw

p -
H(u+2£K’)==—6e “H(uw)=—H(u)e

i
_"—K (utiK’)

Des résultats précédents, on tire :

o(u+2K') o(u)
H(u + 2iK’)  H(u)

Si I'on pose

®1(u)=Qﬁ <4 -+ Qq!n—i COS% 4+ qtu—2>,
i

on trouve :
0 (v) =0 (v + K).

;;;;;
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De méme, si

Hy (u)= 21‘/q cos %1:}(‘1 + 2¢%" cos;—u+ q‘”>,
il vient :
H, (u)=H (u + K).
On trouve facilement

. 1 Hyu+K)
SinamUy=——=+—7———>
Vk 0,(u+K)
cos am u == k_—/ M)
"V & e{u+K)
. &
Aamu=k or@+ K

Enfin, on a aussi les relations suivantes :
[CN (u + 2K) =0, (u),

in
_'T&' (u4-ik’)

2

01 (u + 2K )=0,(u)-e
Hy (u + 2K)=— H, (u),

=% turtiw)
2

Hy (u + 20K')=H,(u) - e

et ainsi de suite. On voit donc que les transcendantes ©, et Hjy, ainsi
que © et H, ne sont que simplement périodiques.

En terminant cette note, j’indiquerai une propriété remarquable des
nombres & laquelle on est conduit par les formules précédentes : Tout
nombre entier est la somme de quatre carrés.

Cette propriété se démontre par la comparaison des deux formules

ci-dessus :
\/%Ir—{=4 + 29 +2¢* +20° +2¢'¢ + ...,

2K\* q 2¢* 3¢® 4qt
CF —1+8L—q+1+¢+4—¢+4+¢+

La premiére de ces relations a pour sccond membre une série dont les

;;;;;
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cxposants sont les carrés des nombres naturels. Si I'on ¢léve cette série
& la quatricme puissance, il vient :

2K\ 2
<?) = (1+ 2¢ + 2¢*+2¢° + 2¢"6+.... )%

On voit facilement que, dans ce développement, chaque terme de la
nouvelle série sera le produit de quatre tecrmes de la premiére, c’est-a-dire
qu'il sera de la forme :

i i i o B
a, f3, 7, 9, étant quatre nombres égaux ou inégaux, ou méme nuls.

D’un autre coté, si 'on dévcloppe en série toutes les fractions de la

seconde formule, on trouve :

2K\ ? s = s
<—1r—> =1+ 8[q+3¢°+ 4g°+ 5¢* + 6¢° + ... 15

Or, on démontre facilement (1) que cette nouvelle série, laquelle est évi-
demment égale & la précédente, renferme comme exposants tous les
nombres entiers. Ces deux séries devant étre égales terme & terme, on en
conclut, en désignant par A un nombre entier queleonque,

J— az+ﬁg+72+62’

ce qui démontre la proposition énoncée.
IX. Des fonctions théta.

Les formules du chapitre précédent existent, d’aprés leur définition,
seulement pour des valeurs réclles de la variable »; examinons mainte-
nant si ces résultats restent vrais pour des valeurs imaginaires de la
variable. Si I'on considére les développements de sin am %, cos am w cte.,
en séries de la forme

S

. TTU . 9Tu . b
@y SIN — —+ a3 SN ——— ~+ A3 SIN ——— ~+ +---
2K 2K 2K ’

b cos =% 4 b cossnu ~+ by cos 5"“—4—
AT R *YP 9K ’

on remarque facilement que ces séries deviennent divergentes lorsque u
est imaginaire; de sorte que pour de telles valeurs de u, il ne peut étre

(1) Cette démonstration est un peu longue; c’est pourquoi nous I'avons supprimée.
Voir Dunice, Theorie der elliptischen Functionen, p. 265. J. G.

parla orto o o UPMC - Coto 916 96
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question d’appliquer les équations correspondantes. 11 en est autrement
des développements de © (u) et H(u); car, comme on sait, les séries (101)
et (102) sont convergentes pour toute valeur imaginaire de u, pourvu
que ¢ soit unc fraction simple ct réelle. Les recherches que nous allons
faire s'appliqueront d’abord aux fonctions ® et H, pour lesquelles les
équations (101) ct (102) peuvent étre considérées comme des définitions
générales. En outre, nous rendrons cette analyse tout-d-fait indépendante
de la théoric précédente des fonctions elliptiques. Nous désignons, dans
ce qui suit, par p une conslante réelle positive queleconque, par 2 une
variable imaginaire, et nous posons :

3 (2) =1—2¢F cos 2z + 2¢7%¢ cos bz — 2¢7%7 08 6z + -+++, |

[ J— [ 4 _
51(z)=2)/ ¢ Psinz— f."/e—f’Psin 5z 4+ 2}/ e~esin Bz —----,
o ‘ o (108)
52(2)=2} ¢ P cosz +2)/ ¢ cos5z 42/ ¢ cos Bz + - -,

5(z) =1+ 9P €05 27 + 2640 €08 42 + 26~ €05 62 - -+ -

a. Entre les quatre équations ainsi déterminées, il existe, comme on
Iobserve immédiatement, les quatre relations suivantes :

1 1
S(z)=29s <§1r—z>’ &;(z)=3<§‘rr—z>,
(109)
51(z) =5 11':—z S2(2)=23 1‘rr
'JI( =2 ‘2 b 72 = Ji é — 2z}
En outre, si m est un nombre entier, on a :
Se4+-mn)=25(z), I(2+mn)=23;5(z), |
(110

S (g +mm)=(—1)" 3 (z), Sg(z-i—;nﬁ):(—l)"'sg(z).\

Les fonctions & et 35 ont donc la période réelle =, et les deux autres la
période 2.

Si, dans (108), on exprime les cosinus et sinus par des exponentielles,
et si l'on emploie, pour abréger, les signes X, on peat exprimer ces
quatre équations de la manicre suivante :

S (z) =2 (— 1) ez,

—

91 () =12 (—1)ye” (s+%)2p—i(23+4)5,

11
Ss(t)=2e" (s+5)piCetns i

95 (7) == Z e=piteg

parla orto o o UPMC - Coto 916 96
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les signes 2 s'étendent & toutes les valeurs positives et négatives de s. On
a identiquement :

(S (— Ay e (HE)7P gmiterir — ot 5 gy =i (i)
c’est-a-dire

91 (2) =ie~ 3P~ (z — %tp)

Si I'on traite de la méme maniére les autres fonctions théta, on arrive
aux quatre formules suivantes :

1, 1.
S (gj=1te"3F "3, <z -3 zp>a

iz 1.
N7 (Z)=ie—%F~' 5 <z -3 lP)a

(112)
Y D 1.
S (2) =71 s (Z‘- P)’
2
[ R 1.
.3‘3(2)=e iy 32<Z—§lp>° |
L I
En remplacant z par z+- 3t il vient :
9 (z + % z'p>=ie%[’_iz34 (=), \
ll . . ip—i:
Sn(z +3 zp>=w4 3 (z),
(113)

3*(z *3 17P>= P35 (2),
1, L is
35(2 +—2 1p>=e a3, (2)-

C . . . 1., .
Si T'on met plusieurs fois de suite z + g a la place de z, on obtient

facilement, pour n entier et positif,
3 (2 + inp) = (—1)" e”’r—i2 5 (z),

1 (Z + Nlp) = (—- '1)" eM'p—ians g (z),

;;;;;
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93 (7 + tnp) = er'p—i:= 3, (z),
I3 (2 4 inp) = em'P—i = 35 (z);
cn outre, si 'on remplace z par 2+ mm, on a, en vertu de (110)

9(z 4 mm + inp) = (— 1) evp—itnz g (z),
31 (z 4+ mm + inp) = (—A)mtr gvp - g (z2), (114)
92 (2 + MM 4 inp) = (—1)™ evp—i21= 3, (z),
95 (2 + mm 4 inp) = VP~ 35 (z).

11 S’en suit que les fonctions théta ne sont pas sculement simplement
périodiques, mais que le quotient de deux de ces fonctions a deux périodes,
dont I'une a l'indice réel 7 ou 27, I'autre lindice imaginaire ip ou 2ip.

Nous reviendrons sur ce sujet dans la suite.

b. Pour donner une autre forme aux quatre séries qui servent a définir
les fonctions théta, nous ferons usage de la formule (voir Ia note a la fin
du volume) :

_ (w422
Se P = \/g Ze~s% cos 25z, (113)

& laquelle nous pouvons rattacher une autre semblable.
On a, en cffet,

(s +2)2 _ (2sm4-2)2 (sr+2)2

S(—1ye F =23 F —3e *

1 2
gfi?_'l _(mtap
=93 ¢ 3 F

ct si 'on transforme l¢ second membre au moyen de (115),
_(omt2)2 N — f.sap
S(—1)ye P =\/8$2e “ "cos sz—-Ze"’Fcos?szf.
™

Enfin, le développement des sommes du second membre donne plus
simplement

(sm

_(mdap . 12
S(—1ye ° =\/%Ze_(’+§) Peos(2s+1)z.  (116)

Or, comme on le voit facilement, les formules (115) et (116) sont iden-
tiques aux suivantes :

_ (smsn)? ;
e e =\/7-;-33 (z)’




— 192 —

B )
S(—1ye Ff = \/%32 (=),

dans lesquelles on peut méme remplacer z par — z, sans altérer le sccond
. 1 . . .
membre. Si 'on met cencore g™ —%au licu de z, et si I'on a égard aux

relations (109), on arrive aux expressions suivantes des fonctions théta :

— 1 LD, \
5() = \/52‘3_?[(%) , |

(17)

.95(2): —Je ? . /

Ces formules sont importantes, parce qu'elles permettent d’exprimer
les fonctions théta d’une variable imaginaire au moyen des fonctions
théta d’une variable réelle. Ainsi, de la premiére équation (111) on tire,
en remplacant z par ¢z,

= _bp=22

S(iz) =3 (—1)peptis—eP 3 (—1)e F

Si l'on introduit dans le sccond membre, au licu de p et z, deux
nouvelles quantités o' et z’, au moyen des équations

’

oo = 72,

i

; (118)

=R
|0

il vient :
(sm — 2)?

z2
_ 7 5

2

Z* (sp— 2)
= — _
e p ¢
par suite, la formule relative & 9 (iz) devient :

2’2 (st —2/ )2

S(z)=ef Z(—1ye ¢

D’autre part, on tire de la troisiéme formule (117), en y remplacant p
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par ¢/, z par z’, et obscrvant que 3; dépend en méme temps de o’ et de 2,

— L 2
3e(p'az')=\/§'z(—4)‘e A

La somme du sccond membre étant la méme que dans $ (¢z), on en
déduit une relation entre 3 (iz) et 3, (¢/, z).
En général, on obtiendra de la méme maniére les quatre relations
suivantes :
;2

sEi=y\/ L5, 2),

A (p, iz)=1 \/% 67 31 (P’, '),

Je (Fa 2‘z) =\/§ e? 3(9’7 z’)’
7oz

95 (P’ 1z) =\/; F 95 (P,? z').

Ces formules montrent comment les fonctions théta a arguments ima-
ginaires peuvent étre exprimées au moycn des fonctions théta & argu-
ments réels.

Les équations (109), (113) ct (119) peuvent d’ailleurs étre employées,
pour déduire d’unc propriété de I'unc des quatre fonctions théta les

propriétés analogues des autres fonctions théta. Si 'on pose, par exemple,

(119)

. . 1,
dans une formule renfermant 3 (z), au lieu de z, successivement z-+ 5

L . . . .
1z, 57— z, on arrive & trois nouvclles formules, qui contiennent au

lieu de 9, les autres fonctions 34, 92, 95. Nous verrons bientét une appli-
cation de ce principe.

¢. Formons, d’aprés la quatricme formule (113), les fonctions 35 (),
35 (y), et multiplions-les I'unc par I'autre. Soit, dans la premiére série,
comme dans (113), s la lettre par rapport & laquelle la somme est prise;
dans la seconde, écrivons { au lieu de s, et nous aurons :

93 (.T) '35 (3/) = Je—sp—ilsz, Ee—ﬂp—i.ﬂy J— Zze—(a2+ﬂ),a—i.2(u+ty),
13
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ou s et t désignent tous les nombres entiers positifs et négatifs. Nous
aurons alors & considérer les quatre cas suivants :

s pair et { pair,
$ impair » ¢ impair,
s pair » ¢t impair,
s impair » t pair.

Nous réunissons les deux premiers cas en uu cas principal, ol s et ¢
sont de méme espéce, les deux derniers en un cas principal ot s et ¢ sont
d’espéce différente. D’aprés cela, nous décomposons les doubles sommes
relatives & s et ¢ en deux sommes doubles, dont la premicre renferme
les s et t de méme espéce, ct la seconde les s et ¢ d’espéce différente, et
nous écrivons simplement :

53 (0) 35 () =P+ Q.
A 1 4 4 A
Pour s et ¢ de méme espéce, 5 (s+1) ct 3 (s — t) sont en méme temps

des nombres entiers positifs ou négatifs, qui peuvent avoir toutes les
valeurs possibles; nous poserons donc

1 1
é(s+t)=m, §(s—t)=n;

d’ou
s=m+n, t=m—mn, $*+1?=2(m*+n?).

La somme double représentée par P se forme de la maniére suivante :
P = Z3Ze—2(m?+n2p—ig[m(zty)tn(z—y)] = Se—m22p—im(z+y) . Te—n22p—in(z—y),
et, en vertu de la définition de 35, on a :
P = 3; (20, x+y): 35 (20, * — ¥).

Si s et ¢ sont d’espéce différente, on a :
1 1 1 1
§(8+t)=p+ 3’ -Q'(S—t)—-q+§,

P, q désignant tous les nombres entiers positifs ou négatifs; il s'en suit :

2 2
s=p+q+1, t=p—yq, s*+t9=2|:(p+%>+<q+—;-)].
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Par conséquent
Q = 33 2+ 3)* +(e+3) le—i2 [+ 5) oo+ 3) ()]
— Se e+ 3) i ietn) | 5o —5(e g) p-itutiie—y)
c’est-a-dire, en vertu de la définition de 3.,
Q=25:(20, x+y) 3= (20, — ¥).

La substitution des valeurs de P et Q dans la formule relative &
35 (x) - 35 (y) la transforme en la suivante :

35 (x)- 95 (y) =235 (2, x+Y) - 35 (20,2 — y)+ 32 (20, T+Y) - 92 (20, x —y). (120)

1 1
Si I'on remplace x par 3T % et y par 57—y, on obtient facile-
ment, en ayant égard aux formules (109) et (110):
9 ()3 (y) =235 (20,%+Yy) - 35 (20,2 — y) — S2(2p, x+Y) - 32(26,  — y). (121)

En outre, de (112) on tire :

<p,z—~zp> — oiltiz e (p, 2),

ct, si on met 2p & la place de p,
935 (20, 2 — 1p) = e3Ptz 5, (2p, 2).
On trouve de méme
32 (20, 2 — 1p) = e3PFE s, (20, 2).
Si I'on change, dans (120), x en & — %ip, yen y— % tp, on obtient,
en passant par les exponcntielles,
2(2)- 32(y) =5 (20, 2+ Y) - 3 (2, £ — y)+ 32(2p, w+Y)- 3(2p, x —). (122)
Enfin, si Ion remplace encore x et y respectivement par % T —x et

< T—Y, il vient :

2
F1(2): 31(y) =5 (20, T+Y) - 52 (20, T— y) — 2(2p, 2+y - 35 (20,5 —y). (125)

Les quatre formules (120) & (123) permettent de trouver un grand

;;;;;
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nombre de relations entre les fonctions théta. Nous allons exposer les
plus importantes.
d. Faisons, dans les quatre formules fondamentales, y =, et posons,
pour abréger,
92(2p,0) =0ts, 35 (2p, 0) = a5,
92 (2p, 20) =&, 35 (20, 2) = E;.

Nous aurons alors les relations particuliéres suivantes :

[5 (@) = ass— asks,

[54 (@) = aafs — aske.

[92 (2)]F = a5 + asls,

[95 (%)) = asE5 + tabe.
Si 'on tire & et &5 de deux de ces équations pour les substituer dans
les deux autres, on obtient des relations entre les carrés de trois des

fonctions théta. Ainsi, par cxemple, si 'on déduit & et &5 des deux pre-
miéres, on trouve :

o300 as? — a?
PR [9 (%)) = [31 (x)]2+ P (92 ()3,
az02 o2 — ae?
[P@))F= P [91(x)]*+ P (93 ()]

Comme, en vertu des formules (108), o5 et o, sont des nombres réels
et positifs, les équations qui précédent, appliquées au cas particulier x=0,
nous montrent que oz — a.? est positif.

Posons encore, pour abréger,

PLaeD

0(524— 0(22 -
k étant une fraction positive ; nous aurons alors :
o5 — ote?

—_—— 11—k =
0(52-1- agg ?

ou le radical doit étre pris positivement. Les rclations précédentes
peuvent alors s’écrire de la maniére suivante :

ko (2)]* = [3« (@) + K [% ()%

(3 (@) =k [9¢ (x)]* + K [95 (x)]. $ (124)
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En particulier, pour x =0, on a 3, (0)=20,
Se (O):l [3 (0) ]2
[ 5 (0) % (0)
e. Si, dans (125), nous remplacons p par %p, et si nous posons

1 1
T=Z+gu, Y=z il vient :

. 1 1 1 1
Is(2+u) 52 () — 2 (2 + u)- 35 (2) =94 <§ pz+g u>~3, <§p, 3 u),
et, en divisant par — u 35 (2)- 95 (2 + u),

Hnlen sy “ (500 2>“°"(29’>

ul3:(z+u)  95(z) 35 (2)- 95 (2 + u)

Lorsque u converge vers zéro, le premier membre a pour limite le

()
5()

quotient différentiel dc par rapport & z; si I'on pose

1 1
3’1 ép,éu

lim ————— 2 = ).,
u

A étant une quantité indépendante de z, il vient :

- ;;2 fj 2 - - [S% (z——)]:> '

T dz

Afin de trouver unc autre expression du numérateur du sccond
-membre, faisons y =0 dans (122), et nous aurons

B2 (x)+ 92 (0) =255 (20, x) ‘SS(QP’ x);

1
remplacant ensuite p et x respectivement par — et— © — Z, 0N trouve:
P ’

2 x

25(2)-94 (2)
D

;;;;;
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En substituant cette valeur dans la formule ci-dessus, il vient

Is(z)) (z)-51(z)
—m =t (55 (1

. étant une nouvelle constante.

2

. 1 .
Si 'on remplace z paré m — z, on obtient :

217
(3 () _ Sa (2)+ 5 (2)
& Y TREr
On obticnt des formules analogues pour les quotients 9. (z): 9 (z), et
S5 (z): 3 (). On peut les trouver par un procédé analogue ou plus sim-
plement au moyen des équations (124), en divisant ces derniéres par
[3 (x)]? et différentiant.
On trouve facilement :

(126)

S (2)
d i S (=) ; __ b .i_(z)n?z(Z)’
dz Eo o [s(=)]
95 (z)
ﬁ 3 (z) ; - pk 94(2)-32(z)
dz oo [s(e)P

X. Des fonctions doublement périodiques.

Les recherches précédentes conduisent sans difficulté aux propriétés
principales des fonctions ® (w) et H (w), qui, pour toute valeur complexc
de w, sont définies par les équations suivantes :

2
ow)=1—2er cos%—v + 2~ cos %—- 2% cosg;—w+ ey

3m 5
—-2]/ Psm 2|/e“9Psmﬁ + 2 —“Psin-—’;{—w——nn,

dans lesquelles on peut donner a p et & K des valeurs constantes quel-
conques réelles ct positives. On a d’abord :

)= () =ne

;;;;;
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. 1 1
en outre, a cause de 9: (z) =9, (z + 3 71) et (z) =9 (z + 3 Tr), ona

32(2—%0>=H(w+K), ( >—® (w + K),

Des formules (110) il résulte, en remplacant z par %a

o (w+2mK)=e0 (w), H@w+2mK)=(—1)"-H@w). (127)

De la méme maniére, on tire de (113), en y faisant

=K’
- X’
K’ étant une deuxiéme constante positive,
(K’—-ﬁlw)
0 (w+ iK')=1ie* - H (w), 2
(128)
(k —2iw)
H (w+ K')=ie** -0 (w).
En outre, les formules (114) nous donnent :
”(ngK’_—mw)
® (w + 2mK +¢-2nK’) = (— 1)"e" o (w),
(n k’-—mw)
H (w + 2mK + ¢ 2nK') = (— 1)mtn e H (w),
(129)
(u & —inw)
H[w+(2m+1)K + 7. 20K'] = (—1)" H(w~+K),

T (ngkl— inw)

ow+(2m+1) K+ ¢. 2nK'] =e* o (w +K).

En vertu de la valeur ci-dessus de p, on a, d’aprés (118),
p' = K;', R ===

de sorte que p’, 2’ s'obticnnent, en changeant K et K’ 'un dans lautre.
Si I'on désigne les séries correspondantes

W 2w
1 — 2¢e—F' cos < + 2e—* cos < T
3rw
2|/e P'sm———Ql/e"‘Fsmﬁ{—,+ s

;;;;;
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par © (K’ w) et H (K’, w) on arrive & la transformation suivante des for-

mules (119) : \
. K
o (tw) = \/IZ’ e H(K',w+K’),

_Ttw

H(w) =1 I'é S (K, w),

K "tw
H (i + K) = \/; o (K, w),
T( Ttw2
® (1w + K)=\/K-,e““"®(K’, w+ K').

Les fractions positives, représentées par ket k' = V' 1—£2, qui entrent
dans (125), sont déterminées par les équations

et les relations (124) sont exprimées, si 'on pose %=

(130)

ZK’ par les

équations suivantes :
ke (w)p=[H(w)]?+ kK [H(w+ K)]?,
[ (w)] = k [H (w)]? + K [0 (1 + K)P. % (152)
Enfin, I'équation différentielle (126) se change, pour
w b
=% T
en la suivante :

H (w)
[Ww)J _ H(w+K)-® (w+K)
N CI O}
dans laquelle ¢ représente une constante indéterminée.
D’aprés la formation des formules fondamentales pour © et H, consi-
dérons, dans I'hypothése de w complexe, les trois nouvelles fonctions
suivantes :

; (133)

w) = L)
f(Lv)—-I/E«@ w)
f, (w)_—_\/%.gg"(—*w)m, (154)

;;;;;
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Au moyen de (127), on déduit entre autres les propriétés suivantes de
ces fonctions :

fo(w+iK)=—1¢

f(—w)=—fw), fi(—w)="f(w), —w) ="y (w), (135)
f(w+K)=::1§1:3, fi(w+ K)=— f(u
’ , (156)
fo (W—I—K) =f2 (w) .
En outre, de (128) ct (127) on tire :
f(w—+IK')= 571@, fi(w+1K')=
(157)

et plus généralement de (129) on déduit

f(w~+2mK~+7-2nK') = (— 1)~ f (w), )
fi (w+2mK + ¢ 20K') = (— 1) {, (w), (158)
fa (w+ 2mK + 1. 2nK') = (— 1)" f. (w). 5

Ces formules montrent immédiatement la double périodicité des
fonctions f(w), f; (w) et fs(w). Pour m pair, le second membre de la
premiére équation devient égal A f(w), et par conséquent f(w) a une
période réelle 4K, et unc période imaginaire 7. 2K’. Dans la deuxiéme
équation, le sccond membre est égal a f, (w), aussi bien lorsque m est
pair, et-n =0, que si m =n; par suite, f; (w) a une période réeile 4K,
et unc période imaginaire 2K + ¢-2K’. Enfin, on reconnait, au moyen
de la derniére équation, que f. (w) a une période réelle 2K, et une
période imaginaire ¢ - 4K’.

Si nous désignons par f (K, w), fi (K, w), » (K, w) les fonctions qui se
déduisent de f(w), fy (w), f(w), par le changement de K en K’, nous
obtenons, au moyen des formules (150),

;;;;;
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ces formules réduisent les fonctions & arguments imaginaires aux fonctions
a4 arguments réels.
Les équations (152) donnent, en divisant par [@ (w)]*.

[f ()] + [f: ()P =1, U o
k2 [ (w)]2 + [fa (w)]2=1, j (10

d’'ott 'on tire, en passant, la conséquence
[fs (w)]* — k2 [f, (w)]2 = k"2 (141)
La formule (133) est trés-importante : elle conduit & une équation

différentielle entre w et { (w). On a d’abord :

df(w)
dw

=cf, (w)- fo (w),

et, si 'on exprime f; (w) ct fs (w) au moyen des équations (140), on
arrive & 'équation différenticlle suivante :

D) ey T/ TR T3

et, si 'on pose, pour abréger,

f(w) =z, (142)
il vient :

Az =c)/ (1 — 22) (1 — k%z2).

dw

L'intégration de cette équation différentielle donne

dz
= ew + const,

V(11— z2) (1— kz?)

ct, comme z sannule en méme temps que w, on a :

¥4
d
o — 5 z : (143)
0y (1—z2) (1— k*z%)
Pour déterminer la constante ¢, prenons en particulier w =K, d’ou
z=1{(K), et, en vertu de (151),

;;;;;
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il viendra

£ — —

Kl i—a) =k

Si les constantes K et K’ sont choisies arbitrairement, on connait
’

Tr .
= et I'on peut alors calculer, pour chaque valeur de w, les

1
1 g dz . (14k)

fonctions ® (w) ct H (w) par la sommation des séries équivalentes; les
formules (131) et (14%) donnent ensuite k ete, de sorte que toutes les
quantités en question ont une définition précise.

Au lieu de considérer les constantes K ct K’ on peut aussi choisir deux
autres quelconques des constantes existantes. Ce qui est le plus avan-
tageux dans cette recherche, c'est de considérer la fraction positive k,
comme unc quantité arbitraire, ¢t de donner & K la valeur suivante :

1
K — g = . (14ka)
20 l/(l— 2?) (1 — k2z2)
on a alors =1, et d’aprés (145),
b4
o S dz : (145)
01/ I—2) (1 — k)

La fonction z=f(w) est alors la fonction qui résulte de l'inversion de
Péquation préecédente.

Pour déterminer K’ nous employons la premiére des formules (157)
pour w =K clle donne:

f(K+iK')=lﬁK—)—— %
Comme, d’aprés cela, les valeurs w =K + iK', et z =I% sont corres-
pondantes, on a, en vertu de (145),
1
K+iK = Sk dz 5
01/ (1— =) (1 — k%z?)

en retranchant (14%a) de cette derniére, il vient :
!
k
iR = S dz )
1Y/ (1 — 2°) (1 — k%2?%)




ou bien :

5 k dz
K= — ——

La substitution

nous donne

1 ,
K — S de , (146)
0/ (1—1) (1— k%)

et par conséquent, K’ dépend de &, comme K dépend de k.

A la fin de cette analyse, il est & peinc nécessaire de remarquer que
les fonctions f (w), fi (w), f2 (w) sont identiques aux fonctions clliptiques
ci-dessus : sin am w, cos am w, A amw. On peut done profiter des fone-
tions théta dés le commencement de la théoric des fonctions elliptiques.
Mais nous nc pouvons passer sous silence qu'il reste toujours une lacune
sensible. En cffet, comme dans (145) la variable z est en général com-
plexe, on doit, pour éviter une ambiguité possible de I'intégrale, indi-
quer un chemin déterminé d’intégration, ou bien 'on doit montrer I'in-
fluence que les différents chemins d’intégration exercent sur la valeur
de Tintégrale. La théorie des fouctions théta ne remplit aucune de ces
deux conditions, et il ecst toujours nécessaire de compléter par les
recherches exposées au chapitre 11 (page 101) (1.

(1) Jacobi a suivi, dans ses lecons, la marche des chapitres IX et X. On trouve unc
théorie détaillée des fonctions théta dans 'ouvrage de M. ScueLLracu : « Die Lehre von
den elliptischen Integralen und dea Thetafunctionen. »

parla orto o o UPMC - Coto 916 96
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XI. Des fonctions elliptiques de la demxiéme et de la troisidme espéce.

Les trois fonctions clliptiques principales de premiére espéce sont repré-
sentées par sin @, cos 9, Ao, si, & la place de ¢, on met I'inverse de
I'intégrale

cest-a-dire ¢ = am u; de méme, au moyen des intégrales clliptiques de
deuxiéme et de troisiéme cspéces E () et IT (¢), on forme, par la méme
substitution, les nouvelles fonctions de I'amplitude E (am u), I (am u),
que I'on a appclées fonctions elliptiques de deuxiéme et de troisieme
espéces. D'aprés ccla, u est pour toutes les fonctions elliptiques la
variable indépendante.

a. Si, dans I’équation

E(¢)= SO Dpdy,

on pose g =am u, d’ou dp=A am u du, il vient :

u (3
E (am u) = s (A am u)? du = S (1 — k®sin? am w) du.  (147)
“0 0
D’aprés ccla, la recherche de E(am u) se réduit a celle de /" sin® am u du.
Pour obtenir le développement en série de E (am ), nous ferons usage
de la formule trouvée ci-dessus (page 146) :

in2 _— 2y 1 —.
sin®am u FK FRAT— ¢ cos K ‘-'l—q‘ K

K—E 2n? 5 1¢ U 2¢* 2ru ;
ceee ;
d’ott

k2 sin? am u=x +—K—“ 1__qgc S X +1—_q—tcos—K—+1Tq-acosT e

E 271'25 1q o ™ 2¢? 2mu 3¢° Sru €

Multipliant par du, ct intégrant entrc les limites w =0, ¢t u =u, on
obtient :
qg . nu ¢ . 2ru

1—q251nﬁ+l—q" K
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une nouvelle fonction de u, et nous la désignerons par Z (u) : on a alors

2=( ¢ . Tu ¢ . 2ru g> . STu
Z(u)——k— —7 —L _sin _I{—+1_;7Sll]—i i qﬁsm—f + - g, (149)

ct
Z (u). (150)

b. D’aprés la notation de Jacobi, on appelle intégrale elliptique de
troisiéme espéce la suivante :

?k2sinocos a A (k, a)sin?o  do

I (fPa a, k)= SO 1— k?sin? o sin® @ A (k, (P),

dans laquelle I'arc o peut étre un nombre complexe. Si T'on pose
@ =amu, et que 'on considére « comme une amplitude quelconque
a==am a, on a pour équation de¢ définition :

* k2 sin am @ cos am ¢ A am a sin? am u

II (am %, am a, k) = g . - du.

b 1— k%sin?am ¢ sin? am u

Nous désignerons dorénavant, pour abréger, le premicr membre par
le symbole plus simple T (, ).
De la définition donnée il résulte d’abord

dll (4, @) k%*sinama cosama Aama sin? am u
du 1 —k?sin® am @ sin?am u

. (151)

et, par une différentiation nouvelle

d? H(u a) kz 2sinamu cosamaAama 2sinama cosamu Aam u
Tdur 1—/2sin? amusin?ama 1— k?sin® am u sin2am a

Au moyen des formules données ci-dessus (page 124) pour sin ¢ +sin<,
sin ¢ — sin 7, on trouve facilement que I'équation précédente se réduit &
la suivante :

2 1
d—%?#—a) =3 k?[sin am (« + a)~+sin am (v — a)] [sin am (¢ +a) —sinam (u—a
laquelle se réduit a

&I (v, 0) _
T der

1
i {sin®am (4 +a) —sin®am (u —a)}-  (152)
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Si 'on fait usage du développement de sin? am u, lequel subsiste pour

toutes les valeurs réelles de «, en y remplacant d’abord w par u + a, et
ensuite par ¥ — a, on trouve :

&I (w,0) 7wz gt c0s ¥ (u—a) cos T (u+a)
dyt K1 —g2n ; K K

Multipliant par du, et intégrant, cn observant (151) que, pour u =0,
A11 (v, a)

T =0, il vient :
d1l (v, a) _ ST T isi nr(u— a) i T (w + a)
du K .2 1—g* K K
N LU

K n=1 1— (]2" K

Une nouvelle intégration entre lcs limites « =0 ¢t u = u, nous donne

_ n=w q ot (v — a) T (U + a)
(v, a) = n£1 n (1— ¢g*) %cus K cos K

2n"=2 ¢t . nma

La derniére somme est égale & uZ (a). D’aprés cela, on a le développe-
ment suivant pour toutes les valeurs réelles de u :

4 —
H(’”ad):’ttZ(a)—i.41(12 cos”(“K “)_cosﬂ_(uKia_)s
L L o2 ) g, 2l ¢ (1)
T2i—¢ cos — — cos — —

ou bien

1 2 . wa .
H(ll,a)_——'uZ(a)—T"i—_—q?Sln-ITSIH-I—{-

1 2¢® 0 2ma . 2mu
2 1—¢ " K K
c. Au lieu de I'équation (153) on peut écrire plus simplement :

II (4, @) = uZ (a)+ f (u+a) — f (u— a), (15%)

;;;;;
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ot la fonction f (w) a, comme on le voit facilement, la valeur

1 q w 1 ¢ 21w
f(%)_d'd_——?cosl( 2~i_q‘cos K
Si I'on développe chaque terme au moyen de la formule

qﬂ
4 — q'ln

[N

=qn+q3n+q5n+q7n+....,

on obtient, en ordonnant autrement les termes des séries,

cosﬁw—i—1 20092nw+‘l 3 cos 5nw+
119K T ¥y 51 K

1 mw A 2w 1 STw
1

q3cosf+ §q“cos T+ 5q9cos_K— e enee

ou bien, d’aprés une formule connue,

f(w)=—%1- %(4—2qcos EK@’_‘_ q‘2> <1.. ngcos%’_'__q(;)

<l — 2¢° cos E}? + q“’)- ‘

En vertu des développements donnés au chapitre VIII, on a, en posant
pour abréger,
1

P === =g

la formule
f (w) 1 L. ;P (1 — 2q cos ™. 2¢* cos 2w _ 2¢° cos 57w .,.....)),
2 K K K 5
ou plus simplement
f(w):—-%l. {P.ow)]
L’équation (154) se change alors en la suivante :

1 > —
IT (v, ) =uZ (@) + 5 1. gz_((zT(:‘_))g (155)

;;;;;
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de laquelle il résulte que la fonction IT peut étre ramenée aux deux
fonctions © et Z.

d. La formule précédente ne subsiste, d’aprés sa formation, que pour
des valeurs réelles de u et de a; il est nécessaire d’examiner si cette
relation peut encore exister pour des valeurs complexes de u et de a. A cet
cffet, nous rappelons les formules exposées ci-dessus (p. 195).

9 (x) & (y) =95 (20, 2 +Y) 55 (20, — y) — 32 (20, T+y) -2 (20, £ —Y),
F1(x) S1(y) = 3 (20, B+Y)- &2 (20, T —y) — %2 (2p, @+Y) - %5 (2p, & — Y);
en posant, pour abréger,
95 (2p, x4+Y) =85, 35 (2p, ¥ —Y) =15,
92 (20, x+Y) =82, I2(20, x—Yy)=1l,
on a immédiatement
g (iL‘) ) (y) = 8§3l5 — Salo,
S ("E) J1 (y) = §5la — Sals.

Si I'on fait dans la premiére y =0, et si 'on met, & la place de x,
d’abord x + 1y, et cnsuite x— y, on obticnt les deux relations suivantes :
F(0) 3 (x +y) = 552 —s2?,

F (0) N (l‘—-’ y) = tlg— tg?.
En vertu de I’équation identique
(S5ts — Sats)* — (Ssta— Sals)? == (85 — 8o?) (t:* — 12%),
il vient :

[F@S@P—[ @ @P=[OF(@+y) (=—1y),

. (i ™
ou bien, en posant x = g’ Y=o’
[0 (u)© (V)] — [H («) H (v)]*=[0 (0)]* © (u+v)0 (¥ —v).
Si 'on divise les deux membres de cette équation par [© (u) © (v)]%, et
si I'on a égard a I'équation
H (w)

(w) |//c sin am w,

on obtient :
e (0)e(u+v)ew—uv)
[o (v) o (v)]?

4 — k?sin? am w sin am v =

Ui

;;;;;
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Prenons les logarithmes des deux membres, et différentions par rapport

4 v, nous aurons :

k? sin am usin amv cosamv Aamv  ©'(v) o' (u—v) 16 (u+v)

1 — k*sin? amwu sin? am v o) 2 o (u—uv) T2 O(u+v)

Enfin, si nous faisons v = a, si nous multiplions par du, ct si nous
intégrons entre les limites u =0 ¢t w = u, le premicr membre devient
II (4, a), ct ’on a, en général,

(u) (u—a))
(U, a)=1u “+ —I 156
L (4, @) o 2 ®(u+a)5 (156)

Cette formule nous conduit a deux remarques importantes.

1° En la comparant avee (153), on conclut d’un cdté que pour toute
valeur réclle de a, on doit avoir

0’ (a
2@=21.
© (a)
Pour généraliser, nous définirons pour toute valcur complexe de w, la
fonction Z (w) par I'équation

o' (1)

Z(w)=——; 157

( ) (W) > ( )

par suite, Z (w) est unc fonction monodrome bicn déterminée. Si I'on
divise (156) par a, si I'on fait converger a vers zéro, ct si Pon pose :

im &9 ;.
a0 (a)

on trouve facilement

U ,

k2 sin am w du = Ju — > (u);

0 © (u)

par conséquent
Su (1 — k¥ sinfamw)du=(1—2)u + o (w) (158)
0 © (u)

Or, dans cette équation, qui subsiste pour toute valeur complexe de u,
le premier membre est E (am u), que I'on peut écrire, en abrégé, E (u).
Dans le second membre, le factcur 1 — A se détermine pour une valeur
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particuliére et réelle de w, en ayant égard aux équations (157) et (130).

On trouve ainsi 1 — 2= %; et alors, de (158) on tire

E(u)= £ u + Z (u). (159)

Done, la formule (150) s'applique aux variables complexes comme aux
valeurs réelles de u.

2° De (156) on déduit la formule suivante :
o (u— a) g (160)

1
II (v, a) =uZ (a) + = 1. 3®(u+a)

2
laquelle est la généralisation de (155).
Les trois équations (157), (159) et (160), jointes aux formules (103),
conduisent & cc théoréme important que : Toutes les fonctions elliptiques
peuvent étre exprimées au moyen de la transcendante © de Jacobi.
On peut, comme conséquences, en déduire de nouveau deux théoremes
déja connus. La formule (160) nous donne, & cause de © (— w) = 0 (w),

I1 (u, ) — 11 (a, u) = uZ (a) — aZ (u),
ou, c¢n exprimant d'aprés (159) la fonction Z au moyen de E :
IT (u, a) — II (@, u) =uE (a) — aE (u).

Cest le théoréme déja mentionné précédemment (page 64) sur le
changement d’amplitude et de parameétre.
On a, en outre, en vertu de (159) et (157),

] e Pl (_),(w)g E 1. (e(u+a))
3 Su—aE(w)dwzégu_a quT o(w) (Iw:l—( au -+ él'((-)(u—a)f

D’un autre ¢oté, de (159) et (160) on tire :

2

uE (a) _n(u,a)__-f{_:a,,_,,%l_ gg_((:f;_z_;}

puisque les seconds membres de ces deux derniéres équations sont les
mémes, on en conclut

u+a
uE (a) — = S E (w) dw =11 (u, a),
u—a

formule identique & (79) de la page 65.

;;;;;
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e. Des propriétés connues de © (w), on déduit sans difficulté les pro-
priétés correspondantes de Z (w) et IT (w, a).
Si 'on prend les logarithmes des deux membres de 'équation (130)

X =
0 (iv) = \/I? e[ (v+K’, &),

ou de I'équation identique & la précédente [en vertu de (103)]

0 ()= K 0 (v, k') cos am (v, k'),

et que 'on différentie, en ayant égard 4 (157), on trouve

iZ () =Z (v, k') + — tgam(u, &) A am (u, k'), (161)

v
2KK’

Cette équation raméne la fonction Z d'un argument imaginaire & la
fonction Z & argument réel.

En partant de la formule
7o

K 5
0 (K+iv)= \/lc—l_( e Mo (v, k')A am (v, ¥),

résultant de la combinaison de (130) et (103), on obtient de la méme
maniére :

. L . v k'* sin am (u, k') cos am (u, k')
iZ (K+w)=1Z v, )+ T G A am (i, F) - (162)
De méme de la formule
. T iTTu
o(u+ 1K) = %léée ** @ (u) sinam u,
q
on déduit la suivante :
Z(u+1K')=1Z (u) — ;—lﬂ; ~+ cotg am » A am w, (163)
a laquelle on peut encore joindre la formule
Z(u+2K) =7 () —i ;i( (164)
correspondant  la relation
iTu

o (u +2£K’)=—(} e X o).

;;;;;
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Si, dans (160), on met 4 la place de a, successivement ¢b, K + b,
a+1K’, et si I'on a égard aux formules (161), (162) et (163), on arrive
aux résultats suivants :

VL () = u | Z (b, K) + S — tg am (b, F)dam (b, ¥)]

mb
2KK’
1 O (u—1b)
2 le(ua1b))

nb k’?sin am (b, k') cos am (b, k’)g
2KK’ Aam (b, k')

(165)

H(u,K+zb)_uzZ (b, k) +

T (v — K —1b)
Z —— 166
T3 g (u4-1&+1b)2 (166)
Mu,a+iK)y=ulZ(a )—iW—t—cotgamaAama
1 ®(u —a—1K’)
L) 167
+2] j@(u+a+il{’)§ (167)

On trouve des formules analogues lorsque I'on remplace dans (160)
w par v, ou par K +dv, ou par u -+ ¢K’. Mais, comme il cst toujours
possible de changer I'un dans I'autre, Pamplitude ct le paramétre, il n’est
pas besoin de nouvelles formules pour ces cas.

f- Finalement nous allons montrer comment l'intégrale de troisiéme
espéce de Legendre

¢ dy dg 7 sintody
SO (1+hsin?g)Ap™ S Ag —h SO (1 + h sin® @) Ay’ (168)

peut étre ramenée & la fonction IT pour une valeur quelconque de k, ct
comment e¢lle peut étre calculée numériquement. Soit, dans lous les cas,

k

?d
SO Z;; =u, dou ¢=amu; (169)
c¢n outre
h= — k?sin? am c;
il viendra :
V—h
|/ k
sin amc_-—h c = S ' —dz—__ . (170)
o V(=2 (1— k=)

;;;;;
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»

L’équation (168) devient alors, en général,

? do tgamc
SO(I -%hsin‘%p)dfpzuq- Aamg (1 ©)- (a71)

Pour donner & cette derni¢re une forme plus usuelle, nous devons
distinguer quatre cas pour b réel, c’est-a-dire
2
—k* <h <O, )
—1 <h<—Ek, | hnégatif,
—o h<—1,
0 <h<l+ o, h positif.
Dans le premier cas, la limite supérieure de Iintégrale (170) est réclle
et < 1; par suite, ¢ est un nombre récl que nous appellerons a. On a
alors immédiatement les formules suivantes :

V—h
— k< h <o, a—.—.—g k __ﬂ_,
0 YU—a)(i—ke) (72
) BAMO
Iy (¢) == u -+~ T (u, 4).

" . . . —h
Dans le deuxiéme cas, la limite supérieure de lintégrale — ot

. 1 - sy -
comprise entre 1 ct A ct alors I'intégrale indiquée pour ¢ (170), s'obtient

e
comme l'intégrale (55) de la page 110. On obtient pour ¢ unc expression
de la forme K —¢b = 2K — (K +¢b); si I'on introduit cette condition
dans (171), et si 'on a égard & ce que, en vertu de la signification primi-
tive de II, on a
I (u, 2K — ) = — 11 (u, ¥),

on arrive aux formules suivantes :

1y /, &
SPV *E &
0 V (1—a?)(1—k"a?) (175)
Aam (b, k')
k?sin am (b, k') cos am (b, k')

gy

—1<hl—F, b=

I, (¢) = u + 11 (u, K-+ ¢b).




— oy —

fon L " —n . 1
Dans le troisiéme cas, la limite supéricure est comprise entre i

ct + oo, et alors Iintégrale indiquée pour ¢ (170) sc transforme comme
Pintégrale (55) de la page 111, On trouve ainsi pour ¢ une expression de
la forme 2K — a — ¢K’. D’aprés ces remarques, il vient :

1 \
—o L h<l—1, a= g‘/_h d >
<0 V (1—x?) (1— k2a?) (174)
I, (3) = u + gama H (v, @ +1K’).

A am

k
I'intégrale (170) comme on I'a fait précédemment (page 109) pour l'inté-
grale (51). On trouve ainsi pour ¢ une expression de la forme ¢b, et 'on a,

h
g h+k dx

Dans le dernier cas, est imaginaire, et alors on doit traiter

en général,

OLh<L+w, b= p————
70 V (1—a?) (1—K*a?) (175)
i b, K’ b, k') . .
O, (¢) =u + anam (A am)(i;oslj)m LY 1T (u, ¢b).

Les formules (170) ct (171) subsistent aussi pour h imaginaire; seule-
ment, on a besoin d’une recherche particuliére pour déterminer la quan-

|/__h.
k

tité ¢ de I'équation

sin am ¢ =

Soient maintenant
h=m+in, c¢=a~+1b, (176)
m et n désignant des quantités données, a et b dés quantités inconnues.
L’équation ci-dessus ecst alors identique &

‘/-— m - i)l

sin am (@ + tb) =

ct il s’en suit :
Vi +min
vy ~ .,

T Aam(a+ib)=|/'l+m+in.

cos am (a + ib) =
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Les seconds membres de ces trois équations sont composés de quantités
connues, ct peuvent étre mis sous la forme re®®. Si nous posons d’aprés
cela :

)/ — m—in=r (cos 0 + i sin 0),

V k2 4+ m +in = r, (cos 0; + i sin 0,), (177)

V 1+ m~+in =rs (cos Os + ¢ sin 0o), /

nous pouvens considérer, dans ce qui suit, 7, 7, 72, 0, 01, 02, comme des
quantités réclles connues, et nous avons les trois équations

. . r(cosB+7sinf

sin am (a 4- tb) = -(——k—)a

. 7 (cos 01 +17sin 0
cos am (a + b)) = al ‘/c ')a

A am (@ + tb) = r¢ (cos 02+ sin ),

auxquelles correspondent les suivantes :
. . 7 (cos —7sin 6
sin am (@ — b) = ——(———k————)a

cos am (a — 7b) = 74(cos eik— ¢sin O,)7

A am (@ — tb) = s (cos 02 — ¢ sin ).

Si’on applique actuellement les formules connues (41) de la page 122
pour sinam(u-v) et sin am (¥ — v) au cas ¥ =a + tb, v=1a — b, on
obticnt, au moyen des valeurs indiquées de sin am (a + 1b), ete.,
21’7’17'2
!
2rryrs
m sin (9 — 61 _ 92).

De méme, les formules (42) relatives & cos am (u + v) ct cos am (z—v)

nous donnent :

cos (6 — 0, — 0s),

sin am (2a) =

sin am (2¢b) =+.

72— (rre)?
e —pt
24 (rrs)?

cos am (2¢b) = N Empd

cos am (2a) =

rla orta 2 UPMC - Cote 916 96




— 9217 —

Draprés cela,

2 rrare

tg am (2) = Py PR cos (0 — 0, —0,),

2rr 1o

tgam (20h) =<¢- 5 sin (0 — 6, —0:).

%+ (rry)

Pour simplifier ecs formules, nous introduirons un angle auxiliaire 7,
défini par I’équation

R
gy=’ (178)
ry
nous aurons alors
2rrars 2rrirs

=1g 2y, 7 =sin 2y.

r[l——- (rr-_))2 T(Q -+ (7']‘2)

Si P'on substitue ces valeurs dans les équations précédentes, et si 'on a
égard & la relation
tg am (2¢b) = ¢-sin am (20, &),
on obtient les deux formules
tg am (2a) = tg 2y cos (9 — 6; — 6.), (179)
sin am (20, k') == sin 2¢-sin (6 — 6, — 6s), (180)

lesquelles serviront & déterminer a et b, et par conséquent ¢ = a -+ ib(1).
Remarques du traducteur. — La formule (149) donne pour u =K,

Z (K)=0;
K
pour u = 3’ elle donne :
K 9 q (]5 (13 2 9 n=w qz,._4
— —_— — — — e e o — —— —1”___—-
Z<2> K({l—¢ 1—¢° * 1—q" ) K ,.Ex ( ) 1—q*?

(1) Jacobia montré le premier (Fundamenta nova theor. funct. ellipt., § 47 2 60) que
les intégrales elliptiques de la deuxiéme et de la troisicme espéce se raménent aux fonc-
tions ©, Il prend pour point de départ (comme & la page 203) le développement de
sin? am v, auquel il arrive par une voic pénible, en élevant au carré le développement
de sinam u. Le procédé que nous avons donné pour déterminer « et b, et qui renferme
ce théoréme que tout nombre complexe pout se ramener & la forme sin am (¢ ~+ib), est da
a Ricuevor. Journ. de Crelle, t. 43, p. 225,
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En vemplacant la somme 2 par sa valeur trouvée ci-dessus (p

il vient :
K 11—k
z <§> T T 9

En faisant ¥ =0 dans la formule (163), on obtient
Z(K)=w,

et la formule (164) donne, pour v =20,

Z (20K') = — %‘
De la formule (157)
o' (w)
Z ('LU) = @—(u::) s

on tire, en multipliant par dw et intégrant,

@(w) —0 (O) GJO Z(w)dw.

Enfin, la formule (p. 211)
II (u, a) — 11 (a, u) = uZ (a) — aZ (u),
nous donne, pour v =K, en observant que
IM(e, K)=0, Z(K)=0,
(K, a) =K.Z(a).

;;;;;

. 170),



NOTE.

Démonstration de la formule (115).
SiI'on pose
2 0
A= - S f (¢) cos nt d¢,
= .
0
on obtient, dans I’hypotheése de 0 < & < 2, I’équation

1
3 Ay+ Ay cosz+ Ay cos 2z 4+ =F () +f (2r — 2) +f 2+ )
+f (4 —a) + f (4dn 4 2) 4 -
Dans le cas particulier oit
f(x) =ea%?
ona

o o] n,\2
1 Y
A= —Q-S e—a22cos nt di = — e (ﬂa-} .
T™Jo aV'n
Il vient alors :

1,2 2\2 3.2
!t () - (gl = (&) cos5w o]
=) +e W/ coszde Wl cos 204-c \2 coso:c—i—n--s
al/7r
— a2 4 et 2m—r,2 +e—a2 (27 +)2 4 o~ A% UUm—a2 + p—at Umtz2 TN
Si I’on fait ensuite
|
o= —) X == 21,
2V «
on trouve
22 (z—m)2 (z—-2m2 _ (s—3m)?
e e % e L LT
(z4m)* (z+2m)? _ (z43m)°
+e & 4e “ e R SRR
24
= \/ = l‘l 4+ 26=% c0s 2z 4 2¢74% €05 4z + o1 i3
b
ou bien

2
oo (z+nm) ~ Fo
T & %y 2
S e = - e cos 2nz-
T

—®
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