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PRÉFACE DU TRADUCTEUR. 

O n sait q u e les théories o r d i n a i r e s d u calcul intégral s o n t e n 

g é n é r a l i m p u i s s a n t e s , l o r s q u e l'expression à intégrer r e n f e r m e u n 

radical s o u s l e q u e l se t r o u v e u n p o l y n ô m e d ' u n d e g r é s u p é r i e u r a u 

s e c o n d . O n n e p e u t , d a n s la p l u p a r t d e s cas, r a m e n e r ces intégrales 

à u n e f o r m e n o r m a l e c o n n u e . 

L e g e n d r e , le p r e m i e r , a traité d e s e x p r e s s i o n s d e cette e s p è c e , 

p o u r d e s irrationnelles r e n f e r m a n t d e s racines c a r r é e s d e p o l y n ô m e s 

d u t r o i s i è m e et d u q u a t r i è m e d e g r é . Il les réduisit à trois f o r m e s 

s i m p l e s , a u x q u e l l e s il d o n n a le n o m d e fonctions elliptiques : il a 

f o r m é d e s tables p o u r le calcul n u m é r i q u e d e ces f o n c t i o n s . P l u s 

tard, s e u l e m e n t , g r â c e a u x t r a v a u x r e m a r q u a b l e s d ' A b e l et d e J a c o b i , 

et s u r t o u t d e leurs s u c c e s s e u r s , o n r e c o n n u t q u e L e g e n d r e avait 

pris la q u e s t i o n à u n point d e v u e t r è s - d é s a v a n t a g e u x . A b e l m o n t r a 

Futilité d e la c o n s i d é r a t i o n d e s f o n c t i o n s i n v e r s e s d e s intégrales d e 

L e g e n d r e . Il fit voir la possibilité d'établir u n e théorie d e ces f o n c 

tions i n v e r s e s a n a l o g u e à celle d e s f o n c t i o n s t r i g o n o m é t r i q u e s . C'est 

à ces n o u v e l l e s f o n c t i o n s qu'il a d o n n é , et q u e l'on d o n n e e n c o r e 



a u j o u r d ' h u i , le n o m d e fonctions elliptiques. Q u a n t a u x f o n c t i o n s 

d e L e g e n d r e , o n les d é s i g n e m a i n t e n a n t s o u s la d é n o m i n a t i o n d'inté

grales elliptiques. L e p o i n t d e d é p a r t d u g é o m è t r e s u é d o i s est la 

d o u b l e périodicité d e s f o n c t i o n s elliptiques, p r o p r i é t é q u e L e g e n d r e 

n'avait p u d é c o u v r i r d a n s ses intégrales. L a voie toute n o u v e l l e , 

o u v e r t e p a r A b e l , fut suivie p a r la p l u p a r t d e ses s u c c e s s e u r s . O n 

a b a n d o n n a c o m p l è t e m e n t le terrain e x p l o r é p a r L e g e n d r e . D e n o m 

b r e u x t r a v a u x d û s p a r t i c u l i è r e m e n t à M . H e r m i t e et a u x g é o m è t r e s 

a l l e m a n d s , d o n n è r e n t à la théorie u n d é v e l o p p e m e n t c o n s i d é r a b l e : 

elle est d e v e n u e u n e d e s parties les p l u s i m p o r t a n t e s d e l'analyse. 

S e s applications à la m é c a n i q u e , à la p h y s i q u e m a t h é m a t i q u e , à la 

théorie d e s n o m b r e s s o n t si n o m b r e u s e s qu'il est nécessaire d e la 

r e n d r e classique. 

C e p e n d a n t , la théorie d e s f o n c t i o n s elliptiques est p e u r é p a n d u e : 

q u e l q u e s g é o m è t r e s s e u l e m e n t s'en o c c u p e n t a v e c a r d e u r . À q u o i 

attribuer cet a b a n d o n d ' u n e partie d e s m a t h é m a t i q u e s , si f é c o n d e 

e n résultats r e m a r q u a b l e s , s i n o n a u p e u d e soin q u e l'on a t t a c h e à 

s o n e n s e i g n e m e n t . 11 est regrettable q u e M . Liouville, q u i a traité 

p l u s i e u r s fois c e sujet a u collège d e F r a n c e , n'ait p a s p u b l i é ses 

belles l e ç o n s . Il est é t o n n a n t q u ' a u c u n g é o m è t r e français n'ait fait 

p o u r la n o u v e l l e théorie le travail q u e L e g e n d r e avait e x é c u t é p o u r 

les intégrales elliptiques. L a Théorie des fonctions doublement pério

diques d e M M . Briot et B o u q u e t , d a n s laquelle o n r e c o n n a î t les 

l e ç o n s d e M . Liouville, est le seul o u v r a g e p u b l i é e n F r a n c e s u r 

cet objet. E n A l l e m a g n e , a u contraire, p l u s i e u r s a u t e u r s o n t p u b l i é 

d e s traités s u r cette m a t i è r e . Il n o u s suffira d e citer les n o m s d e 

M M . D u r è g e , S c h e l l b a c h et S c h l o e m i l c h . C e s o u v r a g e s o n t e u u n 

s u c c è s c o m p l e t . N o u s a v o n s p e n s é q u e la t r a d u c t i o n d e l'un d'entre 

e u x p o u r r a i t r e n d r e q u e l q u e service p o u r l'étude d e cette s c i e n c e . 

N o u s a v o n s p r é f é r é le traité d e M . S c h l o e m i l c h , p a r c e q u e l'on 

y t r o u v e les d e u x théories b i e n s é p a r é e s : d a n s la p r e m i è r e partie,, 



l'ancienne théorie d e L c g e n d r e ( d e s intégrales elliptiques), et d a n s 

la s e c o n d e partie la théorie d e s f o n c t i o n s elliptiques. D ' u n a u t r e 

côté, ce travail se d i s t i n g u e p a r la clarté d'exposition q u i caractérise 

le s a v a n t p r o f e s s e u r d e D r e s d e ; il r e n f e r m e les n o t i o n s nécessaires 

p o u r la lecture d e t o u s les o u v r a g e s o r i g i n a u x , et d e s n o m b r e u x 

m é m o i r e s insérés d a n s les j o u r n a u x scientifiques. 

A f i n q u e le lecteur n e soit p a s r e b u t é p a r q u e l q u e s e x p r e s s i o n s 

e m p l o y é e s d a n s c e travail, n o u s a v o n s c r u utile d e faire p r é c é d e r 

n o t r e t r a d u c t i o n d ' u n c h a p i t r e p r é l i m i n a i r e , o ù n o u s a v o n s e x p o s é 

le p l u s s i m p l e m e n t possible la théorie d e s f o n c t i o n s d ' u n e variable 

i m a g i n a i r e , et d e s intégrales prises e n t r e d e s limites i m a g i n a i r e s . 

N o u s a v o n s introduit, à la fin d e p l u s i e u r s chapitres, q u e l q u e s n o t e s 

q u i n o u s o n t p a r u utiles : ces r e m a r q u e s se r a p p o r t e n t à diverses 

propriétés d e s séries et d e s n o m b r e s . E n f i n , n o u s a v o n s rétabli à la 

fin d u c h a p i t r e II d e la s e c o n d e partie u n e d é m o n s t r a t i o n q u e 

M . S c h l o e m i l c h avait o m i s e . 

N o u s n e p o u v o n s t e r m i n e r cette p r é f a c e s a n s e x p r i m e r n o s p l u s 

vifs r e m e r c i m e n t s à M . S c h l o e m i l c h , q u i a e u l ' e x t r ê m e o b l i g e a n c e 

d e revoir a v e c le p l u s g r a n d soin les é p r e u v e s d e n o t r e t r a d u c t i o n . 

J. G . 
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INTRODUCTION. 

I. Propriétés des fonctions d'une variable imaginaire. 

1. O n appelle fonction une quantité dépendant d'une autre quantité 

appelée variable. O n dit que la fonction est continue, lorsqu'elle varie 

d'une manière continue, en m ê m e temps que la variable change aussi 

d'une manière continue, au moins dans un ou plusieurs intervalles. 

La nature, réelle ou imaginaire, de la fonction dépend des opérations 

faites sur la variable pour obtenir la fonction, que cette variable soit 

réelle ou imaginaire. La variable étant réelle, la fonction peut être ima

ginaire. 

Réciproquement, lorsque la variable est imaginaire, par exemple 

z = x -h y [/— 1, la fonction f (z) peut être réelle ou imaginaire. Elle 

répond à certaines opérations faites sur z ou sur x y {/— 4. 

O n admet, en général, que toute fonction f (z) ou f (x + y ] / — 1) est 

de la forme M + Ï \/— 1, 

La fonction f (z) dépend de x et de y en m ê m e temps, et non de x ou 

de y isolément. 

U n e variable réelle peut, c o m m e on sait, être représentée par u n point 

se m o u v a n t sur u n e droite fixe, l'axe des abscisses, par exemple. Chaque 

valeur réelle de la variable est représentée par la distance du point 

mobile à un point fixe, l'origine. O n peut, de la m ê m e manière, donner 

u n e représentation géométrique d'une variable complexe. 



PROPRIÉTÉ. — A toute quantité imaginaire 

correspond u n point M d'un plan, dont l'abscisse et l'ordonnée par rap

port à deux axes rectangulaires sont x, ?/, et réciproquement. O n peut 

dire que l'imaginaire z = x-hy y— 1, est représentée géométriquement 

par le point M , ou encore par la ligne brisée O P M (fig. I). 

Remarque I. — D'après cela, u n point de l'axe des abscisses est repré

senté par chaque valeur réelle de z, pour laquelle, y = 0. 

Chaque valeur imaginaire de z, de la forme y [/ — 1 désigne u n point 

de Taxe des ordonnées. 

Remarque II. — La quantité complexe z = x + y |/ — \ pouvant être 

mise sous la forme : 

on en conclut que le m o d u l e p représente la distance d u point mobile 

à l'origine, et l'angle © l'inclinaison du rayon vecteur p sur Taxe des 

abscisses. O n peut donc dire qu'une quantité complexe représente une 

droite en grandeur et en direction. E n d'autres termes, elle représente le 

rayon vecteur m e n é de l'origine au point considéré, ou u n e droite égale 

à ce rayon et qui lui est parallèle. 

3 . Lorsque l'on fera varier x, y, d'une manière continue, le point M , 

que nous appellerons indifféremment le point z, ou le point x + y y— 1, 

décrira d'une manière continue u n e certaine courbe déterminée par la 

loi suivant laquelle on fera varier x et y. 

Si l'on veut passer d'une manière continue d u point A (x 0 H- y0 [/— 1) 

à u n point B (X -4- Y [/ — 4), le chemin suivi par le point mobile M sera 

complètement arbitraire : la seule condition à laquelle ce chemin sera 

soumis, c'est que la courbe A M B soit continue. 

U n e variable réelle ne peut parvenir d'une valeur à une autre que par 

u n seul chemin, c'est-à-dire par la partie de l'axe des abscisses comprise 

entre les deux points correspondants. U n e variable imaginaire, au con

traire, peut passer d'une valeur à u n e autre par u n e infinité de chemins 

différents. 

4. Cela posé, soit la fonction 



Nous pouvons considérer u, v, c o m m e les coordonnées d'un point P 

mobile sur u n plan (fig. 2), et rapporté à deux axes rectangulaires O U 

et O V . N o u s l'appellerons le point w, ou le point u v \/— 4. 

Il est évident qu'à u n point M (x -f- y y— 1) choisi arbitrairement, 

correspond u n point P (u -*-v[/— 4) déterminé. Pour u n chemin donné 

A M B d u point mobile M , on aura u n chemin déterminé aP6 d u point P. 

Par suite, à chaque chemin choisi arbitrairement d u point M , correspond 

u n e courbe déterminée sur Je plan U V . 

Si la courbe A M B est continue, la courbe aVb sera aussi continue, 

pourvu que u, v, soient des fonctions continues de x, y. N o u s dirons 

alors que la fonction f (z) est u n e fonction continue de la variable i m a 

ginaire z = x -h y [/ 1. 

5. Il existe deux espèces de fonctions de variables imaginaires : 

4° Les fonctions qui ne prennent qu'une seule valeur pour chaque 

valeur de la variable. Telles sont, par exemple, les fonctions algébriques 

rationnelles, les fonctions exponentielles et les fonctions trigonométri-

ques. Ces fonctions sont appelées monodromes : cette dénomination est 

due à Cauchy. M . Liouville les appelle fonctions bien déterminées : ce 

n o m a été adopté par M . Bertrand (Traité de calcul différentiel, I, 573). 

U n e fonction f (z) peut n'être bien déterminée que dans u n e certaine 

étendue des valeurs de la variable. Elle peut m ê m e devenir infinie, mais 

I 
alors son inverse — — doit être bien déterminée à partir de la valeur zéro. 

t(z) 

2° Les fonctions qui, pour chaque valeur de la variable, prennent 

deux ou plusieurs valeurs distinctes. O n les appelle fonctions ambiguës o u 

fonctions à plusieurs acceptions. M M . Liouville et Bertrand les appellent 

fonctions mal déterminées ou mal définies. 

Telles sont, par exemple, les fonctions irrationnelles, les fonctions 

logarithmiques : ainsi, \/z — a a deux acceptions, y z en a trois, log z 

admet, pour chaque valeur de z, u n e infinité de valeurs distinctes. 

Les fonctions m o n o d r o m e s ont reçu de M . Hermite le n o m de fonctions 

uniformes : il donne aux fonctions ambiguës le n o m de fonctions non 

uniformes. 

6, N o u s ferons u n e remarque très-importante pour les fonctions ambi

guës, ou à plusieurs acceptions. Elle consiste en ce qu'il existe des valeurs 



particulières des variables pour lesquelles deux ou plusieurs valeurs de 

la fonction deviennent égales. 

Ainsi, j/z, en général, a deux valeurs différentes : cependant, pour 

z = 0, ces deux valeurs deviennent égales entre elles, et sont nulles. 

Soit, par exemple, u n e fonction continue de la variable z = x iy ; 

soient u -+* iv, U -+- iY, les deux valeurs différentes que prend cette fonc

tion pour chaque valeur de z, et supposons que, pour z = a = a ¿¡3, 

ces deux valeurs se réduisent à u n e seule y -+- id. Il est évident que 

chaque point M (x -H iy) donne deux points P, Q , dont les coordonnées 

sont u, v, pour P, et U , V , pour Q ; par conséquent, tandis que M décrit 

la courbe A B , les points P et Q décrivent les deux courbes ab et a'6' 

(fig. 3 ) . 
Cela admis, si la courbe A B ne passe pas par le point C, dont les coor

données sont a, ¡3, on n'aura jamais en m ê m e temps x = a, y = (3, 

c'est-à-dire jamais z — a. O n n'aura donc jamais u = U = a, v = V = ¡3 ; 

par conséquent, les courbes ab et a'6' n'auront pas de point c o m m u n . 

A u contraire, si le chemin A B passe par le point C les conditions précé

dentes seront satisfaites, et les deux courbes ab, a'6' auront u n point 

c o m m u n D . 

L e point C porte le n o m de point de ramification, ou point d'embran

chement. 

THÉORÈME. — Les courbes ab, a'6' ont un point c o m m u n ou n'en ont 

pas, suivant que le chemin de z passe ou non par un point de ramification. 

7. Supposons maintenant que le point mobile z = x-\-iy puisse aller 

d'un point initial z 0 = x 0 -+- iy0 à u n point z 4 = x 4 -4- iyi par différents 

chemins. V o y o n s ce qui résultera pour u n e fonction continue et m o n o -

d r o m e f (z) d'un changement de chemin pour z entre ces deux points 

extrêmes. Soient 

f (z 0) = Uo Wo, f (Zj) = Ui -h Wi, 

les deux valeurs extrêmes de f (z). Tandis que M va du point A en B par 

le chemin A M B , P va de a en 6 par le chemin aP6. Si M va de A en B par 

u n autre chemin A M ' B , alors P parcourt une autre courbe, et, partant 

de a, il aboutira encore en 6 (fig. 1 et 2) : sans cela, à la m ê m e valeur 

z l = x i -+-iyi, correspondraient deux valeurs différentes de f (z), ce qui 

est impossible, puisque f {z) est m o n o d r o m e . 

THÉORÈME. — Pour toute fonction monodrome, la valeur finale f(zi) 



est indépendante du chemin par lequel z va de la valeur initiale z 0 à la 

valeur finale Zi. 

8. PROPRIÉTÉ. — Si le chemin parcouru par z est u n e courbe fermée, 

alors la valeur finale de z, et, par conséquent, aussi celle de f (z) est la 

m ê m e que la valeur initiale. Par suite, la courbe décrite par f (z) est 

aussi fermée. 

9. Si la fonction considérée n'est pas m o n o d r o m e , les raisonnements 

précédents ne sont plus applicables. 

Considérons, par exemple, une fonction ambiguë, admettant deux 

acceptions. O n doit alors distinguer deux cas : 

1° O u bien le point z décrit u n e courbe qui ne passe pas par u n point 

de ramification. 

2° O u bien le chemin parcouru par le point z passe par u n tel point. 

10. 1 e r CAS.—Soit A M B le chemin décrit par le point z sur le plan xy : 

à ce chemin correspondent, par exemple, deux courbes ab, a'b' qui n'ont 

aucun point c o m m u n . Si le chemin A M B change infiniment peu, à cause 

de la continuité les courbes ab, a'b' changent aussi infiniment peu (fig. 4 ) . 

Mais les deux nouvelles courbes se trouvent, c o m m e les deux premières, 

à des distances finies l'une de l'autre. Par conséquent, il est impossible 

par u n changement infiniment petit de changer les deux courbes l'une 

dans l'autre. E n répétant plusieurs fois cette opération, c'est-à-dire si l'on 

fait subir u n changement continu à la courbe A B , de telle sorte qu'aucune 

des courbes A B ne passe par un point de ramification, on peut appliquer 

à chaque courbe ab, a'6', ce que nous avons dit pour les fonctions m o n o 

dromes. 

THÉORÈME. — S i le point M. parcourt une courbe fermée, ne renfermant 

aucun point de ramification dans son intérieur, chacun des points a, a\ 

parcourt de m ê m e une courbe fermée. 

11. 2 e C A S . — Supposons maintenant que l'une des courbes A B , décrites 

par le point M , passe par u n point de ramification C, et soit D le point 

correspondant sur le plan U V (fig. 5). 

Tandis que M va de A en C, le point P va de a en P ; à partir de C, 

lorsque M va de C en B, la fonction a deux acceptions : par suite, rien ne 

nous oblige à faire correspondre la courbe D 6 à C B . 

N o u s pouvons parfaitement faire décrire au point P le chemin D6', 

et ensuite, tandis que M reviendra au point A par u n autre chemin, faire 



décrire à P le chemin 6 V , et revenir en a' avec une valeur de la fonction 

différente de celle qu'elle avait en a. Le point P aura alors décrit le chemin 

D a & V , pendant que le point M décrit le chemin A C B A . 

THÉORÈME. Si le point M parcourt une courbe fermée, renfermant un 

point de ramification, il n'en résulte pas que les points P et P' décrivent 

des courbes fermées. E n d'autres termes, il ne résulte pas de là que la 

fonction reprenne sa valeur initiale lorsque le point M revient à son point 

de départ. 

Remarque. — Les raisonnements précédents subsistent évidemment 

aussi pour les fonctions qui ont plusieurs points de ramification et plu

sieurs acceptions. 

12. Lorsque z est une variable réelle, la fonction 

est m o n o d r o m e ; sa dérivée est aussi u n e fonction m o n o d r o m e , quel 

que soit l'accroissement dz de la variable. 

Proposons-nous de rechercher s'il en sera de m ê m e , lorsque z est u n e 

variable imaginaire; observons d'abord que, dans ce cas, x, y sont deux 

variables indépendantes dont les accroissements dx et dy sont complète

m e n t indépendants. Pour que u -+- iv soit considérée c o m m e une fonction 

de iy, il ne suffît pas que cette expression soit déterminée q u a n d on 

se donne x, y; il faut encore qu'elle ait une dérivée déterminée, et que 

le rapport de son accroissement infiniment petit à l'accroissement corres

pondant dx idy soit indépendant de ~ • E n d'autres termes, ce rapport 

ax 

doit être indépendant de la direction suivant laquelle le point z se 

déplace dans le plan xy. 

Si nous donnons à x, y, des accroissements dx et dy, tels que 

dz — d x + idy, nous aurons : 

O n tire de là : 



O n tire de là : 

cette équation se décompose en deux autres : 

Ces deux équations expriment la condition nécessaire et suffisante pour 

que la dérivée soit indépendante de la grandeur et de la direction d u 

déplacement du point z : en d'autres termes, lorsqu'elles sont vérifiées, 

la fonction a une dérivée unique en chaque point. 

Lorsque cette condition est satisfaite, Cauchy donne à la fonction le 

n o m de fonction monogène. 

Remarque. -— M . Schlocmilch donne une autre démonstration de ces 

relations [Compendimi der höheren Analysis, II, p. 45). O n trouve dans 

« la théorie des fonctions doublement périodiques » de M M . Briot et 

Bouquet une interprétation géométrique très-remarquable de ces deux 

équations. Cet ouvrage donne aussi l'interprétation géométrique de 

Cauchy. 

Or, cette formule nous montre qu'en général, lorsque x, y sont complè

tement indépendants l'un de l'autre, la dérivée ̂  dépend du rapport ~- • 

C o m m e la direction suivant laquelle le point z se m e u t sur le plan xy est 

tout-à-fait arbitraire, ̂  est u n e fonction ambiguë, indéterminée : à une 
dz 

m ê m e valeur de z, correspondent une infinité de dérivées. 

dw 
1 & . Si l'on veut donc que — soit indépendant d u déplacement d u 

point z 9 ou que l'indétermination de la dérivée disparaisse, il faut rendre 

dw . , , du 
indépendant de en posant 



14. O n conclut de ce qui précède que pour que la fonction soit m o n o -

gène, aucune des deux fonctions réelles u, v, ne peut être arbitraire. 

Chacune d'elles doit satisfaire à une équation aux dérivées partielles d u 

second ordre. E n effet, si l'on différentie la première équation (a) par 

rapport à x, la seconde par rapport à y, et si l'on retranche, on élimi

nera v; la variable u satisfait à l'équation 

D e m ê m e , en différentiant la première par rapport à j/, la seconde 

par rapport à x, et ajoutant, on éliminera w, et il vient : 

D'après cela, n et v satisfont à une seule et m ê m e équation aux dérivées 

partielles d u second ordre. 

II. Intégrales des fonctions synectiques. 

15. O n dit qu'une fonction est synectique dans une certaine portion 

d u plan, lorsqu'elle reste finie, continue, m o n o d r o m e et m o n o g è n e dans 

cette portion d u plan. Cette dénomination est due à Cauchy. 

D'après ce que l'on sait de l'intégration des fonctions d'une variable 

réelle, l'intégrale \ f (z) dz, prise entre des limites réelles z 0, Z s'obtient 

*° 

de la manière suivante : on insère entre z 0 et Z, u n n o m b r e quelconque 

de valeurs de z, telles que 

et l'on a 

ou bien 

en désignant par F (z) l'intégrale indéfinie f f (z) dz. 



16. N o u s adopterons la m ê m e définition pour des valeurs imaginaires 

de z0, Z, z. Mais, il existe ici une différence essentielle entre ces deux 

espèces d'intégrales. U n e valeur réelle de z ne peut passer de z 0 à Z que 

par u n seul chemin, au contraire, pour des valeurs imaginaires de z, 

cela est possible d'une infinité de manières. Donc, une intégrale définie, 

prise entre des limites imaginaires, doit avoir u n e infinité d'acceptions, 

et l'on doit chercher l'influence que le chemin suivi par la variable aura 

sur la valeur de l'intégrale. Cette courbe partant d'un point initial z 0 qui 

figure la limite inférieure, pour aboutir à u n point final Z correspodant 

à la limite supérieure, est ce que M . N e u m a n n appelle le fil conducteur 

pour l'intégration de f (z) dz entre les limites proposées. 

17. Soit f (z) une fonction synectique dans une certaine portion d u 

plan, et soit une intégrale 

prise entre les limites z 0 et Z. Cherchons la variation de cette intégrale, 

lorsque l'on remplace le chemin z 0 M Z par u n chemin infiniment voisin 

ZoM'Z, compris dans cette portion d u plan (fig. 6). À cet effet, supposons 

qu'à chaque point m du chemin z 0 M Z corresponde u n point n de la 

deuxième courbe z 0 M % de manière que z 0 se corresponde, ainsi que Z. 

Si l'on va du point m au point voisin m f sur la m ê m e courbe, la fonction 

f (z) prend un accroissement df (z) : tandis que, si l'on passe de m en n 

sur la deuxième courbe, la fonction subit la variation §î (z) (0. 

Puisque la fonction f (z) est m o n o d r o m e , elle prend en n la m ê m e valeur, 

soit que l'on suive le chemin z0m?i ou le chemin zoM'n. La différence entre 

les valeurs de la fonction en m en suivant le premier chemin, ou en n 

en suivant le second chemin, est donc égale à la variation correspon

dant à m n , c'est-à-dire à § f (z). 

Or, la fonction étant m o n o g è n e , sa dérivée est la m ê m e pour les deux 

déplacements. Donc, puisque 

on aura : 

(1) N o u s a d m e t t o n s ici q u e les notations d et 5 conservent la m ê m e définition q u e 

d a n s le cas des fonctions d'une variable réelle. 



Mais la variation de l'intégrale définie, q u a n d on passe de z 0 M Z à 

ZoM'Z, est 

Les points extrêmes étant fixes, on a dz0 = 0, dZ = O : donc, 

O n a, par conséquent, le théorème suivant : 

THÉORÈME. — L'intégrale \ f (z) dz est indépendante du chemin d'intè-

zQ 

gration, tant que la fonction f (z) reste synectique entre ces chemins. E n 

d'autres termes : si Von considère deux courbes allant d'un point A à un 

point B, et si f (z) est synectique dans la portion du plan comprise entre 

ces deux courbes, ces deux chemins conduiront à la même valeur de l'inté

grale définie. 

E n effet, on peut passer de l'une à l'autre de ces courbes par une série 

de transformations qui n'altèrent pas la valeur de l'intégrale. 

18. O n conclut de là le théorème suivant : 

THÉORÈME. — Si la fonction f (z) est synectique dans l'intérieur d'une 

courbe fermée, l'intégrale prise le long de ce contour est nulle. 

E n effet, l'intégrale prise le long de z 0 M Z (fig. 7) est la m ê m e que 

l'intégrale prise le long de z0№'Z. Donc, si le point Z coïncide avec z0, 

cette intégrale sera nulle. 

19. THÉORÈME. — Si f (z) est synectique dans la portion du plan com

prise entre deux courbes fermées, les intégrales correspondant à ces 

deux contours sont égales. 

E n effet, le chemin A'B'C'A' (fig. 8) peut être remplacé par A'ABCAA'. 

Or, l'intégrale prise le long de A A ' est évid e m m e n t égale et de signe 

contraire à l'intégrale prise le long de A'A. D o n c , les intégrales prises 

le long de A'B'C'A' et de A B C A sont égales. 



Si nous désignons par I (S) l'intégrale prise le long d u contour S, 

nous aurons é v i d e m m e n t : 

Or, 

D o n c , 

20. Examinons maintenant ce qui arrive lorsque le chemin d'intégra

tion de la variable z renferme u n point pour lequel f (z) devient a m 

biguë, infinie ou discontinue. 

Si la fonction f (z) devient infinie, ou change brusquement de signe 

pour u n e valeur quelconque de z, elle ne cesse cependant pas d'être 

m o n o d r o m e . N o u s donnerons aux points, pour lesquels cela a lieu, le 

n o m de points d'exception. N o u s supposerons que f (z) reste m o n o d r o m e 

entre des limites déterminées, mais qu'elle puisse devenir infinie et 

discontinue, ou l'un des deux seulement, pour des valeurs comprises 

entre ces limites. Ces fonctions sont appelées asynectiques. 

21. Remarque. — Les points que nous appelons points d'exception, 

d'après M . Schloemilch (Compend. der höh. Anal. II, 58), sont compris 

dans la dénomination générale de points singuliers de Cauchy. Ce dernier 

désigne sous le n o m unique de points singuliers : 

1° Les points pour lesquels deux ou plusieurs valeurs de la fonction 

différentes en général, deviennent égales entre elles. Ce sont les points 

que nous avons appelés points de ramification ou points d'embranchement. 

( Verzweig ungspunkte). 

2° Les points où la fonction devient infinie ou discontinue : ce sont 

les points d'exception. (Ausnahmepunkte). 

N o u s avons cru, dans l'intérêt de la clarté, et en cela, nous avons 

d'ailleurs suivi l'exemple de M . Hermite (Cours d'Analyse de l'École 

polytechnique), devoir conserver ces deux dénominations. M . Durège 

a adopté la dénomination unique de Cauchy. 

Les points de ramification sont ceux que M . Bertrand appelle points 

critiques. O n pourrait adopter les n o m s suivants, qui répondraient bien, 

m e parait-il, à la nature de ces points : 

4° A u x points de ramification on donnerait le n o m de points singuliers. 

2° A u x points d'exception le n o m de points critiques. 



(1) E n effet, o n a 

I ( A D C ) = — I ( C D A ) , I (C'B'A') = — I ( A ' B ' C ) . 

22. Ces définitions admises, soit A B C D u n e courbe d'intégration ren

fermant u n point d'exception E . Supposons, en outre, qu'il ne se trouve 

sur cette courbe, ni à son intérieur, ni u n second point d'exception, ni 

u n point de ramification, et soit A'B'C'D' u n second chemin d'intégra

tion (fig. 9). Si nous m e n o n s les deux droites AA', C C , nous formerons 

deux nouveaux contours fermés ABCC'B'A'A et ADCC'D'A'A ne renfer

m a n t par le point E. E n les prenant c o m m e chemins d'intégration, nous 

aurons : 
I (ABCC'B'A'A) = I (ADCC'D'A'A). 

Si nous décomposons les intégrales des deux m e m b r e s en leurs parties, 

il vient : 

I (ABC) I(CC') + I(C'B'A') + Ï ( A ' A ) = 1 ( A D C ) +• I(CC') + I(C'D'A') I(A'A), 

ou bien 

I (ABC) - 1 ( A D C ) = I (C'D'A') — I (C'B'A'). 

Or, cette équation nous donne(I) 

I (ABC) I ( C D A ) = I ( C ' D ' À ' ) +• I(A'B'C'), 
ou bien 

I ( A B C D A ) = I(A'B'C'D'A'). 

O n en conclut le théorème suivant : 

THÉORÈME. — Si la fonction f(z) reste synectique sur les deux chemins 

A B C D et A'B'C'D', et dans la portion du plan comprise entre ces deux 

courbes, les intégrales correspondant à ces deux contours sont égales. 

23. Corollaire. — 11 en résulte que l'on peut toujours remplacer u n 

chemin d'intégration par u n autre plus petit, entourant le point d'excep

tion. O n pourra donc le remplacer par un cercle infiniment petit décrit 

autour d u point E. 

24. Remarque I. — Si E est le point d'exception unique compris dans 

l'intérieur de la courbe A B C D , on pourra prendre pour le chemin 

A'B'C'D' u n cercle d'un rayon très-petit r. Alors, en désignant par ?, vj, 

les coordonnées du point E (fig. 10), on aura, pour les points x, y, du 

cercle A'B'C'D' : 

x = 5 + r cos 0, y = r¡ r sin 0. 



Par suite, en posant 

il vient : 

L'intégrale prise le long d u cercle A'B'C'D' devient alors : 

en désignant par 0 O la valeur initiale de 0. 
Lorsque r devient infiniment petit, on a 

et l'intégrale donne 

Si nous supposons, en outre, ce qui arrive généralement, que 1 est 
indépendant de G, l'intégrale devient : 

et nous aurons : 

si le chemin d'intégration ne renferme qu'un seul point d'exception. 

N o u s désignons par 1 f [z) dz l'intégrale de f (z) dz, prise le long d'un 
J(n) 

contour renfermant n points d'exception. 
25. Remarque IL — S'il existe deux points d'exception à l'intérieur 

d u contour fermé d'intégration, on peut trouver u n résultat analogue. 
E n effet, soient 

ces deux points d'exception. M e n o n s u n e ligne A C (fig. \\) qui divise le 
contour en deux parties telles que chacune renferme u n seul des points 
critiques. N o u s aurons, pour le premier contour A B C A , 

I ( A B C A ) = 2i7rXi, 
et, pour le second, 

I ( C D A C ) = 2i7T>2. 



Or, 

I (ABCDA) = I (ABCÀ) I (ACDA)= I (ABC) I (CA) + I (AC) + I (CDA). 

Mais, puisque I (CA) = — I (AC), il vient : 

I (ABCDA) = I (ABC) H- I (CDA). 

Par conséquent, 

I (ABCDA) = 2t;r (Xi + X 2), 

formule que l'on peut écrire 

E n général, si la courbe renferme n points critiques, on a : 

26. Il nous reste maintenant à voir ce qui arrive lorsque la courbe 

d'intégration se coupe en un ou plusieurs points, c'est-à-dire lorsqu'elle 

entoure plusieurs fois u n point critique. A cet effet, considérons le 

contour A B C D G C H A (fig. 4 2 ) , qui entoure deux fois le point E. M e n o n s 

les deux lignes A D et A G , de telle sorte que la courbe A D G ne renferme 

pas le point E. O n peut alors (17) remplacer le chemin D G par le chemin 

D A G : par conséquent, on peut prendre pour chemin d'intégration le 

contour A B C D A G C H A . 

Or, ce chemin peut être décomposé en deux autres A B C D A et A G C H A , 

et il vient : 

I ( A B C D A G C H A ) = I ( A B C D A ) 1 ( A G C H A ) . 

Chacun de ces chemins n'entourant qu'une seule fois le point E , 

l'intégrale prise le long de ce contour sera 2 ^ X . D o n c , la valeur de l'inté

grale sera 

I ( A B C D A G C H A ) = «TTX, 

ou bien 

I ( A B C D G C H A ) = 4Î7TA. 

27. E n général, si le contour multiple est de l'ordre n 9 c'est-à-dire 

s'il entoure n fois le point E , on a pour la valeur de l'intégrale 

1 = zb2m"7rX, 

suivant que le chemin est parcouru dans le sens positif ou négatif. 



28. THÉORÈME. — Lorsque le chemin d'intégration est multiple et de 

l'ordre n 9 il peut se induire à un parcours multiple d'un cercle élémen

taire décrit autour du point d'exception. 

29. E n terminant, considérons u n e intégrale prise entre les limites 

Zo et Zt, 

dans laquelle f (z) peut devenir infinie ou discontinue pour certaines 

valeurs de z. E x a m i n o n s le cas où la courbe d'intégration A B C D entre 

les points A et D, entoure plusieurs fois un seul point d'exception (fig. 45). 

M e n o n s la ligne C A joignant au point A u n point C, situé vers le 

point D, de manière que le chemin A C D ne renferme pas le point 

critique. Le chemin C D pourra être remplacé par le chemin C A D . Alors 

le contour d'intégration A B C D pourra être remplacé par le contour A B C A , 

entourant n fois le point critique E , et par la droite A D . Mais le chemin 

A B C A peut être remplacé par u n parcours multiple d'un cercle élémen

taire décrit autour du point E , et l'on a le théorème suivant : 

THÉORÈME. —• Tous les chemins possibles d'intégration entre k et D 

se réduisent à un parcours multiple d'un cercle élémentaire, décrit autour 

de E, et au chemin rectiligne A D . 

3 0 . Si l'on désigne par 

la valeur que prend l'intégrale le long de la droite A D , on aura : 

O n conclut de là que, si le chemin d'intégration entoure u n point 

critique, l'intégrale a u n e infinité d'acceptions. 

L'intégrale dz est appelée par M . Schloemilch l'intégrale 

linéaire entre les limites données. 



& 1 . O n peut facilement déduire de ce qui précède la formule générale 

suivante : 

laquelle aura lieu lorsque le chemin d'intégration partant de A, entoure 

ni fois u n premier point critique, w 2 fois u n second point, etc., le n o m b r e 

de ces points critiques étant p. 

«52. Remarque. — La formule précédente est applicable, quel que soit 

l'ordre dans lequel les points critiques sont entourés par le contour. 

Ainsi, elle aura encore lieu si la courbe partant de A entoure d'abord 

m fois le premier point, puis p fois le second point, puis de nouveau q fois 

le premier point, etc. E n effet, on aura alors 

d b 2minAi d b 2/H7tA2 ± 2qirili =b-.~ = dt 2 (m-h 9) iitki d b â p i V ^ d b 

ce qui démontre la proposition énoncée. 

J. GRAINDORGE. 



PREMIÈRE PARTIE. 

DES INTÉGRALES ELLIPTIQUES. 

I. Réduction des intégrales elliptiques. 

Lorsque l'on a à traiter une intégrale qui ne se r a m è n e pas directement 

aux intégrales fondamentales, on cherche tout d'abord à la réduire, au 

m o y e n de transformations convenables, à d'autres intégrales plus simples, 

dont les valeurs sont déjà connues ou plus faciles à calculer. Par exemple, 

soit l'intégrale 

dans laquelle F (x) est u n e fonction rationnelle de x : si l'on élimine le 

radical au m o y e n des substitutions ordinaires, on obtient une intégrale 

de la forme : 

Cette dernière peut être traitée par les méthodes connues, et exprimée 

par des puissances, des logarithmes ou des arcs de cercle. Toutes les 

intégrales de la forme : 



sont aussi susceptibles d'une réduction semblable; o n les appelle intégrales 

elliptiques, parce que la rectification de l'ellipse dépend d'une intégrale 

de cette espèce. 

A la vérité, il n'est pas possible dans ce cas, de faire disparaître le 

radical; mais l'intégrale peut être r a m e n é e à d'autres plus simples et de 

la m ê m e espèce, qui sont regardées c o m m e les éléments constituants de 

l'intégrale générale. 

A. Pour effectuer la réduction en question, considérons d'abord l'inté

grale : 

où, pour abréger, nous représenterons A o - t - A ^ n t- A 4 » * par X , et 

supposons provisoirement que A4 soit différent de zéro. Désignons les 

quatre racines de l'équation X = 0, par a*, a 2 , a 3, eu; si elles sont toutes 

réelles, supposons-les écrites par ordre de grandeur, c'est-à-dire ai < a 2 

< a 3 < « 4 : si deux d'entre elles sont réelles, et les deux autres imagi

naires, soient ai et a 2 les racines imaginaires de la forme 

si toutes les racines sont imaginaires, soient ai et a 2 deux racines conju

guées, et soit l'autre couple 

par suite des hypothèses précédentes, les facteurs d u second degré sont 

réels. 

E x a m i n o n s d'abord le cas particulier où l'on a : 

ai -t- a 2 = a 3 -+• a^ 

et soit 2a la valeur c o m m u n e de ces deux s o m m e s . O n peut alors donner 

à X la forme 

X = A [(x — a ) 2 a^ï — a 2] [(x — a ) 2 a 3 a 4 — a 2 ] , 

où Ton peut encore poser, pour abréger, 

ai=[Á -F- iv, a 2 = p. — vj ; 

a 3 = f¿i •+• ivi, a 4 = — гv^. 
O n a alors, en écrivant, pour simplifier, A au lieu de A 4 , 

X = A (x — ai) (x — a 2) (x — a 3) (x — a4) 

= A [x* — (ai + a 2) x aia 2] [x* — (a 3 4 - a 4) x •+• a 3 a 4 ] ; 

a 2 — aia 2=6j a 2 — a 3 a 4 = b< 



Si Fon substitue dans l'équation précédente : 

au lieu de x la nouvelle variable y = x — a, il vient : 

L'intégrale proposée se r a m è n e ainsi à u n e autre, dans laquelle il 

n'entre que des puissances paires de la variable d'intégration. 

D a n s le cas général 

reprenons, pour arriver à u n e réduction semblable, l'équation 

et employons la substitution 

où p et q sont des constantes dont la valeur est actuellement indéterminée. 

Il vient alors : 

en faisant, pour abréger, 

et ainsi de suite. 

Il s'en suit : 



Si le produit U 1 U 2 U 3 U 4 ne doit contenir que des puissances paires de y 

les coefficients de y dans UiU 2 et U 3 U 4 doivent être nuls; il vient, pour 

déterminer p et q les deux équations suivantes : 

E n posant 

les équations précédentes donnent : 

f2 = (s — ai) (s — a 2), t2 = (s — a 3) (s — a 4), 

et l'on a ensuite : 

D'après les hypothèses qui ont été faites sur les racines a 4, o 2, a 3, a 4, 

s est toujours réel : pour ce qui est de t, nous devons examiner trois cas : 

pour des racines réelles, chacun des quatre fateurs a 4 — a 3, ai — a 4, etc , 

est négatif, et par suite t est réel. Pour deux racines réelles et deux 

imaginaires, les quatre facteurs peuvent être groupés c o m m e suit : 

(a4 — a 3) (a2 — a 3) • (ai — a 4) (a2 — a 4) = [(p — a 3 )
2
 -T- v2] [{¡1 — a 4 )

2 v 2], 

et ils donnent u n produit positif. Enfin, pour les quatre racines imagi

naires, les facteurs peuvent être écrits : 

(a4 — a 3) (a2 — a 4) • (a4 — a 4) (a2 — a 3) = 

= [(f - + (« - [0* - M * + (v+v.)»]; 

ils donnent aussi u n produit positif. Par suite, t est toujours u n e quantité 

réelle. Par conséquent, p et q ont des valeurs réelles et finies. La trans-



formation en question peut donc toujours s'effectuer dans tous les cas, 

et Ton a : 

Soit encore, pour abréger, 

où B, 6j, 6 2 sont des quantités toujours réelles : on a alors la réduction 

importante 

La marche ultérieure du calcul dépend des signes des quantités B, 6 l 5 6 â : 

on doit d'abord distinguer si B est positif, et = -f-y2, ou négatif et = — y 2; 

dans chacun de ces cas, on peut faire une des trois hypothèses suivantes : 

Quant à l'expression B ( y 2 — 61) (y* — 62) que nous représentons, pour 

abréger, par Y , elle pourra avoir six formes différentes que nous allons 

examiner séparément. 

Soit d'abord : 

et a 2 la plus petite des quantités a 2 , (32. L'intégrale aura alors u n e valeur 

réelle, si %f < a 2 < (32, ou xf > ( 3 2 > a 2. 

Dans le premier cas, si l'on substitue 

il vient : 



Ici, K et z sont des fractions positives, dont la dernière croît avec y. 

D a n s le second cas, si Ton pose 

il vient : 

x. et z sont aussi des fractions positives, dont la dernière décroît, lorsque 

y croît. 

Pour la deuxième forme : 

o ù é v i d e m m e n t y* doit être > (32, on se servira de la substitution 

et il viendra : 

Ici, z et z sont des fractions positives, dont la dernière croît en m ê m e 

temps que y. 

Si Y a la troisième forme : 

et que a 2 soit la plus petite des quantités a 2 et (32, o n substitue 

il vient alors : 

z et z sont de nouveau des fractions positives, dont la dernière décroît 

lorsque y croît. 

Si Y a la quatrième forme : 



et si a 2 est la plus petite des quantités a 2 , j32, il est évident que y 2 doit 

être compris entre a 2 , [32. Les substitutions 

donnent : 

o ù x et z sont des fractions positives, dont la dernière croit en m ê m e 

temps que y. 

P o u r la cinquième forme : 

on se sert des substitutions 

on a alors : 

o ù x- et z sont des fractions dont la dernière décroît lorsque y croit. 

Pour ce qui est de la sixième forme, elle n'a aucun sens, puisqu'alors 

Tintégrale a u n e valeur imaginaire, qui se déduit de la troisième forme 

multipliée par 

Le résultat des recherches précédentes conduit au théorème suivant : 

L'intégrale 

peut être ramenée, par deux substitutions, à la forme beaucoup plus 

simple : 

où z et z sont des fractions positives. 

N o u s devons encore mentionner la modification dont on fait usage dans 



le cas où le polynôme X est d u troisième degré, c'est-à-dire la réduction 

de l'intégrale 

dans le cas où les trois racines sont réelles, et ai <^ a 2 <C « s , ou bien dans 

le cas où a3 est la seule racine réelle. Il suffît alors de remarquer que l'in

tégrale précédente peut être regardée c o m m e la valeur limite à laquelle se 

r a m è n e l'expression 

lorsque a4 croît indéfiniment. Il suffit pour cela de multiplier l'équation 

(8) par |/— eu, et de chercher les valeurs limites des quantités 

1 

Si nous désignons la troisième de ces limites p a r — 5

 n 0 L l s déduisons, 

pour a 4 = oo , des formules (5), (4), etc. 

la formule (8) d o n n e 

et entre les variables x, y on a la relation (2). 

L'intégrale d u second m e m b r e a la m ê m e forme que l'intégrale (8) 

relative à y; la réduction ultérieure sera la m ê m e des deux côtés. 

Z?. D'après ces recherches préliminaires, il n'est pas difficile de trans

former l'intégrale générale : 



dans laquelle F (x) est une fonction rationnelle algébrique de x. La 

substitution 

donne d'abord : 

(13) 

et Y est ici, c o m m e ci-dessus, de la forme B (y*— 6i) (y* — 6 2). 

E n outre, F est encore u n e fonction rationnelle algébrique 

de y, de la forme 

Si Ton multiplie le numérateur et le dénominateur par 

le nouveau dénominateur renferme seulement des puissances paires de y, 

et le nouveau numérateur des puissances paires et des puissances impaires, 

que l'on peut séparer c o m m e précédemment. Le résultat est de la forme 

suivante : 

ou bien 

équation dans laquelle $ et W sont des fonctions rationnelles fraction

naires. D e l'équation (15) on déduit, en vertu de la valeur de y, 

et l'on a maintenant à examiner de plus près les intégrales d u second 

m e m b r e . 



La dernière devient pour ?/2 = z9 

elle peut être calculée au m o y e n des méthodes ordinaires, c'est-à-dire 

être exprimée par des puissances, des logarithmes ou des arcs de cercle, et 

il est inutile de s'en occuper davantage. 

Il n'en est pas de m ê m e de la première intégrale (14), pour laquelle 

o n doit employer des substitutions différentes, suivant la nature de B, 6i, 

6 2. Mais, on observe facilement que ces substitutions sont renfermées dans 

la forme c o m m u n e : 

par suite, la fonction 

se r a m è n e à une fonction rationnelle de s 2 , telle que 

nous supposons pour la généralité que cette dernière est une fonction 

fractionnaire. Elle se transforme par la division en une fonction entière 

K 0 - t - K 2 z
2 -t-K4z*-f- et une fraction, qui peut se décomposer en frac

tions partielles de la forme : 

E n outre, c o m m e par la substitution employée pour y, on a : 

il s'en suit que l'intégrale 

se r a m è n e à trois groupes d'intégrales. Le premier groupe c o m p r e n d les 

intégrales de la forme : 

(is) 



où m désigne u n n o m b r e pair; le deuxième groupe se compose d'inté

grales de la forme : 

(i6) 

dans le dernier groupe il n'y a que des intégrales qui peuvent s'exprimer 

par des puissances, des logarithmes et des arcs de cercle. 

N o u s avons maintenant à nous occuper de la réduction ultérieure des 

intégrales (15) et (16). Ordinairement, par la substitution z = sincp, et 

par l'introduction de la notation abrégée : 

on leur d o n n e u n e forme trigonométrique plus simple. O n a ainsi : 

C. Par la différentiation, o n obtient : 

d'où, par l'intégration, 

(18) 

Cette formule de réduction montre c o m m e n t Um peut se déduire de 

U O T_2 et U m - 4 : pour m = 4, 6, 8, etc., elle fournit successivement U 4 , U 6 , 

U 8 , etc., exprimées au m o y e n de 

A cause de 

on a encore : 



Le développement de Um conduit donc aux deux intégrales : 

dont la dernière provient de la rectification de l'ellipse. 

D. E n désignant, pour abréger, par R , on 

obtient par la différentiation, une équation de la forme : 

où les coefficients c 0, Ci, c 2, c 5 dépendent de x, 1 et n. O n peut donner à 

ce résultat la forme suivante : 

Les valeurs des nouveaux coefficients que nous désignons par y sont : 

Par l'intégration de l'équation précédente et la substitution de z = sin <p, 

on arrive à la formule de réduction suivante : 

laquelle subsiste pour toutes les valeurs de n. Si l'on fait successivement 

n = 2, 5, 4, etc., on trouve V 2 , V 3 , V 4 , etc., exprimées en fonction des 

trois intégrales : 



Les deux premières appartiennent à la forme déjà considérée plus haut, 

tandis que la dernière constitue un nouvel élément. 

D e toutes ces recherches il résulte que la réduction de l'intégrale ellip

tique générale 

dépend d'une part de puissances, de logarithmes et d'arcs de cercles, 

d'autre part de trois intégrales elliptiques particulières, qui peuvent 

être écrites sous la forme algébrique : 

ou, sous la forme trigonométrique : 

Lorsque ces dernières intégrales sont prises entre les limiies <p = 0, et 

<p = cp, on les appelle Intégrales elliptiques de première, de deuxième et 

de troisième espèce, et on les désigne par : 

La. limite supérieure 9 s'appelle Vamplitude, x le module, A le paramètre 

de l'intégrale en question (0. 

A u m o y e n des formules (18) et (19) on trou\c facilement les équations 

suivantes que nous rapprocherons, à cause de leur usage fréquent, et dans 

(I) L a réduction précédente de l'intégrale elliptique générale a été d o n n é e par 

LEGENDRE dans son Traité des fonctions elliptiques: elle est simple et naturelle. O n doit 

d'élégantes modifications à RICHELOT (Journal de Cruelle, XXXIV, 1) et à WEIERSTRASS 

(Schellbach. — Die Lehre von den elliptischen Integralen und den thela funetionen). L a 

théorie générale d e la transformation est u n e création d e JACOBI (Fundamenta nova 

theoriue functionum ellipticarum).Jacobi désigne par la lettre II u n e autre intégrale q u e 

L e g e n d r e ; c'est pourquoi T o n distingue, par u n indice, l'intégrale de troisième espèce 

de L e g e n d r e d e l'intégrale de Jacobi qui se présentera plus loin. 



lesquelles, pour abréger, nous écrirons A , F, E , au lieu de A<p, F ( z , <p), 

E (x, <p) : 

Ici se placent encore deux remarques importantes. Si Ton différentic 

par rapport à x l'intégrale désignée par E (x, <p), il vient : 

c'est-à-dire, d'après la première formule, 

D e m ê m e , en différentiant F (x, 9), on trouve : 

c'est-à-dire, d'après l'avant dernière formule, 



n . Substitution de Landen pour les intégrales de première espèce. 

Si, dans l'intégrale elliptique de première espèce : 

on introduit au lieu de r u n e nouvelle variable co, liée à r par l'équation 

on trouve successivement : 

d'où, par division, et à cause de cos 2co = i — 2 sin 2 co, 

La limite inférieure r = 0 d o n n e eo = 0; en outre, r et co croissent en 

m ê m e temps, et lorsque r atteint u n e limite supérieure représentée, pour 

abréger, par r, co prend la valeur déterminée par l'équation 

(20) 

D e l'équation ci-dessus il suit : 

c'est-à-dire, si l'on pose, pour abréger, 



Telle est la réduction d'une intégrale elliptique en u n e seconde d'un 

autre module, et d'une autre amplitude. 

Relativement aux rapports de grandeur entre p et g, c o m m e entre r 

et co il faut remarquer ce qui suit : 

A cause de p < 1, on a (1 p ) 2 < 4, et 

c'est-à-dire 

D e (20) il résulte encore : 

L'équation (22) montre d'après cela, comment une intégrale elliptique 

peut être ramenée à une autre d'un module plus grand et d'une amplitude 

moindre. 

Si l'on donne à l'équation (22) la forme inverse : 

(23) 

dans laquelle on considère q et co c o m m e donnés, p et r c o m m e en 

étant déduits, l'équation (25) montre que toute intégrale elliptique peut 

être réduite à une autre d'un module moindre et d'une amplitude plus 

grande. 

Les deux théorèmes démontrés fournissent deux méthodes remarqua

bles pour le calcul numérique de la valeur de F (/c, <p). 11 suffit simplement 

d'appliquer à l'intégrale proposée l'un ou l'autre théorème plusieurs fois 

de suite. 

D a n s le premier cas, on calcule une série de modules croissants /ci, 

/c 2,etc, et en m ê m e temps u n e série d'amplitudes décroissantes <p l 5 <p 2, etc., 

au m o y e n des formules : 



et l'on a les équations correspondantes : 

Il en résulte, si l'on va jusque k n et <pw, 

ou plus simplement : 

D'après la condition que les modules croissent continuellement, sans 

atteindre l'unité, k n doit converger vers une limite déterminée , pour 

n croissant indéfiniment. O n trouve facilement cette limite au m o y e n de 

la relation 

qui donne : 

D'après cela, on a, dans tous les cas, 

D'après u n théorème connu (Bertrand, Calcul différentiel, p. 232) : 

Puisque, en outre, les amplitudes décroissent continuellement, sans 

devenir négatives, lim yn doit être u n e quantité finie et déterminée$, qui 

se déduit facilement d u calcul précédent. O n a, d'après ces remarques, 



par conséquent, la formule précédente de F (£, se transforme en la 

suivante : 

Cette formule d o n n e en particulier, pour de grandes valeurs de A, u n 

calcul c o m m o d e , puisqu'alors & 5, k 4 se rapprochent de la limite 1. O n a, 

2 4 
par exemple, pour k = ~ > 

k = 0,96 ; Ai = 0,9997917 ; h = 0,9999999 ; 

d'où, à u n e unité d u septième ordre près, fc2 = 1. Si l'on prend, en outre, 

au cause de k 2 = k z = .••• = 1, le calcul s'arrête ici de lui-même, et donne 

Il s'en suit : 

Si l'on veut au contraire calculer F (k, <p) pour u n décroissement suc

cessif du m o d u l e , et u n accroissement de l'amplitude, on se servira de 

la formule (23), dans laquelle p doit être déterminée par la deuxième 

équation (21), et r par l'équation (20). Cette dernière prend u n e forme 

plus c o m m o d e pour la pratique, si l'on met dans le second m e m b r e de 

au lieu de tg r sa valeur, et que l'on exprimé le tout en fonction de sin w 

et cos w. O n a, en effet, 



on a les équations correspondantes : 

O n en déduit lim k n = 0. 

D e là il résulte : 

cette valeur limite, qui doit se déduire facilement par le calcul des ampli

tudes croissantes, se désigne par $ . 

O n a donc, d'après les remarques précédentes, 

F (fc, ?) = (1 + Ai) (1 h ) (4 -t- h).... 

D e l'équation tg ( < p n + 1 — <pn) = j/l — fcM

2 tg <p„, on déduit d'ailleurs, 

que, pour fc» très petit, on a approximativement <p« +i — - <?n = ? n ; chaque 

Si l'on calcule maintenant successivement les quantités ki, k%9 etc., et 

<pi, ?2, etc., d'après les formules : 

Il s'en suit, si l'on va jusque k n et 

La valeur limite vers laquelle k n converge par décaissement, s'obtient 

en observant que 

donc, dans tous les cas, 



amplitude doit donc être environ le double de la précédente. Cette rela

tion a lieu exactement pour on a alors : 

d'où 

et 

La comparaison avec la formule précédente d o n n e : 

de là résulte la signification analytique de <t>. 

Cette méthode de calcul prend une forme très-élégante, si on l'applique 

à l'intégrale 

laquelle peut être désignée, en abrégé, par f (a, 6, 

O n a alors : 

d'où, par u n e transformation simple, 



Si l'on pose, pour abréger, 

on a la relation simple 

Pour appliquer cette transformation plusieurs fois de suite, on calcule 

successivement les quantités suivantes : 

et Ton obtient, en allant jusque a«, 6„, cpn, 

D'après ce qui précède, lim k K = 0, c'est-à-dire dans le cas actuel, 

les quantités an et bn convergent donc vers une limite c o m m u n e , que l'on 

appelle le moyen arithmético-géométrique de a et 6. Si l'on désigne cette 

quantité par c, on a, par n croissant indéfiniment, 



D'après ce qui précède, on a donc : 

où $ désigne la valeur limite d u quotient 

D a n s le cas particulier d'où 

L e calcul de l'intégrale 

servira d'exemple : cette intégrale est très-défavorable pour la méthode 

exposée, puisque a et 6 diffèrent considérablement. 

O n a 



L'exemple traité par la première méthode fournit la vérification de ce 

qui précède; o n a en effet : 

Pour les m ê m e s valeurs de a et 6, et on a : 

d'où, en multipliant par 2 5 , 

III. Substitution de Landen pour les Intégrales de deuxième espèce. 

D a n s le chapitre précédent nous avons fait usage de la substitution 

on en déduit les trois équations suivantes : 



Cette substitution s'applique aussi aux intégrales elliptiques de deuxième 

espèce, et conduit à des résultats remarquables. 

Si l'on emploie cette substitution pour la transformation du second 

m e m b r e de l'équation 

on obtient 

où l'on a posé, c o m m e ci-dessus, 

O n peut écrire le second m e m b r e de l'équation précédente sous la 

forme : 

O n obtient ainsi la formule : 

à cause de 

on a, en outre, 

ou bien : 

O n en conclut le théorème que toute intégrale elliptique de première 

espèce peut être exprimée au moyen de deux intégrales elliptiques de 

deuxième espèce. 

Les formules que nous venons de trouver donnent des applications 

tout-à-fait semblables aux relations simples ci-dessus (22) et (25). O n les 



laquelle se compose d'intégrales elliptiques de première et de deuxième 

espèce, si A, représentent des constantes quelconques. 

Si l'on transforme, en effet, l'équation identique : 

emploie, ou bien, pour augmenter successivement le m o d u l e d'une inté

grale elliptique de deuxième espèce, et diminuer en m ê m e temps l'ampli

tude, ou bien, pour diminuer le m o d u l e et augmenter l'amplitude. 

N o u s allons appliquer cette méthode à l'intégrale plus générale : 

au m o y e n de la substitution mentionnée ci-dessus, et si l'on a égard à 

la relation 

il vient : 

E n posant, pour abréger, 

(26) 

on trouve : 

L'intégrale d u second m e m b r e a la m ê m e forme que G, et peut être 

représentée par Gi (q, w ) , pour indiquer en m ê m e temps q u e l l 9 sont 

mis à la place de 1, jx. A u m o y e n de l'équation 

(27) 

l'intégrale G est réduite à une autre de la m ê m e espèce ayant u n 



m o d u l e q plus grand, et u n e amplitude co plus petite. Si Ton applique 

plusieurs fois successivement cette réduction à l'intégrale 

on obtient la série suivante d'équations : 

O n continuera ainsi jusqu'à ce que l'on puisse poser avec une exacti

tude suffisante k n = 1. La valeur de Gn est alors : 

et l'on peut déduire successivement des formules précédentes G n_i, 

G n_2, .... Gi, G. N o u s omettons les détails de ce calcul, parce que la 

deuxième méthode que nous allons faire connaître d o n n e des formules 

plus simples. 

Des équations (26) et (27) on tire : 

Supposons que l'on donne X«, par exemple, li = «, ai = (3, et que 

l'on en déduise A = ai, fz = (3t; si l'on écrit, en outre, G au lieu de la 

fonction primitive Gi, et si l'on remplace ensuite la fonction dérivée G 

par Gi, on a : 



L'intégrale G est alors ramenée à u n e autre G i , dont le module p est 
plus petit, et l'amplitude r plus grande. Cette relation est d'un usage 
fréquent; o n déduit, en effet, de l'équation 

les équations suivantes : 

dans lesquelles ki9 h 9 .... représentent les modules décroissants, 
çp2, .... les amplitudes croissantes. Quant aux quantités ai, a 2, .... (3i, 
(32, elles sont déterminées par les formules : 

Si l'on imagine les équations précédentes continuées jusque G», alors 
G s'exprimera en fonction de G»; cela se fait le plus simplement possible, 
si l'on multiplie ces équations par les facteurs correspondants : 

et que Ton ajoute les produits. O n obtient ainsi : 



où l'on a 

Si maintenant, on prend n assez grand pour que l'on puisse supposer 

avec une exactitude suffisante A v = 0 , on aura, à fortiori, |3„.= 0. O n a 

alors : 

d'où, pour n = oo , on a exactement, en représentant, c o m m e ci-dessus, 

lim par 0 et posant lim a n = A , 

Afin de simplifier la formule trouvée pour G, nous observons d'abord 

que l'on a 

en second lieu, des équations 



il résulte les suivantes : 

D e toutes ces remarques on conclut la règle suivante pour le calcul 

de G : 

O n calcule d'abord les modules décroissants, et les amplitudes crois

santes, au m o y e n des formules 

et l'on a alors : 

Pour a = l, |3 = — & 2, on obtient immédiatement une formule pour 

le calcul de E <?), c'est-à-dire 

Dans le cas particulier etc. 

Il vient alors : 

O n pourra aussi, d'après cette règle, calculer l'intégrale 



dans laquelle on peut se servir de nouveau d u moyen arithmético-géomé-
trique entre a et 6. O n a alors à déterminer les quantités suivantes : 

si l'on pose alors 

il vient : 

E n particulier, pour o n a : 

Soit, par exemple, c o m m e dans le chapitre précédent, a = 25, 6 = 7; 
des valeurs calculées pour a 1 ? 6i, a 2, &2, etc., on tire : 



Cet exemple montre que, m ê m e pour des rapports défavorables entre a 

et 6, la rectification d'un arc d'ellipse peut être obtenue beaucoup plus 

facilement par la méthode précédente que par les formules ordinaires 

d u calcul intégral(l). E n effet, pour les valeurs données, l'excentricité 

numérique e = — diffère peu de l'unité; par suite, les séries procédant 

suivant les puissances de s convergent si lentement que l'on devrait 

s o m m e r au moins cinquante termes, pour obtenir six décimales exactes. 

La substitution de Landen s'applique de la m ê m e manière aux inté

grales de troisième espèce. Mais, elle conduit à des formules compliquées, 

qui ne sont d'aucune utilité dans la pratique. N o u s pouvons donc en 

omettre les développements, d'autant plus que l'on verra plus tard que 

les intégrales de troisième espèce, qui représentent des fonctions de 

trois variables, peuvent se ramener à des fonctions de deux variables (2). 

(1) SCHLOEMILCH. Compendium der höheren Analysis, I, p. 383. STURM. Cours d'analyse, 

I, p. 581. 

(2) L e s travaux de L a n d e n , qui a d o n n é s o n n o m à la transformation précédente, se 



IV. Développements en séries des intégrales de première et de deuxième 
espèce. 

N o u s nous occupons d'abord d u développement des intégrales com

plètes , que nous désignons, pour abréger, 

par K et E . 

a) Si l'on développe, dans l'équation : 

le facteur de d<fr au m o y e n de la formule d u binôme, et si l'on intègre 

chaque terme de la série, au m o y e n de la formule 

on obtient immédiatement 

Pour le développement de E , on peut ou bien procéder d'une manière 

analogue, ou bien se servir de la relation démontrée à la page 4 4 : 

laquelle, pour se transforme en la suivante : 

trouvent dans les Philosophical Transactions, 1771 et 1 7 7 5 , et dans les Mathematical 

Memoirs de 1780. L a g r a n g e a traité ce sujet dans les Mémoires de l'Académie de Turin, 

1 7 8 £ et 1 7 8 5 , et L e g e n d r e d a n s le Traité des fond, ellipt. G a u s s a introduit le m o y e n 

arithmético-géométrique dans son travail : Determinano atlractionis etc. C o m m e n t â t . 

Gotting. 1 8 2 0 . Voir p o u r l'interprétation g é o m é t r i q u e : Jacobi, Extrait d*une lettre à 

M. Hermite, Journal de Creile, T . 5 2 , et K ü p p e r , Journal de Creile, T . 5 5 . 



D e la série déjà connue pour K , il résulte : 

6) O n obtient des séries plus rapidement convergentes, en diminuant 

d'abord le module, au m o y e n de la substitution d e L a n d e n , et développant 

ensuite en séries. E n posant 

on a : 

Pour il vient : 

d'où, si l'on développe F suivant les puissances de k{, 

O n peut procéder de m ê m e avec E ; cependant, il est plus simple de 

transformer d'abord l'équation (34), de manière à introduire ki à la 

place de fc, et ensuite d'employer le développement (56). O n a alors : 

et, par la substitution de la valeur de k dans l'expression de E , il vient : 

Il s'ensuit, d'après (56), 



où le coefficient de ki*n est : 

Si T o n remplace dans (37) le facteur et si l'on 

multiplie la série par 1 — &i2, il vient : 

Cette formule donne facilement la longueur d u quart d'une ellipse 

dont les demi-axes sont a et 6; pour 

on obtient, en multipliant les deux m e m b r e s par a, 

Pour se faire u n e idée de l'utilité pratique de ces séries, nous allons 

examiner, d u moins pour l'une d'elles, combien il faut calculer de 

termes pour obtenir une exactitude déterminée. Si nous désignons par 

Wo 5 w l 5 w 2 , .... Vn-i) les n premiers termes de la série (35), et par R n le 

reste, nous aurons : 

O n a d'une manière approchée, pour des valeurs de n u n peu considé

rables (I), 

(1) Cette f o r m u l e n'est autre q u e celle de Wallis. BERTRAND, Traité de calcul différen

tiel, p. m . j. g. 



par conséquent, on a, approximativement, 

Si le calcul doit être exact jusqu'à S décimales, on doit avoir 

il s'en suit que n doit vérifier la condition suivante : 

ou bien 

d'où l'on déduit facilement n 9 après quelques tâtonnements. 

D'après cela, pour et pour u n e exactitude de six décimales, 

on doit prendre n tel que : 

log (2/i + i) + n.0,19582 > 6,4437, 

et à cela correspond au moins u n n o m b r e de termes n = 28. 

Des considérations semblables existent pour les autres séries, et l'on 

en déduit que les formules précédentes n'ont une valeur pratique que 

pour k très-petit. 

c) Pour obtenir des développements en séries qui permettent de cal

culer facilement K et E pour de grandes valeurs de k, c'est-à-dire pour 

des valeurs Rapprochant de l'unité, examinons d'abord certaines inté

grales définies. 

D a n s l'équation 

soit W la valeur encore inconnue de l'intégrale d u second m e m b r e ; on 

obtient par la differentiation des deux m e m b r e s par rapport à ¡3, laquelle 

est évidemment permise, 



d'où, réciproquement, 

La constante se détermine en observant que W s'annule pour ¡3 = 0. 

O n a, par suite, const = — 1. a, et, en vertu de la signification primi

tive de W , 

Par la substitution de 

il vient : 

où s est évidemment une fraction simple. Si, au lieu de cette équation, 

o n écrit la suivante qui lui est identique, 

on peut développer facilement ces deux intégrales en séries convergentes, 

procédant suivant les puissances de e. E n égalant les coefficients d e s S n , 

on obtient : 

et, en effectuant l'intégration relative à z, 

La formule (39) peut, en outre, à cause de l'équation identique 



s'exprimer d e la manière suivante : 

ou bien : 

Posons ici s = k sin <p, multiplions les deux m e m b r e s par dcp, et inté

grons entre les limites et nous aurons : 

La première intégrale d u premier m e m b r e se décompose en : 

La première intégrale double devient, en changeant Tordre des inté

grations, 

Dans la dernière intégrale double, on obtient, en renversait Tordre des 

intégrations (abstraction faite du signe) : 

(I) O n fait usage de l'intégrale définie c o n n u e 

.!. G. 



E n désignant, pour abréger, 

nous avons, d'après ce qui précède, 

Les deux intégrales définies d u premier m e m b r e sont égales, puisque 

les lettres d'intégration importent p e u ; on a donc : 

D e m ê m e , si l'on met kr à la place de 

C'est cette équation qui peut servir au calcul de K pour de grandes 

valeurs de k, et de petites valeurs de kr. Si on l'écrit, en effet, sous la 

forme suivante : 

o n a d'abord, d'après (55), 

E n outre, o n peut développer (4 — k'*2 sin- 0 ) " * par la formule d u 

b i n ô m e , et intégrer les termes de la série par la formule (40). O n obtient 

ainsi : 



O n en conclut la règle suivante : 

A u m o y e n des formules 

on calcule successivement les quantités a 0 , « 2 , a 4 , etc., lesquelles, soit 

dit en passant, convergent vers la limite 1. 

O n a alors : 

Pour obtenir la formule correspondante pour E, nous transformons 

d'abord l'équation (34), de manière à introduire k' au lieu de k. N o u s 

aurons ainsi : 

et, en remplaçant к par sa valeur 

Appliquée à l'équation (42), cette relation d o n n e : 

O n en conclut la règle suivante : 

A u m o v e n des formules 



on calcule les quantités (32, ¡34, etc., qui convergent vers la limite 1. 

O n a ensuite : 

C o m m e exemple, prenons Les valeurs de (3S, 

(34, etc., sont, dans ce cas, 

elles donnent : 

E n multipliant par 2 5 , on obtient la longueur d u quart d'une ellipse 

construite sur les demi-axes 25 et 7. Cette longueur = 27,165062; elle 

concorde avec la valeur numérique trouvée ci-dessus(1) (page 51). 

(1) Les séries (a) se trouvent déjà dans les œ u v r e s d'Euler. L e s formules (42) et (il) 

ont été trouvées d'abord par L c g e n d r e par u n procédé insuffisant (Mém. de VAcadémie, 

1 7 8 0 et Traité des fond. ellip.yT. I). M . S c h l œ m i l c h a d o n n é la démonstration précédente 

dans la Zeitschrift fur Math. II. 



d) Pour développer les intégrales F (&, 9) et E (k, <p) en séries infinies, 

posons d'abord 

ou bien 

nous aurons : 

où, c o m m e d'ordinaire, Les puissances du degré qui 

entrent dans cette formule, peuvent être, d'après la formule d u binôme, 

développées en séries, qui sont encore convergentes, si l'on réduit leurs 

termes à leurs valeurs absolues. Ces séries peuvent être multipliées l'une 

par l'autre, et donnent u n produit qui, au m o y e n de la formule 

prend la forme suivante : 

Les coefficients a0, « 2 , a 4, .... sont e u x - m ê m e s des séries infinies; 

ainsi l'on a : 

et ainsi de suite. 

C o m m e on le voit, on peut, au m o y e n de (36), exprimer a0 plus 

simplement, et l'on a : 

O n doit donc s'attendre à ce que ct2, «4,.... pourront aussi se r a m è n e r a 

des intégrales elliptiques complètes. E n effet, a0 pourrait déjà être déter-



minée plus rapidement au m o y e n de l'équation (46). Si l'on multiplie cette 

dernière par dy, et si l'on intègre entre on a : 

d'où il suit pour a0 la m ê m e valeur que ci-dessus. Multiplions ensuite 

l'équation (46) par 2 cos 2<p, et remplaçons dans le second m e m b r e les dou

bles produits de cosinus par des s o m m e s de deux cosinus; puis multiplions 

par d(jp et intégrons de nous aurons : 

E n général, on peut exprimer de la m ê m e manière a 2n par l'intégrale 

définie : 

Mais le développement complet de cette expression serait assez long. Il 

est préférable de ramener les coefficients eu, a 6, .... aux précédents : c'est 

à cela que les remarques suivantes serviront. 

E n différentiant l'équation (46), on a : 

multiplions cette équation par 



et remplaçons dans le second m e m b r e les doubles produits de sinus et de 

cosinus par des s o m m e s de deux sinus. Si l'on pose, pour abréger, 

le produit ordonné d o n n e : 

D'un autre côté, o n déduit directement de (46) en multipliant par 

2 sin 2cp, 

d'où, en égalant les coefficients de sin 2<p, 

2 a 0 — ai — 2/la2 — 4a*, ou bien 5 a 4 = 2 (Aa 2 — ao)-

E n égalant les coefficients de sin ( m — 2) cp. où m doit être u n n o m b r e 

pair plus grand que 4, on a : 

(m — 1) a m = ( m — 2) à a O T _ 2 — — 5) a w - 4 . 

Les formules suivantes servent donc pour le calcul des quantités a 0, 

0 2 , « 4 , etc. : 

et ainsi de suite. 

Si l'on multiplie l'équation (46) par rfcp, et que l'on intègre depuis 

0 jusque cp, on arrive au développement suivant : 



Par u n e méthode tout-à-fait analogue, on peut transformer E ( & , cp) en 

u n e série de la m ê m e forme. D e l'équation 

on déduit d'abord au m o y e n de la formule d u b i n ô m e , u n développement 

de la forme : 

dans lequel les deux premiers coefficients peuvent être déterminés c o m m e 

ci-dessus. O n a, en effet, 

en outre, 

d'où : 

E n réduisant cette intégrale, on trouve : 

Si l'on multiplie le quotient différentiel de l'équation (48) parX-*-2cos 2cp, 

on obtient dans le premier m e m b r e la m ê m e expression qu'en multipliant 

les deux m e m b r e s de (48) par 2 sin 2rf. E n égalant les coefficients des 

séries ainsi obtenues, il vient : 

56 4 = 2 (Â62 — 6 0), 

et pour u n n o m b r e pair 

Les formules suivantes servent donc au calcul des quantités 60, 62, etc. : 



j/l — A 2 sin 2 9 
= (2a0 — eu) sin 29 — (a 2 — a 6) sin 49 •+• • 

après avoir multiplié la première de ces formules par 4, et la seconde 

par k2. O n trouve d'abord : 

4 
62 = - A : 2 (2a 0 — a 4 ) , 

o 

et, pour u n n o m b r e pair m > 2, 

bm

 = = : "7— («m—2 Cfm+2). 

Si l'on substitue ces valeurs dans (49), le résultat conduit à la règle 

suivante : 

O n détermine les quantités c 0, c 2, c 4, etc, au m o y e n des formules : 

2 _ 2 a 0 — a 4 a 2 — a 6 e u — « 8 

c 0 = - E , c 2 = 5 c 4 = — — — 5 c 6 = — — — 5 etc. 
7r 4 4 2 o 2 

et l'on a 
4 

E (/c, 9) = c 04- r A:
2 (c2sin 2 9 — c 4 sin 494-C6 sin 69 )• (50) 

4 
Pour montrer jusqu'où ces formules sont applicables dans la pratique, 

2 4 4 

nous allons traiter le cas particulier de A; = — 5 9 = ^7:. O n a alors : 

557 
1=—, K = 2,6931425, E = 4,0865465; 

4 4 4 

O n déduit de (48), en multipliant par c % et intégrant depuis cp = 0 

jusque 9 = 9, la formule : 

4 1 1 
E (&, c p ) = b0(p +• - 62 sin 29 — - 64 sin 49+ - 66 sin 69 (49) 

2 4 u 

Si Ton veut calculer en m ê m e temps F (A;, 9) et E (A*, 9) pour u n m ê m e 

mo d u l e , il est avantageux de déduire les coefficients 6 0, 6 2, .... de a 0, 

a 2,.... Les formules de réduction nécessaires à cet effet, s'obtiennent en 

égalant l'équation obtenue par la différentiation de (48) : 

Aj2 sin (D COS 05 

— X = 2 6 2 sin 29 —• 4 6 4 sin 49 H , 

[/l — A;2 sin 2 9 

au développement précédent : 

2 sin 2cp 



Les coefficients a0, a 2, ont été exprimés ici complètement en fonction 

de K et E (ce qui est ordinairement superflu), pour faire voir que le 

coefficient a m est de la forme pK — c/E, où q croissent rapidement. 

Si l'on veut atteindre une grande exactitude, on doit déterminer d'abord 

K et E très-rigoureusement, c'est-à-dire avec environ 4 2 décimales, et 

calculer évidemment beaucoup plus de termes des séries, que nous ne 

l'avons fait ici. D e ces remarques il résulte suffisamment que les formules 

(47) et (50) n'ont qu'une valeur théorique seulement. 

Pour les intégrales elliptiques de troisième espèce, on peut former des 

séries de m ê m e forme; cependant, les coefficients qui y entrent sont 

d'une construction si compliquée que les séries qui s'y rapportent ne sont 

d'aucune utilité. 

V. Théorème d'addition pour les intégrales de la première espèce. 

D'après les éléments du calcul intégral, on sait que les intégrales des 

fonctions rationnelles fractionnaires peuvent être exprimées par des 

logarithmes et des arcs de cercles, et que les intégrales des fonctions irra

tionnelles renfermant seulement u n radical de la forme 



et de leur donner u n n o m quelconque. Pour ces fonctions on a évidem

m e n t les équations suivantes : 

se ramènent également à ces fonctions simples. Mais, si la quantité sous 

le radical est du troisième ou du quatrième degré, les m o y e n s ordi

naires d'intégration ne sont plus suffisants; la réduction conduit alors aux 

trois intégrales elliptiques, qui sont analogues aux logarithmes et aux 

arcs de cercle, et s'y réduisent, en effet, lorsque le module s'annule. 

O n peut donc dire que les logarithmes, les fonctions cyclométriques, 

et les intégrales elliptiques, ont leur origine c o m m u n e dans le calcul 

intégral. 

E n effet, si les deux premières fonctions n'étaient pas connues par 

l'algèbre et la trigonométrie, on aurait été forcé par le calcul intégral de 

considérer des intégrales de la forme : 

arc sin x + arc sin y = arc sin 

Elles jouissent de cette propriété c o m m u n e que deux fonctions de la 

m ê m e espèce, ayant des arguments x, y, différents peuvent être réunies 

en une fonction de la m ê m e espèce, dont l'argument est composé de x, y, 

d'après une règle déterminée. E n général, cela signifie que, aussi bien 

pour f (x) = /x, que pour f (x) = arc sin x, il existe une équation de la 

forme : 

dans laquelle z dépend d'une certaine manière de x, y. A cause de l'ana

logie entre les fonctions précédentes et les intégrales elliptiques, on doit 

s'attendre à ce que, pour ces dernières, il existe des relations semblables. 

N o u s allons examiner c o m m e n t , dans ce cas, z dépend de x, y. Avant de 

passer à cette recherche, considérons d'abord les deux cas simples où 

f (x) = /x, et f (x) = arc sin x, pour leur appliquer séparément la méthode 

convenable. 

Supposons que la fonction f (x) soit définie par l'équation suivante : 



et proposons-nous de déterminer y, de manière à satisfaire à l'équation 

dans laquelle C désigne u n e constante quelconque. Par la differentiation 

on a d'abord, à cause de la signification de f, 

ou 

(S3) 

d'où, en intégrant, 

f ydx f xdy = const. 

E n appliquant à ces deux intégrales l'intégration par parties, on obtient : 

%xy — f (xdy + ydx) = const; 

d'où, à cause de (53), 

2 x y = const, o u xy = c. 

Ainsi, la solution 

correspond à la propriété énoncée ci-dessus (52). D a n s le cas particulier 

x = 1, f (x) s'annule, et il vient : 

Par conséquent, 

Si l'on remarque encore que c et - peuvent avoir une valeur quelconque, 
x 

Q 

on peut représenter - par une lettre quelconque, par exemple y, et, par 

suite, c = xy. L'équation 
f(x) + f(y) = f(xy), 

exprime la propriété fondamentale des logarithmes; elle a été déduite ici 

uniquement de la définition de l'intégrale (51). 



Soit, en second lieu, l'équation : 

laquelle doit satisfaire de nouveau à l'équation (52). La différentiation 

donne : 

(54) 

ou bien : 

d'où 

O n a, par l'intégration par parties, 

E n ajoutant, il vient : 

const. 

A cause de (54), l'intégrale est nulle, et il reste : 

O n a ainsi la condition sous laquelle la relation f (x) f (y) = C, a lieu. 

Pour x = 0, on a y = c, f (0) = 0, et C = f (c) ; d'où 

C o m m e c peut avoir u n e valeur quelconque, on peut finalement mettre 

aussi z au lieu de c, et dire que l'équation 

subsiste sous la condition 

O n déduit de là le théorème d'addition pour f (x) = are sin x. 



Le m ê m e procédé s'applique de la manière suivante à la fonction : 

Si d'abord o n doit avoir : 

(56) 

la differentiation d o n n e : 

(57) 

ou bien : 

(58) 

Divisant cette équation par \ — k W y * , et intégrant, on a : 

(89) 

E n posant, pour abréger, 

l'intégration par parties nous d o n n e : 

La transformation correspondante pour la seconde intégrale (59) s'ob

tient en changeant partout x en y ; les fonctions symétriques P et Q ne 

changent pas. O n a ainsi : 



La substitution de ces expressions dans (59) nous donne : 

c'est-à-dire, puisque, d'après (57) et (58), Jes deux intégrales sont nulles, 

(60) 

Cette équation exprime la condition sous laquelle on a : 

Pour x = 0, elle donne y = c; et c o m m e , en m ê m e temps, f (0) = 0, 

il reste C = f (P). La formule (60) renferme la condition nécessaire pour 

que l'on ait : 

f(x) + f(y)=f(c). 

Si l'on écrit enfin au lieu de la quantité arbitraire c, on a le théo

r è m e suivant : si 

on a : 

Pour x = sincp, ?/ = sin^, z = s i n < 7 , ce théorème prend la forme 

suivante : si 

(ci) 

on a : 

F(fc, ?)+F(fc, +) = F(fc, 

E n vertu de ce théorème, appelé le théorème d'addition, deux intégrales 



elliptiques de la première espèce, de m ê m e module et d'amplitudes diffé

rentes, se réduisent à une seule intégrale de la m ê m e espèce. 

U n e deuxième démonstration de ce théorème n'est peut-être pas 

superflue, à cause de sa signification fondamentale; cette démonstration 

revient à transformer l'intégrale 

(62) 

par l'introduction d'une nouvelle variable. Si l'on pose, en effet, 

(63) 

à la limite inférieure y j = 0 , correspond la valeur Ç = (3, et si y] = a, 

Ç prend une valeur y laquelle doit être déterminée par l'équation 

(64) 

Pour déterminer dr\ en fonction de a%, on pourrait tirer y] de l'équation 

(65), et ensuite différentier. 

O n arrive plus rapidement au but, en observant que l'équation (65) 

peut être mise sous les deux formes : 

(68) 

(66) 

O n s'en assure facilement, si l'on rend les équations (64), (65) et (66) 

rationnelles. Mais puisque alors les signes des radicaux disparaissent, 

l'exactitude de ces signes exige une démonstration particulière. 

Pour k = 0, l'équation (63) d o n n e cos ((3 -t- /]) = cos £ ; d'où cos (£ — ¡3) 

= cos Y], et cos (£ — vj) = cos (3. Les équations (65) et (66) donnent la 

m ê m e chose pour k = 0; d'où résulte l'exactitude des signes choisis. Par 

la differentiation de (66), on obtient, si l'on désigne pour u n instant 

par R le radical qui y entre, 

(R cos Yi sin Ç — sin y) cos Ç) dr\ = (cos yj sin Ç — R sin 7) cos Ç) rfÇ ; 

par suite, la substitution de la valeur tirée de (66) p o u r R , nous d o n n e : 

c'est-à-dire, d'après (63) et (65), 



ou bien : 

Si nous substituons cette valeur dans (62), ou, ce qui est la m ê m e 

chose, si nous intégrons l'équation précédente, en ayant égard à ce que, 

aux limites /] = 0 et yj = a, correspondent les limites £ = (3 et Ç = y, 

il vient : 

Par suite, on a l'équation 

F (A, a) = F(/c, y ) - F ( f c , P ) , 

dans laquelle les amplitudes a, (3, y, sont reliées par l'équation (64). Si 

nous mettons <p, ̂ , cr, au lieu de a, [3, y, nous obtenons le théorème 

suivant : l'équation 

F (A, ? ) + F(fr, <p) = F(fc,<r), 

subsiste, lorsque les amplitudes f, a- vérifient la condition 

cos f cos ̂  — sin y sin ^A<7 = cos cr. (67) 

Cette condition peut, par analogie avec ce qui précède, être mise sous 

les formes : 

(68) 

Si l'on élimine cos cr entre ces deux dernières équations, il vient : 

ou bien, en multipliant le numérateur et le dénominateur par cos y sin^A<p 

cos ̂  sin <pAtj>, 

ce qui s'accorde avec (61). 



Par la substitution dans une des équations (68), on trouve : 

et de (67) on tire : 

(71) 

Enfin, le quotient de (69) et (70) donne : 

(72) 

La dernière formule est la plus c o m m o d e pour le calcul numérique 

de <x. Si l'on détermine, en effet, deux angles auxiliaires cp', au m o y e n 

des formules 

on a simplement 

L'hypothèse , fournit u n cas particulier remarquable d u théo

r è m e d'addition. E n effet, on a alors : 

(73) 

Les deux intégrales elliptiques correspondant aux amplitudes y, uy, ont 

pour s o m m e l'intégrale complète K . 

Avant d'examiner les conséquences qui se rattachent à l'addition des 

intégrales elliptiques, nous allons encore développer quelques combinai

sons des formules précédentes, lesquelles seront utiles plus tard. E n 

éliminant cos <r entre (67) et la seconde équation (68), on obtient : 

de m ê m e , l'équation (67) et la première équation (68) nous donnent : 



Il en résulte : 

D e l'addition des intégrales elliptiques, on déduit facilement le théo

rème de la soustraction, si l'on prend négatif, et si l'on a égard à la 

relation F (k, — = — F [k, ty). 

Si l'on remplace en m ê m e temps cr par r, on a l'équation suivante : 

F [k, v ) - F { k , + ) « F ( * , r ) , 

à la condition que 

O n aura des changements analogues dans les formules (70), (71) et (72). 

La multiplication des intégrales elliptiques n'est autre chose qu'une 

addition successive, et s'effectue d'après cette condition. Dans le cas le 

plus simple, le théorème d'addition donne, pour f^ = ?, et en remplaçant 

<r par cp2, 

F(fc, ?,) = 2F(fc, 

où 92 est déterminé au m o y e n de T u n e des formules : 

Si l'on désigne par ? 3 l'amplitude correspondant à l'équation 

il vient : 

en substituant dans cette formúleles valeurs trouvées précédemment, on a: 

Il va de soi que l'on peut continuer de la m ê m e manière. Mais, pour 



éviter des expressions compliquées, nous allons mentionner u n e simplifi

cation du procédé. Si les trois amplitudes <p„_i, <pn, <p n+i, doivent satisfaire 

aux équations 

on a aussi ; 

A u m o y e n des théorèmes d'addition et de soustraction, on obtient : 

Le quotient de ces deux équations nous donne : 

d'après cette formule, si l'on part de <?0 = 0 , <pi = <p, on calculera facile

m e n t <5p2j <p3, <p4, etc. 

La division des intégrales elliptiques se déduit de la multiplication, en 

donnant à l'équation 

la forme inverse 

et considérant «p m c o m m e connu, et y c o m m e inconnu. 

Si désigne la valeur donnée de <p w, à l'équation 

correspond la condition 



(1) L'équation (57) a été intégrée p o u r la première fois par Euler. (Instiluliones C a / -

culi Integra-lis, F, sect. 2 ) . L a g r a n g e a d o n n é u n e autre m é t h o d e d a n s la théorie des 

fonctions. L a m é t h o d e précédente a été exposée par M . Liouville, d'après les papiers d e 

S t u r m (C. R. de l'Acad. 1856). P o u r la construction géométrique d u t h é o r è m e d'addi

tion, voir la théorie des fonctions de L a g r a n g e , et u n m é m o i r e de Jacobi (Journal de 

Crelle, t. 5 ) . L a m é t h o d e de Jacobi a été é t e n d u e par Richelot (J. de Crelle, t. 3 8 ) . 

M . D u r è g e a d o n n é u n e exposition générale de ces travaux. (Théorie der elliptischen 

Functionen.) 

où Ton a posé, pour abréger, sin y = ar. C o m m e on le voit, la détermi

nation de y dépend de la résolution d'une équation algébrique d'un degré 

supérieur. 

Le théorème de la multiplication donne aussi la condition nécessaire à 

l'existence de l'équation plus générale : 

p F (k, ? ) = q F (A, 

dans laquelle p, q, sont des n o m b r e s entiers positifs. 

Si l'on imagine, en effet, une troisième intégrale elliptique F (A, co), 

c o m m e valeur c o m m u n e des deux m e m b r e s de l'équation précédente, il 

résulte de 

pF (k, ? ) = F ( * , to), 

u ne équation de condition entre <j> et co. D'un autre côté, de 

qF (k, * ) « F ( f c , » ) , 

il résulte une équation de condition entre uv, co. Enfin, l'élimination de co 

entre ces deux équations donne la relation cherchée entre ? et ^. 

O n conclut de ce qui précède le théorème suivant : 

Si r, s, t, etc., sont des nombres quelconques rationnels, positifs ou 

négatifs, <p, uy, X , etc., des amplitudes données, la s o m m e d'un n o m b r e 

fini de termes 

rF (fc, ? ) -F- sF (A, ^) -+• «F (A, X ) H , 

peut se ramener à u n e seule intégrale elliptique, dont le module est 

aussi k et dont l'amplitude peut être déduite de ^, ^5 e t c - > P a r des 

opérations algébriques (1). 

Remarque du traducteur. — M . W a l t o n a donné u n e démonstration 

très-simple d u théorème d'addition des intégrales de première espèce dans 

u n e note publiée en novembre 1 8 7 0 (The quarterly journal of pure and 

applied mathematica, vol. X I ) . 



E n posant 

on r a m è n e l'équation 

à la suivante : 

Si l'on fait on en déduit : 

ou bien, en posant, pour abréger, 

(A) 

Or, cette équation est celle de Clairaut. E n lui appliquant la méthode 

ordinaire d'intégration, on obtient, par la differentiation, et, à cause de 

dy = pdx, 

O n satisfera à cette équation en posant p = const. Si l'on désigne cette 

1 

constante par — > on aura l'intégrale générale, en substituant cette 

valeur de p dans (A), ce qui nous d o n n e : 

ou bien 

O r , cette équation n'est autre que la formule (67). 



V I . Théorème d'addition pour les intégrales de la deuxième et de la troisième 
espèce. 

D a n s les recherches qui vont suivre, nous supposerons toujours qu'entre 

les trois amplitudes <p, ̂  <j, on a l'équation : 

cos G = cos f cos — sin 9 sin ̂ Aer, (75) 

où c doit être considérée c o m m e une quantité donnée, c'est-à-dire c o m m e 

u n e constante arbitraire. A cette équation correspondent les suivantes : 

F (A, f ) + F (ft,<|/) = F ( M . (76) 

N o u s allons maintenant rechercher si, dans ces conditions, les s o m m e s 

donnent une réduction semblable. 

a. Posons, pour abréger, 

et, nous aurons, en différentiant, 

A cette équation ajoutons la suivante déduite de (76) : 

nous aurons 

D'après la première formule (74), on a : 

ou, en posant pour u n instant <p-+- ' j » = X , 

Par l'intégration il vient : 



La constante C se détermine en faisant ? = 0; on a alors : 

Par suite, 

Soustrayant cette équation de la précédente, on a : 

ou bien : 

Or, en vertu de (7D), 

par conséquent, 

ou enfin, en vertu des valeurs de S et Ao-, 

E (fc, ?) + E (k, = E (fc, <r) + ¿ 2 sin ? sin 4» sin o-. (77) 

C'est théorème d'addition pour les intégrales elliptiques de deuxième 

espèce. O n peut en tirer des conséquences analogues à celles qui se rap

portent aux intégrales de première espèce : cependant, ces conséquences 

ne sont pas assez importantes pour les développer complètement. D'ail

leurs, la plus remarquable se présentera dans le chapitre suivant. 

6. Pour trouver aussi le théorème d'addition pour les intégrales ellip

tiques de troisième espèce, qui peuvent être représentées par 

posons 

N o u s aurons d'abord l'équation 



que Ton peut mettre sous la forme : 

à cause de la relation 

D'un autre côté, si, c o m m e ci-dessus, on considère er c o m m e constante, 

on obtient : 

Acprfcp -+• Atydty = k* sin c • d (sin 9 sin 

et, au m o y e n de l'avant-dernière relation, 

O n a donc pour d S 0 : 

E n posant, pour abréger, 

il vient 

Pour exprimer p en fonction de q, nous faisons usage de l'équation 

et nous en tirons : 

Substituons cette valeur dans la formule de c/S0, et posons, pour abréger, 

il vient alors : 



E n intégrant cette dernière, on obtient : 

O n détermine la constante en faisant cp = 0, ce qui donne : 

et 

D'après cela, on a 

ou, à cause des valeurs de S 0 et 7, 

(78) 

Cette formule donne le théorème d'addition des intégrales de troisième 

espèce. N o u s n'effectuons pas l'intégration par rapport à q, parce qu'elle 

fournit des valeurs différentes, suivant que A C — B 2 est positif, nul o u 

négatif. E n vertu des valeurs de A, B, C, les cas seront différents, suivant 

que h (1 (/n-/<: 2)>0, = 0 , ou < 0 . La suite des calculs n'offre plus 

aucune difficulté. 

c. A cette occasion, nous allons encore développer les relations parti

culières qui existent entre les intégrales de deuxième et de troisième 

espèce. Si cp désigne une amplitude variable, a une amplitude constante, 

et si les amplitudes variables <r, r, sont déterminées par les formules : 

on a les quatre équations suivantes, qui résultent des deux premiers 

théorèmes d'addition : 



La différence des deux dernières équations nous donne : 

ou, à cause des valeurs de sin <r, sin T, 

Multiplions cette dernière par le facteur 

et intégrons entre les limites 0 et cp, auxquelles correspondent les limites 

0 et o-, 0 et r. Divisant ensuite les deux m e m b r e s par 2, on obtient : 

ou, puisque, dans les intégrales définies, rien ne se rapporte à la désigna

tion des variables d'intégration, 

L'intégrale d u second m e m b r e s'exprime facilement en fonction de 

H o (h, k, cp); en effet, on a : 

Par suite, l'équation (79) montre que l'intégrale de troisième espèce 

peut être exprimée au m o y e n des intégrales 

lesquelles sont seulement des fonctions de deux variables. 

D'après cela, on peut, au lieu de IIo (h9 k, cp), considérer l'expression 

c o m m e étant la forme normale des intégrales elliptiques de troisième 



espèce; dans cette formule, h = — > № sin 2 a, et a est ce que Ton appelle 
l'angle du paramètre. Cet angle n'a une valeur réelle que dans le cas où h 

est négatif, et plus petit que № en valeur absolue. La présence de a ima
ginaire n'empêche pas l'emploi de la formule (79); car, o n verra plus 

loin c o m m e n t l'on doit traiter les intégrales elliptiques d'amplitude 

imaginaire. 

Si l'on change dans (79) les quantités a, <p, l'une dans l'autre, <r ne 

change pas, r se change en — r, et il vient : 

E n outre, si dans l'intégrale prise de 0 à — r , on m e t — c p au lieu 

de cp, on a : 

d'où l'on obtient, pour la différence entre l'équation (79) et la précédente, 

D'après cela, u n e intégrale elliptique de troisième espèce peut s'ex

primer par u n e autre dans laquelle l'amplitude primitive devient l'angle 

dù paramètre, et l'angle du paramètre primitif l'amplitude. 

Dans le cas particulier , on a : 

L'intégrale complète de troisième espèce peut donc être réduite aux 

intégrales complètes de première et de deuxième espèce (0. 

Remarque du traducteur. — Il m e paraît utile de donner ici u n e 

démonstration remarquable du théorème de Legendre relatif aux intégrales 

(1) JAGOBI. Fundamenta nova theoriae funclionum elliplicarum, p. 159, § 4 9 et § *iO. 



elliptiques complètes de première et de deuxième espèce à modules 

complémentaires. 

Soient/c, kf deux modules satisfaisant à la condition fc4-*-fc'2 = i; 

K , K' les intégrales complètes de première espèce de modules A1, kr; E , E' 

les intégrales complètes de deuxième espèce de m ê m e s modules. O n doit à 

Legendre le théorème suivant : 

Legendre a d o n n é u n e démonstration qui n'est, en réalité, qu'une 

simple vérification de ce théorème. Si l'on représente le premier m e m b r e 

par G, il démontre que l'on a : 

par suite, G — const. Or, pour déterminer cette constante, il suffit de 

prendre u n cas particulier : k = 1, /¿' = 0, ce qui donne : const = -? 

et le théorème est démontré. 

M . Tortolini a d o n n é une démonstration directe de cette proposition 

en se servant d'un système particulier de coordonnées, imaginé par Jacobi. 

E n remplaçant les notations K , K', E , E ' par leurs valeurs, on trouve : 

Or, d'un autre côté, si l'on considère la huitième partie de l'aire de la 

sphère 

on obtient : 

quant aux limites de cette intégrale double, elles sont déterminées par la 

condition 

Actuellement, afin de ramener l'intégrale double qui précède à la 

m ê m e forme que G, posons : 



ce qui nous donnera, en vertu de l'équation de la sphère, 

z = cos cp cos 0. 

Remplaçant ensuite dxdy par sa valeur 

c o m m e on le sait par la théorie du changement de variables dans les 

intégrales multiples, on trouve, pour la huitième partie de l'aire de la 

sphère, 

Le second m e m b r e de cette formule n'étant autre chose que la valeur 

de G, on a : 

ce qui démontre la proposition énoncée. 

M . Catalan a donné une interprétation géométrique de cette formule : 

il démontre que ce théorème équivaut à la décomposition de la sphère en 

rectangles infiniment petits, au m o y e n de coniques sphériques orthogo

nales. (Atti delV Academia pontifica de nuovi Lincei, X X . ) 

VII. Rectification de la lemniscate, de Pellipse et de l'hyperbole. 

a. Si l'on désigne, c o m m e d'ordinaire, par a le demi-axe O A d'une 

lemniscate, r le rayon vecteur O P d'un point P de .. rbe, 0 l'angle 

A O P , on a : 

O n en déduit pour la longueur s de l'arc A P 

en particulier, la longueur q du quart de la lemniscate, a pour expression : 



A u lieu de l'angle 0, nous introduirons u n autre angle qui résulte de la 

construction de la courbe. Si l'on décrit, en effet, avec O A c o m m e rayon, 

u n cercle ayant le point 0 pour centre, si l'on tire le rayon O M arbitraire 

sous l'angle A O M = 0, si l'on prend M N = M A , et si l'on abaisse de N 

une perpendiculaire sur O A , cette dernière rencontrera le demi-cercle 

construit sur O A c o m m e diamètre en u n point Q , pour lequel O Q = 

a l/eos 20. Le point P de la courbe correspondant à l'angle 0 s'obtient en 

prenant sur O M la distance O P = O Q . E n m ê m e temps, on a, pour l'angle 

A O Q = 9,. qui peut s'appeler l'amplitude, 

réciproquement, 

Par la substitution de cette valeur, les formules qui donnent s et q se 

changent dans les suivantes : 

D'après cela, il est évident que les théorèmes démontrés dans le cha

pitre V pour les intégrales elliptiques de première espèce peuvent être 

appliqués, sans aller plus loin, aux arcs de lemniscate. Si, par exemple, 

deux arcs APi et^APâ sont déterminés par leurs amplitudes, on pourra 

trouver, par le théorème d'addition, l'amplitude d'un troisième arc AP 3, 

égal à la s o m m e des deux arcs donnés. D e m ê m e , u n arc AP peut facile

m e n t être multiplié ou divisé en parties égales. 

C o m m e cas particulier remarquable, nous mentionnerons encore la 

division en deux parties égales du quart de la lemniscate. Soit, en effet, 

s = ^ q, ou bien : 



la formule (75) d o n n e , pour 

Pour construire le point milieu d u quart de lemniscatc, on élève au 

point A (fig. 15), perpendiculairement à O A , la droite A C = j / A O O B , et 

l'on m è n e l'hypothénuse O C qui rencontre en D le demi cercle décrit 

sur O A . Alors l'angle A O D est l'amplitude du point cherché. Ce dernier se 

trouve en m e n a n t D E parallèle à O B ; on divise A E au point F en deux 

parties égales, et sur O F on prend O G = O D . 

6. A u lieu de l'équation ordinaire d'une ellipse, construite sur les 

demi-axes a et 6, et rapportée à des axes rectangulaires, prenons les 

deux équations 

# = asincp, ?/ = 6coscp, 

correspondant à u n e construction connue, au m o y e n d u cercle inscrit et 

d u cercle circonscrit. L'amplitude cp d u point P de l'ellipse (fig. 16) est 

alors l'angle B'OP', si P' est le point d u cercle circonscrit correspondant à 

la m ê m e abscisse que P. L'arc d'ellipse s = B P , compté à partir de 

l'extrémité d u petit axe sera d o n n é par la formule : 

il vient : 

si l'on désigne l'excentricité numérique par k, 

E n particulier, on a, pour le quart d'ellipse, 

A u m o y e n du théorème d'addition des intégrales de deuxième espèce, 

on peut facilement trouver, pour deux arcs donnés BP 4 et BP 2, u n 

troisième arc BP -, jouissant de la propriété que arc BPi -t- arc B P 2 — arc BPs 



soit une expression algébrique. Ce résultat prend une forme très-élégante 

dans le cas où la troisième amplitude , c'est-à-dire lorsque l'on a : 

(81) 

Le théorème d'addition (77) est alors exprimé par la formule : 

ou, si l'on multiplie par a, et si l'on prend l'angle B ' O Q ' = 

(82) 

Par conséquent, pour chaque arc d'ellipse, compté à partir de l'extrémité 

du petit axe, on peut trouver un second arc, compté à partir de l'extré

mité du grand axe, et tel que la différence de ces deux arcs soit une 

expression algébrique. Pour exprimer ces relations géométriquement, on 

prend, d'après (81), l'amplitude B'OQ' égale à l'angle compris encre O A 

et la normale M P correspondant au point P de l'ellipse. Les normales aux 

points P et Q sont alors à des distances égales O M = O N du centre 0 , et 

l'équation (82) devient 

Si l'on pose, en particulier, ̂  = <p, d'où 

alors O M atteint sa valeur m a x i m u m a — b, et l'amplitude cp détermine 

un point C(l), pour lequel on a (fig. M ) : 

arc B C — arc A C = a — b. 

C o m m e deuxième application du théorème d'addition, le problème sert 

à déterminer u n arc d'ellipse P Q , égal à la moitié du quadrant. Si T o n 

(I) C e point peut être déterminé par la théorie des m a x i m u m s et m i n i m u m s . 



appelle C le point de l'ellipse que nous venons de trouver, et pour lequel 

on a : 

son amplitude B ' O C ' = 7 est déterminée par les formules : 

E n outre, si <p est l'amplitude de P, ^ sera l'amplitude de Q ; nous 

choisissons cet angle de telle manière q u e Ton ait l'équation 

à laquelle correspond la condition 

(83) 

Pour les intégrales elliptiques de deuxième espèce, o n a la relation 

c'est-à-dire, en multipliant par a, 

Or, en vertu de la valeur trouvée plus haut pour arc B C , il vient : 

Si l'arc P Q doit être la moitié d u quadrant, on doit avoir : 

(84) 

et les équations (85) et (84) conduiront aux valeurs des amplitudes cp et^. 

L a dernière équation donne, en vertu de la valeur de sin y, 

en substituant dans (85), on a : 



d'où 

c. Soient O A = a, le demi-axe principal, A B = 6, le demi-axe con

jugué d'une hyperbole (fig. 18), l'excentricité linéaire, 

et C D une droite m e n é e parallèlement à A B à la distance 

Si l'on désigne par P' la projection de P sur C D et (p l'angle A O P ' , on 

a, pour l'ordonnée d u point P, 

pour l'abscisse, on trouve, au m o y e n de l'équation de la courbe 

Si l'on pose, pour abréger, 

l'arc d'hyperbole A P = s sera exprimé par la formule 

que l'on peut écrire 

(83) 

U n arc d'hyperbole peut donc être rectifié au m o y e n des intégrales 

elliptiques de première et de deuxième espèce. 

Il est utile de remarquer que le produit cAcp tg 9 représente la distance 

de l'origine des coordonnées à la normale M P au point P de l'hyperbole. 

Pour O M = p , on a : 



ou, si Ton exprime 6, c, en fonction de a, k, 

La valeur cp = - iz correspond au point de l'hyperbole situé à l'infini, 

et alors O M coïncide avec l'asymptote. O n a maintenant pour la différence 

entre la branche d'hyperbole A P , prolongée à l'infini, et l'asymptote cor

respondante 

en remplaçant E et K par leurs valeurs, on obtient : 

E n désignant par cp, ^, les amplitudes des trois arcs d'hyperbole A P , 

A Q , A R , on a, en vertu de (85), 

Lorsque cp, ,̂ <r satisfont à l'équation 

on a, plus simplement, 

arc A P — arc Q R = c [Acp tg cp~h A ^ tg ̂  — A<r tg cr — k % sin cp sin ̂  sin cr]. 

D o n c , pour chaque arc d'hyperbole, compté à partir du sommet, on 

peut construire un second arc, qui diffère du premier d'une quantité 

algébrique. Si cp est donné, et si ̂ , cr, sont déterminés par les équations 

cos cr cos -+- sin cr sin A c p = cos cp, 

on a, en particulier, 

arc Q R = arc A P . 



E n général, on peut tirer de la relation entre trois arcs d'hyperbole, 

des conséquences semblables à celles que l'on tire de la relation entre 

trois arcs d'ellipse; seulement les résultats sont moins simples. 

Enfin, la comparaison d'un arc d'hyperbole avec deux arcs d'ellipse, 

conduit à des résultats remarquables. Si k i 9 <p4 sont donnés par les 

formules 

on a, en vertu de la transformation de Landen (25), 

d'un autre côté, d'après (85), 

D e ces deux équations, o n tire, par l'élimination de F (k, cp), 

(86) 

L'arc s d'hyperbole peut ainsi s'exprimer au m o y e n des arcs de deux 

ellipses, dont la première a pour demi-axes 

l'autre a pour demi-axes 

les amplitudes de ces arcs d'ellipse étant cp et cpi('). 

(1) L a comparaison des arcs de lemniscate, d'ellipse et d'hyperbole est d u e à Fagliano, 

c o m t e de F a g n a n i : Metodo pet" misurare la lemniscata. Giornale de letterati d'Italia, 

Venise, 1 7 1 8 ; id. Produzione mathem., T . Il, p. 3 1 7 et suiv. Euler a fait b e a u c o u p de 

recherches sur cet objet (Comment, novi Petropoli. V I , V I I , X I I ) . V o i r aussi le Traité 

des fonctions elliptiques d e L e g e n d r e , et u n m é m o i r e de L a n d e n , Philosoph. Transac, 

1775. 



Vili. Aire des surfaces à centre du second degré. 

Los équations des trois surfaces à centre d u second degré construites 

sur les demi-axes a, 6, c, sont 

on peut, dans le cas où il n'est pas nécessaire de les distinguer, les 

mettre, pour abréger, sous la forme suivante : 

O n tire de là 

et, si l'on substitue cette valeur dans la formule générale 

il vient 

Le radical qui entre dans cette formule représente géométriquement 

la sécante de l'angle compris entre le plan tangent au point (x, y, z), et 

le plan horizontal xy, ou bien la cosécante de l'angle PJVP' que la nor

male au point (x, y, z) fait avec le plan des xy (fig. 19). O n peut désigner 

cet angle par co, et le prendre ensuite c o m m e u n e variable nouvelle. 

Soit 0 l'angle P'iXX' que la projection horizontale de la normale fait avec 

l'axe des x : nous le prenons aussi c o m m e une nouvelle variable. E n 

vertu des significations de co et de 0, il existe entre ces angles et les 

coordonnées a*, y, les relations suivantes : 



au m o y e n desquelles on exprime facilement x, y, en fonction de co et 0. 

Si l'on pose, pour abréger, 

on a : 

La formule précédente 

se transforme, par l'introduction de co et 0 au lieu de x, y, dans la suivante : 

où l'on doit substituer pour x, y, les valeurs trouvées ci-dessus. 

Si l'on observe que R dépend de co et 0, on obtient d'abord : 

et par là, on arrne à la formule rationnelle : 

C o m m e dans toutes les questions de cette espèce, les limites de l'inté

gration dépendent de la limite que l'on donnera à la portion de surface 

à mesurer. Ordinairement, la courbe limite est déterminée par l'équation 

de sa projection horizontale f(x, y ) = z O ; par la substitution des valeurs 

de x, y, R, on aura une équation entre co et 0, laquelle montre, c o m m e n t , 

à la limite, 0 dépend de co, et co de 0. II n'est besoin que d'un coup d'oeil 

(I) C'est Jacobi qui a introduit les angles « et 0 p o u r e x p r i m e r plus s i m p l e m e n t q u e 

L e g e n d r e la formule de Taire totale de l'ellipsoïde (Journal de Creile, X , p. M O ; . Mais il 

n'a pas r e m a r q u e q u e la formule (87) d o n n e u n grand n o m b r e de théorèmes très-impor

tants. 



pour reconnaître que les résultats se compliquent beaucoup ; c'est pourquoi 

nous nous bornerons tout d'abord au cas le plus simple, c'est-à-dire au 

cas où les quatre limites de l'intégrale double sont constantes. P o u r cela, 

nous aurons recours à la considération suivante : 

Si l'on part sur la surface d'un point ( r , y, z) dont la normale est 

inclinée d'un angle co sur le plan des xy, on peut trouver u n e infinité 

d'autres points de la surface dont les normales font le m ê m e angle avec 

le plan horizontal. Tous les points de cette espèce forment u n e courbe 

située sur la surface, et qui peut être appelée la courbe des normales 

isoclines pour l'angle d'inclinaison co. L'équation de sa projection hori

zontale se déduit de la formule : 

si l'on y considère co c o m m e constante; et l'on aura, d'après cela, 

(88) 

Il est facile de voir que cette équation représente toujours une ellipse. 

Pour l'ellipsoïde, cela est immédiatement évident; pour les hyperboloïdes, 

co est, par la nature de ces surfaces limité à u n certain intervalle, et, par 

suite de cette circonstance, les coefficients de x 2 et de y 1 sont positifs. La 

remarque que l'équation précédente s'obtient aussi par l'élimination de z 

entre les équations 

conduit au m ê m e résultat. Chaque courbe des normales isoclines peut 

donc être considérée c o m m e l'intersection de la surface du second degré 

donnée, avec u n cône elliptique de m ê m e centre; il s'en suit que l'inter

section, si elle existe en général, doit avoir u n e projection horizontale 

elliptique (fig. 20). 

Si l'on fait varier dans (88) l'angle co d'une quantité quelconque très-

petite, on obtient sur la surface u n e deuxième courbe des normales 

isoclines. Celle-ci ne rencontre pas la première, parce que les projections 

horizontales des deux courbes n'ont aucun point c o m m u n . U n changement 

infiniment petit de co conduit, d'après cela, à u n e bande infiniment mince, 

qui s'étend tout autour de la surface. Si enfin, co varie d'une valeur 

initiale COQ donnée jusqu'à une valeur finale co4 également donnée, il naît 



u n e zone dont l'aire Z se trouve au m o y e n de la formule (87) par l'intro

duction des limites co = co 0, co = co i ? et Q = 0, G = 27r. O n a ainsi : 

L'intégration relative à G ne présente aucune difficulté, si l'on remplace 

sin 2 co par sin 2 co (sin2 G cos 2 G), et si l'on pose, pour u n instant, pour 

abréger, 

on a d'abord 

et, par les méthodes connues (par exemple, la substitution tg 0 = t)9 

Pour une réduction subséquente, supposons, pour l'ellipsoïde, a^> b > c , 

et pour les hyperboloïdes b ̂ > a, hypothèses qui n'ont aucune influence 

sur la généralité des calculs. Soit, en outre, 

(90) 

les quantités a, (3 sont toujours réelles, et représentent géométriquement 

l'excentricité numérique des deux traces verticales de la surface. E n m ê m e 

temps, on a, dans tous les cas, a > |3. N o u s avons maintenant pour m et n 

m = B [C — (C — A ) sin 2 co] = B C ( 1 — a 2 sin 2 co), 

n = A [C - (C — B) sin 2 co] = A C ( I — (32 sin 2 co); 

par suite, 

Si l'on pose 

sin co = w, sin co0 = MO, sin COI = Ui, (91) 



cette formule se simplifie, et elle devient : 

_ 77 Cu° ( A B x < f a 

~~ C l /ÂÎ3 ! W l ' 1 - ^ + 1 - ! / ( 1 - « V ) ( 1 - - ^ ) ' 

Pour expr imer enfin Z au moyen des intégrales ell iptiques, posons 

(3 / ( ] — 13 sin m 
> c = , - = t / - , t i c = 1 , 

a y C — A a 
(92) 

et nous aurons 

r " ( A B \ du 

) 0 ! \ — a*u* * i — ) _ a V ) ( - l ^ V J _ 

A | B ) = 

« ) 0 ( cos 2 9 \ — x » sin* ? S p / i _ x « s i n i 9 

B ( , . X 2 sin © cos cp ) 

Si nous faisons encore , pour abréger , 

A — (C - B) cos 2 9 . . . . . 

et si nous dé t e rminons , d 'après (92), les l imites de cp, au moyen des 

équat ions 

sin <p0 = aw 0 = a sin Wo, 

sin cpi = awj = a sin ch, 
(94) 

n o u s obt iendrons facilement 

Z = " | (C - A ) [ E (<p.) - E ( 9 , ) ] + A [ F (9,,) - F (9,)] 
j / A J J C (C — A ) 

+ G(<p0)- G( ? l ) j - (95) 



En vertu du théorème de la soustraction pour les intégrales ell iptiques 

de p remiè re et de deuxième espèce, on a aussi : 

Z = 7 7 j (C — A) E (T) H- AF (T) G ( ? 0 ) — G (? 4) 
[ /ABC (C — A) 

— (C — A) * 2 sin r sin <p0 sin <?i ] , 

où r est dé te rminé par la formule 

sin <p0 eos îA<pi — sin <pt cos ?oA'f0 

sm r = ~ \ ~ — • 
1 — •/} s in 2 © 0 s in 2 <p1 

Les résul tats précédents se résument dans le t héo rème suivant : 

Sur chaque surface à centre du second degré, on peut construire une 

infinité de zones dont l'aire peut s'exprimer au moyen des intégrales 

elliptiques de première et de deuxième espèce. 

Chaque zone sera l imitée par deux courbes des normales isoclines; les 

projections horizontales de ces dern ières courbes sont des ellipses qui ont 

pour équations : 

A ( A t g ' M . + C) B (B tg' coq - - C ) , 

c x C 1 1 ' 

A(Atg»a>, + C) B ( B l g « < o , - C ) _ 

C C J 

(96) 

A ce théorème généra l , nous ra t tacherons encore les conséquences par 

ticulières qui se rappor ten t à chaque surface à centre du second degré . 

a. Pour l'ellipsoïde G>0 et coi peuvent avoir toutes les valeurs possibles, 

et l'on peut toujours supposer co0 > Wi , de sorte que la p remière ellipse 

est à l ' in tér ieur de la seconde (fig. 21). Dans cette figure, U 0 V 0 ViUi repré-

1 

sente u n quar t de la z ô n e Z . Pour w 0 = - TT, la courbe UoV 0 . . . . se con

fond avec le point C, et la zone devient une calotte CUtVi dont l 'aire 

peut être désignée par Zi. Il résulte de (94) que sin <p0 = a, ou, si nous 

représentons par a cette valeur part icul ière de <p0, 

1/a 2
 — c 2 

sin (7 = a = ; 
a 



on a a lors , en vertu de (95), 

TTi) 
Z, = — = S «2 - c 2) [E (') ~ E (?')] + c* [ p M - F (?•)] 

j / a 2 — e* 
+ « V № W - 6 ( T , ) ] | -

Si, en second l ieu, on pose an = 0 dans la formule généra le , la courbe 

infér ieure U ^ i . . . . se confond avec la trace hor izonta le de l 'ellipsoïde, et 

il en résulte une zone limitée par les courbes AB. . . . et U 0 V 0 . . . . , zone dont 

Faire peut ê t re désignée par Z 0 ; les formules (94) et (95) donnen t pour 

la valeur de cette aire : 

7i h 
Z 0 = — = r { ( a 2 — c 2) E foo) + c 2 F (?o) a V G ( ? 0 ) 1 • (99) 

j / V - c 2 

1 
P o u r « o = - 7T, d'où <?o = ar, cette zone devient le demi-el l ipsoïde; 

on a, d 'après cela, si 12 désigne l 'aire totale de l 'ellipsoïde : 

il = , 2 ? l 6 \ ( a 2 — c 2) E ( f f) + c 2 F (a-) + a V G M l 
(/a* — c 2 

ou b ien , en ver tu de la valeur de sin v et de G(<r), 

Q = 2TTC [ 6E ( 7 ) tg G* --h 6 F (<r) cotg ci + c j . (100) 

Des équat ions (98) et (99), il résul te : 

Zo - Z, = ïï6 | ( a 2 - c*) [E ( ? 0 ) + E - E (cr)] 
i / a 2 — c 2 

+ c 2 [ F ( ? 0 ) + F ( ? . ) - F ( < i ) ] 

+ o V [ G W + G W - G ( » ) ] | 5 

et, si w 0 et ah sont tels que et ^ satisfont à l 'équation 

cos y = cos cos <p4 — sin <p0 sin <pi A ( G - ) , 

on a plus s implement , 

Zo — Zi = k 6 { ( a 2 — c2) z 2 sin <p0 sin <p4 sin o- a 2 c 2 [G (<p0) + G (<p0 - G (<J)] I-

P o u r pouvoir mieux é tudier le résultat que nous venons de t rouver , 



évitons toutes les ab rév ia t ions , et expr imons sin cos cp0, e t c . , en fonc

tion de co0, « ! . Nous ar r ivons au théorème suivant : 

Si les angles d' inclinaison co0, coi, satisfont à la condition 

b y (a? cos 2 co0 -+- c 2 s i n 2 co0) ( a 2 cos 2 co4 c 2 s i n 2 cod) = 

c [ ab •+• (a 2 — c 2) sin co0 sin co, J, (101) 

on a : 

( ( t t t _ C « ) ( 6 « - . C 2 ) 
Z 0 — Zi = 7T 5 j sin co0 sin t o t — c 2 

( ab 

[c1 — ( a 2 — c 2) (6 2 — c 2) cos 2 coo] sin co0 

| / ( a 2 cos 2 Wo "+* c 2 s in 2 coo) (6 2 cos 2 o>0 -+- c 2 s in 2 co0) 

[c 4 — (a 2 — c 2) (6 2 — c 2) cos 2 co,] sin co, 
(102) 

| / ( a 2 cos 2 o)i c 2 s in 2 co,) (6 2 cos 2 co, -f- C 2 s in 2 co,) ( 

Donc, sur l'ellipsoïde à trois axes, il existe une infinité de zones et de 

calottes correspondantes, et dont les aires diffèrent par des expressions 

algébriques. 

Cette propr ié té s 'exprime t rès-s implement dans le cas part icul ier 

0 0 = 0) ! , c'est-à-dire lorsqu' i l n 'y a qu 'une courbe des normales isoclines, 

laquel le par tage la surface du demi-e l l ipsoïde en une calotte Zi et la 

zone Z 0 . De (101) on tire pou r co la formule 

/ ab 
t g CO = \ / - - - r - > 

y (a -H 6 -h c)c 

et de (102) on dédui t la relat ion 

„ ( , ( a 2 - t - 6 2 ) c ) 
Zi — Zo = 7T ]ab — v ~— : • 

La courbe des normales isoclines est dans ce cas l ' intersection de l'ellip

soïde avec u n cône el l ipt ique construi t avec les dimensions (fîg. 20) 

a 2 6 2 / a6c 
F H = - , GH = - , 0 H = \ / 7 

Les demi-axes de sa projection hor izontale sont : 

OM = a \ / , v

 I w ON = b \ / — r - T T V 

y (a 6) (a •+• c) y (6 c) (6 a) 



Il est à pe ine besoin d 'observer que ces théorèmes forment les co r r é 

latifs s té réométr iques de ceux de Fagnano sur l 'ell ipse. 

6. Pour les hyperboloïdes , on a des développements tout-à-fait sem

b lab les , mais qui cependant n 'admet tent pas des part iculari tés aussi 

s imples, parce que co0 et &>i ne peuvent pas dépasser des l imites déter

minées . Cependant les r emarques suivantes sont intéressantes. 

Pou r l 'hyperboloïde à une nappe , on peut p r end re co0 = 0 , et 

C ab 
t g 2

 W l = — — — - , ou tg w â = — ; 
A + J 3 c j / W ô 2 

la p remière courbe des normales isoclines coïncide alors avec la trace 

hor izontale de la surface, et la deuxième a pour projection horizontale 

un cercle décrit avec le rayon j / a 2 -+- 6 2 . En out re , on a © 0 = 0, 

b |A 2
 c 2 6 iA 2

 H- c 2 

SU! yi = , OU tg ^ > i = — 5 

[ / a 2 6 2 6 2 c 2 a 2 c 2 a c 

et, par la substi tut ion de ces valeurs dans (95), on obt ient Z. 

1 
Pour Phyperboloïde à deux nappes , si l'on fait co0 = - TT, la zone se 

A 
change en une calotte, et comme cas plus part icul ier on a : 

l / a 2 + 6 2 

tg co, = v- ; 

La projection horizontale de la courbe des normales isoclines est main-

a 2 6 2 

t enant u n e ellipse dont les demi-axes sont ~ 5 et — ? valeurs qui sont le 

b a 

plus g rand et le plus petit r ayon de courbure d 'une ellipse dont les 

demi-axes sont a et 6. 

c. Après avoir dé te rminé dans ce qui précède des zones dont les sur

faces s 'expriment par des intégrales el l ipt iques non complètes, nous allons 

encore rechercher s'il y a aussi des zones dont l 'aire dépend des intégrales 

el l ipt iques complètes. Dans ce bu t , donnons à la formule (87) la forme 

suivante : 
AB f f cos co cKdcù 

S = C~ ) J [B cos 2 G -f- A s in 2 G — (Ba 2 cos 2 G -t- A|3 2 s in 2 0) s in 2 co] 2 ' 



et posons, pour abréger , 

p = B cos 2 0 -t- A s in 2 0 , 

ç = B a 2 c o s 2 0 - * - A¡3 2 s in 2 G. 

Puisqu' i l s'agit d 'une zone, 0 doit ê tre étendu de 0 à 27r ; tandis que les 

l imites de co dépendent de la na ture des limites de la zone. Nous laissons 

proviso i rement ces l imites indé te rminées , et nous désignons par coo5 coi 

les limites de l ' intégration relative à co; ce sont évidemment des fonctions 

de 0 qu' i l faudra dé te rminer plus t a rd . D'après cela, l 'aire de la zone est 

_ A B f ° C Q S <* d ( ù 

? " ^ \ J W i ( p - ^ i n 2 c o ) 2 ; 

si l'on pose sin (c = u, et aussi sin co0 = «o, sin (ùl = vi, on a 

Décomposons cette intégrale de la manière suivante : 

7 _ ^ M \ C" DU
 _ f 1

 DN I 

subst i tuons dans la p remière u = w0f, et dans la seconde u = 'Uit'9 les 

intégrales relatives à la nouvelle var iable t ont alors pour l imites 0 et 1, 

et elles peuvent être de nouveau réun ies , de sorte que l'on a 

Choisissons les l imites d ' intégrat ion Mi? de telle man iè re que l ' in té

grale double se change en un produi t de deux intégrales s imples ; cela 

a r r ivera en posant 

t / 0 = a 0 y / ^ t i i = A t y / ? , (io4) 

).o, é tant des constantes quelconques . On a alors 

AB r^_Ji_ r l f 10 *, I 
~ c J0 V ]/ñ ) 0 L(i - V»*) * (t - V t « ) \ | ' 



\ 
la valeur de l ' intégrale relat ive à t étant désignée, pour abréger , par - M, 

A 
on a : 

(105) 

et ensui te 

_ ABM r 2 ? r (/9 _ 2ABM 7 7 d9 

Pour r édu i r e cette in tégra le , employons la substi tution suivante : 

t g 0 = \ / i , t g ? ' 
laquel le d o n n e : 

_ AB _ AB ( a 2 cos 2 ? -+- (32 s in 2 <p) 

^ A cos 2 ^ -t- B s in 2 y ^ A cos 2 ^ + B s in 2 ? ' 

A cos2 y -4- B sin 2 y 

1 
2M f 2 ï ï A cos2 ? + B s in 2

 ? . 
/ = —— \ (Pf 

C | / A B JQ [ / a 2 cos2 y -f-132 sin 2 ? 

Posons encore sous le signe j , A = C ( i — a 2 ) , B = C (1 — |3 2), et nous 

ob t i endrons 

1 

Z — m * 1 — (a 2 cos 2 y -H |32 s in 2 y) 

| / Â B [ / a 2 cos 2 <p + ' (3 8 s i n 2 y 
ou bien 

(10G) 

le module x est dé te rminé par la formule 

" _ ; ~ V C - A ' 

D'après cela, swr chaque surface à centre du second ordre, il existe une 



infinité de zones dont l'aire est exprimable au moyen d'intégrales ellip

tiques complètes de première et de deuxième espèce. Une telle zone sera 

l imitée par deux courbes qui sont dé te rminées par les condit ions (104) 

ou bien 

/ B cos 2 0-+-A s i n 2 0 
sin too = 4 y / B a , c o s , 9 + A ß , s i n * e ' 

/ B cos 2 0 A s in 2 0 

sin » , _ / , y B a . c o s . ö _ A ß . s i n . e -

(107) 

Les équations des projections horizontales des deux courbes se dédu i 

sent de là au moyen des subst i tut ions : 

/ I _ A X 2 - - 1 V . Bw 

on obtient : 

( A x 2 ^ 2 ) ( A a V + B P V ) =
 A j a l ~ ^ }

 x 2 -.- " f j ^ y 2 , 

( A * 2 - ^ 2 ) (A«V+B(3y) =
 A{f~Jf) + Bf!rAiy

}
 2/ 2-

Pour la construct ion de ces courbes du qua t r ième degré , les coordonnées 

polaires sont plus commodes : si l'on pose, dans ce bu t , dans la p remiè re 

équat ion 

x' = r 0 c o s / : , */ = r 0 s i n X , —^ — - - = A o , ~ r — ^ = B 0 , 

et, si Ton emploie, pour la seconde équa t ion , une substi tution ana logue , 

il vient : 

2 A 0 cos 2 X-+- B 0 s in 2 X 
r ° ^ (A cos 2 X 4- B s in 2 X) (Aa 2 cos 2 X +- B(32 s in 2 X) ' 

2 Ai cos 2 X Bi s in 2 X 
r i = (A cos 2 X + B s in 2 X) (Aa 2 cos 2 X 4- B(32 s in 2 X) " 

Pour l 'ellipsoïde, r 0 et r 4 doivent ê t re plus petits que le r ayon vecteur 

1 
r = -— ? 

\/k cos 2 X B s in 2 X 

correspondant à l 'angle X dans la trace horizontale de la surface. Il résulte 



de là les conditions 0 < 1 0 < (3, et 0 < At < (3. Pour l 'hyperboloïde à 

u n e nappe , r 0 et r 4 doivent être plus grands que r ; il s'en suit que 1 0 et Ai 

sont des fractions positives. Pou r l 'hyperboloïde à deux nappes , r 0 et r t 

peuvent avoir des valeurs réelles quelconques : cela exige que A 0 , B 0 , A i ? 

Bi, soient négatifs, ce qui a lieu si Ton p rend en même temps 1 < 1 0 < (3 

et 4 < i i < (3 (1 ) . 

IX. Aire de certaines surfaces podaires. 

Soit, comme dans le chapi t re précédent , 

Ax2•+• By2 + C z 2 = l } 

l 'équation d 'une surface à cent re du second d e g r é ; le plan tangent au 

point x, y, z9 a pour équat ion 

Ax\ -+• Byvi -*-CzCs — \, 

£, yj, Ç désignant les coordonnées courantes du p lan . Une perpendicula i re 

menée de l 'origine des coordonnées (centre de la surface) sur le plan 

tangent r encon t r e ce de rn i e r en un poin t dont les coordonnées y), Ç, 

sont, d 'après des formules connues , 

Ax 

_ BtJ 

* 
* A 2 * 2 B 2*/ 2 H- C 2 * 2 

Les points £, y], Ç forment par leur suite cont inue la surface podaire de 

la surface p r imi t ive ; on obtient l 'équation de cette nouvelle surface par 

l 'él imination d e x , y , z, ce qui nous donne 

+ £ + ( io8) 

(1) L'aire de l'ellipsoïde à trois axes inégaux au moyen des fonctions elliptiques a été 

trouvée d'abord par Legendre dans le Traité des fonctions elliptiques, I, p. 550 à 560. 

Tous les autres résultats exposés dans le chapitre VHI sont dus à M. Schloemilch 

(Bulletin de l'Académie de Saxe, 1862, et Zeitschrift fur Mathem. IX, p. 205). 



Pour l 'exprimer en coordonnées polaires, désignons par r le rayon 

vecteur du point H, Ç, par l 'angle que fait r avec le plan hor izonta l , 

et X l 'angle de sa projection hor izontale avec Taxe des £ ; nous aurons : 

£ = r cos cos X, Yi = r cos ^ sin X, Ç = r sin ^ . 

L'équation de la surface podaire est alors : 

2 c o s 2 ' ^ c o s 2 X c o s 2 ^ s i n 2 X sin 2<|/ 
r _ - g — g - ' (109) 

La formule à employer pour l 'aire de la surface est en général 

0 étant l 'angle du rayon vecteur avec l'axe des co l 'angle du plan des xy 

avec le plan passant par le r ayon vecteur et l'axe des x. En appliquant cette 

formule au cas actuel , on changera d 'abord les axes des x et des z l 'un 

4 

dans l 'autre , puis on remplacera sous le radical 0 p a r - n—^, co par 

1 
- 7r — X. Il v iendra a lors , en faisant en t re r r sous le radical : 

et , en ver tu de la valeur (109) de r 2 : 

T T / c o s 2 dt cos 2 X cos 2 d> s i n 2 X s in 2 d/ 
S = )j V A* "** № + cos 

Eu remplaçant s in 2 ^ par 1 — cos 2 ty9 et posant , pour abréger , 

C 2 C 2 

p = 7 î c o s 2 z S i s i n * x — '*> 
A 2 

on a plus s implement 

S = ~ | / l - 4 - P cos 2 <{/. cos <J/ dXddf. 

L'intégrale relat ive à ^ p rend une forme plus avantageuse, si l'on fait 

s in 2 dj 
Ht- P cos 2 ^ ^ 1 ' 



d'où : 

, / i — fi . . / 1 + P . 

Elle prend alors une forme ra t ionnel le 

4 (Y 1 - H P 

ou, en ver tu de la va leur de P , 

S = A 2 B 2 C (f (B 2 c o s 2 X - f - A 2 s i n ' X ) dXdt 
) ) [A"2B2 (4 — * 2) C*«* (B 2 cos 2 X + A 2 s in 2 X)] 2 ' On peut encore simplifier cette formule , en posant 

tg X = | tg 9 ; (111) 

d'où l'on t ire : 
A 2 R 2 

B 2 cos 2 X + A 2 s i n 2 X = — — ^ . . 
A 2 cos 2 0 B 2 s in 2 0 

, y AB t/0 

A 2 cos 2 9 - H B 2 s in 2 e' 

s = = A B C f f dBdt_ 

) J [(A 2 cos 2 0 + B"2 s in 2 0) (1 — *2) -*- C 2 r 2 ] 2 ' 

Enfin, si Ton pose 

* = s i n w , (112) 

il v ient : 

ABC [ [ cos co da dO 
= 3 JJ (A 2 cos 2 co cos 2 6 B 2 cos 2 co s in 2 0 + C 2 s in 2 co)'2 * 

Cette intégrale a la même forme que la formule (87), qui sert à la 

dé terminat ion de l 'aire des surfaces à centre du second o rd re . Par con

séquent , la comparaison de ces intégrales conduira à des résultats r e m a r 

quables . A cet cifet, imaginons , ou t re la surface du second ordre dont 

nous avons t rouvé la surface podai re , une aut re surface dé te rminée par 

l 'équation 

A V 4 - B y 4 - C ' z 2 = 1 ; 



nous au rons pour cette de rn iè re 

, CC A 'B 'C cos co du dO 
s = — j ) ( B ' G ' c o s 2 w c o s 2 0 •+• C ' A ' c o s 2 0 0 s i n 2 9 A ' B ' s i n 2 w ) 2 ' 

On aura donc S ' = S , si A' , B ' , C , sont dé terminés par la proport ion 

1 1 4 
A ' : B ' : C ' = A i : B i : c i ' 

et si , en o u t r e , les l imites de l ' intégration sont les mêmes dans les deux 

intégrales doubles . La p remiè re condition exige que A', B', C soient 

positifs; la nouvelle surface du second degré est donc un ellipsoïde dont 

les demi-axes o ' , 6', sont en t re eux comme A 2 : B 2 : C 2 , c'est-à-dire 

qu'ils sont en raison inverse des carrés des demi-axes de la surface p r i m i 

t ive . On aura donc : 

6c ^f ca ab 

a b c 

Pour rempl i r la deuxième condi t ion, on dédui t des l imites pr imi t ive

men t données pour ^ et X, les nouvelles l imites de co et 0 , au moyen des 

formules (MO), (111) et (112), c 'est-à-dire 

. 2 A 2 B 2 s in 2 

sin w _ fiaca c o § 2 ^ x ^ C 2 A 2 c o § 2 ^ g _ 2 x ^ A 2 B , g _ 2 ^ ( H 3 ) 

t g 0 = ^ t g X . (114) 

Donc, à chaque 'portion limitée de la surface podaire, correspond une 

portion de même grandeur de la surface de l'ellipsoïde dont les demi-axes 

sont a ' , b', c ' . 

Si, par exemple, dans l 'ellipsoïde 0 var ie de 0 à 2 Ï Ï , et CO depuis u n e 

valeur constante co 0 jusqu 'à une valeur coi <^ co 0 , alors dans la surface 

podaire , X var iera de 0 à 27r, et aux l imites, on aura deux équations que 

l'on déduira de (113) en remplaçant co d 'abord par c o l 5 et ensuite par co 0 . 

Dans le cas où la surface podaire dérive d 'un el l ipsoïde, on a les équat ions 

. 2 c* s in 2 

0 ) 1 a* eos 2 ^ eos 2 X -t- 6 4 eos 2 s in 2 X c 4 s in 2 ^ 



8 , 1 1 W o = a*$« + 

On en déduit le théorème suivant : L'intersection de la surface podaire 

(£* >,« ^ = a 2 ? 2 -t- 6 V "+* c 2 Ç 2 , 

avec /es deujc cônes elliptiques 

O ^ + i*/;^^ COtg 2 û h , 

a 4£ 2 -i- 6*yj* = c%* cotg 2 co 0 , 

ciowïe îme zone qui a la même aire que la zone de Velllipsoïde construit 

sur les demi-axes a', br, cr, et dont les lignes limites sont les courbes des 

normales isoclines correspondant aux inclinaisons (Ù1 et co 0 ? 

Pour pouvoir appl iquer à cette a i re les formules c i -dessus , on doit 

p r e n d r e a < ^ 6 < ^ c , par s u i t e , a ' > 6 ' ^ > c ' . On peu t alors appl iquer 

immédia tement les formules (97) à (102), en y remplaçant a , b, c pa r 

a ' , 6', c'. 

Pour Wi = 0, coo = - 7T, la zone de la surface podai re se change en 
À 

une demi-surface , et la zone de l 'ellipsoïde devient u n demi-ellipsoïde. 

D'après cela, la surface podaire a la même aire que l'ellipsoïde dont les 

demi-axes sont ar, br, c'. 

Si l'on construit sur l 'ellipsoïde la l igne des normales isoclines, dé t e r 

minée par l 'équation 

/ a'b' 

le demi-ellipsoïde se décompose en une calotte et une zone dont les aires 

diffèrent de la quant i té a lgébrique : 

^ r 6 -
 a ' + t ' I 

c* s in 2 ^ 
Slll COo ^ c o g 2 ^ c o § 2 ^ ^ ^ ^ g j n 8 ^ ^ c 4 s j n 2 ^ ' 

ou bien, en coordonnées rec tangula i res , 



Oo en conclut le théorème suivant : la demi-surface podaire est décom

posée par le cône 

a*£* -+- 64yj2 = ( 6 V c 2 a 2 a 2 6 2 ) Ç 2 

C M tme zone et une calotte, dont la différence des aires est 

" ( a *+ 6* 

Sur l 'ellipsoïde, a ' , c', il existe en ou t r e des zones don t les aires 

peuvent ê t re exprimées par des intégrales elliptiques complètes. Dans ce 

cas, 0 varie de 0 à 2 T T , et l'on a, pour les l imites de co, les équations (107) 

qui donnen t : 

. 2 V C (B' cos 2 0 -t- A' s in 2 6) 
S m C ° 0 — B ' ( C — A ' ) cos 2 0 4-A' (C — B') s in 2 0' 

Ai2 C (B' cos 2 0 -+• A' s in 2 0) 
s m 2 toi = - - • 

B' ( C — A') cos 2 0 A' ( C — B') s in 2 0 

Aux limites 0 = 0 et 0 = 2 T T , correspondent les limites X = 0 , X = 2TT : 

on a, en ou t re , si l'on exprime A', B' , C , en fonction de A, B, C, et 0 en 

fonction de X : 

. t V 2 A 2 B 2 

S , N W O ( A * — C 2) B 2 cos 2 X + (B 2 _ C 2) A 2 s in 2 X ' 

. 2 Ai2 A 2 I1 2 

S U 1 W l ~~ (A 2 — C*2) B 2 cos 2 X + (B 2 — C 2) A 2 s i n 2 X 

Si l'on p rend l 'équation (113) dans laquelle on remplace co d 'abord 

par co0, ensui te par to4, et si l'on met pour A 2 , B 2 , C 2 , l eurs va leurs , et 

que l'on pose, pour abréger , 

on arr ive aux équat ions suivantes relatives aux l imites : 

. _ fxp2 (a 4 cos 2 X + 6 4 s i n 2 X) 
S m * ~ ( c T — a 4 ) cos 2 X -4- (c* — 6 4 ) s in 2 X 5 

a 4

2 ( a 4 cos 2 X + 6* s in 2 X) 
Sl l l 2 à — = . 

(c-1 — a 4 ) cos 2 X -t- (c 4 —• 6 4 ) s in 2 X 



En coordonnées rec tangula i res , on a : 

g 2 _ ¡xp* (a*Z* + Ь У ) 

£ 2 - t - ï ) 2 - b Ç 2 " " " ( с 4 — а 4 ) £ 2 - н ( с * — б 4) У ] 2 ' 

£ 2 - + - УЗ 2 Ч- Ç 2 — (с* — а*) £ 2 (с 4 — 6*) УЗ 2 ' 

Ces équations représen ten t deux cônes du second degré : ils découpent 

dans la surface podaire une zone dont Faire est expr imée par des in t é 

grales elliptiques complètes (1). 

(1) M. Tortolinî a traité le cas de Paire totale de la surface podaire de l'ellipsoïde. 

Tous les autres résultats du chapitre IX sont dûs à M. Schloemilch. (Bulletin de l'Aca

démie de Saxej 1862, et Zeitschrift für Math., IX.) 



DEUXIÈME PARTIE. 

DES FONCTIONS ELLIPTIQUES. 

I . Définition et périodicité réelle des fonctions elliptiques. 

On sait que l 'analyse aura i t condui t , par des considérations tout-à-fait 

indépendantes de la géométr ie , aux fonctions goniométr iques et aux 

fonctions cyclométr iques . On les aurai t définies par les intégrales 

[z dz (z dz 
arc sin z = \ — •> a r c t g z = \ -, e t c . : 

en p renan t les inverses des équations ainsi obtenues : 

arc sin z = w, arc tg z = v, etc . 

on au ra i t été amené aux fonctions t r igonométr iques : 

z = s inw, z = tgv, etc. 

On aurai t r econnu ana ly t iquement la périodicité réel le de ces fonctions 

sin w, tg v, e t c . , en découvrant que les intégrales qui servent à les définir 

ont une infinité d'acceptions. 

Les fonctions goniométr iques étant d 'une grande commodité dans 

beaucoup de recherches analyt iques , il était na tu re l de p r e n d r e aussi les 



inverses des intégrales el l ipt iques, et de considérer les fonctions que Ton 

dédui t des équations 

f dz Cz dz 
\ =u, \ = i;, etc. 

résolues par rappor t à z. Ces inverses des intégrales elliptiques ont reçu 

le nom de fonctions elliptiques(1). Ce sont en quelque sorte des fonctions 

goniométr iques supér ieures ; dans des cas part icul iers , par exemple pour 

¿ = 0, et fe = 1, elles se t ransforment en fonctions goniométr iques . 

Considérons d 'abord l ' intégrale elliptique la plus simple : 

Ç? dm 
\ - — = = = = = = = w, ou F (/c, <p) = u, (i) 

J0 y \ — kl s in 2 9 

et supposons que le module et la valeur a de l ' intégrale soient d o n n é s ; 

9 sera alors une fonction de u et de k. Pour en t i rer u n e notation cor res 

pondan te , on se rappel lera que 9 désigne l 'ampli tude de l ' intégrale, ou 

l 'ampli tude de u. On se sert de l 'expression « amplitude de » comme signe 

fonct ionnel , et l'on écri t , en abrégé , 

9 = am n, (mod. = /<:), (2) 
ou bien : 

9 = am ( M , k). (5) 

Dans cette expression on peut omet t re la désignation du modu le , si sa 

valeur est suffisamment connue . Dans les deux cas part icul iers k = 0 , 

k= 1, la fonction am (w, A;), s 'exprime facilement au moyen des fonctions 

ordinai res . En effet, pour /c = 0 , on a d'après (1), (p = w, et d'après ( 0 ) , 

9 = am (w, 0 ) ; par sui te , 

a m (u, 0) = u. 

Pour k = i , l 'équation (1) donne : 

1. tg f - 7 r + - 9 J = w, ou 9 = 2 arc tg c t t -h M T T — - rc, 

et l 'équation (5) devient : 

9 = am (1/, 1) ; 

(1) Nous suivons ici la nomenclature de Jacobi. Lcgendre a appelé fonctions ellipti

ques les fonctions F (/<;, ?̂), E (k} El (k7 f) j mais ce nom est moins naturel que celui 

iVintégrales elliptiques. 



d'où 

am (u, 1) = 2 arc tg eu-±- — ^ ?r, 

m étant un nombre pair . Ce n o m b r e est dé terminé p a r l a condition q u e 9 

1 
et u croissent en même temps, et 9 varie de 0 à - 77, si u var ie de 0 à 00 ; 

\ 
pour u positif, 9 est compris en t re 0 et - TT : par conséquent , m = 0 . 

Revenons ma in t enan t aux équations générales (1) et (5), et imaginons 

que l 'ampli tude 9 ait une g r a n d e u r que l conque , par exemple m fois le 

1 1 
quadran t - 7T, plus un reste p, moindre que - 7i. On devra séparer ici le 

A À 

cas de m pa i r ou impai r . Dans le p remie r cas, m = 2 r a , l 'équation 

1 
9 = m • - 7T-+- p, se change en 9 = mr-+-p, et 1 on a : 

À 

(4) 

La première intégrale du second m e m b r e , peut , d 'après la relation 

Sil* f 7 T /^1Z [OX filiTZ 

= } - M + \ + \ 

se t ransformer en w intégrales ; si l'on emploie les substitutions suivantes : 

Dans la p remiè re intégrale 9 = ^ , 

» deuxième » 9 = 77 •+- ^, 

» trois ième » 9 — 2 Î T ^, 

dans la n° in tégrale 9 = (w — 1) T T - * -

on obt ien t , pour toutes ces intégrales , la même forme, et l'on a : 

J 0 Acp J 0 A t J / ' 

ou b ien , puisque â-ty p r e n d les mêmes valeurs de = ^ n: à = K , 
Jm 

que de ^ = 0 à i|> = ^ 7r, 

J 0 A<p J 0 A4» 



où Ton pose, pou r abréger , F Çlc, ^ T T ^ = K. En ou t r e , la de rn iè re i n t é 

grale (4) se change , par la substitution de 9 = n T r + ^ , en la suivante : 

) A© ) n A i ' (c) 

On a donc , en ver tu de (4), (S) et (6), 

J0 A<p J 0 A4- (7) 

Pour m impa i r et = 2n — \ , l 'équation ç = WÎ 7r + p devient 

9 = n 7 T — ^ 7r — p ^ , ou plus s implement 9 = 7271 — <r, en désignant 

par (7 un arc du p remie r quad ran t . On a alors 

r - d ^ r ^ r ^ = 2 w K _ r i? 

et, si l'on pose, dans la de rn i è r e in tégra le , <p = n i : — <f> H vient 

J 0 Atp J 0 A ^ (8) 

Les équat ions (7) et (8) sont réun ies dans la formule un ique 

J 0 A ? J 0 A<p (») 

laquelle m o n t r e comment u n e intégrale d 'une ampl i tude quelconque 

est expr imée par l ' intégrale complète K, et par une intégrale non com-

i 
plè te , don t l 'ampli tude est comprise en t re 0 et - T T . 

Il suffit seulement d 'écrire l 'équation (9) sous u n e aut re forme, pour 

a r r ive r à une p ropr ié té fondamentale de la fonction am u. Si l'on pose, 

en effet, 

fX<*9 r ^ d t p 

J 0 A 9 J 0 A9 



on a d 'un côté, en ver tu de (9) 

v = 2 n K d b w ; 

d 'autre par t , en renversant les équat ions précédentes , il vient : 

X = am w, DT X = am y. 

Si l 'on substi tue dans la de rn iè re équation les valeurs de X et de v, on 

a r r ive , en changeant l 'ordre des deux membres , à la formule 

am (2/iK ± u) = W7T D B am w. (10) 

Soit en out re 

\ —i- = w d ou co = am w ; 

on t rouve facilement 

\ -— =— ii\ et -—co = a m ( — w ) . 

Par conséquent , si l'on compare ces deux expressions, il vient : 

am ( — w ) = — am w. (11) 

Au moyen des formules ob tenues , on peut se faire une idée de la 

marche de la fonction am i/, lorsque u est l imitée à des valeurs rée l les . 

Si l'on construi t , en effet, u comme une abscisse, © = am u comme une 

o rdonnée , on voit, qu 'aux abscisses (fig. 22) 

0 , 0K, = K, 0 K 2 = 2 K , 0 K 3 = 5 K , . . . . , 

correspondent les ordonnées 

0 , KiLi = — ? K 2 L < 2 = 2 - 5 K3L3 = 3 

D'après cela, les points L l 5 L 2 , L 3 , etc. se t rouven t sur une droi te 

passant par l 'origine des coordonnées . En ou t re , si l'on a, pour un point P 

que lconque , l'abscisse w, l 'ordonnée am et l 'angle z en t re la tangente 

en P et l'axe des abscisses, on a : 

tg z = — = r = | / 1 /t sin cp 5 
a w rfcp : j / l — /c2 s in 2 cp 



à l 'origine des coordonnées t g r = l ; lorsque P vient en L 4 , t g r —{/\ — k1. 

L'angle r commence donc à 45° et d iminue j u sque arc tg A'. A cause de 

am ( 2 K — u) —iz — am ?/, l 'arc L*L2 est égal à l 'arc 0 L l 5 mais dans une 

position inverse : de am (2K-+- u) = 7r-ham w, il résulte que l'arc L 2 L 3 est 

égal à l 'arc OLi et dans la même position, et ainsi de suite à l'infini des 

deux côtés. 

L'inverse de l ' intégrale el l ipt ique 

C* dz 

se dédui t facilement de ce qui précède . Pour z = sin cp, l 'équation se 

change en la suivante : 

(12) 

Cette de rn i è re donne © = am u, et , pa r sui te , à cause de ¿ = sincp, 

on a, pour l ' inverse de (12), 

z — sin am w(l). (13) 

Toutes les intégrales elliptiques qui se r a m è n e n t à l ' intégrale elliptique 

de p remiè re espèce peuvent ê t re trai tées de la même man iè re . Par 

exemple , de l 'équation 

f 1
 dz 

\ • = v , 
J0 i/(\—z*) (kf*+k*z*) 

( 1 4 ) 

(1 Cette formule s'énonce z égale sinus amplitude u. La variable и s'appelle, d'après 

Jacohi, Г argument des fonctions elliptiques. La notation am и. sin am и, cos am и, Даш и, 
est due à Jacobi. Plusieurs autres notations ont été aussi employées. Ainsi, MM. Briot 

et Bouquet, d'après M. Liouvillc dans ses leçons au collège de France, désignent les trois 

fonctions elliptiques par les lettres >, / A , V (Théorie des fonctions doublement périodiques 

et en particulier des fonctions elliptiques). Schellbach a employé les trois lettres f, g, h (Die 

Lehre von den elliptischen Integralen und den Theta-Funclionen). Enfin Gudermann, de 

son côté, a adopté les notations smi, спи, dn и (Theorie der Modular Functionen). La 
notation de Jacobi est peut-être peu commode à cause de sa longueur : mais elle a le 

grand avantage de faire ressortir la propriété fondamentale des fonctions elliptiques. 

J. G. 



il résul te , pour z = cos <p, 

et, d 'après ce qui précède, 

z = cos am v (13) 

De même l 'équation 

f 1
 dz 

\ —- = iv. 
J0 j / ( 1 — z2) (z 2 — &'-) 

( 1 6 ) 

laquelle pour z == j / l — k2 sin2 ©, se change en 

donne l ' inverse 

z = | / l — fc2 s in 2 am w = A am ic. (17) 

Les trois fonctions de l 'amplitude ainsi formées sont les plus importantes 

parmi les fonctions qui p rov iennen t de l ' inversion des intégrales ellipti

ques de première espèce; elles forment un groupe qui , dans la théorie des 

fonctions el l ipt iques, occupe à peu près le même rang que le s inus et le 

cosinus dans les fonctions goniométr iques . C'est ce que l'on reconnaî t 

facilement au moyen des formules différentielles que l'on en dédui t . 

L'équation 

d am u = j / l — A2 s i n 2 cp du = A am u • du, 

d o n n e , en effet, 

d sin am u = cos am u A am u • du, \ 

d c o s a m « = — sin am u A am u • du, > (18) 

d A am u — — /c2 sin am u cos a m w - è . j 

Pa r rappor t a la périodicité, il existe aussi une g rande analogie ent re 

les fonctions ell iptiques et les fonctions goniométr iques . À cause de 

am (2K — u) = r, — am u, on a : 

sin am (2K — u) = sin (TT — am u) = sin am u ; 



de m ê m e , 

sin am (2K. + «) = — sin am m, 

sin am (4K — u) = — sin am u, sin am (4K + u) = sin am u. 

11 suit de là que l ' intégrale complète K a la m ê m e signification pour le 

1 
sinus ampl i tude , que le nombre - TT pour le sinus o rd ina i r e . Si l 'on a 

À * 

encore égard à la relat ion am (— v) = — am v, on arr ive facilement aux 

formules suivantes : 

sin am (u ± 2K) = — sin am w, cos am (u dz 2K) = — cos am w, 

A am (u ± 2K) = A am 

sin am (u D B 4K) = sin am u, cos am (u D B 4K) = cos am tt, 

A am (w ± 4K) = A am u. 

D'après cela, les fonctions elliptiques ne changent pas lorsque la variable 

augmente de 4K, c'est-à-dire qu'elles ont une période réelle dont l'indice 

i 
es£4K(l) . Dans le cas par t icul ier k= 0 , on a K = - 7r, sin am u = sin u, 

cos am u — cosu, A a m w = l , et alors les formules (20) donnen t le 

théorème connu de la périodicité réel le des fonctions sin u et cos w. Si 

l 'on fait fc = l , on a K = oo ; de (12) et (13) on dédui t : 

/ a v eu—e~u e 2 M — 1 
sin am (w, 1) = == . ? 

e t t + e " B e2u 1 

et cette expression n'a plus aucune pér iode réel le . Mais si l'on se rappelle 

q u e , à cause de la relat ion 

la quant i té exponentiel le e*tt doit être considérée comme une fonction 

pé r iod ique , dont la pér iode a l ' indice imaginai re 7 r | / — 1, on reconnaî t 

aussi dans sin am {u91) une fonction pér iodique dont l ' indice est 7r j / — 1 . 

( 1 9 ) 

(20) 

(1) On^voit que la période des fonctions elliptiques n'est pas un nombre absolu, 

comme celle des fonctions trigonométriques, mais qu'elle dépend du module. Lorsque 

le module sera kf, l'indice de la période est £K', et Ton aura : 

sin am (u ± 4K/, kf) = sin am (w, A/). J. G. 



Afin de voir si cette p ropr ié t é de sin ara u appar t ient seulement au cas 

par t icul ier k = ly ou bien si elle a encore lieu pour d'autres modules , 

nous avons besoin d 'un examen plus approfondi . 

I I . Double périodicité du sinus amplitude. 

Nous nous occupons d 'abord de l ' intégrale suivante : 

f* dz 

Jn {/(1 — z 2 ) ( l — A V ) ' 

dans laquelle nous supposons d 'abord z une variable complexe que lconque , 

et examinons les valeurs différentes que p rend cette intégrale pour diffé

ren t s chemins d ' intégrat ion. Posons, pour abréger , 

f ( * ) - - 7 = < 

et désignons, lorsque cela sera nécessaire, par [f (z)] la valeur absolue 

de î{z). 

A la valeur initiale z — 0 correspond f (0) = ± 1 ; pour éviter l ' ambi-

gu i té , supposons f (0) = •+• \ . Comme, en o u t r e , 

il en résul te que f (z) a qua t re points s inguliers 

1 1 

k k 

pour lesquels f (z) est infinie. Ces points sont en même temps des points 

de ramification ou d ' embranchemen t ; car, la révolut ion de z au tour de 

chacun de ces points donne un changement de signe de f(z). Les deux 

premiers points sont sur l'axe des abscisses aux distances 0 F j = 1 , 

0 F 2 = — 1 ; les deux autres sont situés sur l'axe des x ou au-dessus , 

suivant que k est réel ou imagina i re . Pour plus de général i té , nous s u p 

poserons ce de rn i e r cas, et nous imaginerons que Gi et G 2 r eprésen ten t 

1 1 
-H -y et — - (fig. 23) . Supposons maintenant que la variable z passe du 



elle devient nulle pour r = 0, et il reste alors : 

ri 1 r i 0
 C\{ f i 1 d7 

= î{z)dz- \\ ï{z)dz = % f(*)<te = 2 = 
J ' o J , i J , o J , o i / ( l —**) ( l — A V ) 

où F est employé par abréviat ion. Pour une deuxième révolution autour 

de Fi , on a les mêmes conclusions, seu lement le signe change, puisque 

ma in tenan t f (z) commence avec la valeur finale — 4 et revient en 0 avec 

la valeur finale1. Pour la deuxième révolution la valeur de l ' intégrale 

s e r a — F . Si l'on désigne, en général , par I„ (Fi) la valeur que p rend 

l ' intégrale après n révolut ions au tour du point F l 5 il vient : 

j a ( F 0 = O, I 3 ( F , ) = F , J 4 ( F , ) = 0, Ï 3 ( F , ) = F , etc. 

Au moyen de considérations tout-à-fait analogues, on arr ive à la valeur 

que p rend l ' intégrale, lo rsque , par tant de 0 , on en toure plusieurs fois le 

point Fi>; on t rouve d 'abord : 

I(F») — 2
 d z F , 

J'O ~ z>) [i — k*z*) 

et, d 'après cela, 

I a ( F „ ) = 0, ï 5 ( F a ) = - F , I 4 ( F a ) = 0, I 5 ( F a ) = — F , etc. 

Par la même méthode , on obtient aussi les valeurs de l ' intégrale, qui 

point 0 , sur une courbe fermée qui en toure le point F 4 u n e fois seu le 

men t , et désignons par I (F f ) la valeur correspondante de f f (z) dz. Nous 

aurons alors : 

I(F«) = 1 ( O A , ) + I ( A I B I C I A J ) + I ( A . O ) . 

Dans la deuxième in tégra le , posons z — 1 — re f 0, où r est le rayon du 

cercle AiBiCiAi, et observons encore que f (z) a dans le re tour de AïO un 

signe contra i re à celui qu'elle a pour l'aller OAi. Nous avons alors (Intro

duction, № 50) : 

I ( F i ) = ( f («) cfe — ir V f ( l - r e * f l ) e < o d 9 + • {— [f (s)] j dz . 

L'intégrale relative au cercle est 

ir \ f ( i - r e ' ô ) e ' 0 d 9 = t | / r \ : 



correspondent aux révolutions au tour de G{ et de G 2 ; si l'on pose, en 

effet, pour abréger , 

1 

^'0 j / ( 1 — * 2 ) (l — k*zf) 

on obtient 

1 , (00 = 0 , I , (Gi ) = 0 , I s ( G i ) = G, I 4 ( G i ) = 0 , e tc . , 

I 4 (G 2) = — G, I 2 ( G 2 ) = 0 , I 5 (G 2) = — G, I 4 ( G 2 ) = 0 , etc . 

Le chemin d' intégration le plus général de 0 vers un point quelconque P 

représen tan t la variable z = x -t- y [/—1, se compose ma in tenan t de 

plusieurs circuits au tour des qua t re points de ramification, et ensuite du 

chemin recti l igne de 0 vers P . Chaque circui t , pris dans un o rd re q u e l 

conque , donne par suite de la valeur qui lui correspond une expression de 

la forme pF-t- vG, où p. et v sont des nombres ent ie rs , lesquels peuvent 

çtre positifs, nuls ou négatifs. La valeur générale de l ' intégrale est donc 

( f ( z ) d z = p F - * - v G - H ( | \±[f[z)]\dz9 (21) 

et le signe de f (z) est dé te rminé dans l ' intégrale l inéaire par la va leur 

finale avec laquelle f (z) revient en 0 après ces circuits. Pour décider de 

ce s igne, examinons les qua t re cas suivants les seuls possibles : 

p. pair , v pair , 

p. impai r , v impai r , 

p pa i r , v impai r , 

p impai r , v pair . 

Le premier cas se présente , lorsque l'on en toure plusieurs fois F i , 

ensuite F 2 , puis de nouveau F 4 et F 2 , e tc . , mais que l'on s 'arrête aux 

circuits du point F 2 , ensuite que l'on procède de même avec G 4 et G 2 (ou 

avec G 2 et GO, et finalement que l'on parcour t le chemin recti l igne OP. 

Or, si f (z) est positive le long de OFi , négative de F 4 en F 2 , positive de F 2 

en 0 , et cela aussi souvent que ces allers et re tours peuvent être répétés , 

on obtient toujours pour i (z) la valeur positive finale f ( 0 ) = -f- 1, dès 

que l'on s 'arrête toujours à F 2 . La même chose a lieu relat ivement aux 

points Gt et G 2 ; par conséquent , î[z) commence dans l ' intégrale l inéaire 



avec la valeur positive f (0) = -+-1, et reste positive puisque e n t r e 0 et P , 

il n 'y a aucun point d ' embranchemen t . Pour y. — 2/), v = 2r/, on a donc 

l 'équation 

( f (z) dz = 2 p F 2qG -+• ( | f{z)dz9 

que l'on peut encore écr i re 

( f(z)dz = (2p + 2q)F — 2 y ( F — G ) - * - ( | f ( s ) d s . (22) 

Le second cas se présente lorsque l'on en toure plusieurs fois F 4 , F 2 , F i , 

F2, e tc . , mais que l'on s 'arrête aux circuits du point F 4 et qu 'ensui te on 

procède de même avec Gi et G 2 . Après les révolutions autour de F 4 , F 2 , 

F i , F 2 , . . . . F i , la fonction f (z) ar r ive en 0 avec le signe négatif; aux 

révolutions autour de Gi, G 2 , Gi, G 2 . . . . G 1 ? correspondent autant de chan

gements de signes, et , après la dern iè re révolut ion, f (z) est de nouveau 

positive, et reste positive le long de OP. Pour p = 2p — 1, v = 2 ^ - * - l , 

on a : 

( f(z)dz = (2p — l ) F - t - ( 2 ? + l ) G - t - ( | î{z)dz, 

ou bien : 

( f(z)dz = (2p + 2q)F — (2ç-*-l) ( F - G ) - * - ( | f ( « ) d z . 

Comme on le voit, les équations (22) et (23), qui correspondent aux 

deux premiers cas, se confondent dans l 'équation suivante : 

( f {z)dz = 2m¥-* n ( F — 6 ) + (I t(z)dz, (24) 

dans laquelle m et n sont des nombres en t ie rs . 

Le troisième cas a lieu lorsque l 'ordre des révolutions est le suivant : 

F*, F 2 , Fi , F 2 , . . . . F 2 , 

Gi. G 2 , Gi, G 2 , . . . . G 2 , Gi. 

Après la dern iè re révolution autour de F 2 , la fonction f (z) est posit ive; 

(23) 



après la dern iè re révolution autour de Gi, cette fonction î(z) est négative. 

On a donc, pour = 2 p , y = 2q 4, 

( f ( z ) d z = 2 p F - t - ( 2 q n - 4) G— (I f (z)r fz , 

ou bien 

( f («)dj i = (2jï + 2 y H - i ) F — ( 2 7 + l ) ( F — G ) — (I f ( z ) d * . (25) 

Enfin, au de rn i e r cas correspond l 'ordre suivant des révolut ions : 

Fi, F 2 , Fi , F 2 , . . . . F 2 , Fi , 

Gi, Gg, Gi, G 2 , . . . . G 2 . 

Après la dern iè re révolution autour de Fi , la fonction f (z) est négat ive; 

après la de rn iè re révolution autour de G 2 , elle est encore négative. On a 

donc, pour ¡x = 2p 1 , v = 2^ , 

( f ( z ) r f z = ( 2 p + l ) F + 2 g G — il f(s)<fa, 
^0 J l 0 

ou bien : 

( f ( s ) d s = (2p + 2 t f + 1 ) F — 2 g ( F — G ) — il f (*)</*. (26) 

Les équat ions (25) et (26) peuvent aussi ê t re réunies dans une formule 

un ique 

S S 0 z 

' f ( z ) ¿ z = (2m + l ) F + » ( F — G ) — \ | î{z)dz, (27) 

dans laquelle m et n sont des nombres ent iers . Toutes les valeurs diffé

rentes que f f (z) dz peut p rendre pour les différents chemins d ' intégra

t ion, sont donc comprises dans les formules (24) et (27). 

Proposons-nous maintenant de calculer les deux intégrales F et F — G. 

La première ne présente aucune difficulté, par t icul ièrement si k est consi

dérée comme une fraction rée l le , ce qui doit ar r iver plus loin. Pour ce qui 

concerne l 'expression F — G, c'est la valeur que prend f f (z) dz, lorsque les 

points Fi et Gi sont entourés l'un après l 'autre (fig. 24) . A ce chemin , on 

peut en subst i tuer un au t r e , savoir : on va en l igne droi te de 0 vers 

un point M rapproché de Fi, on décrit au tour de Fi un cercle d 'un 



rayon F i M ; on va ensuite en ligne droite de M vers un point N situé 

près de G i , puis on décri t au tour de G t un cercle d'un rayon G j N , et l'on 

revient alors par la droi te N O vers le point 0, pour lequel on peut aussi 

choisir , au lieu du chemin recti l igne N O la ligne brisée N M O , puisqu'il 

n 'y a aucun point s ingulier à l ' intérieur du tr iangle OMN. Les signes 

de f (z) sont , pour les droi tes en quest ion, 

le long de Ô M , M Ñ , Ñ M , MO, 

positif, négatif, positif, positif; 

on a ainsi , pour FiM = G i N = r , 
. 1 

fi C\l~r 

F — G = \ {(z) dz •+ intégrale circulaire + \r [— [f(zj\\ dz 

f | l " r f l ° -h intégrale circulaire -H \ L . [ •+- [f (z)] j dz -+- \ \ \ 4- [f (z)] J dz, 

où la p remière intégrale l inéaire se dét rui t avec la de rn iè re , et la deuxième 

intégrale l inéaire est égale à la t rois ième. Si r tend vers zéro, les deux 

intégrales c irculaires s 'annulent , et il reste : 

1 

F - 0 = - 2 ( j / 7 d z 

•"t s - ) ( l — /eV) 

Nous supposons k une fraction positive et réel le . On a alors l 'expression 

réel le 

J 0 l / . ( ' l — « 2 ) ( l — *V) 

1 
Au cont ra i re , F — G est imaginaire , parce que , en t re les limites I et - , 

K 

le p remie r facteur 1 — z1 est négatif, et le deuxième 1 — / c 2 z 2 positif. Cette 

r emarque donne : 
t 

2 Cl dz 
F — G = — r y ; 

1 J l l / V — - A V ) si l'on pose 

1 k" k'\ et z = 4 

| / l — k'*x* 



on a l 'équation 

í*1 dx 
F — G = 2 i \ _ - = 2ÍK', 

Jf)j/(-l — x 2 ) (1-A' 8**) 
dans laquelle K' est l ' intégrale elliptique complète de module A'. 

Les formules (24) et (27) deviennent alors 

Í 'z dz f r dz 

— = 4mR 4 - i • 2 / J R ' 1 — > 
0 | / ( 1 — z«) ( l — A V ) J ' o i / C i — A V ) 

f ^ - = ( 4 m + 2 ) K H - i - 2 i i K ^ ( f ^ 

J 0 |/(1 - z 2 ) (4—A2z2) J «o /(4 - z 2 ) (4 — A V ) 

Nous écr i rons , pour abréger , 

W = 4 m K - t - i- 2/iK' + t«7, 

W = (4m + 2) K + í • 2«K ' — w, 

en désignant par W la valeur générale de l ' intégrale, et par w la valeur de 

l ' intégrale l inéaire . Comme la limite supér ieure z est la même dans les 

deux intégrales, on a, en renversant les intégrales : 

\ = W , et L — = w , 

JQ | / ( 1 - z 2 ) (1 — A 2 z 2 ) J 'o | / ( 1 — z2) (1 — A 2z 2) 

les deux équations suivantes : 

z = s i n a m W , et z = s i n a m w ; ; 
d'où 

sin am W = sin am w. 

En vertu des relations précédentes en t re W et w, on a : 

sin am (4mR % • 2wR'-t- «;) = sin am w;, (28) 

sin am ([4m -4- 2] R / • 2wK'— w) = sin am w. (29) 

La p remière de ces équations montre que la fonction sin am w ne 

change pas, lorsque la variable w croît d'un multiple de 4R et d'un m u l 

tiple de 2 - 2 R \ Par suite, le sinus amplitude a une période réelle dont 

l'indice est 4R, et une période imaginaire dont l'indice est i » 2 R ' . 

4 
Dans le cas par t icul ier où A = 0, on a K . = - TT, R' = oo , sin am (t*?, 0) 

2 
= sin w : la période imaginaire est suppr imée , et il reste la période réelle 



27T, laquelle appar t ient en effet à la fonction sin tv. Le cas où A = l , 

et cette fonction ne possède que la période imaginaire in. 

Aux recherches précédentes , nous ra t tacherons encore le développement 

de quelques formules fondamentales pour sin am w, et nous ferons remar

quer d'abord que , dans la su i te , nous p rendrons toujours l inéa i rement 

l ' intégrale 

puisque, d'après les formules (28) et (29), tout au t re chemin d ' intégration 

peut se r amene r à la droi te de 0 en z. 

Si l'on remplace dans l 'équation 

d o n n e K = oo , K' = - 7T, 

sin am (M?, i ) = — ? 

С dz 
J 0 | / ( l — * 2 ) ( i — A V ) 

f 1 efe 

* * ) ( ! — A V ) 

la variable z par une autre i / , au moyen de la substi tut ion 

/ \ — if / 1 — * * ' 

il vient : 

СV I - A » * » rfy 

On en déduit réc iproquement : 

y / 1

J

= n ¿ = 8 í n a l I I ( K " " 1 1 7 ) 1 

o u , en ver tu de l 'équation primit ive z = sin am w, 

cos am tt; 
sin am (K — tt?) = -r • 

v ' A am w 



Cette formule correspond à la relation goniométr ique sin ^ 71 — t v ^ 

= cos w, à laquelle elle se r a m è n e pour k = 0 . 

Jacobi appelle am (K — w) la coamplitudc de w;, et il écrit la formule 

(30) sous la forme suivante : 

cos am w 
sin coam w = — 

A am w 

Mais cette notation est peu e m p l o y é e ; d 'ai l leurs , elle ne d o n n e lieu à 

aucune simplification impor t an te . 

Si la l imite supér ieure est imaginai re , par exemple z = r/j, on a : 

C dz . 

\ — • = w, tri = sin am iv; ( o l ) 

toutes les valeurs de z qui se rappor ten t au chemin d' intégration sont 

alors de la forme iy\ la substi tution z == iy donne : 

Si Ton fait ensuite y = 5 on obt ient : 

•4 

i \ = 

Jo — x 2 ) ( 1 — - / / 2 x 2 ) 

ou, en désignant l ' intégrale par v, 

iv = t r , 7 1 = sin am (w, &'), v? = tg am (v, A'). 

De la deuxième équat ion (31), on t i re , par la substi tution des valeurs 

de w et y), 

sin am (iv) — i tg am (v, / / ) . (32) 

Si l'on suppose la l imite supér ieure de l ' intégrale w plus g rande que 

l 'uni té , on doit r e m a r q u e r que j / ( 1 — z 2 ) (1 — /c 2z 2) est imaginaire de 

\ 
z — 1 à z = 7 5 et qu 'el le devient , au cont ra i re , de nouveau réelle pour 



z > | ' On a donc à dis t inguer deux cas, suivant que la limite supé-

4 4 
Heure en question est comprise en t re 4 et 75 ou plus grande que — • 

k k 

Pour examiner le p remier cas, soient : 

1 

f ï dz I 
\ — = w, -~ = sin am w9 (ÙÔ) 

J 0 l / ( 1 — z 2 ) ( 4 — A 2 z 2 ) * 

et A < £ < 4. Le chemin rect i l igne d' intégration passe ici par le point de 

ramification x = - t - 4 , ce que l'on peut évi ter , en en touran t ce point 

d'un demi-cerc le . On trouve facilement que l ' intégrale prise sur le 

demi-cercle s 'annule en même temps que le rayon de ce demi-cercle, de 

sorte qu'il reste : 

. 1 

r dz d dz 

W = \ • -H \ 5 

J0 - z 2 ) (1 — A V ) h - z 2 ) (4 — AV 2) 
c 'est-à-dire 

1 

%v = K -+- - 7 \ , • 

4 
Au moyen de la substitution z — — ? on obt ient : 

] / \ - A' 2* 2 

4 f /c' dx 
№ = K H ; 1 : 5 

* J 0 ] / { \ — x 2 ) (4 — A " 2 * 2 ) 

ou b i en , si l'on désigne l ' intégrale par r , 

K? = K 4 - - , " — 7 - = sin am (t?, A'), ? = A am («, A'). 
t k 

En vertu des valeurs de \ et W, on déduit de la seconde équation (53), 

fit v \ 1 

sin am ( K -H - = -—1R-> 

\ i J A am (u, A ) e t , si l'on met — f à la place de r , 
4 

sin a m (K -f- xv) = -r ; — 
v } A a m (v, A') 



Pour discuter le second cas ment ionné ci-dessus, considérons l ' intégrale 

f A | dz 4 
\ — - =w, j - r — sin am tu, 

' 0 — z'2)(ì — A2z2) ^ 

(55) 

dans l 'hypothèse où \ est une fraction positive. Le chemin recti l igne 

d ' intégration conduit ici par les deux points de ramification x — -4- 4 et 

x = H- p que l'on peut de nouveau en toure r par des demi-cercles . 

Lorsque les rayons de ces cercles s 'annulent , les intégrales prises sur les 

demi-cercles s 'annulent aussi, et il vient : 

1 I 

f 1
 dz 4 Çk dz Cki dz 

XV = 1 T \ -t- 1 — = = = = = ' 

J 0 / ( l — fcV) 1 ^ i | / ( z 2 - - 4 ) ( 4 ~ / c V ) j l / ( * • — ! ) ( A V — i ) 
La première de ces intégrales a pour valeur K ; posons, dans la seconde 

4 , 1 
comme ci-dessus, z = — > et dans la t ro is ième, z = —•> il 

v iendra : 

i r 4 f 1 rfx f1 -dx 

W? = K -4- — \ - -4- \ - , 
1 J o / ( 4 ~ x 2 ) ( 4 - - A ' 2 x 2 ) ^ i [/(4 — x2) (4 — AV2) 

ou bien 

w = K + -, K' + K - J o _ x % ) ( 1 _ fc v ) • 

Si nous désignons par M la valeur de la dern iè re intégrale , nous aurons 

les équations suivantes : 

w = 2 K — « — £K/, % = sin am i*. 

Ces valeurs substi tuée dans (55), nous d o n n e n t 

sin am (2K — u — iKf) = . . * 
A: sin am u 

Si l'on remplace u — 2K par u, et si l'on observe que sin am (— w) 

= — sin am w, on a finalement 

sin am (u -t- i'K') = .—r-^ (56) 
N A sin am u x 



D'après cette discussion, on peut facilement donne r u n e image de la 

double périodicité du sinus ampl i tude , et ind iquer les valeurs part icul ières 

où sin am w devient nul le ou infinie. 

Supposons, en effet, le plan uv divisé, par des parallèles aux axes des u 

et des y, en rectangles égaux dont chacun a pour base 4K et pour h a u 

teur 2K' (fig. 25) . Soit OACB le p remier de ces rectangles , dont les côtés 

sont 0 A = 4 K , 0 B = 2 K / , sur les part ies positives des axes coo rdonnés ; 

supposons enfin que le point a rb i t ra i re P représen te dans ce rectangle le 

nombre complexe w = « + iv. La valeur que le sinus ampl i tude p rend 

en P , se reprodui t dès que w augmente d 'un mult iple de 4K, ou d 'un mul

tiple de i'«2K/, ou des deux mult iples en même temps . En tous les points P*, 

P 2 , e tc . , qui se t rouven t placés dans les au t res rectangles de la même 

man iè re que P dans le p remie r rec tangle , sin am w p r end la même valeur 

qu 'au point P . Si, en ou t r e , dans les hypothèses 0 < u<^ 2K, et 0 < t ? < K/, 

on considère les qua t re points 

P comme représen tan t u-hiv, 

Q » » 2K — t n - i ( 2 K ' — v), 

R » » 2K 4- u -+- iv, 

S » » 4K — u + i (2K' — v), 

les formules (29) et (28) nous m o n t r e n t que le sinus ampl i tude a la même 

valeur absolue en ces qua t re points : mais , il est positif en P et Q, négatif 

en R et S ; en ou t re , les qua t re part ies du rectangle OACB sont les mêmes 

par r appor t à la fonction sin am w, que les qua t re quadran t s par rappor t 

à sin u. A l ' in tér ieur du rec tangle OACB, sin am w = 0 aux six points 

0 , 2K, 4K, 

» . 2 K ' , 2 K - * - » . 2 K ' , 4 K + t . 2 K ' , 

lesquels sont désignés par des zéros dans la figure. Enfin les formules (56), 

(29) et (28) mont ren t qu 'à l ' in tér ieur du premier rec tangle , sin am iv est 

infinie aux trois points 

«K', 2 K - W K ' , 4K- t - i 'K ' , 

lesquels sont indiqués par des étoiles. 

Notes du fraducteur. — Il nous reste , en t e rminan t ce chapi t re , à 

ajouter u n e démonstra t ion d 'une propr ié té fondamentale du sinus ampli

t u d e , laquelle doit nous servir dans les chapitres su ivan t s , et que 



M. Schlocmilch a omise. Elle consiste en ce que la fonction sin am w est 

monodrome dans toute Vétendue du plan. 

L'équation ci-dessus 

C* dz 
W = I 5 

J 0 z 2 ) ( l - / i ¥ ) 
nous donne : 

Supposons d 'abord que l'on ait en m ê m e temps z = 0 , pour u = 0 , et 

soit Z 0 = •+• 1, la valeur init iale du radical . Comme le radical n'est pas 

une fonction monodrome de z , e t , en effet, il change de signe lorsque 

\ 

l'on en toure l 'un des points singuliers z = zb 4, z — àz -, il en résul te 
K 

dz 
que — j considérée comme fonction de z , n'est pas m o n o d r o m e . Mais il 

dw 
n e s'en suit pas que z , considérée comme fonction de w, soit une fonction 

a m b i g u ë ; au cont ra i re , elle est m o n o d r o m e . 

Pour le démont re r , supposons que pour tv = wi9 la fonction z devienne 

égale à H- \ , et posons 

z = \ - t -z '% 

il v iendra : 

£4\A + 2><^ , +l)(>-<-l} 
Or, le radical est une fonction monodrome p o u r des valeurs de z' 

suffisamment petites : il s'en suit que s ' , et par conséquent z , r ep rend la 

même valeur lorsque la var iable w t o u r n e au tour du point Wi. Par sui te , 

la fonction z reste u n e fonction monodrome de w, t an t que cette fonc

tion z conserve u n e valeur finie. 

Mais, il peut a r r iver que z devienne infinie pour une valeur finie de w. 

Dans ce cas encore , la fonction z restera monodrome dans le voisinage 

d 'une valeur tv = a , pour laquelle elle devient infinie. 

En effet, puisque l ' intégrale 

' 0 | / ( 1 — « * ) (i—k*z*) 
g 



tend vers u n e valeur finie, lorsque z augmente indéfiniment, soit a cette 

valeur de w pour laquelle z — oo . Posons 

i 
w = a + lu i z ~ ~ ï 

v 
il v iendra : 

b — V " — " ' • " ' ( ' - . O O - ï ' ) ' 
et Ton a : t? = 0 , pour t(/ = 0 . Or , la fonction v reste monodrome dans 

le voisinage de w/ = 0 ; il en est donc de même de z dans le voisinage 

de w = a . 

La fonction £ = sin am w est donc monodrome dans toute l 'é tendue 

du p lan . 

II . Il est évident , d 'après la fig. 25', que , si l 'on considère la suite des 

rectangles du p lan , chacun d 'eux ayant deux côtés communs avec les 

rectangles suivants , on peut dire qu 'en réal i té , dans le rectangle OACB, 

sin am w est nul le seulement aux deux points 0 et 2K, et infinie aux deux 

points ^K/ et 2K -+- t K \ Il en résulte donc que cette fonction admet 

deux zéros simples et deux infinis simples dans chaque rec tangle . 

On dit qu 'une fonction f (z) a un zéro simple z — a, lorsque cette 

fonction devient nul le pour z = a, c 'es t-à-dire , lorsque z = a est u n e 

racine simple de l 'équation î(z) = 0) de même, la fonction î(z) a un 
\ 

infini simple z = fi, lorsque la fonction inverse — \ e s * nul le pour z = (3, 
i (z) 

i 
ou que z — ¡3 est une racine simple de l 'équation — == 0. Ces d é n o m i -

1 (z) 

nat ions sont dues à M. Liouville. 

En r é suman t le chapi t re précédent , nous dirons que sin am w est une 

fonction monodrome, impaire, doublement périodique. 

I I I . Double périodicité de cos am w, et de a am w. 

1° D e l a fonct ion cos am w. — Au moyen des pr incipes exposés dans 

le chapi t re p récédent , on peut aussi discuter l ' intégrale 

F 1 dz 

) 0 —*«) + ^ W" 

et en dédui re les propriétés de la fonction inverse z — cos am 



Mais il est plus simple de définir cette fonction par l 'équation 

cos am w = ( / l — s in 2 am w, 

à laquel le on jo in t la condition initiale cos a m O = + l . 

Comme j / 1 — z 2 n'est pas u n e fonction monodrome de z9 et, en effet, 

elle change de s igne , lorsque l 'on en toure l 'un des points z — -+- 1, ou 

z=—1, il s'en suit que cos am w9 considérée comme fonction de sin a m w , 

n'est pas m o n o d r o m e . Mais il n 'en résulte pas que cos am w, considérée 

comme fonction de w9 puisse ê t re une fonction ambiguë . En effet, si ces 

valeurs mult iples existent, si la fonction a plusieurs acceptions, les points 

pour lesquels on a sin am w = zb 1 , seront les points de ramification de 

cos am w. D'après cela, ces de rn ie r s seraient , si nous nous l imitons provi

soi rement au rectangle OÀCB (fig. 25) , 

K, K + / . 2 K ' , 5K, 3 K - * - i - 2 K ' . 

Examinons ma in tenan t comment la fonction cos am iv se compor te , 

lorsque l'on en toure d 'un cercle un de ces points . On a d 'abord : 

cos am (K — t) = [/\ — s in 2 am (K — t). 

Ov, de sin am (2K— w) — sin am w, il résul te encore pour w=K+ t9 

sin am (K — t) = sin am (K -+- t). (57) 

Mais, comme sin am (K — t) reste syneet ique pour t suffisamment 

pet i t , sin am (K — t) doit se t ransformer en u n e série procédant suivant 

les puissances de t, laquelle a pour p remie r t e rme s i n a m K = l . En 

vertu de la relat ion (57), elle ne peut r enfe rmer que des puissances paires 

de t, et il vient : 

sin am (K — t) = \ — at* H- ; 

d'où 

cos am (K —t) = t | / 2 a — ( a 2 2|3) t 2 H 

Si l'on fait une première fois t = rei&9 et ensuite t — re^+V, c 'est-à-

dire si le point K se meut sur un cercle, on obtient dans les deux cas la 

même valeur de cos am w. Le point en question n'est donc pas un point 

de ramification. 

Pour le deuxième des qua t re points ci-dessus, on a : 

cos am (K-t- i• 2K' —t) = ]/\ — s in 2 a m ( K + f . 2K/— t) 

= — s i n ' a m (K — t) = t j / 2 a — ( a « - * - 2 p ) t2 H , 



ce qui conduit à la m ê m e conclusion que ci-dessus. La même chose a lieu 

non-seu lement pour les deux points res tants , mais aussi pour les points 

correspondants des au t res rectangles, dans lesquels les valeurs de sin am w 

se reproduisent pé r iod iquement . La fonction cos am w est donc une fonc

tion monodrome. 

De la définition du cosinus ampl i tude , il résul te que cos am (— w) 

— db cos am w, et il reste à décider le signe à adopter . Pour cela, on a 

recours au cas part icul ier w = 0 , lequel mont re q u e , du moins pour w 

infiniment petit , on doit p r e n d r e le signe supér ieur . Mais comme cos am w 

reste m o n o d r o m e , ce signe doit exister aussi pour toutes les aut res valeurs 

de w. D'après cela, le cosinus amplitude est une fonction pane. 

P o u r découvri r les périodes de cette fonction, rappelons la formule 

(57), qui nous donne : 

cos am (K + t) = dz cos am (K — t). 

Le signe du second m e m b r e est dé te rminé par le développement 

cos am (K — t) = t | / 2 a — ( a 2 -h 2(3) .... 

dont le second m e m b r e est négatif pour t négatif. On a donc : 

cos am (K •+- 1) — — cos am (K — t), 

et, pour i = K + w, 

cos am (2K -H w) = — cos am w. 

Enfin, si l'on remplace w par 2K w, il vient : 

cos am ( 4 K + t(?) = cos am w. 

L'une des périodes de cos am w est donc réelle, et son indice est 4K. 

On a en outre : 

cos am (tK'-t- 0 = / 1 — i n » .m <«'-.-1) = y / l - ^ J ^ , -

. i / l — A:2 s in 2 am t 
= 1 - — 

A: sin am t 

Le premie r m e m b r e étant m o n o d r o m e , on a : 

cos a m (/K' 4- t) = — cos am (t'K/ — t), 

et, pour t — i"K' -t- iv, 

cos am (2t'K'-t- w) = — cos am w. 



Si Ton remplace w par 2K w, il vient : 

cos am (2K 2/K' -+- w) = cos a m W. 

Par conséquent , cosinus amplitude a une deuxième période dont 

l'indice est 2K -+- i- 2K ' . 

Les deux périodes deviennent évidentes , si l'on p r e n d , comme précé

d e m m e n t , 0 A = 4 K , 0B = 2K' ( f ig . 26) . 

Joignons l 'origine des coordonnées au point D, milieu de BC, cons t ru i 

sons un para l lé logramme sur OA et OD, et enfin, divisons le plan en 

paral lé logrammes égaux par des parallèles à OA et OD. A un point P que l 

conque , situé dans OAED, et qui représen te u «+• iv, cor respondent dans 

les autres para l lé logrammes des points représen tan t 

4 w K H- n (2K-+- i • 2K') -+• u •+- iv = (4m 2ft) K u -+• i (2nK/ H- v) , 

et pour lesquels cos am w p r e n d la même valeur qu ' en P . 

A l ' in tér ieur du p remie r para l lé logramme, cos am w devient qua t r e fois 

nu l le , aux points 

K, 3K, 3K-*-t" .2K' , 5 K - W . 2 K ' , 

qui sont désignés par des zéros dans la figure. De p lus , cos am w devient 

deux fois infinie, aux points 

2 K - * - ; . K ' , 4 K - + - ; K ' , 

lesquels sont indiqués par des étoi les . 

Remarques du traducteur. — Il s'en suit que la fonction cos am w 

admet deux zéros et deux infinis dans chaque paral lé logramme (page 114, 

note II) . 

En résumé , cette fonction est u n e fonction monodrome paire double

ment périodique. 

Nous r emarque rons ici que le para l lé logramme élémentai re relatif à la 

fonction cos am w a la même aire que le rectangle é lémentaire qui se r a p 

porte à la fonction sin am w. 

2° D E LA FONCTION A am w. — Nous définissons la fonction A am w par 

l 'équat ion 

A am w = j / l — k2 s in 2 am w, 

et nous p renons pour valeur initiale A am 0 — -+ 1. 

Comme cette fonction A am peut acquér i r des valeurs mult iples aux 

points pour lesquels k sin am w = db 1, c 'est-à-dire d'abord aux points 



nous allons examiner comment elle se comporte lorsque l'on en toure ces 

points par des cercles. On a : 

A a m (K-i- iK' -H l) = t/i — k1 s in 2 a m (K.-+- iK' -t- J) = \ / 1 — — — x , 
v 1 v v V s i n 2 a m ( k - t - £ ) 

ou b ien , en remplaçant sin am (K /,) par son développement en série 

A a m (K + + 0 = ' / - ' i » ^ ^ ) ' ' - 7 , 
v ; 1 — a * 2 -t- (5«4 

P o u M = re*0 et J = r e i t 2 7 r + 0 ) , le second m e m b r e p r e n d les mêmes 

va leurs ; par conséquent , le point K-f- iK' n'est pas un point de ramifi

cation. En d'autres te rmes , la fonction A am u? est monodrome dans le 

voisinage de ce point . Les mêmes conclusions existent avec une légère 

modification pour le point 5K-t- iK.', et aussi pour les autres points où 

k sin a m w = =b 1. Il s'en suit que la fonction A «m w est monodrome. 

En vertu de la définition de A ami* ; , les fonctions A am (—w) et 

A am w peuvent au plus différer par le signe. Or, on décide facilement 

de ce signe au moyen de la valeur par t icul ière iv = 0, laquelle mont re 

que les deux fonctions ont le même signe. Pa r conséquent , A am w est 

une fonction paire. 

D'après les formules précédentes on a : 

A a m (K -t- iK' -+-*) = — A am (K -f- iK'— t) ; 

d'où, pour t — K H- u — Î'K', 

A am (2K + u) = — A am (î • 2K' - u). (58) 

D'un aut re côté, 

A a m ( t K ' + 0 = / l —fc î s in«am( iK ' -* -« )==% / 1 - — î = / s l » * a m 1 1 

y s m 2 am t sin am t 
d'où 

A am (t'K/4-1) = — A am (iK'— t). 

Si l'on pose £ = I K ' H - il vient : 

A am (i • 2K/-4- tt;) — A am w. (59) 

D'après ce la , on a A am («'•âK'—w) = — A am tf, et la formule (38) 

nous donne : 
A a m (2K + u) = A a ni u ; 



La période réelle de kamw a donc pour indice 2K. 

De la formule (59) on t i re , en remplaçant w par i • 2K'-f- w, 

A am (i • 4K/-H w) = A a m w. 

Par sui te , la fonction A w a une période, imaginaire dont l'indice 

est i '«4K'. 

P r enons , à part i r de l 'origine, 0A = 4K, 0B = 2K' , 0 F = 2 K , 0 G = 4 K ' , 

(fîg. 27) , et divisons le plan en rectangles égaux au rectangle OFHG; la 

fonction A am iv r ep r end dans chaque rectangle pér iod iquement les 

valeurs qu'elle a dans le p remier . Dans celui-ci , la fonction A am w est 

deux fois nul le , aux points marqués par des zéros, 

elle est qua t re fois infinie, aux points 

iK', 2K iK', oiK', 2K ZiK', 

lesquels sont désignés par des étoiles. 

Remarques du traducteur. — Il résulte de ce qui précède que la fonction 

A am w admet deux zéros et deux infinis dans chaque paral l lé logramme 

(page 114, note II) . 

En r é sumé , cette fonction est une fonction monodrome paire double-

ment périodique. 

Nous remarquerons encore que le rectangle é lémenta i re de la fonction 

A a m w a la même aire que le rectangle é lémenta i re qui se rappor te à la 

fonction sin am w. 

On peut encore , par des t ransformations convenables, obtenir un g r a n d 

nombre de formules relatives aux fonctions el l ipt iques. 

Ainsi, de la formule (52), et de la définition du cosinus ampl i tude , et 

du delta ampl i tude , on t i re sans difficulté : 

cos am (iv) = i / l -+- tg 2 am (v, kr) = —,—j—, 
v 7 r cosam(v,Ar) 

z — — A am (v, k') 
A am (iv) = | / l + ^ tg 2 am (v, k') = ^ - 7 7 - • 

v 1 v 0 cos am (v, k) 
En ver tu de (30), on a aussi : 

k' sin a m w 
cos am (K — iv) = cos coam w — — ? 

N A am w 
k' 

A am (K — w) = A coam iv = 
A am w 

(50 l"' s) 



cos am (w =t гК ) = -— : 5 

A: sm a m w 

A ara (w ± г'К/) = zp г cotg am w. 

On conclut de là, en faisant w = 0, que les fonctions 

sin am (=h г'К'), cos am (=Ь г'К/), A am (=h г'К.'}, 

sont infinies. 
De ces mêmes formules , on t i re , pour w = K, 

1 

sin am (K dfc г'К') = y 

ik' 
cos am (K zb г'К') = zp - j p 

A am (К ± гК') == 0. 

Des formules (19) et (20) on dédui t , en faisant и — 0, 

s i n a m 2 K = 0 , c o s a m 2 K = — - 1 , A a m 2 K = l , 

sin am 4K = 0, cos am 4K = 1, A am 4K = 1. 

Il serait aussi facile de t rouver les relat ions suivantes : 

sin am 2iK' = 0, cos am 2 Ж ' = — 1, A am 2/K' = — 4, 
sin am 4i'K' = 0, cos am 4i'K' == 1, A am 4гК' = 1 , 

sin am (2K zb 2iK') = 0, cos a r a ( 2 K ± 2гК') = 1, A am (2K zb 2 Ж ' ) = ~ 1. 

sin am (4K = Ь 4 Ж ' ) = 0 , cos am (4Kzb 4 Ж ' ) = 1, A am (4K =fc 4 г К ' ) = i, 
Enfin, des formules (50) et (50b i s) on t i re , en faisant i v = 

2 
к 

К C ° S a m 2 
sin am — = — — ^ - , 

Д а т -

. К 
к Ь п а т -

c o s a m - = — -
Д а ш -

De la formule (56), on tire : 



K k' 
A a m - = _ — K ; 

A a m -

par sui te , on a : 

et , en ou t r e , 

t S a m | = y / i . 

J'ai cru utile de donne r ici toutes ces formules qui ne se t rouvent pas 

dans l 'ouvrage de M. Schloemilch. Elles sont d 'un usage fréquent dans les 

applications des fonctions el l ipt iques. 

IV. Du théorème d'addition. 

Dans l 'étude des intégrales el l ipt iques nous avons vu que l 'équation 

r dx ^ rj dij _ p rfz 

\ [/{i— x ' 2 ) ( l - / c V 2 ) ^0 j / l l — . ! / - ) ( ! — * V ) ^0 | / ( 1 - ^ ) ( 1 - A : V 2 ) ' 

subsiste dès que les quant i tés x , ?/, Z satisfont à la condition 

_ x \/{\— Î / 2 ) (1 — A 2 ; / 2 ) y — x 2 ) (1 — /¿ 2x 2) 
(40) 

La démonstra t ion de ce théorème fondamental repose sur des t ransfor

mations ident iques , et elle reste la même , lorsque l'on suppose que les 

l imites supér ieures des intégrales x , y, z , sont des nombres complexes, et 

que l'on évite l 'ambiguité des intégrales en p renan t les chemins d'intégra

tion rect i l ignes. Si l'on désigne les trois in tégrales précédentes dans 

l 'ordre par w, v, w, on a s implement : 

u H~ v = iu ; 

en outre 

x— sin am w, y = sin am v, z — sin a m lu, 

c 'est-à-dire 

z = sin a m (u - f -v) . 



Par la substitution de ces valeurs de .r, y, z9 l 'équation de condition 

ci-dessus se t ransforme en la su ivante : 

. sin am u cos am v A a m v -h sin am v cos am u Aam u / f - x 

s in am («.-*-r) = . — (41) 
1 — A;2 s in 2 am m s in 2 am t; 

Cette de rn iè re correspond à la formule goniométr ique de sin (u-*-v)> et 

se change en celle-ci pour k = 0. Si l'on met — y à la place de v, alors 

sin am v change de signe, et la deuxième par t ie du n u m é r a t e u r devient 

négat ive . 

De l 'équation (40) on tire facilement : 

/ ( | _ g») ( i _ y « ) _ ^ / ( 1 _ / ^ ) ( 1 - k y ) m 

d'où, en vertu des valeurs de x9 y, z9 

. cos am u cos am y — sin am u sin am v A a m u A am v , , _ v 

cos a m (M -t-i?) = f o , 0 — : (42) 
1 — A2 s u r a m s in 2 a m v 

pour v négatif, le second te rme du n u m é r a t e u r change de signe. La for

mule (40) donne ensuite : 

I / 7 Z T T 7 _ _ / ( 1 - A 2 x 2 ) ( l - t y ) - frsy / ( 1 - * 2 ) ( 1 - y») 
K 1 — A 2* 2*/ 2 

d'où : 

. A am u A am v — A2 sin a m u sin am v cos am u cos am v 
A a m (u -hv)= - - . . r-r : (45) 

v 1 — k2 s in 2 am s in 2 am v v 

lorsque v est négatif, le second te rme du n u m é r a t e u r devient positif. 

Si l'on met iv au lieu de v, et si Ton a égard aux formules 

1 
sin am (iv)=i tg a m ( v , ¿ '1 , cos am («r?) = —r-rr? 

cos am (v9 kr) 

. A am (v9 k') 
A am (iv) = Y - ^ F , 

cos a m (v, A') 

les formules (41), (42) et (45) deviennent : 

. x sin am u A am (v9 A') -+- i cos am u A am sin am (v9 A') cos am (V, k) 
&in a m (m-h il') = ;—j-r, I Q . , — — x ' . 

cos 2 am (v, A') +- A2 s in 2 am u s in 2 am (v, A'j 



, . , cos am u cos am (v, k') — i sin am u A am u sin am (v, k) A am (v, A ) 
cos a m (u iv) ~ / — _ . : ^ — 

cos 2 am (v, k) -H A2 s in 2 am M s m 2 am (v, k) 
A a m u A a m (i-, A') cos am (v, A') — ik1 sin a m w cos a m u sin a m (v, k!) 

A am (M iv) — ; — --— 
cos* am (-u, h') -+- A;2 s in 2 am u s in 2 am (v, k) 

Do cos formules fondamentales on déduit de nombreuses relat ions, 
analogues aux formules t r igonométr iques , et que l'on peut , comme 
celles-ci, obtenir par des combinaisons algébriques des formules fonda
mentales . On a, par exemple pour v = u , 

2 sin am и cos am и A am и 
sin am lu — — , 

1 — A2 s in 4 a m и 
4 — 2 s in 2 am и -ь A2 s in 4 am и 

cos a m 2 M = , 
4 — A2 s in 4 a m и 

A л 4 — 2A2 s in 2 am и н- A2 s in 4 am и 
A am %u = -

4 — A2 s in 4 a m и 

4 4 
Dans le cas part iculier u — - K, am 2w = am K = - rr, on connaît les 

2 2 
valeurs des premiers membres , et l'on re t rouve les valeurs précédentes 
(page 421) : 

К 4 К / к ! * К / 7 7 
sin am - = — i cos a m — = % / rp A am - = 1/ A . 

2 i/\+k' 2 V 2 ^ 
De même , on obtient : 

г'К' i iK' / i -4- A A г'К' , -
sin am ~-- = cos am — = % / — . — 5 A am — = i / l A. 

2 2 y A 2 " 

On en t ire : 

sin am zb г/<Л = , cos am (~ =b г'кЛ = zn t % / , 
V 2 / j / 4 - A ' V 2 / V * — Л 

A am ^ zb i 'K'^ = zp г [/Â7; 

s i . . ш ( * ± f ) = ±> cos am (к ± f ) = ^ f y / I Z L * 



A am ( K ± * - | - ) = [/\ — / 1 ; 

/ K ± * ' K ' \ /77^ / K ± i K ' \ .. / F 
s.n am ( _ _ j = y / - , cosam J = ( l zp.) y / IF 

Si l'on pose, pour abréger , a m w = tp, am v = ^ , am (M + V) = (T, 

am (w — v) = r , on arr ive facilement aux formules suivantes : 

2 sin (p cos <L À'J> 
Sin «T H- Sin T = , 0 . 9 r r r ) 

1— /c2 s in 2 cp s in 2 ^ 

2 sin cL cos 9 A© 

SU! (7 — Slll T = 1 . r-TTTî 

1 — /c2 s i n 2 cp s in 2 y 
2 cos cp cos ^ 

COS 7 -4- cos r = - , 9 . 9 ? 

1 — A2 s i n 2 cp s in 2 ^ 
2 sin cp s i n ^ A(pA^ 

COS o- — COS T = — . » r - r r » 

4 — / r s in 2 cpsin 2 ^ 

2 Acp 
A* Ar = ' . . .» 

4 — A2 s in 2 9 s in 2 4> 
2 /c2 sin cp sin d* cos cp cos d* 

A* — Ar = - f i - r ^ . » 

4 —A: 2 s in 2 9 s i n 2 4> 
s in 2 9 — s in 2 di 

sin cr sin r = . . r r 7 5 
4 — A;2 s i n 2 9 s in 2 4; 

cos 2 cp — s in 2 di A 2© 
cos CT COS T = T . — V - r y * 

1 — A;2 s i n 2 9 s i n 2 4; 

^ 2 © — ¿ 2 C O S 2 © s in 2 dt 
Ao- Ar = — 1 . 

4 — k2 s i n 2 9 s i n 2 

Il est facile de t rouver d 'autres formules analogues par la combinaison 

des précédentes . Ainsi, pa r exemple , on peut t rouver : 

, . x / . , . \ . • • . / . . (eosd;zbsin©Ad;) 2 

(4 zbsincr (4 zb SUIT) = 4 + s i n a s i n r zb(s incr -hs inr ) = \ — a , a , S 
v M ; v ; 4 — A 2 s i n 2 9 s m 2 | 
et ainsi de sui te . 



Avant d ' abandonner cette mat iè re , nous allons encore mon t r e r com

ment l 'addition et la multiplication des intégrales elliptiques peuvent ê t re 

représentées par une construction géomét r ique . Soient donnés deux cercles 

dont l'un peut ê t re in té r ieur à l 'autre (fig. 28 ) ; C Je centre du plus g r and , 

AC = R son rayon ; D le centre du petit , DT = r son rayon ; enf in , 

CD = h la distance des centres de ces deux cercles . D'un point que l 

conque P du cercle extér ieur , on mène une droi te tangente en T au 

cercle in t é r i eu r , et qui r encon t r e le p remier de nouveau en Q. L'angle 

inscri t sous l 'arc AP étant désigné par co, l 'angle inscrit sous l 'arc APQ 

par o-, on a angle ACP = 2co, angle ACQ = 2cr. En ou t r e , si l 'on mène CU 

perpendicula i re à PQ, et CV parallèle à PQ, on a : 

4 
angle PCU = cr — co, angle ACU = ex - 4 - co, angle ACV = - TT -+• <r co, 

M 

4 
angle DCV = - TT — (o- co). 

De l 'équat ion D T = CU DV, il résul te : 

r = R cos (cr — co) h cos (a- -+- co), 

ou bien : 

r = (R h) cos cr cos co -H (R — h) sin G sin co. (44) 

Si, en part icul ier , P coïncide avec A, on aura co = 0, et a- se change en 

l 'angle constant ACB, que l'on peut appeler 2 a . On a pour cet angle 

r = (R •+• h) cos a, 

d'où 

i / ( R h)2 — r 2 / " 4 M 77~ R — h 
sm a = . , % / 1 — 75 JTZ r s in 2 a = r • 

R «+- h y (R -H hf — r 2 R - w i 

Posons, pour abréger , 

divisons l 'équation (44) par R-+- h, et substi tuons les valeurs 

r R — h y - -
— z = cos a , — r = 1 / 1 — k2 s in 2 a ; 
R h R -t- h Y 

nous au rons ensuite la relation 

cos a = cos a- cos co sin a- sin co j / 4 — k2 s in 2 a , 



laquelle n'est au t re que la condition nécessaire à l 'existence de l 'équation 

F (ft, ff) — F (ft, CÙ) = F (ft, a) , 

ou 

F (ft, cr) = F (A, a) F (/c, co). 

À cette formule correspond, si ft, a , co sont donnés , la construction 

suivante de On choisit R a rb i t r a i r emen t , et l'on dé te rmine 

r , 4 — — ft2sin2a / n 7 N 

A = R • r — , r = (R -f- h) cos a. 
4 H- | / l — ft2 s i n 2 a 

On trace ensuite les deux cercles, on prend angle A C P = 2 c o , et l'on 

m è n e la tangente PTQ : la moitié de l 'angle ACQ sera cr. 

On peut appl iquer cette construction plusieurs fois de sui te , pourvu 

que l'on mène comme le mont re la fig. 29 , les tangentes successives P P l 5 

P1P2, PaPs, e t c . , et que l'on représente par 2co, 2co.t, 2co 2, e tc . , les angles 

ACP, ACP l 5 ACP 2 , e t c . , qui doivent être comptés dans le même sens de 

ro ta t ion . On a, en effet, 

F(û>i) .= F ( a ) + F(co), 

F (ooa) = F (a) H- F (co,) = 2F (a) + F (co), 

F (co5) = F (a) + F (co2) = 5F (a) F (co), 

e t , en généra l , 
F ( M l l ) = f iF (a ) + F ( » ) . (45) 

Dans le cas par t icul ier eo = 0 , c 'est-à-dire si l'on commence à mener les 

tangentes successives, non pas à par t i r du point P, mais à part i r de A, 

on a F ((ùn) = nF (a), ce qui donne la solution du problème de la mul t i 

plication. 

Il est très-intéressant de savoir dans quelles circonstances la l igne 

br isé P P 4 P 2 v . . . devient un polygone fe rmé, ce qui peut a r r iver par un 

ou plusieurs circuits autour du petit cercle. Si nous nous bornons au 

p remier cas, comme étant le plus s imple , et si nous supposons que le 

polygone puisse avoir n côtés, le poin t final P„ doit coïncider avec le point 

de dépar t P (pour le cas du quadr i la tère de la figure P 4 coïncidera avec P). 

La condition est alors 

angle ACP n = ârc -»- angle ACP, ou o n = r. 4- to . 



L'équation (45) devient alors : 

F (7r + Û>) = wF (a) -+- F (M). 

Mais, à cause de F (ÎT -H CO) = 2K F (co), le t e rme F (co) disparaît dans 

les deux membres , et il reste Féquation indépendante de co : 

2K = w F ( a ) . 

Cela signifie géométr iquement que : si les rayons satisfont avec la 

distance des centres à la condition précédente , le polygone se fe rme, 

quelque soit le point initial P choisi. De l 'équation ci-dessus il résul te 

2K 
a = am — •> 

il 

et il v ient , d 'après les formules précédentes pour cos a et Aa, 

r 2K R — h A 2K 
r = c o s a m — 5 -r- , = A a m — (46) 

R h n R h n v ' 

où 

( R - t - A ) * — r * (R + ft)»_r* 

2K 
Si l'on calcule pour une valeur donnée de n, ou bien cos am —? ou 

n 
2K 

bien A am — ? chacune des équations (46) renferme seulement les quan-
n 

tités R, r , A; elle expr ime donc la condition qui existe en t re ces trois 

quant i tés , lorsque le polygone de n côtés est en même temps un polygone 

composé de cordes et de tangentes . 

Pou r le t r iangle , le calcul se fait de la manière suivante : 

De la formule générale d 'addil ion 

cos cp cos ^ — sin cp sin ^ Ao- = cos ff, 

ou 

cos am u cos am v—-sin am u sin am v A am (w -+- v) = cos am (u -H V), 

2 
on t i re , pour u — v = - K, 

o 
2 2 4 4 

cos 2 am - K — s in 2 am - K A a m - K = cos am - K ; 
d ù Ô o 



4 2 
comme, en ou t re , - K = 2K — - K, et 

5 5 

A am (2K — iv) = A am cos am (2K — w) = — cos am iv, 

on a 
2 2 2 2 

cos 2 am - K — s in 2 am - K A am - K = — cos am - K. 
3 3 5 o 

Si l'on t ranspor te tous les te rmes dans le p remie r m e m b r e , et si Ton 

expr ime le sinus au moyen du cosinus, on obtient facilement : 

^ 4 -f- cos am ? £cos am ? K — ^1 — cos am ~ A am ? K~| = 0 , 

et l'on peut suppr imer le p r emie r facteur, puisqu'i l est différent de zéro . 

L'équation résul tante peut se met t re sous la forme 

2__ 
cos am - K 

cos am - K H — = 4 , 

A am - K 
3 

et elle d o n n e , par la substi tut ion des valeurs (46), 

7 r 

ou bien 
A2 = R ( R — 2 r ) , 

relat ion connue , et que l'on doit à Eu le r . 

Pour le cas de n == 4 , on t ire facilement de (46), en ayant égard aux 

4 4 
va leurs connues de cos am - K, et À am - K (p. 424) 

r _ / k' R — h yrj 

et , par division, 

r 4 
R — A — j / J ^ A ' 

La première et la t roisième équation donnent 

( R + / I ) " H ( R _ A ) - 1 Î 

ou bien 
2 ( R M - A 8 ) r 2 = (R 2 — A 2 ) 2 . 



Enfin, pour le pentagone, le calcul est à -peu-près semblable à celui qui 

se rappor te au t r iangle . Si, dans la formule de Lagrange 

cos am u cos am v — sin am u sin am v A am (u v) == cos am (u -f- v) 

4 
on fait u — v = - K, il vient : 

D 

4 4 8 8 
cos 2 am - K — sin 2 am - K A a m - K = cos am - K. 

o 5 5 5 

8 2 
Mais on a - K = 2K — - K ; par conséquent , cette de rn iè re formule 

o 5 

devient 

2 4 4 2 4 / 2 
cosam - K = c o s 2 a m - K — s i n 2 a m - K A a m - K = 1 — s i n ' a m - K ( 1-4-Aam -

5 5 5 5 5 \ 5 

4 / 2 \ 2 
= cos 2 am - K / 1 -h A am - K j — A am - K. 

On t i re de là : 

4 
sin am - K = 

5 

4 
cos a m - K = 

o 

2 2 
A am - K — cos am - K 

5 5 

2 ' 1 n- A am - K 
5 

2 1 -f- cos am - K 
5 

3 

2 
1 A am - K 

5 

Mais, la formule de la soustraction, 

cos am (u — v) = cos am u cos am v H - sin am u sin am v A am (u —- v), 

4 2 
nous donne , en y faisant u = - K, v = - K, 

D 0 

2 4 2 4 2 . 2 
cos am - K = cos am - K cos am - K H - sin am - Ks in am - K A a m - K ; 

K f\ >\ R» RI R» 

4 
subst i tuant dans cette de rn iè re les valeurs ci-dessus de sin am - K , 



4 , 2 
cos a m - K, on t rouve , en écrivant , pour abréger a au lieu de am - K, 

o ù 

/Au — cos cl . . / 1 -+- cos a 
COS CL = COS CL \ / • \- ACL Sill CL \ / 1 

\ 1 Aa y \ - H Aa ' 

r emplaçan t ensuite le sinus en fonction du cosinus, et tenant compte des 

formules (46), on a la formule relative au pentagone (1) : 

r (R + h) ]/211 = y (R + h) | / R - A — r (R — A) (R + h r) j / R H - A — r . 

Les formules relatives aux polygones d'un plus g rand nombre de côtés 

sont t rès-compliquées(2) . 

V. Développements des fonctions elliptiques en séries. 

A. D'après ce que nous avons vu (56) au chapitre I I , la fonction sin am w 

devient infinie pour w = t»K', et elle reste synectiqne à l ' intér ieur d 'un 

cercle décri t de l 'origine comme centre avec un rayon égal à K' . En ver tu 

du théorème de Mac-Laurin é tendu aux variables imaginaires , sin am w 

peut ê t re développée en u n e série convergente procédant suivant les puis

sances de w9 pourvu que le module de w soit plus petit que K/. Or, à 

cause de la relation sin am (— w) = — sin am iv, cette série n e peut con

ten i r que des puissances impaires de w, et l'on a : 

(d s i n a m i * ? \ w /d5 sin am iv\ w 3 /d^sin am w\ w* 

^ )o* \ Àî*2^ V ^ y 01-2.3.4.5 

Les différentiations contenues dans celte formule s'effectuent au moyen 

des équations 
c / s i n a m w ; 

= c o s am w A am w~ 
dw 7 

(1) J'ai cru utile de donner les développements du calcul pour le pentagone : 

M. Schloemilch a seulerr.ent indiqué la formule sans la démontrer. (J. G.) 

(2) La formule relative au triangle a été trouvée d'abord par Euler (Nova commen. 

PetropoL, XI, p. 114). Nicol. Fuss a donné la représentation géométrique pour les cas 

n = 4, 5, 6, 7, 8 (Nova acta PetropoL XIII, an. 1798, p. 166 à 189). Jacobi a montré la 

liaison entre cette question et la théorie des fonctions elliptiques dans son mémoire 

« Ueber die Anwendung der elliptischen T7*ansccndenlen auf ein bekanntes Problem der 

Elementargeometrie. » Journal de Grelle, III, p. 576, memoire que l'on pourra comparer 

avec un travail de Richelot sur le même objet. (Journal de Crelle, t. XXXVIII, p. 553.) 



fi cos am w . . 
= — sin am w A am to. 

aw 

d A am to . 
= — № sin am w cos am to. 

aw 

On a alors : 

ri 2 sin am w / t , . . . , t 

— — — (1 -i- lâ) sin am w -+- 2A2 s in 3 am to, 
aw* 

d ° s i n a m r y . . . 
; = [— l + r + 0 / r s in 2 am iv] cos am w A am to, 

ate?3 

etc . ; 

elles donnen t , pour to = 0 , les coefficients de la série précédente . 

Mais, il est p lus simple de poser 

sin am w = Aito - 4 - A 3 t o 3 - H Asto 5-*--..* 

, . . , , o , i . , rf2 sin am to 
puis de subst i tuer cette expression dans la formule relative a -̂ —^ 5 

et ensuite d'égaler les coefficients de to, iv7*, e t c . , des deux membres . Le 

résultat sera 

i + k 2 , 4 - H 14 A;2 -f- /c 4 . 
sin am to = to - ^ t o 3 + « . 

4-*- 455/c 2-4~ 4 5 5 / c ^ f c 6

 7 4 4228 /c 2 -*- 5478 A*-t- 4228 /c 6 H - / C 8 

to7-*-- — to9— 
I . 2 . 5 . 4 . 5 . 6 . 7 4 . 2 . 3 - 4 . 5 . 6 . 7 . 8 . 9 

mod to < K' . 

Pour k — 0, on a sin am w — sin w, K ' = 00 , et la série devient iden-

j 
t ique avec la série convergente connue du s inus ; pou r k — i , et K ' = - 7r, 

À 
QIW 4 

on trouve le développement connu de la fonction — j« 

Comme la fonction cos am w res te synectique dans l ' in tér ieur d 'un 

cercle décri t avec le rayon K' au tour de l 'origine, il existe aussi pou r 

c o s a m t o un déve loppement en sér ie : m a i s , à cause de cos am (—to) 

= cos am to, ce développement ne peut r enfe rmer que des puissances 

paires de to. Quant aux coefficients de ce développement , on les dédui t 

t rès-s implement de ceux de la série précédente , en se servant de la relat ion 

s i n 2 am to cos 2 am to = 1 • 

(47) 



On obtient ainsi : 

4 4-4-4A; 2 , 4-4-44A: 2 -4-46/r* e 

e o s a m w = 4 - — w • + t * * - T T _ — 

4 -i- 408 /c 2 -4-912 /c 1 64 /<6

 0 
i , • . /1/1» _ _ . . . . 

4 - 2 - 3 - 4 - S - 6 - 7 - 8 

mod w < K/ 

De m ê m e , pour la fonction A am to, laquelle reste synect ique à l ' inté

r ieur d'un cercle décrit au tou r de l 'origine avec le r ayon K' , on a u n 

développement procédant suivant les puissances paires de to. Au moyen de 

la relat ion 

k2 s i n 2 am w -4- A 2 am w = 4, 

on t rouve facilement : 

k2

 9 k2 (4 k2) t k2(i6+Uk2-hlà) p 

A am w = 4 — —— w2 -+- , \ „ , w1 ' „ , „ n wG 

4 - 2 4 2 - 3 4 1 2 5 . 4 5 6 

k2 (64 + 942 /c2 4- 408 là -4~ M o 

1 - 2 - 5 - 4 - 5 - 6 - 7 - 8 

(49) 

mod w < K'. 

La differentiation ou l ' intégration par rappor t à w permet tent de 

dédui re des séries précédentes beaucoup d 'autres déve loppements ; ainsi , 

par exemple , 

1 - 4 - K< . 1 -4- l « s - 4 - A T . 
cos am w A a m w = l — . , w2 -i — t o 4 , (oO) 

4 - 2 4 • 2 - 3 • 4 x / 

4 - 4 - 4 / c 2 , 4 + 4 4 / c 2 - 4 - 4 6 P „ , x 

s i n a m to A a m w ; = w— \ % % w + 4 2 5 4~~5~ W ° 

4-4- A:2 , 46 H - 44 k2 + là , v 

sin am w cos am iv = iv—, ^ _ iv°-\ J ^ t - to5 — • (52) 
4 - 2 o 4 2 - 3 4 - 5 v 1 

où l'on doit toujours avoir mod w < K ' . Si l'on observe encore que 

d a m W A 1 . f A 

— = A am to, ou bien am to = 1 A am w «to, 
dw JQ 



il vient : 
k* m / c 2 ( 4 - + - P ) /c 2 (16 - t -44 №+k*) , 

a m iv = w — „ w A -4- wb

 1 a ,————-t ( ; 7 

1 2 - 5 1 - 2 - 3 - 4 - 5 1 - 2 - 3 - 4 * 5 - 6 - 7 

fc8 (64 -4-912 /c2 408 № -+- /c6) 0 

H ^ to9 — — , 
1 2 - 3 - 4 . 5 . 6 - 7 8 . 9 

mod w < K' . 
Il est facile de voir comment l'on peut développer en séries, au moyen 

de ces formules fondamentales , des fonctions plus compliquées , telles que 

s in 2 am w, tg am w, et d 'autres analogues. Nous allons en donner un 

exemple . 

La fonction 
w 

f (w) = , 
' sin am w 

p r e n d , pour w = 0 , la va leur f(0) = l ; elle reste synectique depuis 

w = 0 , jusqu 'à ce que sin am iv s 'annule pour la p r e m i è r e fois. Or , on a 

sin am w = 0 , pour w = 2K, et pour w = i- 2K' . Le développement en 

sér ie , si K < K/, sera possible sous la condition m o d w < 2 K ; dans le 

cas cont ra i re , si K / < K, on devra p rendre modw<^ 2K/. Ces deux cas 

1 

sont faciles à séparer . En effet, si & 2 < -? ou 2 & 2 < 1, il s'en suit : 

* < * • , A ( * , * ) > A ( * , „ ) , j - * - < - * - - , et K < K ' . 
1 

Pour A;2> -? on a, par des considérat ions analogues , K ' < K. 
A 

La fonction précédente joui t encore de la propriété que f (— w)= f(w); 

c'est donc une fonction pa i re , et elle d o n n e , par suite, un développement 

en série de la forme suivante : 

w 
- = 1 a2w

2 -4- a 4 w* -4- a 6 w
G 

sin a m w 
Si l'on mult ipl ie cette équation par (47), et si l'on égale les coefficients 

de w?2, w 4 , w 6 , e tc . , des deux membres , on obtient successivement les 

valeurs de a 2 ? ¿ ¿ 4 , « 6 5 e tc . On ar r ive facilement au résultat suivant : 

1 1 7 — 2 2 / < 2 + 7 / c * m 

= 4- - , — W ^ Z—Ï—;—r, W° 
sin am tt1

 iv 1 • 2 • 3 o • 1 • 2 • o • 4 • 5 

31 — 15fc2 — 15fc4-+- 51 ArG

 M 

+ 5 - 1 - 2 . . . . 7 



où les condit ions suivantes doivent ê t re satisfaites : 

1 
pour k < — m o d iv < 2K, 

¡/'2 

» £ > — , m o d i ! 7 > 2 K \ 

Dans le cas par t icul ier de ¿ = 0 , on re t rouve le développement connu 

de c o s e e w ; pour k = 4 , on a le développement de — — — 

B. On peut encore expr imer les fonctions ell iptiques d 'une au t r e 

maniè re par des quot ients de deux séries. On y ar r ive de la man iè re 

suivante : 

De l ' intégrale indéfinie 

on l ire facilement : 

K y(l — 2 2 ) (1 — A V ) J z V 2 / — z 2 ) (1 — / c V ) 

et, pour z = sin am tu, 

f K r K / 4 \ 

\ rito \ ( (fc2 s i n 2 am to — J dw = I. sin am to. 
J J \ s in 2 am w J 

On a, en o u t r e , 

/•K /»K /.w 

\ /c2 s in 2 am to dto = \ A;2 s in 2 am w dw — l k1 s in 2 am w dw 

K J0 J0 

lê s in 2 a m to dw, 
n 

(1) Les series précédentes sont dues à Jacobi, qui n'a pas déterminé les limites entre 

lesquelles elles subsistent (Fundamenta nova Theoriae funcl. ellipt., p. 114). M. Hermite 

a maintenu dans snthéo?ie des fonctions elliptiques^ que les développements en séries de 

sin am w, cos am A am w sont liés à la condition que iv soit compris entre — 1 et -+- 4. 
M. Schloemilch observe que c'est une erreur, comme le prouvent les cas particuliers 

¿ = 0 , A = t . 



où Ton trouve la valeur K — E au moyen de la substi tution am w = 9 ; il 

s'en suit : 

dw \ A: 2 s in 2 am to rito = (K — E ) ( K — w) — l dw \ k2 s in 2 amiv dw 

dw 1 & 2 sin 2 amtodto-f- \ dw \ A;2 s in 2 a mu? rito. 

La p remière intégrale double du second membre a une valeur constante 

G, dont nous ne nous occupons pas ma in t enan t ; nous la comptons avec 

(K — E) (K — to), en posant : 

(K — E) K — G = «, K — E = — 6, 

et il vient : 

l . s i namto=a-4 -6 to -+ - 1 dw \ fc2sin2am todto — \ rito \ - (55) 

Jn Jn J J s i n 2 a m w 

D 'un au t re côté, de l ' intégrale 

J V 1 - * 2 J |/( 1 - z2) (1 - É V ) / l - z 2 

on tire facilement l 'équation 

ris r z / \ №z*\ dz 

— z 2 ) (1 — /c 2 z 2 ) J 0 v ^ ^ 2 " " 1—^ y _ z * ) (| / ^ 2 ) = L V 1 — z i 

pour z = sin am to, cette équation se change en la suivante : 

1. cos am to = \ dw \ k2 s i n 2 am w dw ~ 1 rito 1 — ; rito. (50) 
J 0 J 0 J 0 -0 c o s m i W 

Enfin la formule 

K i — z 2 \ dz _ z]/l — z2 

z ~ \ — k2z2) i / ( i _ * « ) ( i _ - j f c V ) ~ i / l - k2z2 

nous donne : 

(* d z f A 2 - 2 - d z - J. i / r ^ F . 
J 0 / ( 1 - z 2 ) (l - AV) ^0 V 1 - A V / / ( 1 - z 2 ) ( 1 - AV) 



pour z = s i n am w, il vient : 

Cw (w Çw Çw k2 cos 2 am w 
l . A a m w = \ dw \ k2 s in 2 am w dw—\ dw \ — ¡ - r dw. (57) 

Si l'on pose , pour abréger , 

p = a -h bw — \ dw \ - — : 5 q — — \ dw \ — dw, 
R JW JW s in 2 am w J0 J 0 cos am w 

Çw C k2 cos 2 am w Cw C° 
r — — \ dw \ ^—rz— dw, s — — \ dw \ k2 s i n 2 am w dw, 

les formules (55), (56) et (57) nous donnen t les suivantes : 

ep e* e 
sin am w = — •> cos am w — - 5 A am w = — • (58) 

e es es ' 

D'après cela, les trois fonctions elliptiques principales peuvent être 

considérées comme des fonctions fractionnaires à dénominateurs égaux. 

Nous nous occuperons d 'abord de ce dénomina t eu r . 

Si le chemin d ' intégration de i v est tel que sin am w reste syneclique 

le long de ce chemin , a lors , comme on sait, s est aussi une fonction 

synectique dew; il en est de même de es. Si, au cont ra i re , le chemin 

d ' intégration passe par des points pour lesquels s in 2 am w devient infinie, 

on peut remplacer ce chemin d ' intégrat ion par un au t re chemin qui ne 

passe pas par ces points , pourvu que l'on ajoute les valeurs de l ' intégrale 

qui correspondent aux circuits des points d'exception qui en résul ten t . 

Alors s se subdivise en u n e part ie synect ique et une au t re asynect ique. 

Or, s in 2 am w devient infinie pour 

w = 2m K -t- i (2n -i- 1) K' , 

m et n é tant des nombres ent iers que lconques . Désignons, pour abréger , 

cette valeur par c, et supposons que le point d'exception en question soit 

entouré d 'un contour quelconque très-peti t ; pour tous les points de ce 

contour , w est de la forme w = c + x -h iy = c z. 

On a alors : 

k2 s in 2 am w = k2 s i n 2 am (c + z) = k2 s in 2 am (¿K'-+- z) = ! 
' s in 2 am z 



Pour un contour suffisamment pet i t , mod z reste compris à l ' in tér ieur 

des l imites requises pour l 'existence de l 'équation (54) , et il vient : 

. , 1 1 + k2 1 — A'2-*- ^ . 
k- s m 2 am w = 1 h z -+- -, 

z2 5 15 
ou b ien , en ver tu de la va leur de z , 

/c2 s in 2 am to = -\ 1 — (to — c) H 
(w — c) 2 5 15 v ' 

Il suit de là un résultat de la forme suivante : 

dw 1 k2 s in 2 am w dw — — 1. (c — to) -t- W , 
0 J0 

où W représente la somme d'une série convergente qui s 'annule pour w=c. 

Si l'on suppose ce calcul effectué pour tous les points d'exception C i , c 2 , e tc . , 

et si l'on désigne par f (to) la part ie synect ique de s, il vient : 

s = f (w) -+- 1 ( C i — to) -+- 1 ( c 2 — to) -f- •••• 

— W , - W 2 — W 5 , 
et 

(Ci — W) (C 2 — to) - fiW-Wi-w,-...., 

Quoique s ne soit pas synect ique, et devienne infinie, à cause des 

logar i thmes; pour w — Ci, w = c 2 , e tc . , cependant la fonction es s 'annule 

en ces points , et elle est synect ique. Il s'en suit que e$ peut être déve

loppée pour toute valeur de to, en une série procédant suivant les pu is 

sances croissantes de w. 

Comme on l 'aura r e m a r q u é , les conclusions précédentes reposent sur 

cette circonstance que la fonction /c2 s in 2 am w p r end , dans le voisinage 

d 'une valeur par t icul ière w = c, pour laquelle elle est infinie, la forme 

1 
, r r a - 4 - (3to2 *+- yto 4 H - . . . . ; 
(to — c) 2 1 ' 

en d 'autres t e rmes , /c2 s in 2 a m w devient , pour w = c, une quant i té infinie 

du même ordre que î — — • La même proprié té a lieu pour les trois 
(to — c) 2 

fonctions suivantes : 

1 A 2 a m to k2 cos 2 a m w 

sin'2 am w cos 2 a m w A 2 am to 



seu lement ici les valeurs de c sont autres que ci-dessus. La suite des 

ra i sonnements reste la m ê m e , c'est-à-dire que p , 0/, r , deviennent infinis 

à cause des logar i thmes qu'ils r e n f e r m e n t ; mais e p , eq, er res tent syncet i -

ques , et peuvent ê t re développés en sér ies . 

La déterminat ion des coefficients des séries ne présente aucune diffi

cul té . On trouve d 'abord, d 'après (47) , 

, 4 -4- /c2

 a 2 - H 43/c 2-.- 2/c4

 r 

s in 2 a m w = wz — — to4 H — toG — ; 
ó o - 9 

ensui te , par deux intégrations successives, on a : 

fc* , /c2 + /c4 „ 2/c2 -t- 15/c4 + 2/c6

 ft 

S = — =—7 W * >r n W

 v . - , 0 , t to H 

3 . 4 3 . 5 . 6 5 - 7 8 - 9 

Enfin, la série exponentiel le d o n n e : 

s s 2 s 2 

e s == 4 -4 1 1 H — 

4 1 2 4 2 5 

^ - t t V + T T T * - 4 - 5 . 7 . 8 . 0 

De (58) il résul te en ou t re , que les développements de e^, e?, e r , s 'ob

t i ennen t en mult ipl iant es successivement par les développements de 

sin am to, cos am to, A am w. On trouve ainsi les résultats suivants. Au 

lieu des équations (08) , écrivons : 

w — X 5to 3 4- A5to5 

s i n a m t o = - : 5 (59) 
1 — X 4 t o 4 - 4 - z 6 t o ( > 

1 — u 2 t o 2 - 4 - U 4 t o 4 

cos am to = - 1 : •— ? 60) 
1 X 4 t o 4 •+• v^wb — 

. 1 — V2to
2
 -4- V 4 W* — • 

A am to = : - ; (61) 
4 — X 4 to 4 -4 - >C6to

6 v 

ces formules doivent exister pour toutes les valeurs de to; les coefficients 

se dé te rminen t par les équat ions suivantes , dans lesquelles, pour abréger , 

nous désignons par m l le produi t 4 • 2 - 3 ' - - - m : 

4 ! * 4 = 2/c 2, 

6 ! z 6 = 8(/c 2-+-/c 4), 

8Us = 3 2 (/c2 + /c 6 )4-68 /c 6 , 



10 !x 1 0 = 128 (k* 4 - k*) + 4 8 0 (fc* + kQ), 

12ï%i 2 = 512 (/<2 -Hk*° ) + 3008 (fc*-hfc8) + 5400fc 6, 

5lh = l - t - A ) 2 , 

1 = 4 -*-/c 1 0-*-25 (/c 2-*-/c 8) — 494 (kA+k% 

2 ! ^ 2 = 1 , 

4 . ^ 4 = 4 + 2 4 2 , 

6 ! ^ 6 = l 4 - 6 À ; 2 - * - 8 / c 4 , 

8 ! ^ 8 = 1 -t-12/c2-+-60A:4-4-

4 O î ^ o = 1 + 20/c 2 4 - 348& 4 + 448A 6 -h \ 28A:8, 

4 2 ! ^ , 2 = 4+30A 2 -H2372 / c 4 + 4600/c 6 + 2880/c 8 -^b , 12/ i ; 1 0

5 

2!v 2 = k \ 

4!v 4 = 2 f c a + f c * , 

6!v 6 = 8 6 2 4 - 6 P + Â ; 6 , 

8!v s = 3 2 / i : 2 + 6 0 P + 1 2 * 6 + * 8

9 

10!v 1 0 = 128A î + 4 4 8 A * + ' 3 4 8 i 6 + 2 0 É 8 + A ; 1 0 , 

d2!v 1 2 = 5 1 2 & 2 + 2 8 8 0 / c 4 + 4 6 0 0 * 6 + 2372A: 8 +30A: 1 0 +A; ' 2

5 

Si l'on fait, en par t icul ier , k = 1, il vient : 

s i n a m ( t o , 1 ) = ? c o s a m ( t o , i) == A am (w, 1) = » 

A 

et d 'après la deuxième formule (58) , 

6 2 

cos am (w, 1) = , 
\ i 
A 

ce qui correspond au développement en série (60). 



Les développements de sin am w, eos am iv, À a m vc en quot ients de 

séries sont dus à Weiers t rass , qui a désigné les fonctions e% e*\ e?, er pa r 

les notations Al (M?), Al(w)i, Al(io)^ Al (w) 3 , et leur a donné le nom de 

fonctions abéliennes (1 ) . 

V I . SÉRIES PÉRIODIQUES ET SÉRIES DE FRACTIONS POUR LES FONCTIONS ELLIPTIQUES 

LES PLUS SIMPLES. 

Comme on sait par les recherches sur les séries pér iodiques, toute fonc

tion d 'une variable réel le qui reste finie en t re les l imites u = 0 , u = /?, 

peut s 'exprimer sous l 'une des formes suivantes : 

1 nu %nu . ^TlU 
- Ao Ai cos — A 2 eos —r~ H- A 5 eos —: H • • • - , 
2 h h h 

.nu _ . %nu ^ . 5nu 
B I sin - — h l i 2 sin —: \r UO sin —: H — , 

h h h 

lorsque u reste compris dans l ' intervalle de 0 à A. La première série reste 

invariable lorsque l'on remplace u pa r — w, ou par u 2//, w 4 A , 

w 6A, e tc . ; elle forme donc une fonction paire pér iodique de u, et la 

pér iode est 2/i. 

Si la fonction que l'on t ransforme en la p remiè re série , est e l le -même 

u n e fonction pér iodique paire dont la pér iode est 2A, son développement 

en série subsiste non-seu lement de u = 0 à u — h, mais pour toute valeur 

réel le de Par des considérat ions tout-à-fai t semblables , on conclut 

qu ' une fonction impai re , dont l 'indice est 2A, peu t être développée, pour 

toutes les valeurs réelles de u, en une série de la deuxième espèce. 

Comme les fonctions ell iptiques ont des périodes réel les , les séries p récé

dentes peuvent parfai tement servir à développer ces fonctions au moins 

pour toutes les valeurs réel les de u. On pour ra i t , pa r exemple pour 

h = 2K, développer le cosinus ampl i tude en une série de cosinus, le 

sinus ampl i tude en une série de s inus . La seule difficulté que l'on r e n -

(1) Journal de Crelle, t. LU, p. 357. Weierstrass a fait voir que ces fonctions satisfont 

à des équations linéaires aux dérivées partielles. M. Hcrmite a exposé plusieurs pro

priétés de ces fonctions dans sa « Note sur la théorie des fonctions elliptiques » insérée 

dans le Traité élément<tire de Calcul différentiel de Lacroix, t. Il, p. 457. J. G. 



contre est la dé terminat ion des coefficients An e t B n . E n effet, en désignant 

par F (w) la fonction ell iptique donnée , on a alors à t rouver les valeurs 

des in tégrales 

S2 K ^ , , niiu _ f 2 K ^ . . . nmt 1 

F (w) cos — r du, et V F (u) sin - — du, 

ou la valeur d 'une in tégra le 

f 2 K
 niz 

Nous allons mon t re r comme cela peut se faire. 

Soit u n e var iable imaginai re w — u-hiv, et F (w) une fonction 

monodrome de w, laquelle dans l ' in tér ieur d'un rectangle construit sur 

les côtés 2K et 2K 7 ne soit infinie que deux fois, pour w = iK' et 

w = 2K-+-/K'; supposons en out re que cette fonction jouisse des propriétés 

suivantes : 

F (w 2K) = SIF (w?), F (w + i • 2K') = E 2F (w), 

S i , s 2 , désignant des unités réel les , positives ou négatives. 

Considérons l ' intégrale 

/ F (w) èP» dw9 

et p renons comme chemin d ' intégrat ion le pé r imèt re d 'un rectangle OACB 

construit sur les côtés 0A = 2K, 0B = 2K/ (fig. 30) , et en tourons de 

demi-cercles les points d'exception D et E, qui représen ten t les valeurs iK' 

et 2K-+~iK/. Pou r ce chemin qui ne passe pas pa r les points D et E, la 

valeur de l ' intégrale est nu l l e , et l'on a : 

I (OA) I (AQ0) 1 (QoQiQs) + 1 (Q*C) - t -1 (CB) + 1 (BP 0) 

- + - I ( P 0 P i P 2 ) - + - I ( P 2 O ) = 0 . 

Si nous supposons les rayons des demi-cercles égaux, D P = E Q = r , si 

nous les faisons converger vers zéro, et que nous posions, pour abréger , 

l i m [ l ( P 0 P i P 2 ) + I ( Q o Q i Q 2 ) S = S , 

il res te , en réduisan t I (AQ 0) et I (Q 2C), en même temps que I (BP0) et 

I ( P 2 0 ) , 

I (OA) + 1 (AC) + I (CB) -t-1 (BO) S = 0 . 



Dans la p remiè re in tégrale faisons to=w, dans la deuxième t*>=2K .H - t v , 

dans la t roisième iv = u H - i • 2K', dans la qua t r i ème to = tv, il viendra 

л2К /»2 К/ 
\ F (u) e*>tt dw -ь *V- 8 ^ i F (2K+ f i? ) dw 

(2K r 2 K ' 

— е~Уж' \ F ( w + i . 2 K ' ) e*> du — i \ F ( i r ) c-J^ H - S = 0. 

ou b ien , en vertu des propr ié tés de F , 

f 2 K -2K' 

(1 — £ 2 e ~ 2 ^ ) ^ F ( w ) e W w 4 - t ( s f e " J * K — •!) \ F ( г u ) с / г ; S = 0. 
' 0 ' 0 

La quant i té S s'obtient en introduisant dans I ( P 0 P 1 P 2 ) l 'angle P 4 D P = 0 , 

au moyen de la formule w — iK'-f- re^, et dans la seconde intégrale 

I (QoQiQs), l 'angle Q1EQ = 9, au moyen de la relation и ? = 2 К - ы К ' — re*e. 

En posant , pour abréger , re*Q = p, on a : 

J (PoPiP 2) + I (QoQiQ2) = г \ F (iK' p) pdQ 

— i l F (2K 4 - iK '— p) e ' r t 2 K +*' -я) pd9. 

Si l'on fait décroître p indéfiniment, il v ient , à cause de la relat ion 

F (2K + to) = e, F (w;), 

( f ï " f i 7 1 

S = Hm J — f e - ^ R ' \ pF (г 'К '+ p) e'W ¿0 -+- й ^ - ^ 1 ' - * / * * 1 pF (г'К/ — p) er*W dS 

Si l 'on r e m a r q u e encore que e»'-2/*K = e* f l 7 r = cos mr , on a finalement 
l 'équation suivante : 

сЖ , 2R' 
(1 — £ 2 e- 8 /* K ' j \ F (г/) ег>« dw — i (i — s 4 cos Я7т) \ F (tv) e " ^ du = 

f i * 
= «'e-J**' lim \ p [F ( Ж ' - н p) e W — el cos л я F ( Ж ' — p) е~Щ d0, 



laquelle conduit immédia tement aux intégrales cherchées , comme nous 

al lons le voir . 

« . P renons d 'abord F (w) = sin 9 m w ; on a 

£i = — 4, £2 = 4, F (iv) = i tg a m (v, k'), 

lini [pF ( Í K ' + p)l = lini \T—£ 1 = \', 
r v 1 L¿ sin am p j /e 

lim [pF ( i K ' - p)] = lini [". 7~9 1 = - •?> 
1 v 1 j_A; sin am p j /c 

l 'équation (62) se t ransforme alors en la suivante : 

/•2K >*2K/ 

(1 — e - 2 ^ K ' ) \ sin am t* riw -f- (1 -\- cos ni:) \ tg am (v, k') e~fvdv == 

. 7 T (1 — COS W 7 T ) 

— i _ J - e - ^ . 

En égalant les par t ies imaginaires des deux membres , et remplaçant p. 

par sa valeur, on a : 

— e K y \ sin am w sin ——- du = — T e 2 K ; 

si l'on pose, pour abréger , 

7TK' 

on obt ient facilement l 'équation 

2 f . riTAl _ TT (1 — cos W7r) i / V 
— \ sin am w sin — - du = —-—=— -y • rL-L—> 
2K J 0 2K A-K 1 — gn 

dont le p remier m e m b r e est le coefficient B„, si sin am u peut cire déve-

TTÎl 
loppé suivant les sinus des mult iples de — • La série cherchée est 

2 T T ( I / O . TI u [/a* . 57r?i i / o 5 . 5 T : Î Î 

sin am u — — ) / ' sin — -H -f—— sin — - -f . y „ sin — - • 
/CKU — ry 2K 4 — A 5 2K 1—<f 2K 

et elle subsiste pour toute valeur réelle de a. 



En remplaçant a par К — и, on obt ient encore la formule 

cosami* 2тг( [/q~ n u Ъ т [/q* 5тш 

6. Soit ensuite f (w) — cos am w; par su i te , 

s 1 = s — 4, £2 = — 4, F (w) = séc am (v, k'), 

h o . [pF ( , K ' + p)] - h m | j - P . - g J L - j = - - , 

l ia. [ P F ( , * ' _ p)] = lim U tl^mi. ( = + » ; Lf v r / J ( k sin am p ) A: 

la formule générale (62) donne alors 

/-2К/ 

(1 - H e—2^K') \ cos am % du — г (4 -t- cos W T T ) \ séc am (i>, &') e""/*" du = 
J0 J0 

_ тг ( 4 - c o s m i ) 
~ к 6 ' 

En égalant les part ies réelles des deux m e m b r e s , on obtient la formule 

2K /— 
2 f toîrn . TT (1 — cosw7r) y qn 

— \ cos am u cos - — du — — - — j — • -—— 5 

2K J 0 2R kK 4 q» 

qui dé termine le coefficient An du développement de cos am u en fonction 

des cosinus des mult iples de ^ • D'après cela, on a la série suivante : 
2K. 27г( I / O / nu [/о3 Ъпи i / o 5

 5 Т Ш 
cos am w = — ~ — - cos — •+ r cos —— . cos — - + - • • 

№ ( l + o 2K 4 + o° 2K 4 o° 2K 
(65) 

qui subsiste pour toutes les valeurs réelles de u, 
Si l'on remplace и par К — w, il vient : 

. . s i n a m t i 2 7 г ( i / o . тти I / O 3 . 5 7 Ш i / o 3 . 5 7 Ш 
/.' i w M c f n ' Sin •+• SUl . . 

' Д а ш и Ш 1 + г/ 2K. l + a/3 2K. 1 + (f 2K. 

(G6) 

c. Posons en t rois ième lieu F (w) = A am iv; par conséquent , 

„ , . x A am (v, Л') 
cos am (v, /с) 



lim [PF (iK'+ P)L = lim [ — i cos am P • —— j = — û 
1 1 ( 1 sin am p ) 

lim [PF (iK.'— pY] = lim H- t cos am P • - — 1 = + i ; 
1 r / J ( r sin am p ) 

l 'équation généra le (62) se change alors en la suivante : 

f 2 K f 2 K ' A a m f v k') 
(1 4 - e~2/*K') \ A am u e*» du — i[i — cos un) \ y , ; e^v dv = 

J Q J Q C O S A M ( I ? , r c ) 

= 7T (1 -f- cos niz) e-^K\ 

L'égalité des part ies réelles des deux membres nous donne : 

2K. —-
2 f . niïU . 77 (1 C O S W7r) ï / 0 n 

— \ A am w cos —— du = —* ; ; 
2 K ; 0 2K K l - t - 0 n ? 

par suite, on a le développement en série 

7r 2 7 T r or nu q1 27TM 

2K K ( 1 g 2 K 1 q* K 
(67) 

En ou t r e , si Ton remplace u par K — u, il vient : 

k' 7r 2 Î T ( o 7Ti* o 2 2 ira 

, . , ) . ( ' f » C , — P Q C - 4 - . • . • 

A am w 2K K M -t- a* K 4 + o* K 

(68) 

A cause de la relat ion 

am w = \ A am u du, 
J 0 

on t i re encore de la formule (67) 

nu r i q .mi 1 q 2 . 2TO ) / / W ¥ X 

a m « = — H - 2 -r • - — — r sin —- H- , sin - — H (69) 
2K ( 1 1 q2 K 2 1 4 - q 4 K ) v ' 

d. La fonction paire F(W>) = s in 2 am w peut être développée de la même 

man iè re par la méthode précédente , si l'on pose 

1 Tri* • 27TM 3?™ 
s in 2 am ^ = - A 0 4 - Ai c o s — : H- A 2 cos - — - 4 - A 3 cos - 4 - - ' • 

2 2K 2K 2K 

On a : 

1 1 f 2 K 

- A 0 = — \ s in 2 am w dw, 



ou b i en , en posant am u — <p, 

•I 1 [* s in 2 <p , K — E 

2 A ° = 2 k ) 0 i r ^ l ^ ' 

De la relat ion sin am ( 2 K — u) = sin am M , on déduit facilement 

A 4 = A 3 = A 3 = • ••• = 0, et l'on pou r r a , dans la recherche de A n , s up 

poser n un nombre pa i r . On a alors 

Si = -t- 1, s 2 = 4 - 4 , F (iv) = — tg 2 am (v9 k'), 

l im [ p [F (iK'-t- p) — s, cos rnx F (i'K' — p) e~^P] \ 

/c2 s in 2 am p Ar2 ( V^sin am pj p j A:2 1 

et la formule (62) donne 

En égalant les part ies réelles des deux membres , on trouve : 

2 f 2 K . 2 wrw , / TT V 
— • \ s in 2 am cos - — a u = — ( - — ) -—1 ? 
2 K J 0 2K \ / < K / < f 

et A» est dé t e rminé . Faisons successivement w = 2 , 4 , 6, e tc . , on a : 

K — E 0 / T T \ 2 ( l a n u 2</2 2 T T Î / 

(70) 

et cette équation subsiste pour toutes les valeurs réelles de u. 

Avant de nous occuper d 'autres séries de cette espèce, nous allons 

examiner les substi tut ions au moyen desquelles tout développement d 'une 

fonction ell iptique permet d 'obtenir les développements d 'autres fonctions 

el l ipt iques. Nous avons déjà employé une telle substitution dans les 

calculs précédents : elle consiste à remplacer u par K — u . D'autres 

subst i tut ions reposent su r les r emarques suivantes : 

L ' intégrale 

; 0 | A ' 4 + /c2 s in 2 <p 



peut se r a m e n e r de deux manières différentes à la forme normale des 

intégrales el l ipt iques. On peut , en effet, ou bien l 'écrire sous la forme 

K U — \ » dou<p=am ( K M . - T T 1» 

ou bien employer la substi tution 

sin df , i ' dd» 
s in © = — — ? do = - I a T a , 5 

] / \ — £ 2 s i n 2 ^ l - & 2 s i n 2 ^ 
laquelle donne 

u = \ 5 d'où ^ = am (w, /c). 
Joyl — № s in 2 4 

En vertu de la relat ion en t re cp et ip, on a : 

/ # , ^ \ A ' s i n a m w 
sm am ( k u, 77 J = —r 5 

V kf J A am u 

et il en résul te pour les autres fonctions elliptiques des formules ana lo 

gues à celles que nous avons déjà t rouvées. Dans le cas par t icu l ie r , 

\ 1 
9 = - 7T, on a == - 7T , et la comparaison des deux valeurs de u donne 

/(ri) 
En ou t re , on a immédia tement 

ou bien, pour sin <p = z, 

F [ \ / 1 - ( ^ ) ' î 0 | / ( l - « » ) (k'*-z*)~ 

, { Çk' dz Ì f 1
 dz ) 

= k'{\ -t- - \ • >• 



Si Ton fait dans la p remiè re in tégrale du second m e m b r e z = k' sin r , 

et dans la deuxième z — j / l — i 2 s in 2 co, on obtient facilement 

F[v/4i)'i]="(K'-'K)-
Ces r emarques se r é sumen t de la maniè re suivante : 

Si Ton remplace к pa r ^ > et en même temps и par k'u, alors 

К se change en i ' K , K' en к! (К ' — гК), 

7tKf 7Г(к'—iK.) f / • 
—- — . к sin am гг 

e к = q en e K = — q, sm am en — т > 
4 * A am и 

cos a m w 1 
cos am и en — > A am и en • 

Д ara M A a m w 

D'après cette r è g l e , on o b t i e n t , pa r u n simple changement de 

signe de q dans la série de sin am w, la série relat ive à ^ s ' n a m u

 ? 

A am w 

laquel le se change en la série de cos am w, si Ton remplace u par K — u 

(formules 6 3 , 66 et 65) . 

La substi tut ion de Landen fourni t un deuxième moyen pour t rouver 

de nouvel les sér ies . Soient , en effet, les ampl i tudes <p et ^ , liées par 

l 'équation 

sin 2 ^ 
t g ? = A c o s 2 ^ ' 

au lieu de laquelle on peut encore poser : 

1 i + h — 2 s in 2 A 
c o s 9 — 1 — r * > 

2 sin d> cos dt 
sm cp = r 1 ? 



on a alors la relation 

Soit, en ou t r e , 

les trois équat ions précédentes se t ransforment en les suivantes : 

4 — (4 - H s in 2 ^ . (1 -f- kf) sin <I> cos J; 

—-Km— — S M — 

La de rn i è r e peut ê t re mise sous la forme 

D'après cela, on a : 

e t , si l'on subst i tue ces valeurs dans les expressions de cos 9 et sin 9 , 

il vient : 

~(l+k>)u l - ^ * - ( * - * - & ' ) sin» a m M 

f/. i,v * — ¿ ' 1 (4 -+- /r') sin am u cos am w 
sm am (4 •+- fc') r = r v 4 H- k' \ A am w 

1 
Dans le cas part iculier <p = - TT, on a 9 = 7r, et 

d'où 

f(^i)=^ f(^> 



En ou t r e , on a iden t iquement : 

de (71) il r ésu l te , en y faisant h — k', cp = 2 ^ = 7r, que le second m e m b r e 

de l 'équation précédente se change en (1 -v- k') F^A: ' , ^ Î T ^ . On a ensuite 

'[v^GW- i]=<i+t'>FH> 
On conclut de là le théorème suivant : 

Si l 'on remplace 
\ h' 

k par r-? et u par (1 -+- A;') M , 

1 /r 

alors 

K se change en i (1 +k') K, R ' en (1 + k') K', 

q en q2, 

(1 A;') sin am u cos am u 
sin am u en r > 

a a m w 

• 4 — (4 &') s in 2 am w 
cos am i« en • a am w 

Par cette règle on t ire de la série de sin am u par e x e m p l e , le 

développement 

sin am u cos am w 4TT ( q . TTU q 3 . 5TTW q 5 . SÎTW 
Â — T^Tr 9 s m - - - - j - — ' — sin - — -H sin-—--4-» 
A a m w A 2 K ( 1 — q 2 K 1 — q 6 K 1—q 1 0 K 

sur lequel nous rev iendrons dans le chapi t re suivant . 

Il est à peine nécessaire d 'observer que tous les développements en 

séries précédents peuvent ê t re particularisés de différentes m a n i è r e s , 

1 
suivant que l'on fait M = 0 , ou = K, ou = - K. Les formules par t icu-

A 

l ières qui en résul tent r en fe rmen t pour la p lupar t des relations en t re les 

quant i tés A-, A;', R et q ; l 'équation (70) seule fait exception : elle donne 



pour u == 0 , une formule qui peut ê t re employée pour le calcul de E. On 

en t i re , en effet, 

К V^l — (f i—q* 1 — ç ° y 

Nous devons encore développer une transformation impor tan te à laquelle 

les séries ci-dessus peuvent ê t re soumises ; elle consiste s implement à 

développer chaque t e rme au moyen de la formule 

1 
- = l + r + r 2 4 - r 3 + • • • •. r 2 < 4 , 4 — r ^ 

et à a jouter ver t icalement dans la série ainsi ob tenue les t e rmes qui se 

t rouvent les uns sous les au t res . Par exemple, si au lieu de l 'équation (63), 

on écrit l 'expression plus commode : 

kK. . 2 K x /— ( sin x q sin 3x q% sin 5x ) 
sm am = ]/q H r -H ~ > 

2 7 T 7 T 1 ( 4 — g 4 — g 3 4 — g 5 ) 
on obt ient : 

. 2 K x / — . 
— sin am = y q sin x -+- o sin x 4 - 0 - sin x -4- g 3 sin x -i- • •. • 

-+> g sin 3x -h qi sin 3x -f- g 7 sin 3x -f- g 1 0 sin 3x •+- •••• 

H- g 2 sin Sx -t- g 7 sin 5x H- g 4 2 sin DX •+• g ' 7 sin Sx -4- • ••• 

Si l'on fait la somme de toutes les séries vert icales, au moyen de la 

formule 

. - « . (1 •+• p) sin x 
sin x -+• p sin OX -+- p sin 5x = — — - , r ' 1 — 2p cos 2x +- p 2 

on arr ive au résultat suivant : 

Ж . 2Kx . ( (1 + 9 1 / 7 ( l + ï 3 ) | / f 
— sin am = sin x +• — 
2тг -л ( 1 ~— Щ cos 2х -+-g 2 1 — 2g 3 cos 2x g 

(1 -+- О 5 ) l / 0 S 

H î — — h • • 

1 — 2g 5 cos 2 х - ь qì0 



De la formule (65), ou de la formule 

kK c2Kx /— ( cos x q cos 5x q2 cos 5x 
— cos am = 1/ q - v- —t ~ — -L 

2 T T 7 T M 1 + J 4 H - g 3 4 q 5 

qui n 'en diffère pas essent iel lement , on déduit de la même maniè re 

kK 2 K x ( (1 —?)|/<r (1 — a 5) i / o * 
. cos a m •— cos x j - - v « 1 r 1 

27T 7r ( I — 2 7 cos 2 x -t- <f 1 — 2 i f cos 2-c qc' 

4 — 2 q 5 cos 2x-+-q 4 0 
(73) 

Si Ton met l 'équation (67) sous la forme 

К . 2Kx 1 g cos 2x g 2 cos 4x g 3 cos 6x 
— A am - = - -ь r- 4 - ~ 4 , 
27Г 7Г 4 1 + ç 1 4 - g* 1 -t- g 6 

on trouve 

К 2Kx 1 g cos 2x — g 2 g 3 cos 2x — g 6 

27Г 7Г 4 4 — 2g cos 2x 4 - g 2 1 — 2 g 5 cos 2x gG 

g 5 cos 2x — g 1 0 

1 — 2 g 5 cos 2 x 4 - g i 0 

Dans le cas part icul ier x = 0 , il vient : 

(74) 

К 4 g g 3 g 3 

2тг 4 4 — g 4 — g 3 4 — g 5 

La demi-différence en t re ces deux équations nous donne : 

f 4 4 - g 4 4 - g 3 

К / л 2 K x \ ï ^ q q T^f*1 1.(75) 
— [ 4 — Д а т ) = s i n 2 x ) ± 1 — \ V ' 
къ\ -к J (4 — 2g cos 2x 4 - g 2 4 — 2 g 3 cos 2x 4 - g 6 

On tire de même de la formule (70) la relat ion suivante : 

1 к sm am ^ _ к + R 2 | ( 1 _ 2 g c o s 2 ж + 

g 3 (1 4 - g 6 ) cos 4x — 2 g 6 

(4 — 2 g 3 cos 2x 4 - g 6 ) 2 
(76) 

Ce qui caractérise les formules (72) à (76), c'est que l'on peut décom

poser les fonctions ell iptiques en fractions ra t ionnel les , ces dern iè res 



étant des fonctions de q. On peut d 'après cela, considérer les fonctions 

ell iptiques comme une espèce de fonctions fractionnaires : nous en ver 

rons l 'exactitude dans le chapitre suivant . 

Notes du traducteur. — Avant de passer à ce chapi t re , nous allons faire 

quelques remarques sur les formules que nous venons de t rouver . 

D'abord les formules (G5) à (70) peuvent être mises sous une forme 

symbol ique 

27ri/f/ M = ° ° qn . / r x t.mi 
s i n a m M = _ _ j ^ _ _ _ s m ( 2 ( 6 3 ) 

—г 2 ( — — T T Ì cos (2я + 1 ) — , 64 
Д а т м № я = 0 1 — g 8" + 1 2К (64) 

cos .m , - -¿I LO ^ - ^ c o s (2„ ч- 1) - , (65) 

Д am гг ¿K «=o y i + g 2 " + í v 1 2K (66) 

Д а П 1 М = - | 1 + 4 я 2 ^ . c o e — J , (67) 

_L_ = " П + 4 "Г ( - I ) - cos ü ^ l , (68) 
Д а т г« 2/с'К.[_ »¿< 1 + К J v ; 

. m e = _ + a 2 i n l í ^ « n — , (69) 

s n* a m i / - r ] - A — — —2 2 T — ~ i r cos — (70) 

Ces formules permet ten t de t rouver des propriétés des nombres : nous 

allons en ind iquer que lques-unes . 

Si, dans la formule (63), on fait u — K, il vient : 

i = , _ l Y _ r 

La formule (65) d o n n e , pour u = 0 , 

2TT ]/q "=°° qn 

= kK ¿ 0 1 + 9 2 n + 1 ' 



De ces deux d e r n i è r e s , on conclut l'égalité des deux séries suivantes : 

De m ê m e , pour u = 0 , on dédui t de (67) : 

71 f n = c o Qn 

Enfin de (68) on t i r e , pour w = 0 , 

k' = \i H - 4 " 2 ° (— i ) № 7 ^ T L 2K L « = i l-*-gs»J 

et ainsi de su i te . 
On peut encore t rouver u n e au t re expression pour le développement (70) 

de s i n 2 am u. En effet, nous avons déjà vu que , pour u — 0 , cette for

mule (70) nous donne : 

T T 2 n=l 1 — <7 2 n ' 

re lat ion qu i , comme nous l 'avons dit , peut servir au calcul de E. 

Or, si nous subst i tuons cette valeur dans (70), il vient : 

• 2 / * Y o " T n(1H f a tinu\ 

s , n a m i , T ^ . 0 - c o s - r / 
1 

e t , en vertu de la formule connue 1 — cos x — 2 s in 2 - x, 

f 71 \ 2 n=*°° w.0n . a nmt 
s m 2 aro u = ( r— } • 4 2 : ——r- s , n • 

\ * K J n=i — g2» 2K 

On pourrai t d 'ai l leurs obteni r cette de rn iè re d i rectement en mult ipl iant 

la formule (65) par e l l e -même. C'est le procédé o rd ina i rement employé ; 

mais il exige un grand nombre de calculs. 

Cette formule donne , pour u = K, 

\ TT J n = i 4 — q2n 



Enfin, on peut donne r à la formule ei-dcssus 

A:K . 2K# %/q sin x l / q z sin 3x 
— sin am = h -—- 1 — 

2 7 T 7T 1 — q 1 — qz 

u|ie forme remarquab le qui est due , j e pense , à M. Hermi tc . 

On a, en effet, 

kK . 2Kx / - . „ 
— s i n a m — — = y qs\nx(\ -t- q q2 H ) 

j / f l 3 sin 3a? (1 - H Ç 3 + 96 + » •) 

n = o o M — c o 

= s i n x 2 j / ç 2 n + 1 + sin 3x 2 | / < f ( 2 n ' H ) 

n = 0 t t = 0 

ou b ien , 

2KX » » = Q O tt=°o 

— s i n a m — = 2 s i n ( 2 m - * - l ) x 2 |/ûfi*«+*>(«»+*>. 
2 71 7T w = 0 n = 0 

On t rouve de même : 
2Kx »*=» t i = o o 

— - c o s a m = 2 cos (2m 1) x 2 (— 1)" p / o ; ( 2 w + 1 ) ( 2 ' , + 1 ) , 

2 7 T 7T t n = 0 n = 0 

K. 2Kx 1 * » = < » « = c o 

-— A am = -f- 2 cos 2m.x 2 (— * ) n » ( 2 t t + i ) w t . 
27T 4 m = 1 « - o 

De ces deux dern iè res on t i re , pour x = 0 , 

— = 2 2 (— j)-i/ 9<*»»+4>(«»+^, 

27T , n = 0 n = 0 

9 J T m — o o n = o o 

— = 4 2 2 (—1)» 9«»+*>«, 

7T m — 1 « — 0 

7T 

et de la de rn iè re pour x = 
! » = « > » = 0 0 

= = 1 + 4 2 cosiwtt 2 (— 1)" 9 m ( 2 n + 1 ' . 
7T m—1 w = 0 



V I I . Séries périodiques pour les fonctions elliptiques composées. 
Produits infinis. 

Le procédé employé dans le chapi t re précédent pour le développement 

de l ' intégrale 

-, . « . 717T 
f l (iv) e l ' a w dw, u = — - , 

2K. 

s'applique avec une faible modification au cas où la fonction F (w) n'est 

pas une fonction doub lement pér iodique p rop remen t di te , mais composée 

d 'une fonction doub lemen t pér iodique et d 'une aut re fonction. Nous 

p rend rons de nouveau pour chemin d' intégration de la variable imagi

naire w, le contour du rectangle construit sur les côtés 2K et 2K'. Nous 

supposerons que la fonction F (tu) reste m ô n o d r o m e , mais cependant 

qu'elle devienne plusieurs fois infinie sur le contour du rectangle , et de 

plus qu'elle possède les deux propriétés suivantes : 

F (w 2K) = Si F (w?), F (w + 1 ' • 2K') = s 2 F (w) + f (tir), 

où f (w) désigne une nouvelle fonction connue . L' intégration le long du 

chemin donné fournit l 'équation suivante : 

f2K /.2K \ 

(1 _ £ â e- 2/* R ') \ F (tt) è^u du — e~W \ f (u) ev*« du 

(77) 

i (Si e'-W —l)\ F («i?) e - ^ du S = 0, 

S désignant la somme de toutes les intégrales qui résu l ten t de ce que l'on 

en toure les points d'exception de demi-cercles , ou de quar ts de cercles 

infiniment petits. Le calcul de S se fait de la même manière que dans le 

chapitre précédent pour deux points d 'except ion. Nous allons donne r 

quelques applications de ce principe s imple. 

1 

a. La fonction devient infinie aux points 0, 2K, £-2K', et 

sin a m iv 

2K-+- £-2K'; par sui te , elle ne se t ransforme pos immédia tement en u n e 

série de sinus ou de cosinus. Au cont ra i re , la fonction impai re 
_ . , 1 7T 

F (w) = , 
' sin a m w , w r . TJJO 

2K sin — 
2K 



reste finie pour toutes les valeurs réelles de w depuis 0 jusqu 'à 2 K ; elle 

s 'annule pour w — Q et pour w = 2lv, et elle n'a que les deuy points 

d'exception *.2K/, et 2 K + Î 2 K ' . On peut donc poser : 

F ( M ) = Bi sm — + sin — - 4 - B 3 sin — 

De l 'équation F (2K — u) = F (*/), il résul te très-facilement que B 2 , B 4 , 

B G , etc. sont n u l s ; par sui te , pour dé te rminer 

on n'a besoin que de supposer n impa i r . On a, en ou t re , 

F (w 2K) = — F (u?), et = — 1, 

F ( W 4 - ; . 2 K ' ) = F ( W > ) ¿ 1 — , 4 . o l , , x 

K 2 k { . TTM? . TT (w -+• t • 2K' 

( S m 2 K S m 2 K - ^ 
si donc , on pose, pour abréger , 

TTK' 

il vient : 

F ( w - + - i - 2 K ' ) = F(«;) + f(u?), e 2 = l , 

v J L I _ I 1 

( s i n 2 K
 8 1 , 1 ( a ï •*•*"> 

Puisque 7i est impai r , on a, en ou t re , 

S^'.S/AK — 1 — — COS W7T — 1 = 0 , 

et alors l 'équation (77) se simplifie en la suivante : 

f2K ç2K 
(1 _ <j«) \ F (u) e«>« du — q n \ f (w) e'/*« du S = 0 . (78) 

J 0 J 0 

Considérons d'abord l ' intégrale qui renfe rme f (w), et remplaçons u par 

2K 
la nouvelle variable — x; en ver tu des valeurs de f (u) et de ^ , il vient : 

( 2 K f w c 1 1 1 
\ f (w) e*" tft* = \ \ - —, r-r \ énx dx, 
J 0

 N 1 J 0 ^ s i n o : s in ( x - H l a ) ) 



ou b ien , si sin (x -t- ta) est expr imé par des exponentiel les , et si l'on a 

égard à l 'équation e~ a = <y, 

f 2 K C ënx R aëx 

\ f (u) ë^u du = \ -— dx H- 2 * \ . E' n*dar. 
J 0

 V ; J 0 s i n x J 0 4 — QR« 

La deuxième intégrale du second m e m b r e se t ransforme facilement en 

u n e série procédant suivant les puissances de g, et dont les termes s ' annu

len t , à cause de n impai r . Il reste alors : 

C 2 K

 einx 

\ F ( U ) E W T « = \ - — dx. 
J 0 J N S I N X 

Pour t rouver en out re S, en tourons les points d'exception C et B de 

quar ts de cercles, dans la fig. 5 1 , où 0A = 2K, OB = 2K' , CP = BQ = r, 

angle PCD = angle QBD = 0, et soit, pour abréger , e'0 = p. Alors S est 

la va leur l imite de 

i [ F (2K-4- %Kr+ p) e ^ ( 2 K + 2 ' ^ ) pdQ 
J 4 T T 

H- * ( 2 F (2iK' 4 - p) e ' ^ ' + P ) pcfô = iq* \ p [F (p) + f (p)] e W ¿ 0 

\ p [F(p) + f ( p ) ] c W d 0 ; 

il s'en suit , à cause de F (0) = 0 , et de lim [p f (p)] = \ , 

S = —• i~qn. 

D'après cela, l 'équation (78) devient : 

(1 — qn)\ F (u) e*/*" du — qn \ - — dx — inqn = 0 ; 

elle d o n n e , par la séparat ion de la par t ie imagina i re , 

l „ / * . W7r^ . r/" ( f sin «x , ) 

) 0

 F W " n « r f — i ^ r - 1 - ) ^ * ! -



L'intégrale du second membre se t rouve en observant q u e , pour n impai r , 

on a : 

sin nx M ^. , . ,. . 
— = 1 2 [cos 2x cos 4x -\ H cos (n — 4) x\; 
s i n x L 

on a ainsi : 

\ F ( w ) sin —— du = et B n = — . - ^ 
J 0

 v 2 k i—q» K \ —qn 

Le développement en série cherché est, d 'après cela, 

1 TT 2 7 T r y . mi q* . 5TTW 

sin am u . I R . 7 T W k ( 1 - 2K 1 — S m 2 k 
2 k sin — * 

0 5 57rl£ 

En remplaçant u par K — w, il vient : 

A am u 7r 2TT ( o 7m o 3 Znu 
. — — . J i cos • —— - cos 

cos am u ^¥r r.u K ( 1 — q 2 k l — a 3 2 k 
2 K c o s _ 

(79) 

q*à ÏÏTiru 
(80) 

Si l'on remplace en out re u par k'u, K' par / / k , 7 par — 7 (p. 148) , et 

si l'on mult ipl ie par —fc ' , on obt ient encore 

7T h! 27T ( q Tza o/3 07TM 

. — —-. — j —• COS — cos • 
nu cos am u k ( 1 -h q 2 k 1 q5 2 k 

2 k cos — 

+ — i — - cos — - . . . . . 81 
\ -\r q 2 k ) v 7 

6. L'hypothèse 

F ( W ) = cotg am w — — cotg — , 

condui t à un calcul ana logue . 

Cette fonction s 'annule pour w = 0 , et pour w == 2 k ; elle reste finie 

pour toutes les valeurs réelles de w comprises en t re 0 et 2 k . Elle peut , 



par conséquen t , ê tre t ransformée en une série de s inus , et Ton aura : 

F (u) = Bi sin — + B 2 sin — + B 3 sin — -t- . . . . 

De la propr ié té F (2K — u) = — F (t/), il résul te d 'abord que B t = B 5 

= B s — = 0 . Par sui te , dans la dé te rminat ion de 

2 /*2K 

on doit seu lement considérer n pa i r . La fonction F (w) devient , en 

ou t re , infinie aux points t# = / - 2 K ' , et iy = 2K- t -£ • 2K'; enfin, en con

servant les notat ions p récédentes , on a : 

F (u7 + 2K) = F(ti?), £ i = + l , 

F (u?+ t -2K') = — F (w) + f (w), e 2 = — 1, 

En vertu de ces r emarques , l 'équation (77) se rédui t à la suivante : 

,2K /-2K 

(1 o/n) \ F (w) e*>* ¿ 1 1 — </n \ f (w) e l > à + S = 0 . (82) 

•'o J 0 

On en t i r e , en faisant t£ = — x , 
7T 

*2K - 7 T 

1 f ( M ) e*>* rf?/ = — \ j cotg x -h cotg (x -f- ia) i e*'n* c?x 

_ _ i e î n x c o t g x dx — i \ 1 e%nxdx* 

J 0 J 0 l - < f e 2 " 

ou b ien , puisque la de rn iè re intégrale est nul le pour n pa i r , 

i f (u) elfM du = — \ e n s cotg x dx. 
J0 J 0 



En outre S est la l imite de 

i j ^ F (2K -t- 2iK'-f- p) e ' / * : « + « K ' + / > ) prf9 

* \ 2 F (2tK' H - p) e<X2*'-P) ptf 0 = i ? » ( p [— F (p) f (p)] eW dO 

*+* ¿9 n \ p [ _ F (p) + f (p)] e W d0 ; 
J 0 

à cause de F (0) = 0 , et de lim [p f (p)] == — 1, ¡1 vient : 

S = inqn. 

Par la séparation d e l à part ie imag ina i r e , on t i re de (82) 

f T . / x . . qn
 ( f sin me cos se , ) 

\ F (w) sin —— cm = — — TT 4- \ : dx ?• 
J 0

 w 2K 1 4 - J 0 sin x ) 

L'équat ion 

sin nx cos x ' ^ _ , / -, 
: = 1 -t- 2 [cos 2# -h cos 4x -f* • • • • •+• cos (w — 2) x I cos 

sin X 

conduit à la dé terminat ion de la dern iè re in tégra le , et l'on a finalement 

D'après cela, le développement che rché est le suivant : 

— cotg - - cotg am u = - j _ s,n _ + _ « , „ — + (83) 

Si l'on remplace u par K — t/, on obt ient encore 

77 7T?£ 2 T W O 2
 7TW Of* . 2TT« i 

- tg - - V t g . m t t — j f j r i ^ s -m - g - ^ « n - + . . . | (84) 

c. L 'hypothèse 

F (w) = cotg am w A am w — —- cotg — ? 

condui t à un développement ana logue , mais beaucoup plus impor tant par 

ses conséquences . 

il 



La fonction impaire précédente s 'annule pour w == 0 , et w = 2 K ; 

elle peut donc être t ransformée en une série de s inus. De plus, à cause 

de F (2K. — u) = — F (u), les coefficients Bi, B 5 , B 5 , e t c . , disparaissent, 

et l'on peut supposer dans la dé terminat ion de B„, que l'indice n est un 

n o m b r e pair . La fonction F (w) sera quat re fois infinie aux points г'К', 2гК' , 
2K ч- г'К', 2К н- 2&К'; elle possède encore les propriétés suivantes : 

F ( u ? 4 - 2 K ) = F(ic?), e, = 1, 

F ( « 7 -f- 2гК') = F (ti?) 4 - f (te), e 2 = 1, 

En ver tu de ces r e m a r q u e s , l 'équation (77) se rédui t à 

ç2K ,2K 
(i — qn)\ F (u) е г > du — qn \ f [и) е*и du + S = 0 . (85) 

Au moyen de ces substi tutions on t rouve, comme ci-dessus, 

\ f ( M ) e'>M du = \ \ cotg x — cotg (x •+- i'a) \ eins dx, 

c'est-à-dire, à cause de n pair , 

, 2 K , 7 1 

\ f (tt) е г > du = \ einx cotg x dx. 

Pour dé te rminer S, on en tou re les points d'exception E, С, B, D, de 

demi cercles et de quar ts de cercles, comme le mon t re la figure 3 2 ; S est 

alors la va leur l imite de la somme suivante : 

( 2 pF (2K -ь гК'-ь p) е'У'^+^+Р) dO + i ( p F ( 2 K 4 - 2 / K , 4 - p ) e î > ( 2 K + 2 ' K , + P ) dO 

r - ï * f - ï * 
4 - г \ pF (2iK' + p) e^'W+P) efô + t 1 pF ( tK ' -ь p) e'/*('*'+p) d0, 

J 0 
c 'es t -à-dire , en ver tu des significations de fx, /г, </, 

I n . 7 1 . 7Г i-
S =i7tq* — г я л — г - qn-b гттса , 

>2 ,2 
ou bien : 

S = ITT ( 2 9 * N — ^ ' ) . 



La part ie imaginaire de l 'équation (85) d o n n e 

/- \ f 2 K ^ / \ . n n u . Ç 1 sin n x cos x t i „ \ 
i 4 - ^ ) ) F ( t t ) s i n — r f a - g » ) - d x + A Z q * - ? " ) = 0 , 

et, comme la valeur de l ' intégrale relative a x est égale à 77, il reste : 

F ( t t ) s i n — d u = - 2 n - l — r r 

J0 2 K 4 + 

De là résul te le développement en série suivant : 

. TT TVи 2тт( q . 77и q2 . 2ттм J 
cotg . ш . Д а ш . - й cotg _ = - - j — a a - + — a a — + . j . (80) 

En remplaçant w par Iv — w, on obt ient encore : 

Л'2 team M тг тгм 2тг( о/ тгм a 2 . 2 т о ï ,0_4 

жtg
 ж = - к s , n к ~ Ï T ^ î s , n T + " I ( 8 7 ) 

с/. Une transformation semblable s 'applique à la fonction 

F (w) = tg am w A am tt? — t g 2K' 

laquelle s 'annule pour w = 0, et pour w = 2K; elle devient infinie aux 
trois points 2Кч- г'К/, К-ь 2/К/, г'К'. Nous laissons au lecteur le soin de 
faire ce calcul, parce que le développement résul tant s 'obtient plus r ap i -
m e n t , lorsque l 'on remplace dans (87) les quan t i t é s . . . . 

t v ir t g a m w 
/>, k, w, K, q, ~ 

a am и 
respect ivement par 

ifc 1 
» k'u, к'К, — y, /с' tg a m г* Д am a. 

Il vient alors la formule 
TT 7 Г М 2л-1 о 7гг̂  я 2 . 2TTW 

tg am w Д am « — — tg — = — J - sin — нь sin 
° 2K ° 2K К ( 1 — qr К 4 о/2 К 

о 3 . 5ттгг 
н- - s i n — -f 

l — аъ К 
(88) 

dans laquelle les te rmes renfermés en t re parenthèses sont de la forme 

qm . m nu 
- - - sin • 
4 + (— \ ) m q m К 



Cette formule peut donc s 'écrire sous la forme symbolique suivante : 

7r 7tu 2 7 T M = 0 ° qm . rtmu 
t g a m M A a i „ M - - t g - = _ ^ i + { _ i ) m ^ s l n — • 

\ 

Dans le cas par t icul ier u — - K, l 'équation (88) donne la série déjà 

t rouvée ci-dessus (page 152) . 

cette formule sert à calculer la valeur de K correspondant à une valeur 

donnée de q . 

Pour obtenir une relat ion analogue , différcntions (88) par rapport à w, 

e t , dans la formule résu l t an te : 

/ \ 2 77 U 

1 — k2 s in 2 am u k'2 t e 2 am w — f — ) séc 2 — - = 

2TT 2
 ( iq T T M 2g 2

 2TTW 3ûf3
 3 T T M 1 

= -777 11—— COS—- , 7 - COS — - -H - — C O S — - -4-

K 2 ( 1 — g K 1 H - g 2 K . 1 — g 3 K } 

faisons w = 0 ; il v iendra : 

/ 2 K Y 1 = o i 7 . 2 9 * , g? 5 . W . | 

Si Ton me t dans (88) K — w à la place de u9 il vient : 

cote am u TT 77ti jtîï ( q m TTU O 2 2 ^ W 

" S l S n r - 2 K C O L G « - K t S I N K ~ w s m
 T " 

O 3 . Ù77U 

~. — : Sin — -
1 — g 3 K 

(89) 

Enfin, la différence en t re les équations (89) et (86) donne encore la 

formule r emarquab le suivante : 

A:2 sin a m w c o s a m w 4 T T ( q . TVU qz . 3TTW O S . 5Vw 
- = — 1 . a SIU — -4- r—^ Sin — H - — - — - Sin - 7 7 - + " 

A a r a w K ( l — o 2 K 1 — q 6 R 1 — q l Q K 

que nous avons déjà t rouvée a u t r e m e n t (page 150) . 

é) Les équat ions (86), (88) et (90) ont une importance plus g rande en 

ce que l'on peut en dédui re des séries pour les logar i thmes de sin am u9 



cos am u9 A a m u. En effet, on obt ient immédia tement par la différentiation 

f cotg am u A am u du = 1. sin am w, 

— y* tg am u A am u du = 1. cos am 

f A;2 sin am u cos am u , . A 

— \ aw = l .Aam u. 

j A am u 
Diaprés cela, si l'on mult ipl ie (86) par du, et que Ton in tègre en t re les 

l imites u = 0 , et u = w, il vient : 

. / s i n am M \ ( 4 q nu 4 o 2 2 ^ ) 

' Y — ^ ] = 2 1 Ï - T ^ C O S K ^ ^ ^ C O S I T - * - • • • ! 
\ S i n 2 K / 

( 1 1 ? 2 1 + / 

et , si l'on désigne par C la part ie du second m e m b r e , qui est i n d é p e n 

dan te de w, 

, . , . nu _ ( 1 q r.u 1 o 2 27TW ) 
1. sm a m M - 1 . sin — = C - + - 2 J T ' T - 1 - cos —• -t- — • —^ - cos ———i . 

2K ( 1 i + q K 2 \+q* K ) 

P o u r dé te rminer la constante C, mult ipl ions cette équat ion par du, e t 

in tégrons en t re u = 0 , et u — K ; il v iendra : 

1 1. sin am du — i 1. sin — du = CK. 

Dans la p remière in tégra le , posons amu = y, e t dans la s econde 

7VU 

— = 4>, nous aurons 
2K. 

K J N A<p 7T J 0 

c 'es t -à-dire , en vertu de la formule (41) (page 58) , et de la formule (59) 

(page 56) pour s = 0 , 



On a alors le développement en série 

1. sin am i« — 1. sin — = 1. ( ——- 2 « - — — cos - r 

2 K \ | / T / " ^ k 

+ 2 - r r ^ c o s i r + - - i - ( 9 1 ) 

On t rouve de la même maniè re des séries pour 1. cos am u et 1. A am w; 

mais on y arr ive plus rap idement , si l'on remplace dans l 'équation p récé

dente les quant i tés 
t/, K, q, sin am w, 

ik _ F sin am u 
respectivement par —? ku, A:'K, — o / , — 

k' 1 A am u 

On obtient ainsi 

, / s i n am , . 7rw , / â l / A (1 q T T ^ 
1. ( J — 1. sin — = 1. ( J — 2 - — c o s - r 

— i cos 1 — [. (92) 
2 1 + 9* K S V 7 

Si l'on remplace u par K — IJ, il vient : 

. 7 T M _ / 2 ^ 9 1 / / ^ 
1. cos am u — 1. cos — = 1. ( 1 — 

2 K V | / T / 

a ( 1 9 1 q 2 2 ^ ) 
+-2 - cos - r - — i — - cos - 7 7 - - + - . . . . • (93) 

( 1 1 — Q K 2 1 + q 2 K J v ' 

Enfin, la différence en t re les équations (91) et (92) donne : 

i A 1 1 1 , , l 1 9 nu 1 q 3 onu j . n / x 

1. A a i i m = - l i ' f + 4 - • cos - • -—-— c o s - - - - * - . . . • (94) 
2 / 1 1 -— q 2

 K 3 1 — q 6 K ) 

/*. Toutes ces séries peuvent ê t re o rdonnées , comme celles du chapi t re 

précédent , suivant les puissances de q, et elles p r ennen t ainsi une au t re 

nu 
forme. On tire alors , par exemple de (91), en posant — = x , 

, . 2Ka; , / 2 ^ » . \ , , cos 2a; 
l . sm a m — = = 1 . S 1 n + 2 j ? ~ o 2 + g 4 j — p -

. cos 4x 
+ 2 | q 2 — q4-*- q 6 — q 8

 4 j — - — 

-v- 2 | q 3 — q 6 n - < / 9 _ / ? i 2 H j cos_Gx 

3 



et Ton peut sommer tous les séries vert icales, au moyen de la formule 

4 1 4 1 
- r cos 2x 4 - - r 2 eos 4x 4 - - r 3 cos 6x 4 = 1.(4 — 2r cos 2x-t- r 2 ) ; 
4 2 5 2 

on obt ient ainsi : 

2Kx / 2 C^o \ 
1. s i n a m — = 1 . ( -~J s i n x j — 1. (1 — 2g cos 2x q2) 

•4-1.(1 — 2 g 2 c o s 2 x 4 - g 4 ) — 1 . ( 4 — 2 g 3 c o s 2 x - ^ q 6 ) + l . ( 4 — 2 g 4 c o s 2 x 4 - g 8 ) 

Il en résul te ce théorème impor tan t que le sinus ampl i tude peut ê t re 

développé en un produi t infini : 

4 / 
2Kx 2 y q sin x (4 — 2g 2 cos 2 x + g 4 ) (1 — 2g* cos 2 x 4 - g 8 ) 

S m a m ~lz \/k (4 — 2g cos 2 x 4 - g 2 ) (4 — 2 g 3 cos 2 x 4 - g 6 ) . . - ' 1 ° } 

On déduit de la même maniè re de (93) 

4 

2Kx %¡/k'y q cos x (1 -*-2g 2 cos2x4-q A )(4 4 - 2 g * c o s 2 x 4 - g 8 ) - -

c o s a m — = —k (1 _ 2 g cos 2x 4- g 2 ) (1 — 2 g 3 cos 2x n- g ( J > . . 9 ^ ' 

et , de (94) , 

^ 2Kx / (1 -+-2g cos 2x +- g 2 ) (1 4 - 2 g 3 cos 2x 4 - g 6 ) - - -

rt v (4 — 2g cos 2x -+- g 2 ) (1 — 2 g 3 cos 2x 4 - g 6 ) • • • 
(97) 

En vertu de ces trois de rn iè res formules , on peut considérer les fonc

tions ell iptiques sin am u, cos am A a m w, comme des fonctions frac

t ionnaires qui ont un dénomina teu r commun (i). Nous nous étendrons 

davantage sur ces réflexions dans le chapitre suivant : mais auparavant , 

nous allons t ra i ter quelques cas part icul iers des dern iè res équat ions . 

(1) Les séries périodiques, les développements en séries de fractions, les produits 

infinis relatifs aux fonctions elliptiques sont dus à Abel (voir les quatre premiers volumes 

du Journal de Crelle) et à Jacobi (mêmes volumes et Fundamenta nova theor. funcl. 

el/ipt.). Mais ces deux auteurs ont suivi des méthodes tout-à-fait différentes, qui 

n'étaient pas à l'abri de toute objection, à cause du peu de développement qu'avait alors 

la théorie des fonctions de variables complexes. Les méthodes appliquées ci-dessus 

sont dues à M. Schloemilch (Mémoires de l'académie des sciences de Saxe¡ t. IV, p. 505). 



Si Ton divise les deux membres de (95) par sin x , et si l'on fait t endre 

x vers zéro, on obtient : 

]/k _ m - g*) (1 - g*) ( 1 - g») . - . . - j » _ - / 4 - y»» V . 

7 ^ L ( * — 9 ) 0 — y 5 ) ( * — 9 B ) - J " v ' 

en ou t re , de (96) on t i re , pour x = O, 

Le quotient de ces deux équat ions est 

2 | / F = m ~ f ) ( 1 - ^ ) ( l - q 6 ) - - ] 2

 = - / l - q r ' A » 
TT L (1 -f- (1 (1 9 6 ) — J i \ 1 + J 7 ' 

On peu t encore y ra t tacher la formule 

2 * ' r(i- g )(i- g »)(i_ ? »).. . .- |» o o / 1 - r V 
TT L(l+ + 9 * ) (l-*-? 8)--J i V 1 -*-9V ' 

laquel le se d é m o n t r e , en remplaçant A: par j — - p , fc' par ^ j,* K- P a r 

- (1 -t- i ' ) K, et 9 par q 2 , ce qui r e n d la de rn i è re formule ident ique à la 
J U 

précédente . 

Remarques du traducteur. — Les formules (95), (96), (97) peuvent être 

mises sous la forme symbolique suivante : 

2Kx 2 l/q sin x 0 0 1 — 2 « 2 w cos 2x 4 - qhn 

s i n a m = _ _ _ n 1 _ 2 ^ _ , c o s 2 ; c + ^ (93) 

2 K x 2 l/A:' i / o ; cos x 0 0 1 ~+- 2q 2 , î cos 2x 4 - o/*n (96) 
cos a m — — —éz TT — r — , v ' 

» 2Kx / f * 1 -+- 2 q 2 n - i cos 2x o 4 " - 2 , x 

A am = i / A ' TT (97) 
TT v i \ — 2 q 2 n - 4 cos 2x q^-* v ' 

Ces expressions vont nous pe rmet t re de t rouver de nombreuses re la 

t ions t rès- importantes . 



La formule (95) nous donne , pour x= ^5 

Divisant par cette de rn iè re la première des formules de la page précé

den te , on obt ient : 

et , en extrayant la racine carrée de deux membres 

y "TT" — ? 4 — q 2 "" 1 ' 4-+-o;2» 

Or, cette expression peut être simplifiée, en employant la relation 

suivante : 

on a alors 

Or , 

(1 + 7 ) (l+</2) ( l + 9 * ) - = [ ( l+y ) ( i+ ? *)( l+c»). . . ]X[l l+7»)( l + S * ) - ] 

Par conséquent 

y / Ç = L(* - ? * ) ( * - 9 4 ) • • • 1 x K 1 + 9 ) (* + r ) (* + f) • • • •]* > 

ou symbol iquement 

/ 2 K 
y / — = n (4 - q 2 » ) ( 1 - h ^ ' - 1 ) 2 . 

Au contra i re , si l'on mult ipl ie ces deux formules l 'une par l 'autre , il 

vient en ext rayant la racine carrée : 

/ 2KA: 4 / « 4 — fl*n 



On trouve aussi 

V / — = 2 V 9 H ( I - '/*") (1 +(f"f-

La formule (97) d o n n e , pour x — 0, 

Enfin, en mult ipl iant cette de rn i è re formule par la troisième des for

mule de la page 168, on t rouve , comme ci-dessus : 

/2K /c ' _ 0 0 1 — q 2 u 1 — r / 2 0 " 1 _ 0 0 4 — q n 

K 
De la formule (90) on t i re , pour u = —? 

1 A' 1 K [/1 — 9 2 1 ~ f 1 ~ ï 1 0 

ou bien 
Ljr « = « > fliSn-i i - - 2 (— 1 f ~. 7~ 7 « K w = i V ^ 1 ^ 4 ^ - 2 

On en tire 

47T » = » q*n-i 
fc' — 1 H >- (—. 1V* i 

K ¿ 1 j 1 — 

La formule (81) d o n n e , pour w = 0 , 

2K&' , f q q 3 q 3 

TT l -t- q 1 -*- qf* 1 -t- q° 

ou bien 

i = 4 2 — l ) n . 7 , t 

En comparant cette re la t ion avec la formule (p . 154) 

on obtient l ' identité 



Il serait facile de cont inuer cette série de formules : mais , nous croyons 

inuti le d'en donner davantage. Nous ferons cependant r emarque r diverses 

relat ions que l'on obtiendra par la comparaison de formules ayant les 

mêmes premiers membres . 

Ainsi, en égalant les deux valeurs de — (p. 154 et 169) on trouve 

l ' identité 

1 4 - 4 П~£ = H (1 "~ <7*я)2 О + q u - l Y . 
n—i 1 4 - q~n

 i 1 

2K./c' 
De même l'égalité des valeurs de ——(p« 154 et 170) donne 

1 4- 4 * Y ( - \)n ~ — Г = П /IZZ^Y ^ l + 4 " 2 ° ( - 1 ) " J

 r \ l 

et ainsi de sui te . 

VIII . Ponction de Jacobi pour des variables réelles. 

Si l'on imagine que les multiplications indiquées dans les numéra t eu r s 

et dans le dénomina teur commun des formules (95), (96) et (97) soient 

effectuées, on obtient qua t re séries infinies, procédant suivant les puis

sances de q. La proposition suivante sert à développer la loi de formation 

de ces séries. 

Si x et p désignent des quanti tés a rb i t ra i res , et si la fonction f(x) est 

définie par l 'équation 

f ( x ) = (1 + x ) ( l + px) (1 4 - p 2 x ) . . . (1 p»-* x ) , 

il en résulte immédia tement que f (x) peut être t ransformée en une série 

de puissances; elle peut être représentée de la manière suivante : 

f (x) = 1 4 - A i X A o X 2 . . . -ь Amxm, 

où les coefficients A I , A 2 , ••«• Am dépenden t seulement de p . 

En vertu de la valeur primit ive de f (x) on a la relation 

(1 + p « y ) f (y) = ( l 4- y) ï(py); 

et, d 'après la seconde forme de f (x), on a : 

(1 [1 + A{y + A.jf 4 - . . . . + Amy>»] = 

= (1 4 - y) [1 -+ Aipy 4- A*phf-\ h A « p w y w ] . 



Si l'on effectue les multiplications indiquées , on obtient par la compa

raison des coefficients de y , i / 2 , ?/3, e tc . , des deux membres , 

(1 — p) Ai = 1 — pm, 

(1 — p 2) A 2 = p (1 — p - - 1 ) Ai, 

(1 — p 3) A5 = p 2 (1 — pm~2) A 2, 

Ces équat ions fournissent les valeurs de A i , A 2 , A 5 , e tc , , et l'on a, pour 

toute valeur positive de ky 

( l - p ) ( < - p » ) . . . ( l - p * ) 

Dans le développement 

(1 -i- x) (1 4-px) (1 -Hj92or)• • • • (I H-pw _ ,x) = 1 4 - A i X 4 - A 2 x 2 4 4 - A w x ' n , 

subst i tuons 

p = q\ m = 2 » , « = ^ ¿ " 4 » 

et séparons le produi t du p remie r membre en deux produi ts , dont l 'un 

renfe rme les n p remie r s facteurs et l 'autre les n d e r n i e r s ; nous aurons : 

(.^.)(<^M-?)H) 
X (1 4 - qz) (4 -f- q*z) -..(4 4 - q2n-zz) (4 -f- qin~lz) 

z z2 z 2 n 

Ordonnons le produi t de la série en allant du milieu vers les extrémités 

et écrivons : 

(l + qz) (i + 0 (1 + q'z) (i + - • (1 + (f + ^ 

A » f A w _ i An-f i , , 

qn{în-\) J g ( n — D ( Ï M - I ) g(n + l) ( 2 » ~ i ) 

Î An—2 a A n J _ 2 , , 
Z n — 2 4 £ N + 2 

Ç ( n - 2 ) ( 2 n - 1 ) ^ < n + 2 ) ( 2 n - l ) 

- h (98) 



Si l'on introdui t dans la formule relative à A*, les valeurs p = cf, 

m — ^n, et si l'on fait d 'abord k = n — h, et ensuite k = n-*-h9 on 

obt ient A«„/., An+hi 

An-h 1 ( j — g*») (! gin-*) .... ( j _ yln + M + S) 

gin—h) (2n—1) q(n-h)(n+h) ' ^ ^ 2 j ^ | . . . . (1 ç 2 / i - 2 / j j ' 

A „ + / t 1 (1 — g*") (* — g 4 n " 2 ) — (1 — q 2 ^ - 2 ^ 2 ) 

g ( n + W ( 2 n - l ) q(n-h){n-\-h) ' g 2 j q 4 ) . . . • (1 g 2 n + 2 A j ' 

La p remiè re formule renfe rme au n u m é r a t e u r et au dénomina teur 

n — h facteurs b inômes , la seconde en renferme n H H A; en les divisant 

l 'une par l ' aut re , on obt ient la relat ion : 

An+h ^ An-h 

q[n+h) ( 2 n - l ) * q(n-h) ( 2 n - 4 ) 

(\ qïn+Uj ^ | g 2 n + 2 / l - 2 j . . . . ( j g 2 n - 2 A + 4 j ^ | g 2 n - 2 / i + 2 j 

( j gin-U+i'j ^ qln-lh-Ylj . . . . ^ | ç 2 n + 2 A - 2 ^ ^ | ç 2 n + 2 / » j ' 

laquel le est égale à l 'un i té , puisque le dénomina teur renfe rme les facteurs 

du numéra t eu r écrits en ordre inverse. Soit, pour abréger , 

_ h* C1 — — g 4 " - 2 ) - - - - ( i — < 7 2 « - 2 H - 2 ) 4 

on a alors 

A«-/ t A n +/t 

et de l 'équat ion (98) on t ire la suivante : 

(1 + q) ( i (1 + ( l + 1 ) • • • • (1 + , • - « * ) 4 - ^ - j ) = 

= q"^zu | «o + ^ + as + + *-an s ^ j -

Si l'on fait usage, dans le p remie r m e m b r e , pour le deux ième, le 

qua t r i ème , le sixième, etc. facteurs, de l 'équation ident ique 

qm qm i z J 



on obtient dans les deux premiers membres le facteur q - " V , et le reste 

pourra se représenter par l 'équation : 

(1 qz) -+ ^ (1 qH) ^ 1 -f- £y (1 + f *-*z) ^ 1 -f- " 

dans laquelle on a 

(1 — r/'") (1 — q*»-*) . . . . (-1 — r/ 2»+ 2) 

( l - g * ) ( 1 _ 9 * ) . . . . ( l - ^ ) ' 
h co 9 ' ( 1 — g"**2) ( I — g S M + 4 ) •••• ( t — q*»+*h) ' 

Ces formules se simplifient d 'une manière r emarquab le , si l'on fait 

croître indéfiniment le nombre arbi t ra i re n9 et si en même temps on 

suppose que q, ou, lorsque q est un nombre complexe, que le module 

de q est une fraction s imple. On a, en effet, 

'lira 6/. = qh\ 

Si l'on pose, pour abréger , 

Q = ( l - o 2 ) ( l - r / * ) ( l - r / ) . . . . , 

il vient : 

si l'on remplace £ par — z , on a : 

0 - 7 * ) ( l - | ) ( < - 0 - <T*) ( ' - 7 ) - -



Si l'on met qz2 à la pince de z, et si l'on multiplie les deux membres 

par z yq, on arr ive à l 'équation suivante : 

fa ( z - (i~^2) 0 ~ S ) ( , _
 9 * *» ) (<- ff) •••• 

En faisant = e 2 ï ^ ? le p remie r de ces deux développements donne : 

(1 — 2a; cos 2x 4 - q2) (1 — 2o;5 cos 2x -f q 6 ) (1 — 2<f cos 2x-t- q ' 0 ) . . . 

e= i j 1 — 2o; cos 2 x + 2o;4 cos 4x — 2a;9 cos 6x -f- . j ; (99) 

le second donne , pour z = e*% 

frq sin x (1 — 2q 2 cos 2x 4 - q1) (1 — 2a;4 cos 2x - w / 8 ) - ' • 

= — {]/q sin x — [/q9 sin 5x -h \/q^ sin 5x (• (100) 

Ces deux équations peuvent servir à une nouvelle exposition des fonc

tions el l ipt iques. 

Si l'on rev ient , en effet, à la formule (95), et si l'on développe le 

produi t du n u m é r a t e u r d 'après la formule (100), et le produi t du dénomi

na teur par la formule (99), il vient : 

2Kx 1 2 | / g s i n x — 2 i / ô 9 ~ s i n 5x 2 i / g 2 5 sin 5 x — • • • • sin am —:., . —r * r 1 r •* , 
TT j / £ * — %Q c o s 2 x ^ c o s ^x — cos 6x 4 - • • • • 

On peut t ransformer de la même man iè re l 'équation (96), dont le 

n u m é r a t e u r peut ê t re développé par la formule (100), dans laquelle on 

1 
remplace x par - n — x ; on obtient ainsi : 

A 

— 4 — 4,—• 4 r* 

2Kx / k! 2 L/g cos x + 2 i /o 9 cos 5 x 4 - 2 i / o 2 5 cos 5 x 4 
cos am • —? \ / • -—- —' £ , • 

TT y k 1 — 2q cos 2x 4 - 2a;4 cos 4x — 2 g 9 cos 6x 4 

Enfin, on arr ive au développement du n u m é r a t e u r de (97), en r e m -
1 

plaçant , dans la formule (99), x par - 7r — x ; il v ient : 
A 

2Kx r^f \-^%q cos 2x - 4 - 2a;4 cos 4x-*- 2 g 9 cos 6x4-*• 

TT 1 — 2 q c o s 2 x 4 - 2 q 4 c o s 4 x — 2o;9 cos 6x 4 - • • • • 



Posons main tenant 2K# = T T W , et introduisons deux nouvelles transcen
dantes 0 (u) et H ( M ) , définies par les équat ions suivantes : 

0 (u) = 1 — 2g cos — - 4 - 2q* cos — 2 q J cos — - -f- • • (101) 
К К К 

H ( M ) = 2 ^ s h , g - 2 ^ s i n ^ + 2 ^ s i n g - . . - (102) 

Les trois formules précédentes p rennen t alors la forme très-simple : 

1 H (u) 
sin am и — —-—? 

/ F H ( « + K ) 
cos am и = % / ^———? 

y A: 0(w) 

. / 7 т е ( м + К ) 
Д а т u = i/k'- ~-±——L. 

e(ti) 

(103) 

D'après cela, les fonctions ell iptiques de première espèce peuvent ê t re 

expr imées par des quot ients de deux fonctions simplement pér iodiques , 

que l'on appelle transcendantes elliptiques. En ver tu de l 'équation 

(k sin am w) 2 4 - (A am w) 2 = 1, 

on a en t re 0 et H la relat ion 

k [H (w)] 2 4 - kf [0 (u + K ) ] 2 = [0 (w)] 2, 

ou bien 

H («) = / [ e ( « ) ] ' - ^ [ e ( t i + K ) ] « 

Cette formule mont re que H peut ê t re déduite de 0 . En résumé, les 

fonctions ell iptiques de p remière espèce se réduisen t à l 'unique t ranscen

dan te 0 que l'on a coutume d'appeler la fonction de Jacobi. 

Les valeurs par t icul ières 0 (0) et 0 (K), que l'on t rouve de la maniè re 

suivante , ne sont pas sans in térê t . De (99) on t ire pour x — 0 , en ayant 

égard à la va leur de Q, la formule : 

(1 — o W l — 0 5 ) * ( 1 — g 5 ) 2 - . . . = — 2 g + 2 g 4 — 2 g 9 



dans laquelle le n u m é r a t e u r du second m e m b r e est 0 (0). En divisant les 

deux membres par le produi t (1 — q) (1 — qz) (1 — o / 5 ) o n t rouve 

(i - (i - 7 3 ) o - f) - • = ( 1 _ 9 ) ( 1 _ 9 , ^ 1

( ! ! ? 3 ) ( 1 _ ^ ) , . . , -

Si l'on in t rodui t encore dans les deux membres les facteurs 1 — g*, 

1 — qx, 1 — q 0 , e tc . , il vient : 

( l _ , ) ( i - ç . ) ( l _ , . ) ( i _ ^ . . . = e(0).^Vi^.- |=^.l=£. . . 
= 0 (0)• (1 +q)(1 +q*) (1 + o') (1 + ? * ) . . . . ; 

d'où 

e «n = C l - g ) ( l ~ ? 2 ) ( ^ 9 5 ) — 
1 ; [i+q) ( I -*-? 2 ) ( l + g 3 ) . . . . 

Or, la valeur du second m e m b r e a été t rouvée ci-dessus (page 168) , 

et l'on a : 

@^-\/~- ( , 0 4 ) 
La dern iè re formule (105) donne , pour M = 0 , une relation en t re 0 ( K ) 

et 0 (0), laquel le , en ver tu de (104), p rend la forme suivante : 

e ( K ) = y / ^ - (108) 

Des deux premières formules (103), on dédui t , pour u = 0 , 

H ( 0 ) = 0 , H(K) = y / — (106) 

A cela se ra t tacbcnt plusieurs r emarques impor tantes relatives au calcul 

numér ique des fonctions et des intégrales el l ipt iques. De la de rn iè re for

mule (103) on t i re , pour u = Q, 

0 (K) 

c 'es t -à-dire , en ver tu de la série de 0 (w), 

y — 1 —• 2 q - t - 2 o / — 2qGH 



Cette formule donne immédia tement A;', ainsi que k, lorsque q est 

d o n n é ( 0 . Réciproquement , on peut t rouver g, lorsque Ton connaît k ou 

k\ On a, en effet, 

1 4 — [/¥_ q ç 9 -+- gr™ -4- - t - . . . 

ou , en posant , pour abréger , 

j 1 — i/p _ 

et développant la fraction du second membre suivant les puissances de q, 

\ = q — 5</9 — iCty1* 1 8 g 1 7 

Les puissances successives de 1 nous d o n n e n t : 

)s = q$ — l O ç 9 -+• 6 5 g 1 3 — 3 3 0 g 1 7 + 

X9 = 9° — 1 8 ç 1 3 4- 1 8 9 g 1 7 , 

A' 7 = g i 7 , 

Si Ton forme la somme suivante : 

X -+- a 4 X
8 -f- a 2 X

9 -f- a 3 X
1 3 H— . = g -t- ( a t — 2)gr5 -*- ( a 2 — 1 0 a 4 •+• % 9 H , 

et si Ton dé te rmine les coefficients eu, a 2 , « 3 , e tc . , de maniè re que les 

coefficients de ç 5 , ç 9 , ç 1 3 , e tc . , soient nu l s , on obt ient réc iproquement 

q = X H- 2XS -+* 15A9 - h iSOX" H- 1707X*7 H- . . . . 

(1) D'ailleurs, la première formule (103) donne, pour w = K, 

i/T H<K> 

ou bien 

V 1 -*-2?-f- 2q* + 2q» -f- — 

Enfin, de la relation A2 A'2 = i , on tire : 

$\/q . . . . ) 4 (1 - 2? -h W )< = (l-i-2</4- 29*-f- - . . ) 4 . 

.T. G. 



Celte série est t rès-convergente; car, même pour le module assez g rand 

/ ; = ^ = 0 , 9 9 5 8 1 , / c ' = i , 

le c inquième t e rme 

1707À 4 7 = 0 , 0 0 0 0 0 0 1 , 

sera si petit que le calcul s 'arrête à lui , si l'on se contente de l 'exact i tude 

o rd ina i re jusqu 'à sept décimales. Mais ord ina i rement le calcul se simplifie ; 

ainsi , par exemple, pour 

k = { i / ? = 0 ,8660254 , / / = ~ , 
2 2 

on a : 

l = î _ | / 2 = 0 ,08578644 , 
2 

2XS = 0 , 0 0 0 0 0 9 2 9 , 

q = 0 , 0 8 5 7 9 5 7 5 ; 

de même , pour k < 0 ,866 deux te rmes suffisent toujours . D'a i l leurs , on 

a déjà des tables qui donnen t les valeurs de q cor respondant à chaque 

valeur de k. La table suivante en donne un exemple ; on y a posé A = sin a, 

et l 'angle a croît de degré en degré ( 0 . 

(I) Jacobi a donné une table de 6 en 6 minutes dans son mémoire « Zur Theorie der 
elliptischen Functionen, » Journal de Crelle, T. XXVI, p. 9.1. Ce mémoire renferme 
beaucoup de remarques pratiques sur le calcul numérique des fonctions elliptiques. 



a k l og . q CL k l o g . q OL k l og . q 

1« 0 , 0 1 7 4 5 5 , 2 7 9 6 6 31« 0 , 5 1 5 0 4 8 , 2 8 4 5 6 61« 0 , 8 7 1 6 2 8 , 9 5 2 0 0 

2 ° 0 , 0 3 4 9 0 5 , 8 8 1 7 8 3 2 ° 0 , 5 2 9 9 2 8 , 3 1 3 6 7 62° 0 , 8 8 2 9 5 8 , 9 7 0 4 5 

3« 0 , 0 5 2 3 4 6 , 2 3 4 0 8 35« 0 , 5 4 4 6 4 8 , 5 4 1 9 9 63« 0 , 8 9 1 0 1 8 , 9 8 8 8 5 

4 ° 0 , 0 6 9 7 6 6 , 4 8 4 1 1 34° 0 , 5 5 9 1 9 8 , 3 6 9 5 7 64° 0 , 8 9 8 7 9 9 , 0 0 7 2 0 

5o 0 , 0 8 7 1 6 6 , 6 7 8 1 3 3 5 ° 0 , 5 7 3 5 8 8 , 3 9 6 4 6 65« 0 , 9 0 6 3 1 9 , 0 2 5 5 3 

6° 0 , 1 0 4 5 3 6 , 8 3 6 7 3 36° 0 , 5 8 7 7 9 8 , 4 2 2 7 1 66« 0 , 9 1 3 5 5 9 , 0 4 3 8 5 

7« 0 , 1 2 1 8 7 6 , 9 7 0 9 1 3 7 ° 0 , 6 0 1 8 2 8 , 4 4 8 3 5 67« 0 , 9 2 0 5 0 9 , 0 6 2 1 8 

80 0 , 1 5 9 1 7 7 , 0 8 7 2 5 38° 0 , 6 1 5 6 6 8 , 4 7 5 4 2 68° 0 , 9 2 7 1 8 9 , 0 8 0 5 5 

9« 0 , 1 5 6 4 3 7 , 1 8 9 9 1 59« 0 , 6 2 9 5 2 8 , 4 9 7 9 6 69« 0 , 9 5 5 5 8 9 , 0 9 8 9 7 

10° 0 , 1 7 5 6 5 7 , 2 8 1 8 5 40° 0 , 6 4 2 7 9 8 , 5 2 1 9 9 70« 0 , 9 3 9 6 9 9 , 1 1 7 4 8 

I I « 0 , 1 9 0 8 1 7 , 5 6 5 1 0 41« 0 , 6 5 6 0 6 8 , 5 4 5 5 5 71« 0 , 9 4 5 5 2 9 , 1 5 6 0 9 

12« 0 , 2 0 7 9 1 7 , 4 4 1 1 9 42« 0 , 6 6 9 1 5 8 , 5 6 8 6 7 72« 0 , 9 5 1 0 6 9 , 1 5 4 8 4 

15« 0 , 2 2 4 9 5 7 , 5 1 1 2 8 45« 0 , 6 8 2 0 0 8 , 5 9 1 3 7 73« 0 , 9 5 6 3 0 9 , 1 7 3 7 6 

14« 0 , 2 4 1 9 2 7 , 5 7 6 2 5 44« 0 , 6 9 4 6 6 8 , 6 1 3 6 8 74« 0 , 9 6 1 2 6 9 , 1 9 2 8 9 

15« 0 , 2 5 8 8 2 7 , 6 3 6 8 5 45« 0 , 7 0 7 1 1 8 , 6 3 5 6 5 75« 0 , 9 6 5 9 5 9 , 2 1 2 2 8 

16« 0 , 2 7 5 6 4 7 , 6 9 5 5 9 46« 0 , 7 1 9 5 4 8 , 6 5 7 2 2 76« 0 , 9 7 0 5 0 9 , 2 5 1 9 6 

17« 0 , 2 9 2 5 7 7 , 7 4 6 9 9 47« 0 , 7 5 1 5 5 8 , 6 7 8 4 8 77« 0 , 9 7 4 5 7 9 , 2 5 2 0 2 

18« 0 , 3 0 9 0 2 7 , 7 9 7 4 5 48« 0 , 7 4 5 1 4 8 , 6 9 9 4 4 78« 0 , 9 7 8 1 5 9 , 2 7 2 5 0 

19« 0 , 3 2 5 5 7 7 , 8 4 5 2 4 49« 0 , 7 5 4 7 1 8 , 7 2 0 1 1 79« 0 , 9 8 1 6 5 9 , 2 9 5 5 1 

20« 0 , 5 4 2 0 2 7 , 8 9 0 6 8 50« 0 , 7 6 6 0 4 8 , 7 4 0 5 2 80« 0 , 9 8 4 8 1 9 , 5 1 5 1 5 

21« 0 , 5 4 8 5 7 7 , 9 5 4 0 0 51« 0 , 7 7 7 1 5 8 , 7 6 0 6 8 81« 0 , 9 8 7 6 9 9 , 5 5 7 5 6 

22« 0 , 5 7 4 6 1 7 , 9 7 5 4 0 52« 0 , 7 8 8 0 1 8 , 7 8 0 5 9 82« 0 , 9 9 0 2 7 9 , 5 6 0 9 1 

25« 0 , 5 9 0 7 3 8 , 0 1 5 0 5 53« 0 , 7 9 8 6 4 8 , 8 0 0 5 0 85« 0 , 9 9 2 5 5 9 , 5 8 5 4 5 

24« 0 , 4 0 6 7 4 8 , 0 5 5 1 1 54« 0 , 8 0 9 0 2 8 , 8 1 9 7 9 84« 0 , 9 9 4 5 2 9 , 4 1 1 5 2 

25« 0 , 4 2 2 6 2 8 , 0 8 9 7 1 55« 0 , 8 1 9 1 5 8 , 8 5 9 1 2 85« 0 , 9 9 6 1 9 9 , 4 5 9 6 2 

26« 0 , 4 5 8 5 7 8 , 1 2 4 9 8 56« 0 , 8 2 9 0 4 8 , 8 5 8 2 6 86« 0 , 9 9 7 5 6 9 , 4 7 0 5 4 

27« 0 , 4 5 3 9 9 8 , 1 5 9 0 1 57« 0 , 8 5 8 6 7 8 , 8 7 7 2 6 87« 0 , 9 9 8 6 5 9 , 5 0 5 6 9 

28« 0 , 4 6 9 4 7 8 , 1 9 1 9 0 58« 0 , 8 4 8 0 5 8 , 8 9 6 1 1 88« 0 , 9 9 9 5 9 9 , 5 4 7 9 8 

29« 0 , 4 8 4 8 1 8 , 2 2 5 7 4 59« 0 , 8 5 7 1 7 8 , 9 1 4 8 4 89« 0 , 9 9 9 8 5 9 , 6 0 5 6 4 

50« 0 , 5 0 0 0 0 8 , 2 5 4 6 1 60« 0 , 8 6 6 0 3 8 , 9 3 5 4 7 90« 1 , 0 0 0 0 0 1 0 , 0 0 0 0 0 

j I 1 



I n - 2 q = 1 ,17159146, 

2 ^ = 0 , 0 0 0 1 0 8 5 7 , 

K = ^ TT(1,17169983)2 

A 

= 2 ,156515 . 

Pour calculer l 'amplitude cp, correspondant à une valeur donnée de w, 

on fait usage de la troisième formule (105), c'est-à-dire 

TïU 2/TW 
1 2q cos — -+- 2 g 4 cos H 

i/i—k* s in 2 cp = i / F , . • rt , 2TTW 
1 — 2ry cos — -+- 2qr cos -— 

K K 

de laquelle on tire facilement sin cp et cp. Si, par exemple , on donne 

De ce tableau il résul te que q croî t t rès- lentement de k — 0 à 

k = 0 ,999 , valeur à laquelle correspond q = 0 ,553 et qu'il tend ensuite 

rap idement vers la valeur 1. Si a <^ 70°, c 'est-à-dire k < 0 ,94 , il s'en 

suit q < 0 , 1 5 1 1 , et alors qd n'a aucune influence sur la septième déci 

m a l e ; toutes les formules dans lesquelles en t re la fonction de Jacobi 

deviennent alors ex t rêmement s imples. 

Lorsque Ton a calculé q, on t rouve K au moyen de la formule (105) 

dans laquelle on met pour 0 (K) la série cor respondante , et l 'on a : 

K = c ^ 7 r (1 4-2ry4-2^4-2</ 94- ....)«• 

Par exemple , pour k = î j / 3 , q = 0 , 0 8 5 7 9 5 7 5 , on a 

VQ2 | / 5 , çA = 5 , 2 0 8 8 8 1 , 

on a les valeurs précédentes 

9 = 0 ,0857957 , K = 2 , 4 5 6 5 1 5 ; 

en out re 
T T ? / 
— = 7,588251 = 2TT arc 74°46 '29"25 . 
K 

La formule ci-dessus devient 

' 3 
1 s in 2 9 = 0 ,7738482 . sin 9 == ± 0 ,7315537 . 

4P 

Comme la valeur donnée u = 5,208884 est comprise en t re 2K = 4 , 5 . . . 



et 5K = 7 , 4 . . . , l 'ampli tude correspondante doit ê tre comprise en t re 2.90° 

et 5.90° ; par suite 

9 = 180° -t- 47° = 227°. 

La réc iproque qui consiste à calculer , pour une ampl i tude <p donnée , 

la valeur de l ' intégrale ell iptique u= F (A, 9), t rouve une nouvelle solu

tion au moyen de la formule ment ionnée ci-dessus. En effet, si l'on pose, 

pou r abréger , 

T = v> 

on a 

y 1 — A 2 s in 2 9 1 2g cos v •+• 2g* cos c2v H # 

^/y 1 — 2gcosv-+- 2g*cos2t> 9 

on en t i re facilement : 

1 [ / 1 — A 2 s in 2 <p — [/k' cos v -+- g 8 cos ov g 2 4 cos 5v •+• • ••• 

Si l'on pose, pour abréger , la quant i té connue 

J_ | / l — A:2 s in 2 y — j/tf _ Q 

2 ? | / l — A2 s in 2 9 - v - [ / / 7 
l 'équation précédente donne : 

cos v = O (1 2g* cos 2v -h 2 g 1 6 cos 4v -4- ••••) 
— ç 8 cos 3u — q2* cos Sü , 

et l'on a une équat ion t ranscendante au moyen de laquelle on peut 

calculer v. Comme les quant i tés g 4 , g 8 , e tc . , sont de très-petites fractions, 

on t rouve facilement une p remiè re va leur rapprochée Vi de v, en p r e 

nan t s implement 

cos Vi = Q. 

On obtient u n e approximation plus g r a n d e , au moyen de l 'équation 

précédente e l l e -même : on aura 

cos t?2 = 12 ('] -H 2g* cos 2vi ••••) — g 8 cos 3t?4 , 

cos Vz = Q (1 •+• 2g* cos 2v 2-*- ••••) — g 8 cos 5i?2 — 

et ainsi de sui te . 



Connaissant v on en dédui t ensui te : 

_ K v 

77 

Soit, par exemple , k — - | / 3 , 9 = 47° ; on au ra , comme ci-dessus, 

À / = i , 2 = 0 , 0 8 5 7 9 5 7 , K = 2 , 1 5 6 5 1 5 ; 

la valeur de £2 est, dans ce cas, 0 , 2 6 2 6 3 8 2 ; par conséquent , 

cos i?i = 0 ,2626382 , t?, = 74°46 '24" , 

cos v2 = 0 ,2626137 , v 2 = 74°46 '29"25 . 

Comme t?3 est déjà le même que v 2 , il vient : 

v = 74°46 '29"25 = 1 ,3050663, 

u = — = 0 , 8 9 5 8 5 . 
77 

Si Ton augmente l 'ampli tude de 180°, la valeur de l ' intégrale croît de 

2 K = 4 , 3 1 3 0 5 ; à l 'amplitude 227° correspond la va leur de l ' intégrale 

5 ,20888 comme dans l 'exemple précédent . 

Notes du traducteur. — Je t e rminera i ce chapi t re par quelques r emar 

ques sur les t ranscendantes el l ipt iques, et par quelques théorèmes sur les 

n o m b r e s . 

La formule (101) nous d o n n e , pour u = — > 

0 = 1 — 2 9 * + 2 ? 1 6 — 2 g 3 6 -t- . . . . = 1 -4- 2 " 2 * (— 1 ) * q ' » \ 

Nous avons déjà vu q u e , pour u = 0 , u = K, on a : 

w=*> / 2/c'K 
e ( 0 ) = l — 2 ? + 2 < 7 4 - 2 ç 9 = 1 + 2 2 ( — 4 ) » ç » a = \ / , 

n—i 77 

/ 2 K 

e ( K ) = l - f - 2 ^ H - 2 ^ - + - 2 ^ - 4 - - . • = 1 + 2 2 ? n l = % / — 5 

H ( K ) = 2 | / ? + 2 | / ^ 2 j / y o - * ~ . . . = 2 1 / 7 2 q * n + i ) = * / — . 

nzzzi) 77 



D'un au t r e côté, de la formule (99) on t i re : 

&(u) = Q . n f î — v*"1 c o s ^ - + ?*n_2 ) 

= n ( i — 9 2 w ) • n f i — V - 1 cos — qin~* y 

Or, pour u = 0 , il vient : 

e (o)=n (î - ( 1 - = n 1 — Y - V 

= T T - — = n — — • 

On a de même : 

e ( K ) - n ( i + ? ) - n ( i . . . ( i _ 

_ « (1 -*-qn)(l -qH){t 4 - g 2 " - ' ) _ _ » (1 — q2n)(i -t- g 2 " " 1 ) . 

~ (1 - f -g 2 ") ( l — q2"-1) —
 0 ' * " ' ) ' 

de même 

H(K) = 2 ^ q . n ( l - . - g 2 » ) s ( i - g * « ) . 
4 

En égalant en t re el les les deux valeurs de e ( 0 ) , on obtient la relation 

De m ê m e , l 'égalité des valeurs de 0(K) nous donne : 

Enfin, des deux valeurs de H(K) on conclut : 

£qnin+i) = n (i g 2 " ) 2 (1 — g 2 n ) . 

D 'a i l leurs , il est facile de voir qu 'en remplaçant u par u 2K dans 

( iOI ) et (102), on a : 

0 ( M + 2R) = ® (M), 0 (M 4K) = 0 (M), 

H (u 2K) = - H (M) , H (u + 4K) = H (M) ; 



e~u* (1 —- q2"-1 e21*) (1 •— g 2 n ~ 4 e~2 i*) (4 — qeiùe) 
n — 

T ( 1 - qe^) 

1 

= e"2*'* n (1 — < 7 2 n - ' e2**) (1 — a 2 n _ 1 e"2^) 
j 

= — - e~2î* n (1 — V " 1 cos 2x -+- q**1-2) 

d'où 

O(M + 2 K ) e ( « ) 

H (M 2K j ~ ~ H ~ ( « ) ' 

0 {u - 4 - 4K) 0 (M) 
H(MH-4K) — H ( ü ) ' 

On en conclut que les t ranscendantes 0 et II de Jacobi sont des fonc

tions pér iodiques . Nous allons voir qu'elles sont s implement pér iodiques ; 

à cet effet, nous démont re rons qu'elles ne restent pas invariables, lorsque 

l'on augmente l ' a rgument de 2 i K \ 

La formule 

e (u) = n (1 — 9 2 n ) f 1 — 2 g 2 n _ 1 cos — -+- qin~* y 

peut encore ê t re t ransformée; en effet, si nous posons — = x , et si nous 

observons que 2 cos 2x = eHx -+• e - 2 **, il vient : 

\ — âq2"-1
 COS 2x q 4 " - 2 r = (1 — Ç 2 n - 1 gîte) ( j qtn-i g - « * ) . 

' . , TT (M -f- 2iK') 
Or, si nous remplaçons x par x 4 = —^—— —x-\ — ? nous 

aurons : 

_ 2 7 r K ' 4 
e 2 ^ i = e*ix e K = a 2 e2*"*, e - 2 î > * = H e - 2*'*; 

par suite 

f i ( 1 _ g».*, ) ( ] _ c - îùr , ) = H (1 — o/2»+ l e î f a ) ( 1 — < f n _ 3 e2t'*) 
« i 

= TT : — 
T 1 — qeu* 



ou bien 

0 ( « + 2 iK ' )== e K 0 (M) « — 0 (M) e K 

On trouverai t de m ê m e : 

H (w + 2tK') = — H (u) e K 

En effet, la formule (100) donne 

4 OO 

H ( w ) = * 2 | / < / s i n g - Q - n ( t — 2qf 2 w cos2xH -9 4 M ) . 

Or, on a 
I — 2</ 2 n cos 2x qkn = (1 — ? 2 n e W r ) (1 — q*n er%is), 

et, en remplaçant x pa r Xi = XH—— > on t rouve comme précédemment 
K 

1 — 2 o 2 n cos 2.Ti + <7*M = v 2 i L — i * ' . 

D'autre pa r t , 

1 1 
% sin ^ = qe%x e~lx-— ertx(\ — q%et%*). 

q q 

Par suite, 

H (u -4- 2 /K') = — i <r«" • 2 sin x Q • n (1 — g*» e**) (1 — q*» (Tr% 

ou bien 

II (il -f- 2tK') = — - e ~ II (ti) = — H (ti) e~~ * " + ' k ' . 

Des résultats précédents , on tire : 

e ( u - f - 2 t K ' ) _ e ( n ) 

H ( t i - * - 2 » R ' ) — H ( i i ) ' 
Si l 'on pose 

©i(tt) = QIIM %q*n-1 e o s — y 
on t rouve : 

0, [y) = 0 (w H- K) . 

Donc, 

0 ( « + 2tK') = — - e~2i* n (1 — q*n) (1 — cos 2x -4- g*"-2), 
7 1 



Hi (w) = 2 j / 9 c o s — n ( 1 + 2ç 2 n cos—H- </4» b 

il vient : 

H 1 ( U ) = H ( M + K ) . 

On t rouve facilement 

1 H,(t* + K) 
sin a m w = — - — ) — ? 

l/k ö t ( « + K) 

fi H , (u ) 
c o s a m u = \ / . ' . >• 

y A: 0j(w -4- K) 

A a m w = Ï / Â ; ' , V ' . -
0i (w K) 

Enfin, on a aussi les relat ions suivantes : 

0 i (« + 2 K ) = 0 i ( w ) , 

(«+iK'; 

0i(w + 2tK') = 0 i ( t i ) -e K , 

Hi (ti -t- 2 K ) = — H i ( w ) , 

H 1 ( t « + 2 t K / ) = H i ( t « ) - e K 

et ainsi de suite. On voit donc que les t ranscendantes et H t , ainsi 

que 0 et H, ne sont que s implement pér iodiques . 

En te rminan t cette note , j ' i nd ique ra i une propr ié té r emarquab le des 

nombres à laquelle on est condui t par les formules précédentes : Tout 

nombre entier est la somme de quatre carrés. 

Cette propr ié té se démont re par la comparaison des deux formules 

ci-dessus : 

/ 2K 

% / — = 1 + 2 9 - 4 - 2 9 * 4 - 2 9 9 4 - 2 9 1 6 - H . . . . , 

\ TT / U ~~ 7 i-+-g2 l — g° l-t-g* J 

La première de ces relat ions a pour second m e m b r e une série dont les 

De même , si 



(I) Cette démonstration est un peu longue; c'est pourquoi nous Pavons supprimée. 

Voir DURÈGE, Theorie der elliptischen Functionen, p. 265. J. G. 

exposants sont les carrés des nombres na tu re l s . Si l'on élève cette série 

à la qua t r ième puissance, il vient : 

(2 K \ 2 

— \ = ( 1 + Sq + W+ïq»-*- %16-4-....)4. 

On voit facilement que , dans ce développement , chaque te rme de la 

nouvelle série sera le produi t de quat re termes de la p remiè re , c'est-à-dire 

qu'il sera de la forme : 

a, ß , y, (?, étant quat re nombres égaux ou inégaux, ou même nu l s . 

D'un au t re côté, si l'on développe en série toutes les fractions de la 

seconde formule , on t rouve : 

(2 K \ 2 

— j = 4 8[o/ -*-5o/ 2 -+-4^4- 5^ -+ - 6<75-t- ] ; 

Or, on démont re facilement (1) que celte nouvelle série , laquelle est évi

demment égale à la p récédente , r enfe rme comme exposants tous les 

nombres ent iers . Ces deux séries devant être égales te rme à t e rme , on en 

conclut, en désignant par 1 un nombre ent ier que lconque , 

A = a 2 - + - ß 2 - t - 7

2 - 4 - < 5 2 , 

ce qui démontre la proposition énoncée . 

IX. Des fonctions thêta. 

Les formules du chapi t re précédent existent , d 'après leur définition, 

seulement pour des valeurs réelles de la variable u; examinons mainte

nant si ces résul ta ts restent vrais pour des valeurs imaginaires de la 

var iable . Si l'on considère les développements de sin am u, cos am u e tc . , 

en séries de la forme 

. 7IU . D77W . OTTW 
« i s i n — -4- a 5 s i n — + o « s i n — 

TîU . 07TW , 5TTW 
6, C 0 S - + & , C 0 9 — + 6. c o s — 

on r emarque facilement que ces séries deviennent d ivergentes lorsque u 

est imag ina i r e ; de sorte que pour de telles valeurs de w, il ne peut être 



^(Z)=^QTT~^ 5 >%{z) = SiÇ-n-zy 
(109) 

(110) 

En ou t re , si m est un nombre ent ie r , on a : 

S (z - 4 - mit) = S (s) , «9-5 {z 4 - mn) = 3s {z), ) 

(Z 4- m TT) = (— 1 )
 m
 S i (z), S 2 (Z + WTT) = (— 1 )™ S 2 (z) . ^ 

Les fonctions $ et S 3 ont donc la période réelle 7R, et les deux autres la 

période 

Si, dans (108), on expr ime les cosinus et sinus par des exponentiel les , 

et si l'on emploie , pour abréger , les signes 2 , on peut expr imer ces 

qua t re équat ions de la maniè re suivante : 

S ( z ) = 2 ( — l ) s e - s 2 F - l ' ' 2 s % 

^ ( Z ) = ^ ( - l ) ^ - ( S + I ) 2 ^ * ( 2 S + 1 ) % 
K J V ; > (111) 

^(z)=le~^P^s+i)\ 

£3 [z) = 2era*P-i'*8s; 

question d 'appl iquer les équations correspondantes . 11 en est au t rement 

des développements de ®(u) et H(w); car , comme on sait, les séries (101) 

et (102) sont convergentes pour toute valeur imaginaire de w, pourvu 

que q soit une fraction simple et réel le . Les recherches que nous allons 

faire s 'appliqueront d 'abord aux fonctions 0 et H, pour lesquelles les 

équations (101) et (102) peuvent être considérées comme des définitions 

générales . En ou t re , nous r end rons cette analyse tout-à-fait indépendante 

de la théorie précédente des fonctions ell iptiques. Nous désignons, dans 

ce qui suit , par p une constante réelle positive que lconque , par z une 

variable imaginaire , et nous posons : 

â(z) = 1 — 2e~°cos 2 z 4 - 2 e - V cos kz — Ser9? cos 6z h , \ 
4 , 4 4 I 

l ^ 1 ( z ) = 2 | / e - P s i n z — 2 p / e - 9 / 5 s i n 5 z + 2 ^ e ~ > 2 5 P s i n 5z , / 
4 4 4 ) (108) 

5 2 ( z ) = 2 i / e - P c o s z + 2 [ A - 9 P c o s 5 z 4 - 2 j / e - 2 5 P c o s 5 z h , \ 

5 3 (z) = 1 -+- 2e-P cos 2* h- 2e~*P cos 4 s 4- 2e~ 9P cos 6z 4 J 

a. En t re les qua t re équations ainsi dé te rminées , il existe, comme on 

l 'observe immédia tement , les quat re relations suivantes : 



les signes 1 s 'é tendent à toutes les valeurs positives et négatives de s. On 

a iden t iquement : 

c 'est-à-dire 

St (z) = ie-^-^S 

Si l'on trai te de la m ê m e manière les autres fonctions thêta, on arr ive 

aux qua t re formules suivantes : 

5 2 ( z ) = e " " ^ - % ^ — ^ 

En remplaçant z pa r js-f- - t p , il vient : 
z 

(412) 

5 \ * > ^ = = * ' ^ p ~ ' ^ i ( 2 ) , 

+ i » > ^ = e ^ 5 , ( z ) . 

(113) 

Si l'on met plusieurs fois de suite z + ^ à la place de on obtient 
A 

facilement, pour n entier et positif, 

S (s + wip) = (— 1 ) n ewV-'-*»* 5 



le P = \J £ 2e~ s 2 P cos 2sz> (14 5) 

5 2 (z twp) = e » V — 5 2 (z), 

3 3 -H t'wp) = eM>-<*»* 3 3 (z); 

en ou t re , si l'on remplace z par j s - t -nur , on a, en vertu de (110) 

$(Z - f - mit •+• iVip) = (— l ) n tfPp-i.inz $ 

(A m7T + ino) = (— l ) m + B

 e

w V 3 " * te), 

3 2 (z -H row -t- tnp) = (— l ) m e"V-'-*«* 3 2 (z), ' 

3 3 ( z -+- WÎTT 4- inp) = e**?-****33 (z). 

11 s'en suit que les fonctions thêta ne sont pas seulement s implement 

pér iodiques , mais que le quot ient de deux de ces fonctions a deux pér iodes, 

dont l 'une a l ' indice rée l 7r ou 2TT, l 'autre l 'indice imaginaire tp ou 2ip. 

Nous rev iendrons sur ce sujet dans la sui te . 

6. Pour donne r u n e au t re forme aux qua t re séries qui servent à définir 

les fonctions thê ta , nous ferons usage de la formule (voir la note à la fin 

du volume) : 

à laquelle nous pouvons ra t tacher une au t re semblable . 

On a, en effet, 

2 ( _ iye ~ = 2 2 e ~ ? — 2 e ? 

= 22e ^ — 2 e P ; 

et si l'on t ransforme le second m e m b r e au moyen de (115), 

2 ( — l ) ' e p = t / £ J 2 e 4 c o s s z — 2 e - s 2 P c o s 2 s z | . 

Enfin, le développement des sommes du second m e m b r e donne plus 

s implement 

2 ( _ l ) < e ^ = t / £ 2 e ' " ^ + ¥ ^ c o s ( 2 s + l ) z . (116) 

Or, comme on le voit facilement, les formules (115) et (116) sont iden

tiques aux suivantes : 



2(— l) 5e » =%/Lâ,{z), 

dans lesquelles on peut même remplacer z par — z, sans a l térer le second 

i 

m e m b r e . Si l'on met encore - n — z au lieu de z, et si l'on a égard aux 

relat ions (109), on arr ive aux expressions suivantes des fonctions thêta : 

( « 7 ) 

5 l ( z ) = =V / /?2 (~ i ) S e~" [ ( , +^ ]\ 
^ (*) = y/'î 2 (__ i j . e-j<-*-*\ 

S 3 (^) = \ / - 2e ^ 

Ces formules sont impor tan tes , parce qu'elles permet ten t d 'expr imer 

les fonctions thêta d 'une variable imaginaire au moyen des fonctions 

thêta d 'une variable rée l le . Ainsi, d e l à p remiè re équat ion (111) on t i re , 

en remplaçant z par fz, 

z<l {sp—2)2 

5 (iz) = 2 (—1)* e-s2P+*s''=e~P I (— 1)* e ^~ . 

Si l'on in t rodui t dans le second m e m b r e , au lieu de p et z, deux 

nouvel les quant i tés p' et z', au moyen des équations 

il vient : 

0(0' = 7T% - = - 5 

71 p 

£ 2 _ ^ (,Sp— * ) 2
 (S7T — Z')1

 a 

( 1 1 8 ) 

par sui te , la formule re la t ive à 3 [iz) devient : 

5 (fe) = e^ l(—\)s e~ P' . 

D ' autre par t , on t i re de la t rois ième formule (117), en y remplaçant p 



par p ' , z par z ' , et observant que 5 2 dépend en même temps de p' et de z \ 

Ar — -,(•«-*';* 

La somme du second membre étant la même que dans S ( û ) , on en 

dédui t u n e relat ion en t re S {iz) et S 2 (p', zr). 

En généra l , on obt iendra de la m ê m e maniè re les qua t re relations 

suivantes : 

* (p, %z) = 

51 (p, iz) = 

5 2 (p, iz) : 

S-o (P, W) : 

. y / P i e ? 5 ( p ' , z ' ) . 

(119) 

Ces formules mon t r en t comment les fonctions thêta à a rgumen t s ima

ginaires peuvent ê t re exprimées au moyen des fonctions thêta à a rgu

ments réels . 

Les équat ions (109), (115) et (119) peuvent d 'ai l leurs ê t re employées, 

pour dédui re d 'une propr ié té de l 'une des qua t re fonctions thêta les 

propriétés analogues des autres fonctions thê ta . Si l'on pose, par exemple, 

1 . 
dans une formule r en fe rman t S (z), au lieu de z , successivement - « p , 

M 

iz, - 7t — z, on arr ive à trois nouvelles formules , qui cont iennent au 
J* 

lieu de S, les au t res fonctions S i , S 2 , S 3 . Nous ve r rons bientôt une appl i 

cation de ce pr incipe . 

c. Fo rmons , d 'après la qua t r i ème formule (115), les fonctions S 3 (#), 

S 3 (?/), et multiplions-les l 'une par l ' au t re . Soit, dans la p remiè re sér ie , 

comme dans (115) , s la le t t re par rappor t à laquelle la somme est p r i s e ; 

dans la seconde, écrivons t au lieu de s, et nous aurons : 

S 3 (x) • S 3 (y) — 2e-s2P-^sx • 2 e = S Z c - ^ + ^ - ^ ^ + ' y ) , 

13 



où s et t désignent tous les nombres ent iers positifs et négatifs. Nous 

au rons alors à cons idérer les qua t re cas suivants : 

5 pair et t pa i r , 

s impai r » t impai r , 

s pair y> t impa i r , 

s impa i r » t pai r . 

Nous réunissons les deux premiers cas en un cas pr incipal , où s et t 

sont de même espèce, les deux dern ie r s en un cas pr incipal où s et t sont 

d'espèce différente. D'après cela, nous décomposons les doubles sommes 

relatives à s et t en deux sommes doubles , dont la p remiè re renfe rme 

les s et t de même espèce, et la seconde les s et t d'espèce différente, et 

nous écrivons s implement : 

S5 {x)â* ( y ) = P + Q. 

1 4 
Pour 5 et t de m ê m e espèce, - (s + t) et - (s — t) sont en même temps 

des nombres ent iers positifs ou négatifs, qui peuvent avoir toutes les 

valeurs possibles ; nous poserons donc 

4 4 
- ( « + *) = m, - (* —#) = fi ; 

d'où 

s = m -4- n , t = m — n, s 2~h £2 = 2 (m 2 4- n1). 

La somme double représen tée par P se forme de la man iè re suivante : 

e t , en ver tu de la définition de ,9- 3 , on a : 

P = 5 3 (2p, x + y) • 5 3 (2p, x - y). 

Si s et t sont d'espèce différente, on a : 

1 1 1 1 
j ( * + 0 = P - * - g ' . . ( « - . « ) = 8 Ç + - , 

p , q désignant tous les nombres ent iers positifs ou négatifs; il s'en suit : 

s=p + q + l, t = p — q, s* + t* = Z ^ + ^ + ^ ? + I ^ J . 



et, si l'on met 2p à la place de p, 

£ 3 (2p, z — tp) = e * p + i z • S 2 (2p, Ä). 

On t rouve de même 

£2 {2piz-ip) = e*p+<z-h (2p, z) . 

4 4 

Si l'on change , dans (120), oc en x — - £p, y en y— - ip9 on obt ient , 

en passant par les exponent ie l les , 

^ ( a ? ) - ^ ( y ) = ^ ( 2 p , x + y ) . ^ ( 2 p , a ? - y ) + ^ ( 2 p , a ? + y ) . ^ ( 2 p , o ? - y ) . (122) 
4 

Enfin, si l'on remplace encore x et y respect ivement par - n — x et 

-TT— y, il v ient : 

Si{x)-ïi{y)=3ô(2p, x + - y ) - S 2 ( 2 p , x — y) — 5 2 ( 2 p , x - t - y • £ 3 ( 2 p , x — y ) . ( 1 2 3 ) 

Les qua t r e formules (420) à (423) pe rmet t en t de t rouver u n g rand 

Par conséquent 

Q = 21e - ' [ ( ' + ï ) f +(f | ) ( * + ' ) + ( ' ' + Î ) ( * - ' ) ] 

c 'es t -à-dire , en ve r tu de la définition de £ 2 , 

Q = 5 â (2p, x y). £ 2 (2p, x — y). 

La substi tut ion des valeurs de P et Q dans la formule relat ive à 

£ 3 (x) «Ss (y) la t ransforme en la suivante : 

S 3 ( x ) . S 3 (y) = S 3 (2p, x + y ) . £ 3 (2p,x — y ) -h5 2 (2p, x + y ) • £ 2 (2p, x — y ) . (420) 

4 4 
Si l'on remplace x par - 71 — x , et y p a r - 7 r — y, on obtient facile-

men t , en ayant égard aux formules (409) et (440) : 

3 (x) • 5 ( y )=a 3 (2p, x + y ) • 5 5 (2p, x - y ) - £ 2 (2p, x + y ) . £ 2 (2p, x - y). (121) 

En ou t re , d e (442) on t ire : 



n o m b r e de relat ions en t re les fonctions thê ta . Nous allons exposer les 

plus impor tan tes . 

d. Faisons, dans les qua t re formules fondamentales , y = x , et posons, 

pour ab rége r , 

S 2 (2p, 0) = a 2 , 5 3 (2p, 0) = « 3 5 

S 2 (2p, 2x) = H2, 5 3 (2p, 2x) = ? 3 . 

Nous aurons alors les relat ions par t icul ières suivantes : 

[S (ar)]« = «sS3 

[5, (*)]* = «•£» — a 3 Ç 8 . 

[5 2 (x)] 2 = a 2 | 3 -H a 5 £s, 

[>3 (x)f = a^ -f- a2H2. 

Si Ton t i re £ 2 et £ 3 de deux de ces équat ions pour les subst i tuer dans 

les deux au t res , on obtient des re la t ions en t re les carrés de trois des 

fonctions thê ta . Ainsi , pa r exemple , si Ton dédui t £ 2 et H5 des deux pre 

mières , on t rouve : 

Comme, en ver tu des formules (108), a 3 et a 2 sont des nombres réels 

et positifs, les équat ions qui précèdent , appliquées au cas part icul ier x = 0, 

nous mon t r en t que a 3

2 — a 2

2 est positif. 

Posons encore , pour abréger , 

2 a 3 a 2 

a 3 + a 2

2 

k é tant u n e fraction pos i t ive ; nous aurons alors : 

a 3 # 2 

où le radical doit ê t re pris posi t ivement . Les relat ions précédentes 

peuven t alors s'écrire de la man iè re suivante : 

*[5(x)]« = [5,(x)]» + 4 ' [5 1 (x)]«, J 

[3 («)]«=: fc [3, (*)]«+ [S, (x)]«. ' ( * 



En part icul ier , pour x = 0 , on a ^ (0) = 0 , 

. [ M o n * ,„,_RWT 

\ 
e. S i , dans (425) , nous remplaçons p par - p , et si nous posons 

1 4 . 
x = z 4- - i/, y = - u, il vient : 

^ {Z -h II) • ^ (Z) - 5 2 ( 2 + W) ' ^ ( ^ = 5 , ^ P ^ + ^ ^ l ^ P ^ - ^ ^ 

et , en divisant par — a âs (z) • 3 3 (z •+• 

4 P 2 ( z 4 - « ) 5 2 (z) 

ttbs^+M) 3-5 (z) <3"3 (z) • «3-5 (z 4- M) W 

Lorsque u converge vers zéro, le p remie r m e m b r e a pour l imite le 

3* (z) 
quot ient différentiel de • " par rappor t à z ; si l'on pose 

<S-ô (z) 

* « ( i p . i « ) 
l im — ^ - = A, 

1 étant une quant i té indépendante de z, il vient : 

Afin de t rouver une au t re expression du n u m é r a t e u r du second 

m e m b r e , faisons y = 0 dans (122), et nous aurons 

5 2 (x) • S* (0) = 2 5s (2p, x ) . 5 2 (2p, x ) ; 

1 1 
remplaçant ensuite p et x respect ivement par - p, et - 7r — z, on trouve : 

2 1 2 



En subst i tuant cette va leur dans la formule ci-dessus, il v ient 

dz P [â-Jz)V ' 

p. é tan t u n e nouvel le cons tante . 

\ 
Si l'on remplace z pa r - it — z, on obt ient : 

On obtient des formules analogues pour les quot ients «3-2 (z) : S (s), et 

5 3 (z) : S (s) . On peut les t rouver par un procédé analogue ou plus s im

p lement au moyen des équat ions (124), en divisant ces dern iè res par 

[â (x)]2 et d i f f e r e n t i a l . 

On t rouve facilement : 

t S- (z) ) p. S, (z)-âz(z) 

dz~~ ~~~ V ' ~~[â (z)] ' 

d i ^ l 
( 5 (z) ) _ _ pfc 5 i ( z ) -5 2 ( z ) 

dz ~~ k' ' [S (z)f 

X. Des fonctions doublement périodiques. 

Les recherches précédentes conduisent sans difficulté aux propr ié tés 

principales des fonctions @ (w) et H («?), qui , pour toute valeur complexe 

de u?, sont définies par les équat ions suivantes : 

0 (w) = 1 — 2e~P cos — -4- 2 e ~ ^ cos — 2<r 9 P cos — - H , 

K K K 

H (u?) = 2 sin — — 2 ye~9P sin — -t- 2 | / e — 2 S P sin -
2K 2K r K 

dans lesquelles on peut d o n n e r à p et à K des valeurs constantes que l 

conques réelles et positives. On a d 'abord : 



en out re , à cause d e 5 2 (z) = $i Çz -+- ^ 7r^ et S 3 (Z) = S -f- ^ 7r^ 9 on a 

Des formules (110) il résui te , en remplaçant z par — ? 

2K. 

0 (w 4- 2mK) = 0 (M;), H (w 2mK) = (-— i)mH (w). (127) 

De la même man iè re , on t ire de (113), en y faisant 
T T K ' 

P = 1 T ' 

K' étant une deuxième constante positive, 

_ZL(K'_ ÎIW) 
®(w+iK.') = ieiK - H ( w ) , 

— (K'—2IW) 

E(w + iK')=ieiK .®(w). 

En ou t r e , les formules (114) nous donnen t 

ü(n 2 K'-tnu;) 

0 (w -t- 2mK i • 2nK') = (— 1 ) n e K 0 (w), 

H (w 2mK -+• i • 2nK' ) = (— 1 ) M + n e K H (ta), 

(128) 

(129) 
- (W K — »Mtt>) 

H [Mî + ( 2 m - M ) K + i ' . 2»K ' ] = (— l ) w e K H(u?-f-K). 

ZF(nV-**u;) 

0 [w + (2m «*-1 ) K + t • 2nK'] = e K e (w K). 

En vertu de la valeur ci-dessus de p, on a, d 'après (118), 

de sorte que p', zr s 'obt iennent , en changeant K et K' l 'un dans l ' au t re . 

Si l'on désigne les séries correspondantes 

1 — 2 e - / 5 cos — 2 e c o s — , 
K. K 

/ 7 . ^ V TT . ^KW 

2 ]/e-C sin — , - 2 | / « - V sin ^ + • - , 



(130) 

par 0 (K' w) et II (K', w) on arr ive à la t ransformation suivante des for

mules (119) : 
/Y ™* 

G {iw) = % / - e 4 K K H (K', w + K ' ) , 

/ F — 
H (tu?) = i y / ^7 e*™'H (K', «,), 

/Y — 

H ( w + K ) = i / - e 4 K R , 0 (K' , w), 

/ k — 

0 [iw + K) = % / ~ e 4 K K ' 0 (K', w + K ' ) . 

Les fractions positives, représentées par ket A/ = j / l — fc2, qui en t r en t 

dans (125), sont dé terminées par les équations 

et les relations (124) sont expr imées , si l'on pose # = - ^ > par les 

équat ions suivantes : 

k [0 {iu)f = [H (w)f + K [H (w + K) ] 2 , 

[0 (w)]* = k [H (w)] 2 -h fc' [0 (w? -+- K ) ] 2 . 

Enfin, l 'équation différentielle (126) se change , pour 

nw Tip 

" ~ 2 T £ = 2 K ' 

(132) 

en la suivante : 

(133) 
H(u7+K) .0(u?-*-K) 

[0 (w?)2], ' 

dans laquelle e représente une constante i ndé t e rminée . 

D'après la formation des formules fondamentales pour 0 et H, consi

dérons , dans l 'hypothèse de w complexe , les trois nouvelles fonctions 

suivantes : 
\ 1 H (w) 

} i/k 

v 1 y k 0 (w) 

o , K /T, ®(w + K) 



Au moyen de (127), on dédui t en t r e aut res les propr ié tés suivantes de 

ces fonctions : 

f ( — = —f(w), f, (—w) = f, (w), f.(— w) = U(w), (135) 

(136) 

f ( w + K ) = ; 4 4 f t ( W + K ) - - t f / w 

f a ( w + K) = r ^ - . 
U (w) 

En ou t re , de (128) et (127) on t ire : 

x A: f (t*;) A;f(ii7) 

f 2 ( M , + î-K') = - ^ ) ; 

(137) 

et plus généra lement de (129) on déduit 

f ( w - * - 2 r o K + i . 2 w K ' ) = (— I ) » f (w), \ 

ft ( w + 2mK - i -1 • 2/ÎK') = ( — \)m~n U (w), i (138) 

U {w + 2 m R -i- i . 2wK') = (— 1 )» f2 (w). ) 

Ces formules m o n t r e n t immédia tement la double périodicité des 

fonctions f (w), fi (w) et f2 (w). Pour m pair , le second m e m b r e de la 

p remiè re équation devient égal à f (w) , et par conséquent f (w?) a une 

période réelle 4K, et une pér iode imaginaire i> 2 K \ Dans la deuxième 

équat ion , le second membre est égal à f4 (iv), aussi bien lorsque m est 

pair , et w = 0, que si m = n; par sui te , ft (M;) a une période réelle 4K, 

et une période imaginaire 2K-4-Î-2K'. Enfin, on reconnaî t , au moyen 

de la de rn iè re équat ion, que f2 (w) a une pér iode réelle 2K, et une 

pér iode imaginaire i • 4K ' . 

Si nous désignons par f (K', w), fi (K/, w), f2 (K', w) les fonctions qui se 

déduisent de f (M?), fi (M?), f2 (w), pa r le changement de K en K' , nous 

ob tenons , au moyen des formules (130), 

f r s - f ( K ' > w ) f r \ 1 

f r , t*(K'9u>) 



ces formules réduisent les fonctions à a rguments imaginaires aux fonctions 

à a rguments réels . 

Les équations (132) d o n n e n t , en divisant par [0 (w)] 2 . 

[f(»)]» + [f, (») ]»=•! , I 

* 1 [ f ( w ) ] ' + [ f . (» ) ]«= 1, ) ( 1 4 0 ) 

d'où l'on t i re , en passant, la conséquence 

[U {iv)f — k2 [fi {w)f == kn. (141) 

La formule (133) est t rès- importante : elle condui t à u n e équat ion 

différentielle en t r e w et {(w). On a d 'abord : 

d\(iv) 
- ^ • = e f i {*>) 

et , si l'on expr ime fi(w) et f2 (w) au moyen des équat ions (140), on 

arr ive à l 'équation différentielle suivante : 

^ - s | / 4 — [ f (w) ]» . | / i—*•[ ' (« ) ] • ; 

et , si l'on pose, pou r abréger , 

f («?) = «, (142) 

il vient : 

L'intégration de cette équation différentielle d o n n e 

f dz 

\ — = eiv 4- const, 
J — * 2 ) ( 1 - A:V2) 

et, comme z s 'annule en m ê m e temps que it?, on a : 

£ W = ( — *k (145) 
J o ( / ( i — z » ) ( 1 — fcV) 

Pour dé te rminer la constante s, p renons en par t icul ier w = K , d'où 

3 = f (K), et, en ver tu de (151), 

_ 1 H (K) 



e = ^ ( d Z
 ( 1 4 4 ) 

K - ) 0 L / ( 1 - * 2 ) ( 1 — fcV) 

Si les constantes K et K/ sont choisies a rb i t r a i r emen t , on connaî t 

7rK' 
p = — - 5 et Ton peut alors calculer , pour chaque valeur de w, les 

K. 

fonctions 0 (w) et H (w) par la sommation des séries équivalentes ; les 

formules (151) et (144) donnen t ensuite k et s, de sorte que toutes les 

quant i tés en question ont une définition précise . 

Au lieu de considérer les constantes K et K/ on peut aussi choisir deux 

aut res quelconques des constantes existantes. Ce qui est le plus avan

tageux dans cette r echerche , c'est de considérer la fraction positive A, 

comme une quant i té a rb i t ra i re , et de donne r à K la valeur suivante : 

K = ( — d Z _ ; (144a) 

" = ( , («4») 

on a alors s = l , et d ' après (145) , 

La fonction £ = f(w) est alors la fonction qui résul te de l ' inversion de 

l 'équation précédente . 

Pour dé t e rmine r K' nous employons la p remiè re des formules (157) 

pour w = K ; elle donne : 

1 
Comme, d 'après cela, les valeurs w = K + iK', e t z ===== sont cor res -

k 
pondantes , on a, en ver tu de (145), 

1 

J 0 i/<\—z*)(l — k*z*) 

en r e t r anchan t (144a) de cette de rn i è r e , il vient : 

il viendra 



1 
k dz 

1 / ( z 2 - — * V ) 

z = — ? où k ' = i / \ — k \ 
( / 1 — 

nous donne 

K ' = ( . * , (146) 

et par conséquent , K/ dépend de comme K dépend de k, 

A la fin de cette analyse , il est à peine nécessaire de r e m a r q u e r que 

les fonctions f (w;), fi (M?), f2 (w) sont ident iques aux fonctions ell iptiques 

ci-dessus : sin am w, cos am w, A am if. Oa peut donc profiter des fonc

tions thêta dès le commencement de la théorie des fonctions ell iptiques. 

Mais nous ne pouvons passer sous silence qu'il reste toujours une lacune 

sensible. En effet, comme dans (445) la variable z est en général com

plexe, on doit , pour éviter une ambigui té possible de l ' intégrale, i nd i 

que r un chemin dé te rminé d ' intégrat ion, ou bien l'on doit mon t r e r l ' in

fluence que les différents chemins d' intégration exercent sur la valeur 

de l ' intégrale. La théorie des fonctions thêta ne rempl i t aucune de ces 

deux condi t ions , et il est toujours nécessaire de compléter par les 

recherches exposées au chapitre II (page 1 0 1 ) ( 0 . 

(1) Jacobi a suivi, dans ses leçons, la marche des chapitres JX et X . On trouve une 

théorie détaillée des fonctions thêta dans l'ouvrage de M. SCHELLRACII : « Die Lehre von 

den elliptischen Integralen und den Thetafunctionen. » 

o u b i e n : 

K ' = 

La S u b s t i t u t i o n 



XI. Des fonctions elliptiques de la deuxième et de la troisième espèce. 

Les trois fonctions elliptiques principales de première espèce sont r e p r é 

sentées par sin <p, cos <p, Acp, si , à la place de tp, on met l ' inverse de 

l ' intégrale 

) n A < P 

c 'est-à-dire cp = am u; de même, au moyen des intégrales ell iptiques de 

deuxième et de t rois ième espèces E (cp) et n (<p)> on forme, par la même 

subst i tut ion, les nouvelles fonctions de l 'amplitude E (am « ) , H(amu), 

que l 'on a appelées fonctions elliptiques de deuxième et de troisième 

espèces. D'après ce la , xi est pour toutes les fonctions ell iptiques la 

variable i ndépendan te . 

a. Si, dans l 'équation 

E (9) = V Acpdcp, 

' 0 

on pose cp = am d'où dep = A am u dit, il vient : 

E ( a m t i ) = \ (Aara w f à = (1 — k2 s i n 2 am ti) du. (447) 

D'après cela, la recherche de E (am u) se rédui t à celle de f s in 2 am u du. 

Pour obteni r le développement en série de E (ani w), nous ferons usage 

de la formule t rouvée ci-dessus (page 146) : 

K — E 2 T T 2 L \ q nu 2 o 2 2TTM i 

s , n a m w = ^ T - M 2 " ll—f C M K 4 - T = Y C 0 8 T + M , , J Î 

d'où 

E 27T 2 ( \q nu 2o/2 2 ™ 5 Ö 5 5TTM 
A:2 s in 2 am u = — + -777 7—H, eos — •+• cos — — - 1 — cos — H 

K K 2 ( 1 — q 2 K 1 — o/4 K 1 — 9° K 

Multipliant par rfw, et in tégran t en t r e les l imites t/ = 0 , et w = ?/, on 

obt ient : 

. E %nr q . n u o 2 2TTM ) 
E ( a m « ) = - W - . - ¥ ( r - ? s ) n - + _ « n x h- . . . .J. (148) 

Nous considérerons plus tard la part ie pér iodique de cette série comme 



une nouvelle fonction de « , et nous la désignerons par Z (u) : on a alors 

Z ( w = — sin — + — ? — s i n — 4- sin — , 149 
k ( l — K 1 — q* K 1 — QRG K ) X 7 

et 
E 

E (ami*) = - M + Z ( « ) . (150) 
K 

b. D'après la notat ion de Jacobi , on appelle intégrale elliptique de 

t rois ième espèce la suivante : 

n (<p, a , * ) = ) o i — f c * s i n * â s i n s < p L * A ( / ; , 9)' 

dans laquel le l 'arc a peut ê t re un nombre complexe. Si l'on pose 

<p = am w, et que l'on considère a comme une ampl i tude quelconque 

ce = am a, on a pour équat ion de définition : 

Çu A;2 sin am a cos am a A am a s in 2 am u 
TT N ?i, am a, /o) = \ : .„ . „ — du. 

K * 0 — s a m a S 1 a m u 

Nous désignerons dorénavan t , pour abréger , le p remier m e m b r e par 

le symbole p lus s imple n (w> «)* 

De la définition donnée il résul te d 'abord 

dH (M, a) k2 sin am a cos am a A am a s i n 2 am n 

1 — A 8 s in 2 am a s in 2 am u 

et , par u n e differentiation nouvel le 

d2 I I (M, a) 1 £ S 2 sin am i< cos am a A am a 2 sin am a cos am M A am u 

du2 2 1—A; 2 s in 2 am u s in 2 am a 1 — A:2 s in 2 am w s in 2 am a 

Au moyen des formules données ci-dessus (page 124) pour sin <j 4- sin r , 

sin a- — sin r , on t rouve facilement que l 'équation précédente se rédui t à 

la suivante : 

d 2 I I ( w , a) 1 . . . . 
—— == - k* [sin am (u 4- a) 4- sin am (w — a)] [sin am (u 4-a) — sin am (u — a 

du * 

laquel le se rédui t à 

d2TT (u a) 1 
^ } = - A;2 [ s in 2 am (w 4- a) — s in 2 am (u — a)} • (152) 



D2N (M, a) 7 T 2 N = 0 ° nqn r m: (u — a) tu: (u -+- a) ) 

dtf~~=W I t r = 7 ^ j c o s K C O S K y 

Multipliant par du, et in tégrant , en observant (151) q u e , pour u = 0 , 

^ a ) = 0 , il v i e n t : 
du 

dïl (w, a) *• « y f ( i n r ( « — a ) wrr(w + fl); 

d u K „=. 1 - q 2 " l K K ! 

M = œ o" . tina 

Une nouvel le intégrat ion en t re les l imites u = 0 et u = u9 nous donne 

' . . " = M tfn L nu {u — «) nu {u a) ) 
H(u a)=— 2 —rr1—r-xîCuS—-Tr — c o s — M 

2TT »=" f . nna 

La de rn i è r e somme est égale à t/Z (a). D'après cela, on a le développe

men t suivant pour toutes les valeurs réelles de u : 

„ / v 4 Q i n(u — à) 7T (u -+- a) i 
H («, «) = «Z (a) - j • T £ y 1 Jcos R - cos V

R

 ; j 

1 a 2 ( '2n(u — a) 27r(w + a ) J J 0 5 3 ) 
— ? cos — cos — ^ — 1 f- 1 

k K 2 ! — g* 

ou bien 
« / x * 2(7 . Tia . 7TW 

n (ti, a) = wZ (a) - - • — — sin — sin — 

1 2 Ö 2 . 27ra . 2nu 

- 2 - ï ^ s m i r s m i r 

c Au lieu de l 'équation (153) on peu t écr ire plus s implement : 

n (w, a) = tiZ (a) -t- f ( t u - a) — f (Î* — a) , (154) 

Si l'on fait usage du développement de s in 2 am v, lequel subsiste pour 

toutes les valeurs réelles de u9 en y remplaçant d'abord u par u -H a, ei 

ensuite par u — a, on t rouve : 



où la fonction f (w;) a, comme on le voit facilement, la valeur 

„ , v 1 q TIW 1 O 2 27îtt; 

f \W) = — • - - COS — -4- -.—^ COS —— h • • 

I l — Q2 K 2 1 — QK K 

Si l 'on développe chaque t e rme au moyen de la formule 
— = Ç w 4- <7DN -+• qr°n -+- |77N

 H , 

on obt ient , en o rdonnan t au t r emen t les t e rmes des séries, 

„, . '1 TT II? 1 . 27TM? d , 37TM? 
F M = j ? C O S Y* 2 9 C O S " K ~ ^ s ? C O S " K — H 

d d „ %nw d 5TTW; 
-H - r/3 c o s — -t- - # 6 cos ——i» 3 Ö9 cos ——H • 

d ' K 2 1 K ô 1 K 

d „ d 27TM7 1 J M DTClV 
•+- - ç ° c o s -—- g 1 0 COS - — 4- - COS—— 

d K 2 K D K 

ou b ien , d 'après une formule connue , 

f(w) = _ i 1. j _ 2 ç cos ^ + </ 2 ^ ^ d - 2<f cos ^ H-

^ 1 — 2<f cos — ç 1 0 ^ . 

En vertu des développements donnés au chapi t re VIII , on a, en posant 

pour abréger , 

d 

ou plus s implement 

la i o rmu le 

1 (M?) = — - 1. p d - 2</cos — -+ 2<74cos — 2 g 9 c o s — -

2 f V K K K 

f ( t t ) = - i | . j p . 0 W j . 

L'équation (184) se change alors en la suivante : 

n(«,.)=«z(.) + I ] . j ^ l ^ j , 
2 ( 0 M + O ) 



[0 (0)f&(u^v)e(u-v) 
1 — / r s in 2 am u s in 2 am t; = — F—j—.—r-rr-

[0 (11) 0 (v)J2 

H 

de laquelle il résulte que la fonction u peut être r amenée aux deux 

fonctions 0 et Z. 

d. La formule précédente ne subsiste, d 'après sa formation, que pour 

des valeurs réelles de w et de a ; il est nécessaire d 'examiner si cette 

relation peut encore exister pour des valeurs complexes de u et de a. A cet 

effet, nous rappelons les formules exposées ci-dessus (p. 195). 

* (x) 3- (y) = 5 3 (2p, x+y) • S 3 (2p, x — y) — 3 2 (2p, x+y) . £ 2 (2p, a: — y ) , 

5i (x) s 4 (y) = ^ 3 (2p, x ~*-y) • £ 2 (2p, x — y)— S2 (2p, X-H?/) • (2p, x — y); 
en posant, pour ab réger , 

5 3 (2p, x +y) = Sz, 3 3 (2p, x — 2/) = U, 

5 a (2p, X + ï/) = S 2 , 3 2 (2p, X — y) = f2, 

on a immédia t emen t 

S (X) S (Y) = s ^ 3 — s 2 « 2 , 

5i (x) Si (y) = Sôh — s2h. 

Si l'on fait dans la p remière y = 0 , et si l 'on met, à la place de 

d'abord x-+-y, et ensuite x—y, on obtient les deux relat ions suivantes : 

S(0)S(x + y) = S5*--S2% 

3(0)$(x—y)= h 2 - ~ f 2

2 . 

En ver tu de l 'équation iden t ique 

(Ms — StU)* — (SzU — S*h)* = ( S s 2 — S 2

2 ) ( « s 2 — * 2

2 ) , 

il vient : 

[3 (x) 3 (y)Y - [3, (x) âi (y)Y = [3 (0)] 2 3 (x + y ) 3 (x - 2/), 

ou bien, en posant x = —--> y = — 5 

[e (w) 0 (v)] 2 — [H (u) H (V)]* = [0 (0)] 2 0 ( w + v ) 0 (w — v). 

Si l'on divise les deux membres de cette équation par [0 (u) 0 (i?)]2, et 

si l'on a égard à l 'équation 

H {w) / T . 
— r = ]/k sin am 
0 (w) v 

on obtient : 



0 (a) 

Pour général iser , nous définirons pour toute valeur complexe de w, la 
fonction Z (w) pa r l 'équation 

Z W = ^ M ; (157) 

par sui te , Z (w) est une fonction monodrome bien dé te rminée . Si l'on 
divise (156) par a, si l'on fait converger a vers zéro, et si l'on pose : 

Iim T^r = / , 
ce© (a) 

on t rouve facilement 

Ä 2 s in 2 am u du = lu 
e ( t* ) ' 

par conséquent 

Ä2 s i n 2 am w) rfw = (1 — A) w -f- - l i - 2 
J 0 © M 

(158) 

Or, dans cette équat ion, qui subsiste pour toute valeur complexe de w, 
le p remier membre est E (am w), que l'on peut écr i re , en abrégé , E (w). 
Dans le second m e m b r e , le facteur 1 — X se dé te rmine pour une valeur 

P renons les logari thmes des deux membres , et différenlions par rappor t 
à v, nous aurons : 

A:2 sin am u sin am i; cos ami ; A am i? &r (v) 1 0 ' (w —-t?) 1 0 ' (u - 4 - v) 
1 — k2 s in 2 am u s in 2 am 1? 0 (v) 2 0 (-M + v) ' 

Enfin, si nous faisons v = a, si nous mult ipl ions par du, et si nous 
in tégrons en t r e les limites u = 0 et u — M, le p remier m e m b r e devient 
u (w, a), et Ton a, en géné ra l , 

0 ' (a) 1 , ( 0 (u — o) ) 
I I w, « = w - f v + o 1 • ~4 \ • (156) 

v 7 0 (a) 2 ( 0 (t* +• a) ) v ' 
Cette formule nous conduit à deux remarques impor tantes . 
i° En la comparant avec (155), on conclut d 'un côté que pour toute 

valeur réel le de a, on doit avoir 



part iculière et réelle de t/, en ayant égard aux équations (157) et (150). 

E 
On trouve ainsi 1 — ) . = — ; et alors, de (158) on tire 

Donc, la formule (150) s'applique aux var iables complexes comme aux 

valeurs réelles de u. 

2° De (156) on déduit la formule suivante : 

rr / \ fwt \ 1 , ( 0 ^ — «) ) (160) 

laquelle est la généralisation de (155). 

Les trois équations (157), (159) et (160), jo intes aux formules (103), 

conduisent à ce théorème impor tant que : Toutes les fonctions elliptiques 

peuvent être exprimées au moyen de la transcendante 0 de Jacobi. 

On peut , comme conséquences, en dédui re de nouveau deux théorèmes 

déjà connus . La formule (160) nous d o n n e , à cause de 0 (— w) = ® (M?), 

C'est le théorème déjà ment ionné précédemment (page 64) sur le 

changement d 'ampli tude et de pa ramè t r e . 

On a, en o u t r e , en vertu de (159) et (157), 

E 
E(M-) — - M + Z ( a ) . 

K. 
(159) 

I l (w, a) —- I I (a, u) = uZ {a) — aZ (*/), 

ou, en expr imant d'après (159) la fonction Z au moyen de E : 

u (w, a) — I I (a , u) = uE (a) — «E (u). 

+ « 4 r ^ % E 0 » ) E 1 ( © ( > + « ) ) 

D'un aut re côté, de (159) et (160) on tire : 

puisque les seconds membres de ces deux dern iè res équations sont les 

mêmes , on en conclut 

^ / v , \ E 1 , ( 0 ( « + fl)) 
W E ( a ) - n ( « , « ) = F « « - H 1 l . | ^ = 7 ; j ; 

uE (a) — - \ E (M?) dw = fi (w, «)? 
a 

formule ident ique à (79) de la page 6 3 . 



e. Des propriétés connues de ®(iv), on déduit sans difficulté les p r o 

priétés correspondantes de Z (w) et n (w, a). 

Si l'on p rend les logari thmes des deux membres de l 'équation (430) 

/ K — 

ou de l 'équation ident ique à la précédente [en ver tu de (103)] 

0 (iv) = % / — e 4 K R / 0 (v, k') cos am (v, 

et que Ton différentie, en ayant égard à (157), on trouve 

1ZV 

iZ (iv) = Z (v9 kf) + — — — tg am (w, fc') A am (u, A'), (161) 

Cette équation r a m è n e la fonction Z d'un a rgument imaginaire à la 

fonction Z à a rgument réel . 

En par tan t de la formule 

/ I T — 
© (K -*- iv) = % / ^ , e 4 " ' e (y, fc') A am (v, &'), 

résu l tan t de la combinaison de (130) et (103), on obtient de la même 

maniè re : 

. „ / T r , \ „ , i , \ r ' v s i n am (u, hf) cos am (u, / t 

iZ K + iv) = Z + ^17777 ; > n — i - L - i . 162) 
v ' v ' 2K.K' A am (w, fc') v ; 

De même de la formule 

0 (u + t'K') == - — ^ e 2 K 0 (w) sin am w, 

n 
on dédui t la suivante : 

Z ( M + I K ' ) = Z (w) — — -+• cotg am w A am (163) 

à laquelle on peut encore jo ind re la formule 

Z (u 4- 2tK') = Z (w) — i 

correspondant à la relat ion 

«7ru 

e ( m - 2 i K ' ) = — ~e Te(u). 
q K 1 



Si, dans (160), on met à la place de « , successivement «6, K- t - ib, 

a + î'K', et si l'on a égard aux formules (161), (162) et (163), on arr ive 

aux résul tats suivants : 

ill (M, ib) = u \ Z (6, W) -H — tg am (6, k') A am (6, k!) \ 

^ l . ( ? £ = f f l , (165) 
2 (©(«•-*-to)) v 

• T T / „ » v {rjn in A'* sin am ( 6 , A:') cos am ( 6 , fc')) 
Î H ( M ' K + L B ) = « T Z ( * ' * } + A Ï ? A an, (M') 1 

£ teJu-K-ib)) 

2 I e ( « + K + ib) > K ' 

( ^ 
u (w, a t'K') = ! Z (a) — % — -t- cotg am a A am a 

( 

2 ( e (w -f- a + tK') ) v 

On trouve des formules analogues lorsque l'on remplace dans (160) 

u par iv, ou par ou par «- f -« 'K ' . Mais, comme il est toujours 

possible de changer l 'un dans l 'autre , l 'ampli tude et le pa ramè t re , il n'est 

pas besoin de nouvelles formules pour ces cas. 

f. F ina lement nous allons mon t re r comment l ' intégrale de troisième 

espèce de Legendi e 

f d? _ Ç D Y h[? s i n *y rf<p nos) 
J 0 (1 -+- / i s in 2 cp) Acp J 0 Acp J 0 (1 -t- h s in 2 9) Acp' V ; 

peut être r amenée à la fonction I I pour une valeur quelconque de A, et 

comment elle peut ê t re calculée numér iquemen t . Soit, dans tous les cas, 

\ — = w, d'où cp = am w; (169) 

en ou t re 
h = — A2 s in 2 am c ; 

il v iendra : 

sin am c = ^ — , — 5 c — \ 1 — - (170) 
k J 0 j / ( l - - * * ) ( l — f c V ) 



L'équation (168) devient a lors , en généra l , 

f „ =*+ f ^ n (u, o. (171) 
J 0 (1 A sin* 9) A a m c v ' ' v ' 

Pou r donner à cette de rn iè re une forme plus usuel le , nous devons 

dis t inguer qua t re cas pour h réel , c 'est-à-dire 

- A2 < h < 0 , \ 

— 1 < h < — A;2, ( A négatif, 

_ x < A < _ 1, J 

0 < h < oo , A positif. 

Dans le p remier cas, la l imite supér ieure de l ' intégrale (170) est réelle 

et < 1 ; par sui te , c est un nombre réel que nous appel lerons a. On a 

alors immédia tement les formules suivantes : 

- A 2 < A < 0 , q ^ p ~ — . 
0 / ( l — x 2 ) ( l — A 2 x 2 ) 

^ / \ tffam « 

n 0 (<p) = « + ^ ^ n («,«). 

Dans le deuxième ca s , la limite supér ieure de l ' intégrale — - — est 
k 

comprise en t re 1 e t e t alors l ' intégrale indiquée pour c (170), s'obtient 
k 

comme l ' intégrale (55) de la pnge 110. On obtient pour c une expression 

de la forme K — ib = 2 K — ( K . - W 6 ) ; si Ton introduit cette condition 

dans (171), et si l'on a égard à ce que , en vertu de la signification p r imi 

tive de nj o n a 

n ( w , 2 K — y ) = - - n ( « , v ) f 

on arr ive aux formules suivantes : 

1 / k2 

- i < A < —A«, 6 = v — > 

A am (6, k') . 
n » ^ ) " U + g» gin . m (6, iF} cos .o» (6,**) * ^ , 

(172) 



^ . . . , , . . , . t / — A . 1 

Dans le troisième cas, la l imite supér ieure -— j— est comprise en t re -

et + o c , et alors l ' intégrale indiquée pour c (170) se t ransforme comme 

l ' intégrale (55) de la page 111 . On trouve ainsi pour c une expression de 

la forme 2K — a — iKf. D'après ces r e m a r q u e s , il vient : 

1 \ 

. . ^ . [V—h dx 

JQ 1/^(1 — je») (1 — ftaJca) 

/ \ tg am a 

n 0 (?) = u + I ri K « + i K ' j . 
V T / A am a 

(174) 

Dans le de rn ie r cas, ^ ^ c s t imaginai re , et alors on doit t ra i ter 

l ' intégrale (170) comme on l'a fait p récédemment (page 109) pour l ' inté

grale (51). On t rouve ainsi pour c une expression de la forme 1 6 , et l'on a, 

en généra l , 

„ , , fv Â T A 2 dx ) 

0 < Ä < oc , 6 = \ ' * 
0 | / ( 1 — x ^ i i - V W ) ] (475) 

, , sin am (6, cos am .(6, fc') . , ... 
n „ (9) = « x a m ( 6 ^ 0 » n («, .* ) . 

Les formules (170) et (171) subsistent aussi pour h imagina i re ; seule

men t , on a besoin d 'une recherche part icul ière pour dé te rminer la q u a n 

tité c de l 'équation 

l/~h 
sin am c = -—-

k 
Soient main tenan t 

h = m -t- in, c = a -t- ib9 (176) 

m et n désignant des quanti tés données , a et 6 des quanti tés inconnues . 

L'équation ci-dessus est alors ident ique à 

[/—m — in 
sin am (a + ib) — r j : 

et il s'en suit : 

/ . / x l / ^ + m + m . , ... / - — 
cos am (a -h ib) = * ^ •> A am (a ~+-10) = y 1 m 



m +- in = r , (cos 0! -f- / sin 0i), [ (i 77) 

[/\ m in = r 2 (cos 02 -t-1 sin 02), 

nous pouvons considérer , dans ce qui suit , r , n , r 2 , 0, 0 1 ? 0 2 , comme des 

quant i tés réelles connues , et nous avons les trois équations 

r(cos0-4-t sinG) 
sin am (a H-to) = — ; -> 

k 

, .fN Vi (cos 0i -\-i sin OA 
cos am (a to) s= — - - - , 

A am (a -f- ib) = r 2 (cos 0 2 •+• i sin 02), 

auxquel les correspondent les suivantes : 

, ... r (cosG — i sin 0) 
sin am (a — to) = —1-

r 4 (cos 0i — i sin0j) 

1 ' 

A am (a — ib) — r 2 (cos 0 2 — i sin 0 2 ) . 

cos am (a — ib) = 

Si l 'on appl ique actuel lement les formules connues (41) de la page 122 

pour sin a m ( t t + v ) et sin am (u — v) au cas u = a-*- ib, v=a — ib, on 

obt ient , au moyen des valeurs indiquées de sin am (a-f-1'6), e tc . , 

sin am (2a) = 1 ^ cos (9 — 0 4 — 0 2 ) , 
K —Y 

sin am (2/6) = £• j^p-^^ sin (ö — Gj — 0 2 ) . 

De m ê m e , les formules (42) relatives à cos am (u -+- v) et cos am (t< — v) 

nous donnent : 

/ a \ (Ts)* 
cos am (20) = - ^ — ^ - . 

cosam(2»6) = • 

Les seconds membres de ces trois équat ions sont composés de quanti tés 

connues , et peuvent être mis sous la forme re*®. Si nous posons d'après 

cela : 

[/— m — in = r (cos 0 -+- i sin 0), 



4n—2 

(1) Jacobi a montre le premier (Fundamenta nova theor. fund, ellipt., § 47 à 60) que 

les intégrales elliptiques de la deuxième et de la troisième espèce se ramènent aux fonc

tions <s>. Il prend pour point de départ (comme à la page 20o) le développement de 

s in 2 am it, auquel il arrive par une voie pénible, en élevant au carré le développement 

de sin am u. Le procédé que nous avons donné pour déterminer a et 6, et qui renferme 

ce théorème que tout nombre complexe peut se ramener à la forme sin am (a -4- ift), est dû 

à R I C I I E L O T . Joum. de Oe/ /e , t. 45, p. 225. 

D'après cela, 

t g am (2a) = cos (9 - 6, - 9 2 ) , 

tg am (2.6) = i • r / ^ ) 2 sin (9 - 0, - 0 , ) . 

Pour simplifier ces formules , nous in t rodui rons un angle auxi l ia i re y , 

défini par l ' équat ion 

tg v='Iî ; (178) 
Vi 

nous aurons a lors 

2 r r 4 r a ^ Zrrtr* . . 

Si l'on substi tue ces valeurs dans les équations précédentes , et si l 'on a 

égard à la relat ion 

t g a m (2/6) = / -sin am (26, &'), 

on obtient les deux formules 

tg a m (2a) = tg 2y cos (9 — 9i — 6 2 ) , ( 1 7 9 ) 

sin am (26, k') = sin 2? • sin (9 — 9 4 — 0 8 ) , ( 1 8 0 ) 

lesquelles serviront à d é t e r m i n e r a et 6, et par conséquent c = a-\- ib(l). 

Remarques du traducteur. — La formule ( 1 4 9 ) donne pour M = K , 

Z ( K ) = 0 ; 

K. 
pour u = — 5 elle donne : 

7 / T \ = ! 5 i _ 2 r , t \ 2 7 T ' T ( w q M 

\ 2 / K ( l — i f 1—<? c 1 — j K »=i ' 1 — 7 ' 



En faisant M = 0 dans la formule (163), on obtient 

Z (."£') = 0 0 , 

Eu remplaçant la somme 2 par sa valeur t rouvée ci-dessus (p. 470), 

il vient : 

et la formule (464) d o n n e , pour w = 0 , 

Z ( « K 0 = - £ -

De la formule (4 57) 

z («; = —K—;, 

on t i re , en mul t ip l iant par dw et in tégrant , 

e(«,) = e ( 0 ) / ° Z ( " , ) * ° . 

Enfin, la formule (p. 244) 

II (w, a) — IT («j t/) = nZ (a) — aZ («), 

nous d o n n e , pour w = K, en observant que 

n ( a 5 K ) = 0 , Z ( K ) = 0 , 

n ( K , a ) = K . Z ( a ) . 



N O T E . 

Démonstration de la formule (115). 

Si Ton pose 

An = - I f(t) cos nt dt, 

on obtient, dans l'hypothèse de 0 < x < 2^, l'équation 

1 

- A 0 -4 - Aj cos a?H- A 2 cos 2»H = f (a?) H-f (2TT — a?) H-f (27r-4-£r) 

-4- f (4?r — x) + f (^7r -h a?) H 
Dans le cas particulier où 

2 f°° 1 ( - f 
A n = - \ e~«*t*cos ntdt= -e W . 

7 1 Jo a l / w 

on a 

II vient alors : 

1 î _ I L \ 2 _ ( l ^ 2 _ 
S ^ - f - e Uo/ cos a;-4-e \2a/ cos 2a?-he W cos5a?H 

, — 0 2 * 2 ^ _ A 2 ( 2 7 T - ^ 2 E _ A 2 ( 2 7 T + ^ 2 & - A 2 (47T-tf,2 E _ A 2 U Î T + J F ; * _ ^ 

Si l'on fait ensuite 

M = . = > a? = 2*, 
2 | / a 

on trouve 

e H + r « - f - e ~ a - 4 - e a 

4 - e a - 4 - e a
 - 4 - e a 

ou bien 
+ 00 ( W 7 r ) * / - + 0 0 
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