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NOTATIONS.

EXPRESSIONS.

DEFINITIONS.

AB

(uP), (Px)

Systéme ordinaire de trois axes
de coordonnées,

Sphére auxiliaire.

-|Sens positif sur L.

Perspective sphérique directe
et inverse du point P va du
point M.

Droite et gauche d’'une ligne L
tracée sur une surface.

Perspective sphérique directe et
inverse de la ligne L vue du
point M.

Sens positif sur (yL) et sur (Lx).

Un systéme dans lequel la rotation < 180° qui améne P'axe
positif des x sur P’axe positif des y parait s’effectuer dans
le sens du mouvement des aiguilles d’une montre, quand
U'ceil de lobservateur est en un point de I’axe positif des z.
Nous supposerons toujours les trois axes coordonnées ainsi
disposés.

Une sphére fixe, ayant pour rayon l'unité, et pour normale
extéricure le prolongement de son rayon.

Point de Vespace et ses coordonnées rectilignes.
Toute trajectoire d’'un point qui revient & sa position initiale.
Point mobile sur L.

Celui du mouvement d’un point qui fait le tour de L. Cette
définition est en défaut gl existe sur L un are maltiple
parcouru successivement dans les deux sens. Dans ce cas,
le sens positif sera défini arbitrsirement sur Farc mul-
tiple.

Le chemin parcouru sur L quand on va de A 4 B, affecté du
signe 4+ ou du signe — suivant qu’on marche dans l¢ sens
positif ou dans le sens négatif.

L’extrémité du rayon de la sphére auxiliaire mené paral-
Ielement & la droite qui passe par les points M et P, dans
le sens MP et dans le sens PM.

La droite et la ganche d’un observateur qui parcourt cette
ligne dans Je sens positif, et dont la téte est dans la ré-
gion extérieure de cette surface.

Le lieu des peints (xP) et celui des points {Px).

Ceux qui répondent au sens po-itif sur L dans les mou-
vements simultanés du point P sur L et des deux points

(xP) et (Pu).
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NOTATIORS.

EXPRESSIONS.

DEFINITIONS.

(nA)

Normale extérieure d’'une sur-
face quelconque.

Autourdel’axe desz;

Rotation
positive
d’un point
mobile
(9,2

Autour d’une droite
fixe;

Aatour d'un point
d’une courbe;

Rotation positive autour d’un
élément de surface.

Perspective sphérique de {’élé-
ment superficiel S va du
point M.

Perspective sphérique d’une aire
courbe A vue d’un point M.

Surface fermée.

Ordre d’un arc multiple de L.

Aire maltiple de S.

Ordre d’une aire multiple.

Celle qui est définie, sur chaque nappe, en un point parti-
culier de cette nappe, par un choix arbitraire, et en tous
les autres par la continuité.

Cdnes opposés par le sommet, et qui sont les lieux géomé-
triques des droites menées par le centre de (S) dans les di-
rections MP et PM. Ils coupent (S) suivant (xL) et (Lx).

Celle dans laquelle la projection du point mobile sur le plan
des xy tourne dans le sens xy autour de l'origine;

Celle qui est positive quand on prend la direction positive
de cette droite pour axe des z positifs;

Celle qui est positive antour de la tangente positive en ce
point.

Celle qui s’exécute dans le sens positif antour de sa normale
extérieure, ou de maniére que 1'élément soit & droite
de son contour.

L’aire interceptée sur(S) par la perspective (yL) du contour L
de d8, affectée du signe de la rotation du point (xP) au-
tour de son contour, quand le point P fait une rotation
positive autour de &S, et par suite du signe 4 ou du
signe — suivant qu’elle est a droite ou A gauche de son
contour.

La somme algébrique des perspectives sphériques de ses
éléments vus du point M.

La représentation sphérique de la tangente positive ou de la
tangente négative de la ligne L au point P.

Le lieu des points p, et le lieu des points p.

Toute surface qui peut étre engendrée par la déformation
d’une ligne L toujours fermée dont tous les peints décri-
vent des lignes fermées.

Le nombre de fois que cet are est parcouru dars le sens po-
sitif, moins le nombre de fois qu’il est parcouru dans le
sens négatif.

Une aire décrite plusieurs fois par L.

La différence prise en valeur absolue entre les nombres de
normales extérieures dirigées dans un sens et dans 'aatre,
quand on regarde l'aire multiple comme résultant de Ja
coincidence de plusieurs aires sim les.
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PREMIERE THESE

SUR LES

AIRES SPHERIQUES DE GAUSS

SUR LA

PERIODIGITE QUI CARACTERISE LES POTENTIELS DES LIGNES FERMEES

ET SUR LES SURFACES DE NIVEAU CORRESPONDANTES.

§ 1.
NOTIONS PRELIMINAIRES SUR LES LIGNES FERMEES.

Enoncé et démonstration élémentaire des deux lois trouvées par Gauss

et relatives aux coefficients des aires sphériques.
1. Soit une ligne fermée (fig. 1) n’ayant pas d’arc multiple, tracée sur
une sphére et partageant so, surface en un nombre quelconque d’aires

A, B, C D, E F;

il est toujours possible d’attribuer a ces aires des coefficients respectifs
o B Y % =5 9

de maniére a satisfaire aux deux lois suivantes :

1% Lo1. Les coefficients de deux aires séparées par un méme arc différent
2
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d’une unité, et le plus grand algébriquement affecte celle qui est a droite
de cet arc.

2° vot. La somme des coefficients des parties dans lesquelles se termine un
diameétre ((' donné arbitrairement, est nulle.
Ces deux lois déterminent entierement les coefficients, qui sont des

. 1 . , '
multiples de 3 Le théoréme ne s’applique pas au cas ou I'un des deux

poles (' serait sur la ligne fermée; il s’étend a un systtme quelconque
de lignes fermées tracées sur la sphere.

Démonstration. Faisons passer par les poles ¢, ¢’ une infinité de demi-
grands cercles, de maniére a décomposer la sphere en fuseaux infini-
ment pelits, dont chacun est subdivisé par la ligne fermée en plusieurs
bandes a, b, ¢,... Considérant séparément chacun des arcs qui traver-

\ o . . 1 .
sent le fuseau, écrivons le coefficient + 5 dans toutes les bandes qui

. . 1 .
sont & sa droite, et le coefficient — 3 dans toutes les bandes qui sont a sa

gauche, et soit

« la somme des coeflicients écrits dans la bande q,

B 6
Y ¢
e e e e e e e e 5

il est évident que les deux lois qui précedent sont satisfaites dans le fu-
seau par les coefficients o, 3, y,... Chacune des parties

A, B, C,..
se trouve ainsi décomposée en bandes
a, d,a’ ..., b0, b,.., ¢r0, ...,

dont les coefficients satisfont aux deux lois. Donc, pour achever la dé~
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monstration, il suffit de faire voir que toutes les bandes a, ¢/, a’,... qui
composent une méme partie A sont affectées du méme coefficient «, et
de donner ce coefficientd A.

Supposons d’abord qu’aucun méridien ne rencontre le contour de A
en plus de deux points, et prenons arbitrairement. deux points P et Q
dans deux des bandes contenues dans A. Chaque fois que la ligne fermée,
traversant I'un des arcs de grands cercles Pz, Qz, pénetre dans la sur-
face comprise entre ces arcs et 'aire A, elle ne peut en sortir que de
deux maniéres, en traversant 1’autre arc dans le méme sens ou le méme
arc en sens contraire; c’est ici qu'il faut exclure le cas ol la ligne fer-
mée passerait par le pole {, car elle pourrait entrer ou sortir par ce pole.
Donc elle fait placer dans le premier cas deux coefficients égaux et de
méme signe dans les deux bandes, et dans le second cas deux coefficients
égaux et de signes contraires dans la méme bande. On peut répéter cette
observation en remplacant ¢ par ¢'. Done la différence des coefficients
écrits dans les deux bandes est nulle.

Supposons en dernier lieu que certains méridiens rencontrent le con-
tour de A en plus de deux points. I est facile de décomposer A en par-
ties dont les contours ne soient rencontrés en plus de deux points par
aucun méridien. Alors toutes les bandes d’une méme partie sont affec—~
tées du méme coefficient, et deux parties voisines sont séparées par une
ligne que traversent des bandes s’étendant dans chacune d’elles. Le coef-
ficient d’'une de ces bandes appartient aux deux parties, et s’étend dés
lors & toute I'aire A.

Réciproguement, si une ligne tracée sur une sphere la partage en plu-
sieurs parties A, B, C,... et s'il est possible d’attribuer a chacune d’elles un
coefficient de maniére & satisfaire aux deux lois de Gauss, cetle ligne est
fermée.

En effet, si la ligne considérée n’était pas fermée, elle se terminerait
en deux points multiples, et on pourrait la fermer en réunissant ces deux
points parun arc quelconque. Les deux lois en question détermineraient
enticrement les coefficients des parties séparées par la ligne fermée; et,
en supprimant I’arc ajouté, on réunirait des aires affeciées de coefficients
différents et n’ayant pourtant qu'une valeur admissible, ce qui prouve
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I'impossibilité de satisfaire aux deux lois sans l’addition de cet arc.

Donc, la possibilité de satisfaire aux deux lois est nécessaire et suffi-
sante pour qu'une ligne tracée sur la sphére soit fermée. Mais la réciproque
ne nous sera pas utile. Si la ligne fermée a des arcs multiples, le théo-
reme de Gauss subsiste, pourvu (qu’on modifie ainsila premiére loi.

1™ Lo1 GENERALISEE. St deux aires sont séparées par un arc multiple,
Uexcés du coefficient placé & sa droite sur celui de gauche sera éqgal a lordre
de multiplicité. Cette généralisation résulte de ce qu’une ligne qui a
des arcs multiples est la limite d’une ligne qui n’en a pas.

Il est évident qu’en supprimant la 2° loi, « devient arbitraire, mais
que f, v,... sont des fonctions de « parfaitement déterminées par la
1 loi.

2. Formules relatives aux coefficients o, (3, v,... des aires A, B, C,...,
séparées sur une sphére dont on prend le rayon pour unité par une ligne
fermée L, quand on supprime la 2° loi. Observons d’abord que la 1*° loi
donne entre le systeme particulier ay, B3, v,,... et le systeme général «,
B, ¥,-.- les relations

(1) a—o, =8 —B =7y —y,=...
et que d’ailleurs
@) A+4+B+C... = 4m.

Si donc on pose

(3) S{a, L) = A 4 BB+ yC ...
On aura
(4) Z () — Z{ag) = dm (e — a).

Lemme 1. Etant donné un sysieme L de plusieurs lignes sphériques fer—
mées L, L,, L,,..., st on met successivement dans chacune des aires A,
B, C,..., séparées par L, un point indéterminé a, b, c,..., et si on adopte
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les notations suivantes pour représenter les aires et les coefficients des
aires seéparées par chacune des lignes

L; Lx; L2;"':
a, A,e; ALe; A, a;..
b, B,B; By, B,5 By By
(8) et qui contiennent les points {¢, G, v; Gy, 1,5 C,, ¥,5...
d, D, Dy, 85 D, 3,;...

................

en sorte que plusieurs des letires A ,B,, C,... ou A, B,,C,,... etc. , peu-
vent représenter la méme aire; et si on profite en outre de la suppression de
la 2 loi pour poser arbitrairement

(5 bis) a=ua;, o=10, a,=0,.;
on aura les formules

6) =, o, F oyt B=og 4+ B+ B, o v=a F v+t
) S(as L) = dayn + 0, L) -+ 2(0, L) ..

On vérifie les formules { 6) en observant qu’elles donnent a—« , et qu’elles
satisfont & la 1" loi pour deux aires voisines quelconques C et D. Car,
en général, une seule des lignes L, L,, L,,... séparera ces deux aires;
et en supposant que cesoitL , onauray,=¢,, y,=¢,,... douy—~&=
y,—9,. Or, la différence y, — &, est déterminée par la loi des coeffi-
cients a,, B,,...; et, comme Iarc qui sépare C et D sépare aussi C, etD,
la différence y — ¢ satisfait pareillement & la loi des coefficients a, B,...
Dans le cas exceptionnel ol C et D seraient séparés par un arc multiple,
ayant D & sa droite et C & sa gauche, et appartenant a plusieurs
des lignes L,, L,, L,,... par exemple aux trois premieres, on aurait
§—y=2¢,—v, +0,—7,+8,—7, Or, I'arc qui sépare C et D résulte
de la superposition de trois arcs appartenant aux trois lignes L, L, L,,
et dont Ies ordres de multiplicité sont &, —v,, &, —v,, &,—y, Donc
I'ordre de cet arc est & — v, et satisfait & la loi des coefficients «, B, 15..-
On vérifie (7) en observant que les formules (6) donnent

2o, L) = ao(A+B+C+-")+(a1A+ﬁxB+Yzc+-- O e, AR By, Ot
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Or, celles des aires A, B, C,... qui, dans les expressions (6) de leurs
coefficients, contiennent

ont pour somme
donce
«A+ 3B+ vCf.. = oA 8,B, + Yici +o = E(ay, Ly)s

ce qui démontre (7).

Examen de deux cas particuliers de la formule (7).

1 cas. Si le systtme L se compose de deux lignes fermées L, L, sy-
métriques I'une de 'autre par rapport au centre de la sphere, et dont les
langentes positives en deux points symétriques sont de méme sens, la
formule (7) devient

(8) Z(a, L) =4(o,+ o) =+ 22(0, L,), @, =B — B =YY=
en désignant par
0 et oy, B, et E‘,...
les coefficients des aires symétriques
Aret A, B etB,,..

séparées par L, et L.

En effet, 'égalité des nombres a,, B, Bis Y, — 7, est évidente en
observant que, sil’aire B, est voisine de A, etsituée 4 sa droite, I'aire B,
sera voisine de A, et placée & sa droite, ou inversement, en sorle qu’on a

toujours § —a, =f,—a,.

On a d’ailleurs
2(0, L) = 2, A+ (2 +8)B, + (2 +1) 6 +... = doym + 2 (0, L),
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et, en remplagant 2(0,L,) par 2 (0, i.,) + 4,7, la formule (7) devient (8).
Le cas de la formule (8) est celui des deux indicatrices sphériques
d’une ligne fermée parcourue dans les deux sens.
Remarquons encore que L partage la sphére en aires symétriques deux
a deux

Aet A, Beth,..

dont les coefficients

aeto, B etf,..

sont égaux deux & deux. En effet, si on prend dans B et dans B’ deux
points symétriques b et &', et qu'on aille de b a &', puis de & & 6 par deux
chemins symétriques tracés sur la spheére, ces deux chemins traverse-
ront des aires symétriques

B, C,... B

et
B,C,... B,

et on aura B'—B=vy —y=...=p—f'; dob f=f. Ainsi A=A,
B=DB,... et a=d/, f=0,...; donc la formule (8) peut s’écrire

(9)%2(%, L)=«,A+4 B+ vC +... =a A"} B4 OG- = Q(ao_;.ﬂ)ﬂ_l_z(o,L’),

2+ cas. Si L se compose d'un systeme de lignes fermées symétriques
par rapport au centre de la sphere, L, et L,, parcourues én sens con-

traires en leurs points symétriques, ona o, =, + B, =vy,+1,,...; Ao
2(0,L)+3(0,L)= 4damet 3(x, L)=4(a,+a,)n. On aaussi a 4o’ =
B+p=...=1 et 3a, L) =2Ir; donc { =2 (a,4-2.) est un nombre
pair.

3. Généralisation du théoréme de M. Ossian Bonnet sur le liew | des ex-

irémités des quarts de grands cercles qui sont les tangentes géodésiques po-
sitives en tous les poinls d’'une ligne sphérigue fermée l', et démonstration
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de la réciproque, au moyen des aires sphériques. — Application aux li-
gnes de courbure fermées. — Courbure tolale.

Si on trace sur une sphére un contour fermé quelconque ¢, dout la
direction de la tangente varie sans discontinuité, que I'on porte sur ses
tangentes géodésiques ‘positives des arcs d’un quadrant, et que lon
considere le cas ot le lieu / des extrémités de ces quadrants partage la
sphere en deux parties seulement, on sait par le théoréme de M. Ossian
Bonnet que ces deux parties sont équivalentes. C’est ce cas particulier
qu’il s’agit d’écarter.

Lorsque la direction de la tangente & ! devient discontinue en un
point ./ n’est plus une ligne fermée. Mais si 'on convient de raccorder
les deux arcs qui se réunissent en f’ par un petit arc ¢'m’g’ de maniére &
rétablirla continuité, et de regarder / comme la limite du trait continu
qu’on obtient en faisant converger cet arc vers zéro, alors le théoréeme
ne cesse pas d’avoir lieu;au point unique ' du contour ¢ correspond
sur { I’arc de grand cercle quia /' pour podle et qui réunit les deux tan-
gentes géodésiques positives de ce point.

Lewve 2. En désignant par | la longueur d’un contour polygonal fermé
tracé sur une sphére de rayon unité, par — db la flexion géodésique de
Uélément dl, par o et o les coefficients des aires qui contiennent deux
points ¢ et ¢ diamétralement opposés sur la sphére, et non situés sur {,
quand on donne aux aires séparées par cette ligne des coefficients satisfai—
santa la 1™ loi; on a

b d
(10) =(o, ) =2(a+ta' + p—n)n L Sofl—ldl-—E—E,—Ez—...;

E, E, E,,... sont les angles extérieurs du contour; chacun d'eux, ainsi
que — df, étant positif ou négatif suivant que la tangente géodésique po-
sitive tourne vers la droite ou vers la gauche du contour quand le point
de contact, marchant dans le sens positif, passe par le sommet ou par
I’élément en question; p ou n désignent les nombres de fois que cette
tangente, terminée & 180° du point de contact, et exécutant les rotations
positives ou négatives E, E , E,,... et — d0, franchit ¢’ dans une révolu-
tion entiére et positive du point de contact.
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Si les arcs de ¢ sont des arcs de grands cercles, la formule (10) de-
vient

(11) £(0,)) = 2+ p—n)x —E—E,— E, —...,

et 1l suffit de démontrer celle-ci pour en conclure immédiatement la
proposée, car a— o', étant invariable en vertu de la 1* loi, quand on
change o, est expression générale qui devient « pour a==0. Donc on
passe de o' nul & «" quelconque en remplacant, dans la formale (11),
2ur par 2(a—o')w 4 da'n=2 (¢ + o) 7. Et si les arcs de { deviennent
infiniment petits, on obtient un contour quelconque, et chaque angle
extérieur E devient la flexion géodésique — d0 d’un élément d/. Or, si on
considére un quadrilatére sphérique, dont l'aire est & droite (fig. 2) ou &
gauche (fig. 3) de soncontour, on a, en prenant toutes les lettres des fi-
gures en valeur absolue,

udt, e =7, wy—lteu=mw, wu+tt, —e=r1x —utlte=m;
ce qui donne pour = (0,/) (fig. 2), et pour —=(0, {) (fig. 3),

s+t u—m)4 (51+tx +u,—=) 4 (—s,—t,—u, -} )4 (—s,—ty—ustm) =
(s t—t—s)F (5,4t 41, —2,) + (—8,— b, ty— e H-(—sy— {— t—e - 2r)
= (st 8 — 8,— 8) — (¢ + & + 5 tey) - 2.

Or,s, s,,... ont lesigne 4 ou le signe —'dans 2(0,/), suivant que I'arc de
grand cercle qui va du poéle £ a un point mobile sur / dans le sens posi-
tif tourne dans le sens des aiguilles d’une montre ou dans le sens con-
traire quand on le regarde d’un point situé sur le prolongement durayon
qui passe par ce pdle; donc l'expression générale de s + s, —s, — s, est
la rotation de cet arc de grand cercle pour une révolution entidre et
positive suivant {, c’est-a~dire le coefficient « placé dans I'aire qui ren-
ferme ¢ quand on met zéro dans celle qui contient ¢'. Car on peut déter-
miner les coefficients en faisant passer par chaque sommet de / un mé-
ridien terminé aux poles ¢ et ¢, considérant les aires dans lesquelles
chaque fuseau est décomposé par /, et mettant dans toutes les aires

comprises entre % et chacun des ares qui traversent le fuseau le coeffi-
3
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cient + 1 ou — 1, suivant qu’elles sont & droite ou a gauche de cet ar:;
par conséquent, suivant que I'arc de grand cercle quitourne de I'un des
angles s marche dans le sens des aiguilles d’une montre ou dans le sens
contraire. On voit aussi que chacun des angles < est égal en valeur ab-
solue & I'un des angles E, et est précédé du signe attribué & E danslex-
pression de (0, ), pour chacune des deux figures; et que les seuls de ces
angles ¢ qui soient accompagnés du terme == 2w sont ceux qui satisfont
a la double condition que la rotation s change de sens 3 leur sommet,
et que I’angle ¢ soit plus grand que #,. Ce qui établit la formule (11).

Lemme 3. Ltant donnée une ligne fermée U sur la surface d’une sphere,
st on appelle  le lieu des extrémités de ses tangentes géodésiques positives
lermindes i 90° de leurs points de contact, la fonction 3(o!, ) définie par la
formule (3) représentera un nombre entier d’ hémisphéres pour toute valeur
enti¢re de o' ; ou, ce qui revient au méme, U'éq. = (o, {) — 0 donnera pour

o' un multiple de —;— 1l suffit de démontrer cette propriété pour un con-

tour polygonal I/ composé d’arcs degrands cercles. Mais alors ¢ se compose
aussi d’arcs de grands cercles; et, de plus, tous ses anglesE, E, E,,...
sont droits et ont leurs sommets deux & deux sur des arcs qui ont pour
poles les sommets de /': et, comme les deux angles ainsi associés sont
toujours de signes contraires, I'éq. (11) devient 3(0,{)=2 (¢ +p—n).
Donc 2 (o,l)=2(2¢/ + o+ p— )=, ce qui représente un multiple
Q

-

d’un hémisphére 2r. Dailleurs I'éq. 3 (o/,{) = 0 donne &' = n—p—a
—p—a

. . 1
expression d’un multiple de 5

Notations et définitions. Toutes les fois que deux points seront placés
sur une ligne fermée dont on aura défini le sens positif, on distinguera
I'un des ares que séparent ces deux points en écrivant au premier rang
la lettre placée au commencement de I’arc parcouru dansle sens positif.

Sur une sphére de rayon unité on appellera

{ une ligne fermée (fig. 4);

dl—aa’ un élément de /;

ab et a’t’ deux quarts de grands cercles normaux sur / et & sa droite;
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p la polaire droite de /, c’est-a~dire le lieu des points &;

g une trajectoire orthogonale du systtme des grands cercles qui ont
pour poles tous les points de {, rentrant par un point de rebroussement
dans la région de ces grands cercles chaque fois qu’elle atteint 'une de
ses limites, c’est-a-dire I'une des polaires de {;

r le grand cercle Acbts qui a pour pdle «, et pour tangente positive
en b celle qui est dirigée dans le néme sens que la tangente positive de
lena;

¢ et b les deux points ol ce grand cercle est normal & ¢ et tangent a p;

a, b, c trois points correspondants définissant par leurs mouvements
simultanés les sens positifs sur {, p et ¢;

0= cb;

U de .

dh = == b/ = 7 dl;

— d8 la flexion géodésique de @/, que I’on continuera de prendre po-
sitivement quand cet é1ément se dévie & droite de sa tangente gbodesique
positive ;

¢ et & le commencement et la fin de ¢ quand un point mobile partant
de b parcourt tous les éléments de p dans le sens positif;

T=— Sd@ ou — gl Z—gdl la flexion totale de /;
o

{d0 1a longueur de p quand on partage cetie ligne en éléments addi-
tifs ou soustractifs, suivant que leur tangente positive et celle de 7 sont
de méme sens ou de sens contraires ;

6, — 0, l'ouverture du développement de p sur r, c’est-a-dire l'arc
constant qui resterait compris entre les deux arcs de p quise réunissent
en un point arbitraire, si on la rompait en ce point pour appliquersur r
ses arcs additifs dans le sens positif et ses arcs soustractifs dans le sens
négaltif;

he = 0,—0, ou 2n + 0, —0,, suivant que 6, est plus grand ou plus
petit que 9,.

Et I'on aura évidemment

1
(12) S%dl:Q(P—N)ﬂ—l—eh—ec:ﬂnn_*— hc,
[}
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P et N désignant les nombres de points de ¢ gui sont piacés sur les
arcs additifs et sur les ares soustractifs de p; en sorte que Ac est lalon-
gueur de p rendue positive et moindre qu’une circonférence par I'addi-
tion de n circonférences.

Lemume 4. Les deux équations

(13) jdd =3 (a, 1), he =2 (a, I)

. 1
donnent chacune pour o un multiple de 3

En effet, si on construit les triangles trirectangles cas, hat (fig. 4), et
si on regarde la ligne fermée ¢ + hc comme Ia limite d’une ligne sphé-
rique fermée dont la direction de la tangente varie sans discontinuité,
on voit que le lieu des extrémités de ses tangentes géodésiques positives
terminées & 90° de leurs points de contact se composera des deux lignes
fermées [ et atsa. Done, si on prend un point m en dehors de I'aire ats,
el si on met dans les aires contenant m et limitées par les lignes

!} atsa, l, atsa,
les coefficients arbitraires
Qs 0, 0,
la formule (7) donnera
2(ay, I 4+ atsa) = dam -+ (0, 1) 4 2(0, afsa).

Mais 2(0,atsa) — — aire ats — — ts — — he, parce que cette aire, ainsi
que le point a, est & gauche de s; donc

ke = dam - (0, l) — Z(ag I 4 atsa).

Prenons pour «, un nombre entier; 3(a,, { -+ atsa) est un mutliple de 2%
en vertu du lemme 3. Donc hc — 3(0, ) est un multiple de 2=, et des
lors, en vertu de I'éq. (12), {d6 — 3 (0, ¢) est aussi un multiple de 2x.
Ainsi les valeurs de « tirées des éq. (13) sont les suivantes, données
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he —3(0, 1) fd8 —=(0,1)
—_ e — et = —
4= Ar

a

. 1
expressions qui représentent deux multiples de 5

Taxonime 1 (fig. 4). Etant donnée une ligne fermée | sur une sphére de
rayon unilé, et un quadrant mobile parcourant une seule fois par Uune de
ses extrémités tous les éléments de | dans le sens positif, et décrivant par
Uautre un arc q orthogonal a tous les grands cercles qui ont pour pdles les
différents points de [; pour que cet arc g soit fermé, il faut et il sufit que

1
Pég. 3(a, l) =0 donne pour o un multiple de 3 ou encore que =(0,!) soit

un multiple d'un hémisphére..
Ces deux énoncéssont équivalents, puisque 'éq. 3(a, {)== 0 donne,

_3(0.0
4

par la formule (4), a = . Pour que I'arc ¢ soit fermé, il faut et

il suffit que hc=10. Mais on vient de voir que he=3 (0, {) + 2kr, k dé-
signant un nombre entier. Donc il faut et il suffit que 3 (0, {) =—2k~x.
Ce théoréme comprend la généralisation et la réciproque de celui de
M. Ossian Bonnet. On peut encore le généraliser en supposant que I'extré-
mité du quadrant mobile tourne indéfiniment sur / dans le sens positif,
et demandant si I'arc ¢ finira par se fermer, et quel sera le nombre n de
révolutions au bout duquel cela arrivera pour la premiere fois. La con-

- he . 5 S :
dition est que o soit égal & une fraction irréductible ayant pour déno-

) . 20,5 he .
minateur n. Mais z———(‘ )_—_ ne — k. Dong, si le nombre 2~——-—(0’l) est 1n—
27 2n 27

commensurable, U'arc ¢ ne se fermera jamais, et ’il est exprimable par
une fraction, en la réduisant a sa plus simple expression, on trouvera
pour dénominateur le nombre de tours demandé. Il est bien entendu
qu’on ne regarde pas la ligne ¢ comme fermée en un point multiple qui
correspond & deux points différents de /.
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Tutoreme H (fig. 4). S¢ par tous les points d’une ligne fermée L. on fait
passer une surface indéterminée S, assujettie sculement a avoir L pour ligne
de courpure, et si le pied d’une normale a S fait le tour de 1. dans le sens
positif, les deux directions extrémes de cette normale seront généralement
différentes, mais feront entre elles un angle bien déterminé ; car on obtien-
dra la derniére en faisant tourner la premiére d’un angle égal a la torsion
tolale de L., et dans le sens de ceite torsion.

Remarquons d’abord que la détermination d’une surface Sayant nour
ligne de courbure une ligne donnée L est un probléme non-seulement
toujours possible, mais indéterminé. Car si on méne par un point pris
arbitrairement sur L toutes les normales de cette ligne, chacune de ces
normales peut étre prise pour une génératrice d’'une surface développable
bien déterminée par la double condition de passer par L et d’avoir toutes
ses génératrices normales 2 celte ligne. A chacune de ces surfaces déve-
loppables correspondent une infinité de surfaces S qui sont toutes les
surfaces rencontrant celle-ci normalement suivant L; étil est facile de
voir que c’est 13 la solution la plus générale du probleme.

Prenouns sur L un point quelconque A, menons par ce point une nor-
male que nous regarderons comme la normale extérieure d’une sur-
face S ayant L pour ligne de courbure, et construisons dans une sphére
auxiliaire ayant pour rayon l'unité les trois rayons Oa, 0b, Oc, qui re-
présentent les directions de la tangente positive a L au point A, de sa bi-
normale, et de la normale extérieure & S, et soient £, p, ¢ les lignes sphé-
riques qui sout les lieux géométriques de a, b, ¢, et dont les deux
premiéres sont évidemment fermées. On supposera que les sens positifs
sur les quatre lignes L, /, p, ¢ correspondent aux mouvements simulia-
nés des quatre points A, a, b, ¢, et que le sens de la binormale a ét6 choisi
de maniére que la normale géodésique ab de { soita sa droite. En obser-
vant que @ est le pole de I'arc de grand cercle bc, on reconnait immé-
diatement que p est la polaire droite de / et ¢ une trajectoire orthogonale
des grands cercles qui ont pour poles tous les points de ¢, ou une déve-
loppante sphérique de p. Dés lors, Oc et Of sont paralleles aux normales
extérieures de S aux points de départ et d’arrivée, et I'angle que ces
deux normales font entre elles est I'cuverture Ac du développement de p
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sur ses langentes géodésiques. On voit d’aillenrs qu'on ameénec en A en
le faisant tourner de ch dans le sens négatif de la ligne », c’est-a-dire
dans le méme sens que les aiguilles d’une montre quand on régarde r
da pointa. Or, Pélément AA’, qui correspond a aa’, a pour torsion—d9,
en prenant cette torsion positivement quand la binormale tourne dans
le méme sens que les aiguilles d’'une montre pour un ceil placé sur la

. L d :
tangente positive. Donc —S 7 dl est la torsion totale de L, et en méme
0

temps, en vertu de I'éq. (12), 'expression d’une rotation qui fait passer
la normale en A de sa premiére a sa derniere direction, C. Q. F.D.

CoroLLAIRE. Pour qwon puisse faire passer par L une surface S dont
L soit une ligne de courbure et qui n’ait guw’ une normale en un point par-
ticulier de cette ligne, il faut et il suffit que >(0,() soit un nombre entier
d’hémispheéres, ou, ce qui revient au méme, que la torsion totale de 1. soit
un nombre entier de circonférences. Car il faut et il suffit que I'arc ¢ du
théoreme 1 soit fermé, ou encore que la rotalion qui aménera la nor-
male en A de sa premiere & sa derniere direction soit un nombre entier
de circonférences. Déslors la surface aura une normale unique en chagque

point de L.
L

. . 0 .
Généralement, si la torsion totale = S Z—ldl de L est une fraction ir-
¢

: @ }
réductible - de la longueur d’une circonférence 2w, toute surface S ayant

L pour ligne de courbure aura, en chaque point de L,n normales équi-
distantes.

Remarque. En désignant par / la symétrique de ¢ par rapport au centre

de la sphere, les trois conditions suivantes sont identiques, pourvu que
les tangentes positives en deux points syméiriques soient dans le méme

sens :

- M ’
fo L'éq. 3(a, )= 0 doit donner pour « un multiple de 3

2° £,0.) doit étre un nombre entier de circonférences 2m;
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3° 3 (0, {4+ 0) doit étre un multiple de la sphére 4m;
!+ désignant le systéme des deux lignes fermées /et /.

On a déja remarqué 'identité des deux premiéres conditions, résuitant
2(0,4
Chm
se voit par la formule 2 (0, { +{) == 4an + 23 (0, () déduite de I'éq. (8).

THEOREME DE JACOBI GENERALISE. SU dans une sphére fixe on méne des
rayons représentant les directions des normales principales d’'une courbe
fermée L., et si on appelle | la ligne sphérique fermée qui sera le liew des
extrémités de ces rayons, la fonction 2(0,1) sera un nombre entier d’hé-
misphéres. En effet, [ est le lieu des extrémités des tangentes géodésiques
de 'indicatrice sphérique de L. terminées & 90° de leurs points de contact.

TutoriMe 111, Etant donnée un aire courbe S dont la direction de la
normale varie sans discontinuité, et dont on représente tous les points sur
une sphére de rayon unité en regardant comme correspondants deux points
dont les normales exiérieures ont la méme direction ; sion donne pour
coefficient @ un point quelconque m de la sphére le nombre (. des points de
Uaire S représentés par m, en affectant chaque point du signe de sa cour-
bure ; et sion appelle A, B, C,... les aires séparées par la ligne sphérique
fermée , qui est la représentation du contour L de S; chaque aire aura
lous ses points affectés &’ un méme coefficient o, 3, v,..., et deux aires sépa-
rées par un arc commun auront des coefficients différents d'une unité, le
plus grand étant & droite de cet arc (définition 9) ; alors la courbure totale

de Uaire S seraexprimée par U'intégrale suivanie étendue & tous les élements
ds de la sphére

de ce que la racine « est égale & — . L’identité des deux dernicres

(14) Spds = «A + BB 4 vC ...

On prendra pour normale extérieure de la sphere le prolongement
de son rayon, et on choisira le sens du mouvement sur L, de maniere
qu’en un point de cette ligne sa tangente positive, le premier élément
de la section que son plan normal fait dans I’aire S et la normale exté-
rieure de S soient disposés comme les axes des &, des y et des z dans
un systéme ordinaire.

Pour démontrer ce théoréme, en remarquera d’abord que, si ds dési-
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gne 1'élément de surface sphérique qui correspond & un élément dS de
V’aire proposée, si deux points correspondants parcourent simultané-
ment les contours de ces deux éléments, et si la rotation est positive
autour de &S (définition 15); alors la rotation autour de ds aura toujours
le signe de la courbure de dS dans les trois cas qui peuvent se présenter,
et qui sont respectivernent ceux ou les deux courbures principales sont
positives, ou négatives, ou de signes contraires. Donc la courbure de S
est positive ou négative, suivant que l'aire ds est & droite ou & gauche
de son contour.

On voitimmeédiatement que la courbure totale de I’aire S est exprimée
par U'intégrale {uds étendue & tous les éléments de la sphére, et 1a ques-
tion est ramenée & chercher comment varie p quand le point m se dé-
place sur la sphere.

SoientM , M,, M,,... les différents points de I'aire S représentés par m,
et soit K (fig. .5) le lieu des points de S olt la courbure change de signe.
Ce lieu est une ligne qui partage S en un nombre quelconque d’aires S,
S.. S.,..., de mani¢re que les courbures en deux points de S soient tou-
jours de méme signe quand ces deux points sont dans une méme partie,
et de signes contraires quand ilssont dans deux parties voisines. Chacune
de ces parties ne peut renfermer qu'un seu! des poinis M,, M,, M....,
et la ligne sphérique £ qui représente K peut subdiviser les aires A, B,
C,... en plusieurs autres A,, A, A,,..., B,,B,,..., C, C,,... Si m se dé-
place dans une subdivision, chacun des points M se déplacera dans son
aire S, ou S,, ou S,...., sans que leur nombre ni leur signe puisse va~-
rier. Donc . reste constant pourvu que 7 ne franchisse ni /ni £.

i conserve aussi sa valeur quand m franchit £ en un point non situé
sur . Car si on suppose, en premier lieu, que chaque élément PQ de
Iarc de K qui sépare A, et A, soit tangent & une section principale, il
rencontrera normalement une ligne de courbure P PP, du second sys-
teme, ayant en P un point d’inflexion. C'est pourquoi, en désignant tout
point de la sphére qui représente un point de la surface par la petite
lettre de méme nom, les deux éléments PP, PP,, ayant leurs courbures
de signes contraires, seront représentés sur la sphere par les deux élé-

ments p p et pp, dirigés en sens contraires et normaux a k. lls sont donc
1
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du méme coté de cette ligne, etp, et p, sont dans la méme subdivision A .
Mais en déplacant P sur K, on trouvera une position de I'arc PP, dont ]a
représentation sphérique passe par p,, et sur cette nouvelle position un
nouveau point P, représenté par p,. Ainsi p, représente deux points in-
finiment voisins de P dont le premier P, est dans S, et dont le second
est dans S,, de I'autre coté de laligne K : ces deux points sont donc
de signes contraires. Mais il est impossible qu'un point 7, infiniment
voisin de p dans la subdivision A,, représenle un point de S . Car si
on prolongeait S, au deld de K, par une nappe T, ayant sa courbure de
méme signe que celle de S, cette nappe aurait un point R, représenté
par r; donc 7 ne pouvant représenter qu’un seul point de I’aire S 4T,
dont tous les éléments ont leurs courbures de méme signe, ne repré-
sente aucun point de S,. Ce raisonnement s’applique a S,, dont 7 ne
peut représenter aucun point. Ainsi le point mobile m passant par p,
représente dans S, et S, deux points qui se réunissent sur K et dispa-
raissent quand m franchit £ et passe dans A, et dans les autres aires
S,, S,,... des points qui ne peuvent que se déplacer sans atteindre les
contours de ces aires. Done, les deux points qui s’évanouissent étant de
signes contraires, 1+ ne change pas quand m (ranchit £.

Si on suppose, en second lieu (fig. 6), que I’élément PQ ne soit pas
tangent & une section principale, les quatre lignes de courburc des
points P et ¢ forment un rectangle OPRQ représenté sur la sphere par
un reclangle concave oprq. Car, soient PO et RQ les éléments dont les
courbures changent de signe aux points P et Q; supposons qu’elles pas—
sent par zéro. Ces éléments sont paralleles et de méme sens, et leurs
courbures sont infiniment petites et de signes contraires; donc po et ¢
sont paralléles, de sens contraires, et infiniment petits par rapport a pg;
en sorte que les éléments og et pr, qui leur sont respectivement perpen-
diculaires, sont tangents i £ aux points p et ¢ et du méme coté de cette
ligne. Donc deux points quelconques R et O de V'aire S, infiniment voi-
sins 'un de l'autre et séparés par K, sont représentés sur la sphére par
deux points 7 et o situés dans la méme subdivision. On en conclut encore
que p. ne change pas quand m franchit £.

Le cas ou PQ ne serait pas tangent & une section principale, et o les
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courbures de PO et de RQ changeraient de signes aux points P et Q en
passant par I’'infini est impossible. Car il faudrait que les éléments pr
et og (fig. 6 bis) fussent infiniment petits par rapport & r¢ et & po, et
que po et rq fussent dirigés en sens contraires; et on voit que ces deux
conditions sont incompatibles.

Si le point m passe d’une subdivision dans une autre voisine en
franchissant {, tous les points M se déplacent dans leurs subdivi-
sions, excepté un seul dont dépend toute la variation de p. Ce point M,
franchit L, et s’il entre dans 'aire S, il s’introduit dans un élément dS;
w s’aceroit d’'une unité affectée du signe de la courbure de dS, par con-
séquent positive si dS est & droite de son contour ou de la ligne L, qui a
avec ce contour un élément commun et parcouru dans le méme sens en
vertu du choix de la normale extérieure.

Done, le coefficient i est le méme pour tous les éléments ds d’une
méme aire A, et varie d’'une unité positive ou négative quand on franchit
P’are qui sépare deux de ces aires, suivant qu’on passe & sa droite ou a
sa gauche, Dés lors I'intégrale {uds étendue & tous les éléments de la
sphére donne «A + BB + yC +..., conformément & I’énoncé.

§ 2.

NOTIONS PRELIMINAIRES SUR LES SURFACES FERMEES.

&. Loi des coefficients des volumes séparés par une surface. fermée.

La normale extérieure étant choisie d’un coté arbitraire en un point
particulier d’une nappe de surface, si la direction de cette normale varie
suivant une loi continue en tous les points de la surface, elle y sera dé-
finie sans ambiguité par la conlinuité : c’est-a-dire que si un point mo-
bile décrit sur cette nappe une ligne fermée, sa normale extérieure se
retrouvera nécessairement du méme coté; car cette propriété, évidente
pour une ligne fermée assez petite, le devient pour une ligne fermée
quelconque, si on observe qu’elle peut s’obtenir en déformant la pre-
miére sur la surface. On étend cette remarque & une surface dont la di-
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rection de la normale devient discontinue, en la regardant comme la
limite d’'une surface convenablement définie, et dont la direction de la
normale ne présente de discontinuité en aucun point.

Tarorime 1V. Etant donnde une surface fermée S partageant ('espace
en un nombre quelconque de volumes

A,B C..... E

dont le dernier B, s’étend a Uinfini, on peut altribuer a ces différents vo-
lumes des coefficients respectifs

a By Yoo o oo &

de maniére que les coefficients de deux volumes séparés par une aire com-
mune différent d’une unité, le plus petit algébriquement étant du cété ex-
térieur par rapport & cetle aire.

¢ est arbitraire, et «, 8, v,... sont des fonctions de € dont chacune n’a
qu’une valeur. S’il y a des aires multiples, il faut modifier de la maniere
suivante la loi des coefficients.

Toutes les fois que deux volumes sont séparés par une aire multiple, la
différence de leurs coefficients est égale a ' ordre de multiplicité, et le plus
petit algébriquement est du cité ot les mormales extérieures sont en plus
grand nombre. _

En effet, supposons qu’il n’y ait pas de nappe multiple, prenons a vo-
lonté deux points fixes @ et e dans les espaces A et E, et considérons le
mouvement d’un point P qui va de ¢ & @ par un chemin déterminé.
Donnons-lui le coefficient arbitraire ¢ au départ; en chacun des points

P, P, P

gyvee

ou il traverse S, ajoutons a son coefficient une unité positive ou néga-
tive
hy=z£1,  hy==£1, hy==1,..

suivant que c’est un point d’entrée ou de sortie, et attribuons A chaque
volume ainsi traversé le coefficient du point mobile. Tout se réduit a
prouver qu’il arrivera en @ avec un coefficient

(1) ez by b by A by
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indépendant du chemin suivi quand on déforme ce chemin enire les
deux points fixes ¢, @. Or un point d’entrée ou de sortie ne pourra que
se déplacer sur S sans changer de nature, ou venir coincider avec un
autre d’espece contraire, qui naitra ou disparaitra avec lui sans faire
varier o.

Cette démonstration s’étend évidemment au cas d’une surface S qui
aurait des nappes multiples, en la considérant comme la limite d’une
surface fermée qui n’en a pas.

Le théoreme s’étend au cas o S deviendrait un systeme de surfaces
fermées ; les normales extérieures a chacune de ces surfaces peuvent étre
choisies indépendamment les unes des autres.

TueoreMe V. Une ligne fermée L étant tracée sur une nappe A de sur-
face quelconque, et partageant celte nappe en un certain nombres d’aires

A, B, G, ....E,

dont la derniére est celle que n’enveloppe pas L et qui s’étend & Uinfini sila
nappe est infinie, on peut attribuer a ces aires les coefficients respectifs

de maniére que les coefficients de deux aires différent d’une unité toutes les
fois quwelles sont séparées par un arc commun, et que le plus petit algé-
briquement soit a gauche de cet arc.

Nous avons déja vu comment il faudra généraliser cet énoncé dans
le cas d’'un arc multiple. ¢ est arbitraire, et «, 8, v,... en sont des fonc-
tions qui n’ont qu’une valeur. La démonstration est tout a fait analogue
acelle duthéoremeIV. Les deux lois des coefficients des aires sphériques
sont un corollaire de ce théoréme, car «, 3, v,... ¢ seront déterminés et
n’auront qu’une valeur si on ajoute aux conditions de I'énoncé uune équa-
tion du premier degré entre ces variables. Or la 2° loi consiste & ajouter
I'équation a+a'=0, a et o étant les coefficients des deux aires sphéri-
ques qui contiennent les extrémités d’'un méme diamatre.

CoroLLAIRE DEs THEOREMES 11T ET IV. Si on définit une ligne fermée L
tracée sur une nappe de surface A par I'intersection de A avec une surface
fermée S, et le sens positif sur L par la condition que la normale exté-
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rieure de A en un point particulier de L puisse venir coincider avec la
normale extérieure de S par une rotation positive < 180" autour de L; et
si on donne aux volumes séparés par S des coefficients satisfaisant & la
loi du théoremelV; il suffira ensuite de donner & chacune des aires sépa-
rés par L le coefficient du volume qui le contient pour satisfaire a la loi
du théoreme V. .
En effet, la rotation positive autour de L qu'il faudra donner a la nor-
male extérieure de A pour la faire coincider avec la normale extérieure
de S sera comprise entre les limites de 0~et 180° en tous les points de L,
ou du moins ne sortira pas de ces limites. Cela est évident si elle n’at-
teint pas ces limites, c¢’est-a—dire si les deux surfaces A, S ne se touchent
en aucun point. Si elles ont un ou plusieurs points de contact, on peut faire
disparaitre ceux-ci en donnant & A un mouvement infiniment petit, et la
nouvelle intersection de A avecS jouit de la propriété énoncée. Pour un
point de cette nouvelle intersection pris & une distance finie des anciens
points de contact, la rotation en question est comprise entre les limites 0°
et 480°, dont elle différe d’une quantité finie. Mais cette rotation varie infi-
niment peu sl on raméne A A sa premiére position, et reste ainsi comprise
entre lesmémeslimites. Or deux aires quise touchent sont contenues dans
deux volumes qui se touchent, et de ce qu’on vient de voir sur la position
relative des normalesextérieuresil est facile de conclure que I'aire placée
a gauche de I’arc de séparation est toujours dans le volume qui se trouve
a I'extérieur de la nappe de séparation. Ce qui démontre le corollaire.
Ce corollaire conduit & la conséquence suivante.

GENERALISATION DU THEOREME V. Déformons a la fois la surface A dans
'espace, et la ligne L sur A. On peut assujettir a la fois les coefficients de
toutes les aires & satisfaire & Ialoi du théoréeme V pour toutes les positions
de A, et le coefficient de chaque aire & garder sa valeur depuis I'instant
ou elle nait jusqu’a celui ot elle disparait. En sorte qu’il suffit de don-
ner arbitrairement le coefficient de I'une de ces aires dans une position
déterminée, pour que tous les autres aient une valeur unique dans une
position quelconque. A

Car il est facile de définir une surface S fixe et fermée dont une par-
tie soit décrite par la déformation de L; et si on choisit pour sa normale
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extérieure en un point particulier d'une position parliculiére de i, celle
avec laquelle on peut faire coincider la normale extérieure de A par une
rolalion positive < 180° autour de L, la méme condition sera remplie
en tous les points de L pour la position particulitre de cette ligne, et par
suile pour toutes les autres. Alors il suffira de donner aux volumes sé-
parés par S des coefficients satisfaisant & la loi du théoremelIV, puis &
chacune des aires mobiles le coefficient du volume dans lequel elle se
Llrouve, pour satisfaire & toutes les conditions du théoréme V généralisé.

Remarque. 11 est évident que les coefficients de deux aires quelcon-
ques, pour deux positions quelconques de A, ont pour différence un
nombre entier. Cette remarque nous sera utile. Appliquée aux aires
sphériques, elle démontrera la périodicité des coordonnées fonctions du
potentiel de Gauss.

5. Sur la perspective sphérique (,S). d'une surface fermée S vue d’un
point a.

Définition du nombre o — ¢ des enroulements d’une surface fermée S
autour d’un point a non situé sur S. Si une surface fermée S partage I'es-
pace en deux parties seulement A et E dont la seconde E s’étend & 1'in-
fini, nous dirons que cette surface ne fait pas d’enroulement autour des
points de P'espace E, et qu’elle fait autour des points du volume A un en-
roulement positif ou négatif, suivant que le premier élément de sa nor-
male extérieure est dans E ou dans A.

Généralement, si S partage ’espace en un certain nombre de volumes

A, B, C.....E,

dont le dernier E s’étend & ’infini, et si on donne a chacun d’eux un
coefficient
L T

de maniére que la loi du théoréme III soit satisfaite, nous appellerons
nombres d’enroulements de S autour des points situés dans A,B,C,...E les
nombres entiers
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Turorime V1. La perspective sphérique (,S) d'une surface fermée S vue
d’'un point a non situé sur S a pour valeur hmr, en désignant par m le
nombre entier o — ¢ des enroulements de S autour de a.

En effet, sion appelle Nla normale extérieure de S, 4S un élément de
cette surface, r la distance de @ 4 dS, et (r, N) I'angle que fait N avec le
prolongement de r au dela de S, la perspectivesphérique de I'aire dS vue
du point a sera donnée avec son signe (définition 16) par la formule

dScos(r, N)

rs

(16) (.dS) =

Supposons que la ligne ea, sur laquelle nous avons fait mouvoir le
point P pour déterminer la valeur (15) de «, soit une droite comprise dans
I'ouverture infiniment petite do d’uncone ayant pour sommet le pointa.
On voit que les perspectives sphériques des éléments

ds,, ds,, ds,,...
que le cone intercepte sur S autour des points
Py, P, P,,...
sont respectivement
(,dS) = hds,  (dS,) = hyds, (,dS,) = hydo,...,

et ont pour somme
(e —e)ds

en vertu de la formule (15). L'intégrale de cette somme, étendue & tous
les éléments d’une sphére de centre a et de rayon 1, est 4 (o — ¢)x. Donc

(1T7) (.S) = dm= m—=a—c¢.

Ezxpression de (,S) quand a est sur S. Si a est un point ordinaire de S,
la formule (15) devient

{18) (.S) = dmn m:a—_l——%_—:-—%:a—si

“

b

PO mm
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et si @ est un point singulier de S, elle devient
(19) (S) = (@ —e)A'+ B—¢) B + (y—<)C' ...

en désignant par

ceux des volumes séparés par S qui touchent @, et dont le nombre sur-
passe 2 si @ est un point multiple, par

%, B Ysee-
les coefficients de ces volumes, et par
A, B, C,..

les aires sphériques correspondantes, c’est-a-dire les lieux géométriques
des points d’une sphére de centre @ et de rayon 1, ol se terminent les
rayons qui commencent respectivement dans

les cones dont toutes les génératrices sont tangentes a S au pointa, et dont
les directrices sont les contours de

A, B, C..0°

et étendons 2 chacune des aires A’, B, (/... U'intégration qu’on vient
d’étendre a toute la spheére pour établir 1a formule (17), ce qui donnepour
la somme des perspectives sphériques des aires comprises

:) (@ —e) A= oA

dans Pouverture du cone { P (B—¢) B'=pB
w (Y —¢) C' = y'C, ete.

ot
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On épuisel'aire de S en ajoutant ces valeurs, et on trouve la formule (19).
La formule (18) en résulte comme cas particulier, car le second membre
de (19) se réduitd{a —e)A’+(B—e) B, A’et B' désignant deux hémisphares
séparés par le plan tangent ena, et «, B les coefficients de deux volumes
qui se touchent, la nappe commune passant par le point a.

Remarque. Les coefficients o, B/, v/,... de la formule (19) sont soumis
a la premiere loi des coefficients des aires sphériques A’, B, ;... car le
lieu géomeltrique des rayons tangents aS au pointaest un cone ¢ de som-
met &, coupant la sphére de centre aet de rayon 1 suivant uneligne fer-
mée L', qui se compose ordinairement d’un ou de plusieurs grands cer—
cles, et qui sépare les aires sphériques A’, B, (... Nous définirons la
gauche de £’ en la placant du c6té extérieur du cone o, et ce coté en le
faisant coiucider avec le ¢oté extérieur de S au point @, ol les deux
surfaces se touchent, et dés lors il est évident que la loi qui existe entre
les coefticients &', B, ¥',... et les volumes A, B, C,... aura lieu entre les
mémes coeflicients et les aires sphériques A’, B/, ¢/,... qui correspondent
a ces volumes.

6. Discussion sur la normale extérieure d’uie nappe de surface S.

Supposons qu’on ait tracé sur cette nappe deux systemes de lignes K
et L' dont les directions destangentes varient sans discontinuité ; soient d/
et d'¢ les éléments posilifs de ces deux lignes qui commencent en un
méme point A de S, et soit # la normale &S en ce point A dont le sens est
déterminé par la condition que d't', d! et n soient disposés dans le méme
ordre que les axes des «, des y et des z. Nous serons couduils plus loin
a choisir n pour la normalb N; mais pour qu’on en ait le droit, il faut et
il sulfit qu’il n’existe sur S aucune ligne fermée H, telle que n change de
sens quand on f:anchit celte ligne en marchant sur S; et comme le sens
de n et le signe de sin (@¢, d'l') ne peuvent changer 'un sans I'autre, on
a, pour l'exislence d’une ligne H, la condition nécessaire et insuffisante

(20) sin(dl, d'l') = 0.
Mais la surface S a laguelle nous allons appliquer cetle discussion est

engendrée par une ligne K qui se meut parallélement i elle-méme, de
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maniére que tous ses points décrivent des courbes égales et paralleles L,
et nous allons voir que pour cette classe de surfaces il ne peut exister de
ligne H. On p’a qu’une seule indicatrice sphérique { pour les tangentes
positives de toutes les lignes K; on n’en a qu’une /' pour les tangentes
positives de toutes les lignes L, el une ¢ pour les tangentes négalives;
car toutes les lignes K sont paralléles, ainsi que toules les lignes L. Dans
ce mode de projection, un point quelconque A pris sur S est représenté
sur la sphere par trois points @, @ et o' situés respeclivement sur{, /' et [
et pour que ce point A satisfasse & I'équation (20), il faut et il suffit que-a
se confondc avec @' ou &, et par suite soit un point d’intersection del
avec ! ou f Or, ces poin—ts d’intersection sont généralement isolés sur la
sphere. Et comme chacun d’eux représente un seul point A, ou tout au
plus en général des points isolés sur S, les points qui salisfont & I’équa-
tion (20) seront généralement isolés sur S, et dés lors loules les nor-
males 7 seront d’un méme coté de cette surface.

Considérons le cas exceptionnel ot / aurait un arc commun avec /'
ou avec /. Alors il existe sur S une ligne qui satisfait & P’éqnation (20).
Mais ce n’est pas une ligne H, car si on fait tourner L sans la déformer,
soientLi,, ¢, ¥, S, etn,, ce que deviennent L, /', ', S et n. Il est évident
que L/, £ et £ ont tourné du méme angle §, et on voit que, £ n’ayant plus
d’arc commun avec /' niavec /', S, n’a plus de liguesatisfaisaut a I'équa-
tion (20). Donc toutes les normales n, sont du méme coté de S,. Mais si
on fait converger 6 vers zéro, les directions de ces normales auront pour
limites les directions 1, Donc celles-ci sont toutes du méme coté de S,
limite de S,.

Il existerait encore sur S une ligne satisfaisant & I’équation (20) dans
le cas exceptionnel de deux poinis @ et @' ou a et @' coincidant sur la
sphere, et représentant deux portions rectilignes de K et de L. Mais la
rotation dont on vient de se servir fera disparaitre aussi celle ligne.

Il résulte de cetle discussion qu’il est toujours permis de définir la
normale extérieure N par la ligne n pour toute surface S engendrée par
une ligne quelconque K qui se meut parallélement & elle-méme.
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§ 3.

DEMONSTRATION ET INTERPRETATION D'UNE FORMULE DE GAUSS.

L’illustre auteur a donné sans démonstration la formule suivante :

(21) V= S%:&mﬁ,

en posant pour abréger
(22) u= (¢—a)(dzdy —dyd'z)+ (y —y)(ded’s—dzd'z') + (5'—z) (dyd'x'—dud'y ),
(23) r=V@—az7+ (y—y) -+ @ — 2

Les intégrales § et §' s’étendent a tous les éléments de deux lignes fer-
mées L et L' parcourues dans les sens positifs, qu’on suppose déterminés
sur chacune d’elles, par deux points Pet P, dontz, y, z et &, ¥/, 2 dé-
signent respectivement les coordonnées rectilignes rapportées a des axes
fixes rectangulaires, et dont la distance mutuelle 7 est prise en valeur ab-
solue. Le facteur m, que Gauss appelle vaguement le nombre des enroule-
ments, sans ajouter aucune explication, peut étre interprété au moyen du
théoréme suivant:

7. TutoreMe VIL La fonction V est identique avec la perspective sphé-
rique d’une surface fermée auxiliaire S vue d’un point O pris arbitraire-
ment sur L.

Définition de la surface S et du point O. Soit S le lieu géométrique des
sommets A (fig. 7) de tous les parallélogrammes OPP'A, dont le som-
met O est fixe sur L, et dont les sommets P et P’ sont mobiles sur L et
sur L' et indépendants 'un de I'autre. On a, en vertu du théoréme VII,

(24) V = (c8).

Si au lieu de O on prenait un autre point O, surS, il en résulterait pour
un point quelconque de S un déplacement égal et parallele 4 00,, et par
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suite une nouvelle surface S, formant avec O, une figure superposable a
celle qui se compose de la surface S et du point O. Donc le nombre des
enroulements de S autour de O est indépendant du choix de ce point
sur L, et il en est de méme de la perspective sphérique de S vue de O.

On peut voir de deux maniéres que la surface S est fermée, car si I'on
construit la courbe K symétrique de L par rapport au milieu de la droite
qui joint les deux points fixes O et O’ pris arbitrairement sur L et surL’,
I'une quelconque des deux lignes K et L’ engendrera S si on la fait mou-
voir parallélement & elle-méme de maniére que son point O° décrive
I’autre.

Pour démontrer la formule (24), soit dS=ABCD V’élément de S dont
les sommets sont définis au moyen des deux éléments positifs de L et
de L’

dl = PQ v =Py

par les quatre parallélogrammes OPP'A, OQP'B, OPQ'D, OQQ'C.
On voit que les deux systémes de lignes fermées K et L’ décomposent
toute la surface S en éléments

dS = ABCD = didl' sin(dl, d'l');

car AB=dl, AD=d'l', et les tangentes positives des deux lignes du sys—
teme K et du systtme 1/ qui passent par le point A sont paralléles aux
tangentes positives en P et en P'. Prenons-les en outre dans le méme
sens, et soit N lanormale & S au point A, dont le sens est déterminé par
la condition que les trois directions d'/', dl et N soient disposées comme
les axes des , des y et des z. D’aprés ce qui a été dit sur le mode de gé-
nération de S, et d’apres la discussion du n° 6, prenons N pour la nor-
male extérieure a S, et la normale ainsi définie sera extérieure 3 S en
tous les points de cette surface. Soit p la perpendiculaire abaissée du
point O sur le plan tangent & S au point A, affectée du signe -+ ou du
signe — suivant qu’elle a la direction de la normale extérieure N ou la
direction contraire, et soit (r, N) ’angle des directions PP’ et N. Si Pon
remarque que OA=PP’, on voit que p est donné avec son signe par la
formule

(25) p = rcos(r, N),

Document numérisé par la Bibliothéque Interuniversitaire Scientifique Jussieu - UPMC



— 38 —

et si 'on appelle @, b, ¢ les cosinus des angles que fait p avec les axes,
ona

p = a(x'—x)+b(y'—y) -} ¢(z'~3) adx-l—bd;y—{— edz=0 dadz'4+bdy+cdzs=0

dzdy —dyds  dxds—dzds’ __ dyd'y’—dzd’lyf
a - b - 4

= o= \(dzd'y—dyd 2)* 4 (dud's — dzd'z’) - (dyd z'—dady ) = = dS
(&) ([dzdy'—dyd'z") -y —y) (dxd's — dzd'x’) (7 —3) (dyd'x’ —dxdy) u

a(r'—x)+ b(y'—y) + c (7—z) p
(26) u = == pdS.

Pour lever 1'ambiguité de signe de cette valeur, on observe que la valeur
absolue de une change pas quand on donne aux trois lignesd/, d'l', r un
déplacement qui n’altere pas leurs positions relatives, et que, d’aprés la
formule (22), sa valeur algébrique ne peut varier dans ce déplacement
que d’une manié¢re continve; donc le signe de u demeure invariable;
mais si I’on rend d'l’ parallele & 'axe des et de méme sens, r paralléle
au plan des zx et 2’ — z positif, on trouve

dy>0 et cos(r,N)>0; dolt u=(—z)dyd2’>0 et p>0.

Donc c’est toujours le signe + qu'il faut prendre dans la formule (26), et
les expressions (25) et (26) donnent, en vertu de la formule (16),

u
;‘—3 = (odS).

Dailleurs les éléments de I'intégrale (21) et ceux de la surface S se
correspondent deux & deux; donc (21) devient (24).

8. Discussion de la formule (24), ou interprétation du facteur m
de la formule (21).

1= cas. L et L n’ont aucun point commun. Alors S ne passe pas par O
et fuit m enroulements autour de ce point.

(@17) V = dmr.
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En effet, les deux lignes PP/, OA, étant ¢gales, ne peuvent pas s’an-
nuler I'une sans 'autre. Donc la condition nécessaire et suffisante pour
que L et L aient un point commun, est que le’ point O soit sur S. Daus
le cas actuel, O n’est pas sur S, et la formule (27) résulle des deux for-
mules (24) et (17). L n’ayant aucun point sur S, m est lc nombre des en-
roulements de S autour d’un point quelconque de L, car tous les points
de L sont situés dans le méme volume.

2¢ cas. Let 1) se coupent en un point ordinaire de chacune d’elles O/, et
n’ont pas d’autre point commun. Alors O est situé en un point ordinaire
de S, sur la nappe commune & deux volumes affectés des coefficients « et
a—+1.

(28) V = dmn m:a-——s—{—%;

car on est dans le cas de la formule (18), en verlu de laquelle (24) de-
vient (28).

3° cas. LetL setouchenten un point ordinaire de chacune d’elles O', et
nw’ont pas d’autre point commun. Alors V= 4mr, et m est un multiple im-

pair ou pair de 5 sutvant que le contact est d’'un ordre pair ou impair. En

effet, faisons passer par le point O un plan quelconque Q (fig. 8), non
paralleéle & la tangente commune en (', et cherchons la seclion ab faite
par ce plan Q dans la surface S. Un point quelconque a de S est défini par
le parallélogramme OAA’a, A et A’ étant deux points pris arbilrairement
sur L et sur L/; et Ia condition pour que @ svil dansleplan Q est que AA’
soit parallele a ce plan. Donc, sil’on transporte le plan Q parallélement
4 lui-méme de maniére que son point O vienne en A, son point @ viendra
en A, c’est-d-dire que L’ traversera au point @ de la section ab le plan
transporté de cette section. Et si I'on fait décrire au point O du plan Q
transporté parallclement & lui-méme les deux arcs O'A, O'B portés sur L
de part et d’autre de 0', la ligne L', par son intersection avec le plan mo-
bile, tracera sur lui les deux arcs Oa, 06 de la section cherchée qui se
réunissent au point 0. Or on sait parla théorie des contacls des courbes
gauches que les droites Oa’, Ob’ qui touchent ces deux ares au point G
sont dans le prolongement I'une de l'autre ou coincident suivant que
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Pordre du contact de L et de L’ est pair ou impair. Ainsi, toute section
plane ab faite dans S par un plan Q qui passe par O sans étre parallele &
la tangente commune en O’ a an point O une tangente unique a'd’. Donc
S n’a au point O qu'un plan tangent paralltle & cette tangente commuu .

Si le contact est d’ordre pair, le cone s, lieu de toutes les tangentes
Oa’, Ob' qu'on peut mener & S par le point O, et qui sépare les aires spho-
riques de la formule (19), n’est autre chose que le plan tangent, et re-
couvre toutes les parties de ce plan par ses génératrices. Cest le cas de
laformule (18), lequel conduit comme dans notre 2¢ cas, & la formule (28).

Si le contact est d’ordre impair, toutes les génératrices du cone ¢ sont
doubles, et ne recouvrent qu'une moitié du plan tangent a S au point O,
cette moitié étant limitée par une parallele & la tangente commune
en 0. Le cone o est infiniment aplati et sépare les deux aires A’= 4,
B'=0, qu introduites dans la formule (19) donnent V=14(ax — ¢),
comme si le point O était dans I'intérieur du volume A affecté du coef-
ficient a. La figure de S dans le voisinage du point O est celle d’un tran-
chant infiniment aigu au seul point O, et pénétrant dans le volume A.

4 cas. L et L ont plusieurs points communs. Dans ce cas, V= 4mm,

. . 1 .
m désignani un multiple de 5 Car & chaque point commun [ correspond

une nappe de S passant par le point O. Les deux cas qui précédent font
connaitre le cone lieu de toutes les tangentes & S que 'on peut mener a
cette nappe par le point Q. C’est tant6t la totalité, tantdt lamoitié du plan
unique qui touche en O la nappe correspondante au point I. Le systeme
de ces cones partiels constitue le cone ¢ qui sépare sur la sphére de
centre O et de rayon 1 les aires sphériques A’, B, C,... de laformule (19),
et 'V est I'expression (S) que donne cette formule. Donc V peut se cal-
culer par la formule (7) en posant V=3 (« —e¢, &), et prenant pour L,
L,, L,,... les intersections des cones partiels avec la sphere, dont cha-
cune L, fait prendre & 2(0,L,) 'une des trois valeurs == 2% et 0. Donc le
second membre de la formule (7) est une somme de multiples de 2x, ce
qui démontre que V est un multiple d’'un hémisphere.
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9. Examen de la formule (24) quand les deux lignes fermées L et L'
se confondent.

L’identité (24) a toujours lieu, mais il s’agit d’interpréter (,S).
St Uon appelle | et | (notation 19) les deux indicalrices sphériques de
L', et A'\B',C,.. les aires séparées par le systéme 1 +1, on aura

(29) V= oA’ 4 BB+ yC ...

o, B Y,... élant des nombres entiers qui satisfont a la premiére loi
du n° 1, et qui sont égaux deux & deux dans les aires symétriques.

Cet énoncé suppose que le sens positif qui définit la gauche de £ est
celui dans lequel se déplace I'extrémité d’un rayon de la sphére dirigé
dans le sens de la tangente positive & L, quand le point de contact
parcourt L’ dans le sens positif. et que la tangente positive qui définit
la gauche de /, en un point de cette ligne, est dirigée dans le méme
sens que la tangente positive au point symétrique de /.

~ Pour démontrer (29), il faut remarquer (fig. 7) que lelieu des points A,

quand { P'} est ume génératroe {K} sa angente {T} oel1s o 1a tangonte { P} I {L}
p du systeme L, positive T positive en P’} 1igne {L'}°
On en conclut, quand les deux lignes L et L’ coincident,

1o Que toutes les génératrices du systéme K passent par le point O,
et que leurs tangentes y sont paralléles a toutes les tangentes de L.

Car, quand le point P’ reste fixe, et que le point P décrit L et passe
par P’, le point A décrit la génératrice K qui correspond a P, et passe
par O. Donc a chaque point P’ pris sur I." correspond une génératrice K,
qui passe par le point O, et dont la tangente positive en ce point a
pour direction celle de la tangente positive en P’ L.

2° Que la surface S a le point O pour centre.

Car, sil'on place arbitrairement P et P’ en deux pointsp et p' (fig. 9)
des deux lignes qui coincident, le parallélogramme Opp'a donnera un

6
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point quelconque « de la surface S; mais en placant P et P’ aux deux
points p’ et p, le parallélogramme Op’pb donnera un second point b
de cette surface, et ’on voit que la droite @b a son milieu au point O.
3> Que les coefficients de deux volumes symétriques sont égaux.
Car-si on désigne les normales extérieures 2 S en a et 6 par N, et N,
et les tangentes positives aux deux génératrices

du systéme K et du systéme L’
au point ¢ par T, et T,
Y T 1S et T

on voit que T, et T, sont respectivement paralltles a2 T, et & T,, et
dirigées toutes deux dans le méme sensou touies deux en sens contraires,
suivant que L et L' sont parcourues dans le méme sens ou en sens con-
traires. Or, par définition, T, T, et N,, ainsi que T,, T; et N;, sont dis-
posées comme les axes des x, des y et des z; donc N, et N, sont paral-
leles et de sens contraires, et si deux points se meuvent de maniére que
Ia droite qui les joint ait toujours son milieu au point O, ils traverseront
toujours S en méme temps, soit en deux points d’entrée, soit en deux
points de sortie. Or, @ et b sont dans deux volumes symétriques A et B
affectés des coefficients a et {3, et si 'un des deux points mobiles symé-
triques va dea & b, l'autre ira de 6 & @, les variations successives des
coefficients des volumes qu’ils traversent étant toujours simultanées et
toujours égales. Donc les sommes B—a et a—3 de ces variations sont
égales, d’olt a==f.

Ces trois propriétés de la surface S démontrent la relation (29). En
effet, O étant un point multiple de cette surface, V sera donné par la for-
mule (19), et la ligne fermée &/, définie dans la remarque qui suit cette
formule, se composera des deux lignes / et ¢, en sorte que les aires sphé-
riques A’, B, C/,.. sont _symétriques deux & deux par rapport au centre
de la sphere. Si donc on prend dans deux aires symétriques deux points
diamétralement opposés, les rayons terminés en ces deux points com-
menceront dans deux volumes symétriques, qui donnent aux deux aires
leurs coefficients diminués de e. Les tangentes positives de £ et de { sont
de méme sens ep deux points symétriques, parce que la normale exté-
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rieure & S en un point mobile sur une génératrice K change de sens
quand ce point passe par O; et on vérifie que le sens du mouvement qui
doit définir la gauche de ¢ est conforme & I’énoncé en supposant p’ infi-
niment voisin de p, et examinant successivement les deux cas ou L/ est
parcourue dans le méme sens que L et en sens contraire.

Si le systeme des deux lignes / et / avait des arcs multiples, on voit
comment il faudrait généraliser I'énoncé. Les courbes planes en offrent
un exemple : V=a'A’+ 'B’; A’ et B’ sont deux hémisphéres et o' =
f'=0. Car on voit directement, sans recourir & la formule (29), que S
étant une surface infiniment aplatie, située dans le plan de la courbe,
sa perspective sphérique, quand on la regarde du point O, est identi-
quement nulle. Cette valeur V=0 se déduit d’ailleurs immédiatement
de la formule (21), en rendant le plan de la courbe paralléle a celui
des zy.

Trtoreme VHI. Quand on étend liniégrale double (21) a tous les élé-
ments de deux lignes fermées confondues dans une seule L, la formule de
Gauss N — un multiple de la sphére exprime la condition nécessaire et
sujfisante pour qu’il existe une surface ayant L. pour ligne de courbure, et
ayant une seule normale en chaque point de L.

Dansce cas, I'intégrale double (21) varie suivant une loi continue quand
on déforme L, et comme les coefficients de la formule (29) sont des
nombres entiers, le théoreme VIII est une conséquence immédiate du
corollaire du théoréme II énoncé au moyen de la 3° condition relative &
la fonction X (0, ¢+ ), remarquée 4 la suite de ce corollaire.

§ 4

PREMIERE METHODE POUR L'ETUDE DU POTENTIEL DE GAUSS.

10. Expression de N en fonction des aires sphériques.

Soient L et L’ deux courbes fermées qui ne se rencontrent pas, par-
courues chacune dans un sens déterminé que nous appellerons le sens
positif, par deux points M et M', dontz, y, z et 2/, y', 2’ désignent les
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coordonnées rectangulaires, et dont la distance 7 est prise en valeur ab-
solue. Soient OM==1{ et O'M' =/{ deux arcs positifs comptés sur ces deux
lignes & partir de deux points fixes O et O'. Distinguons par un accent
les symboles relatifs a L. Le potentiel introduit par Gauss dansI’électro-
dynamique est

(30 V— SS’(x'—x) (s —dyd 314 () (@ Z—dad's) + G Uy v —dad )
v [(z—2)+(y'—y)*+(2—2)]"
Posons
_ @ —0)dady'—dyd Sy —y)ded s —dsd s () (dyd v —dady)
B [(@—a)*+ (=g (=2

Soit p la perpendiculaire commune aux tangentes des points M et M’ qui
va de la premieére a la seconde, et soient a, b, ¢ les cosinus des angles
qu’elle fait'avec les axes. On a

(31) do

p=c@'—a)}-bly—y)+c(z—z) adz-+bdyt-cdz=0 ad'a-}-bdy'+cd'z’ =0,
et on trouve, en reproduisant le calcul qui a donné la formule (26),

dld'Vsin(dl, d'V)

r? ’

(32) do = =P
r

dl et d'l' désignant les deux éléments de L et de L’ qui commencent aux
points M et M. Si on construit un parallélogramme sur &'/’ et sur le sy-
métrique de d/ par rapport au milieu de MM/, on voit que d¢d'l’ sin (d!, d'l')
sera l'aire de ce parallélogramme, et que dc sera au signe prés (défini-
tion 16) la perspeetive sphérique de ce parallélogramme vu du point M.
On trouvera ce signe en observant que la valeur absolue de do ne change
pas, en vertu de la formule (32), quand on donne aux trois lignes d!,
d'l', MM', un déplacement qui n’altere pas leurs positions relatives; et
par la formule (31) que sa valeur algébrique ne peut varier dans ce dé-
placement que d’une maniére continue. Or on peut effectuer ce dépla—
cement de maniére a obtenire’' — =0,y —y =0,2' —2>0,dy=0,

(¢ —2)dyd'x
Sl Avtnd

d'x’ > 0, ce qui donne do — . Donc do a le signe que
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prendra dy dans cette position de la figure, c’est--dire le signe + quand
Pélément &'V, le symétrique de di, et le prolongement de MM au dela
de M’ sont disposés dans le méme ordre que les axes des , des y et des
z, et le signe — dans le cas contraire. Donc, si on décompose la sphére
en parallélogrammes infiniment petits par les deux systemes des perspec-
tives sphériques directes (définition 10) (,L) et des perspectives sphéri-
ques inverses (Ly) de chacune des deux lignes L et L’ vue des différents
points de I'autre, on voit que do est ’aire du parallélogramme sphérique
construit sur (yd'l) et (d{,) (notation 10); et comme ces deux éléments
sont disposés par rapport au prolongement du rayon de la sphére auxi-
liaire (S') (définition 2) dans le méme ordre que 1’élément &'/’ et le sy-
métrique de @/ par rapport au prolongement de MM’ au dela de M/,
il s’ensuit que do est négatif ou positif suivant qu’il est & droite ou a
gauche de (,S"). Donc

(33) ‘% dl = (dlw) S ud'l) sin[(dhy), (wdT)]
I
représente Uaire décrite sur la sphére par (\1) quand le point M décrit di,
si on convient d’affecter chaque parallélogramme do décrit par un élé-
ment (yd'l) du signe — ou du signe + suivant qu’il est & droite ou a
gauche de (,L) au commencement du mouvement du point M.
Posons

(34%) v =aA 4 BB 4 yC ...,

A, B, C,... désignant les aires sphériques séparées par (,L) et a, 3,
Y,--- des coefficients dont le premier est arbitraire, et dont les autres
sont des fonctions.de o définies par la premiére loi des coefficients des
aires sphériques, et assujettis, ainsi que «, & la condition qu’aucun coef-
ficient ne varie depuis la naissance jusqu’a I'évanouissement de laire
qui en est affectée : il résulte d’ailleurs de la généralisation du théo-
reme V que ces conditions sont compatibles, et définissent parfaitement
la fonction » de /. Il est facile de voir que cette fonction a pour différen-
tielle 'expression (33), en remarquant que les aires A, B, C,... sont dé-
composables en parallélogrammes do de la manitre suivante :

A=a}d-a"..., B=btb+4b'+...; dot v=aatadtaa’t...~30-B54B6" 4.
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et que, quand M décrit d/, les coefficients des parallélogrammes do qui
recouvrent toute la sphére gardent leurs valeurs, excepté ceux de la file
comprise entre les perspectives sphériques directes de L' vue successi-
vement des deux extrémités de d/ : ces coefficients diminuent ou aug-
mentent d’une unité, suivant que leurs parallélogrammes étaient d’abord
a droite ou & gauche de (,L); donc
. av . dv

(33) —pdl="2ldl;
et en intégrant de 0 & /, et observant que la fonction V est nulle & la pre-
miére de ces limites :

(36) V=uv(l)— v(0).

Donc v désigne, par rapport & la variable /, 'intégrale indéfinie de la
fonction dont V est I'intégrale définie. 11 résulte d’ailleurs de la for-
mule (4) que V est aussi une expression de la forme (34), car en dimi-

nuant «, B, ¥,... dez—)gm—), v(/) devient V.

11. Démonstration de deux propriétés fondamentales de la fonction V.

Quand on déforme la ligne d'intégration 1 entre les deux poinis fizes
M, aM,

1° La fonction N ne varie pas tant que | ne rencontre pas L.

La transformation géométrique qui a donné la formule (34) est per-
mise tant que le dénominateur de (32) ne devient nul en aucun point de
{, c’est-a-dire tant que eet arc ne rencontre pas L. Si donc on déforme
{ entre les deux points fixes M, et M sans lui faire rencontrer L, la for-
mule (36) a lieu pour toutes les figures successives de cet arc. Soient {
el {, deux quelconques de ces figures, et posons

(1) = @A 4+ BB 4 v,C +...
On aura

V@)= V() = o) — v{ly) = (s— o) A+ (B —B,) B4 ...
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et en vertu des formules (1) et (2)
37) V() — V() = 4{z—a)m.

Donc si on déforme £ et /, entre les deux points fixes M, et M, la diffé-
rence o — o, varie d’'une maniére continue. Ce nombre continu est en-
tier, parce que a— a, et a, — a, sont deux nombres entiers, d’aprés la
remarque faite & la fin du n° 4; donc il est fixe. Mais il est nul si/ de-
vient /. Donc a=a, et V({) == V({)), c’est-a-dire que V ne \arlipas dans
la déformation. Ainsi V ne dépend que des coordonnées M, et du
point M; et si, M, restant fixe, on déplace M dans I'espace, V devient
une fonction des trois variables indépendantes z, y, z, qui définit un
systtme de surfaces V= constante. D’ailleurs, cette propriété de V peut
se démontrer directement au moyen du lemme suivant :

Lemme. Soit / un arc quelconque joignant deux points de I'espace, M,
et M, et & tous les éléments duquel on étend V'intégrale

(38) V= fAdz - Bdy +- Cdz,
1

A, B, C désignant trois fonctions quelconques de , y, z. Solent z,, y,, 2,
et X, Y, Z les coordonnées des points M, et M. Supposons qu’on déforme
{ entre ces deux points fixes, et que, pour toutes les figures successives
de cette Iigne, les trois fonctions A, B, C restent finies, continues, et
n’aient qu’une seule valeur. Alors la condition nécessaire et suffisante
pour que V soit indépendante de la figure de /, et fonction de z,, ¥,, 2,,
X, Y, Z seulement, est qu’il existe une fonction des trois variables indé-
pendantes x, y, z dont Adx + Bdy - Cdz soit la différentielle exacte,
c’est-a~dire que 'on ait les trois identités

59) dB_dC dC__dA dA _dB
ZTdy dzd oy dn

Ce principe se démontre avec la plus grande simplicité par le calcul des
variations. Il a lieu, méme avec des coordonnées curvilignes. Soit
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?

A= [UDLE iy
= -
o .
B S (¢—z)d'w — (#'—x) A7

oy { z ’
z
C= S (#—2)dy—(f—y)d
= E ;
i7

la fonction (30) prend la forme (38), et A, B, C représentent des fonc-
tions de x, y, z qui sont finies, continues et n’ont qu’une seule valeur
tant que le dénominateur 7° ne s’annule en aucun point de L/, c’est-a-
dire pour tout point (z, y, 2) non situé sur L. Donc la fonction (30) sa-
tisfait a toutes les conditions du lemme, quand on déforme £ entre les
deux points fixes M, et M sans lui faire rencontrer L. Mais on a démon-
tré qu’elle conserve une valeur invariable dans cette déformation : donc
les trois identités (39) ont lieu.

Inversement, on vérifiera les identités (39) par la différentiation sous
le signe §, et on en déduira en vertu du lemme la 1™ propriété fonda-
mentale V({)=V({)).

CoroLrARE. On a

dv dv dv
(41) m=5 =8 =6

et on vérifiera, par la différentiation sous le signe {', I'identité

dA  dB dG
(42) prian ay +T5=0

et si on I’écrit sous la forme
a*v dv d*v

(43) 3;54-& =0

on voit que V est un potentiel.
2° La fonctionN perd la valeur +=4w quand | franchit L, et le signe de
celle variation est celui de la rencontre, qui se définit de lamaniére suivante :
Définition. Si deux droites, sur lesquelles les sens positifs sont déter-
minés, sont animées d’'un mouvement relatif en vertu duquel I'une
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franchit I'autre en un point I, nous dirons qu’elles présentent en ce point
une rencontre positive ou négative suivantle signe de la rotation (défini-
tion 14) qu'exécute autour de I'une d’elles, immédiatement avant la
rencontre, un point qui parcourt Pautre dans le sens positif. Et si deux
courbes sont animées d'un mouvement relatif en vertu duquel I'une
franchit I'autre en un point I, nous appellerons signe de la rencontre des
deux courbes au point I le signe de la rencontre des tangentes positives
aux deux points qui viennent passer ensemble par L.

DemonsTRATION. Supposons que / devienne la ligne fermée L qui ne
rencontre pas L. Si L se transforme dans une nouvelle ligne fermée L,
sans reucontrer L/, et si un point quzlconque de L décrit, en vertu de
la déformation, la trajectoire aa,, le lemme de la page 47, appliqué a la
ligne L, dont les deux extrémités sont réunies au point fixe a, et qui de-
vient aa, + L, + a,a, donnera V(L) = V(aa, + L, + a,a) =V (aa) +
V(L))+V(a,a); ou, en observant que V(aa )+ V(a,a)=0, V(L)=V(L,).

Mais l'intégrale (30) est indépendante de 1'ordre des intégrations, et
symétrique par rapport a x, y, z, et 4 2, ¥, 2. Donc, quand on I’étend
a deux lignes fermées, elle ne change pas si I'une quelconque de ces
deux lignes se déforme sans rencontrer 1'autre, et par suite si toutes
deux se déforment a la fois sans se rencontrer.

Or, si L/ devient une circonférence dont le cercle soit traversé en un
seul point I' par L, 'aire décrite sur la spheére auxiliaire par (, L') quand
le point M fait le tour de L dansle sens positif est égale 4 I'aire totale de la
sphere affectée du signe de la rotation de L autour de la tangente positive
en I'. Mais on peut, sans que les deux lignes se rencontrent, transformer
L' dans une ligne fermée quelconque, et L dans une circonférence H dont
le cercle soit traversé par L' en un seul point I. Alors V ne changera
pas, et I fera autour de la langente positive en I une rotation de méme
signe que la premiére; onaura donc V (H) = = 4=, le signe étant celui
de cette nouvelle rotation.

Cela posé, si {se déforme entre les deux points fixes M, et M et fran-
chit L' en un point I, on peut transformer sa figure avant le passage dans
une petite circonférence H dont L' traverse le cercle au seul pointl, et

dans sa figure /, apres le passage, qu’on a détachée de H pour continuer
7
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ala déformer. On obtient ainsi, en déformant / sans lui faire rencontrer
L', la figure/, 4+ H. DoncV (/) =V ({,) + V(H), ou

(44) V() =V(I,) = 4=, C. Q. F.D.

COROLLAIRE. S7 ['on prend arbitrairement deux nouvelles fonctions U et W
de x, v, z, en sorte que U, V et W forment dans Uespace un systéme de
trots coordonnées curvilignes ; X, y, 7 seront des fonclions périodiques de
V, ayant 4w pour période. En effet, soit {, une ligne particuliére et { une
ligne quelconque allant toutes deux de M, a M sans rencontrer L'. En
déformant /, entre les deux points fixes M, et M, on peut toujours lui
donner la figure /. Lafonction V ne variant pas quand la ligne d’intégra-
tion ne rencontre pas L', et variant de &= 4n chaque fois qu’elle la
franchit, sa variation totale sera un multiple de 4=. Donc la valeur la
plus générale de V (£), dont V (/) n’est qu'une expression particuliére,
est

(48) V()= V(L) + dm=,

m désignant un nombre entier. Cette formule exprime la propriété

énoncée.
D’ailleurs (45) résulte immédiatement de la formule (27) appliquée &

la ligne fermée / — { , qui se compose de I'arc / et de I'arc {, parcouru
deMaM, ce quidonne V({ —{¢)=4mn.Or V({)=V (L) +V({—L),
el on retrouve ainsi la formule (45).

12, Seconde démonstration de la formuleV (L) — 4mmw pour le cas ou L
ne renconire pas L., et seconde interprétation de m.

En déformant la ligne fermée L et lui faisant traverser L' un
nombre de fois suffisant, on peut toujours la réduire & un point, et alors
V(L) devient 0. Mais V (L) ne varie qu’a chaque rencontre I de L avec
1.'. Donc sa valeur initiale V (L) est la somme algébrique des valeurs == 4=
perdues en ces différents points I, c'est-a-dire 4mm; donc

(46) V(L) = 4m= ==V (H),
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. m désignant le nombre des points de rencontre I, pris avec leurs signes,
et =V (H) la somme des valeurs que prend la fonction (30) quand on
remplace successivement / par chacune des circonférences H décrites
autour des points I et parcourues dans les sens indiqués par les signes
des rencontres.

Cette nouvelle interprétation de m conduit a la suivante, qui n’est
qu’une généralisation de celle que j’ai donnée en 1868.

Si I'on fait passer par tous' les points de L’ une surface fermée ou in-
finie A & une seule nappe et d’ailleurs indéterminée, de maniere qu’elle
soit partagée par L' en un nombre quelconque d’aires

A, B, C,...,
st I'on affecte ces aires de coefficients
o, ?” Yoeeo

satisfaisant & la premire loi du n° 1, et sil’on regarde chaque intersec—
tion de L avec A comme positive ou comme négative, suivant que L passe
du co6té de I'ceil ou du cdté opposé, on aura

{47) m=gaa -+ pb -} yc4 ...,

en désignant par

a, b, c,...
les nombres d’intersections de L avee les aires

A, B, C,...

En effet, si L. se déforme en restant fermée, aa + 36 +... ne change
pas tant que L et L' ne serencontrent pas, car un pointd’intersection de L
avec A ne peut que se déplacer dans son aire sans changer de signe, ou
venir se confondre avec un autrede la méme aire et de signe contraire qui
nait ou disparait aveclui, sans faire varier aa + Bb+-...; on peut d’ailleurs
éviter de placer ces points de contact sur L. Lorsque L franchit L’ en
un point I, on peut auvssi éviter de prendre pour I un point multiple de
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A, et on reconnait que aa + B6 ... perd une unité de méme sigue que
la rencontre. Supposons que L’ se réduise ainsi & un point non situé
sur A: tous les points d’intersection auront disparu, et I'expression
aa + Bb +... s’annulera. Donc sa valeur initiale que nous cherchons
est la somme des valeurs qu’elle a perdues, c’est-a-dire le nombre m des
rencontres prises avec leurs signes.

Remarque. 11 est facile de voir que la nouvelle interprétation de m
s’accorde avec celle qui a été donnée dans le premier cas du n° 8. Car,
si L se réduit a une ligne fermée infiniment petite, et infiniment voisine
d’un point situé a une distance finie de L/, la surface auxiliaire S se ré-
duit & un filet infiniment voisin de L', qui ne fait pas d’enroulement
autour d’un point O, pris arbitrzirement sur L, et les deux interpréta-
tions donnent m=—0. Si L se déforme de maniére & devenir une ligne
uelconque, S prend une déformation correspondante. Tant que L ne
rencontre pas L, tous ses points restent compris dans I'espace E qui s’é-
tend & U'infini, et les deux interprétations ne cessent pas de donner

= 0. Chaque fois que L franchit L', tous les points de L passent a la
fois dans un nouveau volume en traversant S; soient I et I' les points de
ces deux lignes qui viennent coincider, d/ et d'l' les éléments positifs
qui commencent en ces deux points: si la rencontre est positive, d'/,
dl et 1Y sont disposés, avant qu’elle ait lieu, dans le méme ordre que les
axes des z, des y et des z. D’apres le choix qui a été fait au n° 7 de la
normale extérieure a S, le point I est du coté intérieur de la nappe de S
qu’il va traverser. Donc, le nombre des enroulements de S autour de ce
point va diminuer d’une unité. D’ailleurs, tous les points deL traversent
S en méme temps, et se retrouvent dans un nouveau volume dont ie
coefficient est inférieur d’une unité & celui de l'ancien. En méme
temps V(L) perd la valeur V(H)=—=4r qui se rapporte & la circonfé-
rence H et qui a le signe + de la rencontre. On voit donc que les
deux nombres qui ont été donnés pour m ne peuvent pas varier l'un
sans I'autre, et diminuent en méme temps d’une unité pour une ren-
contre positive. Onverra pareillement qu’ils augmentent d’une unité pour
une rencontre négative ; et comme leurs valeurs initiales sont zéro, leurs
valeurs simultanées ne cesseront jamais de s’accorder.
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Troisiéme démonstration de la formule V(L)— 4mw au moyen de la
premieére loi des coefficients des aires sphérigues. Supposons que L et 1
e se rencontrent pas, et soit M un point mobile sur L dans le sens po-
sitif, partant de M, et revenant en ce point. La ligne (,,,L') (notation 10)
redevient J]a méme et s€pare sur la sphere les mémes aires affectées de
coefficients qui, d’aprés la remarque faite & la fin du p° 4, sont égaux
aux anciens augmentés d'un méme nombre entier m— A«. Donc, en
vertu des formules (4) et (36), V(L) = 4m=. Mais pour que cette formule
puisse servir & démontrer la périodicité etla valeur 4= de la période, il
reste & prouver que m peut différer de zéro et étre un nombre entier
quelconque.

Considérons pour cela le cylindre L', qui a pour direcirice L/ et dont
les génératrices sont paralleles & I'axe des z, et prenons pour sa région
extérieure la gauche d’un observateur qui parcourrait L' dans le sens
positif, la téte tournée vers les z positifs. La ligne (,L.), en se déformant
sur la sphere auxiliaire dans le mouvement du point M, franchit I'extré-
mité { du rayon paralléle & I'axe positif des z chaque fois que le point M
traverse la partie inférieure deL’,, ¢’est-d-dire celle qui est dirigée vers les
z négatifs et qui se termine A L'; et alors le pdle ¢ se trouve dans une
nouvelle aire dont le coefficient est supérieur ou inférieur d’une unité
au coefficient de I’ancienne, suivant que le point M entre ou sort. Cette
loi serait évidemment renversée si ’on considérait le pole ¢’ opposé a { et
la partie supérieure du cylindre. Done, si I’on adopte Ia notation suivante
pour représenter les nombres de points oit M, parcourant la ligne L tout
entiére, traverse L,

dans la partie inférieure, dans la partie supérieure,
enentrant.. . .. . . ... .. .-, E,, E,,
en sortant.. . . . e e e e e e e e S,, 8,3
les coefficients. . . ... ... ... .. oa, o

des aires qui contiennent les poles { et T au départ M, du point M devien-
dront, quand il reviendra en M,,
a+En_sn’ ¢,+S’—EP;
d’ol
(48) m =E,—S8,=S,—E,.

Document numérisé par la Bibliothéque Interuniversitaire Scientifique Jussieu - UPMC



— b4 —

L’égalité de ces valeurs se voit d'ailleurs directement en observant que,
L' étant une ligne fermée, on doit avoir

(49) E,+E =S,+8,

Quand les deux lignes fermées L et 1! se confondent, U'intégrale (30)

devient
Ldo

(50) V(L) = bmm — 9T = dmm + 2 So A
T désignant (page 19) la torsion totale de L, c’est-a-dire I'intégrale de la
rolation — d9 de sa binormale dont le pied décrit d/, prise positivement
dans le sens du mouvement des aiguilles d’'une montre quand on la re-
garde d’un point de la tangente positive. La formule a lieu que les li-
gnes L et L' soient parcourues‘dans le méme sens ou en sens contraires.

Supposons qu’elles soient parcourues dans le méme sens. L'interpré-
tation géométrique de la formule (33) montre que V(L) est 'aire sphé-
rique décrite par (,L') quand le point M décrit toute la ligne L, et quand
on convient de regarder chaque élément (,@'/") comme décrivant une aire
positive ou négative suivant qu’il la fait passera sa droite ou & sa gauche.
Soient ad, bb | nn’ trois diametres rectangulaires de la sphére auxiliaire,
le rayon Oa représentant la tangente positive de L' au point M, Onla
direction qui va du point M a son centre de courbure, et le point 6 étant
placé de manitre que le sens de la rotation an, vue de ce point, soit
celui du mouvement des aiguilles d’'une montre. Les points @ et b sont
ceux de la fig. 4.

1l résulte de la position exceptionnelle du point M sur L' que la ligne
sphérique (yL), au lien d’étre fermée, se termine aux deux points a et @
qu’elle réunit; et si on la désigne par aia’, on voit que la ligne fermée
aia'na, qui se compose de aia’ et de la demi-circonférence a'na, se défor-
mera dans le mouvement du point M, mais reprendra, en méme temps
que ce point, sa position initiale. Alors elle aura décrit I'aire sphérique
4mm, car on a déja vu que toutes les fois qu'une ligne fermée se déforme
sur la sphere et reprend sa figure initiale, elle engendre une aire qui est
un multiple de la spheére. Or, en désignant généralement par V(¢) I'aire
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décrite par un arc /, quise déforme en vertu du mouvement du point M,
quand ce point décrit tous les éléments de L dans le sens positif, on a

(51) V (aia'na) = V (aia’) -+ V (a'na).

Mais quand le point @ décrit d/, le point 6 (fig. 4) décrit d0, et la
demi-circonférence a'na décrit le fuseau — 2d6. D’ailleurs on a vu que

. L db
la torsion de L a pour expression T —= -—S 7i dl. Donc
.+ {tdViadna) . Ldy
V(ana)_So - dz_—egod—ldz_e"r,

et (51) devient 4mm=V(L')+ 2T, C. Q. F. D.

Si I'on change le sens du mouvement sur L, V(L') et T changent de
signe en méme femps, et la méme formule a encore lieu. On en déduit
'expression suivante de la torsion totale d’une ligne fermée L

L 4o 1.,
(52) T=-—S°d—ldl_2m1:——§V(L).

1l est facile de voir I'identité des deux formules (50) et {29); car, en
vertu du lemme 4, T+ 32(0, /) est un multiple de 2=, et (50) donne
V(L) = 23(0, /) + 4n=, n étant un nombre entier. Soit / la symétrique
de ¢ par rapport au centre de la sphére, ayant sa tangente positive en
chaque point dirigée dans le méme sens que celle de / au point symé-
trique, et soit « le coefficient de I'aire symétrique de celle & laquelle on
donne le coefficient zéro dans 3(0, _l). La formule (8) donne

Z (ay, l+£)=22(0) l)+4(ao+‘_z)7t;
d'ou .
V()=Z2(®n—age, I+1), n-—zentier;

ce qui est, aux notations pres, la formule (29). La formule (52) donne
Ténoncé qui suit :

TuroreMe VIIL. La torsion totale d’une ligne fermée est égale a un nombre
entier de circonférences moins la moitié de son potentiel.
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§ 5.

SECONDE METHODE POUR L'ETUDE DU POTENTIEL DE GAUSS.

13. Démonstration de lo formule (58). Le lemme du n° 14 permet
d’établir directement, et indépendamment de interprétation géomé-
trique sur laquelle est fondée la premiére méthode, que I'intégrale (30)
ne varie pas quand la ligne d’intégration se déforme entre les deux points
fixes M, et M sans rencontrer L. Soient

M, E F M
les quatre points de I'espace définis par les coordonnées rectangulaires
Zoy Yoo B0 Ty Yor Bo Tr Ys B0 Ty Yy Ee

A la ligne d’intégration / substituons la ligne brisée M,EFM, qui va pa-
reillement de M, 3 M, et supposons qu’aucune de ces deux lignes ne
rencontre L. Alors les trois fonctions

,,v(yr__y) drzr_ (Zl___ Z)d’y'
2

r3

A= p
i
(10) B S’(z'— z) d’x’;— (#—2z)d'7 ,
Iy
C— S‘ (#—2)dy—(y—y)d'z
b
I

dans lesquelles 7 est pris en valeur absolue, sont finies, continues, et
n’ont qu'une seule valeur en tous les points des deux lignes; et des trois
formules
dv dv dv

d;

(41) %:A, 7.’:B, E:C’
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on déduit la suivante
| ] y z
ﬁmV@=SM%me+SBM%M@+SCm%ﬂﬁ—%
zy . Yo %o

dans laquelle la somme des trois premiers termes du second membre
représente V(M EFM), et le terme de correction — 3£ désigne la somme
des discontinuilés que peut présenter V quand on déforme / entre les
deux points fixes M, et M de manitre que celle ligne devienne M,EFM.

Or

\ "(y'— d/ N 7 S, d/ ¢
y Clz,y, z)dz= Sz dzg(y ydz s(x z) y’
%o

% r
B

e e vn . (dz 1 22—z .
etona l: intégrale indéfinie S e e Py Donc, si
I'on pose

=§w—xw —y)d7—(Z—z)d'y’
dr Y—yt+E—a
LI
vV — "y —y (3 —z)d'd — (2 — )l
(84) 4 v _S (F—zp+ (@ —x)?
v “S, Z—z(d—x)dy ~y—y)dz
o —2f+y—y*

. z )
et si I'on observe que les trois fonctions S A(z,y,,2,)dz, S B(z,y,z,)dy,
Zo Yo

z
S C(x,y,2)dz ne présentent aucune discontinuité sur les trois lignes

Pa
d’intégration

M,E, EF, FM;
tandis que

V., V,, V,
sont sujettes & présenter sur les mémes lignes, aux points ou elles tra-
versent les cylindres

L'z » L/v > Ll: ’
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ayant pour directrice commune L’ et pour génératrices des paralleles aux
axes indiqués par leurs indices, des discontinuités ayant pour sommes

sk, =k, Sk;

x93 'R)

on trouvera

A(“'a Yor Zo) 02 = — V (2, Y5 Z0) -+ Val@yy Yoy 7o) + 2k

r/)

y
Blz, y, 5) dy ==V, (2, ¥y, 5} + VY, {z, y,, 5) + =k,

0

Cz, ¥, z) dz=—V_(x, ¥, 3) + V.(z, y, z,) -+ Zk,;
0

C oy
Nnén

en sorte que 1’équation (33) devient

(—-V,(x,y,z)
55) V(l) = "_Vy (x> Y. zo)—‘vz (x’ Yos zo) ‘_"Vz(xo: Yos zo) + Vz('z'o‘ Yo Zo)
? T+ V(2,95 20+ Vo (&5 Yos 20) Ve (%, Yor 20) + Zhz - Zhy - Sk, — 2k

Calcul de V.. Posons, pour abréger,
(56) 2 —z=3%, Y —y=n, Fe—z=1 92:"—52—’—7)2;

nous aurons

(57) r=E4 a4 S; d")—z*qu
i

Plagons en M (fig. 10) le centre d’une sphere ayant pour rayon I'unité.
Soit MN' I’élément d'f' de L', m'n’ 1a perspective sphérique de cet élément
vu du point M; soient M%, Mn, M{ les rayons paralléles aux axes coor-
donnés positifs; ME, M»', M{' les rayons qui sont les prolongements des
premiers. Circonscrivons & la sphére un cylindre ayant pour axe {7, et
projetons tous les points de la sphére sur ce cylindre par des droites
perpendiculaires & cet axe. Soient mn la projection de I'arc m'n,
m" et n' les intersections du grand cercle de contact &, avec les méri-
diens {m', Cn'; appelons 0 et ¢ les angles que la projection p de MM'="r
sur le plan EMx fait avec ME et MM, pris positivement, I'un dans le
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sens &y, l'autre dans le sens m”{. On a &d'n—ndt —=p'dl, {—=rsing,
d’ou

V, = { singd's.
v

Cette expression est indépendante de r; donc elle reste la méme si ’on
remplace la courbe fermée L’ par sa perspective sphérique (,L). Si &8
est positif, on a singd®—aire cylindrique m"n"'nm — aire sphérique
m'n'w'm'. Donc

- . 1. 1,
pour d'0 positif, sined'd — 5 aire Im'n' — 5 aire tm'n',

. . 1 . 1 .
pour d'6 négatif, singd'8 = 5 aire {m'n’ — 3 aire {'m'n'.

Laligne (4L) peut traverser le fuseau un nombre quelconque de fois; &
e} M q ’
chacun des arcs m'n’ qui le traversent correspond un élément de I'inté-
grale {'sin pd'8 qui est donné par I'une des deux derniéres formules, ce

qu’on peut exprimer de la maniére suivante:
Soient a,b,¢c,... les aires des parlies dans lesquelles (L") partage le fu-
seau {m'{n'. Chaque arc m'n’ qui traverse le fuseau fait acquérir le fac-

teur + % aux aires qui sont & sa gauche et le facteur——% aux aires qui

sont & sa droite.

Si 1'on se reporte au lemme du n° 1, on voit que les airves a,b,¢,... et
leurs coefficients sont les mémes dont on a fait usage pour démontrer
ce lemme, sauf que la droite et la gauche sontinterverties; et si Pon ap-
pelle A,B,C,... les aires sphériques séparées par (4L'), on aura, en vertu
de ce lemme, '

(58) — V. (5,y,5)=2A+fB4yCH...,

,B,7,... élant des multiples de —;— déterminés par les deux Jois des coeffi-

cients des aires sphériques, D’ailleurs si ces lois n’avaient pas été dé-
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montrées au n° 1, on les établirait ici en partant de la formule
(59) e=n—p—n'4p,

dans laquelle on désigne les nombres d'intersections de (,L) avec les
arcs

i, N,
dans le sens positif xy, par

PP
dans le sens négatif yx, par

n, n;

I étant un point quelconque intérieur a Paire A.

Recherche des discontinuités k, de la fonction V, de 1. Dans le calcul de
la 3° intégrale (54), on a supposé que (L) ne passe par aucun des deux
poles ¢, T, car I'intégrale aurait, dans ce cas, un élément dont le déno-
minateur 7o’ serait nul avec p. Ce cas se présente quand V, varie en vertu
du mouvement da point M sur L, chaque fois que ce point traverse le cy-
lindreL',. Alors V., fonction countinue de ¢ en tous les autres points de L,
qui ne sont pas sur ce cylindre, est sujette 4 devenir discontinue. En
effet, elle varie brusquement de 2, et on peut le voir de deux manieres.

1° Supposons que (L) s’approche de 'un des deux poles ¢, ¢ situé
d’abord & sa gauche, et franchisse ce péle en vertu du déplacement
du point M traversant le cylindre L',. Soient A et B les aires sphériques
qui contiennent ce pole L ou { avant et aprés le passage, et C celle qui
contient le pole opposé { ou ¢. Les différences des coefficients des trois
aires demeurent invariables. Si donc on représente, conformément aux
deux lois, les coefficients des trois aires

A, B, C,

avant le passage, par

o

’ a1, —%
leurs expressions, apres le passage, seront de la forme

a4k, at-14h —~athy
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et ladeuxiéme loi, appliquée aprésle passage, donnel’équation (x + 1 + 4)

+(—a+h) =0, dot h=— % Tousles coefficients de la formule (58)

diminuent de % ; donc V, augmente d’un hémisphére 2=. On verra pareil-

lement que, si (4L') franchit 'un des deux pdles ¢ ou ¢ situé d’abord a
sa droite, V, diminue de 2=.

2° Décrivons sur la sphere auxiliaire, des points { et { comme poles,
deux cercles infiniment petits, et supposons-les parcourus, le premicr
dans le sens posilif &n, le second dans le sens négatif % Mettons d’abord
un de ces petils cercles a la place de (,L.). Il partagera la sphere en deux
parties, 'une négligeable, 'autre égale & 4=, située & gauche de la ligne

de séparation, et affectée du coefficient — % Donc la fonction V, qui ré-

pond & cette ligne aura pour valeur 2w. Supposons que (L), s’appro-
chant de l'un des deux poles {,{ situé d’abord & sa gauche, vienne a
toucher pour la premiere fois 'un des petits cercles, et qu'on le lui ad-
Joigne. On augmentera ainsi de 2 la fonction V, qui répond a (,L).
Mais si I’on observe que les deux lignes qui se touchent sont parcourues
dans des sens contraires au point de contact, on voit qu’on peut trans-
former leur systéme dans la figure que prend (yL') aprés avoir franchi le
pole, par la déformation infiniment petite d'une ligne toujours fermée
qui ne le franchit pas. Négligeant la variation de V, qui résulte de
cette déformation, on peut dire que V, s’accroit de 2= quand le point
M décrit I'élément !l en traversant le cylindre L,.

Cette discontinuité de la fonction V, de {, quand le point M ol cet
arc se termine franchit le cylindre L' , la distingue nettement de la fonc-
tion V de ¢, qui ne peut devenir discontinue en aucun point de ’espace
non situé sur L'

Corollaire. 3k,, 3k, 2k, sont des multiples de 2.

Les différences V,—V,, V,—V_ V,—YV,_ sont des multiples de 2x. Car
ona—V,=a,A+8 B+..et—V,=a, A+ 3, B+..., a,B,... et
ter Bis.o. étant soumis aux deux lois des coefficients des aires sphé-
riques A, B,... La formule (1) donne «,—a,=f,—f,=... Donc
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V,—V.=(a,—a)(A+B+...)=4n(a,—a,) en vertu de la formule(2). Et
comme «, — o, est un multiple de %, V, — V. estun multiple de 2w, Cette

relation se démontre élégamment au moyen de Pintégrale indéfinie sui-
vante, remarquée par Gauss:

(60)

P Ez__*_.qz » Cz+52

S’ <C fn—vd§ Cd’E—Ed'C> — arote ™
Elle s’applique & un arc quelconque de L'. Si on I'étend a eette ligne en-
tiere, elle donne la différence de deux arcs qui ont méme tangente. Il
semble donc que V., —V, peut étre un multiple quelconque de =; mais
il est facile de reconnaitre que ce multiple est pair, car si ’on consideére

sur la circonférence trigonométrique la fin de I'arc tg %C"’ et sur L' un

mobile qui décrit cette ligne entiére, ces deux points, dans leurs mou-
vements simultanés, traversent toujours en méme temps le diamétre
perpendiculaire & celui qui passe par I'origine des arcs et le plan £=0.
Mais le point qui se meut sur L' traverse le plan =0 un nombre pair
de fois, puisque cette ligne est fermée; donc la fin de I'arc tangente
coincide avec son commencement, et non avec le point diamétralement
opposé.

Expression de N ({) en fonction des aires sphériques. La formule (55)
devient, en vertu des principes qu’on vient d’établir,

{61) V()= —V,.[z, y, z) + constante;

by

la constante étant sujette & certaines discontinuités détruisant celles
de —V,. La formule (4) montre que le second membre de (58) devient
V(0 si a,B,v,... augmentent de cette constante divisée par 4w, ce qui
donne

(62) V()= oA} BB+ v,C4...,

a,,8,,Y.y+ - D’étant soumis qu’a la premiere loi des coefficients des aires
A, B, C,...,et la deuxieme loi étant remplacée par la condition qu'une
aire quelconque soit affectée d'un coefficient invariable pendant tout le
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temps qu’elle existe. D'ailleurs, tandis que «,B,v,... sont des multiples
1 , . . ,

de 37 %o B., v, ... peuvent se composer d’une partie enlidre et d’'une

fraction quelconque, la méme pour tous.

Démonstration de la formule V(L) = 4mw par les discontinuités de
V.. Il résulte de la formule (61) que les deux fonclions V (¢) et —V, (4
ont méme dérivée par rapport & /; or, si on fait varier /de 0 4 L, la pre-
miere ne présente aucune discontinuité, la seconde revient a sa valeur
initiale et peut présenter des discontinuités dont nous désignerons la
somme par — 3k,. On a done

ou
(63) V (L)=3k,.

Or, d’'apres la recherche qui a été faite des discontinuités £, de V, (), on
a, suivant que L traverse le cylindre L/,

dans sa partie inférieure, dans sa partie supérieure,
enenfrant, . . . ... . ..o, k, = -+ 2=, k, = — 2z,
ensorfant. . . . ... ... ... k, = — 92m, k, = - 2n.

Donc, en faisant usage des notations E,, S,, E,, S, définies p. 54,
on a

(64) Tk, =2r (E, — S, —E, +8,).

Or, (49) donne
0=2=(E,— S, + E,—8,),

équation qui, combinée par addition et soustraction avec (64), donne,
en vertu de (63),

(65) v (L) = 4= (En - Sﬂ-) = 4= (Sp - Ep)?

résultat déja exprimé par la formule (48).
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§ VL

14. FORMULES DE TRANSFORMATION POUR UNE INTEGRALE ETENDUE A TOUS
LES ELEMENTS D UNE LIGNE FERMEE.

Sur une aire plane \ définie en grandeur el en direction par un sys-
téme quelconque L. de courbes gauches fermées parcourues chacune dans
un sens déterminé.

Seit A une aire plane, dont le contour est parcouru dans un sens dé-
terminé, et dont la normale extérieure 7 sera définie par la condition
que le sens de la rotation soit celui des aiguilles d’une montre quand on
regarde A d’un point pris sur n; appelons z, y, 2, trois coordonnées rec-
tangulaires. Si I'on pose

a =cos(n,x), b=cos(n,y), c¢=-cos(n,z),

les projections de I'aire A sur les trois plans coordonnés, positives ou né-
galives suivant qu’elles sont & droite ou & gauche de leurs contours, au-
ront pour expressions

{66) Jydz = da, [fzdzr=2%\b, [faxdy=—)]c,

les intégrales s’étendant au contour de A.

Lemue. Si, on élend les intégrales (ydz, §zdx, (xdy a tous les éléments
de L, Caire plane A définie par les éq. (66) sera indépendante en grandeur
et en direction du choix des axesrectangulaires.

En effct, soient &, ¥, 2 les coordonnées relatives & de nouveaux axes
rectangulaires, faisant avec les anciens des angles dont les cosinus sont
donnés par le {ableau suivant:

1. |.* | On aurales formules de transformation
i p|lglr
i P R ‘=pz +gy +rz+s, p=gr—ry,
S T i Y =rpatgy+rits, g=rp—pr,
2| g | d=petqy+rits, r=p¢—qp.
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Posons aussi

cos(n, &y—=d = pa +¢b + rec,
(67) { cos(n, y)=1Vb = pa+t ¢gb-tre,
| cos(n, ) =¢" = p’a 4~ ¢"b4- "c.

On aura, en observant que L' est une figure fermée,

Jdz=0. .. ... fede=0....,.... Jydz 4- fady = 0. . . ..
Jyds' = (qr" —r'¢") fydz+(r'p" — p'r") fzde+ (p'q"—q'p")fzdy = Mpa-+gb - re),
Jydz = ia', fa'dx’ =2\, fe'dy =)',

Donc les éq. (66), appliquées aux nouveaux axes, donnent la méme
aire A et la méme direction n définie par les nouveaux cosinus @', ¥, ¢'.

Tarorime IX. S7 la projection d’un systéme solide et mobile L de
courbes gauches fermées sur un plan fixe partage ce plan en un certain
nombre d’aires \,; si on donne le coefficient O a la partic extérieure infinie,
el aux aulres aires des coefficients respectifs o, déterminés par la 1° loi
du n° 1; il existera une aire plane A, lide invariablement ¢ L, dont la pro-
Jection sur le plan fixe sera donnée avec son signe par la somme 3 o, X,, el
cetle aire est définie en grandeur et en direction par les éq. (66).

. . L odz

En effet, on reconnait immeédiatement que 2 o, A, = S y i dL; et
au lieu de déplacer les axes, il revient au méme de déplacer le systéme
sans changer sa figure.

Transformation d’une intégrale simple étendue @ tous les éléments di
d’une ligne fermée L dans une intégrule double étendue & tous les éléments
A d’une aire indéterminée A lerminée au contour L.

On suppose que les axes sont rectilignes, rectangulaires, et que Ia
rotation zy, vue d’un point de I’axe des z positifs, se fait dans le sens du
mouvement des aiguilles d’une montre. Supposons que le contour ! de
chaque élément A soit parcouru aussi dans le sens de ce mouve-
ment quand on le regarde d’'un point de la normale extérieure de 2;
ceux des contours [ qui ont un élément commun avec L définiront le
sens du mouvement sur cette ligne. Soit dn le premier élément de la

normale extérieure de X; soient a, 6, v les angles qu’il fait avec les axes,
9
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el posons

(68) a..—_COSa-:.Z—':, b:cosﬁ:%, c:cosy:(—i;‘.

1°Soient , y, z les coordonnées d’un point fixe infiniment voisin de ¢,
etx +x, ¥y +y, 2z + 2, celles d’'un point quelconque de cette ligne.
Soit ¢ (2, y, z) une fonclion finie et bien déterminée, ainsi que ses dé-
rivées du premier ordre, pour tous les points voisins de x, y, z. Quand la
ligne ¢ est plane, et partage son plan en deux parties seulement, on a

clodx, (dy, do > dy1 deo dg: >S’ dz, de de¢ )
— A PRk

(69)\5 v = (dzb dy°) 5 a = l(m dz a = )\<dy bl

Tt dy ! a’.z _ Y,

“ y St dl=a, § 2=, Sx, Lgi=1e,

et ces équations ont encore lieu quand Ia ligne /, toujours fermée et in-

finiment petite, cesse d’étre plane ou partage son plan en plus de deux

parties, en définissant par les équations de la seconde ligne I'aire A et les

cosinus a, b, ¢ des angles que sa normale extérieure fait avec les axes.

d
En effet, ¢ (z + 2,y +y,, 242,) = 9(x,y,2) + x, f + ¥, d; -+ 2, dz

d’ou fo o 'Zﬁl dl=1 3 dx, + % S xdr, + SZ{; ydz, + %S zdx,.
Mais puisque / est une ligne fermée, on a §dw, =0, {zdz, =0,
et $ydx, + x,dy,=0; ce qui démontre la premiere équation (69)
dans toute sa généralité.

En vertu du théoreme IX, on a aussi

al

i dg ¢ d
7 225 g =5 —2dl =3a),, Y —
(70) §y, = S, 50 o dl=3a, BOx, Y d1 =30,

En remplacgant ¢ par trois fonctions différentes u, v, wde x, y, z, on
déduit des équations (69}

Vude+ody + wdz dw dv du  dw dv  du
——  dl =\ — ——— e e
So di di= [(dy dz) et <dz dx) b+ (dx dy) c]

dw dv du dw dv  du
== (———) 2z —_—— P A:
(dy dZ) zz + (dZ d.’l‘) y Y + ( dy> Za );7
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2° On a
dx du du
So“deL SS(d b—% )k’
N
dy dv dv
- foga={{(Ge—z)»
Y
L dz dw dw
A

On trouve immédiatement ces trois formules en appliquant les éq. (88)
a tous les éléments A de ’aire A et & leurs contours ¢/, et remplagant ¢
par les trois fonctions u, v, w de z, y, z, assujetties seulement & étre
finies et bien déterminées, ainsi que leurs dérivées partielles du premier
ordre, en tous les points de I'aire A.

Si L est une courbe plane, partageant son plan en deux parties seu-

lement, les formules (72) appliquées & l'aire plane A renfermée dans
cette ligne et & la fonction ¢ deviennent

Sz:pg—idL:%b—%c,
{13) SZyZ—‘Zd =%c—(§?a,
S}g%sz% —%b.
en posant
{14) q>A=_fAi<9dA,

et si L partage son plan en un nombre quelconque d’aires
Ah Az) A3,...,

les formules (73) auront encore lieu, en mettant le coefficient zéro dans
la parlie extérieure infinie, et dans les autres des coefficients respectifs

o -3 &,

19 29 392
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déterminés par la premiére loi du n° 1, et remplacant Ja fonction (74) par

(75) ¢a = u ffodA, + a2if:pdA2 +.
A A,
3 Ona
L udz - vdy - wiz [ (dw dv) . (du d_w> (@ d_u) ]1
(76)%50 dL L= SS dy 4z T(dz =) T\ o)
A

On trouve celte éq. en ajoutant membre & membre les éq. (72). Si on

L
veut I'appliquer a l’expression S ZL dL, il suffit de mettre celle-ci sous

L
u g—— dx + u dy +u z
la forme JL, ce qui donne

dL

Cr /dudv  dudv dudv dude dudv dudv
e I o (e e ) b (m e ) e | A
(7 S SS [ (dy dz dz dy) (dz dx dxdz) b <da"dy dydx) ]

A
SiL désigne le contour d’une aire plane A, et si on pose

(78) uy = ffudd, vy = [fodA, w, = [fwdA,
A A A

la formule (76) devient

udx - vdy -+ wdz dwy, dvy duy, dwy dv, dw,
= (G- G -w ) @ w)
dy dz

(79) S aL = @)\ @

Ces formules supposent que la surface a laquelle appartient 'aire A est
partagée par L en deux parties seulement. Il est facile de voir que, si elle
est parlagée par L en un nombre quelconque d’aires A, B, C, ..., si on
affecte ces aires de coefficients a, 8, v, ..., satisfaisant & la 1*° loi du
n° 1, en meitant 0 dans celle qu'on voudra, et si on représente par
F (4) le second membre de 1'éq. (76), cette éq. deviendra

(80) Siudw_"';(i‘f”““’dz dL = oF (A) + BF (B) 4 yF (C) +...

L’indétermination de I'aire affectée du coefficient 0 prouve que U'on a
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identiquement F(A)+ F(B)+F(C)+ ... =0, cequi estd’ailleurs évident
en vertu de (76); car si le contour L se réduit & 0, le premier nmiembre
s’annule, et on peut prendre pour lesecond membre F(A +B + C +...).
Il résulte de cette identité qu’an lieu de donner au coefficient de I’aire
qu’on voudra la valeur 0, on peut lui donner une valeur arbitraive.

11 est facile d’étendre les formules qui précédent a un systéme quel-
conque de coordonnées curvilignes orthogonales &, v, {. En désignant
par

dr = ¥df, dy == v'dn, dz = Tdy,

les dimensions infiniment petites d’un parallélipipede rectangle qui ré-
pond aux différentielles dt, dr, d{ des trois parametres du systéme triple
orthogonal, et supposant ces trois éléments linéaires disposés dans
Pordre ordinaire d'un systeme de trois coordonnées rectilignes, on
trouve

-~ O

dt{%dn  dntqdn)’
d do ¥ dC do & di
v g7 (dEE dn dzﬁ’d?)’
% (Si_‘?i‘i";_ﬁiﬁ’ﬁ>

I gt ’ ’
g dl =) (ﬂ?ld_“_f’ii_@)
dl = .
doanCdn  d&CE dn

§,77
(69 bis) 5
R¥

[ udE+vdn+wrlC . [d__w dv\ & dt
So ai= (dn—za);z%

1\
du  dw\ 1 dy dv  du\ ¢ d
? + (%—79 wat (Fm) e o
Cette derniére formule a été donnée dans une note signée Schering
qui fait suite au mémoire posthume de Gauss sur 'électrodynamique.

_—_—

(76 bis)
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§ 7.

ETUDE GEOMETRIQUE DES SURFACES DE NIVEAU D UNE LIGNE FERMEE.

15. Sur deux propriétés géométriques des surfaces de niveau.

Convention sur la constante arbitraire de V. Quand on place le point
M(x,y, z) 4 une distance infinie r de la ligne fermée L/, la ligne (,L')
(définition 10) partage la sphere en aires infiniment petites, excepté une
seule 4m — do, en désignant par do la somme des valeurs absolues de

. o . 1
toutes les autres, qui est un infiniment petit de méme ordre que .
Nous conviendrons de donner & cette aire 47— do le coefficient zéro.
. . . . 1
Alors V sera un infiniment petit du méme ordre que -, et la sur-
r

face V=10 sera la seule qui ait des points a I'infini.

TrtoriMe X. Une quelconque des surfaces N — constante passe par tous
les points de L., et fait en ces différents points avec la surface V=0
langle constant

(81) =
cet angle étant compté positivement dans le sens de la rotation positive
autour de L' (définition 14).

En effet, soit P’ un point queleonque de L'; plagons en ce point le
centre d'une circonférence de rayon P'M infiniment petit, de maniére
que son plan soit normal & L'; et portons sur L., de part et d’autre de
P', deux arcs P'A’ et P'B' infiniment petits d'un ordre moins élevé que
PM. Alors (,A'B) (définition 10) différera infiniment peu de la demi-
circonférence dont le diamétre est paralléle a la tangente en P', et dont
le plan est parallele 4 celui.qui passe par cette tangente et par M. Si on
fait tourner le rayon P'M de I’angle positif 8, I'aire sphérique décrite par
(4yA'B)) différera infiniment peu du fuseau décrit par cette demi-circonfe-
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rence. Mais ’angle de ce fuseau étant 9, et la demi-circonférence mar-
chant vers sa gauche, cette zire est positive et a pour mesure 29. D’ail-
leurs (,[L'— A’B7) décrit une aire infiniment petite; donc (,L") décrit
I'aire 29, en négligeant un infiniment petit, et la rotation 9 amene le
point M d’une surface V=C dans la surface V==C 4 29 : done, en
disposant de la grandeur et du signe de 9, on ameénera M dans une
quelconque des surfaces V; ce qui démontre que cette surface quel-
conque passe par un point de la circonférence et aussi par P'.
Prenons arbitrairement deux points P’ et ' sur L', 11 est démontré
que chacune des surfaces V=0 et VY — 29 passe par ces deux points.
Décrivons des points P'et ' comme centres dans les plans normaux a
L' deux circonférences infiniment petites, et faisons tourner les deux

oo vV .
points o1 elles traversent la surface V=0 du méme angle ¢ :§; ils ar-

riveront ensemble dans la surface V=29. Donc cette surface fait avec
YV =0 aux deux points P’ et () le méme angle 5.

CoroLLAIRE 1. La ligne 1, quand elle est plane, est une ligne de cour-
bure de loules les surfaces V. Car la partie du plan de L' qui s’étend a
I'infini au dela de cette ligne n’est autre chose que la surface V= 0.

Ce corollaire 1 n’est pas général en vertu du corollaire 3, car le théo-
réme VIII prouve que les lignes fermées L' par lesquelles on peut faire
passer une surface ayant L' pour ligne de courbure et une seule normale
en chaque point de L' sont des lignes exceptionnelles. Dans le cas méme
ol cette surface exisle, ce corollaire 1 n’a pas toujours lieu, caril y a
des lignes sphériques fermées qui le mettent en défaut.

CoroLLAIRE 2. Les deux surfaces Vet V -+ 4mn coincident, m dési-
gnant un nombre entier. Car deux surfaces V étant définies par les di-
rections de leurs normales, et la surface unique V qui passe par un point
non situé sur L' n’ayant en ce point qu'une normale, les deux surfaces
ne peuvent avoir un point commun en dehors de cette ligne sans coinci-
der dans toute leur étendue. Or, le point M, ot la petite circonférence de
centre P’ rencontre lasurface V, arrive dans la surface V+ 4mn quand on
le fait tourner de 2m=. Mais alors il revient au point M. Donc ce point,
qui n’est pas sur L', étant commun aux deux surfaces, elles coincident.
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Ce corollaire n’est qu'une interprétation géométrique de la périodicité
des fonctions x, y, z de V, et de la période 4w. Car il exprime que la
fonction V a, en chaque point (z, ¥, 2) non situé sur L', la valeur mul-
tiple V + 4m.,

CoroLLAIRE 3. Les deux surfaces V et V -+ 2 ont méme plan tangent
en lous les points de L', et leur ensemble constitue une surface fermée ou
infinie dont la direction de la normale varie sans discontinuité. La seule de
ces surfaces qui soit infinie se compose de l'ensemble des deux surfaces
V=0 et V=2=. En effet, si le point M part d’'une surface V et tourne
de =, il arrivera dans la surface V 4~ 2x.

CoroLLAIRE 4. Interprélation géométrique de Iintégrale (30). SoitP un
point mobile sur L el décrivant I'arc /. Assujettissons le point M a se
mouvoir sur la circonférence de centre P’ de maniere & se trouver con-
stamment sur la méme surface V que le point P, et soit § I'arc décrit en
méme temps que / par la fin d’une droite commencgant en P’, passant
par M et égale & 'unité. La valeur de I'intégrale (30) sera

(82) V =20,

pourvu qu’on place l'origine de / sur la surface V=0. Si { devient la
ligne fermée L, § devient un nombre entier de circonférences 2mr, et
on retrouve la formule de Gauss

V = 4mm,

m étant la différence des nombres de points oti L traverse I'une quel-
conque des surfaces V dans un sens et dans I'autre, ou encore la somme
algébrique des rotations du point M autour de P'.

CoroLLAIRE 5. Pour que les irajectoires orthogonales N des surfaces V
sotent fermées, il faut que L soit une ligne de courbure commune & toutes
ces surfaces. Nous appellerons N un arc positif compté sur une trajectoire
orthogonale quelconque dans le sens de V croissant; en sorte que dV sera
toujours positif en méme temps que N.

Il suffit de démontrer que, si L' n’est pas une ligne de courbure des
surfaces V, les trajectoires orthogonales infiniment voisines de cette ligne
ne peuvent pas étre fermées. Or, si on mene par un point P, pris arbi-
trairement sur L', et dans l'une des surfaces V, la ligne géodésique tan-
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genteen ce point, sa seconde courbure sera la méme en P’ que pour toutes
les autres surfaces V. On le voit en menant les plans normaux a L’ aux
deux points infiniment voisins P’ et P dont la distance ¢'#’ est infiniment
petite du premier ordre : ils déterminent dans les surfaces V et V, —
V + 29 quatre sections dont les tangentesen P’ et P” font entre elles deux
angles égaux 4 8. Les edtés du second angle projetés sur le plan du pre-
mier font avec les cotés du premier deux angles d'a et d’a, qui sont infi-
niment petils du premier ordre et qui ont méme partie principale; ce qui
donne pour les secondes courbures des tangentes géodésiques.menées au
da

77 ©

d’ott T=r1,. Mais les normales géodésiques & L’ menées par P’

méme point P’ de la ligne L’ dans les deux surfaces Vet V, 1 —
do,
—dr
dans les deux surfaces V et V, ont pour deuxiémes courbures t et
ce qui démontre qu’elles ont la méme deuxiéme courbure 1. Portons sur
la premiére un arc infiniment petit du premier ordre r = P/Q)/, et con-
sidérons I'arc infiniment petit du second ordre d'N=rd§ porté & partir
de Q' sur la trajectoire orthogonale qui passe par ce point, et qui répond

t

Ty

. av \ . -
a P'accroissement 5 = d9 du paramétre V. Cet arc fait I’angle 7t avecle

plan normal & L’ en P’. Donc quand le point ' décrit @'N, le pied P’ de
la normale géodésique abaissée de ce point sur L’ parcourt sur L' I'arc
rtd’N=r?td9; et quand le point Q’ fait un tour entier § = 2= autour de
L/, le point P’ parcourt un arc infiniment petit du deuxiéme ordre dont
la partie principale est 2nr*z. Ce qui montre que N ne peut pas étre une
ligne fermée quand 7 n’est pas nul, ou, ce qui revient au méme, quand L’
n’est pas une ligne de courbure de V.

RemarQue. Les lignes N sont fermées toutes les fois que L est une
courbe plane. Cela résulte évidemment de ce qu’elles sont symétriques
par rapport au plan de L.

La seconde propriété appartient a tout systéme de surfaces de niveau ;
elle résulte du principe suivant.

Lemme. Soit un systéme de surfaces défini en donnant un paramstre

Y=flz,y, 3.
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Soit N une trajectoire orthogunale de ces surfaces, et dN un élément po-
sitif de cette ligne, le sens positif étant celui qui répond & &V positif.
Soit A I'6lément d’une surface V compris dans un contour infiniment
petit, et soit un canal infiniment étroit formé par les trajectoires ortho-
gonales n qui passent par les différents points de ce contour. Quand ¢n
passe de la surface V a la surface V + @V, l'aire A interceptée par ce

canal devient A + @ dV. Proposons-nous d’établir le lemme suivant :

dv
ona
/ Ot
(83) = (R + R,) y
; {
R R’ deslﬂnant les deux courbures principales de la surface V au point

ol elle est rencontrée par une ligne N intérieure au canal, ces deux cour-
bures étant prises positivement quand leurs centres sont sur la tangente
positive a N, et négativement dans le cas contraire.

Supposons d’abord que A soit compris entre quatre lignes de cour-
bure, et désignons ses cOtés par « et . La section faite dans le canal par

la surface V + dV sera un parallélogramme ayant pour cotés « -+ t%% dN

et + X 4 dN et pour angle 90° + ¢, ¢ étant un infiniment petit du méme

ordre que a’N . On avra donc

A=af et 1+%dN=<a+g§dN> (p+§—ng>sin(90°+a),

d’ol1
dx p
dN p dN g+
do
o+ — dN
.o dN do . doe o« a’ﬁ p
Mais TR TRy aN T I substituant AN TRYINT TR

, . dA
dans 'expression de N’ on trouve (83). On démonlre que cette formule
L

subsiste quelle que soit la figure du contour de ’aire A en décomposant
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cette aire en rectangles formés par des lignes de courbure et dont les di-
mensions soient infiniment petites d'un ordre plus élevé que celles de A.
Tutorime. 1'ég. d'un systéme de surfaces de niveau
d*Vv  d*V  dV
(84) ie Tap T =0
peut se mettre sous les deux formes

(83) (86) i - A -—— = conslante.

&V __ 1 4\ dV dv
(ﬁ R’) dN’  TdN

En effet, prenons trois axes rectangulaires et posons

. dz . dz . d?z p _d’z
P=0r q_dy’ i  dy?
on aura
AV dv a2V d*v dzv d*v dv
ot =0 gEteggte (—rmﬁl’@) t+rE=0

el si on suppose que Oz’ et Oy’ soient de nouveaux axes tangehts aux sec-
. o 1 1 .
tions principales dont les courbures sont § e'Ro ot que 0z soit la tan-

gente positive & N, on aura

1 1
p=0, ¢g=0, r=q t=ﬁ’;
I'éq. qui précede devient
d*v 1 dv
TR =
et on obtient pareillement
eV 1dv_
(7;" Rds ™ '
d’ou
AV dW 11\ AV
&7 ot /R m=0
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éq. qui a lieu ideniiquement, quelle que soit f. Mais si ¢’est un poten-
tiel, c’est-a-dire une fonction identifiant I’éq. (84), elle identifiera aussi

d*V  d*V  d*V
+ + C]"m - 0

84 bi -

et (87) devient

58) &V <1 1> dv

=R TR @

Done (85) résulte de (84). Multipliant en croix (83) et (85), on trouve

) & OF) =0

ce qui démontre que (86) résulte de (84), sauf le cas particulier ot 'on

auraltR R’ = 0. Mais dans ce cas, les éq. (83) et (85) donnent

d ” . .
A = const. et z% = const., et (86) a toujours lieu.

L’éq. (88) n’est qu’une forme purement géométrique donnée au prin-
cipe sur lequel M. Chasles a établi sa théorie générale des attractions,
car si I'on recouvre tous les éléments des surfaces V d’'une matiére atti-
rante de maniére que la masse de chaque élément soit proportionnelle

d
a son étendue A et A I'intensité —— v de I'attraction, on voit que 7\ ex—

dN dN
primera I'attraction sur la matiére qui recouvre A, et I'éq. (88) exprime
que cette attraction est constante en tous les points d’'an méme canal
dans toute partie de ce canal qui ne renferme aucune molécule atti-
rante.
En intégrant les formules (83) et (85) de N=0 a N==N, on trouve:
w S S
(89) " dN dN)o '
CoROLLAIRE 2. Chacune des éq. (85) et (86) caractérise les systémes de
surfaces de niveau, ¢est-a-dire ceux dont le paramétre N satisfait a
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réq. (84). En effet, elles ont été déduites de (84), et il reste & prouver
que (84) resulte de chacune d’elles.

Cela est évident pour (85); car, en choisissant les axes Oz, Oy, Oz’,
dont on a déja fait usage, on a I'éq. (87); et celle-ci, en vertu de (85).
peut se mettre sous la forme (84 bis) qui équivaut a (84).

Quant a 1'éq. (86), supposons-la satisfaite dans toute la portion du
canal comprise entre N—0 et N=N. On aura identiquement, dans toute

. 1 1 A’V drdV
cette partie, <ﬁ + R—,} ()\ N 7N aN

d 1 1\ dV d*Vv
whTE) m ] =

donc (85) a lieu, et (84) en résulte, sauf le cas particulier ou ’on aurait

>:0, ou, en vertu de (83),

dh . 4 1

N —0 en tous les points du canal. Dans ce cas, (83) donne T 0
”: . ., AN dV o av

et 'identité (87) devient pr i a7 =—0; mais (88) donne IN =0 on

id—}—: =0. Donc (81 bis) est vérifiée, et (84)a lieu.

dz N N\

16. Calcul de NV quand on prend pour la ligne fermée L. un contour
polygonal gauche1 23 ... n 1.

Soient x, y, z, et &', i/, 5" les coordonnées de deux points quelconques
M et M de L et de L' rapportéesa trois axes fixes rectilignes et rectangu-
laires.

Posons pour abréger:

(90) F—z=% y—y=m  F—z=F;
o) di=dv, di=—dz; dn=dy, dn=—dy; di=d7, di=—dz

Désignons les cosinus des angles que font les axes avec les directions
des cotés

par
a, b, ey, a,, by, ¢, Ays by Cgye = - o e 0,5 b, €,y
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et soit
Ml =r, M2=r, M3=vr,..... Mn = r,,
on aura
(92) ng, ‘%:B, fgzc,
en posant
N Q) SN P, g
dy dz’ dz  dx’ dz dy
2 ¢ T ¢ R
oy x=§T S =5 r=E
Posons

'z > dw s’ dz, dy,
=\ — =\ — X, =\ — _ =(1,2
x=\7 L={T X={T5 a=7-T0 h=02m
[ 23 1
d’ol
A==3A, B=3B, C=2x(,
La formule

~

. z Yy o
(33 bis) V= 5 Cle, y,2) dz + Sy B(z,y,z,)dy + 5m A (>, y,;%)dc
0 0

%o

devient
V(x,y,Z) = R(«’U,y,z)—-R(J«”,y,zo) +Q {w-yyzo)'"Q<xayoazo)+P(“"'vyo'zo>_‘P(xo:yo»zo);

en posant

P = fAdz, Q = fBdy, R = fCdz.
Soit encore

P, = fA,dx, Q. = SB.dy, R, = C,dz;
d’out )

P — 3P, Q==xQ,, R — :R,,

et remarquons que Z', y', 2' varient simultanément dans X, tandis que z
varie seule dans R.
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Calcul de X, =— S—rx—
12

Ona1,2=/,—/ en placant un point indéterminé M’ («', y', /) sur
le coté 1,2, et désignant par ¢ la projection de MM’ sur la direction de

ce coté. Soit p, la distance de M au c61é 1,2; on a f'=a t + b n+ ¢ Let
dl

——-a
jr Vv ™

X, =ali— Lyt
l’+r

Calcul de C, :‘_l& ay,

dr, T dE
dr, v
IR R
, , dX d'q d'q o d
X, =o[ltr)—1+n),  H=a\ S ;’+r”
2 1 1
dl, . dr dr,  dr
=2 B
, dy dt T dE  df T dE
Y=ol =1+l — = \ =gt )
2 2 177 1

__am, + 8,5, bt —anm,
=

ro(lytry) (U7

Or, I'unité de force, appliquée successivement en un point quelconque
de I'une des directions

1,2, 2,3,

a pour moments autour des paralleles aux trois axes esordonnées mendes
par le point M

= (f{’]"—b ti -— C,"lz bgtz»
1, = a5, —cf = af—
= bf—am =b},~

2, == CN,— bmz = CyNy — b ROW
“‘)y 02:2—05 =4a cs"“cga'

T 2, = bt —um, = bk, —

1’2’
ag"‘av
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On a donc

2 H 4

Ai_ 1’ _7'1([’1—}—7'1)—7'2(['2—*—7'2)]’
i 1"

O oy R e | &
[ 1 1

C,= —_— .

=1 L (0 4+ r) (s 7',)]

Calcul de Uintégrale indéfinie R, —§ C, dz.

Cette intégration doit étre faite en traitant x et y comme constantes et
z comme seule variable. Or, 1, renferme 2 et y seulement, et x, y, 2z
entrent dans r , I/ , r,, ¢,. Donc

~dt de
Rl - LS 7‘21/2 +7'22_ 1z Sr1l'i+r12’

doit étre traité comme seule variable dans ces intégrales, et désigne

te] k el
dans la premiere 2/, — z, et dans la seconde 2/, —z, 2/, et 2/, étant deux
constantes. On intégre en posant t=—=r —{, d’ou

_ S dg o S dt
rd, 4 7'21_ - (t—c) e 4-2(a 5 - bm )+ (1 +¢,) (B, + 7))
2 S de

A=) — PP
en posant
€ == a1€l+b1q1’ p — 4:
4—c, f—c,

Si donc on pose
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1 u’i =('l —al) ("1"" Ex) + b{'h'l'ctcn u’z =('l'—al) (7‘2 - Ez) +b{’lz + catz’
v, =(1—b) (rl -n1)+01§1+axsi’ vy =(1_b1)(rg —mn,) +-cl, +ak,
wy =1 —e¢)(r,—8)4ak+bny, wy =[1—ce)ry —L) 4-05 +bm,,

UM =(1—a,)(r,— &)+ bimn+ cslss Upps ™ ={1—,)("py —En)+ bt Cihins

(95) (h) =(1—1b,)(r, —n,) et s ;::.1 ={1—b,) ("rr1—mn11)+- Cilrt

w,,(’”= (1—c5) (r,—%.) 4+ a8 binns w,,(_)&: (1—c¢3) (rh+l_ [SXTVE SURINVE = K THTN

e & v ® s & ® s o « s o o o L R T I N

u, = 1 -—0,") (7‘ —t )+ bﬂnn+c cn’ ui(n) —‘_—(1—-0,‘) (rl - zél) + ”n"h +cnc19
n(") = (i - bn) (rn'—nn)_l_ c C + a En’ v‘(n) = (1—'bn) (7‘1 _711) + cncl +ansn
wn(n)=()l - cn) (rn—zn) + an£n+ bn")n’ wi(n) =( 1—¢,) (rl "’Cx) +an§i +bn711;

on aura
wl u’
R, = 2arc tang — — 2ar¢ tang~.
1, 1,

On obtient une seconde expression de R, en posant

t—a w . —
d’ou
15 dg —9 du ll——zu 11—lwl
Ard 4y T Sl—f—u’ 14du 1.+’

et par suite

R — l( W) (1,4 tw',y) zll AW W —ilL (W —w',)
! (i,-{—zw ) (1—wy) 14w 1w2—{-1’1',(71/1—14)’,,)'
Calcul de V,
Ona
(96) v=7zV,

11
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enappelant V, la somme des trois expressions

[ R, (z, ¥, 2) — Ry (2, y, 2,)
(h) . (k) ] (7} . h)
_ [h. +wh(h)w ZhZ(wh(h,—‘wh_*.i“x,y.z[hzz‘*’wu(h)wh;i—Z]l,(w;.u—wh(h))]‘r,y,zo
7 ) : 3] Wy 7 7.0
[h’;-{'w;,(h)wh;,+1hz(wn(h)'_‘wh+1)] z, Y, z[hzz+wl‘(h)wh+1+ zh-’-(wh;t"—w" " )]S"y./;«)
Qu(x, ¥, 20) — Qu (2, Y45 3,)
- b2 (e)y(B) ik (h)‘ (%) h 2+v (h)v(’l) —ih (v (%) @)}
97) < - [ +'v v, _Z g(vh —'vh.H)]x,z/,zo[ b W\Whip ™ Vs );.r,yo,:o
(h) (h) (h)
[h 2+ vh(h)vh 1+zhy(vh(,)_vh 1) T3Y2, [hv2+v (h)vh 1+lhv(vh 1~vh(h )11:
+- + Y20 +: -+

YosFe
P,,(.Z', Yoo 7’0) - Ph(xosyo’ zo)

he (h),,(® b (u, (h) he (R, (%) —h (k) )

[ M, U ﬂq:,yo.zo[ oty | —ih(u, ) —u) )]1:0)_1/0‘50

R+t A1 h+1
- (h) 3] (B) T
\ [/z’ “+u, ("’u +ﬁhz(u (h)—"‘h:u)]z,y,ozofhzz‘*‘”h(h)“h +‘4-zh,(u,j:‘ “h(h))]xo’yo,h

ce qui donne une expression de la forme V.._zl";T

fonctions réelles et bien déterminces de x, y, z. Posons p + ig = ge%, et
soit 8, une valeur particuliere de 0; sa valeur générale dans I'expression
de p +ig sera 6 =0, -4 2mm, m élant un nombre entier quelconque.
Alors V=1le—%=— 26 =20, + lim. Nous retrouvons ainsi la propriété
fondamentale en vertu de laquelle z, y, z sont des fonctions périodiques
de V dont la période est 4x. On peut supposer que la ligne polygonale
soit inscrite dans une ligne fermée quelconque L', et étendre celte pro-
priété & la ligne L/ considérée comme la limite de la premitre.

Siles cotés sont finis, et # un nombre donné, on a, en affectant de
I'indice zéro le sommet déja affecté de I'indice n,

h=n—1 . . ()
/V ; Z [ _1wh(h) ,7 + :wh+l
= (r) w™
z+zwh /l TS

, P et ¢ étant des

—- h+1
(h <4 w0 h,— il:)—l h — iy, ® h + w::—?—:)
(98) ) h, — h, -+ zw(h) h + w"( ) h (:’3_1 T,Y,%
hy - iv, 0 by, — wh+l by — du ™ As +- mg'*)"’
(h —w,Mp 4 w(h’ byt ™ p, — 5.21) T3 Y05 %
h, -+ iu,® ke — i’ix ]
\ <h‘ — @™ b, 4 mgia)%:!/c:‘o ,
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p—iq
ptq
L’équation des surfaces de niveau de la ligne fermée polygonale L’ est
Y = const., et peut s’écrire, en désignant par C un parametre variable
seulement d’une surface a une autre,

9

ce qui donne une expression de la forme V=11 =2 arc lang "

{99) p+Cg=0.

Celte éq. est rationnelle par rapport aux 6n quantitész,—z,y, -y, z,—z,

Viz—2) Hy—=yr+@—2% Vi@ +@—y) Gz, Vo—2 iy T e,
en donnant a A toutes les valeurs 1, 2, 3,... n.

17. Sur les surfaces de miveau d’ume ligne fermée L’
infiniment petite.

Le potentiel d'une ligne fermée est toujours la fonction V définie par
I'intégrale (30). Nous continuerons de placer I'origine de la ligne / soit
a 'infini, soit, ce qui revient au méme, en un point quelconque de la
surface de niveau qui a des points & I'infini. Prenons trois axes fixes rec-
tangulaires, et cherchons le potentiel V au point M (x, y, 2) pris arbi-
trairement dans 'espace, Soit M'(x’, ¢, 2') un point quelconque de L',
et & une longueur constante et infiniment petite du premier ordre. Sup-
posons que les dimensions de L’ soient des infiniment petits du premier
ordre; nous aurons, en prenant un point fixe P, (z,, y,, 2,) infiniment
pres de L', et imitant I'analyse que Poisson a donnée dans les Mémoires
de U Académic des Sciences, T. V, p. 268 et suiv.

v=z,+Hh, Y=y, =34,

Document numérisé par la Bibliothéque Interuniversitaire Scientifique Jussieu - UPMC



— 84 —

J ¥, «, ¢ étant trois variables finies. Soit MM/ =7 et MP,—=7r.Ona, en
conservant la notation X, Y, Z,

X_—hs"ﬁ, Y=h5q_ﬁ, S‘_l_
r r r
%, i

. <d— d;— d— )
~=_+ dz E+ -l'-alzC

Mais si on observe que L' est une ligne fermée, on a {d'’%' =0, {€d’¥'=0
in I
et §d’¢C + {{'d"=0. Les deux premidres de ces relations donnent

L L
X:_—..h’ d/' B
S : 2/0' A

LI
et la troisitme montre que, si on pose

JAdY= o, JTd¥= @, J¥v= Y,
Ll

i L

(100) {on aura

ey = —,  JEY=—P, 7Y =~
T 7 w :
aL 4l

r,

r B
mais punsque + Tn t=20,.....,0na

— e : 2 _ slg Mo o 7o
X=h B » Y=h dz dz' »Z=h gd:c Yy’

1 1 1 1
t Yl 2 2 2
dv dZ dY d r, ,d Ty d d
B\ g gy
dy* " iz d:cdy dxdz
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R L
or —2 e + —e=03 donc, si on pose
d‘z'2 dyl dzZ ? b p

PLENN LU L
S, Toy a To, L, To_ d(@—xo)+ Bly—ye) +Y(z—3)

3
ro

3

on aura
dv du dv _'h du dv du

— 2 2 — )2

w=Vn =ty wEVE

done V-Au est une constante dont la valeur est nulle en vertu du choix
qu’on a fait de ’origine de /.

(102) V = b

L'intégrale «' représente la somme des aires séparées, sur le plan
des xy, par la ligne fermée qui est la projection de L’ sur ce plan, affec-
tées chacune d’un coefficient qu’on détermine en mettant zéro dans la
partie extérieure infinie, et assujettissant les coefficients de deux aires
voisines a différer d’une unité, et le plus grand, algébriquement, & ap-
partenir a celle qui est & droite de I’arc de séparation. Elle est donc in-
dépendante de la position du point P, infiniment prés de L, ce qu’on
peut voir d’ailleurs en ajoulant & £,+ et (' des constantes. Les formules
qui préctdent conduisent aux deux conséquences suivantes :
~ 1° Si la ligne L’ était plane et située dans le plan des &y, on aurait

al
d'l =0, et par suile «'=0, ' =0; uetV deviendraient u, = {’_r°

et V,=~A’u,. Donc V est la somme des potentiels des projections de L/
sur les trois plans coordonnés. Mais le potentiel d’un systéme quelcon-
que de lignes fermées est la somme algébrique des potentiels de chacune
de ces lignes; donc

Le potentiel d’une ligne fermée infiniment petite est le potentiel du sys-
téme des projections de cette ligne sur trois plans rectangulaires menés par
un point quelconque infiniment voisin, et dans des directions arbitraires.
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2° On détermine sans ambiguité une aire infiniment petite du second
ordre A’ décrite autour du point P, dans un plan passant par ce point,
et les cosinus &, &', ¢’ des angles que la normale positive Pz, de ce plan
fait avec les axes en posant

Ry F TRy =Y, h=X\a, K=\, &Iy=2X\¢
Si donc P,z,, P y,, et P 2, désignent un nouveau systéme d’axes rectan-

gulaires, le 2, du point M sera z, =da'(x —z,) + 8 (y —y,) +¢' (z—2,),
d’ou

v

I
.
|‘

Or le potentiel d’une ligne fermée plane dont I'aire est A’ et dont la
normale positive fait avec les anciens axes des angles définis par les co-

. b4 . . .
sinus @', ¥, ¢, est — N r—‘s, comme on le voit en appliquant & cetle ligne

[

plane les formules qui précédent, ou immédiatement, en observant que

— N ;-‘areprésente la perspective sphérique de cette nouvelle ligne vue

du point M. D'ailleurs, si on porte sur I’axe des 2, deux longueurs égales
et infiniment petites, 'une PA dans le sens positif, 'autre PB dans le
1 N N

, . , E AB AB
sens négatif, on aura 7\ =¥A — MB"

Donc V est le potentiel du

’
systeme qu’on obtient en pla@ant la masse + ‘%gau point A et la masse

Z\B au point B. Donc

Le potentiel d’une ligne gauche fermée infiniment petite 1.’ est identique
1° a celui d’un contour plan infiniment voisin dont les dimensions sont du
méme ordre infinitésimal, et dont lo ligne gauche mne détermine pas la
figure, mais seulement Caire N et la direction de la normale positive, que
nous appellerons Uaxe de 1,
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2° a celut de deux molécules égales et de signes contraires, placées siir
Lazede L et infiniment voisines de celte ligne, la molécule positive étant
du coté positif, et la masse de chacune delles étant égale a laire N di-
visée par leur distance mutuelle.

La question est ramenée & 1'étude des surfaces de niveau d’une ligne
fermée plane infiniment petite L’ comprenant une seule aire ', ¢’est<a-
dire partageant son plan en deux parties seulement. Prenons trois axes
rectangulaires, et dirigeons I'axe des z vers la normale positive de laire
X, en sorte que le mouvement sur L’ s’effectue autour de Oz dans le
sens xy, P'origine O étant prise dans I’aire A'. Soit § Pangle z20M. La
perspective sphérique de I’aire A’ vue du point M est

,c0s0 , =
(103) VeV e == 2 =

r2

Les surfaces de niveau de L/, étant de révolution autour de Oz, il suffit
d’étudier le méridien d’une de ces surfaces dans le plan z0z. 11 est sy-
métrique par rapport & Oz, et il suffit de I'étudier dans I'angle 20z.
Dans cet angle, V étant constamment négatif, posons

)\I
R n
(104) =

L’'éq. d’une ligne V = constante dans I’angle z0x est
(403) r’=1Fk"z ou r*= k*cos®.

Prenons, sur Oz, OK=£ (fig. 11). La courbe va du point K a I'origine
O, r décroissant constamment, et rencontre Oz normalement en ces
deux points. On construit la tangente MC et la normale MD en M, en

portant, sur OM—=7r, OA—=AB=BM = g, et élevant syr OM, aux

points A et B, deux perpendiculaires dont la premiére rencontre Qz en

D, et dont la seconde rencontre Ox en C. Car, si 'on appelle A et B les
projections de D et de C sur OM, et si Pon pose m —=O0MD, on aura
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d(r®) ~ dcosb

o 1y e do 75—_ dd  tang®
T O T T % T 9cost 2
AD AD ., e .
Or,tgm = do € A5 — 20A d’ot AM = 20A;
2BM OB
et 2 tgm—1tgh donne S+ BC — BC’d u 2BM = OB.
x est maximum en un point P pour 8 + m=90°, d’olt {g b tg m=1—= 352—6 ;
. 1 . 22 ?
29 = ? P g 2 oy - = — = —' —_ —

ce qui donne tg 2, cos’f 3> Sin 6 37 3 et r— \/

Seit p=MF le rayon de courbure de la courbe au point M : o’=— MD est
le rayon de courbure de la section faite dans la surface V par le plan
perpendiculaire 8 MC. On trouve

- E 3
NIk e G e L v - e N
—r = 0(tg? = Y ==

"3z 3‘/00s (tg®0-+4), ¢ r6z(w’+2z’) 6\/coso tg?6-+-2  1-tsin*m
2
AupointK, oupour 0=0, ona p=p = 3 k,
3 X 3
Pl gl =2,. ... pP=30=3%
0, .... 6—=90°, ... p=w0, pP=w

La relation p' — p = psin’m montre que le point F est toujours entre le
point D et le milieu de MD, et donne aisément pour ce point la eon-
struction suivante : MDJ étant le triangle rectangle dont I'hypoténuse MJ
passe par O, et I le milien de AD, on trouvera I sur la droite JI.

Les trajectoires orthogonales des surfaces de niveau ont pour éq. diffé-
rentielle dans le plan des zz

dz _ 2:2— x?
dr~  3zz °
dx 3t

ou, en posant z =1z, =0, éq. qui a pour intégrale, ¢

T TFr

Document numérisé par la Bibliothéque Interuniversitaire Scientifique Jussieu - UPMC



—_— 89 —

désignant une constante, (‘;) (' +1P=1, ou(#’+2")’ —’x*=0.0n
a ainsi, pour I'éq. des trajectoires orthogonales des surfaces de niveau,
dans le plan 20z,

(106) rS = cx? ou r == ¢sin®0.

La courbe étant symétrique par rapport aux axes, il suffit de I’étudier
dans I'angle zO0z. Si I'on prend, sur Oz, OH=¢, on voit que la courbe
va du point O au point C, 6 croissant constamment, et qu'en ces deux

. ¢

points elle rencontre Ox normalement. Pour § =45°, onar—= 5o et la
somme des rayons recteurs 7, pour deux valeurs complémentaires de
9, est constante et égale & ¢. z est maximum en un point Q pour tg’6 =2,

()

dol r =-§c. Soient

p=MG le rayon de courbure en M,
' = MC; on trouve

Vi izt _ r . or@*44)
=—T"3z T Zsmm T T 3z@Efent) 1+ som

Le point G et le point M sont de part et d’autre du point C, et le point
G en est plus preés que le point M: on a

tgﬁ:—?—f‘-,:—g-,,
P P
Au point O, ou pour 6=0, ona p =020, p=0,
, 2 c
..... Q ... tg8=2 ... p=em———=—z = ——
3V3 V3
, c e
CH, ... 0 =90, ... w=—g s=—z

Si par le point E, ot DC rencontire OM, on éléve une perpendiculaire
sur OM, elle passera par les deux centres de courbure F et G des deux
12
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courhes qui se rencontrent orthogonalement au point M. En effet,

2r
_2 4 270 ME_ 3 MA R
ME— 3 i_*_—Siﬁ-,ﬁ__??,ou—P-__?_M—D,donc EF est paralléle a

AD. Drailleurs la comparaison des valeurs de p et de p donne px= 2pz
ou ptg8 +20==0, ou pigm + p=0, ou — psinm=—=pcosm; donc G
et F se projettent au méme point sur OM.

Vu et approuvé, le 7 février 1870.
Le Doyen de la Faculté des sciences,
MILNE EDWARDS.
Vu et permis d'imprimer :
Le Vice-Recteur de U Académie,
MOURIER.
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DEUXIEME THESE.

QUESTIONS DONNEES PAR LA FACULTE.

Usage des potentiels dans I'électro-dynamique et dans I'électro-
magnétisme,

Vu et approuvé, le 7 février 1870,

Le Doyen de la Faculté des Sciences,
MILNE EDWARDS.
Vu et permis d'imprimer :
Le Vice-Recteur de U Académie,
A. MOURIER.

Paris, = Imprimerie de Cusser et C*, 26, rue Raeine.
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