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THESE D’ASTRONOMIE.

e e G- ——

Solution, par les séries, du probleme de Képler, et déier-
mination des coordonndes d'une planete, en supposant
tres-petites son excentricité et Uinclinaison die plan de son

orbite.

FEpression de Uanomalie excentrique, duw rayon vecteur et de
léquation dw centre, aw moyen de séries ordonnées siuwant
les sinus ou les cosinus finéaires des multiples croissants de

['anomalie moyenne.

Terme général des coefficients de ces séries expriné en fonction

A une tndéterminée m et de [excentricité e.

e Soleil est supposé fixe, et la trajectoire une ellipse rigou-

reunse.

AVERTISSEMENT. — Quoique la plupart des Traités de Mécanigne
rationnelle renferment la théorie du mouvement elliptique des pla-
nétes antour du Soleil, nous P'exposerons brievement, parce qu’elle
sert de base anx recherches qui font T'objet des deux présentes
Theses d'astronomie et de mécanique.

A. Equations du mowvement d'une planéle duns le /J[(lll. de son orbite.

déduites des deux premiéres lois de Képler.

I. Les trois lois astronomiques auxquelles les planetes sont sowmises
dans lears circunlations antour du Soleil, lois que Képler a trouvées
par les observations de ‘I'ycho-Brahé et par les siennes propres, sont

les smivantes -
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1% Les aires que décrivent autour du centre du Soleil les rayons
vecteurs des centres de gravité des planétes, sont proportionnelles
aux temps pendant lesquels elles sont décrites.

2°. Les trajectoires des planétes sont des ellipses dont le centre
du Soleil occupe un des foyers.

3% Les carrés des temps des révolutions totales des planétes sont
entre enx comme les cubes des grands axes de leurs orbites.

La premiére de ces lois conduit a I'équation

(1) ridy = Cdt;

r et § sont les coordonnées polaires d'un point quelconque de la pla-
nete. e rayon vecteur r aboutit du centre du Soleil & celni de la
planéte; I'angle & a son origine 4 l'apside inférieure ou périkélie,
cest-a-dire au point de I'orbite le plus voisin du Soleil. Cet angle ¢
s'appelle Yanomalie vraie. La constante C représente le donble de
l'aire décrite par le rayon vecteur dans I'unité de temps; ¢ désigne
un temps quelconque.

La seconde loi de Képler doune I'équation suivante pour celle de
orbite de la planéte que Pon considére :

a(l1—¢
(2) r= I_’—T(——e_(':;)e;
a désigne le demi-grand axe de l'ellipse, et e son excentricité, cest-a-
dire le rapport de la distance des deux foyers au grand axe.

Il ne faut pas oublier que les lois de Képler se rapportent au cen-
tre de gravité de la planeéte. Ainsi, lorsque nous dirons pour abréger :
Le rayon vecteur de la planéte, la position ou la vitesse de la planéte,
il faudra entendre : le rayon vecteur, la position ou la vitesse du cen-
tre de gravité de la planéte.

‘En désignant par T le temps de la révolution d’une planéte, on
pourl‘a pOSCl‘

La constante n sera ce que l'on nomme la vitesse moyenne angu-
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3
laire de la planéte , et nt son moyen mouvement ou anomalie
moyenne.

Concevons avec les astronomes qu'un astre fictif parte du périhélie
et achéve sa révolution d'un mouvement uniforme, en méme temps
que la planéte décrit sa trajectoire; le rayon vecteur de l'astre décrira
l'angle nt pendant que celui de la planéte décrira 'angle §. T'angle
§ — nt compris 4 une époque quelconque du mouvement, entre les
deux rayons vecteurs, a recu le nom d'équation du centre. Cet angle
est positif, et par suite, la planéte précede l'astre fictif en allant du
périhélie a Paphélie, c'est-a-dire an point le plus éloigné du Soleil. Le
contraire a liew, en revenant de l'aphélie an périhélie. Le maximum
de l'équation du centre dépend de la grandenr de Vexcentricité.

La constante C qui entre dans I'équation (1) a pour valeur le double
de la surface de Vellipse divisé par T. En observant que son demi-

petit axe est @ V1 — e, etsa surface ma® 1 — €*, on aura

ar a* \/1 —

C=
T

Au moyen de cette valeur et de celle de », 'équation (1) devient
rrdf=na* 1 — e dt.

Substituant dans cette équation la valeur de di déduite de (2).
savolr :
—_aidr
PR (e L
ryatet—(r—ay
on aura
rdr

nadt =

Pour intégrer cette équation, posons
(3) r—=a(r—e¢cosu);

ngus aurons

dr = ae sin udu, ndt— {1 —ecosu)da.
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6
st I'on convient de compler le temps a partiv de Pinstant du pas-
sage de la planéte a son périhélie, point pour lequel 'équation /»)
donue r =a(r — e), il faudra que langle « soit nul an méme poiui

ou l'on a aussi £ = o. En intégrant, on aura done

nt = u — esin u.

LN

En anettant pour » sa valenr dans celie de @, et observant que

s it — et L - i vie
COs L = CO08” it — sIn" 51, 1) vient

/" 5

'y — ¢t du

U — i cea
1—ccos’cu—4-cesin’tu

d'ou lon déduit, en observaut que § et 22 sont nuls en méme temps

au perihélie,

. I +¢
5y tang 6 = \/ tang + «.
- [ — ¢ .

Les équations du mouvement clliptique d'une planete dans le plan

de son orbite sont donc

re=a{i—ecceosut, 30

s
g nt = —ecsinu, oA

I 4
tang L) — .__Aﬁ—_ tanye + « ":)'l
T i m— g3, ey

Képler a trouve les denx premieres; la troisieme est attribuce a

Fastronome francais Lacaille. Ces trois equations expriment sous
forme finie les valears de r, § et ng, an moyen de Ja variable anxi-
liaive uw qu'on appelle Vanomalie excentrique. Cet angle est celui
que forme avee le grand axe de Pedlipse le ravon de cette courbe
men¢ av point ot l'ordonnde de la planete rencontre la denii-cir-
conlcrence décrite sur le grand axe de Torbite comme diametre.
On voit done que si Fon connaissait Tangle ., les équations (3), (5:
de (@) donveraient et 7; par suite, la position de la plancie dans
le plan de sa trajectoive elliptique serait complétement détermince.
Féquation (4) ferait connaitre I'époque correspondante & cette po-
sition. On aurait aussi 6 — nt, puisque les valenrs de 5 et de ns se-

Document humérisé par la Bibliotheéque Interuniversitaire Scientifique Jussieu - UPMC



7
ratent counues. Or, les astronomes ohseevateurs cormnaissent e
ment langle &, tonjours n¢, et jamais Fangle . W faat done tiver des

equations (@) les valenrs de et 7 en fouction de ne. Pour v par-

venir, il faudrait résoudre Péquation (45 par rapport & w, cest-i-
dire exprimer anomalie excentrique en fonction de lanomalic
movenne sous forme finie. Cest ce probléme qui porte le nom (e
probicme e Képler, parce quil est le premier qui Vait propos¢ aux
seomelres et quien ait cherchié wne solution. Il v'a encore ¢t -
soht que par des voies ndivectes. Duveste, Reépler, en le proposant,
Favait juge insoluble, a cause de Phétérogéncité des lignes qui en-
trent dans Pégnation . savoir : les ares ut et . et fa ligne droite
NS

Plusicurs astronoies, tels que Lacaille, Simpson, Cassind, Cagneli,
ont donné des méthodes pour le résondre par titonnement. On L
résolu ansst par le secours des séries; mais la loi des termes nen
était pas connue. Tel érair 'état dela question, lorsyue Lagrange, au
moyen d'nne formule quiil venait de déconvrir, et de Femploi des
vabenes des sinus et costns en exponentielles Imaginaires, purvint
Memoires de Berling 1758) & exprimer par des séries régulicres Fa-
nomalic excentrique, ainsi que les coordonndes dine plancte. Les
séries qui servent a exprimer /e, 1ol 5 — nt sont vrdonndes suivau
los puissances ascendantes, enticres et positives de Pexcentriciie.

Laplace, dans o Mémoive sur la convergencee des sévies, et plus
tard M. Canehy en ont démonteé la convergence lorsque Fexeentri-
Cité ne avpasse pas 6,60627 42, co qui est le cus des planétes commes.
Signalons; en passant, que notre monde planciaire oftre ceci de tres-
favorable powr fa convergence des scries ot T simplification des cal-
culst 1v que les orbites des plavetes si lon excepte celle de Mercurre
ne <éloigneut pas beaucoup de fafigure cirenlaive: 27 quietes son
peu inclinces sar le plan de Voeliptique, ce qui facitite les moyens
de rapporter les mouvements a ce plan, aisi gue cela se fait e as-
tronomie pratigue.

Noas ne ferons usage de la forsule de Lagrange que poar demon-

trev-la forme et Pexistence des séries ordounces snivant tes sinus o
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les cosinus des multiples croissants de anomalie moyenne, et servant
i calculer avec tel degré d'approximation qu'on voudra les valeurs
des quantités «, r, § — n¢. Nous déterminerons ensuite directement
les coefficients de ces séries au moyen d’une expression analytique,
fonction de I'indéterminée m et de Pexcentricité (e), de sorte que cette
expression donnera immédiatement la valeor du 1, du 2°, du 3°,...,
du mf™ coefficient de la série, en y faisant m=1,m =2, m=3,..,

m — n.

B. Détermination de la grandeur et de la direction de la vitesse d'vne

;)l(znéle a une c’poque quelconque.

L. V désignaut la vitesse de la planéte au bout du temps ¢, et ¢
I'angle que fait sa direction avec le prolongement du rayon vecteur r,

01 aara
dr? 4~ r2di* A %
S = » Vsinoe —r—-

V= _— .
dr dt

Eliminant dt dans ces deux équations au moyen de U'équation 1}, il
vient

o2

d.~ .
V= ¢? 2 —i—i P Vsinu‘:l—’,
, db r? r

V'équation (2) donne

rl.]— .
1 1 4+ ecosf 1'_—(.’51116
;“a(x—e’)’ 4o —a(l-—-e’)

Substituant ces valeurs dans celle de V2, il vient

2 .

= ¢? 2a
Viem ——— (—— 1))
{1 —e) \r
et par suite
/ M
. ayl —e*
smc?:—s/——-.
2a
r——
=

D’apres la valeur de ¢ trouvée précédemment, celle de V2 peut éire
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mise sous la forme

T r

I

el (),

Lies séries, gque nous donnerons plus loin, feront connaitre les
valeurs de r et 6 & uuc époque quelconque, et les deux derniéres
formules que nous venons de trouver déterminant la vitesse et la
direction de la planéte en fonction de r, il s'ensuit gque son mouve-
ment dans le plan de son orbite est complétement connu. Mais quand
on veut considérer a la fois les mouvements de deux oun plusicurs
planétes, il est nécessaire de rapporter la positien de chacune d’elles
A un autre plan, qui est ordinairement le plan de l'écliptique oun de
Porbite de la Terre.

Soient NON l'intersection du plan de Porbite d'une planete avec
un plan passant par le centre O du Soleil; OE une droitc menée dans
ce second plan, OM' la projection du rayon vecteur OM de la pla-
néte sur ce méme plan. Désignons par 7 'inclinaison de ces deux
plans, par « I'angle NOE, par o I'angle BON que fait le rayon vec-
teur OB aboutissant aun périhélie avee Ja droite ON. Ces trois angles
«, ), » devront étre donnés, et ils détermineront le plan de Torbite
et la position de Vellipse dans ce plan. Soient aussi ¢ ct & les angles
variables MOM’ et M'OR que fait le rayon vecteur OM avec sa pro-
jection OM’ et cette projection avee la droite OE, Jesquels angles
détermineront a chacue instant la direction du rayon OM aboutissant
a la planete.

Cela posé, considérons langle triedre, qui a son sommet au
point O, et dont les trois arétes sont OM, OM’, ON. L’anomalic
vraic ou langle MOB étant toujours désigné par @, les trois
faces dc cet angle triedre seront:

MON =— MOB 4 BON = 0 4 o,
MON — MOE — NOE = 4 — «,
MOM = u.

Fa premiére face sera opposée a un angle droit, et la troi-

2
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sieme & langle . Cela posé, on aura, daprés les premiéres re-
gles de la trigonométrie sphérique,

sin g = sin v sin (8 + w),

tang (b — 2) = cosy tang (9 + w);

et Pangle @ étant connu en fonction de £ d'aprés ce qui précede,
chacun des angles ¢ et ¢ le sera aussi an moyen des formules
que nous venons de donner.

Lorsque le plan donné sur lequel on compte T'angle ¢ est I'éclip-
tique, ct que la droite OE, & partir de laquelie on compte cet
angle dans le sens du mouvement de la Terre, est celle qui va
da centre du Soleil & I'équinoxe du printemps, les angles ¢ et
sappellent la longitude et la latitude de la planete que 'on cou-
sidére. La droite NON' est la ligne des noeuds de son orbite; si elle
entre dans I'hémisphere boréal quand elle traverse le plan de
lécliptique au point N, ce point est le neend ascendant, et N’ le
neead descendant. Selon que la planéte se trouve daus cet hiémni-
spbére ou dans Thémisphére austral, la latitude o est positive ou
uégative, et Iangle MON ou § + o est plus grand on moindre que
180 degrés. L'angle » s'étend depuis — go degrés jusqu'a go degres;
et 'angle MON, ainsi que la longitude M'OE, depuis zéro jusqu’a
360 degrés.

Si l'on remplace le point (O) par le centre de Ia Terre, et que
Pon prenne l'éguateur pour lc plan donné sur lequel on compte
l'angle U, et pour origine de cet angle la droite OE qui va de ce
centre au premier point du signe Ariés, les angles ¢ et o seront ce
que I'on nomme Vascension droite et la déclinaison de la planéte. L
appliquant les formules précédentes an mouvement apparent du
Soleil autour de la Terve, on anra o = o. 7 exprimera lobli-
quité de Técliptique, et l'on devra prendre pour § + o la longi-
tude de cet astre; d'oi il résulte qu'en la désignant pard, on aura

sins == sin ysin ), tang b = cos y tang %,
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et en méme temps
. sin 7 tang &
S]n? - . / ' .__‘O_‘..,_.A.
\/COS"/ ~+ tang* &

Les plus grandes déclinaisons boréale et australe vépondent a

7= goY et J = 270 et sont = 7. Cet angle 7 est aussi celui que
fait axe de rotation de la terre avec la perpendiculaire au plan de
Pécliptique; il est soumis a une pciitc inégalité quon appelle la
nutation, dont la période est d'environ 18 ans, ¢t le maximum de
9", 4 seulement. Sa valenr moyenne, au commencement de 1800,
était y = 23°27' 55”; elle diminue de o",456g2 par année.

Dans tout ce qui précede, on n'a point eu égard a la force qui
agit sur chaque planéte dont le mouvement a été déterminé d'apres
les données de lobservation, et sans recourir aux principes de la
dynamique; il sagit actucllement de déterminer fes lois de cetie
force, c’est-a-dire sa direction ct les variations de son intensité, soit
d'une position & une antre d'une méme planéte, soit d’une planete a
une autre. Cest ce grand probléeme gui a été résolu par Newton,

C. Détermination des lois de la force qui agil sur chaque plancte.

I I snit. de la premiere loi de Képler que la torce qui retien
chaque planéte dans son orbite est constamment dirigée vers le
centre du Soleil. En effet, en décomposant cette force parallélement
aux axes rectangulaires OX, OY, et en désignant par X et ¥ ses

composanles suivant ces axes, on aura

i N
(1) ==X
. z/"")"__ ;.
(2) dez 7

nn.tltipliuut (L) opary, (2) par x et retranchant, il vient

zd* v — ydic

e = Yr— N

(3
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-t

L'équation des aires r*dd = Cdt étant transformée en coordonnées
orthogonales an moyen des relations connaes x = rcos9, y=rsinj.

devient
zdy — ydx = Cde;
d’ow, en différentiant,

ad?y — ydix = o.
Par suite, V'équnation (3) devient

Yz — Xy =o;
d’ou

Les composantes X ¢t Y étant proportionnelles aux coordonnées
du point de la trajectoire occupé par la planéte, il s'ensuit que lear
résultante est constamment dirigée vers le centre du Soleil. Cela
posé, soit R la force accélératrice inconnuc en grandeur qui agit
sur la plancte. Cette force est dirigée, comme on vient de le voir,
suivant le rayon vecteur, et clle agit de M vers O par la raison guc
la trajectoire tourne sa concavité vers le centre du Soleil. Les cosinus
des angles que fait la direction de la force avec les prolongements

v " . . .
de a et de y sont done — =, — 7. Par conséquent, les équations du
. - ,.

mouvement seront

AP x x d*y ¥
4 — — — R-— —~ = —R*~-.
) de? R P dt? r

Lo appelant toujours V la vitesse au point M, nouns aurons

L dzt Ay
Sa T w
d’ott, en différentiant,
¢ 2 —E{_J lr - ([:'Y
d. V= e e dy.

Par conséquent, si Fon ajoute les équations (4) apres les avoir mul-

tiplies par dx et dy, et si Ton observe que xdx -+ ydy = rdr,
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, il en résultera

2

cause de x° + y* =1

Ld V= — Rdr.

Mais dans le mouvement clliptique on a

20 73
Vio— 28
s a
et posant
4 a
_ q T d
IU - T_-
Par suite, on obtient
72
R = "—_,'
03

Ce résultat montre que : « la force qui agit sur chaque planete suit
» la raison inverse du carré de la distance aua Solcil. »

Lagrandeur de cette force étant p. a Punité de distance, soit o’ ce
(qu'elle devient pour une autre planéte dout le demi-grand axe et le
temps de Ja révolution sont représentés par « et I, on aura de

meme

d'on il résulte

et, par suite,

Conséquemment, a unité de distance et généralement & la méune
distance du Soleil, 1a force R est la méme ponr deux planetes diffé-
rentes.

La force motrice de chaque planéte est donce indépendante de si
vature particuliére, et proportionnelle i sa masse, comme les poids
a la surface de la terre. Llle vavie d'ane planéte &ine antre siivant
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la méme loi que d'une position & une autre de la méme planéte, et
si deux planétes situées 4 la méme distance du Soleil étaient aban-
données a elles-mémes sans vitesse initiale, elles tomberaient d'un
méme mouvement vers cet astre, et I'atteindraient dans le méme in-
tervalle de temps.

En considérant que les satellites se meuvent antour de leurs pla-
netes respectives, i peu prés comme si ces planétes étaient autant
de points immobiles, Newton reconnut que tous les corps du sys-
téeme obéissent 4 la méme loi de pesanteur vers le Soleil ; et il con-
clut da principe de V'action égale et contraire a la réaction, que le
Soleil peése 4 son tour vers la planéte, comme celle-ci pése vers cet
astre, et que de méme la Terre est attirée par tous les corps qui
pesent a sa surface. I étendit ensuite cette propriété a toutes les
parties de la matiére, et il établit en principe général: que chaque
molécule de la matiére attire toutes les autres en raison de sa masse,
et réciproquement au carré de sa distance a la molécule attirée.

L'expression mathématique de cette loi de l'attraction entre deux
molécules matérielles quelconques p. et o/, situées & une distance

/
I'une de Pautre représentée par u est, comme on sait, f—ii—‘-, J étant un

coefficient constant. Il importe de remarquer que l'action est mu-
tuelle, et que l'action est égale et contraire & la réaction.

La théorie que nous venons d’exposer, et qui est sortic des calculs
de Newton comme une déduction mathématique des lois observées
dans les mouvements des corps célesles, peut se résumer ainsi qu'il
suit :

i". La pesanteur des planétes vers le Soleil est démontrée par la
loi des aires proportionnelles au temps;

2°. La variation de la pesanteur en raison inverse du carvé des
distances est établie par Vellipticité des orbes planétaires;

3. Laloi des carrés des temps des révolutions proportionnels aux
cubes des grands axes montre que la pesanteur qui émane du Soleil
agit également sur les planétes équidistantes du Soleil ;

4°. Il suit du principe de l'action égale et contraire  la réaction,
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que le Soleil pése vers les planétes proportionnellement a leurs
masses divisées par les carrés de leur distance a cet astre; que les
satellites pesent a la fois sur le Soleil et sur les planétes (ui pésent
réciproquement sur eux, de facon quil existe entre tous les corps
du systéme solaire une attraction mutuelle proportionpelle aux
masses et réciproque aunx carrés des distances ;

5°. La figure de la Terre et les phénomeénes de la pesanteur & sa
surface nous montrent que cette attraction n’apparlient pas a ces
corps en masse, mais qu'elle est propre a chacune de leurs molé-
cules.

De cette théorie, déduite des lois de Képler, qui ellessmémes ont
été rectifiées par la loi de Newton, le géométre anglais en vit dé-
couler les principaux phénoménes du monde, tels que lattraction
des sphéres® homogenes, laplatissement de la terre aux poles, la
variation des degrés du méridien, les oscillations de la mer, quelques
inégalités de la Lune, et la précession des équinoxes. Malgré les
explications satisfaisantes que Newton, et surtont d’Alembert, Clai-
raut et Euler donnérent, aprés lui, de ces phénoménes, toutes les
fois que la découverte d'une nounvelle inégalité se présenta dans le
systéme planétaire, il dut sélever des doutes sur T'exactitude de la
loi newtonienne; mais une chose digne de remarque, c'est qu'une
analyse plus habilement dirigée (*) a toujours rendu compte des
nombrenses inégalités des planétes, et souvent méme a fait décou-
vrir des inégalités qu'il n’avait pas encore été donné aux astronomes
d’observer. Ainsi, les travaux de Lagrange, de Laplace, de Poisson
et des géomeétres contemporains ont confirmé ou prévu les consé-
quences de la pesanteur universelle.

(*) D’aprés quelques astronomes, la théorie d'Uranus semblerait devoir faire
exception i la loi de la gravitation, & raison de son ¢loignement du Soleil. .&efe

DU ¢S At I ST S i facdlp At es A X Qseryasine/d Bavis.
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D. Solution du probléme de Képler au moyen d’une séric ordonnée
suivant les sinus des multiples croissants de [’anomalic moyenne.

Terme geénéral des coefficients, exprimé en fonction d'une indéterminde m et de

I’excentricité e.

IV. Pour démontrer Uexistence de cette série, nous nons appuie-
rons sur la formule de Lagrange que nous rappellerons ici.

Cette formule, qui sert a développer, suivant les puissances de a,
une fonction quelconque de u, (), lorsque u =a+ x (1), f(u)
étant aussi une fonction guelconque de z, cette formule, disons-
nous, est la suivante :

{ p T, x* > .o’ (a) fla¥
s?(lt)—”a)_!— I“"(”)f(”HT.‘; da +x.2.3 da* +e

LA)? L A @)

1.2...2 da’—t

Si, dans cette formule, on suppose ¢(w)=u dott 9(a)=a ct
o' (@) = 1, elle devient
ot dfle) @ diflay 2 A Sy

N x
B = -~
(B) w=a-+ lf(a)+l.2 da T 1.2.3 da? 1.2...n  dat

Cela pos¢, identifions Véquation u = a + x f (u) avec la deuxiéme
es

des équations (a) mise sous la forme w=nt -+ esinu, on aura

a=nt r=—e, f(r)=sinu,

el par suite
Sla) = sin nz.

Substituant ces valeurs dans la formule (B), elle devient

¢ d.sin*at N e drsind e e " sin ne
1.2 dant 1.2.3 (d ne) T nianan (date

e,
e —nt -+ — s nt -+
I

On pourrait, avant deffectuer les différentiations indiguées,
remplacer les puissances du sinus par lears valeurs en sinus et co-
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sinus d'arcs multiples de 727, an moyen des formules suivantes

€os 2pi — 2p cosap — 2)u

. - 1
N (— 1P sinu == —— ) .
o - T cos lopp — diu —...

Lo dernier terme de cette série est

. .

J— 4 -
s 2plep Lo i p==i)
- 2

[

i, 2. po

le signe 4 covrespond a (p) pair, et le signe — & £ p) impair:

sin(2p -+ 1) —{ap~41)sin{op—in
D {— P eI P™ = — {ep—+1iap

2 sin{op-—3u — .. ..

l.e dernicr terme ost

fop4-t1dop. .. (p-Ead
=+ pr v it “sin g
(. 20 ... 2

le signe -+ correspond i {p) pair, ct le signe — a(p) impair.

Si, apres ces substitutions, on effectnait les différentiations, on
voit facilement ¢ue les résultats ne comtiendraient que des sinus li-
néaires des divers multiples de 72, On pent douc concevoir que on
ait rassemblé tous les termes renfermant les sinus des mémes multi-
ples de nt; et par suite en représentant nt par z, la sérvie pourra

prendre la forme suivante:
(e u—z=A sinz A, sin2z4 A, sin 3z ... A, sihms.

Les coefficients A,, A,, Aq,..., A, sont des fonctions de e quiil sagil
de déterminer au moyen dun terme général exprimd cu m et e. Pour
y parvenir, nous nous appuicrons sur les formules suivantes :

Siom etm! sontdeax nombres entiers positifs et différents. on e,
en tegrant,

Y T
e {1} / cos mzeos m'zdz==0, (2] j sin/mnzsin m’zds =o.
v

LY

Sim = m', on aurd

ting Lns —
(e i) /cos‘~' mz dz = —. i) ,// sine s ds = -
/Y - 0 -

i
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Ces derniéres formules ne s'appliquent point 4 m = o. Dans ce cas,
la premiére intégrale est égale 4 =, et la seconde & zéro.

Cela posé, multipliant (1) par sin mzdz, et intégrant ensuite de-
puis z = o jusqua z=1w, on voit facilement qu'en vertu des for-
mules (2) de (E) et (F), tous les termes du second membre s'éva-
nouiront, & I'exception de celui qui a pour coefficient A, ; d'ott I'on

conclut
2 " .
= — | (#—2)sin mz ds.
o 0

Intégrant par parties, et observant quen vertu de la deuxiéme
des équations (@), ¥ =0 etu = n répondent 4 2 =0 et =13, cette
expression peut étre mise sous la forme

2 o
m= — cos mzdu.
mw J,

Substituant dans cette expression, & la place de z, sa valeur en z dé-
duite de la deuxi¢me des équations (@), savoir : 2= u —esinu, il
viendra
2 111
Ap = — cos (it — me sinw) du.
mey 0
Développons I'expression sous le signe d'intégration par les for-
mules connues'qui servent & exprimer le sinus et le cosinus en séries
ordonnées snivant les puissances de I'arc, on aura

. mtet . . m'et ) -
— st sin‘e
1.2 2.3, 4
mt et . + ),; mwer . COS mu
————F%=sinfu —_1 —-—~—sm-’ u
L | 1.2.3.4.5.6 { 2...9p
cos (mu — mesin z) — —
. mied
mesinu — sindu
1.2.3 '
-+ meed b g sin mu.
g sintte— . A (— 1 —————— sinP Iy
| 1.2.3.4.5 2...(2p1)
Substituant cette valeur dans la derniéve expression de A,, on

aura, en représentant le$ denx séries précédentes par leurs termes

Document numérisé par la Bibliothéque Interuniversitaire Scientifique Jussieu - UPMC



19
généraux ,

2 m¥Pew = .
Ap=— ——— | (—1)Psin*Pu cosmu du
mo 1.2..2p J,

2 el = .
—_— (— 1)? sin"P*' u sin mu du.
mwe 1.2 (2p+1) S0
Il faut remarquer que, pour déduire le premier terme de la pre-
miére série ci-dessus de son terme général, il fandrait faire p=o.

oo mP e*f T . 1
Dans ce cas, le coefficient ——— se rédunisant & S»on prendra 1 pour
1.2...2p

valeur de ce coefficient, et par cette convention tous les termes de
la série seront compris, sans exception, dans son terme général.

Il ne reste plus, pour avoir la valeur de A,,, qu'a trouver celle des
deux intégrales dont elle est composée. A cet effet, remplacant les
puissances du sinus par leurs valeurs déduites des formules (4), (B),

on aura
[~ cosapr-—2pcos(ap—2)u
2 mFet ! ° nu du
Ap—= — e —— 2p(2p-—1) cos!
mo 1.2..2p 207 J, f 4 =——cos (2p—4)u—...
sin(2p-+1)u—{(2p—+1)sin{2p— 1)1

2 P+ grptt 1 o . i
[ - e (2p+1)2p . sinmiuede.

me 1.2 {2p+1) 27 ], A+~ sin (2p—3)e —. ...

[l fant maintenant donver a(p) toutes les valeurs depuis zéro jus-
qua linfini, et intégrer les termes correspondants a chaque substitu-
tion. Or, cn vertu des formules (E) et(F), les termes qui prendront la

i3 . k~3
forme K [coszmudu, Kfsixﬁmudu auront pour valeur Z, et
/0 o 2

tous les antres s'évanouiront. On conclut de la que si m est pair,
toutes les intégrales de la deuxiéme série seront nulles, ¢t que pour
obtenir les valeurs de celles de la premiére, il suffira de considérer
les valeurs de p, qui donueront

ap=m, op—a2=um, 2p—4=m,. .., 2p—2k=um,
d'olt
p=m, ap=m--2, 2p=m--4,..., op = m -+ 24,
3.
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Substituant ces valeurs et intégrant, on trouve

m+2
X m" n_ T m-+2 m e
A 1 2"=! 1.,2..m am+! 1 1.2, (m—+2)
w—= .
o () w L
o+ 1.2 - 1.2...(m+4)

Si m est impair, toutes les intégrales de la premiére série sont nulles,
et celles de la seconde s'obtiendront en posant

2w+ 1=m, o2p—1=m, 2p—3=m,..., 2p—2k-—1=1m,
d’our
wH1=m, op1=m+2, p+1=m+4, .., 2pF 1 =m+ 2L
Substituant ces valeurs et intégrant, on voit facilement quon trou-
vera la méme expression que ci-dessus pour la valeur de A,,, de
sorte que cette formule convient a m pair, et 4 m impair. En y
faisant successivement m =1, 2, 3, 4,..., on en déduira tous les
coefficients de la série

@ —3z==A,sinz - A,sin2s + A, sin 3z 4 A, sinfz 4. ..+ An sinms.

C'est ainsi qu'on a trouvé:

. . 1, ) 3 < a r . ,
H—z=— ¢ sinz + —¢* smzz.—f*;e“ sin 3z + 3¢ sinfz~+ ...
3 2
JRESN— _.}_. et __.3_05' .__.i et
a3 2 27 3.5
1, T
+ e +—=e -+ - -+
at 2.3

. Développement du rayon vecteur en une série ordonnée suivant les
cosinus linéaires des multiples croissants de ['anomalie moyenne. —
Terme général des cocfficients.

V. Pour démeontrer Vexistence de la série chierchée, nous obser-
verous qu'en vertu de I'équation r = a (1 — e cosu), r est une fonc-
tion de u, cette variable u étant d'ailleurs liée avec e par I'éguation
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u=z +esinu. On pourra donc développer -+ suivant les puis-
sances de e, an moyen de la formule (A). 1l suffit, pour cela, de

poser
g{1)==a(1 — ecosu},
d'out
¢/ (#)=acsinu,

et d'identifier P'équation u = a + xf () avec =3z + esinu. On
obtiendra ainsi
a=z, x=¢, flu)=sinu,

et par suite,
g9{a)—a(1 — ecosz), o'(a)=aecsinz, f[fla)=sins.

Substituant ces valeurs dans (A), il vient

., ¢ . .sintz
r::a(r—«ecosz)—kac?’sm-z—ka—fl—7
1.2 dz
e di.sin'z ' et e iz
—— g
1.2.3  d3° 1.2...n  dz"t

Il est facile de voir que si, aprés avoir remplacé les puissances du
sinus par leurs valeurs en sinus et cosinus des moltiples de = au
moyen des formules (C) et (D), on effectuait les différentiations
indiquées, cette série ne contiendrait que des puissances de ¢ multi-
pliées par des fonctions de cosinus linéaires d’'arcs multiples de z. On
peut donc concevoir quon ait rassemblé tous les termes renfermant
les cosinus des mémes multiples de z, et quon ait éerit cette série
sous la forme suivante :

r=B,+ B,cosz + B,cos2z +B.cos 3z +. ..+ B,cosmsz,

By, B,, B,,..., B, étant des fonctions de e qu'il sagit de déterminer
au moyen d'un terme général exprimé ene, et en une imdétermi-
née m. Pour y parvenir, multiplions les deux membres de 'équation
par cosmzdz, et intégrons ensuite depuis z =0 jusqu'a z = Ln
vertu de la premiere des formules {K), (F}, il viendra

o =
B, = - ’ rcosmszds.
ks

e v
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Remplacant r et z par leurs valeurs déduites des deux premiéres
équations (a), et observant qu'en vertu de la seconde de ces équa-
tions (@), 4 2 = o et z = mrépondent u = o et ¥ = =, on aura

B, _—f (1 — e cosu)? cos (mu — mesin u)du.

Intégrant par parties, on aura

2ae [*% . . .
Ba = — =——| sin{mu— me sinu)sinudu.
mw

Cette derni¢re formule ne sapplique pas au cas ou m = o. Dans ce
cas particulier, on a

2a ("%
B, =— (1 —ecosupde—a(1 +te?).
T Je
C’est le seul coefficient dont on puisse trouver la valeur exacte.

En développant sin(mu — mesinu), on obtiendra deux séries dont
les termes généraux seront

m3 e*f . .
{(—1)p ——5—— sin¥u sinmu,
1.2.3...2p
e anly o
(— 1)) ————————— sin ¥ u cosmu.

1.2.3...(2p41)

Si on les substitue dans la valeur précédente de B,,, il vieudra
2ae m' eF = . .
B, = — —-—.—«f (— 1) sin***' « sinmu dn
mo 1.2..2p

208 mpT gt

(— 1) sin %+ & cos mudu.
ma 1.2.3.. 2p+1)

On peut donuner a cette expression la forme suivante :

2 mw+ P+ o i X
(2p+1) — —f—— (—1)? sin%*tu sin mau du
a mw x.2...(2p + 1)
B,,., _ mip+? g3p+2 (3 ’

+ (2p+2) ”me (—x)PHsin? g cosmady

En comparant cette valeur avec celle de A, trouvée précédem-
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=1}

ment, savoir :

2 PP @pt = ) .
Ap = — ————————— (— 1)P sin®*' ¢ sinmudu
me 1.2.3...(2p 4+ 1)
v

2 m¥Pe? 24 .
+ - = (— 1) sin* u cosmude,
mz 1.2.,.2p

9

on voit que la premiére intégrale de A, est, au factenr prés
a . . e, ‘
— 171(2 p -+ 1), identique avec la premiere intégrale de B,,, et que la

seconde intégrale de A,, s'identifie avec la seconde de B,,, abstrac-

tion faite du facteur — :—2(2[) + 2), en y remplacant 2 p parap+ 2.
Or, nous avons vu que, si m est impair, la seconde intégrale A, s'a-
néantit , et que pour obtenir Ja valenr de la premiérve, il faut y faive
suceessivement2p-1=m,m-+2, m -+ 4, m-+6,..., et intégrer le
résultat de chaque substitution. Si m est pair, cest la premiére inté-
grale qui s'évanouit, et la valeur de A,, se déduit de la seconde, eu y
faisant 2p = m, m + 2, m + 4, m + 6,... et en intégrant le
résultat de chaque substitution. Nous avons trouvé dans ces denx cas
la méme eipression pour 4,,, savoir :

1 mn I e m--2 .
c“”ﬁ ()m -
N tf 2™ 1.2, . m 2™t 1.2, 3. (m—+2) 1
Ay, =- 4 .
m L+ 1 e (m—+4)m—+3 e
27 1 2.3, (m+4) T

On conclut de la que la valeur de B,, s‘obtiendra en multipliant
le premier terme de la valeur ci-dessus de A, par m, le second par
m —+ 2, le troisiéme par m + 4, le quatriéme pav m + 6, ctc., ete.,

a . . -
et tous l(“S termes par — —- On trouve ainsi
m

1 mr 1 m—+ 2 i .
L;’H — e’ll il
B 1) 2" el (m—1) 2™+l 1.2, 1)
— g
m 2 m--1
m v (m44)(m+3) n iy
am+ 1.2 1.2...(m—+ 3)

On peut arriver & ce résultat plus simplement. Diltérentions, par
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rapport a(¢€), lexpression de A, trouvée précédemment , savoir :
PP , lexp m p ', saveir

2 ' .
An =-— | cos(mu— mesinu)du,
°

il viendra

d A, =2 = . .
== sin(mu — me sin &) sin & du;
de -]

3

divisant, par cette expression, la valeur de B, , qui est

w
2ae . . .
B, —=~— — sin{mu <~ me sin u)sin udu,
moy
on aura
B, __ sc
dA, — m ’
de
d’ou
ae  d.A,
By =— —>—=.
m de

Prenant la dérivée, par rapport i (e), de la valeur de A,,, on trouve

1 mm 1 m—+42 mm+?
em—t em+1
d.An__ 1 27~ 1.a..{m—r1) gmi 1 1.2..(m—+1)
de m§ 1 s (m~44)(m -+ 3} o
2" 1.2, (m—+ 3) 1 . 2

Substituant cette valeur dans celle-de B,,, il vient

X m" 1 mm
P — [_,m-.‘—':
B ——a ! 2™ 1.2...(m—1) 2™+ 2. (m—-1)
" ,p! 1 (”Z <+ 4) (I)’l + 3) ks L4
entig- L.
2m+3 1 . 2 n2..(m+43)

valeur conforme i celle qui a été trouvée par la premiére méthode.
En faisant m = 1, 2,3, 4, 5,..., ondéduira tous les coefficients de
la série r, & partir du second. Nous savons que B, = a (1 + Le*),
De cette maniére, on trouve
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e — el -2-6‘“ -+ ..> €0s 22

A S ) vos 3z
2
e — g(:‘ “+.. > cos 43

¢ —{»~) cos 5z

F. Déueloppement de {'équation du cenire en une séric ordonnée suivant
les sinus linéaires des multiples croissants de ['anomalie inoyenne.
— Terme général des coefficients.

VI. Pour démontrer 'existence de la série cherchée, prenons la
troisieme des équations (@) qui peut s'écrire ainsi :

sin 4 6 1+ ¢ singu
cost 0 YV 1 —e coslu

n y substituant, a la place des sinus et cosinus de 46 et Lu, leurs

valeurs en exponentielles imaginaires, cette équation devient
=1 =t juy—1  —tuy—1
i —i \/1 +e i — i

v vV ime Tavm =
IHJ l—f—»i Lo —1 i_u\/ l—}—i Ly

i représente la base des logarithmes népéricns.
Cette équation peut se mettre sous la forme

w1

i —I 1+c ! — 1

- , . g —i .
o tirant de cette équation la valeur de {V— , on trouve

v YT T e+ ie) + (Vime — Vir e
z framg = 7
; u\/—x(

I3

Vi—e — \.f"x—g—e)—f— (Yi—e -+ \,-"l(—.t-e)
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V= e
T — V1=
V=t T2 4
\/1—-e’
Posant , pour abréger,
€
E= ,
1+yVi—e

on peut écrire

oy YT —E RV E
(—E{#V—1 - 1.._1;;'"\/:

> i“\/: .

Prenant les logarithmes des denx membres, ou a

sy—1=uy—1 +1(i—E i) —1 (t—E:V—Y).
Remplagant les logarithmes pav leurs valeurs en séries, il vient
OY=T =y (VT =) B ey =S

LB ey T -y
n

Substituant aux exponentielles imaginaires les sinus réels correspon-

dants, et divisant ensuite les deux membres par y—1, ona

) t=u-ta2 (Esinu—}- - sm:u_,_E3 sm33u S E sm44u+___+Eusm nu>_

n
Il ne sagit plus que d'exprimer u, sin u, sin 2u, sin 3u,..., en
fonction de z. Or, si dans la formule (A) on fait

¢ (8)=sinnu, a=3z, x=¢, fla)=sinz, ' (a)= rcosnz,

il viendra

. . e ) e? dcosnz sin'z e d"'cosnzsin’z
sinnru = sinnz —+ n| ~cosnzsinnz - p —— ——e—0——4... .
1 1.2 dz 1.2...7 dz"!

Eun faisant n=1, 2, 3, 4,..., cette formule donnera les valeurs de
sin &, sin 2u, sin 3u,... en z. 1l ne restera qu'a effectuer les différen-
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tiations indiquées. A cet effet, on remplacera les puissances du sinus
par leurs valeurs en cosinus ou sinus d’arcs multiples, et ensuite,
les produits d'un sinus multiplié par un cosinus, par une somme de
sinus , et les produits de deux cosinus par une somme de cosinus. 1l est
facile de voir que les résultats des différentiations ne contiendront que
des sinus d'arcs multiples de z. D'autre part, on peut développer
E, E?, E%,... suivant les puissances entiéres et positives de e. Ii
suit de la que E sinz, E®sinaw, E®sin3w,... peuvent étre rem-
placés dans (S) par des séries multipliées par des fonctions de sinus
de multiples de z, chacune de ces séries ne renfermant dailleurs que
des puissances entieres et positives de e. La valeur de u trouvée dans
le §IV est composée de z, plus une série ordonnée suivant les
puissances de e multipliées par des fonctions de sinns d'arcs mul-
tiples de z; si donc on congoit qu'on ait fait ces substitutions, et qu'on
ait rassemblé tous les termes contenant les sinus des mémes multi-
ples de z, 'équation (S) prendra la forme

{1} 8 —z=C,sinz+ C,sin2z+ C,sin3z+ ... -+ C,sinms,

C,, Gy, G,,. .., C, étant des coefficients fonctions de e qu'il sagit de
détecminer.

A cet effet, multiplions les deux membres de (1) par sinmzdz, et
intégrons ensuite depuis z=o0 jusqua z ==. En vertu des formnles
(2) de (E) et (F'), on aura

Cp=— E‘/V'J(O—z)sin mzds.
0

o

Iutégrant par parties, et observant quen vertu des denx derniéres
des équations (), & — z est zéro entre les deux limites 2=o0 et z=3,
on atira
2 o
m = — cos mzdh.
mo
]

Substituons, dans cette formule, & z ct 4 & leurs valeurs déduites des
deux derniéres des équations (a). En observant qu'en vertu de ces
V'

. . —e* . ,
équations, d@:l—_;—“;z du ct cos mz == cos (mu—mesinu), et qua
4.
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z=o et == répondent u =0 et u=1g, on obtiendra

— 2 y — 1
C 2yt eff-fcos(mu mesmu)du.
L]

" mw T1—ecos i

Développons 'expression placée sous le signe somme. Nous avouns
trouvé précédemment

me? mie' ., mwee |
1———sin?u - ———sin‘ u —...4(— 1) ————sin u [cosmu
1.2 1.2.3.4 1.2...2p

cos (mu—mesina)=

mie AP et .
+ | mesinu— sin® e 4 ... 4 (—1)P ———or————— { sin mu;
1.2.3 1.2...(2p+1)

de plus on a

1 ol
—_—— == 1+ ecOo5U 4 e cos’u - oS’ 1t + e Cost U~ . . . - " cosu.
1 — £ coSi

Multipliant les deux égalités précédentes membre 4 membre, et
représentant les séries par leurs termes généraux, on aura

cos (mu— mesin ) mip g,
== - (—1 )P ————sin® u cos" u cosmu
I—ecosu 1.2...2p

20 g
=+ (—1)f ———————sin"*' & cO8™ u sin 21 1L,
1.2... (2p + 1)

Substituant ce résultat sous le signe f dans la derniére expression

de C,,, et faisant, pour abréger,

a1 —e? mrPePtn
M= ~/

(A3
(1) . {~— 1)P sin? u cos* it cos mudu ,
mo I.2... 21) s
) 2 \/I et pppt prptn o . .
N= . (— 1)" sin**'y cos" u sin mudu ,
s 1.2...(2p+ 1) J,
on auya

Ch=M-N,

M et N représentant deux séries d'intégrales, dont on obtiendra
tous les termes en donnant &4 7 et & p les valeurs simultanées et suc-
cessives

R==0, 0y O5..., O | RTT 0y Iy 1youuy 1 {A==02, 2, 2,.,,, 2

. . s €te.
p=1,2 3..,0p=0, 1, 2,...,0 {p=o0, 1, 2,...,®
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Il ne s'agira plus, pour trouver la valeur de C,, qua intégrer tous
les termes de ces séries. Occupons-nous d'abord de la série (M), et,

pour faciliter 'intégration, transformons Pexpression sous le signe f .

On a

. 2 l)(p_l) § + -z
{(—1)psin?r—=(—1p"(1 —cos*u)p=(—1 ) Impeos Ut ot Tip costt T

~4{—1)7 cosPu
ou bien

plp—1)(p—2)
.2.3

(—1)sinPu = peostut ... — cos?P—iy

+})(}’—I)

COS* ™% it = p COSF 28 - COSP I,
.2

Ce développement renferme p + 1 termes qui sont alternativement
positifs et négatifs en allant du dernier vers le premier. Clest pour
cela que les premiers sont affectés du double signe =3=. Substituant
cette valeur de (— 1)? sin?* # sous le signe somme dans M, il vient

“eostazEpeostrat L.

a1 —¢t p prpn &
M2 MO f _plp—1)(p—2)
0

»ip—r1) cos mucdie,
mo 1.2...2p

cos'_’p—#h-—'n 17

Cos:'[)+n—u‘u +
1.2.3 1.2

— peosP "y 4 cosPTrL

Remplacant les puissances du cosinus par leurs valeurs en cosinus
d’arcs multiples, et commencant ces substitutions par le dernier
terme cos™**u, on aura
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(2p+n)(2p +n—1)

I
P [cos (2 + n)u +(2p + n)cos(2p +n—2)e—+ — cos (2p ~+n—4)u —!—]
—_ n—3
—pﬁlrcos(gp—i—n—z) u-i—-(2p+n—2)cos(2p+n—4)u+(2p+n 21)(§P+ )cos(zp—f"n-—fi)u—l—...]
+1.)_(.f’.:l_)._ [cos{zp +n—4Yu~+(2p+n—f)cos(2p+n—6)u-+...]
= 1.2 o
(2) M::z'\/l—c'l./mmr-'pﬂ _P(P—l)ll’—2) i I _ [cos(2p+n-6)u+(2p+n—6)cos(2p+n-—-8)u+...] »cosmudu,
mws 1.2..2p 1.2.3 23p+n—i
+ .

n—1

) —1
+ (—1)r. E—I—I:cosnz¢+zzcos(rz —2)n '—z-(:l—z-) cos(n—4)u +]

Il ne reste plus qu’a substituer successivement dans cette expression les valeurs de n et de p, conformé-
ment a ce quenous avons dit précédemment, et qu’a intégrer tous les termes qui résulteront de ces substitu-

. . .
tions. Or, en vertu des formules (1) de (E) et (F), les termes qui prendront la forme Kfcos"mu du
o
auront pour valeur K-z, et tous les autres s’'anéantiront aprés l'intégration. Cette observation nous conduit
a ne considérer que les valeurs de 7 et p, telles que 'on ait
ntop=m, n+4o2p—o=m, n+t2p—h=m,..., n4-92p —2k=m,

Peur toutes les valeurs de n et de p qui donueront » + 2p = m, le premier terme seul de M prendra
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la forme K f cos* mudu, et par conséquent il suffira de les substituer dans ce terme. Par la méme raison,

il suffira de substituer dans le second terme de la premiére ligne de (M), et dans le premier de la deuxieme,
les valeurs de n et p qui donneront n + 2p — 4 = m. De méme, les valeurs de n et p qui donneront
n - 2p — 4 = m devront étre substituées seulement dans le troisieme terme de la premiére ligne de (M),
dans le deuxi¢me de la seconde, et dans le premier de la troisiéme. En général, les valeurs de 22 et p, qui
donneront n + 2p — 2k = m, devront étre substituées seulement dans le (k + 1) terme de la pre-
miére ligne de M, dans le £°™ terme de la seconde ligne, dans le (k — 1)%™ de la troisiéme, dans le
(k — 2)me de la quatriéme,..., dans le troisiéme terme de la (k — 1)%*" ligne, dans le deuxi¢me de la
Kieme | et enfin dans le premier de la (k + 1), La somme de tous ces termes peut étre mise sous la
forme suivante :

(2p+n)(2ptn—1)...(2p+n—k+1)

I. 2 ceen e k
" (2pd-n—2)(2p4+n—3).. {2p+n—4&) <
£ 2 (A—1) 1
p— @ +?2(2p+n——4)(?p+n—3) (ep4+n—k—1)_ 2p(2p—2)
2\i—er e t i . 2 h—2 1. 2
ma  1.2.3... 2p'271‘+"" 6 2 ( ) COS("+2P_'21‘)”"‘05'”"’/"'
_23(21)—1—11— oo (2ptn—k—2)  2p(2p—2)(2p—4§)
... .. . N A Y 3
4 (— 1) 2t 2])521)-—22). .. (2p—z£~-;—2)
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n=1x,

ap=m—+2k—1,

32

Sim estimpair, les valeurs de 7 et 2p qui donnent 2p+n—2k=m
sont les suivantes :

n=3, % n=>5, g n=m—42k—2,}) n=m-24,

ap=m-+2k—3,} 2p—m—+2t—5, 2p=2, 2p==o0.

En les substituant dans (X) et en intégrant tous les termes résultant
de ces substitutions, on obtiendra une expression dont on pourra
déduire la valear de M. Il suffira, pour cela, d'y faire successive-
ment £=0,1,2,3,4,...,%, Or, il est évident quon obtiendra
le méme résultat en substitnant les valeurs de n et de 2p dans les fac-
tears de (X)) on se trouve la somme 7+ ap, qui, pour toutes les
valeurs ci-dessus de n et 2p, sera constante et égale & m+ 24; en
intégrant ensuite, en substituant dans les autres facteurs , aprés l'in-
tégration, les valeurs de 2p, et enfin en faisant k=o0, 1,2, 3,..., .
En opérant ainsi, on obtiendra d’abord :

(m—4-2k)(m—4-2k—1)...(m—4-k-+1) P \
I. 2 k 1.2.,.2p
2‘(m+21~—2)(m+2k-—-3) wei (m--F) 2p
- I. 2. (h—1) I
(m42t—4) . .. .. (m4+k—1)_ op(2p—2)
22 x
— 1 + . (A—2) . 2 .
ek
m | gmrHe o (m4-2k—6;. . . .. (’m+/li——2;:, < ap(2p—2)(2p—4)
S . (A=3] t. a. 3
ok 2P (2p—2) (2p—4) . .. (2p—2k-+2)

+ =) 1. 2. 3. /
Il ne reste plus, pour obtenir la valeur de M, qu'a substituer
dans (Y) les valeurs de 2p, et a faire ensuite 4 =o0,1, 2, 3,....
Clest ce que nous ferons plus tard.

Cherchons la valeur de N. Cette intégrale n'ayant pas la méme
forme que la valeur (1) de M, il faut tacher de I'y ramener, afin
que les calculs précédents lui soient applicables. Or, en intégrant par
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parties, on a

s+ cos" wcosmu

. . 1 P
fsm’ﬁ“ zcos® usinmudu —— | sin*P+' nweos® ud.cosmu=— —
X m m

2 i
+ 2T

. n .
fsm’l’ 1 cos™ ucosmudu — — fsm’l‘*’ ucos" " ucos mudu.
m

On conclut de la -

2p+1t % :
i f (~— 1)PSID® wcos™™' wcos mudu
mn

o

T
j {—1)? sin®*' u cos® u cos mudy = -
n . .
! + — (—1)pr'sinP+i ucos™" ucos ma die.
m J,
‘n posant, pour ahréger,

2\/ L&'  m3p+ gannt

me .1.2...(217—{—1)

> ko3
><( P,::_I)f (—1)? sin*® u cos™ ' ucos mudu,
9

af1—¢ mptiewinit o [T e
Q=-—- . e (—1)?*sin?(P+) wcost ! w cosmudu
mo  1.2..(2p4-1) m

on aura
N=P+ Q.

Ou peut mettre P et Q sous la forme

- o P 2P [~
o 1—¢* miP et . ,
P—= _\{ —— {— 1) sin® u cos"*' weos mu du,
mey 1.2...2p .

) 2\/1 —g? PP gty r(ap—+2)
Q= e 1.2.3...(2p41)(2p~+2) m*

o
f (— 1w+ sin¥P+1iy cos® 'ucosmuidi.
o

Sous cctte forme, on voit que la valeur (1) de M devient identique
avec celle de P, en remplacant n par 2+ dans M. Par conséquent,
pour trouver la valeur de P, il faut faive Ja méme substitution
dans(Y). Mais cette expression ne contenant pas 7, il s'ensnit gu'elle
donuera la valeur de P en y substituant les valenrs de 2p déduites de
'équation ap-+n+1—2k =m, valewrs qui sont les mémes que celles
qu’il faut y substituer pour obtenir M. Donc P’ =M, et, par suite,
Cp=2M-+Q. Il ne reste plus qu'a trouver !a valeur de Q. On y
parviendra facilement, en observaut que la valear (1) de M s'iden-

D
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n(2p + 2)

m?

tifie avec Q, abstractiou faite du facteur , en remplacant,

dans M, pparp+r1 et nparn—1.
Conséquemment, pour avoir la valeur de Q, il faut faire les mémes

substttutions dans (Y) et dans Péquation a2p + n — 2k=m.
Cette équation deviendra

2p—|—2—+«tz-—1—2k::m,

et I'on en déduira les valeurs suivantes :
rn=o, n—==2, n=4¢, n=m—4 b —1,

apt-a=m-2k¥%1, loptoa=m—+o2k—1,)opto2=m+2hk—3, ) ap4o—n2.

Ainsi, apreés avoir remplacé p dans (Y) par p+1 ou bien 2p par
2p -+ 2, il faut y remplacer ap + 2 par les valeurs ci-dessus, et mul-
tiplier le résultat de chaque substitution par la valeur correspondante

n(2p+ 2)
m*

in facteur — - Or, le vésultat de la premiére substitution sera

7éro a cause de n = o0; et les valeurs suivantes de 2p + 2 ébtant les
mémes que celles qu'il faut substituer & 2p dans (Y) pour avoir la

valeur de M, il s’ensuit qu’on obtiendra Q par la formule Y ﬁ.(_?{flj,

m-

dans laquelle il faudra remplacer r2 et 2p par les valewrs ci-dessns
de n et 2p+o,apartivden=n2, ap+ 2=m+ ok —1. Par con-
séquent, la formule de laquelle on'déduira la valeur de C,, sera, d’a-
prés ce qui précede,,

aY 4 Y (n,;zz/,‘) v <2+ﬂ;;/)> ‘
En observant que 72 doit recevoir les valenrs paires o, 4,
6,...,(m—41-+2k), on pourra remplacer n par 22/, pourva qu'on
donne a n'les valeurs w'=1, 2,3, 4, 5,...,4 (n + 2k 41). De cette
maniére la formule ci-dessus deviendra
,

2Y(1—1,-”,'—2,p>.

m?
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En substituant, dans cette expression, les valeurs

' =1, j7 =2, )”' =3, ‘ W =g(m—tnk—1) =L m . 24~1),

p=in+-2k—1, 2/):/)/—}-2/»‘—3,’2/):1)1-(—2/4'—5,,‘ 2p== 2,

2 =0,

on obtiendra la formule suivante (Z). En taisant ensuite successive-
ment dans (Z), k=o, 1,2, 3, 4,.... o=, on obtiendra la valeur de
Cype M est essentiel d'observer que lorsque, par ces substitutions, le
dénominateur de quelquune des fractions se réduira & zéro, il fau-
dra prendre lunité pour la valeur de cette fraction.
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1m 2k — 1) 7
(m-2&)(m—-2k—1)..(m-+ k1) 3 m? Jre2. . (m 4 2k —1)
! - T S & B 2{m—+ 2k —3) snmh—s ) . Hm—+2k—1)27| w0 .
A _ o _
+7x+ e 1.2.. (m~+24-—3) - mt Jr.z2
T 1(m A2k 1) 7 2k —1 a2k
, (m -2k —2)... (m-+ k) 3 ) mr 1 2... (m+ 2k — 1)
' o (A —1) - 2(m+24—3) m—{—z/l»-li ik tmp2k 1) o m
BN [ e ) I TR P L el
m? i |m+2/{—~3) . m* _Vl 2
1 f\m - 9/1 — 1 (m “n( —1 J {m + DY 3) k= o '
T ) 1.2...(m+2/€'—1)/
. o, . o . o meteakes
+22(7)I—{—2.A —~4).. rbﬂnrz—f—A—*x,. N l+2(m~f-9./x—3) (m +—Q/L—3>(m+2/(“—;o_) e 0
ZV:T . | I {k—2) ) e 1.2 I.2...(Ill~<}—2£‘—-3)
(2) — = ‘ “(n 4 24 — 3) /,] f.o
I N A —_—
\ . m* t.21.2.3.4
’ N vim -+ 2k /‘ l’” + 24 — 1) (m + ok —3). .. (m+4 1) Mkt \
e m? o D A 1.2... (m—+4 24 —1)
- ’m -+ ’/ —_ 5 (m—+ 2k —3)... (m—1) ™R
b f— 1) 2k (4 - f e gy
i ) mt L aL k 1.2, (s 2k — 3!
. 2k , 2k
l n [ - {m 1) 24 m
| ) m? Aa.on., . 4

Document numérisé par la Bibliotheéque Interuniversitaire Scientifique Jussieu — UPMC




Valew de C,,, dans le cas ol m est impair.

. r{m—1) P Sl + 'l 2(m — 3) mmn—?
! +
X m* 1.2...(m—1) ) mt ] 1o, m——3)
2m—! 3(m— i mn— " ) m— | L{m—1i2 | m
+ m? 1. 2...(m—5) mt | 1.2, 3 4 m? 1.2
i I(m +1 mr 2(m—1Y) mm!
1
ma-2y | ] v {m + I: + 1.2..(m—1)
1 [ mn=? < {m—1 mt - s{m—+)2| m
1 +_ ]x 2. (m—3)+"'+[l+2( m? )4]1.2.3.4+[1+,( mn : Jﬁ
om B (m +: m mm 2(m—1)] m—1 mmt
—n B J (m—|—x)+[1+ mn 1 x.2...(m—1)+”
+1+_(i'i I I (L EE) F
i m* 11.2.3.4 ) mt jur.2
l(m—l— 3) s o “1 + 2 (m + 1) i +
(m +4)(m +3) m? .. (m+3) m? 1.2.. . (m—41)
1.2 wim +1) 4 m‘ T+ 327} m
P m? 1.2.3. 4 '+ m* T2t
(rn + 5) m—+3 mm + ‘l + a(m—1)] m-+1 v "
L _,,'”+° 1 1.2...(m-+3) } m? 1 1.2 .(nz+1)
P A [ _Lz m+ ) 4 m + [1_*_%(1114—3)2‘ 2 mt
11.2.3.4 m? 1.2
1{m~+3) (m—f—& {m~+1) 3 2(m—+-1)7) (m41) (m—1) mml B
. B 1.2 1.2 .(171+3‘+ n: 1. 2 12.a(mea)

x*t

-+ etc.

m'
1.2 1.2.3.4

FEILEY 4|
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Sim est pair, les valeurs de 2p qu'il fant substituer dans (Y) et qui se
déduisent de Péquation n+ 2p — 2k =m, sont

n=o, ) n=2, a n:m-}-zk——z,) n=m--24,

2 :m—+—9ﬁ,€2p:m+7_:{-——2,5'”2/;:2', 52]):0.

/

Aprés ces substitutions, on fera k=0, 1, 2,.. .,00, et l'on obtien-
drala valeur de M.

[Vintégrale N se déduisant de ja valenr (1) de M, en remplacant
dans celle-ci n par n -+ 1, il s'ensuit qu’il faudra substituer dans (Y)
les valenrs de 2p qui se ticent de I'équation 7+ 1+ 2p — 2k =m.

Ces valeurs sont

n=—1, i n=13, ‘ /1:m+2£~——3,) n=nm—+ak—i,
op=—m-+2k—2, ) 2p = m—+ 2h—4, } . ap =2, 52[): 0.
On voit que ces valeurs de ap sont, a l'exception de la premieve, les
meémes quil faut substituer dans (Y) pour avoir la valeur de M. Par

suite, la valeur de M + N s'obtiendra en multipliant par 2 tous les
termes de M, & I'exception du premier.

Lintégrale () sidentifiant, abstraction faite du facteur (2p + 2) Tl
”-

avec la valeur (1) de M, en remplacant, dans celle-ci, 2p par op+ 2,

et n par n—1, il s'ensuit qu'il fandra substituer, dans (Y), 2p +2 &

la place de 2p, et déduire les valeurs de n et 2p de 'équation

ap --n—2k=um, aprés v avoir fait les substitutions de 2p + 2 ef

n —1 ala place de 2p ct 2, ce qui donnera
2p+a-+n—7i—2k=in

On tire de la

n=m—4 2h—1.

n=1u, 3/1:3,
{

bop 2= m—4-24k— 2, 20+ 2=2.

op 42 = m—+ 2k,

Ces valeurs de 2p + 2 étant les mémes que les valeurs de 2p qui doi-
vent étre substitvées dans (Y) pour en déduire M, il s'ensuit que la
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somme des intégrales M 4+-Q peut se déduire de Vexpression

. 7.2 \ - ~ .
Y ( 1 -+ —-;7-1—/), en donnant 4 nles valeurs 1,35, F.. .., en méme

temps que 2p recevra les valeurs ma- 2k, m+4 ok — o, ... o,
En multipliant par 2 tous les termes de (Y) vésultant de ces substi-
tutions, & exception du premier, on formera la formule suivante o)
de lagnelle on déduira la valeur de C,,, en y faisant successivement
k=o0,1,2,3,...,%.
Lorsqu'on fera usage des formules qui donnent la valeur de €, | il

fandra, apreés avoir donné a m une valeur particuliere, multiplier le

résidtat de cette substitution par 1 — %, on bien par
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CWi—e

m

X

2111-4--:-’« -1

{m 42k m -+ 2k — 1)

2(111 +a2k—2)..

{m—i-/l+1) F

{m +2/. mm+t
:l 1.2...(m - 2%)
{(m 4+ 2& — 2)] = +
1.2...(m+ 24 —2) :

2k—1)2| m?
+.'1t__LJ___+2

m? 1.2
U(m A2k (m~4-2k)  mmt*
i m? 1 1.2...(m—-24)

Toveienn (k—-—llj

..........
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(m - 4) : N 3(ma-2k —2)]m+ 2k —2 k=2 +
+12 m* 1 t2.(m42k—2)y 7
+'_ +(m -}—2/:7—-—1)2'J 2 mt
m 11.2
! (m4-24)] (m 4-2k)(m -2k —2) - mmiok
m? 1.2 2...(m - 2£)
(m 4=k — 1) 3(m + 2k —2)| (m 42k ~2) (m + 2k —4) mmtik—l +
(h—2a) R m? . 1.2 2...(m+ 2k —2)
T (m+ak—34 4.2 0w
+l_2+ m? T.21.2.3.4
{m —|~ 24)7 (m <= 24) (m 4= 2h — 2)...(m~2) mm
I 2.0 k 2...(m—+2k)
(m 42k —2o){m 4+ 2k —2)...m k2
m’ k r.z...(m+2£-—2)+"'
m+9 A (2h—2)...2 m*
T Y

c""*‘-”'.

=
=



1
!

—

by

o mt
t+—
m 1.2

Valear de G, duns le cas i est pair-.

,nm—z

[: 3(m— 23]
wiasl KR
n- 1.

m:-

5(”1 _4) mni
+[2'+ ! J t.2...(m—4) e

2...(m — 2)

[ (II!——-[)2—J m?
t— 2
m? 1.2

(,m
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nz+ 2)] m’"*‘2 [ ] mn
i \ I +1 24 = —+
(i +2) . {m + 2} m* ..m
o (m—-— 1)4 m (m— )2 m?
+[2+ m? —J 1.2.3.4,--f~ R Rl
(m —|—2) (m+2) mm? (m) m.m"
[I+ I. (m—i—z) 2+ 1 1.2...m
2 (m—2)] (m—2) nym-=1 (m+1)27]2 m*
+ | 2T
(m— 2) m? 1.2
mrtt m - "' mmt
mz+4 m+3 l: 1.2...(m~+4) +[ BT ] 1.2...
. ¢ R+ 3 2
1 + m—i—x m T 2+n+ V4 ———l—i’
m? 1.2.3.4 m? 1.2
l m-4 3 [ \
(m—+4)]m+4 m i . (mT 2)7 (m 4 2]
, m-42 m? 1 o (m44) | m 1
- ) $ 327 ] 2 m
[ {m —l—vx §14_ m o [2+(/n -{-’ ) J 2 m:
m’ 11.2.3.4 | : 1 1.2
l m+4) 171—1—4 m —+2) e
I+
ot . 2 La..{m4+4)
’ 3 (ln —+ 2) [ {m + 2}m mn (m~+1)4
+[_2+ m? ‘l 1.2 (.2...(m+2)+”'+_2+ m? 1.21.2.3.4
-+4-ete.

Vi

4
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-

En supposant, dans la premiére valear de C,, m =1, 3.5,
7, Q... ., puis dans la seconde, m =12, 4,6,8,..., on wouvera
antant de termes qu'on voudra de I'équation du centre; c'est aiusi
gue nous avous obtenun, en nous borpant a la cinquiéme puissance

de ¢,

(v, Détermmation des coordonndes /zéliocenlriqucs od une planete.

VIL. Ul ne nous reste plus actuellement qu'a rvapporter la position
de la planete au plan de Pecliptique, ou & déterminer sa longitude,
sa latitude et la projection de son rayon vecteur sur ce plan; ces
irois coordonnées bixent le lica héliocentrique de Pastre que l'on con-
sidere.

Soient ¢ la longitade . ¢ la latitude qu'il sagit de déterminer,  Ln-
clinaison de Vorbite; o la longitudle di rcend comptée comme & a
partic de la droite menée du centre du Soleil au premier poiu
&’ Arigs; soit enfin w la longitude du périhélic comptée depuis lu
ligne des neeuds, de sorte que § + w soit Vargument de la latitiuic.

Détermination de la longitude. — 1angle § 4+ o a ponr projec-
tion ¢ — 2. hnaginons un triangle sphérique rectungle ayant pour
hypoténuse Varc § + w, ct pour cotés de angle droit ¢ — oot e
Vangle opposé a la latitnde o sera Vinelinaison 7; on aura donc

tang (b — o) = cosy tang (0 + o).

Document humérisé par la Bibliothéque Interuniversitaire Scientifique Jussieu - UPMC



49

fin comparant cette équation a la troisicme  des équations (¢t ,

+e
tang ; §— \/ tang < u,
P —2v

on pourra développer ¢ en y et 6. U suffit, pour cela, de prendre I
serie qui a été trouvée dans le paragraphe précédent,

savolr

sinz2n .. sin 3u ., Sin 4w |
-+ K + Eo- -+ ) .

2 3 4

9:1[—1—2(1]511114—1—13"

l)'ll CON /

et &'y remplacer 6 par 2(b —a), wpar2(6+o , \/

140 :
N I — ¢ COS¢ — } 9
et £ = — _—-— par S S par — tang® %+, De cetie ma-
e cosy - 1 -
\/ !
1 —0c

niere on ohtlent

sing (¢ +«

b — 0= B 4w — tang’ —51112(9+<n)—+-tmg 1 (? v
W sin b(ﬂ + )
—tang' - ——g——

Vill. Pour déterminer la latitude, on considérera le triangle
sphérique rectangle qui a servi dans le probléme précedent. Ce
triangle donne

tang s = tangy sini{y — «);

remplagant tange, sinty — o) par leurs valenrs en exponentielles

N

imaginaircs, on obtient

V=1 —sv—t =V =1 iVt
— - == tang 4 :
f?’\/““_{_ i—rV—1 >

ou bien, en divisant haut et bas dans le premier membre par
;—eV=
R N I U

— = ——— o — langy
eV —1_
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d’atr Von tire

[u—«w—n -—<¢~a)\/——:] tang y

I
i‘)‘?‘/—:_;: 2 = :
[ ilg— o) \/_‘ I —{p— =) 'ﬁ/_—!] tang <y

1
2

Prenant les logarithmes des deux membres, divisant par 2y —1,

on obhtient

\i(l{l_a)s/_—l_i_(#)__u)\/—_—l‘l tangy

+ |tV —p = \/_‘{J"

tang“y
3.8y—1

I S FU 5.
B e Y] -
4 I \: o

' 5.32 y—1

u, en développant,

o= it =T _ m v | tangY
: R 2\/—1
-+ ﬂl”j(\b_qf \/:-3i(¢*g")‘/__[ﬁ—?)i_@—Oﬂ)\/—_‘l_i—S(g:—a)g/:_ mngl
- - 3.8\/--;
is('#_“)\/“‘_f__5i5\’g‘/—af\/:_}_loi(,‘g‘_a)\/:
tane_”/
- e ~ . -t
o VT g — VT 5wy =0 [5.32V =0

Remettant maintenant pour les exponentielles imaginaires fewrs

valeurs en sinus, il vient finalement :

¢ = sin { — «) tang y + |sin 3{( t”m“
4 [sin 5 (b — 2) —5 sin 3 (y—a) - rosin (§ — )] %"g—lé SR

IX. Passons & la détermination de la projection du rayon vece-

teur.
La projection r’ du rayou vecteur a pour valeur rcos o, et comn:

Document numérisé par la Bibliothéque Interuniversitaire Scientifique Jussieu - UPMC



-
ot

cos g ="1 + tang®o) ° on anra

APs

r=r ( P — ! tzm.q’o—{—é, tang * p—— ]—S.mnu"w -+ 3—5, tang o ... )
2 T '8 T S Y

On a trouvé toates les coordonnées an-moyen desquelles on pourra
connaitre & chaque instant la position d'une planéte dans Vespace, en
ne tenant pas compte des forces perturbatrices. Voyons emploi de
ces coordounées.

La série qui doune la valeur de ¢, cest-a-dire de la longitade,
est exprimée en 9; or, on a établi une série qui doune 5 en¢; con-
séquemment, a une épocue (uelconque on pourra avoir la valeur de
7, et par suite celle de &.

La latitude, clest-a~dive I'angle o, est exprimce en ¢ au moyven
d’une série; on pourra donc a chaque instant conuaitre la latitude.

L.a projection 7" du rayon vecteur est exprimée en ¢ ¢t en 7; or, a
chaque instant on peut connaitre ¢; de plus on ala valeur de ren vz

on peut donc avoir aussi le rayou vectear r, et par suite 7.

H. Détermination des coordonnées ylocentriques.

X. Connaissant la projection r’ du rayon vecteur, aivsi que les
angles & ct o, c'est-a-dire la longitnde et la latitade héliocentrigues,
il ne s'agit plus que de trouver les troix coordounées r, ¥, ¢, cest-
a-dive la projection du rayon vecteur de la planéte, ligne dont
Uorigine est au centre de la terve, la longitude et la latitude géocen-
triques.

En ayant recours a une figure, on trouvera facilement les formules
suivantes :

sin (ﬂ R sin z
A 3 — - st — Fare - .
7 . r U Mt (:) —z lang» = tanyg o —

s sin : b Y 3 T o 7 51

R
M
'

3 est la commutation onlangle formé parla droite (ui joint e cenive
de la Terre et du Soleil avee la projection 17 ; ¢ est I'élongation o
Cangle que la projection ' torme avec cette méme droite unissant
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le Soleil et Ia Terre. On désigne dailleurs par @ la longitude du
Soleil.

Les angles 8, « qui entrent dans ces valeurs, sont déterminés par
ces équations:

r’ sinf
d—r'cosp’

@:@—180"'—(-@, tangs =

d représentant la distance du Soleil 4 la Terre.

= . r’ sin
La derniére formule devient, en posant __g_? =tangp,
sinp sin
tang e — Ti—ﬁ\-
sin(f—r;
e R ae———
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PROGRAMME

D¥. LA

THESE I’ASTRONOMIE.

A. Equalions du mouvement dune planéte dans le play e son
orbite, déduites des deux premiéres lois de Képler.

B. Détermination de la grandeur et de la direction de la vitesse
d'une planéte 2 une époque gqnelconque.

C. Détermination des lois de la force qui agitsur chagque planete.

D. Solutiondu probléme de Képler au moyen dune série ordonnee
snivant les sinns des mualtiples croissants de 'anomalie moyenne.
Terme général des coefficients exprimé en fonction dune inddrer-
miogée m et de Pexcentricité e.

L. Développement du rayou vecteur en une série ordonnée suivant
fes cosinns linéairves des multiples eroissants de Fanomalic movimne,
— Terme général des coefficients exprimé en ne et e.

I°. Développement de I'équation du centre en nune séric ordonnéc
saivant les sinus lincaires des multiples croissanis de Vauowmalie
moyenne. Terme géncral des coetficients, exprimé en v et e.

G. Détermination des coordonuées héliocentriques d'une planete,

H. Détermination des coordonnées géocentrigues.

Ve ef approwed,
Le tr Aot 1845
Le Dovex ne ta Faconts nEs Scrinces.

DUMAS
Permis d& unprimer,

Llsseectevr cintrar pes Erunss,

chargé de P udministration de U Acadénde
de Paris,
YOUSSELLE.
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PROGRAMME

DE LA

THESE DE MECANIQUE.

Sur la trajectoire des pZanétes et des cometes dans un miliew
résistant.

A. 1 PARTIE. — METHODE D'EXPOSITION.

L. Introduction et position de la question qui fait I'objet de cette
These.

Il. Détermination des équations différentielles du mouvement re-
latif des planétes et des cométes autour du Soleil supposé fixe dans
I'espace absolu, en ayant égard a la gravitation de lastre sur le Soleil
et aune force tangentielle provenant de la résistance du milien. Nous
désignons ces deux équations par (a). — Moyen d’en déduire les équa-
tions différentielles (b)) du mouvement elliptique qui est snpposé avoir
lieu dans le vide. — Transformation de ces derniéres en coordonnées
polaires, ce qui donue lieu anx équations désignées par ().

1. Modifications & apporter dans les équations dun mouvement
elliptique, savoir

r=u{l —ecosu),

nt = u — esinu,
A} . -
(4)
tanv'9 \/l+etar =
— patamd “‘_
s T By

pour gu'elles soient les intégrales complétes des équations (¢). —
Interprétation géométrique des quatre constantes. — Nouvelle posi-
tion de l'axe polaire. — Définition des angles connus en astronomie
sous les dénominations suivantes : anomalie vraie, anomalie moyenne,
longitude vraie, longitude moyenne, longitude du périhélie. — Les
équations (A) modifiées sont désignées par (d).
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IV. Détermination des équations linéaires et du premier ordre qui
donnent les valeurs des inconnues da, de, de, dw. Comment on ra-
meéne & la méthode des quadratures la détermination des quantités
a,e,&e, 6,

V. Comment, a l'aide de la méthode des approximations succes-
sives, on peut obtenir, avec tel degré d’exactitude qu'on voudra, les
valeurs des inconnues a, e, ¢, ». La trajectoire dans un milieu ré-
sistant est la courbe enveloppe de toutes les ellipses constantes re-
présentées par les équations (A), lorsquon attribue au temps des
valeurs successives.

B. 2¢ PARTIE. — EXECUTION DES CALCULS PRESENTES DANS Lu
1% PARTIE.

VI. Transformation de la seconde des équations (), de telle sorte
que la différentielle du moyen mouvement soit la méme, qu'il s'a-
gisse du monvement elliptique ou du mouvement altéré par la résis-
tance du milieu. — Détermination du temps des révolutions pério-
diques accomplies pac la planéte autour du Soleil.

VII. Détermination de guatre nouvelles équations différentielles,
au moyen desquelles on pourra obtenir les valeurs des quantités da,
de, dz, dw. — Nous désignons ces équations par (e).

VIII. Transformation des équations (e) en d’autres (%), donnant
immédiatement les valeurs des différentielles da, de, dz, do.

IX. Afin de préciser la question, nous nous bornerons & examiner
deux cas : le premier ol I'excentricité est trés-petite, et le second
o excentricité est quelconque et la densité du milien réciproque-
ment proportionnelle au carré de la distance au Soleil.

1°7 CAS, lorsque [excentricité est trés-petite.

Examen et discussion des valeurs des quantités a, e, ¢, w obtenues
par lintégration des équations (%) dans le cas qui nous occupe. —
Insister principalement sur la diminution du grand axe. — Exameu

7
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de [a variation qu'a subie la vitesse moyenne angulaire, et plus géné-

ralement la vitesse absolue. — Forme de la trajectoire décrite autour
du Soleil par le centre de gravité de la planéte.

X. Examen du cas particulier out la planéte décrirait une orbite
circulaire autour du centre du Soleil.

C. 3¢ PARTIE. — 2° cas, lorsque Uexcentricité est quelconque et la
densité de [éther réciproquement proportionnelle au carré de la
distance au Soleil.

XI. Transformation des équations (#) en quatre antres ( /) expri-
mant }a nouvelle hypothése dans laquelle Tastre est supposé se mou-
voir autour du Soleil. — L'excentricité de la planéte étant quelconque,
ce cas comprend celui des cométes a orbes elliptiques. — Comment,
dans Pintégration des deux premiéres des équations différentielles ( f),
on est conduit & l'emploi des fonctions elliptiques de premiere et
de seconde espece. — Utilité, dans cette circonstance, des Tables
calculées par lLegendre pour obtenir les valeurs des intégrales
elliptiques. — Définition de cc que I'on nomme Vamplitude, le mo-
dule, etc.

XII. Conclusions a tirer en distinguant le cas des planétes de celui
des cometes. — Opinion des astronomes a 'égard de l'influence de
Péther sur la marche des cometes. — Extrait du Compte rendu de
I dcadémie des Sciences sur le travail de M. Encke, a 'égard de la
comete de 1 200 jours.

Vu et approuve,
Le 11 Aout 1845.

Le Doven pE La Facurré nes Sciences,
DUMAS.
Permis d'imprimer,
L’InspEcTEUR cENErAL DEs ETuDEs,
chargé de U administration de I Académie

de Paris,
ROUSSELLE.
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