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PREMIERE THESE.

ETUDE ANALYTIQUE

DU

DEPLACEMENT INFINIMENT PETIT

D'UN CORPS SOLIDE.

INTRODUCTION.

Nous avons essayé dans le présent travail d’appliquer Ja méthode analytique a
Pétude du déplacement infiniment petit d’un systéme solide. Ainsi que nous
avons pu le constater, les procédés de 'analyse, moins lumineux assurément que
ceux de la géométrie, mais plus faciles a diriger sur des questions désignées i
I'avance, permettraient avec une extréme facilité de démontrer et de coordonner
tous les résultats que la science doit aux conceptions les plus variées et les
plus ingénieuses des éminents géométres qui ont exploré cette partie de la
cinématique.

L’algébre ne donne pas seulement le degré des lieux géométriques, des
systémes de points ou de plans, ou des complexes de droites jouissant d’une
propriété donnée, elle en fournit encore les équations, et si ces derniéres sont
quelquefois assez compliquées, il faut songer qu’elles sont relatives au cas le
plus général, et que dans les applications la moindre particularisation dans la
loi du déplacement ameéne des simplifications considérables dans tous les
résultats.

Sans entreprendre ici un travail de coordination, nous nous sommes principa-
lement occupés des questions relatives aux éléments du second ou du troisiéme
ordre des trajectoires sur lesquelles la géométrie semble avoir moins de prise

THEVENET. 1
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11 * DEPLACEMENT INFINIMENT PETIT

que sur celles qui ont trait aux éléments du premier ordre. Nous considérons
d’abord le cas ou le solide est assujetti a cinq conditions et ou sa situation ne
dépend par conséquent que d’une seule variable. Les coordonnées des différents
points du corps seront des fonctions que I'on peut développer en séries ordonnées
par rapport aux puissances croissantes de la variable, et les coefficients de ces
séries seront des expressions linéaires et entiéres des coordonnées initiales de
ces points. Cherchant ensuite & simplifier le plus possible ces coefficients, nous
sommes amenés 4 prendre pour origine des coordonnées le point central de la
surface réglée lieu des axes instantanés glissants, pour axe des z l'axe instantané
initial, et pour plan des yOz le plan tangent & cette surface au point central.

Aprés avoir rappelé les notions introduites par M. Chasles dans la cinématique
et indiqué les moyens trés simples de calculer les éléments qui s’y rapportent,
nous cherchons I'ensemble des droites perpendiculaires aux trajectoires de leurs
différents points. Ces droites forment un complexe linéaire, et nous constatons
(ue, réciproquement, tout complexe linéaire est un systéme de droites normales
aux trajectoires de leurs points dans un déplacement convenablement chcisi d’'un
systéme solide, ce qui conduit & une signification cinématique des coefficients de
son équation. ’

En méme temps que le solide se déplace, le complexe précédent se déforme,
ot pour se rendre compte des changements qu’il éprouve il suffit de considérer
ce que nous appelons «witesse en un point fixe de Uespace». Les différents
points du corps qui sont destinés & traverser un méme poin: fixe possédent, au
moment de leur passage en ce point, certaines vitesses dont I’ensemble forme un
cone dépendant de la nature du mouvement du solide et du point fixe que l'on a
choisi. 11 est clair que le plan d’un complexe variable avec le temps et relatif au
point fixe considéré sera successivement perpendiculaire a toutes les génératrices
du cone précédent que nous désignerons sous le nom de cine des vitesses en ce
point, et enveloppera par suite un autre cone supplémentaire du premier.

A un déplacement infiniment petit du solide correspond pour chaque point de
I'espace un élément de nappe conique, a I'exception toutefois de certains points
ot la vitesse est la méme pendant la durée de ce mouvement. Ces derniers points
constituent deux droites dont la situation est trés simple par rapport au point
central et a I'axe instantané initial. Les autres points fixes de 'espace se classent
aisément d’apreés la courbure sphérique de I'élément conique relatif & ces points.
(ette courbure est nulle pour tous les points d'un hyperboloide et pour
Qautres points formant deux droites; 1'élément conique est surosculateur a un
plan.

Si I'on considére les vitesses que possédent au méme instant les différents
points d’un solide comme des droites indéfinies, on constate que ces vitesses
forment un complexe du second degré dont les coniques sont des paraboles.
Aprés avoir établi les relations qui lient les éléments d’une droite a ceux de sa
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D’'UN CORPS SOLIDE. 11

conjuguée, nous voyons que le complexe précédent est & lui-méme son conjugué.
Nous retrouvons le méme complexe, soit en cherchant 'ensemble des droites
perpendiculaires & leurs conjuguées, soit en cherchant ’ensemble des caractéris-
tiques de tous les plans du solide. Tout cela résulte des propositions contenues
dans un mémoire resté céléhre qui a 6té présenté par M. Chasles en 1841 a
I’Académie des Sciences. :

Si I'on veut obtenir les courbes telles que les vitesses de leurs différents points
forment une surface développable, on parvient i une certaine équation différen-
tielle, et I'on reconnait que le cone que définit cette équation n’est autre que celui
du complexe des vitesses. Adjoignant i I'équation différentielle précédente celle
d’'une surface arbitraire, on voit que sur chaque surface il existe une double
famille de courbes jouissant de la propriété demandée. Ce fait constitue une
généralisation de la propriété de la cubique gauche signalée par M. Chasles et
dont tous les points se meuvent sur un cone pendant un temps infiniment
petit.

Faisant ensuite intervenir les seconds termes des séries qui représentent les
coordonnées variables des différents points du solide, nous obtenons des équa-
tions assez simples pour I'ellipsoide des accélérations et pour la cubique d’inflexion
relativement aux axes que nous avons choisis. La considération simultanée des
vitesses et des accélérations conduit a I'étude des plans osculateurs relatifs aux
différents points du solide. Les systémes de plans osculateurs correspondant aux
différents points d’'une méme droite et qui ont été déja étudiés par M. Mannheim
dépendent de la situation de cette droite. La discussion des formes qu’ils présen-
tent conduit a diviser les droites du solide en trois catégories, selon qu’elles
ne rencontrent pas la cubique d’inflexion ou qu’elles la rencontrent une ou deux
fois.

A un point quelconque du corps répond un axe de courbure de sa trajectoire.
La proposition inverse n’est pas exacte. Une droite quelconque n’est pas néces-
sairement I'axe de courbure de la trajectoire d’un point. Pour qu’il en soit ainsi,
Il faut que, cette droite fasse partie d’'un complexe du second degré dont nous
obtenons I'équation, les plans paraboliques, ainsi que les directions principales.

Aux axes de courbure qui passent par un méme point, correspondent des points
situés sur une méme droite. Si I'on considére une de ces droites, on voit que
tous ses points, tournant respectivement autovr des différentes génératrices d’un
méme cone, restent par suite a des distances constantes, au troisiéme ordre prés,
du sommet de ce cone. Il existe donc dans un solide en mouvement une infinité
de droites qui se meuvent comme si tous leurs points étaient liés 4 un méme
pivot. Ces droites, que nous désignerons sous le nom de pivotantes, forment un
complexe du second ordre dont nous obtenons également I'équation, ainsi que les
directions principales. Nous constatons ensuite que le complexe des pivotantes
est conjugué de celui des axes de courbure.

Document numérisé par la Bibliothéque universitaire Pierre et Marie Curie — UPMC — Cote : HF uf 166 19 2



v DEPLACEMENT INFINIMENT PETIT

En général, ainsi que I'a démontré M. Mannheim 4 laide de considérations
géométriques fort ingénieuses, le lieu des axes de courbure des différents points
d’une droite est un hyperboloide. Si cependant la droite considérée fait partie du
complexe des pivotantes, I'hyperboloide se réduit a un cone. On est dailleurs
conduit dans cette question a distinguer les droites qui ne rencontrent pas la
cubique d’inflexion de celles qui la rencontrent une ou deux fois.

Si I'axe de courbure d’un point conserve une direction constante pendant 2,
3, ... instants consécutifs, la trajectoire de ce point offre avec un plan un contact
d'un ordre plus ou moins €levé. Nous retrouvons ainsi différents lieux géométri-
ques étudiés par M. Schoenflies dans un mémoire inséré au Journal de Crelle
(89 volume). Nous donnons en outre les équations de ces systémes de points
ainsi que celles des systémes de plans surosculateurs qui leur correspondent.

Si maintenant nous faisons intervenir les troisiémes termes des séries qui
représentent les coordonnées variables des différents points du solide, nous
pouvons étudier les sphéres osculatrices relatives a leurs trajectoires.

Nous constatons que les coordonnées du centre de la sphere et celles du point
décrivant sont lides par des équations lindaires par rapport a ces coordonnées.
Nous obtenons également les systémes de points dont les trajectoires ont avec des
sphéres des contacts du 4°, du 5° et du 6° ordre, et nos résultats concordent avec .
ceux que l'auteur précédemment cité a obtenus a l'aide de considérations
géométriques.

Le lieu des centres des sphéres osculatrices relatives aux différents points
Qane méme droite est, ainsi que I'a fait voir M. Mannheim, une cubique gauche
(ui se décompose dans certains cas particuliers que nous indiquons. Il existe méme
des droites dont tous les points ont le méme centre de sphére osculatrice. Ces
droites constituent une classe particuliére de pivotantes puisque tous leurs points
restent & des distances constantes, au 4° ordre prés, de certains points fixes.

Aprés Iétude des trajectoires des points du solide, nous abordons celle des
surfaces réglées engendrées par les différentes droites du corps considérées
comme des éléments de 'espace. Les droites qui engendrent des éléments de
surfaces réglées de méme paramétre forment un complexe du second ordre tout
A fait analogue & celui des vitesses. Celles qui décrivent des éléments de surfaces
planes forment une surface réglée que I'on peut regarder comme I'analogue de la
cubique d’inflexion. Cette surface est formée par les droites qui, s’appuyant
deux fois sur la cubique d’inflexion, sont paralléles & un certain cone dua 3° ordre
dont nous donnons l'équation, ainsi que celle du systéme des plans de ces
éléments.

Lorsqu’on fait abstraction des quantités infiniment petites du second ordre, on
peut considérer chaque droite du solide comme tournant autour d’une autre
droite qui est dite la conjuguée de la premiére. Si I'on veut tenir compte des
dléments du second ordre, il faut attribuer & chaque droite mobile un autre axe
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D'UN CORPS SOLIDE. v

de rotation et méme adjoindre & cette rotation un certain glissement le long de
cet axe. Nous constatons alors qu’a chaque droite correspond un axe instantané
glissant et un seul en général. La connaissance de cet axe ainsi que des vitesses
de rotation et de glissement qui lui correspondent permettra d’étudier jusque
dans ses dléments du second ordre la surface réglée décrite par la droite donnée.
Un classement des droites du solide permet de reconnaitre I'existence de droites
qui décrivent des éléments de surfaces hélicoidales, ainsi que d’autres dont
le glissement, étant nul au 3¢ ordre prés, décrit des hyperboloides de révo-
lution. '

Au lieu de la trajectoire d’un point lié au solide, on peut considérer la série des
points de ce solide qui viennent successivement passer par un point fixe de
I'espace. La courbe que I’on obtient ainsi, et que 'on peut nommer la courbe glis-
sante du point fixe, aura tous ses éléments liés au solide, et Pensemble de toutes
les courbes analogues possédera des propriétés semblables a celles des trajectoires
ordinaires. Par exemple, le systéme des axes de courbure des courbes glissantes
est un complexe du second ordre qui n’est autre que celui des pivotantes. Il existe
aussi une série de points fixes formant une cubique gauche, et pour lesquels la
courbe glissante offre un point d’inflexion. Les tangentes en ces points, supposées
lies au corps, passent par des points fixes; il existe donc dans un solide une
surface réglée dont les génératrices glissent respectivement sur les points d’une
(tll])ique; de méme qu’il existe une cubique composée de points se mouvant sur
une surface réglée.

Le plan osculateur d’une courbe glissante passe évidemment par le point fixe
correspondant, ou plutot reste a une distance du 3° ordre de ce point. Si la courbe
glissante offre avec son plan osculateur un contact du 3¢ ou du 4¢ ordre, ce dernier,
supposé lié au solide, restera a une distance du 4° ou du 5¢ ordre du point fixe
correspondant. On parvient ainsi pour le déplacement des plans par rapport a
des points fixes a des propositions analogues & celles qui ont été signalées par
M. Schoenflies sur le déplacement des points par rapport a des plans fixes.

Il est évident maintenant qu’a un plan glissant sur un point fixe correspond une
série de plans paralléles au premier et glissant sur des sphéres concentriques. On
peut dés lors classer les plans du solide d’apreés 'ordre du contact de certaines
sphéres avec la développable qu’ils enveloppent..

Nous connaissons les développements en séries des cosinus directeurs d’un
plan; si nous calculons en outre la valeur variable de sa distance a I'origine, nous
pourrons étudier le déplacement d’'un plan quelconque considéré comme élément
de I'espace. Cela posé, nous désignons sous le nom d’axe d’'un plan une droite
telle que I'on puisse amener ce plan d'une position a une autre infiniment voisine
par une rotation autour de cette droite, en ne négligeant que les quantités du
3¢ ordre et en faisant abstraction de tout glissement du plan sur lui-méme. Enfin
nous démontrons que l'ensemble de tous les axes possibles constitue une
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VI DEPLACEMENT INFINIMENT PETIT

congruence formée de toutes les cordes de la cubique d’inflexion des courbes
glissantes.

Quand un systéme solide est assujetti & quatre conditions, les paramétres qui
en déterminent la position sont des fonctions de deux variables indépendantes, et
nous faisons voir que, parmi tous les déplacements que I'on peut faire subir au
corps, il en est deux qui laissent immobile une droite déterminée. On obtient
ainsi deux axes de rotation sans glissement et compatibles avec les conditions
imposées. Une combinaison dans des proportions quelconques de deux rotations
simultanées autour de ces deux axes donnera, en négligeant les quantités du
second ordre, tous les déplacements possibles du systéme. On conclut de la cette
proposition énoncée par M. Schoenmann, dont il est rendu compte dans le
recueil intitulé : Monatsberichte der berliner Akademie (1855), et d’aprés laquelle
les normales aux surfaces trajectoires de tous les points d’un solide assujetti i
(uatre conditions rencontrent toutes deux mémes droites. Seulement, I'auteur
-précité se place dans le cas ou les conditions imposées au solide se réduisent au
glissement de quatre points du solide sur quatre surfaces fixes. Or, nous faisons
voir a la fin de ce travail que généralement une condition imposée & un solide
n’est pas réductible au glissement d’un point de ce dernier sur une surface fixe,
de sorte que la démonstration analytique que nous donnons nous semble offrir
toute la généralité désirable.

Les droites susceptibles d’étre immobilisées peuvent étre imaginaires; il ne
nous est donc pas possible d’y rattacher les axes de coordonnées dont le choix
permettra de simplifier les calculs ultérieurs. Or, nous établissons analytique-
ment une proposition remarquable, due a M. Mannheim et relative aux axes
instantanés glissants en nombre infini qui correspondent a tous les déplace-
ments possibles du solide. Ces axes instantanés forment un conoide dont nous
donnons I’équation; puis nous démontrons que parmi tous ces axes instantanés
il en est toujours deux qui sont a la fois rectangulaires et concourants. Ce sont
ces deux droites que nous prendrons pour axe des y et pour axe des z, et qui
nous semblent devoir conduire aux formules les plus simples.

Un méme plan posséde évidemment une infinité de foyers et une infinité de
caractéristiques. Nous faisons voir que ces foyers sont en ligne droite et que ces
caractéristiques passent par un méme point du plan. 4

Les plans tangents aux surfaces trajectoires des différents points d’'une méme
droite enveloppent une surface dont la nature dépend de la situation de cette
droite, par rapport aux deux droites immobilisables, quand elles sont réelles. 1]
existe en particulier des droites tangentes aux surfaces trajectoires de tous leurs
points. Ces droites constituent le conoide signalé par M. Mannheim. Enfin, les
points tels que les plans tangents a leurs surfaces trajectoires passent par un
point donné formant une surface du troisiéme ordre, admettant deux séries de
sections circulaires dont les plans passent par les droites immobiles.
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D’'UN CORPS SOLIDE. VII

L’étude des éléments du second ordre des surfaces trajectoires exige le calcul
des seconds termes dans les séries & deux variables qui représentent les coor-
données des points mobiles du corps. Le systéme précédemment obtenu des
axes instantanés glissants concourants et rectangulaires ne varie pas d'une
maniére tout a fait arbitraire. Nous trouvons que ce couple d’axes, ainsi que les
parameétres hélicoidaux qui leur correspondent, satisfait a six équations différen-
tielles, qui expriment que les dérivées secondes des coordonnées d'un point
quelconque du corps, prises successivement par rapport aux deux variables
indépendantes, ont la méme valeur, quel que soit 'ordre des dérivations.

Aprés avoir ensuite établi certaines identités résultant de linvariabilité des
distances mutuelles des divers points du systéme, nous parvenons a simplifier
certaines formules ultérieures, et nous retrouvons plusieurs propositions dues a
M. Mannhein et relatives a des systémes de points décrivant simultanément des
éléments de lignes asymptotiques ou géodésiques de leurs surfaces trajectoires
respectives. L’analyse nous fournit en outre les équations de ces systémes de
points, ainsi que celle d’'une surface du 6° ordre, séparant le solide en deux
régions. Dans la premiére se trouvent les points dont les surfaces trajectoires
ont des indicatrices elliptiques, et pour les points de la seconde ces mémes
indicatrices sont hyperboliques. Une surface du 5¢ ordre indiquée par l'auteur
cité plus haut forme l'ensemble des points dont les surfaces trajectoires ont
des courbures égales et opposées, et seize points du solide décrivent des
éléments de surfaces planes.

Donnant ensuite au corps deux déplacements possibles arbitraires, nous trou-
vons que le lieu des points auxquels ces déplacements font décrire des directions
conjuguées est une surface du 3° ordre. Enfin, les points qui, dans les mémes
conditions, décrivent successivement deux directions principales, sont sur I'inter-
section d’une surface du 3° ordre et d'une autre du 2°.

Le seul déplacement particulier que nous ayons examiné est celui qui corres-
pond au cas ou les droites immobiles se rencontrent constamment. Ainsi que
I'a fait remarquer M. Ribaucour, le déplacement actuel peut étre réalisé par le
roulement d’une surface lie au solide sur une surface fixe applicable sur la
premiére. De notables simplifications se produisent alors dans les deux premiers
groupes des séries qui représentent les coordonnées variables des points du corps.

Le lieu des points qui se meuvent sur des directions asymptotiques s’abaisse
au second degré. Le nombre des points qui décrivent des éléments plans se réduit
a 4, et ceux dont les surfaces trajectoires ont des courbures égales et opposées
constituent une surface du 3¢ ordre. Enfin, les points auxquels deux déplace-
ments successifs arbitraires font décrire des directions principales ne forment
plus qu’une conique.

Revenant au cas général, nous étudions les déplacements des différents plans
du solide et les éléments de surfaces qu’ils peuvent envelopper. Ces différentes
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VIIT DEPLACEMENT INFINIMENT PETIT

surfaces enveloppes présenteront des ombilics si les plans considérés sont nor-
maux aux génératrices communes a deux cones du 5¢ ordre. Ces meémes éléments
offriront des courbures égales et opposées si le plan mobile appartient & un
ensemble dont I’enveloppe a une podaire du 5¢ ordre, par rapport a l'origine.

Dans le cas particulier signalé par M. Ribaucour il n’existe plus que quatre
séries de plans ombilicaux paralléles entre eux, et parmi ces plans quatre seule-
ment glissent sur des points fixes au 3° ordre prés. :

Une droite quelconque du solide peut prendre une infinité de mouvements
différents. Nous essayons de donner une idée de ce déplacement indéterminé en
faisant voir que cette droite est assujettie a rester constamment tangente a deux
surfaces fixes qui lui appartiennent. Nous classons ensuite les droites du solide
d’aprés la disposition de leurs points de contact avec ces mémes surfaces et des
plans tangents correspondants. Nous distinguons une catégorie de droites pour
lesquelles les plans tangents dont il s’agit sont rectangulaires. Ces droites signa-
lées par I'auteur précédemment cité constituent un complexe linéaire dont I'axe
est précisément la perpendiculaire aux axes instantands rectangulaires et concou-
rants menée par le point de rencontre de ces derniers.

Lorsqu’un solide n’est plus assujetti qu’a trois conditions, les droites susceptibles
de rester immobiles pour des déplacements convenablement choisis forment un
hyperboloide dont nous prenons les axes principaux pour axes de coordonnées.
Nous démontrons ensuite que tous les déplacements possibles du solide peuvent
s’obtenir par la combinaison dans des proportions variables de trois mouvements
hélicoidaux autour de trois droites rectangulaires et concourantes. Les points du
solide peuvent en général se mouvoir dans toutes les directions, a I'exception de
ceux de I'hyperboloide précédent qui, comme I'a fait, remarquer M. Schoenmann
dans le mémoire cité plus haut, ne peuvent décrire que des éléments de surfaces
trajectoires.

A chaque déplacement possible du solide correspond un axe instantané glissant.
Si 'on classe ces axes d’aprés le paramétre du mouvement hélicoidal qui leur
convient, on obtient une série d’hyperboloides homothétiques et concentriques a
celui des droites immobiles pour lesquelles ce paramétre est nul.

Une méme droite posséde une infinité de conjuguédes. Ces conjuguées forment
une congruence dont les directrices sont deux géndratrices de I'hyperboloide
central.

Si un systéme solide est assujetti & deux conditions, les droites susceptibles de
rester immobiles forment une congruence, et il n’en existe plus que deux qui
soient normales & toutes les trajectoires possibles de leurs points. Les axes
instantanés glissants correspondant & un paramétre donné forment un complexe
linéaire variable avec la valeur de ce paramétre.

Enfin, si le solide n’est plus soumis qu’a-une seule condition, Pensemble des
droites susceptibles d’étre immobilisées constitue un complexe linéaire. Or deux
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D’UN CORPS SOLIDE. IX

cas peuvent se présenter : ou bien ce complexe a un paramétre nul, et alors
toutes les droites qui en font partie rencontrent une seule et méme droite qui
n’est autre que I'axe de ce complexe. Tous les axes possibles de rotation sans
glissement rencontrant une méme droite, cette dernicre sera évidemment normale
a toutes les trajectoires possibles de ses différents points et la condition proposée
est réductible au glissement d’un point du solide sur une surface fixe.

Si au contraire le paramétre du complexe des droites immobilisables n’est pas
nul, il n’existe pas de droite capable de rencontrer toutes les droites qui en font
partie. Il y aura donc des axes de rotation sans glissement qui, ne rencontrant
pas une droite quelle qu’elle soit, feront décrire aux points de celle-ci des trajec-
toires obliques a sa direction. '

Les conditions diverses que I'on peut imposer a un solide se divisent donc en
deux catégories.

Voici comment on peut procéder pour les distinguer : on donnera au corps
tous les mouvements de translation compatibles avec la condition proposée.
Ainsi que nous le faisons voir, tous ces déplacements font décrire a un point
choisi arbitrairement un élément plan que nous appellerons plan des trans-
lations. On imprimera ensuite au solide toutes les rotations autour du point
choisi qui seront compatibles avec la condition & étudier. Nous démontrons que
les axes de toutes ces rotations sont dans un méme plan que nous désignons sous
le nom de plan des rotations. 11 est ensuite facile de voir que le complexe des
droites immobilisables sera nul ou différent de zéro, selon que le plan des trans-
lations sera perpendiculaire ou oblique au plan des rotations. Ce n’est que dans
le premier cas que la condition imposée est réductible au glissement d’un point
du corps sur une surface fixe pendant un temps infiniment petit.

THEVENET. 2
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CHAPITRE PREMIER

DEPLACEMENT INFINIMENT PETIT D'UN CORPS SOLIDE ASSUJETTI
A CINQ CONDITIONS.

Formules générales.

1. Lorsqu’un solide est assujetti a cinq conditions, les six paramétres qui déter-
minent sa position dans P'espace sont liés par cingq relations et peuvent étre
considérés comme des fonctions de I'un d’entre eux. On peut aussi regarder ces
mémes parameétres comme des fonctions d'une méme variable indépendante, le
temps par exemple. Si l'on fait croitre cette derniére d’une manicére continue,
le solide se déplacera, et en méme temps les points, les droites ou les plans qui
en font partie engendreront ou envelopperont des figures déterminées.
~ Pour étudier le mouvement d'un corps solide par rapport a trois axes fixes
Oz, Oy, Oz, on peut se donner la trajectoire de I'un de ses points O’ a l'aide des
équations

€t = u, Y=o, 2= W,

u, v et w étant des fonctions de ¢. Par ce point O’ nous ménerons des axes O'x’,

Fig. 1.

O'y’, 0’z paralléles a Ox, Oy, Oz, et qui ne seront pas solidaires avec le corps.
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2 DEPLACEMENT INFINIMENT PETIT

Nous désignerons enfin par p, ¢, » trois fonctions du temps représentant les
composantes de la rotation instantanée du solide a I'époque ¢ dirigées suivant les
mémes axes.

Les projections de la vitesse du point M qui, a I'époque ¢, a pour coordonnées
a, y, z par rapport aux axes fixes, seront données par les équations

dx
=z —w g —(y— )7,
\ dy ; ,
(1) Pl = @m0 — ( —w)p,
dz

-—_' — A — Y —
B L

qui ne sont autre chose que les équations différentielles du mouvement du point M.

Si l'on intégrait ces équations, on trouverait pour x, y et z trois fonctions du
temps contenant trois constantes arbitraires représentant, si I'on veut, les coor-
données initiales a, b, ¢ du point du corps dont on veut étudier la trajectoire, et
le mouvement de ce point sera donné par les équations,

; L= f(tJ a’ b7 C)’

?) y=¢(, a b o),

( z=0({t, a Db, o).

D’un autre coté, les équations (1) peuvent servir au développement des coor-
données du point M en séries ordonnées suivant les puissances de {. Elles
donnent en effet par la dérivation :

TE it 4 () —(y— ) + 4y — P —(w— W gl —r [e—wyr—(—w)p,
<3>S P =+ (o 01—z —)p'+ 7 [ —w)g—(y — D)1 —p [y — V)p—@—w)],

/ d’z__

L de? _w”—*_(y_ v)p'_(x_ u) q'—l—p[(oc—- M)T—(Z -——w)p]—q[(z _w)q_(y___ 1)) ,.]'

Si maintenant dans les équations (1) et (3) on fait £ — 0, et si 'on suppose qu’a
cette époque O'zx’, O'y’, O'z" coincident avec Ox, Oy et Oz, on obtiendra les
premiers termes des développements cherchés :

t!
a=a+ U +ecq—>0br)t + [u +cq —br' —a(q® + ) + pqb + prc] g

t2

y="b+ (v + ar—cp)t+ [v" + ar' —ecp' + pga —b (1 + p*) + rqc] 15
t?

z=c+ W+ bp—aq)t + [w+ br' —aq' + pra+ qrb—c(p* + ¢°)] I3+

dans lesquels les lettres w', v', w’, p, q, r, p’, ... représentent des constantes
dont les valeurs sont celles des fonctions correspondantes pour I’époque ¢ = 0.
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D'UN CORPS SOLIDE. 3

Ces développements limités a la seconde puissance du temps nous permettront
d’étudier les éléments du premier et du second ordre des trajectoires ou des
enveloppes relatives aux points, aux droites ou aux plans du solide. On voit aussi
que I'étude des €éléments du 3° ordre, tels que la torsion, la sphére osculatrice,

3

2 ; t o o :
exigera en outre connaissance des termes en ;5> et ainsi de suite.

Simplification des formules générales.

2. Une premiere étude de classement des points du solide met en évidence I’exis-
tence d’une droite ayant la propriété d’étre tangente a la trajectoire de chacun de
ses points. Si cette droite, connue sous le nom d’axe instantané glissant, avait
été prise pour I'axe des z, les deux premiéres formules (4) auraient donné pour
a=0et b =0, et quel que soit ¢, des valeurs infiniment petites du second
ordre pour « et pour y. 1l faut donc que l'on ait

!

108" =fv =105 T8 pI=—"0 & Bai ().

Les formules (4) deviennent alors
t!
x=a—brt + (' + cq' — br' — ar? g
2

t
y=>b+ art + (' + ar' — cp' — br?) gt

t?
z=c~+ wt-+ @ +bp —aq') g + o

Nous pouvons encore simplifier ces formules en disposant convenablement de
la direction de 'axe des y et de la position de I'origine sur I'axe instantané.
Aprés un temps ¢ infiniment petit du premier ordre, la droite qui coincidait
primitivement avec Oz a éprouvé un déplacement latéral du second ordre, et
peut étre représentée a 'époque ¢ par le systéme des équations
t? t? t?
= (u' + cq')§, y=@" —cp") L w't + w' 5
qui donnent la situation nouvelle du point dont les coordonnées initiales étaient
0, O et c.
Eliminant ensuite ¢ entre les deux premiéeres des équations précédentes, il vient

w' ¢
Y . 2 })'
¢ q’
v —
X u

Telle est I'équation de la projection sur le plan y O de la droite qui coincidait
avec Oz avant son déplacement. On voit alors que si I'on avait pris Paxe des y
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4 DEPLACEMENT INFINIMENT PETIT

paralléle & cette projection, on aurait eu ¢’ = 0, ce qui réduit les formules (5)
aux suivantes :

t2
E?

y=>b+ avt+ (v + ar' —cp'—br’);—,

L
| e=a—brt + (W' — ar®* — br')

(6) >

\

t?
z=c+ w't+ (w+ bp')é-

Enfin tous les points de I'axe instantané ont leurs trajectoires tangentes & la
ligne Oz avec laquelle cet axe coincide a I'époque ¢t = 0. Ces trajectoires ont
néanmoins des plans osculateurs différents, et il existe sur Oz un point pour
lequel ce plan osculateur est le plan zOx précédemment déterminé. Les for-
mules (6), dans lesquelles on fera a =0, b = 0, ¢ = 0, devront donner pour y
une valeur infiniment petite du 3¢ ordre, et il faut que I'on ait v' = 0, pour un
pareil choix de l'origine. Les formules (6) se réduisent alors aux suivantes :

./ 2

x=a—brt + (u" —ar’ — by') g,

t?

<7> < Y= b+ art + (ar' by _cp:) 5,

\

2
z:c-l—w’t+(w"+bp')t§-

Des considérations analogues aux précédentes permettent de déterminer les
termes du 3¢ ordre, et 'on obtient, en introduisant dans ces derniers les simpli-
fications qui résultent du choix des axes de coordonnées, les formules générales
suivantes :

/ v t2 / 14 1 v ! i
[ x=a—brt+ (v —a1-’—b1*2)L—2+[u’+(q +rp") e+ (rP*—1") b—3rr' a] g3+
7 \ =b+art + (ar'—br*— cp?) B +["+ (" — ) a 3r2'b ‘c] f S
Dt L Py pa
/ 't v s b 2> t! [u)r// -+ <2 ' ll) a + wb t3
Z: + ) ——— ? — ¥ ) e
\ c+w't+(w P+ p'r—q" P ]1‘2.3+

*

Autre systéeme de formules.

3. Avanl de faire 'application des formules quiprécedent, nous allons en obtenir
d’autres tout a fait équivalentes en considérant le mouvement du solide comme
déterminé par le roulement avec glissement d’une surface réglée liée au corps
sur une autre surface réglée fixe dans I'espace et que I'on nomme base de la

roulette.
Soient PG la droite de 'espace qui sert d’axe instantané glissant a 'époque ¢,
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D’UN CORPS SOLIDE. 5

A, B, C les coordonnées de I'un de ses points P, x, §, v ses cosinus directeurs,
w la vitesse de rotation du solide autour de PG, enfin g la vitesse du glissement
le long de cette ligne. Regardons toutes ces quantités comme des fonctions du
temps. Cela ne signifie pas que la droite PG se déplace, mais seulement que la

Fig. 2.

z

7

droite PG qui servait d’axe & 1'époque ¢ est reraplacée dans ce role par P'G’ a
I'époque ¢ +- 3¢.

Cela posé, les composantes de la vitesse d'un point quelconque M (z, y, z) du
solide auront pour expression :

dx

=0k (E— 0 —ovy(y—B)+gaq
d

Y=oy (@—A) — 0 (z— ) +gp,
dz

di =0 —B) —wf(x—A)+gy.

Dérivant ensuite par rapport a ¢, il vient

=0 I8 =0 —(y— B+ o8 (:—C) — v/ (y—B)| + ol (G =) ()]

dt
= +q'a+ga, . ; N
=0 [y(@e—A)—a(e—O)] + u[y (@ —A) — o’ (c—C)] + m[y (dit”—A') —a(ggf— c')J
F +g'8+qf, T o )
z &X
- =0'[2(y —B)—f(e—A)] + o[a' (y —B)— B’ (v —A)] + w[a (o_g - B')_g(ﬂ_A)
+g'y —g'y, Ji

Prenons pour axe des z la génératrice PG correspondant i I'époque ¢ =0,
pour axe des y la perpendiculaire limite commune a PG et P'(. Désignons
par of I'angle des deux axes consécutifs et par At leur plus courte distance, ce
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6 DEPLACEMENT INFINIMENT PETIT

qui revient a prendre pour base de la roulette I’élément de concide GOP'G'.
Une pareille restriction est évidemment permise quand on veut se borner &
Iétude des éléments du second ordre.

Iig. 3.
G

2

Faisons enfin ¢ = 0 dans les formules précédentes, on aura, d’aprés le choix
des axes de coordonnées,
Aj=0, B,=0, C,=0, A;=0, B,=#h, G, =0,
2, =0, =0, y,=1, 2 =9, Bo =0, Yo =0,

et la substitution de ces valeurs particuliéres donne, pour les développements en
séries de x, y et de z,

/ 2
| c=a— wbt+ [wvh + gqv—w“’a———u)'b]g—-...,

- t?
®) y—=>= —i—wat-{—[w'a—m’b—mcpc]g— s

2
( z—=c+ gt +[mqb+g’]t§——....
\
Identifiant ces formules avec les valeurs (7), on obtient les relations

wW=uwh4+go, w=g, w=4¢g,

Al

P = wo, r=w, r =0,

qui permettent d’introduire dans I'étude du déplacement d’un solide les éléments
de la base de la roulette, et aussi de calculer les éléments de cette base lorsque
’on connaitra les quantités ', w’, w', p’, v, 7.

Eléments du premier ordre des trajectoires décrites par les différents
points d’un solide qui subit un déplacement infiniment petit.

%. Tous les géométres connaissent le mémoire publié par M. Chasles en 1843
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D’UN CORPS SOLIDE. 7

dans les comptes rendus de I’Académie des Sciences et trés élégamment commenté
par M. Charles Brisse dans le Journal de mathématiques de Liouville (t. XV,
année 1870).

La plus grande partie des propositions contenues dans ce mémoire pourrait
aisément ¢tre établie analytiquement par la considération des développements (7)
ou (8) limités a leurs deux premiers termes. Sans nous arréter i ces démons-
trations beaucoup moins lumineuses que celles de I'éminent géométre cité plus
haut, mais cependant plus méthodiques et, selon nous, plus rigoureuses, nous
croyons ulile de rappeler les notions et les définitions introduites par lui dans
cette partie de la cinématique.

Le foyer d’un plan est le point de sa surface dont la trajectoire lui est normale.
Si le plan a pour équation

Ax + By + Cz + 1 =0,
son foyer (a, b, ¢) sera donné par les équations

— br __ar w
A B C

jointes a la condition
Aa + Bb + Ce 4+ 1 =0.

Inversement, a un point quelconque dont les coordonnées sont @, b, ¢ corres-
pond un plan qui admet ce point pour foyer. L’équation de ce plan sera

(—br)y(@x—a)+ar(y—>b)+w (z —c)=0,

ou, en simplifiant,
—brax 4 ary + w' (z—¢)=0.

Si dans cette équation on regarde x, y et z comme des constantes et a, b, ¢
comme des coordonnées courantes, on reconnait que le lieu des points tels que
les plans normaux & leurs trajectoires respectives passent par un point fixe, est
un plan contenant le point fixe (x, y, z). D’'un autre coté 'équation précédente
peut s’écrire

(—ry)a + rab + (¢ —z2)w' =0,

et montre que le point fixe est le foyer du plan trouvé.
La caractéristique d'un plan est le lieu des points dont les trajectoires lui sont
tangentes. Cette ligne est représentée par I’équation

—brA+arB+ w C=0,

Jointe a celle du plan
Aa + Bb + Cc 4+ 1 = 0.

Rappelons encore la définition de la droite conjuguée d’une droite donnde D

THEVENET. 3
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8 DEPLACEMENT INFINIMENT PETIT
représentée par
rT=mz + y,
Y= nz V.
Si ’on considére un point quelconque a, b, ¢ de cette droite, le plan normal a la

1

trajectoire de ce point sera, en posant = k,

—bx +ay +k(z—c)=0,
ou bien
— (e +v) e+ (me +p)y + k(z—c)=0.
Ce plan, variable avec le point pris sur la droite D, c’est & dire avec la coor-
donnée ¢, passe par une droite fixe A, ayant pour équations
—nx +my — k =0,
— v + py +kz=0,

et que I'on désigne sous le nom de droite conjuguée de la droite donnée D.
Cherchons les éléments de la droite A en fonction de ceux de la droite D qui
sont m, n, p, v et © = My — np.
Les équations A donnent

kp -+ mkz " ]
= e == i a e I

my — np

nkz + kv ] )
Y= ———— = nlz + v,

my — nu

m',n', p, v et o =m'v' — n'p’ étant les éléments de la droite A. On aura alors
les formules

km kn k kv
m = —> n' = — p‘,:__il" v':—,
(0] w (0] (0]
et s
r_ka
0w = —-
(1))

On peut aussi considérer la droite A comme le lieu des foyers des plans passant
par la droite D.

Rappelons encore une définition contenue dans le mémoire cité précédemment.
Une surface S étant donnée, chacun de ses plans tangents a un foyer o. Le lieu
des points ¢ est une deuxiéme surface S qui est dite la conjuguée de S, et I'on
démontre que le lieu des foyers des plans tangents a la surface X n’est autre que
la surface primitive S. On peut aussi considérer = comme l'enveloppe des plans
normaux aux trajectoires des points de S, et si 'on cherche I'enveloppe des plans
normaux aux trajectoires des points de = on retrouve la surface S.

" Ftant donnée une courbe C, si 'on méne les plans normaux aux trajectoires de
ses différents points, la développable, enveloppe de ces plans, aura pour aréte de
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D’UN CORPS SOLIDE. 9
rebroussement une deuxiéme courbe I' que 1'on peut regarder comme la conjuguée
de la courbe C. On verrait aisément que l'enveloppe des plans normaux aux
trajectoires des points de T' a pour aréte de rebroussement la courbe primitive C;
elle-méme.

On peut aussi considérer la courbe I' comme le lieu des foyers des plans oscu-
lateurs de C, et démontrer que, inversement, le lieu des foyers des plans oscula-
teurs de I' n’est autre que la courbe C.

Si Ton prend enfin les droites conjuguées de toutes celles d’un complexe, on
obtient un deuxieme complexe que nous désignerons sous le nom de conjugud
par rapport au premier.

Il est aisé de voir que le degré du complexe conjugué est le méme que celui du
complexe proposé. Soit, en effet,

¢ (m, 0y 1y v, w) =0,

équation de ce dernier. Pour obtenir I'équation du conjugusé, il suffira de rem-
placer dans I'équation précédente m, n, p, v, » par leurs valeurs
Em! kn'!
m = ——> W= —=> b= —> V=" W = —
W W (0] w
lirées des relations qui unissent les éléments d’une droite & ceux de sa conjugude.
On parvient ainsi a 'équation
=) sl ) =) o

w' o' o’ ® »

(km' kn' k! kv' k?> —0
® =0,

qui représente le complexe conjugué et dont le degré est le méme que celui du
complexe proposé. La démonstration géométrique de ce résultat n’offrirait
dailleurs aucune difficulté. On verrait aisément que Pordre du cone du premier
complexe est égal a la classe des courbes planes de son conjugué.

Droites normales aux trajectoires de leurs points.

5. Une droite représentée par les équations

X =mz + |4,
Yy =nz 4 v,

sera normale aux trajectoires de ses différents points, si parmi ceux-ci on peut en
trouver un dont les coordonnées a, b et ¢ satisfassent a la condition

—br.m 4+ ar.n + w' =0,

!

s v o ‘ . w
ainsi qu’aux équations de la droite. On devra donc avoir, en posant =k

— (ne+ ) m + (me + p)n + k=0,
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10 DEPLACEMENT INFINIMENT PETIT

ou bien
my —np=w==~F,

équation d’un complexe linéaire qui a pour axe l'axe instantané glissant et pour
paramétre le rapport T

1l est facile d’obtenir 'équation du méme complexe en prenant des axes de
coordonnées rectangulaires quelconques.

Soient A, B et C les composantes de la vitesse du point du solide qui se trouve
actuellement en O, et P, Q, R les composantes de la rotation instantanée.

La vitesse d’un point quelconque M (a, b, ¢) du corps aura pour projections

vw:A—l— Qc—Rb,
v,= B+ Ra — P,
v,=C+ Pb —Qa,

et la droite
r=mz—+ y,
Yy=nz -+,
fera partie du complexe cherché, sil'on a
(A + Qe —Rb)m + (B + Ra —Pe)n + (G + Pb—Qa) =0,
ainsi que
a=mc —+ p,
b= nc + v.
Eliminant & et b, il vient

[A + Qc — R (ne +v)] m + [B+ R (me + p) —Pe]n + G + P (nc +v) —Q(me + p)=0;
or la coordonnée ¢ disparait et 'on a
1) Am +Bn 4+ C+Pyv—Qu—Ro=0,

équation qui peut représenter tous les complexes lindaires possibles et qui donne
une signification cinématique des six coefficients d'un complexe linéaire donné
a priori. On arrive ainsi & cette proposition :

Un complexe linéaire quelconque étant donné par son équation, si U'on imprime
a un point O d'un systéme solide une vitesse dont les projections soient égales
aux coefficients de m, n et 1, et une rotation dont les composantes aient pour
valeurs les coefficients de v, — p, — w, on obtient un certain mouvement de ce
solide; dans ce mouvement Vensemble des droites normales aux trajectoires de
lewrs points constitue le complexe donné, et Uaxe de ce dernier n’est autre chose
que Vaxe instantané glissant relatif aw mouvement fictif imprimé an solide.

Cela posé, il nous sera facile d’obtenir I'équation d’un complexe linéaire dont
I'axe et le parameétre seraient donnés.

Soient u, v, w les coordonnées d’un point quelconque S de cet axe, x, 8, y ses
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D’UN CORPS SOLIDE. 11

cosinus directeurs, g la vitesse de glissement et » la vitesse de rotation relative a
ce méme axe. D’aprés ce qui précéde, il suffit d’obtenir les composantes de la
vitesse du point O dont les coordonnées par rapport a S sont évidemment — u,
— v, — w. Ces composantes A, B, C ont donc pour valeurs

A=ga—rfw—+ ryv,

B=gf —rvyu + raw,

C=gy— rav + rfu;

quant aux projections de la rotation, elles sont
Ri=tapnt SO B By
et le complexe cherché aura pour équation

(g — rpw + ryv) m + (g — ryu + raw) n + (gy — rav + rfu)
+ arv—frpy —ryew = 0.

Si les équations de I'axe sont données sous la forme

=17 —+ Yy,
Y=z + v,

il suffira de remplacer dans I'’équation précédente u par ., -+m,w et v par u, +n,w,

. o 8 g9
ce qui donne, en posant —{ =m,, - ="n, et my, — N, = o, et o e
i

(2) (Bymy +v)m + (byny — p)n + ky — 0, + my —np — 0 =0,

pour l'équation d’'un complexe dont l'axe et le paramétre seraient donnés.
Drailleurs Tidentification des équations (1) et (2) nous permettrait d’obtenir £,,
My, Ny, Py, ¥, Cest & dire le parametre et les éléments de 'axe d'un complexe
quelconque représenté par une équation de la forme (1).

Vitesse en un point fixe de I’espace.

6. Considérons actuellement un mouvement indéfini quelconque d’un systéme
solide, et un point S fixe dans I'eSpace. A une époque quelconque £ le point S se
trouve traversé par un certain point M du corps mobile, et ce point M possédera
4 I'instant de son passage au point fixe S une certaine vitesse v. A I’époque ¢ + At
le méme point S sera traversé par un autre point M' du corps, et ce point M’
possedera lors de son passage en S une autre vitesse v, et ainsi de suite... Il est
clair que I'ensemble des vitesses successives v, v', ... que nous appellerons
vitesses en S formeront un cone dont la forme dépendra de la nature du mouve-
ment du solide.

Si nous regardons maintenant m,, n,, u,, v,, ... comme des fonctions de ¢, 'axe
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du complexe (2) coincidera successivement avec toutes génératrices d’une surface
réglée lieu des axes instantanés glissants, et ce complexe deviendra variable avec
le temps. Pour abréger, représentons par Q, le premier membre de son équation

Q=107

A I'époque t + At, les éléments m,, n,, ... deviennent m, 4+ Am,, n, 4+ An,, ...
et équation du nouveau complexe peut s’écrire

Q, + AQ, =0.
Faisant tendre A¢ vers 0, la congruence

a9,

el 70 P

1

sera évidemment constituée par les droites fixes de I'espace qui ont la propriété
d’étre traversées normalement par les points du solide, non seulement a I'époque ¢,
mais encore a 1’époque ¢ + dt. Les droites de cette congruence étant normales
a v et av sont normales au cone des vitesses en S. Nous arrivons donc a cette
proposition :

Quand un solide est en mouvement, il existe une infinité de droites fixes
normales aux cones des vitesses de tous leurs points, et ces droites forment une
congruence.

Si nous considérons de méme le systéme des équations,

e, _ &0, _

== e gpie Mo i gttty

nous obtenons un hyperboloide dont toutes les génératrices d’'un certain systéme
sont normales a la fois aux vitesses en chacun de leurs points et cela pour trois
époques consécutives, d’out 'on conclut que :

Quand un corps posséde un mouvement indéfini, il existe a chaque instant une
infinité de points pour lesquels le cone des vitesses présente un élément plan, c’est
a dire dont la courbure sphérique est nulle. Ces points formenl un hyperboloide
et ces éléments plans sont normaux aux génératrices de U'un des systémes de cette
surface.

Parmi les différents points fixes S, il en est qui poss¢dent une propriété
remarquable. En général, la vifesse en S n’est pas la méme a I’époque ¢ qu’a
I'époque ¢t + At. Il y a donc pour ainsi dire une variation de la vitesse en S.
Cherchons donc, en employant nos axes de coordonnées ordinaires, les expres-
sions des composantes de cette vitesse en S (a, b, ¢) a 'époque .

Le point S’ qui au bout d’un temps ¢ infiniment petit sera en S (a, b, ¢), a pour
coordonnées actuelles ¢ + brt, b — art, c — w't. D’aprés nos formules générales
appliquées au point §’, la vitesse de ce dernier point, au moment de son passage
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en S, c’est a dire & 'époque ¢, aura pour composantes

Vo=—0b—art)r + [u' — (a + brt) »* — (b — art) r']t,
v, = (@+brt)r+[a+brt)r —(b—art)r* —(c—w't)p']t,
0= w4+ [w" + (b — art) p'] t,

ou, en négligeant les termes en #*,

vy=—>br + (u" —br')t,
v, = ar+ (a'—cp')t,
v,= w + (W' + bp')t,

d’ou 'on voit que la vitesse en S change généralement de grandeur et de direction.
Si 'on désigne maintenant par accélération en S une certaine accélération dont
les composantes seraient ' — br', ar' — cp’, w' 4 bp’, on voit que :
Le liew des points o Uaccélération a une valeur donnée A, est un cylindre :

(" —br')? 4 (ar’ —cp')? + (W' + bp')* = A

Cette accélération n’est nulle pour aucun point de Uespace, d moins que le
mouvement considéré soit d'une nature particuliére.

” v

Il faut en effet que l'on ait ?, & % = 0, et alors l'accélération en tous les
points S de la droite
cuw' —br"=0, ar—cp =0,
parallele au plan zOx, est nulle. Cette droite est aussi I'axe du cylindre des
accélérations.
Il existe une infinité de points S ot la vitesse a I'époque O a la méme direction
qu'a I'époque {. 11 suffit, pour obtenir ces points, de considérer les équations

u' —br'  ar'—ep'  w' + bp'

— )
—br ar w'

ou bien

b= —a

u!’
i
et

rp' b 4 (rw' —'w')b 4+ ww =0,

qui représentent deux droites rencontrant 'axe des y et paralléles au plan zOx;
d’ou 'on conclut que :

Quand un solide posséde un mouvement indéfini, il existe une infinité de points
fixes ou la vitesse conserve une direction constante au 3¢ ordre prés. Ces points
sont situés sur deux droites variant avec le temps. Ces deux droites rencontrent
la tangente a la base de la roulette menée par le point central de Uazxe instantané
glissant perpendiculairement d ce dernier.

Soit S un point de 'une de ces droites, le plan fixe P qui serait perpendiculaire
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14 DEPLACEMENT INFINIMENT PETIT
a la vitesse en S aurait la propriété d’avoir le méme foyer a I'époque ¢ qu’a
I'époque t + At, on peut donc dire que :

Quand un solide se déplace, il existe d chaque instant une infinité de plans
fixzes dont les foyers restent invariables au 3¢ ordre prés. Ces plans sont normauw
aux vitesses actuelles des points de deux droites.

Revenons actuellement a la congruence

Qi

=) @2 =

2 dt )
des droites normales aux vitesses en tous leurs points’, aussi bien a 'époque ¢
qua 'époque ¢ + dt. Si en un point S la vitesse a conservé sa direction, toute
perpendiculaire menée par S  cette vitesse fera partie de la congruence, donc
S est un point de I'une des directrices de cette derniére. D’out 'on conclut que :

La congruence des droites normales aux cones des vitesses de chacun de leurs
points a pour directrices les deux droites irowvées précédemment.

Si 'on éliminait ¢ entre les deux équations de la congruence, on obtiendrait un
nouveau complexe dont le cone aurait ses génératrices perpendiculaires a deux
génératrices consécutives Sv, Sv’ du cone S, c’est a dire au plan tangent de ce
dernier. Autrement dit le cone du nouveau complexe est supplémentaire du cone
des vitesses.

Considérons de nouveau ’hyperboloide

lieu des points fixes ol les vitesses a trois époques consécutives i, ¢ + dt et
t 5i- 2dt sont dans un méme plan, c’est a dire ol le cone des vitesses a une
courbure sphérique nulle. En un point S de I'une des droites que T'on vient de
trouver, la vitesse a I'époque t a la méme direction qu’a I'époque t + dt, donc
on peut dire qu’en S trois vitesses consécutives sont dans un méme plan, d’ot
l’'on voit que :

L’hyperboloide liew des points oi le cone des vitesses a une courbure sphérique
nulle, contient les deux droites trouvées précédemment.

Si enfin aux trois équations écrites plus haut on adjoint —# = 0, on obtient

quatre complexes linéaires, et les deux droites communes a ces (uatre systemes
constitueront le lieu des points fixes de l'espace pour lesquels les cones des
vitesses sont surosculateurs a des plans, d’ott 'on peut conclure que :

Le liew des points fizes ow les cones des vitesses sont surosculateurs a des plans,
se compose d'un systéme de deux droites.

En résumé, on peut se proposer sur les vitesses qui regnent en un point fixe
de P’espace des questions analogues & celles que l'on traite & propos des vitesses

Document numérisé par la Bibliothéque universitaire Pierre et Marie Curie — UPMC — Cote : HF uf 166 19 2



D’'UN CORPS SOLIDE. 15

successives d'un point mobile avec le solide en mouvement. Par exemple le plan
de deux vitesses consécutives en S, c’est & dire le plan tangent au cone des
vilesses, serait I'analogue du plan de deux vitesses consécutives d’un point
mobile M, c’est a dire du plan osculateur de sa trajectoire.

Courbes qui sont a elles-mémes leurs conjuguées,

7. Reprenons le complexe w = k des droites perpendiculaires aux trajectoires
de leurs points, puis cherchons les droites qui partent d’un point donné a, b, c.
En représentant 'une de celles-ci par les équations

t—a y—b z—e¢

p— b

o ¢ Y

il vient, pour les éléments ordinaires de la droite,

MmM=- N== p=a——s y—b—"1,
S Y Y ¥
et
ab— fa
®=Mmy —ny = —— -

»

Le complexe considéré prend donc la forme
ab—Ba = k.
Remplagant enfin «, 8, y par da, db, dc respectivement, il vient
bda — adb = kdec,

qui n’est autre chose que I'équation différentielle des courbes normales aux
trajectoires de tous leurs points. ’
Si a cette équation on adjoint celle d’une surface quelconque, ¢ =— ¢ (@, b), on

aura
do

bda — adb =k (% da + g—z db)?
pour I'équation différentielle des courbes tracées sur la surface.

Les courbes précédentes ont la propriété d’étre a elles-mémes leurs conjuguées.
En effet, les plans osculateurs de leurs différents points sont normaux aux trajec-
toires de ces derniers, ainsi qu’il est facile de s’en assurer en remarquant que les
relations

dbd’¢c —ded*b dcd’a—dadc dadb—dbda

= ; ’

— br ar w

sont des conséquences de 1’équation différentielle de ces courbes.
THEVENET. 4
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16 DEPLACEMENT INFINIMENT PETIT

Complexe des vitesses.

8. Considérons les vitesses simultanées de tous les points d’un solide en mouve-
ment, et prolongeons indéfiniment les droites sur lesquelles elles sont comptées,
on obtiendra un systéme de droites dont nous allons chercher I’équation.

Une droite

x=mz +
Yy —=nz +.v,

fera partie du systéme considéré il existe un point a, b, ¢ qui soit situé sur cette
droite et dont la vitesse ait pour coefficients angulaires m et n. On aura donc les
relations

—br ar w'
— LS et Y

“m n 1
jointes aux égalités
a =mc -+ p,
b=mnc + v.

Eliminant a, b, ¢, il vient

ne+v __(me+p)

T m n s
et par suite
ne +~v+ mk=20, D
me + p— nk =0,
dout '
1) ) E(m?* +n®) + o0=0,

équation qui représente un complexe du 2¢ ordre, et a l'aide des substitutions

’

ordinaires on obtient pour le cone qui a son sommet en S (a, b, ¢) I'équation
@ k(a* + §%) + (ba —af)y =0;

ce cone contient la verticale du point S ainsi que la vitesse de ce méme point.
Ce complexe a la propriété remarquable de se confondre avec son conjugué.

r r !

Si, en effet, on remplace dans son équation m par —— 7 par -~ et w par

on trouve
E(m'? +n'?) + o' =0,

c’est & dire le méme complexe.
Cherchons encore le systéme des droites perpendiculaires a leurs conjuguées.
On devra avoir
km kn

m+ —+n — 4+ 1=0,
w w
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ce qui donne encore le méme complexe
kE(m® + n?) + 0 =0,

Toutes ces remarques résultent des propriétés géométriques connues des droites
tangentes a la trajectoire d'un de leurs points.

Il nous reste & obtenir la conique du complexe des vitesses. Il nous suffira
pour cela de regarder une droite quelconque comme Iintersection d’un plan
indéterminé '

ax + By + vz =23
et du plan de la conique
ax + by + cz = d.

Les éléments de la droite ont pour expressions

e =T B8 ka0
“aB—ba M T af—ba dy — e
__ac—ay ad—ad T aB—ab

"=k —ba ' af—ba

On pourra donc écrire I'équation du complexe sous la forme suivante, qui
mettra en évidence toutes les droites d’un méme plan :

k[(by — fe)* + (ae — ay)’] + (dy —¢?) (aB — ba) =0,

dans laquelle & n’entre qu’au 1ev degré, d’ov Uon conclut que toutes les coniques
considérées sont du genre parabole. Remarquons en particulier les plans paral-
leles & Oz pour lesquels on a ¢ = 0, ce qui donne

k(a®> 4+ b))y + (ap — ba) d = 0.

D’oti 'on voit que la normale au plan indéterminé (a, 8, v) décrit un plan, et que
par suite toutes les droites de ce plan sont paralléles.

Traitons encore la question suivante : étant donné un point M (a, b, ¢), trouver
les points M’ infiniment voisins de M et tels que les vitesses de M et de M’ se
rencontrent. Il suffit d’exprimer que les trois droites MM', Mv et M’v’ sont dans
un méme plan, ce qui donne, en désignant par a + da, b + db, ¢ + dc¢ les
coordonnées de M’,

— br av w'
—@B+db)yr (a+da)r w | =0,
da db de |

ou bien
k (da* + dbY) + de (bd @ — adb) = 0,

équation différentielle qui convient a toutes les courbes telles que les vitesses de
tous leurs points forment une surface développable.
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18 DEPLACEMENT INFINIMENT PETIT

On remarquera que le cone des directions MM’ n’est autre que celui du
complexe des vitesses. On voit en effet que si les vitesses de M et de M’ concou-
rent, la conjuguée de MM' lui est perpendiculaire.

Fig. 4.
z

(3

Si maintenant on adjoint & I'équation différentielle précédente celle d’une
surface quelconque

C.: @ (a, b),

on voit que sur toute surface il existe dewx familles de courbes telles que les
vitesses de tous leurs points constituent une surface développable.
En employant les coordonnées semi-polaires, ou en posant

a = p COS v, b = p sin v, c =29 (p, 0),

I’équation différentielle prend la forme

k(de + ¢ do?) = (g% de + g—% dw) o do,
et il est facile de lintégrer lorsque la surface donnée est de révolution autour
de Oz, ou lorsqu’elle se réduit & un conoide dont la directrice serait I'axe Oz. Si,
en effet, ¢ = ¢ (v), les variables se séparent aisément.

Les courbes que l'on obtient ainsi comprennent comme cas particulier la
cubique gauche signalée par M. Chasles, comme le lieu des points dont les
vitesses concourent en un point donné et forment ainsi le cone du complexe de
ces vitesses.

Si 'on cherchait enfin le systéme des caractéristiques, on retomberait sur la
méme équation. Cela résulte de ce que la caractéristique d’'un plan est, comme
on sait, tangente a la trajectoire de 'un de ses points.
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Eléments du second ordre. — Etude des accélérations simultanées
des différents points d’un solide en mouvement.

9. Nous avons vu que les composantes de I'accélération d’un point quel-
conque M sont des fonctions linéaires des coordonnées a, b, ¢ de ce point. Elles
ont pour expressions
Ye=u"—ar® — br,

% —ar' brt — Cp',
v, = w' + bp'.

‘

Convenons de porter a partir de I'origine, sur une paralléle & I'accélération du
point M, une longueur égale a celle-ci, nous obtenons un point p. dont les coor-

Fig. 5.
z

;l?f

données sont vy, v,, v.. A un systéme de points M correspond un systéme de
points p. homographiques du premier. Si M décrit une droite, . en décrit une
autre. A une surface du degré m décrite par M correspond une surface du méme
degré engendrée par p.. '

En égalant a O les trois composantes de l'accélération v,, v,, v., on obtient un
certain point G auquel correspond I'origine O dans le systéme des points p.

Cela posé, siu décrit une sphére ayant pour centre I'origine, M engendre un
ellipsoide ayant pour centre le point C.

Done, le liew des points qui ont une accélération de grandeur donnde est un
ellipsoide désigné sous le nom d’ellipsoide des accélérations.

Si le rayon de la sphére lieu des points p. varie de 0 a l'infini, Uellipsoide, lieu
des points M, variera en grandissant, et en restant concentrique et homothétique
a lui-méme.

Si le point . décrit une droite passant par l'origine, le point M en décrira une
autre passant par le point C.

Donc, le lieu des points dont les accélérations ont une direction donnée est une
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20 DEPLACEMENT INFINIMENT PETIT

droite passant par le point C que Uon désigne sous le nom de centre des accélé-
rations. '

Supposons que p. se déplace sur une droite quelconque ne passant pas par
Porigine, la ligne Op. décrit un plan et le point M une certaine droite dont tous
les points auront des accélérations paralléles a un méme plan. Si le point p. décrit
un plan passant par P'origine, le point M engendrera un plan déterminé.

Donc, le liew des points dont les accélérations sonl paralléles d un méme plan
est un autre plan passant par le centre des accélérations.

Si le lieu des points p. est un cone de révolution ayant I'origine pour sommet,
le lieu des points M sera un cone du second degré.

Donc, le liew des points dont les accélérations font un angle constant avec une
direction fixe est un cone du 2° ordre. Par suite, le lieu des points d’un plan dont
les accélérations font un angle donné avec une droite est une conique.

Supposons que le point M décrive une section plane sur un ellipsoide d’accélé-
ration, le point p. engendrera un cercle sur la sphére homologue. Donc, les accé-
lérations des différents points d'une section plane d’un ellipsoide d’accélération
sont égales et font des angles égaux avec une direction fixe.

Au milieu M d'un segment M'M’ correspond le milieu p. du segment homo-
logue u'p’, donc & un plan diamétral de I'un des ellipsoides correspond un plan
diamétral de la sphére. A trois diameétres conjugués de I’ellipsoide correspondent
trois diametres rectangulaires de la sphére.

Done, les accélérations des extrémités de trois diamétres conjugués de Uun des
ellipsoides d’accélération sont perpendiculaires deux a deusx.

Dans un plan quelconque, il existe toujours un point dont I'accélération est
normale a ce plan, et il n’en existe qu'un seul.

Considérons un plan P et son homologue =; par I'origine O menons un plan k
paralléle & P, ce plan coupera le plan = suivant une droite «8. La droite AB

Fig. 6.

7

homologue de «f sera le lieu des points du plan P dont les accélérations seront
contenues dans le plan lui-méme. L’intersection de cette droite AB et de la
caractéristique du plan P est un point dont la trajectoire est osculatrice a
ce plan.

Si le plan°P tourne autour d’une droite D, son homologue = tourne autour
d’une droite A, homologue de D, tandis que le plan k tourne autour d’une autre
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droite Od paralléle a D. Dans ces conditions, «8 engendre un hyperboloide, et il
en est de méme de ADB.

D’un autre coté, on sait que le lieu des caractéristiques des plans qui passent
par une droite D est un hyperboloide. En combinant cette proposition avec la
précédente et en remarquant que les deux hyperboloides ont une droite commune,
on arrive a cette proposition :

Les plans passant par une méme droite sont osculateurs aux (rajectoires d'une
série de points formant une cubique gauche.

A une série de plans P paralléles entre eux correspond une série de plans =
également paralléles entre eux. D’un autre coté la direction de k étant invariable,
«f décrit un plan passant par lorigine, et la droite AB en décrit un autre;
d’ailleurs les caractéristiques de plusieurs plans paralléles sont dans un méme
plan; on peut donc dire que : -

Une série de plans paralléles étant donnée, les points dont les trajectoires sont
osculatrices d ces plans sont en ligne droite.

Enfin si par l'origine on abaisse des perpendiculaires sur tous les plans = qui
passent par A, les pieds de ces perpendiculaires formeront un cercle. Donc, si un
plan tourne autour d'une droite, le point de ce plan qui a Uaccélération la plus
faible décrit une conique.

Plans osculateurs des trajectoires des difiérents points d’'une droite.

10. Considérons une droite D, son homologue sera A,. L’accélération MA du
point M étant égale et paralléle a Op, qui décrit un plan, décrit elle-méme un
paraboloide.
~ Si maintenant on opére sur les vitesses comme sur les accélérations, c’est a dire

Fig. 7.

D

si par l'origine on méne des droites Oy, égales et paralléles aux vitesses MV des

Document numérisé par la Bibliothéque universitaire Pierre et Marie Curie — UPMC — Cote : HF uf 166 19 2



22 DEPLACEMENT INFINIMENT PETIT

différents points de la droite D, on obtiendra une autre droite A, homologue de D.

Or il est clair que les vitesses MV forment un paraboloide, donc le plan
osculateur AMV qui est tangent a la fois & deux paraboloides a pour enveloppe
la développable circonscrite a ces deux surfaces.

Si M varie sur la droite D, les points p, et », varieront respectivement sur A,
et A, en décrivant sur ces deux droites des divisions homographiques, par suite
la droite p,p., engendre un hyperboloide, tandis que le plan Op,p, enveloppe le
cone qui lui est circonscrit.

Donc, les plans menés par un méme point parallélement aux plans osculateurs
des différents points d’une droite enveloppent un cone du second degré.

Ce qui précéde suppose que la vitesse V. du point M a une direction distincte
de celle de son accélération MA. Or il existe une infinité de points du solide pour
lesquels la vitesse et 'accélération ont la méme direction. Ces points sont donnés

par les équations

uw' — ar® — by’ ar’ — br® —cp' w" -+ bp'
== == 9
— br ar w'

et constituent une cubique gauche, intersection d’un cylindre parabolique paral-
léle 4 Oz et d’un paraboloide hyperbolique. Or on sait qu’une droite D peut
rencontrer soit une fois, soit deux fois, cette cubique gauche.

Considérons d’abord une droite D n’ayant qu'un point commun M’ avec la

Fig. 8.

cubique. Au point M' correspondent sur A, et A, deux points y, et p, en ligne droite
avec le point O. L’hyperboloide décrit par p.p., admet donc pour l'une de ses
génératrices une droite passant par O, c’est-a-dire p,p,. Soit O3 la deuxiéme
génératrice passant par O, et M un point quelconque de D. Le plan osculateur
MAYV a la trajectoire de M étant paralléle au plan Op,p, qui passe constamment
par 2, on peut dire que tous les plans osculateurs relatifs aux différents points
de D sont paralléles & une méme droite. Or on sait déja qu’ils sont tangents a un
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paraboloide hyperbolique, donc ces plans osculateurs enveloppent un cylindre
parabolique.

Considérons actuellement une droite D ayant deux points communs avec la
cubique gauche. Soient M’ et M’ ces deux points, v, u, les homologues de M’ et
Pay Uy ceux de M'.

Les points p, et p, étant en ligne droite avec le point O ainsi que les points
ta €t 1y, il S’ensuit que les droites A, et A, sont dans un méme plan avec Porigine.
Dans ce cas, le plan osculateur MAYV relatif 4 un point quelconque de D paral-
1éle au plan Op,p, qui est invariable, conserve lui-méme une direction constante.

Donc, si une droite rencontre deusx fois la cubique, les plans osculateurs des
trajectoires de tous ses poinls sont paralléles entre euz.

Si en particulier la droite D rencontre la cubique gauche en deux points M’
et M" tels que les vitesses v’ et v" de ces points soient concourantes, le plan Op. ..,
sera paralléle au plan des deux vitesses et de la droite D. On peut donc dire que,
dans le cas actuel, les plans osculateurs relatifs a tous les points de la droite
sont confondus en un seul, et on a une droite qui déerit un élément de surface
plane. :

On se rend compte de ces résultats en remarquant qu’un point de la cubique
précédente ayant sa vitesse et son accélération dirigées suivant une méme droite
décrit un élément rectiligne au 3¢ ordre prés. Dés lors, la droite D a deux de ses
points M" et M" qui glissent sur deux droites fixes pendant un temps infiniment
petit. On sait alors que tous les points de la droite D se meuvent dans des plans
paralléles a la fois aux deux droites fixes.

Cette propriété qu’ont les points M’, M’, ... de la cubique de décrire des
éléments rectilignes, fait de celle-ci Ianalogue du cercle d’inflexion de Ia
géométrie plane.

Etude des axes de courbure des trajectoires simultanées
des différents points du solide.

11. On sait que les équations de 1’axe de courbure d’une courbe gauche sont

1 (X—2)do + (Y —y) dy + (Z—2) dz =0,
L ((X—oc)d2x+(Y—y)d’y+(Z—z)d2z:da:2+dy’+dz’,

%, ¥, z désignant des coordonnées courantes, et x, y et z des fonctions détermi-
nées d’une variable indépendante qui sera le temps ¢ dans la question qui nous
occupe. Remplacant dans le systéme (1) , 1 , © par leurs développements et fai-
sant ensuite t — 0, il vient

—X—a)br +(Y —b)ar + (Z—c)w' =0,
X—a)(u'—ar’—br") + (Y —b) (ar' — brr* — ep') +(Z—c) (" +bp')=a%? + b* + w'?,
THEVENET. 5
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24 MOUVEMENT INFINIMENT PETIT
ou en réduisant

—brX+arY+ (z—c)w =0,
(u' —ar®*—br')X + (ar' —br* —cp) Y + (w" + bp')Z = au’ + cw” + w'.

@ |

Posons, pour simplifier I'écriture,

2

x:a-{-(t't—i—a”—z—,

°

t
—1b b't+ b —»
y +Vt+ g

t2
z2=c + c't+ ¢ =
2
cw' =d, auw +cw + w'?=d",

et nous aurons pour représenter ’axe de courbure de la trajectoire du point a, b, ¢
les équations
X +bY +cZ=4d,

(‘3) a"X e 'Y o "7 — d'.

Nous voyons immédiatement que I’axe de courbure se transporte a linfini si le
point correspondant fait partie de la courbe gauche

qui n’est autre que la cubique d’inflexion.
On voit aussi que l'axe de courbure est indéterminé dans le plan

dX +0Y +cZ=d,

pour les points satisfaisant aux relations

qui, développées, donnent

w' —ar® —br'  ar' —br*—ecp'  w' +bp'  au’ + cw' + w'?
— br e ar s cw'

Multipliant les deux termes des trois premiéres fractions par a, b, ¢ respective-
ment, ajoutant termes a termes et retranchant des termes de la quatriéme, il
vient

a?r? 4+ b + w't =0,
cylindre imaginaire coupant la cubique d’inflexion en quatre points imaginaires,
tels que les plans qui ont ces points pour foyers offrent une mdetermlnatlon

compléte pour les axes de courbure qu’ils peuvent contenir.
Nous remarquerons enfin que les équations de I'axe de courbure sont linéaires
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par rapport aux coordonnées a, b, ¢ du point décrivant, ce qui montre que le lieu
des points dont les axes de courbure passent par un point donné x, y, z, est une
droite dont nous aurons a nous occuper ultérieurement.

Lieu des axes de courbure relatifs aux différents points d’une droite.

12. Considérons une droite D ayant pour équations

Be= G el =i
2 e ¥

:p.

Pour obtenir I'axe de courbure d’un point quelconque de cette droite, il suffira de
remplacer dans les équations (3) a, b, ¢ par @ + zp, b + Bp, ¢ + vp respective-
ment. Si, pour abréger, nous posons

|~ er=4, —art — = o, yw' =1,
(4) apr =04, | an' — B2 — yp'=1g"  au' -+ yw' =3,
( gp' =+,

les résultats de la substitution indiquée dans a’, b'; ¢/, a’, b, ¢', d’ et d’ seront

a' +a'p, b+ P, ¢ +yp a +a'p et

L

et les équations de 'axe de courbure deviendront

Vadx +by+cz—d +pfde+ By +yz—3]=0,
( d'x +b'y+c'z—d +pla'x+ By +y'2—23]=0.

Si maintenant on fait varier o de — o & -+ o, le premier plan (5) tourne autour
de la droite
: (dxe+by+cz—d =0,
ta'c+ By +vyz—23 =0,

et le deuxiéme plan (5) autour de la droite

f @ +by +c'z—d' =0,
( o'+ B'y+v'z— 23 =0.

Le lieu cherché est donc un hyperboloide passant par les droites A et A' dont
la premiére est visiblement la conjuguée de la droite donnée D.

Lorsque les droites A et A’ se rencontrent, I'hyperboloide précédent se réduit
a un cone; il faut pour cela que I'on ait

at bl etarid!
al B' Y’ B'

(6) av bu cv dv = 07
au B/, o ay
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26 DEPLACEMENT INFINIMENT PETIT

équation du second degré en «, 8, v et en a, b, ¢, et qui évidlemment représente
un complexe du second ordre. Ainsi :

Les droites telles que les axes de courbure relatifs d tous leurs points forment
un cone, constituent un complexe du second ordre. Or il est évident que tous les
points de la droite D, ayant pour axes de courbure les différentes génératrices
d’un cone S, restent a des distances constantes au 3¢ ordre prés du sommet de ce
cone. En d’autres termes, on peut dire que la droite D pivote autour du point S.
Donc :

Quand un solide se déplace, les droites qui ont la propriété de pivoter autour
de certains points forment un complexe du second ordre. Nous désignerons ces
droites sous le nom de DROITES PIVOTANTES.

On voit aussi que, parmi les axes de courbure des différents points de la droite
pivotante, figure la conjuguée de cette droite. Donc, la conjuguée d’une pivotante
est un axe de courbure. Nous verrons plus tard que la proposition réciproque est
égalerent vraie.

Si les droites A et A" sont paralléles, I’hyperboloide précédent devient un
cylindre paralléle a la droite A conjuguée de D.

Pour que cela ait lieu, il faut que l'on ait :

a b a b ¢’
(7) o By =0, et| a p <« = 0.
al/ bV CV l a” BV Y’

Or les quantités a’, b’, ¢’, o', ... sont linéaires en a, b, ¢, tandis que o', §’, vy, a" ...
sont linéaires et homogénes en «, 8, y. On voit donc que d’un point quelconque
de I'espace partent deux droites dont tous les points ont des axes de courbure
paralléles. Ces droites sont les mémes que celles qui s’appuient deux fois sur la
cubique d’inflexion. On peut dire aussi qu’elles pivotent autour de points situés
a Uinfini et que tous leurs points se meuvent dans des plans paralléles en négli-
geant les quantités du 3° ordre.
Si aux équations (7) on adjoint les suivantes :

a b d a b d
(8 of B ¥ — 0 et "ol SR g T —0)
a" b” d” a” B’ 'a'

on aura exprimé que les droites A et A’ se confondent, et les droites D qui satis-
font a la fois aux équations (7) et (8), et qui sont en nombre limité, ont la pro-
priété de tourner autour de leurs conjuguées respectives A et cela au 3¢ ordre
prés. On peut dire que les trajectoires de tous les points de D ont un seul et
méme axe de courbure A qui reste pour ainsi dire conjugué de D pendant deux
instants consécutifs. Considérons d’ailleurs les droites A et A’ dont la premiére A
est évidemment la conjuguée de D. Au bout du temps ¢ + d¢, la droite D est
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venue en D', et a cette nouvelle époque elle a une autre conjuguée que l'on
obtiendrait en changeant ¢ en ¢ + d¢ dans les équations A. On n’obtiendra pas
ainsi le systéeme A’, mais un systéme qui peut le remplacer dans tous les calculs
précédents. On peut donc dire que :

1° Si les deux conjuguées consécutives d’'une droite D ne se rencontrent pas,
le lieu des axes de courbure des points de D est un hyperboloide;

20 Si les deux conjuguées consécutives de D se rencontrent, les axes de cour-
bure des points de cette droite forment un céne dont le sommet est un pivot;

3° Si ces mémes conjuguées sont paralléles, les axes de courbure des points de
la droite forment un cylindre, et son pivot a passé a l'infini;

40 Si une droite D est telle que sa conjuguée a I'époque ¢ soit la méme qu’a
'époque ¢ + dt, tous les points de cette droite ont le méme axe de courbure et
cet axe est pour ainsi dire une conjuguée persistante.

Il est maintenant facile d’introduire dans 1’équation (6) du complexe des pivo-
tantes les éléments ordinaires d’une droite. Cette équation peut s’écrire, en effet :

— br, - ar, w', w'e
- ﬁ’)‘, ar, 07 ?/U"*{ =0
uw' —ar* —br', ar' —br2—ecp’, w +0bp', au +cw +w'? | "
—att—fr,  ar’ {3 ~ypl br', au’ + yw'
- w!
Divisant par r les deux premiéres lignes et posant — = k, il vient
8 ’
=
[ — b, ' ar, % ke
= [ ar, 0, ky —0
w' —ar —br', ar' —br?—cp', w +bp', au’ 4 cw' + w' '
—art— g, w — Bt —yp, R au’ + yw’

Multipliant enfin les deux premiéres lignes par ¢, puis retranchant de la troi-
siéme et de la quatriéme respectivement, on a, en posant w’ — kr’ =g,

— b, a, k, ke

=67 a, 0, kY i
w' —ar?, —brt—cp', g-+bp, au +cg+w?|

— ar?, — Br* —~p', Bp', au’ + vg

pour représenter le cone du complexe relatif au point a, b, c.

. . - [
Il vient ensuite, en faisant ¢ = p, b =v, c =0, —=m, Bl 7
b N
‘ i
P — Y 333 k) 0
9 —n, m, 0, k
(‘ ) v .2 .2 % 7 4 2 = O;
u ” W, — g +pev, up+w

— mo?, —nr:-—p’, np', mu’ + g
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puis, en développant et en posant mv — ny = o,

[ p'u'w® + guom — (p'w'? + kv*u') on + kp' Pop + gp' wv
(10) + (g2 + Ert) o+ kE(@w'? 4+ u"?) m® + Er*w'?n® 4+ 2kp' w'np + kp'®y?
+ kgu'm + (kp'w'® + ku'r*) n — E2p' 2y, + kgp'y + k2p'u' = 0.

La conique du complexe qui est comprise dans un plan quelconque
(11) ' ax + by + ¢z — d =0,

dont la normale a pour cosinus directeurs a, b, ¢ et dont la distance & I’origine
est d, se trouvera en considérant une droite quelconque de Pespace comme
Iintersection du plan précédent supposé fixe et d’'un plan indéterminé

(12) ax + By +yz — 23 =0.

Les éléments de la droite suivant laquelle se coupent ces deux plans sont :

m_?)j—ﬁc _ pd—23b
“ap—ba M Tap—ba  dy—ed
_ac—ay  ad—ad " af —ba

"Tup—bs T af—ba

Substituant ces valeurs dans 1’équation (10), on a

[ p'u'(dy—cd)* +gu’ (dy—ed) (by—Be)—(p'w'® + kr2u") (dy —e3) (ac —ya)
+ kp'r® (dy — ¢3) (Bd—3b) + gp' (dy — e2)(ad —ad) + (92 + k*r*) (dy —cd) (af — ba)
(A3) ¢ + k(@ w' 4 ') (by— Be)? + kr*w'2 (ac — v a)® + 2kp' u" (ac — va) (3d— 3b)
+ kp'?(ad—ad)* + kgu' (by — Be)(aB—ba) + (kp'w'® + k*u'r?) (ac— @) (af — ba)
\ —kp'r*(3d—2b)(aB —ba) 4 kgp' (a8 —oad) (af—ba) + k*p'u' (af —ba)®* = 0,

et cette équation, ordonnée par rapport a 3, prendra la forme
Me* + (Nd + N) 5 + Pd* +~ Qd +~ R = 0.

Pour chaque direction («, 8, y) de I’axe du plan mobile (12), on trouve deux
distances 3’ et 3" de ce plan a 'origine, et par conséquent 4 deux plans paralléles
coupant le plan fixe (11) suivant deux tangentes paralléles de‘la conique du com-

! v

plexe. La demi-somme —— représentera I'z, I'y ou le z du centre de la

conique, si I'on a soin de prendre la direction («, 8, v) paralléle a 'axe des x, &
laxe des y ou a I’axe de z.
Calculons d’abord I'abscisse du centre «,, on aura
¥+ Nd+ N

S )

1 o oM

en remplacant dans N et N' « par 1, 8 par O et v par 0. On aura'de méme y, en
faisant dans N et N', a =0, = 1, v = 0, et enfin z, en faisant dans les mémes
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fonctions z = 0, § = 0, v = 1. Si maintenant on désigne par N,, Ng, N, les
résultats de ces trois séries de substitutions, on voit immédiatement que quand
d varie ou quand le plan (H) se transporte parallelement a lui-méme, le lieu des
centres des coniques du complexe est une droite dont les cosinus directeurs sont
proportionnels & N,, Ng et N,,. ‘

Or la quantité N a pour expression le coefficient méme de d3 dans I’'équa-
tion (13), c’est-a-dire

N=—2p'u'cy — kp'r*by — kp's*cp + gp'ay + gp'ac —2kp"aa,
d’ou
N,=gp'c —2kp"a,
Ng = — kp'r*c,
Ny=—2p'u"c—Ekp' b+ gp'a,

et le plan (11) aura une direction principale si I'on a

gp'c —2kp'*a  —kp'r’c  —2p'u'c—kp's*b + gp'a

a b c

Désignant par S la valeur commune de ces trois rapports divisée préalablement
par p’, il vient
2kp' -+ S)a —ygc ==l
Sb + kr’c =108
—ga + kr?b + Ru'+S)c=0,

et 'on a pour déterminer S

2kp' + S 0 —yg
S kr? —10,
—9qg kr* 2u" + S
équation du 3¢ degré dont les racines sont toujours réelles, et permettent de

trouver trois directions rectangulaires qui sont celles des plans principaux cher-
chés.

Complexe des axes de courbure.
43. Une droite A
x—A y—B =z—C

A == =
®) a @ Y

sera un axe de courbure, si 'on peut trouver un point a, b, ¢ dont I'axe puisse
coincider avec la droite A. Or les équations de cet axe sont

O

—brx+ary +w (z—c)=0,
—ar* —br')x + (ar' —br*—ecp)y + W' + bp')z =au' + cw’ + w'’.

OB

Remplacant o, y, z par A -+ ap, B + Bp, C 4+ vp respectivement et exprimant
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que les résultats sont nuls quel que soit ¢, il vient

—brA+arB+w (C—c)=0,
@ —bra+arf +w'y =0,
W' —art —br')A + (ar' —br* —cp') B+ @' + bp') C=au' + cw' + w'?,
(' —ar® —br')a + (ar' —br*—cp') § + (W' + bp') vy =0.

o - w
Eliminant enfin a, b, ¢, et posant — k,

B, — A, — K, KC
‘ 5 0 T T
Br — Ar* — ', p'C— B — 1A, —»B—w', Auw +Cw' —w'?|
B —art,  ply—B—r'n, - —'f, aw + yu’

Multipliant ensuite la premiére et la deuxiéme ligne par =’ et retranchant respec-
tivement de la troisiéme et de la quatriéme, il vient, en posant w’' — kr' — g,

B, LN, K, KC
87 — a, 07 k'{ — 0
—Arr—u', p'GC—B, —p'B—yg, Au' +Cg—w'* | 7
— ar p'y — 2B, —p'B, au’ + vg

pour représenter le cone du complexe dont le sommet est A, B, C.
Introduisons maintenant les éléments de la droite, en faisant A = y, B =,

G =1}, 3: m, S = n, on aura I’équation

Yy - MW - k: 0
7, — m, 0, k 0
— =, —y, —pv—g, wp—w?|
— mr?, p’— nr p'n, w'm + ¢

En développant, on trouve

S P e + gu'om + (p'w'? + kr*u') on — kp'r?op + gp' oy
C) ! 4+ (9 + K)o + k(2w 4+ u'?) m* + kr*w'*n® + 2kp' u' np + kp'®y?
( + kgu'm —k (p'w'® + kr*u')n + k*p'i*y + kgp'y + E*p'u’ = 0.

Comparant cette équation C =0 avec celle du complexe des pivotantes dont
nous désignerons le premier membre par P, on constate I'égalité

C=P + (0 — k) [(p'w'* — kr*u")y n — kp'r2p)],

d’ot1 'on conclut que les droites des complexes linéaires o« = ket (p'w"*— kr*u") n
— kp'r*y. = 0, qui font partie de I'un des complexes C =0 ou P =0, font partie
de I'autre.

On voit aussi que les complexes C et P sont conjugués. Si, en effet, dans
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I’équation € = 0 on fait les substitutions

__km' kn' k! kv' k?

m=—=—=r N= —> == SN — w:—(;;—’,

on retrouve I'équation P = 0.

I est facile de se rendre compte de ce résultat. Nous avons déja vu en effet
que la conjuguée d’une pivotante est un axe de courbure, il suffit donc d’établir
la proposition réciproque. :

Soit D, une droite quelconque et A sa conjuguée. Si la droite D, est un axe de

Fig. 9.

courbure, elle ne peut I'étre que pour un point « de sa conjuguée A qui est,
comme on sait, le lieu des foyers des plans (D,, «) passant par D,. Soit maintenant
P un point quelconque de A, P étant le foyer du plan (D,, P), ’axe de courbure
du point P ne peut étre que dans ce plan, donc l'axe de courbure SA de P
rencontre D, en un point S. Cela posé, quand le solide se déplace, P reste & une
distance constante au 3¢ ordre prés de tous les points de axe SA et en parti-
culier du point S. De méme « dans son mouvement reste & une distance constante
au 3¢ ordre prés de tous les points de son axe de courbure et entre autres
de S. Nous avons donc deux points « et P d’une droite A qui conservent leurs
distances au point S, donc tous les points de A pivotent autour de S, ce qu’il
fallait démontrer.

Il résulte aussi de ce qui précéde que les axes de courbure de tous les points
de A rencontrent D, en un méme point S.

En résumé :

1° Les axes de courbure de tous les points d’'une pivotante A forment un cone
dont le sommet est le pivot S de A et qui contient la conjuguée D de cette
derniére.

2° Les pivotantes de tous les points d’un axe de cowrbure D, forment un cone
dont le sommet est le point « correspondant d cet axe et qui contient la conjuguée A
de ce dernier.

THEVENET. 6
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Coniques du complexe des axes de courbure.

14. Si nous considérons un axe de courbure comme l'intersection d'un plan
fixe

1) . ax + by +cz=d

et d’'un plan indéterminé

2 ax + By + vz =3,
il suffira de faire
o byr—Be _ Bd—2b
“ap—ba " T ap—ba’ _dy—e¢d
__ac—ay __ad —da w—-aﬁ'—-ba,

T ap—ba ' af— ba

dans I'équation du complexe C des axes de courbure pour obtenir I'ensemble des

plans (2) qui coupent le plan fixe suivant un de ces axes. On obtient ainsi 'équa-
tion

[ p'u'(dy—cd)* + gu’ (dy —c3) (by —cfB) + (p'w'* + kr*u") (dy — ¢3) (ac — ay)
\ —kp'v? (dy — ¢3) (Bd—3b) + gp' (dy — ¢3) (a3 — ad) + (g2 4 k**) (dy — c3) (aB — ba)
3) { +Ek('w'® + w'?) (by — fe)? + Er*w'® (ac — av)? + 2kp'u’ (ac — av) (Bd — 3b)
+ kp'* (a8 —ad)* + kgu' (by — Be) (@B — ab) —k (p'w'? + kr*u') (ac— av) (aB — ab)
ol —+ k*p'r* (Bd—2b) (aB — ab) + kgp' (a8 — ad) (af— ab) + k*p'u' (af — ab)? = 0.

Egalant & 0 le coefficient de 3*, on a, en divisant par p’,
u'c? — kr*be — gac + kp'a® =0,

d’out 'on conclut que, pour tous les plans (1) dont la normale est paralléle d un
certain cone du second degré, la conique du complexe se réduit d ume parabole.
Il est facile de se rendre compte de ce résultat. -

Tous les points de la cubique d’inflexion ont en effet leurs axes de courbure
situés a l'infini dans un plan normal a la trajectoire de ces points. Cherchons
donc le cone des droites paralléles aux vitesses des différents points A, B, C de
cette cubique dont les équations sont

u' —Ar* —Bs'  Ar' —Br*—Cp'  w' + Bp'
—B _ A T K

Pour un point quelconque de ce cone XYZ, on aura

X Y %
TR R

éliminant ensuite A et B entre ces derniéres équations et 'une des précédentes,
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on obtient, en posant toujours w' — kr’ — ¢, 'équation
w72 — kr*YZ — gXZ — kp' X* =0,

qui est identique avec celle des directions normales aux plans paraboliques.
Comme dans I’étude du complexe des pivotantes, nous calculerons le coefficient
de d3 dans Iéquation (3), ce qui nous donne

— u'cy + kr*yb + kr*Bc + gay + gac — 2kp' aq.

Dans cette expression, nous ferons successivement les substitutions g = 0,
y=0,a—=4 puisa=0,v=—0,3 =1, et enfin o« =0,,8=0, y — 1, et nous
aurons des quantités proportionnelles aux cosinus directeurs du diamétre des
plans paralleles au plan (1). Ce dernier sera donc un plan principal, lorsqu’on aura

gc—2kp'a _krlc —u'c+ kr’b+4ga S
a b ¢ =2

en désignant par S la valeur commune de ces trois rapports. On obtient pour
déterminer cette inconnue auxiliaire, la relation

2kp' + S, —g
S, —kr* | =0.
=gyt = Bt IS

Aux trois racines de cette équation correspondront les trois directions rectangu-
laires entre elles des plans principaux du complexe des axes de courbure.

Pour étudier les coniques singuliéres contenues dans la série des plans paral-
leles aux plans (1), nous pouvons dans I'équation (3) faire 3 = 0. Celle-ci repré-
sentera alors 'ensemble des plans qui, passant par I'origine, touchent la conique
du complexe contenue dans le plan (1). Cette conique se réduira d un systéme de
deux points si le cone supplémentaire des directions «, 8, y se réduit 4 un systéme
de deux plans. : ' i

L’équation (3) homogéne en «, g, v, ot I'on fait 3 = 0 et que I'on ordonne par
rapport & ces lettres, a pour coefficients des polynomes du second degré en d; il
semble donc que la condition qui exprime que le cone (3) se réduit & deux plans
sera du sixiéme en d; mais il est facile de voir que les termes en d° et en d°
disparaissent, d’ott 'on conclut que, parmi les plans paralléles d un plan donné,
il en est quatre pour lesquels la conique se réduit ¢ deux points.

Pour continuer cette étude des coniques singuliéres, il nous parait préférable
de procéder un peu différemment. Au lieu de déterminer le plan (1) par ses
cosinus directeurs et sa distance a P'origine, nous prendrons pour paramétres de
ce plan les coordonnées a, b, ¢ de son foyer F.

Nous avons démontré que les axes de courbure et les pivotantes sont des droites
conjuguées deux a deux, de sorte que, aux axes de courbure A enveloppant la
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conique du plan P, correspondent les génératrices d'un cone ayant pour sommet
le foyer du plan et qui n’est autre que le cone = du complexe des pivotantes.
Supposons actuellement que pour un point F le cone des pivotantes se réduise

Fig. 10. Fig. 11.
T

v

a un systéme de deux plans FH et FK, et voyons ce que devient la conique
enveloppe des axes de courbure.

A une pivotante F H située dans le plan H, correspond une droite AM conjuguée
de FH qui, comme on sait, se trouve dans le plan P et passe par le foyer A du
plan H. De méme a une pivotante FK située dans K correspond la conjuguée BN
située dans le plan P et passant par B foyer du plan K.

Les axes de courbure contenus dans le plan P passent donc les uns par A, les
autres par B, par suite la conique qu’ils enveloppent se réduit & deux points (A, B).

Pour obtenir le lieu des points F, sommet des cones évanouissants du complexe
des pivotantes, il suffira d’introduire dans I’équation de ce dernier les coordonnées
du point F et les cosinus directeurs de la droite représentée par le systéme

r—a y—b z—c

a g Y

On aura, pour exprimer les éléments ordinaires de cette droite, m, n, u, v et
» = mv — np, les formules

o ‘) o
m=- n= p=a—-c, v=0b—

oY ~ C,
Y ! {

8
. . Y
ainsi que
v =oab—fa;

on peut méme conserver m et n et faire dans I'équation du complexe

p=a—me, v=>b—ne, o=mb—na,
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ce qui donne

p'u" (mb—na)* +gu' (mb—na)ym—(p'w'® + kr*u") (mb—na)n + kp'v}(mb—na) (a—mc)
“+gp' (mb —na) (b — nc) + (9° + k**) (mb—na) + k(r*w'? + u'®) m* + kr'w'*n?
-+ 2kp'u'n (@ —me) + kp'* (b—mnc)* + kgu'm + (kp'w'® + E*u'r*)n
—kp'r* (a —mc) + kgp' (b — ne) + k*p'u’ =0,
ou encore
Am® + Bmn + Cn* + Dm + En + F =0,

en posant

A=p'u'd* — kp'v*bc + gu'b + k (r*w'* + u"?),

B=kp'r*ac 4 gp'bc — 2p'u'ab — gu'a — (p'w'® + kr*u’) b — 2kp'u’c,

C=p'u'a® + gp'ac + kp'?c® + (p'w'? + kru') a + kr*w'?,

D=Fkp'r*ab + gp'b® + (9* + k**) b — kp'ric 4 kgu',

E=—kp'r?a® — gp'ab — 2kp'bec + (2kp'u’ — g* — k*») a + kp'w'® + k*u"r?,

F=Fkpb* — kp'r*a + kgp'b + k*p'u’,

et le lieu des points F sera donné par 'équation
AE* — BDE + CD? + F (B! — 4AC) = 0.

Or il est facile de s’assurer que tous les termes dont le degré en a, b, ¢ est
supérieur au quatrieme se détruisent, donc le lieu des points F est une surface
du quatriéme ordre que nous désignerons par S. Quant aux plans P qui ont pour
foyers les points de S, on sait qu’ils enveloppent une surface ¥ appelée la
conjuguée de S et qui est de la quatriéme classe.

On conclut de 1& que par une droite quelconque il passe quatre plans pour
lesquels la conique du complexe des axes de courbure se réduit a un systéme de
deux points.

Revenons actuellement au cas général ou le plan P contient une conique
proprement dite, et cherchons le lieu des points dont les trajectoires ont des axes
de courbure situés dans ce plan.

Soit ' le foyer du plan, A son axe de courbure qui en fait nécessairement

Fig. 12.

A,
A B .

partie. Le point F restant 4 une distance constante au 3¢ ordre prés de tous les
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points de la droite A, les pivotantes de tous les points de A passent par F et
forment un cone du second degré, ,

Une génératrice quelconque = de ce cone pivotant autour d’un certain point «
de A, on peut affirmer que les axes de courbure de tous les points de la généra-
trice = rencontrent A au méme point «. Par suite, le cone F est le lieu des points
dont les axes de courbure rencontrent la droite A ; mais ces axes ne sont pas tous
dans le plan P.

Considérons maintenant un second axe de courbure B situé dans le plan P,
soit ¢ le point qui lui correspond. Le lieu des points dont les axes de courbure
rencontrent B est un second céne dont le sommet est 8. Or F ayant pour axe A
qui rencontre B, fait partie de ce dernier lieu; donc le cone F et le cone g ont une
génératrice commune Fg, et par suite se coupent suivant une cubique gauche.
Les axes de courbure des points de cette cubique rencontrent donc a la fois A
et B, et par suite ils sont dans le plan P.

On peut donc dire que le liew des points dont les trajectoires ont leurs axes de
courbure dans un plan donné, est une cubique gauche passant par le foyer de ce
plan.

Soient M’ et M' deux axes de courbure tangents a la conique, p' et p' les
points correspondants de la cubique. Ces deux points restant & des distances
constantes, I'un de M’, I'autre de M’, on peut dire que la corde p.' n" de la cubique
pivote autour de I'intersection I de M’ et M". Donc les pivotantes de tous les points
d'un plan P sont les cordes d'une cubique gauche.

Si les points .’ et p’ tendent a se confondre sur la cubique, le point I devient
un point de la conique; on peut donc dire que les pivotantes de tous les points de
la conique sont les tangentes d'une cubique gauche.

11 est évident que ce que P'on vient de dire sur les axes de courbure et sur les
coniques qu’ils enveloppent dans chaque plan peut se répéter a propos des pivo-
tantes et des coniques correspondantes, il suffit de permuter pour ainsi dire les
noms de ces deux classes de droites.

1l existe des droites qui sont & la fois pivotantes et axes de courbure. Ces droites
font partie de deux complexes du second degré. Par chaque point de I'espace, on
peut mener quatre de ces droites qui seront les génératrices communes a deux
cones du second degré. Dans chaque plan, il existe quatre droites possédant la
double propriété demandée. Ces droites sont les tangentes communes aux deux
coniques des deux complexes. :

Rappelons enfin la relation trouvée précédemment entre les deux premiers
membres des deux complexes C = 0 et P = 0 des deux complexes considérés

C=P+ (0o — k) [(p'w'* + kr*u") n — kp'r*p].

Elle nous montre que si une droite du complexe linéaire v = k£ appartient &
C = 0, elle appartient aussi a P = 0. Donc le foyer d'un plan quelconque est le
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point de rencontre de deux tangentes commun aux deux coniques. On en dirait
autant du complexe linéaire (p'w' + kr*u")yn — kp'r*n. = 0. Done, dans chaque
plan on connail deux points de rencontre des tangentes communes aux deux
coniques. ‘

Recherche des points du solide dont les trajectoires
sont surosculatrices a des plans.

15. Considérons un solide en mouvement et soit M (a, b, ¢) I'un de ses points.
Les coordonnées du point M qui, a I'époque ¢, étaient a, b, ¢, deviendront, aux
époques ¢ + Af, t + 2At, t 4 3At, etc..., a,, b, ¢, a,, b, ¢,, a,, b, ¢, etc..., et
correspondront aux positions successives M,, M,, M,, etc..., du point M. Pour que
les quatre points M, M,, M,, M, soient dans un méme plan, il faut que I'on ait

@, —a, b —b ¢ —c
@y —a,, b,—b, ¢, —c | =0.
@y —ay, by —b,, g —o

Divisant par Af¢ chaque ligne de ce déterminant, puis retranchant chaque ligne de
la suivante et faisant tendre Af vers 0, on arrive a I’équation

a b
F 3 — all b I's c" f— 0 .
a”l b”’ CW

pour exprimer que les 4 points M, M,, M,, M, sont dans un méme plan,l d’oti 'on
conclut que le liew des points tels que leurs trajectoires aient quatre points infi-
niment voisins dans un méme plan est une surface du 3° ordre (1) contenant la
cubique d’inflexion

Pour tous les points de cette cubique, M, M,, M, sont en ligne droite, et par
suite M, M,, M,, M, sont bien dans un méme plan.

Changeant ¢ en ¢ + At dans l'équation F, = 0, il vient F, + AF, = 0 qui
représente le lieu des points tels que M,, M,, M,, M, sont dans un méme plan.
Les points qui satisfont aux deux équations

F,=0 et F,+AF, =0,

ont la propriété d’avoir dans un méme plan cing de leurs positions consécu-
tives. Or, si I'on retranche les deux équations précédentes et si 'on divise par Af,

(*) A. Schoentlies. Journal de Crelle, 89¢ volume.
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il vient, en faisant tendre A¢ vers 0,

I =0 % =0,
ou
AR o bt et |
a" b | =0 et a” v ! = —10
a” v e I a¥ bYW i

Les points communs a ces deux surfaces du 3¢ ordre ont en général des trajec-
toires surosculatrices a des plans.

I faut toutefois en excepter les points de la cubique

a’ b’ ¢’
(€ TP
qui est commune aux deux surfaces. Pour les points de cette cubique, en effet,
les points M,, M,, M, sont en ligne droite; mais en général le plan M M, M, M,
n’est pas le méme que le plan M, M, M; M,; ces deux plans n’ont en commun que
la droite M, M, M,.

Les surfaces F, = 0, F, = 0 se coupent suivant une courbe gauche du 9¢ ordre
qui se dédouble en une cubique C, et en une courbe du 6° ordre, et I’on conclut
de 1a que:

Le liew des points d’'un solide dont les trajectoires ont cing points consécutifs
dans un méme plan est une courbe du 6° ordre (1).

Changeant encore ¢ en ¢ + At dans les équations précédentes, on obtient la
nouvelle équation

m bllr /)

¢
alv bIV CIV =— }.?3 — O’
a bY (R

dF,
dt

qui exprime que' les points M,, M,, M,, M; sont dans un méme plan.
Les 3 surfaces du 3e ordre

Ei=10,50 Ba=—10 8k —i0

ont 27 points communs. Cherchons si tous ces points ont 6 positions consécutives
dans un méme plan. La cubique gauche C, qui appartient a8 F, =0et a F, =0,
coupe F, en neuf points. Or, ainsi que nous l'avons vu, ces neuf points ne con-
viennent pas a la question, car les plans M M, M, M, et M, M, M, M, sont en
général différents.

De méme les deux surfaces F, = 0, F, = 0 ont en commun la cubique

m " U/
a b c”

(Cs) IV

av bv =T} v

(%) A. Schoenflies. Loc. cit.
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Les points de cette courbe prennent les positions M,, M,, M,, qui seront en
ligne droite, il est vrai, mais les plans M, M, M; M, et M, M, M, M, sont différents
en général. Or cette cubique C, perce la surface F, = 0 en neuf points qui ne
conviennent pas & la question. Des 27 points communs aux surfaces F,, F,, F,, il
ne reste donc que neuf points qui possédent la propriété demandée. On conclut
de 1a que :

Dans un solide en mouvement, il existe en général neuf points dont les trajec-
~ toires ont un contact du 5° ordre avec un plan (1).

Il n’existe pas de points du solide dont les trajectoires aient avec un plan un
contact d'un ordre plus élevé, @ moins que le mouvement considéré soit d’une
nature particuliére.

Il est actuellement facile d’obtenir le systéme des plans surosculateurs aux
trajectoires des diverses catégories de points obtenues précédemment.

Pour qu’'un plan

ax + Py +yz —3 =0
convienne a la question, il faut que 'on ait

aa + fb + vye —2=0,

aa' + b + vc' — 0
aa’ + Bb" + yc' =105
aa‘f// + Qb/’/ + \{ c.’/l f— O‘

Remplagant a’, b', ¢’, @', b, ¢" par leurs valeurs connues et ordonnant par rapport
aux coordonnées a, b, ¢, il vient

aa + Bb + ye =3,

Xa+Yb+Zce=U,

X'a+Yb+Zc=1U,

X'y & XP6 L= U7,
X', Y, Z, U, X', etc..., représentant des fonctions linéaires et homogénes en
a, B, v. Tirant de ces derniéres équations les valeurs de a, b, ¢ pour les porter
dans F, = 0, on arrive a une équation du 9¢ ordre en «, 8, v et du 3¢ en 3. Dot
l'on conclut que le systéme des plans surosculateurs aux trajectoires de certains
de leurs points enveloppe une surface de la quatriéme classe, dont I’équation
s’obtiendrait en éliminant @, b, ¢ entre les quatre relations précédentes, ce qui

donne

(o7

L T
X ” 'Y 14 Z » U L]
X Yy z u
X/// Y/// Z//r U m

On obtiendrait les plans qui ont un contact du quatriéme ordre avec les trajec-

(*) A. Schoenflies. Loc. cit.
THEVENET. 7]
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toires d'un de leurs points en opérant d’'une maniére analogue, c’est-a-dire en
adjoignant a I'équation précédente la relation

o 8 e )

XV Y"/ ZV/ UV

XI/I Y/I/ ZI// UI/ = 0'
XLv Ylv Z[v UIV

Sil’on a en outre

o 8 Y b

X/U 'Y'”/ Z/// U///

X Yiv 7 U = 07
X Y AL 1054

les plans correspondants contiendront 6 positions consécutives de 'un de leurs
points, et ils seront au nombre de neuf, ainsi que cela a été vu précédemment.

Etude des spheéres osculatrices aux trajectoires
des différents points d’'un corps solide.

16. Si 'on décompose le mouvement d’un systéme solide en une translation
définie par trois fonctions du temps u, v, w représentant les coordonnées variables
d’'un point déterminé O’ de ce systéme, et en une rotation autour de ce méme
point, les formules qui donneront la position d’'un point quelconque a I'époque ¢
seront

f ' t2 4 ta
[ cc:u+a+At+A"—2+A”1'2.3+...,
1) SJ—v+b+Bt+B"t—2+B”’ 3
] 1.2 123
2 3
x‘ e=w e+ Ot O 4 + .y

\ 12 1.2.3

a, b, ¢ désignant les coordonnées initiales du point considéré, et A’, B’, CV,
A, B, (7, etc..., des fonctions linéaires et homogénes en a, b et c.

Ces fonctions homogénes satisfont a certaines identités que nous allons établir
et qui nous serviront a simplifier quelques formules ultérieures.

Il est évident que la distance 3 d’un point quelconque M (x, y, z) du corps a
'origine mobile O (u, v, w) ne doit pas changer avec le temps, par suite 'expres-

sion
=(@—u) + @y —v)?+ (z—w)?
ou bien
2 t: 2 ts 2 2 t; 2
= <a+A’t+A" 2+A”’l 7 3) (b +DB't+ B”—§+B’”1 9 3) (c +C't+C" 2+C”’1—2- 73)

ne doit pas dépendre de ¢.
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On a donc, quelles que soient a, b et ¢, les relations

alA' + bB' + ¢C' =0,
o A? + B? + €% + aA" - bB" + ¢C"' =0,
) 3A'A" + 3B'B" + 3C'C" + aA” + bB” 4- ¢C” =0,
ete.

Cela posé, le centre de la sphére osculatrice est donné par les équations

X—x)de+ (Y—y)dy +(Z—2z)dz =0,
X—x)yd’z+ (Y —y)d®y + (Z—2) d*z=dx® + dy*® + dz?,
X —x)dx+ (Y—y)dPy+ (L —2)d*z2=38 (dx d*x + dy d*y + dz d°z),

qui, appliquées au cas actuel, deviennent

[(X—a)(u' + A)+ (Y —=Db) (' + B)+ (Z—c)(w' + c')=0,
X—a)yw + A"+ (Y —0b)(v" + B - Z—c)@w" + ¢)y=(u'+ A"+ (5)' -+ B')?
3) + (w'+ C")?2,
X—=a)W"+A")+ (Y —b) (" +B")+(Z—c)(@" + ") =3 + A") (u" + A")
+3 (' + B'") (v +B")
{ : 3@ + C)(w' 4+ CY).

Si maintenant on tient compte des identités (2), on voit que les équations (3)

sont linéaires en a, b, c.
Représentons, comme cela a été fait précédemment, par a’ b’ ¢’ les coefficients

L

s ” ’ ! ' 02 v v 2 . t
de t, c’est-a-dire w’ + A’, v' + B’, w' + (, par a', b", ¢' les coefficients de 13

c’est-a-dire u’ 4+ A", v' 4+ B, w' + C, etc..., et les équations (3) prendront la forme

((ac——a)a’—i—(y—-b)b'+(z—c)c':0,

(4) (x—a)a" + @y —D>bb +(z—c)c' —a®—0'2—¢'*=0,
i (x—a)a"+ Yy —0b)b"+ (z—c)c”"—8a'a" —2b'b" — 3c'¢' = 0;
or, d’apres les formules
o' =—br, o =u" —ar*— b, a”"=u" +(¢"+rp')c+ (r¥*—2")b—3rra,
b' = ar, b =ar' —br* —cp', V' =0" 4+ @ —1r)a—3rr'b—p'c
cl — w!, cl’ :wv + bp!, clll — mll/+ (2p’/l‘ iy qﬂ) a + p'b’

les équations (4) deviennent, aprés réductions,

a4+ by +cz=cw,
(®) a'x + by + "z = au’ + cw + w'?,
a/llw + b/ﬂly + c/’lZ — aulﬂ + b,vlll + clv// g 37/"7,1) + 310'20'7

et sont effectivement linéaires par rapport aux coordonnées du point décrivant
a, b, ¢. On voit par 1a que le centre de la sphére osculatrice et le point correspon-
dant d ce centre sont liés U'un & Vautre par des relations lindaires par rapport
aux coordonnées de ces points.
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Silon a

@I bl el
(6) o sl e =07

a” b” c”
le centre de la sphére osculatrice est rejeté a linfini. On peut donc dire que
dans un solide en mouvement il existe & chaque instant une infinité de ses points
dont les trajectoires sont planes au quatriéme ordre pres, et I'on voit que ces
points sont sur une surface du 3¢ ordre contenant la cubique d’inflexion.

On peut dire aussi que sur chaque droite du solide il y a trois points qui décri-
vent des éléments de courbes planes.

Si cette droite rencontre une fois la cubique d’inflexion, elle ne contient plus
que dewx points jouissant de cette propriété, et si elle rencontre deux fois la
méme cybique, elle n'offre plus qu'un point décrivant un élément de courbe plane.

Si 'on désigne par d’, d' et d” respectivement les seconds membres des équa-
tions (5), et si 'on adjoint & I'équation (6) la suivante :

. a' b d
(7) a?/ b " d ” — 0 5
a/// b”l d’/)

on obtient une certaine courbe dont les points ont en général un centre indéter-
miné de sphére osculatrice. Ces points ont pour ainsi dire a 'époque ¢ le méme
axe de courbure qu'a I'époque ¢ + dt. Ils décrivent des éléments de courbes
planes dont les développées offrent un point de rebroussement, de méme qu’une
conique a I'extrémité de I'un de ses axes. On peut dire aussi que les trajectoires
de ces points sont surosculatrices a des cercles.

11 faut toutefois retrancher du lieu précédent la courbe dont les équations seraient

o'

a'
®) , T TP

m

les points de cette cubique décrivent des éléments de courbes planes au qua-
triéme ordre prés; de plus les éléments de ces courbes sont dans des plans verti-
caux puisque leurs vitesses, leurs accélérations et leurs suraccélérations ont leurs
projections horizontales confondues en direction; mais rien ne prouve que leurs
axes de courbure sont les mémes & 'époque ¢ qu'a 'époque ¢ + di, et n’en est
ainsi que pour certains points oti la courbe (8) est traversée par la partie restante
de la courbe (6, 7). Le lieu cherché est donc du 6e ordre, et tous ses points ont
leurs trajectoires surosculatrices a des cercles.
Pour que la trajectoire d’'un point et avec un cercle un contact d’un ordre plus

élevé, il faudrait aux équations (6) et (7) adjoindre les deux suivantes :

a’ F b et a’ b d’

o e TR e Sy e g,

av by @ by qv
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On aurait ainsi exprimé que les trois axes de courbure consécutifs de la trajec-
toire du point cherché se confondent en un seul; mais les quatre équations que
P'on obtient de cette maniére ne peuvent en général étre satisfaites simultanément
puisque 'on n’a que trois inconnues a, b et c.

Trajectoires surosculatrices a des spheéres.

17. La distance R d’un point mobile (a, b, ¢) & un point fixe (A, B, C) est
donnée par la formule

(@ — A + (b — B) + (¢ — C)* = R,

Si I'on veut exprimer que cette distance n’éprouve qu’une variation du 5¢ ordre
pour un déplacement du 4er ordre du solide, il suffit d’égaler a O les quatre
premiéres dérivées de cette distance, ce qui donne

(ea—A)a" +®—DB)b' +(c—C)c' =0,

(a—A)a" +(b—B)b +(c—C)c" +a?+b*+c"* =0,

(@a—A)ya” +O®—B)b" + (¢ —C)c" +3a'a’ +3b'b" +3¢'c" =0,

(@ —A)a”+ (b—B) bV + (¢ —C) e+ 4a'a” +4b'D" +4c'¢” + 3a"* + 3b"* + 3c"* =0;

et si on tient compte des identités (2), on voit que ces équations prennent la

forme
a'A +~bB+cC=d,
a'A + b'B + ¢'C=d,
a//IA + b'IIB + c///C o d//l,
aIVA + bIVB + cIVC — dxv,

a’' b ... a'b ...d,d,d", d¥ représentant des polynomes linéaires en a, b, c.
Eliminant A, B, C, il vient .
a' b e da'
a'/ bl/ CII df!
(b‘i) ' m " " " = 07
a b c d
a™v btv cv arw
d’ou 'on conclut que :
Le liew des points dont les trajectoires sont surosculatrices d des sphéres est
une surface du 4° ordre.
Cette surface contient le liew des points dont les trajectoires sont suroscula-
trices d des cercles.
L’équation précédente est en effet satisfaite si 'on a simultanément
a b ¢ a b d
ol I el =10 fethl ot BT dl | =0,
a/ll b’/l clll a//} b//l dlll

Document numérisé par la Bibliothéque universitaire Pierre et Marie Curie — UPMC — Cote : HF uf 166 19 2



44 DEPLACEMENT INFINIMENT PETIT

ce qui donne une courbe gauche du 9¢ ordre se dédoublant en une courbe du 6¢
et une cubique

Si I'on voulait que le point mobile avec le corps restit a une distance infiniment
petite du 6e ordre de sa sphére osculatrice, il faudrait adjoindre a I'équation (F,)
la suivante :

A
a” b " d”
a'y b (il aw
a¥ b v dv

(Fy)

I
e

Le systéme (F,, F,) représente une courbe gauche du 16° ordre; mais il est
facile de voir que cette courbe ne convient pas tout entiére a la question.

Désignons par A, A, A,, A,, A, A, six positions consécutives infiniment voi-
sines du point A. L’équation (F,) = 0 exprime que A, A,, A,, A,, A, sont situés
sur une méme sphére. L’équation (F,) exprime de méme que A,, A,, A,, A, A,
ont aussi cette propriété, de sorte qu'en général les points A communs a (F,) et
a (F,) sont tels que les six positions successives qu’ils prennent sont sur une
méme sphére.

Considérons cependant la courbe gauche C,

a " b ” c v A a " b v d »
C . d’” b.r// c//; — 0 2 a/// b/// d/” P 0 ;
a/IV bIV CIV aIV bIV le

qui est visiblement commune a F, et & F,. Cette courbe est du 6e ordre si I'on fait
abstraction de la cubique

4 "m

a a o

T

et elle est composée des points tels que A,, A,, A,, A, sont sur un méme cercle C.
Or (F,) exprime que A et le cercle C sont sur une méme sphére. D’un autre coté,
F, exprime que A, et C sont sur une sphére et il arrivera généralement que A et C.
ne seront pas sur la méme sphére que A, et C. Donc

Le lieu des points dont les distances a des sphéres restent infiniment petites du
6° ordre est une courbe gauche du 10° ordre.

Exprimons enfin que le point A mobile avec le solide reste & une distance
infiniment petite du 7° ordre d’une sphére convenablement choisie. Il faut aux
équations (I,) et (I,) adjoindre la suivante :

a/ll b//l cl/’ dlll
aIV b!V ClV le
(Fy) ) : 1 )
a’ b (o dy
a\ I bVI CYI d VI

Il
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et les points cherchés feront partie des trois surfaces I,, F,, F,. Or ces surfaces se
coupent en 64 points.

Voyons quels sont les points communs qui ne conviennent pas & la question.
Ainsi que nous I'avons vu, la courbe gauche C, est formée de points qui ne font
pas partie de la solution, et comme cette courbe est du 6¢ ordre, elle perce F, en
24 points qu’il faut rejeter.

De méme F, et F, ont en commun la courbe C, du 6¢ ordre :

alll b/l’ CW a//l b’/l d’/l
Ca a™ blv‘ cv — 0, at¥ bv dav — 0.
a’ bY (X1 a’ b avy

Les points A de cette courbe prennent des positions successives A,, A;, A,, A,
situées sur un méme cercle C’ et il arrive généralement que A, et (' ne détermi-
nent pas la méme sphere que A, et C'. Or la courbe C, rencontre la surface F, en
24 points qu’il faut encore rejeter. Des 64 points communs aux trois surfaces
F,, F,, F,, il ne reste donc en général que 16 points convenant a la question; d’ou
I'on conclut que :

Dans un solide en mouvement, il existe 16 points dont les distances d des
spheres restent infiniment petites du 7° ordre.

Il n’existe pas de points du solide dont les trajectoires aient avec des sphéres
des contacts d’'un ordre plus élevé.

Lieu des centres des sphéres osculatrices des différents points
d’une droite.

18. Il est facile d’obtenir le lieu des centres des sphéres osculatrices aux
trajectoires simultanées des différents points d’une droite quelconque D

a=mc + p,

D
b= nc + v.

Il suffit pour cela de remplacer dans (5) a et b par les valeurs précédentes. On
obtient ainsi trois équations lindaires en ¢, et I'élimination de cette quantité
conduit aux équations de deux hyperboloides ayant une génératrice commune,
c’est-d-dire a celles d'une cubique gauche.

Donc, le liew des centres des sphéres osculatrices relatives aua différents points
dune droite est une cubique évidemment située sur Uhyperboloide des axes de
courbure appartenant d ces mémes points.

Supposons maintenant que la droite D rencontre une fois la courbe (6), (7). Les
coordonnées x, y, z du centre de la sphére relative & un point de la droite s’expri-
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meront par des fractions rationnelles par rapport a c:

M N 12
v

dont les termes M, N, P, A sont des polynomes du 3¢ degré en c. D’ailleurs, la
droite D rencontre la courbe (6), (7) dont le5 équations, aprés I'élimination de a
et b, ne sont autres que '
M=0, A=0,
on voit donc que M et A sont divisibles par ¢ —¢', ¢’ étant le z de ce point de
rencontre..Il en est de méme des polynomes N et P.
Les valeurs de x, y et z se réduisent donc & des fractions de la forme

me2 + m'c + m' ne? +n'ec+ n' 4+ pec—+p'
. e , Z_P ¥y 10,
3¢ + 3¢+ ¥ 3¢ 3¢ + ¥ 3¢ 4 3¢ =- 3

et le lieu des centres cherché s’obtiendra en éliminant ¢ entre les équations

Gez—m) e + @F'x—m') ¢ + ¥z —m’ =0,

Gy—mn)ct + @'y —n')e + 8y —n' =0,

Gz—p)t+Q@z—p)e+z—p" =0,
ce qui donne

N r

dx —m, dx—m, xz—m
Sy—mn, dy—mn', Ydy—n' | =0,
Sz—p, dz—1p', ¥z—p'
relation du premier degré représentant un plan, puis une autre équation

[Gz—m) @y —n')— @ z—m")@Cy—n)][EFz—m)E"y — n')—Q@'c —m") 'y —n')]
=[x —m) @'y — ') — @F'x —m") Gy — )],
qui est celle d'un cylindre du second degré.

On peut donc dire que le liew des centres des sphéres osculatrices des points
dune droite qui rencontre une fois la courbe (6), (7) se réduit d une conique.

Si la rencontre R de la droite et de la courbe (6, 7) n’a pas lieu sur la cubi-
que (8), on peut dire que ce point de rencontre posséde un axe permanent, ou
encore que le centre de la sphére osculatrice du point R est indéterminé sur cet
axe. Le lieu cherché se compose donc dans le cas actuel d’une droite et d’'une
conique. ;

Considérons maintenant une droite D rencontrant la courbe (6, 7) en deux
points R’ et R’ dont les z soient ¢’ et ¢'. Les fractions qui expriment les coordon-
nées du centre de la sphére osculatrice prennent, aprés la suppression des facteurs
(c —¢') et (c — "), la forme

!

me + m' ne + n' ¢ +
sl i ;
¢ -+

—— ="
sers YT o

= ’

o |
LS

et I’élimination de ¢ entre ces équations donne deux plans.
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Donc, si une droite D rencontre la courbe (6, 7) en deux points R’ et R" le
lieu des centres des sphéres osculatrices relatives a ses différents points se réduit
& une droite.

Si cependant les points R* et R" ne font pas partie de la cubique (8), il convient
d’adjoindre 4 la droite trouvée précédemment les axes de courbure de R’ et de R
dont tous les points peuvent étre considérés comme des centres de sphéres oscu-
latrices, soit par rapport & R’, soit par rapport a R".

11 peut arriver enfin que la droite D rencontre trois fois la courbe (6,7) en R,
R" et R”, un ou deux de ces points pouvant faire partie de la cubique (8). Les
coordonnées z, y, z du centre de la sphére se réduisent d des constantes. On peut
donc dire, dans ce cas, que tous les points de la droite ont le méme centre de
sphére osculatrice.

Enfin lorsqu’un ou deux des points de rencontre R’, R’, R” ne se trouvent pas
sur la cubique (8), on peut adjoindre au point trouvé précédemment les axes
permanents de ces points de rencontre.

On peut essayer de se rendre compte de ces résultats a 1’aide de considérations

Fig. 13.

géométriques. Soient D, D’ et D’ les positions de la droite considérée aux
époques ¢, ¢t + dt et t -+ 2d¢. Les conjuguées de la droite seront pour ces
meémes époques A, A’, A"

On sait, d’aprés une démonstration due & M. Mannheim et basée sur la consi-
dération des conjuguées successives d’une droite, que le lieu des axes de courbure
des différents points de D est un certain hyperboloide s’appuyant sur A et A’, de
méme le lieu des axes de courbure de D’ est un autre hyperboloide passant par A’
et A”. Ces deux hyperboloides ayant en commun la droite A’ se coupent suivant
une cubique gauche dont chaque point est I'intersection des deux axes de courbure
consécutifs d’'un méme point de D, ¢’est-a-dire le centre de la sphére osculatrice
de la trajectoire de ce dernier.

THEVENET. 8
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Si un point de D admet le méme axe de courbure & 1'époque ¢ qu’a I'époque
t + dt, les deux hyperboloides précédents ont en commun deux droites, I'une A,
l'autre 'axe permanent. On sait alors que l'intersection des deux surfaces se
compose d’une conique et d'une droite qui n’est autre que l'axe.

Si deux points de D admettent respectivement les mémes axes aux deux époques
consécutives, les deux hyperboloides ont en commun, outre la droite A’, deux
autres droites rencontrant A’. On sent alors qu’ils ont encore une autre droite
commune qui n’est autre que le lieu trouvé précédemment pour le cas actuel.

Proposons-nous actuellement la résolution de la question inverse de la précé-
dente. Etant donné un point fixe x, y, z, trouver dans le solide en mouvement
un point mobile @, b, ¢ qui admette le point fixe pour centre de sa sphére oscula-
trice.

11 suffit évidemment pour cela de résoudre les équations (5) par rapport & a, b, ¢
en y regardant z, y et z comme des quantités données. Ordonnons donc ces équa-
tions par rapport a @, b, ¢, et nous aurons

Xa+Y0b+Zc=1,
X'a+Yb+Z'c— U",
X" 4+ Y"b 4+ "¢ — U///7

o1, pour abréger, X', Y', Z', X', Y', etc..., U’, U’, U” représentent des fonctions
linéaires en a, y et z. Ces relations permettront de trouver le point (a, b, c)
correspondant au centre x, y, z.

Sil'on a
X! YI ZI
X" YII ZI/ —_ 07
XW Y'//I Zl//

le point décrivant se trouve & U'infini. Donc, il existe une infinité de points formant
une surface du 3¢ ordre, et qui sont les centres des sphéres relatives d des points
situés d Uinfini.

Sil'on a en outre

p g L
XV '\' r U 4 — 0 .
XUI '1’!// U//I

les points qui satisfont a ces deux équations, 4 'exception toutefois de ceux de la
cubique
Xv Xu i X///

?v— -y — Yr//’

ont la propriété d’étre des centres de sphéres osculatrices communs a tous les
points d’une droite.
Les points du solide dont les sphéres osculatrices ont leurs centres sur une
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droite donnée C
L=mz -+ W\
@ Y —= Uzt }j,,
sont sur une cubique gauche.

Si la droite C rencontre en un point S’ la courbe (P, Q), le lieu des points du
solide dont les sphéres ont leurs centres sur cette droite se réduit a une conique
a laquelle il faut adjoindre une droite, si le point 8" n’est pas sur la cubique (a).

Lorsque la droite C rencontre (P, Q) en deux points S’ et S', le lieu cherché se
réduit 4 une droite & laquelle il convient d’adjoindre deux autres droites, si S'etS'
ne font pas partie de la cubique («).

Lorsque la droite C rencontre (P, Q) en trois points §’, §', 8”7, le lieu se réduit
4 un point auquel il faut joindre une ou deux autres droites selon que un ou deux
des points ', §', S” seront étrangers a la cubique ().

\'

Déplacement d'une droite considérée comme un élément de P'espace.

19. Proposons-nous actuellement d’étudier le mouvement des différentes droites
d’un solide qui se déplace, sans porter notre attention sur la trajectoire de I'un de
ses points désigné a priori. Autrement dit, cherchons suivant quelles lois varient
simultanément les éléments des différentes droites liées au corps solide.

Considérons la droite M, D, représentée par les équations

T —ay__ Yy — b, _t—@o

(’l =1,
) &y Bs 1 e
et qui n’est autre que la droite MD

c—a y—b z—ec
2) = y = ==o);

a 8 i
a laquelle on a fait subir un certain déplacement.

Fig. 14.

1)1

Les équations (2) correspondent & la position initiale de la droite, et les équa-
tions (1) représentent la droite mobile si I'on y considére a,, b,, ¢,, a,B,,,, comme
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des fonctions du temps. Les trois premiéres fonctions nous sont connues par
leurs développements en séries

t?.’ ta
a,=a a't — ~ s
+ ot 1 ‘)+ 1 To3 o
5 t
bi=b+ bt+ b — 1 B
t 12 1.2.3+ ’
2 [Ad
er=lc-Licitleh — el
t T T

Quant aux fonctions a,, 8, y,, elles ne sont autre chose que les coordonnées
variables d’un point dont les coordonnées initiales seraient «, ¢, v, diminuées
respectivement des projections du déplacement de 1’origine mobile sur les axes
fixes, ce qui nous donne les formules

3

123

a, =a— Brt + (— ar® @7‘2)—4—[—31'7 a4+ (=2 B+ (¢" +rp)y] —

3

123 "

By =0 + art + (ar’ — Br? — TP') = + [ =) o — 3r+' 3 — p"v]
3

123

NW=T+ P 1 +[(21H‘— ")y + p"B]

que nous écrirons plus simplement sous la forme

t'z t3
a1=ac+oc't+a"-1—.—2+a’”lT3+
e lt v K m
b= BE+ B s B o

, t? e
=+ t+y — + 7
EE G L S R e

De méme les éléments d’une droite mobile

=M, 2+ W,
Y=z + vy,

D

1

dont la situation initiale est donnée par les équations

T =mz 4+ p,
Y= nz-+v,

D

s’obtiendront aisément en fonction du temps. On a en effet

%y 1 B L ay . 1
M= m=_5 p=a,——=¢, v=b—"g¢,
T1 T1 1 V1
et

W, = mivi — Ny Yy

Il est du reste facile de voir que l'origine M, & partir de laquelle on compte la
longueur ,, peut étre prise en un point quelconque de la droite elle-méme. Si en
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effet dans les formules précédentes on remplace les coordonnées initiales a, b, ¢
par @ -+ ap, b + @p, ¢ -+ yp respectivement, on voit que , et n, ne changent
pas. D’un autre coté, a, devient a, + «,p, b, et ¢, se changent en b, 4 8,p et
¢, + v.p, par suite on a

o, o
=0 + oa,p — — (¢, + v, p) =0 — —Cy
i Y1 T

vy =b, + ﬁlp-s—i(cl +7p)=0b — Eici’
1

ce qui prouve que p, et v, conservent les mémes valeurs; il en est de méme de w,.
On pourra donc, quand on le voudra, prendre pour origine de la droite sa trace
horizontale. Il suffira de faire ¢ = 0, ¢ = 4, b = v dans les expressions des
éléments variables de la droite, c’est-a-dire de m, n, p, v, et o,.

Néanmoins, dans la plupart des cas, il sera préférable pour la symétrie des
formules de conserver les éléments a,, b,, ¢,, a,, £, v,, dont les expressions nous
sont connues en fonction du temps et de leurs valeurs initiales a, b, ¢, , 3, y.

Kléments des surfaces réglées décrites par les différentes droites
du solide.

20. Considérons une droite quelconque dont la position initiale est donnée par
les équations
x—a_ yYy—>b z—c

= 2

o g %

on aura a I'’époque ¢, pour représenter la méme droite,

r—a Yy—b z—e¢
%y N T

La plus courte distance entre cette droite et celle qui en est infiniment voisine,
c’est-a-dire qui correspond a I'époque ¢ + df, a pour expression
ay b, ¢
o= oy By dt
3 oy 8 i

N V(OH Bl e, )k BaYs — 18" + (Ya2e — a1Y'1)2

ou bien
a, b, ¢ ‘
o B T dt
N a; 6'1 Y'l }
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D’un autre coté, I'angle ds des deux génératrices consécutives a pour valeur

-

do = V> + B2 + v dt.

Le paramétre de distribution P relatif a cette génératrice aura par suite pour

expression
@y kb el
2, B N
2 By 7\

Bres e o i
T de T a? + P2+t

Ce paramétre est donc, pour chaque droite mobile du solide, une fonction du
temps dont la valeur initiale s’obtiendra en 'y faisant ¢ = 0. On obtient ainsi pour
la valeur de ce paramétre au départ

@ b | —br ar w

@il B oy a g v

P [N ar B! Y' o Tl B,r ar 0
v g (a® + B%) 1

Développant ensuite, il vient

it

@+ ) (B —5) = o=

=, a =, b =, on a la relation

= ™

. s a
Puis faisant = m,

w'
(m? + n?) (Po — —) =my — N = w,
,.
d’ou I'on conclut que Pensemble des droites qui engendrent des éléments de sur-
faces réglées de méme paramétre, constitue un complexe du second ordre. On
reconnait du reste que ce complexe n’est autre que celui des vitesses dans un
mouvement hélicoidal dont le paramétre serait 'excés du paramétre de distribu-

'

tion donné sur le guotient T relatif au mouvement du solide autour de I'axe ins-

tantané initial Oz.
Si dans I’équation précédente on fait P, = 0, on obtient le complexe des vitesses

ou, si I'on veut, le complexe des droites tangentes a la trajectoire de I'un de leurs

points.
Considérons actuellement le systéme des équations
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ui peuvent s’écrire, en les combinant et en y faisant { = 0
q ) )

a b ¢

a ¢ Y =0,

a’ ﬁl 1’1
a” b" c?l 1 b’ '
o ‘) Y —+ o ) X =0,
a' B' \(' a” B'/ Yll

Les droites qui conviendront & ces deux équations auront la propriété d’engen-
drer des éléments de surfaces réglées telles que leur paramétre de distribution est
nul pendant deux instants consécutifs. On peut dire aussi que la plus courte dis-
tance de deux génératrices consécutives reste du 3¢ ordre, ou que les droites consi-
dérées décrivent des éléments de surfaces développables. On voit du reste que par
chaque point du solide il passe quatre droites possédant la propriété précédente.

Parmi ces droites, il en est qui se meuvent de maniére a rester paralléles 4 un
plan fixe. Pour les obtenir, il suffit de poser, en désignant par %, p, v les cosinus
de ce plan,

ok + By + v =20,
ah + Bip + Y =0,

(2

A+ Bip + v =0,

Eliminons 2, p. et v et faisons ¢ — 0, il vient

« b ov
o By | =)yt B =0,
all B" Y"

équation qui représente un cone du 3° ordre.

On peut donc dire que toutes les droites qui sont paralléles d un certain cone
du 3¢ ordre se meuvent parallélement d un plon, ou que la courbure sphérique
de Uindicatrice des surfaces réglées qu’elles engendrent est égale d 0.

1l est maintenant évident que les droites qui, tout en décrivant des éléments de
surfaces développables, se meuvent parallélement a un plan, engendreront des
éléments de surfaces planes. On voit en outre que ces droites satisfaisant a
trois équations constituent une surface.

Done, dans un solide en mouvement, il existe toute une surface réglée composée
de droites décrivant des éléments plans. Cette surface réglée est pour ainsi dire
Uanalogue de la courbe d'inflexion, si I'on regarde la droite comme un élément

“de Uespace.

La surface que I'on vient d’obtenir est la méme que celles des droites qui
s’appuient deux fois sur la cubique d’inflexion, en des points tels que les vitesses
de ces points soient concourantes. On a vu en effet que de pareilles droites décri-
vent des éléments plans.
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I1 est d’ailleurs facile d’obtenir le systéme des plans dans lesquels se meuvent
les droites que I'on vient de trouver. Soient A, B, C les cosinus directeurs de 'un
d’eux, et D sa distance a 'origine. Le plan

Ax +~By +~Cz—D=0
devant contenir la droite mobile & trois époques consécutives, on aura

Aa +Bb +Cc—D=0, Az + B3 + Cy =0,
Aad' + BV 4+ Cc' =0, Ad +Bp + Cy' =0,
Aa" +Bb' + Ce" =0, Aa"+ Bp' + Cy' =0.

Introduisant dans ces équations les éléments ordinaires de la droite, c¢’est-a-dire
| o ; oy o
faisant m = . :5: p=a,v=betc=20, il vient

Ay + By —D =0,
— Avr + Bpr + Cw' =0,
A (W — pr* — 92') + B (' — 90%) + C (0" + 9p') =0,
ainsi que
Am + Bn + C=0,
— Anr + Bmr = 0
A(—mr* —nr') + B(mr' —nr*—p') + Cnp' = 0.

Eliminant enfin y, v, m et #, on aura

A B —D A B @
B — A KC =0, et B — A 0 =08
Br' —Ar?, Cp'—Br?— As', Au'+ Co” Br'—Ar?, Cp'—Br*—Ar', —Bp'

A chaque direction A, B, C paralléle & un certain cone du 3¢ ordre, correspond
une certaine valeur de la distance D. Ces différents plans enveloppent par consé-
quent une développable dont la podaire par rapport a Uorigine s’obtiendrait en

5 2 e .
faisant A = %, Bi= %, Ci—= p ¢t D = Va* + y* + 2, ce qui donne pour les

équations de cette podaire

@ y — @+ + )
Y —x k =10}
yr' —art  zp' — yr? — xo w4+ w'z
et
] 5 Y z
Y — 0 | =0,
yr' —wer®  zp' —yrt—axr' yp'

c’est-d-dire I'intersection d'une surface du 4° ordre et d’un cone du 3¢. Les plans
perpendiculaires aux extrémités des rayons vecteurs seront les plans cherchés.
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Axe d’une droite.

21. Lorsqu’on ne considére que des quantités infiniment petites du premier
ordre, une droite quelconque du solide peut étre considérée comme animée d’un
mouvement de rotation sans glissement autour d’une autre droite que 'on désigne
sous le nom de conjuguée de la premiére. Si maintenant on veut tenir compte
des infiniment petits du second ordre, il faut a chaque droite attribuer un autre
axe de rotation, et méme adjoindre a la rotation un certain glissement le long de
cet axe.

Dans ce qui va suivre, la droite sera considérée comme un élément de I'espace
et nous ne nous occuperons nullement de la trajectoire de tel ou tel point désigné
sur cette droite.

Cela posé, soient

(D) T =a -+ ap, y:b-i—ﬁp, Z=¢C -+ (P,
les équations de la droite considérée D et
R) x=A+%Ap, y=B+ pp, 2z=0C+ vp,

celles de I'axe cherché R que nous regarderons comme fixe.
La droite mobile D devant faire avec la droite fixe R un angle constant au
3¢ ordre prés, on aura, en désignant cet angle par 6,

; ah 4+ B + yv = cos 0,
a'A + By +y'v=0,
a'h+ B'u +yv=0,

@)

d’ou P'on tire

A 5 % i 9 ]
Bva _YI B" —‘{’D!." s av\{v i alﬁv -l B;av —D’
en posant
@ D= (B — B + (o — ) (L — B
On aura aussi
g v
! 5! Y!
o) IRt oF §0 et e R b Bl

3) cos 6 = D = D

Ces formules nous donnent la direction de I'axe R, quand on connait celle de
la droite D, et font connaitre le rayon sphérique 6 de l'indication de la surface
réglée décrite par la droite.

Développons les deux derniéres équations (1), il vient

— Brn+ arp =0,
(— art — Bo') h + (a0 — Br® — ') p + Bp'y = 0;
THEVENET. 9

Document numérisé par la Bibliothéque universitaire Pierre et Marie Curie — UPMC — Cote : HF uf 166 19 2



56 DEPLACEMENT INFINIMENT PETIT

., ) A . i
posant ensuite — = m, i} =n, = m', , = 7', on aura entre les coefticients
‘

angulaires des droites D et R les relations

nm' — mn' =0,
r (mm' + nn') +p' ' (n—n') =0,

linéaires par rapport a ces quatre éléments.
D’un autre coté, la plus courte distance 3 des droites D et R a pour expression

A— a, a, A

B— b7 @’
C—e ¥ v
4 — ’ ’
) : sin b

Cette quantité devant rester constante au 3° ordre pres, et 6 étant lui-méme
constant ainsi que %, u, v, préalablement déterminés par les équations (1), on aura

\ —a  a A A—a o A
) —b 3 +~ [ B—b f' —10"
1 —c oy v C—c *{' v
ainsi que
—a" a A —a  a A A—a o A
(6) —bv B p|+2| =0 g pl+|B—=0b g wn] =0,
—c¢ v —c ¥y v C—ec ¥ v

équations du premier degré en A, B, C et dont le systéme représente la droite
cherchée R, pourvu que %, p, v y soient remplacés par leurs valeurs tirées de (2).

Donc, a une droite donnee D correspond un axe R.

Inversement, & un axe donné R (A, B, C, %, p, v) correspond urie droite, 1nter—
section des plans que représenteraient (5) et (6) si on y regardait a, b, ¢ comme
des coordonnées courantes, et si 'on y remplacait «, 8, v par leurs valeurs tirées
de (1) en fonction de %, p., v supposés connus. 4

Cherchons actuellement la vitesse angulaire de la rotation de la droite D autour
de son axe R. Cette vitesse ne doit pas étre confondue avec celle d’'un quelconque
des points de la droite. Elle n’est autre, dans la question qui nous occupe, que la
vitesse angulaire de la plus courte distance 3, ou plutét I’angle de la ligne 3 rela-
tive a I’époque ¢ avec la ligne &' relative a I’époque ¢ + dt, divisée par I'élément
du temps.

Or on a, en désignant par &, x, ¢ les cosinus de cette plus courte distance,

dE = Bﬂ =P YC =0,
e+ pm +vE =0,
d’ou l'on tire
5 e ¢ oo

By —~yp  yYr—av  ap—fBv  sinb
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On a du reste, en appelant v la vitesse cherchée,
(J)’ — &l! ol n!’ S tl!;

par suite, en remarquant que %, ., v ainsi que 6 sont des constantes ou plutét que
leurs dérivées premiéres et leurs dérivées secondes sont nulles, on a

ofsin?f = (B'y — ¥ ) + (VA —a' ) + (@'p— B'D
=o'+ By — (N + B PO,

ou, en tenant compte de I'une des équations (1),

: a't + B +le
e ah 0 Trer s F 8
e = sin® §

La dérivée premiére de la vitesse angulaire w sera donnée par la relation

, _ a’ a’l + BI @Vl + ‘{I Y"
—_— 3  §
sin?

0w

d’ou

(8) e ol = ﬁv B" o 7' Y"
sin 6 Va2 + B2+ "

11 nous reste  calculerila vitesse de glissement de la droite D dans la direction
de la droite R. Il est & peine nécessaire de faire remarquer que cette vitesse n’est
celle d’aucun point assigné sur la droite D considérée actuellement un élément
de Pespace. Cette vitesse de glissement n’est autre chose que celle avec laquelle
se déplace sur l'axe fixe R le pied de la plus courte de cet axe et de la droite

mobile D.
Fig. 15.

d’

Soient D et D' deux positions consécutives de la droite mobile, P et P’ les pieds
correspondants de sa plus courte distance avec R.
Par le point P menons deux droites Pd et Pd’ paralléles respectivement a D
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et a D’. L’é1ément de plan d'Pd est situé dans le plan qui contient D et sa paral-

léle Pd. Donc, si par P’ on méne une paralléle & D', c’est-a-dire P’d;, la plus

courte distance PK de Pd et de P’d, sera égale a celle des deux droites D et D'.
Or on a PK = PP’ sin 6, par suite

a b
a B v | dt
PK e a' Bl Y’

PPt =— < = e,
sin 9 sin 6 Va'® + BT+ y*

r

PP : :
Si l'on désigne par g le rapport - et sl I'on tient compte de I'équation (7), il

vient
a b
e B v
al B! Y'
Jr=" i
w sin? 6

Le mouvement hélicoidal que posséde la droite D autour de son axe R aura

pour parameétre g«, et on aura, en posant g ’

! [

a % a a [ &%
b, 7 Bi 8 voop B
Cnab i ) TR
b= — .
®) w® sin® 6 a4+ B+ "

Les formules précédentes entrainent un certain nombre de conséquences. Con-
sidérons 'ensemble des droites D qui ont une méme direction («, §, y). Ces droites
auront des axes R possédant tous la méme direction (x, p., v), ainsi que cela résulte
des équations (1). L’angle 6 de chaque droite D avec I'axe qui lui correspond est
également constant. :

La vitesse angulaire o de la rotation de chaque droite D autour de son axe est
également le méme, ainsi qu’on le constate a I'aide de la formule (7).

Les équations (5) et (6), dans lesquelles nous pouvons faire G = 0 et ¢ =0,
nous montrent que les coordonnées A et B de la trace horizontale de R sont des
fonctions entiéres et linéaires des coordonnées a et b de la trace de D.

Donc, si parmi les droites D ayant une méme direction on considére celles qui

formeraient un cylindre de Uordre m, on peut dire que le liew de leurs axes R.

est également un cylindre d’ordre m.
Décrivons 1’équation (9) qui donne la valeur du paramétre de la surface héli-
coidale décrite par la droite D, il vient

o a o a oo’ a aa
br/ B @V X 1 B ‘6” (al2+§¥2+\{72)_2(avav+BIBYI_*__Y!YW) b/ B ﬁf
o) k=YY ¢ vy e n ]

G )
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d’ot 'on voit, en considérant a, b, ¢ comme des coordonnées courantes, que le
liew des droites D, dont le glissement le long de leurs axes respectifs est nul au
3° ordre prés, est un plan passant par la droite représentée par les équations (9)
et (10). On peut donc dire que, parmi les droites qui ont une méme direction, il
en existe une infinité formant un plan et décrivant des éléments d’hyperboloide
de révolution.

Si T'on égalait seulement & zéro la dérivée K' du paramétre, on obtiendrait, en
développant la quantité K en série ordonnée suivant les puissances de ¢, une

. ? .
expression de la forme K + K’ i dont la valeur serait constante au second ordre

prés. L’équation (10) représenterait alors ’ensemble des droites qui engendrent
des éléments de surfaces hélicoidales. Or cette équation est homogéne et du
4 degré en «, B, v; on voit donc que, par chaque point de Uespace, on peut mener
une infinité de droites décrivant des éléments de surfaces hélicoidales et que ces
droites forment un céne du quatriéme ordre.

Il est évident maintenant que de pareils éléments de surfaces réglées, présen-
tant un paramétre de distribution constant pendant deux intervalles de temps
consécutifs, sont osculateurs a des hyperboloides de révolution; seulement ces
hyperboloides n’ont plus pour axes les droites R correspondantes, comme cela
avait lieu pour les droites satisfaisant a la fois aux équations (9) et (10).

Droites qui glissent sur des points fixes.

22, Dans un solide en mouvement, il existe un systéme de droites ayant la
propriété de passer respectivement par des points fixes ou plus exactement de
rester a une distance infiniment petite du 3° ordre de ces points.

Soient @, b, ¢ les coordonnées d’un point fixe dans I'espace. La droite, qui dans
sa position initiale passe par ce point, a pour équations

z—a_ y—b z—ec
« B 7

Désignons par a,, b,, c,, a,, B,, v, les valeurs des coordonnées du point qui étaient
primitivement @, b, c, et celles des cosinus de la droite relatifs & 'époque ¢. Les
équations de la droite mobile seront

-

x—a, _y—>b z—g¢
% B T1

b

et comme elle doit passer par le point @, b, ¢, on aura constamment

ay—a b —b ¢ —c
%y By T1
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Remplacant les six éléments variables par leurs développements, il vient, en divi-

sant par ¢,

! vt ! ut”
a+a§ b+b2 c

, t

'
+ ¢ =+
2

2 5

t (2
't U It Ve, - i) e
a+adt+as g+ 8 +62 (+;t+(2

Egalant les coefficients des mémes puissances de t, il vient d’abord

1 '

c .
5

a

4

e
7=

On voit déja que la droite doit avoir la direction de la vitesse du point du solide
qui au départ se trouve en a, b, c.

On a encore
aU "
——62 +fla=a, + «'b',
b’ ¢!
12" Fyb=fs + g'e’s

remplacant ensuite @' b’ ... @' ... «' § ... par leurs valeurs connues et éliminant
o, B, 7, il vient, aprés réductions,

(a@* + b)) 12 —p'bec 4+ u'a=0,

rp'ab + (rw’ — r'w')a +w'p'c—r*w'b=0;

d’ou on conclut que le liew des points fixes de Uespace sur lesquels peuvent
glisser des droites mobiles est Uintersection de deux surfaces du second degré.
Quant aux droites cherchées elles-mémes, elles forment une surface réglée du
quatriéme ordre que Uon obtiendrait en éliminant a, b, ¢ entre les équations

X—a_Y—b_Z—c

—br  ar w' i

et les deux précédentes.

On peut donc dire que, dans un solide en mouvement, il existe un systéme de
droites qui glissent sur des points fizes. Les points fixes forment une cubique
gauche et les droites une surface du quatriéme ordre.

Cette proposition est I’analogue de celle qui est relative ala cubique d’inflexion
dont tous les points considérés comme mobiles glissent sur une surface réglée
regardée comme fixe.

On peut parvenir aux résultats précédents en suivant une voie toute différente.
Au lieu de considérer la trajectoire d’'un point quelconque A lié au corps solide,
on peut se proposer de trouver le lieu des points du solide qui dans leurs mouve-
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ments viennent successivement passer a travers le point A considéré comme fixe
dans 'espace.

Soient x, y, z les coordonnées du point M qui, au bout d’un temps ¢, parviendra
au point fixe A (a, b, ¢); on aura évidemment

t_
a=x + yrt + (0 — axr*—yr') 5 + ...,

t2
b=2y + xrt + (x+' —yr’—zp’)g + ..y

tz
c=z+w't + (W +yp’)-2—+ oy

d’ott l'on tire aisément, pour les équations de la courbe MA qui est pour ainsi
dire destinée a glisser continuellement sur le point A, les formules

t2
t=a-+ brt + (—u" — ar* + br') g

12
y=>b—art + (—br* —ar' +cp") g+

t!
z :c—w't+(—w"—bp’)§+....

Or il existe des points A pour lesquels ces courbes glissantes offrent des points
(’inflexion, c’est-a-dire des éléments rectilignes.

D'un autre coté, il est évident que la tangente & 1'une de ces courbes en A,
tangente que nous supposerons liée au corps solide, glissera sur le point A comme
la courbe elle-méme.

Cherchons donc le lieu des points A pour lesquels la courbe glissante a un
2

: . t .
rayon de courbure infini. En écrivant que les coefficients de B sont proportionnels

4 ceux de ¢, on obtient les équations

— ' —ar+br' —br*—ar +cp’ —w —bp
! = o)

br o —ar —w'
qui représentent une cubique gauche ne différant pas de celle que I'on a trouvée
précédemment.

11 est d’ailleurs évident que I'on pourrait se proposer sur les courbes glissantes,
sur leurs tangentes, sur leurs axes de courbure, etc..., toute une série de
questions analogues a celles que l'on a traitées relativement aux trajectoires
des points considérés comme liés aux solides. La plupart des résultats présen-
teraient une compléte analogie avec ceux que l'on rencontre dans 1'étude des
trajectoires.

On peut du reste, pour abréger, écrire les équations des courbes glissantes
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relatives au point A (a, b, ¢) sous la forme

t2
X:a+m't+ac"§+ .

t2
Y=b+y’t+y”§+...,
2

t
7 :c+z’t+z”§+....

Les coefficients «' y' z" «' ... étant linéaires en a, b, ¢, 'analogie entre ces
courbes et les trajectoires ordinaires devient évidente.

Courbure des ¢éléments de surfaces décrites par les différentes droites
du solide.

23. Considérons un point A (a, b, ¢) du solide et une droite AD passant par ce
point. Cette droite engendrera une surface réglée et nous nous proposons d’abord
d’étudier I'élément de cette surface qui se trouve dans le voisinage du point A.
Il nous sera facile ensuite d’appliquer les résultats trouvés a tous les autres points

de la droite AD
x—a Yy—b z—ec
W == =

en remplacant dans toutes les formules a, b, ¢ par a + ap, b + Bp, ¢ + vp res-

pectivement.
Le plan tangent a la surface en A devant contenir la droite AD, ainsi que la

vitesse de A, a pour équation

X—a a a
Y—b g b =01
Z—c v ¢

Nous ferons dépendre les coordonnées d’un point voisin de A sur la surface de

Fig. 16.
!

QY Y

K—A

deux variables I'une ¢, Pautre une longueur infiniment petite 3p portée & chaque
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instant sur la génératrice mobile & partir du point mobile A. Si ¢ varie seule, le
point M décrit une trajectoire, si 5p varie seule, M décrit une génératrice A’D’.

Or les coordonnées de M («, y, z) ont pour expressions

r=a, +adp, Y=>b +f z=¢ + 1,3

a,, by, ¢y, ay, By, v, 6tant des fonctions connues du temps ¢{. Remplacant ces fonc-
tions par leurs développements, il vient

[ (& 2

‘ ac:a+a't+a"§+<a+a’t—+—a"§>89,
t2 t2

(3) <y:b+b't+b”§+(ﬁ+ﬁ't+ﬁ"—2~)ap,
t? (¥

z2=c+ c't + c"§+(~(+*('t+y"—»2-)89.

La distance ¢ du point M (z, y, z) au plan tangent (2) est donnée par I'équation
2

el
a't+a"§+(a+a't+a')5p a a

I

t2
De b’t+b”§+({3—i—3't+ﬁ">5p 8 b

2

c't + c”—2—+(~(+~(’t+7") e G

ou, en simplifiant et en négligeant les termes du 3¢ ordre,

' 1 !

' e a @ o a
2De= | b B b | e+2 | @ B b | tdp
it T S i

aprés avoir posé
) (7= (' — by + (@' — ¢ 2" + (ab' — Ba'),
( =a?+ b0+ —(aa+ b8+
Désignant alors par V la vitesse du point A et par 0 I'angle de cette vitesse avec
la génératrice, on a
D? = V2 — V2 cos? 6 — V2 sin? 0.
Faisons pour abréger

" ! ! i

a o a o a a
¥og o | =T, @ B v |=uU,
C" ¥y C' _],l Y C'

et le lieu des points situés a une distance = du plan tangent sera représenté dans
le systéme des coordonnées (¢, 3p) par I'équation

) ) er=—"T 2N 2U tap,
THEVENET. 10
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qui permet d’étudier la forme de V'indicatrice de la surface. A chaque valeur de ¢

correspond une valeur de 3p convenant & un point de cette courbe infiniment petite.
Si lon fait < = 0, I'équation (5) donne, pour la courbe suivant laquelle la sur-

face est coupée par son plan tangent, d’abord ¢ = 0, c’est-a-dire la génératrice,

ce qui devait étre, puis 3p = — Q—Tﬁt qui correspond a la deuxiéme direction

asymptotique relative au point A.

Sion a
o o a
T=1|b $ b | =0,
C” Y c'

auquel cas la droite AD contient visiblement le plan osculateur de la trajectoire
de A, il vient 3p = 0, par suite la vitesse de A coincide avec la deuxi¢me direction
asymptotique.

Si la droite initiale est telle que 'on ait

[e4 [
U= |8 8 b |=o,
J e

Y

les deux directions asymptotiques se confondent. Cela pouvait se prévoir, car la
droite appartenant au complexe des vitesses qui a pour équation U = 0 est tan-
gente & la trajectoire de I'un de ses points et engendre un élément de dévelop-

pable.
Les équations de la deuxiéme direction asymptotique s’obtiendront en rempla-

T
cant dans le systéme (3) 3p par sa valeur — 5T t, et en négligeant les termes
en ', ..., ce qui donne
T
B =101~ (a’ —az-—U> t,

. T
y__b—|-<b -—ﬁﬁ)t,
Zi—1c c' T t
el
Désignons par 7, p, v les cosinus de cette droite, il vient

A " v 1 __cosd

T T T T e O v’
RPN Al B e o e 1 GT R
@ =5y Y —lay T30 \/V’+4U2—~g & =3y

en posant G = aa’ + 8b’ + yc¢' et en représentant par ¢ I'angle de la direction
cherchée avec la génératrice.
On peut dire aussi que la direction asymptotique est celle de la diagonale du

Document numérisé par la Bibliothéque universitaire Pierre et Marie Curie — UPMC — Cote : HF uf 166 19 2



D’'UN CORPS SOLIDE. 65

. : ! : T
parallélogramme construit sur la vitesse du point A et sur une longueur — 5T
portée sur la génératrice. Cette direction sera perpendiculaire a la génératrice si
I'on a

i3 T T
A e I B “ o —0
(¢ —agg) + 8 (v B2U>+ (¢ ~vzm)=0
ou bien
T
— = —=0.
o 2U

Avant d’étudier la maniére dont varient les résultats précédents lorsque le
point A parcourt toute la génératrice AD, cherchons les deux rayons de courbure
de I’élément de surface voisin de A (a, b, c).

La distance MA ou ds est donnée par la formule

ds® = (a't + adp)® + (b't + B3p)° + (c't + v 3p)*s
ou
ds® = V2£* + 3 + 2Gtdp.

Si on appelle R le rayon de courbure de la section normale dirigée suivant AM,
on aura évidemment ds* = 2Re. On arrive ainsi aux deux équations

2Re = V?¢* 4 3p* + 2Gt2p,
2De = Tt? + 2Ut3y,

qui représentent, la premiére, un cercle infiniment petit de rayon ds tracé sur la
surface, la seconde, l'indicatrice relative au point A. Le systéme des sécantes
communes a ces deux courbes infiniment petites s’obtiendra en multipliant la
premiére équation par D, la seconde par R et en retranchant membre & membre.
I1 vient alors

(DV2 — RT) ¢* + D 3p* + 2 (GD — UR) t3p = 0.

Pour que ces sécantes communes se confondent, c’est-a-dire pour que le cercle
soit tangent & l'indicatrice, il faut que 'on ait

(GD — UR) — D (DV* — RT) = 0,
ou bien ,
U*RY»~(2GU —T)DR 52 D* (G = V&)= 0;

puis remarquant que
DP=a't + b+ ¢ — (@ a+ BB+ ey =V — G,
on a, pour déterminer les rayons de courbure de I'élément considéré, Iéquation
UR* — D (26U —T)R — D* = 0.

On voit que la courbure est nulle si U= 0, cela devait étre, puisque la droite
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fait alors partie du complexe des vitesses. On voit aussi que les courbures prin-
cipales sont égales et opposées, si I'on a

26U —T =0,

équation trouvée précédemment en exprimant que les lignes asymptotiques sont
rectangulaires.

I est actuellement facile de voir ce que deviennent les formules précédentes
lorsque le point A occupe différentes positions le long d’'une méme génératrice
initiale. I1 suffit de changer dans toutes les équations a, b, ¢ en a + «p, b + fp,
¢ + vp. Sil'on désigne par U,, T,, G,, etc... les valeurs des fonctions U, T, G, ...,
pour le nouveau point A, on aura

@ a a +ap | o a a
U, = g' g. b+ = g' g o =
Yoor d+Ap Yoy ¢

donc la fonction U ne change pas le long de AD.
La quantité G,, relative au point A, a pour valeur

Go=( +ap)a+ 0 +p)p+(C +ypv=06

donc elle est également constante.
Le déterminant T, devient
a"+a'p o o +alp
T,= | b+ 6 b+8p |
¢ +¥po v ¢+

" ' L4 '/ " ' L !

a [ a a a [ a a a o (42 a a
T,=|8 8 8 B || F B V||V g e+ |V BV
Y" Y T -\‘/' «{” -\{ c’ c’ .Y YV cU Y C‘

peut s’écrire, pour abréger,
T,=Mp* + Np + T.
Knfin, on a
D=a"+ b+ —(da+ b+ c'y)
et par suite
Df — a? S b'? = c'® P 2(“'(1' (o b'g’ = C'Y')p == (1’2 == @'2 SE Y'E) pz — Gr2
=D+ 2@ + b8 +y)p+ (0 + 87+ ") o
A l'aide de ces formules, on peut étudier I’élément de surface voisin d'un point
* quelconque A, de la génératrice initiale.

Si 'on veut, par exemple, trouver une droite telle que les courbures soient
égales et opposées quel que soit le point A,, c’est-a-dire tout le long de la
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génératrice, on devra avoir, pour toutes valeurs de p,

T, —2U,G,=Mp*+ Ng + T —2UG =0,
ce qui donne
M=0, N=0, T—2UG=0.

Les droites satisfaisant a ces trois équations forment une surface qui est la
méme que celles des droites décrivant des éléments hélicoidaux a plans direc-
teurs, et I'on sait que ces surfaces ont en tous leurs points des courbures égales
et opposées.

Déplacement d’'un plan.

24. Considérons un plan 1ié au solide et qui dans sa position initiale aurait

pour équation
ax + By + z2—3=0,
%, B, y étant les cosinus de sa normale et 3 sa distance & I'origine.

Soient ensuite a,, 8, v,, 3,, les fonctions du temps qui représentent a une époque
quelconque les éléments correspondants de ce plan mobile. On connait les déve-
loppements en séries des trois cosinus, il nous reste donc a chercher celui de la
fonction 3,.

Soit O’ un point lié au solide dont la distance p au plan M reste constante,
u, v, w les coordonnées de ce point qui varient avec ¢, et enfin 3, la distance de

Fig. 17.

Uorigine fixe O au plan variable M. On a, d’aprés le- théoréme des projections, &

toute époque
& =p + au + 3v + 1w

Dérivant par rapport a ¢, il vient

1
%
ar
94

N/
oy

ayu 4+ By + yiw 4+ au’ + B + ',
dpu + Bio + Yiw + 2 [alu’ + B0 + yiw'] + au’ 4 B,0" + v,
- B+ Yw + B[+ B+ ] + B[40+ o’ + ]

' <Xlulla 2= Bi v/// L Yi'i')’l/4

IR
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Faisant ensuite { = 0 et remplacant «,, 8, vi, a1, etc... par les valeurs qu’ils
ont, eu égard au choix des axes de coordonnées, on aura

N

3 = yw', ¥ =au’ + yw',
¥ = au” + Pu” + yw” + 33 [p'w' — ru'],

]

ce qui donne pour le développement de la fonction 3
q p 1

t & ) [ ) 3
8 =23 + yw' ek (2" + ~w") T [au” ++ Bo” 4+ vyw” 38 (p'w' — ru)] -
Considérons actuellement le plan comme un élément de I'espace et, sans nous
occuper de la trajectoire d’aucun de ses points désignés a I'avance, proposons-
nous de classer les plans du solide d’aprés la nature de 1'édlément de surface que
ces plans enveloppent dans leurs mouvements.
Les coordonnées d’un point quelconque de 'aréte de rebroussement s’obtien-
nent en résolvant les équations
ar + Py +yz2=2,
1) ayx + Biy + ¥ 8= 3y,

AL
" " ]
ay® 4 By -+ vi® =0y,

et pour obtenir le point ot le plan considéré est osculateur a cette aréte dans sa
position initiale, il suffit de faire ¢ = 0 dans les équations (1), et il vient

e+ Py +ye=20
1y W+ By o' = w',
e+ By + 'z = au’ + yw'.

Silon a
|« B ¥

@ @ | =l ) =0,
a” BII Y”

le plan mobile est osculateur a 'aréte & U'infini, d’ou 'on conclut que :

Dans un solide en mouvement, il existe d chaque instant une infinité de plans
qui enveloppent des éléments cylindriques. CGes plans sont perpendiculaires aucx
génératrices d'un cone du 3° ordre. Comme cela pouvait se prévoir, ce cone n'est
autre que celui qui correspond aux droites se mouwvant pareliélement d un plan

fize.

Si, outre la relation (2), on a

T
(3) 3 BI Yr L 0,
3 k6', Y"

le plan considéré étant osculateur en un point indéterminé aura la propriété de
glisser sur une droite fixe. Or I’équation (3) représente en coordonnées polaires
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une certaine surface dont le rayon vecteur 3 a pour expression

N f(% 52) Y)
i 0(17 8, f)

f désignant une fonction homogéne et du 3¢ degré en «, g, v, et o une fonction

. ’ . X 4 .
homogéne du 2¢ degré. Si on remplace a, 8, v par 3 g, 5 respectivement, on a

une équation du quatriéme degré qui représente la podaire de la surface enveloppée
par les plans satisfaisant & I'équation (3).

Done, dans un solide en mouvement, il existe une infinité de plans ayant la
propriété de glisser sur des droites fixes ou plutdt de rester a une distance du
3 ordre de ces drottes.

Ces plans forment une développable dont la podaire relative d lorigine est

Uintersection d’une surface du 4° ordre et d’un cone du 8°.

Courbure de Paréte de rebroussement.

25. Pour obtenir la courbure de I'aréte de rebroussement, il suffit de chercher a
'aide des équations (1) 'expression de I'élément ds de cette ligne, ainsi que 1'angle
de contingence relatif & ce méme élément. Or on a, en dérivant les équations (1)
et en faisant ensuite { =0,

da dy dz

’\ax—l—@y—*—yz——o '*:a*d‘}'+@a'i+”{zl‘t:0;
_ d d dz

4) ) da+fy+yr—8 +a £+@'j+7' =0
d o9

\ al}/x + B///y + Y///,. —_— B/ll + a B ’!‘ Sl/ y dt 0,

et si 'on tient compte des équations (1), le systéme (4) se réduit &

dx dy dz
2= ==z — =0
S rialer sl i
, dax 3,dy—’_‘,dz_o
T T T A :
, dax , ay ydz
7 R TR e

en désignant par D le déterminant,

=0

D

Il
R R 8 R
W™ W
»<=
(874 Og 07 O7

==
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il vient alors

de_D(@Ey —v8) dy_DG#—oay) dz_D(@p —ga)

dt d dt d dt d
en posant
a by
d — ﬁ.’ Bl Y’
U.’ Bv ‘rv

Si Pon fait ensuite

A* =By — vB') + (ya' ay')* + (28 — Ba')},
— o' ﬁvz oL "(,27
on aura

_ Dt

ds? — 7 dt2.

I nous reste & calculer I'angle de contingence d6 relatif au méme intervalle de
temps dt. En désignant par A, p, v les cosinus de la tangente a 'aréte de rebrousse-
ment, on aura

M =gy —vf, pd=va'—ay, vA=oaf —fa;
puis différentiant, il vient

AdN + AdA = (Py" — vp") dt,
Adp + pdA = (ya' —ay') dt,
Ady + vdA = (af’ — Ba’) dt.

Elevons au carré et ajoutons en remarquant que di* + dyp* + dv* = d¢", il vient
A*d6* + (dA) = [[By" — Y& + (ya' — ay")? + (a8’ — Ba’)].

Or si 'on différentie 'équation

A=VEy —18) + (o' — ay')! + (af' — pa')y,
on aura

aa — B — ) Br' — 1B + (1o’ — o) (ya' — ay") + (af’ —- Bo') (2B’ — Ba')
A

par suite

A =[(By" —v8") + (va’ —oy")" + (af" —Ba")T[(8Y' —vB')* + (yo' —ay')* + (af' —Ba')]
—[(By" —v8") (8" —v8") + (v’ — ay') (ya" — ay") + (2B’ — a') (oaf” — Ba")],

et, d’aprés une identité connue,
At d6* = [(By" — vB") (va' — ay) — (ya' — ay") (B¢ — v@')I*

+[(ya" — ") (af' — ') — (28" — Ba) (o —ay)P
+ [ — 8 (87 —78) — (B — 78" (&b — va)J".
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Mais les parenthéses précédentes ont respectivement pour valeurs vd, «d, gd,
ainsi qu’il est facile de s’en assurer aprés réductions, donc on a simplement

AYdE: = d?.

Le rayon de courbure cherché R devient donc

AD
ds a DA?
e =S e
.-AE

L’aréte de rebroussement aura un rayon de courbure nul si 'on a D = 0. Or
cette condition est celle qu’il faudrait écrire si 'on voulait exprimer que le plan
mobile passe par un point fixe ou plutot qu’il en reste & une distance du 4¢ ordre.
On a en effet, en désignant par a, b, ¢ les coordonnées de ce point,

aa+Bb+yc—323
a'a—i—ﬁ'bv-}— *{'C~5'
S

a'a + B'b+y'c—3
a///a + ﬁ”’b + '\{/”C T El/’

|

Il

~

-

o)

ce qui donne par I'élimination de a, b, ¢ 'équation D = 0.

Donc, dans un solide en mouvement, il existe une infinité de plans ayant la
propriété de glisser sur des points fixes.

L’enveloppe de ces plans ¢ pour podaire wne surface du 5° ordre, et les poinis
fizes forment une surface du 3° que Uon obtiendrait en éliminant a, B, - entre les
trois derniéres des équations précédentes homogénes el linéaires par rapport @
ces cosinus.

Calculons encore le rayon de torsion T de laréte, on a évidemment d=
—Vda? + d@® + dy,, en désignant par 'angle de deux plans osculateurs consé-

cutifs ou encore d= =1 Va* + §* dt, par suite

DA

ds d D
T:_:_#_
at 1.1/124_62 d

si Pon remarque que A est aussi égal & V2'* + g + y* oud r Vo? + g
Déplacements simultanés des différents plans qui passent
par une méme droite.
26. Apres I'étude des trajectoires simultanées des différents points d’'une méme

droite, on peut se proposer celle des déplacements simultanés de tous les plans

THEVENET. 11
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qui passent par cette droite, en considérant ces plans comme des éléments de
I'espace et sans s’occuper des trajectoires de tel ou tel de leurs points.
Nous avons déja vu qu’un plan quelconque

1) ax + By +yz—3=0

glisse sur un point fixe dont on obtient les coordonnées en résolvant les équations
(2) a'x+ B'y+yz—23 =0,

®) @z By + 'z — 8 =0,

jointes a la précédente (1).
Si 'on exprime en outre que ce plan passe par la droite fixe de D

x—A y—B z—GC

) A @ v
il vient

(5) Ao + BB + Cy—23=0,
(6) Ao 4+ pf + vy = 0:

Pour obtenir le lieu des points fixes sur lesquels glissent les différents plans
passant par D, il suffira d’éliminer «, @, vy et 3 entre les équations 1), @), 3, )
et (6).

Ordonnons (2) et (3) par rapport a «, 8, v, il vient

() 2 + (— ) g —w'y =,
(y—rec—u)a+ (p'r—ry—2r"x)B + (—w' —p'y)y =0,

ce que nous écrivons plus simplement

X'oa+Y8+Zy=0,
X'a+ YR+ 272y=0.

I’élimination indiquée donne alors les équations

x—A X' A
(7 i BRSNS =10
Z——S (7 By
r» X X'
8) I Y SERYIEE ()]
Vi 7 L7

qui sont celles de deux hyperboloides contenant en commun la droite

! ! 7
0 e

et il est facile de voir que les points de cette droite ne font pas partie du lieu en
général. On peut donc dire que :
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Dans un solide en mouvement, les plans passant par wne méme droite glissent
respectivement sur les différents points d'une cubique gauche.

Avant d’examiner les cas qui peuvent se présenter relativement & la situation
de la droite donnée D, rappelons qu’il existe dans le solide une infinité de plans
pour lesquels le point fixe de glissement est indéterminé. Ces plans enveloppent
une développable et leur ensemble est représenté par le systéme des équations

o 9 Y & g %
(10) al B T ==10; 3 Netil Sa S A 7Sl — 1
aV .{j)ll "{" 1” B' q{'

' al

dont il faut retrancher la solution g—z ;i, = 7

Cela posé, si par la droite D on peut mener un plan tangent a la développable
(10), on aura dans ce plan une certaine droite dont tous les points conviennent 3
la question. La cubique gauche trouvée précédemment se dédouble donc en une
droite et une conique.

Si par la droite D on peut mener deux plans tangents & la développable (10),
on aura dans chacun d’eux une droite dont tous les points feront partie du lieu
cherché. La cubique se décompose alors en trois droites dont les deux premiéres
constituent une solution singuliére de la question et dont la troisiéme est le lieu
des points de glissement de tous les plans passant par la droite D. On peut donc
dire que :

Dans un solide en mouvement, il existe une infinité de droites telles que les
plans qui les contiennent ont lewrs points de glissement sur wne méme ligne droite.

On peut également se proposer la question inverse de la précédente et chercher
le systéme des plans qui glissent sur les différents points d’une droite D :

x—A_ y—B_ z—C

= = p-

. A sl ' Y

Fig. 18.

S

Un plan P :
ax’ + By 4 yz — 3 =0,
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glissera sur un point M (a, b, ¢) si I'on a les équations

aa+Bb+yec—3 =0,
aa+B8'b+yec—3 =0,
a'a+ B'b +y'c—23 =0.

Retranchons les deux premiéres I'une de I'autre, et ordonnons les deux dernieres
par rapport & a, B, y, il vient

@—a)a+yY—bR+(E—0)r=0,
Al + BB + Gy =0,
A'« + Bf 4+ Cy =0

A’, B, €', A'... désignant des fonctions linéaires en @, b, c. L’élimination de «, §, v

donne ensuite
e O AR A
y—b B B | =0,
T et = @ G

pour 'équation du plan qui glisse sur le point M. Remplagons maintenant a, b, ¢
par A + %p, B -+ pp, G+ vp, il vient

x—A—2%rp, A +Alp A"+ Ap
y—B—pp, B +Bjp B +Bjp| =0
z—C—vp, C +Cp C +0Cp

v

relation du 3° degré en p, ou Aj, Bi, G, A}, représentant des fonctions lin€aires
connues des cosinus donnés %, p, v. Il est facile d’obtenir la surface qui enveloppe
ce plan quand on fait varier .

Si la droite donnée satisfait & la relation

A OA A
AR— IS SRRSO,
g Gl G

I'équation du plan s’abaisse au second ordre et son enveloppe se réduit a un
cylindre.
Si la droite D rencontre une fois la cubique
AY BI CY

FTE T
I'équation du plan contient en facteur o — p', p" désignant le rayon recteur du
point de rencontre, et s’abaisse encore au second ordre.
Si la droite D rencontre deux fois la cubique précédente qui n’est autre que le
lieu des points d’inflexion des courbes glissantes, I'équation du méme plan
g’abaisse au premier degré en p et ce dernier reste paralléle & un plan fixe quand
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M parcourt la droite D. D’ailleurs cette équation prend la forme Ap + P =0,
P étant jonction de «, y, z et A ne contenant pas ces mémes lettres.

11 est du reste facile de se rendre compte de ce dernier résultat. Soient R’ et R”
les points ou la droite D rencontre la cubique d’'inflexion des courbes glissantes.
Ces courbes G' et G supposées liées au solide glissent a travers les points fixes
R’ et R" et présentent en outre des points d’inflexion en ces points. Par leurs
tangentes R'T” et R”T" on peut mener deux plans paralléles, et considérer la

Fig. 19.

série des droites du solide #' " qui viendront successivement s’appliquer sur R'R".
11 est clair que le lieu des points m qui viendront passer a travers M sera une
courbe dont les points seront tous a la méme distance des plans paralléles menés
par R'T" et R"T", donc toutes les courbes glissantes Mm relatives aux différents
points de D ont leurs plans osculateurs paralléles entre eux. D’ailleurs, il est
évident que le plan osculateur d’'une courbe Mm qui glisse sur M, glisse lui-méme
sur M au 3¢ ordre preés.

Axe d’un plan.

27. Lorsqu’on veut amener un plan d’une position a une autre infiniment
voisine en faisant abstraction des trajectoires de ses points et de tout glissement
du plan sur lui-méme, on peut le faire tourner autour d’une droite convenablement
choisie que nous appellerons 'axe du plan, par analogie avec I'axe de courbure
d’un point a I'aide duquel on peut faire également passer ce point d’une position
a une autre infiniment voisine, en négligeant les quantités du 3¢ ordre.

Or, il est évident que nous pouvons considérer 'axe d’un plan P,

(P) ax + By +yz —23=0,

comme le lieu des points fixes (a, b, ¢) tels que le plan P reste a une distance
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invariable de ces points. Désignant par p cette distance, on a
—=aa + Bb + ye — 3,

et en dérivant deux fois on obtient les relations

(R) l o

qui seront les équations de 'axe du plan.

On remarquera que la quantité 2 ne figure pas dans les équations de cet axe et
(ue par suite tous les plans paralléles & une méme direction n’ont qu'un seul et
méme axe. Cela se comprend aisément, car si par une rotation autour d’une
droite R on améne un plan P a la position qu’il doit avoir en tant que plan, tous
les plans paralléles & P auront atteint leurs nouvelles positions respectives, de
sorte qu'un glissement simultané de tous ces plans sur eux-mémes fera prendre au
solide sa nouvelle position.

Demandons-nous inversement si une droite quelconque fixe de I'espace peut
servir d’axe 4 un plan ou plutét a un systéme de plans paralléles. Soient

B g—=B 7€

) ===

les équations d’une droite. Pour qu’elle soit I'axe d'un plan, il faut que I'on puisse
déterminer «, @, ¢ de maniére a ce que (R) coincide avec (D), ce qui donne

oA+ B3B+yC—3 =0,

aVA_l_BVB_*_‘/IIC_aV:O,

ah+ B+ vy =0,

a'h+ B+ ¢y —10;

ou, en ordonnant par rapport a «, 8, v,

Bra —Ar g —w'y=0,
("B— 1A —u)a+ (p'C—Brt— Av)B + (—w' —p'B)y =0,
P a —arf =10,
'y =N a+ (p'v — Pp— "W B + (—p'p)y=0.

Eliminant ensuite «, ¢, v, on arrive aux deux équations suivantes ot on a

LW
posé — = k,

B, — A, —k
Py — 0 — (1),
B —rA—u', p'C—Brr—Ar, —w'—pB
B, — A, —k
s — 0 =10,

Pu— 1k, plv—ru—r'A —p'u
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On voit par suite que tous les axes possibles font partie d'une certaine con-
gruence. Par un point de Uespace A, B, C, il passe deux axes, intersections duw
cone que représente la derniére équation et du plan que donne Uavant-derniére.

Cherchons encore le lieu des axes des plans qui passent par une méme droite D.
lntre les équations (R) et les suivantes qui expriment que le plan P contient la
droite donnée D :

Ao+ Bf + Cy —3=0,
akh + Bp + vy — {1}
il faut €liminer «, B, y et 3, ou, ce qui revient au méme, «, 8, y entre les équa-
tions R et la derniére écrite.
Ordonnons les équations R, il vient
bra —arf —w'y=0,

(b —ar*—w)a+ (p'c—rb—ra)f+ (—w —p'b)y=0,

et I’élimination indiquée donne

b, —a —k
r"b—r*a—u', pc—brt—ra, —w —p'b | =0.
2, Yy v

Le lieu des axes cherché est donc un hyperboloide contenant la cubique gauche
d’inflexion des courbes glissantes, ainsi que la droite paralléle 4 Oz,

b —a — k

Ce lieu ne dépend du reste que de la direction de la droite donnée D. L’hyper-
boloide qu'on vient de trouver se réduit & un cone si la direction 2, p, v fait partie
d’un cone du quatriéme ordre facile & obtenir.

Nous allons enfin essayer de faire voir a priori que le lieu trouvé précédemment
devait passer par la cubique d’inflexion des courbes glissantes. Comme nous
Pavons dit déja, le plan osculateur d’une courbe glissant sur un point fixe M
passe constamment par ce point, par suite I'axe du plan ne peut manquer de
passer par le point M. Si maintenant la courbe MC présente en M un élément
rectiligne, tout plan passant par MC glissera sur M et son axe rencontrera le
point M.

D’un autre coté, les tangentes aux courbes MC relatives & tous les points M de
la cubique sont paralléles & un cone du second degré, donc il existe sur cette
cubique deux points M’ et M" tels que les tangentes a la courbe glissante sont
paralléles & un plan quelconque P. On a donc ainsi trois plans paralléles devant
avoir un méme axe qui ne saurait différer de M'M’, corde de la cubique.

Les points de la cubique sont donc associés deux & deux. A chaque systéme de
plans paralléles correspond un seul et méme axe qui passe par deux points M’
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et M’ de cette cubique. Quant & la congruence que nous avons trouvée pour le
systéme des axes de tous les plans du solide, elle n’est autre que I’ensemble de
toutes les cordes d’une certaine cubique gauche.

Sphére osculatrice de 'enveloppe d’'un plan quelconque du solide.

28. Soit P un plan lié au solide, P,, P,, P, trois positions consécutives infini-
ment voisines de ce plan. Il existe toujours un point C fixe dans I'espace situé &
égale distance de ces quatre plans, et qui serait le centre d’'une sphére tangente
aux quatre faces d’un tétraédre. Il est évident maintenant que, si par le point i
supposé connu, on imagine un plan paralléle a P et lié au solide, ce dernier plan
glissera sur le point G pendant le déplacement du corps, ou plutot restera a une
distance de ce point infiniment petite du quatriéme ordre.

Réciproquement, si I'on trouve un plan qui glisse sur un point fixe C, tout plan
paralléle a celui-ci glissera sur une sphére d’un rayon égal a la distance invariable
des deux plans liés au solide. ‘

Etant donné un point C (a, b, ¢), cherchons si un plan

ax + By +yz2—23=20
peut rester & une distance du quatriéme ordre de ce point. Il faut que I'on ait

aa+Bb+yc—3 =0,
) a'a—+B'b+yc—3 =0,
' a'a +8'b+y'ec—23 =0,
a’a + f"b + y"¢c — 3" = 0.

Pour chaque direction (=, 8, v), les trois derniéres de ces équations déterminent
en général un point C (a, b, ¢) sur lequel peut glisser un plan, et la premiére fera
connaitre la distance a I’origine 3 du plan glissant.

Or, on a vu que &', 3" et 3” sont linéaires et homogénes en «, §, v; ordonnant
donc les trois derniéres équations par rapport a ces cosinus, il vient

Ala+B B+ Cy=0,
Ao+ BB+ Cy=0,
A-//Ix + BW?) + C//I Y — 0’
ou A’, B, C’, A’, ... représentent des fonctions linéaires en a, b, c.
Eliminons «, B, ¥, nous aurons

At B
(F) A" B ¢ | =0,
A!// BW CI//

d’ott 'on conclut que :
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Le liew des points fizces sur lesquels des plans liés aw solide sont susceptibles
de glisser forment une surface du 3¢ ordre.

Par suite, on voit que :

Le liew de tous les centres des sphéres osculatrices aux deueloppables engendrées
par tous les plans d’'un solide en mouvement est une surface dw-3° degré.

Eliminant a, b, ¢ entre les équations (1), il vient -

o 8 v )
o B' Y' 3
(Q> " 12 " N = o’
a B v g
o BW y _{m S

équation qui représente U'ensemble des plans susceptibles de rester d une distance
du 4 ordre de Uun de leurs points supposé fixe. Cel ensemble de plans enveloppe
une certaine surface vue d’un point quelconque de Uespace suw(mt un cone du
4 ordre.

Si ’on a simultanément

o Bv Y' a: @: !
(3) o R G RS S 5 —— R O SR (8 (B SRR VS s =20
Y : * Cl/” @/// Y//r ¥ 3’,”’ B”I 8'// ] T

le point de glissement C (a, b, ¢) est indéterminé sur la droite |,

Or les cones (3) se coupent suivant 9 droites dont il faut retrancher les 3 droites
que représentent les équations

:—BT”’

w8
hree)
2

d’ott 'on conclut que :

Il existe six directions de plans paralléles tels que chacun des plans de ces
séries'a un point de glissement. Pour toutes les autres directions il n emste qu'un
plan susceptzble de glisser sur un point fixe.

Cherchons actuellement s’il existe des plans qui dans leurs deplacements restent
a des distances infiniment petites du 5¢ ordre de 1'un de leurs points; aux équa-
tions (1) il suffit de joindre la suivante

(4) alva + Blvb + .{l\'c P BIV : 0’

ce qui donne par I’élimination de a, b, ¢

al {5 "{ ' S !
v v oY av
(5) ://1 gw ;W alll = 0)
aTY BIV ,‘{IV BTV

THEVENET. 1
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équation qui représente un cone du 4 ordre. Aux génératﬁces de ce cone corres-
pondent des plans dont la distance 3 & I'origine est donnée par la relation (2), d’ou
Pon conclut que :

Dams un solide en mouvement, il existe une infinité de plans qui restent d des
distances infiniment petites du 5° ordre de U'un de leurs points supposé fixe. Les
axes de ces plans sont paralléles a un cone du 4° ordre.

Eliminant o, 8, y entre les deux derniéres (1) et 'équation (4) préalablement

mise sous la forme
Lo R T A A

il vient
A’ B’ c'
A’/l B//I C//I —_ O »
AIV BIV ClV

D’ou Pon voit que les poinls fixes sur lesquels glissent les plans que U'on vient de
trouver font partie de Uintersection de deux surfaces du 3° ordre.
Adjoignant enfin aux équations (1) et (4) la relation

(6) a¥a + b + y'e— 3 =0,

on aura exprimé que le plan reste pendant son déplacement a une distance du
6e ordre d’un point fixe. "
I’élimination de @, b, ¢ conduit a la nouvelle équation

alf [ 4 'Y" 8’[
e a/// ‘6//) " a/ﬂ .
( /> o {w YIV v = 07
a¥ ‘Bv Yv A

qui représente un certain cone du 4° ordre. Ce dernier cone coupe celui qui a été
précédemment obtenu suivant 16 droites, et les plans normaux a ces droites dont
les distances a I'origine seront données par '’équation (2) posséderont en général
la propriété demandée; d’ou 'on voit que :

Dans un solide en mouvement, il peut exister 16 plans qui ont la propriété de
rester pendant leurs déplacements d une distance infiniment petite du 6° ordre
de Pun de leurs points considéré comme fixe.

L’élimination de «, 8, y entre les équations (4), (6) et la derniére (1) ordonnées
par rapport & ces cosinus donne

A//I B/H C/ll
(14‘3) AIV BIV CIV — 0'
A BY & (EF

D’ott 'on voit que : "
Les points fixes dont les distances d certains plans mobiles avec le corps restent
infiniment petites du 6° ordre sont les points communs d trois surfaces du 3° ordre.
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CHAPITRE 11

DEPLACEMENT INFINIMENT PETIT D'UN CORPS SOLIDE ASSUJETTI
A QUATRE CONDITIONS.

29. Lorsqu'un solide est assujetti & quatre conditions, les six paramétres qui
déterminent sa position dans I'espace sont liés par quatre équations. On peut par
suite regarder quatre de ces paramétres comme des fonctions des deux autres, ou
encore considérer les six paramétres comme des fonctions de deux variables
indépendantes que nous désignerons par s et ¢ dans tout ce qui va suivre.

Si, laissant s constant, on fait varier ¢, le solide subit un déplacement dans
lequel une certaine surface réglée liée au corps roulera avec glissement sur une
autre surface réglée fixe dans l’espace.

De méme si I’on donne a ¢ une valeur constante, la variation de s fera subir au
solide un déplacement comportant une autre série d’axes instantanés glissants.

Si enfin on suppose s liée & ¢ par une équation quelconque s = ¢(t), le solide
prendra un mouvement déterminé donnant lieu & une série d’axes instantanés
glissants formant une surface réglée dont la nature dépendra de la forme de la
fonction ¢ que 'on peut faire varier arbitrairement.

Cela posé, pour étudier les déplacements du solide, nous nous donnerons la
surface trajectoire de I'un de ses points O’ dont les coordonnées par rapport aux
axes fixes seront des fonctions de s et de ¢ que nous désignerons par u (s, t),
v (s, t), w (s, t).

Fig. 20.

Z

4

On peut alors supposer que la variation de ¢ seule fait décrire au point O’ la
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32 DEPLACEMENT INFINIMENT PETIT

ligne O, en méme temps qu'elle fait tourner le solide autour de O'T. De méme
si s varie seule on peut admettre que le point O’ décrit une autre courbe O; et que
le corps tourne autour d’'un autre axe O'R.

11 est évident maintenant que si 'on se borne d’abord & la considération des
infiniment petits du premier ordre, le déplacement d’un point quelconque du corps
sera la somme géométrique des déplacements dus séparément a la varation de ¢
et a la variation de s.

Comptons actuellement les valeurs de s et ¢ a partir de celles qui sont relatives
au point O’, désignons par p,, ¢, 7, les composantes de la rotation autour de O'T,
par p, g, 7, celles de la rotation autour de O's, et on aura, pour les projec-
tions 32, 8y, 5z du déplacement d’'un point quelconque (a, b, ¢) du solide, les
expressions ; ;
3w = (u; + q,¢ — r,b)t + (u; + g,c — r,b) s,
3y = (v, + ra —p,e)t + (v, + 7,0 —p,cC) S,

_ 3z = (w; + p,b —q,a) t + (w; + p,b —q,a)s.
Considérons le mouvement du corps caractérisé par la relation s = ¢ (¢) liant
les deux variables indépendantes. Développant ¢ (f) en série, on a
L
s=nt + 13 + ..,
ou simplement s = ¢, si I'on se borne aux infiniment petits du 1° ordre. Il vient
alors, pour les composantes de la vitesse dans ce mouvement particulier,

/
[ %a_tc: Uy 4+ W, + (q, + hg,) e — (v, + k) b,
dy _ ,
™) ‘ i v + Avy + (7 + A1) a— (P, + Ap,) ©,
| = wy + Aw, + (p,+ Ap) b — (9. + hg,) a.

A
Si I'on fait varier la forme de la fonction ¢, par suite la valeur de %, la vitesse

du point (a, b, ¢) prendra toutes les directions possibles dans un plan qui n’est
autre que le plan tangent & la surface trajectoire de ce point.

Droites immobiles.

30. Cherchons si, dans le mouvement particulier caractérisé par une certaine
valeur de 1, il existe des points dont la vitesse est nulle. Il suffit de résoudre les
équations

w + duy + (g + hg) e — (n + k) b =0,
v 4+ w4+ (7, + Ar)a— (p.+hp)ec =0,
Cwy + woy + (p,+ wp) b — (. + hq,) a=0.
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Or, le ‘déterminant des ‘inconnues a, b, ¢ est nul, donc les points cherchés
n’existent que si les équations précédentes sont compatibles, ce qui exige la
condition ' :

(i + 2w) (pe + Ap) + (v + a0l (g, + 1)) + (04 + Manj) (v, + ) = 0.

8"

Cette équation du second degré en % a deux racines %', %". A chacune de ces
racines correspond un mouvement particulier dans lequel deux quelconques des
équations (2) représentent une droite immobile ou plutét dont les points n’éprou-
vent que des déplacements du second ordre. On peut donc dire que :

Parmi tous les déplacements possibles d’un solide assujetti d quatre conditions,
il en est deux qui se réduisent a des rotations sans glissement autour de deux
droites respectivement.

Désignons par A' la droite immobile correspondant a la racine %', et par A’,
celle qui est relative a 1'. Considérons un point quelconque M du solide et cher-
chons le plan tangent a sa surface trajectoire.

Opérons d’abord un changement de variables indépendantes et posons

s—ANt=+¢,
s—Nt=1t.

Si s’ =0 et si ' varie seule, on a constamment s = %'¢, par suite le solide
tourne autour de A'.

Sit' =0, et si s’ varie a partir de O, on a de méme constamment s = "¢, donc
le solide tourne autour de A".

Les variations simultanées de s’ et de ¢’ produiront donc dans le solide des
déplacements qui seront les résultats de combinaisons dans des proportions
variables de deux rotations, 'une autour de A’, 'autre autour de A

Or, dans la rotation autour de A’, un point M décrit une trajectoire normale au
plan (MA'); de méme pendant la rotation autour de A’, la vitesse du point M est
perpendiculaire au plan (MA"), donc le plan de ces deux vitesses, qui n’est autre
que le plan tangent 4 la surface trajectoire de M, est normal a 1’1ntersect1on des
plans MA’ et MA'. On peut conclure de 1a que :

Les mormales aux surfaces trajectoires qui peuvent décrive les différents
points d'wn solide assujetti a quatre conditions rencontrent toutes deux mémes
drottes.

Axes instantanés glissants.

31. A chaque valeur attribuée au paramétre ) correspond un mouvement parti-
culier donnant lieu comme on sait & un certain axe instantané glissant. Proposons-
nous de chercher le lieu de ces axes. Pour simplifier les calculs, nous prendrons
pour axe des z la droite A’ et pour axe des « la plus courte distance de A’ et de

" dont nous désignerons la longueur par h.
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Les formules générales du déplacement d’un point quelconque (a, b, ¢) devien-
dront

3 = — br,t + (g.c—br,)s,
dy= art+ (a—h)rs,
gz = —(a—h)qss’

r, étant la rotation autour de A’, r, et ¢, désignant les composantes suivant Oz
et Oy de la rotation autour de A’, et (s, {) les nouvelles variables relatives aux

deux rotations.
Fig. 21.

AV
Al/

h

&

4 .

Au mouvement caractérisé par la relation s = Af, correspond pour un point M
une vitesse dont les composantes seront

d

a—xt‘ =—"br, + (cqs_bTS))‘?
d

d_z = ar, + (a—h)r],
dz 5
d—i = . (a — h) qs 4y

et 'axe instantané correspondant aura pour équations

—br = h(Cg, —br)  art(@a—R)yr,k  —(a—hgXx

0 qx)\ /rt -+ 7\7.3

Ces relations expriment en effet que la vitesse du point a, b, ¢ est dirigée suivant
I'axe de la rotation qui résulterait d'une rotation (O, O, r,) autour de A’ et d'une
autre (O, ¢.%, r,%) autour de A’.

I’élimination de % donne ensuite pour le lieu des axes instantanés

__hrbe +q,b?
T v
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équation qui représente un conoide ayant pour directrice 'axe des x et pour plan
directeur le plan yOz. Ce conoide contient d’ailleurs les droites A" et A" qui ne
sont autre chose que les axes instantanés correspondant a 2 =0et a A =o0 .

Foyers d’un plan.

32. Dans le mouvement caractérisé par la relation s = ¢, le foyer du plan
1) ax + Py +vz—3=0
est donné par les équations
» —brn+(@ec—r)r_ ar+@—mrr —(@—h) gk
@ B g Y

Multipliant les deux termes de chaque fraction par a, b, ¢ respectivement et
ajoutant terme @ terme, il vient

— (@ — h) g A _chq,n — hr,b)X
Y T ax+bp +cy

puis divisant par %, et tenant compte de ce que le foyer fait partie du plan, on a

(e —h)q, hr,b—cqh
¢ : = :
(2) Y == S

Donc, le liew des foyers est une droite, intersection des plans (1) et (2). Il es
facile de voir que cette droite rencontre A’ et par analogie A’. '

On conclut de 1a que le liew des foyers d'un méme plan est la droite qui joint
les traces de A" et A" sur ce plan.

On peut se rendre compte de ce résultat en remarquant que la droite AB qui

Fig. 22.

\\A 4 A

/
b
P QM/

1 I

joint ces deux traces est perpendiculaire a toutes les trajectoires possibles d’un
point quelconque M de ses points. Or, il est évident que 1'on peut combiner les
rotations autour de A’ et A" dans un rapport tel que la trajectoire qui en résulte
pour M soit normale au plan P.
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Inversement un point quelconque M pris hors de AB ne peut étre un foyer du
plan P: La surface trajectoire de H est en effet normale & la droite qui, menée par
ce point, rencontrerait A’ et A". Cette surface est donc oblique au plan P et par
suite aucune des vitesses possibles de H ne peut étre normale au plan P.

COROLLAIRE. — Le lieu des foyers de tous les plans qui passent par une droite
fixe est un hyperboloide contenant A, A", ainsi que la droite donnée.

Conjuguées d’une droite donnée.

33. A chaque déplacement possible du solide correspond pour une méme
droite D une conjuguée A qui, comme on sait, est le lieu des foyers des plans
passant par D. Or, on vient de voir que le lieu des foyers de tous les plans qui
passent par une méme droite est un hyperboloide contenant D, A’ et A", donc le
systéme des conjuguées d’'une méme droite D n’est autre que celui des généra-
trices de cet hyperboloide qui ne rencontrent pas A’ et A".

Il y a donc un mouvement du solide dans lequel la conjuguée de D est A’, un
autre dans lequel cette conjuguée est'A’ et enfin un troisiéme dans lequel cette
conjuguée est la droite D elle-méme.

Caractéristiques d’'un plan.

34. A chaque mouvement possible du solide caractérisé par la relation s = ¢,
répond pour le plan
ax + By + vz — 3 =0,

une certaine caractéristique donnée par 1’équation
a[—=br,+ (ge—br) N+ Blar, + (@ —h) ¢, X] + y[— (a — h) g A\] =0,

jointe a I'équation du plan. Cette derniére relation exprime en effet que la vitesse
du point (a, b, ¢) est comprise dans le plan donné.

Si varie, on voit que le plan représenté par la seconde équation tourne autour
d’une droite fixe. On conclut de 1a que :

Les caractéristiqgues d'un méme plan relatives d tous les mouvements possibles
dun solide assujetti d quatre conditions passent par un méme point de
ce plan. ‘

Il est facile de se rendre compte de ce résultat. Si ’on imprime au solide une
rotation quelconque autour de A’, tous les points de la projection 3’ de A’ sur le
plan P auront leurs trajectoires tangentes a ce plan. De méme pour une rotation
autour de A", tous les points de &' projection de A" sur P auront leurs vitesses

Document numérisé par la Bibliothéque universitaire Pierre et Marie Curie — UPMC — Cote : HF uf 166 19 2



D’UN CORPS SOLIDE. 87

dans le plan. Donc le point I intersection de 3’ et 3" aura toutes ses trajectoires
possibles situées dans le plan P, donc enfin [ fera partie de toutes les caracté-
ristiques que le plan P aura pour toutes les combinaisons de deux rotations
autour de A’ et de A".

Fig. 23.

Si 'on considére tous les plans P passant par une méme droite DK, on sait que
le lieu de la projection 3’ est un hyperboloide. Il en est de méme pour 3', donc le
lieu des points I est une cubique gauche, car les deux hyperboloides précédents
ont en commun la droite DK.

Plans tangents aux surfaces trajectoires.

35. Si l'on désigne par «, B, v les cosinus directeurs de la normale a la surface
trajectoire d’un point M (a, b, ¢), par a, b, ¢, les composantes de la vitesse de ce
point due a la variation de ¢, et par a, b;, ¢, celles de la vitesse qui résulte .de la
variation de s, on aura

a;a -+ bp + c,'*( =10
g+ b+ ¢c;y =0,

ce qui donne, pour I'équation du plan tangent a la surface trajectoire de M,

X—a a a,
Yo— by b b =04
iR Ca (S

ou, en développant,

(X—a)(@@—h)a+ (Y —b)(a — )b + (Z— c) (ac — bhk) =0,

apres avoir posé - K, en représentant par K la cotangente de langle des
droites A’ et A".

La plupart des propriétés des plans tangents résultent de celle de la normale
qui rencontre constamment deux droites fixes. Ainsi le point de contact relatif a
un plan donné P s’obtiendra en abaissant par A’ et A" des plans perpendiculaires
a P. L’intersection de ces deux plans sera une droite IK qui, s’appuyant a la fois -

THEVENET. ‘ 13
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sur A’ et A", sera normale a toutes les trajectoires possibles de ses points, et
sa trace I sur le plan P sera le point de contact cherché. A une série de plans
paralléles a P correspondra une série de points de contact sur la droite IK.

A un faisceau de plans passant par une méme droite D correspondra une série
de points de contact I situés sur une cubique trouvée précédemment.

Si Uon considére les plans qui ont leurs points de contact sur une méme
droite D, on voit qu’ils sont tous normaux aux génératrices d'un hyperboloide
déterminé par D, A" et A".

Si 'on remarque en outre que les vitesses des points de D dues a la rotation
autour de A’ forment un paraboloide, et que les vitesses de ces mémes points
relatives a la rotation autour de A" en constituent un autre (!), on pourra dire que
les plans tangents aux différents points de D forment la développable circonscrite
a ces deux paraboloides. '

Dans le cas ot D rencontre 'une des droites A’, A", A" par exemple, les vitesses
des points de D résultant de la rotation autour de A" seront paralléles entre elles
comme étant toutes perpendiculaires au plan (DA’), et tous les plans tangents
relatifs aux points de D seront paralléles a une méme droite; par suite ils enve-
lopperont un cylindre.

D’un autre coté, soit R le point de rencontre du plan (DA') avec A”, et M un
point quelconque de D. Le plan tangent & la surface trajectoire de M étant
perpendiculaire 2 MR, enveloppera un cylindre perpendiculaire au plan DA et
dont la trace sur ce plan sera une parabole ayant R pour foyer et D pour
tangente au sommet.

Si‘D rencontre enfin A" et A’, tous les plans tangents relatifs aux points de D
seront paralléles entre eux.

11 existe en outre une classe remarquable de droites qui ont la propriété d’étre
langentes aux surfaces trajectoires de tous leurs points. Pour obtenir ces droites,
il suffira d’exprimer que, pour un point quelconque de I'une d’elles D,

&x

a y—>b z—c¢

)

dy 1 a A T

dont les coordonnées sont @ + «p, b + B¢, ¢ + vp, les vitesses dues a la variation
de ¢ d’'une part et a la variation de s d’autre part, sont dans un méme plan avec
la direction «, 8, v, ce qui donne I'équation

% @ 0P, G4 0P
8, b, + !53’97 U MP =0,
Ty G+ Yips G+ Tp

qui doit avoir lieu quel que soit o.

(1) Mannheim.
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Ordonnons par rapport & p et égalons a 0 1° le coefficient de ¢*, il vient

o dt' d; % - .Brt ¥ 9, — ‘31’5
B B B | = |8 ar, ar, | =aq, e’ + B + v’ ] = aq, =0,
YT s Y 0 == ()

d’ot1 'on conclut que les droites cherchées sont paralleles a yOz.
Les coefficients de p et le terme indépendant égalés a 0 donnent en outre

@ a G a o @
T N (RE R S A=
. Y v G I !
ainsi que
a @  a
8 b, b, =102

|
Y C ¢
En tenant compte enfin de '’équation « = 0 et en éliminant % entre les deux
derniéres relations, on parvient aisément a I’équation
__hrbe+ qsb’,

a —=
q, b*+c?

qui n’est autre que celle du conoide des axes instantanés relatifs a tous Jes mou-
vements possibles du solide. i

Ce résultat pouvait se prévoir, car un axe instantané glissant contenant les
vitesses de tous ses points contient par cela méme une tangente a la surface
trajectoire de I'un quelconque de ses points.

Revenons enfin & I’équation du plan tangent a la surface trajectoire du point
(a, b, ¢):

X—a)(@e—h)a+ (Y—">b)(a—h)b+ (Z—c)(ac —bhK)=0.

Fig. 24.
It
A
\\_ I
R K
ez
0 0’

Cette équation nous montre que le lieu des points dont les surfaces trajectoires-
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ont des plans tangents passant par un point donné P (X, Y, Z), est une surface
du 3¢ ordre.

11 est facile de voir que cette surface admet deux séries de sections circulaires
dont les plans passent par A" et A".

Considérons en effet un plan quelconque passant par A" et rencontrant A" en R.
Abaissons du point fixe P une perpendiculaire PK sur ce plan, et menons par R
une droite quelconque RS. Si par PK on méne un plan perpendiculaire a RS
qui coupe RS en I, le point I sera un point du lieu. Or, si RS tourne autour de R
en rencontrant toujours A’, le sommet I de I'angle droit RIK décrira une circon-
férence appartenant au lieu cherché.

On en dirait autant de tous les plans passant par A". Ces propriétés de la surface
du 3¢ ordre qui nous occupe sont du reste faciles a mettre en évidence a l'aide
de son équation elle-méme.

Cas ou les droites immobiles A" et A" sont imaginaires.

36. Les calculs et les raisonnements qui précédent supposent pour la plupart
I'existence des deux droites A" et A’, susceptibles de rester immobiles pour deux
déplacements convenablement choisis du solide. Ces deux déplacements corres-

“n

i i TR ;
pondent & deux valeurs A’ et 1" du rapport des infiniment petits 7 qui sont racines

d’une certaine équation du second degré. Si ces racines sont imaginaires, les
droites A' et A" le deviennent aussi et le choix des axes qui nous ont servi
devient impossible. Malgré la restriction a laquelle est soumis le choix des axes
précédemment employés, nous avons cru devoir nous y arréter afin de montrer
plus aisément les propriétés des droites A" et A" quand elles existent.

Il nous faut néanmoins adopter dans nos calculs un systéme de coordonnées
qui convienne a tous les cas possibles, et qui soit constitué avec des éléments
toujours réels.

La situation du corps solide dépend de deux variables indépendantes s et ¢ que
'on peut toujours supposer croitre a partir de 0.

Si ¢ varie seule, le solide prend un mouvement hélicoidal autour d'un axe
instantané glissant que nous désignerons par T. Si s varie seule, le corps prend
un autre mouvement hélicoidal autour d’un axe S.

Ceela posé, prenons d’abord T pour axe des z et la plus courte distance de T et
de S pour axe des x. Désignons enfin par r et g les vitesses de rotation et de
glissement relatives a T et par ¢ et y les mémes vitesses relatives a S.

Le déplacement d’un point quelconque du solide, pour une combinaison de ces
deux mouvements hélicoidaux, sera donné par les formules £
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Sx = — brt + (p sin Hc — p cos 6b) s,
Sy= art+ [ysin® + pcosb(az— h)s,
e gt + [ycos® — psin 0 (@ — h)]s,

6 désignant I'angle des deux axes instantanés glissants.
s , L
Posons - = m; a chaque valeur de m correspond un mouvement particulier du

solide, par suite un axe instantané glissant dont les équations seront

—br + (psin0c — g cos b)ym __ ar + [y sinh + g cos 6 (@ — k)] m
0 o e sin 6 m

g + [ycos & — ¢ sin 6 (¢ — )] m
7 -+ pcos Om

Si m varie, le lieu de ces axes instantanés sera un conoide dont I’équation
s’obtiendra en éliminant m entre les précédentes. Or la valeur de m tirée de la
premiére est

e br
n_psinOC_pcoseb

. b . .
Cette valeur est une fonction du rapport - et, portée dans la seconde, elle conduit

a une équation de la forme
' b b
A-r~2~+B;+C:0,
C C

I3 -

A, B, C étant linéaires et entiers par rapport a I'abscisse a. D'un autre coté, a
b i APLE
chaque valeur de @ correspondent deux valeurs de 5’ bar suite deux génératrices

du conoide. Ces deux génératrices seront rectangulaires si 'on a

condition qui est satisfaite pour une certaine valeur de a et pour une seule. On
peut donc dire que : '

Parmi tous les déplacements que Uon peut faire subir d un corps solide assu-
Jetti a quatre conditions, il en existe deux pour lesquels les axes imstantanés
glissants sont rectangulaires et concourants.

Prenons actuellement ces deux axes instantanés 'un pour axe des z, autre
pour axe des y. Le déplacement d’un point quelconque du solide (a, b, ¢) sera
donné par les formules

. gx = —Dbrt + ge.s,
3y = art + vys,
¢z =gl — pa.s,
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Cherchons maintenant les droites immobiles A’ et A". On aura
—br 4+ pcm =20,
ar + ¢y m=20,
g —pam=0.

Pour que les deux derniéres équations soient compatibles, il faut que I'on ait

pcd Pl il

= )
r pm

d’ott m* ==

aires,

par suite deux abscisses a égales et opposées.
Les deux droites A’ et A" sont donc situées de part et d’autre du plan SOT et
a égale distance de ce dernier. Elles sont du reste également inclinées sur OT et

en sens contraire, comme l'indiquent les valeurs de ; tirées de la premicre équa-

tion.
Seulement pour que ces droites soient réelles, il faut que I'on ait la condition
‘ ' 7r <0,
e

o S ) N
ou encore que les parameétres hélicoidaux - et é soient de signes contraires.

Quant au conoide des axes instantanés, son équation relative aux nouveaux
axes s’obtiendra en éliminant m entre les relations
—br+pem __ar+ym __g—apm
— = b

0 o - 7

ce qui conduit & I’équation

NPT

qui nous montre que dans chaque plan perpendiculaire a I'axe des x, le conoide
lieu des axes instantanés a deux génératrices faisant avec I'axe des z des angles
complémentaires. On voit aussi que l’angle des deux axes n’est droit que pour
a = 0, et que les limites entre lesquelles les génératrices du conoide sont réelles
sont données par 'inégalité

[~ — —] 4a®* = 0.

Pour chacune de ces deux abscisses extrémes, les deux axes instantanés se con-
fondent en un seul.
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Etude des éléments du second ordre des surfaces trajectoires.

37. Nous avons vu que tous les déplacements possibles d’un solide assujetti a
quatre conditions pouvaient étre réalisés a l'aide de deux mouvements hélicoidaux
autour de deux axes rectangulaires et concourants. Cela étant vrai pour toutes les
valeurs des variables indépendantes s et ¢, on peut supposer que les coordonnées
u, v, w du point de concours O’ de ces axes sont trois fonctions déterminées de s
et de £. On peut aussi considérer les cosinus de I'axe O'T comme des fonctions
de s et de ¢ que nous désignerons par «, f, v.. Les vitesses de rotation et de glis-

Fig. 25.
Z

7

sement relatives a ’axe O’ T sont aussi des fonctions de s et de { que nous repré-

senterons par o, et g..

Appelant «, 8, v, o, et g, les quantités analogues relatives & I'axe O'S et qui
sont des fonctions de s et de ¢, on aura pour la vitesse d’'un point quelconque
M (z, y, z) du solide relative au mouvement hélicoidal autour de O'T les expres-

sions
[ dax
T 0B (2 —w) — 0,7, (Y — V) + a9,
dy
<1) EZ — WY (OC— u) — W% (Z —w) -+ .‘Grgu
dz {
‘ dp = e (y —v) — o (x—u) + 19

Les composantes relatives a la rotation autour de O'S seront de méme
[ dx

| ds
3 4y
| ds
/ dz
ds

S

= w8, (z —w) — 0,7, Y — V) + a9,
— 0,Y, (m_ ’Lt) — W% (3 i w) G0 .gsg.n

@)

— 0, (y— /U> == (’)Sies (ZB-— u’) + Yo

\
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Cees relations, que nous pouvons considérer comme les équations différentielles
des surfaces trajectoires, vont nous permettre de développer les coordonnées x, y, z
en séries ordonnées suivant les puissances de s et de ¢. Elles donnent, par la déri-
vation,

" dy dv da, ag,
dt? dt dt dt

d*x  dw,B do der dw |
— = (z—w)— th(?/—v)+wt{5,[~———J— el brerEmp iy e

el rempla(;ant . et Gl 7 bar leurs valeurs tirées de (1),

d*x  do d W, e dw]
TE tﬁt (Z ) {’ (./ _7') + 0B | 0 (Z/ o ’l)) — v (‘13 —u) St Oyis— .d_t
2 dU:
— o] 0y (8 — u) — w2, (2 —w) + .9, e
Py da, dg, -
== gt dt —f= —d—t- I’
d*a dw dea du |
d—t‘,z/__ dtt“( —u) — ”(y—w)—f—wt(, wtﬁt (z—w) — wy (y —v) + a9, — dt
B dw
— 0| 0% Y —v)—of (m_“)’*“{zgl—‘m
# ag, dg, -
t gy TGy
d’z  duw,a dw [ dv]
ae=ac Y=Y~ dttﬁt B hamdann e — s e ) B
A B du”|
— 0P| 0.8 32— w) — w1, (¥ — V) + a9, — qi
. dy.  _dg, -
A G dt + tm
Mettant ensuite les indices s & la place des indices ¢, nous aurons les valeurs
do d”:c d’y d*z
dst’ dst dst

Donnons maintenant aux variables s et ¢ la valeur O en tenant compte de ce
que pour s = 0 et ¢t = 0 I'angle TO'S coincide avec zOy. On aura

d
ot =105 S =100 SEra—r L =0 — 10 S8 =10 tht:O,
ce qui donne
[ dw de __ do, g dw da,
Sdﬁ =gy O g YT R ok e gy Gy e
d*y d o da, du dg,
4 S ey 2 o i
) ? q8 g T Yegy © e T e gm T g
d*z _  da, ap, dg,
\ w—mrﬁ?]_wtam‘*‘ ytm
L B dy dz
Pour obtenir —» ——> il faudra faire dans les formules analogues aux

dst’ dst dst

&
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précédentes 4
2,=0, B=1 =0 u=0 v=0 w=0 'd_ss'—,:oa

et 'on aura

| d*x du)s dy, PR dw o da,

sd g el o) =g Jsds

&y dy, ds, _ dg,

(5) -d_S?_wS-d_S-x—wst +-d—s7

, d2z___ dx dwgw__ Qz—i—wdu—{— d_(_,

Y‘,\ de = Y a5 YT ds o cds 94

dixz Ay dz
dtds dtds dtds

Il nous reste a calculer ; or on trouve

d*x d()t dw,y, dw |
AEh Ry SR 6 — ik =
dtds dS ( u) ds Y L)+ W Jp] Wsy (?/ Q’) wsu(x u) = = OZS
dv'
WY WY <x_u)—"‘)1 (Z——W)-Fpsgs dS
dg, da, £
+ % .;l—s_ + g FS-,
d21 d d (0,0 du]
dt:ils :;ts{t( = (;5—) Z—w)+wm[ B (2 —w) — o, (Y — V) + a9, — ds_
dw]
—wtat[wsas(y——v)—-ws{is(x—-—u)+«(sgs—;l;
d do -
+ b ‘d_g‘t + 9 -O_l_s.t’
2 d 5, e
d(ids dwtd;( AL 0, (x — u)+wg1fl: e (0 —u) — waﬂ(z—w)q_fjggs_%?s
_"’Lﬁc[“’mﬁs (o —w) — o, 2 %9, %
dgt d'ft i
=}~ i g‘; -+ 9. %
Faisant enfin { = 0 et s = 0, il vient
d’c 4, dm,l . @_v. da,
Tilde ugel T e Y g g
d’y  do, da, du dﬁt
©) dide g e s Sewe T e RS
d’z n da, . d g, dg,
ards gl et o,

On aurait pu procéder dans un ordre inverse et on aurait trouvé

d’x do, dy dw da,

dsdt  dt = O ¢ ¥ o+ vgi— Oogr T g
dty d, de,  dg,

PPy T I TA U T

d’z _  da, dw, du d+,

T = A YT g &t e e T g

THEVENET. 14
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Or ces dérivées doivent étre identiques pour tous les points de I'espace, donc
entre les valeurs initiales des différentes fonctions qui servent de coefficients a
x, Yy, z et de termes constants, on a les relations

dw, dg, du) dv da, da, .
—d—t:w,a-;’ d dt w‘?ﬁ—w"m:w"w”
wg—wd—w+g0~l1".———w9 —l—gd +w@
(®) ik Tdt T dt 4 “ds "ds
dg. du dy,
'd_s'——— md—(ii_*—gs—d_z,
dg, ag, du
at tdb w:gg‘

bl pour abréger, on désigne par A/, B, G, A}, etc..., les valeurs des dérivées
dPx d*y d*z  d’x
ar’ de’ ae’ dsdt
étaient primitivement a, b, ¢ deviendront, aprés le déplacement,

» etc..., les coordonnées d'un point quelconque du solide qui

[

, , , 1
‘g x=a -+ At + ASs + 15 [A;’,t2 + 2A5st + ALs?] + ...,

(7) y_b+Bt+Bs+~—[B“t2+2Btst+B Sl

\ z=c + Ct + Cys + fé [CLt* + 2C5 st -+~ CJs®] + ...

Considérons actuellement une droite dent les cosinus étaient «, g, v avant le
mouvement du corps, et cherchons sa nouvelle direction. Pour cela, a partir du
point' O’, menons une paralléle a la droite donnée et portons sur cette droite une
longueur égale a 'unité. Les coordonnées de son extrémité seront o, 3, y. Aprés
le déplacement, les coordonnées du point («, 8, v) seront données par les for-
mules (7). Il est clair que si I'on retranche des résultats trouvés les coordonnées
nouvelles de U'origine O', on aura les nouveaux cosinus directeurs de la droite.

Or les nouvelles coordonnées de l'origine mobile O' s’obtiennent en faisant
dans les formules (7) a =0, b = 0, ¢ =0, ce qui les réduit a leurs termes cons-
tants, donc les nouveaux cosinus auront pour expressions

/

’g G =a+ at+ a8+ — [a}Lt’ + 2a%st + als?] + ...,

61:@+Btt+ Bss"‘ [6 t* + 28,8t + 3;’,82]4— -

(8)

Tut® + 2vist + vis®] + .

. , 1
L =yt s+ g

en posant , ,
o = — Bow, o =y,

ﬁ; = ab)” ﬁ; = 07

; y
w= 0 Yo = auw,
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[ as, du)t

do, d_ysﬁ

a,ﬂ:wtﬁ? = B — wla, aﬁsza—s-y—msd — wla,
© rs;:dd—“;‘a—wt%‘fv—wm, o= 0.5l —0. o,
ag, dm“
GG |
= —-& a + [u)tws — W, %— 1
-rs,_mbcjlzl@—-mt%%a

d’ou I'on voit que les nouveaux cosinus a,, §,, v, sont des fonctions linéaires et
homogénes des anciens «, 8, v

Considérons dans chacun de% coefficients A, A/, A/, A/, B, etc..., les parties
homogénes en a, b, ¢ que nous désignerons par Ax, Joi, A, etc... Pour tout
déplacement du solide, la distance d’un point mobile M (x, y, z) & P'origine
mobile 0" doit rester constante. Or, cette distance est donnée par la formule

=@ —u) + (Y — 0 + (z — w)p, .
ou bien

1 =
= a + Joit + Jois + ¢ (L wt? 4+ 2ot + Jogs?) ...

i 1 ' ’ l
+ | b+ Rt + Bys + é(.llitﬂ + 2B st + Bls?) ...

+| e+ Gt + Cis + -(Ct2+2 a8t + Crs?) ... |

et comme elle doit étre indépendante de ¢ et de s et constamment égale & at + b
-+ ¢*, on aura les identités

alr + bR + cC =0, atﬂos' + bPBs + ¢c€: =0,

atoy + bﬂi” +eCu + Jo:? B + Gt = 0,

(10) adol + bR + ¢l + Jo!? G m + @ =0,
L adol; + b4 +06‘st+ %SAJL + PeBe + CiC: = 0.

H

Si dans ces mémes identités on remplace a, b, ¢ par les cosinus d’une droite
a, f, 7, on parvient aux relations

aa,—f—’j(‘,, +"7,’:O, 0‘0‘;‘*“3‘33' + yys =0

sl + 8L + 71k + 0 4 B it =0,

(1/1) aa,'_, S ”653 =t ‘/‘/s"s = ./s als F"Q e "{’2 = 07
aa" + ra“-*—"”st—*—”"t +ﬁs. s'{t:O
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qui s’obtiendraient du reste en différentiant I’égalité

a?+ By =1
soit par rapport & ¢, soit par rapport & s. Toutes ces identités, ainsi que quelques
autres que l'on pourrait obtenir en exprimant que I'angle de deux droites reste
constant pendant le déplacement ou encore en exprimant que la distance d'un
point & une droite reste également constante, pourront nous servir & simplifier
certains résultats ultérieurs.

Enfin, pour obtenir plus de symétrie dans les notations, nous désignerons
continuellement dans ce qui va suivre par ‘A, B;, C;, A, B, C; les coefficients
de s et de ¢ dans les développements de z, y, z, en rappelant toutefois leurs valeurs

A, =uou,e, Al=—uvb,
B, =g, B: = w,a,
G =w,a, GC =g.

Axes de courbure des trajectoires possibles d’'un point quelconque
du solide.

.38. A chaque relation s = ¢ (t) que I'on peut établir entre les variables indé-
pendantes s et ¢ correspond un mouvement déterminé du solide. Si I'on se borne
4 Tétude des éléments du second ordre des trajectoires ou des surfaces trajec-
toires, on peut remplacer la relation précédente par une autre de la forme s =m¢
- nt* ... obtenue en développant la fonction ¢ (¢) en série.

Pour une valeur déterminée de m, le solide prendra un mouvement dans lequel
la trajectoire de chaque point aura une tangente déterminée. Ce mouvement se
subdivise pour ainsi dire en une infinité d’autres qui dépendent de la valeur de n
que I'on associe & m. De cette valeur de n dépendront les éléments du second
ordre tels que les plans osculateurs, les axes de courbure, etc..., des différentes
trajectoires qui ont déja une méme tangente.

La substitution s = mt - nt* dans les formules générales (7) donne

1

x=a -+ (A;gm + Ay) t + 5 (Alm?® + 2ALm + AL+ 2A.m) 8,
1

y="b+ (Bym+B)t+ £ (Biym?® + 2Bim + B, + 2B;n) ¢,
1

z=c+ (Com + CGt) t + Q(Cgsm’ + 2C,m + Cf + 2C;n) t?,

et les équations de I'axe de courbure deviennent
(1) (X —a) (Aym + A + (Y —b) Bim + B) +(Z —¢) (C;m + C) =0,
(X —a)[Akm? + 2A%m + Bj, + 2A.n] '
(2)! +(Y—b)[Bs,m*+2Bim + Bu + 2B;n]
| + (Z—c)[Com® +2C5m + Ci + 2] =A;m + A + B/m + B))* + (Gim + G J°.
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Ces équations, en vertu des identités (10), s'abaissent au premier degré par

“rapport aux coordonnées a, b, ¢ du point décrivant.

Donnons & m une valeur constante et faisons varier n. Le plan (1) ne change
pas, et le plan (2) tourne autour d’'une droite qui perce le plan (1) en un point C.
Ce point, étant commun & tous les axes de courbure des courbes qui ont la
méme tangente sur la surface trajectoire, n'est autre que le centre de courbure
de 1a section normale de cette surface qui contient la vitesse du point décrivant
relative a la valeur constante du coefficient m.

Les coordonnées du point C seront données par les équations

X—a)A, + Y —b)B +(Z—¢)C =0,
@ X—a)A +Y—=0)B +(Z—c)C =0,
(X — a)[Alm?+2A5m +Al] + (Y—b) [ B+ 2Bim + By 4+ (Z— ) [Cim® -+ 2Cim + Co
: =Em? + 2Gm + T,

en posant
A2 + B+ C2=E, A + BB + (CC =@, 2+ B2+ G2 =1T.
Le déterminant de ces équations
A; B’ Gt

A, B, 3 Cs
Alm? - 2A%m + AL, Bim? 4- 2Bim + B, Cim? + 2C;,m + G

peut s’écrire Sm* 4- 2Um + T, en posant

Alve B (O AR A, B C
Al Bl ¢ | =S5, FAORE el o A ST U SRR L i T
AT BESS G A; G A, B Gy

et les coordonnées du centre cherché auront pour valeurs
(B:C; — B, C;) [Em® + 2Gm + F]
Sm?* + 2Um + T

[ X —
\ (CiA; — G A;) [Em® + 2Gm + F]
\

9
I

T=b= Sm?+2Um + T ’

(A/B; — A/ B)) [Em* + 2Gm + F]
Sm? 4+ 2Um + T ’

*

h—e'—

ce (qui donne pour le rayon de cette section normale

Lm + 2Gm + F

A () gt W BAT.
T Sm? +2Um + 1 V(BIG —BIC)* + (GA; — AG)* + (A B — BiA))

Nous reviendrons plus tard sur ces formules. L’axe de courbure représenté par
les équations (1) et (2) sera paralléle au plan tangent & la surface trajectoire du
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point M (a, b, ¢) sil’'on a

‘ Alm+ Aj, B, m + B;, Com+ C;
LAY 0?4 2A0m + AL+ 2A[n, Blm® -+ 2Bim + B +2Bin, Cim?®+2Cim + Cy+2C,n| =0,
B.C,—B; Ci, CiA; — CA,, A;B;—A{B;

d’ou on conclut que :
Dans tous les déplacements possibles d un solide assujetli d quatre conditions,
le liew des points qui décrivent des éléments géodésiques de leurs surfaces trajec-
toires respectives est une surface du 4° ordre contenant les deux droites A’ et A”.

Ces derniéres droites sont en effel représentées par le systeme des équations
A B G

N6

2

On voit aussi que sur toute droite rencontrant A’ et A" (en supposant ces der-
niéres réelles), il existe dewx points décrivant des éléments géodésiques.

Si, dans le méme mouvement caractérisé par la substitution S = mt + né*,
nous exprimons que le plan tangent a la surface trajectoire du point M (a, b, ¢)
est perpendiculaire 4 'axe de courbure, nous arrivons aux équations

(Aim + A (BiC—CiB) + Bym +By) (CiA; — CoAp) + (Com + Cp) (A{B; — A;B;) = 0.
(Agm?® + 2A5m + Ay + 2A;n) (B;C; — C: B;)
+ (Bim® + 2Bim + B + 2B;n) (CIA; — A C))
+ (Chm?® + 2Cm + Cf + 2Cyn) (A; B, — B/A;)) =0,

dont la premiére est identiquement satisfaite ; quant & la seconde, elle ne contient
plus le coefficient n et elle peut s’écrire

®) Sm* +2Um + T =0,

d’ot 'on conclut que :

Dans tous les déplacements possibles d'un solide assujetti a quatre conditions,
le lieu des points dont les trajectoires sont tangentes a des directions asymptotiques
de leurs surfaces trajectoires respectives est une surface dw 3° ordre contenant les
droites A" et A" quand elles existent (1).

Sur une droite rencontrant A" et A', il n’y o qu'un seul point jouissant de cette
Propriété.

Inversement pour un point donné du solide (@, b, ¢), il existe deux déplace-
ments caractérisés par les substitutions s = m'¢ et s = m’t qui font décrire a ce
point des trajectoires tangentes aux directions asymptotiques de sa surface trajec-

toire. Il suffit en effet de prendre po ’_‘!,' t m" les racines de I’équation (5). Ces
.\,\“' 1,»‘-‘,”
N\ 32

Q‘ (;:
(!) Mannheim. 0
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racines seront égales si I'on a
(6) U — ST =0,
d’ott 'on conclut que :
Le liew des points dont les surfaces trajectoives offrent des points paraboliques

est une surface du 6° ordre contenant A" et A" (1).
Considérons la droite représentée par le systéme

™ ( Adh+ Bip + Cv=0,

b { AL +Bp+GCGyv=0,

et qui est le lieu des points dont les normales a leurs surfaces trajectoires ont
une direction donnée (2, p., v), cette droite rencontre A" et A" et I'on a

A ST - 1~ Al v .
B/C, — B, G, GiA; — CoA; — A{B, — B/A,

(8)

Remplagant dans l'équation (6), c’est-a-dire dans S, T, U, les déterminants

]

mineurs B, G, — B; C,, ... par des quantités proportionnelles %, p, v, il vient
[Adh -+ By + Cov]® — [Ash + Biu + Cov] [Aek + Bip + Civ] =0,

équation d’une surface du 2¢ ordre dont l'intersection avec la droite donne les
points paraboliques.

On peut dire aussi que la surface (6) sépare I'espace en deux régions dont I'une
contient les points dont les surfaces trajectoires ont des indicatrices elliptiques et
I'autre les points a indicatrices hyperboliques.

Siun point de espace M (a, b, ¢) est tel que ses coordonnées annulent simul-
tanément les fonctions S, U et T, un déplacement quelconque imprimé au corps
fera décrire a ce point une direction asymptotique, car I’équation (9) sera satisfaite
quelle que soit m.

Or, a l'aide des équations (7), on peut prendre pour coordonnées du point
. BV , f=. - .
inconnu ~ = et conserver . D’un autre coté, les équations

D=0 R O S ()2

deviennent, en se servant des équations (8),

ALXN + Bi o + Gy =0,
(9) Ak + By + G v=0,
AN+ Biu+ CGiv=0,

relations linéaires en «a, b, ¢ et %, p, v. Tirant b et ¢ du systéme (7) pour les porter
dans le systéme (9), on obtient 3 équations linéaires en « et du second degré

(1) Mannheim.

Document numérisé par la Bibliothéque universitaire Pierre et Marie Curie — UPMC — Cote : HF uf 166 19 2
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.en %, p, v. L’élimination de ¢ entre ces derniéres conduit & deux cones du 4e ordre
en %, w, v, pouvant avoir 16 génératrices communes. Enfin & chaque direction de
ces génératrices 2, u, v correspond, d’aprés I'une quelconque des équations (9),
un seul point donné par son abscisse @. On peut donc dire que:
Dans un solide assujetti & quatre conditions, il existe 16 points décrivant des
éléments plans.
Sur une droite rencontrant A’ et A", il ne peul exister qu'un seul de ces points.
Enfin, d’aprés les équations (9), on peut remarquer que ces 16 points sont sur
une surface du 3 ordre
bAL B G § ,
i AL ot st ! =
| &% B G|
Soient encore m' et m' les deux racines de 'équation (5) correspondant aux
mouvements particuliers qui font marcher le point M (a, b, ¢) suivant des direc-

tions asymptotiques. Les composantes des vitesses du point M seront pour le
mouvement (m') proportionnelles a

Aom! + Ay, Bym' + B, Com' + C,
et pour le mouvement (m’) a

Alm" +~ A, Biwm' + B, Cim' + C,.
Ces deux vitesses seront rectangulaires, si 'on a
(A;m' + A} (Aim' + A)) + (Blm' + B}) (Bim' + B)) + (Cim’ + C) (Cim’ + C)=0,
ou bien

Em' m' + G (m' +m") + F =0;

et comme on a d’ailleurs

m' m'—T—, m' +m"——g§,
S S
il vient

ET — 2GU + SF =0,

équation du 5¢ ordre en a, b, ¢, d’ot1 'on conclut que :

Le liew des points du solide dont les surfaces trajectoires ont des courbures
égales et opposées est une surface du 5° ordre (1).

Cette surface passe par A’ et A', et toute droite qui rencontre a la fois A" ef A
ne présente plus que trois points jouissant de celte propriété.

" () Mannheim.
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Courbure des surfaces trajectoires.

39. L’équation du plan tangent & la surface trajectoire du point M (a, b, c)
peut s’écrire
X—a, A, Al]
Y—b B, B | =0
Z—e¢, Ci, G

La distance ¢ & ce plan du point déplacé M’ est donnée par la formule
1
Ags + At + 5 (ALs® + 2A%st + AjtY), A, A,

1 : ,
De= | Bis—+ Bit + - (Bls" + 2Bust + BirY), B, B |,

; 1 ; ’
Cis + Cit + 5 (Cos® + 2Chst + Cat?), G G

qui se réduit visiblement a
(2) 2De = Ss* + 2U st + T¢*. -

Cette équation représente, a I'aide des variables s et ¢, indicatrice de la surface
trajectoire. D’un autre coté, la distance MM’ = ds a pour expression

ds® = (Als + Ajt)® -+ (B/s + Bit)? + (Cs ++ Cit)Y,
c¢’est-a-dire '
3) 9Re = ds? = Es? + 2G st + Fe2.
Si T'on désigne par R le rayon de courbure de la section normale dirigée sui-
vant MM', on aura ainsi I'équation d’'un cercle de rayon ds tracé sur la surface.
Exprimons que ce cercle est doublement tangent a la conique indicatrice ou que

les sécantes communes se confondent. Multiplions pour cela (2) par R et (3)
par D, puis retranchons, il vient

(SR — ED) ¢* + 2 (UR — DG) st + (TR — FD) ¢* = 0.
Les sécantes communes se confondront si 'on a la relation

(UR — DG)* — (SR — ED) (TR — FD) = 0,
ou bien
(U* — ST)R? + (EDT + SFD — 2UGD) R = D* (G* — FE) = 0,
équation du second degré qui donne les deux rayons de courbure principaux de

la surface trajectoire du point M (a, b, ¢).
THEVENET. 15
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104 DEPLACEMENT INFINIMENT PETIT
Or, on a posé
D* = (B/C, — C;B))* + (C/A; — A/ Cy)* + (A/B; — B{A)),
= (A + B + C:?) (A,® + B + G;2) — (A/A, + BB, + C:C))?,
= EF — G*,
par suite, I’équation aux rayons de courbure peut s’écrire
(Ut —ST) R* + D (ET + SF — 2UG) R — D* = o.

Cette relation nous permettrait de retrouver quelques-uns des résultats précédents
et nous donne en outre 1'expression de la courbure

1 U — 5Ty

R'R’ D

Considérons une droite de direction 2, p, v rencontrant A" et A", quand elles
existent, ou dans tous les cas la droite

Ain 4+ Bip + Civ=0,
AN+ Bip + Cv=0,

on aura, en remplacant dans I'expression de la courbure B; C; — B, C, etc..., par
des quantités proportionnelles 2, u, v,

1 (A% - Bip + Chv)* — (ALX + Bly + Chv) (AU + Bip + Civ)
R'R" — D? ’

d’ott I'on conclut que le long d’'une droite rencontrant A' et A", la courbure
sexprime par une fraction rationnelle dont les deux termes sont du second
degré par rapport a Uabscisse du point de cette droite. Cette courbure s’annule
par conséquent deux fois.

I1 nous reste a obtenir les directions des lignes de courbure principales. Il suffit
pour cela de chercher le maximum ou le minimum d’une fonction ds* de deux
variables s et ¢ ‘

ds* = Es* + 2G st + F¢,

liées par I'équation de I'indicatrice
2Dc = Ss* + 2U st + Tt

Igalant & O les différentielles des deux expressions et éliminant le rapport d_i’ il

vient
Ss + Ut  Us+ Tt
Es+ Gt Gs + Ft

ou bien
(SG — UE) s* + (ST — ET) st -+ (UF — GT) * = 0,

équation qui donne pour ; deux valeurs m' et m' correspondant a des déplace-

Document numérisé par la Bibliothéque universitaire Pierre et Marie Curie — UPMC — Cote : HF uf 166 19 2



D’'UN CORPS SOLIDE. 105
ments faisant décrire au point M (@, b, ¢) des directions principales. On peut donc
dire que pour un méme déplacement dans lequel ; = m, le liew des points qui se

meuvent suivant des directions principales est une surface du 5° ordre, et que
toute droite rencontrant A’ et A" n’a que trois points jouissant de cette propriété.
Quant aux tangentes principales, elles ont pour équations

X—a ' Y—b L =0
Am + A B;m' +B,” C/m' T
X—a Y—b Z—ic

Kw=A_ Bwm +B CGm~+¢C
Il est du resﬁe facile de vérifier qu’elles sont rectangulaires ou que
Em'm" + G (m' 4+ m') + F =0,
en ayant égard & I'équation qui a fourni les valeurs de m’ et m’ et qui donne

_UF—6T P
=SG—UE’ + M =SG—_ UK

1] ”

m m

d’ot résulte I'égalité précédente.

Directions conjuguées sur les surfaces trajectoires.

40. L’équation de la conique indicatrice est, dans le systéme des coordonnées

sett,
2De = Ss* 4- 2Ust + T2

Considérons le point de cette conique M’ correspondant au couple de valeurs (s, t)
de ces variables. Si 'on différentie I'équation précédente, il vient

ds  Us+ Tt
dt—  Ss+ Ut
e ., 8 . . ds R
Désignant ensuite 7 par y, on voit que le rapport des accroissements —-= p’ qu il
faut donner simultanément & s et & ¢ pour suivre la conique indicatrice est 1i¢ au
S e

rapport ; = p. par la relation

e o Up + T’

Sp+U
ou bien
Suu' + U@ +p)+T=0.

Telle est la relation qui doit exister entre les coefficients w et p’ pour que les
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déplacements correspondants fassent décrire au point M (a, b, ¢) deux directions
conjuguées sur sa surface trajectoire.

Inversement, étant donnés deux déplacements quelconques caractérisés par les
rapports p. et ', le liew des points auxquels ces deux déplacements font décrire
des trajectoires conjuguées est une surface du 3° ordre contenant encore les
droites A" et A".

Si a I'équation précédente on joint la relation

(Asp + A (ASp" + A)) + (Byp + B) By’ + B) + (G + Co) (Gop + C) =0,

qui exprime que les trajectoires correspondantes sont rectangulaires, il vient, en
simplifiant,
Epp' + G+ p') + F=0,

équation qui représente une surface du 2¢ ordre. On peut donc dire que :

Si Uon donne -d un solide assujetti a quatre conditions deux déplacements
quelconques, il existe dams ce solide une infinité de poinis auxquels ces deux
déplacements font décrirve des éléments de lignes de courbure, et ces points sont

sur Uintersection d’une surface du 3° ordre et d'une surface du 2° ordre.

Ombilics des surfaces trajectoires.

41. Rappelons les formules qui donnent les projections X —a, Y — b, Z —¢
du rayon de courbure d’une section normale de la surface décrite par M (a, b, ¢),

(BiC; — CiBy) (Em* + 26m + F)

B Sm? +2Um + T

Y—b _(‘C{A'—AtC)(Em2+2Gm+F)
Sm? + 2Um + T

/_c_(AtB'—BéA;)(Enz +2Gm+F),

Sm? +2U0m + T

on voit que, sil'on a

| E_G F -

oA

le rayon de courbure est indépendant de m, c’est-d-dire indépendant de la direc-
tion de MM'. L’élément de surface présente donc en M un ombilic. D’ou 'on
conclut que le liew des points ombilicaux est Uintersection de dewx surfaces du
5 ordre, et les coordonnées du centre de courbure seront

B:C; — C: B, CA, —GA; AiB, — BiA,

Xf-a:— S ,E"Y—b:——S————}“’ /,_c:__.s_.__E‘
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vas particulier ou les droites A’ et A" se rencontrent constamment.

A2, Si les quatre conditions imposées au solide sont telles que les droites A’
et A" se rencontrent quelles que soient les variables indépendantes s et ¢, on peut,
ainsi que 1'a fait remarquer M. Ribeaucour dans une note sur la déformation des
surfaces (Comptes rendus de UAcadémie des Sciences, 14 février 1870), considérer
le mouvement indéterminé du solide comme résultant du roulement d’une surface
liée au corps sur une surface fixe dans I'espace et applicable sur la premicére.

Introduisons 'hypothese précédente dans les formules générales du déplacement
d’un point quelconque M (a, b, ¢) que nous rappelons ici,

s

1 - o " "
[ *=a — v, bt + w,c.8 + 3 [Aks® + 2ALst + Ant*] + ...,

[
\ 1 nr .2 4 v 49
™) # y="b + oot + gs + 5 [Bs*+ 2 Bist + Bit] + ...,

1 ;
LT =c o+ gt — w,as + 5 [Cis? + 2 Cfst + Cat®] + ...
Par définition les droites A’ et A" sont des droites susceptibles de devenir
immobiles pour des déplacements convenablement choisis, c’est-a-dire pour des

S g . S s
valeurs convenables du rapport » des deux rariables supposées infiniment petites.

S ’ . . .
Posons donc e et le déplacement du point (a, b, ¢) aura pour projections

2

, t
Se=[—wb + w,c.m]t + 5 [Afm® + ...,

2

t
[0, + g, m]t—+ 5 [Bssm® + ...,

I

(s 7

4
2

t
9. — w,am]t + 3 [Csm® + ...

o7
«
I

Pour qu’un point du solide soit immobile au 2¢ ordre prés, il faut que on ait

—w, b+ w,cm =0,
(2) oo+ gm =0,
g, — w,atn = 0.

Les deux derniéres équations donnent, par I’élimination de m,

2 glgw',

a” —
W, »,

ce qui montre que les droites A’ et A" sont situées, ainsi qu'on l'avait vu précé-
demment, a égale distance de part et d’autre du plan zOy. Done, pour que ces
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droites se rencontrent, il faut que la valeur de @ soit nulle, ce qui exige que g, =0.
On voit de plus que, d’apreés la seconde équation (2), il faut que g, soit aussi nul.

Ainsi, pour que les droites A’ et A’ se rencontrent, il faut que les deux vitesses
de glissement le long des axes instantanés concourants et rectangulaires soient
nulles. De plus, pour que A’ et A" se rencontrent constamment, il faut que les
deux fonctions g, et g, des deux variables s et ¢ soient nulles, ainsi que toutes
leurs dérivées partielles. '

Etudions actuellement les simplifications que les résultats précédents vont
amener, soit dans les formules fondamentales, soit dans les six relations qui

. . A ool d*x s T = . L
expriment I'identité des dérivées —— et ———-> etc... Ces relations se réduisent
dsdt ~ dtds

aux suivantes :
do)s dp, do, d, da, da,
= —_— = —_ W, — — _ =
3 at " ds’ ds dt %ds at T %
%) dv+ dw__o du_o du_o.
Cgs TG T At 0 ds

les formules du déplacement deviennent plus simples que les formules (1)
et on a

ap do d v
— (.)p—litlc——d—t—t b— wia + v, — i
y dw da,
(5 / ,”,:—dt" @ — o = ‘¢ — wib,
) da dag
‘\ H = dtfb_ mta?ta,
do, Ve dw
AsS———J—C'—- (OR d‘ b———ws’a—md—d—>
s s $
_ \ dw, da,
(5) By —1; E‘S— @ — 0, == 0
da, do,
\ G = w, Eb_ d—s'a— wlce,
/ dap dw, dv
\ =) —d—-t = s 0 7=
o I do da
(6) ¢ Bu= d—; a — [Log —d—; — W, | ¢,
da, ap,
C=w,—b— w, — @
T ds ds
du du -
Les deux équations — =l = 0 nous montrent que le point de rencontre

des axes instantanés rectangulaires varie sur une surface tangente au plan de ces
axes qui n’est autre dans 'état initial que le plan zOy. Les deux surfaces, appli-
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cables I'une sur l'autre et dont I'une supposée liée au solide roule sur l'autre
supposée fixe, sont donc tangentes entre elles et ont pour plan tangent commun
le plan zOy.

Cherchons actuellement les valeurs que prennent, dans le cas particulier qui
nous occupe, les différentes fonctions qui figurent dans I'étude des surfaces tra-
jectoires. On a

BiCi — (B, = — w,w, a?,
@ CeA;, — A C, = — w,w, ab,
A/B, — B/A; = — v,0, ac,

D = vl w2 a® (a® + b + ¢?),

( E=A;® + B2 + G, = w? (a® + ¢Y),

(8) G=A;A; + BB + (C; = — w,0,be,
e F=A:*+ B:® + G = v (o® + b?),
( S = — AL w,0,a° — Biw,0, ab — CLo,0,0¢c = — w,0,a [Ala + Bib + Cjiel,
(9) { U= — Al v0,0° — Bho,0, ab — CLo,0,0c = — o,0,a [Ana + Byb + Cicl,
T=—A} v,0,0° — Bio,w, ab — C,o,v,0c = — w00 [Ata + Byb + Ciel.

Quant aux derniéres parenthéses, les formules (4), (5), (6) donnent

dw ] dw

g A;’sa+ Bz’sb ks CIXSC :—(A);Z (ae == 02)—wsa;a:—E—(.),%-(t,
dv dv

(10) ? Alo + Bjb + Che = w,0, bc + v, 7 a =— G+ w, e a,
, dv dv

| A;a—i—-Bﬁ';b—}—CZc:—wf(a?—i—b"’)—i—(nt(ﬁa :—F-{—m,%a.

Le point tangent a la surface trajectoire du point M (a, b, ¢) devient

" X— @, At'a As'
Y—b, B, B | =—ovuasX—a—ooaeb(Y—>0—ouvaecZ—c)=0,
Ii—e, G, G -
ou simplement
aX—a)+b(Y —0b)+c(Z—c)=0;
d’ott I'on voit que ce plan est perpendiculaire au rayon vecteur OM du point
décrivant. Cela devait étre, puisque le mouvement du solide peut étre considéré

comme résultant du roulement 'une sur lautre de deux surfaces se touchant en
un point O qui joue le role de centre instantané de rotation.

2 dig . , . S
Considérons le mouvement particulier du solide correspondant a 7 = m. Le

point M va prendre une certaine direction sur sa surface trajectoire et le centre
de courbure de la section normale correspondante sera donné par les formules
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générales 3
X _ (B.C, = B,C) (Em* + 2Gm + I')’
L S sm? + 2Um + T
(C/A; — G A (Em? + 2Gm + F)
Y—-b= ’
sm? 4+ 2Um + T
7 (A/B! — A/B) (Em® 4+ 2Gm + F)
b =g .

sm? 4+ 2U0Um + T

Comme on a, d’apres (9) et (10),

dw ~ Codv dv
S = w,0,a [E + , = a“ , U=uwa I:G — 0o a], T = (osmia[F — o aJ,
il vient
. — 0,00’ [Em? + 2Gm + F]
==

r E . dw dv dv
0,00 [Em? + 2Gm + F] + o,0,a u),,—(g m? — 20, o m — oy, TS

ou encore
— a [Em?* + 2Gm + F]

ST y 4 dw dv av
Em? +2Gm + F + a [m, T 20, P &ﬁ:l
et de méme

— b [Em® + 2Gm + F

Y — b= 9
dw dv dv
Em? +2Gm +F+a ':ws — m* — 2w, e m — w, E?]
, — ¢ [Em? + 2Gm + F]
Akt ~ dw dv dv]
Em? + 2Gm + F +a[ws% m? —2wt3§ m— w, H]
On pourra obtenir le rayon de courbure de la section normale considérée en
posant
P=Em* + 2Gm + F,
8 dw ) dv
K=o, = m? — 2m,d—s- m— o, o

P étant une fonction homogéne du deuxiéme degré en a, b, ¢ et K étant indépen-
dante de ces coordonnées, il vient alors

R_PV(L"’+b’-1-c’
O P + aK

On voit par suite que, pour un méme déplacement, le liew des points qui se
ineuvent suivant des directions asymptotiques de leurs surfaces trajectoires res-
pectives est une surface du second degré

P+ aK=0,
tangente en O aw plan zOy.

Document numérisé par la Bibliothéque universitaire Pierre et Marie Curie — UPMC — Cote : HF uf 166 192 -



D’'UN CORPS SOLIDE. ’ 111

Cette surface du second peut étre considérée comme jouant un role analogue &
celui du cercle d’inflexion de la géométrie plane qui est aussi tangent a la base
de la roulette; mais elle varie avec la valeur de m, c’est-a-dire avec le choix du
mouvement donné au solide.

Exprimons maintenant que le rayon de courbure de la section normale a la
surface trajectoire est infini quel que soit m, il vient

S=0, U=0,1 T—=0,
ou, en développant,

dw
2 2 2

—wi (@ + ) —w,—a=90
¢ ( ) ds ’

dv
0w, be+ v, —a=20
8V tds 2

dv

—»w?(az—}—b’)-t-w,,d—t-a::().

[’élimination de ¢ donne deux cones du second degré se coupant suivant quatre
droites partant de I'origine et sur chacune de ces droites se trouve un seul point,
sans compter l'origine, qui décrit une surface dont toutes les sections normales
ont un rayon infini. On peut donc dire que :

Lorsque le mouvement d’'un solide est déterminé par le roulement d’'une surface
sur une aulre applicable sur la premiére, il existe quatre points décrivant des
éléments plans par Uensemble de leurs déplacements possibles.

Les points du solide dont les surfaces trajectoires offrent un ombilic sont donnés
par les équations '

U_T

—_— =

S
Bl Gl

ou, en tenant compte des relations (10),

d'll? dv = dU
__E—‘(!)s?d‘ga——(}—i—h),/%a——}+wbg?a
E - G i F )
et, en simplifiant, on a
E, \  0G/ WuF
dw dv dv7

= ), == () o (0 o
*ds ‘ds "dt
ce qui donne deux cones du second degré

o, (@®+ ¢  wbe  w (a®+ b?)
- — — 3

dw av dv
ds ds dt

d’ou 'on eenclut que les points dont les surfaces trajectoives offrent des ombilics
THEVENET. 16
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112 DEPLACEMENT INFINIMENT PETIT

se trouvent sur quatre droites issues .du point O. Ces droites sont du reste les
mémes que celles qui contenaient les points décrivant des éléments plams qui ne
sont que des cas particuliers d’ombilics.
Les points dont les surfaces trajectoires présentent des courbures égales et
opposées sont donnés par I'équation
ET —2GU + SF =0,

et, en tenant compte des relations (10),

EF—F-Fw,—a]—2G[—G+w,—a]+F[—E—m glﬁa ;

ou encore v
dv dv dw
N — FE —2w, — G — —_ =
2 (G EF) + a [ml e i p S F] 0,
ou enfin, a cause de G* — EF = — D* = — o} o] @® (a* 4- b* -+ ¢"),

dv d
—20iwiat (0 + b +¢*) +a l:u),. 7F E— 20, dv —w, 5— F:l =0

d’ott 'on conclut, en divisant par a, que :

Le lieu des points dont les surfaces t7'01jectoires ont des courbures égales et
opposées est une surface du 3° ordre présentant d Uorigine un point singulier
pour lequel le cone des tangentes est

1v du dw
wt;zl‘ 2(.),dsc—msd—tF:O.

Ftudions aussi les directions des lignes de courbure sur chaque surface trajec-
toire. Les valeurs m' et m" du rapport % qui font décrire & un point M (a, b, ¢)
des lignes tangentes aux lignes de courbure sont données par I'équation

(SG — UE) s* + (SF — ET) st + (UF — GT) =0,

ou, en tenant compte des formules (10),

i dw ) dv \7],
G( E——(v)é,g—a ( (J'—l"b)idsa—‘s
w - dv 7]

—El—F —o,— ;

+ ]*( E— e ) ( Ly a)_st
— 7 " : iy e

B F( u»,d—z-a)—G(——F—m,ﬁa) st =10,

ds dt ) |

et en réduisant, puis en divisant par a,

dw dv ~ ¢
[— 0, == G——(.),EE}G l:— W, r—l—(.)td ]et—i—[(o, —l +w,dt G:]t =0
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équation homogéne et du second degré en a, b, ¢c; d’ou 'on conclut que : pour un
méme déplacement du solide, le liew des points qui décrivent des lignes de courbure
est un cone du second degré et que tous les points d’une ligne issue de Uorigine
décrivent simultanément des éléments de lignes de courbure s'il en est ainsi d’'un
seul de ses points.

Donnons enfin au solide deux déplacements définis par les valeurs y et ' du

I'apport;;- Le lieu des points auxquels ces deux déplacements font décrire des
éléments conjugués I'un de Pautre est donné par I'équation

Sup! + U@+ )+ T :.0,
qui, divisée par a, représente une surface du 2¢ ordre.

Pour que ces directions conjuguées soient en méme temps rectangulaires, il

faut que P'on ait :
Eup' +G(n +p)+F=0,

et les points communs d ces deux surfaces du 2° ordre décrivent successivement
des directions principales. D'un autre coté, d'aprés les valeurs (10) de S, U, T,
en retranchant U'une de Uantre ces derniéres équations, on obtient celle d’un plan
perpendiculaire @ Ox. Donc, le liew cherché est une conique.

Déplacements d’'un plan.

43. Considérons le plan qui, dans sa position initiale, a pour équation

ax + Py + yz2 — 3= 0;

Fig. 26.

Si 'on donne aux variables s et ¢ deux valeurs infiniment petites, son équation

devient
a0 + B,y + y,2— 25, = 0.

Les valeurs des nouveaux cosinus ou plutot leurs développements sent déja
connus. Il reste donc a calculer 2,.
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Soit O, la position du point du solide qui était en O, pour s = 0 et { = 0. Les
coordonnées &, 1, { de ce point O, (qu’il ne faut pas confondre avec 0, point de
concours des axes instantanés rectangulaires relatifs aux valeurs s et ¢ des variables -
indépendantes) s’obtiendront en faisant @ =0, b = 0, ¢ = 0, dans les formules

générales, et ont pour expressions

S P . | PR LRI, da,

S = 2— o, p 9. dt) wlgg+m,d g‘dt =l o
1 du Al d d

Ty (“"‘-?ﬁ* d{it)t2+2(_(”‘dé+9’d_%)”+d% 2]

¢ 1: dg, d% duw dYﬁ

L= = o el B —7t) A . s |

S gzt+2-(x’t dt) +2(d3) st +‘ )y o == g, dS)S

Or, d’aprés le théoréme des projections, on a

di = a5+ B0+ v, L+ 3;

d’ou Pon tire

dg, . da, dB L dy, d& dg
dt_Edt+‘dt+‘_d?' 1dt+5’1dt T
as, da, _{5 dE +a dr g
ds =5 ds " ds i ds tds _Y‘ ds’
43, e, B, dy, dE do, dydg, | dfdy,
ar =Car T g Tlae YA\Ged T atar *atar
d*t i
rugnthogs
23, d*q,  d?, v, (d Eda, dry dB dt  dy,
e " —s 2 ——t
dst  ° d2+nd°’ '(l¢’+ dsd<+ds dc ds ds
d’E oy
TGt By ds;
a2y, . d’a, dzﬁl_'_, v, & _‘axl dﬁidr dy, df
dtds—gdtds " qtds dtds ai ds dt ds dt ds
dal dE dg, (ﬁ dy, ‘i;
ds dt ds dt ds dt
d*¢ n
+ oy B‘dt
Si dans ces dérivées partielles on fait £ =0, s = 0, on aura
§=0, =0, =9 B=04 vy=r
dg 1 d§ ag dn ag
20— R0 g e =g s i)
dt, dt, dt, ds, ds, ds,
s, 48, dyy
at, = b g = =
da, dg, dy,
—— , — =0 — — .
o 0,7, s " s w2
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dg? dv da, d?y du d@ dax; dg,
B85 s B wil b QB 7 ATt - Abidkel < dR e
ark da, dw, d*q  dy, a2t du dy,
ds‘;’,:q'ds_—w“_d—s’ d—sgzdé’ dst s "9 g
d*E dv da, d? du dg, a*¢ dg,
dtds 2T TG TasT a3 drds ds

On aura alors, en écrivant le développement de 2, sous la forme

" i

S, =2+ St + 28 - [Emv 23,8t + 37 + ...
=19, = ng
dv da, dg, dg,
34 [ﬁ)f‘— g9, dt:’+ " +(/z dt‘]"‘"]”&"{’
. du dy,
] uw[ o

, dv da, du dap, dg,
gy = 9, a—-wj,ac+7 — w9, + o, P + 8 — o= g,m +YE;7

' [N

d’ott 'on conclut que 2, 3,, 3/, 2/, 3.\ sont linéaires et homogénes en a, 8, v

Enveloppe d’'un plan.

%4. Un plan 1ié au solide et dont I'équation était pour { =0 et s.:= 0
) ax + By +yz—3=0,

devient, pour les valeurs infiniment petites ¢ et s attribudes aux variables indé-
pendantes,

2) ax + By + v,z —3 = 0.

La surface enveloppée par ce plan s’obtiendra en éliminant s et ¢t entre cette
6quation et les suivantes:

g A S
da, dag, ; d'“~ d3,

Ew_i— ds * Hy dsb_dszo’
dalm dag, d‘h, dBi_
dt it gR b ek S gpE

Le point ot ce plan touche son enveloppe dans sa position initiale sera donné par
les équations

ax + 3y + vz —3 =0,
ax + By + vz — 3 =0,
wx + By + vz —3 =0,
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et en désignant par a, b, ¢ les coordonnées de ce point, on aura

3 B v 2 5 v a B o |

& B 4 R B 4 |

B Y N7 IS I e
R Tl 8 s & v |
5 te  Bs Yo @ Bi s

BT B o EENTIE

La distance du point fixe (a, b, ¢) au plan variable (2) aura pour expression

. ~
H B T
a By . —38
! ' ’ b
Qs Bs s — Cs
[ 3 ’ ' 4
a0 B — &
=
a 8 ¥
4 1} L
Qs ﬁs Vs
’ ot '
Ay r il

Remplacant dans cette derniére équation «, 3, v et 2 par leurs valeurs connues
en fonction de s et de ¢, on voit que les termes indépendants de s et de ¢, ainsi
que les termes du premier degré par rapport a ces lettres, se détruisent comme
formés de déterminants contenant des lignes identiques. Il reste donc, en posant

a B v
1 r !
d = %o o5 e

’ ! 1

Xe ;'Jz Tt
3 ? o i .2 2" o v Q2 - > 2 ¢ v

s 8% 20,88 -+ ait®, Bles®4- 20086+ BAt?, i s 4 2va st +yut?, — (35687 20,5t + 048%)

& g
5 2, g, e F=c
2dD_‘ ] [ iU N
%sy B, ) —0s
¥ ! ' !
%es B Tty — G

ou, en faisant,

" o s N " ” ol M " " " L
Zss  Pss s T Dss i Kyt E‘e‘t {5t Ost l Qg ,ﬁa T Cu
N - ' ~
« By —¢ . x B v —0 - "
, b - — o] : 0 . :U, T Wl g e == 1l
As Ss ,’s T Vs As 35 fs _ s As hed s s
2 By =3 a By — 2 Ca By —
(3) 2dD = Ss* + 2U st + Tt

Telle est la formule qui donne la distance D = CK du point C ou le plan P
touchait son enveloppe dans sa position initiale, au plan mobile P,. Si maintenant.
on admet comme évident que, deux plans P et P, infiniment voisins-et tangents a
une méme surface en C et en G, étant donnés, la distance du point C au plan 1P,
est égale a la distance du point (i, au plan P (au 3¢ ordre prés), on pourra regar-
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der I'équation (3) comme représentant la développable indicatrice de la surface
enveloppe, en ce sens que pour tout systéme de valeurs de s et de ¢ satisfaisant
4 (3), on a un plan mobile P, touchant I'enveloppe en un point G, dont la distance
au plan initial P est constamment égale a D.

Fig. 27.

V

Autrement dit, I'équation (3) représente la développable circonscrite le long de
Iindicatrice de la surface considérée.
Lo quantité d est d’ailleurs indépendante de s et de ¢ et a pour expression

s 4 5
| o £ i
[

o= ey 0 — wa = w,02 (a? 4+ £ + ¥°) = o,w,2.
| — 0B, oo 0

La quantité d n’est donc nulle que si le plan P est paralléie a 'axe des .
Sil’on met de coté ce cas particulier, on voit qu’il existe deux mouvements du
X sle Ly " S !
solide caractérisés par les valeurs m’ et m' du rapport 7 pour lesquels le plan
mobile continue & passer par le point fixe (. Ces valeurs sont les racines de
I'équation
(%) Sm? +2Um + T =0.

Dans ces deux mouvements, le plan mobile tourne autour des tangentes asymp-
totiques de la surface enveloppe.

Inversement pour un mouvement déterminé par m, I'équation (4) représente
I'ensemble des plans qui jouissent de la propriété précédente. 11 est aisé de voir
que cette relation peut s’écrire

‘ Ne— ¢ (2, B, Y)’
f (287
¢ désignant une fonction homogéne et du 4e ordre en a, §, v, et f une autre fonc-

Y,

tion homogéne du 3¢ ordre. Remplacant «, {3, y par 5t gl il vient
(s}

07w

5 ¢ (‘ﬂy Y, Z)y
f(xy,z)

équation du 5° degré qui donne la podaire de I'enveloppe des plans cherchés.
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On peut considérer les 3 équations
S::O,. Ui =10 i —10]

comme représentant 3 systémes de plans. A chacun de ces systémes correspoud
une podaire du 5¢ ordre et une certaine enveloppe. Les plans tangents communs
a ces trois enveloppes auront la propriété de passer par des points fixes ou plutot
de rester a une distance du 3¢ ordre de ces points.

Courbure de la sarface enveloppe d’un plan mobile.

45. Calculons actuellement I'angle du plan mobile P, avec le plan fixe P qui
n’est autre que le plan P, dans sa position initiale. Désignant par 6 I’angle de ces
deux plans, on a évidemment

0° = (28 + ) + (B8 + B 6)® + (y58 + veb)?,
ou bien

0% = (2 + B.® + v?) 8® + (oo + BB - Yore) st 4 (® + B2 + vi?) 68
formule que nous écrirons, pour abréger,
() 6 = Es* + 2G st + Ft%.

Ceonsidérons maintenant 'élément (E) de la surface enveloppe et le cylindre

Fig. 28.

(MCme) circonscrit a cet élément. Soient en outre mc une section droite de ce
cylindre et R le rayon de courbure de cette section droite. On a évidemment

me = 2R.ch — 2RD,
me — RS9,

) e — 2D
d’ol, en éliminant me, R = B

Telle est expression du rayon de courbure de la section droite du cylindre
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circonserit a la surface enveloppe. Remplacant D et 6* par leurs valeurs, il vient
plag ;

Ss?* 4+ 2Ust + T¢?
6 . R = .
© (Es? + 2Gst + Ft*) d

S ’ ’ . .
A chaque valeur m du rapport correspondent un élément de cylindre circons-
crit et un rayon de ce cylindre. Le maximum ou le minimum de ce rayon a
lieu lorsque le cylindre est circonscrit suivant une ligne de courbure. Or, le

maximum de I'expression
Sm?* +2Um + T

=
7

= B+ 2Gm + F

est donné par I'équation
\

Q) (SG — UE) m?* + (SF— TE) m + UF — TG =0,

dont les racines m' et m' déterminent les deux mouvements dans lesquels le
plan mobile enveloppe les cylindres circonserits suivant les lignes de courbure.
Si Pon avait

2] &r

le rayon de courbure du cylindre serait indépendant de m et les plans qui con-
viennent a ces équations auront la propriété d’envelopper des éléments de surface
présentant des ombilics.

Pour former 1'équation aux rayons de courbure principaux, on pourrait éliminer
m entre (6) et (7). On peut aussi procéder de la maniére suivante :

L’équation (D) dans laquelle en considererait 6 comme une constante représente,
a Taide des variables s et {, 'ensemble des plans P, également inclinés sur le
plan P. Cet ensemble forme une développable qui a avec la développable circons-
crite le long de Vindicatrice quatre plans communs donnés par les valeurs de s et ¢
satisfaisant aux équations

2dD = Ss* + 2Ust + Te2,

28 =—= %) — Es? 4+ 2Gst + Ft2.

Exprimons que ces quatre plans se confondent deux & deux. Multiplions la
derniére équation par dR et retranchons, il vient
(8 —EdR) st + 2 (U — GdR) st -+ (T — FdR) t* = 0,
; . § i '
pour déterminer les valeurs de ; qui correspondent aux plans communs aux deux
développables. Ces couples de plans seront confondus si I'on a

(U — GdR)* — (S — EdR) (T — FdR) =0,
THEVENET. 17
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120 DEPLACEMENT INFINIMENT PETIT
ou encore

d* (G* — EF) R* -+ d [ET + SF — 2UG] R + U' — $T = 0,
équation qui donne les deux rayons de courbure principaux.

Quant aux directions des lignes de courbure, on les obtiendra en remarquan t
que leurs cosinus directeurs sont proportionnels a I'excés des cosinus du plan P,

o+ a8+ act, B4 8,5+ Bet, v 8+ vt

tangent & I'extrémité du grand axe de I'indicatrice sur ceux du plan initial P qui
sont a, @, v.
La tangenfe & I'une des lignes de courbure a donc pour équations

X—a __ Y—b Z—-c
%5+ wut B+ Bt s 4+ vt

A 8 § . 5 ' .
en faisant 2 = m’ ou z = m’, m' et m" étant les racines de I'équation (7).
II est du reste facile de voir que les deux directions trouvées sont rectangulaires,

ou que 'on a
(asm' 4 o) (asm” + o) + (Bom' + B) (Bym" + B) + (vym' + ) (am’ + y)) = 0,
ou encore que
Em'm' +G(@m' +m') +F =0,
~en ayant égard a I'équation (7) qui a donné m' et m'.
On peut aussi former I'équation du systéme des plans normaux principaux.

Considérons pour cela les trois plans

P=ax +8y +yz —3 =0,
P—=o,c+ By + y,2 — 3 =0,
Po=a;x+ iy + v:2— 3 =0,

dont I'intersection donne le point de contact initial .. On voit d’abord que P, et P,
sont tous les deux perpendiculaires a P, car on a

aog + BB + vy, =0, et  aa + B8 + yy. =0.

On peut donc représenter un plan normal quelconque & la surface enveloppe au
point C par I'équation
Pm + P, = 0.

Sidans cette derniére équation on donne a m la valeur m', 'une des racines de
I'équation (7), le plan normal correspondant ayant ses cosinus directeurs propor-
tionnels &

am' + a, Bm' + B, ym + y,

sera un plan principal. On en dirait autant pour I'autre racine m'. Eliminant m
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entre ’équation du plan normal et I’équation (7), il vient pour le systeme des
plans normaux principaux

(SG — UE) P} + [FS — TE] PP, + (UF — TG) P? = 0.

Avant de nous occuper des surfaces enveloppes présentant un ombilic, reve-
nons sur les fonctions S, U, T, dont les valeurs sont

v v " v ’ " v v v v

Olgs ass s ss | gt ﬁ:'z "{:t — Ou Qg {‘m Yo — S

N R P T x B 1 —38
Si— ! . ; e = ! ! 5 ThisEile= y . ) ,
2] Bs s T O O 6«? Ys — 8s s ;js Ys = &,

’ ' r ' ’ r ' 1 ’ ’ ’ 7

L% St N N | e Bz W == S (] Fﬁt Mo = o

Multiplions les trois premicres colonnes de chacun de ces déterminants par a, §, y
et ajoutons pour former avec les sommes obtenues les premiéres colonnes. Il
vient, en tenant compte des identités connues,

aas + BBXS S Y‘(gs: — a, — 3;2 — \/;2 — — E’
- BB+ o= — aiai — B i — %l =— G
aal + BB + yyh =—a' — B — 1 =—F,
=5 3::'3 '[:s — T — G B ‘f«":,t — _F p:,t Y;’t Y
1 ~ —_— a 1 [ — B 1 . B
afyS = B, {, ot ayU= Sl o oapyT= p, Y/ ks
0 Bs Ys — Cs 0 ‘Bs =) ‘ 0 ,Bs s —85
0 B v —2 0 8 v —3 | 0 8y —3

ou, en ordonnant par rapport aux éléments des premicres colonnes,

aByS =E (i3 + ny) + A,
alByU=G (m,d + ny) + u,,
afyT=F (m,3 + n,) + v,

m, et n,, ainsi que A, u,, v,, représentant des fonctions homogénes en «, 8, 7 el
d’'un degré égal a leurs indices.

En tenant compte de ces formules, le rayon de courbure de la section droite
du cylindre circonscrit a 'enveloppe devient, d’aprés (6),

m,d + n, i Ng8® + 2y, 80 + vt?
d d (Es* + 2Gst + Ft?)

alyR =

Cette expression se compose de deux parties dont 'une est indépendante de la

s s e . I 1
valeur du rapport - = m, c’est-a-dire de la nature du déplacement particulier
donné au solide, et linéaire par rapport a 2.

. r S . . . .
La seconde partie seule dépend de ; et elle sera maximum ou minimum si Pona

NG — w,E) m® + (0, F — v,E) m + (p,F — 4,G) = 0.
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D’ott Pon voit que la valeur de m ne dépend uniquement que de la direction du
plan et non de sa distance a 'origine. On peut donc dire que :

St un plan enveloppe une développable circonscrite suivant une ligne de cowur-
bure de son enveloppe, il en sera de méme de tous les plans paralléles du solide.

Pour un méme déplacement particulier, les plans qui possédent cette propriété
sont perpendiculaires & un céne du 5¢ ordre.

Le systéme des plans normaux principaux de la surface enveloppe d’un plan est

(oG — pE) P; 4+ [2,F — v,E] PP, + [4,F — v,G] P2 = 0.

On voit qu’il est le méme pour tous les plans du solide paralléles a une méme
direction, car dans cette derniére équation la distance 3 ne figure nullement.
Le systéme des plans ombilicaux est donné par les équations

S U T

===

E G F
qui, d’aprés les remarques précédentes, peuvent se simplifier et se réduisent aux
suivantes :

b b %

E G F

représentant deux cones du 5¢ ordre. Dot on conclut que tous les plans nor-
maux aux génératrices communes d deux cones du 5° ordre sont des plans ombi-
licav.
Le systéme des plans qui glissent sur des points fixes est donné par les équa-
tions
S =0, "U=10""T =4,
qui peuvent s’écrire
E (myd + n,) + %, =0,
G (M3 + ny) + py = 0,
F (m,3 + ny) + v, =0,
d’oui I'on tire les relations
' Bt
E G F
qui donnent les directions des plans ombilicaux trouvées précédemment. On voit
ensuite qu’a chacune de ces directions correspond un seul plan susceptible de
glisser sur un point fixe de I'espace, quel que soit le déplacement donné au solide.
3 n'entre en effet qu’au premier degré dans les équations précédentes.
Ainsi dans chaque série de plans ombilicaux, on a un plan et un seul glissant
sur un point fixe. :
Les plans qui enveloppent des éléments de surface a courbures égales et oppo-
sées sont donnés par I'équation

ET + SF —2UG =0,
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-y

qui se réduit, en ayant égard aux valeurs de U, S, T, a la forme
EF (1,3 + n,) + v,] + F [E (m,3 + ny) + x| — 2G [G (m,3 + n,) + p,] =0,

ou encore
2 (EF — G?) (m,3 + ny) + By, + Fr, — 2Gu, =0,
d’ott 'on conclut que :
Les plans dont les surfaces enveloppes présentent des courbures égales et oppo-
sées enveloppent une surface dont la podaire, par rapport d lovigine, est une
surface du 5° ordre.

Cas particulier ou les droites A' et A" se rencontrent constamment. .

< Gt ; dg,
46. Si dans toutes les formules précédentes on faitg, =0, ¢,=0, - = 0,
d dg, dg, du du . ,
Egtl =0, di =0, 5= 0, T 0, et A 0, on obtiendra les résultats
relatifs au cas qui nous occupe. On aura alors
~ 1 0 o1 0 N d’LU r d/v b (l,v
0y — Ce — VU, Gge == Wy =ru 0L 6 — W, — A Gst — O =
s 9 t ? S f dS ) f r dt ) 13 Vy d.»S ’
ce qui donne pour les valeurs de S, U, T,
dw dv o dv
— K ﬁgs ')’s,-,s -+, ?i?a —G ‘B.L't Ys”: ‘_(D:Jgﬂt !-—]‘ f‘i;; *",'; -—(y),,;iga
WByd=| 1 p « —3 papyU=| 1 B v —3& poapyT={1 B vy —38 D
0 0 7y, 0 0 0 v, 0 0 0+ 0
0 f 0 0 0 @ 0 0 o po 0
d’ott 'on tire
ra dw , -~ i , dw
oafyS = — Edf v, + w, Tiga{ﬂl v = E2uw,0,2° — 0w, E{lg’
‘ .y dv ., = , dv
apyU=— G2 {ﬁl T o abive = Glow,a® + w0 T at,
' ol dv ot g’ , dv
afyT=—F2h v, — o, 7 apiys = Fiw,w,2® + v,0] ai AR

Le point ot un plan donné touche son enveloppe est donné par les équations

I

ax + By + vz —3
a & + By + Y52
o d + By -+ Yz

I

0,
0,
07

d’ot1 on voit que, pour un systéme de plans paralléles, les points de contact avec
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les surfaces enveloppes respectives sont sur une perpendiculaire abaissée de
Porigine sur tous les plans représentés par les deux derniéres équations.

Les fonctions E, G, F qui figurent dans 'expression du rayon de courbure de
la section droite du cylindre circonscrit ont pour valeurs

E=0(@+7v), G=-—uu0by, F=uo(@+ 8,

et la quantité 2 est égale & w,w,x.
On a done pour 'expression de ce rayon de courbure

N 2 % dU) 37 &2 L 9 2 d/U 3 A 9 9 d/U 37 42
[ES 0,06 —wlv, e 1%+ 2[G3 0,0, 42 + 0y, cﬂx] st -+ [Flw,0,a® + v,w; e it
afvR = = = 5 ’
i w,0,2 [Es®* + 2Gst + Ft?)

d’ot
dw\ , dv dv
—w, — 4+ 2w, — s e
( W, ds) S wids st + o, ai t
Es* 4~ 2Gst + Ft?

ByR =23 +

On voit par 1a que le rayon R se compose d’une partie proportionnelle & la dis-
tance 2 du plan & lorigine, et d’une autre partie qui ne dépend que de la direction

du plan et du rapport - relatif a tel ou tel mouvement particulier du solide.
Le maximum du rayon de courbure, c’est-a-dire le rayon de courbure principal,
: 8 : ' el
correspondra au mouvement 7 = m, m étant racine de I’équation (7), ou dans le
cas actuel
dw dv dw dv dv dv
—0,— G—w,—E|m +| —Fo,——w,—E |[m 4+ Fo, —— G, — = 0
[ s T s J tds T dt “ds fat T 7
: J o S ;
d’ctt Pon voit que, pour un méme mouvement m — i dw corps solide, les plans

qui enveloppent les développables circonscrites suivant les lignes de courbure sont
perpendiculaires a un cine du second degré.

Si un plan a cette propriété, tous les plans qui lui sont paralléles la possédent
également.

Les plans qui enveloppent des surfaces présentant un ombilic sont donnés par
les équations

. dw dv dv
TG e T
E - G, F

(qui représentent deux cones du second degré; donc, dans le cas actuel, il existe
quatre séries paralléles de plans ombilicaux.
Les plans qui glissent sur des points fixes sont donnés par les équations U == 0,
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S =0, T =0, qui donnent

e dw T dv o dv
Lo—msﬂzzm Gc—l—m,o—l-s—a:O, I‘o—l—w,d—ta:O.

«

I.’élimination de 3 conduisant aux deux cones précédents, on voit que dans
chacune des quatre séries de plans précédents il existe un plan et un seul qui
glisse sur un point fixe.

Mouvement d’une droite faisant partie d’'un solide
assujetti & quatre conditions.

47. Considérons une droite quelconque liée au corps solide, les éléments de
cette droite seront des fonctions déterminées des variables indépendantes s et ¢,
a 'aide desquelles on peut exprimer les paramétres de position de ce solide. Les
équations de cette droite seront

& LL=a + ag,
1 Cy="b+ B¢,
(z:c—{—y‘o,

a, b, ¢, o, B, v étant des fonctions connues de s et de ¢, et s une indéterminde.

Si l'on attribue a s une valeur constante, x, y, z seront des fonctions de ¢ et
de p et les équations (1) représenteront une surface réglée contenant un para-
meétre s. Si maintenant on fait varier ce parameétre s, la surface réglée (1) chan-
gera de forme et de position et enveloppera une certaine surface dont il s’agit
d’obtenir les équations. ;

Soit M un point de la surface réglée dont le paramétre est s, et soient ¢ et » ses
coordonnées sur cette surface. Si I'on change s en s -+ 3s, on obtiendra une
seconde surface réglée, et pour que le point M appartienne aussi a cette deuxiéme
surface, il faut que l'on puisse trouver un systéme de valeurs s + ds, ¢ -+ dt,
¢ -+ dp qui donne pour les coordonnées x, y, = du point M les mémes valeurs
que s, t, ¢, de sorte que ce dernier point serait I'intersection d’une génératrice de
la premiére surface avec une certaine génératrice de la seconde.

On doit donc avoir simultanément

(a5 +a, 0) ds + (@ + a,p) dt + adp =0,
@) \ (0 + Big) ds + (b + Bg) dt + e =0,
( (s + yoo) ds + (e, + vip)dt + yde =0,
ce qui exige la condition
» 1 as+ a9, G+ ap, a
3) ‘ b, + 8,0, b+ Big, B | =0.
Iie ot o0 e S N
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Si de cette équation on tire la valeur de p pour la porter dans les équations (1),
ces derniéres représenteront, a I'aide des coordonnées curvilignes s et f, une
surface qui n’est autre que I'enveloppe cherchée.

L’équation (3) étant du second degré en z, on voit que 'enveloppe se compose
de deux nappes que nous désignerons par ¥’ et X' qui correspondent aux deux
déterminations de ¢, o' et ¢ tirées de I'équation (3).

On peut done dire que, pour loutes les positions que Uon peut donner @ un
solide assujetli a quatre conditions, une droite quelconque lide d ce solide reste
constamment tangente d dewx surfaces déterminées X' X" qui dépendent de la
droile que Uon a choisie, de sorte que si U'on connaissait les surfaces X' et =" qui
appartiennent a une droite donnée, on awrait une idée exacte de tous les déplace-
ments qu'elle peut subir en considérant qu’elle doit rester tangente d deux swrfaces
da la fois. ' ' '

Les équations (3) exprimant que les équations (2) se réduisent & deux, on tire
des deux premiéres, par exemple,

%) ds dt dp
Bla+ap)—albi+fip)  a(bi+Bip)—Blas+aie)  (a+ ap)(b+Bip)—(bs +Bip)(a + aig)
3 ! ds
relations qui donnent pour a1 deux valeurs correspondant aux deux valeurs de ¢
o

fournies par I’équation (3).

Si 'on parvenait & intégrer I'équation (4), on obtiendrait une valeur de s fonc-
tion de ¢. A cette valeur de s correspondrait un mouvement déterminé du solide
dans lequel la droite engendrerait une développable. Or, comme ¢ est susceptible
de deux déterminations ¢ et ¢, on trouverait deux mouvements pour lesquels la
droite engendrerait des surfaces développables.

Done, parmi tous les mouvements que on peut donner @ un solide assujetti
d quatre conditions, il en existe deux qui font décrire 4 une méme droite une
surface développable. Mais comme cela a lieu pour toutes les positions acquises
par la droite, on voit qu'une méme droite peut décrire une double infinité de
développables. Pour tout autre mouvement, la droite ne décrira plus une dévelop-
pable, mais elle restera tangente aux deux surfaces ¥’ et X' qui lui appartiennent.

Supposons que de I'équation (3) on ait tiré la valeur de p pour la porter dans le
systéme (1), on obtiendra, avons-nous dit, les équations de 'enveloppe (X', X').
Si maintenant dans ces équations on fait varier ¢ en laissant s constant, on obtien-
dra les équations de la courbe de contact de la surface réglée (1) avec son enve-
loppe (X', X'). Si, au contraire, on fait varier s en laissant ¢ constant, on obtiendra
Paréte de rebroussement (tracée sur X' ') de la développable engendrée par la
droite considérée.

Lorsque les valeurs de p tirées de I'équation (3) sont égales, les valeurs de g—?
qui s’expriment rationnellement en fonction de p d’aprés 'équation (4) sont aussi
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égales, et les deux mouvements infiniment petits qui sont capables de faire
décrire a la droite des développables se confondent en un seul. La droite décrit
alors une développable unique qui a pour aréte de rebroussement l'intersection
des deux nappes X' et X'. ' ) v
Dans ce dernier cas, la valeur unique de ¢ s’exprimera rationnellement par
rapport aux éléments de la droite, et si on la porte dans I'équation (4), on aura

une équation différentielle entre s, ¢ et —- - Intégrant cette équation du premier
. ds o g
degré en T on obtiendra pour s une valeur s == ¢ (1) correspondant & un mouve-

ment déterminé du corps solide, mouvement dans lequel la droite restera‘tangente
a l'intersection des deux nappes X' et X',

Nous allons maintenant classer les droites du solide, d’apres les situations de
leurs points de contact avec ' et X' que nous désignerons par ¢’ et par ¢', el
d’aprés les situations relatives des plans tangents en ¢’ et ¢" a ces mémes nappes.

Développons d’abord I'équation en ¢ afin d’étudier les différents cas que peuvent
présenter les dispositions des points de contact o' et ¢" de la droite D. '

I’équation (3) ordonnée par rapport aux puissances de ¢ devient

’ ’ ’ ’

o o \’ GL G | a0 @& «a a, @ o

B B B p’+; b, B B+ |8 b B gt b b B —0,
% X e v 7 Yo € | e«

ou bien

®) Pe* + Qp + T =0,

en posant

P = w,w,a,
Q= 0,0, ¢ ay + ¢,0,067 + 0,0a (@ + §*) »
+ 00, baf + w0 (@ + %) — 7,087,
T = a (9.9, + 0,022 — B (0,9, — 0,0,ab) + y (0,0,a¢ + ¢,0,b).

Daprés ces valeurs des coefficients de I'équation (5) on voit que si P =0, ou bicn
si « = 0, l'une des valeurs de p devient infinie. Cela pouvait se prévoir. La droite
considérée D étant en effet perpendiculaire a I'axe des «, on peut toujours trouver
dans le conoide lieu des axes instantanés glissants une génératrice paralléle & la
droite D, et dans le mouvement du solide qui admet cet axe instantané; la droite )
se déplacera parallélement d elle-méme, donc I'une des racines de (5) devient
infinie. -

Si, en méme temps que P =0, on a Q = 0, les deux valeurs de p deviennent
infinies. Cela aura lieu si, avec 2 = 0, on a

0,0, a (8 + %) + (9.0, — g.0,) By =0,
THEVENET. 18

Document numérisé par la Bibliothéque universitaire Pierre et Marie Curie — UPMC — Cote : HF uf 166 19 2



128 DEPLACEMENT INFINIMENT PETIT

2 . 9. 1B
Ay o, oy

autrement dit, si la droite D perpendiculaire @ Ox est en méme temps paralléle a
I'une des génératrices du conoide qui ont méme abscisse qu’elle.

Si enfin on a en méme temps P =0, Q =0 et T = 0, il faut adjoindre aux
conditions précédentes I'équation :

ou bien

1 (mkw,ac -+ gswrb) i AB (0)3{],0 = ws")ﬁab) =0,

et 'élimination de B et de y conduit au conoide des axes instantanés. Cela pouvait
se prévoir, car un axe instantané glissant est une droite qui, dans le déplacement
correspondant du solide, est tangente a la fois a la trajectoire de tous ses points.

Si I'on a seulement T =0, I'une des valeurs de ¢ est nulle. Or l’équation T=0
exprime visiblement que la droite est située dans le plan tangent a la surface
trajectoire du point (a, b, ¢), il existe donc un déplacement du solide pour lequel
le point (a, b, ¢) se meut tangentiellement a la droite D, ce qui explique I'existence
de la racine nulle " = 0.

Les droites du solide pour lesquelles les points de contact avec les surfaces X'
et ¥’ sont confondus en un seul forment un complexe du 4e ordre

Q*— LPT =o.

Le cone de ce complexe relatif @ un point quelconque M (a, b, ¢) est doublement
tangent d’'une part au plan perpendiculaire mené par M 4 l'axe des x, d’autre
part, au plan tangent a la surface trajectoire de ce méme point, le contact ayant
lieu le long des intersections de ces plans P = 0, T = 0 avec le cone du 2° ordre
() =.0.

Pour toutes les droites de ce complexe, les valeurs de ¢’ et de p" étant égales,
les valeurs de m' et de m’ le sont aussi d’aprés I'équation (4). Donc les deux
mouvements du solide qui font décrire a la droite D des éléments de dévelop-
pables sont confondus en un seul, sans que les plans tangents =' et =’ aux deux
nappes X' et X' soient également confondus. Dans ce mouvement unique la
droite considérée glisse sur lintersection des nappes X' et X en lui restant
tangente.

11 est facile d’ailleurs de former 1'équation du second degré en m dont les racines
m' et m' donneront les déplacements qui feront décrire & une droite D les deux
développables qu'elle peut engendrer.

La condition pour que deux droites infiniment voisines se rencontrent est, en
effet,

| da, da, o
} ab ag, B =10,
[ de d‘(, e
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S
ou encore, en posant ;=

am 4 a,, am + o, O« ‘
bem + b/,  fom + B, B ‘ =0,
Cam 4 €,  ps i, Y

et en ordonnant

’ ’ ’ ’ \ £ . ’

a, oy o a0 o A M J /P A
6) |b; B 8|lm*+ b & Bl4+|b 8 plim+ B K B|=0,
& Y 1 le v v ¢t Y 5 6 v g g

équation que nous écrirons sous la forme
(6)' Pym*+ Qm + T, =0,

en posant
P, =wlafec— g,0, (a2 + %) — wia By,
Q, = w0, cay + g0, by + 000 (2> + £°)
— wwbap + 0,0, e (@ 4+ %) + g0, 07,
T,=—wtbay + 0 afy — o9, (@ + ).

Si 'on donne dans I’équation (6) une valeur déterminée a m, on obtient un
complexe du second ordre qui n’est autre chose que celui des droites qui, pour le
déplacement correspondant, restent tangentes a la trajectoire de I'un de leurs
points. Autrement dit, on obtient le complexe des vitesses relatif au mouvement

A S
caractérisé par la valeur m du rapport %

Si I’on fait varier m, c’est-a-dire si 'on.donne au solide tous les déplacements
compatibles avec les conditions qui lui sont imposées, le cone du complexe variera
et enveloppera un cone du 4¢ ordre

Q: — LP,T, =0.

En se plagant 4 un autre point de vue, le complexe du 4e ordre qui précéde est
formé des droites pour lesquelles les deux déplacements qui leur font décrire des
développables sont confondus en un seul.

Cherchons actuellement les droites du solide pour lesquelles les plans tangents
aux surfaces X' et X' sont rectangulaires. Pour le déplacement m', la droite glisse
sur ¥’ en restant tangente a X', pour le déplacement m' la droite glisse sur X'

en restant tangente a X'. Dans le premier mouvement, le plan qui contient les
deux positions consécutives de la droite a pour cosinus directeurs A, p, v déter-

minés par les équations

Aa +uf +vy =0,
S hda + pdB + vdy = 0.
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Dans le second mouvement, le plan de deux positions consécutives de la droite
contient encore a, 8, v, ainsi que les autres variations des cosinus de la droite, que
nous représenterons par d'a, d'3, d'y.

Les deux plans dans lesquels se meut successivement la droite contenant en
commun la direction «, {3, y, seront rectangulaires si I'on a

+
dada+ dpd B+ dydy=0,

ou en développant

(am' + @) (@m’ + o) + (Bom' + B) (Bim" + @) + (ysm' + 1) (em" + v) =0,
ou enfin

(ot + Bt 4 ) mim - (wal BB ) (0 ) e Bt =0,
Or, m’ et m" étant racines de I'équation (6), la condition précédente devient

ol (v + o) T, — (— o0 7)Q + o (o + §°) P, =0.

Remplacant T,, Q, et P, par leurs valeurs et simplifiant, il vient

w0, (¢ —by) — a (g0, + g,0) = 0,

équation d’un complexe linéaire ayant pour axe l'axe des x et pour paramétre &
dont I'expression est

| ‘ ‘ el _ glb)s i gs(“).’

- W, 0,

k

Done, Uensemble des droites pour lesquelles les surfaces X' et X' sont rectongu-
laires constitue un complexe lindaire ayant pour axe la perpendiculaire aw plan
déterminé par A" et A"

Cas particulier ou les droites A' et A" se rencontrent constamment.

48. Si les deux droites A’ et A" se rencontrent, les quantités g, et g, sont nulles
et le mouvement du solide peut étre considéré comme résultant de la combinaison
dans une proportion quelconque de deux rotations sans glissement autour de A’
et A" qui ne sont autres que Oy et Oz. Cela posé, considérons une droite quel-
conque D ayéht pour trace K sur le plan zOy. On peut imprimer au solide deux
rotations, Pune autour de A', I'autre autour de A, et telles que l'axe de la rotation
résultante soit la ligne OK. Dans le mouvement résultant, la droite DK décrit un
cone dont le sommet est K. Ce point est donc un point de la surface X’ et la lon-
gueur DK n’est donc autre chose que la racine o’ de I'équation (3). On voit de

a

plus que p’ = — —-

a
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Si maintenant on combine les deux rotations autour de A’ et A" dans un rapport
tel que I'axe de la rotation résultante soit dirigé suivant OH perpendiculaire au
plan projetant DKd de la droite sur le plan yOz, il est évident que la droite DK

Fig. 29.

) e

gt / D(abe)
A

Jo

4
se mouvant dans le plan DKd, il y a rencontre entre deux positions consécutives
de cette droite au point ot elle est coupée par le plan mené par OH perpendicu-
laire & sa direction. Soit K’ ce point, DK’ sera égale & ;" deuxiéme racine de
P'équation (3). On voit du reste aisément que DK’ = ax 4 b§ + cy, qui nest que
la projection des trois coordonnées du point D sur la direction a, B, 7.

11 est également facile de se rendre compte de ces résultats & I'aide du calcul.
[’équation en p, dans le cas qui nous occupe, se réduit a la forme

ax

ap? + [a(aa + bB + cy) +alp + a(aa + bp +cy) =0,
d’ou l'on tire

0 :__,g, o' = — (an + b + cv),

ce qui donne les longueurs DK et DK’ indiquées précédemment.
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DEPLACEMENT INFINIMENT PETIT D'UN CORPS SOLIDE ASSUJETTI
A TROIS CONDITIONS.

£9. Lorsqu’un corps solide est assujetti a trois conditions, les paramétres qui
en déterminent la situation peuvent étre considérés comme des fonctions de trois
variables indépendantes que nous désignerons par r, s et t. Si » varie seule, le
solide prendra un certain mouvement que I'on peut regarder comme résultant de
la translation d’'un point quelconque O’ du solide combinée avec une rotation
autour d’'un axe passant par O'. Les variations des coordonnées d'un point du
corps M (a, b, ¢) auront pour expressions

T3

o= [+ g — b,
= [v, + r,a — p,c],
= » [+ p,b — q,a],

07 v 07
~ =
(-

‘
IS

Py 4.5 T, veprésentant les composantes de la rotation, w,, v,, w, celles de la vitesse
du point O’.

On en dirait autant pour le cas ot I'on ferait varier successivement s et ¢. Or il
est évident que le déplacement du point M est égal & la somme géométrique des
{rois déplacements correspondant aux valeurs r, s, ¢ que I'on peut supposer infini-
ment petites. On a donc

S =r U + q.c —ib) + s + qc—rb)+t(u + qc—nrb),
Sy =r (v, + ra—p.e) + s, +ra— pe) -+t + re—pc),
8z =1 (W, + p.b —q,a) + s (w, + p,b— q,0) + t (w, + p,b— qa),

pour exprimer les trois composantes 2x, 3y, 3z du déplacement d’un point quel--
conque du solide dont les coordonnées initiales seraient a, b, c.

Avant de chercher & simplifier ces formules, proposons-nous la question sui-
vante : Quels sont les points M du solide qui sont susceptibles de rester immobiles
quand on donne aux infiniment petits r, s, ¢ un systéme de valeurs convenable-
ment choisies?

Si dans les équations (1) on fait 3x =0, 8y =0, 3z == 0, le déterminant des
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inconnues a, b, ¢ étant nul, il faut que 'on ait

© ( (rug 4 sug + tu) (p.7 + p,s + p.t) +’(rv,'. - sv, + tt:,') (q.r + g4, + q.t)

{ + (rw, + sw, + tuy) (r.r + 1,5 + r,t) = 0.
Pour tout systéme de valeurs de r, s, ¢ satisfaisant a cette équation, les deux
premiéres équations (1) ot I'on a fait 2o = 3y = 3z = 0, représentent une droite
lieu de points immobiles. Eliminons r, s, ¢ entre les deux premiéres équations (1)
et I'équation (2), ou, ce qui revient an meme, entre les trois équations (1), il vient

U, + q.c —v,b, w;, +q.c—rb, u + qc—rb
(3) vy A @ — pC, Uy + e —pe, v +iae—pe | =0,
w,+ p.b—qa, w4+ pdb—qa, W+ pb—q,o

équation du second degré en a, b, ¢ et qui représente un hyperboloide. Dot I'on
conclut que :

Le liew des droites susceptibles de devenir immobiles pour tous les systémes de
valeurs de r, s, t satisfaisant a Uéquation (2) est un hyperboloide.

Supposons actuellement que 'on ait pris pour axes de coordonnées les axes
principaux de I'hyperboloide précédent. Effectuons en outre un changement de
variables en posant ’

Up 1" 4 Uy S 4+ Ut =1,
(%) v, r 4 v, 8 + v t =35,
Wear + W, s + wit = t',

ce qui est possible si le déterminant des anciennes variables n’est pas nul dans
les équations (4). Cela revient a prendre pour nouvelles variables indépendantes
les coordonnées infiniment petites du point mobile O’ par rapport aux axes fixes
qui ont été choisis précédemment. Il vient alors, en supprimant les accents,

S =1 (1l + ¢q,¢ — ».b) + s (q,c — »,b) + t(g,c — nb),
5) Sy =7 (r,a — p.c) + s (1 +ra—pe) + t(rna—pc),
3z =7»(p.b—q,a) + s (p.b — q.0) + t(1 + p,b — q.a),

et hyperholoide lieu des droites immobiles devient

1+ q.¢c— ».b, q,c — r,b, q.c — b

r.a —p.c, 1+ ra—p.e, ”0 — P,C —07
p.b—q.a, p,b—qa, 1+ pb—qa
ou encore
1+ ¢.c—rb, r.0 — p.c, pb—gqg.a |
g e —=\rlb =i L —p,c, p,b—q.a ( == (i},
q.c — ¥, ra—pe, 1+pb—qa |

Cette surface étant rapportée a son centre, les coefficients de a, b, ¢ doivent

Document numérisé par la Bibliothéque universitaire Pierre et Marie Curie — UPMC — Cote : HF uf 166 19 2



134 DEPLACEMENT INFINIMENT PETIT

¢tre nuls, done on a
rn—¢=290, p—rn=0¢—p=0.

D’un autre coté, si dans le systéme (5) on fait 2z —= 3y = 3z = 0, on obtient

{rois équations qui, pour étre compatibles, exigent la condition

r(p.r + p,s + pt) + s(qr + q8 + qt)+ t@r + s+ rt)=0,
qui peut s’écrire
(7) pr® + q,8* + it + rs (p,+ q.) + ot (p, + 1) + st (g, + r)=0.

Cette équation du second degré représente un cone d’ou I'on voit que, pour
quil existe une droite immobile A dans le solide, il faut que 'origine O’ mobile
avec le corps décrive une certaine génératrice Og du cone (7). Mais alors le
plan (O, A) ne peut étre que perpendiculaire & Og, et comme le plan (O, A) est
tangent au cone asymptote de I'hyperboloide, on voit que le cone (7) est le cone
supplémentaire de ce cone asymptote. Or, I'hyperboloide étant rapporté a ses
axes principaux, il doit en étre de méme du cone (7), par suite, on a

g, —=10; A= 0 q. +r, =0,

et en tenant compte des relations

P, — q. =0, P, =1k q,

on voit que 'on a

O R g A=—— S0 S — S0 S — ) ) B — L O ) !

Les formules fondamentales qui donnent le déplacement d’'un point quelconque
du solide M (a, b, ¢) deviennent alors

de=1r + (q,¢).s — 1,b.¢t,
dy = — p,.c.* + s + ra.t,
dz = p,br —q,a.s + t.

On voit par la que le déplacement du solide dit d la variation simultanée des
quantités r, s, t peut étre considéré comme résultant de la combinaison de trois
mouvements hélicoidaux effectués autour de trois droites rectangulaires qui sont
les axes principaux de Uhyperboloide liew des droites immobiles.

Si Pon désigne maintenant par P, Q, R les vitesses de rotation autour des
axes Ox, Oy, Oz, I’équation de 'hyperboloide (3) devient

1 Qe —Rb
—Pe 1 Ra =10
Pb —Qa 1l

ok
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ou bien
a? b 1

Quant au cone supplémentaire (7), son équaﬁon est
P#* 4 Qs* 4 Rt* = 0.
Chaque génératrice de ce cone correspond a une génératrice A de I'hyperboloide,
et si le point O’ du solide décrit une génératrice du cone, le solide tourne sans

glisser autour de A.

Axe instantané glissant relatif & un déplacement quelconque
du solide.

50. Supposons que I'on fasse décrire au point O’, que nous désignerons sous
le nom de point central du solide, un chemin QO’ infiniment petit dans une
direction déterminée O'D. Le point O’ devant se mouvoir sur une droite donnée,

le solide se trouve assujetti & deux conditions nouvelles, ce qui fait en tout cing
conditions. Son déplacement se trouve alors déterminé au moins dans ses éléments
du premier ordre.

Les coordonnées du point O" étant r, s, ¢, les rotations autour de Ox, Oy et Oz
auront pour valeurs Pr, Qs, R¢. L’axe instantané glissant, c’est-a-dire le lieu des
points dont les déplacements ont des projections proportionnelles 4 ces rotations,

aura pour équations

r+ Qes —Rbt  —Per + s + Rat  Pbr— Qas + ¢
Pr B Qs > Rt

o)

et la vitesse de rotation autour de cet axe sera donnée par la forniule

o = VP 1+ Q's* + R
THEVENET. 19
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136 DEPLACEMENT INFINIMENT PETIT
Cherchons en outre la valeur du glissement le long de cet axe. Ce glissement g
west autre chose que la projection de 0’0" sur la direction de I'axe instantané

. . ! Pr Qs Rt
dont les cosinus directeurs sont — Lona donc

Pr? + Qs? + R¢?
o 3

(0]

et le paramétre du mouvement hélicoidal correspondant sera

i =9 — Pr? + Qs* + Rt
@ =T P+ Qs & RO

d’ott lon voit que le liew des déplacements 0’0" du point central, pour lesquels le
mowvement du solide o un paramétre hélicoidal donné, est un cone du second
ordre.

Le lieu des axes instantanés qui correspondent & un méme paramétre &
g’obtiendra en éliminant r, s, ¢ entre les équations (1) et (2). Or, si 'on multiplie
haut et bas les rapports (1) par Pr, Qs, Rt respectivement et si 'on ajoute terme
A terme, on obtient la quantité & comme valeur commune de ces mémes rapports.
Te résultat de 1’élimination sera donc

I kP, Qe, —Rb
— Pe, 1—kQ, Ra | =0,
Pb, —Qa, 1—kR
ou bien
42 b? 2 1
a"l‘——l—c k¥ =0.

PTo TR TPQR

D’ou on voit que le liew des axes instantanés glissants relatifs des déplacements
hélicoidaux de méme paramétre est un hyperboloide concentrique et homothétique
a Uhyperboloide principal relatif a des mouvements de parametre nul. ‘
En résumé, le solide se trouve découpé par une série d’hyperboloides homothé-
liques et concentriques. Toutes les génératrices d'un méme systéme de chacun
deux sont des azes instantanés pour des déplacements convenablement choisis.
Enfin celles de ces génératrices qui appartiennent a un méme hyperboloide cor-
respondent d des mouvements hélicoidaux de méme paramétre.
Quant au cone des déplacements du point O', son équation est

Py + Qs® + Ri* — k (P + Q%s® + R*f?) = 0.

Si I'on fait varier k, on obtient une série de cones qui ont pour axes les axes de
coordonnées.
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D'UN CORPS SOLIDE. 137

Déplacements simultanés des différents points du solide.

51. Les formules qui donnent le déplacement d’un point quelconque M (a, b, ¢)
du corps
x =1r + Qecs — Rbt,
= — Pe¢r 4+ s + Rat,
=Pbr — Qas + t,

P

07 07 ©O7
<

o

montrent qu’a toute figure infiniment petite décrite par le point O" dont les coor-

Fig. 31.

%

données sont r, s, t, correspond une figure homographique décrite par M’ autour
du point M.
Supposons par exemple que le point O" décrive un plan infiniment voisin de O’

Ar + Bs +Ct =,

le point M’ décrira un plan infiniment voisin de M et dont I'équation sera
p p I

Sk 1 Qc —Rb
gy — Pe 1 Ra
@) 32 Pb —Qa 1 =10,

en y regardant 3z, 2y, 3z comme des coordonnées courantes.

La distance au point M du plan décrit par M’ est proportionnelle 4 la distance ¢
du point O’ du plan décrit par O". Si ce dernier passe par O', ou si 'on a ¢ = 0,
le plan décrit par M’ passe par M, et tous les points du solide décriront des élé-
ments de surface. Cela pouvait se prévoir, car le point O' étant astreint & rester
sur un plan, le solide se trouve dés lors assujetti a quatre conditions.

Supposons maintenant que le point M se trouve sur hyperboloide central, ou
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138 DIEPLACEMENT INFINIMENT PETIT
que P'on ait
1 Qe — RbD
A = — Pe 1 Ra — 0.
Pb — Qo 1

Le plan (2) décrit par M’ passera par M, quels que soient les infiniment petits
r, s, t, cest-a-dire quel que soit le mouvement du solide compatible avec ses
liaisons. Done :

Tandis que les différents points du solide peuvent se mouvoir en général dans
toutes les directions, ceux qui se trouvent sur I’hyperboloide A = 0 ne décrivent
que des éléments de surface ().

On peut se rendre compte de cette propriété des points de I’hyperboloide
central par les considérations suivantes :

Un déplacement quelconque du solide peut en général étre regardé comme
résultant de trois déplacements possibles, eu égard aux liaisons. Choisissons pour
ces trois déplacements trois rotations sans glissement autour des génératrices
A’, A", A” de ’hyperboloide central. Un point quelconque M de cette surface fait

Fig. 32.
G Af Jh

J oy

\‘// // //,' /
11/

partie d’'une certaine génératrice G d'un systéme opposé a A’, A", A”, et il est clair
qu'une combinaison quelconque de rotations autour de ces derniéres droites ne
pourra faire éprouver au point M que des déplacements normaux a la droite G M,
et que par suite ce point M ne décrira qu'un élément de surface normale GM.

Supposons actuellement que I'on fasse décrire au point. O" un ellipsoide infini-
ment petit ayant O’ pour centre; il est évident qu'un point quelconque du solide
M’ décrira un autre eHipsoide ayant M point centre.

D’un autre coté, il est clair que, au milieu » d'un segment O;0; qui joint le
point O} (v, s, t,) au point O; (r, s, t,), correspond le milieu y. de la droite M,M,.
Donc, 4 un plan diamétral de I'ellipsoide décrit par O" correspond un plan diamé-
tral de celui que décrit M' '’homologue de O".

() Mannheim, Journol de I’ Ecole polytechnique, 43¢ cahier, t. XXVI
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Si en particulier le point O' se meut sur une sphére, on peut dire qu’a trois
déplacements rectangulaires et égaux du point O’ correspondent pour tous les
points du solide des déplacements suivant trois diamétres conjugués de leurs
ellipsoides respectifs.

A un cone du second ordre décrit par O” avec O’ comme sommet, correspond
un cone du second ordre décrit par M" avec le sommet M'. Considérons spéciale-
ment le cone des déplacements de O’ auxquels correspondent les droites immo-
biles A" A" ... de 'hyperboloide central. A un déplacement O’ 0" situé sur ce cone
répond une rotation du solide autour de A’ génératrice de ’hyperboloide. Dans
cette rotation, un point quelconque du solide subira un déplacement MV perpen-
diculaire au plan (M, A"); mais ce dernier plan est tangent a 'hyperboloide central.
Donc, le lieu des déplacements infiniment petits du point M est le cone supplé-
mentaire du cone qui, ayant M pour sommet, est circonscrit a I'hyperboloide
central. Si le point M fait partie du lieu connu des sommets des cones de révolu-
tion circonscrits a I’hyperboloide, le cone des déplacements MV sera aussi de
révolution.

Droites conjuguées d’'une droite donnée.

52. Soit D une droite quelconque du solide auquel nous faisons subir un dépla-
cement déterminé par les projections », s, ¢ de O’ 0" sur les axes de coordonnées.
Pour obtenir une conjuguée de la droite D, il suffit de prendre sur cette droite
deux points M" et M" et de mener par ces points des plans normaux a leurs dépla-
cements respectifs. Or nous pouvons prendre pour ces deux points ceux ou la
droite D rencontre I’hyperboloide central, et I'on sait que tous les déplacements
possibles de M’ sont normaux a la génératrice (i' passant par M’ et qui est du
systeme opposé a celui des droites immobiles A" A" ... Donc, les plans normaux
a tous les déplacements possibles de M' passeront tous par G'.

On verrait de méme que les plans normaux & toutes les trajectoires possibles
de M" passent tous par la génératrice G" qui contient M" et qui est du systéme
de G'. '

On peut donc dire que :

L’ensemble des conjuguées d'une droite donnée forme une congruence ayant
pour directrices les deux génératrices de Uhyperboloide central qui rencontrent
la droite donnée et qui sont du systéme opposé a celui des droites susceptibles de
devenir immobiles.

Si en particulier la droite D est tangente & ’hyperboloide, 'ensemble de ses
conjuguées n’est autre chose que la congruence des tangentes & I’hyperboloide
que I'on peut mener & cette surface en tous les points de la géndratrice G qui
passe par le point de contact.
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Systémes de complexes de droites perpendiculaires
' aux trajectoires possibles de leurs points.

53. Considérons un déplacement possible du solide déterminé par le systéme
des valeurs r, s, t des projections de 0’0" sur les axes de coordonnées, a ce dépla-
cement correspond un complexe linéaire de droites perpendiculaires aux trajec-

’

toires de tous leurs points. Pour en obtenir 'équation, considérons la droite

X =mz
Y= N3 + v,

cette droite fera partie du complexe s'il existe un point a, b, ¢ tel que Ion ait

a=mc + y,
b— nc + v,
ot
mex + ndy + 2z =0,
ou bien

m (r + Qes — Rbt) + n (— Per + s + Rat) + Pbr — Qas + t = 0.

Remplacant @ et b par leurs valeurs mc + p et ne + v, il vient
m [r + Qes — Rt (ne + v)] + n[— Per + s + Rt (me + w)] + Pr (nc + v)
— Qs (me + p)+1t=0,
puis réduisant, on a
r(m 4+ Py) + s —Qu)+t(1—Ro)=0,
en posant my — np. = o.
Si I'on donne aux variables r, s, ¢ toutes les valeurs possibles, on aura le systéme

de tous les complexes de droites perpendiculaires aux trajectoires de leurs points.
Tous ces complexes possédent en commun hyperboloide

m—+Pyv=0, n—Qu=0, 1—Ro=020;

pour obtenir I'équation de cet hyperboloide, il suffit d’éliminer m, n, w, v entre
les équations précédentes et celles de la droite. On est conduit & I'équation

ati Bh sk |l

P Q R PQRT
qui n’est autre que celle de I'hyperboloide central. Cela devait étre, car on a vu
que les génératrices G de cette surface sont normales a toutes les trajectoires
possibles de leurs différents points.
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CHAPITRE TV

DEPLACEMENT INFINIMENT PETIT D'UN CORPS SOLIDE ASSUJETTI
A DEUX CONDITIONS.

5%4. Lorsqu'un solide est assujetti & deux conditions, on peut considérer les six
paramétres qui déterminent sa position comme des fonctions de quatre variables
indépendantes », s, ¢, 6. La variation de chacune de ces quantités produit un
certain déplacement du corps et le déplacement total d’'un point quelconque
M (a, b, c) sera la somme géométrique des chemins dus isolément & la variation
de r, de s, de ¢ et de 6, de sorte que I'on aura

3o = + g.e—rD) 7 4+ (u + qe—r,b)s + (w4 g, ¢ — 7,b) t + (uy+ qyc — 14 b) 6,
Sy = (v +ra—p.e)r + (v + r,a—pe)s+ (v +ra—pce)t + (vy + ot — pac) 0,

= (w, + p,b — q.a)r + (w; + p,b —qa)s + (w + pb—qa)t +(wy+pyb—q,a)b.
11 est clair qu'en général les points du solide sont susceptibles de se mouvoir
dans toutes les directions. Il existe cependant de certaines séries de points qui ne
peuvent décrire que des éléments de surface et cela quel que soit le déplacement
compatible avec les liaisons. Pour obtenir ces points, il suffit d’exprimer que la
direction du déplacement 3, 2y, 3z est perpendiculaire & une autre direction
a, B, v quels que soient r, s, t, 6, ce qui donne la condition

adx + B3y + ydz =0.
Qn est ainsi conduit & quatre relations analogues a la suivante :
o (U, + q.c — r,b) + B (v, + r,a —pc) + y (W, + pb—q.a)=0,
que I'on obtiendrait en remplacant I'indice » par les indices s, ¢ et 0. Faisant

e B : ey
ensuite -=m,~=n, ¢ =0, a =p, b = v et w = mv — nyp, il vient
i 7

W~ VAT + Wy Py — o — 7.0 =0,

que nous écrirons plus simplement Q, — 0, et les deux droites communes aux
quatre complexes

Q. =0 B =1 OF=—10SN I O =—1()

bl 2 2] )
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seront le lieu des points qui ne décrivent que des éléments de surface. On peut
donc dire que :

Dans un solide assujetti d dewx conditions, il existe deux droiles qui ont la
propriété d’étre normales d toutes les trajectoires possibles de lewrs différents
points. On voit aussi que ces points ne peuvent décrire que des éléments de surface.

DProites immobiles.

55. Cherchons actuellement si, parmi tous les déplacements possibles du
solide, il en existe pour lesquels certaines droites restent immobiles et qui puis-
sent par suite servir d’axes de rotation sans glissement pour ces mémes dépla-
cements.

Soient

1) ' x=a+ap, Yy=0b+Bp, z=c+vp

les équations de I'une de ces droites inconnues, les cosinus directeurs devant étre
invariables, on doit avoir les relations

[ D

da=(qy—"B)r+ (v —rB)s+ (qv—rp)t+ (QQ = po=o,
®) PB=C0ra—py)r+ (a2 —py)s+ (r,a—py)t + (rga —pey) =0,

Sy=(pf —qa)r -+ (P — qa) s + (pf — q.a) t + (pyf — gp0) 6 =0,
dont la 3¢ est une conséquence des deux autres, puisque I'on a

ada + Bdf + ydy =0.
D’un autre coté, le point a, b, ¢ de la droite devant étre immobile, on aura

: s’(u,f +q.c—r.b)r + (u;, + q.¢c —r,b)s + (w, + q,c — 7, b)t-}-(ué m- &y b)o=0,
3@, +r.a—p.e)r+ (v, +ra—pc)s+ (v + ra —-ptc)t+(vi9 +7rpa—p, €)0=0,
((w,'.+prb— 3,2) 1 + (w; + pb — ¢,a) s + (we + pb — q.@) t + (wy+ Py b— g, a)H=0.

Eliminant ensuite r, s, ¢, 6 entre les deux premiéres (2) et les deux premiéres (3),
puis entre les deux premiéres (2) et les derniéres (3), il vient les deux équations -

9 — 1',.3, 2 — P, Wy q.¢ — rrba ’l),t + r.a —p.c
4.r— 7P ra—ps, W+ gc—rb, v+ r,a—p,c
9.y — 1B, " — Py W + q.¢ — b, v + 14— pe
9ot — 198 g% — Py u'9 + qg¢ — 7'9b, /vé + 10— pye
w, + p.b— q,a
w, + p,b— q.a
w, + p,b — q.a
wy + Pgb — qua

% B : :
Posant enfin o= m, e m,c=0,a=yp, b=y, w=mv— ny, ces équations
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prennent la forme
Am + Bn + C + Py + Qp =0,
A'm +~Bn+C +Pyv+Qp+Row=0.

On peut donc dire que les droites susceptibles de rester immobiles pour des
déplacements convenables du solide constituent une congruence qui a évidemment
pour directrices les dewx droites perpendiculaires aux trajectoires de leurs points
qui ont été oblenues précédemment. :

Axes instantanés glissants.

56. Proposons-nous plus généralement la recherche des axes instantanés glis-
sants relatifs a tous les déplacements possibles du systéme des valeurs r, s, ¢, 0
attribuées aux variables indépendahtes.

Si Pon pose

P=ps» -+ ps+pt + p,h,

Q=4q.7 + ¢ + qt + q,9,

R = »,r + 1,8 + r,t+ 7‘00,
les équations de I’axe instantané seront

S, L By 8%
— T gt

P Q R
les cosinus directeurs de cet axe seront

p Q R
e e e ) —— e ——
VP +Q + R VPP +Q+ R VPP QP R

et le glissement le long de I’axe aura pour valeur

_ Pz 4 Qiy + Roz
VP + Q* + R

Quant a la vitesse de rotation v, sa formule est
o=VP+ Q + R,
ce qui donne pour le paramétre du mouvement

" k_g_P8m+Q8y+RBz_
("‘) _Q)- P2+Q2+R2

Cela posé, multiplions les deux termes des rapports (1) par P, Q, R et ajoutons
terme & terme, il vient pour représenter I'axe instantané deux queleonques des
équations

g ey oz
— = k.
L%

5 0 -
THEVENET. 20
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La direction de I'axe ne devant pas changer, on doit avoir
S —10," 33 =10, gy — 0.

Il ne reste plus qu’a éliminer », s, ¢,  entre les quatre équations homogénes

8y — kQ =0,
¢e qui donne, en introduisant les éléments ordinaires de la droite,

q. — v, M —p, u, —ryv—Ekp, v+ rp—kq,
g, —rn, rm—p, U —ryv—kp, o+ rp—kg,

I

) ;
q, — 1, M —p, U —ry—kp, v + rp— kg,

Qg— "ty  TgM—DPg Uy vy —kp,, %“‘“"QK‘-'—"?%

11 est facile de voir que le coefficient de £* est nul, que celui de & est de la forme
mA +.nB, A et B étant des constantes, donc le déterminant est de la forme

(mA + nB)k + Q=0.

Donc, Vensemble de tous les axes instantanés glissants dont le paramétre
correspondant est donné forme un complexe linéasre. Si Uon fait varier k, on o
un systéme de complexes contenant la congruence

mA +nB+C=0, Q=0.
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CHAPITRE V

DEPLACEMENT INFINIMENT PETIT D'UN CORPS SOLIDE ASSUJETTI
A UNE SEULE CONDITION.

57. Lorsqu’un solide est assujetti & une condition unique, les paramétres qui
fixent sa position peuvent étre considérés comme des fonctions de 5 variables
indépendantes 7, s, ¢, 0,.9, et les déplacements infiniment petits d’un point quel-

conque M (a, b, c) ont pour projections des expressions de la forme

L= a7+ a8+ a,;t-+ (L'QQ +a5’gcy,
Sy = bor + bys + bit + byb + byo,
Z =+ o8+ ot + ¢ + ey,

o7 O O7

en posant @, = u, + ¢q,.¢c — r, b, etc...

On voit immédiatement qu’il n’existe pas de droites normales aux trajectoires
de leurs différents points, quel que soit le déplacement possible du solide. 11
fauclrait égaler a zéro les 5 coeflicients de r, s, t, 6, ¢ dans I'équation

adx + BBy + vdz =0,
ce qui donnerait 5 équations de la forme
aa, + Bb. + -[C,' =07

c’est-d-dire 5 complexes linéaires qui n’ont pas en général de droites communes.

Quant aux droites du solide susceptibles d’étre immobilisées pour des déplace-
ments convenables du corps, nous les obtiendrons en éliminant r, s, ¢, ¢, 6 entre
les équations

o7

&= 0,1 + &S + a/t 4 200 + ago =0,
08 =B+ + B.s + B/t + {5’90 + Bgo =0,
Sx=a,r + a,s + a,t + aée -+ as’ﬂp — 10}
y="b.r + b)s + b, t + bée+ bé@:O,
B2 =1+ s+ ot + cyh + cgo =0,

7

07

7

ol «. = ¢, — 1,8, etc...
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146 DEPLACEMENT INFINIMENT PETIT

On arrive ainsi a I'équation

a B @ b ¢ *
I D S
AT S R D i e S — 10

Syipiiy o1 Tl G
ap  Pp ap by 0
Introduisant enfin les éléments ordinaires de la droite m, n, y, v et © =mvy — Ny,
il vient

[q, —ar, My, —p, W—y, U 4 g, Wy Py — q,p.] 0
ST ’

» » » » »
équation qui, développée, se réduit a la forme
Am + Bn + C + Dp. + Ev +~ Fo =0,

d’oti I'on voit que U'ensemble des droites qui sont susceptibles d’étre immobilisées
constitue un complexe linéaire qui dépend de la nature de lo condition imposée
aw solide.

Dans le cas ou la condition imposée au solide consiste en ce qu'un point de
celui-ci est astreint & se mouvoir sur une surface donnée fixe, la proposition pré-
cédente est presque évidente et le complexe des droites immobiles, cest-d-dire
des droites pouvant servir d’axes instantanés sans glissement, n’est autre que
I'ensemble de toutes les droites qui rencontrent la normale a la surface donnée
au point qui doit la décrire. On voit en effet que, si I'on fait tourner le corps
autour d’une droite quelconque rencontrant cette normale, le pied de celle-ci ne
quittera pas la surface. Mais la condition dont il s’agit n’est pas la plus générale
que I'on puisse imposer & un solide ainsi que nous le verrons plus loin.

Droites immobiles qui correspondent & une condition donnée.

58. Une condition quelconque imposée & un corps solide se traduit par une
relation entre les coordonnées variables de certains points x, ¥y, z, , ¥, 2, etc...
liés au corps en mouvement, et certains cosinus a,, Bl e,

Soit

F (20,5, @Y%, - % ByYy % ) =0

cette relation. Si lon donne au solide un déplacement compatible avec cette
condition, on aura entre les variations des coordonnées des points considérés et
celles des cosinus directeurs I'équation

ar g aF dF
(1) %:Exl—l— 3y, + JI_L S e =01

J
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D'UN CORPS SOLIDE. 147

D’un autre coté, soient
x—A y—B_ z—C
U SL S |
les équations d'une droite immobile, ¢’est-a-dire d’une droite autour de laquelle
on peut faire tourner le solide sans que la relation (1) cesse d’étre satisfaite. Le

déplacement d’un point quelconque x, y, = sera donné par les formules
Se=VB(z —C)— Vy(y—B),
3y =Vy(x—A)— Va(z — (),
32 = Vo (y — B) — VB (@ —A),

V représentant la vitesse de rotation.
Ces formules, appliquées aux points 2, ¥, z, %, ¥, ... et aux cosinus a, 8, v, .-+,
donnent, aprés la substitution dans I'équation (1) et la suppression de V,

i i aF
’ %[3(%—0)—\'(%—3)] il g,—;‘[‘((wr‘f\)“—l(zl—cﬂ == d—;i[a(yl—B)—B(fm—f\)l

e %[B(ze—ﬁ—v(yr—B)] 4 g2l

(2 + ...

‘

dF adk dF
“*" T [p'Yi — B + dT [yo, — #¥,] + d__ [28, — Ba,]

d
i ——[(3*(2—*(63] e e R e st 0

Si enfin dans cette équation on introduit les éléments ordinaires de la dmlte en
faisant d

A=yp, B=y, C=0, -=m, =-=n mv—np=uov
on obtient un résultat de la forme
Am + Bn + C + Py + Qv+ Ro =0,

qui représente un complexe linéaire. Donc :

Pour une liaison donnée, Uensemble des droites immobiles ow susceptibles de
servir d’axe de rotation sans glzssement constitue un complexe linéaire.

Dans le cas particulier ot un point du solide x, y, z, est assujetti a se mouvoir
sur une surface donnée F (x y, z,) = 0, la relation (4) se réduit a celle-ci:

_"LBKZ _C)—Y(yl—B)]+ [Y('El_A>'—‘“(‘ =0+ —[“(yi-B) —y(x,—A)]=09,

ou encore a .
g% @ , — A
j—; g y,—B | =0,
(—;% vy z,— G
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148 DEPLACEMENT INFINIMENT PETIT

qui exprime que la droite immobile A rencontre la normale a la surface. Il est
évident d’ailleurs que toute rotation autour d’une droite A rencontrant la normale
fait décrire au pied de celle-ci un élément de trajectoire situé sur la surface
donnée.

Supposons maintenant que la condition imposée au solide se traduise par une
relation entre les directions de certaines droites «, 3, v, «, 8, v, ... I'équation (2)
devient alors

aF dF dF
— (Byy —18) + — (y2, — ay,) + — (a8, — Ba
da, - (1 r581) dﬁi({ 1 1) d‘{,< 1 — Bay)
dF
+-d—«7.2(672_.{'82)+“.“.” ...... S o e — U]

B

. 3
ou encore, en posant toujours - = m, —~ = n,
b i

Am + Bn + C =0,

qui représente un complexe linéaire de droites paralléles a un plan fixe.

On peut se rendre compte de ce résultat de la maniére suivante, en supposant
que la condition imposée au solide ne contienne toutefois qu'une seule direction
(a, B, ) Si par un point fixe de 'espace on méne des paralléles a la direction
mobile «, 8, v, dans ses positions successives, on obtient un certain cone directeur,
et il est évident que toute rotation infiniment petite autour d’une droite située
dans le plan normal & I'élément de ce cone, imprime a la direction un change-
ment compatible avec la condition imposée. Il en sera de méme de tout axe de
rotation paralléle au plan normal précédent. Du reste, I'équation

dF
da,
dF
ag, °

dF
dy,

a a,

™
<
<

i b

exprime visiblement que la direction «, §, v, de 'axe cherché, celle de la direction
entrainée a,, f3,, v, et celle de la normale au cone directeur sont paralléles a un
méme plan.

Il nous est maintenant facile de déterminer ’ensemble des droites immobiles A
compatibles avec un systéme de liaisons données.

Supposons par exemple que trois points d’un solide M,, M,, M, soient assujettis
a se mouvoir sur 3 surfaces données. L’ensemble des droites immobiles possibles
est évidemment I’hyperboloide des 3 normales aux surfaces données. Si de plus
le solide est assujetti & une relation ou figurent des directions «, 8, v, a, ..., les
droites immobiles devant en outre étre paralléles 4 un certain plan, ne peuvent
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étre que les deux génératrices de I'hyperboloide qui sont paralléles a ce plan et
d'un systéme opposé a celui des 3 normales.

Si deux points d’un solide sont assujettis a se mouvoir sur deux surfaces fixes,
I'ensemble des axes possibles forme une congruence qui a pour directrices les
deux normales. Si en outre le solide est astreint & une condition de direction, les
axes possibles devant étre paralléles a un certain plan forment un paraboloide.

Si enfin le solide est assujetti & deux conditions d’orientation, les axes possibles
devant étre paralleles a deux plans fixes sont paralléles a leur intersection, et si
en outre un point du corps se meut sur une surface, les axes instantanés possibles
forment un plan mené par la normale a cette surface.

En résumé, les azes instantanés possibles forment un complexe, une congruence,
un hyperboloide ou un systéme de dewx droites, selon que le solide est assujetli d
une, d deux, d trots ou d quatre conditions. St le nombre des conditions s'éléve
a cing, il n'existe plus de droites immobiles d'une maniére générale.

Axes instantanés relatifs a une condition donnée.

59. Si l'on adjoint a la rotation V autour d’une droite immobile A un certain
glissement g le long de cette droite, les formules du déplacement deviennent
2, = VB (z;, — C) — Vy (y, — B) + g4,
0yy=Vy (r,—A)—Va(z, — C) + g8,
3zy=Va(y,—B)— Vf(x, —A) + 97,

par suite, 'équation (2) se complique des termes

olF_,_olF-_‘~ £ aF ’_dF+ 9 ke dF+clP‘
— — o T 9 — = o
dz, = d=, I *\ay, " av, Sl ol ot
Divisant ensuite par Vy, on trouve, pour le complexe des axes instantanés glissants
compatibles avec la condition (2), une équation de la forme

Q+ kMm + Nn+ P)=0.

Stk varie, le complexe change en conservant celles de ses droites qui sont paral-

leles a un certain plan.

Quand un solide est assujetti a deux conditions, I’ensemble des axes instantanés
glissants de méme parameétre £ constitue une congruence.

A trois conditions correspondent les génératrices d’un méme systéme d’un
hyperboloide trouvé précédemment, et qui varie avec k.

A quatre conditions correspondent deux axes instantanés glissants de méme
parameétre k et qui font partie d’un conoide dont nous avons déja parlé.

Enfin, si le solide est assujetti a cinq conditions, il n’existe plus d’axes instan-
tanés glissants ayant un parameétre arbitraire & assigné d’avance.
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Examinons ce cas en particulier. Aux cing conditions données correspondent
cinq complexes auxquels I'axe cherché doit appartenir et dont les équations sont
de la forme '

(A, + kM) m + (B, + EN,) n + (G, + kL)) + Py + Qv + Rw =0,
(A, +k\l)m—|—(B —+~kN2)71+(C +kL2)+P U+Q2v+Rw_—0,

(A; + kM) m + (B; + EN)) n 4~ (G, + kL;) + Py + Qv + Ryo = 0.

Eliminant w — m» — np., nous obtenons %4 équations linéaires en m, n, y, v,
d’ott nous tirerons pour ces €léments des valeurs fonctions de k. Ces valeurs
g’expriment par des fractions rationnelles dont les deux termes sont du second
degré en L, et, substituées dans I'une des équations des complexes, elles donnent
une équation du 5° degré en k.

Done, quand un solide est assujetti @ cing conditions, il existe en geneml cing
axes instantanés glissants ayant chacun un paramétre unique et compatibles avec
ces condilions.

Droites perpendiculaires & toutes les trajectoires possibles
de leurs différents points.

60. Considérons d’abord un solide assujetti & une condition. Nous avons vu
que I'ensemble des axes instantanés A sans glissement constitue un complexe
lindaire. Le solide peut donc tourner autour d’une infinité de droites A; or, pour
qu'une droite D tournant autour d’'une autre A soit normale a la trajectoire de
tous ses points, il faut et il suffit que D rencontre A.

Cherchons donc & quelle condition une droite peut rencontrer toutes les droites
d’un complexe '

(A) Am +Bn+C+Pv—Qp—Ro =0,

11 suffit d’identifier cette équation avec celle du complexe des droites qui rencon-
trent une droite donnée ‘
g L= 11,2 - g5
, (y=m3 +
et qui est

I . (n —m) (0 = 9y) — (R —ny) (b — @) =0,
o bien
— VM +pyn + (my1, — nypy) —myy + o+ 0 = 0.

L’identification indiquée donne

A
‘)i = =) !),’ = =

R

bl

MV, — Ny = — =>

oo =W
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et I'élimination des indéterminés m,, n,, p,, v,, conduit a la condition

AP + BQ + CR =0,

qui exprime que le paramétre du complexe doit étre nul.
Or nous avons vu qu’a une condition

F (24,3, €Y, 2; -

ay By oy .-

correspond le complexe des axes possibles

NE=10

s (4F dF \ (9, _ oF
G T ay ) T TNy T ag
n _2 sz ar e 3 dF dF
S o e ) L byl el
- /dF adFr dF dF ar ar
o id A (S et 0 il et i N
i (dyi ' 3, ”‘) - (ds, T day "3‘)}” d R P

Done, pour qu’il existe une droite normale & toutes les trajectoires possibles de
ses points, il faut et il suffit que I'on ait

ZdF"v(qu dF ’>+ (dFﬂ dF  \7]
dz, |~ \dz, I T dy, ™ dv, " ag, )|
e dF —2 ak¥ . dF v o dF Cn aF 7]
T dy, | dax, AR dz, ' - da, " dy, “1)_
dF [_ (dF dF < (dF daF \7_
+22§Z (dz/i ,—az%)*‘*-(daial—ﬁﬁi)——o,

le signe ¥ s’étendant & tous les indices de @, ¥y, z, o, 8, v
Si la condition imposée au solide se réduit a
F(x,y,2,) =0,
qui exprime que I'un de ses points se meut sur une surface, le complexe des axes

possibles se réduit a

+n dF
dz, e d?

qui représente un complexe dont le paramétre est nul et qui n’est autre que celui
de toutes les droites qui rencontrent la normale a la surface donnée.
Voici un exemple dans lequel le complexe des axes possibles a encore un para-

dF ) de aF n a¥ ar dF —0
—i—aly1 9 dac,yi )dac‘ BT olz1 ’

métre nul.
Un solide se meut de maniére a ce que la somme des z de trois de ses points

M, (, y, z.), M, (2, ¥, z,), M, (%, y, z,) reste constante. La condition F = 0 se

réduit alors a .
z1+z,+z3:=0. L

THEVENET. 21
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152 DEPLACEMENT INFINIMENT PETIT
Le complexe des axes devient

Yy + Y, + Yy) M + (2, + X5+ x,) n — 3w =0,
et son axe
b:yi+y2+y3, a_wi—l—w,ﬂ—w,’

3 3

résultat prévu, puisque d’aprés la condition donnée le centre de gravité du
triangle M, M, M, conserve une hauteur constante et par suite se meut sur un
élément de surface qui n’est autre qu’un plan horizontal, et il est clair que toute
droite rencontrant la verticale du centre de gravité peut servir d’axe instantané
sans glissement.

Voici un autre exemple pour lequel le paramétre du complexe n’est pas nul et
dans lequel il n’existe aucune droite perpendiculaire a toutes les trajectoires pos-
sibles de ses points.

Considérons la condition

F=2a +y,=0.
Le complexe des axes est alors
(—z)m +zm+o,—y, +vy—p=0,

et son parameétre a pour numérateur — z, + z,, expression qui n’est pas nulle.
Pour que la droite cherchée existe, il faudrait que 'on ett

—za+z1:O,

ou que les points M, et M, fussent dans un méme plan horizontal. On voit par
suite que :

Les conditions que U'on peut imposer a un solide sont de deux espéces. princi-
pales. Les premiéres sont celles pour lesquelles il existe une série de points en
ligne droite ne décrivant que des éléments de surfaces trajectoires, quels que
sotent les déplacements possibles; les secondes sont celles pour lesquelles aucun
point du solide ne peut décrire un élément de surface unique, quels que sotent
encore les déplacements possibles.

Lorsqu'un solide est assujetti d deux conditions, tous les axes possibles forment
une congruence, ils rencontrent donc tous deux droites qui en sont les directrices
et qui sont normales a toutes les trajectoires possibles de leurs points.

Si le nombre des conditions s’éléve d trois, les axes possibles forment un hyper-
boloide, et toutes les génératrices du systéme opposé d ces axes auront la propriété
demandée.

Avec quatre conditions les axes possibles sont au nombre de deux, et toute-
droite rencontrant les deuwx premiéres sere normale d toutes les trajectoires
possibles de ses points. : )

Enfin, avec cing conditions, on sait que les droites normales aux trajectoires
de leurs points forment un complexe linéaire.
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Classement des conditions auxquelles un solide peut étre assujetti.

61. Un solide étant donné dans une certaine position, on peut le déplacer
infiniment peu d’une infinité de maniéres, et sa nouvelle situation dépend de six
parametres infiniment petits qui seront, si ’on veut, les trois coordonnées nou-
velles u, v, w d’'un point O" du solide qui primitivement occupait 'origine des
axes fixes 0’2, 0'y, O’ z, puis trois rotations infiniment petites p, ¢, r autour de

ces mémes axes.
Alors toute condition imposée & un solide revient & relation linéaire entre ces

six parameétres de la forme
1) Au + Bv + Cw + Pp + Qq + Rr = 0.

Cherchons les axes instantanés possibles sans glissement. Les équations de Fun
d’eux seront

x=a-+a, Y=b+ Bp, z=c+ yp

-et, si 'on désigne par V la vitesse de rotation correspondante, un point quelconque
M (x, y, z) éprouvera par le fait de cette rotation un déplacement

bw = Vb (s — &) — Vy (y —b),
3y =Vy(@—a)—Va(z —c¢),
Sz=Va(y—b)— VB (x—a).

D’un autre coté, le méme point M (x, y, z) a éprouvé, par suite du»déplacement
u, v, w de Porigine O’ et de la rotation (p, ¢, r), un déplacement

Cr=u+qz—1rY,
Yy =u + rex—paz,
9z —w + Py — qx.

Identifions ces deux séries de formules qui doivent donner les mémes valeurs
pour 3z, 3y, 3z, quelles que soient x, y et z, il vient

Va=p, V=g, Vy=n,
Vb —V8c=wu, Vac— Vya=v, Vfa— Vab=w,

et comme par hypothése u, v, w, p, q, r satisfont a la condition (1), on aura, en
divisant par V,

Pa+ QB+ Ry + A (yb— fe) + B(ac —ya) + C(fa — ab) =0,
ce qui donne le corhplexe

Pm+Qn+ R+ Av—Byp— Co=0.

Cela posé, nous distinguerons deux cas :
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10 Le paramétre est nul et 'on a
AP +-BQ + CR =0.

On sait qu’alors toutes les droites du complexe rencontrent une méme droite qui
aura la propriété d’étre normale & toutes les trajectoires possibles de ses points.

Demandons-nous alors quelle est la signification géométrique de la condition
précédente.

Si nous donnons au solide un mouvement de translation quelconque compatible
avec la condition (1) qui lui est imposée, il suffira de faire p = 0,g=0,r=0,
et il vient

Au + Bv + Cw =0.

Donc, dans toutes les translations possibles du solide, le point O’ ne sort pas
d’un certain plan que nous nommerons le plan des translations.

Imprimons maintenant au solide toutes les rotations compatibles avec 1'équa-
tion (1) sans déplacer I'origine O’, il vient

Pp + Qq + R» = 0.

Donc, tous les axes de rotation possibles du solide (lorsque I'un de ses points
est immobile) sont dans un méme plan que nous appellerons le plan des rotations.
Or la condition (2) exprime que le plan des rotations est perpendiculaire au
plan des translations
2 On a
AP + BQ + CR=0.

Le plan des rotations est alors oblique au plan des translations, et il n’existe
aucune droite normale & toutes les trajectoires possibles de ces différents points.

Ftant donnée une condition géométrique quelconque, on pourra, pour la
classer, procéder de la maniére suivante :

On cherchera deux translations compatibles avec les liaisons données et, par
les deux déplacements d’'un méme point arbitraire, on fera passer un plan T, puis
on cherchera deux rotations compatibles avec la condition géométrique donnée
et qui laissent immobile un point arbitrairement choisi. Par les deux axes corres-
pondants on fera passer un plan R, il ne restera plus qu’a voir si les plans T et R
sont perpendiculaires ou obliques entre eux.

Vu et approuve :
Paris, le 13 mars 1886.

LE DoYEN,

E. HEBERT.

Vu et permis d’imprimer :
Paris, le 14 mars 1886.

LE VICE-RECTEUR DE I’ACADEMIE DE PARIS,

GREARD.
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PROPOSITIONS DONNEES PAR LA FACULTE.

Equations différentielles de la dynamique. — Principe de d’Alembert. —
Equations de Lagrange. — Théoremes d’Hamilton et de Jacobi. — Applica-
tion au mouvement d’un point matériel attiré par deux centres fixes suivant

la loi de Newton.

Vu et approuve :
Paris, le 13 mars 1886.

LE DovYEN,

E. HEBERT.

Vu et permis d'imprimer :
Paris, le 14 mars 1886.

Lt VicE-RECTEUR DE L’ACADEMIE DE PARIS,

GREARD.

Bordeaux. — [mp. G, GOUNOUILHOU, rue Guiraude, {1,
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