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A 



P R E M I Č R E  T H Č S E . 

E T U D E  A N A L Y T I Q U E 

DU 

DЙPLACEMENT  INFINIMENT  PETIT 

Nous  avons  essayé  dans  le  p r é s e n t  travail  d'appliquer  la  m é t h o d e  analytique  ŕ 

l ' é tude  du  d é p l a c e m e n t  infiniment  petit  d'un  sys t čme  solide.  A i n s i  que  nous 

avons  pu  le  constater,  les  p r o c é d é s  de  l'analyse,  moins  lumineux  a s s u r é m e n t  que 

ceux  de  la  g é o m é t r i e ,  mais  plus  faciles  ŕ  diriger  sur  des  questions  dés ignées  ŕ 

l'avance,  permettraient  avec  une  e x t r ę m e  facilité  de  d é m o n t r e r  et  de  coordonner 

tous  les  résu l ta t s  que  la  science  doit  aux  conceptions  les  plus  var iées  et  les 

plus  i n g é n i e u s e s  des  é m i n e n t s  g é o m č t r e s  qui  ont  exploré  cette  partie  de  la 

c inéma t ique . 

L ' a lgčbre  ne  donne  pas  seulement  le  degré  des  lieux  g é o m é t r i q u e s ,  des 

s y s t č m e s  de  points  ou  de  plans,  ou  des  complexes  de  droites  jouissant  d'une 

p r o p r i é t é  d o n n é e ,  elle  en  fournit  encore  les  é q u a t i o n s ,  et  si  ces  d e r n i č r e s  sont 

quelquefois  assez  compl iquées ,  i l  faut  songer  qu'elles  sont  relatives  au  cas  le 

plus  g é n é r a l ,  et  que  dans  les  applications  la  moindre  particularisation  dans  la 

loi  du  d é p l a c e m e n t  a m č n e  des  simplifications  cons idérab les  dans  tous  les 

r é s u l t a t s . 

Sans  entreprendre  i c i un  travail  de  coordination,  nous  nous  sommes  pr incipa­

lement  occupés  des  questions  relatives  aux  é l é m e n t s  du  second  ou  du  t r o i s i č m e 

ordre  des  trajectoires  sur  lesquelles  la  géomé t r i e  semble  avoir  moins  de  prise 
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que  sur  celles  qui  ont  trait  aux  é l é m e n t s  du  premier  ordre.  Nous  cons idé rons 

d'abord  le  cas  oů  le  solide  est  assujetti  ŕ  c inq  conditions  et  oů  sa  situation  ne 

d é p e n d  par  conséquen t  que  d'une  seule  variable.  Les  c o o r d o n n é e s  des  différents 

points  du  corps  seront  des  fonctions  que  l 'on peut  déve lopper  en  sér ies  o r d o n n é e s 

par  rapport  aux  puissances  croissantes  de  l a  variable,  et  les  coefficients  de  ces 

sé r i e s  seront  des  expressions  l inéaires  et  en t i č res  des  coo rdonnées  initiales  de 

ces  points.  Cherchant  ensuite  ŕ  simplifier  le  plus  possible  ces  coefficients,  nous 

sommes  a m e n é s  ŕ  prendre  pour  origine  des  c o o r d o n n é e s  le  point  central  de  la 

surface  réglée  l ieu  des  axes  i n s t an t anés  glissants,  pour  axe  des z  l'axe  i n s t a n t a n é 

in i t ia l ,  et  pour  plan  des yOz  le  plan  tangent  ŕ  cette  surface  au  point  central. 

A p r č s  avoir  r appe l é  les notions  introduites  par  M . Chasles  dans  la  c i n é m a t i q u e 

et  i n d i q u é  les  moyens  t r č s  simples  de  calculer  les  é l é m e n t s  qu i  s'y  rapportent, 

nous  cherchons  l'ensemble  des  droites  perpendiculaires  aux  trajectoires  de  leurs 

différents  points.  Ces  droites  forment  u n  complexe  l inéa i re ,  et  nous  constatons 

que,  r é c i p r o q u e m e n t ,  tout  complexe  l inéa i re  est  un  sys t čme  de  droites  normales 

aux  trajectoires  de  leurs  points  dans  un  d é p l a c e m e n t  convenablement  choisi  d 'un 

sys tčme  solide,  ce  qui  conduit  ŕ  une  signification  c inémat ique  des  coefficients  de 

son  équa t ion . 

E n  m ô m e  temps  que  le  solide  se  dép lace ,  le  complexe  p r é c é d e n t  se  dé fo rme , 

et  pour  se  rendre  compte  des  changements  qu ' i l  ép rouve  i l  suffit  de  c o n s i d é r e r 

ce  que  nous  appelons  « vitesse en un point fixe de l'espace  ».  Les  différents 

points  du  corps  qui  sont  des t inés  ŕ  traverser  un  m ę m e  poinl;  fixe  possčden t ,  au 

moment  de  leur  passage  en  ce  point,  certaines  vitesses  dont  l 'ensemble  forme  un 

•cône  d é p e n d a n t  de  la nature  du  mouvement  du  solide  et  du  point  fixe  que  l 'on  a 

choisi .  I l  est  clair  que  le  plan  d 'un  complexe  variable  avec  le  temps  et  relatif  au 

point  fixe  cons idé ré  sera  successivement  perpendiculaire  ŕ  toutes  les  g é n é r a t r i c e s 

du  cône  p r é c é d e n t  que  nous  dés igne rons  sous  le  nom  de cône des vitesses en ce 

point,  et  enveloppera  par  suite  u n  autre  cône  s u p p l é m e n t a i r e  du  premier . 

A  un  d é p l a c e m e n t  infiniment petit  du  solide  correspond  pour  chaque  point  de 

l'espace  un  é l é m e n t  de  nappe  conique,  ŕ  l 'exception  toutefois  de  certains  points 

•oů  l a  vitesse  est  la  m ę m e  pendant  la  d u r é e  de  ce  mouvement.  Ces  derniers  points 

constituent  deux  droites  dont  la  situation  est  t r č s  simple  par  rapport  au  point 

central  et  ŕ  l 'axe  i n s t a n t a n é  in i t ia l .  Les  autres  points  fixes  de  l'espace  se  classent 

a i s é m e n t  d ' a p r č s  la  courbure  s p h é r i q u e  de  l ' é l é m e n t  conique  relatif  ŕ  ces  points. 

Cette  courbure  est  nulle  pour  tous  les  points  d 'un  hype rbo lo ďde  et  pour 

d'autres  points  formant  deux  droites;  l ' é l é m e n t  conique  est  surosculateur  ŕ  un 

plan. 

S i  l 'on  cons idčre  les  vitesses  que  p o s s č d e n t  au  m ę m e  instant  les  différents 

points  d'un  solide  comme  des  droites  indéf in ies ,  on  constate  que  ces  vitesses 

forment  un  complexe  du  second  degré  dont  les  coniques  sont  des  paraboles. 

A p r č s  avoir  é tabl i  les  relations  qui  lient  les  é l é m e n t s  d'une  droite  ŕ  ceux  de  sa 



conjuguée ,  nous  voyons  que  le  complexe  p r é c é d e n t  est  ŕ  lu i ­męme  son  con jugué . 

Nous  retrouvons  le  m ę m e  complexe,  soit  en  cherchant  l 'ensemble  des  droites 

perpendiculaires  ŕ  leurs  con juguées ,  soit  en  cherchant  l 'ensemble  des  carac tér i s ­

tiques  de  tous  les  plans  du  solide.  Tout  cela  r é su l t e  des  propositions  contenues 

dans  un  m é m o i r e  res té  cé lčbre  qui  a  é té  p r é s e n t é  par  M .  Chasles  en  1841  ŕ 

l 'Académie  des  Sciences. 

S i  l 'on veut  obtenir  les  courbes  telles  que  les  vitesses  de  leurs  différents  points 

forment  une  surface  déve loppab le ,  on  parvient  ŕ  une  certaine  équa t ion  différen­

tielle,  et  l 'on  r e c o n n a î t  que  le  cône  que  définit  cette  équa t ion  n'est autre  que  celui 

du  complexe  des  vitesses.  Adjoignant  ŕ  l ' équa t ion  différentielle  p r é c é d e n t e  celle 

d'une  surface  arbitraire,  on  voit  que  sur  chaque  surface  i l  existe  une  double 

famille  de  courbes  jouissant  de  la  p r o p r i é t é  d e m a n d é e .  Ce  fait  constitue  une 

généra l i sa t ion  de  la  p rop r i é t é  de  la  cubique  gauche  signalée  par  M .  Chasles  et 

dont  tous  les  points  se  meuvent  sur  un  cône  pendant  un  temps  infiniment 

petit. 

Faisant  ensuite  intervenir  les  seconds  termes  des  sé r ies  qui  r e p r é s e n t e n t  les 

coo rdonnées  variables  des  différents  points  du  solide,  nous  obtenons  des  équa­

tions  assez  simples pour  l 'e l l ipsoďde  des  accé lé ra t ions  et pour  la cubique  d'inflexion 

relativement  aux  axes  que  nous  avons  choisis.  L a  cons idéra t ion  s imu l t anée  des 

vitesses  et  des  accé léra t ions  conduit  ŕ  l ' é tude  des  plans  osculateurs  relatifs  aux 

différents  points  du  solide. Les  sys tčmes  de  plans  osculateurs  correspondant  aux 

différents  points  d'une  m ę m e  droite  et  qui ont  été  déjŕ  é tud iés  par  M . Mannheim 

d é p e n d e n t  de  la  situation  de  cette  droite.  L a discussion des  formes  qu'i ls  p r é s e n ­

tent  conduit  ŕ  diviser  les  droites  du  solide  en  trois  ca tégor ies ,  selon  qu'elles 

ne  rencontrent  pas  la  cubique  d'inflexion  ou  qu'elles  la  rencontrent  une  ou  deux 

fois. 

A  u n  point  quelconque  du  corps  r é p o n d  un  axe  de  courbure  de  sa  trajectoire. 

L a  proposi t ion inverse  n'est  pas  exacte.  Une  droite  quelconque  n'est  pas  néces ­

sairement  l'axe  de  courbure  de  la  trajectoire  d'un  point.  P o u r  qu ' i l  en  soit  ainsi, 

I l  faut  que,  cette  droite  fasse  partie  d 'un  complexe  du  second  deg ré  dont  nous 

obtenons  l ' équat ion ,  les  plans  paraboliques,  ainsi  que  les  directions  principales. 

A u x  axes  de  courbure  qui passent par  un  m ę m e  point,  correspondent  des  points 

s i tués  sur  une  m ę m e  droite.  S i  l 'on  cons idč re  l 'une  de  ces  droites,  on  voit  que 

tous  ses  points,  tournant  respectivement  autour  des  différentes  g é n é r a t r i c e s  d'un 

m ę m e  c ô n e ,  restent  par  suite  ŕ  des  distances  constantes,  au  t r o i s i č m e  ordre  p r č s , 

du  sommet  de  ce  cône .  I l  existe  donc  dans  u n  solide  en  mouvement  une  infinité 

de  droites  qui  se  meuvent  comme  si  tous  leurs  points  é ta ien t  l iés  ŕ. un  m ę m e 

pivot.  Ces  droites,  que  nous  dés igne rons  sous  le  nom  de pivotantes,  forment  un 

complexe  du  second  ordre  dont  nous  obtenons  é g a l e m e n t  l ' équat ion ,  ainsi  que  les 

directions  principales.  Nous  constatons  ensuite  que  le  complexe  des  pivotantes 

est  con jugué  de  ce lu i  des  axes  de  courbure. 



E n  g é n é r a l ,  ainsi  que  l 'a  d é m o n t r é  M .  Mannhe im  ŕ  l'aide  de  c o n s i d é r a t i o n s 

g é o m é t r i q u e s  fort  i ngén ieuses ,  le  l ieu  des  axes  de  courbure  des  différents  points 

d'une  droite  est  un  hype rbo lo ďde .  S i cependant  l a  droite  cons idé rée  fait  partie  du 

complexe  des  pivotantes,  l ' hyperbo lo ďde  se  r é d u i t  ŕ  un  cône .  On  est  d'ailleurs 

conduit  dans  cette  question  ŕ  distinguer  les  droites  qui  ne  rencontrent  pas  la 

cubique  d'inflexion  de  celles  qui  la  rencontrent  une  ou  deux  fois. 

S i  l'axe  de  courbure  d 'un  point  conserve  une  direction  constante  pendant  2, 

3,  . . .  instants  consécut i fs ,  l a  trajectoire  de  ce  point  offre  avec  u n  plan  un  contact 

d 'un  ordre  plus  ou  moins  é levé .  Nous  retrouvons  ainsi  différents  l ieux  g éo mé t r i ­

ques  é tud iés  par  M . Schoenflies  dans  u n  m é m o i r e  i n s é r é  au Journal de Crelie 

(89 e  volume).  Nous  donnons  en  outre  les  équa t ions  de  ces  s y s t č m e s  de  points 

ainsi  que  celles des  sys tčmes  de  plans  surosculateurs  qui  leur  correspondent. 

S i  maintenant  nous  faisons  intervenir  les  t ro i s ičmes  termes  des  sér ies  qu i 

r e p r é s e n t e n t  les  coo rdonnées  variables  des  différents  points  du  solide,  nous 

pouvons  é t u d i e r  les  s p h č r e s  osculatrices  relatives  ŕ  leurs  trajectoires. 

Nous  constatons  que  les  c o o r d o n n é e s  du  centre  de  la  s p h č r e  et  celles  du  point 

déc r ivan t  sont  l iées  par  des  équa t ions  l inéa i res  par  rapport  ŕ  ces  c o o r d o n n é e s . 

Nous  obtenons  éga l emen t  les  sys tčmes  de  points  dont  les trajectoires  ont  avec  des 

s p h č r e s  des  contacts  du  4 e ,  du  5 e  et  du  6 e  ordre,  et  nos  r é su l t a t s  concordent  avec 

ceux  que  l 'auteur  p r é c é d e m m e n t  cité  a  obtenus  ŕ  l'aide  de  cons idé ra t ions 

g é o m é t r i q u e s . 

L e  l ieu  des  centres  des  s p h č r e s  osculatrices  relatives  aux  différents  points 

d'une  m ę m e  droite  est,  ainsi  que  l 'a fait  voir  M . Mannheim,  une  cubique  gauche 

qui  se d é c o m p o s e  dans  certains  cas particuliers que nous  indiquons. I l existe  m ô m e 

des  droites  dont  tous  les  points  ont  le  m ę m e  centre  de  s p h č r e  osculatrice.  Ces 

droites  constituent  une  classe  pa r t i cu l i č re  de  pivotantes  puisque  tous  leurs  points 

restent  ŕ  des  distances  constantes,  au  4 e  ordre  p r č s ,  de  certains  points  fixes. 

A p r č s  l ' é tude  des  trajectoires  des  points  du  solide,  nous  abordons  celle  des 

surfaces  rég lées  e n g e n d r é e s  par  les  différentes  droites  du  corps  cons idé rées 

comme  des  é l émen t s  de  l'espace.  Les  droites  qu i  engendrent  des  é l é m e n t s  de 

surfaces  r ég l ée s  de  m ę m e  p a r a m č t r e  forment  u n  complexe  du  second  ordre  tout 

ŕ  fait  analogue  ŕ  celui  des  vitesses.  Celles  qui  décr iven t  des  é l é m e n t s  de  surfaces 

planes  forment  une  surface  r ég l ée  que  l 'on peut  regarder  comme  l'analogue  de  la 

cubique  d'inflexion.  Cette  surface  est  fo rmée  par  les  droites  qu i ,  s'appuyant 

deux  fois  sur  la  cubique  d'inflexion,  sont  para l l č les  ŕ  un  certain  cône  du  3 e  ordre 

dont  nous  donnons  l ' équa t ion ,  ainsi  que  celle  du  sys t čme  des  plans  de  ces 

é l é m e n t s . 

Lorsqu 'on  fait  abstraction  des  quan t i t é s  infiniment  petites  du  second  ordre,  on 

peut  c o n s i d é r e r  chaque  droite  du  solide  comme  tournant  autour  d'une  autre 

droite  qui  est  dite  la  con juguée  de  l a  p r e m i č r e .  S i  l 'on  veut  tenir  compte  des 

é l é m e n t s  du  second  ordre,  i l faut  attribuer  ŕ  chaque  droite  mobile  un  autre  axe 



de  rotation  et  m ô m e  adjoindre  ŕ  cette  rotation  un  certain  glissement  le  long  de 

cet  axe.  Nous  constatons  alors  qu ' ŕ  chaque  droite  correspond  u n  axe  i n s t a n t a n é 

glissant  et  un  seul  en  généra l .  L a  connaissance  de  cet  axe  ainsi  que  des  vitesses 

de  rotation  et  de  glissement  qui  l u i  correspondent  permettra  d ' é tud ie r  jusque 

dans  ses  é l é m e n t s  du  second  ordre  la  surface  rég lée  décr i te  par  l a droite  d o n n é e . 

U n  classement  des  droites  du  solide permet  de  r e c o n n a î t r e  l 'existence  de  droites 

qui  décr iven t  des  é l émen t s  de  surfaces  hé l ico ďda les ,  ainsi  que  d'autres  dont 

le  glissement,  é tan t  nu l  au  3 e  ordre  p r č s ,  décr i t  des  hyperbo lo ďdes  de  révo­

lut ion. 

A u  l ieu  de  la  trajectoire  d 'un  point  lié  au  solide, on  peut  cons idé re r  la sér ie  des 

points  de  ce  solide  qui  viennent  successivement  passer  par  u n  point  fixe  de 

l'espace.  L a courbe  que  l 'on  obtient  ainsi ,  et  que  l 'on  peut  nommer  la courbe glis-

sante  du  point  f ixe v  aura  tous  ses  é l émen t s  liés  au  solide,  et  l 'ensemble  de  toutes 

les courbes  analogues  p o s s é d e r a  des  p r o p r i é t é s  semblables  ŕ celles des  trajectoires 

ordinaires.  Pa r  exemple,  le  s y s t č m e  des  axes  de  courbure  des  courbes  glissantes 

est  u n  complexe  du  second  ordre  qui n'est autre que  celui  des  pivotantes.  I l  existe 

aussi  une  série  de  points  fixes  formant  une  cubique  gauche,  et  pour  lesquels  la 

courbe  glissante  offre  un  point  d'inflexion.  Les tangentes  en  ces  points,  s u p p o s é e s 

l iées  au  corps,  passent  par  des  points  fixes;  i l  existe  donc  dans  un  solide  une 

surface  réglée  dont  les  g é n é r a t r i c e s  glissent  respectivement  sur  les  points  d'une 

cubique,  de  m ô m e  qu ' i l  existe  une  cubique  c o m p o s é e  de  points  se  mouvant  sur 

une  sur face , rég lée . 

L e  plan  osculateur  d'une  courbe  glissante  passe  é v i d e m m e n t  par  le  point  fixe 

correspondant,  ou  p lu tô t  reste  ŕ  une  distance  du  3 e  ordre  de  ce point.  S i la  courbe 

glissante  offre  avec  son plan osculateur u n  contact  du  3 e  ou du 4 e  ordre,  ce  dernier, 

s u p p o s é  lié  au  solide,  restera  ŕ  une  distance  du  4 e  ou  du  5 e  ordre  du  point  fixe 

correspondant.  On  parvient  ainsi  pour  le  d é p l a c e m e n t  des  plans  par  rapport  ŕ 

des  points  fixes  ŕ  des  propositions  analogues  ŕ  celles  qui  ont  é té  s ignalées  par 

M .  Schoenflies  sur  le  d é p l a c e m e n t  des  points  par  rapport  ŕ  des  plans  fixes. 

I l  est  évident  maintenant  q u ' ŕ un plan  glissant  sur  un  point  fixe  correspond  une 

sér ie  de  plans  para l lč les  au  premier  et  glissant  sur  des  sphč re s  concentriques.  O n 

peut  dčs  lors  classer  les  plans  du  solide  d 'aprčs  Tordre  du  contact  de  certaines 

sphč re s  avec  la  développable  qu'ils  enveloppent. 

Nous  connaissons  les  d é v e l o p p e m e n t s  en  sér ies  des  cosinus­ directeurs  d 'un 

p lan ;  si nous  calculons en  outre  la  valeur  variable de  sa  distance  ŕ  l 'origine,  nous 

pourrons  é tud ie r  le  d é p l a c e m e n t  d'un  plan  quelconque  cons idéré  comme  é l é m e n t 

de  l'espace.  Cela  posé ,  nous  dés ignons  sous  le  n o m d'axe d'un plan  une  droite 

telle  que  l 'on  puisse  amener  ce  plan  d'une  position ŕ  une  autre  infiniment voisine 

par  une  rotation  autour  de  cette  droite,  en  ne  négl igeant  que  les  quan t i t é s  du 

3 e  ordre  et  en  faisant  abstraction  de  tout  glissement  du  plan  sur  l u i ­ m ę m e .  Enf in 

nous  d é m o n t r o n s  que  l 'ensemble  de  tous  les  axes  possibles  constitue  une 



congruence  formée  de  toutes  les  cordes  de  la  cubique  d'inflexion  des  courbes 

glissantes. 

Quand  un  sys tčme  solide  est  assujetti  ŕ  quatre  conditions, les  p a r a m č t r e s  qu i 

en  d é t e r m i n e n t  l a  position sont  des  fonctions  de  deux  variables  i n d é p e n d a n t e s ,  et 

nous  faisons  voir  que,  parmi  tous  les  dép l acemen t s  que  l 'on  peut  faire  subir  au 

corps,  i l  en  est  deux  qui  laissent  immobile  une  droite  d é t e r m i n é e .  O n  obtient 

ainsi  deux  axes  de  rotation  sans  glissement  et  compatibles  avec  les  conditions 

i m p o s é e s .  Une  combinaison  dans  des  proportions  quelconques  de  deux  rotations 

s imu l t anées  autour  de  ces  deux  axes  donnera,  en  négl igeant  les  quan t i t é s  du 

second  ordre,  tous  les  dép l acemen t s  possibles  du  sys t čme .  On  conclut  de  lŕ  cette 

proposition  énoncée  par  M .  Schoenmann,  dont  i l  est  rendu  compte  dans  le 

recueil  in t i tu lé  : Monatsberichte der berliner Akademie  (1855),  et  d ' ap rčs  laquelle 

les  normales  aux  surfaces  trajectoires  de  tous  les  points  d'un  solide  assujetti  ŕ 

quatre  conditions  rencontrent  toutes  deux  m ę m e s  droites.  Seulement,  l 'auteur 

p réc i t é  se  place  dans  le  cas  oů  les  conditions  i m p o s é e s  au  solide  se  r é d u i s e n t  au 

glissement  de  quatre  points  du  solide sur  quatre  surfaces  fixes.  Or ,  nous  faisons 

voir  ŕ  la  fin  de  ce  travail  que  g é n é r a l e m e n t  une  condition  i m p o s é e  ŕ  un  solide 

n'est  pas  r éduc t ib l e  au  glissement  d'un  point  de  ce  dernier  sur  une  surface  fixe, 

de  sorte  que  l a  d é m o n s t r a t i o n  analytique  que  nous  donnons  nous  semble  offrir 

toute  la  généra l i t é  dés i rab le . 

Les  droites  susceptibles  d ' ę t re  immobi l i s ées  peuvent  ę t re  imaginaires;  i l  ne 

nous  est  donc  pas  possible  d'y  rattacher  les  axes  de  coordonnées  dont  le  choix 

permettra  de  simplifier  les  calculs  u l t é r i e u r s .  Or ,  nous  é tab l i ssons  analytique­

ment  une  proposition  remarquable,  due  ŕ  M .  Mannheim  et  relative  aux  axes 

in s t an t anés  glissants  en  nombre  infini  qui  correspondent  ŕ  tous  les  déplace­

ments  possibles  du  solide.  Ces  axes  i n s t an t anés  forment  un  conoide  dont  nous 

donnons  l ' équa t i on ;  puis  nous  d é m o n t r o n s  que  pa rmi  tous  ces  axes  i n s t a n t a n é s 

i l  en  est  toujours  deux  qui  sont  ŕ  la  fois rectangulaires et concourants.  Ce  sont 

ces  deux  droites  que  nous  prendrons  pour  axe  des y  et  pour  axe  des z,  et  qu i 

nous  semblent  devoir  conduire  aux  formules  les  plus  simples. 

U n  m ę m e  plan  possčde  é v i d e m m e n t  une  infinité  de  foyers  et  une  infinité  de 

ca rac té r i s t iques .  Nous  faisons  voir  que  ces  foyers  sont  en  ligne  droite  et  que  ces 

carac té r i s t iques  passent  par  un  m ę m e  point  du  plan. 

Les  plans  tangents  aux  surfaces  trajectoires  des  différents  points  d'une  m ę m e 

droite  enveloppent  une  surface  dont  la  nature  d é p e n d  de  la  situation  de  cette 

droite,  par  rapport  aux  deux  droites  immobilisables, quand  elles  sont  rée l l e s .  11 

existe  en  particulier des  droites  tangentes  aux  surfaces  trajectoires  de  tous  leurs 

points.  Ces  droites  constituent  le  conoide  s ignalé  par  M .  Mannheim.  Enfin ,  les 

points  tels  que  les  plans  tangents  ŕ  leurs  surfaces  trajectoires  passent  par  un 

point  d o n n é  formant  une  surface  du  t ro is ičme  ordre,  admettant  deux  sér ies  de 

sections  circulaires dont  les  plans  passent  par  les  droites  immobiles . 



L 'é tude  des  é l émen t s  du  second  ordre  des  surfaces  trajectoires  exige  le  calcul 

des  seconds  termes  dans  les  sér ies  ŕ  deux  variables  qui  r e p r é s e n t e n t  les  coor­

d o n n é e s  des  points  mobiles  du  corps.  L e  sys t čme  p r é c é d e m m e n t  obtenu  des 

axes  i n s t an t anés  glissants concourants et rectangulaires  ne  varie  pas  d'une 

m a n i č r e  tout  ŕ  fait  arbitraire.  Nous  trouvons  que  ce  couple  d'axes,  ainsi  que  les 

p a r a m č t r e s  hé l ico ďdaux  qui  leur  correspondent,  satisfait  ŕ  six  équa t ions  différen­

tielles,  qui  expriment  que  les  dér ivées  secondes  des  coo rdonnées  d 'un  point 

quelconque  du  corps,  prises  successivement  par  rapport  aux  deux  variables 

i n d é p e n d a n t e s ,  ont  la  m ę m e  valeur,  quel  que  soit  l 'ordre  des  dé r iva t ions . 

A p r č s  avoir  ensuite  é tabl i  certaines  iden t i t és  r é s u l t a n t  de  l ' invar iabi l i té  des 

distances  mutuelles  des  divers  points  du  sys t čme ,  nous  parvenons  ŕ  simplifier 

certaines  formules  u l t é r i e u r e s ,  et  nous  retrouvons  plusieurs  propositions  dues  ŕ 

M .  Mannhein  et  relatives  ŕ  des  sys tčmes  de  points  décr ivan t  s i m u l t a n é m e n t  des 

é l émen t s  de  lignes  asymptotiques  ou  géodés iques  de  leurs  surfaces  trajectoires 

respectives.  L'analyse  nous  fournit  en  outre  les  équa t ions  de  ces  sys t čmes  de 

points,  ainsi  que  celle  d'une  surface  du  6 e  ordre,  s é p a r a n t  le  solide  en  deux 

régions.  Dans  la  p r e m i č r e  se  trouvent  les  points  dont  les  surfaces  trajectoires 

ont  des  indicatrices  elliptiques,  et  pour  les  points  de  la  seconde  ces  m ę m e s 

indicatrices  sont  hyperboliques.  Une  surface  du  5 e  ordre  ind iquée  par  l'auteur 

cité  plus  haut  forme  l'ensemble  des  points  dont  les  surfaces  trajectoires  ont 

des  courbures  égales  et  opposées ,  et  seize  points  du  solide  déc r iven t  des 

é l ém e n t s  de  surfaces  planes. 

Donnant  ensuite  au  corps  deux  d é p l a c e m e n t s  possibles  arbitraires,  nous  trou­

vons  que  le  l ieu  des  points  auxquels  ces  d é p l a c e m e n t s  font  déc r i r e  des  directions 

conjuguées  est  une  surface­  du  3 e  ordre.  Enf in ,  les  points  qui ,  dans  les  m ę m e s 

conditions,  décr ivent  successivement  deux  directions  principales,  sont  sur  l'inter­

section  d'une  surface  du  3 e  ordre  et  d'une  autre  du  2 e . 

Le  seul  d é p l a c e m e n t  part iculier  que  nous  ayons  e x a m i n é  est  celui  qui  corres­

pond  au  cas  oů  les  droites  immobiles  se  rencontrent  constamment.  A i n s i  que 

l 'a  fait  remarquer  M . Ribaucour , le  d é p l a c e m e n t  actuel  peut  ę t re  réa l i sé  par  le 

roulement  d'une  surface  liée  au  solide  sur  une  surface  fixe  applicable  sur  la 

p r e m i č r e .  De  notables  simplifications  se  produisent  alors  dans  les  deux  premiers 

groupes  des  sé r ies  qui  r e p r é s e n t e n t  les  coordonnées  variables des  points  du  corps. 

Le  l i eu  des  points  qui  se  meuvent  sur  des  directions  asymptotiques  s'abaisse 

au  second  degré .  L e nombre  des  points  qui  décr iven t  des  é l ément s  plans  se  rédu i t 

ŕ  4,  et  ceux  dont  les  surfaces  trajectoires  ont  des  courbures  égales  et  opposées 

constituent  une  surface  du  3 e  ordre.  Enfin ,  les  points  auxquels  deux  déplace­

ments  successifs  arbitraires  font  déc r i re  des  directions  principales  ne  forment 

plus  qu'une  conique. 

Revenant  au  cas  généra l ,  nous  é tud ions  les  dép l acemen t s  des  différents  plans 

du  solide  et  les  é l émen t s  de  surfaces  qu'ils  peuvent  envelopper.  Ces  différentes 



surfaces  enveloppes  présenteront  des  ombilics  si  les  plans  considérés  sont  nor­
maux  aux  génératrices  communes  ŕ deux  cônes  du 5 e ordre. Ces mômes  éléments 
offriront  des  courbures  égales  et  opposées  si  le  plan  mobile  appartient  ŕ  un 
ensemble  dont  l'enveloppe  a une  podaire  du 5 e  ordre,  par  rapport  ŕ l'origine. 

Dans  le  cas  particulier  signalé  par  M . Ribaucour  i l  n'existe  plus  que  quatre 
séries  de plans  ombilicaux parallčles  entre  eux,  et  parmi  ces  plans  quatre  seule­
ment  glissent  sur  des  points  fixes  au  3 e  ordre  prčs. 

Une  droite  quelconque  du  solide  peut  prendre  une  infinité  de  mouvements 
différents.  Nous essayons  de  donner  une  idée  de  ce  déplacement  indéterminé  en 
faisant  voir  que  cette droite  est  assujettie  ŕ  rester  constamment  tangente  ŕ  deux 
surfaces  fixes  qui  lui  appartiennent.  Nous  classons  ensuite  les  droites  du solide 
d'aprčs  la disposition de  leurs  points  de  contact  avec  ces  mômes  surfaces  et  des 
plans  tangents  correspondants.  Nous  distinguons  une  catégorie  de  droites  pour 
lesquelles  les  plans  tangents  dont  i l  s'agit  sont  rectangulaires.  Ces droites  signa­
lées  par  l'auteur  précédemment  cité  constituent  un  complexe  linéaire  dont  l'axe 
est  précisément  la perpendiculaire  aux axes  instantanés  rectangulaires  et concou­
rants  menée  par  le  point  de  rencontre  de  ces  derniers. 

Lorsqu'un solide n'est plus assujetti  qu'ŕ trois conditions, les droites  susceptibles 
de  rester  immobiles  pour  des  déplacements  convenablement  choisis forment  un 
hyperboloďde  dont  nous  prenons  les  axes  principaux  pour  axes  de  coordonnées. 
Nous  démontrons  ensuite  que  tous  les  déplacements  possibles du solide  peuvent 
s'obtenir  par  la combinaison dans des  proportions  variables de  trois  mouvements 
hélicoďdaux  autour  de trois  droites  rectangulaires  et  concourantes.  Les points  du 
solide peuvent  en  général  se  mouvoir dans  toutes  les  directions, ŕ  l'exception de 
ceux  de  l'hyperboloďde  précédent  qui,  comme l'a fait remarquer  M . Schoenmann 
dans  le mémoire  cité  plus haut,  ne  peuvent  décrire  que  des  éléments  de  surfaces 
trajectoires. 

A  chaque  déplacement  possible du  solide correspond un axe  instantané  glissant. 
Si  l'on  classe  ces  axes  d'aprčs  le  paramčtre  du  mouvement  hélicoďdal  qui  leur 
convient,  on  obtient  une  série  d'hyperboloďdes  homothétiques  et  concentriques  ŕ 
celui  des  droites  immobiles pour  lesquelles  ce  paramčtre  est  nul. 

Une  môme  droite possčde  une  infinité  de  conjuguées.  Ces  conjuguées  forment 
une  congruence  dont  les  directrices  sont  deux  génératrices  de  l'hyperboloďde 
central. 

Si  un  systčme  solide  est  assujetti  ŕ deux  conditions, les  droites  susceptibles  de 
rester  immobiles  forment  une  congruence,  et  i l  n'en  existe  plus  que  deux  qui 
soient  normales  ŕ  toutes  les  trajectoires  possibles  de  leurs  points.  Les  axes 
instantanés  glissants  correspondant  ŕ  un  paramčtre  donné  forment  un  complexe 
linéaire  variable avec la valeur  de  ce  paramčtre. 

Enfin,  si  le  solide n'est  plus  soumis  qu'ŕ­une  seule  condition, l'ensemble  des 
droites  susceptibles  d'ętre  immobilisées  constitue  un  complexe  linéaire.  Or  deux 



cas  peuvent  se  p r é s e n t e r  :  ou  b ien  ce  complexe  a  u n  p a r a m č t r e  n u l ,  et  alors 

toutes  les  droites  qu i  en  font  partie  rencontrent  une  seule  et  m ę m e  droite  qu i 

n'est  autre  que  l'axe  de  ce  complexe.  Tous  les  axes  possibles  de  rotation  sans 

glissement  rencontrant  une  m ę m e  droite,  cette  d e r n i č r e  sera  é v i d e m m e n t  normale 

ŕ  toutes  les  trajectoires  possibles  de  ses  différents  points  et  la  condition  p r o p o s é e 

est  r éduc t ib l e  au  glissement  d 'un  point  du  solide  sur  une  surface  fixe. 

S i  au  contraire  le  p a r a m č t r e  du  complexe  des  droites  immobilisables n'est  pas 

nu l ,  i l n'existe  pas  de  droite  capable  de  rencontrer  toutes  les  droites  qui  en  font 

partie.  I l y  aura  donc  des  axes  de  rotation  sans  glissement  qu i ,  ne  rencontrant 

pas  une  droite  quelle  qu'elle  soit,  feront  déc r i re  aux  points  de  celle­ci  des  trajec­

toires  obliques  ŕ  sa direction. 

Les  conditions diverses  que  l 'on  peut  imposer  ŕ  un  solide  se  divisent donc  en 
deux  ca tégor ies . 

V o i c i  comment  on  peut  p r o c é d e r  pour  les  distinguer  :  on  donnera  au  corps 

tous  les  mouvements  de  translation  compatibles  avec  la  condition  p r o p o s é e . 

A i n s i  que  nous  le  faisons  voir ,  tous  ces  d é p l a c e m e n t s  font  déc r i r e  ŕ  un  point 

choisi  arbitrairement  un  é l é m e n t  plan  que  nous  appellerons plan des trans-

lations.  On  impr imera  ensuite  au  solide  toutes  les  rotations  autour  du  point 

choisi  qui  seront  compatibles  avec  la  condition  ŕ  é tud ie r .  Nous  d é m o n t r o n s  que 

les  axes  de  toutes  ces  rotations  sont  dans  un  m ę m e  plan  que  nous  dés ignons  sous 

le  nom  de plan des rotations.  I l  est  ensuite  facile  de  voir  que  le  complexe  des 

droites  immobilisables sera  nu l  ou  différent  de  zéro ,  selon  que  le plan  des trans-

lations  sera  perpendiculaire  ou  oblique  au  plan  des rotations.  Ce  n'est  que  dans 

le  premier  cas  que  la  condition  imposée  est  r éduc t ib le  au  glissement  d'un  point 

du  corps  sur  une  surface  fixe  pendant  u n  temps infiniment petit. 

T H Й V E N E T .  2 



CHAPITRE  PREMIER 

DЙPLACEMENT  INFINIMENT  PETIT  D ' U N  CORPS  SOLIDE  ASSUJETTI 

A  CINQ  CONDITIONS. 

F o r m u l e s  g é n é r a l e s . 

1.  Lorsqu 'un solide  est  assujetti  ŕ  cinq  conditions,  les  six  p a r a m č t r e s  qui  déter­

minent  sa  position  dans  l'espace  sont  l iés  par  c inq  relations  et  peuvent  ę t r e 

cons idérés  comme  des  fonctions  de  l ' un  d'entre  eux.  On  peut  aussi  regarder  ces 

m ę m e s  p a r a m č t r e s  comme  des  fonctions  d'une  m ę m e  variable  i n d é p e n d a n t e ,  Je 

temps  par  exemple.  S i  l 'on  fait  c ro î t re  cette  de rn i č r e  d'une  m a n i č r e  continue, 

le  solide  se  dép lace ra ,  et  en  m ę m e  temps  les  points,  les  droites  ou  les  plans  qui 

en  font  partie  engendreront  ou  envelopperont  des  figures  d é t e r m i n é e s . 

Pour  é tud ie r  le  mouvement  d'un  corps  solide  par  rapport  ŕ  trois  axes  fixes 

Ox, Oy, Oz,  on  peut  se  donner  l a  trajectoire  de  l 'un  de  ses  points  0 '  ŕ  l'aide  des 

équa t ions 
X = U, y = V, Z — WLj 

u, v  et w  é t an t  des  fonctions  de t.  Pa r  ce  point  0 '  nous  m č n e r o n s  des  axes O'x', 

O'y', O'z'  para l lč les  ŕ Ox, Oy, Oz,  et  qui  ne  seront  pas  solidaires  avec  le  corps. 

Fig. 1. 



Nous  désignerons  enfin  par p, q, r  trois  fonctions  du  temps  représentant  les 
composantes  de  la rotation  instantanée  du  solide ŕ  l'époque t  dirigées  suivant  les 
męmes  axes. 

Les  projections  de  la vitesse  du  point  M qui,  ŕ  l'époque t,  a  pour  coordonnées 
x, y, z  par  rapport  aux  axes  fixes,  seront  données  par  les  équations 

(1) 

qui  ne  sont  autre chose que les équations  différentielles  du mouvement du point M . 
Si  l'on  intégrait  ces  équations,  on  trouverait  pour x, y  et z  trois  fonctions  du 

temps  contenant  trois  constantes  arbitraires  représentant,  si  l'on veut,  les coor­
données  initiales a, b, c du point  du  corps  dont  on  veut  étudier  la  trajectoire,  et 
le  mouvement  de  ce point  sera  donné  par  les  équations, 

(2) 

D'un  autre  côté,  les  équations  (1)  peuvent  servir  au  développement  des  coor­
données  du  point  M  en  séries  ordonnées  suivant  les  puissances  de t.  Elles 
donnent  en  effet  par  la dérivation  : 

(3) 

Si  maintenant  dans les  équations  (1) et  (3) on fait t =  0,  et  si l'on suppose  qu'ŕ 
cette  époque O'x', O'y', O'z'  coďncident  avec Ox, Oy  et Oz,  on  obtiendra  les 
premiers  termes  des  développements  cherchés  : 

dans  lesquels  les  lettres u', v', w', p, q, r, p',  ...  représentent  des  constantes 
dont  les valeurs  sont  celles des  fonctions  correspondantes  pour  l'époque t =  0. 



Ces  développements  limités  ŕ la seconde  puissance  du  temps  nous  permettront 
d'étudier  les  éléments  du  premier  et  du  second  ordre  des  trajectoires  ou  des 
enveloppes  relatives aux  points,  aux droites  ou aux plans  du solide. On voit  aussi 
que  l'étude  des  éléments  du  3 e  ordre,  tels  que  la  torsion, la  sphčre  osculatrice, 

t3 . .  , 
exigera  en  outre  connaissance  des  termes en j  Q  ~> et  ainsi  de  suite. 

S i m p l i f i c a t i o n  des  formules  g é n é r a l e s . 

2 .  Une premičre  étude de classement  des points du solide met en évidence  l'exis­
tence  d'une  droite  ayant  la propriété  d'ętre  tangente  ŕ la trajectoire  de  chacun  de 
ses  points.  Si cette  droite,  connue  sous  le  nom d'axe instantané glissant,  avait 
été  prise  pour  l'axe  des z,  les  deux  premičres  formules  (4)  auraient  donné  pour 
a  =  0  et b =  0,  et  quel  que  soit  c,  des  valeurs  infiniment  petites  du  second 
ordre  pour x  et  pour y.  Il faut  donc que  l'on ait 

u'  =  0, v' =  0, p =2 0, q =  0. 

Les  formules  (4) deviennent  alors 

Nous pouvons  encore  simplifier  ces  formules  en  disposant  convenablement  de 
Ja  direction de  l'axe  des y  et  de  la position de  l'origine sur  l'axe  instantané. 

Aprčs  un  temps t  infiniment  petit  du  premier  ordre,  la  droite  qui  coďncidait 
primitivement  avec  Oz  a  éprouvé  un  déplacement  latéral  du  second  ordre,  et 
peut  ętre  représentée  ŕ l'époque t par  le  systčme  des  équations 

qui  donnent  la  situation  nouvelle  du  point  dont  les  coordonnées  initiales  étaient 
0,  0  et c. 

Йliminant  ensuite c entre  les deux  premičres  des  équations  précédentes,  i l vient 

Telle  est  l'équation  de la projection  sur  le  plan yOx  de la droite  qui  coďncidait 
avec Oz  avant  son  déplacement.  On  voit  alors  que  si  l'on  avait  pris  l'axe  des y 



A u t r e  s y s t č m e  de  formules. 

3.  Avant  de faire l'application des formules qui précčdent,  nous allons en obtenir 
d'autres  tout  ŕ  fait  équivalentes  en  considérant  le  mouvement  du  solide  comme 
déterminé  par  le  roulement  avec  glissement  d'une  surface  réglée  liée  au  corps 
sur  une  autre  surface  réglée  fixe  dans  l'espace  et  que  l'on  nomme base de la 
roulette. 

Soient  P G la droite de  l'espace  qui  sert  d'axe  instantané  glissant  ŕ  l'époque t, 

parallčle  ŕ  cette  projection,  on  aurait  eu q'  =  0,  ce  qui  réduit  les  formules (5) 
aux suivantes : 

(6) 

Enfin  tous  les  points  de  l'axe  instantané  ont  leurs  trajectoires  tangentes  ŕ  la 
ligne  Oz  avec  laquelle  cet  axe  coďncide  ŕ  l'époque t =  0.  Ces  trajectoires  ont 
néanmoins  des  plans  osculateurs  différents,  et  i l  existe  sur  Oz  un  point  pour 
lequel  ce  plan  osculateur  est  le  plan zOx  précédemment  déterminé.  Les  for­
mules  (6),  dans  lesquelles  on  fera a =  0, b =  0, c =  0,  devront  donner  pour y 
une  valeur  infiniment petite  du  3 e  ordre,  et  i l faut  que  l'on ait v" =  0, pour  un 
pareil  choix  de  l'origine.  Les formules  (6) se  réduisent  alors aux suivantes : 

(7) 

Des  considérations  analogues  aux  précédentes  permettent  de  déterminer  les 
termes  du 3 e  ordre,  et  l'on obtient,  en  introduisant  dans  ces  derniers  les  simpli­
fications  qui résultent  du  choix  des  axes  de  coordonnées,  les  formules  générales 
suivantes : 

(7) 



A ,  B , G les  coordonnées  de  l'un  de  ses  points  P,  a,  3̌, y  ses  cosinus  directeurs, 
w la  vitesse  de  rotation  du  solide  autour  de  P G , enfin g  la vitesse  du  glissement 
le  long  de  cette  ligne.  Regardons  toutes  ces  quantités  comme  des  fonctions  du 
temps.  Gela  ne  signifie  pas  que  la  droite  P G se  déplace,  mais  seulement  que  la 

droite  P G  qui  servait  d'axe  ŕ  l'époque t  est  remplacée  dans  ce  rôle  par  P ' G ' ŕ 
l'époque t + ht. 

Gela  posé,  les  composantes  de  la  vitesse  d'un  point  quelconque  M (x, y, z) du 
solide  auront  pour  expression : 

Dérivant  ensuite  par  rapport  ŕ t,  i l vient 

Prenons  pour  axe  des z  la  génératrice  P G  correspondant  ŕ  l'époque t =  0, 
pour  axe  des y  la  perpendiculaire  limite  commune  ŕ  P G  et  P ' G ' .  Désignons 
par  ^ l 'angle  des  deux  axes  consécutifs  et  par ht  leur  plus  courte  distance,  ce 



qui  revient  ŕ  prendre  pour  base  de  la  roulette  l ' é l ément  de  conoďde  G O P ' G ' . 

Une  pareille  restriction  est  é v i d e m m e n t  permise  quand  on  veut  se  borner  ŕ 

l ' é tude  des  é l émen t s  du  second  ordre. 

Fig. 3. 

Faisons  enfin t =  0  dans  les  formules  p r é c é d e n t e s ,  on  aura,  d ' ap rčs  le  choix 

des  axes  de  coordonnées , 

A 0  =  0,  B 0  =  0,  C 0 =  0,  A'a =  0, B'0=h,  C'0 =  0, 

«o  = °i  =  °>  To  =  1?  a'o  =  ?»  Po  =  °>  T o  = 0J 

et  la  substitution  de  ces  valeurs  pa r t i cu l i č res  donne,  pour  les  déve loppemen t s  en 

sér ies  de x, y  et  de z, 

(8) 

Identifiant  ces  formules  avec  les  valeurs  (7),  on  obtient  les  relations 

u" = iùh + go, w' = g, wv — g', 

p'  =  wç,  r =  o),  r'  ==  w', 

qui  permettent  d'introduire  dans  l ' é tude  du  dép l acemen t  d'un  solide  les  é l émen t s 

de  la  base  de  la  roulette,  et  aussi  de  calculer  les  é l émen t s  de  cette base  lorsque 

l 'on  conna î t r a  les  quan t i t és u", w', w", p', r, r'. 

Й l é m e n t s  d u  p r e m i e r  o r d r e  des  t r a j e c t o i r e s  d é c r i t e s  p a r  l e s  d i f f é r e n t s 

p o i n t s  d ' u n  s o l i d e  q u i  s u b i t  u n  d é p l a c e m e n t  i n f i n i m e n t  pe t i t . 

4 .  Tous  les  géomčt res  connaissent  le  m é m o i r e  pub l i é  par  M . Chasles  en  1843 



dans  les comptes rendus  de l'Académie  des Sciences et trčs  élégamment  commenté 
par  M . Charles  Brisse  dans  le Journal de mathématiques de Liouville  (t. X V , 
année 1870). 

La  plus  grande  partie  des  propositions  contenues  dans  ce  mémoire  pourrait 
aisément  ętre  établie  analytiquement par  la considération  des  développements  (7) 
ou  (8)  limités  ŕ  leurs  deux  premiers  termes.  Sans  nous  arręter  ŕ  ces  démons­
trations  beaucoup  moins  lumineuses  que  celles  de  l'éminent  géomčtre  cité  plus 
haut,  mais  cependant  plus  méthodiques  et,  selon  nous,  plus  rigoureuses,  nous 
croyons  utile  de  rappeler  les  notions  et  les  définitions  introduites  par  lui  dans 
cette partie  de  la  cinématique. 

Le foyer d'un  plan est  le point de  sa surface  dont  la trajectoire  lui  est  normale. 
Si  le plan a pour  équation 

A x  H­ ~By + Gz +  1 =  0, 

son  foyer (a, b,  c) sera  donné  par  les  équations 

jointes  ŕ la condition 

Aa -h Bb +  Ce +  1 =  0. 

Inversement,  ŕ  un  point  quelconque  dont  les  coordonnées  sont a, b, c corres­
pond  un  plan qui admet  ce point pour  foyer.  L'équation  de  ce plan  sera 

(— br) (x — a) •+• ar (y — b)  + w' (z — c) =  0, 

ou,  en  simplifiant, 

— brx  ­+­ ary  + w' (z — c) =  0. 

Si  dans  cette  équation  on  regarde x, y et z  comme  des  constantes  et a, b, c 
comme  des  coordonnées  courantes,  on reconnaît  que  le  lieu  dés points  tels  que 
les  plans  normaux  ŕ  leurs  trajectoires  respectives  passent  par  un  point  fixe,  est 
un  plan  contenant  le  point  fixe (x, y, z).  D'un  autre  côté  l'équation  précédente 
peut  s'écrire 

(— ry) a  + r x b  +  ( c  — z) w'  =  0, 

et  montre  que  le point  fixe  est  le  foyer  du  plan  trouvé. 

La caractéristique  d'un  plan est  le  lieu  des  points  dont  les  trajectoires  lui sont 
tangentes.  Cette ligne est  représentée  par  l'équation 

— br A ­f­ ar B + io' C =  0, 
jointe  ŕ celle du plan 

Aa  + Bb + Ce +  1 =  0. 

Rappelons  encore  la  définition  de  la  droite conjuguée  d'une  droite  donnée  D 
THЙVENET.  3 



représentée  par 
x = mz  ­f­ [x, 
y — nz  4­ v. 

Si  l'on considčre  un  point quelconque a, b, c de  cette  droite,  le  plan  normal  ŕ  la 

trajectoire  de  ce point  sera,  en  posant  — = k, 

— bx -h ay  + k (z — c) =  0, 

ou bien 
— (ne  4­ v) x  +  (me  + y  + k (z — c) =  0. 

Ce  plan,  variable  avec  le  point  pris  sur  la  droite D, c'est  ŕ  dire  avec  la  coor­
donnée  c, passe par  une  droite  fixe  A, ayant  pour  équations 

— nx  ­+­ m y — k  =  0, 
—  vec ­+­ [j.y -\- kz=  0, 

et  que  l'on désigne  sous  le nom  de droite conjuguée  de  la droite  donnée  D. 
Cherchons  les  éléments  de  la  droite  A en  fonction  de  ceux  de  la  droite  D qui 

sont m, n,  [j., v et  w =  wv — ny.. 
Les  équations  A donnent 

m', n',  <;/, v' et  w' =  m V — n'y!  étant  les  éléments  de la droite  A. On aura  alors 

les  formules 

et 

On  peut  aussi  considérer  la droite A comme  le  lieu  des  foyers  des  plans  passant 

par  la droite D. 
Rappelons encore  une  définition  contenue  dans le mémoire  cité  précédemment. 

Une  surface  S étant  donnée,  chacun  de  ses  plans  tangents  a  un  foyer  <p. Le  lieu 
des  points  f  est  une  deuxičme  surface  S  qui  est  dite  la conjuguée  de  S,  et  l'on 
démontre  que  le  lieu  des  foyers  des  plans  tangents  ŕ la  surface  S n'est  autre  que 
la  surface  primitive  S.  On peut  aussi  considérer  I! comme  l'enveloppe  des  plans 
normaux  aux  trajectoires  des points  de  S,  et  si l'on cherche  l'enveloppe des  plans 
normaux  aux  trajectoires  des  points  de  S on retrouve  la surface  S. 

Йtant  donnée  une  courbe  C, si l'on mčne  les plans  normaux  aux trajectoires  de 
ses  différents  points,  la développable,  enveloppe  de  ces  plans,  aura  pour  aręte  de 



rebroussement  une  deuxičme  courbe V que l'on peut  regarder  comme la  conjuguée 
de  la  courbe  C.  On  verrait  aisément  que  l'enveloppe  des  plans  normaux  aux 
trajectoires  des  points  de  F a pour  aręte  de  rebroussement  la  courbe  primitive G 
elle­męme. 

On  peut  aussi  considérer  la  courbe  F comme  le  lieu  des  foyers  des  plans oscu­
lateurs  de  C, et  démontrer  que,  inversement,  le  lieu  des  foyers  des  plans oscula­
teurs de  T n'est  autre  que  la courbe C. 

Si  l'on  prend  enfin  les  droites  conjuguées  de  toutes  celles  d'un  complexe,  on 
obtient  un  deuxičme  complexe  que  nous  désignerons  sous  le  nom  de conjugué 
par  rapport  au  premier. 

Il  est  aisé  de  voir  que  le  degré  du  complexe conjugué  est  le męme  que  celui  du 
complexe  proposé.  Soit,  en  effet, 

<p  (m, n,  [x, v, w) =  0, 

l'équation  de  ce  dernier.  Pour  obtenir  l'équation  du  conjugué,  i l suffira  de  rem­
placer  dans  l'équation  précédente m, n,  ^, v, w par  leurs  valeurs 

tirées  des  relations  qui unissent  les  éléments  d'une  droite ŕ ceux de  sa  conjuguée. 
On  parvient  ainsi  ŕ  l'équation 

qui  représente  le  complexe  conjugué  et  dont  le  degré  est  le  męme  que  celui  du 
complexe  proposé.  L a  démonstration  géométrique  de  ce  résultat  n'offrirait 
d'ailleurs aucune  difficulté.  On verrait  aisément  que  l'ordre  du  cône  du  premier 
complexe  est  égal  ŕ la classe  des  courbes  planes  de  son  conjugué. 

Dro i tes  normales  aux  trajectoires  de  leurs  points . 

5.  Une droite  représentée  par  les  équations 

x = mz  + [x, 
y — nz  4­ v, 

sera normale aux trajectoires  de  ses  différents  points,  si parmi  ceux­ci  on peut  en 
trouver  un  dont  les  coordonnées a, b et c satisfassent  ŕ la condition 

— br.m •+• ar.n  4­ iv' =  0, 

ainsi  qu'aux  équations  de  la droite.  On devra  donc  avoir, en  posant  — = k, 

— (ne 4­ v) m  4­ ( »c 4­  |t) n -h k =  0, 



ou  bien 
m v — njA =  w  — k, 

équation  d'un  complexe linéaire  qui a  pour  axe  l'axe  instantané  glissant  et  pour 

paramčtre  le  rapport  — • 

Il  est  facile  d'obtenir  l'équation  du  męme  complexe en  prenant  des  axes  de 

coordonnées  rectangulaires quelconques. 
Soient  A, B et  C les composantes  de la vitesse du point du solide  qui  se  trouve 

actuellement en O, et P, Q, R  les composantes  de la rotation  instantanée. 
L a  vitesse d'un point quelconque M (a, b, c) du corps aura  pour projections 

vx — Pi.-h Qc — Rb, 
v); = B + Ra— Pc, 
vz = C + ï>b  — Qa, 

et  la droite 
x — mz  ­+­ [j., 
y = nz -h  V, 

fera  partie  du. complexe cherché,  si l'on a 

(A +  Qc — Rb) m  +  (B ­f­ Ra  — Pc) n  +  (G +  P& — Qa) =  0, 

ainsi  que 
a = m c -h \x, 
b — ne  ­f­ v. 

Eliminant a  et  6, i l vient 

[A +  Qc — R (ne ­+­ v)] m +  [B +  R (me + \x) — Pc] n 4­ C +  P (ne +  v) — Q (me + \x) =  0 ; 

or  la coordonnée c disparaît  et  l'on a 

(1)  Am 4­ Bn H ­ G +  PV — Q[x — Rw == 0, 

équation  qui peut  représenter  tous  les complexes linéaires  possibles et  qui  donne 
une  signification  cinématique  des  six  coefficients  d'un  complexe  linéaire  donné 
a priori.  On arrive ainsi  ŕ  cette  proposition  : 

Un complexe linéaire quelconque étant donné par son équation, si Von imprime 
à un point  O d'un système solide une vitesse dont les projections soient égales 
aux coefficients de m, n et 1, et une rotation dont les composantes aient pour 
valeurs les coefficients de v, — jt, — w, on obtient un certain mouvement de ce 
solide; dans ce mouvement l'ensemble des droites normales aux trajectoires de 
leurs points constitue le complexe donné, et l'axe de ce dernier n'est autre chose 
que l'axe instantané glissant relatif au mouvement fictif imprimé au solide. 

Cela  posé,  i l nous  sera  facile  d'obtenir  l'équation  d'un  complexe  linéaire  dont 

l'axe  et  le paramčtre  seraient  donnés. 
Soient u, v, w  les  coordonnées  d'un  point  quelconque S de  cet  axe,  a,  t3, y ses 



cosinus  directeurs, g la vitesse  de  glissement  et r  la  vitesse  de  rotation  relative  ŕ 
ce  męme  axe.  D'aprčs  ce  qui  précčde,  i l suffit  d'obtenir  les  composantes  de  la 
vitesse  du  point  O dont  les  coordonnées  par  rapport  ŕ S sont  évidemment  — u, 
— v,  — w.  Ces composantes  A , B , G ont  donc pour  valeurs 

A = g<x — r$w  + ryv, 
B = g$ — r^u  4­ raw, 
G = gy — rxv  4­ r$u; 

quant  aux projections  de la rotation,  elles  sont 

P  =  ar,  Q =  pr,  R =  vr, 

et  le complexe cherché  aura  pour  équation 

(gx — r$w  4­ ryv) m + (g$ — ryu  4­ ra.iv) n  4­ (gry — rav  4­ r$u) 

4­ arv  — (ďrjx  — ry(d =  0. 

Si  les  équations  de  l'axe  sont  données  sous  la  forme 

x =m1z  +  (j.t,  , 

i l  suffira  de remplacer dans l'équation  précédente u par \>.i-{~mlw et v par [j^-i-n^u, 
•  i  a  S g . 

ce qui donne, en posant  ­ = mt, - —  n,  et  m,v, — n,[j., =  w, et  ­==? fc„ 
ď  Y  r 

(2)  4­ v4) m +  (fe^i,  — n  ­f­ fc, — o)t  4­ % y  — n t [* — w == 0, 

pour  l'équation  d'un  complexe  dont  l'axe  et  le  paramčtre  seraient  donnés. 
D'ailleurs  l'identification  des  équations  (1)  et  (2)  nous  permettrait  d'obtenir k„ 
mn nn V-»  v n  c ' e s t  ŕ  dire  le  paramčtre  et  les  éléments  de  l'axe  d'un  complexe 
quelconque  représenté  par  une  équation  de  la  forme  (1). 

Vi tesse  en  un  point  fixe  de  l 'espace. 

6 .  Considérons  actuellement  un mouvement  indéfini  quelconque  d'un  systčme 
solide,  et  un  point  S fixe  dans  l'espace.  A une  époque  quelconque t  le  point S  se 
trouve  traversé  par  un  certain point M du  corps  mobile,  et  ce  point  M possédera 
ŕ  l'instant  de  son passage au point  fixe S une  certaine  vitesse v. A l'époque t +  AŁ 
le  męme  point  S  sera  traversé  par  un  autre  point  M ' du  corps,  et  ce  point M ' 
possédera  lors  de  son passage en  S une  autre vitesse v',  et  ainsi  de  suite...  Il  est 
clair  que  l'ensemble  des  vitesses  successives v, v',  ...  que  nous  appellerons 
vitesses en S formeront  un  cône  dont  la  forme  dépendra  de  la nature  du  mouve­
ment  du solide. 

Si  nous  regardons  maintenant  m„ n„  f*.„ v,,  ...  comme des  fonctions  de t,  l'axe 
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du  complexe (2)  coďncidera  successivement  avec toutes génératrices  d'une  surface 
réglée  lieu  des  axes  instantanés  glissants,  et  ce  complexe deviendra variable  avec 
le  temps.  Pour  abréger,  représentons  par Ql  le premier membre  de  son  équation 

Q t  =  0. 

A  l'époque t + àt,  les  éléments  m,, n„ ...  deviennent  m, +  Am,, n, 4­ Aw„ ... 
et  l'équation  du nouveau complexe peut  s'écrire 

Q t  +  AO t =  0. 

Faisant  tendre  A t vers 0,  la  congruence 

nous  obtenons  un  hyperboloďde  dont  toutes les  génératrices  d'un  certain  systčme 
sont  normales  ŕ  la fois  aux vitesses  en  chacun  de  leurs  points  et  cela  pour  trois 
époques  consécutives,  d'oů l'on  conclut que  : 

Quand un corps possède un mouvement indéfini, il existe à chaque instant une 
infinité de points pour lesquels le cône des vitesses présente un élément plan, c'est 
à dire dont la courbure sphérique est nulle. Ces points forment un hyperboloïde 
et ces éléments plans sont normaux aux génératrices de l'un des systèmes de cette 
surface. 

Parmi  les  différents  points  fixes  S,  i l  en  est  qui  possčdent  une  propriété 
remarquable.  En  général,  la vitesse en  S n'est  pas  la  męme  ŕ  l'époque t qu'ŕ 
l'époque t +  A i . I l  y  a  donc  pour  ainsi  dire  une  variation  de  la  vitesse  en  S. 
Cherchons  donc,  en  employant  nos  axes  de  coordonnées  ordinaires,  les  expres­
sions des  composantes  de cette vitesse  en S (a,  5, c) ŕ  l'époque t. 

Le point S'  qui au bout  d'un  temps t  infiniment petit sera en  S (a, b, c), a  pour 
coordonnées  actuelles a + brt, b — art, c — iv't.  D'aprčs  nos formules  générales 
appliquées  au point S',  la vitesse  de  ce dernier  point,  au  moment  de  son  passage 

sera  évidemment  constituée  par  les  droites  fixes  de  l'espace  qui  ont  la  propriété 
d'ętre  traversées  normalement par les points du solide, non seulement  ŕ l'époque Ł, 
mais  encore  ŕ  l'époque t + dt.  Les  droites  de  cette  congruence  étant  normales 
ŕ v et  ŕ v'  sont  normales  au  cône  des vitesses en  S.  Nous  arrivons  donc  ŕ  cette 
proposition  : 

Quand un solide est en mouvement, il existe une infinité de droites fixes 
normales aux cônes des vitesses de tous leurs points, et ces droites forment une 
congruence. 

Si  nous  considérons  de  męme  le  systčme  des  équations, 



en  S, c'est  ŕ dire ŕ  l'époque t,  aura  pour  composantes 

vx=  — {b — art) r + [u" — {a -h brt)  r* — {b — art) r'] t, 
vy = {a + brt) r  ­+­ [a + brt) r' — {b — art) r*  — (c — w' t) p'] t, 
% == iv' + [w" + {b — art) p'] t, 

ou,  en  négligeant  les termes  en t\ 

vx=z— br + {u"  — br') t, 
vyz= ar + {ar'—cp')t, 
% = iv' + {w" -h bp') t, 

d'oů  l'on voit  que  la vitesse en S change  généralement  de grandeur et de direction. 
Si  l'on désigne maintenant  par accélération en S une  certaine  accélération  dont 

les  composantes  seraient u" — br', ar'  — cp', w" + bp',  on voit  que : 
Le lieu des points où l'accélération a une valeur donnée  A , est un cylindre : 

( n"  _ br'f -h {ar' — cp')9  + (w* + bp'f =  A 2 . 

Cette accélération n'est nulle pour aucun point de l'espace, à moins que le 
mouvement considéré soit d'une nature particulière. 

u" w" 
Il  faut  en  effet  que  l'on  ait  ­y  H — r  =  0,  et  alors  l'accélération  en  tous  les u r p 

points  S de  la droite 

• u" — br" =  0, ar' — cp' =  0, 

parallčle  au  plan zOx,  est  nulle.  Cette  droite  est  aussi  l'axe  du  cylindre  des 
accélérations. 

Il  existe  une  infinité  de points S oů la vitesse ŕ l'époque  O a la męme  direction 
qu'ŕ  l'époque t.  Il suffit,  pour  obtenir ces points,  de  considérer  les  équations 

rp' ¥  4­ (nu" — r'w')b  4­ u'w'  =  0, 

qui  représentent  deux droites  rencontrant  l'axe  des y  et  parallčles  au  plan zOx; 
d'oů  l'on  conclut que : 

Quand un solide possède un mouvement indéfini, il existe une infinité de points 
fixes où la vitesse conserve une direction constante au 3e ordre près. Ces points 
sont situés sur deux droites variant avec le temps. Ces deux droites rencontrent 
la tangente à la base de la roulette menée par le point central de l'axe instantané 
glissant perpendiculairement à ce dernier. 

Soit  S un point de l'une  de  ces  droites,  le plan  fixe  P  qui serait perpendiculaire 

u" — br' ar'  — cp' wv + bp' 
— br ar w' 

ou  bien 

et 



ŕ  la  vitesse  en  S  aurait  la  propriété  d'avoir  le  męme  foyer  ŕ  l'époque t  qu'ŕ 
l'époque t -b M,  on peut  donc dire que : 

Quand un solide se déplace, il existe à chaque instant une infinité de plans 
fixes dont les foyers restent invariables au 3e ordre près. Ces plans sont normaux 
aux vitesses actuelles des points de deux droites. 

Revenons actuellement  ŕ la  congruence 

des  droites  normales  aux  vitesses  en  tous  leurs  points,  aussi  bien ŕ l'époque l 
qu'ŕ  l'époque t  + dt.  Si  en  un  point S la  vitesse  a  conservé  sa  direction,  toute 
perpendiculaire  menée  par  S  ŕ  cette  vitesse  fera  partie  de  la  congruence,  donc 
S est  un point de  l'une  des directrices de cette  derničre.  D'oů l'on conclut que : 

La congruence des droites normales aux cônes des vitesses de chacun de leurs 
points a pour directrices les deux droites trouvées précédemment. 

Si  l'on éliminait t entre  les deux  équations  de  la congruence,  on obtiendrait  un 
nouveau  complexe  dont  le  cône  aurait  ses  génératrices  perpendiculaires  ŕ  deux 
génératrices  consécutives  S y,  St>' du  cône  S,  c'est  ŕ  dire  au  plan  tangent  de  ce 
dernier.  Autrement dit le  cône  du nouveau  complexe est  supplémentaire  du  cône 
des  vitesses. 

Considérons  de nouveau  l'hyperboloďde 

lieu  des  points  fixes  oů  les  vitesses  ŕ  trois  époques  consécutives t, t  ­ f dt  et 
t  ­h %dt sont  dans  un  męme  plan,  c'est  ŕ  dire  oů  le  cône  des  vitesses  a  une 
courbure  sphérique  nulle.  E n  un  point S de  l'une  des  droites  que  l'on vient  de 
trouver,  la  vitesse  ŕ  l'époque t  a  la  męme  direction qu'ŕ  l'époque t  + dt,  donc 
on  peut  dire  qu'en  S trois  vitesses  consécutives  sont  dans  un  męme  plan, d'oů 
l'on  voit  que  : 

L'hyperboloïde lieu des points où le cône des vitesses a une courbure sphérique 

nulle, contient les deux droites trouvées précédemment. 
d3Q 

Si  enfin  aux  trois  équations  écrites  plus  haut  on  adjoint -—• =  0,  on  obtient 
quatre  complexes linéaires,  et  les  deux  droites  communes  ŕ ces  quatre  systčmes 
constitueront  le  lieu  des  points  fixes  de  l'espace  pour  lesquels  les  cônes  des 
vitesses  sont  surosculateurs  ŕ  des  plans,  d'oů l'on peut  conclure que : 

Le lieu des points fixes où les cônes des vitesses sont surosculateurs à des plans, 

se compose d'un système de deux droites. 

En  résumé,  on  peut  se  proposer  sur  les vitesses  qui régnent  en  un  point  fixe 
de  l'espace  des  questions  analogues  ŕ celles que  l'on traite  ŕ  propos  des  vitesses 



successives d un  point mobile avec  le solide en mouvement.  Par  exemple  le  plan 
de  deux  vitesses  consécutives  en  S,  c'est  ŕ  dire  le  plan  tangent  au  cône  des 
vitesses,  serait  l'analogue  du  plan  de  deux  vitesses  consécutives  d'un  point 
mobile  M , c'est  ŕ  dire  du  plan  osculateur  de  sa  trajectoire. 

Courbes  qu i  sont  ŕ  e l l e s ­ m ę m e s  leurs  c o n j u g u é e s . 

7.  Reprenons  le  complexe w = k  des  droites perpendiculaires aux  trajectoires 
de  leurs points,  puis cherchons  les  droites  qui partent  d'un  point  donné a, b, c. 
En  représentant  l'une  de  celles­ci  par  les  équations 

i l  vient, pour  les  éléments  ordinaires de  la droite, 

et 

Le  complexe considéré  prend  donc la forme 

ab — $a = fcy. 

Remplaçant  enfin  a,  (3, y par da, db, de  respectivement,  i l vient 

bda  — adb = kdc, 

qui  n'est  autre  chose  que  l'équation  différentielle  des  courbes  normales  aux 
trajectoires  de  tous  leurs points. 

Si  ŕ cette équation  on  adjoint  celle  d'une  surface  quelconque, c =  9 (a, b), on 
aura 

pour  l'équation  différentielle  des  courbes  tracées  sur  la  surface. 

Les  courbes  précédentes  ont  la propriété  d'ętre  ŕ elles­męmes  leurs  conjuguées. 
En  effet,  les plans  osculateurs  de  leurs différents  points sont normaux  aux  trajec­
toires de  ces derniers,  ainsi  qu'il  est  facile  de  s'en  assurer  en remarquant  que  les 
relations 

sont  des  conséquences  de  l'équation  différentielle  de  ces  courbes. 
THЙVENET.  4 



Complexe  des  vitesses. 

8.  Considérons  les vitesses  simultanées  de tous les points d'un solide en mouve­
ment,  et  prolongeons  indéfiniment  les  droites  sur  lesquelles  elles  sont  comptées, 
on  obtiendra  un  systčme  de  droites  dont  nous  allons chercher  l'équation. 

Une  droite 
x mz  ­+­
y =. nz  +  v, 

fera  partie  du  systčme  considéré  s'il existe un  point a, b, c qui soit  situé  sur  cette 

droite  et  dont  la vitesse  ait pour  coefficients  angulaires m  et n.  On  aura  donc  les 

relations 

jointes  aux  égalités 
a — me  ­+­  [A, 

b = ne -+-  v. 

Eliminant a,  &, c,  i l vient 

et  par  suite 
ne  +  v + mk =  0, 
me -+-  ^ — nk — 0, 

d'oů 
(1) k (m2 +  n2)  +  w =  0, 

équation  qui  représente  un  complexe  du  2 e  ordre,  et  ŕ  l'aide  des  substitutions 
ordinaires on obtient  pour  le  cône  qui a son sommet  en S (a, b, c)  l'équation 

(2) k (a2  +  P2) 4­ (ba — a$) y =  0; 

ce  cône  contient  la verticale du point  S ainsi  que  la vitesse  de  ce męme  point. 
Ce  complexe  a  la  propriété  remarquable  de  se  confondre  avec  son  conjugué. 

Si,  en  effet,  on  remplace  dans  son  équation  m  par n  par  ­^r  et  w par  7̂> 

on  trouve 
k (w' !  ­+­ ?t'2)  w' =  0, 

c'est  ŕ dire  le  męme  complexe. 

Cherchons  encore  le  systčme  des  droites  perpendiculaires  ŕ leurs  conjuguées. 

On  devra  avoir 



ce qui donne  encore  le męme  complexe 

k (m2 +  n2)  ­+­ w — 0. 

Toutes  ces remarques  résultent  des propriétés  géométriques  connues  des  droites 
tangentes ŕ la trajectoire  d'un  de  leurs  points. 

Il  nous  reste  ŕ  obtenir  la  conique  du  complexe  des  vitesses.  I l  nous  suffira 
pour  cela  de  regarder  une  droite  quelconque  comme  l'intersection  d'un  plan 
indéterminé 

ccx -h $y + f'Z =  1 

et  du plan de  la conique 

ax  + by  + cz — d. 

Les  éléments  de  la droite  ont  pour  expressions 

On  pourra  donc  écrire  l'équation  du  complexe  sous  la  forme  suivante,  qui 
mettra  en  évidence  toutes les  droites  d'un  męme  plan : 

k [(by — Łc)2 +  (ac — ay)2]  +  (dy — co) («0 — 6a) =  0, 

dans laquelle  3 n'entre qu'au  i e r degré, d'où l'on conclut que toutes les coniques 
considérées sont du genre parabole.  Remarquons  en  particulier  les  plans  paral­
lčles kOz  pour  lesquels  on a c =  0", ce qui  donne 

k (a2  4­ fr2) y 4­ (aP — ba) d =  0. 

D'oů  l'on voit  que  la normale  au plan indéterminé  (a,  (3, y) décrit  un  plan,  et  que 
par  suite  toutes  les droites  de  ce plan sont  parallčles. 

Traitons  encore  la question  suivante  : étant  donné  un  point M (a, b, c),  trouver 
les  points  M ' infiniment  voisins  de  M et  tels  que  les  vitesses  de  M et  de  M ' se 
rencontrent.  Il  suffit  d'exprimer  que  les  trois  droites  M M ' , Mv  et M'v'  sont  dans 
un  męme  plan,  ce  qui  donne,  en  désignant  par a + da, b H­ db, c + de  les 
coordonnées  de M ' , 

ou  bien 
k (da2  + db*) + de (bd a — adb) =  0, 

équation  différentielle  qui convient ŕ toutes  les  courbes  telles  que  les  vitesses  de 
tous  leurs points forment  une  surface  développable. 



On  remarquera  que  le  cône  des  directions  M M ' n'est  autre  que  celui  du 

complexe  des  vitesses.  On voit  en  effet  que  si  les  vitesses  de  M  et  de  M ' concou­

rent,  la  conjuguée  de  M M ' l u i est  perpendiculaire. 

Fig. 4. 

S i  maintenant  l 'on  adjoint  ŕ  l ' équat ion  différentielle  p r é c é d e n t e  celle  d'une 

surface  quelconque 

c =  ç (a, b), 

on  voit  que sur toute surface il existe deux familles de courbes telles que les 

vitesses de tous leurs points constituent une surface développable. 

E n  employant  les  coordonnées  semi­polaires, ou  en  posant 

a — p cos  w, b =  p sin  w, c =  <p  (p,  w), 

l ' équat ion  différentielle  prend  la  forme 

et  i l  est  facile  de  l ' in tégrer  lorsque  la  surface  d o n n é e  est  de  révo lu t ion  autour 

de  O z , ou  lorsqu'elle se  r é d u i t  ŕ  un  conoďde  dont  la  directrice  serait  l'axe  O z . S i , 

en  effet, c =  ? (o>),  les  variables  se  sépa ren t  a i s émen t . 

Les  courbes  que  l 'on  obtient  ainsi  comprennent  comme  cas  particulier  la 

cubique  gauche  signalée  par  M .  Chasles,  comme  le  l ieu  des  points  dont  les 

vitesses  concourent  en  un  point  d o n n é  et  forment  ainsi  le  cône  du  complexe  de 

ces  vitesses. 

S i  l 'on  cherchait  enfin  le  sys tčme  des  ca rac té r i s t iques ,  on  retomberait  sur  l a 

m ę m e  équa t ion .  Cela  résu l te  de  ce  que  la  carac tér i s t ique  d'un  plan  est,  comme 

on  sait,  tangente  ŕ  la trajectoire  de  l 'un  de  ses  points. 



Й l é m e n t s  d u  s e c o n d  o r d r e .  — Й t u d e  des  a c c é l é r a t i o n s  s i m u l t a n é e s 

des  d i f f é r e n t s  p o i n t s  d ' u n  s o l i d e  e n  m o u v e m e n t . 

9.  Nous  avons  vu  que  les  composantes  de  l 'accélérat ion  d 'un  point  quel­

conque  M sont  des  fonctions  l inéa i res  des  coordonnées a, b, c  de  ce  point.  Elles 

ont  pour  expressions 

tx  — w" — « r 1  — br', 
yy — ar' — br1 — cp', 
Yz = w" ­h bp'. 

Convenons  de  porter  ŕ  partir  de  l 'origine,  sur  une  paral lč le  ŕ  l ' accé léra t ion  du 

point  M , une  longueur  égale  ŕ  celle­ci,  nous  obtenons  un  point \x dont  les  coor­

Fig. 5. 

données  sont yx,  Y , ,  y,.  A  u n  sys tčme  de  points  M  correspond  un  sys tčme  de 

points [x homographiques  du  premier.  S i M  décri t  une  droite, \x en  décr i t  une 

autre.  A une  surface  du  degré  m  décr i te  par  M  correspond  une  surface  du  m ę m e 

degré  engendrée  par \x. 

E n  égalant  ŕ  0  les  trois  composantes  de  l 'accélérat ion yx, yn yz,  on  obtient  u n 

certain  point  G auquel  correspond  l 'origine O dans  le  sys tčme  des  points \x. 

Cela  posé,  si y. décr i t  une  s p h č r e  ayant  pour  centre  l 'origine, M  engendre  un 

el l ipsoďde  ayant  pour  centre  le  point G. 

Donc, le lieu des points qui ont une accélération de grandeur donnée est un 

ellipsoïde  dés igné  sous  le  nom  d'el l ipsoďde  des  accéléra t ions . 

S i  le  rayon  de  la  sphčre  l ieu  des  points \x varie  de  0  ŕ  l ' infini ,  l 'e l l ipsoďde,  l ieu 

des  points  M , variera  en  grandissant,  et  en  restant  concentrique  et  h o m o t h é t i q u e 

ŕ  l u i ­męme . 

S i  le  point [x  décri t  une  droite  passant  par  l 'origine,  le  point  M en  décr i ra  une 

autre  passant  par  le  point G. 

Donc, le lieu des points dont les accélérations ont une direction donnée est une 



droite passant par le point  G que l'on désigne sous le nom de centre des accélé-

rations. 

Supposons  que  ^  se  dép lace  sur  une  droite  quelconque  ne  passant  pas  par 

l 'origine,  l a  ligne  0 ^  décr i t  u n  plan  et  le  point M une  certaine  droite  dont  tous 

les  points  auront  des  accéléra t ions  para l lč les  ŕ  un  m ę m e  plan.  S i le point  <J. décri t 

un  plan  passant  par  l 'origine,  le  point M engendrera  un  plan  d é t e r m i n é . 

Donc, le lieu des points dont les accélérations sont parallèles à un même plan 

est un autre plan passant par le centre des accélérations. 

Si  le  l ieu  des  points  ^  est  u n  cône  de  révolu t ion  ayant  l 'origine  pour  sommet, 

le  l ieu  des  points  M  sera  un  cône  du  second  degré . 

Donc, le lieu des points dont les accélérations font un angle constant avec une 

direction fixe est un cône du 2e ordre. Par suite, le lieu des points d'un plan dont 

les accélérations font un angle donné avec une droite est une conique. 

Supposons  que  le  point M  décr ive  une  section plane  sur  un  el l ipsoďde  d 'accélé­

ration,  le  point  [A engendrera  u n  cercle  sur  l a  s p h č r e  homologue.  Donc, les accé-

lérations des différents points d'une section plane d'un ellipsoïde d'accélération 

sont égales et font des angles égaux avec une direction fixe. 

A u  mi l ieu  M  d'un  segment  M ' M " correspond  le  mi l i eu [x du  segment  homo­

logue  [/[/,  donc  ŕ  un  plan  d i amé t ra l  de  l 'un  des  el l ipsoďdes  correspond  u n  plan 

d iamét ra l  de  la  sphč re .  A  trois  d i amč t r e s  conjugués  de  l 'el l ipsoďde  correspondent 

trois  d i amč t r e s  rectangulaires  de  la  sphč re . 

Donc, les accélérations des extrémités de trois diamètres conjugués de l'un des 

ellipsoïdes d'accélération sont perpendiculaires deux à deux. 

Dans  un  plan  quelconque,  i l  existe  toujours  u n  point  dont  l 'accélérat ion  est 

normale  ŕ  ce  plan ,  et  i l n 'en  existe  qu'un  seul. 

Cons idérons  un  plan  P  et  son  homologue %; par  l 'origine  0  menons  u n  plan k 

paral lč le  ŕ  P ,  ce  plan  coupera  le  plan  % suivant  une  droite  a{3. L a  droite A B 

homologue  de  a|3 sera  le  l ieu  des  points  du  plan  P  dont  les  accéléra t ions  seront 

contenues  dans  le  plan  l u i ­ m ę m e .  L'intersection  de  cette  droite  A B et  de  la 

carac tér i s t ique  du  plan  P  est  un  point  dont  la  trajectoire  est  osculatrice  ŕ 

ce  plan. 

Si  le  p l a n ' P  tourne  autour  d'une  droite  D ,  son  homologue  % tourne  autour 

d'une  droite  A , homologue  de  D , tandis  que  le  plan k  tourne  autour  d'une  autre 

Fig. 6. 



droite Od  paral lč le  а D .  Dans  ces  conditions, aS engendre  un  hyperbo lo ďde ,  et  i l 

en  est  de  m ę m e  de  A B . 

D 'un  autre  côté,  on  sait  que  le  l ieu  des  ca rac té r i s t iques  des  plans  qui  passent 

par  une  droite  D  est  u n  hyperbo lo ďde .  E n  combinant  cette  proposition  avec  la 

p récéden te  et  en  remarquant  que  les deux  hyperbo lo ďdes  ont  une  droite commune, 

on  arrive  а  cette  proposition : 

Les plans passant par une même droite sont osculateurs aux trajectoires d'une 

série de points formant une cubique gauche. 

A  une  sér ie  de  plans  P  para l l č les  entre  eux  correspond  une  sér ie  de  plans % 

éga lemen t  para l lč les  entre  eux.  D 'un autre  côté  la  direction  de k  é t an t  invariable, 

aS  décr i t  un  plan  passant  par  l 'origine,  et  l a  droite  A B  en  décr i t  un  autre; 

d'ailleurs  les  ca rac té r i s t iques  de  plusieurs  plans  para l lč les  sont  dans  un  m ę m e 

p lan ;  on  peut  donc  dire  que  : 

Une série de plans parallèles étant donnée, les points dont les trajectoires sont 

osculatrices à ces plans sont en ligne droite. 

Enfin  si  par  l 'origine  on  abaisse  des  perpendiculaires  sur  tous  les  plans  %  qui 

passent  par  Ŕ, les  pieds  de  ces  perpendiculaires  formeront  un  cercle.  Donc, si un 

plan tourne autour d'une droite, le point de ce plan qui a l'accélération la plus 

faible décrit une conique. 

P l a n s  o s c i l l a t e u r s  des  t r a j e c t o i r e s  des  d i f f é r e n t s  p o i n t s  d ' u n e  d r o i t e . 

10.  Cons idérons  une  droite  D , son  homologue  sera  A a . L 'accéléra t ion  M A du 

point  M  é tan t  égale  et  para l lč le  а 0\xa  qui  décr i t  un  plan,  décri t  e l l e ­męme  un 

parabolo ďde . 

S i  maintenant  on  opčre  sur  les  vitesses  comme  sur  les  accé léra t ions ,  c'est  а dire 

si  par  l 'origine  on  m č n e  des  droites 0^  égales  et  para l lč les  aux  vitesses  M V des 

Fig. 7. 



différents  points  de  la  droite  D , on  obtiendra  une  autre  droite  A„ homologue  de  D. 

Or  i l  est  c la i r  que  les  vitesses  M V  forment  un  paraboloide,  donc  le  plan 

osculateur  A M V qui  est  tangent  ŕ  la  fois  ŕ  deux  paraboloides  a  pour  enveloppe 

la  développable  circonscrite ŕ  ces  deux  surfaces. 

S i  M varie  sur  la  droite  D ,  les  points  \>.a et  ^  varieront  respectivement  sur  A a 

et  A„ en  décr ivant  sur  ces  deux  droites  des  divisions homographiques,  par  suite 

la  droite \xa\xv  engendre  un  hyperbo lo ďde ,  tandis  que  le  plan 0\>.a\xv  enveloppe  le 

cône  qui  l u i est  circonscrit. 

Donc, les plans menés par un même point parallèlement aux plans osculateurs 

des différents points d'une droite enveloppent un cône du second degré. 

Ce  qui  p r écčde  suppose  que  la  vitesse  V  du  point  M  a  une  direction  distincte 

de  celle  de  son  accéléra t ion  M A .  Or  i l existe  une  infinité  de  points  du  solide  pour 

lesquels  la vitesse  et  l 'accélérat ion  ont  la  m ę m e  direction. Ces points  sont  donnés 

par  les  équa t ions 

Fia. 8. 

cubique.  A u point  M ' correspondent  sur  A„ et  A , deux points  ;xa et  ^  en  ligne  droite 

avec  le  point  O.  L 'hyperbolo ďde  décr i t  par  admet  donc  pour  l'une  de  ses 

généra t r i ces  une  droite  passant  par  O,  c 'est­ŕ­dire  Soit  0 3  la  deux ičme 

généra t r ice  passant  par  0 ,  et  M  un  point  quelconque  de  D . L e  plan  osculateur 

M A V  ŕ  la  trajectoire  de  M  é tan t  paral lčle  au  plan O^y*  qui  passe  constamment 

par  o,  on  peut  dire  que  tous  les  plans  osculateurs  relatifs  aux  différents  points 

de  D  sont  para l lč les  ŕ  une  m ę m e  droite.  Or  on  sait  déjŕ  qu'ils  sont  tangents  ŕ  un 

et  constituent  une  cubique  gauche,  intersection  d'un  cylindre  parabolique  paral­

lčle  ŕ Oz  et  d 'un  pa rabo lo ďde  hyperbolique.  Or  on  sait  qu'une  droite  D  peut 

rencontrer  soit  une  fois,  soit  deux  fois,  cette  cubique  gauche. 

Cons idérons  d'abord  une  droite  D  n'ayant  qu'un  point  commun  M '  avec  la 



paraboloďde  hyperbolique,  donc ces plans osculateurs enveloppent un cylindre 
parabolique. 

Considérons  actuellement  une  droite  D  ayant  deux  points  communs  avec  la 
cubique  gauche.  Soient M ' et  M" ces  deux  points, \/.'a, \x'v  les homologues  de  M '  et 
ˇ4, v-v  ceux de M ' . 

Les  points \j.'a et \J.'V étant  en  ligne  droite  avec  le  point  O ainsi  que  les  points 
\xa et \C, il s'ensuit  que  les droites  Ŕa et  A y sont  dans un  męme  plan avec l'origine. 
Dans  ce  cas,  le  plan  osculateur  M A V  relatif  ŕ  un  point  quelconque  de  D paral­
lčle  au plan 0\j.a\j.v  qui est  invariable, conserve  lui­męme  une direction  constante. 

Donc, si une droite rencontre deux fois la cubique, les plans osculateurs des 
trajectoires de tous ses points sont parallèles entre eux. 

Si  en  particulier  la  droite  D  rencontre  la  cubique  gauche  en  deux  points M ' 
et  M"  tels  que  les vitesses v'  et v" de ces points  soient  concourantes,  le plan  OJJCF­.' 

sera  parallčle  au  plan des  deux vitesses  et  de  la droite D. On peut  donc dire  que, 
dans  le  cas  actuel, les plans osculateurs relatifs à tous les points de la droite 
sont confondus en un seul, et on a une droite qui décrit un élément de surface 
plane. 

On  se  rend  compte  de  ces  résultats  en  remarquant  qu'un  point  de  la  cubique 
précédente  ayant  sa vitesse  et  son  accélération  dirigées  suivant une  męme  droite 
décrit  un  élément  rectiligne au 3 e  ordre  prčs.  Dčs lors,  la droite D  a  deux  de  ses 
points  M ' et  M" qui glissent  sur  deux  droites  fixes  pendant  un  temps  infiniment 
petit.  On sait  alors  que  tous  les  points  de  la droite  D se meuvent  dans  des  plans 
parallčles  ŕ la fois aux deux  droites  fixes. 

Cette  propriété  qu'ont  les  points  M ' , M", ...  de  la  cubique  de  décrire  des 
éléments  rectilignes,  fait  de  celle­ci  l'analogue  du  cercle  d'inflexion  de  la 
géométrie  plane. 

Й t u d e  des  axes  de  courbure  des  trajectoires  s i m u l t a n é e s 

des  d i f fé ren t s  points  du  sol ide. 

1 1 .  On sait  que  les  équations  de  l'axe  de  courbure  d'une courbe  gauche  sont 

(  (X — x) dx +  (Y — y) dy  +  (Z — z) dz  =  0, 
\' {  (X — x) d'x  +  (Y  ­ y) d'y  +  (Z — z) d'z = dx'  + dy* + dz\ 

x, y, z  désignant  des  coordonnées  courantes,  et x, y et z  des  fonctions  détermi­
nées  d'une  variable  indépendante  qui  sera  le  temps t  dans la question  qui nous 
occupe.  Remplaçant  dans le  systčme  (1) x, y, z  par  leurs  développements  et  fai­
sant ensuite t =  0,  i l vient 

— (X — a) br  ­H  (Y — b) ar  +  (Z — c) io' =  0, 
(X—a)(uv — ar' — br') + (Y — b) (ar' — br' — cp')  +­ (Z—c) (w' + bp') = a'r* +  ë V + iv'% 
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ou  en  réduisant 

Posons,  pour  simplifier  l 'écriture, 

et  nous  aurons  pour représenter  l'axe de courbure de la trajectoire  du  point  a, b, c 
les  équations 

Nous  voyons  immédiatement  que  l'axe  de  courbure  se  transporte  ŕ  l'infini  si le 
point  correspondant  fait partie  de  la courbe  gauche 

€[ui n'est autre  que  la cubique  d'inflexion. 

On  voit  aussi que  l'axe de  courbure  est  indéterminé  dans le plan 

a'X  + fe'Y +  c'Z = d', 

pour  les  points  satisfaisant  aux  relations 

qui,  développées,  donnent 

Multipliant  les  deux  termes des  trois  premičres  fractions  par a, b, c  respective­
ment,  ajoutant  termes  ŕ  termes  et  retranchant  des  termes  de  la  quatričme,  i l 
vient 

a V s  + b*r*  + iv'* =  0, 

cylindre  imaginaire  coupant  la  cubique  d'inflexion  en quatre points  imaginaires, 
tels  que  les  plans  qui  ont  ces  points  pour  foyers  offrent  une  indétermination 
complčte  pour  les  axes  de  courbure  qu'ils peuvent  contenir. 

Nous  remarquerons  enfin  que  les  équations  de  l'axe  de  courbure  sont  linéaires 



par  rapport  aux  coordonnées  a, b, c du  point  décrivant,  ce  qui montre  que  le  lieu 
des  points  dont  les  axes  de  courbure  passent  par  un  point  donné x, y, z,  est  une 
droite  dont  nous  aurons  ŕ nous  occuper  ultérieurement. 

L i e u  des  axes  de  courbure  relat ifs  aux  d i f f é ren t s  points  d'une  droi te . 

12 .  Considérons  une  droite  D ayant  pour  équations 

(6) 

Pour  obtenir  l'axe  de  courbure  d'un  point  quelconque  de  cette droite, i l suffira  de 
remplacer  dans  les  équations  (3) a, b, c par a  +  «p, b +  p p ,  c + yp  respective­
ment.  Si , pour  abréger,  nous  posons 

(4) 

les  résultats  de  la  substitution  indiquée  dans a', b',  c', a\ b\  c", d'et d"  seront 

a'  ­f­ a'p, b' +  0'p,  c'  +  v'p,  a" +  a"p,  etc. , 

et  les  équations  de  l'axe  de  courbure  deviendront 

(5) 

Si  maintenant  on fait  varier p de  — ce  ŕ  +  oo ,  le premier  plan  (5)  tourne  autour 
de  la droite 

et  le  deuxičme  plan (5) autour  de  la droite 

Le  lieu  cherché  est  donc  un  hyperboloďde  passant  par  les  droites  A et  A' dont 
la  premičre  est  visiblement la conjuguée  de  la droite  donnée D. 

Lorsque  les  droites  A et  A' se  rencontrent,  l'hyperboloďde  précédent  se  réduit 
ŕ  un  cône ; i l faut  pour  cela  que  Ton ait 



équation  du  second  degré  en  a,  0,  Y e ^  e n a> °, c ,  e t  qui  évidemment  représente 
un  complexe du  second ordre.  Ainsi  : 

Les droites telles que les axes de courbure relatifs à tous leurs points forment 
un cône, constituent un complexe du second ordre.  Or i l est  évident  que  tous  les 
points  de  la  droite  D,  ayant  pour  axes  de  courbure  les  différentes  génératrices 
d'un  cône  S,  restent  ŕ des  distances  constantes  au 3 e ordre  prčs  du  sommet  de  ce 
cône.  En d'autres  termes,  on peut  dire  que  la droite D pivote  autour  du  point S. 
Donc  : 

Quand un solide se déplace, les droites qui ont la propriété de pivoter autour 
de certains points forment un complexe du second ordre. Nous désignerons ces 
droites sous le nom de DROITES  PIVOTANTES. 

On  voit  aussi que,  parmi les  axes  de  courbure  des  différents  points  de  la droite 
pivotante,  figure  la conjuguée  de cette droite. Donc, la conjuguée d'une pivotante 
est un axe de courbure.  Nous verrons  plus  tard  que  la proposition réciproque  est 
également  vraie. 

Si  les  droites  A  et  A'  sont  parallčles,  l'hyperboloďde  précédent  devient  un 
cylindre  parallčle  ŕ la droite  A conjuguée  de D. 

Pour  que  cela  ait  lieu,  i l faut  que  l'on ait : 

О) 

Or  les  quantités a', b',  c', a", ...  sont  linéaires  en a, b, c, tandis  que  a',  S',y',a ... 
sont  linéaires  et  homogčnes  en  a,  S, y.  On voit  donc  que  d'un point  quelconque 
de  l'espace  partent  deux  droites  dont  tous  les  points  ont  des  axes  de  courbure 
parallčles.  Ces droites  sont  les  męmes  que  celles  qui  s'appuient  deux  fois  sur  la 
cubique  d'inflexion.  On peut  dire  aussi qu'elles pivotent autour de points situés 
d l'infini et que tous leurs points se meuvent dans des plans parallèles en négli-
geant les quantités du 3e ordre. 

Si  aux  équations  (7) on adjoint  les  suivantes : 

(8) 

on  aura  exprimé  que  les  droites  A et  A' se  confondent,  et  les  droites  D  qui  satis­
font  ŕ la fois  aux  équations  (7)  et  (8),  et  qui  sont  en  nombre  limité,  ont  la  pro­
priété  de  tourner  autour  de  leurs  conjuguées  respectives  A et  cela  au  3 e  ordre 
prčs.  On  peut  dire  que  les  trajectoires  de  tous  les  points  de  D  ont  un  seul  et 
męme  axe  de  courbure  A qui reste  pour  ainsi  dire  conjugué  de  D  pendant  deux 
instants  consécutifs.  Considérons  d'ailleurs les droites  A et  A' dont  la premičre A 
est  évidemment  la  conjuguée  de  D.  A u  bout  du  temps t dt,  la  droite  D  est 



venue  en  D ' ,  et  ŕ  cette  nouvelle  époque  elle  a  une  autre  conjuguée  que  l'on 
obtiendrait  en  changeant t  en t  + dt  dans  les  équations  A. On n'obtiendra  pas 
ainsi  le  systčme  A ' , mais un  systčme  qui peut  le  remplacer  dans tous  les calculs 
précédents.  On peut  donc dire  que  : 

1° Si les  deux  conjuguées  consécutives  d'une  droite  D  ne  se  rencontrent  pas, 
le  lieu  des  axes  de  courbure  des  points  de  D est  un  hyperboloďde ; 

2° Si les  deux  conjuguées  consécutives  de  D  se  rencontrent,  les  axes  de  cour­
bure  des  points  de  cette droite  forment  un  cône  dont  le  sommet  est un pivot; 

3° Si ces  męmes  conjuguées  sont  parallčles,  les  axes  de  courbure  des  points  de 
la  droite  forment  un  cylindre,  et  son pivot a passé  ŕ  l'infini; 

4°  Si  une  droite  D  est  telle  que  sa  conjuguée  ŕ  l'époque t  soit  la  męme  qu'ŕ 
l'époque t -h dt,  tous  les  points  de  cette  droite  ont  le  męme  axe de  courbure  et 
cet  axe  est  pour  ainsi  dire une conjuguée persistante. 

Il  est  maintenant  facile  d'introduire  dans  l'équation  (6)  du  complexe  des  pivo­
tantes  les  éléments  ordinaires d'une droite. Cette  équation  peut  s'écrire,  en effet  : 

Multipliant  enfin les  deux  premičres  lignes  par r',  puis  retranchant  de  la  troi­
sičme  et  de  la quatričme  respectivement,  on  a,  en  posant w" — kr'  = g, 

pour  représenter  le  cône  du  complexe relatif  au point a, b, c. 
a  3 

Il  vient  ensuite,  en  faisant a =  <x, b =  v, c == 0,  ­  = m, - = n, 

w' 
Divisant  par r  les  deux  premičres  lignes  et  posant  — = k,  i l vient 

(9) 



puis,  en  développant  et  en posant  mv — =  w, 

(10) 

La  conique du  complexe qui est  comprise dans un  plan  quelconque 

(11) ax •+• by  + cz — d =  0, 

dont  la normale  a pour  cosinus  directeurs a, b, c  et  dont  la  distance  ŕ  l'origine 
est d,  se  trouvera  en  considérant  une  droite  quelconque  de  l'espace  comme 
l'intersection  du plan précédent  supposé  fixe  et  d'un  plan  indéterminé 

(12) ax + $y  + jz  — 8 =  0. 

Les  éléments  de  la droite  suivant  laquelle se  coupent  ces  deux  plans  sont  : 

Substituant  ces  valeurs  dans  l'équation  (10),  on a 

(13) 

et  cette  équation,  ordonnée  par  rapport  ŕ l,  prendra  la  forme 

MS8 4­  (Nd +  N') o +  Pd 2 + Qd +  R =  0. 

Pour  chaque  direction  (a,  y) de  l'axe  du  plan  mobile  (12),  on  trouve  deux 

distances  §' et  §" de  ce plan  ŕ l'origine, et  par  conséquent  ŕ  deux  plans  parallčles 

coupant  le plan  fixe  (11)  suivant deux tangentes  parallčles  de  la conique  du  com­

plexe.  L a  demi­somme  ^  ­  représentera Yx, l'y  ou  le z  du  centre  de  la 

conique,  si l'on a  soin  de  prendre  la  direction  (a,  3̌, y) parallčle  ŕ  l'axe  des x,  ŕ 
l'axe des y  ou ŕ l'axe de z. 

Calculons  d'abord  l'abscisse  du  centre xt,  on  aura 

en  remplaçant  dans  N  et  N '  a par  1,  3̌  par 0  et  y par  0.  On aura  de  męme yi  en 
faisant  dans N et  N ' ,  a =  0,  (3  =  1,  y =  0,  et  enfin zl  en  faisant  dans  les  męmes 



fonctions  a  ­ ­  0,  (3 =  0,  y  ­  :  1­  Si  maintenant  on  désigne  par  N«, Np, N y  les 
l'ésultats  de  ces  trois  séries  de  substitutions,  on  voit  immédiatement  que  quand 
d  varie  ou quand  le  plan (H) se  transporte  parallčlement  ŕ  lui­męme,  le  lieu  des 
centres  des  coniques  du  complexe est  une  droite  dont  les  cosinus  directeurs  sont 
proportionnels  ŕ N a , Np et N y . 

Or  la  quantité  N  a  pour  expression  le  coefficient  męme  de do  dans  l'équa­
tion  (13),  c'est­ŕ­dire 

N  =  — 2p' u" cy  — kp' r^by — kp' r-c$  + gp' ay  + gp' ac — 2kp'*aa., 

d'oů 
N a  = gp' c — 2kp'2a, 
Np =  — kp' r% c, 

Ny — — 2p' u"c — kp' r*b  + gp' a, 

et  le plan  (11) aura  une  direction principale si  l'on a 

équation  du  3 e  degré  dont  les  racines  sont  toujours  réelles,  et  permettent  de 
trouver  trois  directions rectangulaires  qui  sont  celles  des  plans  principaux  cher­
chés. 

Complexe  des  axes  de  courbure . 

1 3 .  Une droite A 

Désignant  par  S  la  valeur  commune  de  ces  trois  rapports  divisée  préalablement 
par p ' ,  i l vient 

et  l'on a pour  déterminer  S 

(A) 

sera  un  axe  de  courbure,  si  l'on  peut  trouver  un  point a, b, c  dont  l'axe  puisse 
coďncider  avec  la droite  A. Or les  équations  de  cet  axe  sont 

(1) 

Remplaçant x, y, z  par  A ­ f ap,  B +  gp,  C +  yp respectivement  et  exprimant 



que  les  résultats  sont  nuls  quel que  soit  p, i l vient 

(2) 

w' 
Eliminant  enfin a, o, c,  et  posant  — = k, 

Multipliant  ensuite  la premičre  et  la deuxičme  ligne  par r'  et  retranchant  respec­
tivement  de la troisičme  et  de  la quatričme,  i l vient,  en  posant w" — kr' = g, 

pour  représenter  le  cône  du  complexe  dont  le  sommet  est  A , B , G. 
Introduisons  maintenant  les  éléments  de  la  droite,  en  faisant  A  =  B  =  v, 

G =  0, ~ =  m,  |  = n,  on aura  l'équation 

En  développant,  on  trouve 

(G) 

Comparant  cette  équation  G =  0  avec  celle  du  complexe  des  pivotantes  dont 
nous  désignerons  le premier  membre  par  P,  on constate  l'égalité 

G =  P  +  (u — k) [(p'w" — kr*u') n — ftp V I A ] , 

d'oů  l'on conclut que les droites des complexes linéaires  w = k et {p'w'x— kr*u')n 
— kp'r*\j. —  0,  qui font  partie  de  l'un des  complexes  G =  0 ou P =  0,  font  partie 
de  l'autre. 

On  voit  aussi  que  les  complexes  C  et  P  sont  conjugués.  Si ,  en  effet,  dans 



l ' équa t ion  C =  0  on  fait  les  substitutions 

Fig. 9. 

courbure,  elle  ne  peut  l ' ę t re  que  pour  u n  point  a  de  sa  conjuguée  A  qui  est, 

comme  on  sait,  le  l ieu  des  foyers  des  plans  ( D O П a) passant  par  D a . Soit  maintenant 

P  u n  point  quelconque  de  A , P  é t an t  le  foyer  du  p lan  (D a , P),  l 'axe  de  courbure 

du  point  P  ne  peut  ę t r e  que  dans  ce  plan,  donc  l'axe  de  courbure  S A  de  P 

rencontre  D a en  un  point  S.  Cela  posé ,  quand  le  solide  se  déplace ,  P  reste  а  une 

distance  constante  au  3 e  ordre  p r č s  de  tous  les  points  de  l'axe  S A  et  en  part i­

culier  du  point  S.  De  m ę m e  a dans  son  mouvement  reste а une  distance  constante 

au  3 e  ordre  p r č s  de  tous  les  points  de  son  axe  de  courbure  et  entre  autres 

de  S.  Nous  avons  donc  deux  points  a  et  P  d'une  droite  A qui  conservent  leurs 

distances  au  point  S,  donc  tous  les  points  de  A  pivotent  autour  de  S,  ce  qu ' i l 

fallait  d é m o n t r e r . 

I l  r é su l t e  aussi  de  ce  qui  p r é c č d e  que  les  axes  de  courbure  de  tous  les  points 

de  A rencontrent  D a  en  un  m ę m e  point  S. 

E n  r é s u m é  : 

1° Les axes de courbure de tous les points d'une pivotante  A forment un cône 

dont le sommet est le pivot S de A et qui contient la conjuguée  D de cette 

dernière. 

2° Les pivotantes de tous les points d'un axe de courbure  D„ forment un cône 

dont le sommet est le point  a correspondant à cet axe et qui contient la conjuguée  A 

de ce dernier. 
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on  retrouve  l 'équat ion  P  =  0. 

I l  est  facile  de  se  rendre  compte  de  ce  résu l ta t .  Nous  avons  déjŕ  vu  en  effet 

que  l a  conjuguée  d'une  pivotante  est  un  axe  de  courbure,  i l  suffit  donc  d 'é tabl i r 

l a  proposition  r éc ip roque . 

S o i t D  une  droite  quelconque  et  A sa  con juguée .  S i  la  droite  D a  est  un  axe  de 



Coniques  du  complexe  des  axes  de  courbure . 

1 4 .  Si nous  considérons  un  axe  de  courbure  comme  l'intersection  d'un  plan 
fixe 

(1) ax  + by  + cz = d 

et  d'un plan  indéterminé 

(2) ax  + $y  + yz  =  S, 

i l  suffira  de  faire 

dans l'équation  du  complexe C des  axes  de  courbure  pour  obtenir  l'ensemble  des 
plans  (2) qui coupent  le plan  fixe  suivant  un de  ces  axes.  On obtient  ainsi  l'équa­
tion 

(3) 

Йgalant  ŕ 0 le coefficient  de  S2,  on  a,  en  divisant par p', 

u"c* — kr*bc — gac -+- kp'a2  =  0, 

d'oů  l'on conclut que, pour tous les plans  (1) dont la normale est parallèle à un 
certain cône du second degré, la conique du complexe se réduit à une parabole. 
Il  est  facile  de  se  rendre  compte  de  ce  résultat. 

Tous  les points  de  la  cubique  d'inflexion  ont  en  effet  leurs  axes  de  courbure 
situés  ŕ  l'infini  dans  un  plan  normal  ŕ  la  trajectoire  de  ces  points.  Cherchons 
donc le  cône  des  droites  parallčles  aux  vitesses  des  différents  points  A , B ,  C  de 
cette  cubique dont  les  équations  sont 

Pour  un  point  quelconque  de  ce  cône  X Y Z ,  on  aura 

éliminant  ensuite  A et  B entre  ces  derničres  équations  et  l'une  des  précédentes, 



on  obtient,  en posant  toujours w" — kr' = g,  l'équation 

tt"Z2  — kr*YZ — gXZ  — kp'T1  =  0, 

qui  est  identique  avec celle des  directions normales  aux  plans  paraboliques. 
Comme dans l'étude  du  complexe des  pivotantes, nous  calculerons le  coefficient 

de dS dans  l'équation  (3),  ce qui nous  donne 

— u"cy ­f­ kr*fb  H­ kr*$c + gay  + ga.c — 2kp' ax. 

Dans  cette  expression,  nous  ferons  successivement  les  substitutions  3̌ =  0, 
y =  0,  a =  1,  puis  a — 0,  y =  0,  (3 =  1,  et  enfin  a =  0,  3̌ =  0,  y =  4,  et  nous 
aurons  des  quantités  proportionnelles  aux  cosinus  directeurs  du  diamčtre  des 
plans  parallčles  au plan (1). Ce dernier  sera donc un plan principal,  lorsqu'on aura 

en  désignant  par  S  la  valeur  commune  de  ces  trois  rapports.  On  obtient  pour 
déterminer  cette inconnue  auxiliaire,  la relation 

Aux  trois  racines  de  cette  équation  correspondront  les  trois  directions  rectangu­
laires entre elles des  plans principaux du  complexe des  axes  de  courbure. 

Pour  étudier  les  coniques  singuličres  contenues  dans  la  série  des  plans  paral­
lčles  aux plans  (1),  nous  pouvons  dans  l'équation  (3)  faire  S =  0.  Celle­ci  repré­
sentera  alors  l'ensemble  des  plans  qui, passant par  l'origine, touchent  la  conique 
du  complexe contenue  dans  le plan (1).  Cette  conique se  réduira  ŕ un  systčme  de 
deux points  si le  cône  supplémentaire  des directions a,  3̌, y se  réduit  ŕ un  systčme 
de  deux plans. 

L'équation  (3) homogčne  en  a,  3̌, y, oů  l'on  fait  S =  0 et  que  l'on  ordonne  par 
rapport  ŕ ces  lettres,  a pour  coefficients  des  polynômes  du  second  degré  en d; i l 
semble  donc  que  la condition qui exprime que  le  cône  (3)  se  réduit  ŕ  deux  plans 
sera  du  sixičme  en d;  mais  i l  est  facile  de  voir  que  les  termes  en d6  et  en d5 

disparaissent,  d'oů l'on conclut que, parmi les plans parallèles à un plan donné, 
il en est quatre pour lesquels la conique se réduit à deux points. 

Pour  continuer  cette  étude  des  coniques  singuličres,  i l nous  paraît  préférable 
de  procéder  un  peu  différemment.  Au  lieu  de  déterminer  le  plan  (1)  par  ses 
cosinus directeurs  et  sa distance  ŕ l'origine, nous  prendrons  pour  paramčtres  de 
ce plan les  coordonnées  a, b, c de  son foyer F . 

Nous avons démontré  que  les  axes de courbure  et  les pivotantes  sont des  droites 
conjuguées  deux  ŕ  deux,  de  sorte  que,  aux  axes  de  courbure  A  enveloppant  la 



conique  du  plan  P ,  correspondent  les  géné ra t r i c e s  d 'un  cône  ayant  pour  sommet 

le  foyer  du  plan  et  qui n'est  autre  que  le  cône  % du  complexe  des  pivotantes. 

Supposons  actuellement  que  pour  un  point  F  le  cône  des  pivotantes  se  r é d u i s e 

Fig. 10. Fig. 11. 

ŕ  u n  sys tčme  de  deux  plans  F H  et  F K ,  et  voyons  ce  que  devient  la  conique 

enveloppe  des  axes  de  courbure. 

A  une  pivotante  F H  si tuée  dans le plan H , correspond une  droite  A M  conjuguée 

de  F H  qui ,  comme  on  sait,  se  trouve  dans  le  plan  P  et  passe  par  le  foyer  A  du 

plan  H .  De  m ę m e  ŕ  une  pivotante  F K s i tuée  dans  K  correspond  l a  conjuguée  B N 

s i tuée  dans  le  p lan  P  et  passant  par  B  foyer  du  plan K . 

Les  axes  de  courbure  contenus  dans  le  p lan  P  passent  donc  les  uns  par  A ,  les 

autres par  B , par  suite  la conique qu'ils enveloppent  se  rédu i t  ŕ deux  points  (A, B ) . 

P o u r  obtenir  le  l ieu  des  points  F ,  sommet  des  cônes  évanou i s san t s  du  complexe 

des  pivotantes,  i l suffira  d'introduire  dans  l ' équa t ion  de  ce  dernier  les  c o o r d o n n é e s 

du  point  F  et  les  cosinus  directeurs  de  la  droite  r e p r é s e n t é e  par  le  sys tčme 

O n  aura,  pour  exprimer  les  é l émen t s  ordinaires  de  cette  droite,  m ,  n ,  p,  v  et 

w =  mv  — np,  les  formules 

ainsi  que 

w = ab — fia; 

on  peut  m ę m e  conserver  m  et n  et  faire  dans  l ' équa t ion  du  complexe 

\x = a — me,  v = b — ne,  w — mb  — na, 



ce  qu i  donne 

p ' u" (mb—naf ~hgun(mb — na) m—(p'w'* + kr^u") (mb — na) n + kp'^(mb—na) (a— me) 

-+- gp ' (mb — na) (b — ne)  4­ (g% +  & V ) (mb — na) + k (r*w'2 +  w*2) m2 +  &rW 2 n 2 

+ 2kp'u"n (a — me) + kp'*(b— ne)2 -t-kgu"m + (kp'w1* ­+­&W2)n 
— kp'r* (a — me) -h kgp' (b — ne) + k^p'u* — 0, 

ou  encore 

Am !  H ­  Bmn  +  Gn 2 +  Dm +  En +  F =  0, 

en  posant 

A = p'u'b* — kp'r'bc + gu"b + k ( r V * +  w"2), 
B = kp'r9ac + gp'bc — 2p'u"ab — gu'a — (p'w'*  4­ kr'u") b — 2kp'u"c, 

G =p'uva* + gp'ac  +  ftp'V  ­+• (p'w'*  +  a  H­ kir*w'M, 

D = kp'r*ab  +  grp'fo2 +  (gr2  ­+­  fcV) b — kp'r*c + kgu", 

E  =  — kp'r^a* — gp'ab — 2kp'bc -+• (2kp'u" — gi  — fe*r*) a + kp'w'* •+• 

F  =  fc»r2&2  — kp'r*a  + fe#|>'b 4­ k*p'u', 

et  le  l i eu  des  points  F  sera  d o n n é  par  l 'équat ion 

A E 2  — BDE  +  CD 2 +  F (B2 — 4 A G) =  0. 

Or  i l  est  facile  de  s'assurer  que  tous  les  termes  dont  le  degré  en a, b, c  est 

s u p é r i e u r  au  q u a t r i č m e  se  dé t ru i s en t ,  donc  le  l ieu  des  points  F  est  une  surface 

du  q u a t r i č m e  ordre  que  nous  dés igne rons  par  S.  Quant  aux  plans  P  qu i  ont  pour 

foyers  les  points  de  S,  on  sait  qu'ils  enveloppent  une  surface  S  a p p e l é e  la 

conjuguée  de  S  et  qui  est  de  la  q u a t r i č m e  classe. 

On  conclut  de  lŕ  que par une droite quelconque il passe quatre plans pour 

lesquels la conique du complexe des axes de courbure se réduit à un système de 

deux points. 

Revenons  actuellement  au  cas  généra l  oů  le  p lan  P  contient  une  conique 

proprement  dite, et  cherchons  le  l i eu  des  points  dont  les  trajectoires  ont  des  axes 

de  courbure  s i tués  dans  ce  plan. 

Soit  F  le  foyer  du  plan,  A  son  axe  de  courbure  qui  en  fait  n é c e s s a i r e m e n t 

Fig. 12. 

partie.  L e point  F  restant  ŕ  une  distance  constante  au  3° ordre  p rč s  de  tous  les 



points  de  la droite  A,  les  pivotantes  de  tous  les  points  de  A  passent  par  F  et 
forment  un  cône  du  second  degré. 

Une  génératrice  quelconque  x  de  ce  cône  pivotant  autour  d'un  certain point a 
de  A , on peut  affirmer  que  les  axes  de courbure  de  tous  les  points  de  la  généra­
trice %  rencontrent  A au męme  point a. Par  suite,  le  cône  F  est  le  lieu  des  points 
dont  les axes  de  courbure  rencontrent  la droite A ;  mais  ces  axes  ne  sont  pas  tous 
dans  le  plan P . 

Considérons  maintenant  un  second  axe  de  courbure  B  situé  dans  le  plan  P , 
soit  3̌ le  point  qui  lui  correspond.  Le  lieu  des  points  dont  les axes  de  courbure 
rencontrent  B  est  un  second  cône  dont  le  sommet  est  (3. Or  F  ayant  pour  axe A 
qui  rencontre  B , fait partie  de  ce dernier  lieu ; donc le cône  F  et  le cône  3̌  ont  une 
génératrice  commune  F g,  et  par  suite  se  coupent  suivant  une  cubique  gauche. 
Les  axes  de  courbure  des  points  de  cette  cubique  rencontrent  donc  ŕ  la  fois A 
et B, et  par  suite  ils sont  dans  le plan P. 

On peut  donc dire  que le lieu des points dont les trajectoires ont leurs axes de 
courbure dans un plan donné, est une cubique gauche passant par le foyer de ce 
plan. 

Soient  M ' et  M" deux  axes  de  courbure  tangents  ŕ  la  conique, \x  et  j / les 
points  correspondants  de  la  cubique.  Ces  deux  points  restant  ŕ  des  distances 
constantes,  l'un de  M ' ,  l'autre  de  M",  on peut  dire  que  la  corde  ˇ4' [/  de  la cubique 
pivote autour  de  l'intersection I  de  M ' et  M".  Donc les pivotantes de tous les points 
d'un plan  P sont les cordes d'une cubique gauche. 

Si  les points  (*,' et  j / tendent  ŕ  se  confondre  sur  la  cubique,  le  point  I  devient 
un  point de  la conique ; on peut  donc dire que les pivotantes de tous les points de 
la conique sont les tangentes d'une cubique gauche. 

Il  est  évident  que  ce que  l'on vient  de  dire  sur  les  axes  de courbure  et  sur  les 
coniques  qu'ils enveloppent  dans  chaque  plan  peut  se  répéter  ŕ propos  des  pivo­
tantes et  des  coniques  correspondantes,  i l suffit  de  permuter  pour  ainsi  dire  les 
noms  de  ces deux  classes  de  droites. 

Il  existe  des  droites  qui sont ŕ  la fois  pivotantes  et axes de courbure. Ces droites 
font  partie  de  deux  complexes du  second  degré. Par  chaque  point de  l'espace,  on 
peut  mener  quatre  de  ces  droites  qui  seront  les  génératrices  communes  ŕ  deux 
cônes  du  second  degré.  Dans  chaque  plan,  i l  existe  quatre  droites  possédant  la 
double  propriété  demandée.  Ces  droites  sont  les  tangentes  communes  aux  deux 
coniques  des  deux complexes. 

Rappelons  enfin  la  relation  trouvée  précédemment  entre  les  deux  premiers 
membres  des  deux  complexes  C =  0 et  P =  0  des  deux  complexes  considérés 

C =  P +  (G) — k) [(p'w" ­+­ kr*u") n  —  fcpVi*]. 

Elle  nous  montre  que  si  une  droite  du  complexe  linéaire  w = k  appartient  ŕ 
C =  0,  elle appartient  aussi  ŕ P  =  Q, Donc le foyer d'un plan quelconque est le 



point de rencontre de deux tangentes commun aux deux coniques. On en dirait 
autant du complexe linéaire (p'w'* + kr*u") n — kp'r'p =  0. Donc, dans chaque 
plan on connaоt deux points de rencontre des tangentes communes aux deux 
coniques. 

Reche rche  des  points  du  sol ide  dont  les  trajectoires 

sont  suroscula t r ices  ŕ  des  plans. 

1 5 .  Considérons  un  solide en mouvement  et  soit M (a, b, c) l'un de  ses  points. 
Les  coordonnées  du  point M qui,  ŕ  l'époque t,  étaient a, b, c,  deviendront,  aux 
époques t  + At, t + 2At, t  + 3At,  e t c . , al} bt,  c„ a„ fc2, ct, a3, b3, c3,  e t c . ,  et 
correspondront  aux positions successives M„ M„ M 3 ,  e t c . ,  du point M . Pour  que 
les  quatre  points  M , M„ M , , M a soient  dans  un  męme  plan, i l faut  que  l'on ait 

Divisant  par At chaque  ligne de  ce  déterminant,  puis retranchant  chaque  ligne de 
la  suivante  et  faisant  tendre  A i vers 0,  on arrive ŕ  l'équation 

pour  exprimer que  les 4 points M , M„ M„  M 3 sont  dans  un  męme  plan, d'oů l'on 
conclut  que le lieu des points tels que leurs trajectoires aient quatre points infi-
niment voisins dans un même plan est une surface du 3e ordre  (4) contenant la 
cubique d'inflexion 

Pour  tous  les  points  de  cette  cubique,  M , Mt,  M , sont  en  ligne  droite,  et  par 
suite  M , M , , M s , M 3 sont  bien dans  un  męme plan. 

Changeant t  en t  + At  dans  l'équation  F,  =  0,  i l vient  F,  +  A F t =  0  qui 
représente  le  lieu  des  points  tels  que  M„  M 2 ,  M 3 , M 4 sont  dans  un  męme plan. 
Les  points qui satisfont  aux deux  équations 

F, =  0  et Ft  +  A F t =  0, 

ont  la  propriété  d'avoir  dans  un  męme  plan  cinq  de  leurs  positions  consécu­
tives.  Or, si l'on retranche  les  deux équations  précédentes  et  si l'on divise par At, 

(4)  A. Schoenilies. Journal de Crelle, 89e volume. 



i l  vient,  en  faisant  tendre At  vers  0, 

ou 

Les  points  communs  ŕ ces  deux  surfaces  du 3 e  ordre  ont  en  général  des  trajec­
toires  surosculatrices  ŕ des  plans. 

Il  faut  toutefois  en excepter  les points  de  la cubique 

qui  exprime que  les points  M„  M 3 , M 4 , M s sont  dans un  męme  plan. 
Les  3 surfaces  du 3 e  ordre 

F,  =  0,  F, =  0,  F 3 =  0 

ont 27 points  communs.  Cherchons si tous  ces points  ont  6 positions  consécutives 
dans un  męme  plan. La cubique  gauche  C s qui appartient  ŕ  F, =  0 et  ŕ  F 3 =  0, 
coupe  F 3 en neuf  points.  Or,  ainsi  que  nous  l'avons  vu,  ces  neuf  points  ne  con­
viennent  pas  ŕ  la  question,  car  les  plans  M M 4 M , M 3 et  M , M s M , M 4 sont  en 
général  différents. 

De  męme  les  deux  surfaces  F 2 =  0,  F 3 =  0  ont  en  commun la cubique 

(l)  A, Schoenflies. Loc. cit. 

qui  est  commune  aux  deux  surfaces.  Pour  les  points  de  cette  cubique,  en  effet, 
les  points  M , ,  M„  M 3 sont  en  ligne  droite;  mais  en  général  le plan M M t M 2 M 3 

n'est  pas  le męme  que  le  plan M , M 2 M 3 M 4  ; ces deux plans n'ont  en commun  que 
la  droite  M , M„  M 3 . 

Les  surfaces  F , =  0, Ft =  0 se  coupent  suivant une  courbe gauche  du 9 e  ordre 
qui  se  dédouble  en une  cubique  C 4 et  en  une  courbe  du  6 e  ordre,  et  l'on  conclut 
de  lŕ que : 

Le lieu des points d'un solide dont les trajectoires ont cinq points consécutifs 
dans un même plan est une courbe du 6e ordre  (1). 

Changeant  encore t  en t  +  AŁ dans  les  équations  précédentes,  on  obtient  la 
nouvelle  équation 

(Cв) 



Les  points  de  cette  courbe  prennent  les  positions  M 2 , M 3 , M 4 , qui  seront  en 
ligne  droite,  i l est  vrai,  mais les  plans M t M g M s M 4 et  M 2  M , M 4 MK sont  différents 
en  général.  Or  cette  cubique  C 3 perce  la  surface  F t =  0  en  neuf  points  qui  ne 
conviennent pas  ŕ  la question.  Des 27 points communs  aux  surfaces  F„  F„  F a , i l 
ne  reste  donc  que  neuf  points  qui  possčdent  la propriété  demandée.  On conclut 
de  lŕ que : 

Dans un solide en mouvement, il existe en général neuf points dont les trajec-
toires ont un contact du 5e ordre avec un plan 

Il  n'existe pas  de points  du  solide  dont  les  trajectoires  aient  avec  un  plan  un 
contact  d'un  ordre  plus  élevé,  ŕ  moins  que  le  mouvement  considéré  soit  d'une 
nature  particuličre. 

Il  est  actuellement  facile  d'obtenir  le  systčme  des  plans  surosculateurs  aux 
trajectoires  des  diverses  catégories  de  points obtenues  précédemment. 

Pour  qu'un  plan 
ax  + $y  ­+­ yz  — S  =  0 

convienne ŕ  la question,  i l faut  que  l'on ait 

aa + $b  +  yc  — S =  0, 
aa'  + $b' + yc'  =  0, 
aa" + З>b"  +  yc"  =  0, 
aa?" + $V"-h yc'" =0. 

Remplaçant a', b',  c', a", b\ c" par  leurs valeurs connues  et ordonnant par  rapport 
aux  coordonnées a, b,  c,  i l vient 

a a  +  3̌ b -+• y c  =  S, 
X ' a  +  Y'b +  Z'c =  U ' , 
X"a  + Y"b -h Te —  U ' , 
X"'a  + Y'"b + T'c =  U'", 

X ' ,  Y ' , Z ' , U ' , X ' , e t c . ,  représentant  des  fonctions  linéaires  et  homogčnes  en 
a,  y.  Tirant  de  ces  derničres  équations  les  valeurs  de  a, b, c pour  les  porter 
dans F t  =  0,  on arrive ŕ une  équation  du 9 e  ordre  en  «,  3̌, y et  du  3 e  en  S. D'oů 
l'on  conclut que  le  systčme  des  plans  surosculateurs  aux  trajectoires  de  certains 
de  leurs  points  enveloppe  une  surface  de  la  quatričme  classe,  dont  l'équation 
s'obtiendrait  en  éliminant a, b, c  entre  les  quatre  relations  précédentes,  ce qui 
donne 

On  obtiendrait  les plans  qui ont  un contact  du  quatričme  ordre  avec  les  trajec­

(*) A. Schoenflies. Loc. cit. 
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toires  d'un  de  leurs  points  en  opérant  d'une  maničre  analogue,  c'est­ŕ­dire  en 
adjoignant  ŕ l'équation  précédente  la relation 

Si  l'on a en  outre 

les  plans  correspondants  contiendront  6  positions  consécutives  de  l'un  de  leurs 
points,  et  ils seront  au nombre  de neuf,  ainsi  que  cela  a été vu  précédemment. 

Й t u d e  des  s p h č r e s  osculatr ices  aux  trajectoires 

des  d i f fé ren ts  points  d'un  corps  sol ide. 

16 .  Si l'on  décompose  le  mouvement  d'un  systčme  solide  en  une  translation 
définie  par trois fonctions du temps u7 v, w  représentant  les coordonnées variables 
d'un  point  déterminé  O' de  ce  systčme,  et  en  une  rotation  autour  de  ce  męme 
point,  les  formules  qui  donneront  la position d'un  point quelconque  ŕ l'époque t 
seront 

(1) 

a, b, c  désignant  les  coordonnées  initiales  du  point  considéré,  et  A ' , B ' ,  C , 
A",  B", C ,  e t c . ,  des fonctions linéaires  et  homogčnes  en  a, b et c. 

Ces  fonctions  homogčnes  satisfont  ŕ  certaines  identités  que nous  allons  établir 
et  qui nous  serviront ŕ  simplifier  quelques  formules  ultérieures. 

Il  est  évident  que  la  distance  B d'un  point  quelconque  M {x, y, z)  du  corps ŕ 
l'origine  mobile O' (u, v, w)  ne  doit pas changer  avec le temps, par suite  l'expres­
sion 

g*  = (x _ uy +(y — v)9- + (z — wf, 
ou bien 

ne  doit pas  dépendre  de t. 



On  a  donc,  quelles  que  soient a, b  et  c,  les  relations 

Gela  posé ,  le  centre  de  la  s p h č r e  osculatrice  est  d o n n é  par  les  équa t ions 

( X  — x) dx  +  (Y — y) dy  +  (Z — z) dz =  0, 

( X  — x)d*x+  (Y — y)d*y -+-  (Z — z) d*z=dx* + dy* + dz\ 

( X  — x) d3x  +  (Y — y) d3y  +  (Z — z) d3z =  3 (dx d*x + dy d*y + dz d*z), 

qui,  app l iquées  au  cas  actuel,  deviennent 

S i  maintenant  on  tient  compte  des  ident i tés  (2),  on  voit  que  les  équa t ions  ( 3 ) 

sont  l inéa i res  en a, b, c. 

R e p r é s e n t o n s ,  comme  cela  a  é té  fait  p r é c é d e m m e n t ,  par a' b' c'  les  coefficients 

de t,  c 'est­ŕ­dire u'  +  A " , v'  +  B ' , w'  +  G ' , par a", b', c"  les  coefficients  de ^—^' 

c 'est­ŕ­dire u'  +  A " , v" + B " , w" +  G ' , e t c . ,  et  les  équa t ions  (3)  prendront  la  forme 

or,  d ' ap rčs  les  formules 

a' = — br, a" =u" — ar* — br', a'" == u'"  + (q" + rp') c +  (r3  — r") fe — 3rr' », 
fe' = ar, b" — ar'  — fer2 — cp',  fe'"  = v'"  +  (rr  — r3) a — 3 r r ' b — p"c, 

c' =w', c" = w" + bp', c'"  =  +  (2p' r — g") a  4­  p'fe, 

les  équat ions  (4)  deviennent,  a p r č s  r éduc t ions , 

et  sont  effectivement  l inéaires  par  rapport  aux  coordonnées  du  point  décr ivant 

a, b, c.  On  voit  par  lŕ  que le centre de la sphère osculatrice et le point correspon-

dant à ce centre sont liés l'un à l'autre par des relations linéaires par rapport 

aux coordonnées de ces points. 



Si  l 'on  a 

le  centre  de  la  s p h č r e  osculatrice  est  re je té  ŕ  l ' inf ini .  O n  peut  donc  dire  que 

dans  un  solide en  mouvement  i l existe  ŕ  chaque  instant  une  infinité  de  ses  points 

dont  les  trajectoires  sont  planes  au  q u a t r i č m e  ordre  p r č s ,  et  l 'on  voit  que  ces 

points  sont  sur  une  surface  du  3 E ordre  contenant  la  cubique  d'inflexion. 

On  peut  dire  aussi  que sur chaque droite du solide il y a trois points qui décri-

vent des éléments de courbes planes. 

Si cette droite rencontre une fois la cubique d'inflexion, elle ne contient plus 

que deux points jouissant de cette propriété, et si elle rencontre deux fois la 

même cujbique, elle n'offre plus qu'un point décrivant un élément de courbe plane. 

Si  l 'on  dés igne  par d', d'et d'" respectivement  les  seconds  membres  des  équa­

tions  (5),  et  si l 'on adjoint  ŕ  l ' équa t ion  (6)  la  suivante  : 

on  obtient  une  certaine  courbe  dont  les  points  ont  en  généra l  un  centre  indé te r ­

m i n é  de  s p h č r e  osculatrice. Ces  points  ont  pour  ainsi  dire  ŕ  l ' époque t  le  m ę m e 

axe  de  courbure  qu ' ŕ  l ' époque t + dt.  Ils  déc r iven t  des  é l émen t s  de  courbes 

planes  dont  les  développées  offrent  u n  point  de  rebroussement,  de  m ę m e  qu'une 

conique  ŕ  l ' ex t rémi té  de  l 'un  de  ses  axes.  O n  peut  dire  aussi  que  les  trajectoires 

de  ces  points  sont  surosculatrices  ŕ  des  cercles. 

I l  faut  toutefois  retrancher  du  l ieu  p r é c é d e n t  la courbe  dont  les  équa t ions  seraient 

les  points  de  cette  cubique  décr ivent  des  é l ément s  de  courbes  planes  au  qua­

t r i č m e  ordre  p r č s  ;  de  plus  les  é l émen t s  de  ces  courbes  sont  dans  des  plans  verti­

caux  puisque  leurs  vitesses,  leurs  accé léra t ions  et  leurs  suraccé lé ra t ions  ont  leurs 

projections  horizontales  confondues  en  direction;  mais  r ien  ne  prouve  que  leurs 

axes  de  courbure  sont  les  m ę m e s  ŕ  l ' époque t  qu 'ŕ  l ' époque t  ­ j ­ dt,  et  n 'en  est 

ainsi  que  pour  certains  points  oů  la  courbe  (8)  est  t r ave r sée  par  la  partie  restante 

de  la courbe  (6,  7).  L e  l ieu  che rché  est  donc  du  6 e  ordre,  et  tous  ses  points  ont 

leurs  trajectoires  surosculatrices  ŕ  des  cercles. 

Pour  que  la  trajectoire  d'un  point  eы t  avec  u n  cercle  un  contact  d 'un  ordre  plus 

élevé,  i l faudrait  aux  équa t ions  (6)  et  (7)  adjoindre  les  deux  suivantes  : 



On  aurait  ainsi  e x p r i m é  que les trois  axes  de courbure  consécutifs  de  l a  trajec­

toire  du point  c h e r c h é  se  confondent  en  un  seul ;  mais  les  quatre  équa t ions  que 

l 'on  obtient  de  cette  m a n i č r e  ne  peuvent  en géné ra l  ę t r e  satisfaites  s i m u l t a n é m e n t 

puisque  l ' on n'a que  trois  inconnues a, b et c. 

T r a j e c t o i r e s  s u r o s c u l a t r i c e s  ŕ  des  s p h č r e s . 

17.  L a  distance  R  d'un  point  mobile (a, b,  c)  ŕ  un  point  fixe  (A , B , C) est 

d o n n é e  par la formule 

(a _  A)2  + (b — B)2
  4­  (c — G)2 =  R 2. 

Si  l 'on veut  exprimer que cette  distance  n ' ép rouve  qu'une  variation du 5 e  ordre 

pour  u n  d é p l a c e m e n t  du  1 e r  ordre  du  solide,  i l  suffit  d 'égaler  ŕ  0  les  quatre 

p r e m i č r e s  dér ivées  de cette  distance,  ce qui donne 

(a — A) a'  4­ (b — B) b'  +  (c — G) c'  =  0, 

(a — A)  a"  +  (b —B)b"  4­(c — G) c" +  a'2 +  b'2
 4­  c'2 =  0, 

(a — A) a"' 4­ (b — B) b'" + (c — G) c"  +  3a' a"  4­  3b' b" +  3c' c" — 0, 
(a — A) a I V +  (b — B) bIV 4­ (c — C) cIY + 4a'a'" +  4b'b"' 4­ 4c'c"' +  3a"2 +  3b"2 4­ 3c"2 =  0; 

et  si  l 'on tient  compte  des  iden t i tés  (2),  on  voit  que  ces  équat ions  prennent  la 

forme 

a'A  +  b'B +  c'C = d', 

a"A  +  b"B +  c"G =  d", 
a"'A  4­  b'"B  4­  c'"C = d'", 

a I VA  4­ b I yB 4­ c I VC = diy, 

a' b' ... a" b" . . . d', d", d'", diy  r e p r é s e n t a n t  des  po lynômes  l inéaires  en a, b, c. 

Йl iminan t  A , B , C, i l vient 

d 'oů  l 'on conclut que : 

Le lieu des points dont les trajectoires sont surosculatrices à des sphères est 

une surface du 4e ordre. 

Cette surface contient le lieu des points dont les trajectoires sont suroscula-

trices à des cercles. 

L'équa t ion  p r é c é d e n t e  est en  effet  satisfaite  s i l 'on a  s i m u l t a n é m e n t 



ce  qui  donne  une  courbe  gauche  du  9 e  ordre  se  dédoub lan t  en  une  courbe  du  6 e 

et  une  cubique 

L e  sys tčme  (F,,  F„)  r e p r é s e n t e  une  courbe  gauche  du  16 e  ordre;  mais  i l  est 

facile  de  voir  que  cette  courbe  ne  convient pas  tout  en t ič re  ŕ  la  question. 

Désignons  par  A ,  A „  A „  A 8 , A w  A s  six  positions  consécut ives  infiniment  vo i ­

sines  du  point  A . L 'équat ion  (F,)  =  0  exprime  que  A ,  A . n A „  A „  A 4  sont  s i tués 

sur  une  m ę m e  s p h č r e .  L ' équa t ion  (F,)  exprime  de  m ę m e  que  A „  A„, A „  A 4 ,  A s 

ont  aussi  cette  p r o p r i é t é ,  de  sorte qu'en général  les  points k  communs  ŕ  (F,)  et 

ŕ  (F s)  sont  tels  que  les  six  positions  successives  qu'ils  prennent  sont  sur  une 

m ę m e  sphč re . 

Considérons  cependant  la  courbe  gauche  C s 

qui  est  visiblement commune  ŕ  F ,  et  ŕ  F,.­Cette  courbe  est  du  6 e  ordre  s i  l 'on  fait 

abstraction  de  l a  cubique 

(F3) 

S i  l 'on voulait  que  le  point  mobile avec  le corps  res tв t  ŕ une  distance infiniment 

petite  du  6 e  ordre  de  sa  sphč re  osculatrice,  i l  faudrait  adjoindre  ŕ  l ' équa t ion  (F,) 

la  suivante  : 

(F2) 

C 2 

et  elle  est  composée  des  points  tels  que  A „  A 2 , A „  A 4 sont  sur  un  m ę m e  cercle C. 

Or  (F,)  exprime  que  A  et  le  cercle  C sont  sur  une  m ę m e  sphč re .  D ' u n autre  côté , 

F s  exprime  que  A s  et  C sont  sur  une  s p h č r e  et  i l arrivera g é n é r a l e m e n t  que  A et  C 

ne  seront  pas  sur  la  m ę m e  s p h č r e  que  A 3 et  C.  Donc 

Le lieu des points dont les distances à des sphères restent infiniment petites du 

6e ordre est une courbe gauche du 10e ordre. 

Exprimons  enfin  que  le  point  A  mobile  avec  le  solide  reste  ŕ  une  distance 

infiniment  petite  du  7 E  ordre  d'une  s p h č r e  convenablement  choisie.  I l  faut  aux 

équa t ions  (F,) et  (F,)  adjoindre  la  suivante  : 



et  les  points  cherchés  feront  partie  des  trois  surfaces  F 1 } F 2 , F 3 .  Or  ces  surfaces  se 

coupent  en  64  points. 

Voyons  quels  sont  les  points  communs  qu i  ne  conviennent  pas  ŕ  la  question. 

A i n s i  que  nous  l'avons  vu ,  la  courbe  gauche  C s  est  formée  de  points  qui  ne  font 

pas  partie  de  la  solution,  et  comme  cette  courbe  est  du  6 e  ordre,  elle  perce  F ,  en 

24  points  qu ' i l  faut  rejeter. 

De  m ę m e  F в  et  F 3  ont  en  commun  la  courbe  C 3 du  6 e  ordre  : 

Les  points  A  de  cette  courbe  prennent  des  positions  successives  A 2 , A 3 , A 4 , A 5 

si tuées  sur  un  m ę m e  cercle  C  et  i l  arrive  géné ra l emen t  que  A , et  G ' ne  d é t e r m i ­

nent  pas  la  m ę m e  sphč re  que  A 6 et  C .  Or  la  courbe  G 3 rencontre  l a  surface  F ,  en 

24  points  qu ' i l  faut  encore  rejeter.  Des  64  points  communs  aux  trois  surfaces 

F „  F 3 ,  F 3 ,  i l ne  reste  donc  en  g é n é r a l  que  16  points  convenant  ŕ la  question;  d 'oů 

l 'on  conclut  que  : 

Dans un solide en mouvement, il existe 16 points dont les distances à des 

sphères restent infiniment petites du 7e ordre. 

I l  n'existe  pas  de  points  du  solide  dont  les  trajectoires  aient  avec  des  sphčres 

des  contacts  d'un  ordre  plus  élevé. 

L i e u  des  c e n t r e s  des  s p h č r e s  o s c u l a t r i c e s  des  d i f f é r e n t s  p o i n t s 

d ' u n e  d r o i t e . 

18.  I l  est  facile  d'obtenir  le  l ieu  des  centres  des  sphč res  osculatrices  aux 

trajectoires  s imul tanées  des  différents  points  d'une  droite  quelconque  D 

1 a =mc  H­  [j,, 
b = ne  ­h  v. 

I l  suffit  pour  cela  de  remplacer  dans  (5) a  et b  par  les  valeurs  p r é c é d e n t e s .  On 

obtient  ainsi  trois  équat ions  l inéa i res  en  c,  et  l ' é l iminat ion  de  cette  quan t i t é 

conduit  aux  équa t ions  de  deux  hyperbo lo ďdes  ayant  une  généra t r ice  commune, 

c 'est­ŕ­dire  ŕ  celles  d'une  cubique  gauche. 

Donc, le lieu des centres des sphères osculatrices relatives aux différents points 

d'une droite est une cubique évidemment située sur l'hyperboloïde des axes de 

courbure appartenant à ces mêmes points. 

Supposons  maintenant  que  la droite  D  rencontre  une  fois  la  courbe  (6),  (7) .  Les 

coordonnées x, y, z  du  centre  de  la  sphč re  relative  ŕ  un  point  de  la droite  s'expri­

L 3 



nieront  par  des  fractions  rationnelles  par  rapport  ŕ c : 

dont  les  termes  M , N , P,  A sont  des  po lynômes  du  3 e  degré  en c.  D'ailleurs,  la 

droite  D  rencontre  la  courbe  (6),  (7)  dont  les  équa t ions ,  ap rč s  l ' é l iminat ion  de a 

et b,  ne  sont  autres  que  i 
M  =  0,  A =  0, 

on  voit  donc  que  M  et  A sont  divisibles  par  c  —  c' , c'  é tan t  le z  de  ce  point  de 

rencontre.  I l  en  est  de  m ę m e  des  po lynômes  N  et  P. 

Les  valeurs  de x, y  et z  se  r é d u i s e n t  donc  ŕ  des  fractions  de  la  forme 

ce  qui  donne 

relation  du  premier  deg ré  r e p r é s e n t a n t  un  plan ,  puis  une  autre  équa t ion 

[(Sx  — m) {l'y — ri) — (Vx — m")(Zy — n)][(Vx — m')(Z"y — ri') — (S"cc — m") (S'y—n')] 
=  [(8ś — m)  (S'y  — ri) — (px  — m")  (Sy — »)]", 

qui  est  celle  d 'un  cylindre  du  second  degré . 

O n  peut  donc  dire  que le lieu des centres des sphères osculatrices des points 

d'une droite qui rencontre une fois la courbe  (6),  (7) se réduit à une conique. 

S i  l a  rencontre  Pi  de  l a  droite  et  de  la  courbe  (6,  7)  n 'a  pas  l i eu  sur  l a  cubi­

que  (8),  on  peut  dire  que  ce  point  de  rencontre  possčde  un  axe  permanent,  ou 

encore  que  le  centre  de  la  s p h č r e  osculatrice  du  point  R  est  i n d é t e r m i n é  sur  cet 

axe.  L e  l ieu  che rché  se  compose  donc  dans  le  cas  actuel  d'une  droite  et  d'une 

conique. 

Cons idérons  maintenant  une  droite  D  rencontrant  la  courbe  (6,  7)  en  deux 

points  R '  et  R" dont  les z  soient c'  et  c".  Les  fractions  qui  expriment  les  coordon­

nées  du  centre  de  l a s p h č r e  osculatrice prennent,  ap r č s  la suppression  des  facteurs 

(c —  c')  et  (c  —  c"),  la  forme 

et  le  l i eu  des  centres  che rché  s'obtiendra  en  é l iminan t c entre  les  équa t ions 

(§x — m) c* + {o'x —m') c •+• h"x  —m" =  0, 
( î y — n)  c2  4­ (Vy  — ri) c + Z"y — ri =  0, 
(§2 _ p)  c2  + h'z — p') c + Zvz — p" =  0, 

et  l 'é l iminat ion  de c entre  ces  équa t ions  donne  deux  plans. 



Donc,  s i  une  droite  D  rencontre  l a  courbe  (6,  7)  en  deux  points  R '  et  R",  le 

l ieu  des  centres  des  sphč re s  osculatrices  relatives  ŕ  ses  différents  points  se  rédu i t 

ŕ  une  droite. 

S i  cependant  les  points  R '  et  R" ne  font  pas  partie  de  la  cubique  (8),  i l convient 

d'adjoindre  ŕ  l a droite  t rouvée  p r é c é d e m m e n t  les  axes  de  courbure  de  R '  et  de  R* 

dont  tous  les  points  peuvent  ę t r e  cons idérés  comme  des  centres  de  s p h č r e s  oscu­

latrices,  soit  par  rapport  ŕ  R ' ,  soit  par  rapport  ŕ R". 

I l  peut  arriver  enfin  que  la  droite  D  rencontre  trois  fois  la courbe  (6,  7)  en  R ' , 

R"  et  R" ;,  un  ou  deux  de  ces  points  pouvant  faire  partie  de  la  cubique  (8).  Les 

coordonnées x, y, z du  centre  de  la  s p h č r e  se  r édu i sen t  ŕ des  constantes.  On  peut 

donc  dire,  dans  ce  cas,  que tous les points de la droite ont le même centre de 

sphère osculatrice. 

Enfin  lorsqu'un  ou  deux  des  points  de  rencontre  R ' ,  R", R'" ne  se  trouvent  pas 

sur  la  cubique  (8),  on  peut  adjoindre  au  point  t r o u v é  p r é c é d e m m e n t  les  axes 

permanents  de  ces  points  de  rencontre. 

On  peut  essayer  de  se  rendre  compte  de  ces  r é su l t a t s  ŕ  l'aide  de  cons idé ra t ions 

Fig. 13. 

g é o m é t r i q u e s .  Soient  D ,  D '  et  D"  les  positions  de  l a  droite  cons idé rée  aux 

époques t, t + dt  et t  + 2dt.  Les  conjuguées  de  l a  droite  seront  pour  ces 

m ę m e s  é p o q u e s  A , A ' ,  A " . 

On  sait,  d ' aprčs  une  d é m o n s t r a t i o n  due  ŕ  M . Mannheim  et  basée  sur  la  consi­

dé ra t ion  des  con juguées  successives  d'une  droite,  que  le  l i eu  des  axes  de  courbure 

des  différents  points  de  D  est  u n  certain  hyperbo lo ďde  s'appuyant  sur  A  et  A ' ,  de 

m ę m e  le  l ieu  des  axes  de  courbure  de  D '  est  u n  autre  hype rbo lo ďde  passant  par  A ' 

et  A ' .  Ces  deux  hype rbo lo ďdes  ayant  en  commun  la  droite  A ' se  coupent  suivant 

une  cubique  gauche  dont  chaque  point  est  l 'intersection des  deux  axes  de  courbure 

consécut ifs  d 'un  m ę m e  point  de  D ,  c 'est­ŕ­dire  le  centre  de  l a  s p h č r e  osculatrice 

de  la trajectoire  de  ce  dernier. 

T H Й V E N E T . 
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Si  un  point  de  D  admet  le  m ę m e  axe  de  courbure  ŕ  l ' époque t  q u ' ŕ  l ' époque 

t  ­f­ dt,  les  deux  hyperbolo ďdes  p r écéden t s  ont  en  commun deux  droites,  l 'une  A ' , 

l'autre  l'axe  permanent.  On  sait  alors  que  l ' intersection  des  deux  surfaces  se 

compose  d'une  conique  et  d'une  droite  qui  n'est  autre  que  l'axe. 

S i  deux  points  de  D admettent respectivement  les  m ę m e s  axes  aux  deux  é p o q u e s 

consécut ives ,  les  deux  hyperbo lo ďdes  ont  en  commun,  outre  la  droite  A ' ,  deux 

autres  droites  rencontrant  A ' .  O n  sent  alors  qu'ils  ont  encore  une  autre  droite 

commune  qui n'est  autre  que  le  l i eu  t r o u v é  p r é c é d e m m e n t  pour  le  cas  actuel. 

Proposons­nous  actuellement  l a  réso lu t ion  de  la  question  inverse  de  la  p r é c é ­

dente.  Й tan t  d o n n é  un  point  fixe x, y, z,  trouver  dans  le  solide  en  mouvement 

un  point  mobile a, b, c qui  admette  le  point  fixe  pour  centre  de  sa  s p h č r e  oscula­

trice. 

I l  suffit  é v i d e m m e n t  pour  cela  de  r é s o u d r e  les  équa t ions  (5) par  rapport ka,b,c 

en  y  regardant x, y et z  comme  des  quan t i t é s  données .  Ordonnons  donc  ces  équa­

tions  par  rapport  ŕ a, b, c,  et  nous  aurons 

X'a + Y'b + Z'c =  U', 
X'a  +  Y'i) +  Z ' c = U ' , 
X"'a + Y"b + 7J"c =  U'", 

oů,  pour  ab rége r ,  X ' , Y ' , Z ' ,  X " , Y " , e t c . ,  U ' , U " , U"  r e p r é s e n t e n t  des  fonctions 

l inéa i res  en x, y et z.  Ces  relations  permettront  de  trouver  le  point (a, b, c) 

correspondant  au  centre x, y, z. 

S i  l 'on  a 

le  point  décr ivant  se  trouve  ŕ  l ' in f in i .  Donc, il existe une infinité de points formant 

une surface du 3e ordre, et qui sont les centres des sphères relatives à des points 

situés à l'infini. 

S i  l 'on  a  en  outre 

les  points  qui  satisfont  ŕ  ces  deux  équa t ions ,  ŕ  l 'exception  toutefois  de  ceux  de  l a 

cubique 

ont  la  p r o p r i é t é  d 'ę t re  des  centres  de  s p h č r e s  osculatrices  communs  ŕ  tous  les 

points  d'une  droite. 

Les  points  du  solide  dont  les  s p h č r e s  osculatrices  ont  leurs  centres  sur  une 



droite  donnée  G 
x = mz  ­h \K, 

y == nz +  V, 

sont  sur  une  cubique  gauche. 

S i  l a  droite  G rencontre  en  u n  point  S'  la  courbe  (P,  Q),  le  l ieu  des  points  du 

solide  dont  les  sphč re s  ont  leurs  centres  sur  cette  droite  se  rédu i t  а  une  conique 

а  laquelle  i l faut  adjoindre  une  droite,  si  le  point  S'  n'est  pas  sur  la  cubique  (a). 

Lorsque  l a  droite  G rencontre  (P,  Q) en  deux  points  S'  et  S",  le  l i eu  che rché  se 

r é d u i t  а une  droite  а  laquelle  i l convient d'adjoindre  deux  autres droites,  s i S'  et  S" 

ne  font  pas  partie  de  la  cubique  (a). 

Lorsque  la  droite  C rencontre  (P,  Q) en  trois  points  S' ,  S",  S";,  le  l ieu  se  rédui t 

а  u n  point  auquel  i l faut  joindre  une  ou  deux  autres  droites  selon que  un  ou  deux 

des  points  S ' ,  S",  S'" seront  é t r a n g e r s  а  l a  cubique  (a). 

D é p l a c e m e n t  d ' u n e  d r o i t e  c o n s i d é r é e  c o m m e  u n  é l é m e n t  de  l ' e space . 

19.  Proposons­nous  actuellement  d 'é tudier  le mouvement  des  différentes  droites 

d 'un  solide  qui  se  déplace ,  sans  porter  notre  attention  sur  la trajectoire  de  l 'un  de 

ses  points  dés igné a priori.  Autrement  dit,  cherchons  suivant  quelles  lois  varient 

s i m u l t a n é m e n t  les  é léments  des  différentes  droites  l iées  au  corps  solide. 

Cons idé rons  la  droite  M , D 4  r e p r é s e n t é e  par  les  équa t ions 

(1) 

et  qui  n'est  autre  que  la droite M D 

Les  équa t ions  (2)  correspondent  а  la  position  initiale  de  la  droite,  et  les  équa­

tions  (4)  r e p r é s e n t e n t  la  droite  mobile  si l 'on  y  cons idčre  a n b„ c,,  comme 

(2) 

ŕ  laquelle  on  a  fait  subir  un  certain  dép lacemen t . 



des  fonctions  du  temps.  Les  trois  p r e m i č r e s  fonctions  nous  sont  connues  par 

leurs  d é v e l o p p e m e n t s  en  sér ies 

Quant  aux  fonctions <x„  3„ yt,  elles  ne  sont  autre  chose  que  les  coordonnées 

variables  d 'un  point  dont  les  coo rdonnées  initiales  seraient a,  [3,  y,  d iminuées 

respectivement  des  projections  du  dép l acemen t  de  l 'origine  mobile  sur  les  axes 

fixes,  ce  qui  nous  donne  les  formules 

que  nous  éc r i rons  plus  simplement  sous  la  forme 

De  m ę m e  les  é l émen t s  d'une  droite  mobile 

x = mtz  + \iv 

1 y — ntz +  vt, 

dont  la situation  initiale  est  d o n n é e  par  les  équa t ions 

^ x = mz  ­ H [i, 

y = nz +  v, 

s'obtiendront  a i sémen t  en  fonction  du  temps.  O n  a  en  effet 

et 
ś 1  =  W J V J  — n^v 

I l  est  du  reste  facile  de  voir  que  l 'origine M , ŕ  partir  de  laquelle  on  compte  la 

longueur  p,  peut  ę t r e  prise  en  u n  point  quelconque  de  la  droite  e l l e ­męme .  S i en 



effet  dans  les  formules  p r é c é d e n t e s  on  remplace  les  coo rdonnées  initiales a, b, c 

par a  +  a_p, b + $p, c  +  r P  respectivement,  on  voit  que  m,  et  w t  ne  changent 

pas.  D 'un  autre  côté , a,  devient  a,  +  a,p,  frL  et  c t  se  changent  en  &t  ­h  et 

c,  +  Y J P ,  par  suite  on  a 

Й l é m e n t s  des  s u r f a c e s  r é g l é e s  d é c r i t e s  p a r  l e s  d i f f é r e n t e s  d r o i t e s 

d u  s o l i d e . 

20.  Cons idérons  une  droite  quelconque  dont  la  position  init iale  est  d o n n é e  par 
les  équa t ions 

ou  bien 

ce  qui prouve  que  j* ,  et  v t  conservent  les  m ę m e s  valeurs;  i l en  est  de  m ę m e  de  G>,. 

O n  pourra  donc,  quand  on  le  voudra,  prendre  pour  origine  de  la  droite  sa  trace 

horizontale.  I l  suffira  de  faire  c  =  0, a = b  =  v  dans  les  expressions  des 

é l émen t s  variables  de  l a  droite,  c 'est­ŕ­dire  de  m , ni  [x, v t  et  w t. 

N é a n m o i n s ,  dans  la  plupart  des  cas,  i l  sera  p ré fé rab le  pour  l a  symé t r i e  des 

formules  de  conserver  les  é l émen t s  a „ b„  c„ <xt, ̌ 3,, y»  dont  les  expressions  nous 

sont  connues  en  fonction du  temps  et  de  leurs  valeurs  initiales a, b,  c,  a,  (3, y. 

on  aura  ŕ  l ' époque t,  pour  r e p r é s e n t e r  l a  m ę m e  droite, 

L a  plus  courte  distance  entre  cette  droite  et  celle  qui  en  est  infiniment voisine, 

c 'est­ŕ­dire  qui  correspond  ŕ  l ' époque t + dt,  a  pour  expression 



D'un  autre  côté ,  l 'angle  des  deux  généra t r i ces  consécut ives  a  pour  valeur 

L e  p a r a m č t r e  de  distribution  P  relatif  ŕ  cette  géné ra t r i ce  aura  par  suite  pour 

expression 

Ce  p a r a m č t r e  est  donc,  pour  chaque  droite  mobile du  solide, une  fonction  du 

temps  dont  l a valeur  initiale  s'obtiendra  en  y  faisant t =  0.  On  obtient  ainsi  pour 

la  valeur  de  ce  p a r a m č t r e  au  dépa r t 

Développant  ensuite,  i l vient 

Pu is  faisant  ­  = m,  ­  =  n , a  =  n, b =  v,  on  a  la  relation 
7  T 

d 'oů  l 'on  conclut  que l'ensemble des droites qui engendrent des éléments de sur-

faces réglées de même paramètre, constitue un complexe du second ordre.  O n 

reconna î t  du  reste  que  ce  complexe  n'est  autre  que  celui  des  vitesses  dans  u n 

mouvement  hé l icoďda l  dont  le  p a r a m č t r e  serait  l ' excčs  du  p a r a m č t r e  de  distribu­

tion  donné  sur  le  quotient  —  relatif  au  mouvement  du  solide  autour  de  l'axe  ins­

t a n t a n é  ini t ia l Oz. 

S i  dans  l ' équa t ion  p r é c é d e n t e  on  fait  P 0 =  0, on  obtient  le complexe des  vitesses 

ou,  s i  l 'on veut,  le  complexe des  droites  tangentes  ŕ  l a  trajectoire  de  l 'un de  leurs 

points. 
Cons idé rons  actuellement  le  sys tčme  des  équa t ions 



qui  peuvent  s 'écr i re ,  en  les  combinant  et  en  y  faisant t  —  0, 

Les  droites  qui  conviendront  ŕ  ces  deux  équa t ions  auront  la  p r o p r i é t é  d'engen­

drer  des  é l émen t s  de  surfaces  rég lées  telles  que  leur  p a r a m č t r e  de distribution est 

nu l  pendant  deux  instants  consécut i fs .  O n peut  dire  aussi  que  la  plus  courte  dis­

tance  de  deux  généra t r ices  consécut ives  reste  du 3 e  ordre,  ou que  les  droites  consi­

dé rées  décr iven t  des  é l ément s  de  surfaces  déve loppables .  On voit  du reste  que  par 

chaque  point  du  solide  i l passe  quatre  droites  possédan t  la  p ropr i é t é  p r é c é d e n t e . 

P a r m i  ces  droites,  i l en  est  qu i  se  meuvent  de  m a n i č r e  ŕ  rester  para l lč les  ŕ  un 

plan  fixe.  Pour  les  obtenir,  i l suffit  de  poser,  en  dés ignant  par  A , \X, V les  cosinus 

de  ce  plan, 

Й l iminons  X, \>,  et  v et  faisons t  —  0,  i l vient 

équa t ion  qui  r e p r é s e n t e  u n  c ô n e  du  3 e  ordre. 

On  peut  donc  dire  que toutes les droites qui sont parallèles à un certain cône 

du 3e ordre se meuvent parallèlement à un plan, ou que la courbure sphérique 

de l'indicatrice des surfaces réglées quelles engendrent est égale à  0. 

I l  est  maintenant  évident  que  les  droites  q u i ,  tout  en  décr ivant  des  é l ément s  de 

surfaces  développables ,  se  meuvent  pa ra l l č l emen t  ŕ  u n  plan,  engendreront  des 

é l émen t s  de  surfaces  planes.  O n  voit  en  outre  que  ces  droites  satisfaisant  ŕ 

trois  équa t ions  constituent  une  surface. 

Donc, dans un solide en mouvement, il existe toute une surface réglée composée 

de droites décrivant des éléments plans. Cette surface réglée est pour ainsi dire 

l'analogue de la courbe d'inflexion, si Von regarde la droite comme un élément 

de l'espace. 

L a  surface  que  Ton  vient  d'obtenir  est  la  m ô m e  que  celles  des  droites  qui 

s'appuient  deux  fois  sur  la  cubique  d'inflexion,  en  des  points  tels  que  les  vitesses 

de  ces  points  soient  concourantes.  On a  vu  en  effet  que  de  pareilles droites  décr i ­

vent  des  é léments  plans. 



I l  est  d'ailleurs  facile  d'obtenir  le  sys t čme  des  plans  dans  lesquels  se  meuvent 

les  droites  que  l 'on vient  de  trouver.  Soient A , B , G les  cosinus  directeurs  de  l 'un 

d'eux,  et  D  sa  distance  ŕ  l 'origine.  L e plan 

A as + By  + Cz — D =  0 

devant  contenir  la  droite  mobile ŕ  trois  époques  consécu t ives ,  on  aura 

A«  + Bb  ­ + ­ C c — D = 0 ,  Aa  +  BŁ  +  Cy  =  0, 

Aa'+Bb' + Cc'  =  0,  Aa'  +  BŁ' +  Cy' =  0, 

Aa»  + Bb" + Ce"  =  0,  Aa" +  BŁ" +  Cy" =  0. 

Introduisant  dans  ces  équa t i ons  les  é l émen t s  ordinaires  de  la  droite,  c'est­ŕ­dire 

a  fâ 
faisant m = -> n =  ­ » u = a,  v =  & et  c =  0,  i l vient 

T  Y 

A«x  +  Bv  — D  = 0 , 

—  Avr ­h Bjxr +  Cw' == 0, 

A  (u* —  JA*­»  — vr')  +  B (>•'  — vr*)  +  C (w'  +  vp')  =  0, 

ainsi  que 

A m  ­f­  Bn  +  C =  0, 

— Anr  +  Bmr  =  0, 

A  (—  mi­8  —  n»*')  +  B (mr'  — nr* —p') + Gnp' =  0. 

Й l i m i n a n t  enfin  jx, v,  m  et n,  on  aura 

A  chaque  direction A , B ,  G para l l č l e  ŕ  un  certain  cône  du  3 e  ordre,  correspond 

une  certaine  valeur  de  la  distance  D .  Ces  différents  plans  enveloppent  par  consé­

quent  une  déve loppab le  dont  l a  podaire  par  rapport  ŕ  l 'origine s'obtiendrait  en 

faisant  A = ^ > B = ~ > C  —  ^ e t D = = Vx*  ­t­ y9  +  z%  ce  qui  donne  pour  les 

équa t ions  de  cette  podaire 

et 

c 'est­ŕ­dire  l ' intersection d'une  surface  du  4 e  ordre  et  d 'un  cône  du  3 e .  Les  plans 

perpendiculaires  aux  ex t r émi t é s  des  rayons  vecteurs  seront  les  plans  c h e r c h é s . 



A x e  d ' u n e  d r o i t e . 

21.  Lorsqu 'on  ne  cons idč re  que  des  quan t i t é s  infiniment  petites  du  premier 

ordre,  une  droite  quelconque  du  solide peut  ę t r e  cons idérée  comme  a n i m é e  d'un 

mouvement  de  rotation sans glissement  autour  d'une autre  droite  que  l 'on  dés igne 

sous  le  nom  de  con juguée  de  l a  p r e m i č r e .  S i  maintenant  on  veut  tenir  compte 

des  infiniment  petits  du  second  ordre,  i l  faut  ŕ  chaque  droite  attribuer  un  autre 

axe  de  rotation,  et  m ę m e  adjoindre  ŕ  la  rotation  u n  certain glissement  le  long  de 

cet  axe. 

Dans  ce  qui  va  suivre,  la  droite  sera  cons idé rée  comme  un  é l émen t  de  l'espace 

et  nous  ne  nous  occuperons  nullement  de  la  trajectoire  de  tel  ou  tel  point  désigné 

sur  cette  droite. 

Cela  p o s é ,  soient 

(D) x  = a  +  ap, y = b +  8p, Z = c  ­+­  yj>, 

les  équa t ions  de  la  droite  cons idé rée  D  et 

(R)  ś — A  +  Xp, y = B -+•  ;zp,  2 =  C­f­vp, 

celles  de  l'axe  c h e r c h é  R  que  nous  regarderons  comme  fixe. 

L a  droite  mobile  D  devant  faire  avec  la  droite  fixe  R  u n  angle  constant  au 

3 e  ordre  p r č s ,  on  aura,  en  dés ignan t  cet  angle  par  0, 

(1) 

d 'oů  l 'on  tire 

en  posant 

(2) 

O n  aura  aussi 

(3) Ces  formules  nous  donnent  la  direction  de  l'axe  R ,  quand  on  conna î t  celle  de 

la  droite  D ,  et  font  conna î t r e  le  rayon  s p h é r i q u e  G de  l ' indication  de  la  surface 

réglée  déc r i t e  par  la  droite. 

Développons  les  deux  de rn i č r e s  équa t ions  (1),  i l vient 

—  SrX  +  arjjt,  =  o, 

(—  ar 2  —  Sr')  X -h  («r 1  —  Sr 2  — yp')  ^ +  Sp'v =  0; 
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(4) 

Cette  quan t i t é  devant  rester  constante  au  3 e  ordre  p r č s ,  et  0  é t an t  l u i ­ m ę m e 

constant  ainsi  que  A ,  JX ,  V ,  p r é a l a b l e m e n t  d é t e r m i n é s  par  les  équa t ions  (1),  on  aura 

ainsi  que 

équa t ions  du  premier  degré  en  A , B ,  C  et  dont  le  sys t čme  r e p r é s e n t e  la  droite 

che rchée  R ,  pourvu  que  A ,  [ X ,  V  y  soient  r e m p l a c é s  par  leurs  valeurs  t i r ées  de  (2). 

Donc, à une droite donnée  D correspond un axe  R . 

Inversement,  а  u n  axe  d o n n é  R  (A, B ,  C,  X, [x,  v)  correspond  une  droite,  inter­

section  des  plans  que  r e p r é s e n t e r a i e n t  (5)  et  (6)  s i  on  y  regardait a, b, c  comme 

des  c o o r d o n n é e s  courantes,  et  s i  l 'on y  r emplaça i t  a , (3, y  par  leurs  valeurs  t i rées 

de  (1)  en  fonction  de  X, [x,  v s u p p o s é s  connus. 

Cherchons  actuellement  la vitesse  angulaire  de  la  rotation  de  la  droite  D  autour 

de  son  axe  R .  Cette  vitesse  ne  doit  pas  ę t re  confondue  avec  celle d 'un  quelconque 

des  points  de  la  droite.  El le  n'est  autre,  dans  la  question  qui nous  occupe,  que  la 

vitesse  angulaire  de  la  plus  courte  distance  8,  ou  p lu tô t  l'angle  de  la  ligne  5 rela­

tive  а  l ' époque t  avec  la  ligne §'  relative  а  l ' époque t + dt,  divisée  par  l ' é l émen t 

du  temps. 

Or  on  a,  en  dés ignan t  par  | ,  YJ,  Ç  les  cosinus  de  cette  plus  courte  distance, 

d 'oů  l 'on  tire 

aŁ  +  SYJ  +  YŁ =  0, 
XŁ +  [AY)  ­+­ vÇ =  0, 

posant  ensuite  ­  = m. - = n, - — m\ - = n',  on  aura  entre  les  coefficients 
1  Y  7  y  1  V 

angulaires  des  droites  D  et  R  les  relations 

nm' — mn' = 0, 

r* (mm' -h nri) + p'  (n  — n') =  0, 

l inéa i res  par  rapport  а  ces  quatre  é l é m e n t s . 

D ' u n  autre  cô té ,  l a  plus  courte  distance  S des  droites  D  et  R  a  pour  expression 

(5) 

(6) 



On  a  du  reste,  en  appelant  o> l a  vitesse  c h e r c h é e , 

par  suite,  en  remarquant  que  X ,  ˇA,  V  ainsi  que  9 sont  des  constantes  ou  p lu tô t  que 

leurs  dér ivées  p r e m i č r e s  et  leurs  dér ivées  secondes  sont  nulles, on  a 

ta'  sin*  9 =  (0! y  —  T '  ї ) 2 +  ( Y '  X  —  a' v)1  ­+•  (a'  jx —  P' X ) ! , 

=  a' 5  +  P ' 8  +  Y ' 2  ­  ( a 'X +  p >  +  p 'v) 2, 

ou,  en  tenant  compte  de  l 'une  des  équa t ions  (1), 

0) 

L a  dér ivée  p r e m i č r e  de  la vitesse  angulaire  w sera  d o n n é e  par  la relat ion 

d 'oů 

(8) 

I l  nous  reste  ŕ  calculer  la  vitesse  de  glissement  de  la  droite  D dans  la  direction 

de  la droite  R .  I l  est  ŕ  peine  néces sa i r e  de  faire  remarquer  que  cette vitesse  n'est 

celle  d'aucun  point  ass igné  sur  la  droite  D  cons idérée  actuellement  un  é l émen t 

de  l'espace.  Cette  vitesse  de  glissement  n'est  autre  chose  que  celle  avec  laquelle 

se  dép lace  sur  l'axe  fixe  R  le  pied  de  la  plus  courte  de  cet  axe  et  de  la  droite 

mobile D . 
Fig. 1 5 . 

Soient  D  et  D ' deux  positions  consécut ives  de  l a droite  mobile,  P  et  P '  les  pieds 

correspondants  de  sa  plus  courte  distance  avec  R . 

Par  le  point  P  menons  deux  droites  P d  et  P d '  pa ra l l č l e s  respectivement  ŕ  D 



et  ŕ D ' .  L ' é lément  de plan d'Vd  est  s i tué  dans  le plan  qui contient D et  sa paral­

lčle Vd.  Donc,  si par  P '  on  m č n e  une  parallčle  ŕ  D ' ,  c 'est­ŕ­dire  P'd[,  la  plus 

courte  distance  P K de P i et de P ' d t sera  égale  ŕ  celle  des  deux  droites  D  et D ' . 

Or  on a P K =  P P '  sin 6, par  suite 

p p r 

S i  l 'on désigne  par g  le  rapport  ­ r ­ » et  si  l 'on tient  compte  de  l 'équat ion  (7),  i l 

vient 

Le  mouvement  hélicoďdal  que  possčde  la  droite  D  autour  de  son axe  R  aura 
g g 

pour  p a r a m č t r e  ­ i  et on aura,  en posant  ­ * 

(9) 

Les  formules  précédentes  en t ra înen t  un certain nombre  de  conséquences .  Con­

s idérons  l'ensemble  des droites D qui ont une  m ę m e  direction  ( a ,  (3, y ) .  Ces droites 

auront  des axes R  possédant  tous  la m ę m e  direction  ( X ,  J A ,  v ) ,  ainsi  que cela  résu l t e 

des  équat ions  (1). L'angle  6 de  chaque  droite  D avec  l'axe qui l u i correspond est 

également  constant. 

L a  vitesse  angulaire w de la rotation de chaque  droite D  autour  de  son axe est 

également  le  m ę m e ,  ainsi  qu'on  le constate  ŕ l'aide de la formule (7). 

Les  équa t ions  (5) et  (6), dans  lesquelles  nous  pouvons  faire  C =  0  et c =  0, 

nous  montrent  que les coordonnées  A et B de la trace  horizontale  de  R  sont  des 

fonctions  ent ičres  et  l inéaires  des  coordonnées a et b de la trace  de D . 

Donc, si parmi les droites  D ayant une même direction on considère celles qui 

formeraient un cylindre de l'ordre m, on peut dire que le lieu de leurs axes R. 

est également un cylindre d'ordre m. 

Décrivons  l 'équat ion  (9) qui donne  la valeur  du  p a r a m č t r e  de  la surface  hél i­

coďdale  décri te  par la droite D , i l  vient 

(10) 



d'oů  l 'on  voit,  en  cons idéran t  a, b, c  comme  des  coordonnées  courantes,  que le 

lieu des droites  D , dont le glissement le long de leurs axes respectifs est nul au 

3e ordre près, est un plan passant par la droite représentée par les équations  (9) 

et  (10).  On peut  donc  dire  que,  parmi  les  droites­ qui  ont  une  m ę m e  direction,  i l 

en  existe  une  infinité  formant  un  plan  et  décr ivant  des  é léments  d 'hyperbolo ďde 

de  révolu t ion . 

S i  l 'on égalait  seulement  ŕ  zéro  la  dér ivée  K ' du  p a r a m č t r e ,  on  obtiendrait,  en 

déve loppant  la  quan t i t é  K  en  série  o rdonnée  suivant  les  puissances  de t,  une 

t2 

expression de  la forme K +  K " ^—^ dont  la valeur  serait  constante  au  second  ordre 

p r č s .  L ' équa t ion  (10)  r ep ré sen t e r a i t  alors  l'ensemble  des  droites  qu i  engendrent 

des  é l é m e n t s  de  surfaces  hél icoďdales .  Or  cette  équa t ion  est  h o m o g č n e  et  du 

4 e  degré  en  a , ˇ3, y ; on  voit  donc  que, par chaque point de l'espace, on peut mener 

une infinité de droites décrivant des éléments de surfaces hélicoïdales et que ces 

droites forment un cône du quatrième ordre. 

I l  est  évident  maintenant  que  de  pareils  é léments  de  surfaces  rég lées ,  p r é sen ­

tant  un  p a r a m č t r e  de  distribution  constant  pendant  deux  intervalles  de  temps 

consécutifs ,  sont  osculateurs  ŕ  des  hyperbolo ďdes  de  révolu t ion ;  seulement  ces 

hyperbolo ďdes  n'ont  plus  pour  axes  les  droites  R  correspondantes,  comme  cela 

avait  l ieu  pour  les  droites  satisfaisant  ŕ  la fois  aux  équa t ions  (9) et  (10). 

D r o i t e s  q u i  g l i s s e n t  s u r  des  p o i n t s  f ixes . 

22.  Dans  un  solide  en  mouvement,  i l  existe  un  sys tčme  de  droites  ayant  la 

p ropr i é t é  de  passer  respectivement  par  des  points  fixes  ou  plus  exactement  de 

rester  ŕ  une  distance  infiniment  petite  du  3 e  ordre  de  ces  points. 

Soient  a, b, c  les  coordonnées  d'un  point  fixe  dans  l'espace.  L a droite,  qui  dans 

sa  position  initiale  passe  par  ce  point,  a  pour  équa t ions 

Désignons  par a„ bt, clt  a„  Yi ^ e s  valeurs  des  coordonnées  du  point  qu i  é ta ien t 

primitivement a, b, c,  et  celles des  cosinus  de  la  droite  relatifs  ŕ  l ' époque t.  Les 

équat ions  de  la droite  mobile  seront 

et  comme  elle  doit passer  par  le  point a, b,  c,  on  aura  constamment 



Remplaçan t  les  six é léments  variables  par  leurs  déve loppements ,  i l vient,  en  divi­

sant  par 

Йgalant  les  coefficients  des  m ę m e s  puissances  de t,  i l vient  d'abord 

a' _V__c\ 

«  P  Y 

On  voit  déjŕ  que  la droite  doit  avoir la direction de  la vitesse  du point  du  solide 

qui  au  dépar t  se  trouve  en a, b, c. 

On  a  encore 

remplaçan t  ensuite a' b'  . . .  a"  . . .  a ' ˇ3' . . .  par  leurs  valeurs  connues  et  é l iminant 

a ,  0,  y , i l vient,  aprčs  réduc t ions , 

(a2  +  &*) î l î  — p' bc + uva =  0, 

rp'ab + (rw" — r'w') a •+• w'p' c — r*w' b = 0; 

d'oů  l 'on  conclut  que le lieu des points fixes de l'espace sur lesquels peuvent 

glisser des droites mobiles est l'intersection de deux surfaces du second degré. 

Quant aux droites cherchées elles-mêmes, elles forment une surface réglée du 

quatrième ordre que l'on obtiendrait en éliminant a, b, c entre les équations 

et les deux précédentes. 

On  peut  donc  dire  que, dans un solide en mouvement, il existe un système de 

droites qui glissent sur des points fixes. Les points fixes forment une cubique 

gauche et les droites une surface du quatrième ordre. 

Cette  proposition est  l'analogue  de  celle  qui  est  relative  ŕ la cubique  d'inflexion 

dont  tous  les  points  considérés  comme  mobiles  glissent  sur  une  surface  réglée 

regardée  comme  fixe. 

On  peut  parvenir  aux  résul ta ts  précédents  en  suivant  une  voie toute  différente. 

A u  l ieu  de  cons idérer  la trajectoire  d'un  point  quelconque  A  lié  au  corps  solide, 

on  peut  se  proposer  de  trouver  le  l ieu  des  points  du  solide qui dans  leurs  mouve­



ments  viennent  successivement  passer  ŕ  travers  le  point  A  considéré  comme  fixe 

dans  l'espace. 

Soient x, y, z  les  coordonnées  du point M qui, au  bout  d'un  temps t, parviendra 

au  point  fixe  A (a, b, c);  on  aura  év idemment 

d 'oů  l 'on  tire  a i sément ,  pour  les  équat ions  de  la  courbe  M A qui  est  pour  ainsi 

dire  destinée  ŕ glisser  continuellement  sur  le  point  A , les  formules 

Or  i l existe  des  points  A  pour  lesquels  ces courbes glissantes  offrent  des  points 

d'inflexion,  c 'est­ŕ­dire  des  é léments  rectilignes. 

D 'un  autre  côté,  i l  est  évident  que  la  tangente  ŕ  l 'une  de  ces  courbes  en  A , 

tangente que  nous  supposerons  liée  au corps  solide, glissera sur  le point A comme 

la  courbe  e l l e ­męme . 

Cherchons  donc  le  l ieu  des  points  A  pour  lesquels  la  courbe  glissante  a  un 

rayon  de  courbure  infini .  E n écr ivant  que  les  coefficients  de  ^  s o n t  proportionnels 

ŕ  ceux  de t,  on  obtient  les  équat ions 

qui  r eprésen ten t  une  cubique  gauche  ne  différant  pas  de  celle  que  l 'on  a  t rouvée 

p récédemment . 

I l  est  d'ailleurs évident  que  l 'on pourrait  se  proposer  sur  les  courbes  glissantes, 

sur  leurs  tangentes,  sur  leurs  axes  de  courbure,  e t c . ,  toute  une  série  de 

questions  analogues  ŕ  celles  que  l 'on  a  t ra i tées  relativement  aux  trajectoires 

des  points  considérés  comme  liés  aux  solides.  L a  plupart  des  résu l ta t s  présen­

teraient  une  complčte  analogie  avec  ceux  que  l 'on  rencontre  dans  l 'é tude  des 

trajectoires. 

On  peut  du  reste,  pour  abréger ,  écr i re  les  équat ions  des  courbes  glissantes 



relatives  au  point  A (a, b, c)  sous  la  forme 

Les  coefficients x' y' z' x"  ...  é tant  l inéaires  en a,  &,  c,  l'analogie  entre  ces 

courbes  et  les  trajectoires  ordinaires  devient  évidente. 

C o u r b u r e  des  é l é m e n t s  de  su r faces  d é c r i t e s  p a r  l e s  d i f f é r e n t e s  d r o i t e s 

d u  s o l i d e . 

23.  Considérons  un  point  A (a, b, c) du  solide et  une  droite A D passant  par  ce 

point.  Cette  droite  engendrera  une  surface  réglée  et  nous  nous  proposons  d'abord 

d 'é tudier  l ' é lément  de  cette  surface  qui  se  trouve  dans  le  voisinage  du  point A . 

I l  nous  sera  facile  ensuite  d'appliquer  les  résul ta ts  t rouvés  ŕ tous  les  autres  points 

de  la droite A D 

(1) 

en  remplaçan t  dans  toutes  les  formules  a,  &, c  par  a  +  ap,  6  +  {3p,  C +  Y P  res­

pectivement. 

Le  plan  tangent  ŕ  la  surface  en  A  devant  contenir  la  droite  A D 7  ainsi  que  la 

vitesse  de  A ,  a  pour  équat ion 

Nous  ferons  dépendre  les  coordonnées  d'un  point  voisin  de  A  sur  la  surface  de 

Fig. 16. 

deux  variables  l'une i,  l'autre  une  longueur  infiniment  petite  op  por tée  ŕ  chaque 



instant  sur  la  généra t r i ce  mobile  ŕ  partir  du  point  mobile  A .  S i t  varie  seule,  le 

point  M  décri t  une  trajectoire,  si S p varie  seule,  M  décri t  une  généra t r ice  A ' D ' . 

Or  les  coordonnées  de  M (x, y, z)  ont  pour  expressions 

x = ai  ­t­  « t c p ,  y =  & 4  +  P i î p ,  2 =  c1  +  Y,Sp, 

a\­>  &o c u  a u  Pu  ď i  é tant  des  fonctions  connues  du  temps t.  Remplaçan t  ces  fonc­

tions  par  leurs  déve loppements ,  i l vient 

(3) 

L a  distance t  du  point  M (x, y, z)  au  plan  tangent  (2)  est  donnée  par  l 'équation 

ou,  en  simplifiant et  en  négl igeant  les  termes  du  3 e  ordre, 

aprčs  avoir  posé 

(4) 

Désignant  alors  par  V  la  vitesse  du  point  A  et  par  G l'angle  de  cette  vitesse  avec 

la  généra t r ice ,  on  a 

Faisons  pour  ab rége r 

et  le  l ieu  des  points  s i tués  ŕ  une  distance e du  plan  tangent  sera  r ep ré sen t é  dans 

le  systčme  des  coordonnées (t,  B p)  par  l ' équat ion 

(5)  2Ds  —  T t s  +  2U tïp, 
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qui  permet  d 'é tudier  la  forme  de  l'indicatrice de  la  surface.  A  chaque  valeur  de t 

correspond une  valeur de S p convenant  ŕ un point  de cette courbe  infiniment  petite. 

S i  l 'on  fait  s =  0,  l 'équation  (5)  donne,  pour  la  courbe  suivant  laquelle  la  sur­

face  est  coupée  par  son  plan  tangent,  d'abord t =  0,  c 'est­ŕ­dire  la  généra t r i ce , 
T 

ce  qui  devait  ę t re ,  puis  Bp =  —  qui  correspond  ŕ  la  deux ičme  direction 

asymptotique  relative  au  point A . 
Si  l 'on  a 

auquel  cas  la  droite  A D contient  visiblement  le  plan  osculateur  de  l a  trajectoire 

de  A , i l vient. Bp =  0, par  suite  la vitesse  de A coďncide  avec  la d e u x i č m e  direction 

asymptotique. 

Si  la  droite  initiale  est  telle  que  l 'on  ait 

les  deux  directions  asymptotiques  se  confondent.  Gela  pouvait  se  prévoi r ,  car  la 

droite  appartenant  au  complexe des  vitesses  qui  a  pour  équat ion  U  =  0  est  tan­

gente  ŕ  la  trajectoire  de  F u n  de  ses  points  et  engendre  un  é lément  de  dévelop­

pable. 

Les  équat ions  de  la  deux ičme  direction asymptotique  s'obtiendront  en  rempla­
T 

çant  dans  le  sys tčme  (3)  §p  par  sa  valeur  — ^"fj t,  et  en  négligeant  les  termes 

en t\  ce  qui  donne 

Désignons  par  X, \x, v les  cosinus  de  cette  droite,  i l vient 

en  posant  G =  aa'  + $b' +  yc '  et  en  rep résen tan t  par  t|>  l'angle  de  la  direction 

cherchée  avec  la  généra t r ice . 

On  peut  dire  aussi  que  la  direction  asymptotique  est  celle  de  la  diagonale  du 



T 
para l l é logramme  construit  sur  la  vitesse  du  point  A  et  sur  une  longueur  —  — 

por tée  sur  la  généra t r i ce .  Cette  direction seia  perpendiculaire  ŕ  la  généra t r ice  si 

l 'on  a 

ou  bien 

Avant  d 'é tudier  la  man ič r e  dont  varient  les  résul ta ts  p récéden t s  lorsque  le 

point  A  parcourt  toute  la  généra t r ice  A D ,  cherchons  les deux  rayons  de  courbure 

de  l 'é lément  de  surface  voisin  de  A  (a, b,  c). 

L a  distance  M A ou d s  est  donnée  par  la  formule 

dss = (a't  +  aвp) 2  + (b't +  $op)2  + (c't + y  3p) 2

r 

OU 
ds 2  =  V 2 t 2  +  gp2  +  2GtSp. 

S i  on  appelle  R  le  rayon  de  courbure  de  la section  normale  dirigée  suivant A M , 

on  aura  év idemment  ds 2  =  2Re .  On arrive  ainsi  aux  deux  équat ions 

2Rs  =  V s t 2  +  Sp2  +  2GtSp, 
2De  =  Tt 2  +  2UŁSp, 

qui  r ep ré sen ten t ,  la  p r emič re ,  un  cercle  infiniment petit  de  rayon ds  t racé  sur  l a 

surface,  la  seconde,  l 'indicatrice  relative  au  point  A .  Le  systčme  des  sécantes 

communes  ŕ  ces  deux  courbes  infiniment  petites  s'obtiendra  en  multipliant  la 

p remič re  équat ion  par  D, la  seconde  par  R  et  en  retranchant  membre  ŕ  membre. 

Il  vient  alors 

(DV 2  — RT) t2  +  D op2  +  2 (GD — UR)  fSp — 0. 

Pour  que  ces  sécantes  communes  se  confondent,  c'est­ŕ­dire  pour  que  le  cercle 

soit  tangent  ŕ  l 'indicatrice, i l faut  que  l 'on  ait 

(GI)  — U R ) 2 — D (DV 2 — RT) =  0, 

ou  bien 

TJ 2R 2  — (2GU  — T) DR +  D 2 (G 2 —  V 2) =z 0; 

puis  remarquant  que 

D 2  a ' 2  +  6 ' 2 +  c' 2  — (a' a  + b' $ + c' y) 2 =  V 2 —  G 2 , 

on  a,  pour  dé te rminer  les  rayons  de  courbure  de  l ' é lément  considéré ,  l 'équat ion 

U 2 R 2  — D (2GU — T) R  — D" =  0. 

On  voit  que  la  courbure  est  nulle  si  U  =  0,  cela  devait  ę t re ,  puisque  la  droite 



fait  alors  partie  du  complexe  des  vitesses.  On  voit  aussi  que  les  courbures  pr in­

cipales  sont  égales  et  opposées ,  si  l 'on  a 

2 G U  —  T =  0, 

équat ion  t rouvée  p r é c é d e m m e n t  en  exprimant  que  les  lignes  asymptotiques  sont 

rectangulaires. 

Il  est  actuellement  facile  de  voir  ce  que  deviennent  les  formules  p récéden tes 

lorsque  le  point  A  occupe  différentes  positions  le  long  d'une  m ę m e  généra t r ice 

initiale.  I l  suffit  de  changer  dans  toutes  les  équa t ions a, b, c  en a  +  ap, b +  fjp, 

c  +  y p.  S i l 'on  désigne  par  U „  T „  G „  e tc . .  les  valeurs  des  fonctions  U , T, G , 

pour  le  nouveau  point  A , on  aura 

donc  la  fonction  U  ne  change  pas  le  long  de A D . 

L a  quan t i t é  G , , relative  au  point  A ,  a  pour  valeur 

Gi = (a'  +  a' p) a + {b'  +  3̌' p)  3̌ +  (cf  +  T» p) T  =  G, 

donc  elle  est  également  constante. 

Le  d é t e r m i n a n t  T,  devient 

et  son  développement 

peut  s 'écr i re ,  pour  abréger , 

T,  =  Mp8 +  Np  ­t­ T. 

Enfin,  on  a 

D2  =  a'2
  ­4­ b"  +  c'2  — (a' a + b' $ +  c'y)4 

et  par  suite 

D'J — a'2  + V* +  c'2  +  2 < W  c'y')  p +  (a'2  +  Ł'2  +  y'2)  p2 — G 2 

=  D 2  +  2(a'a'  +  b' 3'  +  c'y')  p +  (a'2  ­t­ +  y'2)  p2. 

A  l'aide  de  ces  formules,  on  peut  é tudier  l ' é lément  de  surface  voisin  d'un  point 

'  quelconque  A t  de  la  généra t r ice  initiale. 

Si  l 'on  veut,  par  exemple,  trouver  une  droite  telle  que  les  courbures  soient 

égales  et  opposées  quel  que  soit  le  point  A „  c ' e s t ­ ŕ ­d i r e  tout  le  long  de  la 



généra t r ice ,  on  devra  avoir, pour  toutes  valeurs  de  p, 

Tl  — 2ViGi  =  Mp 2 +  Np +  T — 2UG =  0, 
ce  qui  donne 

M  =  0,  N =  0,  T — 2UG =  0. 

Les  droites  satisfaisant  ŕ  ces  trois  équat ions  forment  une  surface  qui  est  la 

m ę m e  que  celles  des  droites  décr ivant  des  é léments  hél icoďdaux  ŕ  plans  direc­

teurs,  et  l 'on  sait  que  ces  surfaces  ont  en  tous  leurs  points  des  courbures  égales 

et  opposées . 

D é p l a c e m e n t  d ' u n  p l a n . 

2 4 .  Considérons  un  plan  lié  au  solide  et  qui  dans  sa  position  initiale  aurait 

pour  équa t ion 
eux + $y  ­t­ z  —  5  =  0, 

a,  y  é tant  les  cosinus  de  sa  normale  et  o sa  distance  ŕ  l 'origine. 

Soient  ensuite  a,,  p t, y„ S,, les  fonctions  du  temps  qui  r ep ré sen t en t  aune  époque 

quelconque  les  é l ément s  correspondants  de  ce  plan  mobile.  On  conna î t  les  déve­

loppements  en  sér ies  des  trois  cosinus,  i l nous  reste  donc  ŕ  chercher  celui  de  la 

fonction  S t. 

Soit  O'  un  point  lié  au  solide  dont  la  distance p  au  plan  M  reste  constante, 

u, v, w  les  coordonnées  de  ce  point  qui  varient  avec t,  et  enfin  S, la  distance  de 

Fig. 17. 

l 'origine  fixe  O  au  plan variable M . On a,  d 'aprčs  l e ­ t héo rčme  des  projections,  ŕ 

toute  époque 
lx z=p  +  aTM  4­  fijV + ytw. 

Dérivant  par  rapport  ŕ t,  i l vient 

S'j  = tx\u  4­  G + y\w + atyU'  +  8 tv
r
  4­  Y J U ) ' , 

=  a >  4­  S >  4­ i\iv +  2 [a'jtt'  4­  S > '  4­ y\w']  4­  a tU
r  4­  S^*  4­ ytvù\ 

8* =  a >  4­  S >  4­  y >  4­  3  [ a > '  4­  S> '  4­  y > ' ]  4­  3  [a>"  +  S X  4­  y>"J 

4­  a t «
w  4­  p tv* 4­  y ttt'

w. 



Faisant  ensuite t = 0  et  r emp laçan t  ai ,  |3[, y i , aď,  etc...  par  les  valeurs  qu'ils 

ont,  eu  égard  au  choix  des  axes  de  coordonnées ,  on  aura 

B'  — yw\ o" = zu" +  yu/, 
B w  = %u"  +  pu w  +  y to"  +  3Ł [p' to'  —  r u ' ] , 

ce  qui  donne  pour  le  déve loppement  de  la fonction  B, 

( 1 ) 

et  pour  obtenir  le  point  oů  le  plan  considéré  est  osculateur  ŕ  cette  a rę te  dans  sa 

position  initiale,  i l suffit  de  faire t =  0  dans  les  équat ions  (1),  et  i l vient 

( 1 ) ' 

Si  l 'on  a 

le  plan  mobile est  osculateur  ŕ  l 'aręte  ŕ  l ' infini ,  d 'oů  l 'on conclut  que  : 

Dans un solide en mouvement, il existe à chaque instant une infinité de plans 

qui enveloppent des éléments cylindriques. Ces plans sont perpendiculaires aux 

génératrices d'un cône du 3e ordre. Comme cela pouvait se prévoir, ce cône n'est 

autre que celui qui correspond aux droites se mouvant parallèlement à un plan 

fixe. 

S i ,  outre  la relation  (2),  on  a 

(3) 

le  plan  considéré  étant  osculateur  en  un  point  indé te rminé  aura  la  propr ié té  de 

glisser  sur  une  droite  fixe.  Or  l 'équat ion  (3)  r ep ré sen te  en  coordonnées  polaires 

Considérons  actuellement  le  plan  comme  un  é l émen t  de  l'espace  et,  sans  nous 

occuper  de  la  trajectoire  d'aucun  de  ses  points  désignés  ŕ  l'avance,  proposons­

nous  de  classer  les  plans  du  solide  d 'aprčs  la  nature  de  l ' é lément  de  surface  que 

ces  plans  enveloppent  dans  leurs  mouvements. 

Les  coordonnées  d'un  point  quelconque  de  l 'aręte  de  rebroussement  s'obtien­

nent  en  résolvant  les  équat ions 



une  certaine  surface  dont  le  rayon vecteur  o a  pour  expression 

C o u r b u r e  de  l ' a r ę t e  de  r e b r o u s s e n i e n t . 

2 5 .  Pour obtenir  la courbure  de  l 'aręte  de  rebroussement,  i l suffit  de  chercher  ŕ 

l'aide des  équat ions  (1) l'expression de  l 'é lément ds  de cette ligne,  ainsi  que  l'angle 

de  contingence  relatif  ŕ  ce  m ę m e  é lément .  Or  on  a,  en  dérivant  les  équat ions  (1) 

et  en  faisant  ensuite t =  0, 

(4) 

et  si l 'on tient  compte  des  équa t ions  le  systčme  (4)  se  rédui t  ŕ 

/  désignant  une  fonction  homogčne  et  du  3 e  degré  en  a,  (3,  y,  et  o  une  fonction 

homogčne  du  2 e  degré .  S i on  remplace  a,  3̌, ypar^j?  |>  respectivement,  on  a 
0  0  0 

une  équat ion  du  qua t r ičme  degré  qui r ep ré sen t e  la podaire de la surface  enveloppée 

par  les  plans  satisfaisant  ŕ  l 'équat ion  (3). 

Donc, dans un solide en mouvement, il existe une infinité de plans ayant la 

propriété de glisser sur des droites fixes ou plutôt de rester à une distance du 

3e ordre de ces droites. 

Ces plans forment une développable dont la podaire relative à l'origine est 

l'intersection d'une surface du 4e ordre et d'un cône du 3e. 

en  désignant  par  D le  dé te rminan t , 



i l  vient alors 

en  posant 

Si  l 'on fait  ensuite 

A 2  = (h"  ­  YЙO2  +  (fa'  a y ?  +  («0» ­  ^a') 2, 
=  a' 2  +  Ł' 2  + 

on  aura 

Il  nous  reste  а calculer  l'angle  de  contingence dO relatif  au  m ę m e  intervalle  de 

temps dt.  E n désignant  par  X,  J A ,  v les cosinus de  la tangente  а l 'aręte  de  rebrousse­

ment,  on  aura 

XA  =  (Jy' — y(j',  |xA =  ya f — a y' ,  vA =  a Ł ' — pa'; 

puis  différentiant,  i l vient 

AdX  +  XdA  =  (Ły'  — y Ł " ) d f , 
Ad[x  +  fxdA  =  (va'  —  a y") dt, 

Adv  +  vdA  =  («&'  —  0a r) 

Йlevons  au  carré  et  ajoutons  en  remarquant  que  dX2 +  d<x2 +  dv" =  d6 5,  i l vient 

A W  +  (dA)2 =  [[fJY* — Y^'T  +  fra'  ­  « Y 7  +  (AŁ"  ~  P«')']• 

Or  si l 'on différentie  l 'équat ion 

on  aura 

par  suite 

A W = [ ( f r ' ­ Y * 7  +  (Y*' ­ * Y ?  +  (*&  ­ L W  ­ ď * ? +  ( Y « ' ­ a Y ' ) 2  +  ( a ^ ' ­ ^ ' ) 2 l 

­ # Y '  ~ Y § ' )  (PY ~  YP") +  (Y«'  ­  «Y') (Y*' ­  «Y') +  W  ­  M  W  ­  P a X 

et,  d 'aprčs  une  identi té  connue, 

A» dO2 =  P Y '  ­  YP') (Y*' ­  «Y') ­  (T*'  ­  *YR)  № f  ­  ď № 

+  [(ya' ­  «y") (a?  ­  ­  («0­ ­  (*<*')  (ya (  ­  a T ' )] 2 

+  [(«(в* ­  (Ły' ­  Tp») _  ( p /  ­  TP») (a?  ­  ya')]*. 



Mais  les  pa ren thčses  p récéden tes  ont  respectivement  pour  valeurs yd, ad, $d, 

ainsi  qu ' i l  est  facile  de  s'en  assurer  aprčs  réduct ions ,  donc  on  a  simplement 

A* d62  =  d 2 . 

Le  rayon de  courbure  che rché  R  devient  donc 

L 'arč te  de  rebroussement  aura  un  rayon  de  courbure  nul  si  l 'on  a  D  — 0.  Or 

cette  condition est  celle  qu ' i l  faudrait  écrire  si  l 'on  voulait  exprimer  que  le  plan 

mobile  passe  par  un  point  fixe  ou  plutôt  qu ' i l  en  reste  ŕ  une  distance  du  4 e  ordre. 

On  a  en  effet,  en  désignant  par a, b, c les  coordonnées  de  ce  point, 

ce  qui donne  par  l 'é l iminat ion  de a, b, c l 'équation  D =  0. 

Donc, dans un solide en mouvement, il existe une infinité de plans ayant la 

propriété de glisser sur des points fixes. 

L'enveloppe de ces plans a pour podaire une surface du 5e ordre, et les points 

fixes forment une surface du 3e que l'on obtiendrait en éliminant a,  8,  y entre les 

trois dernières des équations précédentes homogènes et linéaires par rapport à 

ces cosinus. 

Calculons  encore  le  rayon  de  torsion  T  de  l 'aręte ,  on  a  év idemment d% 

= Vda\  H ­ d§\  4­ dyt,  en  dés ignant  par  l'angle  de  deux  plans  osculateurs  consé­

cutifs  ou  encore d-.=r Va'  4­ S2 dt,  par  suite 

si  l 'on remarque  que  A est  aussi  égal  ŕ Va'*  4­  8'2  4­ y'2  ou ŕ r Va'  4­  82. 

D é p l a c e m e n t s  s i m u l t a n é s  des  d i f f é r e n t s  p l a n s  q u i  passen t 

p a r  u n e  m ę m e  d r o i t e . 

2 6 .  Aprčs  l 'é tude  des  trajectoires  s imul tanées  des  différents  points d'une  m ę m e 

droite,  on  peut  se  proposer  celle  des  déplacements  s imul tanés  de  tous  les  plans 
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a.'a +  0'b  +  Y 'C  —  3'  =  0, 
a" a  +  + y'c — o" —  0, 
a!"a  •+•  p'"6 +  ywc  —  o'" =  0, 



qui  passent  par  cette  droite,  en  considérant  ces  plans  comme  des  é léments  de 

l'espace  et  sans  s'occuper  des  trajectoires  de  tel  ou  tel  de  leurs  points. 

Nous  avons  déjŕ  vu  qu'un  plan  quelconque 

( 1 ) ax + $y  +  y z  —  S  =  0 

glisse  sur  un  point  fixe  dont  on  obtient  les  coordonnées  en  résolvant  les  équat ions 

(2) a'x + py  +  y ' z —  S'  —  0 , 

(3) <x'x + $'y  + y'z — 3" =  0, 

jointes  ŕ  la  p r é c é d e n t e  (1). 

S i  l 'on  exprime  en  outre  que  ce  plan passe  par  la  droite  fixe  de  D 

(4) 

i l  vient 

{% 

(6) 

Pour  obtenir  le  l ieu  des  points  fixes  sur  lesquels  glissent  les  différents  plans 

passant  par  D , i l suffira  d ' é l iminer  a , ˇ3, y et  § entre  les  équat ions  (1),  (2),  (3), (5) 

et  (6). 

Ordonnons  (2)  et  (3) par  rapport  ŕ  a , (3, y , i l vient 

(ry)  a  4 ­  ( — rx)  (i — w'  y  =  0 , 

( V y — r*x — u")  a  + (p' z — r^y — r' x) $  4 ­  ( — w* — p' y)  y  =  0 , 

ce  que  nous  écr ivons  plus  simplement 

X '  a  +  Y ' Ł  +  Z' y  =  0, 

X " a  +  Y"(3  +  Z " T =  0. 

L'él iminat ion  indiquée  donne  alors  les  équat ions 

(?) 

(8) 

qui  sont  celles  de  deux  hyperbolo ďdes  contenant  en  commun  la  droite 

(9) 

et  i l est  facile  de  voir  que  les  points  de  cette  droite  ne  font  pas  partie  du  lieu  en 

généra l .  On peut  donc  dire  que  : 



Dans un solide en mouvement, les plans passant par une même droite glissent 

respectivement sur les différents points d'une cubique gauche. 

Avant  d'examiner  les  cas  qui  peuvent  se  p ré sen te r  relativement  ŕ  la  situation 

de  la droite  donnée  D , rappelons  qu ' i l  existe  dans  le  solide  une  infinité  de  plans 

pour  lesquels  le point  fixe  de  glissement  est  i n d é t e r m i n é .  Ces  plans  enveloppent, 

une  développable  et  leur  ensemble  est  r ep ré sen t é  par  le  sys tčme  des  équa t ions 

dont  i l faut  retrancher  la  solution  % =  =  ­g • 
? ? P 

Cela  posé ,  s i  par  la  droite  D  on peut  mener  un  plan  tangent  ŕ  la  développable 

(10),  on  aura  dans  ce  plan  une  certaine  droite  dont  tous  les  points  conviennent  ŕ 

la  question. L a cubique  gauche  t rouvée  p r é c é d e m m e n t  se  dédouble  donc  en  une 

droite  et  une  conique. 

S i  par  la  droite  D  on  peut  mener  deux  plans  tangents  ŕ  la déve loppab le  (10), 

on  aura  dans  chacun  d'eux  une  droite  dont  tous  les  points  feront  partie  du  l i eu 

cherché .  L a cubique  se  décompose  alors  en  trois  droites  dont  les  deux  p r e m i č r e s 

constituent  une  solution  s ingul ičre  de  la question  et  dont  la  t ro i s i čme  est  le  l ieu 

des  points  de  glissement de  tous  les  plans  passant  par  la  droite  D .  On  peut  donc 

dire  que  : 

Dans un solide en mouvement, il existe une infinité de droites telles que les 

plans qui les contiennent ont leurs points de glissement sur une même ligne droite. 

On  peut  éga lement  se  proposer  la  question  inverse  de la p r é c é d e n t e  et  chercher 

le  sys t čme  des  plans  qui glissent  sur  les  différents  points  d'une  droite  D : 

Fig. 18. 

U n  plan  P  : 

( 1 0 ) 



pour  l 'équat ion  du  plan qui glisse  sur  le  point  M . Remplaçons  maintenant a, b, c 

par  A  ­H Xp, B  +  pp, C +  vp,  i l vient 

l ' équat ion  du  plan  contient  en  facteur  p —  p',  p'  dés ignant  le  rayon  recteur  du 

point  de  rencontre,  et  s'abaisse  encore  au  second  ordre. 

Si  la  droite  D  rencontre  deux  fois  la  cubique  p récéden te  qui n'est  autre  que  le 

l ieu  des  points  d'inflexion  des courbes glissantes,  l ' équat ion  du  m ę m e  plan 

s'abaisse  au  premier  degré  en  p et  ce  dernier  reste  paral lčle  а un  plan  fixe  quand 

glissera  sur  un  point  M (a, b, c)  si  l 'on  a  les  équat ions 

Retranchons  les deux p r e m i č r e s  l'une  de  l'autre,  et  ordonnons  les deux  dern ič res 

par  rapport  ŕ  a,  [3,  y,  i l vient 

A ' ,  B ' , G ' , A " . . .  désignant  des  fonctions  l inéaires  en a, b, c.  L 'é l imina t ion  de  a,  (3, y 

donne  ensuite 
x — a  A'  A" 
y _ b  B'  B"  =0 , 

z  — c  C  G" 

relation  du  3 e  degré  en  p, ou  A | , B[,  C i , Aď,  r e p r é s e n t a n t  des  fonctions  l inéai res 

connues  des  cosinus  donnés  X, \x, v.  I l  est  facile  d'obtenir  la surface  qui  enveloppe 

ce  plan  quand  on  fait  varier p. 

Si  la  droite  donnée  satisfait  ŕ  la  relation 

l 'équat ion  du  plan  s'abaisse  au  second  ordre  et  son  enveloppe  se  rédu i t  ŕ  un 

cylindre. 

S i  la  droite  D  rencontre  une  fois  la  cubique 



M  parcourt  la  droite  D .  D'ai l leurs  cette  équa t ion  prend  la  forme  Ap  P  =  0, 

P  é tant  jonction de x, y, z  et  A ne  contenant  pas  ces  m ę m e s  lettres. 

11 est  du  reste  facile  de  se  rendre  compte  de  ce dernier  résu l ta t .  Soient  R ' et R " 

les  points  oů  la  droite  D rencontre  la  cubique  d'inflexion  des  courbes  glissantes. 

Ces  courbes  G '  et  G '  supposées  liées  au  solide  glissent  ŕ  travers  les  points  fixes 

R '  et  R "  et  p r é sen t en t  en  outre  des  points  d'inflexion  en  ces  points.  Pa r  leurs 

tangentes  R ' T '  et  R " T " on  peut  mener  deux  plans  paral lč les ,  et  cons idérer  la 

Fig. 19. 

série  des  droites  du  solide r' r"  qui viendront successivement  s'appliquer  sur P /R" . 

I l  est  clair  que  le  l ieu  des  points  m  qui  viendront  passer  ŕ  travers  M  sera  une 

courbe  dont  les  points  seront  tous  ŕ  la  m ę m e  distance  des  plans  para l lč les  menés 

par  R ' T ' et  R"T" ,  donc  toutes  les  courbes  glissantes  M m  relatives  aux  différents 

points  de  D  ont  leurs  plans  osculateurs  paral lč les  entre  eux.  D'ail leurs,  i l  est 

évident  que  le  plan  osculateur  d'une  courbe  M m qui glisse sur  M ,  glisse  lu i ­môme 

sur  M au  3 e  ordre  p r č s . 

A x e  d ' u n  p l a n . 

2 7 .  Lorsqu 'on  veut  amener  un  plan  d'une  position  ŕ  une  autre  infiniment 

voisine  en  faisant  abstraction  des  trajectoires  de  ses  points  et  de  tout  glissement 

du  plan  sur  lu i ­męme,  on peut  le faire  tourner  autour  d'une  droite  convenablement 

choisie  que  nous  appellerons Yaxe du plan,  par  analogie  avec  l'axe  de  courbure 

d'un  point  ŕ  l'aide  duquel  on  peut  faire  également  passer  ce  point  d'une  position 

ŕ  une  autre  infiniment voisine,  en  négl igeant  les  quan t i t é s  du  3 e  ordre. 

Or,  i l est  évident  que  nous  pouvons  cons idérer  l'axe  d'un  plan  P , 

comme  le  l ieu  des  points  fixes (a, b, c)  tels  que  le  plan  P  reste  ŕ  une  distance 



invariable  de  ces  points.  Dés ignant  par p  cette  distance,  on  a 

et  en  dérivant  deux  fois  on  obtient  les  relations 

qui  seront  les  équa t ions  de Y axe du plan. 

On  remarquera  que  la  quan t i t é  o ne  figure  pas  dans  les  équat ions  de  cet  axe  et 

que  par  suite  tous  les  plans  paral lč les  ŕ  une  m ę m e  direction  n'ont  qu 'un  seul  et 

m ę m e  axe.  Cela  se  comprend  a i sément ,  car  si  par  une  rotation  autour  d'une 

droite  Pt on  a m č n e  un  plan  P  ŕ  la  position qu ' i l  doit  avoir  en  tant  que  plan,  tous 

les  plans  para l lč les  ŕ  P  auront  atteint  leurs  nouvelles  positions  respectives,  de 

sorte  qu'un  glissement  s imul tané  de  tous  ces  plans  sur  eux­męmes  fera  prendre  au 

solide  sa  nouvelle position. 

Demandons­nous  inversement  si  une  droite  quelconque  fixe  de  l'espace  peut 

servir  d'axe  ŕ  u n  plan  ou  plu tô t  ŕ  un  sys tčme  de  plans  paral lč les .  Soient 

les  équat ions  d'une droite.  Pour qu'elle  soit  l'axe d 'un  plan,  i l faut  que  l 'on  puisse 

dé t e rmine r  a,  (3, y de  man ič re  ŕ  ce  que  (R)  coďncide  avec  (D), ce  qu i  donne 

ou,  en  ordonnant  par  rapport  ŕ  a,  ˇ3, y, 

Й l iminan t  ensuite  a,  ˇ3, y,  on  arrive  aux  deux  équa t ions  suivantes  oů  on  a 

pose  ­  •= k, 



On voit par suite que tous les axes possibles font partie d'une certaine con-

gruence. Par un point de l'espace  A , B ,  G, il passe deux axes, intersections du 

cône que représente la dernière équation et du plan que donne l'avant-dernière. 

Cherchons  encore  le  l ieu  des  axes  des  plans  qui passent  par  une  m ę m e  droite  D . 

Entre  les  équa t ions  (R)  et  les  suivantes  qu i  expriment  que  le  plan  P  contient  l a 

droite  donnée  D : 

i l  faut  é l iminer a,  3,  y  et  3,  ou,  ce  qui  revient  au  m ę m e ,  a,  3, y  entre  les  é q u a ­

tions  R  et  la  de rn i č re  écr i te . 

Ordonnons  les  équa t ions  R ,  i l vient 

et  l 'é l iminat ion  ind iquée  donne 

L e  l i eu  des  axes  cherché  est  donc  un  hyperboloďde  contenant  la cubique  gauche 

d'inflexion  des  courbes  glissantes,  ainsi  que  la  droite  parallčle  ŕ Oz, 

Ce  l ieu  ne  d é p e n d  du  reste  que  de  la  direction  de  l a  droite  d o n n é e  13. L 'hyper­

boloďde  qu'on  vient  de  trouver  se  rédu i t  а un  cône  si  la  direction X,  v fait  partie 

d'un  cône  du  qua t r i čme  ordre  facile  ŕ  obtenir. 

Nous  allons  enfin  essayer  de  faire  voir a priori  que  le l ieu  t rouvé  p r é c é d e m m e n t 

devait  passer  par  la  cubique  d'inflexion  des  courbes  glissantes.  Comme  nous 

l'avons  dit  déjŕ,  le  plan  osculateur  d'une  courbe  glissant  sur  u n  point  fixe  M 

passe  constamment  par  ce  point,  par  suite  l'axe  du  plan  ne  peut  manquer  de 

passer  par  le  point  M . S i  maintenant  la  courbe  M C présen te  en  M u n  é l émen t 

rectiligne,  tout  plan  passant  par  M C glissera  sur  M  et  son  axe  rencontrera  le 

point M . 

D 'un  autre  côté,  les  tangentes  aux  courbes  M G  relatives  ŕ  tous  les  points  M  de 

la  cubique  sont  paral lč les  ŕ  un  cône  du  second  degré ,  donc  i l  existe  sur  cette 

cubique  deux  points  M ' et  M ' tels  que  les  tangentes  ŕ  la  courbe  glissante  sont 

para l lč les  ŕ  un  plan  quelconque  P .  On  a  donc  ainsi  trois  plans  para l lč les  devant 

avoir  un  m ę m e  axe  qui ne  saurait  différer  de  M ' M " ,  corde  de  la  cubique. 

Les  points  de  la  cubique  sont  donc  associés  deux  ŕ  deux.  A  chaque  systčme  de 

plans  para l lč les  correspond  un  seul  et  m ę m e  axe  qui  passe  par  deux  points M ' 



et  M " de  cette  cubique.  Quant  ŕ  la  congruence  que  nous  avons  t rouvée  pour  le 

sys tčme  des  axes  de  tous  les  plans  du  solide,  elle  n'est  autre  que  l'ensemble  de 

toutes  les  cordes  d'une  certaine  cubique  gauche. 

S p h č r e  o s c u l a t r i c e  de  l ' e n v e l o p p e  d ' u n  p l a n  q u e l c o n q u e  d u  s o l i d e . 

2 8 .  Soit P  un  plan  lié  au  solide,  P „  P 2 ,  P ,  trois  positions  consécut ives  infini­

ment  voisines  de  ce  plan.  I l  existe  toujours  un  point  C  fixe  dans  l'espace  si tué  ŕ 

égale  distance  de  ces  quatre  plans,  et  qui  serait  le  centre  d'une  sphč re  tangente 

aux  quatre  faces  d 'un  t é t r ačd re .  I l  est  évident  maintenant  que,  si  par  le  point  C 

supposé  connu,  on  imagine  u n  plan  para l lč le  ŕ  P  et  l ié  au  solide,  ce  dernier  plan 

glissera  sur  le  point  G pendant  le  dép lacemen t  du  corps,  ou  p lu tô t  restera  ŕ  une 

distance  de  ce  point  infiniment  petite  du  qua t r i čme  ordre. 

R é c i p r o q u e m e n t ,  si  l 'on  trouve  un  plan  qui  glisse  sur  un  point  fixe  C, tout  plan 

para l lč le  ŕ  celui­ci  glissera sur  une  sphč re  d'un  rayon  égal  ŕ  la distance  invariable 

des  deux  plans  liés  au  solide. 

Й tan t  donné  un  point  G (a,  5,  c),  cherchons  si un  plan 

peut  rester  ŕ  une  distance  du  q u a t r i č m e  ordre  de  ce  point.  I l  faut  que  l 'on  ait 

Pour  chaque  direction  (a,  (3, y),  les  trois  de rn i č r e s  de  ces  équa t ions  dé t e rminen t 

en  généra l  un  point  G (a, b,  c)  sur  lequel  peut  glisser  un  plan,  et  la  p r e m i č r e  fera 

connaî t re  la  distance  ŕ  l 'origine  o du  plan  glissant. 

Or,  on  a  v u  que  o" et  S'" sont  l inéa i res  et  homogčnes  en  a,  (3, y ;  ordonnant 

donc  les  trois  de rn i č r e s  équat ions  par  rapport  ŕ  ces  cosinus,  i l vient 

A'  a +  B'  S  +  C  T  =  o, 

A" a +  B" 3  4­  G" T =  0, 

A w a  4­  B'"8  +  C W

Y =  0, 

oů  A ' ,  B ' ,  G ' ,  A" ,  ... représentent des fonctions linéaires en a, b, c. 
Йliminons a, P, y, nous aurons 

d'oů  l 'on  conclut  que  : 



Le lieu des points fixes sur lesquels des plans liés au solide sont susceptibles 

de glisser forment une surface du 3e ordre. U 

Par  suite,  on  voit  que  : 

Le lieu de tous les centres des sphères osculatrices aux développables engendrées 

par tous les plans d'un solide en mouvement est une surface du 3e degré. 

Йl iminan t a, b, c  entre  les  équa t ions  (1),  i l vient 

équation qui représente l'ensemble des plans susceptibles de rester à une distance 

du 4e ordre de l'un de leurs points supposé fixe. Cet ensemble de plans enveloppe 

une certaine surface vue d'un point quelconque de l'espace suivant un cône du 

4e ordre. : • 

Si  l 'on a  s i m u l t a n é m e n t 

le  point  de  glissement  G (a, b, c)  est  i n d é t e r m i n é  sur  la  droite 

Or  les  cônes  ( 3 ) se  coupent  suivant  9  droites  dont  i l  faut  retrancher  les  3  droites 

que  r e p r é s e n t e n t  les  équa t ions 

d'oů  l 'on conclut que  : 

Il existe six directions de plans parallèles tels que chacun des plans dé ces 

séries a un point de glissement. Pour toutes les autres directions il n'existe qu'un 

plan susceptible de glisser sur un point fixe. 

Cherchons  actuellement  s ' i l existe des  plans  qui dans  leurs  dép lacemen t s  restent 

ŕ  des  distances  infiniment  petites  du  5 e  ordre  de  l 'un  de  leurs  points ;  aux  équa­

tions  (1)  i l suffit  de  joindre  la  suivante 

ce  qui donne  par  l ' é l iminat ion  de a, by c 
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équat ion  qui  r e p r é s e n t e  un  cône  du  4 e  ordre.  A u x généra t r i ces  de  ce  cône  corres­

pondent  des  plans  dont  la distance o ŕ  l 'origine  est  donnée  par  la  relation (2), d 'oů 

l 'on  conclut que  : 

Dans un solide en mouvement, il existe une infinité de plans qui restent à des 

distances infiniment petites du 5e ordre de l'un de leurs points supposé fixe. Les 

axes de ces plans sont parallèles à un cône du 4e ordre. 

Йl iminan t  a,  ˇ3, y  entre  les  deux  dern ič res  (1)  et  l ' équat ion  (4)  p réa l ab l emen t 

mise  sous  la  forme 

i l  vient 
A 1 Y a  +  B I T ^  +  C i y y  =  0, 

A ,  fir  C r 

A'"  B'"  C"  = 0 . 

A I Y  GIR  G I V 

D'oů  l 'on voit  que les points fixes sur lesquels glissent les plans que l'on vient de 

trouver font partie de l'intersection de deux surfaces du 3e ordre. 

Adjoignant  enfin  aux  équa t ions  (1)  et  (4)  la relation 

(6)  aYa  +  Яvo + yYc — bY =  0, 

on  aura  e x p r i m é  que  le  plan  reste  pendant  son  déplacement  ŕ  une  distance  du 

6 e  ordre  d'un  point  fixe. 

L 'é l iminat ion  de a, b, c conduit  ŕ  la  nouvelle  équat ion 

(7) 

a" f  y"  §'  1 

=  0, 

a IY  B I Y  y I Y  § i r 

aY  8 Y

  T

V  ^ Y 

qui  r ep ré sen te  un  certain  cône  du  4 e  ordre.  Ce dernier  cône  coupe  celui  qui a  été 

p r é c é d e m m e n t  obtenu  suivant  16  droites,  et  les  plans  normaux  ŕ  ces  droites  dont 

les  distances  ŕ  l 'origine  seront  données  par  l ' équat ion  (2)  posséderont  en  généra l 

la  p ropr ié té  d e m a n d é e  ; d 'oů l 'on voit  que  : 

Dans un solide en mouvement, il peut exister 16 plans qui ont la propriété de 

rester pendant leurs déplacements à une distance infiniment petite du 6e ordre 

de l'un de leurs points considéré comme fixe. 

L'é l iminat ion  de  a,  (3,  y entre  les  équat ions  (4),  (6)  et  la  de rn ič re  (1)  o rdonnées 

par  rapport  ŕ  ces  cosinus  donne 

5f3­
A'"  B w  C" 
A I V  B I V  QIV  _  0 > 

A v  BY  GY 

D'oů  l 'on voit  que  : 

Les points fixes dont les distances à certains plans mobiles avec le corps restent 

infiniment petites du 6e ordre sont les points communs à trois surfaces du 3e ordre. 



CHAPITRE II 

D Й P L A C E M E N T  I N F I N I M E N T  P E T I T  D ' U N C O R P S  S O L I D E  A S S U J E T T I 

A  Q U A T R E  C O N D I T I O N S . 

29.  Lorsqu 'un  solide  est  assujetti  ŕ  quatre  conditions,  les  six p a r a m č t r e s  qui 

dé t e rminen t  sa  position  dans  l'espace  sont  liés  par  quatre  équa t ions .  On peut  par 

suite  regarder  quatre  de  ces  p a r a m č t r e s  comme  des  fonctions  des  deux  autres,  ou 

encore  cons idérer  les  six  p a r a m č t r e s  comme  des  fonctions  de  deux  variables 

indépendan te s  que  nous  dés ignerons  par s  et t  dans  tout  ce  qui va suivre. 

S i ,  laissant s  constant,  on  fait  varier t,  le  solide  subit  un  d é p l a c e m e n t  dans 

lequel  une  certaine  surface  réglée  liée  au  corps  roulera  avec  glissement  sur  une 

autre  surface  réglée  fixe  dans  l'espace. 

De  m ę m e  si l 'on donne  ŕ t  une  valeur  constante,  l a  variation  de s  fera  subir  au 

solide  u n  dép l acemen t  comportant  une  autre  sér ie  d'axes  ins tan tanés  glissants. 

S i  enfin  on  suppose s  l iée  ŕ t  par  une  équat ion  quelconque s =  ?(Ł),  le  solide 

prendra  un  mouvement  dé t e rminé  donnant  lieu  ŕ  une  série  d'axes  in s t an t anés 

glissants  formant  une  surface  réglée  dont  la  nature  dépend ra  de  la  forme  de  la 

fonction  ij? que  l 'on peut  faire varier  arbitrairement. 

Gela  posé,  pour  é tud ie r  les  d é p l a c e m e n t s  du  solide,  nous  nous  donnerons  la 

surface  trajectoire  de  l 'un de  ses  points  O'  dont  les  coordonnées  par  rapport  aux 

axes  fixes  seront  des  fonctions  de s  et  de t  que  nous  dés ignerons  par u (s, t)> 

v (s, t), w (s, t). 

On  peut  alors  supposer  que  la  variation  de t  seule  fait  décr i re  au  point  O'  la 

Fig. 20. 



ligne Os  en  m ô m e  temps  qu'elle  fait  tourner  le  solide  autour  de  O ' T .  De  m ę m e 

si  s  varie  seule  on  peut  admettre  que  le  point O ' décr i t  une  autre  courbe 0's  et  que 

le  corps  tourne  autour  d'un  autre  axe O'R.. 

Il  est  évident  maintenant  que  si  l 'on  se  borne  d'abord  ŕ  la  cons idéra t ion  des 

infiniment  petits  du premier  ordre,  le dép lacemen t  d'un  point  quelconque  du  corps 

sera  la  somme  géomét r ique  des  dép l acemen t s  dus  s é p a r é m e n t  ŕ  la  varation  de t 

et  ŕ  la variation de  s. 

Comptons  actuellement  les  valeurs  de s  et t  ŕ  partir  de  celles  qui  sont  relatives 

au  point  O ' ,  dés ignons  par_p,, qt, rt  les  composantes  de  la  rotation  autour  de O 'T , 

par p, qa rs  celles  de  la  rotation  autour  de  O's ,  et  on  aura,  pour  les  projec­

tions ox,  3y, Iz  du  dép lacement  d'un  point  quelconque (a, b,  c)  du  solide,  les 

expressions  ,  .  . 

Considérons  le  mouvement  du  corps  caractér isé  par  la  relation s  =  ? (t)  liant 

les  deux  variables  i ndépendan te s .  Déve loppant  <p (t)  en  sér ie ,  on  a 

ou  simplement s = \t,  si  l 'on  se  borne  aux  infiniment petits  du  1 e r  ordre.  I l  vient 

alors,  pour  les  composantes  de  la vitesse  dans  ce  mouvement  particulie?, 

S i  l 'on  fait  varier  la forme  de  la  fonction ?,  par  suite  la  valeur  de  X; la  vitesse 

du  point (a, b, c)  prendra  toutes  les  directions  possibles  dans  un  plan  qui  n'est 

autre  que  le  plan  tangent  ŕ  la  surface  trajectoire  de  ce  point. 

D r o i t e s  i m m o b i l e s . 

30.  Cherchons  s i 7  dans  le  mouvement  particulier  carac tér i sé  par  une  certaine 

valeur  de  \ ,  i l existe  des  points  dont  la  vitesse  est  nulle.  I l  suffit  de  r é s o u d r e  les 

équa t ions 



Or,  le  d é t e r m i n a n t  des  inconnues a, b, c  est  n u l ,  donc  les  points  che rchés 

n'existent  que  si  les  équat ions  p récéden te s  sont  compatibles,  ce  qui  exige  la 

condition 

Cette  équat ion  du  second  degré  en  X a  deux  racines  А',  X .  A  chacune  de  ces 

racines  correspond  un  mouvement  particulier dans  lequel  deux  quelconques  des 

équations  (2)  r e p r é s e n t e n t  une  droite  immobile  ou  plutôt  dont  les  points  n ' é p r o u ­

vent  que  des  dép l acemen t s  du  second  ordre.  On peut  donc  dire  que  : 

Parmi tous les déplacements possibles d'un solide assujetti à quatre conditions, 

Il en est deux qui se réduisent à des  rotations  sans  glissement autour de deux 

iroites respectivement. 

Désignons  par  A'  la  droite  immobile  correspondant  ŕ  la  racine  X',  et  par  A", 

celle  qu i est  relative  ŕ  X\  Cons idérons  un  point  quelconque  M  du  solide  et  cher­

chons  le  plan  tangent  ŕ  sa  surface  trajectoire. 

Opérons  d'abord  un  changement  de  variables  i ndépendan te s  et  posons 

Si s'  —  0  et  si t'  varie  seule,  on  a  constamment s =  X' t,  par  suite  le  solide 

tourne  autour  de A ' . 

Si t' =  0,  et  si s'  varie  ŕ  partir  de  O, on  a  de  m ę m e  constamment s = \"t,  donc 

le  solide tourne  autour  de A". 

Les  variations  s imul tanées  de  s'  et  de t'  produiront  donc  dans  le  solide  des 

dép lacement s  qui  seront  les  résu l ta t s  de  combinaisons  dans  des  proportions 

variables  de  deux  rotations,  l 'une  autour  de  A ' , l'autre  autour  de A". 

Or,  dans  la  rotation  autour  de  A ' , un  point  M  décr i t  une  trajectoire  normale  au 

plan  ( M A ' ) ;  de  m ę m e  pendant  la  rotation  autour  de  A", la vitesse  du  point  M  est 

perpendiculaire  au  plan  (MA"),  donc  le  plan  de  ces  deux  vitesses,  qui  n'est  autre 

que  le  plan  tangent  ŕ  la  surface  trajectoire  de  M , est  normal  ŕ  l 'intersection  des 

plans  M A ' et  M A " .  On peut  conclure  de  lŕ  que  : 

Les normales aux surfaces trajectoires qui peuvent décrire les différents 

points d'un solide assujetti à quatre conditions rencontrent toutes deux mêmes 

droites. 

A x e s  i n s t a n t a n é s  g l i s s a n t s . 

31.  A  chaque  valeur  a t t r ibuée  au  p a r a m č t r e  X correspond un  mouvement  parti­

culier  donnant  l ieu  comme  on  sait  ŕ un certain axe  ins t an tané  glissant. Proposons­

nous  de  chercher  le  l ieu  de  ces  axes.  Pour  simplifier  les  calculs,  nous  prendrons 

pour  axe  des z  l'a  droite  A' et  pour  axe  des x  la  plus  courte  distance  de  A'  et  de 

A"  dont  nous  dés ignerons  la  longueur  par h. 



A u  mouvement  caractér isé  par la relation s = \t,  correspond  pour  un point M 

une  vitesse  dont  les  composantes  seront 

Les  formules  généra les  du dép l acemen t  d'un  point  quelconque (a, b, c) devien­

dront 

hx — — brtt + (qec — bre) s, 

— artt + (a — h) rs s, 
Sz =  — (a  — h) qt s, 

rt  é tan t  la rotation  autour  de  A ' ,  et qe  dés ignant  les composantes  suivant Oz 

et Oy de la rotation  autour  de  A", et (s, t) les nouvelles  variables  relatives aux 

deux  rotations. 

Fig. 21. 

et  l'axe  ins t an tané  correspondant  aura  pour  équa t ions 

Ces  relations  expriment  en effet  que  la vitesse  du point a, b, c est dir igée  suivant 

l'axe  de la rotation  qui  résu l te ra i t  d'une  rotation  (O,  O, rt)  autour  de A' et d'une 

autre  (O, qs\, reX) autour  de  A". 

L'é l iminat ion  de X donne  ensuite  pour  le l ieu  des axes  ins tan tanés 



joint  ces  deux  traces  est  perpendiculaire  ŕ  toutes  les  trajectoires  possibles  d'un 

point  quelconque  M de  ses  points.  Or,  i l  est  évident  que  l 'on  peut  combiner  les 

rotations  autour  de  A' et  A" dans  un  rapport  tel  que  la  trajectoire  qu i  en  résu i t e 

pour  M soit  normale  au  plan  P . 

Fig. 22. 

équat ion  qui  r ep ré sen te  un  conoďde  ayant  pour  directrice l'axe  des x  et  pour  plan 

directeur  le  plan yOz.  Ce  conoďde  contient  d'ailleurs  les  droites  A'  et  A r qui  ne 

sont  autre  chose  que  les  axes  ins t an tanés  correspondant  ŕ  X =  0  et  ŕ  X —  oo . 

F o y e r s  d ' u n  p l a n . 

32.  Dans  le mouvement  carac tér i sé  par  la  relation s — \t,  le  foyer  du  plan 

est  donné  par  les  équat ions 

Mult ipl iant  les  deux  termes  de  chaque  fraction  par a, b, c  respectivement  et 

ajoutant  terme  ŕ  terme,  i l vient 

puis  divisant par  X, et  tenant  compte  de  ce  que  le  foyer  fait  partie  du  plan,  on  a 

Donc, le lieu des foyers est une droite, intersection des plans  (1) et  (2). Il es 

facile de voir que cette droite rencontre  A' et par analogie  A". 

On  conclut  de  lŕ  que le lieu des foyers d'un même plan est la droite qui joint 

les traces de  A' et  A" sur ce plan. 

On  peut  se  rendre  compte  de  ce  résu l t a t  en  remarquant  que  la  droite  A B qui 



Inversement  un  point  quelconque  M pris  hors  de  A  B  ne  peut  ę t re  un  foyer  du 

plan  P . L a surface  trajectoire  de  H est  en  effet  normale  ŕ  la droite  qui ,  m e n é e  par 

ce  point,  rencontrerait  A '  et  A * .  Cette  surface  est  donc  oblique  au  plan  P  et  par 

suite  aucune  des  vitesses  possibles  de  H  ne  peut  ę t re  normale  au  plan  P . 

C O R O L L A I R E .  — Le lieu des foyers de tous les plans qui passent par une droite 

fixe est un hyperboloïde contenant  A ' ,  A", ainsi que la droite donnée. 

C o n j u g u é e s  d 'une  d r o i t e  d o n n é e . 

33.  A  chaque  dép lacement  possible  du  solide  correspond  pour  une  m ę m e 

droite  D  une  conjuguée  A qui,  comme  on  sait,  est  le  l ieu  des  foyers  des  plans 

passant  par  D . Or ,  on  vient  de  voir  que  le  l ieu  des  foyers  de  tous  les  plans  qui 

passent  par  une  m ę m e  droite  est  un  hyperboloďde  contenant  D ,  A '  et  A",  donc  le 

sys tčme  des  conjuguées  d'une  m ę m e  droite  D  n'est  autre  que  celui  des  généra ­

trices  de  cet  hyperboloďde  qui ne  rencontrent  pas  A '  et  A". 

Il  y  a  donc  un  mouvement  du  solide  dans  lequel  la  conjuguée  de  D est  A ' ,  un 

autre  dans  lequel  cette  conjuguée  est  A"  et  enfin  un  t rois ičme  dans  lequel  cette 

conjuguée  est  la  droite  D  e l l e ­męme. 

C a r a c t é r i s t i q u e s  d ' u n  p l a n . 

34.  A  chaque  mouvement  possible du  solide  caractér isé  par  la relation s = Xt, 

répond  pour  le  plan 

une  certaine  caractér is t ique  donnée  par  l ' équat ion 

jointe  ŕ  l 'équation  du  plan. Cette  dern ič re  relation exprime en  effet  que  la  vitesse 

du  point (a, b, c)  est  comprise  dans  le  plan  donné . 

S i 1 varie,  on  voit  que  le plan  r ep ré sen t é  par  la  seconde  équat ion  tourne  autour 

d'une  droite  fixe.  On conclut de  lŕ  que  : 

Les caractéristiques d'un même plan relatives à tous les mouvements possibles 

d'un solide assujetti à quatre conditions passent par un même point de 

ce plan. 

Il  est  facile  de  se  rendre  compte  de  ce  résul ta t .  S i  l 'on  imprime  au  solide  une 

rotation  quelconque  autour  de  A ' ,  tous  les  points  de  l a  projection  S'  de  A '  sur  le 

plan  P  auront  leurs  trajectoires  tangentes  ŕ  ce  plan.  De  m ę m e  pour  une  rotation 

autour  de  A ' ,  tous  les  points  de  o'  projection  de  A ' sur  P  auront  leurs  vitesses 



dans  le  plan.  Donc  le  point  I  intersection  de  o'  et  S" aura  toutes  ses  trajectoires 

possibles  s i tuées  dans  le  plan  P ,  donc  enfin  I  fera  partie  de  toutes  les  caracté­

ristiques  que  le  plan  P  aura  pour  toutes  les  combinaisons  de  deux  rotations 

autour  de  A '  et  de  A ' . 
Fig. 23. 

Si  l 'on  cons idčre  tous  les  plans  P passant  par  une  m ô m e  droite  D K ,  on  sait  que 

le  lieu  de  la projection  o'  est  u n  hyperbo lo ďde .  I l  en  est  de  m ę m e  pour  8",  donc  le 

lieu  des  points  I  est  une  cubique  gauche,  car  les  deux  hyperboloďdes  p récéden t s 

ont  en  commun  la  droite D K . 

P l a n s  t a n g e n t s  a u x  su r f ace s  t r a j e c t o i r e s . 

35.  S i l 'on  désigne  par  a,  (3,  y  les  cosinus  directeurs  de  la  normale  а  la  surface 

trajectoire  d'un  point  M (a, b,  c),  par at b\ c't les  composantes  de  la  vitesse  de  ce 

point  due  а  la variation de  Ł, et  par  ai, b's, ci, celles  de  la vitesse  qui  r é su l t e  de  l a 

variation  de  s,  on  aura 

ce  qui donne,  pour  l 'équation  du  plan  tangent  а  la  surface  trajectoire  de  M , 

ou,  en  développant , 

aprčs  avoir  pose  — =  K ,  en  r e p r é s e n t a n t  par  K  la  cotangente  de  l'angle  des 

droites  A ' et  A". 

L a  plupart  des  p ropr ié tés  des  plans  tangents  résu l t en t  de  celle  de  la  normale 

qui  rencontre  constamment  deux  droites  fixes.  A i n s i  le  point  de  contact  relatif  а 

un  plan  donn é  P  s'obtiendra  en  abaissant  par  A '  et  A"  des  plans  perpendiculaires 

а  P .  L'intersection de  ces  deux  plans  sera  une  droite  I K  qui ,  s'appuyant  а  la  fois 
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qui  doit  avoir  l ieu  quel  que  soit p. 

(*) Mannheim. 

sur  A'  et  A", sera  normale  ŕ  toutes  les  trajectoires  possibles  de  ses  points,  et 

na  trace  I  sur  le  plan  P  sera  le  point  de  contact  che rché .  A  une  sér ie  de  plans 

paral lčles  ŕ P  correspondra  une  série  de  points  de  contact  sur  la  droite I K . 

A un faisceau de plans passant par une même droite  D correspondra une série 

de points de contact  I situés sur une cubique trouvée précédemment. 

Si Von considère les plans qui ont leurs points de contact sur une même 

droite  D , on voit qu'ils sont tous normaux aux génératrices d'un hyperboloïde 

déterminé parB,  A' et A". 

S i  l 'on remarque  en  outre  que  les  vitesses  des  points  de  D  dues  ŕ  la  rotation 

autour  de  A'  forment  un  paraboloide,  et  que  les  vitesses  de  ces  m ę m e s  points 

relatives  ŕ  la rotation  autour  de  A" en  constituent  un  autre  ('),  on  pourra  dire  que 

les plans tangents aux différents points de  D forment la développable circonscrite 

à ces deux paraboloides. 

Dans  le  cas  oů  D  rencontre  l 'une  des  droites  A ' , A", A' par  exemple,  les  vitesses 

des  points  de  D  résu l tan t  de  la  rotation  autour  de  A'  seront  para l lč les  entre  elles 

comme  étant  toutes  perpendiculaires  au  plan  (DA') ,  et  tous  les  plans  tangents 

relatifs  aux  points  de  D seront  para l lč les  ŕ  une  m ę m e  droite;  par  suite  i ls  enve­

lopperont  un  cylindre. 

D 'un  autre  côté ,  soit  R  le  point  de  rencontre  du  plan  (DA') avec  A", et  M  un 

point  quelconque  de  D.  L e  plan  tangent  ŕ  la  surface  trajectoire  de  M  étant 

perpendiculaire  ŕ  M R , enveloppera  un  cylindre  perpendiculaire  au  plan  D A  et 

dont  l a  trace  sur  ce  plan  sera  une  parabole  ayant  R  pour  foyer  et  D  pour 

tangente  au  sommet. 

S i ' D  rencontre  enfin  A'  et  A", tous  les  plans  tangents  relatifs  aux  points  de  D 

seront  para l lč les  entre  eux. 

Il existe en outre une classe remarquable de droites qui ont la propriété d'être 

tangentes aux surfaces trajectoires de tous leurs points. Pour obtenir ces droites, 

il suffira d'exprimer que, pour un point quelconque de l'une d'elles  D , 

dont  les  coordonnées  sont a +  «p , b +  Sp, c +  yp,  ^ e s  vitesses  dues  ŕ  la  variation 

de t  d'une  part  et  ŕ  la  variation  de s  d'autre  part,  sont  dans  un  m ę m e  plan  avec 

la  direction  a,  S, y ,  ce  qui donne  l 'équat ion 



d'oů  l 'on  conclut  que  les  droites  che rchées  sont  para l lč les  а yOz. 

Les  coefficients  de  p et  le  ternie  i n d é p e n d a n t  égalés  а 0  donnent  en  outre 

ainsi  que 

Cette  équat ion  nous  montre  que  le  lieu  des  points  dont  les  surfaces  trajectoires 

Ordonnons  par  rapport  а  p et  égalons  а 0  1° le  coefficient de  p8,  i l vient 

S 

E n  tenant  compte  enfin  de  l 'équat ion  a  =  0  et  en  é l iminant  ­  entre  les  deux 

dern ič res  relations,  on  parvient  a i sément  а  l ' équat ion 

qui  n'est  autre  que  celle du  conoďde  des  axes  ins tan tanés  relatifs  а  tous  les  mou­

vements  possibles  du  solide. 

Ce  résu l ta t  pouvait  se  p révoi r ,  car  un  axe  in s t an t ané  glissant  contenant  les 

vitesses  de  tous  ses  points  contient  par  cela  m ę m e  une  tangente  а  l a  surface 

trajectoire  de  l 'un  quelconque  de  ses  points. 

Revenons  enfin  а  l ' équat ion  du  plan  tangent  а  la  surface  trajectoire  du  point 

(a,  b,  c)  : 

Fia. 24. 



ont  des  plans  tangents  passant  par  un  point  donné  P  (X, Y , Z),  est  une  surface 

du  3 e  ordre. 

I l  est  facile  de  voir  que  cette  surface  admet  deux  sér ies  de  sections  circulaires 

dont  les  plans  passent  par  A' et  A". 

Considérons  en  effet  un  plan  quelconque  passant  par  A' et  rencontrant  A" en  R . 

Abaissons  du  point  fixe  P  une  perpendiculaire  P K  sur  ce  plan,  et  menons  par  R 

une  droite  quelconque  R S .  S i  par  P K  on  m č n e  un  plan  perpendiculaire  ŕ  R S 

qui  coupe  R S  en  I,  le  point I  sera  un point  du  l ieu.  Or, si R S  tourne  autour  de R 

en  rencontrant  toujours  A ' , le  sommet  I  de  l'angle  droit  R I K décr i ra  une  ci rcon­

férence  appartenant  au  l ieu  che rché . 

On  en  dirait autant  de  tous  les plans  passant  par  A".  Ces propr ié tés  de  la  surface 

du  3 e  ordre  qui  nous  occupe  sont  du  reste  faciles  ŕ  mettre  en  évidence  ŕ  l'aide 

de  son  équa t ion  e l l e ­męme . 

C a s  o ů  l e s  d r o i t e s  i m m o b i l e s  A'  et  A" son t  i m a g i n a i r e s . 

36.  Les  calculs et  les  raisonnements  qui p r écčden t  supposent  pour  la  plupart 

l'existence  des  deux  droites  A' et  A", susceptibles  de  rester  immobiles  pour  deux 

déplacements  convenablement  choisis  du  solide.  Ces  deux  dép lacements  corres­

pondent  ŕ  deux  valeurs  V  et  A" du  rapport  des  infiniment petits  ­  qui  sont  racines 

d'une  certaine  équat ion  du  second  degré .  S i  ces  racines  sont  imaginaires,  les 

droites  A' et  A" le  deviennent  aussi  et  le  choix  des  axes  qui  nous  ont  servi 

devient  impossible. Malgré  la restriction  ŕ  laquelle  est  soumis  le  choix  des  axes 

p r é c é d e m m e n t  employés ,  nous  avons  cru  devoir  nous  y  a r r ę t e r  afin  de  montrer 

plus  a i sément  les  p ropr ié tés  des  droites  A' et  A" quand  elles  existent. 

I l  nous  faut  n é a n m o i n s  adopter  dans  nos  calculs  un  systčme  de  coordonnées 

qu i  convienne  ŕ  tous  les  cas  possibles,  et  qui  soit  const i tué  avec  des  é léments 

toujours  rée l s . 

L a  situation  du  corps  solide  dépend  de  deux  variables  i ndépendan te s s  et t  que 

l 'on  peut  toujours  supposer  cro î t re  ŕ  partir  de  0. 

S i t  varie  seule,  le  solide  prend  un  mouvement  hélicoďdal  autour  d'un  axe 

ins tan tané  glissant  que  nous  dés ignerons  par  T.  S i s  varie  seule,  le  corps  prend 

un  autre  mouvement  hélicoďdal  autour  d'un  axe  S. 

Cela  posé ,  prenons  d'abord  T  pour  axe  des z  et  la plus  courte  distance  de  T  et 

de  S  pour  axe  des x.  Dés ignons  enfin  par r et g  les  vitesses  de  rotation  et  de 

glissement  relatives  ŕ  T  et  par  p et  y les  m ę m e s  vitesses  relatives  ŕ  S. 

Le  dép lacement  d'un  point  quelconque du  solide, pour  une  combinaison de  ces 

deux  mouvements  hélicoďdaux,  sera  donné  par  les  formules 



0  désignant  l'angle  des  deux  axes  ins tan tanés  glissants. 

Posons  ­  = m  ;  ŕ  chaque  valeur  de m  correspond  un  mouvement  particulier du 

solide,  par  suite  un  axe  i n s t a n t a n é  glissant  dont  les  équat ions  seront 

Si m  varie,  le  l ieu  de  ces  axes  ins tan tanés  sera  un  conoďde  dont  l ' équat ion 

s'obtiendra  en  é l iminant m  entre  les  p r écéden t e s .  Or  la  valeur  de m  t i rée  de  la 

p r e m i č r e  est 

Cette  valeur est  une  fonction  du rapport  ^  et,  por tée  dans  la  seconde,  elle  conduit 

ŕ  une  équat ion  de  la  forme 

A ,  B ,  C  étant  l inéaires  et  entiers  par  rapport  ŕ  l'abscisse a.  D 'un  autre  côté,  ŕ 

b 

chaque  valeur  de a  correspondent  deux  valeurs  de  ­>  par  suite  deux  généra t r ices 

du  conoďde.  Ces  deux  généra t r ices  seront  rectangulaires  si l 'on  a 

condition  qui  est  satisfaite  pour  une  certaine  valeur  de a  et  pour  une  seule.  On 

peut  donc  dire  que  : 

Parmi tous les déplacements que l'on peut faire subir à un corps solide assu-

jetti à quatre conditions, il en existe deux pour lesquels les axes instantanés 

glissants sont rectangulaires et concourants. 

Prenons  actuellement  ces  deux  axes  ins tan tanés  l 'un  pour  axe  des  z,  l'autre 

pour  axe  des y.  Le  dép lacement  d'un  point  quelconque  du  solide (a, b, c)  sera 

donné  par  les  formules 



qui  nous  montre  que  dans  chaque  plan  perpendiculaire  ŕ  l'axe  des x,  le  conoďde 

l ieu  des  axes  ins tan tanés  a  deux  généra t r ices  faisant  avec  l'axe  des z  des  angles 

complémen ta i r e s .  On  voit  aussi  que  l'angle  des  deux  axes  n'est  droit  que  pour 

a =  0,  et  que  les  limites entre  lesquelles  les  généra t r i ces  du  conoďde  sont  réel les 

sont  données  par  l ' inégalité 

Pour  chacune  de  ces  deux  abscisses  ex t r ęmes ,  les  deux  axes  ins t an tanés  se  con­

fondent  en  un  seul. 

ce  qui  conduit  ŕ  l 'équat ion 

ou  encore  que  les  pa ramč t r e s  hél icoďdaux  ^  et  ­  soient  de  signes  contraires. 

Quant  au  conoďde  des  axes  in s t an t anés ,  son  équat ion  relative  aux  nouveaux 

axes  s'obtiendra  en  é l iminant m  entre  les  relations 

gr 
d'oů  m s  —  ce  qui donne  deux  valeurs  de m  égales  et  de  signes  contraires, 

par  suite  deux  abscisses a  égales  et  opposées . 

Les  deux  droites  A' et  A" sont  donc  s i tuées  de  part  et  d'autre  du  plan  S O T  et 

ŕ  égale  distance  de  ce  dernier.  Elles  sont  du  reste  éga lement  inc l inées  sur  O T  et 

en  sens  contraire,  comme  l'indiquent  les  valeurs  de  ­  t i rées  de  la  p r e m i č r e  équa ­

tion. 

Seulement  pour  que  ces  droites  soient  réel les ,  i l faut  que  l 'on ait  la condition 

Cherchons  maintenant  les  droites  immobiles A' et  A*.  On  aura 

Pour  que  les  deux  dern ič res  équa t ions  soient  compatibles,  i l faut  que  l 'on  ait 



Й t u d e  des  é l é m e n t s  d u  s e c o n d  o r d r e  des  su r faces  t r a j e c t o i r e s . 

37.  Nous  avons  vu  que  tous  les  dép lacements  possibles  d'un  solide  assujetti  ŕ 

quatre  conditions  pouvaient  ę t re  réal isés  ŕ l'aide  de  deux  mouvements  hél icoďdaux 

autour  de  deux  axes  rectangulaires  et  concourants.  Cela  é tant  vra i  pour  toutes  les 

valeurs  des  variables  i ndépendan te s  s  et t,  on  peut  supposer  que  les  coordonnées 

u, v, iv  du  point  de  concours  O '  de  ces  axes  sont  trois  fonctions  dé t e rminées  de  s 

et  de t.  On  peut  aussi  cons idére r  les  cosinus  de  l'axe  O ' T  comme  des  fonctions 

de  s  et  de t  que  nous  dés ignerons  par <xt,  (3„  >  Les  vitesses  de  rotation  et  de  glis­

sement  relatives  ŕ  l'axe  O ' T  sont  aussi  des  fonctions  de  s  et  de t  que  nous  r e p r é ­

senterons  par b)t et gt> 

Appelant  a,,  y s,  ws et g,  les  quant i tés  analogues  relatives  ŕ  l'axe  O 'S  et  qui 

sont  des  fonctions  de s  et  de l,  on  aura  pour  la  vitesse  d'un  point  quelconque 

M (x, y, z)  du  solide  relative  au  mouvement  hélicoďdal  autour  de  O ' T les  expres­

sions 

Fig. 25. 

Les  composantes  relatives  ŕ  la  rotation  autour  de  O ' S  seront  de  m ę m e 



Ces  relations,  que  nous  pouvons  cons idé re r  comme  les  équat ions  différentielles 

des  surfaces  trajectoires,  vont nous  permettre  de  développer  les  coordonnées x,y,z 

en  séries  o rdonnées  suivant  les  puissances  de  s  et  de L  Elles  donnent,  par  la  déri­

vation, 

ce  qui  donne 

et,  r emplaçan t  ^ |  et  ^  par  leurs  valeurs  t i rées  de  (1), 

Mettant  ensuite  les  indices  s  ŕ  la  place  des  indices  Ł,  nous  aurons  les  valeurs 
d*x d*y d*z 

ds 2  ds 2  d!s2 

Donnons  maintenant  aux  variables s  et t  l a  valeur  O en  tenant  compte  de  ce 

que  pour s  =  0  et t =  0  l'angle  T O ' S  coďncide  avec zOy.  On  aura 

OC (ffi ÔJ~ Z> 
Pour  obtenir  ­=­r»  ­7­v  ~r~v '  i l  faudra  faire  dans  les  formules  analogues  aux 

ds 2 ds* ds2 D 



précéden te s 
dS 

as  =  0,  p 4 = l ,  y, =  0, u = 0, v =  0,  iu =  0,  ~  =  0, 

et  l 'on  aura 
/ d*x dus dys dw  da„ 

ds* ds 8 ds  y  ds  ds 
\  d 2 y  dy e d%t dge 

( 5 )  d ď ď = = w ­ d ď a ; ­ , d ­ d ď 2 +  dT 
I d*z dxs diùs  ,  dw  dv» 
I  d ?  =  W s  d l »  ~  dF  ś  ~  z  +  w« Ts  +  ^  d7 * 

, , d*x  dzw  <rz 
I l  nous  reste  a  calculer -j—r•> -,—r- »  j — r ­ ;  or  on  trouve 

dt ds dt ds dt as7 

Faisant  enfin t =  0 et  s =  0,  i l vient 

On  aurait  pu  procéder  dans  un  ordre  inverse  et  on  aurait  t rouvé 
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en  posant 

Or  ces  dér ivées  doivent  ę t r e  identiques  pour  tous  les  points  de  l'espace,  donc 

entre  les  valeurs  initiales  des  différentes  fonctions  qui  servent  de  coefficients  ŕ 

x, y, z  et  de  termes  constants,  on  a  les  relations 

S i ,  pour  abréger ,  on  désigne  par  A„, i>„, L„, A,„  e t c . ,  les  valeurs  des  dér ivées 
{.t" 00 (JH^ %J (ffi % (H" OC 

d F '  dt*'  d t 5 ' ds dt  e t c " ­ '  ^ e s  coordonnées  d'un  point  quelconque  du  solide  qui 

étaient  primitivement a, b7 c  deviendront,  aprčs  le  dép lacement , 

Cons idérons  actuellement  une  droite  dont  les  cosinus  étaient  a,  ˇ3,  y  avant  le 

mouvement  du  corps,  et  cherchons  sa  nouvelle  direction. Pour  cela,  ŕ  partir  du 

po in t ' 0 ' ,  menons  une  paral lč le  ŕ  la  droite  d o n n é e  et  portons  sur  cette  droite  une 

longueur  égale  ŕ  l 'un i té .  Les  coordonnées  de  son  ex t rémi té  seront  a,  (3, y.  Aprčs 

le  dép lacemen t ,  les  coordonnées  du  point  (a,  §,  y)  seront  données  par  les  for­

mules  (7).  I l  est  clair  que  si  l 'on  retranche  des  résu l ta t s  t rouvés  les  coordonnées 

nouvelles  de  l 'origine 0 ' ,  on  aura  les  nouveaux  cosinus  directeurs  de  la  droite. 

Or  les  nouvelles  coordonnées  de  l'origine  mobile  0 '  s'obtiennent  en  faisant 

dans  les  formules  (7) a  —  0, b —  0, c =  0,  ce  qui  les  rédui t  ŕ  leurs  termes  cons­

tants,  donc  les  nouveaux  cosinus  auront  pour  expressions 



d 'oů  l 'on  voit  que  les  nouveaux  cosinus  a,,  ˇ3,, y»  sont  des  fonctions  l inéaires  et 

h o m o g č n e s  des  anciens  a,  p,  y. 

Considérons  dans  chacun  des  coefficients  A l ,  A/«, A , ' , A/„  BJ, e t c . ,  les  parties 

homogčnes  en  a,  &,  c  que  nous  dés ignerons  par  Jfoi,  Jfo4',  JW«,  e t c .  Pour  tout 

dép lacement  du  solide,  la  distance  d'un  point  mobile  M (x, y, z)  ŕ  l 'origine 

mobile  0 '  doit  rester  constante.  Or,  cette  distance  est  donnée  par  la  formule 

ou  bien 

S i  dans  ces  m ę m e s  ident i tés  on  remplace  a, b, c  par  les  cosinus  d'une  droite 

a,  (3, y,  on  parvient  aux  relations 

et  comme  elle  doit  ę t re  i ndépendan t e  de t  et  de s  et  constamment  égale  ŕ  a '  +  5 ! 

H­  c4,  on  aura  les  identi tés 



qui  s'obtiendraient  du  reste  en  différentiant  l 'égalité 

a2  +  p2  +  y2  =  1, 

soit  par  rapport  ŕ t,  soit  par  rapport  ŕ s.  Toutes  ces  ident i tés ,  ainsi  que  quelques 

autres  que  l 'on  pourrait  obtenir  en  exprimant  que  l'angle  de  deux  droites  reste 

constant  pendant  le  dép lacement  ou  encore  en  exprimant  que  la  distance  d'un 

point  ŕ  une  droite  reste  éga lement  constante,  pourront  nous  servir  ŕ  simplifier 

certains  résu l ta t s  u l t é r i eu r s . 

Enfin,  pour  obtenir  plus  de  symét r ie  dans  les  notations,  nous  dés ignerons 

continuellement  dans  ce  qui  va  suivre  par k's,  B, ' , C's, A't, B't, Gt  les  coefficients 

de s et  de t  dans  les  déve loppements  de x, y, z,  en rappelant  toutefois  leurs valeurs 

A x e s  de  c o u r b u r e  des  t r a j e c t o i r e s  p o s s i b l e s  d ' u n  p o i n t  q u e l c o n q u e 

d u  s o l i d e . 

•38.  A  chaque  relation s==  <p (t)  que  l 'on  peut  é tabl i r  entre  les  variables  indé­

pendantes  s  et t  correspond  u n  mouvement  dé te rminé  du  solide.  S i l 'on se  borne 

ŕ  l 'é tude  des  é l ément s  du  second  ordre  des  trajectoires  ou  des  surfaces  trajec­

toires,  on peut  remplacer la relation p récéden te  par  une  autre  de  la forme s = mt 

+ nt*...  obtenue  en  développant  la fonction  ? (t)  en  sér ie . 

Pour  une  valeur  dé te rminée  de  m ,  le solide prendra  un  mouvement dans  lequel 

l a  trajectoire  de  chaque  point  aura  une  tangente  dé t e rminée .  Ce  mouvement  se 

subdivise  pour  ainsi  dire  en  une  infinité  d'autres  qui  d é p e n d e n t  de  la valeur  de n 

que  l 'on  associe  ŕ m.  De  cette  valeur  de n  dépendron t  les  é léments  du  second 

ordre  tels  que  les  plans  osculateurs,  les  axes  de  courbure,  e t c . ,  des  différentes 

trajectoires  qui ont  déjŕ  une  m ę m e  tangente. 

L a  substitution s = mt + nt*  dans  les  formules  généra les  (7) donne 

et  les  équa t ions  de  l'axe  de  courbure  deviennent 



Nous  reviendrons  plus  tard  sur  ces  formules.  L'axe  de  courbure  r ep ré sen t é  par 

les  équat ions  (1)  et  (2)  sera  para l lč le  au  plan  tangent  ŕ  la  surface  trajectoire  du 

ce  qui  donne  pour  le  rayon  de  cette  section  normale 

et  les  coordonnées  du  centre  che rché  auront  pour  valeurs 

peut  s 'écr i re  S m*  H­ 2 U m  +  T,  en  posant 

Le  d é t e r m i n a n t  de  ces  équa t ions 

en  posant 

Ces  équat ions ,  en  vertu  des  identi tés  (10),  s'abaissent  au  premier  degré  par 

rapport  aux  coordonnées a, b, c  du  point  décr ivan t . 

Donnons  ŕ m  une  valeur  constante  et  faisons  varier  n .  Le  plan  (1)  ne  change 

pas,  et  le  plan  (2) tourne  autour  d'une  droite  qui perce  le  plan  (4)  en  un  point  C. 

Ce  point,  é tan t  commun  ŕ  tous  les  axes  de  courbure  des  courbes  qui  ont  la 

m ę m e  tangente  sur  la  surface  trajectoire,  n'est  autre  que  le  centre  de  courbure 

de  la  section  normale  de  cette  surface  qui  contient  la  vitesse  du  point  décrivant, 

relative  ŕ  la valeur  constante  du  coefficient m. 

Les  coordonnées  du  point  C  seront  données  par  les  équa t ions 



point  M (a, b, c)  si  l 'on  a 

d 'oů  l 'on conclut que  : 

Dans tous les déplacements possibles à un solide assujetti à quatre conditions, 

le lieu des points qui décrivent des éléments géodésiques de leurs surfaces trajec-

toires respectives est une surface du 4e ordre contenant les deux droites  A' et A". 

Ces dernières droites sont en effet représentées par le système des équations 

On  voit  aussi  que sur toute droite rencontrant  A' et  A" (en supposant ces der-

nières réelles), il existe deux points décrivant des éléments géodésiques. 

S i ,  dans  le  m ę m e  mouvement  caractér isé  par  la  substitution  S =mt + nt*, 

nous  exprimons  que  le  plan  tangent  ŕ  la  surface  trajectoire  du  point  M (a: b, c) 

est  perpendiculaire ŕ  l'axe  de  courbure,  nous  arrivons  aux  équat ions 

dont  la  p r e m i č r e  est  identiquement  satisfaite  ; quant  ŕ  la seconde,  elle  ne  contient 

plus  le  coefficient n  et  elle  peut  s 'écrire 

d'oů  l 'on conclut que  : 

Dans tous les déplacements possibles d'un solide assujetti à quatre conditions, 

le lieu des points dont les trajectoires sont tangentes à des directions asymptotiques 

de leurs surfaces trajectoires respectives est une surface du 3e ordre contenant les 

droites  A' et  A" quand elles existent (1). 

Sur une droite rencontrant  A' et A", il n'y a qu'un seul point jouissant de cette 

propriété. 

Inversement  pour  un  point  donné  du  solide  (a, b, c),  i l existe  deux  déplace­

ments  carac tér isés  par  les  substitutions s = m't  et s = m"t  qui  font  décr i re  ŕ  ce 

point  des  trajectoires  tangentes  aux  directions asymptotiques  de  sa  surface  trajec­

toire.  I l  suffit  en  effet  de  prendre i^^x-mL^im"  les  racines  de  l ' équat ion  (5).  Ces 

(!)  Mannheim. 



racines  seront  égales  si l 'on  a 

d 'oů  l 'on  conclut  que  : 

Le lieu des points dont les surfaces trajectoires offrent des points paraboliques 

est une surface du 6e ordre contenant  A' et A' 

Considérons  la  droite  r e p r é s e n t é e  par  le  sys tčme 

et  qui  est  le  l ieu  des  points  dont  les  normales  ŕ  leurs  surfaces  trajectoires  ont 

une  direction donnée  ( X , \x,  v ) ,  cette  droite  rencontre  A' et  A" et  l 'on  a 

Piemplaçant  dans  l 'équat ion  (6),  c 'est­ŕ­dire  dans  S,  T,  U ,  les  d é t e r m i n a n t s 

mineurs B't Gs — B's C'h  ...  par  des  quant i tés  proportionnelles  X, [*.,  v,  i l vient 

équat ion  d'une  surface  du  2 e  ordre  dont  l 'intersection  avec  la  droite  donne  les 

points  paraboliques. 

On  peut  dire  aussi  que  la  surface  (6)  sépare  l'espace  en  deux  rég ions  dont  l'une 

contient  les  points  dont  les  surfaces  trajectoires  ont  des  indicatrices  elliptiques  et 

l'autre  les  points  ŕ  indicatrices  hyperboliques. 

Si. un  point  de  l'espace  M (a, b, c)  est  tel  que  ses  coordonnées  annulent  s imul ­

t a n é m e n t  les  fonctions  S,  U  et  T,  un  dép lacemen t  quelconque  i m p r i m é  au  corps 

fera  décr i re  ŕ  ce  point  une  direction asymptotique,  car  l 'équat ion  (5)  sera  satisfaite 

quelle  que  soit  m . 

Or,  ŕ  l'aide  des  équat ions  (7),  on  peut  prendre  pour  coordonnées  du  point 

IX  V 

inconnu  ­ ^ 5  T'  et  conserver a.  D 'un autre  côté,  les  équat ions 

s  — 0,  U =  0,  T =  0, 

deviennent,  en  se  servant  des  équat ions  (8), 

relations  l inéaires  en a, b, c  et  X, \i,  v . Tirant b et c  du  systčme  (7) pour  les  porter 

dans  le  sys tčme  (9),  on  obtient  3  équat ions  l inéa i res  en a  et  du  second  degré 

(*)  Mannheim. 



(*)  Mannheim. 

.en  X,  J A ,  v. L 'é l imina t ion  de a  entre  ces  dern ič res  conduit  ŕ  deux  cônes  du  4 e  ordre 

en  X, \j.y  v,  pouvant  avoir  16  généra t r i ces  communes.  Enfin  ŕ  chaque  direction  de 

ces  généra t r ices  X,  v  correspond,  d 'aprčs  l'une  quelconque  des  équat ions  (0), 

un  seul point  donné  par  son  abscisse a.  On peut  donc  dire  que  : 

Dans un solide assujetti à quatre conditions, il existe i6 points décrivant des 

éléments plans. 

Sur mie droite rencontrant A' et A", il ne peut exister qu'un seul de ces points. 

Enfin, d'après les équations  (9), on peut remarquer que ces 16points sont sur 

une surface du 3e ordre 

Soient  encore m'  et m"  les  deux  racines  de  l 'équat ion  (5)  correspondant  aux 

mouvements  particuliers qui font  marcher  le  point  M (a, b, c)  suivant  des  direc­

tions  asymptotiques.  Les  composantes  des  vitesses  du  point  M  seront  pour  le 

mouvement  (m')  proportionnelles  ŕ 

et  pour  le  mouvement (m")  ŕ 

Ces  deux  vitesses  seront  rectangulaires,  si  l 'on a 

ou  bien 

et  comme  on  a  d'ailleurs 

i l  vient 

E T  —  2 G U  +  S F = r O , 

équat ion  du  5 e  ordre  en  a,  &, c,  d 'oů  l 'on  conclut que  : 

Le lieu des points du solide dont les surfaces trajectoires ont des courbures 

égales et opposées est une surface du 5e ordre 

Cette surface passe par A' et A", et toute droite qui rencontre à la fois A' et A" 

ne présente plus que trois points jouissant de cette propriété. 



Cette  équat ion  r ep ré sen t e ,  ŕ  l'aide  des  variables s  et t,  l ' indicatrice de  la  surface 

trajectoire.  D 'un autre  côté,  la distance  M M ' = ds  a  pour  expression 

c'est­ŕ­dire 

(3) 

ou  bien 

équat ion  du  second  degré  qui  donne  les  deux  rayons  de  courbure  principaux  de 

la  surface  trajectoire  du  point  M (a, b,  c). 
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Les  sécantes  communes  se  confondront  si  l 'on a  la relation 

Si  l 'on  dés igne  par  R  le  rayon  de  courbure  de  la  section  normale  dirigée  sui­

vant  M M ' ,  on  aura  ainsi  l ' équat ion  d'un  cercle  de  rayon ds  t r acé  sur  l a  surface. 

Exprimons  que  ce  cercle  est  doublement  tangent  ŕ  l a  conique  indicatrice  ou  que 

les  sécantes  communes  se  confondent.  Mult ipl ions  pour  cela  (2)  par  R  et  (3) 

par  D , puis  retranchons,  i l vient 

qui  se  rédui t  visiblement ŕ 

L a  distance  e ŕ  ce  plan  du  point  déplacé  M ' est  donnée  par  la  formule 

C o u r b u r e  des  s u r f a c e s  t r a j e c t o i r e s . 

39.  L ' équa t ion  du  plan  tangent  ŕ  la  surface  trajectoire  du  point  M (a, b, c) 

peut  s 'écr i re 



Or  on  a  posé 

par  suite,  1  équa t ion  aux  rayons  de  courbure  peut  s  éc r i re 

Cette  relation  nous  permettrait  de  retrouver  quelques­uns  des  résul ta ts  p récéden t s 

et  nous  donne  en  outre  l'expression  de  la  courbure 

Considérons  une  droite  de  direction  X, p.,  v rencontrant  A'  et  A", quand  elles 

existent,  ou  dans  tous  les  cas  la  droite 

on  aura,  en  r emplaçan t  dans  l 'expression  de  la  courbure  B^ Cs  — B's Ct,  e t c . ,  par 

des  quant i tés  proportionnelles  X ,  v , 

d 'oů  l 'on  conclut  que le long d'une droite rencontrant  A' et  A", la courbure 

s'exprime par une fraction rationnelle dont les deux termes sont du second 

degré par rapport à l'abscisse du point de cette droite. Cette courbure s'annule 

par conséquent deux fois. 

I l  nous  reste  ŕ obtenir  les  directions  des  lignes  de  courbure  principales. I l  suffit 

pour  cela  de  chercher  le  maximum  ou  le  min imum d'une  fonction ds*  de  deux 

variables  s  et t 

liées  par  l ' équat ion  de  l 'indicatrice 

d s 

Egalant  ŕ 0  les  différentielles  des  deux  expressions  et  é l iminant  le  rapport j->  i l 

vient 

ou  bien 

équat ion  qui  donne  pour  ­  deux  valeurs m'  et m"  correspondant  ŕ  des  déplace­
t 



merits  faisant  décr i re  au  point  M (a, b, c)  des  directions  principales. On peut  donc 

dire  que  pour  un  m ę m e  dép lacemen t  dans  lequel  ­  = m, le lieu des points qui se 

meuvent suivant des directions principales est une surface du 5e ordre, et que 

toute droite rencontrant  A ' et  A ' n'a que trois points jouissant de cette propriété. 

Quant  aux  tangentes  principales,  elles  ont  pour  équat ions 

I l  est  du  reste  facile  de  vérifier  qu'elles  sont  rectangulaires  ou  que 

en  ayant  égard  ŕ  l 'équat ion  qui  a  fourni  les  valeurs  de  m '  et  m* et  qui  donne 

d'oů  résu l te  l 'égalité  p r é c é d e n t e . 

D i r e c t i o n s  c o n j u g u é e s  s u r  les  s u r f a c e s  t r a j e c t o i r e s . 

40.  L 'équat ion  de  l a  conique  indicatrice est,  dans  le  systčme  des  coordonnées 

s  et t, 
2Ds  =  Ss2  ­4­ 2Vst  +  T**. 

Considérons  le  point  de  cette  conique  M'correspondant  au  couple  de  valeurs (s, t) 

de  ces  variables.  S i l 'on  différentie  l 'équat ion  p r é c é d e n t e ,  i l vient 

Désignant  ensui te^par  ;x,  on  voit  que  le  rapport  des  accroissements  [x'qu'il 

faut  donner  s imul t anémen t  ŕ  s  et  ŕ  Ł pour  suivre  la  conique  indicatrice  est  lié  au 

rapport  Ł =  [x par  la  relation 

,  Uix  +  T 
1J'  ~~  S;x  +  U' 

ou  bien 

Telle  est  la  relation  qui  doit  exister  entre  les  coefficients  p  et \x' pour  que  les 



déplacements  correspondants  fassent  décr i re  au  point  M (a, b, c) deux  directions 

conjuguées  sur  sa  surface  trajectoire. 

Inversement,  é tant  donnés  deux  déplacements  quelconques  caractér isés  par  les 

rapports  ;x et  [/, le lieu des points auxquels ces deux déplacements font décrire 

des trajectoires conjuguées est une surface du 3" ordre contenant encore les 

droites  A ' et  A". 

Si  ŕ  l 'équat ion  précéden te  on joint  la relation 

qui  exprime  que  les  trajectoires  correspondantes  sont  rectangulaires,  i l vient,  en 

simplifiant, 

équat ion  qui  r ep résen te  une  surface  du  2 e  ordre.  On peut  donc  dire  que  : 

Si l'on donne à un solide assujetti à quatre conditions deux déplacements 

quelconques, il existe dans ce solide une infinité de points auxquels ces deux 

déplacements font décrire des éléments de lignes de courbure, et ces points sont 

sur l'intersection d'une surface du 3e ordre et d'une surface du 2e ordre. 

O m b i l i c s  des  su r faces  t r a j e c t o i r e s . 

41.  Rappelons  les  formules  qui  donnent  les  projections  X  —  a,  Y — b,  Z — c 

du  rayon de  courbure  d'une  section normale  de  la surface  décri te  par  M (a, b, c), 

on  voit  que,  si l 'on a 

le  rayon  de  courbure  est  i ndépendan t  de  m,  c 'est­ŕ­dire  i ndépendan t  de  la  direc­

tion  de  M M ' . L ' é lément  de  surface  p résen te  donc  en  M  un  ombilic.  D'oů  l'on 

conclut  que le lieu des points ombilicaux est l'intersection de deux surfaces du 

5' ordre, et les coordonnées du centre de courbure seront 



C a s  p a r t i c u l i e r  o ů  l e s  d r o i t e s  A' et  A" se  r e n c o n t r e n t  c o n s t a m m e n t . 

4 2 .  S i  les  quatre  conditions  imposées  au  solide  sont  telles  que  les  droites A' 

et  A" se  rencontrent  quelles  que  soient  les  variables  indépendan tes s et t,  on  peut, 

ainsi  que  l 'a  fait  remarquer  M . Ribeaucour dans  une  note  sur  la  déformation  des 

surfaces (Comptes rendus de VAcadémie des Sciences,  14  février  1870),  cons idérer 

le  mouvement  i ndé t e rminé  du  solide  comme  résu l t an t  du  roulement  d'une  surface 

liée  au  corps  sur  une  surface  fixe  dans  l'espace  et  applicable  sur  la  p r e m i č r e . 

Introduisons  l 'hypothčse  p récéden te  dans les  formules  générales  du  dép lacement 

d'un  point  quelconque  M (a, b, c) que  nous  rappelons i c i , 

Par  définition  les  droites  A ' et  A"  sont  des  droites  susceptibles  de  devenir 

immobiles  pour  des  déplacements  convenablement  choisis,  c 'est­ŕ­dire  pour  des 

valeurs  convenables  du  rapport  ­  des  deux  variables  supposées  infiniment  petites. 

Posons  donc  ­  =  m,  et  le  dép lacement  du  point (a, b, c) aura  pour  projections 

Pour  qu'un  point  du  solide  soit  immobile au  2 e  ordre  prčs ,  i l faut  que  Ton  ait 

Les  deux  de rn ič res  équat ions  donnent,  par  l ' é l iminat ion  de m, 

ce  qui  montre  que  les  droites  A '  et  A"  sont  s i tuées ,  ainsi  qu'on  l'avait  vu  p récé ­

demment,  ŕ  égale  distance  de  part  et  d'autre  du  plan zOy.  Donc,  pour  que  ces 



droites  se  rencontrent,  i l faut  que  la valeur de a soit nulle,  ce qui exige que gt =  G. 

On  voit  de  plus  que,  d 'aprčs  la  seconde  équat ion  (2),  i l faut  que ge  soit  aussi nu l . 

A i n s i ,  pour  que  les  droites  A' et  A"  se  rencontrent,  i l faut  que  les  deux  vitesses 

de  glissement  le  long  des  axes  ins tan tanés  concourants  et  rectangulaires  soient 

nulles.  De  plus,  pour  que  A' et  A"  se  rencontrent  constamment,  i l  faut  que  les 

deux  fonctions g,  et gt  des  deux  variables s  et t  soient  nulles,  ainsi  que  toutes 

leurs  dérivées  partielles. 

Йtudions  actuellement  les  simplifications  que  les  résul ta ts  p récéden t s  vont 

amener,  soit  dans  les  formules  fondamentales,  soit  dans  les  six  relations  qu i 

(1^ oo $ où 
expriment  l ' identi té  des  dér ivées  ,  , .  et  '  •> e t c . .  Ces  relations  se  rédu isen t r as dt dt ds 

aux  suivantes  : 

du „ du . , . . n 

Les  deux  équat ions  —  =  0 ,  —  =  0 nous  montrent  que  le  point  de  rencontre 
et t Ct S 

des  axes  ins tan tanés  rectangulaires  varie  sur  une  surface  tangente  au  plan  de  ces 

axes  qui n'est  autre  dans  l 'état  initial  que  le  plan zOy.  Les  deux  surfaces,  appl i ­

les  formules  du  déplacement  deviennent  plus  simples  que  les  formules  (1) 

et  l'on  a 



cables  l'une  sur  l'autre  et  dont  l'une  supposée  liée  au  solide  roule  sur  l'autre 

supposée  fixe,  sont  donc  tangentes  entre  elles  et  ont  pour  plan  tangent  commun 

le  plan zOy. 

Cherchons  actuellement  les  valeurs  que  prennent,  dans  le  cas  particulier  qui 

nous  occupe,  les  différentes  fonctions  qui  figurent  dans  l 'étude  des  surfaces  tra­

jectoires.  On a 

Quant  aux  dern ič res  pa ren thčses ,  les  formules  (4),  (5),  (6)  donnent 

ou  simplement 

d'oů  J'on  voit  que  ce  plan  est  perpendiculaire  au  rayon  vecteur  O M  du  point 

décr ivant .  Cela  devait  ę t re ,  puisque  le  mouvement  du  solide  peut  ę t re  considéré 

comme  résu l tan t  du  roulement  l'une  sur  l'autre  de  deux  surfaces  se  touchant  en 

un  point  0  qui joue  le  rôle  de  centre  ins tan tané  de  rotation. 

Considérons  le  mouvement  particulier  du  solide  correspondant  ŕ  ­  = m.  L e 

point  M  va  prendre  une  certaine  direction  sur  sa  surface  trajectoire  et  le  centre 

de  courbure  de  la  section  normale  correspondante  sera  donné  par  les  formules 

Le  point  tangent  ŕ  la  surface  trajectoire  du  point  M (a, b, c)  devient 

X — a , Al, k's 

Y  — b, B't, Bg —  —  wf<,),,.a2  (X — a)  —  w (w sa/)  (Y — b)  — iùtù>sac  (Z — c)=  0, 



On  voit  par  suite  que, pour un même déplacement, le lieu des points qui se 

meuvent suivant des directions asymptotiques de leurs surfaces trajectoires res-

pectives est une surface du second degré 

tangente en 0 au plan zOy. 

générales 

Gomme  on a,  d 'aprčs  (9)  et  (10), 

i l  vient 

ou  encore 

et  de  m ę m e 

On  pourra  obtenir  le  rayon  de  courbure  de  la  section  normale  considérée  en 

posant 
P  =  Ew s  +  2Gm +  F, 
dm , . dv dv 

K  =  o>, —r m  — 2wt  —  m — Mt — y 
ds ds dt 

P  étant  une  fonction  homogčne  du  deuxičme  degré  en a, b, c  et  K  étant  indépen­

dante  de  ces  coordonnées ,  i l vient  alors 



Cette  surface  du  second  peut  ę t re  cons idérée  comme  jouant  un  rôle  analogue  ŕ 

celui  du  cercle  d'inflexion  de  la  géométr ie  plane  qui  est  aussi  tangent  ŕ  la  base 

de  la  roulette  ;  mais  elle  varie  avec  l a  valeur  de  m ,  c'est­ŕ­dire  avec  le  choix  du 

mouvement  d o n n é  au  solide. 

Exprimons  maintenant  que  le  rayon  de  courbure  de  la  section  normale  ŕ  la 

surface  trajectoire  est  infini  quel  que  soit  m,  i l vient 

ou,  en  développant , 

L 'é l iminat ion  de a  donne  deux  cônes  du  second  degré  se  coupant  suivant  quatre 

droites  partant  de  l'origine et  sur  chacune  de  ces  droites  se  trouve  un  seul  point, 

sans  compter  l 'origine,  qui  décr i t  une  surface  dont  toutes  les  sections  normales 

ont  un  rayon  infini.  On peut  donc  dire  que  : 

Lorsque le mouvement d'un solide est déterminé par le roulement d'une surface 

sur une autre applicable sur la première, il existe quatre points décrivant des 

éléments plans par l'ensemble de leurs déplacements possibles. 

Les  points  du  solide dont  les  surfaces  trajectoires  offrent  un  ombil ic  sont  donnés 

par  les  équat ions 
S  U  T 

K G ~~  r 

ou,  en  tenant  compte  des  relations  (10), 

et,  en  simplifiant, on  a 

ce  qu i  donne  deux  cônes  du  second  degré 

d'oů  l 'on conclut que les points dont les surfaces trajectoires offrent des ombilics 
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se trouvent sur quatre droites issues du point 0. Ces droites sont du reste les 

mêmes que celles qui contenaient les points décrivant des éléments plans qui ne 

sont que des cas particuliers d'ombilics. 

Les  points  dont  les  surfaces  trajectoires  p r é s e n t e n t  des  courbures  égales  et 

opposées  sont  donnés  par  l ' équa t ion 

et,  en  tenant  compte  des  relations  (10), 

ou  encore 

ou  enfin,  ŕ  cause  de  G ' —  E F =  —  D ' =  —  M* a* (a* + ¥ + c%), 

d'oů  l 'on  conclut, en  divisant par a,  que  : 

Le lieu des points dont les surfaces trajectoires ont des courbures égales et 

opposées est une surface du 3e ordre présentant à Vorigine un point singulier 

pour lequel le cône des tangentes est 

Йtud ions  aussi  les  directions des  lignes de  courbure  sur  chaque  surface  trajec­
s 

toire.  Les  valeurs m'  et m"  du  rapport  ­  qui  font  décr i re  ŕ  un  point  M (a, b, c) 

des  lignes  tangentes  aux  lignes  de  courbure  sont  données  par  l ' équat ion 

ou,  en  tenant  compte  des  formules  (10), 

et  en  rédu i san t ,  puis  en  divisant par a, 



équa t ion  homogčne  et  du  second  degré  en  a, b, c;  d 'oů  l 'on conclut  que  : pour un 

même déplacement du solide, le lieu des points qui décrivent des lignes de courbure 

est un cône du second degré  et  que tous les points d'une ligne issue de Vorigine 

décrivent simultanément des éléments de lignes de courbure s'il en est ainsi d'un 

seul de ses points. 

Donnons  enfin  au  solide  deux  dép lacemen t s  définis  par  les  valeurs  \>. et  jx' du 

rapport  ­  • L e  l ieu  des  points  auxquels  ces  deux  dép lacemen t s  font  décr i re  des 

é l é me n t s  conjugués  l 'un  de  l'autre  est  donn é  par  l ' équat ion 

qui ,  divisée  par a,  r e p r é s e n t e  une  surface  du  2 e  ordre. 

P o u r  que  ces  directions  conjuguées  soient  en  m ô m e  temps  rectangulaires,  i l 

faut  que  l 'on  ait 
E;jt;j.'  +  G ( ˇ A  +  ˇV) +  F =  0, 

et les points communs à ces deux surfaces du 2e ordre décrivent successivement 

des directions principales. D'un autre côté, d'après les valeurs  (10) de  S,  U , T , 

en retranchant l'une de l'autre ces dernières équations, on obtient celle d'un plan 

perpendiculaire à Ox. Donc, le lieu cherché est une conique. 

D é p l a c e m e n t s  d ' u n  p l a n . 

43.  Cons idérons  le  plan  qui ,  dans  sa  position  init iale,  a  pour  équa t ion 

Fig. 26. 

S i  l 'on  donne  aux  variables s  et t  deux  valeurs  infiniment  petites,  son  équa t ion 

devient 

Les  valeurs  des  nouveaux  cosinus  ou  plu tô t  leurs  déve loppemen t s  sont  déjŕ 

connus.  I l  reste  donc  ŕ  calculer c,. 



S i  dans  ces  dérivées  partielles  on  fait t  =  0, s = 0,  on  aura 

Soit 0L  l a position  du  point  du  solide  qui  étai t  en  0 ,  pour s  =  0  et t = 0.  Les 

coordonnées  S,  r„ ç de  ce  point  0 ,  (qu'i l  ne  faut  pas  confondre  avec  0 ' ,  point  de 

concours  des  axes  ins t an tanés  rectangulaires  relatifs  aux valeurs  s et t des  variables 

indépendan tes )  s'obtiendront  en  faisant a  ==  0,  5  —  0, c =  0,  dans  les  formules 

généra les ,  et  ont  pour  expressions 

Or ,  d ' aprčs  le  t h é o r č m e  des  projections,  on  a 

d'oů  l 'on  tire 

Ç  =  0,  Y]  =  0,  a t  =  a ,  pt  =  f i ,  T l  =  y , 

dtQ dt0 dtt *"* ds0 ds0 ™ ds0 ' 

_  M  .  ^ i —  o  111 — —  w  a 

ds a  * ! ' dsQ

 1 ds 



On  aura  alors,  en  écr ivant  le  déve loppemen t  de  8,  sous  la  forme 

d'oů  l 'on  conclut  que  Si, o3,  3/,, 3/, sont  l inéa i res  et  homogčnes  en  a,  §, y . 

E n v e l o p p e  d ' u n  p l a n . 

4 4 .  U n plan  lié au  solide et  dont  l ' équat ion  était  pour t  =  0  et s. =  0 

devient,  pour  les  valeurs  infiniment  petites  Ł et  s  a t t r ibuées  aux  variables  indé­

pendantes, 

La  surface  enveloppée  par  ce  plan  s'obtiendra  en  é l iminant s  et t  entre  cette 

équat ion  et  les  suivantes  : 

Le  point  oů  ce  plan  touche  son  enveloppe dans  sa  position  initiale  sera  donné  par 
les  équa t ions 



et  en  dés ignan t  par  a, h, c  les  coordonnées  de  ce  point,  on  aura 

L a  distance  du  point  fixe (a, b, c) au  plan  variable  (2)  aura  pour  expression 

Remplaçan t  dans  cette  d e r n i č r e  équat ion  a,  (3, y  et  c par  leurs  valeurs  connues 

en  fonction  de s  et  de  Ł, on  voit  que  les  termes  i n d é p e n d a n t s  de s  et  de t,  ainsi 

que  les  termes  du  premier  degré  par  rapport  ŕ  ces  lettres,  se  dé t ru i sen t  comme 

formés  de  d é t e r m i n a n t s  contenant  des  lignes  identiques.  Il  reste  donc,  en  posant 

ou,  en  faisant, 

Telle  est  la  formule  qui  donne  la  distance  D  =  C K du  point  G  oů  le  plan  P 

touchait  son  enveloppe  dans  sa  position initiale,  au  plan  mobile P , . S i  maintenant 

on  admet  comme  évident  que,  deux  plans  P  et  P t  infiniment voisins  et  tangents  ŕ 

une  m ę m e  surface  en  C et  en  C, é tan t  d o n n é s ,  la  distance  du  point  G  au  plan  P , 

est  égale  ŕ  la distance  du  point  G, au  plan  P  (au  3 e  ordre  prčs ) ,  on  pourra  regar­



der  l 'équat ion  (3)  comme  r e p r é s e n t a n t  la  développable  indicatrice  de  la  surface 

enveloppe,  en  ce  sens  que  pour  tout  sys tčme  de  valeurs  de  s  et  de t  satisfaisant 

ŕ  (3),  on  a  un  plan  mobile P ,  touchant  l'enveloppe  en  un  point  C, dont  la  distance 

au  plan  ini t ial  P  est  constamment  égale  ŕ D . 

Autrement  dit,  l ' équat ion  (3)  r e p r é s e n t e  la  développable  circonscrite  le  long  d« 

l'indicatrice  de  la  surface  cons idérée . 

L a  quant i té d  est  d'ailleurs  i ndépendan te  de s  et  de t  et  a  pour  expression 

Fig. 27. 

L a  quant i té d  n'est  donc  nulle  que  si  le  plan  P  est  paral lč le  ŕ  l'axe  des x. 

Si  l 'on  met  de  côté  ce  cas  part iculier ,  on  voit  qu ' i l  existe  deux  mouvements  du 

solide  caractér isés  par  les  valeurs m'  et m"  du  rapport  ­  pour  lesquels  le  plan 

mobile  continue  ŕ  passer  par  le  point  fixe  G.  Ces  valeurs  sont  les  racines  de 

l ' équat ion 

Dans  ces  deux mouvements,  le  plan mobile  tourne  autour  des  tangentes  asymp­

totiques  de  la  surface  enveloppe. 

Inversement  pour  un  mouvement  d é t e r m i n é  par  m ,  l ' équat ion  (4)  r ep ré sen t e 

l'ensemble  des  plans  qui  jouissent  de  l a  p ropr i é t é  p r écéden te .  I l  est  aisé  de  voir 

que  cette  relation peut  s 'écr i re 
o  (a,  ft,  y) 

9  dés ignant  une  fonction  h o m o g č n e  et  du  4 e  ordre  en  a,  (3, y,  et f  une  autre  fonc­

tion  homogčne  du  3 e  ordre.  Remplaçan t  a,  (3, y  par  ^>  ­>  ~>  i l vient 

f(x, y,  s) ' 

équa t ion  du  5 e  degré  qui  donne  la  podaire  de  l'enveloppe  des  plans  c h e r c h é s . 



On  peut  cons idére r  les 3  équa t ions 

comme  r e p r é s e n t a n t  3  sys tčmes  de  plans.  A  chacun  de  ces  sys tčmes  correspond 

une  podaire  du  5 e  ordre  et  une  certaine  enveloppe.  Les  plans  tangents  communs 

ŕ  ces  trois  enveloppes  auront  la  p ropr i é t é  de  passer  par  des  points  fixes  ou  plutôt 

de  rester  ŕ  une  distance  du  3« ordre  de  ces  points. 

C o u r b u r e  de  l a  s u r f a c e  e n v e l o p p e  d ' u n  p l a n  m o b i l e . 

4 5 .  Calculons  actuellement  l'angle  du  plan  mobile  P ,  avec  le  plan  fixe  P  qui 

n'est  autre  que  le  plan P ,  dans  sa  position initiale.  Dés ignant  par  ô  l'angle  de  ces 

deux  plans,  on  a  é v i d e m m e n t 

ou  bien 

formule  que  nous  écr i rons ,  pour  abréger , 

Considérons  maintenant  l ' é lément  (E)  de  la  surface  enveloppe  et  le  cylindre 

Fig. 28. 

( M C m c )  circonscrit  ŕ  cet  é lément .  Soient  en  outre me  une  section  droite  de  ce 

cylindre  et  Pi le  rayon  de  courbure  de  cette  section  droite.  On  a  é v i d e m m e n t 

• —  2D 
d'oů,  en  é l iminan t  me,  R  =  —  • 

Telle  est  l 'expression  du  rayon  de  courbure  de  l a  section  droite  du  cylindre 



circonscrit  ŕ  la  surface  enveloppe.  R e m p l a ç a n t  D  et  0'  par  leurs  valeurs,  i l  vient 

A  chaque  valeur m  du  rapport  ­  correspondent  un  é l émen t  de  cylindre circons­

crit  et  un  rayon  de  ce  cylindre.  L e  maximum  ou  le  m i n i m u m  de  ce  rayon  a 

ieu  lorsque  le  cylindre  est  circonscrit  suivant  une  ligne  de  courbure.  Or ,  le 

nax imum  de  l'exnression 

est  d o n n é  par  l ' équat ion 

dont  les  racines m'  et m"  d é t e r m i n e n t  les  deux  mouvements  dans  lesquels  le 

plan  mobile  enveloppe  les  cylindres circonscrits  suivant  les  lignes  de  courbure. 

S i  l 'on  avait 

le  rayon  de  courbure  du  cylindre  serait  i n d é p e n d a n t  de m  et  les  plans  qui  con­

viennent  ŕ  ces  équa t ions  auront  la  p r o p r i é t é  d'envelopper  des  é l émen t s  de  surface 

p r é s e n t a n t  des  ombilics. 

Pour  former  l ' équat ion  aux  rayons  de  courbure  principaux, on pourrait  é l iminer 

m  entre  (6)  et  (7).  On peut  aussi  p rocéde r  de  la  m a n i č r e  suivante  : 

L ' é q u a t i o n  (5) dans  laquelle  on  cons idérera i t  G comme  une  constante  r e p r é s e n t e , 

ŕ  l'aide  des  variables s  et t,  l 'ensemble  des  plans  P 4  éga lement  incl inés  sur  le 

plan  P .  Cet  ensemble  forme  une  déveîoppable  qui  a  avec  la  développable  circons­

crite  le  long  de  l 'indicatrice quatre  pians  communs  donnés  par  les valeurs  de s et t 

satisfaisant  aux  équa t ions 

Expr imons  que  ces  quatre  plans  se  confondent  deux  ŕ  deux.  Mult ipl ions  la 

de rn ič re  équa t ion  par dR  et  retranchons,  i l vient 

pour  d é t e r m i n e r  les  valeurs  de  ­  qui  correspondent  aux  plans  communs  aux  deux 

développables .  Ces  couples  de  plans  seront  confondus  si  l 'on  a 

T H Й V E N E T .  17 



ou  encore 

équa t ion  qui  donne  les  deux  rayons  de  courbure  principaux. 

Quant  aux  directions  des  lignes  de  courbure,  on  les  obtiendra  en  remarquan  t 

que  leurs  cosinus  directeurs  sont  proportionnels  ŕ  l 'excčs  des  cosinus  du  plan  P , 

tangent  ŕ  l ' ex t rémi té  du  grand  axe  de  l ' indicatrice  sur  ceux  du  plan  ini t ial  P  qu i 

sont  a,  §, y­

L a  tangente  ŕ  l 'une  des  lignes  de  courbure  a  donc  pour  équa t ions 

s s 
en  faisant - = m' ou- = m", m'  et m"  é tant  les  racines  de  l ' équat ion  (7). 

I l  est  du  reste  facile  de  voir  que  les  deux  directions t rouvées  sont  rectangulaires, 

ou  que  l 'on  a 

ou  encore  que 

en  ayant  égard  ŕ  l 'équat ion  (7)  qui  a  donné m'  et  m \ 

On  peut  aussi  former  l 'équat ion  du  sys tčme  des  plans  normaux  principaux. 

Considérons  pour  cela  les  trois  plans 

dont  l'intersection  donne  le  point  de  contact  ini t ial  C.  O n  voit  d'abord  que  P, et  P Ł 

sont  tous  les  deux  perpendiculaires  ŕ  P ,  car  on  a 

On  peut  donc  r ep ré sen t e r  un  plan  normal  quelconque  ŕ  la  surface  enveloppe  au 

point  C par  l ' équa t ion 

S i  dans  cette  de rn ič re  équa t ion  on  donne  ŕ  m  la  valeur m',  l'une  des  racines  de 

l 'équat ion  (7),  le  plan  normal  correspondant  ayant  ses  cosinus  directeurs  propor­

tionnels  ŕ 

sera  un  plan  pr incipal .  On  en  dirait  autant  pour  l'autre  racine m".  Й l iminan t m 



Multiplions  les  trois  p r e m i č r e s  colonnes  de  chacun  de  ces  d é t e r m i n a n t s  par  a,  (3, y 

et  ajoutons  pour  former  avec  les  sommes  obtenues  les  p r e m i č r e s  colonnes.  I l 

vient,  en  tenant  compte  des  ident i tés  connues, 

ou,  en  ordonnant  par  rapport  aux  é lément s  des  p r e m i č r e s  colonnes, 

m,  et  n 3 ,  ainsi  que  X„  I X 9 ,  V „  r ep r é sen t an t  des  fonctions  homogčnes  en  a,  p,  y  et 

d'un  degré  égal  ŕ  leurs  indices. 

E n  tenant  compte  de  ces  formules,  le  rayon  de  courbure  de  l a  section  droite 

du  cylindre circonscrit ŕ  l'enveloppe  devient,  d ' ap rčs  (6), 

entre  l 'équat ion  du  plan  normal  et  l ' équat ion  (7),  i l vient  pour  le  sys tčme  des 

plans  normaux  principaux 

Avant  de  nous  occuper  des  surfaces  enveloppes  p ré sen tan t  un  ombilic,  reve­

nons  sur  les  fonctions  S,  U , T ,  dont  les  valeurs  sont 

Cette  expression  se  compose  de  deux  parties  dont  l'une  est  i n d é p e n d a n t e  de  la 

valeur  du  rapport  ­  =  m,  c 'est­ŕ­dire  de  la  nature  du  dép lacemen t  particulier 

donné  au  solide, et  l inéai re  par  rapport  ŕ  2. 
g 

L a  seconde  partie  seule  dépend  de  ­  et  elle  sera maximum ou m i n i m u m si f on  a 



D'oů  l 'on  voit  que  la  valeur  de m  ne  dépend  uniquement  que  de  la  direction  du 

plan  et  non  de  sa  distance  ŕ  l 'origine. On peut  donc  dire  que  : 

Si un plan enveloppe une développable circonscrite suivant une ligne de cour-

bure de son enveloppe, il en sera de même de tous les plans parallèles du solide. 

Pour  u n  m ę m e  dép lacement  particulier,  les  plans  qui  possčdent  cette  p ropr i é t é 

sont  perpendiculaires  ŕ  un  cône  du  5 e  ordre. 

Le  sys tčme  des  plans  normaux  principaux de  la  surface  enveloppe  d'un  plan  est 

O n  voit  qu ' i l  est  le  m ę m e  pour  tous  les  plans  du  solide  paral lčles  ŕ  une  m ę m e 

direction,  car  dans  cette  de rn i č re  équat ion  la  distance o ne  figure  nullement. 

Le  sys tčme  des  plans  ombilicaux est  donné  par  les  équa t ions 

qu i ,  d ' aprčs  les  remarques  p r é c é d e n t e s ,  peuvent  se  simplifier  et  se  r édu i sen t  aux 

suivantes  : 

r e p r é s e n t a n t  deux  cônes  du  5 e  ordre.  D'oů  l 'on  conclut,  que tous les plans nor-

maux aux génératrices communes à deux cônes du  5" ordre sont des plans ombi-

licaux. 

Le  sys tčme  des  plans  qui  glissent  sur  des  points  fixes  est  donné  par  les  équa­

tions 
S  =  0,  U  =  0,  T =  07 

qui  peuvent  s  éc r i re 

d 'oů  l 'on  tire  les  relations 

qui  donnent  les  directions  des  plans  ombilicaux t rouvées  p r é c é d e m m e n t .  O n  voit 

ensuite  qu ' ŕ  chacune  de  ces  directions  correspond  un  seul  plan  susceptible  de 

glisser  sur  un  point  fixe  de  l'espace,  quel que  soit le  dép lacemen t  d o n n é  au solide. 

3 n'entre  en  effet  qu'au  premier  degré  dans  les  équat ions  p récéden te s . 

A i n s i dans chaque série de plans ombilicaux, on a un plan et un seul glissant 

sur un point fixe. ~ 

Les  plans  qui  enveloppent  desJ  é l émen t s  de  surface  ŕ  courbures  égales  et  oppo­

sées  sont  donnés  par  l ' équat ion 

ET  +  S F  — 2UG =  0, 



d'oů  l 'on tire 

d'oů  l 'on voit  que, pour  un  sys tčme  de plans  para l lč les ,  les points de  contact  avec 

qui  se  rédui t ,  en  ayant  égard  aux valeurs  de U , S, T,  ŕ la  forme 

ou  encore 

d'oů  l 'on conclut  que : 

Les plans dont les surfaces enveloppes présentent des courbures égales et oppo-

sées enveloppent une surface dont la podaire, par rapport à l'origine, est une 

surface du 5e ordre. 

C a s  p a r t i c u l i e r  o ů  l es  d r o i t e s  A' et  A" se  r e n c o n t r e n t  c o n s t a m m e n t . 

4 0 .  S i  dans  toutes  les  formules  p récéden tes  on  fait gt — 0, g, =  o, =  0, 

da, dq. dq, du n du , . , . 
­ ^ : = o ,  ­Ł­ g =  0,  ­ ^ =  0, -j7 = 0,  et  ­ r ­  =  o,  on  obtiendra  les  résul ta ts 
dt dt ds dt ds 

relatifs  au cas qui nous  occupe.  On aura  alors 

ce  qui donne  pour  les valeurs  de S,  U ,  T, 

L e  point oů un plan  donné  touche  son enveloppe  est  donné  par les  équat ions 



d'oů  l 'on  voit  que, pour un même mouvement m = | du corps solide, les plans 

qui enveloppent les développables circonscrites suivant les lignes de courbure sont 

perpendiculaires à un cône du second degré. 

Si  un  plan  a  cette  p rop r i é t é ,  tous  les  plans  qui  lu i  sont  para l lč les  la  possčden t 

éga lement . 

Les  plans  qu i  enveloppent  des  surfaces  p r é s e n t a n t  un  ombil ic  sont  donnés  par 

les  équat ions 

qui  r e p r é s e n t e n t  deux  cônes  du  second  degré ;  donc, dans le cas actuel, il existe 

quatre séries parallèles de plans ombilicaux. 

Les  plans  qui  glissent  sur  des  points  fixes  sont  donnés  par  les  équa t ions  U —  0, 

On  voit  par  lŕ  que  le  rayon  R  se  compose  d'une  partie  proportionnelle  ŕ  la  dis­

tance  o du  plan  ŕ l 'origine,  et  d'une  autre partie  qui  ne  dépend  que  de  la direction 

du  plan  et  du  rapport  ­  relatif  ŕ  tel  ou  tel  mouvement  particulier du  solide. 

Le  maximum  du  rayon  de  courbure,  c 'est­ŕ­dire  le  rayon de  courbure  pr incipal , 
s 

correspondra  au  mouvement  ­  = m, m  é tant  racine  de  l 'équation  (7),  ou  dans  le 

cas  actuel 

d 'oů 

et  la  quan t i t é  c est  égale  ŕ  w ^ a . 

,  On  a  donc  pour  l'expression  de  ce  rayon  de  courbure 

les  surfaces  enveloppes  respectives  sont  sur  une  perpendiculaire  abaissée  de 

l'origine  sur  tous  les  plans  r e p r é s e n t é s  par  les  deux  dern ič res  équa t ions . 

Les  fonctions  E ,  G , F  qui  figurent  dans  l'expression  du  rayon  de  courbure  de 

la  section  droite  du  cylindre circonscrit ont  pour  valeurs 



S  =  0,  T  =  0,  qui  donnent 

L 'é l iminat ion  de  3  conduisant  aux  deux  cônes  p récéden t s ,  on  voit  que dans 

chacune des quatre séries de plans précédents il existe un plan et un seul qui 

glisse sur un point fixe. 

M o u v e m e n t  d ' une  d r o i t e  f a i san t  p a r t i e  d ' un  s o l i d e 
a s su j e t t i  ŕ  q u a t r e  c o n d i t i o n s . 

4 7 .  Considérons  une  droite  quelconque  liée  au  corps  solide,  les  é léments  de 

cette  droite  seront  des  fonctions  d é t e r m i n é e s  des  variables  i ndépendan t e s  s  et t, 

ŕ  l'aide  desquelles  on  peut  exprimer  les  p a r a m č t r e s  de  position  de  ce  solide. Les 

équat ions  de  cette  droite  seront 

a, b, c,  a,  [3, y  é tant  des  fonctions  connues  de s  et  de t,  et  p une  i n d é t e r m i n é e . 

S i  l 'on  attribue  ŕ s  une  valeur  constante, x, y, z  seront  des  fonctions  de t  et 

de  p  et  les  équat ions  (1)  r e p r é s e n t e r o n t  une  surface  réglée  contenant  un  para­

m č t r e  s.  S i maintenant  on  fait  varier  ce  p a r a m č t r e s,  la  surface  rég lée  (1)  chan­

gera  de  forme  et  de  position  et  enveloppera  une  certaine  surface  dont  i l  s'agit 

d'obtenir  les  équat ions .  , 

Soit  M un  point  de  la  surface  réglée  dont  le  p a r a m č t r e  est s,  et  soient t  et  p  ses 

coordonnées  sur  cette  surface.  S i  l 'on  change  s, en s + os,  on  obtiendra  une 

seconde  surface  rég lée ,  et  pour  que  le point M appartienne  aussi  ŕ cette  deux ičme 

surface,  i l  faut  que  l 'on  puisse  trouver  un  systčme  de  valeurs s + ds, t  ­h dt, 

p 4­ dp  qui  donne  pour  les  coordonnées x, y, z  du  point  M  les  m ę m e s  valeurs 

que s, t, p, de  sorte  que  ce  dernier  point  serait  l 'intersection d'une  généra t r ice  de 

la  p r e m i č r e  surface  avec  une  certaine  généra t r ice  de  la  seconde. 

On  doit  donc  avoir  s i m u l t a n é m e n t 

ce  qui  exige  la condition 



Si  de  cette  équat ion  on  tire  la  valeur  de  p pour  l a  porter  dans  les  équa t ions  (1), 

ces  de rn i č r e s  r ep ré sen t e ron t ,  ŕ  l'aide  des  coordonnées  curvilignes s  et t,  une 

surface  qui n'est  autre  que  l'enveloppe  cherchée . 

L 'équa t ion  (3)  é tant  du  second  degré  en  p,  on  voit  que  l'enveloppe  se  compose 

de  deux  nappes  que  nous  dés igne rons  par  2'  et  Ł*  qui  correspondent  aux  deux 

dé te rmina t ions  de  p,  p' et  p" t i rées  de  l 'équat ion  (3). 

Ou  peut  donc  dire  que, pour toutes les positions que l'on peut donner à un 

solide assujetti à quatre conditions, une droite quelconque liée à ce solide reste 

constamment tangente à deux surfaces déterminées  2'  S" qui dépendent de la 

droite que l'on a choisie, de sorte que si Von connaissait les surfaces  2' et  2" qui 

appartiennent à une droite donnée, on aurait une idée exacte de tous les déplace-

ments qu'elle peut subir en considérant qu'elle doit rester tangente à deux surfaces 

à la fois. 

Les  équa t ions  (3)  exprimant  que  les  équat ions  (2)  se  rédu isen t  ŕ  deux,  on  tire 

des  deux  p r e m i č r e s ,  par  exemple, 

ds 

relations  qui  donnent  pour  deux  valeurs  correspondant  aux  deux  valeurs  de  p 

fournies  par  l ' équat ion  (3). 

Si  l 'on  parvenait  ŕ  in tégrer  l 'équat ion  (4),  on  obtiendrait  une  valeur  de  s  fonc­

tion  de t.  A cette  valeur  de s  correspondrait  un  mouvement  d é t e r m i n é  du  solide 

dans  lequel  la  droite  engendrerait  une  développable .  Or,  comme  p est  susceptible 

de  deux  dé te rmina t ions  p' et  p", on  trouverait  deux  mouvements  pour  lesquels  la 

droite  engendrerait  des  surfaces  développables . 

Donc, parmi tous les mouvements que Von peut donner à un solide assujetti 

à quatre conditions, il en existe deux qui font décrire à une même droite une 

surface développable.  Mais  comme  cela  a  l ieu  pour  toutes  les  positions  acquises 

par  la  droite,  on  voit  qu'une  m ę m e  droite  peut  décr i re  une  double  infinité  de 

développables .  Pour  tout  autre  mouvement,  la droite  ne  décr i ra  plus  une  dévelop­

pable,  mais  elle  restera  tangente  aux  deux  surfaces  2'  et  21" qui lu i  appartiennent. 

Supposons  que  de  l 'équation  (3)  on  ait  t i ré  la valeur  de  p pour  la  porter  dans  le 

sys tčme  (1),  on  obtiendra,  avons­nous  dit,  les  équa t ions  de  l'enveloppe  (2',  If) . 

S i  maintenant  dans  ces  équa t ions  on  fait  varier t  en  laissant s  constant,  on  obtien­

dra  les  équa t ions  de  la  courbe  de  contact  de  la  surface  réglée  (1)  avec  son  enve­

loppe  (S ' ,  2").  S i , au  contraire, on  fait  varier s  en  laissant t constant,  on  obtiendra 

l 'aręte  de  rebroussement  (tracée  sur  2'  2")  de  la  déve loppable  engend rée  par  la 

droite  cons idérée . 

Lorsque  les  valeurs  de  p t i rées  de  l 'équat ion  (3)  sont  égales,  les  valeurs  de —­

qui  s'expriment  rationnellement  en  fonction  de  p d ' aprčs  l 'équat ion  (4)  sont  aussi 



égales,  et  les  deux  mouvements  infiniment  petits  qui  sont  capables  de  faire 

décr i re  ŕ  la  droite  des  cléveloppables  se  confondent  en  un  seul.  L a  droite  décr i t 

alors  une  développable  unique  qui  a  pour  arę te  de  rebroussement  l 'intersection 

des  deux  nappes  S '  et  S". 

Dans  ce  dernier  cas,  la  valeur  unique  de  p  s 'exprimera  rationnellement  par 

rapport  aux  é lément s  de  la  droite,  et  si  on  la  porte  dans  l ' équat ion  (4),  on  aura 
ds 

une  équa t ion  différentielle  entre s, t  et  •  In tégran t  cette  équa t ion  du  premier 

ds 

degré  en  — > on  obtiendra  pour  s  une  valeur  s == ? (t)  correspondant  ŕ  u n  mouve­

ment  dé t e rminé  du  corps  solide, mouvement  dans  lequel  la droite  restera  tangente 

ŕ  l ' intersection  des  deux  nappes  S '  et  S". 

Nous  allons  maintenant  classer  les  droites  du  solide,  d 'aprčs  les  situations  de 

leurs  points  de  contact  avec  2 '  et  S"  que  nous  désignerons  par  ç'  et  par  <p",  et 

d 'aprčs  les  situations  relatives  des  plans  tangents  en  <p' et  <?' ŕ  ces  m ę m e s  nappes. 

Développons  d'abord  l 'équat ion  en  p afin  d 'é tud ier  les  différents  cas  que  peuvent 

p résen te r  les  dispositions des  points  de  contact  ©' et  «p* de  la  droite  D . 

L 'équa t ion  (3)  o rdonnée  par  rapport  aux  puissances  de  p devient 

ou  bien 

en  posant 

D 'aprčs  ces  valeurs  des  coefficients  de  l 'équat ion  (5)  on  voit  que  s i P  =  0 ,  ou  bien 

si  a =  0 , l 'une  des  valeurs  de  p devient  infinie.  Gela  pouvait  se  p révo i r .  L a  droite 

considérée  D  é tan t  en  effet  perpendiculaire  ŕ l'axe  des x,  on peut  toujours  trouver 

dans  le  conoďde  l ieu  des  axes  ins tan tanés  glissants  une  généra t r i ce  paral lč le  ŕ  l a 

droite  D , et  dans  le  mouvement  du  solide qui admet  cet  axe  in s t an tané ,  l a  droite  D 

se  dép lacera  para l l č lement  ŕ  e l le ­męme,  donc  l'une  des  racines  de  (5)  devient 

infinie. 

S i ,  en  m ę m e  temps  que  P  =  0,  on  a  Q =  0,  les  deux  valeurs  de  p  deviennent 

infinies.  Gela  aura  l ieu  s i , avec  a =  0,  on  a 
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ou  bien 

autrement  dit,  si  la  droite  D perpendiculaire  ŕ Ox  est  en  m ę m e  temps  paral lčle  ŕ 

l 'une  des  généra t r ices  du  conoďde  qui  ont  m ę m e  abscisse  qu'elle. 

S i  enfin  on  a  en  m ę m e  temps  P  =  0,  Q =  0  et  T  =  0,  i l faut  adjoindre  aux 

conditions  p récéden tes  l ' équat ion 

et  l ' é l iminat ion  de  (3 et  de  y  conduit  au  conoďde  des  axes  ins tan tanés .  Gela  pouvait 

se  prévoir ,  car  u n  axe  i n s t a n t a n é  glissant  est  une  droite  qui , dans  le  dép lacement 

correspondant  du  solide, est  tangente  ŕ  la  fois  ŕ  la  trajectoire  de  tous  ses  points. 

S i  l 'on  a  seulement  T =  0,  l 'une  des  valeurs  de  p est  nulle. Or  l ' équat ion  T =  0 

exprime  visiblement  que  la  droite  est  si tuée  dans  le  plan  tangent  ŕ  la  surface 

trajectoire  du  point (a, b,  c),  i l existe  donc  un  dép lacement  du  solide  pour  lequel 

le  point (a, b, c)  se  meut  tangentiellement  ŕ la droite  D , ce  qui explique l'existence 

de  la  racine  nulle  p' =  0. 

Les  droites  du  solide pour  lesquelles  les  points  de  contact  avec  les  surfaces  2 ' 

et  S"  sont  confondus  en  un  seul  forment  un  complexe  du  4 e  ordre 

Le  cône  de  ce  complexe  relatif  ŕ  un  point  quelconque  M  (a, b,  c)  est  doublement 

tangent  d'une  part  au  plan  perpendiculaire  m e n é  par  M  ŕ  l'axe  des x,  d'autre 

part,  au  plan  tangent  ŕ  la  surface  trajectoire  de  ce  m ę m e  point,  le  contact  ayant 

l ieu  le  long  des  intersections  de  ces  plans  P  =  0,  T  =  0  avec  le  cône  du  2 e  ordre 

Q = o. 
Pour  toutes  les  droites  de  ce  complexe,  les  valeurs  de  p' et  de  p" é tan t  égales, 

les  valeurs  de  m '  et  de m"  le  sont  aussi  d ' aprčs  l ' équat ion  (4).  Donc  les  deux 

mouvements  du  solide  qui  font  décr i re  ŕ  la  droite  D  des  é léments  de  dévelop­

pables  sont  confondus  en  u n  seul,  sans  que  les  plans  tangents  w'  et  %  aux  deux 

nappes  S'  et  2"  soient,  éga l emen t  confondus.  Dans  ce  mouvement  unique  la 

droite  cons idé rée  glisse  sur  l 'intersection  des  nappes  S'  et  S"  en  l u i  restant 

tangente. 

I l  est  facile  d'ailleurs de  former  l ' équat ion  du  second  degré  en m  dont  les  racines 

m'  et  m" donneront  les  dép lacemen t s  qui  feront  décr i re  ŕ  une  droite  D  les  deux 

développables  qu'elle  peut  engendrer. 

L a  condition pour  que  deux  droites  infiniment  voisines  se  rencontrent  est,  en 

effet, 



équat ion  que  nous  éc r i rons  sous  la  forme 

en  posant 

et  en  ordonnant 

ou  encore,  en  posant  ­  =  m , 

S i  l 'on  donne  dans  l ' équat ion  (6)  une  valeur  dé t e rminée  ŕ  m ,  on  obtient  un 

complexe  du  second  ordre  qui n'est  autre  chose  que  celui  des  droites  qui , pour  le 

dép l acemen t  correspondant,  restent  tangentes  ŕ  la  trajectoire  de  l 'un  de  leurs 

points.  Autrement  dit,  on  obtient  le  complexe  des  vitesses  relatif  au  mouvement 

caractér isé  par  la  valeur m  du  rapport  ­ • 

Si  l 'on  fait  varier  m ,  c 'est­ŕ­dire  si  l 'on  donne  au  solide  tous  les  d é p l a c e m e n t s 

compatibles  avec  les  conditions qui lu i sont  imposées ,  le cône du  complexe variera 

et  enveloppera  un  cône  du  4 e  ordre 

E n  se  p laçant  ŕ  un  autre  point  de  vue,  le  complexe  du  4 e  ordre  qui  p récčde  est 

fo rmé  des  droites  pour  lesquelles  les  deux  dép lacements  qui leur  font  décr i re  des 

développables  sont  confondus  en  un  seul. 

Cherchons  actuellement  les  droites  du  solide pour  lesquelles  les  plans  tangents 

aux  surfaces  2 '  et  2 '  sont  rectangulaires.  Pour  le  dép lacement  m ' ,  la  droite  glisse 

sur  S '  en  restant  tangente  ŕ  2 ' ,  pour  le  dép lacement  m '  la  droite  glisse  sur  2 ' 

en  restant  tangente  ŕ  D". Dans  le  premier  mouvement,  le  plan  qui  contient  les 

deux  positions  consécut ives  de  la  droite  a  pour  cosinus  directeurs \  [*,  v  déter­

minés  par  les  équat ions 



Dans  le  second  mouvement,  le  plan  de  deux  positions  consécut ives  de  la  droite 

contient  encore  a,  (S, y, ainsi  que  les  autres  variations  des  cosinus  de  la droite,  que 

nous  r e p r é s e n t e r o n s  par d'à,, dr$,  d 'y . 

Les  deux  plans  dans  lesquels,  se  meut  successivement  la  droite  contenant  en 

commun  la  direction a,  (3, y,  seront  rectangulaires  si Ton  a  ę 

ou  en  déve loppan t 

ou  enfin 

Or , m'  et m"  é t an t  racines  de  l ' équat ion  (6),  la  condition p récéden te  devient 

R e m p l a ç a n t  T,,  Q,  et  P t  par  leurs  valeurs  et  simplifiant, i l vient 

équa t ion  d'un  complexe  l inéaire  ayant  pour  axe  l'axe  des x  et  pour  p a r a m č t r e k 

dont  l 'expression  est 

Donc, l'ensemble des droites pour lesquelles les surfaces  2 ' et  S" sont rectangu-

laires constitue un complexe linéaire ayant pour axe la perpendiculaire au plan 

déterminé par  A'et  A". 

C a s  p a r t i c u l i e r  o ů  l e s  d r o i t e s  A'  et  A" se  r e n c o n t r e n t  c o n s t a m m e n t . 

4 8 .  S i les  deux  droites  A' et  A" se  rencontrent,  les  quant i tés gs  et gt  sont  nulles 

et  le  mouvement  du  solide peut  ę t re  cons idéré  comme  résu l tan t  de  la combinaison 

dans  une  proportion  quelconque  de  deux  rotations  sans  glissement  autour  de  A' 

et  A" qu i ne  sont  autres qm.Oy  et Oz.  Gela  posé ,  cons idérons  une  droite  quel­

conque  D  ayant  pour  trace  K  sur  le p lan zOy.  On peut  imprimer  au  solide  deux 

rotations,  l'une  autour  de  A', l'autre  autour  de  A",  et  telles  que  l'axe  de  la rotation 

résu l tan te  soit  l a  ligne  O K . Dans  le  mouvement  résu l tan t ,  l a  droite  D K décri t  un 

cône  dont  le  sommet  est  K . Ce  point  est  donc  un  point  de  la  surface  S '  et  la  lon­

gueur  D K  n'est  donc  autre  chose  que  la  racine  p'  de  l ' équat ion  ( 3 ) . On  voit  de 

a 
plus  que  p  =  —  ­ • 



S i  maintenant  on  combine  les  deux  rotations  autour  de  A' et  A" dans  un  rapport 

tel  que  l'axe  de  la  rotation  r é su l t an t e  soit  dir igé  suivant  O H  perpendiculaire  au 

plan  projetant DKd  de  la  droite  sur  le  plan yOz,  i l  est  évident  que  la  droite  D K 

se  mouvant  dans  le  plan DKd,  i l y  a  rencontre  entre  deux  positions  consécutives 

de  cette  droite  au  point  oů  elle  est  coupée  par  le  plan  m e n é  par  0  H  perpendicu­

laire  а  sa  direction.  Soit  K '  ce  point,  D K '  sera  égale  а  p" deux ičme  racine  de 

l ' équat ion  (3).  On voit  du  reste  a i sément  que  D K ' = a a + b$  +  cy ,  qui  n'est  que 

la  projection  des  trois  coordonnées  du  point  D  sur  la  direction a,  (3, y. 

I l  est  également  facile  de  se  rendre  compte  de  ces  résul ta ts  а  l'aide  du  calcul. 

L 'équat ion  en  p, dans  le  cas  qu i nous  occupe,  se  r édu i t  а  la  forme 

d'oů  l 'on  tire 

ce  qui  donne  les  longueurs  D K  et  D K ' ind iquées  p r é c é d e m m e n t . 

Fig. 29. 



CHAPITRE III 

D Й P L A C E M E N T  I N F I N I M E N T  P E T I T  D ' U N  C O R P S  S O L I D E  A S S U J E T T I 

A  T R O I S  C O N D I T I O N S . 

40.  Lorsqu 'un corps  solide  est  assujetti  ŕ  trois  conditions,  les  p a r a m č t r e s  qui 

en  d é t e r m i n e n t  la  situation  peuvent  ę t re  cons idérés  comme  des  fonctions  de  trois 

variables  indépendan te s  que  nous  dés ignerons  par  r , s  et t.  S i r  varie  seule,  le 

solide  prendra  un  certain  mouvement  que  l'on  peut  regarder  comme  ré su l t an t  de 

la  translation  d'un  point  quelconque  0 '  du  solide  combinée  avec  une  rotation 

autour  d'un  axe  passant  par  0 ' .  Les  variations  des  coordonnées  d'un  point  du 

­corps  M (a,  5,  c)  auront  pour  expressions 

p.r, qn rr  r ep ré sen t an t  les  composantes  de  la  rotation, u'r, v'r, w'r  celles  de  l a  vitesse 

du  point 0\ 

On  en  dirait autant  pour  le  cas  oů  l 'on ferait  varier  successivement s  et t.  Or  i l 

est  évident  que  le  dép lacement  du  point  M  est  égal  ŕ  la  somme  géomét r ique  des 

trois  dép lacement s  correspondant  aux  valeurs  r ,  s, t  que  l 'on  peut  supposer  infini­

ment  petites.  On  a  donc 

pour  exprimer  les  trois  composantes lx, oy, oz  du  dép lacement  d'un  point  quel­

conque  du  solide dont  les  coordonnées  initiales seraient  a,  fr, c. 

Avant  de  chercher  ŕ  simplifier  ces  formules,  proposons­nous  la  question  sui­

vante  : Quels  sont  les  points M du  solide qui  sont  susceptibles  de  rester  immobiles 

quand  on  donne  aux  infiniment  petits  r ,  s, t  un  sys tčme  de  valeurs  convenable­

ment  choisies? 

Si  dans  les  équat ions  (1)  on  fait ox  =  0, ly —  0, oz —  0,  le  d é t e r m i n a n t  des 



et  l 'hyperboloďde  l ieu  des  droites  immobiles  devient 

ou  encore 

Cette  surface  étant  r appo r t ée  ŕ  son  centre,  les  coefficients  de a, b, c  doivent 

équat ion  du  second  degré  en a, b, c  et  qui  r ep ré sen t e  un  hyperbolo ďde .  D'oů  l 'on 

conclut  que  : 

Le lieu des droites susceptibles de devenir immobiles pour tous les systèmes de 

valeurs de r, s, t satisfaisant à l'équation  (2) est un hyperboloïde. 

Supposons  actuellement  que  l 'on  ait  pris  pour  axes  de  coordonnées  les  axçs 

principaux  de  l 'hyperboloďde  précédent .  Effectuons  en  outre  un  changement  de 

variables  en  posant 

inconnues  a,  b,  c  é tant  nu l ,  i l faut  que  l 'on  ait 

Pour  tout  sys tčme  de  valeurs  de  r ,  s, t  satisfaisant  ŕ  cette  équa t ion ,  les  deux 

p remič re s  équat ions  (1)  oů  l 'on  a  fait ox = %y = oz  ==  0,  r e p r é s e n t e n t  une  droite 

l ieu  de  points  immobiles. Й l iminons  r,  s, t  entre  les  deux  p r e m i č r e s  équa t ions  (1) 

et  l ' équat ion  (2), ou,  ce  qui  revient  au  m ę m e ,  entre  les  trois  équa t ions  (1), i l vient 

ce  qui  est  possible  si  le  d é t e r m i n a n t  des  anciennes  variables  n'est  pas  nu l  dans 

les  équat ions  (4).  Cela  revient  ŕ  prendre  pour  nouvelles  variables  indépendan tes 

les  coordonnées  infiniment petites  du  point  mobile  0 '  par  rapport  aux  axes  fixes 

qui  ont  été  choisis  p r é c é d e m m e n t .  I l  vient  alors,  en  supprimant  les  accents, 



On voit par là que le déplacement du solide dű à la variation simultanée des 

quantités r, s, t peut être considéré comme résultant de la combinaison de trois 

mouvements hélicoïdaux effectués autour de trois droites rectangulaires qui sont 

les axes principaux de l'hyperboloïde lieu des droites immobiles. 

Si  l 'on  désigne  maintenant  par  P ,  Q,  R  les  vitesses  de  rotation  autour  des 

axes Ox, Oy, Oz,  l ' équat ion  de  l 'hyperboloďde  (3)  devient 

Les  formules  fondamentales  qui  donnent  le  dép lacement  d'un  point  quelconque 

du  solide  M (a, b,  c) deviennent  alors 

on  voit  que  l 'on  a 

et  en  tenant  compte  des  relations 

Cette  équat ion  du  second  degré  r ep ré sen t e  un  cône  d'oů  l 'on  voit  que,  pour 

qu' i l  existe  une  droite  immobile A dans  le  solide,  i l  faut  que  l 'origine 0 '  mobile 

avec  le  corps  décr ive  une  certaine  généra t r ice Og  du  cône  (7).  Mais  alors  le 

plan  (0 ,  A) ne  peut  ę t re  que  perpendiculaire  ŕ Og,  et  comme  le  plan  (0 ,  A)  est 

tangent  au  cône  asymptote  de  l 'hyperboloďde ,  on  voit  que  le  cône  (7)  est  le  cône 

supp lémen ta i r e  de  ce  cône  asymptote.  Or,  l 'hyperboloďde  é tant  r a p p o r t é  ŕ  ses 

axes  principaux,  i l doit  en  ę t re  de  m ô m e  du  cône  (7),  par  suite,  on  a 

qui  peut  s 'écr i re 

D'un  autre  côté,  si  dans  le  sys tčme  (5)  on  fait Sx — oy = $z —  0,  on  obtient 

trois  équat ions  qui , pour  ę t re  compatibles,  exigent  la condition 

ę t re  nuls ,  donc  on  a 



ou  bien 

Quant  au  cône  s u p p l é m e n t a i r e  (7), son  équa t ion  est 

Chaque  géné ra t r i ce  de  ce cône  correspond  ŕ une  géné ra t r i ce  A de  l ' hyperbo lo ďde , 

et  si  le  point  0 '  du  solide  décr i t  une  géné ra t r i ce  du  cône,  le  solide  tourne  sans 

glisser  autour  de A. 

A x e  i n s t a n t a n é  g l i s s a n t  r e l a t i f  ŕ  u n  d é p l a c e m e n t  q u e l c o n q u e 

d u  s o l i d e . 

50.  Supposons  que  l 'on  fasse  décr i re  au  point  0 ' ,  que  nous  dés ignerons  sous 

le  nom  de point central  du  solide,  un  chemin  0 0 '  infiniment  petit  dans  une 

direction  d é t e r m i n é e  O ' D . L e  point  0 '  devant  se  mouvoir  sur  une  droite  d o n n é e , 

Fig. 30. 

le  solide  se  trouve  assujetti  ŕ  deux  conditions  nouvelles,  ce  qui  fait  en  tout  cinq 

conditions.  Son  dép lacemen t  se  trouve  alors  d é t e r m i n é  au moins dans  ses  é l émen t s 

du  premier  ordre. 

Les  coordonnées  du  point  0 '  é t an t  r , s, t,  les  rotations  autour  de Ox, Oy  et Oz 

auront  pour  valeurs  P r ,  Qs , Ht.  L 'axe  in s t an tané  glissant,  c 'es t ­ŕ­dire  le  l ieu  des 

points  dont  les  dép lacemen t s  ont  des  projections  proportionnelles  ŕ  ces  rotations, 

aura  pour  équa t ions 

et  la  vitesse  de  rotation  autour  de  cet  axe  sera  donnée  par  la  forrîmle 
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ou  bien 

D'oů  l 'on voit  que le lieu des axes instantanés glissants relatifs des déplacements 

hélicoïdaux de même paramètre est un hyperboloïde concentrique et homothétique 

à l'hyperboloïde principal relatif à des mouvements de paramètre nul. 

E n  r é s u m é , le solide se trouve découpé par une série d'hyperboloïdes homothé-

liques et concentriques. Toutes les génératrices d'un même système de chacun 

d'eux sont des axes instantanés pour des déplacements convenablement choisis. 

Enfin celles de ces génératrices qui appartiennent à un même hyperboloïde cor-

respondent à des mouvements hélicoïdaux de même paramètre. 

Quant  au  cône  des  dép lacement s  du  point  0 ' ,  son  équat ion  est  4 

Si  l 'on fait  varier k,  on  obtient  une  série  de  cônes  qui  ont  pour  axes  les  axes  de 

coordonnées . 

d 'oů  l 'on voit  que le lieu des déplacements  0  0 " du point central, pour lesquels le 

mouvement du solide a un paramètre hélicoïdal donné, est un cône du second 

ordre. 

L e  l ieu  des  axes  ins t an tanés  qui  correspondent  ŕ  un  m ę m e  p a r a m č t r e k 

s'obtiendra  en  é l iminan t  r , s, t  entre  les  équa t ions  (1)  et  (2). Or ,  s i  l 'on  multiplie 

haut  et  bas  les  rapports  ( 4 ) par  P r , Qs, Rt  respectivement  et  si  l 'on  ajoute  terme 

ŕ  terme,  on  obtient  la  quant i té k  comme valeur commune  de  ces  m ę m e s  rapports. 

Le  résul ta t  de  l ' é l iminat ion  sera  donc 

et  le  p a r a m č t r e  du  mouvement  hélicoďdal  correspondant  sera 

Cherchons  en  outre  la valeur du  glissement Je  long  de  cet  axe.  Le  glissement g 

n'est  autre  chose  que  la  projection  de  O'O" sur  l a  direction  de  l'axe  i n s t a n t a n é 

P r  Qs  R t  . 
dont  les cosinus directeurs  sont  — » —»  — o n  a  donc 

(i)  (0  G) 



en  y  regardant оx, oy, oz  comme  des  coordonnées  courantes. 

L a  distance  au  point  M  du  plan  décr i t  par  M ' est  proportionnelle  ŕ  la  d i s t a n c é e 

du  point  0 '  du  plan  décr i t  par  0".  S i ce  dernier  passe  par  0 ' ,  ou  si  l 'on  a  s =  0, 

le  plan  décri t  par  M ' passe  par  M , et  tous  les  points  du  solide  déc r i ron t  des  é lé­

ments  de  surface.  Cela  pouvait  se  prévoi r ,  car  le  point  0"  é tan t  astreint  ŕ  rester 

sur  un  plan,  le  solide  se  trouve  dčs  lors  assujetti  ŕ  quatre  conditions. 

Supposons  maintenant  que  le  point  M  se  trouve  sur  l 'hyperboloďde  central,  ou 

D é p l a c e m e n t s  s i m u l t a n é s  des  d i f f é r e n t s  p o i n t s  d u  s o l i d e . 

51.  Les  formules  qui  donnent  le  dép lacement  d 'un  point  quelconque  M (a, b,  c) 

du  corps 

montrent  qu ' ŕ  toute  figure  infiniment  petite  décr i te  par  le  point 0'  dont  les  coor­

Fig. 31. 

données  sont  r , s, t,  correspond  une  figure  homographique  décr i te  par  M '  autour 

du  point M . 

Supposons  par  exemple  que  le  point  0"  décr ive  un  plan  infiniment  voisin  de  0 r 

le  point  M ' décr i ra  un  plan  infiniment  voisin  de  M  et  dont  l ' équa t ion  sera 



Le  plan  (2)  décri t  par  M '  passera  par  M ,  quels  que  soient  les  infiniment  petits 

r, s, t,  c 'est­ŕ­dire  quel  que  soit  le  mouvement  du  solide  compatible  avec  ses 

liaisons.  Donc : 

Tandis que les différents points du solide peuvent se mouvoir en général dans 

toutes les directions, ceux qui se trouvent sur l'hyperboloïde  A =  0 ne décrivent 

que des éléments de surface (*). 

On  peut  se  rendre  compte  de  cette  p ropr i é t é  des  points  de  l 'hyperboloďde 

central  par  les  cons idéra t ions  suivantes  : 

U n  dép lacement  quelconque  du  solide  peut  en  généra l  ę t re  r ega rdé  comme 

résu l t an t  de  trois  dép lacements  possibles,  eu  égard  aux  liaisons. Choisissons  pour 

ces  trois  dép l acemen t s  trois  rotations  sans  glissement  autour  des  généra t r i ces 

A ' ,  A ' , A'" de  l 'hyperboloďde  central.  U n  point  quelconque  M  de  cette  surface  fait 

partie  d'une  certaine  généra t r ice  G  d'un  sys tčme  opposé  ŕ  A ' , A", A'",  et  i l est  clair 

qu'une  combinaison  quelconque  de  rotations  autour  de  ces  de rn ič res  droites  ne 

pourra  faire  ép rouve r  au  point  M  que  des  dép lacements  normaux  ŕ  la  droite  G  M , 

et  que  par  suite  ce  point  M ne  décr i ra  qu'un  é l émen t  de  surface  normale G M . 

Supposons  actuellement  que  l 'on  fasse  décr i re  au  point  0"  un  el l ipsoďde  infini­

ment  petit  ayant  0 '  pour  centre;  i l est  évident  qu'un  point  quelconque  du  solide 

M '  décr i ra  un  autre  el l ipsoďde  ayant  M point  centre. 

D 'un  autre  côté ,  i l  est  clair  que,  au  mi l ieu  «  d'un  segment 0\0\  qui  joint  le 

point 0\  (»\ st t)  au  point  Os (fj  s s  Ł,),  correspond  le  mi l ieu \x de  la  droite  M^JC* 

Donc,  ŕ  un  plan  d i amé t ra l  de  l 'el l ipsoďde  décrit  par  O r  correspond  un  plan  d iamé­

tral  de  celui  que  décr i t  M ' l'homologue  de  0". 

( t )  Manuheim, Journal de l'École polytechnique,  43* cahier,  t. X X V I 

que  1 on  ait 

Fig. 32. 



Si  en  particulier  le  point  0 '  se  meut  sur  une  sphč re ,  on  peut  dire  qu ' ŕ  trois 

dép lacements  rectangulaires  et  égaux  du  point  0 '  correspondent  pour  tous  les 

points  du  solide  des  dép l acemen t s  suivant  trois  d i amčt res  conjugués  de  leurs 

el l ipsoďdes  respectifs. 

A  un  cône  du  second  ordre  décri t  par  0"  avec  0 '  comme  sommet,  correspond 

un  cône  du  second  ordre  décr i t  par  M " avec  le  sommet  M ' .  Cons idérons  spéciale­

ment  le  cône  des  dép lacemen t s  de  0 '  auxquels  correspondent  les  droites  immo­

biles  A' A" . . .  de  l 'hyperboloďde  central.  A  u n  dép lacement  O 'O" s i tué  sur  ce  cône 

r épond  une  rotation  du  solide  autour  de  A'  généra t r i ce  de  l 'hyperboloďde .  Dans 

cette  rotation,  un  point  quelconque  du  solide  subira  un  dép lacemen t  M V  perpen­

diculaire  au plan  (M, A'); mais  ce dernier  plan  est  tangent  ŕ l 'hyperboloďde  central. 

Donc,  le  l ieu  des  dép l acemen t s  infiniment  petits  du  point  M  est  le  cône  supp lé ­

mentaire  du  cône  qui ,  ayant  M  pour  sommet,  est  circonscrit  ŕ  l 'hyperboloďde 

central.  S i le  point  M fait  partie  du  l ieu  connu  des  sommets  des  cônes  de  révolu­

tion  circonscrits  ŕ  l 'hyperbolo ďde ,  le  cône  des  dép l acemen t s  M V  sera  aussi  de 

révolut ion. 

D r o i t e s  c o n j u g u é e s  d ' une  d r o i t e  d o n n é e . 

5 2 .  Soit D  une  droite  quelconque  du  solide  auquel  nous  faisons  subir  un  dépla­

cement  d é t e r m i n é  par  les  projections  r , s, t  de  O 'O" sur  les  axes  de  coordonnées . 

Pour  obtenir  une  conjuguée  de  la  droite  D ,  i l  suffit  de  prendre  sur  cette  droite 

deux  points  M ' et  M " et  de  mener  par  ces  points  des  plans  normaux  ŕ leurs  dépla­

cements  respectifs.  Or  nous  pouvons  prendre  pour  ces  deux  points  ceux  oů  l a 

droite  D  rencontre  l 'hyperbolo ďde  central,  et  l 'on  sait  que  tous  les  dép lacemen t s 

possibles  de  M '  sont  normaux  ŕ  la  généra t r i ce  C '  passant  par  M '  et  qui  est  du 

sys tčme  opposé  ŕ  celui  des  droites  immobiles  A' A" . . .  Donc,  les  plans  normaux 

ŕ  tous  les  dép lacemen t s  possibles  de  M ' passeront  tous  par  G ' . 

On  verrait  de  m ę m e  que  les  plans  normaux  ŕ  toutes  les  trajectoires  possibles 

de  M " passent  tous  par  la  généra t r i ce  G" qui  contient  M " et  qui  est  du  sys tčme 

de G ' . 

On  peut  donc  dire  que  : 

L'ensemble des conjuguées d'une droite donnée forme une congruence ayant 

pour directrices les deux génératrices de l'hyperboloïde central qui rencontrent 

la droite donnée et qui sont du système opposé à celui des droites susceptibles de 

devenir immobiles. 

Si  en  particulier  la  droite  D  est  tangente  ŕ  l 'hyperboloďde ,  l 'ensemble  de  ses 

conjuguées  n'est  autre  chose  que  la  congruence  des  tangentes  ŕ  l 'hyperbolo ďde 

que  l 'on  peut  mener  ŕ  cette  surface  en  tous  les  points  de  la  généra t r ice  G qui 

passe  par  le  point  de  contact. 



S y s t č m e s  de  c o m p l e x e s  de  d r o i t e s  p e r p e n d i c u l a i r e s 

a u x  t r a j e c t o i r e s  p o s s i b l e s  de  l e u r s  p o i n t s . 

53.  Cons idérons  un  dép lacemen t  possible  du  solide  dé t e rminé  par  le  sys tčme 

des  valeurs  r ,  s, t  des  projections  de  O ' O ' sur  les  axes  de  coordonnées ,  ŕ  ce  dépla­

cement  correspond  un  complexe  l inéaire  de  droites  perpendiculaires  aux  trajec­

toires  de  tous  leurs  points.  Pour  en  obtenir  l ' équat ion ,  cons idérons  la  droite 

cette  droite  fera  partie  du  complexe  s ' i l existe  un  point  a, b, c  tel  que  l 'on  ait 

et 

ou  bion 

Piemplaçant  a  et  &  par  leurs  valeurs me  4­  et ne  +  v,  i l vient 

puis  r édu i san t ,  on  a 

en  posant  mv  — n\x —  w. 
Si  l 'on  donne  aux variables  r ,  s, t  toutes  les valeurs  possibles,  on aura  le systčme 

de  tous  les  complexes  de  droites  perpendiculaires  aux  trajectoires  de  leurs  points. 

Tous  ces  complexes  pos sčden t  en  commun  l 'hyperbolo ďde 

pour  obtenir  l ' équat ion  de  cet  hyperbo lo ďde ,  i l  suffit  d ' é l iminer m,  n ,  J A ,  V  entre 

les  équat ions  p récéden tes  et  celles  de  la  droite.  On  est  conduit  ŕ  l ' équa t ion 

qui  n'est  autre  que  celle  de  l 'hyperboloďde  central.  Cela  devait  ę t r e ,  car  on  a  vu 

que  les  généra t r ices  G  de  cette  surface  sont  normales  ŕ  toutes  les  trajectoires 

possibles  de  leurs  différents  points. 



CHAPITRE  IV 

D Й P L A C E M E N T  I N F I N I M E N T  P E T I T  D ' U N C O R P S  S O L I D E  A S S U J E T T I 

A  D E U X  C O N D I T I O N S . 

54.  Lorsqu 'un solide  est  assujetti  ŕ  deux  conditions,  on peut  cons idérer  les  six 

p a r a m č t r e s  qui  d é t e r m i n e n t  sa  position  comme  des  fonctions  de  quatre  variables 

i ndépendan te s  r , s, t,  6.  L a  variation  de  chacune  de  ces  quan t i t és  produit  u n 

certain  dép lacement  du  corps  et  le  dép lacement  total  d'un  point  quelconque 

M (a, b,  c)  sera  la  somme  géomét r ique  des  chemins  dus  i so lément  ŕ  la  variation 

de r,  de s,  de t  et  de  6,  de  sorte  que  l 'on  aura 

I l  est  clair  qu'en  généra l  les  points  du  solide  sont  susceptibles  de  se  mouvoir 

dans  toutes  les  directions.  I l  existe  cependant  de  certaines  sér ies  de  points  qui  ne 

peuvent  décr i re  que  des  é l ément s  de  surface  et  cela  quel  que  soit  le  dép lacemen t 

compatible  avec  les  liaisons. Pour  obtenir  ces  points,  i l  suffit  d'exprimer  que  la 

direction  du  dép lacement ox, oy, oz  est  perpendiculaire  ŕ  une  autre  direction 

a,  (3, y  quels  que  soient r, s, t,  6,  ce  qui donne  l a condition 

On  est  ainsi  conduit  ŕ  quatre  relations  analogues  ŕ  la  suivante  : 

que  l 'on  obtiendrait  en  r e m p l a ç a n t  l ' indice r  par  les  indices s, t  et  9.  Faisant 

a  S 
ensuite  ­ — m, -  = n, c —  0, a  = \x, b =  v et  w =  mv  — n\i,  i l vient 

Y  T 

que  nous  écr i rons  plus  simplement  Q,. =  0,  et  les  deux  droites  communes  aux 

quatre  complexes 



les  équat ions  de  l'une  de  ces  droites  inconnues,  les  cosinus directeurs  devant  ętre 

invariables,  on  doit  avoir  les  relations 

seront  le  l ieu  des  points  qui  ne  décr ivent  que  des  é l émen t s  de  surface.  O n  peut 

donc  dire  que  : 

Dans un solide assujetti à deux conditions, il existe deux droites qui ont la 

propriété d'être normales à toutes les trajectoires possibles de leurs différents 

points. On voit aussi que ces points ne peuvent décrire que des éléments de surface. 

D r o i t e s  i m m o b i l e s . 

55.  Cherchons  actuellement  s i ,  parmi  tous  les  d é p l a c e m e n t s  possibles  du 

solide,  i l en  existe  pour  lesquels  certaines  droites  restent  immobiles  et  qui  puis­

sent  par  suite  servir  d'axes  de  rotation  sans  glissement  pour  ces  m ę m e s  dépla­

cements. 

Soient 

dont  la  3 E  est  une  conséquence  des  deux  autres,  puisque  l 'on  a 

D'un  autre  côté ,  le  point a, b, c  de  la  droite  devant  ętre  immobile ,  on  aura 

Й l iminan t  ensuite r, s, t,  0 entre  les deux  p r e m i č r e s  (2) et  les  deux  p r e m i č r e s  (3), 

puis  entre  les  deux  p r e m i č r e s  (2)  et  les  de rn ič res  (3),  i l vient  les  deux  équat ions • 

Posant  enfin  ­  =  m ,  ­  = m, c =  0 , a = b •==- v, M  —  mv  —  ap,  ces  équat ions 



prennent  la  forme 

O n  peut  donc  dire  que les droites susceptibles de rester immobiles pour des 

déplacements convenables du solide constituent une congruence qui a évidemment 

pour directrices les deux droites perpendiculaires aux trajectoires de leurs points 

qui ont été obtenues précédemment. 

A x e s  i n s t a n t a n é s  g l i s s a n t s . 

5 6 .  Proposons­nous  plus  géné ra l emen t  la  recherche  des  axes  in s t an t anés  glis­

sants  relatifs  ŕ  tous  les  dép lacemen t s  possibles  du  sys tčme  des  valeurs  r , s, t,  0 

a t t r ibuées  aux  variables  i n d é p e n d a n t e s . 

1 on  pose 

les  équat ions  de  l'axe  i n s t an t ané  seront 

les  cosinus  directeurs  de  cet  axe  seront 

et  le  glissement  le  long  de  l'axe  aura  pour  valeur 

Quant  ŕ  la vitesse  de  rotation  w,  sa  formule  est 

ce  qu i donne  pour  le  p a r a m č t r e  du  mouvement 

Cela  posé ,  mult ipl ions  les  deux  termes  des  rapports  (1)  par  P ,  Q, R  et  ajouton 

terme  ŕ  terme,  i l  vient  pour  r e p r é s e n t e r  l'axe  ins tan tané  deux  quelconques  de 

équat ions 
ex ly lz 

P  =  Q  ~  Iď 
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L a  direction de  Taxe  ne  devant  pas  changer,  on  doit  avoir 

I l  ne  reste  plus  qu ' ŕ  é l iminer r, s, t,  0 entre  les  quatre  équat ions  homogčnes 

Ce  qui  donne,  en  introduisant  les  é l émen t s  ordinaires  de  la  droite, 

11 est  facile  de  voir  que  le  coefficient  de  /«;' est  nul ,  que  celui  de k  est  de  la  forme 

m A  ­ f ­ .nB ,  A  et  B  étant  des  constantes,  donc  le  d é t e r m i n a n t  est  de  la  forme 

Donc, l'ensemble de tous les axes instantanés glissants dont le paramètre 

correspondant est donné forme un complexe linéaire. Si l'on fait varier k, on a 

un système de complexes contenant la congruence 



CHAPITRE V 

D Й P L A C E M E N T  I N F I N I M E N T  P E T I T  D ' U N  C O R P S  S O L I D E  A S S U J E T T I 

A  U N E  S E U L E  C O N D I T I O N . 

57.  Lorsqu 'un solide  est  assujetti  ŕ  une  condition  unique,  les  p a r a m č t r e s  qui 

fixent  sa  position  peuvent  ę t r e  cons idérés  comme  des  fonctions  de  5  variables 

i ndépendan te s  r ,  s, t,  0,  ?,  et  les  dép lacements  infiniment  petits  d'un  point  quel­

conque  M (a, b,  c)  ont  pour  projections  des  expressions  de  la  forme 

en  posant a'r = ur + qrc  — r,. 6,  e t c . . 

O n  voit  i m m é d i a t e m e n t  qu ' i l  n'existe  pas  de  droites  normales  aux  trajectoires 

de  leurs  différents  points,  quel  que  soit  le  dép lacement  possible  du  solide.  11 

faudrait  égaler  ŕ  zéro  les  5  coefficients  de r, s, t,  9,  <p dans  l ' équat ion 

ce  qui  donnerait  5  équa t ions  de  la  forme 

c'est­ŕ­dire  5  complexes  l inéa i res  qui  n'ont  pas  en  généra l  de  droites  communes. 

Quant  aux  droites  du  solide  susceptibles  d 'ę t re  immobi l i sées  pour  des  déplace­

ments  convenables  du  corps,  nous  les  obtiendrons  en  é l iminant r, s, t,  <p, 0 entre 

les  équat ions 

oů  a'. == qry  —  r R [3 ,  etc..'. 



On  arrive  ainsi  ŕ  l ' équat ion 

Introduisant  enfin  les  é léments  ordinaires de  la droite m,  n , {*, v et  w =  mv — n\>.7 

i l  vient 

d 'oů  l 'on voit  que l'ensemble des droites qui sont susceptibles d'être immobilisées 

constitue un complexe linéaire qui dépend de la nature de la condition imposée 

au solide. 

Dans  le  cas  oů  la  condition  i m p o s é e  au  solide  consiste  en  ce  qu 'un  point  de 

celui­ci  est  astreint  ŕ  se  mouvoir sur  une  surface  d o n n é e  fixe,  l a  proposition  p ré ­

céden te  est  presque  évidente  et  le  complexe  des  droites  immobiles ,  c'est­ŕ­dire 

des  droites  pouvant  servir  d'axes  ins tan tanés  sans  glissement,  n'est  autre  que 

l'ensemble  de  toutes  les  droites  qui  rencontrent  la  normale  ŕ  la  surface  donnée 

au  point  qui  doit  la  déc r i re .  O n  voit  en  effet  que,  s i  l 'on  fait  tourner  le  corps 

autour  d'une  droite  quelconque  rencontrant  cette  normale,  le  pied  de  celle­ci  ne 

quittera  pas  la  surface.  Mais  la  condition  dont  i l  s'agit  n'est  pas  la  plus  généra le 

que  l 'on  puisse  imposer  ŕ  un  solide  ainsi  que  nous  le  verrons  plus  l o i n . 

équation qui, développée, se réduit a la lorme 

D r o i t e s  i m m o b i l e s  q u i  c o r r e s p o n d e n t  ŕ  u n e  c o n d i t i o n  d o n n é e . 

5 8 .  Une  condition  quelconque  imposée  ŕ  un  corps  solide  se  traduit  par  une 

relation  entre  les  coordonnées  variables  de  certains  points xt yl zt x% y^ zt  e t c . . 

l iés  au  corps  en  mouvement,  et  certains  cosinus  a „  (J„  y,,  a „  ... 

Soit 
F (xlylzl  052y2z2  ...  a t r i l T l  a,  ...)  =  0 

cette  relation.  S i  l 'on  donne  au  solide  un  d é p l a c e m e n t  compatible  avec  cette 

condition,  on  aura  entre  les  variations  des  coordonnées  des  points  cons idérés  et 

celles &es cosinus  directeurs  l ' équa t ion 



D'un  autre  côté ,  soient 

les  équa t ions  d'une  droite  immobile ,  c'est­ŕ­dire  d'une  droite  autour  de  laquelle 

on  peut  faire  tourner  le  solide  sans  que  la  relation  (1)  cesse  d 'ę t re  satisfaite.  L e 

dép lacement  d 'un  point  quelconque x, y, z  sera  d o n n é  par  les  formules 

bx = Vp(z  —  С )  —  V y (y  —  В ) , 

by =  V y (x  —  A )  —  V a (z — G), 
bz =  V a (y  —  В )  — V ,8 (ас —  A ) , 

V  r e p r é s e n t a n t  la vitesse  de  rotation. 

Ces  formules,  appl iquées  aux  points osl yx z l x i y i  . . .  et  aux  cosinus  a t  y, 

donnent,  ap rčs  la  substitution  dans  l ' équa t ion  (1)  et  l a  suppression  de V , 

Si  enfin  dans  cette  équat ion  on  introduit  les  é l ément s  ordinaires  de  la  droite  en 

faisant 

A  =  (л,  В  =  V ,  С  —  О, 

on  obtient  u n  r é su l ta t  de  la  torme 

A w  +  В и  +  G +  Р ц  +  Q v  +  R u  —  0, 

qui  r e p r é s e n t e  un  complexe  l inéa i re .  Donc : 

Pour une liaison donnée, l'ensemble des droites immobiles ou susceptibles de 

servir d'axe de rotation sans glissement constitue un complexe linéaire. 

Dans  le  cas  particulier oů  u n  point  du  solide xt yt z,  est  assujetti  ŕ  se  mouvoir 

sur  une  surface  d o n n é e  F (x, yx z) =  0,  la  relation  (4)  se  rédu i t  ŕ  celle­ci  : 

(2) 

ou  eneore  ŕ 

m v  — п \х ==  ы, 



qui  exprime  que  la  droite  immobile  A rencontre  la  normale  ŕ  la  surface.  I l  est 

évident  d'ailleurs  que  toute  rotation  autour  d'une  droite  A rencontrant  la  normale 

fait  décr i re  au  pied  de  celle­ci  un  é l émen t  de  trajectoire  si tué  sur  la  surface 

d o n n é e . 

Supposons  maintenant  que  la  condition  imposée  au  solide  se  traduise  par  une 

relation  entre  les  directions  de  certaines  droites  a,  (3, y,  a,  (3, y 4  . . .  l ' équat ion  (2) 

devient  alors 

a  3̌ 
ou  encore,  en  posant  toujours  ­  =  m ,  ­ =i n, 

qui  r e p r é s e n t e  un  complexe  l inéa i re  de  droites  pa ra l l č l e s  ŕ  un  plan  fixe. 

On  peut  se  rendre  compte  de  ce  résu l ta t  de  la  m a n i č r e  suivante,  en  supposant 

que  la  condition imposée  au  solide  ne  contienne  toutefois  qu'une  seule  direction 

(a,  [3, y). S i par  un  point  fixe  de  l'espace  on  m č n e  des  para l lč les  ŕ  l a  direction 

mobile  a,  [3, y, dans  ses  positions  successives, on  obtient un  certain cône  directeur, 

et  i l est  évident  que  toute  rotation  infiniment  petite  autour  d'une  droite  s i tuée 

dans  le  plan  normal  ŕ  l ' é lément  de  ce  cône ,  impr ime  ŕ  la  direction  u n  change­

ment  compatible  avec  la  condition imposée .  I l  en  sera  de  m ę m e  de  tout  axe  de 

rotation  para l lč le  au  plan normal  précédent .  D u reste,  l ' équat ion 

exprime  visiblement que  la direction a,  ˇ3,  y, de  l'axe  cherché ,  celle de  la direction 

en t ra înée  a„  (3,, y,  et  celle  de  la  normale  au  cône  directeur  sont  para l lč les  ŕ  u n 

m ę m e  plan. 

I l  nous  est  maintenant  facile  de  d é t e r m i n e r  l 'ensemble  des  droites  immobiles  A 

compatibles  avec  u n  sys tčme  de  liaisons  d o n n é e s . 

Supposons  par  exemple  que  trois  points  d'un  solide M„  M , ,  M 3 soient  assujettis 

ŕ  se  mouvoir  sur  3  surfaces  d o n n é e s .  L'ensemble des  droites  immobiles possibles 

est  é v i d e m m e n t  l 'hyperboloďde  des  3  normales  aux  surfaces  d o n n é e s .  S i  de  plus 

le  solide  est  assujetti  ŕ  une  relation  oů  figurent  des  directions  a,  y,  a a  les 

droites  immobiles  devant  en  outre  ętre  paral lč les  ŕ  un  certain  plan,  ne  peuvent 



ę t re  que  les  deux  généra t r ices  de  l 'hyperboloďde  qu i  sont  para l lč les  ŕ  ce  plan  et 

d'un  sys tčme  opposé  ŕ  celui  des  3  normales. 

S i  deux  points  d'un  solide  sont  assujettis  ŕ  se  mouvoir  sur  deux  surfaces  fixes, 

l 'ensemble  des  axes  possibles  forme  une  congruence  qui  a  pour  directrices  les 

deux  normales.  S i en  outre  le  solide  est  astreint  ŕ  une  condition  de  direction,  les 

axes  possibles  devant  ę t re  para l lč les  ŕ  un  certain  plan  forment  un  pa rabo lo ďde . 

S i  enfin  le  solide est  assujetti  ŕ  deux  conditions  d'orientation,  les  axes  possibles 

devant  ę t re  para l lč les  ŕ  deux  plans  fixes  sont  para l lč les  ŕ  leur  intersection,  et  si 

en  outre  un  point  du  corps  se  meut  sur une  surface,  les  axes  ins t an tanés  possibles 

forment  un  plan  m e n é  par  la  normale  ŕ cette  surface. 

E n  r é s u m é , les axes instantanés possibles forment un complexe, une congruence, 

un hyperboloïde ou un système de deux droites, selon que le solide est assujetti à 

une, à deux, à trois ou à quatre conditions. Si le nombre des conditions s'élève 

à cinq, il n'existe plus de droites immobiles d'une manière générale. 

A x e s  i n s t a n t a n é s  r e l a t i f s  ŕ  u n e  c o n d i t i o n  d o n n é e . 

5 9 .  S i  l 'on  adjoint  ŕ  la  rotation  V  autour  d'une  droite  immobile A un  certain 

glissement g  le  long  de  cette  droite,  les  formules  du  déplacement  deviennent 

par  suite,  l ' équat ion  (2)  se  complique des  termes 

Divisant  ensuite  par  V y , on  trouve,  pour  le complexe des  axes  ins tan tanés  glissants 

compatibles  avec  la  condition (2),  une  équat ion  de  la  forme 

S i k  varie,  le  complexe  change  en  conservant  celles  de  ses  droites  qui  sont  paral­

lčles  ŕ  un  certain  plan. 

Quand  un  solide est  assujetti  ŕ  deux  conditions, l'ensemble  des  axes  in s t an t anés 

glissants  de  m ę m e  p a r a m č t r e k  constitue  une  congruence. 

A  trois  conditions  correspondent  les  généra t r ices  d'un  m ę m e  sys tčme  d'un 

hyperboloďde  t rouvé  p r é c é d e m m e n t ,  et  qui  varie  avec k. 

A  quatre  conditions  correspondent  deux  axes  ins tan tanés  glissants  de  m ę m e 

p a r a m č t r e k  et  qui  font  partie  d'un  conoďde  dont  nous  avons  déjŕ  pa r l é . 

Enfin,  si  le  solide est  assujetti  ŕ  cinq  conditions,  i l  n'existe  plus  d'axes  instan­

tanés  glissants  ayant  un  p a r a m č t r e  arbitraire k  assigné  d'avance. 



Examinons  ce  cas  en  particulier.  A u x  c inq  conditions  données  correspondent 

c inq  complexes  auxquels  l'axe  c h e r c h é  doit  appartenir  et  dont  les  équa t ions  sont 

de  la  forme 

Й l iminan t  w ==  m y — ny.,  nous  obtenons  4  équa t ions  l inéa i res  en  m , n,  ;x,  y, 

d'oů  nous  tirerons  pour  ces  é l é m e n t s  des  valeurs  fonctions  de k.  Ces  valeurs 

s'expriment  par  des  fractions  rationnelles  dont  les  deux  termes  sont  du  second 

degré  en k,  et,  subs t i tuées  dans  l'une  des  équat ions  des  complexes,  elles  donnent 

une  équa t ion  du  5 e  degré  en k. 

Donc, quand un solide est assujetti à cinq conditions, il existe en général cinq 

axes instantanés glissants ayant chacun un paramètre unique et compatibles avec 

ces conditions. 

D r o i t e s  p e r p e n d i c u l a i r e s  ŕ  t ou te s  l e s  t r a j e c t o i r e s  p o s s i b l e s 

de  l e u r s  d i f f é r e n t s  p o i n t s . 

60.  Cons idérons  d'abord  un  solide  assujetti  ŕ  une  condition.  Nous  avons  vu 

que  l 'ensemble  des  axes  i n s t an t anés  A  sans  glissement  constitue  u n  complexe 

l inéa i re .  L e  solide peut  donc  tourner  autour  d'une  infinité  de  droites  A; or,  pour 

qu'une  droite  D  tournant  autour  d'une  autre  A  soit  normale  ŕ  la  trajectoire  de 

tous  ses  points,  i l faut  et  i l  suffit  que  D  rencontre  A. 

Cherchons  donc  ŕ  quelle condition une  droite  peut  rencontrer  toutes  les  droites 

d'un  complexe 

11 suffit  d'identifier cette  équat ion  avec  celle du  complexe  des  droites  qui  rencon­

trent  une  droite  donnée 

et  qui  est 

o  bien 

L'identification  ind iquée  donne 

A  B 

~ .  =  J [ ' . '  »1  =  R ' 



T H K V E N E T . 

qui  r e p r é s e n t e  un  complexe  dont  le  p a r a m č t r e  est  n u l  et  qu i n'est  autre que  celui 

de  toutes  les  droites  qui  rencontrent  la  normale  ŕ  la  surface  d o n n é e . 

V o i c i  un  exemple  dans  lequel  le  complexe  des  axes  possibles  a  encore  un  para­

m č t r e  n u l . 

U n  solide  se  meut  de  m a n i č r e  ŕ  ce  que  la  somme  des z  de  trois  de  ses  points 

M , (xt yt  z,),  M , (xi y2 z,),  M 3 (x3 y3 z3)  reste  constante.  L a  condition  F  =  0  se 

r é d u i t  alors  ŕ 

qui  exprime  que  l 'un  de  ses  points  se  meut  sur  une  surface,  le  complexe  des  axes 

possibles  se  rédu i t  ŕ 

le  signe  S  s ' é tendant  ŕ  tous  les  indices  de x, y, z, ce, ̌ 3, y. 

S i  la  condition  imposée  au  solide se  r édu i t  ŕ 

Donc,  pour  qu ' i l  existe  une  droite  normale  ŕ  toutes  les  trajectoires  possibles  de 

ses  points,  i l faut,  et  i l suffit  que  l 'on  ait 

et  l ' é l iminat ion  des  i n d é t e r m i n é s  m„ n„  {*„ v„  conduit  а la condition 

qui  exprime  que  le  p a r a m č t r e  du  complexe  doit  ę t r e  n u l . 

Or  nous  avons  vu  qu ' ŕ une  condition 

correspond  le  complexe  des  axes  possibles 

21 



L e  complexe des  axes  devient 

et  son  axe 

résu l t a t  p r é v u ,  puisque  d 'aprčs  la  condition  d o n n é e  le  centre  de  grav i té  du 

triangle  M , M ,  M 3 conserve  une  hauteur  constante  et  par  suite  se  meut  sur  u n 

é l é m e n t  de  surface  qui n'est  autre  qu 'un  plan  horizontal,  et  i l  est  clair  que  toute 

droite  rencontrant  l a  verticale du  centre  de  gravi té  peut  servir  d'axe  i n s t a n t a n é 

sans  glissement. 

V o i c i  un  autre  exemple pour  lequel  le  p a r a m č t r e  du  complexe n'est  pas  nul  et 

dans  lequel  i l n'existe  aucune  droite perpendiculaire ŕ  toutes  les  trajectoires  pos­

sibles  de  ses  points. 

Cons idé rons  la  condition 

L e  complexe­ des  axes  est  alors 

et  son  p a r a m č t r e  a  pour  n u m é r a t e u r  — zi  + z„  expression  qui  n'est  pas  nul le . 

Pour  que  la droite  che rchée  existe,  i l faudrait  que  l 'on eы t 

ou  que  les  points  M t et  M , fussent  dans  un  m ę m e  plan  horizontal.  On  voit  par 

suite  que  : 

Les conditions que Von peut imposer à un solide sont de deux espèces princi-

pales. Les premières sont celles pour lesquelles il existe une série de points en 

ligne droite ne décrivant que des éléments de surfaces trajectoires, quels que 

soient les déplacements possibles; les secondes sont celles pour lesquelles aucun 

point du solide ne peut décrire un élément de surface unique, quels que soient 

encore les déplacements possibles. 

Lorsqu'un solide est assujetti à deux conditions, tous les axes possibles forment 

une congruence, ils rencontrent donc tous deux droites qui en sont les directrices 

et qui sont normales à toutes les trajectoires possibles de leurs points. 

Si le nombre des conditions s'élève à trois, les axes possibles forment un hyper-

boloïde, et toutes les génératrices du système opposé à ces axes auront la propriété 

demandée. 

Avec quatre conditions les axes possibles sont au nombre de deux, et. toute 

droite rencontrant les deux premières sera normale à toutes les trajectoires 

possibles de ses points. 

Enfin, avec cinq conditions, on sait que les droites normales aux trajectoires 

de leurs points forment un complexe linéaire. 



C l a s s e m e n t  des  c o n d i t i o n s  a u x q u e l l e s  u n  s o l i d e  p e u t  ę t r e  a s s u j e t t i . 

61.  U n  solide  é tan t  d o n n é  dans  une  certaine  position,  on  peut  le  dép lace r 

infiniment  peu  d'une  infinité  de  m a n i č r e s ,  et  sa  nouvelle  situation  d é p e n d  de  six 

p a r a m č t r e s  infiniment  petits  qu i  seront,  s i  l 'on  veut,  les  trois  c o o r d o n n é e s  nou­

velles u, v, w  d'un  point  0 '  du  solide  qui  primitivement  occupait  l 'origine  des 

axes  fixes O'x, O'y,  0 ' z,  puis  trois  rotations  infiniment  petites p, q, r  autour  de 

ces  m ę m e s  axes. 

Alo r s  toute  condition  i m p o s é e  ŕ  un  solide  revient  ŕ  relation  l inéa i re  entre  ces 

six  p a r a m č t r e s  de  la  forme 

Cherchons  les  axes  i n s t an t anés  possibles  sans glissement.  Les  équa t ions  de  l ' un 

d'eux  seront 

et,  si  l 'on désigne  par  Y  la vitesse  de  rotation  correspondante,  un  point  quelconque 

M (x, y, z)  ép rouve ra  par  le  fait  de  cette  rotation  u n  dép lacemen t 

D 'un  autre  côté,  le  m ę m e  point  M (x, y, z)  a  ép rouvé ,  par  suite  du  d é p l a c e m e n t 

u, v, w  de  l 'origine  0 '  et  de  la  rotation (p, q,  r ) ,  u n  d é p l a c e m e n t 

Identifions  ces  deux  sér ies  de  formules  qui  doivent  donner  les  m ę m e s  valeurs 

pour lx, Zy, Iz,  quelles  que  soient y  et z,  i l vient 

et  comme  par  hypo thčse u, v, w, p, q, r  satisfont  ŕ  la  condition  (1),  on  aura,  en 

divisant  par  V , 

ce  qui  donne  le  complexe 

Cela  posé ,  nous  distinguerons  deux  cas  : 



jo  Le  p a r a m č t r e  est  nul  et  l 'on  a 

On  sait  qu'alors  toutes  les  droites  du  complexe  rencontrent  une  m ę m e  droite  qui 

aura  l a  p r o p r i é t é  d 'ę t re  normale  ŕ  toutes  les  trajectoires  possibles  de  ses  points. 

Demandons­nous  alors  quelle  est  la  signification  géomét r ique  de  la  condition 

p récéden te . 

S i  nous  donnons  au  solide un  mouvement  de translation  quelconque  compatible 

avec  la  condition (1)  qui  l u i est  imposée ,  i l  suffira  de  faire p =  0, q  =  0, r =  0, 

et  i l vient 
Au + Bv + Giv == 0. 

Donc,  dans  toutes  les  translations  possibles  du  solide,  le  point  0 '  ne  sort  pas 

d'un  certain  plan  que  nous  nommerons  le plan des translations. 

Imprimons  maintenant  au  solide  toutes  les  rotations  compatibles  avec  l ' équa­

tion  (1) sans  déplacer  l 'origine 0 ' ,  i l vient 

Donc,  tous  les  axes  de  rotation  possibles  du  solide  (lorsque  l 'un  de  ses  points 

est  immobile) sont  dans  un  m ę m e  plan que  nous  appellerons  le plan des rotations. 

Or  la  condition  (2)  exprime  que  le  plan  des  rotations  est  perpendiculaire  au 

plan  des  translations 
2°  On  a 

AP  +  BQ ­t­  C R ^ 0. 

L e  plan  des  rotations  est  alors  oblique  au  plan  des  translations,  et  i l  n'existe 

aucune  droite  normale  ŕ  toutes  les  trajectoires  possibles  de  ces  différents  points. 

Й tan t  donnée  une  condition  géométr ique  quelconque,  on  pourra,  pour  la 

classer,  p rocéde r  de  la  man ič r e  suivante  : 

On  cherchera  deux  translations  compatibles  avec  les  liaisons  données  et,  par 

les  deux  dép lacements  d'un  m ę m e  point  arbitraire,  on  fera  passer  un  plan T,  puis 

on  cherchera  deux  rotations  compatibles  avec  la  condition  géomét r ique  donnée 

et  qui  laissent  immobile un  point  arbitrairement  choisi.  Par  les  deux  axes  corres­

pondants  on  fera  passer  un  plan  R ,  i l ne  restera  plus  qu 'ŕ voir  si  les  plans  T  et  R 
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