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PREMIÈRE THÈSE. 

SUR LES 

SURFACES A GÉNÉRATRICE CIRCULAIRE. 

P R E M I È R E P A R T I E . 

I. 

1. C o n s i d é r o n s un s y s t è m e invar iab le dont la pos i t ion dans Tespace 

d é p e n d e d 'un p a r a m è t r e un ique / , et soit O X Y Z u n t r i è d r e t r i rectangle 

faisant partie de ce s y s t è m e . Le p lan X O Y enveloppe une surface d é v e -

loppable et l 'axe i n s t a n t a n é de rota t ion re la t i f au point 0 se trouve 

dans un m ô m e plan avec OZ et l a c a r a c t é r i s t i q u e du plan X O Y . S u p -

posons que O X ait é t é pr i s p a r a l l è l e à cette c a r a c t é r i s t i q u e , on pour ra 

passer d 'une pos i t ion d u s y s t è m e à la pos i t ion in f in iment vois ine par 

une translat ion éga l e et p a r a l l è l e au d é p l a c e m e n t du po in t 0 , suivie 

d'une ro ta t ion . Soient 
u dl, ç dl, w dl 

les composantes du d é p l a c e m e n t de 0 suivant O X , O Y , O Z ; 

p dl, r dl 

les rotations composantes autour de O X , O Z . 

Les c o o r d o n n é e s d 'un point quelconque de l'espace par rapport à 

ces trois axes mobiles sont, en g é n é r a l , des fonctions de / et de deux 

autres variables ©, ^i;, dont d é p e n d le mouvement re la t i f du poin t ; s i 

l ' o n d é s i g n e par dx, dy, dz les d i f f é ren t i e l l e s totales de ces coordon-

n é e s , par ^œ, ^y, âz les accroissements qu 'e l les a c q u i è r e n t relat ivement 



à un s y s t è m e d'axes fixes q u i , avant le d é p l a c e m e n t , c o ï n c i d e r a i e n t 

avec les axes mobi les , on a 

(1) 

De m ê m e , si A , B , C d é s i g n e n t les cosinus directeurs, relat ivement 

à O X , O Y , O Z , d'une d i rec t ion var iable , suivant une lo i quelconque, 

on a 

(2) 

Les q u a n t i t é s q u i f igurent dans ces formules ont un sens g é o m é -

t r ique t r è s s imple . 

Si l ' on chois i t pour / l ' a rc de la trajectoire d u point 0 , M , W sont les 

cosinus directeurs de la tangente à cette courbe , relat ivement aux axes 

m o b i l e s ; i l est d 'a i l leurs p r é f é r a b l e , pour ne pas é c a r t e r le cas où le 

point 0 serait f ixe, de ne pas f ixer a priori le sens de cette var iable / . 

Quant à pdl, rdl, ce sont é v i d e m m e n t les angles de tors ion et de 

contingence de l ' a r ê t e de rebroussement de la surface e n v e l o p p é e par 

le p lan X O Y . Les é q u a t i o n s de la c a r a c t é r i s t i q u e sont 

Si l ' on c o n s i d è r e le point où cette droite coupe l 'axe O Y , on pourra 

calculer les variations de ses c o o r d o n n é e s à l 'a ide des relations ( i ) ; on 

aura de m ê m e les var ia t ions des cosinus directeurs de O X , en faisant 

A = I , B = C = o dans les formules on obtiendra a ins i les é q u a -

tions de la c a r a c t é r i s t i q u e in f in iment voisine et, par sui te , les coordon-

nées du point correspondant de l ' a r ê t e de rebroussement; on trouve 

ains i 

un accent d é s i g n a n t , i c i et dans la suite, une d é r i v é e prise par rap-

port à /. 



2. C o n s i d é r o n s maintenant, dans le p lan X O Y , un cercle de centre 0 

et de rayon var iable R . Ce cercle , si R est une fonct ion de / seulement, 

engendrera une surface c e r c l é e de l ' e s p è c e la plus g é n é r a l e , et toute 

l igne t r a c é e sur cette surface pou r r a ê t r e c o n s i d é r é e comme la trajec-

toire absolue d 'un point M ayant, sur le cercle , un mouvement re l a t i f 

d é t e r m i n é . Soit (p l 'angle M O X ; les c o o r d o n n é e s de M é t a n t R c o s © , 

R s i n © , o, nous aurons (i) 

Nous poserons 

(3) 

et nous aurons, en appelant ds le d é p l a c e m e n t inf iniment petit du 

point M , i l ' i n c l i n a i s o n de ce d é p l a c e m e n t sur la g é n é r a t r i c e c i r cu la i r e , 

le Tableau suivant : 

(4) 

L ' a i l e comprise entre deux cercles inf in iment vois ins est é v i d e m m e n t 

(5) 

C'est, comme on voit , une i n t é g r a l e e l l ip t ique dans le cas g é n é r a l ; 

elle s 'obtient à l 'aide des fonctions é l é m e n t a i r e s si M et Q, e n v i s a g é s 

comme fonctions de t ang^ , ont u n facteur l i n é a i r e c o m m u n ; nous ver-

rons, dans la seconde Part ie , que c'est la condi t ion n é c e s s a i r e et suffi-



s a n t é pour que la g é n é r a t r i c e c o n s i d é r é e ait un point c o m m u n avec la 

g é n é r a t r i c e inf in iment vo i s ine . 

Observons aussi que les trajectoires orthogonales des g é n é r a t r i c e s 

ont pour é q u a t i o n 

Nous y reviendrons dans la seconde Par t i e . 

o. Courhare géodésique. — La q u a t r i è m e des é q u a t i o n s ( 4 ) peut 

s ' é c r i r e 

D ' a p r è s la formule connue, s i ~ d é s i g n e la courbure g é o d é s i q u e 

d 'un é l é m e n t i n c l i n é d 'un angle / sur la courbe / = : c o n s t . , co l 'angle 

des deux l ignes c o o r d o n n é e s , on a . 

Or ic i 

(6) 

d 'où 

(7) 

D é v e l o p p o n s le second membre de cette é q u a t i o n et r e m p l a ç o n s - y 

uni, c o s ï par i l vient 

Si nous tenons compte des relat ions (3) , cette é q u a t i o n se s impl i f ie 

et devient 

(8) 



On aura, d ' a p r è s cela, les l ignes g é o d é s i q u e s , en i n t é g r a n t les deux 

é q u a t i o n s s i m u l t a n é e s 

(9) 

4. Normales, plans tangents. — Soient X, p., v les cosinus directeurs 

de la normale au po in t ( / ip) . S i nous é c r i v o n s que cette droite est nor-

male à la g é n é r a t r i c e et à sa trajectoire orthogonale, c 'es t -à-d i re à deux 

droites ayant pour coefficients de d i rec t ion , l 'une 

l 'autre 

en posant 

(10) 

nous aurons 

(11) 

V est, par c o n s é q u e n t , l ' angle que fait le plan tangent avec le plan de 

la g é n é r a t r i c e ; sa va leur est fournie par les relat ions ( l o ) . Quant à 

l ' é q u a t i o n m ê m e du plan tangent, c'est 

(12) 

Si l 'on se d é p l a c e sur la surface, les variat ions des cosinus directeurs 

de la normale se calculeront en appl iquant les relat ions ( 2 ) h X, ,a, v, 

ce qu i donne 



Nous poserons, pour s impl i f ier ), 

(13) 

et i l v iendra , en appelant (iw l 'angle de deux normales inf iniment voi-

sines. 

(14) 

Le sens g é o m é t r i q u e de l 'angle d^/^ r é s u l t e nettement de la d e r n i è r e 

des é q u a t i o n s ( r 4 ) ; i l est a isé de donner pour d^ une i n t e r p r é t a t i o n 

g é o m é t r i q u e é g a l e m e n t s imple . E n effet, l 'angle que la trace du plan 

langent sur X O Y fait avec O X a pour tangente ^ ; l 'angle inf in iment 

petit dont tourne cette trace, le plan X O Y é t a n t s u p p o s é fixe et ne 

c o ï n c i d a n t avec le plan du cercle q u ' à l ' o r ig ine d u d é p l a c e m e n t , aura 

donc pour valeur 

Or s i , dans c£t te express ion, nous r e m p l a ç o n s X, f-, ^ X , à\j. par leurs 

valeurs, elle se r é d u i t p r é c i s é m e n t \ d^-^d^^ n'est donc autre chose que 

l 'angle dont a t o u r n é la trace du plan tangent sur le plan fixe avec 

lequel c o ï n c i d a i t le plan du cercle avant le d é p l a c e m e n t . 

On peut avoir besoin d ' é v a l u e r dy^ en fonction du d é p l a c e m e n t 

et de son inc l ina i son ; i l faut pour cela, dans les é q u a t i o n s q u i les défi-

nissent, remplacer et d'j) par leurs valeurs t i r ées des é q u a t i o n s ( 4 ) ; 

on trouve ains i 

(15) 

(1) La mélhodo suivie ici, pour trouver les équations relatives aux éléments différentiels 
du second ordre, est évidemment applicable sans modification à une surface définie par 
une génératrice de nature quelconque, et les équations trouvées ici conserveraient la môme 
forme dans le cas général; les valeurs particulières de d-^, dx caractérisent seules les sur-
faces spéciales que nous avons en vue. 



JI. 

1. Torsion géodésique. Lignes de courbure. Ombilics. — L 'ang le de 

torsion g é o d é s i q u e d'un é l é m e n t ayant pour cosinus directeurs a, /3, 7 

est d o n n é par la formule 

Or on a ( 1 1 ) , 

D'autre part, les é q u a t i o n s (4) donnent 

ou encore 

Portons ces valeurs dans l 'express ion de dx^-, nous aurons 

ou, en r é d u i s a n t , 

(16) 

On en conclut , pour l ' é q u a t i o n des l ignes de courbure , 

l'7) 

Si l ' on veut n'y introduire que l 'angle i, on devra v remplacer <:/'|, 

D 2 



di par leurs valeurs t i rées des é q u a t i o n s ( [5) , ce qu i donne i m m é d i a -

tement 

ou , en s impl i f iant . 

(18) 

Les é q u a t i o n s des ombi l ics s 'obtiendront en expr imant que les direc-

tions pr incipales sont i n d é t e r m i n é e s , ce q u i donne 

(19) 

2. Lignes asymp to tiques. Courbures principales. — Si nous conser-

vons les notations du n u m é r o p r é c é d e n t , l ' é q u a t i o n des l ignes asym-

ptotiques est 

ou , d ' a p r è s les formules e m p l o y é e s dans ce m ê m e n u m é r o . 

ou , en s impl i f iant , . 

(20) 

Ic i , comme pour les l ignes de courbure, on ne doit laisser subsister 

que l 'angle i. P o u r cela, r e m p l a ç o n s d/, d'i^ par leurs valeurs t i rées des 

relations ( i 5 ) . Nous aurons, toutes r é d u c t i o n s faites. 

(21) 

Cherchons entin les courbures pr incipales . Soit C l 'une d'elles, nous 

aurons 

(22) 



les ^ d é s i g n a n t un d é p l a c e m e n t effectué le l ong d'une l igne de cour-
bure ; on aura donc 

(23) 

R e m p l a ç o n s dl et dy^ par leurs valeurs en fonct ion de i; nous aurons 

(24) 

Il ne reste plus q u ' à é l i m i n e r i entre cette é q u a t i o n et celle des l ignes 

de courbure ( i 8 ) ; on trouve alors, toutes r é d u c t i o n s faites. 

(25) 

On obt iendra les é q u a t i o n s d i f fé ren t ie l les qu i conviennent à une sur-

face min ima en observant qu 'on doi t avoir , quel que soit cp, 

de m ê m e les é q u a t i o n s d i f fé ren t ie l les qu i d é t e r m i n e n t les surfaces cer-

c lées applicables sur une s p h è r e de rayon a s 'obtiendront à l 'aide de 

l ' i d e n t i t é 

Il est c la i r que nous avons, dans tout ce q u i p r é c è d e et pour ainsi 

dire tacitement, a d o p t é un sens bien d é t e r m i n é sur la normale en 

chaque poin t ; i l est néces sa i r e de savoir si ce sens est d i r i g é du pied 

de la normale vers le centre de courbure , ou dans le sens o p p o s é . Pour 

faire cette d i s t inc t ion , i l nous suffira de nous placer dans un cas part i -

cu l ie r , par exemple celui d'une surface de r é v o l u t i o n . I l est c la i r que 

celui des deux centres de courbure qu i se trouve sur l 'axe OZ aura son 

z posi t i f ou n é g a t i f suivant que l 'angle V sera obtus ou a i g u ; ceci posé , 

les c o o r d o n n é e s de centre de courbure sont, en g é n é r a l , d o n n é e s par 

les é q u a t i o n s 

(26) 



les signes s u p é r i e u r s allant ensemble; la d e r n i è r e donne 

V é tan t s u p p o s é a igu, Z devra ê t re néga t i f . 

Or , supposons Y aigu et le rayon de courbure c o m p t é du pied de la 

normale vers le centre; alors on doit avoir 

i l faut donc dans ce cas choàsi r le signe s u p é r i e u r ; au contraire, si l ' on 

convient, et nous adopterons cette convent ion, de compter le rayon de 

courbure du centre de courbure vers le pied de la normale pos i t i -

vement, et n é g a t i v e m e n t en sens contraire, nous aurons, pour dé t e r -

miner les c o o r d o n n é e s du centre de courbure, 

U E T I X I È M E P A R T I E . 

I. 

1. X o u s al lons maintenant d é v e l o p p e r quelques-unes des c o n s é -

quences des r é s u l t a t s qu i p r é c è d e n t . Soient G une g é n é r a t r i c e c i rcu la i re , 

G ' la g é n é r a t r i c e infiniment vois ine . Les plans de ces deux cercles se 

coupent suivant une droite A A ' , que nous appellerons la caractéristique. 

Son é q u a t i o n est, comme nous l 'avons v u , 

les deux points A , A ' , où elle coupe G , sont donc d o n n é s par l ' é q u a -

tion 

D'autre part , la g é n é r a t r i c e G ' p r o j e t é e sur le plan de G a pour é q u a -



ti on 

et par suite la corde commune à cette projection et au cercle G , que 

Vïg. I. 

nous appellerons simplement Vaxe radical, a pour é q u a t i o n 

les points a, a ' , où elle coupe le cercle G , sont donc fournis par l ' é q u a -

tion 

Les deux droites aa ' , A A ' se coupent en U B point P ayant pour coor-

d o n n é e s 

L a polaire C C de ce point,^ par rapport à G , a donc pour é q u a t i o n 

et les deux points G, C' sont d o n n é s par l ' équa t i on 

Or on r e c o n n a î t a i s é m e n t que cette d e r n i è r e peut s ' é c r i r e , en conser-

vant les notations e m p l o y é e s j u s q u ' i c i , 



Ceci p o s é , les points A A ' , aa', C C , P p o s s è d e n t des p r o p r i é t é s impor-

tantes que nous allons exposer. 

D é m o n t r o n s d'abord une p r o p r i é t é fondamentale des points C, C ; 

cette p r o p r i é t é se d é d u i r a i t a i s é m e n t des é q u a t i o n s relatives à la cour-

bure ; mais , à cause de son importance, nous en donnerons une d é m o n -

strat ion directe et g é o m é t r i q u e . 

Soient 
Fig. 2. 

M , M ' deux points inf in iment voisins de G ; 

M T , M ' T ' les tangentes correspondantes; 

Q L l ' in tersect ion des deux plans tangents a la surface aux m ê m e s 

points . 

Le t r i è d r e Q L T T ' nous donne 

ou , en appelant dv l 'angle des deux plans tangents et n é g l i g e a n t les 

inf in iment petits du t r o i s i è m e ordre . 

d 'où 

Cette relat ion donne l ' angle de deux normales inf iniment voisines 

dont les pieds sont sur une m ê m e g é n é r a t r i c e . S i maintenant nous 



appelons H l 'angle que M T fait avec la tangente c o n j u g u é e , on a 

o u , en passant à la l i m i t e . 

d ' o ù l ' on d é d u i t , enfin. 

(27) 

D ' a p r è s cela, la condi t ion ^ — o é q u i v a u t à H = ^ et, par suite, les 

points C, C de 1 sont ceux où le cercle C est tangent à une l igne 

de courbure de la surface; nous sommes donc conduits au t h é o r è m e 

suivant : 

THÉORÈME. — / / existe sur chaque génératrice deux points où cette 

génératrice est tangente à une ligne de courbure de la surface et les 

deux points sont situés sur la polaire du point où l'axe radical rencontre 

la caractéristique. 

De m ê m e , la cond i t ion s i n V = o ou w -hpWa'inç ~ o é q u i v a u t à 

H = o, les points AA' de la fg. i sont donc ceux où la g é n é r a t r i c e esl 

tangente à une l igne asymptot ique, et l ' on a ce t l i é o r è m e : 

THÉORÈME. — / / existe sur chaque génératrice deux points où elle est 

tangente à une ligne asymptotique de la surface, et ces deux points sont 

situés sur la caractéristique. 

11 est c la i r que chacun de ces deux t l i é o r è m e s souffre une exception 

si la droite C C , dans le p remier cas, ou A A ' dans le second, est i n d é -

t e r m i n é e ; dans le premier cas, i l y aurait une inf in i té de points de cour-

bure ou , en d'autres termes, la surface se raccorderai t avec une s p h è r e 

le long de G , qu i serait alors une l igne de courbure . Dans le second 

cas, la surface toucherait le plan mobi le tout le long de la g é n é r a l r i c e . 

'1. Position relative de deux génératrices infiniment voisines. — E n 

g é n é r a l , G , G ' n 'auront aucun point c o m m u n ; pour q u ' i l en soit autre-



ment, i l faut é v i d e m m e n t que leur point de rencontre soit à la fois sur 

la c a r a c t é r i s t i q u e et sur l 'axe rad ica l , en d'autres termes, que P soit 

sur le cerc le ; celte cond i t i on , qu i est d 'ai l leurs suffisante, s 'exprime 

par la re la t ion 

(7.8) 

Lorsqu ' e l l e a l i eu , les points C, G' se confondent avec P , et la g é n é -

ratrice est osculatrice en ce point à une l igne de courbure de la sur-

face. 

Si l 'on veut que les deux g é n é r a t r i c e s aient deux points communs , 

i l faudra expr imer que les deux droites A A ' , a a ' c o ï n c i d e n t , ce qu i 

donne alors 

(^^9) 

S i ces condi t ions sont rempl ies , P est i n d é t e r m i n é et la surface touche 

une s p h è r e suivant le cercle G qui est une l igne de courbure ). 

I l peut enfin arr iver que ces droites aa ' , A A ' se.confondent avec une 

m ê m e tangente a G ; pour q u ' i l en soit a ins i , on doi t ajouter aux condi -

tions p r é c é d e n t e s celle q u i expr ime que la distance — — du centre à A A ' 

est éga le à — R , par exemple , et l ' on obtient alors les trois é q u a t i o n s 

(3o) 

3. Distribution des plans tangents le long d'une génératrice. — Nous 

avons t r o u v é , pour l ' express ion de l 'angle V que fait le p lan tangent 

avec le plan du cercle, 

Soient 7 l ' i nc l ina i son du d é p l a c e m e n t du centre sur l 'axe OZ du 

(1) Il peut y avoir exception : si l'une des conditions est donnée a priori et que la 
seconde vienne s'introduire ensuite, les points de courbure resteront déterminés; si l'on 
se donne, une fois pour toutes, « = o, les deux points en question sont donnés par 
cos'f = o; si, au contraire, c'est la condition « v — j o I l R ' = o qui s'introduit d'abord, les 

deux points de courbure sont donnés par l'équation sin'f 



cercle, co l ' inc l ina i son de ce m ê m e d é p l a c e m e n t sur le rayon qui vient 

aboutir au point de contact; supposons de plus que la variable i n d é -

pendante / s o i t l 'arc de trajectoire du centre, et d é s i g n o n s par di: l ' angle 

infiniment petit des plans de deux g é n é r a t r i c e s voisines : l ' é q u a t i o n 

p r é c é d e n t e pourra s ' éc r i r e 

Sous cette forme, l 'analogie entre les surfaces r é g l é e s et celles que 

nous é t u d i o n s est mise en é v i d e n c e ; «Ile est surtout c o m p l è t e lorsque 

dl=o ou lorsque cosy =r i ; en effet, dans ces deux cas, l 'angle co dis-

p a r a î t de l ' é q u a t i o n , q u i devient 

soit langV: soif tang 

d 'où le t h é o r è m e suivant ; 

THÉORÈME. — Lorsque, pour une généralrice particulière, le centre esl 

stationnaire ou se déplace normalement au plan de cette génératrice, la 

tangente de l'angle que fait le plan tangent avec le plan du cercle varie, 

le long de ce cercle, proportionnellement au sinus de l'arc compris entre 

un point fixe et le point de contact. 

Revenons au cas g é n é r a l ; appelons points conjugués du cercle deux 

points M , M ' en l igne droite avec le point P ; l ' é q u a t i o n de la corde M M ' 

é t a n t mise sous la forme 

on aura, en chacun des deux points M , M ' , 

en d'autres termes, les deux plans tangents en M et M ' i ront couper 

Taxe des z au m ê m e po in t ; la droite d ' intersection de ces deux plans 

rencontre d 'a i l leurs toujours la polai re C C de P ; et i l est é v i d e n t qu 'e l le 

d é t e r m i n e , sur ces deux droites C C , Oz, quand on fait var ier X, deux 

divisions homographiques ; elle engendre, par c o n s é q u e n t , un hyper-

b o l o ï d e à une nappe, ce qu i nous donne le t h é o r è m e suivant : 

THÉORÈME. — Les plans tangents en deux points conjugués se coupent 

sur une droite qui rencontre dans toutes ces positions l'axe du cercle et la 
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ligne qui joint les points de courbure; elle détermine sur ces deux droites 

deux divisions komographiques et, par suite, décrit un hyperboloïde à une 

nappe. 

On obtient a i s é m e n t l ' é q u a t i o n (Je cet h y p e r b o l o ï d e ; c'est 

(3i) {uy — vx) ((T'̂ r — uz) pj\.x{\i'x - i - Ri/,) = o. 

L ' h y p e r b o l o ï d e se r é d u i r a à deux plans si C C passe au centre, c'est-

à -d i re si P est r e j e t é à l ' i n f m i , c ' e s t - à -d i r e s i u = o\ l ' h y p e r b o l o ï d e 

se r é d u i t alors à deux plans confondus avec Y O Z . 

Le cas où P est i n d é t e r m i n é é c h a p p e é v i d e m m e n t aux raisonnements 
M 

qu i p r é c è d e n t , le rapport ^ é t a n t alors- i nva r i ab le . Dans ce cas, tous 

les plans tangents coupent OZ au m ê m e p o i n t ; la s p h è r e qu i se rac-

corde avec la surface le l o n g du cercle G a son centre sur O Z ; les coor-

d o n n é e s de ce point sont 

Nous reviendrons plus l o i n sur ce cas p a r t i c u l i e r . 

I l y a un second cas o ù le cercle c o n s i d é r é est une l igne d 'ombre , 

c'est celui où /> = o, c ' e s t - à -d i r e où le plan du cercle se d é p l a c e paral-

l è l e m e n t à l u i - m ê m e . 

4 . Lieu des normales. — L a normale au point /̂ ç? a pour é q u a t i o n s 

Le point où la normale rencontre OZ a pour o r d o n n é e — R c o t V ; 

i l est c la i r que ce point est le m ê m e pour deux points c o n j u g u é s du 

cercle. De plus , la m a n i è r e dont la posi t ion de ce point varie quand on 

déc r i t le cercle d é p e n d uniquement de la d ispos i t ion relat ive des 

quatre points A , A', a , a.' {fig. i); en A , A', la normale rencontre OZ 

à l ' i n f i n i ; en a, a' , au con t ra i re , la normale est c o u c h é e dans le p la i i 

du cercle. S i P est e x t é r i e u r au cercle, l ' i nc l ina i son de cette normale 

atteint un m a x i m u m ou un m i n i m u m aux deux points C, G , qu i sont 

alors r é e l s ; s i P est i n t é r i e u r , ces valeurs l imi tes de l 'angle V n 'exis tent 

pluis. 11 me p a r a î t inu t i le d ' insister davantage sur cette discuss ion. S i , 



entre les é q u a t i o n s p r é c é d e n t e s , nous é l i m i n o n s 9, nous obtiendrons 

l ' é q u a t i o n du l i eu des normales. 

Cette é l i m i n a t i o n se fait sans d i f f icu l té ; on t i r e , en effet, des é q u a -

t ions p r é c é d e n t e s 

avec 

d ' où 

ou enfin 

Tel le est la surface l i eu des normales ; l ' é q u a t i o n , mise sous cette 

forme, met en é v i d e n c e le t h é o r è m e suivant : 

THÉORÈME. — Les normales aux différents points d'une même généra­

trice circulaire rencontrent toutes une même conique. 

Cette conique , que nous nommerons conique auxiliaire, le cercle 

d o n n é et l 'axe de ce cercle sont trois directr ices qu i déf in i s sen t d 'une 

façon t r è s p r é c i s e la surface du q u a t r i è m e ordre e n g e n d r é e par les nor-

males. L a construct ion g é o m é t r i q u e de la conique aux i l i a i r e r é s u l t e 

i m m é d i a t e m e n t de ses é q u a t i o n s , qu i sont 

(32) 

On voit tout de suite que la project ion de cette conique sur le phan du 

cercle passe au centre 0 et aux deux points asymptotiques A , A ' . E n 

outre, la conique et le cercle sont sur une m ê m e surface du second 

ordre ; en d'autres termes, i ls ont deux points communs s i t ué s sur la 

droite 

Ces deux points a',, a, sont d i a m é t r a l e m e n t o p p o s é s aux points a , a ' de 

la fig. I ; entin le plan de la conique est p a r a l l è l e au plan normal de la 



l igne des centres, et, en déf in i t ive , cette courbe se trouve d é t e r m i n é e 

j)ar c inq points . 

Dans le cas g é n é r a l , l a cons t ruct ion de chaque normale sera la sui-

vante : Ayan t construit l a conique a u x i l i a i r e , pour avoir la normale en 

un point M , on fera passer u n plan par ce point et l 'axe du cercle . Ce 

plan coupera la conique en deux points , dont l ' un s i tué sur O Z ; on 

jo indra l 'autre au point M , et l 'on aura la normale c h e r c h é e . 

5. Cherchons dans quel cas la conique sera un cercle. L a surface 

admet comme plans cycl iques les deux plans 

Pour que le plan de la conique soit p a r a l l è l e au plan du cercle , i l 

faut qu 'on ait 

Pour q u ' i l soit p a r a l l è l e au plan py i l faut que 

(33) 

Dans le premier cas, le d é p l a c e m e n t du centre est normal au plan de 

la g é n é r a t r i c e ; le cercle mobi le et le cercle c o n j u g u é sont s i t u é s dans 

des plans p a r a l l è l e s . 

Dans le second cas, le d é p l a c e m e n t du centre est perpendicu la i re à 

la c a r a c t é r i s t i q u e ; de p lus , on a / ? R w H - vW = o, et la g é n é r a t r i c e c i r -

culaire a son p lan perpendicula i re à ce lu i du cercle c o n j u g u é . 

Cherchons encore dans quel cas la conique a u x i l i a i r e se r é d u i t à un 

s y s t è m e de droi tes . 

Supposons d 'abord R' = o, on aura deux droites s i t u é e s dans les deux 

plans 
z — o, w + py — o. 

L a p r e m i è r e est à rejeter comme ne pouvant servir à la construct ion des 

normales ; la seconde se projette suivant la c a r a c t é r i s t i q u e . L a surface 



l ieu des normales a alors pour é q u a t i o n 

elle est déf inie par deux directrices recti l ignes et une directr ice c i r c u -
laire . 

Le cas p r é c é d e n t é t a n t é c a r t é , l ' é q u a t i o n d u c w i e a y a n t pour sommet 

le centre 0 et pour directr ice la conique est 

Pour q u ' i l se r é d u i s e à un s y s t è m e de plans, i l faut qu 'on ait 

c ' e s t - à -d i r e , d ' a p r è s ce que nous avons v u , que la g é n é r a l r i c e rencontre 

la g é n é r a t r i c e inf iniment voisine G ' . 

Quand cela a l i e u , i l est c la i r que l 'une des droites dont se compose 

la conique aux i l i a i r e ne peut ê t r e prise pour di rect r ice des normales ; 

elle correspond au facteur qu 'ont alors en c o m m u n les deux fonctions 

M , Q . Il est aisé de d é t e r m i n e r l a por t ion de l a conique auxi l i a i re q u ' o n 

doit conserver. 

E n efiTet, cette conique rencontre dans tous les cas l'axe des^; si elle 

se scinde en deux droites, l 'une au moins doit rencontrer OZ, et on 

doit l a rejeter, l a normale ne pouvant é v i d e m m e n t rester dans un pian 

fixe. Or revenons au c ô n e p r é c é d e n t : ce lu i des deux plans obtenus en 

le scindant et qu i ne contient pas OZ a pour é q u a t i o n 

On en conclut a i s é m e n t , pour les é q u a t i o n s de la d i rec t r ice rec t i l igne . 

E n r é s u m é , on est conduit au t h é o r è m e suivant : 

THÉORÈME. — Pour que les normales aux différents points d'une même 

généralrice rencontrent, outre Vaxe de cette génératrice, une seconde 

droite fixe, il faut et il suffit : ou que la variation du rayon soit nulle ou 

que la génératrice ait un point commun avec la génératrice infiniment 

voisine. 



Remarque. — Il est impor tant d'observer que la fonction r ne joue 

aucun rô le dans la t h é o r i e p r é c é d e n t e , on pourra donc, dans toutes les 

questions qu i s'y rattachent, admettre sans i n c o n v é n i e n t que z = o, 

c'est-a-dire que le plan du cercle mobile roule sur un cy l indre . 

6 . Classification des surjaces cerclées. — Les c o n s i d é r a t i o n s q u i p r é c è -

dent conduisent à une classification rat ionnelle des surfaces c e r c l é e s , 

fondée sur la si tuation relat ive de deux cercles inf iniment vo i s in s ; on 

est ainsi condui t à les s é p a r e r en quatre classes p r inc ipa les . 

i'*" CLASSE. — Deux cercles inf in iment vois ins n 'ont, en g é n é r a l , 

aucun point c o m m u n ; les normales, le l o n g d'une m ê m e g é n é r a t r i c e , 

rencontrent une conique f ixe; chaque g é n é r a t r i c e est tangente en deux 

points distincts à une l igne de courbure de la surface. 

1^ CLASSE. — Chaque g é n é r a t r i c e a un point c o m m u n unique avec 

la g é n é r a t r i c e voisine : les points communs forment sur la surface une 

courbe à laquel le le cercle mobile reste constamment tangent. Les nor-

males le long d 'un m ê m e cercle rencontrent, outre l 'axe de ce cercle, 

une droite f ixe; enfin, chaque g é n é r a t r i c e est osculatrice en un point à 

une l igne de courbure de l a surface. 

3*̂  CLASSE : Enveloppes de sphères ( ' ) . — Deux g é n é r a t r i c e s inf in iment 

voisines ont constamment deux points communs ; le cercle mobile reste 

constamment tangent à deux directr ices cu rv i l ignes ; les normales cor-

respondant aux points d'une m ê m e g é n é r a t r i c e forment un c ô n e de 

r é v o l u t i o n , et chaque g é n é r a t r i c e est une l igne de courbure de la sur-

face. 

4*" CLASSE. — Pour les surfaces de cette classe, les deux directr ices 

curvi l ignes dont nous venons de parler se confondent , et le cercle 

mobi le reste constamment osculateur à une l igne à double courbure . 

Les c a r a c t è r e s analytiques sont : pour la d e u x i è m e classe. 

(28) 

(1) Il est clair que le mot enveloppe ne s'applique ici qu'à une sphère variable dépen-
dant d'un seul paramètre arbitraire; de plus, nous entendons ici que l'enveloppe est engen-
drée par la caractéristique de la sphère mobile, et non par telle autre génération circulaire 
dont elle peut être susceptible. 



pour la t r o i s i è m e classe, 

(29) 

pour la q u a t r i è m e classe. 

(3o) 

I l est a isé de vér i f ie r que, pour ces d e r n i è r e s surfaces, le point 011 la 

c a r a c t é f i s t i q u e touche T a r ê t e de rebroussement appartient bien à la 

g é n é r a t r i c e . E n effet, nous avons t r o u v é (F® Part ie) pour les coordon-

nées de ce point 

Si l 'on y remplace w par /?R, v par R ' , on obtient i m m é d i a t e m e n t 

7. Remarque. — Pour c o m p l é t e r l a classif icat ion p r é c é d e n t e , i l est 

néces sa i r e de chercher à quel c a r a c t è r e on pourra r e c o n n a î t r e que trois 

cercles inf in iment voisins sont sur une m ê m e s p h è r e . 

Observons pour cela que le centre de la s p h è r e e n v e l o p p é e , dans le 

cas g é n é r a l des surfaces de t r o i s i è m e classe, a pour c o o r d o n n é e s 

Si l 'on appl ique à ce point les formules (1), on obtient 

i l suffit d ' expr imer que ce point est immob i l e et les c a r a c t è r e s analy-

tiques c h e r c h é s sont alors 

(3i) 

( ' ) Il faut tenir compte de la restriction indiquée dans la note de la page 18. Les condi-
tions (29) peuvent être remplies sans que la surface soit enveloppe de sphère. Il suffit de 
supposer qu'elles s'introduisent successivement; la surface serait alors un cas limite d'une 
surface plus générale, pour laquelle une seule des deux conditions serait satisfaite. 



on a r r i ve r a i l au m ê m e r é s u l t a t en expr imant , d ' a p r è s les é q u a t i o n s ( 1 9 ) , 

que tous les points de la g é n é r a t r i c e sont des o m b i l i c s . 

8. Formules particulières aux enveloppes de sphères. — Dans le cas 
des enveloppes de s p h è r e s , les fonctions qu i f igurent dans la t h é o r i e 

g é n é r a l e ne sont pas toujours les p lus s imples ; i l peut ê t r e ut i le d ' i n -

t roduire celles qui se rat tachent à la courbe déférente ou l i eu des 

centres des s p h è r e s e n v e l o p p é e s . Le passage d ^ i n groupe de fonctions 

à l 'autre ne p r é s e n t e d ' a i l l eurs aucune di f f icul té . 

Les c o o r d o n n é e s du centre C de l ' e n v e l o p p é e sont 

leurs var ia t ions 

la tangente à la d é f é r e n t e est donc d i r i g é e suivant O Z , et l 'arc ds de 

cette courbe est lié à notre variable / par l ' é q u a t i o n 

Les cosinus directeurs de la tangente à la d é f é r e n t e é t a n t 0 ,0 , i , si 

nous l eur appl iquons les é q u a t i o n s (2), nous aurons pour leurs var ia -

tions 

la normale pr incipale est donc p a r a l l è l e à notre axe des / , et, si l 'on 

appelle h la courbure de la d é f é r e n t e , on aura 

Enf in on vér i f iera i t de m ê m e que la b inormale de la d é f é r e n t e est 

p a r a l l è l e à O X et que sa torsion k est d o n n é e par l ' é q u a t i o n 

Observons de plus que, le rayon p de la s p h è r e e n v e l o p p é e é t a n t éga l 



à on aura 

II est a i sé de donner maintenant le Tableau comple t des formules 

de t ransformat ion . Prenons dl= ds, d ' o ù i ; nous aurons 

(32) 

les c inq fonctions g é n é r a l e s sont b i en e x p r i m é e s en fonction des é l é -

ments de la d é f é r e n t e et du rayon p de l ' e n v e l o p p é e . Observons enfin 

que l 'on a 

(33) tang 

9. Théorème de M. Rîbaucour. — Il est v is ib le que les relat ions p r é -

c é d e n t e s contiennent la t h é o r i e s p é c i a l e de nos enveloppes de s p h è r e s . 

E n faisant la subst i tut ion dans les é q u a t i o n s g é n é r a l e s de la p r e m i è r e 

Par t ie , la plupart de ces é q u a t i o n s se s impl i t iera ient notablement; nous 

nous contenterons de d é m o n t r e r le t h é o r è m e suivant , d ű à M . R i b a u -

cour , et qu i expr ime une des p r o p r i é t é s les p lus remarquables de ces 

surfaces p a r t i c u l i è r e s . 

THÉORÈME. — Lorsqu'on se déplace sur la caractéristique d'une enve­

loppe de sphères, le centre de courbure correspondant ci la ligne de cour-

hure non circulaire décrit une conique, située dans un plan perpendicu­

laire au plan osculateur de la déférente. 

Les c o o r d o n n é e s du centre de courbure sont , d ' a p r è s les é q u a -

tions (26), 

C é t a n t la courbure pr inc ipa le correspondante. 

Dans le cas des enveloppes de s p h è r e s , l 'une des courbures est 
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c o s V ; or le produit des courbures (25) se r é d u i t pour à 

la seconde courbure a donc pour expression 

les c o o r d o n n é e s du centre de courbure correspondant sont alors 

E n é l i m i n a n t 9, on obtient les é q u a t i o n s du l i eu des centres de cour-

bure , savoir 

la p r e m i è r e r e p r é s e n t e le e ô n e des normales, la seconde un p lan , ce 

qu i d é m o n t r e le t h é o r è m e . 

Observons que le plan de la conique passe par l ' in tersect ion des 

plans de deux cercles inf in iment voisins et q u ' i l est perpendiculaire au 

plan osculateur de la d é f é r e n t e . 

Pour que cette conique soit un cercle, i l faut que le plan qu i la con-

tient soit perpendiculaire à O Z , ce qu i exige/? = o ; en d'autres termes, 

cela n 'a l ieu que dans les surfaces de r é v o l u t i o n . 

E l l e se r é d u i r a à deux droites si le plan passe à l ' o r i g ine , c ' e s t -à -d i re 

si = o ; d 'a i l leurs , comme on a, dans le cas des enveloppes de s p h è r e s . 



et que p ne peut ê t r e nu l en m ê m e temps que w, on en conclurai t R' = o. 

Mais cela ne peut jamais avoir l i e u ; car alors toutes les normales, le 

long de la g é n é r a t r i c e , devant rencontrer l 'axe de celle-ci et une droite, 

et ne pouvant ê t r e dans un m ê m e p lan , passeraient toutes par le centre 

du cercle; en d'autres termes, la surface serait un canal et, dans ce cas, 

on aurait n é c e s s a i r e m e n t v = o', le centre serait donc immobi le ainsi 

que le rayon R , et la surface se r é d u i r a i t à une s p h è r e . 

Dans le cas des surfaces canaux, on a 

et 

L e plan de la conique de M . Ribaucour se r é d u i t alors au plan m ê m e 

de la g é n é r a t r i c e et le c ô n e des normales à deux plans confondus avec 

l u i . . 

10. L a p r o p r i é t é relative a un couple de points c o n j u g u é s , q u ' i l est 

b ien facile d ' é t a b l i r g é o m é t r i q u e m e n t , montre qu 'on peut envisager 

une surface ce rc lée de l ' e spèce la plus g é n é r a l e , comme l 'enveloppe 

d'une s p h è r e dont l'équation dépendrait de deux paramètres. 

E n effet, les normales en deux points c o n j u g u é s coupent l 'axe du 

cercle en un m ê m e point K s i t ué à une distance R c o t V du centre 0 . L a 

s p h è r e d é c r i t e de ce point K comme centre avec un rayon éga l à 

touche donc la surface en ces deux points. Cette remarque va nous 

permettre de c o m p l é t e r ce que nous avons à dire sur la fig, i . 

Outre les points A A ' , aa ' , C C , i l existe quatre points remarquables, 

imaginaires et d o n n é s par l ' intersect ion avec les deux droites 

Ces deux couples de points c o n j u g u é s correspondent à deux s p h è r e s 

de rayon n u l , doublement tangentes à la surface; en d'autres termes, 

les points s i tués sur l 'axe des z à des distances du centre éga les à 

± R v ^ — I sont des foyers; on a donc sur la surface r é g l é e , e n g e n d r é e 

par l 'axe du cercle, deux focales imaginai res , equidistantes de la l igne 

des centres. 



Les c o o r d o n n é e s du pô le P sont (p. 15) : 

Ce point appartenant, d'une part à la c a r a c t é r i s t i q u e , d'autre part au 

plan radical des s p h è r e s d é c r i t e s sur deux g é n é r a t r i c e s in t in iment vo i -

sines comme grands cercles, sera le centre d'une s p h è r e coupant ortho-

gonalement toutes les s p h è r e s bitangentes qui contiennent l 'une ou 

l 'autre de ces deux g é n é r a t r i c e s . 

S ' i l arr ive que le point P soit stationnaire, i l sera, d ' a p r è s cela, le 

centre d'une s p h è r e orthogonale a trois sér ies consécu t ive s de s p h è r e s 

bitangentes; enfin, s ' i l est fixe dans l'espace, la surface sera uneana l lag-

matique à dé f é r en t e r é g l é e et P sera le centre de la s p h è r e d i rect r ice . 

On peut s'en assurer sans diff icul té par le ca lcul et donner en m ê m e 

temps les c a r a c t è r e s analytiques auxquels on r e c o n n a î t r a que P est sta-

tionnaire : s i nous appl iquons aux c o o r d o n n é e s p r é c é d e n t e s les for-

mules g é n é r a l e s de d é p l a c e m e n t , les condit ions c h e r c h é e s seront 

ce qu i donne i c i 

la condi t ion âz = o é t a n t é v i d e m m e n t satisfaite d ' e l l e - m ê m e . S i nous 

é l i m i n o n s r e n t r e ces deux relat ions, i l vient 

d ' o ù , en i n t é g r a n t . 

k é t a n t une constante a rb i t ra i re . Cette re la t ion, qu i peut s ' éc r i r e 



montre que le point P est le centre d'une s p h è r e qu i coupe or thogona-

lement toutes les s p h è r e s bitangentes à la surface et ayant leurs centres 

sur la surface des axes; le t h é o r è m e est donc d é m o n t r é ; le rayon de la 

s p h è r e directrice est d 'a i l leurs égal à k. 

Cyclide osculatrice. — Les r é s u l t a t s p r é c é d e n t s mettent en é v i d e n c e 

l ' u t i l i t é q u ' i l peut y avoir à in t rodu i re , dans l ' é t u d e des surfaces cer-

c l é e s , les cyclides comme aux i l i a i r e s . Une g é n é r a t r i c e c i rcula i re é t a n t 

d o n n é e , si l 'on prend pour s p h è r e directr ice la s p h è r e de centre P et 

qu i contient les deux foyers correspondants, pour dé fé r en t e l 'hyperbo-

loïde osculateur à la surface r é g l é e e n g e n d r é e par l 'axe, ces deux 

é l é m e n t s déf in i s sen t une cycl ide q u i pourra ê t r e sans i n c o n v é n i e n t sub-

s t i tuée à la surface e l l e - m ê m e tant q u ' i l s 'agira de p r o p r i é t é s concer-

nant deux g é n é r a t r i c e s c o n s é c u t i v e s ( ' ) . S i , pour une g é n é r a t r i c e par-

t i c u l i è r e , le point P est stationnaire, la m ê m e cycl ide fournira toutes 

les p r o p r i é t é s qu i d é p e n d e n t de trois cercles inf iniment vois ins . 

En f in , d ' a p r è s ce qu i p r é c è d e , on voi t qu 'une surface anal lagma-

tique ne peut admettre de g é n é r a t r i c e s c i rculaires que si la surface 

dé fé ren te est r é g l é e . Ce t h é o r è m e est dű à M . Laguer re . 

II. 

' 1. Trajectoires orthogonales des génératrices. — L ' é q u a t i o n des tra-

jectoires orthogonales des g é n é r a t r i c e s est 

Le cercle é t a n t s u p p o s é en mouvement, un point M mobile sur ce 

cercle aura un mouvement angulaire re la t i f égal à rdl-^do, ce mou-

vement é t a n t éva lué à par t i r d'une droi te l iée invariablement au 

plan X O Y . Posons rdl=da\ soit a l 'angle de la tangente au cercle 

avec la l igne des centres, on a 

Donc : 

THÉORÈME. — Pour qu'un point mobile sur le cercle décrive une Ira-

(1) On pourra mômo, dans ce cas, prendre pour déférente n'importe quel hyperboloïde 
tangent à la surface des axes le long de OZ. . . 



jectoire orthogonale des génératrices, il faut et il suffît que sa vitesse 

relative, projetée sur la tangente, soit constamment égale et de signe 

contraire à la vitesse du centre, projetée sur cette même droite. 

Observons que la fonction p ne figure pas dans l ' é q u a t i o n p r é c é -

dente; i l r é s u l t e de là que le cas géné ra l se r a m è n e i m m é d i a t e m e n t au 

cas 011 tous les cercles seraient s i t u é s dans un seul et m ê m e p l a n ; en 

d'autres termes, le relation entre / et © ne sera nul lement a l t é r ée si 

l'on é t e n d sur un plan la surface e n v e l o p p é e par le plan du cercle. 

Il faut seulement supposer alors que chaque plan tangent, en se 

rabattant, e n t r a î n e avec l u i le cercle correspondant et que, de plus , 

l 'angle 9 est éva lué à par t i r d'une direct ion d o n n é e par la tangente à la 

l igne suivant laquelle se transforme l ' a rê te de rebroussement. 

L ' é q u a t i o n des trajectoires se r a m è n e i m m é d i a t e m e n t à une é q u a t i o n 

de R i c c a t i . S i l ' on pose, en effet, 

(35) 

elle devient 

On d é d u i t de là deux c o n s é q u e n c e s importantes : 

1 ° L a d é t e r m i n a t i o n des trajectoires orthogonales sera c o m p l è t e m e n t 

obtenue si l 'on conna î t une seule de ces trajectoires; 

2" D ' a p r è s un t h é o r è m e bien connu, le rapport anharmonique de 

quatre solutions d'une é q u a t i o n de Riccat i est constant; i c i ce rapport 

sera i n d é p e n d a n t de / ; d'autre part, t ang^ ou X est le coefficient angu-

laire de la corde qui joint le point mobi le M a un point fixe sur le 

cercle; on est donc conduit à ce t h é o r è m e : 

THÉORÈME. — Quatre trajectoires orthogonales coupent deux généra­

trices quelconques suivant deux systèmes de points ayant le même rapport 

anharmonique. 

Nous entendons par rapport anharmonique de quatre points d'une 

c i r confé rence celui des quatre droites qu i les joignent à un point arbi-

traire de cette c i r c o n f é r e n c e . 



Si l 'une ou l 'autre des q u a n t i t é s A , B est nul le , l ' i n lcgra t ion esl ' 

i m m é d i a t e m e n t r a m e n é e a u n e quadrature. On r e c o n n a î t a i s é m e n t que 

dans ce cas la l igne des centres se transforme en une droite lorsqu 'on 

planifie la surface e n v e l o p p é e par le plan du cercle. 

2 . Points centraux. — E n suivant jusqu 'au bout l 'analogie avec les 

surfaces r é g l é e s , on est conduit à appeler point central un point où la 

g é n é r a t r i c e est à une distance maxima ou min ima de la g é n é r a t r i c e 

inf iniment voisine. 

Ces points sont é v i d e m m e n t ca rac t é r i s é s par ce fait que la courbure 

g é o d é s i q u e de la trajectoire orthogonale y est égale à zé ro . Ils sont 

donc d é t e r m i n é s par l ' é q u a t i o n 

ou 

On les obtiendra en coupant le cercle par l 'hyperbole equilatere 

Il existe donc sur chaque g é n é r a t r i c e quatre points centraux; i ls 

sont, avec le centre, sur une m ê m e hyperbole equilatere; d 'où l 'on 

conclut que deux d'entre eux, au moins , sont toujours r ée l s . Ils d é t e r -

minent sur la surface quatre courbes analogues à la l igne de str ict ion 

d'une surface r é g l é e ; mais q u i , d 'a i l leurs , ne paraissent p r é s e n t e r 

aucune p r o p r i é t é s imple . 

T R O I S I È M E P A R T I E . 

Nous nous proposons maintenant de d é t e r m i n e r une surface ce r c l ée , 

d ' ap rè s une p r o p r i é t é g é n é r a l e i m p o s é e à ses g é n é r a t r i c e s . 

1. 

1. P R O B L È M E . — Trouver les surfaces qui admettent comme lignes géo-

désiques les trajectoires orthogonales d'une série de génératrices circulaires. 



Les points où la courbure g é o d é s i q u e de la trajectoire orthogonale 

est nulle sont, comme nous l 'avons v u , sur l 'hyperbole é q u i l a t ë r e i 

Nous aurons les é q u a t i o n s du p r o b l è m e en é c r i v a n t que cette courbe 

est i n d é t e r m i n é e , ce q u i donne ' 

i * ' Si nous supposons R ' ^ ^ o , u doit ê t r e n u l , et la seconde é q u a t i o n 

exige r = o, p = o; cette solut ion donne é v i d e m m e n t les surfaces de 

r é v o l u t i o n ; 

2° W = O, u ^ o , = O. — Il faut alors q u e / ? R w = o : o r n e peut 

ê t r e nul en m ê m e temps que v, si u^o; donc w = o. 

Dans ce cas, prenons, pour variable i n d é p e n d a n t e /, l 'arc de la l igne 

des centres; nous aurons 

et la solut ion sera d o n n é e par les é q u a t i o n s 

a é t an t une constante arbi t ra i re . 

I n t e r p r é t o n s ces relat ions; si nous nous reportons aux é q u a t i o n s qu i 

donnent le point où la c a r a c t é r i s t i q u e touche son enveloppe, elles 

deviennent, dans le cas actuel , 

donc le centre de la g é n é r a t r i c e est sur l ' a rê te de rebroussement; le 

rayon de torsion de cette a r ê t e est d 'a i l leurs ^ ou a, i l est constant, 

enfin le rayon du cercle est constant et éga l au rayon de torsion, et son 

plan est osculateur à la trajectoire du centre. 

E n r é s u m é : • ^ . -

Le centre du cercle décrit une courbe à torsion constante; son plan est 

osculateur à cette courbe, et son rayon est constant et égal au rayon de 

torsion de la ligne des centres. 

Ces surfaces sont, avec les surfaces de révolution, les seules qui répondent 

à la question. . 



2. On sait d é t e r m i n e r , à l 'a ide de quadratures, toutes les courbes à 

torsion constante. M . Serret a d o n n é la solut ion de cette question [voir 

une Note de M . L i o u v i l l e , à la suite de VAnalyse de Monge) . 

Nous en donnerons i c i une autre, qu i d 'ai l leurs s 'applique à une 

question plus g é n é r a l e . 

Cherchons, en g é n é r a l , quelles sont les courbes pour lesquelles la 

torsion est une fonction d o n n é e de l 'angle t que fait la trace du p lan 

osculateur sur un plan fixe avec une direct ion d o n n é e dans ce p lan . 

Prenons le plan fixe pour p lan des xy, en d é s i g n a n t par y., H deux 

fonctions de t, les c o o r d o n n é e s d 'un point de la courbe seront d o n n é e s 

par les trois é q u a t i o n s 

la p r e m i è r e é t an t celle du plan osculateur, et les accents indiquant des 

dé r ivées . 

S i l 'on pose 

(x) 

on aura 

(b) 

d 'où 

(T) 

La distance ds de deux points inf iniment voisins est donc d o n n é e par 

l ' é q u a t i o n 

d 'ai l leurs les cosinus directeurs de la binormale é t an t 

I) . 5 



on aura, pour l 'angle de torsion dx, 

ou 

On en conclut , pour la torsion, 

Supposons maintenant qu 'on se donne p o u r ^ une fonction d é t e r -

m i n é e de / , savoir J = ® ( ^ ) ; laissant la f o n c t i o n / a b s o l u m e n t a rb i -

traire, on aura d'abord 

puis , en i n t é g r a n t l ' é q u a t i o n (a) . 

en portant ces valeurs dans les é q u a t i o n s (|3), on aura les é q u a t i o n s de 

la courbe; on voit q u ' i l y subsiste une fonction arbi traire . 

3. Revenons aux surfaces p r é c é d e n t e s ; si l 'on substitue à w, v, 

p, r, R les valeurs t r o u v é e s , on obtient 

a é t a n t une constante et notre variable / é t a n t maintenant l 'arc de la 

trajectoire du centre. 

La d e r n i è r e relation V = e x p r i m e une p r o p r i é t é remarquable de 

ces surfaces, p r o p r i é t é q u i , d 'a i l leurs , les ca rac t é r i s e c o m p l è t e m e n t . 

Si l 'on cherche, en effet, à d é t e r m i n e r nos fonctions de m a n i è r e à 

avoir , quel que soit o, 

on obtient i m m é d i a t e m e n t 



Toutes les é q u a t i o n s relatives à ces surfaces prennent une forme 

p a r t i c u l i è r e m e n t s imp le ; celle des lignes de courbure, par exemple, 

devient 

Mais ce sont surtout les trajeclions orthogonales qui p r é s e n t e n t de l ' i n -

t é r ê t . L e u r é q u a t i o n est ici -

Soient 

les cosinus directeurs de la tangente, de la binormale et de la normale 

principale pour une trajectoire orthogonale d o n n é e ; soit enfin l ' é l é -

ment de cette trajectoire; nous aurons, pour un d é p l a c e m e n t effectué 

le long de cette l igne , 

d 'où 

Donc : 

1° L'arc intercepté par deux génératrices circulaires sur une même 

trajectoire orthogonale est égal à l'arc correspondant de la ligne des 

centres. 

D'autre part, la binormale , é t a n t s i tuée dans le plan tangent à la 

surface, d ' a p r è s la déf in i t ion m ê m e des lignes g é o d é s i q u e s , sera la tan-

gente à la g é n é r a t r i c e c i rcu la i re , et nous aurons 

on en d é d u i r a a i s é m e n t 

Soit alors i la tors ion; d ' a p r è s une des formules de M . Serret, nous 



aurons 

de là cette nouvelle p r o p r i é t é , qu i a été d é m o n t r é e par M . L ie : 

2° Chaque trajectoire orthogonale esta torsion constante; cette torsion 

ne varie pas d'une trajectoire à une autre; elle est égale à la torsion de 

la ligne des centres. 

On a une l o i assez simple pour la p r e m i è r e courbure ; si on la d é s i g n e 

par - ) on obtient 
P . 

et, en r e m p l a ç a n t da^ par sa valeur t i r ée de l ' é q u a t i o n des trajectoires, 

4. Nous dirons un dernier mot relat if aux ' l ignes isothermes; l ' équa-

tion ds = o est i c i 

E l l e se r a m è n e à une é q u a t i o n de R i c c a t i ; les l ignes isothermes de 

la surface seront donc connues, quand on c o n n a î t r a une solut ion de 

cette é q u a t i o n . A ce point de vue, les surfaces p a r t i c u l i è r e s que nous 

venons d 'obtenir font partie d'une classe importante de surfaces dont 

nous allons nous occuper. 

IL 

1. PROBLÈME. — Trouver toutes les sur/aces cerclées telles que la fonc­

tion H soit une fonction rationnelle de s'inip, cosf. 

Supposons qu 'on ait 

P é t an t une fonction e n t i è r e de sin'f , COSSJ, qu i sera é v i d e m m e n t 

l i n é a i r e ; soit 



on aura, pour tous les points du cercle g é n é r a t e u r 

en posant /?R = cj. 

Cette é q u a t i o n devant ê t r e celle du cercle, on en conclut que les 

deux droites A A ' , aa ' d e l à fig, i doivent ê t r e c o n j u g u é e s par rapport 

au cercle. 

Ecr ivons que la droite 

est tangente au cercle, nous aurons 

celte relat ion devant avoir l i eu quand on y change i en — / , nous 

aurons les deux relations 

Ce sont les condit ions c h e r c h é e s . 

Le raisonnement p r é c é d e n t d é t e r m i n e , d 'a i l leurs , la fonction P ; ce 

ne peut ê t r e que la polaire ce du point P de la f igure; c'est, à un fac-

teur p r è s . 

Le raisonnement p r é c é d e n t suppose distinctes les deux droites A A ' , 

aot!\ si cela n'avait pas l i eu , on serait, comme nous l 'avons v u , dans le 

cas des enveloppes de s p h è r e s , qu i d 'ai l leurs r é p o n d e n t évidemment à 

la quest ion; nous verrons dans les questions suivantes que la plupart 

des surfaces que nous aurons à d é t e r m i n e r rentreront dans l 'une ou 

l 'autre de ces deux classes. 

Nous aurons besoin, dans la suite, d'une p r o p r i é t é remarquable des 

surfaces en quest ion; elle consiste en ce que le n u m é r a t e u r 



de ' est toujours d iv is ib le par P ; nous allons d é m o n t r e r ce t h é o -

r è m e . 

2. Observons que le centre ne peut jamais ê t r e fixe dans le cas 

actuel , car la p r e m i è r e des condi t ions t r o u v é e s donnerait alors 

ce qu i ne peut é v i d e m m e n t avoir lieu que dans le cas du p l an ; d è s 

lors nous prendrons pour variable / l 'arc indéfini de la l igne des centres 

et les condit ions t rouvées deviendront ; 

deux des quatie fonctions qu i figurent i c i sont arbitraires, et ces con-

ditions seront identiquement satisfaites en posant 

d 'où 

on vérifie a i s é m e n t qu 'on a 

Ceci posé , si l ' on cherche à vérif ier l ' i den t i t é 

on a, pour d é t e r m i n e r A , B , C, les c inq é q u a t i o n s 



Or on tire des trois p r e m i è r e s 

et i l est a isé de s'assurer que ces m ê m e s valeurs de A , B , C vé r i t i en t 

les deux d e r n i è r e s ; le t h é o r è m e est donc d é m o n t r é . 

E n r é s u m é , dans le cas où H sera ra t ionnel , et en laissant de cô té 

les enveloppes de s p h è r e , nous aurons à remplacer M , V, W, t?, R par 

deux fonctions seulement, les substitutions à o p é r e r é t a n t celles que 

j ' i nd ique dans le Tableau suivant : 

( T ) 

Remarque. — Lorsque s i n « = o, on en d é d u i t w = o, p = o et, la 

c a r a c t é r i s t i q u e é t a n t i n d é t e r m i n é e , la surface se r é d u i t à un p lan . S i 

l ' on a coSjS = o, on obtient une surface de q u a t r i è m e classe, e n g e n d r é e 

par le cercle osculateur d'une l igne à double courbure , c ' e s t -à -d i re un 

cas part icul ier des enveloppes de s p h è r e s . 

.3. Sur les surfaces p r é c é d e n t e s , comme sur les envelo[)pes de 

s p h è r e s , les lignes de longueur nu l le , dont la d é t e r m i n a t i o n entraine, 

comme on sait, cel le des l ignes i s o m é t r i q u e s , sont d é t e r m i n é e s évi-

demment par une é q u a t i o n l inéa i r e en s i n s , coscp, r é d u c t i b l e à une 

é q u a t i o n de R icca t i . 

Les points P = o ne sont pas des o m b i l i c s ; l ' équa t ion des lignes de 

courbure pourra i t , dans le ras actuel , ê t r e tout e n t i è r e d iv isée par le 

facteur P . Il est important d ' é t a b l i r qu 'en ces deux points l 'une des 

courbures pr incipales devient inf in ie ; la surface n'admet, d 'a i l leurs , 

aucun ombi l i c i so lé . 



Les é q u a t i o n s des ombil ics sont, en effet, 

c 'es t -à-d i re , dans le cas actuel , 

Ces é q u a t i o n s ne donnent é v i d e m m e n t aucun o m b i l i c , à moins que 

les deux fonctions S et P , l i n é a i r e s toutes deux en sinip, cosy , ne 

soient proport ionnelles , auquel cas i l y aurait sur la surface de cer-

taines g é n é r a t r i c e s p a r t i c u l i è r e s dont tous les points seraient des ombi -

l ics , comme cela a l ieu pour les enveloppes de s p h è r e s ; mais i l n'y 

aura jamais d 'ombi l ics i so lé s . 

4. Nous rattacherons aux surfaces p r é c é d e n t e s celles pour lesquelles 

la q u a n t i t é H - est l i néa i r e en sinç9, coss ; pour q u ' i l en soit a ins i , on 

doit avoir 

E n nous bornant toujours aux surfaces r ée l l e s , nous aurons les deux 

condit ions 

El les expr iment que le centre du cercle co ïnc ide avec le point cen-

tral de l 'axe, et que son rayon est égal à l ' inverse du p a r a m è t r e de dis-

t r ibut ion des plans tangents à la surface des axes le long de celte g é n é -

ratrice p a r t i c u l i è r e . 

Nous appellerons surfaces à focale isotrope celles q u i , sans ê t r e 

enveloppes de s p h è r e s , donnent pour H une fonction l inéa i re de s i n ^ , 

cos©. 

Pour justifier cette d é n o m i n a t i o n , j 'observe que le d é p l a c e m e n t d 'un 

foyer 

est d o n n é par les formules 



d 'où 

L a p r o p r i é t é c a r a c t é r i s t i q u e de ces surfaces consiste donc en ce que 

la focale est une l igne de longueur nulle sur la surface des axes. 

Pour que la focale se r é d u i s e à un point, comme cas par t icul ier , i l 

faut que doc, By, soient nuls s é p a r é m e n t , ce qui donne 

mais on aurait donc 

ce qui est absurde {dîne pouvant ê t r e nu l ) . 

Cherchons en par t icul ier quelles sont les surfaces anallagmatiques 

comprises dans la classe de surfaces que nous venons de déf inir . Les 

formules qu i expriment la fixité du pôle sont, en g é n é r a l , 

On a i c i 

Si l 'on substitue ces valeurs dans les deux é q u a t i o n s - p r é c é d e n t e s et 

qu 'on y remplace en m ê m e temps R' par cosa , elles deviennent 

( A ) 

Si l 'on é l i m i n e p, on obtient une é q u a t i o n qu i s ' i n t è g r e i m m é d i a -
tement et donnp 

a é t an t une constante arbi traire . 

Telle est la relat ion qu i déf ini t les anallagmatiques à focale i so-

trope. Le rayon de la s p h è r e directr ice, si, est d 'a i l leurs d o n n é par 

l ' é q u a t i o n 

D. 6-



L a d é f é r e n t e est alors une surface r é g l é e astreinte à couper une 

s p h è r e fixe suivant une l igne de longueur n u l l e ; on peut obtenir a i s é -

ment l ' é q u a t i o n finie de toutes les surfaces r é g l é e s de cette nature. Je 

reviendrai plus l o i n sur ces r é s u l t a t s ( P r o b l è m e V ) . 

m . 

P R O B L È M E . — Trouver les surfaces cerclées telles que la somme des cour-

hures principales soit constante le long de chaque génératrice, et variahle 

d'une génératrice à la suivante. 

1. L a somme des courbures pr inc ipa les 1 est d o n n é e par l ' é q u a t i o n 

S i 2 est constamment éga l à o, on ne peut r ien affirmer sur la forme 

(le la fonction H . J ' é t u d i e r a i tout à l 'heure ce cas par t icu l ie r . E n g é -

n é r a l , 1 é t a n t une fonction d o n n é e de /, l ' é q u a t i o n p r é c é d e n t e montre 

que H doit ê t r e ra t ionnel en s i n ç , cos^ ; c'est donc p a r m i les surfaces 

à focale isotrope que nous devons chercher la so lu t ion , en laissant 

d 'abord de cô té les enveloppes de s p h è r e s . 

S i l ' on fait alors la subst i tu t ion i n d i q u é e dans le Tableau (T) , on 

trouve 

o u 

Cette é q u a t i o n est du second d e g r é en s i n ^ , cos^f, c ' e s t - à -d i re de la 

forme 

comme elle doi t avoir l i eu quel que soit (p, on doi t avoir 



ces cinq relat ions deviennent i c i , toutes r é d u c t i o n s faites, 

Telles sont les c inq é q u a t i o n s de cond i t ion qu i donnent l i eu à une 

discussion facile : 

est k rejeter, car on a alors 

q u i sont incompat ib les ; 

2° De m ê m e |3 = - conduira i t aux trois é q u a t i o n s 

q u i sont encore incompat ib les ; 

3° Reste la so lu t ion 

Or , on voit a i s é m e n t que sin|3 ne peut ê t r e n u l ; si alors on mul t ip l i e 

la seconde de nos é q u a t i o n s de cond i t ion par s in |3, elle devient 

r é s u l t a t é v i d e m m e n t absurde , s i l 'on se l im i t e aux valeurs r ée l l e s 

de a, /3. ' 

On c o n c l u t de là q u ' i l n 'existe pa rmi les surfaces à focale isotrope 

aucune surface r é e l l e r é p o n d a n t à la question ; et, comme H doit n é a n -

moins ê t r e ra t ionnel en s in©, C O S Ç J , i l ne peut plus y avoir que des 

enveloppes de s p h è r e s . 

Cela p o s é , sur une telle surface, une des courbures pr incipales reste 

invar iable le l ong de la g é n é r a t r i c e ; donc, s i la somme des courbures 

reste constante o u , plus g é n é r a l e m e n t , s ' i l existe entre ces deux é l é -

ments une re la t ion fixe d o n n é e , les deux courbures pr incipales seront 

l 'une et l 'autre invar iables . E n pa re i l cas, i l est c la i r que la conique de 



M . 0 . Bonnet devra se r é d u i r e à un cerc le ; la surface sera donc de 

r é v o l u t i o n . Faisons, dans l ' é q u a t i o n p r é c é d e n t e , 

ce qu i revient à prendre, pour variable /, la distance du plan du cercle 

à un p lan p a r a l l è l e f ixe ; i l vient 

Mais 

on aura donc 

d ' où 

é q u a t i o n q u i défini t le m é r i d i e n de la surface. 

2 . É t u d i o n s maintenant le cas où 1 est constant et éga l à o dans 

toute l ' é t e n d u e de la surface; en d'autres termes, cherchons les sur-

faces m i n i m a à g é n é r a t r i c e s c i rcu la i res . 

S i nous c o n s i d é r o n s d 'abord le cas des enveloppes de s p h è r e s , nous 

aurons la so lu t ion en faisant 2 = o dans le r é s u l t a t obtenu plus haut , 

ce nu i donne, en appelant C une constante. 

c'est l ' é q u a t i o n d'une c h a î n e t t e . 
Revenons au cas g é n é r a l des surfaces m i n i m a ; la re la t ion d o n n é e 

peut s ' é c r i r e 

Gomme el le doit avoir l i eu pour toute valeur de les termes qu i 

contiennent en facteur une puissance impa i re de c o s ç , d i v i s é s par 



cos(p, donneront une fonction e n t i è r e de s\u(p qu i devra ê t r e i den t i -

quement n u l l e ; les termes qu i ne d é p e n d e n t que de sin© et cos'^^ don-

neront une seconde i d e n t i t é ; or , pa rmi ces derniers , le terme du d e g r é 

le plus é levé en sinç), c ' e s t - à -d i r e le terme en sin^ç», a pour coefficient 

E n nous l imi t an t aux surfaces r é e l l e s , i l ne peut ê t r e nul que si 

ce q u i e n t r a î n e 

L ' i d e n t i t é devient alors 

S i l ' on éc r i t qu 'e l le a l ieu pour toutes les valeurs de «p, on obtient 

c inq condi t ions dont deux sont ident iquement satisfaites et dont les 

trois autres sont 

Les deux d e r n i è r e s s ' i n t è g r e n t i m m é d i a t e m e n t et donnent 

a, b é t a n t des constantes arbi t ra i res . On en c o n c l u t ^ = const. , c'est-

à-d i re que le l i eu du centre est une courbe p lane; notre axe O X é t a n t 

actuellement i n d é t e r m i n é , prenons-le dans le p lan de la courbe des 

centres; nous aurons 

et la p r e m i è r e de nos é q u a t i o n s se r é d u i r a à 

Prenons R pour variable i n d é p e n d a n t e ; elle devient 

C o n s i d é r a n t w- comme une fonction de R% elle s ' i n t è g r e i m m é d i a -



tcment, e l , en d é s i g n a n t par c une constante arbi t ra i re , on trouve 

E n r é s u m é : 

Le p lan du cercle se d é p l a c e p a r a l l è l e m e n t à l u i - m ê m e ; le centre 

déc r i t une courbe plane, et si l ' on prend l 'axe des x p a r a l l è l e au plan 

du cercle , l 'axe des j perpendicula i re , les é q u a t i o n s du l i eu des centres 

sont 

On retrouve ainsi la surface m i n i m a de R i e m a n n . 

3 . L a - m é t h o d e p r é c é d e n t e s 'appl ique, pour ainsi dire sans modifi-

cat ion, à toutes les questions analogues. Si la condi t ion i m p o s é e n( 

met pas en é v i d e n c e que H doi t ê t r e rat ionnel en sinijj, cosïp, on cherche 

s ' i l ne serait pas n é c e s s a i r e que fűt du premier d e g r é en sinç», cosç» 

11 en est a in s i , par exemple , lorsqu 'on exige que le produi t des cour 

bures pr inc ipa les ne change que d'une g é n é r a t r i c e à l 'autre. E n lais 

sant de cô té les surfaces de r é v o l u t i o n , q u i sont é v i d e m m e n t dans C( 

cas, on est condui t à faire v = o, M = ^ dans l ' é q u a t i o n de condi t ion 

On est a insi condui t à r e c o n n a î t r e que nu l l e surface de cette nature ni 

r é p o n d h la ques t ion . 

Pour les surfaces de r é v o l u t i o n , en appelant le produi t des rayon 

de courbure p r inc ipaux , on a 

ou 

on sera r a m e n é a i n t é g r e r cette é q u a t i o n pour avoir le m é r i d i e n . 

C o n s i d é r o n s , par exemple, le cas où a est constant, c 'es t -à-di re ce lu i 

des surfaces applicables sur la s p h è r e ; si z est l ' o r d o n n é e d 'un paral-

lèle de rayon R , on a 



L ' é q u a t i o n p r é c é d e n t e devient 

On retrouve la surface de r é v o l u t i o n bien connue, applicable sur la 

s p h è r e . 

On d é m o n t r e r a i t de m ê m e que les seules surfaces pour lesquelles 

une (les courbures pr inc ipales reste invar iable le l ong de chaque g é n é -

ratrice sont les enveloppes de s p h è r e s . I l est inu t i l e d ' insister sur ces 

calculs dont la marche est toujours la m ê m e et q u i , d 'a i l leurs , ne 

donnent i c i aucun r é s u l t a t i n t é r e s s a n t . 

I V . 

P R O B L È M E . — Déterminer les surfaces cerclées telles que l'inclinaison 

d'une ligne asymptotique sur la génératrice soit la même pour tous les 

points de celle-ci, cette inclinaison pouvant, d'ailleurs, varier d'une 

génératrice à une autre. 

1. L ' é q u a t i o n (21) des l ignes asymptotiques est 

O n voit que H doit encore i c i ê t r e une fonct ion ra t ionnel le de C 0 S 9 , 

sinip; en laissant de cô té les surfaces é t u d i é e s dans le § II, on ne peut 

avoir que des enveloppes de s p h è r e s , et, comme i c i l ' i nc l ina i son i d é t e r -

mine le rapport des courbures, les surfaces c h e r c h é e s sont de r é v o l u -

l i o n . Si nous faisons dans l ' é q u a t i o n p r é c é d e n t e 

el le devient 

Or 

donc 



Soit z la distance d 'un pian du cercle à u n pian p a r a l l è l e fixe, on a 

On en d é d u i t , sans d i f f icu l té . 

pour l ' é q u a t i o n du m é r i d i e n . 

2 . Il reste à examiner le cas des surfaces d é t e r m i n é e s dans le pro-

b l è m e II. Faisons la subs t i tu t ion i n d i q u é e dans le Tableau (T) . E n 

posant 

l ' i d e n t i t é p r é c é d e n t e devient 

Cette i d e n t i t é est du second d e g r é . Le terme en s in©cos© devant ê t r e 

n u l , o n a d 'abord 

d ' o ù l ' on d é d u i t , en remarquant que s i n a = o donne un p lan , et 

cos|3 = o des enveloppes de s p h è r e s , 

L e terme en cosip devient alors 

et, comme i l doit ê t r e n u l , jS est constant ; l ' é q u a t i o n ne cont ient p lus , 

ces deux condi t ions é t a n t s u p p o s é e s satisfaites, aucun terme en cosś. 

Les termes en simp et sin^© doivent alors ê t r e nu l s , ce q u i donne 



L e terme en s i n 9 et le terme constant sont alors 

Il est impossible de les annuler ensemble dans le cas de surfaces 

r é e l l e s , puisque p serait imag ina i r e . 

On en conclu t que les surfaces de r é v o l u t i o n d é t e r m i n é e s plus haut 

sont les seules qu i r é p o n d e n t à la quest ion ). 

V . 

P R O B L È M E . — Trouver les sur/aces telles que Vinclinaison des lignes de 

courbure sur une génératrice circulaire soit invariable tout le long de cette 

génératrice. 

i . Soit i l ' i nc l ina i son d o n n é e ; si l 'on pose — = c o t 2 ï , on devra 

avoir , pour toute valeur de ÇP ( 1 8 ) , 

Les surfaces enveloppes de s p h è r e s r é p o n d e n t é v i d e m m e n t à la 

question si A est constamment éga l à o. S i A n'est pas n u l , la surface 

doit ê t r e une des surfaces à focale isotrope é t u d i é e s dans le p ro -

b l è m e II, car H doit ê t r e une fonct ion ra t ionnel le de sinç», cosçi. 

Faisons alors la subst i tu t ion i n d i q u é e dans le Tableau (T) ; nous 

aurons 

Cette re la t ion , l i n é a i r e par rapport à sinç), COSÇJ, donne les t ro is 

é q u a t i o n s de condi t ions suivantes : 

(1) Nous avons laissé de côté l'hypothèse A ^ - t - i = o; on s'assure aisément, en la trans-
portant dans l'identité à vérifier, qu'elle entrame sinacosp = o. 
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É l i m i n o n s A pour avoir les condi t ions qu i se rapportent à la nature 

m ê m e de la surface, nous obtenons 

R a' CCS p + s in a cos P + p s in a s in 3̌ — o, R + p ces a = o. 

Ces deux relations sont p r é c i s é m e n t les é q u a t i o n s ( A ) de la page 4 3 ; 

elles expr imen t que le pô le est fixe et, par sui te , que la surface est 

une anal lagmat ique. 

Comme d 'a i l leurs la focale esl isotrope et qu 'e l le co ïnc ide avec l ' i n -

tersection de la s p h è r e directr ice et de la d é f é r e n t e , cette focale doi t 

se r é d u i r e à des g é n é r a t r i c e s de la s p h è r e en ques t ion ; ces condi t ions 

sont d 'a i l leurs suffisantes et l ' on est condui t au t h é o r è m e suivant : 

THÉORÈME. — Les seules surfaces dont chaque gènèratiice circulaire 

coupe à angle constant toutes les lignes de courbure sont les surfaces 

anallagmatiques telles que la déférente et la sphère directrice se coupent 

suivant un système de droites isotropes. 

L e nombre des g é n é r a t r i c e s composant l ' intersect ion de la d i rec t r ice 

d e l à dé fé r en t e ne saurait ê t r e é g a l a 3 ; du moins , dans ce cas, la d é f é -

rente é t a n t r é g l é e et admettant trois directrices rect i l ignes serait d é t e r -

m i n é e et c o ï n c i d e r a i t avec la s p h è r e d i r ec t r i ce ; les s p h è r e s bitangentes 

orthogonales seraient toutes de rayon n u l et l eu r enveloppe se r é d u i -

rait à la di rectr ice m ê m e . 

Si l ' intersect ion se compose de deux g é n é r a t r i c e s de la s p h è r e , elles 

sont n é c e s s a i r e m e n t du m ê m e s y s t è m e ; sinon elles se rencontreraient 

et, la d é f é r e n t e se r é d u i s a n t à un p lan , l 'enveloppe serait une dro i te . 

On devra donc prendre pour intersection deux g é n é r a t r i c e s du m ê m e 

s y s t è m e D , D ' de la s p h è r e . Une droite s 'appuyant sur D , D' et astreinte 

à rencontrer une courbe fixe et d 'a i l leurs arbi t ra i re c engendrera la 

d é f é r e n t e . 

2 . Le p r o b l è m e est r é so lu dans le cas g é n é r a l et la so lu t ion d é p e n d , . 

comme on le voi t , d'une fonction arb i t ra i re ; la nature de la courbe c, 

lorsqu 'on assujettira la surface à une condi t ion restrictive quelconque, 

se d é t e r m i n e r a par une i n t é g r a t i o n q u i , en g é n é r a l , ne p r é s e n t e r a pas 

de di f f icul té . 



Supposons qu 'on veu i l l e , par exemple, que l ' i n c l i n a i s o n i, dé j à 

constante le long de chaque g é n é r a t r i c e , soit invar iab le sur toute 

l ' é t e n d u e de la surface; on obt iendra i m m é d i a t e m e n t une nouvelle 

i n t é g r a l e . Pour le faire vo i r , reprenons la quest ion du commencement ; 

les trois é q u a t i o n s de condi t ion peuvent, comme on le voi t a i s é m e n t , 

ê t r e mises sous la forme suivante : 

La p r e m i è r e s ' i n t è g r e dans tous les cas ( R ' = cosa) et donne 

a é t a n t une constante arb i t ra i re ; elle donne, sous une autre forme, la 

solut ion g é n é r a l e déjà obtenue. 

L a seconde s ' i n t è g r e dans le cas où A — const . , et l ' i n t é g r a l e 

où m , n sont deux nombres arbi t raires , c o m p l è t e alors la so lu t ion . 

L ' i n t e r p r é t a t i o n g é o m é t r i q u e de cette nouvel le i n t é g r a l e ne p a r a î t 

donner aucun r é s u l t a t i n t é r e s s a n t ; observons, cependant, qu 'on peut 

en d é d u i r e une re la t ion é q u i v a l e n t e t r è s s imple , savoir 

E n outre, on peut obtenir le rayon en fonction de l 'arc / de la trajec-

toire du centre par une nouvel le i n t é g r a t i o n ; en effet, si l 'on observe 

que cosa = R ' et qu 'on é l i m i n e /3 entre les deux i n t é g r a l e s déjà obte-

nues, i l vient 

On voit que R- s 'exprime à l 'aide de fonctions s implement p é r i o d i q u e s 

portant sur la var iable /. Dès lors toutes les fonctions inconnues dont 

la quest ion d é p e n d se trouvent c o m p l è t e m e n t d é t e r m i n é e s . 



3. Par t icular isons autrement la question : sans r ien p r é j u g e r sur la 

fonction A , supposons qu 'on veui l le que R soit constant. 

On aura alors 

l ' é q u a t i o n B.^' -h p cosa = o donnera 

S = const. 

Mais alors les deux d e r n i è r e s é q u a t i o n s de cond i t ion (p. 51) montrent 

que p et A sont tous deux constants. L a surface obtenue i c i est donc 

tout à fait p a r t i c u l i è r e et rentre dans celles du n u m é r o p r é c é d e n t . 

L a so lu t ion est, en somme, d o n n é e par les é q u a t i o n s 

I n t e r p r é t o n s ce r é s u l t a t . 

Le point P a pour c o o r d o n n é e s 

le plan du cercle enveloppe un c ô n e de sommet P et le centre s'ob-

tient en menant une perpendicula i re dans chaque plan tangent à ce 

c ô n e , par le sommet P , à la g é n é r a t r i c e correspondante, cette perpen-

dicu la i re é t a n t éga le à R s i n | 3 . 

D'autre part , le rapport ^ mesure la tangente du demi-angle au 

sommet du c ô n e osculateur à ce lu i qu 'enveloppe le plan m o b i l e . Ce 

rapport é t a n t i c i constant, le cône en question est de r é v o l u t i o n et son 

demi-angle au sommet ô est d o n n é par la relat ion 

On en conclut que la droi te PO d é c r i t un plan perpendicula i re à 

l 'axe du c ô n e e n v e l o p p é par le plan du cerc le ; sa longueur est con-

stamment éga l e à R s i n ^ , l 'axe du cercle fait avec celui du c ô n e un 



angle égal à ' /3 . La d é f é r e n t e est donc un h y p e r b o l o ï d e de r é v o l u t i o n à 

une nappe. 

Si Ton prend pour axes t rois droites rectangulaires P X , P Y , P Z , 

dont l 'une , PZ , c o ï n c i d e avec l 'axe imag ina i r e , l ' é q u a t i o n de la défé -

rente sera 

ou , à cause de cos 

L ' é q u a t i o n de la d i rec t r ice sera d 'a i l leurs , son rayon é t a n t éga l à ai, 

L a surface est un tore, les g é n é r a t r i c e s c i rcula i res é t a n t i c i les sec-

tions faites par les plans bi tangents ; on peut donc é n o n c e r le t h é o r è m e 

suivant : 

THÉORÈME. — Le tore est la seule surface engendrée par un cercle de 

rayon constant, et telle que, dans chacune de ces positions, ce cercle coupe 

sous un même angle toutes les lignes de courbure. 

V I . 

1 . Surfaces isocycliques. — J 'appel le isocyclique une surface qu i est 

d iv i sée en c a r r é s inf in iment petits par une sé r i e de g é n é r a t r i c e s c i r c u -

laires et leurs trajectoires or thogonales . 

E n g é n é r a l , pour q u ' i l en soit a ins i , i l est n é c e s s a i r e et suffisant que 

l ' é q u a t i o n des trajectoires orthogonales 

admette un facteur d ' i n t é g r a b i l i t é de la forme g , A é t a n t une fonction 

de / ; en d'autres termes, i l faut qu 'on ait 



Je ne trai terai pas le p r o b l è m e dans le cas g é n é r a l et me contenterai 

de faire la remarque suivante ; l ' é q u a t i o n p r é c é d e n t e n'est qu 'en appa-

rence du t r o i s i è m e d e g r é en s in©, cosy et se r é d u i t , d è s qu 'on effectue 

le c a l c u l , à la forme 

elle donne donc, en éc r i van t qu 'e l le a l ieu pour toute valeur de (p, c inq 

é q u a t i o n s seulement entre les fonctions inconnues qu i sont i c i au 

nombre de s i x ; la solut ion doit donc ê t r e beaucoup moins restreinte 

qu 'el le ne le parait au premier abord. 

Je me bornerai à r é s o u d r e le p r o b l è m e dans deux cas ; les enveloppes 

de s p h è r e s et les surfaces à focale isotrope. 
•4 

2 . Dans le cas des enveloppes de s p h è r e s , le facteur d ' i n t é g r a b i l i t é 
A 

doit ê t r e de la forme et l ' on doit avoir 
M 

ou 

d'oti l 'on d é d u i t les trois é q u a t i o n s de condi t ion suivante : 

A ne pouvant ê t r e n u l , nous aurons 

ou 

Si l 'on avait v = o, on en conc lura i t R ' = o ou /? = o, à cause de la 

relat ion wv = / î R R ' ; enfin, s i R ' = o, on doit supposer p = o. 

On retrouve a ins i les surfaces de r é v o l u t i o n et les surfaces canaux. 

Supposons maintenant p = o; la seconde é q u a t i o n peut s ' é c r i r e 

d ' o ù , en i n t é g r a n t . 



a é t a n t une constante. Portons cette valeur dans la t r o i s i è m e é q u a t i o n , 

elle devient 

P o u r l ' i n t é g r e r , posons 

nous aurons 

11 faut rejeter la so lu t ion R ' = o q u i donnerai t 

Nous avons donc, en i n t é g r a n t . 

b é t a n t une nouvel le constante. 

Le p r o b l è m e est donc r é s o l u par les é q u a t i o n s suivantes : 

I n t e r p r é t o n s cette solut ion : 

p = o ind ique que le plan du cercle g é n é r a t e u r enveloppe un 

c y l i n d r e . Cherchons-en la section droi te : le poin t où O Y rencontre la 

c a r a c t é r i s t i q u e a pour c o o r d o n n é e s 

On a 

Or i c i 
i 

donc = o ; donc enfin le plan du cercle tourne autour d'une droite 
fixe L . 

Il en r é s u l t e que le centre de la s p h è r e e n v e l o p p é e d é c r i t une courbe 



s i t u é e dans un plan perpendicula i re à L . Comme l a solut ion laisse 

subsister une fonction arb i t ra i re , cette courbe d é f é r e n t e pourra ê t r e 

choisie d 'une m a n i è r e que lconque . 

Le centre C de l ' e n v e l o p p é e a pour c o o r d o n n é e s 

Soit K le point où L rencontre le plan d é c r i t par ce point C ; ses coor-

d o n n é e s sont 

on en conclut 

Mais le rayon si de l ' e n v e l o p p é e est l ié à R par l ' é q u a t i o n 

On aura donc 

donc l ' e n v e l o p p é e coupe or lhogonalement une s p h è r e f ixe, et l ' o n 

obtient le t h é o r è m e suivant : 

THÉORÈME. — En laissant de côté les sur/aces de révolution et les sur­

faces canaux, les seules enveloppes de sphères qui soient divisées en 

carrés par leurs lignes de courbure sont définies par les deux conditions 

suivantes : 

i" Le centre de Venveloppée parcourt une ligne plane; 

2P Cette enveloppée coupe orthogonalement une sphère fixe ayant son 

centre dans le plan de la courbe des centres. 

Remarque. — Il est bon d 'observer que les l ignes de courbure s'ob-

tiennent i m m é d i a t e m e n t ; si l 'on i n t è g r e l ' é q u a t i o n 



on a 

ou 

On peut, d 'a i l leurs , remarquer que ^ J^^^ est un facteur d ' i n t é g r a b i l i t é 

et que, par suite, l ' é q u a t i o n des trajectoires peut aussi s ' éc r i r e 

Ces deux i n t é g r a l e s sont é v i d e m m e n t ident iques . 

2 . Surfaces à focale isotrope. — Reprenons l ' é q u a t i o n g é n é r a l e 

Si nous y faisons la subs t i tu t ion i n d i q u é e dans le Tableau (T) , elle 

devient 

l 'accent ind iquant toujours une d é r i v é e prise par rappor t à / . 

Cette re la t ion est de la forme 

et, pour qu 'e l le se r é d u i s e a une i d e n t i t é , i l faut qu 'on ait 

la p r e m i è r e é q u a t i o n a l i eu d ' e l l e - m ê m e , a insi que la q u a t r i è m e . Il 
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reste donc seulement trois condi t ions , savoir : 

S i l ' on remplace, dans les deux d e r n i è r e s , ( R A ) ' par — A cosa , elles 

deviennent, toutes r é d u c t i o n s faites et suppr imant la solut ion s i n a = o 

(jui donnerai t un pian ( ' ) , 

Ces relations sont p r é c i s é m e n t celles q u i dé f in i s sen t les surfaces 

anallagmatiques à focale isotrope. Donc : 

THÉORÈME. — Les seules surfaces cerclées à focale isotrope qui soient 

décomposées en carrés par les génératrices circulaires et leurs trajectoires 

orthogonales sont les anallagmatiques dont la déférente et la directrice 

se coupent suivant une ligne de distance nulle. 

Remarquons enfin que le facteur d ' i n t é g r a b i l i t é p est i m m é d i a t e m e n t 

obtenu, car la p r e m i è r e é q u a t i o n de cond i t i on donne i m m é d i a t e m e n t 

m é t a n t une constante a rb i t ra i re ; l a fonct ion 

sera donc une d i f fé ren t ie l le exacte. 

3 . Les surfaces qu i r é p o n d e n t aux deux d e r n i è r e s questions sont 

anal lagmat iques; l a d é f é r e n t e est r é g l é e et coupe la s p h è r e directr ice 

suivant une l igne de longueur n u l l e . 11 est néces sa i r e de donner, sous 

(1) Notre méthode s'applique sans modification à l'étude des systèmes de cercles situés 
dans un plan. Ici on retrouverait aisément la solution connue de ce problème : Diviser un 

plan en carres par une série de cercles et leurs trajectoires ortiiogonales. 



forme finie, l ' é q u a t i o n g é n é r a l e des surfaces r é g l é e s q u i coupent une 

s p h è r e suivant une pare i l le l i g n e . 

L a surface r é g l é e devant ê t r e r é e l l e , la s p h è r e sera imag ina i r e ; 

s inon , toute droite r é e l l e , astreinte à glisser sur une g é n é r a t r i c e de 

cette s p h è r e , g l isserai t é g a l e m e n t sur la g é n é r a t r i c e c o n j u g u é e ; la 

d é f é r e n t e serait a lors , ou un p l a n , ce qu i r é d u i r a i t l 'enveloppe des 

s p h è r e s à une droi te , ou un c ô n e . Mais ce dernier cas ne peut se p r é -

senter; la focale, en effet, ne peut se r é d u i r e à u n point , car les coor-

d o n n é e s du foyer satisfont à l ' é q u a t i o n 

et cos|3 ne peut ê t r e nu l pour aucune deS surfaces c o n s i d é r é e s . 

Soi t donc 

l ' é q u a t i o n de la s p h è r e d i rec t r ice . Choisissons sur cette s p h è r e la g é n é -

ratrice 

P o u r qu 'une droite réelle 

rencontre constamment cette g é n é r a t r i c e , on doi t avoir 

Les é q u a t i o n s de la droite mobi le seront donc de la forme 

pf l ' é r m a t i o n srénérale des surfaces r é g l é e s c h e r c h é e s sera, dès lors , 

© é t a n t une fonction h o m o g è n e que lconque , à t ro i s var iables . 

On obtient a ins i , sous forme f in ie , les i n t é g r a l e s des p r o b l è m e s pro-

p o s é s ; cherchons les cycl ides q u i r é p o n d e n t à la ques t ion ; si l 'on 

chois i t pour (p une forme l i n é a i r e , l a d é f é r e n t e est un paraboloide . 

On peut aussi prendre pour une forme quadrat ique p a r t i c u l i è r e , 

savoir 



E n effet, s - + a ' a p p a r a î t alors en facteur et, en le suppr imant , i l 

reste .un h y p e r b o l o ï d e à une nappe. S i B et C sont nuls , la surface est 

un tore. S i n o n la directr ice touche la d é f é r e n t e en deux de ses ombi l i c s 

et l 'enveloppe est une cycl ide de D u p i n . 

N O T E . 

Quelques-uns des r é s u l t a t s é t a b l i s analyt iquement dans la seconde 

Part ie de ce t ravai l sont susceptibles d'une d é m o n s t r a t i o n g é o m é t r i q u e 

que nous croyons devoir i nd ique r rapidement . 

Sphères bitangentes. — Soient G , G ' deux g é n é r a t r i c e s c i rcula i res 

s i t u é e s dans des plans Q, Q' et S une s p h è r e quelconque passant par G ; 

cette s p h è r e coupera G' en deux points M , , M , et la corde M , M ^ coupera 

la droite d ' intersection de Q et Q' en un point P^ q u i sera d ' é g a l e puis-

sance par rapport aux deux cercles c o n s i d é r é s . Ce point restera fixe 

quand on fera var ier le rayon de S; c'est le centre radical de G et G ' . 

L a s p h è r e S é t a n t s u p p o s é e fixe, supposons que G ' se rapproche i n d é -

finiment de G ; M , , M'^ tendront vers des points d é t e r m i n é s M , M ' de G , 

et P^ vers un point P s i tué sur la c a r a c t é r i s t i q u e du plan Q ; la corde M M ' 

ira passer par le point P {fig. 3 ) . Donc chaque point pris sur l 'axe OZ 

Fig. 3. 

du cercle G est le centre d'une s p h è r e tangente à la surface c e r c l é e e\\ 

deux points de G ; toutes les cordes de contact sont concourantes ; 

toutes les s p h è r e s de deux sé r i e s c o n s é c u t i v e s coupent orthogona-

lement une s p h è r e fixe ayant P pour centre; d 'a i l leurs , à une sé-

cante M M ' , correspond une s p h è r e bi tangenle, et une seule, et r éc i -



proquement ; M , M ' forment ce que nous avons a p p e l é un couple de 

points conjugués (^). E n ces deux points les plans tangents font des 

angles é g a u x avec le plan Q et, par suite, coupent l 'axe OZ au m ê m e 

point ; leur droite d ' intersection trace deux divis ions homographiques 

sur OZ et sur la polaire C C de P ; elle d é c r i t donc un h y p e r b o l o ï d e . 

Points remarquables. — S i la s p h è r e bitangente se r é d u i t à un p l an , 

la corde M M ' devient la c a r a c t é r i s t i q u e A A ' du plan Q ; en A , A ' les 

normales à la surface sont p a r a l l è l e s à O Z , et le cercle G est tangent à 

une l igne asymptotique de la surface. 

Si S admet G comme grand cercle, la corde M i M ' , , q u i est toujours, 

dans l 'espace, perpendicula i re à la droite m e n é e du centre de S au 

centre de C , aura pour l i m i t e la perpendicula i re m e n é e de P à la tan-

gente de la l igne des centres 0 , p ro j e t ée sur le plan Q ; cette droite est 

celle que nous avons a p p e l é e «żce radical; les points a, a' qu 'e l le d é t e r -

mine sont ceux o ù la normale à la surface est tout e n t i è r e dans le p lan Q . 

Cherchons les points où la g é n é r a t r i c e G touche une l igne de cour-

bure ; de part et d'autre d 'un tel point , i l doit s'en trouver deux iri/i-

niment voisins, tels que la corde q u i les j o in t soit perpendicula i re à la 

droite d ' intersect ion des plans tangents correspondants; mais alors ces 

deux plans tangents sont é g a l e m e n t i n c l i n é s sur le p lan Q : les deux 

points dont nous parlons sont donc c o n j u g u é s ; les points de courbure 

sont donc les points de contact des tangentes issues de P . 
Surface des normales. — Cherchons enfin la surface 2, l ieu des 

normales aux d i f fé ren ts points de G . L a trace de cette surface sur le 

plan Q se compose du cercle G et des deux d i a m è t r e s O a , O a ' ; cela 

donne en tout un l i eu du q u a t r i è m e ordre, et, comme chaque point de 

ce l i e u , sauf a , , a\, est certainement un poin t s imple de 2, celle-ci est 

une surface du q u a t r i è m e ordre ; cela r é s u l t e r a d 'a i l leurs de ce qui su i t . 

Cherchons les points doubles de I ; de chacun d'eux partent deux 

normales avant leurs pieds sur G ; comme toute normale doit rencon-

trer O Z , la l igne double se scinde en deux : d 'une part, l 'axe OZ q u i 

correspond aux couples de points c o n j u g u é s ; d'autre part, le l ieu des 

points d ' o ù l 'on peut mener deux normales ayant leurs pieds d i a m é t r a -

lement o p p o s é s . 

(1) Il est entendu que nous laissons de côté le cas des enveloppes de sphères. 



Or ce dernier l i eu a, sur O Z , u n poin t b ien d é t e r m i n é correspondant 

au cas où les pieds des normales sont a la fois c o n j u g u é s et d i a m é t r a -

lement o p p o s é s et, par suite, appart iennent au d i a m è t r e P O . Soit H ce 

poin t ; si nous menons par OZ un p lan quelconque, i l coupera le l ieu 

c h e r c h é en un point unique dis t inct de H ; donc ce l ieu est une con ique ; 

elle coupe l 'axe OZ en H et la g é n é r a t r i c e G aux deux points a'^. Son 

plan est ainsi d é t e r m i n é ; i l rencontre les p a r a l l è l e s à O Z , m e n é e s par 

A , A ' en deux points qu i a c h è v e n t de définir la conique . 

Cette courbe, l 'axe du cercle et le cercle l u i - m ê m e consti tuent les 

trois directrices de la surface c h e r c h é e . 

Ce q u i p r é c è d e met en é v i d e n c e une sér ie de coniques appartenant à 

la surface des normales ; en effet, le plan m e n é par le centre d'une 

s p h è r e bitangente et la corde des contacts correspondante coupe la 

surface suivant une courbe du q u a t r i è m e ordre c o m p o s é e des deux 

normales et d'une conique. 

Toutes les coniques ainsi obtenues s 'appuient en deux points sur la 

conique double et rencontrent constamment les deux droites , a'a', . 

Leurs plans enveloppent un c ô n e ayant pour sommet P et pour é q u a -

t ion , dans notre s y s t è m e de notat ions. 

ERRATA. , 

l̂ age 145, ligne 11, et page 147, ligne 10, au lieu de Ribaucour, lisez 0. Bonnet. 

Page i5o, ligne 4 en remontant, mettre après le mot anharmonique un renvoi (0 et la note 

suivante : 

(1) Ce théorème a été donné par M . Ribaucour pour le cas particulier des envelop[)es 

de sphères. 
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