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THESE D’ANALYSE.

APPLICATION DE LA THEORIE DES COORDONNEES ELLIPTIQUES A LA GEOMETRIE
DE L’ELLIPSOIDE.

———

1. Ce travail se compose de trois parties. La premiére se rapporte a la
courbure des surfaces du second degré. La seconde renferme plusieurs
propriétés de ces surfaces qui sont analogues & celles des foyers des sec-

tions coniques et que, pour cette raison, j'appelle propriétés focales. Enfin,
dans la troisiéme, j’étudie une certaine classe de courbes rectifiables sur

I'ellipsoide, ce qui conduit en particulier aux lignes géodésiques et a leurs

trajectoires obliques dont j'examine quelques propriégés.
Je supposerai connues les notations ordinaires de cette théorie.

PREMIERE PARTIE.

I.

Courbure de ’cllipsoide.
9. Commencons par chercher la nature du lieu des centres de courbure.

Soient
X —x+p(Z—1z)=o,

Y—yr+q(Z—z)=o0
les équations de la normale en un point de la ligne de courbure v = const.,

on aura, pour la normale infiniment voisine,

dx dz > ap
Z;L-‘E—‘DZ?—"(Z—»)'&;——O,
dy dz . dg
'd—F;—F'qHTL“—\L Z)E}; 0

Ces deux normales appartenant 4 une méme ligne de courbure, on sait déja
qu’elles se rencontrent; il suffit donc de chercher la valeur de Z — z qui
satisfait a4 I'une de ces deux équations, par exemple a la premiere. On
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tronve facilement

deg
dp~ be
dz pyer —auf i \/9—2:?
dp e e
b e \/C?—b" o v ‘/PZ_ a2 et
% T e e
dp cyyfe—bypr—e
W hpiE— (e

Si I'on substitue ces valeurs, on obtient, apres quelques réductions,

Pl ol

Pour avoir I'équation de la nappe de courbure qui correspond au systeme
des lignes v = const., il resterait 4 éliminer x, y, z, &1, entre cette équa-
tion, celles de la normale et celles des deux surfaces homofocales g, p.. On

'3

trouve d’abord

2 2 2 2
s e IR sl

O s S
(a) R e o FL‘.‘ﬂ_b?’ T ¢t — p?

I;élimination de &, ¥, z se fait sans difficulté, et Uon trouve les équations

I e D S e o

ety 3 232 2 TR T I
o = (g =0t (e —p ) :
P:s b & x j‘Pz__bz)zYz (Pz‘_((.z)fzz "3
3 (F—=5F =gy

1l resterait-a éliminer p entre ces deux derniéres équations, mais le calcul
serait long et du reste inutile pour arriver aux propriétés de la surface.

Un calcul tout  fait analogue déterminerait 'autre nappe de courbure;
il suffira de considérer la précédente.

On remarquera d’abord que si 'on considere tous les centres de cour-
bure qui répondent sur la nappe définie par les équations (A), & une méme
valeur de p, le lieu de ces points sera I'intersection de deux surfaces du
second degré, ses projections seront donc elles-mémes du second degre.

De plus, les équations (a) font voir que les coordonnées rectangulaires
des points qui se correspondent sur I'ellipsoide et sur la nappe (A), pour
une méme valeur de 1, ont un rapport constant et égal au rapport des carrés
des axes paralleles dans les surfaces homofocales p, p. Ce qu'on peut en-

Document numérisé par la Bibliothéque universitaira Pisrra ot Maria Curie - UPMC - Cota : HF uf 16652



(7 )

core ¢noncer en disant que les courbes correspondantes sont homogra-
phiques. :

Ces propriétés se conservent dans les projections, et comme on sait d’ail-
leurs que les lignes de courbure se projettent sur les plans coordonnés sui-
vant des courbes du second degré, on pourra énoncer le résultat suivant :

« Les projections sur les plans coordonnés du lieu des centres de cour-
» bure qui sur la nappe (A) correspondent 4 une méme ligne de courbure
» u = const., sont des courbes du second degré homographiques avec les
projections de la ligne de courbure; le rapport d’homographie é¢tant celui
» des carrés des axes paralléles dans les surfaces homofocales g, .. »

3. On a déja. ainsi un systeme remarquable de génératrices de la
nappe (A), on en obtiendra un second en considérant sur la méme nappe
les courbes qui correspondent aux lignes de courbure v = const.

On remarquera que la nappe (A) peut étre considérée comme résultant de
I'élimination de x, 7, z, p, v, entre les équations (a) et les équations des
trois surfaces homofocales p, @, v. Aprés 'élimination de x, 7, z, ou

s el

(i

by — b2 o — b°.Y \ ¥
n2ae 2 :( : ) :

=

trouve

i

\/b‘—‘f

L’élimination de p donne les deux équations

cp X\ Ver— byt — 0. Y T___
Fa T e e

/ N N2 2___6_'2 T T:'
Kng)s e (L‘/P _'_‘___Z> Lida
c'y c’\/c"—*ﬂ

Si 'on suppose v = const., ces équations représentent des développées
de courbes du second degré; donc :

« Les projections du lieu des centres de courbure qui, sur la nappe (A)
» correspondent aux lignes v = const., sont des développées de courbes
» du second degré. »

Ces courbes forment du reste, comme on sait, un systeme de lignes géo-
désiques sur la nappe (A).

Si 'on cherchait les traces de cette surface sur les plans coordonnés, on
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(8)
trouverait, ainsi qu'on peut le prévoir, les développées des sections princi-
pales dans les plans xoz, yoz, qui répondent 4 v==>5, v =o.
Si I'on veut avoir la trace sur le plan xoy, on fera p.= ¢, et!'on trou-
vera |'équation

F?X_z (Fz_b‘;)Yz—
= -(_ez___b?)z

ct

« Tl en résulte que si I'on consideére les normales a I'ellipsoide suivant la
» section principale xoy, si de plus on consideére les normales du second
» systéme infiniment voisines qui correspondent aux directions perpendi-
» culaires au plan xoy, elles rencontreront les premiéres en des points dont
» le lieu est une ellipse. )

-~

IIL.
Propriétés des rayons de courbure.
4. Apres avoir examiné la courbure d’'une maniére générale, examinons
les propriétés dont jouissent les rayons de courbure en commencant par
ceux des sections principales.

Soient Rp, Ry les rayons qui répondent aux directions p. = const.,
y = const., on aura pour leur expression

(Z—3z)y1 —0-,55_-;—?

On a en coordonnées elliptiques

e Ve—avp—pyp—»
v 2 S ;

de plus, pour la direction v = const., on a trouvé

7 A
Z-a— =
p)___p_z
On en conclut
e
Pn__cz’

On aurait de méme

Si I'on désigne par P la perpendiculaire abaissée du centre sur le plan
tangent, et par D, Dv les demi-diamétres de l'ellipsoide paralleles aux
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directions p. = const., v = const , on a les formules connues

ptVe—6ve—¢
Vi Vr—v

DF:—"\/P"—V” -_, :\/{Sz—fﬁ.

On en conclut d’abord

D? DZ’
g s
R —" .B'U_—?‘

Ces derniéres formules apprennent que : « Pour construire le rayon de
» courbure d’une section principale, il suffira de construire une troisieme -
» proportionnelle 4 la perpendiculaire au plan tangent, menée par le centre
» et au demi-diametre de 'ellipsoide, paralléle a la direction considérée. »

On peut remarquer en passant que cette construction est applicable 2
Iellipse, en remplacant le plan tangent par la tangente.

On déduit aussi de ce quf précede la relation

VR, B — DD,
b ¥ P 7

et comme on sait que le parallélipipede circonscrit a lellipsoide a un
volume constant, on pourra écrire

PD, D, = pyp> — I? yp2 — & = const. = &
on en conclura
3 : h
VR, R, = P

Il en résulte qu'en chaque point Pexpression ;— qu’on peut prendre
yb

pour mesure de la courbure de la surface, varie proportionnellement au
carré de la perpendiculaire menée du centre sur le plan tangent. :
On voit encore que le produit P? yR, R, est constant pour tous les pomtb
de Dellipsoide, et égal au produit des axes.
Enfin si P reste constant, il en sera de méme du produit R, R,, donc :
« Le produit des rayons de courbure principaux est constant pour tous
» les points de contact des plans tangents a l'ellipsoide et a4 une sphere
» concentrique. »
I’équation de cette courbe en coordonnées elliptiques est

(p? — p?) (p* — v?) = const.
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En coordonnées rectangulaires, on aurait

b2 e 2
(1_ r"’ )x2—|—_7ﬂ—|-z = const.,

de sorte qu’elle résulte de l'intersection de la surface avec un ellipsoide de
révolution autour de ox. Elle se projette sur les plans coordonnés suivant
des caurbes du second degré.

Cette courbe remarquable se rencontre dans le probleme de la rotation
des corps autour d'un point fixe; M. Poinsot lui a donné le nom de
polodie.

La formule

donne la conséquence suivante :

« Tout le long d’'une méme ligne de courbure v = const., les rayons
» de courbure des sections perpendiculaires varient en raison inverse de
» la perpendiculaire au plan tangent. »

La valeur de R, denne un résultat analogue.

Si entre les valeursde R, R,, on élimipe successivement (1, v, on lrouve

NG| e
By, 2 B

(=)

E‘T: Pz(Pg_bz)( 2__6:)
On en conclut que :

« Pour tous les points d'une ligne de courbure = const., on a
3 3

» f’ = const. Suivant la ligne v = const., on aurait R—F':const. »
23 v

On peut déduire de 12 ce théoréme bien connu :
« Pour tous les points d'une méme ligne de courbure, on a
» PD, = const. »
On a, en effet,
ey
T R, R, < W DTh

Si 'on suppose 1. = const., D, sera lui-méme constant; donc, comme

o D

R . . ’
i{i ne varie pas, PD, restera aussi constant.

-

5. Généralement, si 'on considére une direction quelconque formant

-
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avec la ligne de courbure p. = const. un angle i, on a pour le rayon de cour-
bure correspondant

1 cos?i 5 sin®i
P S
On peut aussi écrire
1 cos?? sin? i
(1) =

R
Si I'on désigne par D le demi-diamétre paralléle a la direction déterminée
par I'angle , on a

I cos?i  sin?i
- DD
J13

/

?
v

ou bien
| cos? i sin®i
D P p'—p*

en rapprochant ce résultat du précédent on obtient
RPi—=iD
Cette relation a donc lieu pour une direction quelconque sur Uellipsoide;
elle permet d’étendre a toutes les sections normales la construction du
rayon de courbure déja expliquée pour les sections principales.
6. On déduit de I'équation (1) la relation

e (pr—8)(p*—¢)
RP®

p? cos® i + v?sin® i = p* — .

ou bien, & cause de la relation RP = D?,

Pz(F'z__ b’)(Pz——L”)_

p? cos? i + v?sin® i = p* — B ;

on obtient ainsi une nouvelle démonstration de cette formule importante
de la théorie des lignes géodésiques de 'ellipsoide qui a été donnée par
M. Chasles, dans le Journal de M. Liouville, t. XI, p. 105.

On en conclut en particulier ce théoréme connu, que, pour tous les points
d’une ligne géodésique, on a

PD = const.

En considérant 'équation sous sa premiere forme, on voit que tout le
long d'une ligne géodésique on a

RP? = const.

Document numérisé par la Bibliothéque universitaira Pisrra ot Marie Curie - UPMC - Cota : HF uf 16652



(12)

Si I'on désigne par N la normale terminée au plan des x 3 on a

NP =p? — ¢
la relation précédente devient
R —
§ = const.

Donc : « Pour toutes les directions d’une ligne géodésique, le rayon de
» courbure de la section normale, qui n'est autre chose que le rayon de
» courbure de la ligne géodésique, varie proportionnellement au cube de
» la normale terminée 4 I'un des plans coordonnés. »

Ce théoreme est remarquable en ce qu'il est analogue au théoreme bien
connu sur le rayon de courbure de I'ellipse.

s ) R 5
On verrait facilement que la valeur de la constante = est la méme pour

toutes les lignes géodésiques tangentes 4 une méme ligne de courbure.
Voici une application du théoréme précédent.
On sait que lorsqu'un mobile se meut librement sur une surface, la pres-

sion est donnée par la formule

¢ désignant la vitesse et R le rayon de courbure de la trajectoire. Dans

I'ellipsoide on aura

s
P const.

Donc : « Si un mobile se meut librement sur un ellipsoide, la pression
» qu'il exerce sur la surface est a chaque instant proportionnelle au cube
» de la perpendiculaire abaissée du centre sur le plan tangent. »

Elle atteindra donc son maximum vers le sommet du grand axe et son

minimum an sommet du petit axe.
Quant 4 la formule: qui donne R, on trouve facilement

ol

3
Bl (el i
pVE— b — (g — B

Si I'on compare cette valeur de R 4 celles de R, R,, on trouve

R _F‘.Z_P‘_' R Pz_.ﬂ

h = AOT_-ﬁﬁ‘ E—,‘:P.“—,Bj,

on voit que le premier rapport ne dépend que de ., et le second de v seu-
lement. Donc :
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« Sil'on considére toutes les lignes géodésiques langentes & une meéme
» ligne de courbure j1 = const., et si'on prend les points ou ces lignes sont
» rencontrées par une méme ligne de courbure p = const., il y aura un
» rapport constant entre les rayons de courbure de la surface, suivant la
» ligne géodésique et suivant la ligne de courbure. »
De méme pour v = const.

DEUXIEME PARTIE.

III.
Propriétés focales de 1’ellipsoide.

7. Cette deuxiéme partie renferme plusieurs propriétés de Iellipsoide
analogues a celles de 'ellipse dans un plan. On sait que dans lellipse, la
somme des rayons vecteurs 4 deux points fixes ou foyers est constante. Plus
généralement, sil'ona deux cercles dans un méme plan, et si I'on cherche le
lieu des points pour lesquels la somme des tangentes qu'on peut mener
aux deux cercles soit constante, on trouve une courbe de second degré. On
arrive pour l'ellipsoide & des résultats analogues.

On a d’abord les formules
ptoto — 2+ b+ o — g,

g o Ay
d’ou V'on tire

: L : bex
p—|—v:\/;"*‘+b“+c'2—p"+2~j—x:t,
bex

pﬁv:\/:'z—i—b"’-éuc?—pﬂw—zf& s

r désigne la distance d’un point de la surface au centre.

On reconnait facilement que ¢, ¢' représentent les tangentes menées
par un point de la surface & deux spheres dont les centres sont situés sur ox
3 une distance de l'origine égale a

be

4

k==~

7

et dont le rayon est le méme et égal &
oy

=
E
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Si I'on méne la normale a la surface en un ombilic, on trouve qu’elle a
pour longueur la valeur précédente de £ quand on la termine a l'axe ox,
et que la distance du point de rencontre au centre est égale 4 la valeur de .
Donc les deux sphéres précédentes sont tangentes a 'ellipsoide aux deux
points ombilicaux symétriques par rapport 4 oz, ce qui les détermine com-
plétement.

Ces deux spheres jouissent de propriétés analogues a celles de I'ellipse
dans un plan par rapport aux foyers; convenons de les appeler spheres
Jfocales. '

8. Celaposé, si 'on mene par un point de l'ellipsoide des tangentes 2
ces deux spheres, on aura

pHyv=¢ p—yv==¢;
d’ou
p=h(trr), v=4(E—0),
on voit que la demi-somme et la différence de ces deux tangentes donnent
les demi-axes p., v des hyperboloides homofocaux.

Si 'on suppose . = const., ¢ + ¢’ le sera aussi ; donc :

« Si par les divers points d’une ligne de courbure, on mene des couples
» de tangentes aux sphéres focales, leur somme ou leur différence sera
» constante suivant que l'on prendra les courbes p. = const., ou bien
» ¥ = const. » .

1l résulterait de la un procédé mécanique pour décrire les lignes de cour-
bure en remplacant les sphéres focales par deux tiges égales a leur rayon
et mobiles autour de leurs centres. A ces tiges on en adapterait normale-
ment deux autres sur lesquelles s’appliquerait un fil de longueur constante.
L'extrémité du fil décrirait, en se déplacant sur la surface, une ligne de
courbure. o

Je laisse de coté les applications qu’on pourrait faire des formules précé-

dentes aux lignes sphériques de Iellipsoide, pour arriver a d’autres proprié-
tés plus intéressantes.

IV.

Propriétés projectives sur les plans des sections circulaires.

9. Je commencerai par rappeler un théoréme de M. Michael Roberts
(Journal de M. Liouville, t. XV, p. 289).

Si 1, v sont les coordonnées d'un point de Dellipsoide et si 'on prejette
ce point sur les plans des sections circulaires au moyen d’une parallele a
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Paxe 0z, on a
Bo= 0oy V= Wy,
Mo, Vo désignant les demi-axes de deux courbes homofocales qui passent
par les projections du point p, v, et qui ont pour foyers les projections des
ombilics. On a de plus
L Ver — b
e e
1l en résulte que si une courbe sur ellipsoide a une équation de la
forme
e F(p,v) —0,
celle de sa projection sera
Floy, gv)—0.

Ce théoreme raméne 'étude des courbes tracées sur Dellipsoide a celle
de courbes planes dont 'équation est de méme forme.

On en conclut immédiatement que les lignes de courbure se projettent
dans ce systeme suivant des courbes du second degré homofocales.

On en déduit aussi que les lignes sphériques de U'ellipsoide se projettent
suivant des cercles quand la sphére est concentrique 4 la surface.

Ces théoremes sont bien connus.

On peut remarquer que le dernier théoreme continue d’étre vrai lorsque
la spheére sécante a son centre pris a volonté dans le plan xoy.

La considération de ces projections permet d’étendre a Iellipsoide cer-
taines propriétés démontrées pour ellipse. '

Si, par exemple, dans le plan dune seclion circulaire on mene une
tangente , 4 un cercle de rayon A, et dont le centre serait le foyer d'une
des courbes homofocales, on trouvera facilement i

£2 =5+ Vo + 2o — h;

on prendra ensuite une sphere de rayon h dont le centre soit situé sur ox
4 une distance £ de U'origine; par un point de Iellipsoide on lui menera
une tangente ¢; on aura '

ko
PR e R O S 2 _ 72
P et e il b etk h*.
Si I'on suppose que les points se correspondent sur I'ellipsoide et en pro-
jection, on aura ;
-

& 2 2
tr— ot = a-lu.v(zf — l) 2 =0 =+ kP — R+ aPh.
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On pourra se proposer de déterminer % et & de maniere qu’on ait simple-
ment
IL=2adtl;;
il suffira, pour cela, de poser

k:.gf, h2:.:—._|§___ 7+;,3.L__
p

La sphere dont il s’agit est donc concentrique aux spheres focales.
On peut, au moyen de ce qui précéde, généraliser le théoreme primitif.
Si I'équation d’une courbe sur I'ellipsoide est de la forme

Pl v, t)= o,

«celle de la projection sur les plans des sections circulaires par des paral-
leles a oz sera
Fleus, 4y, ots) =10

Si 'on suppose, en particulier,

¢t = eonst.,

on a
to = const. ;

on en conclut que :

« Si I'on counsidere sur I'ellipsoide lieu des points pour lesquels les tan-
» gentes 4 une sphere concentrique a une sphere focale soient constantes,
» la courbe correspondante dans les plans des sections circulaires sera une
» seconde ligne telle, que les tangentes menées de ces divers points 4 un
» cercle ayant son centre au foyer des courbes homofocales, soit aussi
» constante; elle sera donc un cercle concentrique au précédent.

» On peut remarquer qu’on décrirait cette courbe au moyen d'un cone
» circonscrit 2 une sphere concentrique aux spheres focales et dont le
» sommet se déplacerait sur la surface. »

Si la sphere précédente coincide avec la sphere focale, le cercle corres-
pondant dans les plans des sections circulaires se réduit a son centre. Ré-
ciproquement, si la sphere coincide avec son centre, il correspondra un
cercle de rayon déterminé; dans ce cas, la tangente ¢ devient le rayon
vecteur de 'ellipsoide par rapport an centre des spheres focales.

Il en résulte que si ce rayon vecteur jouit d’une certaine propriété rela-
tivement & une courbe sur la surface, la tangente au cercle correspondant
dans le plan des sections circulaires jouira d'un propriété analogue qui
sera en quelque sorte conjuguée avec la premiere.
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Comme il y a deux spheres focales, on pourra considérer deux spheres
qui leur soient concentriques et leur mener des couples de tangentes ¢, i’
par les divers points de I'ellipsoide. A ces deux lignes correspondront dans
les plans des sections circulaires deux tangentes ¢,, ¢/, a deux cercles dont
les centres seront les foyers des courbes homofocales. On aura

Ak SR

on voit que si I'on prend sur la surface une courbe définie par une équa-
tion de la forme
NETRE TR N T

la courbe correspondante dans les plans des sections circulaires aura pour
équation )
r
Bl O ol onl ) ==0.

10. On peut tirer de nombreuses conséquences de cette propriété ; je me

contenterai ici de supposer qu’on ait
; = = const.,
il en résultera «

Lo el =—e DTSt

Donc:

« Sil’on considere sur l’ellipéoide les courbes pour lesquelles la somme
» ou la différence des tangentes qu’on peut mener de leurs divers points
» & deux spheres concentriques aux sphéres focales soit constante, les
» courbes correspondantes dans les plans des sections circulaires jouiront
» de la méme propriété par rapport 4 deux cercles ayant pour centres les
» foyers des courbes homofocales. Ce seront donc des courbes du second
» degré. »

Si Fon fait coincider les sphéres avec les deux sphéres focales, on ob-
tiendra sur la surface les lignes de courbure; dans ce cas, les deux cercles
seréduisent a leur centre, et I'on retrouve la propriété projective des hgnes
de courbure qui n’est qu’un cas particulier de la précédente.

(;enem]ement, si une pmpnete a lien entre les tangentes qu’on peut me-
ner par les points d’une courbe a deux cercles dans an plan, il y aura une
propriété correspondante entre les tangentes qu’on peut mener des divers
points d’un ellipsoide aux deux spheéres focales ou i deux spheéres qui leur
soient coucentrlques

En voici encore un exemple : on sait que dans un plan le liey des points
tels que la somme des carrés des tangentes menées 4 deux cercles soit

3
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constante, est un cercle lui-méme. Il correspondra, d’apres ce qui précede,
a une courbe tracée sur I'ellipsoide telle, que Ja somme des carrés des tan-
gentes menées de ses points a deux sphéres concentriques aux spheres fo-
cales soit aussi constante.

On reconnaitrait facilement, au moyen des valeurs de ¢, ¢’, que ce sera
sur la surface une ligne sphérique. i -

Si 'on suppose, comme on I'a déja fait, que les spheres précédentes se
réduisent 3 leur centre, on aura deux cercles correspondants dans les
plans des sections circulaires. Et si une courbe est définie par une équa-
tion F(Z,, ;) = o entre les tangentes a ces cercles, il correspondra sur
Iellipsoide une courbe d01‘1t I'équation sera de la forme

EiR; R =0,

R, R’ désignant maintenant les rayons vecteurs de l'ellipsoide par rapport
aux centres des sphéres focales.

Parmi les résultats qu’on pourrait déduire de 1, je me contenterai d’in-
diquer le suivant : ’

« Si un fil de longueur constante est fixé aux centres des spheres fo-
» cales, un style qui le maintiendra tendu et qui s’appuiera sur l'ellipsoide,
» décrira sur la surface une courbe 4 laquelle correspondra dans les plans
» des sections circulaires une courbe du deuxiémedegré. »

1l est clair, en effet, que la courbe tracée sur la surface aura pour équa-
tion R + R’ = const., la courbe correspondante aura pour équation
t, + t, = const., et sera par conséquent une ellipse.

11. Tl existe aussi pour I'ellipsoide des propriétés analogues i celles des
directrices de lellipse. Je vais indiquer comment on peut y arriver.

On prendra deux points qui se correspondent sur la surface et sur les
plans des sections circulaires, et I'on considérera en:ces points deux-fonc-
tions linéaires des coordonnées x, y; soient

f=mx + ny + p,
_}(o: My Lo+ Ny Yo+ Po

on cherchera ensuite & déterminer les parametres de maniére qu’on ait

f=Afi=e,

A désignant une constante. On a déjz'i

xp a\f"p'-’ﬁt')" 3
. x:_c“tro:A-To: f:v,;g---—?)o::ﬁfoy
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on en conclura
S=3fo=(Am —dmy)x + (Bn—dny) y + p — hp,;
il faudra donc poser :
Am —imy=o0, Bn—An,=o0, p—Ap,=o0,
d’ou1 'on déduira
: . My, Mg, Po-
L’équation
Mo Xy =+ MNg Yo+ Po= 0
représente une droite D, et I'équation
mx 4+ ny+p=o0

appartient a un plan P paralléle a 0z; il serait facile de voir que la droite D
est la trace du plan P sur les sections circulaires.

Soient d la perpendiculaire abaissée d'un point de lellipsoide sur le
plan P, et d, la droite correspondante dans le plan des sections circulaires;

Péquation
f=3fo=0
revient 4
dym?+ n* — ddyym:+n2=o,
ou bien '

d— do..—_'o,

P deslgnant une nouvelle constante.
Ce rapport A, ne peut varier qu ‘entre de certaines limites. Sa valeur
maximum est A = 1 quand la droite D est parallele a ox, sa valeur mini-

P \/c:n,_bﬁ

mum est 4, = oo 7 qui a lieu quand la droite D est paralléle a oy. On
c p =
Ve —b
ne pourra pas prendre ) = L =i

On peut déduire de ce qui précede quelques conséquences..

Si I'on considere sur 'ellipsoide le lieu des points pour lesquels il y a
un rapport constant entre les tangentes a une bphere concentrlque aux
spheres focales et les perpendiculaires 4 un p]an fixe P parallele a oz, ce
lieu se projettera sur les plans des sections circulaires par des droites pa-
ralléles & oz, suivant une courbe qui jouira de la méme propriété par rap-
port 4 un cercle ayant pour centre un ombilic et une droite fixe qui sera
la trace du plan P. Ce sera donc u‘ne‘courbe du second degré.

<l
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Supposons que la sphere, au lieu d'étre quelconque, coincide avec une
des spheres focales, le cercle correspondant se réduit 4 son centre qui est
un othbilic; supposons, de plus, que la droite D soit une directrice des
courbes homofocales

— const. v, = const.
0 b 0 b

alors la courbe correspondante dans le plan des sections circulaires sera
précisément l'une de ces courbes homofocales, et, par conséquent, la
courbe correspondante sur I'ellipsoide sera une des lignes de courbure;
donc : _

« Pour tous les points d’une ligne de courbure il y a un rapport con-
» stant entre ces tangentes a une des spheres focales, et ces perpendicu-
» laires & un plan directeur paralléle & oz et passant par la directrice de
» celle des courbes homofocales qui répond a cette ligne de courbure. »

Cette propriété complete 'analogie des lignes de courbure avec les lignes
du second degré.

- TROISIEME PARTIE.

AT

De ccrraines courbes rectifiables a la surface de §’ellipsoide.

12. Je vais indiquer plusieurs résultats relatifs aux lignes tracées sur
Uellipsoide dont la rectification peut étre ramenée 3 de simples quadra-
tures. '

On a, d’apres des notations connues,

ds® = \(mdp® + ndv*).
Si ce;[té expression pouvait se ramener a la forme
ds = p(p)du+ ¢ (%) dv,

.

il est clair que la rectification de la courbe se ferait par des quadratures. En
identifiant les deux valeurs de /s qui précedent, on a I'équation

(a) (Am — o*)dp?® —~ 20bdpdy + (An — §*)dv? = o.
Si l'on fait en particulief
' o (py=vVm V> — B, ¢(v)=yn VB —07,

on trouve I'équation des lignes géodésiques qui sont donc rectifiables par
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ia formule
S:f\/ﬂlz \/51.2-——@2.({‘0.—%./.\1'; VB2 — v:.dy.

Le premier membre de I'équation (a) se présente alors sous la forme
’un carré parfait. Si I'on exprime cette condition d’une maniere générale,
on trouve

(dm— @*)(An — ¢*) = 9" ¢*;

d’ol

2 1.2
i_{_\’i_:‘uﬂ_yﬂ’

m n

ce qui exige, comme il est facile de s’en assurer en prenant les dérivées par-
tielles, qu’on ait

ot =m{u? — %), ¢*=n(f*—1")

Cette hypothese ne conduit donc qu’aux lignes géodésiques.
Quels que soient ¢, ¢, on peut poser ¢ :

o' = mu, = nv,
u, v désignant deux nouvelles fonctions de ., v, séparément. On aura
(X — w)mdp® — 2yuy vmndpdy + (h — o) ndy? = o.
Soit £ l’angle- que forme cette courbe avec les lignes p. = const., on aura
(6) (h — u)sin? i — 2 Vu \Jvsini cosi+ (J — ¢)cos* i = o.

Cette équation est de méme forme que celle qui a été donnée par M. Liou-
ville pour les lignes géodésiques ; pour retrouver ces dernieres, il suffira de
poser

u:fl‘z_ﬁz’ v:ﬁs__vz’
On peut encore remarquer que I'équation ( b) peut se mettre sous la forme
simple ,
v sin i 4 /v cosi= y X

On en déduit que I'équation des lignes géodésiques revient a

VT — BPLsind + VBT — Vi cosi= ypi — v
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VI.
Cas particuliers. — Trajectoives obligues des lignes géodésiques.
13. 1 équation (b) donne
i

g ou Ve VNIV
g \/;dv A—u

On arrive a plusieurs résultats remarquables en supposant

v —2=Rh)L="{p—);

on en déduira

ap = 21+ B pdy, i
d’ou ;

W= (14 1) (g2 — ).
On aura de méme :

%: 2(r+ A vdy;

d’ou

=l I Sa 2
On aura ensuite, en désignant yp2— f3* par u et " — v* Pt

(v + ) \/u\/v+h{u+u

tang i—= =
En supprimant le facteur commun
by + o,
on trouve
;/v -t \fu
tang i =
Y

Cette équation est susceptible d’une interprétation géométrique. Soit G
I'angle que font avec les lignes de courbure p. = const., les lignes géodé-
siques qui répondent a la constante 3, on aura

R
5

tang § = \/[3
GEEEE, Ve

Si 'on pose ensuite
. tang (i — 0) = const. = g,
il viendra
tang i — tang§ = g (1 — tang itang G); . .

Document numérisé par la Bibliothéque universitaira Pierra ot Maria Curie - UPMC - Cota : HF uf 16652



(23)
d’ou
gVe +Vu
Vo —gyu
Ce résultat coincide avec le précédent en faisant g = k; donc 'équation
précédeute appartient aux trajectoires qui rencontrent sous un angle con-
stant toutes les lignes géodésiques tangentes & une méme ligne de courbure
1. — const.

i

tang Te—

Si lonfait h=20, on a

tang i = ‘—%,

ce qui reproduit les lignes géodésiques ,
Vi

Vo

h = o, donne tangi—
d’ou
vt — 3 V’Edlu -+ \fm Vrndy = o.
Cette équation appartient, comme on sait, aux trajectoires orthogonales des

lignes géodésiques. (Journal de M. Liouville, t. XV, p. 292.)
Tes trajectoires dont il vient d’étre parlé sont rectifiables, on a

e \Hﬁf\f?ﬁ V= Py + vfmf\/;; VB — P dv;
cette formule cesse d’étre applicable quand 4 est infini, c’est-a-dire pour
les trajectoires orthogonales. L’équation de ces courbes étant
vm yp: — B dp +yn vB:— v dv =o,
on voit que la valeur de ds se présente en elfet sous la forme indétermi-
née o < w .

14. Voici une conséquence de la derniére formule. Soient X, 2%,, deux
arcs appartenant, le premier & une ligne géodésique, le second a une tra-
jectoire; supposons de plus que ces arcs partent d’'un méme point pour
revenir en un autre point commun, de maniére que les limites des inté-
grales soient les mémes; les formules qui donnent 2, X, conduisent a la
relation

DN 4;7—1—7,
ou hien
¥ lcosn,

() désignaut Pinclinaison des trajectoires sur fes iigues géodésiquesn Donc:
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« L'arc 3, de trajectoire oblique est I'hypoténuse d’un triangle rec-
» tangle dont I'arc géodésique 3 est un des cotés de I'angle droit, o étant
» l'angle compris entre = 3,. »

Si I'on suppose en particulier w = go, on aura h = o, Aot == o0; on
en conclut que les trajectoires des lignes géodésiques viennent ]es.repmdre
au point de départ, tandis que les autres trajectoires déterminent sur la sur-
tace des lignes de la forme des spirales.

§5. On peut généraliser la propriété précédente et I'étendre 4 des arcs
de lignes géodésiques non terminés au méme point; on pourra méme
I'étendre a des lignes géodésiques et a leurs trajectoires sur une surface
quelconque.

Supposons qu'on ait tracé un systéme de lignes 3 ge-odesaques une tra-
jectoire X, inclinée de I'angle , et menons par les points de rencontre de
3,, avec les lignes 3, les trajectoires orthogonzlés de ces lignes 2; soient d 2,

d Z2,, deux éléments corr espondants des courbes X, 3,, compris entre deux
trajectoires orthogonales, on aura

d3 —d 3 cose
et en intégrant,

ZE= 3, ¢0S06.

A cause de la propriété connue des trajectoires orthogonales, elles intercep-
tent sur toutes les lignes geodemques des arcs élémentaires égaux; donc =
représentera un arc d’'une méme ligne geodemque compris entre deux tra-
jectoires orthogonales; donc : :

§i, sur une surface quelconque, on considére un systéme 3 de lignes
» géodésiques, deux de leurs trajectoires orthogonales A, B, et enfin une
» trajectoire oblique X,, I'arc intercepté sur la courbe 2, sera I'hypoté-
» nuse d'un triangle rectangle dont un des cotés de I'angle droit sera un
» des arcs géodésiques compris entre A, B, o désignant P'inclinaison de ces
» deux arcs. »

La méme relation a lieu pour les éléments infiniment petits des lignes
orthogonaies, mais elle n’a pas lieu pour des ares finis, parce que les arcs
de trajectoires orthogonales compris entre deux lignes geodemques ne sont
pas égaux.

Voici quelques résultats qui se déduisent facilement de ce qui précede.

Deux trajectoires étant également inclinées sur les lignes géodésiques,
» leurs arcs interceptés entre deux trajectoires orthogonales sont égaux. »
Deux trajectoires également inclinées de part et d’autre d’une méme
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» ligne géodésique et terminées a une méme trajectoire orthogonale, sont

» égales en longueur. »
« Si deux trajectoires partent d’'un méme point d'une ligne géodésique
» sur laquelle leurs inclinaisons sont égales, elles viendront se rejoindre

» en un méme point de cette ligne. »
On pourrait considérer plus généralement une expression de la forme

dp=1g(p.v)dp+ §(p.v)dv,
le second membre représentant une différentielle exacte; on serait condunit

A des résultats analogues .

Vu et approuve,
Le Doven pE 1A Facurrt pEs SciENcEs,

MILNE EDWARDS.

~ Permas dumprimer,
Le 6 janvier 1854,
Le Recteur DE L ACADEMIE DE LA SEINE,

CAYX.
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QUESTIONS PROPOSEES PAR LA FACULTE DES SCIENCES,

Du mouvement d’un corps solide autour d’un point fixe.
Détermination géométrique des déplacements d’un systéeme de ﬁgure in-
variable autour d’un point fixe.
Axe instantané de rotation.

Formules qui donnent les composantes de la vitesse et de la force ac-
célératrice par rapport a trois axes fixes dans I'intérieur du corps.

Equations générales du mouvement d'un corps solide autour d'un point
fixe.

Examen du cas particulier ou il n’y a pas de forces extérieures.

Propriétés de Iellipsoide central.

Représemations diverses du mouvement au moyen de considérations
geometriques. -

Analyse du Mémoire de M. Poinsot sur la rotation des corps { Connais-
sance des Temps, 1854 ).

Theorie des rq'ﬁ‘actiuns atmosphériques.

Du mouvement d’'une molécule lumineuse en général.
Equation différentielle de la trajectoire.
Formule différentielie de la réfraction.

Intégration approchée de cette formule sans faire d’hypothese particu-
liere sur la loi des densités.

Formule des tangentes.

Formule de Bradley.
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+ Calcul des réfractions dans diverses hypotheses sur les densités.
Calcul des réfractions voisines de I’horizon. — Méthode des distances
zénithales réciproques.

Des principaux effets de la réfraction.

Vu et approuve,
Le Doven pE pA Facurrt DES SCIENCES,

MILNE EDWARDS.

Permis dtmprimer,
Le 6 janvier 1854,
Le Recreur pE 1L'ACADEMIE DE-T4 %&,
T gl Rty

)

PARIS, — IMPRIMERIE DE MALLET-BACHELIER,
rue du Jardinet, n® 12.
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