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PREMIERE THESE.

ETUDE

SUR LES

EQUATIONS FONCTIONNELLES

A UNE OU A PLUSIEURS VARIABLES.

INTRODUCTION.

Les équations fonctionnelles ordinaires sont des relations d’¢galité
entre les variables indépendantes, certaines fonctions inconnues et les va-
leurs qu’elles acquiérent lorsqu’on effectue, sur les variables qu’elles con-
tiennent, des substitutions données. On sait que ces équations ont fait
Pobjet de travaux nombreux et extrémement importants quand les fonc-
tions de substitution sont d’une nature trés simple. Elles ont été encore
assez peu étudiées lorsqu’on laisse aux substitutions une forme plus géné-
rale.

Le probléme le moins complexe qu’on peut se proposer, le probléme
d’Abel (1), consiste dans la recherche d’une fonction f(z) satisfaisant a
I’équation

SLe ()] =/ (5) +a,

la fonction ¢ (z) et la constante a étant données.
Etudié sous des formes diverses par plusieurs géometres (*), il a été ré-

(1) OFuvres complétes, t. II, p. 36.

(2) ScHRODER, Math. Annalen, 2. Band; 1870, et 3. Band; 1871.— RAUSENBERGER, Suite
de Mémoires, parus en 1881 et 1882 dans les Math. Annalen. — KorkINE, Bulletin des
Sciences mathématiques; 1882. — FARkaAs, Journal de Mathématiques; 1884.

It 1
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2 L. LEAU.

solu, sous certaines conditions, dans le voisinage d’un point racine de
z=0¢(z), par M. Keenigs ('), en méme temps que d’autres problémes qui
se rattachent a celui-la.

M. Appell (*) a montré le lien étroit qui existe entre ces équations et les
¢quations différentielles.

Dans sa thése, M. Grévy a surtout exposé la résolution d'une équation
fonctionnelle qui présente de curieuses analogies avec I'équation différen—
tielle linéaire et homogéne (*).

Il semble naturel, si I'on veut traiter d’'une maniére systématique ces
¢quations fonctionnelles a substitutions générales, de chercher d’abord a
¢tablir I'existence de solutions dans des conditions aussi générales que
possible, et de faire ensuite les applications les plus simples. Clest le
double but du présent travail.

La premiere Partie est consacrée aux théorémes généraux d’existence de
solutions holomorphes pour un nombre quelconque de variables, question
traitée, & deux reprises, par I'emploi des fonctions majorantes et par celui
des approximations successives. Une étude plus particuliére, relative a une
substitution d’une seule variable dans un cas spécial, compléte cette pre-
miére Partic. Dans la seconde, qui a trait aux applications, on s’occupe
surtout de I’équation d’Abel, d’abord pour une variable dans un cas non
¢tudié, puis pour un nombre quelconque de variables (*).

(1) Recherches sur les substitutions z'mt:formes (Bulletin des Sciences mathémati-
ques, premicre Partie; 1883). — Recherches sur les intégrales de certaines équations
Sonctionnelles (Annales de 1’Ecole Normale; 1884). — Nouvelles recherches sur les
équations fonctionnelles (Annales de I’Ecole Normale; 1885).

(2) Acta mathematica, t. XV.

(3) Gauthier-Villars; 1894.

(*) Les résultats de ce travail ont été en partie énoncés dans une Note parue aux
Comptes rendus du 25 février 1895.
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SUR LES EQUATIONS FONCTIONNELLES A UNE OU A PLUSIEURS VARIABLES. »

PREMIERE PARTIE.

THEOREMES GENERAUX.

CHAPITRE 1.

1. Examen d’un cas préliminaire. — La méthode employée pour ce
Chapitre est celle des fonctions majorantes ; aussi commencerons-nous par
I'étude d’un cas particulier, dont nous étendrons ensuite les résultats au
cas général.

Soit, d’une part, une fonction de z,

Sy —=Q ( S )’
holomorphe au point #, pour lequel on a

z =o(x),

do(z)
29

¥

] = /, soit inférieur & 1 en module.
x

et telle que [

Soient, d’autre part, m fonctions de z, inconnues, ©,, Uy, ..., Uy,,.
) P ) o) b L) 29 )
Considérons le systeme

(1) ui:EAfu,‘ <;§:1,2,..., m>,
: ‘

ou les A} sont des fonctions données de z, holomorphes en x, et ou «, dé-
signe #,(z,).

Nous nous proposons d’établir, sous des conditions déterminées, 'exis-
tence de solutions holomorphes pour ce systeme.

Remarquons, d’abord, que nous pouvons supposer = o; car cela re-
vient & remplacer z par 5 — z et 9(z) par ¢(3) — .

Cherchons a calculer les valeurs des fonctions inconnues et de leurs dé-
rivées a 'origine. Nous poserons (A}), = a;.

Si I’on veut que les # (o) ne soient pas tous nuls, il faut, évidemment,
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4 L. LEAU.

que l'on ait

1 1

T—a) —all . —a,
2 2 2
e AR R o e o
m m
{ =t e PR e e e

Supposons cette condition réalisée; il y a pour les z(o) une ou plusieurs
solutions, déterminées & un facteur constant prés; faisons choix arbitraire-
ment de I'une d’elles.

Dérivons j fois par rapport & z les équations (1). Si 'on observe que

dfu}  dsuf (dz, S+ p
P gk \ ik ¢
P ne contenant que des dérivées d’ordre inférieur a s de @, , etles contenant

linéairement, on voit que I'on obtient des relations linéaires et homogénes
entre les fonctions u,, u, et leurs dérivées jusqu’a 'ordre ;.

Bl e toaraunng ame o 2 et e ot el
i arq q dsl Jo— \dsi 0: S q ==

ront déterminés, et d’'une maniére unique, en supposant les dérivées
d’ordre moindre calculées, si 'on a

g BT gt B o gt Bl
I— a; i GRS S al, b
D, == cvcemess, paenars A S A L0,

— a”hl — a™hi
G e e b o 1—alhy

Nous supposerons cetle hypothése réalisée pOur toutes les wvaleurs
entiéres et positives de j. S'il existe des solutions holomorphes du sys-
téme (1), elles sont formées nécessairement de fonctions non toutes nulles
a l'origine et admettant les développements dont le calcul vient d’étre in-
diqué. Il reste a établir la convergence des séries obtenues et a montrer
que les fonctions ainsi définies satisfont aux équations fonctionnelles.

2. Premier emplot d’un systéme majorant. — Nous comparerons,
dans ce but, le systéme considéré au systéme auxiliaire suivant

(2) vo= Y Bivk,
ou
e T (D(z):-—{i et o =u[®(5)];
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SUR LES EQUATIONS FONCTIONNELLES A UNE OU A PLUSIEURS VARIABLES. 5)

r et h sont des nombres positifs, ce dernier inférieur 4 1 et supérieur
alh,l.

Les ¢ étant des fonctions inconnues de z, on satisfait & (2) en prenant

V=V =...= Vm:F(z):

T ra—h)

Les ¢ sont développables en série dans un cercle de rayon r (1 — 7).
D’ailleurs, on peut calculer leurs coefficients par le procédé¢ indiqué plus
haut : nous allons comparer les développements relatifs aux systémes (1)
et (3 )-

Quelques calculs préliminaires sont indispensables :

Soit { le maximum de z, dans un cercle de rayon R, on aura

d?®\
(),
si Lri—t” BRI,

On satisfera a cette inégalité en prenant r inférieur au plus petit des

d?z,
dz

)
0

AR c
deux nombres R, < Par exemple, si R estle rayon d’un cercle tel que
dz, - s P copr s . 7 1
—— reste a son intérieur inféricur & 1 en module, on aura L <R, et il

suffira de prendre 7 plus petit que R et que A.

Soit maintenant (B}), = &} et A; le déterminant analogue & D;. On a
Aj=1— /. Il résulte d’abord de la qu’on se trouve, avec le systéme (2),
dans les conditions imposces au systéme (1).

Enfin, soit M le module maximum des A} dans un cercle de rayon p. On
aura

d71B!

, < 1\1 m <I’;>0’

d?A}
dz?

si 7S p. Nous supposerons donc 7 au plus égal au plus petit des trois nom-

bres R, @: e-

Cela posé, désignons par G/ 'ensemble des termes de la /¢ équation

du systéeme (1) dérivée 7 fois, qui ne contiennent pas de dérivée jiéme des
Ve J ) :

fonctions u; et u,, par ¢/ le résultat dans C/ de la substitution de o a z.
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6 L. LEAU.

. . d’ u,
L’expression de ( —— ) » par exemple, sera
cf —alhl - = al W
¢, 1—aik, ... —alhi
(3) Chanr cee L—al) {
D,

En employant une notation analogue pour le systéme auxiliaire, on a

¥4 —bYh ... — DL R
¥ 1—biRK ... —bLAI
d’y AR ey o = pra
h 1 - Ym : m
(%) ( it ) = 5

Désignons par e et ¢ les coefficients respectifs de ¢] et de ¥} aux numé-
rateurs des expressions (3) et (4). Ona '

. m—r . ;
gl =1 — hi, Eit—

hi

m m

Quand j croit indéfiniment, D, tend vers 1. Ce déterminant a, pour les
valeurs entiéres et positives de j, un minimum « en valeur absolue; et1’on a

[D;] > o >al;.

o . 7 ; Jvﬂ

Dans les mémes conditions, ¢/ et ¢ tendent vers 1, et le rapport:;;—‘

/'7

(pour & >1) tend vers o. Donc il existe un nombre @ tel que I'on ait

< B quels que soient j et k. A chaque « correspond un pareil nombre

s
7
&%

{8 auquel on peut substituer le plus grand d’entre cux.
a’ ;
Observons enfin que les <ZF;;> se présentent sous la forme d’une somme
& 0
de produits de deux facteurs positifs, divisée par un nombre également
positif.

: d
Soit Q le plus grand des nombres et Mm. Les valeurs de (%) et de
& 0
(%> sont de la forme &2, % On a, d'une part,
% Js S

[vi] > avi,
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SUR LES EQUATIONS FONCTIONNELLES A UNE OU A PLUSIEURS VARIABLES. '7

et, d’autre part,

[ | < Qs
puisque
le] < Qly] et le] < Qe.
Donc
Y a vy

Si I’on passe aux dérivées secondes, il figurera dans les ¢ des produits de
dérivées des w par les A ou leurs dérivées; on aura, par suite,

dQU[ Q!’ dﬂ(/’l

dz® '0< o? <dz2 o
Q‘-’ 7 /dv,

|, S (7 4=t ),

i 5 (du +i d*u
ek w e v o L

a ses termes respectivement plus petits en module que ceux de

z [dv\ Q2 z2 /d?¢\ Q%
w0+ (%), % e () e
(1— M) .
Lz |

i 1.4 . r
Cette seconde séric est convergente dans le cercle de rayon ——q;——;

et généralement

La série

en est donc de méme des séries en u (').

3. Comme dans toutes les questions semblables, on démontre que les
fonctions u satisfont au systéme (1), en remarquant que les expressions
obtenues en substituant ces fonctions aux fonctions inconnues, et en faisant
passer tous les termes dans un méme membre, sont nulles a 'origine, ainsi
que leurs dérivées de tous les ordres.

Nous pouvons donc énoncer le théoréme suivant :

TutoreMe I. — Si le systéme (1) est tel que Dy=o0 et D;£0 pour
toutes les valeurs positives et entiéres, il admet une solution holomorphe
et non nulle en x. Elle est formée de fonctions dépendant, d’une ma-

(1) Ce calcul est la généralisation d’un calcul effectué dans un but analogue par M. Grévy,
dans son Mémoire déja cité.
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8 L. LEAU.

niére homogéne, d’un nombre de paramétres arbitraires égal a Uordre
du premier mineur de D, qui est différent de o.

4. Ftude d’une équation particuliére. — Avant d’aborder un type
plus général d’équations, nous allons étudier une équation particulicre qui
nous servira ensuite d’équation de comparaison.

Soit
z (%
)l<,_ - ,—§>
(3) V(Z):mj*;-’
o~ 1
LS
/4 T

¢(z) désigne une fonction inconnue ; on a posé

Di(=)= et vi(z) =v[D@(3)];

A, r, 1’ et h sont des nombres posilifs; ce dernier plus petit que 1. De

plus, ,l e O

Nous allons voir qu’il existe une solution holomorphe s’annulant & I'ori-
gine. 1l est, d’ailleurs, évident qu’il ne peut y en avoir qu’une.
Cherchons sl existe une équation de la forme

(6) Jo(2)9?(5) +2 fi1(5)v(3)+ fa(5) =0,

a coefficients holomorphes, définissant une solution de (5).
En remplacant, dans (6), ¢(z) par son expression en fonction de ¢,
tirée de (5), on a

BY AN —afi(s)h+ ful=)] 2D

Jo(s ))\O—l—f( ))\< _3é>—f2(z)<1——§>%%"[d)]

rr

(5)2 % (1—%) +f2(z)<1—§2>: o.

Ecrivons que cette équation est identique a la suivante

—+—foz

(5)" Jo(@)o2(@) +2 /1 () o(D) + fo(P)=o.
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SUR LES EQUATIONS FONCTIONNELLES A UNE OU A PLUSIEURS VARIABLES. 9

On en déduit le systéme

LA =g(5) fo(®),
) Ll e S
f7 a2 (1= 2) A (-2 =g n (@)

g (=) étant une fonction inconnue.

On peut résoudre ce systéme par rapport a f,, f, et f,. Soit ¢ la valeur
du déterminant relatif & ces inconnues pour z = o, et «/le mineur corres-
pondant au coefficient de f; dans la k™ équation. On a

Les autres o sont nuls.
D; ayant la méme signification que dans les cas précédents, on trouve

g(o) & . (o) 22 () K
= [1-——8—-’7111][1 g—a— ﬁh{‘[l—ha)ﬁs/ﬂ]'

De 14, sil’on veut pouvoir appliquer le théoréme I, trois valeurs possi-

A2 - 2 .
bles pour g(o) : -7> -7 et 1. Avec la premiére, 'équation (6) correspon-
dante fournit pour ¢ (o) deux racines nulles; avec la derniére, deux racines

’ x 5 A : o
infinies. La seconde, au contraire, =7 donne deux racines distinctes, o

et — A,
Prenons donc pour g(z)une fonction holomorphe arbitraire se réduisant

o N ; C - e
a - pour z =o. Le systéme (7) admettra une solution unique définie a

un facteur constant prés. L’équation (6) aura comme racines deux fonc-
tions distinctes holomorphes a I'origine. La substitution (5), effectuce sur
elles, les reproduit, et elle ne les transforme pas 'une dans I'autre, puisque
l'une seule d’entre elles s’annule a 'origine. Par suite, chacune de ces deux
fonctions vérifie I'¢quation (5). Donc :

L. 2
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10 L. LEAU.

Tutorine 1. — Dans les conditions énoncées plus haut, I’équation
S hs )
V 4
i e
p(3) = —— .
P(5) —
hz
&
I — :
z r
' 7 ,J

admet une solution holomorphe et une seule s’annulant a Uorigine.
’ o

Remarque. — L’indétermination trouvée pour g (z) est naturelle, car
les coefficients de I’¢quation (6) ne sont évidemment déterminés qu’a une

fonction pres.

> ’ s, > o b r e ye . _®

5. Cas général.— Nous n’avons considéré jusqu’ici que quelques types
préliminaires d’équations qui ne contenaient que des fonctions dépendant
d’un seul argument. Nous allons maintenant utiliser les résultats acquis
pour étudier des équations beaucoup plus générales ou figurent des fonc-
tions d'un nombre quelconque de variables.

Soient les substitutions

2= (X, Ly oo s Tni)s = sl (a0 9a g So ap @)} (/=152 soou /)

ot les fonctions g¢,; sont des fonctions données, holomorphes, des variables
indépendantes z,, @, . . ., &, au point a,, a,, ..., a, et qui se réduisent res-
pectivement a a,, a,, ..., @, en ce point. Nous désignerons généralement
ar zV) le résultat de la substitution de Y, ...,z 4 x,, ..., x, dans une
1.2 I 1) ’»Un
fonction z quelconque de z,, #,, . .., Z,.

Soit, d’autre part, le systéme de m équations

(1)

st o N o
D=5l o 0 on@B8 Dirtnboos Eons oo of L)

=z

),’ Cileillt lt’})’l‘\/)’
que nous écrirons symboliquement

; o i
(8) w;= Fi(xs, u\lk') <l§:1’2:---,m>¢
ot les u sont des fonctions inconnues de z,, z,, ..., z,; les §; des fonctions
données, holomorphes, des variables @,, ., ...,x,, des quantités u}" au
voisinage du point

o I, )
Xy == dy, »iesely e ) ul)“‘bly
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SUR LES EQUATIONS FONCTIONNELLES A UNE OU A PLUSIEURS VARIABLES. 11

pour lequel on a les égalités
b;=5i(as b))-

On peut chercher a calculer par différentiation des ¢quations (8) les dé-
rivées des fonctions inconnues, au point a, ¢’est-d-dire pour les valeurs a,,
Qs ..., @, des variables.

Soit D, le déterminant, défini au signe prés, desinconnues lorsqu’on veut
déterminer de cette maniére les dérivées d’ordre o, celles des ordres préce-
dents étant supposces connues.

Nous établirons le théoréme fondamental dont voici I’énoncé :

Tutoreye III. — Sil’on a pris pour les derivéesdes u, jusqu’a lordre r
inclusivement, un systéme de valeurs S vérifiant les équations dérivées,
et st D, est différent de o pour toutes les valeurs de o supéerieures ar,
il existe au point a une solution holomorphe et une seule des équa-
tions (8), formée de fonctions u; qui se réduisent en ce point aux quan-
tités b; et dont les dérivées prennent en ce point lesvaleurs du systéme S,
dés que Uune ou Uautre des conditions suivantes se trouve réalisée.

Premiére condition. — On a
095y . :
0z A=) ey — n
pour toutes les valeurs de s, j et k.
Deuxiéme condition. — On a
00,
TS/ <1
()xs D=0 oy Tn—0p

et

(d——%> ’ ==0
d.ﬂk =015 sory Ln—Cn

6. Comme dans le cas d’une variable, on peut supposer, sans nuire a la
o) )

lorsque & £s.

généralité, que les @ et les b sont nuls. C’est ce qu’on fera désormais.
Nous allons nous placer dans I’hypothése ou la premiére condition est
réalisée.
Toutes les dérivées des w étant supposées connues a l'origine jusqu’a
lordre o — 1, prenons les dérivées des équations (8) jusqu'a P'ordre o.

95; A In 0%\ _
()ulk 0— klis ()xs 0—-— rske

Posons
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12 L. LEAU.

Nous aurons, en remplacant les variables par o,

0% u; N 0% u,y
(9) (dx‘i‘idx“z...()x%">oizi ’ (‘)“lk Z <d‘[f 0.1’\5">

nk
. i
< ZYm)\/l Y CTUNY SCPRNNY 1R L N Vo

+G;

Bi+ Bst.. 4+ Br=a
71 T —15]

Les &, sont des sommes de termes constitués chacun par un produit de
facteurs de la nature suivante : dérivées de §; par rapport aux x, aux Uy,
aux z ct aux uy; dérivées des u, par rapport aux x,, avec un ordre de déri-
vation inférieur 4 «; enfin, dérivées des ¢ par rapport aux x. Ces termes

sont connus.
3

. S . G0 . o
Le coefficient de <§u—> , mis en évidence, s’obtient en retenant du déve-
lk

0% uyp
0zF . .. Qxkn

o ! 0% uyy
alon o lo, L datils L dw e
ment de d*u,. D’ailleurs

: ' duyy, duyy (@)
d*u;p— < Ayt K e,

loppement de les termes contenant les dérivées d’ordre a. Or,

est le coefficient de dz¥. . . dx? dans le développe-

9y 0% 1

les termes nomn écrits ne contenant que des dérivées des u,kd ordre inférieur

Ao
. 0%
Le coefficient de —,——"— est alors
dx'ikv .. dzin
el 8 8

Désignons par by, q,,... a,:p,....5.:x 1€ coefficient de dz . . . dx)» dansleproduit
(B ey 4 -« oo Pans B Yl o (R A1 s o Bpns A, )Py
el Par Cy,,... 5B,k CelUL de

<ﬂ> ()u U
duie)o \ 0By .. dabn

nk/ 0
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SUR LES EQUATIONS FONCTIONNELLES A UNE OU A PLUSIEURS VARIABLES. 13

dans I'équation (g); on a

Eoll s oo

Coty eyl Brsere s B == 61! o Bl ba,,...,0; B Be e

: 0*u . . 0%y ¥ Wi
Si I'on remarque que ——g—"— est égal & ————"-—2 a Dorigine, et
ozl . Oz 0xbr ... dzpr

. e . 0% u,; :
si 'on désigne par d, ; le cocfficient de (— > dans
e} O 1y 0eio3 03 Byt oo s L1 E :
. ¢ dafis . .02f=],

I'équation (9), on voit que
d:x‘oca,...,u,,; BiseeesBms ;i — Zk QL1 Cotyy..eyOn; BryeresBas oo
Par suite, I’équation considérée devient
0* u; 0%u,
(10) <m>o_ Z’ Aty Buseons B 158 (()—x?i—d?%)o: G;..
Nous allons adopter un certain ordre dans la maniere d’écrire les équa-
tions dérivées, et les dérivées dans chacune de ces équations. Nous mettrons

d’abord les dérivées de u,, puis celles de u,, etc., jusqu’a u,,; lorsqu’il
s’agira de dérivées d'une méme fonction, par exemple de

0% u; 0% u;

2 2
dafrdxg: dxfs ... dage 0z 0zt 0x% . .. dx%n

la premiére sera celle ot o, > a.

Cela posé, j’appelle D, le déterminant des inconnues dans les équations
d’ordre c.

I1 est indispensable d’étudier D, ct ses mineurs.

m.n(n—+1)...(n+o—1)
de D, est ol

Tous ses ¢léments peuvent étre considérés comme formés d'une somme de

7. LedéterminantD,. — Le degré p,

deux termes dont le premier est, soit 1, s'il y figure explicitement, soit o.
Développons alors D, en une somme de déterminants, en prenant dans
chaque colonne, soit la premiére partie, soit la seconde. Si I'on choisit
d’abord 1 dans toutes les colonnes, on a un déterminant égal a 1. Cherchons
une limite supérieure de la somme des modules de tous les autres.

Soit 4’ un nombre positif au moins égal aux modules des &, 4; on a

ol

b . e ——— A
l i e |Srpieron| S I— R
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14 L. LEAU.

Soit aussi
Ek lar: | <M

pour toutes les valeurs de / et de z; il vient

| s B it | < rp oy M

Si I'on suppose nh’ = h” <1, il existera (') un nombre fixe positif M,
tel que Pexpression précédente soit constamment inférieure a M, 2”*; nous
obtenons ainsi une limite supérieure du module des éléments des détermi-

nants envisageés.
En prenant 'unité dans j colonnes, on a Cj_ déterminants (C; désignant
le nombre des combinaisons complétes de 7 objets s & s). Done

M, A% We—J
II_DMI<V'<X'Z (__‘_)__

On peut supposer « supéricur au premier entier o tel que
M, A" <<1.

Par suite, I’expression précédente est plus petite que
) P P plus p q

‘ ]l”(ot—w)(ua—-h
: pa! Z :

Le terme de cette suite, relatif a j, est inférieur au suivant, si
T
./ + I = hll((x u))
et cette hypothése sera constamment vérifiée pour tous les termes, dés que
I'on aura

I
Pa< gia—e) "

Par suite, a partir d'une certaine valeur de a, on pourra écrire

y‘uz_i L
A0 ) (= 7) "
D e gkl

(1) Car si 'on pose a = noa'—+a’, o< a'<n, Pexpression considérée est inférieure a
Ma! ,
e o
(a'l)n
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SUR LES EQUATIONS FONCTIONNELLES A UNE OU A PLUSIEURS VARIABLES. b

Il en résulte que D, tend vers 1 quand « croit indéfiniment; c’est 14 le point
qu’on voulait mettre en évidence.

8. Mineurs du premier ordre de D,. — Soit d’abord un mineur relatif
a un élément de la diagonale principale. On peut le développer comme on
a développé D,. Toutes les fois que I'on prend 1 dans j — 1 colonnes de ce
mineur, on obtient les mémes résultats qu’en prenant 1 dans j colonnes de
D,. Par suite, si on laisse de c6té le déterminant qui se réduit 4 1, la somme
des valeurs absolues des autres est inférieure a celle qu’on vient d’évaluer
plus haut. On en déduit qu'il existe une valeur de « telle que, pour toute
valeur supérieure, les mineurs du premier ordre de D,, dont il s’agit, dif-
ferent de 1 d’une quantité inférieure en module &4 un nombre positif fixe
arbitrairement choisi.

Le méme raisonnement s’applique aux mineurs du deuxi¢me ordre, rela-
tifs & deux éléments de la diagonale principale.

Passons maintenant aux autres mineurs du premier ordre, et considérons
celui qui est relatif 4 la ligne & et a la colonne ». Si on le développe par
rapport a la colonne & de Dy, et si I'on désigne par a7 Iélément de D, qui
appartient a la ligne ¢ et a la colonne ¢/, par D" le mineur du second ordre
de D, obtenu en supprimant les lignes et s ct les colonnes 7’ et s’, le dé-
veloppement se présentera sous la forme

=

(—1)3+‘fr—1e}lg.§l Dgg -+ Z JloE,Dg‘f’l, gt <s — e 2 3
Son module est plus petit que
e[ D]+ X[ 0g |-

Un terme quelconque de I'un des déterminants D7 se déduit d’un terme
quelconque du déterminant positif ot 'on prend &f que I'on remplace
par 1, ct un terme de la colonne £, autre que &3, que 'on remplace égale-
ment par 1. Ces termes constituent une partic de ceux que 1'on obtient en
ne prenant pas 1 dans la colonne v, ni dans la colonne &, ni dans toutes les
autres a la fois, et en substituant ensuite 1 aux termes appartenant aux
colonnes 7 et &.

Le module d’un terme de cet ensemble obtenu en prenant 1 dans j co-

lonnes de D, est inférieur a
(M, 7% =i =2,
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L. LEAU.
Donc
Po—3
2 ID;EI = Zf C{Lu_z(f*a—] — ) (M A/ )a—T=2,
0
En raisonnant comme plus haut, on établit facilement que ces sommes et,

par suite, les mineurs considérés tendent simultanément vers o, quand o

croit indéfiniment.
9. Emploi d’un systéme majorant. — Le systéme auxiliaire dont nous

ferons usage est le suivant :
A
A=2AG(s, v}),

(11) vi—= e
Y a2
gt 2 LA RS
ou z désigne x, + x,+ ...+ x, et ou les fonctions de substitution sont
toutes ———; A et 4 sont des nombres positifs, ce dernier plus petit que 1.
T F
Il est naturel de chercher une solution formée de fonctions égales et ne dé-
pendant que de z. La fonction unique inconnue vérifiera I'¢quation
A
it Rh=2%% = de
s_pm |z
r

Sl
r 7!

On sait, en vertu du théoréme I, qu’il existe une solution holomorphe
de cetle équation, nulle & Uorigine, dés que r' == \pm.

10. Etudions les relations qui permettraient de calculer les dérivées suc-

cessives des fonctions ¢.
Ayy 8, oipo.. b d6signant des quantités analogues i
Dy et doci,...,ot,,;ﬁh...,,’3,,;1;1',

!
& . L?\/z“.

on a d’abord
0oty 0t By nli—

: BooButii= g T 1B T 7

Nous savons que A, tend vers 1, quand « croit indéfiniment; je dis que
A, est o dés que o >1. Envisageons, par exemple, le systéme

Yoty nnst == 2 B 80((,.‘.,06,1;‘ e Dyl )’pl,...,ﬁn; 1= 0,
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SUR LES EQUATIONS FONCTIONNELLES A UNE OU A PLUSIEURS VARIABLES. 10)

ou les y sont les inconnues. Il est aisé de voir qu’il admet une solution
unique. Les ¢ ne dépendant que des B, la comparaison de deux équations
ol les o restent les mémes montre que

Yoo i ™ Yot isttyit =00

Deux équations relatives & des permutations différentes des & donnent
ensuite

, _— s
D a0 Yoo 000 == O

Le systeme se réduit par suite &

yl:r LT (/m)“}: 0.

],l

Si donc on suppose mph< 7’ et nh <1, A, est différent de o. D’ailleurs,
il se réduit a 1, quand on fait tendre /4 vers o : donc il est positif.

En désignant par ©;le terme connu du deuxi¢éme membre de la 7i¢me équa-
tion relative a 'ordre «, du systéme auxiliaire (11), le numérateur d’une
inconnue, lorsqu’on calcule les dérivées des ¢, se présente sous la forme
d’un polynome, dont les termes sont le produit d'un ©; pour un mineur du
premier ordre de A,, affecté du signe convenable. Je dis que ces mineurs,
affectés de leur signe, sont tous positifs.

1° Mineur relatif & un élément de la diagonale principale. Nous savons
que ces mineurs tendent vers 1, soit quand, 4 étant fixe, o croit indéfini-
ment, soit quand, « étant constant, % tend vers o.

Considérons I'un d’eux, par exemple celui qui est relatif au premier
¢lément. On prouve qu’il est positif en constatant que le systéme

A s i 2 S Sotw--,dn;ﬁxm-,ﬁn;l;i VB Bt =195

ol ne figurent nf ¥, - o i 8u0 . ou e,y 1 l6s By
met une solution unique.

sy Bt 0,0, Lo, 0212 59 ad-

2° Mineur relatif 4 un élément n’appartenant pas a la diagonale prin-
cipale.
Un pareil mineur peut s’écrire

g

£
phhzl Ay Ay BT
ey el s e

les A étant les mineurs du second ordre de A,.
X 3
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18 L. LEAU.

£ . .
Dans la somme, les A7, contiennent au moins 4* en facteur; donc, quand
i I .
h tend vers o, la quantité entre crochets tend vers BT TE Je dis qu’elle

ne s’annule pas. Ce point s’établit en considérant un systéme analogue aux
précédents, ot la ligne £ est supprimée, ainsi que 'inconnue relative a la
colonne n; et il en résulte que le mineur est positif.

11. Nous allons maintenant comparer les développements relatifs aux
systémes (8) et (11).

Les expressions des dérivées correspondantes de fonctions de 'un et de
l'autre systéme se présentent sous forme de fractions analogues. Comparons
d’abord les déterminants qui y figurent.

Les dénominateurs D, et A, tendent vers 1, quand « croit indéfiniment,
et A, est positif. Il existe donc un nombre H, tel que I'on ait

D

>i our o1
A, P =

H

Aux numérateurs figurent les mineurs du premier ordre de D, et de A,.

b

n
A"l
maximum. De méme, on a

Les rapports tendent vers 1 et, n’étant jamais infinis, admettent un

.

5 &
| _mr (@)diﬂé |+ 2| D% |
v z
Ag ph \ A A:‘l% + et A?q
) D} .
et si 'S h, les —A—‘;‘) ont un maximum. J’appelle II, une limite supérieure
13

du module des rapports des mineurs du premier ordre de D aux mineurs
correspondants des A.

Soit maintenant o le maximum des modules §,(z, «} ) dans des cercles
de rayons r;, 757, & Vintérieur desquels elles sont supposées holomorphes.
Sir<ry, r'<ry, le module du rapport, & l'origine, d’une dérivée quel-

) Ce 5 pnic . IU
conque de §; a la dérivée correspondante de G sera inférieur & ~-+ Je pose

Enfin, les fonctions de substitution du systéme (11), qui sont toutes
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SUR LES EQUATIONS FONCTIONNELLES A UNE OU A PLUSIEURS VARIABLES. 19

¢gales a

peuvent étre supposées majorantes pour les .

Il reste & examiner les coefficients des déterminants qui figurent aux nu-
mérateurs. Soit, par exemple, un coefficient quelconque relatif au premier
systéme. Il est formé de facteurs de la nature suivante :

1° Dérivées des §; par rapport aux « et aux u;;

2° Dérivées des ¢ ;

3° Dérivées des uy par rapport aux .

Ce dernier produit est de la forme

Lk <du”">el”"/‘“ ( 0%ty )elw,/\';n,u.v!n;f/
I I k| —e e ; - 2
0y dxi 0, 0t

0 X\ nk / o

Appelons ordre de ce produitla somme des produits de chaque indice
de dérivation par la somme des exposants des dérivées relatives a cet in-
dice. Je dis que I'ordre est au plus égal a4 o dans le calcul des dérivées
d’ordre o.

Il est, en effet, facile de constater qu'il en est ainsi au début et que cette
régle, supposée exacte jusqu’a une certaine valeur de a, se vérifie encore

pour la valeur suivante.

12. Ces calculs préliminaires effectués, supposons que les équations ()
permettent de calculer les dérivées jusqu’a l'ordre o, puis que Dg.,,
Dg.,, ..., solent tous différents de o. Je considére les racines 200 — 1 du
rapport des modules des dérivées ainsi calculées, d’ordre «, a celles du
systéme auxiliaire, et j’appelle L le plus grand de ces nombres.

Supposons qu’il existe un nombre P tel que, jusqu’a un certain ordre,
le module du rapport des dérivées des fonctions inconnues d’ordre j a
celles des fonctions de comparaison soit inférieur a P**~', nous allons con-
stater que, moyennant une condition trés simple, cette inégalité subsistera
pour l'ordre suivant.

Soit € un coefficient quelconque d’un mineur de D,,, 4 I'un des numé-
rateurs, II le produit correspondant dans le systéme auxiliaire. Soient e,
la somme des exposants des dérivées d’ordre ¢ des fonctions « dans @, et o
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20 L. LEAU.
ce que nous avons appelé 'ordre de ce produit, c’est-a-dire

€1+ 2€+.. .+ qgegt....
On a
®

1T

= Petse, e+ (2g-1et.

Or, on sait que ®=a -+ 1 : donc
@
= 2(0+1)—2
IHI <P .

Par suite, le module du rapport de deux dérivées correspondantes
d’ordre o« + 1 est inférieur a IIH, KP2@+1-2,

Si donc on prend pour P le plus grand des deux nombres L, ITII, K, la
propriété qu'il s’agissait d’établir existera.

Cela posé, si la solution du systéme auxiliaire est holomorphe dans un
cercle de rayon R, les séries analogues relatives au systéme proposé le

= 18 G s
sont aussi dans un cercle de rayon p;- Elles constituent alors évidemment

une solution des équations données.

13. 1l est bon d’observer que la démonstration précédente peut s’appli-
quer dans d’autres circonstances. Les dérivées des fonctions inconnues et
des fonctions de comparaison se présentaient sous la forme

0%u A X+ .+ AX 0% _BIYH—...—!—BSYS.
doe: D, : T e A,

Les hypothéses faites sur les dérivées des ¢ ontservi & démontrer que

D,
A,

I A
>ﬁ et ‘E|<H1.

Quand ces propriétés subsisteront et que les @ seront encore des fonctions
majorantes pour les ¢, les raisonnements qui ont ¢été faits continueront a
étre valables.

14. Il faut nous placer, a présent, dans la deuxiéme hypothése prévue
par le théoréme III. Rappelons que 1’on suppose
| 2pri | <1 quels que soient 7 et £,

et
lysp =0 pour sz,
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SUR LES EQUATIONS FONCTIONNELLES A UNE OU A PLUSIEURS VARIABLES. 21
En reprenant les notations précédentes, on voit que, sil'on n’a pas
colt—81 %s—Bn; o 13705
Ay .00 8, .. 1:: €St MULS et que

e 3 . h% (24
docl,...,oc,,; Oiseny Qs s E k a/c[lh'lilk C0 /ln;tzk‘

/' désignant un nombre positif, inférieur 4 1, et au moins égal en module
aux /,;, et M étant une certaine constante, on aura

]doct,.‘., Gt Ersnns O L il < M7=
On constate facilement que

[1— Dyl < (1+ mMA/*)be—1,

et que, par suite, D, tend vers 1 quand « croit indéfiniment.

Les mineurs relatifs aux éléments de la diagonale principale tendent
simultanément vers 1 dans les mémes conditions. Quant aux autres, s'ils
sont relatifs & un élément supposé nul, ils sont identiquement nuls; ct, dans
le cas contraire, ils sont inférieurs en module & M4, ¢, ayant 1 pour
limite.

On prendra comme systéme de comparaison

A

Vi— —

=2 N[0, @, ...,0,]

r r

oul'on a
5=X1+ Xo+...+ 2,,

z2

O, — ha,+

avec Rh <1,

‘n opérant comme plus haut, on est conduit 4 considérer I’équation

A

= = = — A
I—;—%V[d’l,d)z,...,q)n]

Elle admet une solution ne dépendant que de z, ainsi qu’il résulte du
théoréme 115 et cela suffit & établir la proposition que nous avions en vue.
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22 L. LEAU.

CHAPITRE II.

MEME QUESTION TRAITEE PAR LA METHODE DES APPROXIMATIONS
SUCCESSIVES.

1. Dans son Mémoire (') Sur une classe de transcendantes nouvelles,
M. Picard a employé les méthodes d’approximations successives, si fé-
condes dans les applications aux équations différenticlles, pour étudier un
systéme d’équations fonctionnelles, en faisant observer qu’on parviendrait
certainement, par le méme moyen, a établir ’existence d’autres classes de
fonctions. Nous allons reprendre, a ce point de vue, les questions traitées
dans le Chapitre précédent. Le procédé qui a été suivi alors présentait
certaines analogies avec des démonstrations relatives aux équations aux
dérivées partielles. Les raisonnements vont cependant se présenter d'une
maniére plus naturelle par I’emploi des approximations successives.

2. Rappel d’un théoréme général. — Le théoréme suivant, qui est
classique ('), sert de base a la méthode :

St les fonctions f,, fay --+5 [y --. des variables z,, ..., x, sont holo-
morphes dans certaines aires (A) avec des rayons de convergence ad-
mettant un minimum différent de o; et si, dans les aires (A) accrues
d’anneaux dont Uépaisseur n’est nulle en aucun point, les maxima des
modules de ces fonctions forment une série convergente, la série

sk s T gtk R

est holomorphe dans les aires (A).

3. Choix d’une loi d’approximation. — Reprenons les notations du
Chapitre I, n° 5, et le systeme

([) ui:ji(xsy ll.('.)),

(1) Acta mathematica; 1894.
(2) Consulter MERAY, Lecons nouvelles sur I’ Analyse infinitésimale et ses applications
géométrigues; 1" Partie, p. 231.
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SUR- LES EQUATIONS FONCTIONNELLES A UNE OU A PLUSIEURS VARIABLES. 23
On peut I'écrire
N () _y o (%)
(0) U= Akri Uy +‘,Ji(xl’ '-'7xn)+Fi(xSy uy ),

le développement des F par rapport aux «/" commencant par des termes
du second degré.

Posons _
J
.Z‘;( L= Esllrs/;xs?
- (1») u,(x (k) x’“" s 1;(/))
I1 vient
(3) ;= ZA @y S Ewa,“ [ — uf ]+ §;+ F,.

Il est naturel de considérer les termes u;, zam ' comme la partie la

plus importante des équations, et de remplacer ailleurs les ", «,” par des
valeurs approchées.

Appelons u;y, w;y, Uy .., Uy, ... des valeurs approchées successives
des u,;. Nous prendrons u;,= o, et nous chercherons & déterminer les
Uiy Usyy -« Par les équations suivantes :

4 O
D == Zk,tak,, i G;+F; (x5, 0),
(4)

Lt k (k) (k
Uiy — E kol @ W)+ E ak{z[uu 1 — U T+ b+ Fo(s, uf2)),

En posant
Ujp— Uji— = 61’1,
on en déduira

=
[ Wo— Zk,za;,,l u}‘{” + U+ F; (2, 0),

Oja— Ehlam o 2 ag[uf® — wfP ]+ Fi(zs, u"") — Fi(xz;, 0),

0= 2"’ak1z 81: i p 2 a/‘h[auﬂ /(,5,')1 1+ Fi(xs, ”/z 1) — Fi( s, u” 2)
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24 L. LEAU.

Il faut maintenant prouver : 1° que I'on peut résoudre les systémes (4)
ou (5); 2° que les suites des fonctions ¢ satisfont aux conditions du théoréme
-appelé plus haut; 3° que les séries

N AN
Ui+ O+ 03+ ..

vérifient le systéme (1).

Résolution des équations d’approximation. — Posons, pour simpli-
fier,

> W\ '
(6) | Bie= Dt ApriBi + Gl @1, @ay + oy @)

Les G; étant supposés holomorphes et nuls a I'origine, et de plus connus,
il est d’abord facile de voir qu’on peut résoudre les équations (6), ot £ a
une valeur fixe. Le calcul des dérivées des ¢, a 'origine peut s’effectuer,
puisque, par hypothese, D, est différent de o. En outre, et c’est 1a le point
important, i/ existe une constante P, indépendante des fonctions Gy, telle
que le module du rapport des coefficients des ¢ aux coefficients des termes
de méme degré des G soit inférieur ¢ P. En effet, les dérivées des ¢
d’ordre o se présentent a I'origine sous la forme de fractions dont le déno-
minateur est D, et le numérateur une somme de produits de deux facteurs,
I'un étant un mineur du premier ordre de D,, 'autre une dérivée d’'une
fonction G de I'ordre considéré. Nous savons que D, tend vers 1 pour « in-
fini. Soit N le maximum des modules des coefficients des G des termes de
degré a«, et placons-nous dans le premier cas indiqué au théoréme IIT du
Chapitre I. Le coefficient de z%z®...2* d'un ¢ sera inférieur en valeur

absolue a
Mol 2'%eqy B
e oty] .. vanw+291,§,” (o < BilBal 1N
‘ oyl oo, ! | Dy
ou bien &
. I+M1{Lah'/°‘
NSM—“)O(I—)

g, ¢tant une quantité positive qui a 1 pour limite, comme cela ressort des
calculs faits sur D, et ses mineurs. La proposition est donc établie, puisque
M, v, 2" tend vers o. Le méme résultat est immeédiat si 'on considére le
second cas au lieu du premier. Observons enfin que ce qui précéde s’applique
aussi bien aux «;, qu'aux ¢. Ainsi donc, on peut résoudre les équations (5).
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SUR LES EQUATIONS FONCTIONNELLES A UNE OU A PLUSIEURS VARIABLES. 25

5. Légitimité de Uapplication du théoréme rappelé au début. — Pour
simplifier 'exposition, nous désignerons, dans ce qui suit, par | /|’ la somme
des modules des termes de f développé par rapport & tous ses arguments.

On peut supposer qu’a l'intérieur de certains cercles, de rayons ¢ pour
les «, R pour les «, les F; soient holomorphes et que, de plus, les dérivées
partielles vérifient les inégalités

!

o < R’S,

du,;

S étant constant Si I’OH a
0
[ zl=p et |u]SR'SR.

Il résulte des hypothéses faites plus haut que, si p est suffisamment petit,
on peut fixer deux nombres g et v, le second plus grand que 1, de sorte que
I'on ait

el =i e
I
I.Z';-"/“ ey 2 — g = E_,
7
pour
[z|=p'Zp.
Enfin, il est important de faire la remarque suivante : y,, y,, ..., ¥,;
Aty étant des fonctions de certaines variables indépendantes
Ay Agy ..., A, étant des fonct d t bl dépend g
on a
]f()’l"*—)\b ]’2+7‘2’ e Y ylz+)\n) —f(.}’u J’z, B 'ayn)I,

9 1’ )‘1‘(7 2, )\2 ,;---, ‘n/ )\nl 3
<Ei|)‘il, /(!y[+l I D’l—*“l I |y |+1 |) v

dy;
Cela posé, imaginons qu’il existe un nombre p, inférieur & p, tel que
I'on ait

| ws | << p' Myy,
[ Yy [’< P’%t—t;
dés que |z |Sp'S p,, M,y oL 9T, étant des constantes.

Nous allons faire voir que, sous certaines conditions, les séries | G, | re-
latives aux équations qui définissent les ¢, sont convergentes & l'intéricur
et sur le contour des cercles de rayon p, ; nous en déduirons la méme pro-
priété pour les | 8, [, ainsi qu'une limite supérieure de ces quantités.

’ 3 e
On a d’abord, pour |z |Zp'Sp,,

'06 (,x{(k)!/+ , ‘1,(/,-)_ J,[\/c”/) i

c & | k (k =1 i

aﬁll s 611\1'—)1 l < Z = l .T; e x/r( )l/ 5 14 a 5
o

L. 4
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26 L. LEAU.

Et comme
k ’ 3
[x(r - .z‘,.‘"’ |’< p""g

Qb
R
il en résulte que
5 5 n B[
(7) |3k, — i o 2EEL TR,

D’autre part, on sait que
OBy | iy |0+ [ 302 1)

(8) 1¥ulas, w1 — Wl [y |0) < leﬁiz I ‘ —
Or,
fa, 2o e B (Dnt—gy—l- ory)
quand
[z|Sp'Sps.
Si donc on suppose
(9) %1‘(3]11_2—}— e

les deux membres des inégalités (8) sont définis pour |z |<p, et ’'on a dans
ces conditions, si |z |<p'Sp,,

(10)

12,
Pi(@e | USE [1) — Fi(s, | uf?, 1) << %2—171198%,,,(311,%—1— o _y).

On conclut des inégalités (7) et (10) qu’il existe deux constantes A et B,
indépendantes de o', 9%, el 9, _,, telles que Pon ait dans les équations (6)

[G:|'<p96,—1 [A + B (IM;y+ 9Ty,

en faisant toujours les mémes hypothéses sur les .
I résulte de la que, dans les mémes cercles de rayon p,, les ¢, sont dé-
finis et que I'on a

| 85| < p2P 95, [A 4+ B(IN,_y+ 95,, )]

Pour déduire de ces propriétés que les suites de fonctions & satisfont aux
conditions requises par le théoréme rappelé au début, il suffit de montrer
que I'imégalité (g), qui peut étre vérifiée pour les premiéres valeurs de ¢ si
p, est assez petit, le sera ensuite indéfiniment.
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De la limite supérieure trouvée pour| 3, |, on conclut qu’on peut prendre

pour 9%,
p1PI%, [A 4+ B (M, + 9T, 4)],

de sorte que la formule générale permettant de calculer at,, en supposant,
I'in¢galité (9) constamment vérifide, sera

—1
(11) LA o [A—!—BE;%{I.
1

Or, posons

L 2
L
A étant positif; si A’ et B’ désignent deux quantités positives satisfaisant &
la condition
6A’+3B'A—2 <o,
on a toujours

f(0> [A'+ B’Eff(j)] fle—1).

1

>

Done, si nous supposons ¢, = - et

2
3p, Pk £ AB)— 55 6A' L 3B} — 3,

on aura 9%, < f(¢). Par suite, la série

©

2:9@,

1
sera convergente, et 'inégalité (9) sera constamment satisfaite si

v R
P1§ /7\ i

A ces diverses conditions, qui se réduisent a prendre g, assez petit ('),

(1) Il suffit que p; soit inférieur & p, et au plus égal au plus petit des deux nombres
2A’+ B yR

Dok - 3B) % A étant au moins égal a 29Ty. Or, 90, peut étre défini par rapport aux
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. R 1 . Foge L 1
les séries Z:)Sitl’ sont a l'intéricur et sur le périmétre des cercles de
1
rayons p, des sommes au plus égales a A. La deuxiéme partie de la dé-

monstration est donc faite.

6. Conclusion. — Le dernier point est immédiat. On a, en effet, en

vertu des relations (4),
wie= Fprapuif -+ W apl Wl — w1+ Gt Fi(ag, wifl,).
Comme les ﬁi, tendent vers des fonctions «; on a, a la limite,
T Zn,lak,i b+ Fi (g, ulf),

et le théoréme est établi.

7. Remarque. — En terminant, il n’est pas inutile de remarquer que
les &;, commencent par des termes de degré ¢, de sorte que les modifica-
tions qu’on fait subir successivement aux valeurs approchées portent sur
des parties de plus en plus éloignées, des portions de plus en plus grandes
des développements étant ainsi définitivement acquises.

cercles de rayons p; il reste alors les conditions

[ <p,
I

o1 { <3P(A LB’

grdl
:2%1
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[
o)

CHAPITRE III.

EXAMEN I’EQUATIONS QUI ECHAPPENT AU CAS PRECEDENT.

1. Les conditions imposées aux fonctions de substitution dans I’énoncé
du théoréme fondamental qui a fait 'objet des deux premiers Chapitres,
ne permettent pas, en particulier, de supposer qu’une dérivée d’une de ces
fonctions devienne égale & 1 & Porigine. Or, ¢’est la un cas spécial qui est
intéressant. Nous allons ’examiner sur quelques types d’équations, ennous
servant encore des méthodes d’approximations successives.

2. Rappel d’un théoréme général. — Voici un théoréme, nécessaire
pour ce qui suit, et qui se rattache étroitement a celui qui nous a servi de
point de départ dans le Chapitre précédent :

Stles [oREIons foif g «vip toy o oo BESVEITADIES T ;= oo g SOBL Ti0]0=
morphes dans certaines aires (A) avec des rayons de convergence ad-
melttant un minimum différent de o; et si, dans les aires (A), accrues
d’anneaux dont Uépaisseur n’est nulle en aucun point, les maxima des
modules de ces fonctions sont tous inférieurs a 1 el forment une série
convergente, le produit infini

(= )+ o) (1) -
est holomorphe dans les aires (A).
I1 suffit, en effet, d’établir la méme propriété pour la série
La+/f))+~L+/fo)+...+La+/,)+....
Or cette série est comparable ala suivante
Ji+=fotoo o+

qui jouit de la propriété indiquée en vertu du théoréme qu’on a rappelé
plus haut. La proposition est donc- établie. )

3. Cela posé, soit une fonction holomorphe a I'origine, et de la forme

(1) os) =5 tlostiop o oinlioe
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Nous désignerons ¢(s) par z,, ¢(3,) par z,, ..., 9(Z,_,) par z,, et par
J»(3), f(5,); f(5) étant une fonction quelconque, et z, = z.
Relativement a une pareille fonction ¢(z ), nous allons établir la propo-

sition suivante :

Tueorine . — Sil’on prend un point quelconque & Uintérieur d’un
cercle asses petil ayant son centre a l’origine, il arrivera nécessaire-
ment que les transformés successifs de ce point, soil par o(z), soitl par
la fonction inverse, soit méme par loules deux, ont le point O pour point

limite.
Examen d’un cas simple. — Considérons d’abord la substitution parti-
culiére suivante
. )
(2) 5111:1_/151‘_1’

ol & est une constante quelconque, et ou 'on adopte la détermination

de z, telle que <%>0 ==,

En premier lieu, si i = 2, la transformation (2) conserve les cercles tan-
gents a l'origine a la droite
¢
s = 7L,

¢ étant une variable réelle. Sil'on prend un point P dans le plan, ses trans-
formés, directs et inverses, sonl situés sur celui des cercles précédents qui
passe par P; les uns et les autres ont l'origine pour point limite.

En second lieu, si ¢ est quelconque, la transformation (2) laisse inva-
riables les courbes dont I’équation, en coordonnées polaires, est

(3) pirt==ksin(i—r1) (0 — a),

a et k étant deux constantes, la premicre fixe, la seconde arbitraire. Ces
courbes ont la forme de rosaces a 2(7 — 1) branches, qui se coupent aI’ori-
gine sous des angles égaux, les branches des différentes courbes étant tan-
gentes entre elles en ce point. Méme remarque au sujet des transformés
d’un point que dans le cas précédent.

Lorsque = est tres petit, la substitution (2) fait correspondre & un point
P d’une des courbes (3) un point P, situé sur la méme boucle; si’on fait
varier 5, par continuité cette propriété subsiste; de plus, le sens de par-
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cours de P a P, est le méme sur deux courbes infiniment voisines : nous
Iappellerons le sens direct.

]

Extension au cas général. — Considérons a présent ¢(z). Partant
d'une valeur de z, nous serons conduits & une méme valeur par les substi-
tutions (1) et (2), si nous prenons

o=l e
;

== de= = s
(Pl—l ;z—l J

h est une fonction de z, holomorphe et de la forme
(L—I)g,+ s %5

tant que o(z) est lui-méme holomorphe, et ne s’annule pas en d’autre
point que l'origine. A chaque point P est ainsi liée une courbe I' (3) telle
que P et P, soient sur I'; nous appellerons arc direct relatif a P l'arc de
I' allant de P a O en passant d’abord par P,.

De méme, si I'on prend la fonction inverse de o, que je désigne par z_,,
on a des propri¢tés analogues aux précédentes. A chaque point P corres-
pond une courbe 1(3) telle que P et son transformé P_, par o_, soient
sur I'V; I’arc inverse relatif a P est I'arc de IV allant de P a4 O, en passant
par P_,.

Ici, on a

h=—((—1)g;+....

D’ailleurs, pour z infiniment petit, toutes les courbes I' et I différent
infiniment peu de celles qu’on obtient en donnant a /4 la valeur constante
(t—1)g; (deux valeurs de %, de rapport réel, conduisent aux mémes
courbes). I’angle d’écart d’une tangente a I'origine a 'une quelconque de
ces courbes et de la tangente correspondante aux courbes limiles n’atteindra
pas ﬁ s1|z|est assez petit. Soit un cercle C de centre O a I'intéricur

duquel la condition précédente d’une part est réalisée, et d’autre part les
fonctions z, et 5_, sont holomorphes et ne s’annulent qu’au centre. Suppo-
sons ¢ = 2; les raisonnements s’¢tendront d’eux-mémes au cas de ¢ quel-
conque. On a marqué¢ (fig. 1) la tangente OA aux cercles limites,
I'angle BOD qui comprend les tangentes a toutes les courbes I' et I
parmi toutes ces courbes, celles qui sont tangentes a C sont donc nécessai-
rement intermédiaires soit entre les circonférences OE, OF; soit entre OG,
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OH. Admettons que le sens direct soit celui de la fleche. Il est clair que,
pour tout point situé dans la région OLEMGL’O, I'arc direct est tout

entier dans la méme région. De méme, pour tout point de la région
OTFNHT' O, larc inverse est aussi entiérement dans cette région nouvelle.
Si I'on effectue, plusieurs fois de suite, la substitution (1), on a

i wi—1 zi—1
= 1 o e aled ~n-1
T hgi-t’ o1 2 ~n

1 B s Dy —
1— hy g} 11— hpy

i R o
il it o)

“n-—1

et, par suite,
~i—1
Ll =

(b Bl ot B

Supposons le cercle C assez petit pour que, pour tout point de ce cercle

h(z)

e =K
(=) 5

K étant une constante, et pour que la condition analogue soit vérifiée pour
la substitution inverse.
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Nous avons prouvé 'existence a 'intérieur de C de deux régions R+ R’,
R + R” ayant une partie commune R, pouvant d’ailleurs étre formées de
portions distinctes et avoir une ¢tendue plus grande que celle qu’on leur a
reconnue, et qui jouissent de cette propriété : tous les transformés directs
des points de R + R’ sont a 'intérieur de R + R’; tous les transformés in-
verses des points de R + R” sont dans R + R”.

Prenons un point situé dans R + R’; on aura donc, quel que soit 'entier
positif p,

h(z,) |
=i il
O i

et, sil'on pose ad DT (),
(—ng

(4) Zf;l e LA TN

) N e
1—~n(L—I)gl-zl‘lll—k~~—~~1—4”—1J

~i—1
pat

Comme

0+ 0i+...+0,,
n

<«

st et, par suile, z, tendent vers o quand rn croit indéfiniment.

De méme z_,(z_,=35_(,—y(5_,)) tend vers o pour 7 infini, quand =z est
pris dans la région R -+ R”.

Si donc on considére le cercle de diametre VV/, il se trouve bien dans

les conditions annoncées au début de ce numéro.

4. Théoréme concernant la limite de nz''. — Nous pouvons déduire
de ce qui précéde un théoréme qui a été démontré par M. Lémeray (') et
qu’on peut énoncer de la maniére suivante :

Tutorive II. — Dans la région R +~ R, on a
| I 7!
limpstles— ——= &
EAP (i—1)g; . diz\
el dzt ),

et dans la région R + R”

X : I 7!
limnrnzo! —+ —

n=w L — 2 i 5 li:_ i

(1) Bulletin de la Société mathématique de France, t. XXIII, n° 9 et 10.

L.

(O) ¢
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Bornons-nous au premier cas. On peut trouver un cercle C’ tel que 'on
ait a I'intérieur
0] <<e.
Les transformés du point P choisi seront, & partir du p*™¢, tous dans ce
cercle. Par suite

SO = o e Kp+e(n—p)
n < n 7

Le second membre ayant n pour infini, ¢ pour limite, il en résulte qu’a

. . s Py I
partic d'une certaine valeur de n, nz, ' differe de ey

— d’une quantité
&5

inféricure & un nombre fixe arbitrairement choisi : c’est dire que 7z, " a

G pour limite.
i

5. Remarque sur le théoréme précédent. — Peut-on en conclure que

<

5. it : : By o
z, ' est comparable & — dans le domaine R -+ R’? Evidemment non; car le

27
nombre p du numéro précédent peut croitre indéfiniment, et il est visible
que ce fail se produit si 'on fait tendre 5 vers o suivant certaines lignes.

Démonstration d’un théoréme importani. — D’une maniére précise,
cherchons une portion du plan telle que I'on ait constamment
Zit
n < K/’

I

n
c’est-a-dire
1

! O R 8

nsi-1

K’ étant une constante positive quelconque.
Considérons le cercle de centre (i — 1) gy, de rayon K(i —1)|g;| + RL”
puis la symétrique €’ de son inverse par rapport a o, la puissance étant 1.

C’ sera extérieur 4 C et vu de o sous un angle aussi petit que 'on veut
te) I )

pourvu qu’on ait choisi assez petits K —ct le rayon de C. Il suffit évi-

D K/
demment que 377" soit extérieur & 'angle qu’on vient de définir, c’est-a-dire
(que z soit extérieur aux angles qu'on en déduit par la transformation

z'~* = z. Ces angles interceplent dans R des portions (aussi petiles qu’on
a voulu) situées du colé des arcs inverses, et que jappelle S”. De méme z_,
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nous conduirait a enlever des parties que j’appelle S’. Outre & et S7, R
comprend une région S, limitée par des espaces angulaires en o. Ainsi :

Tutorime 1. — Dans S +S'+ R, on a

14
<t <o
¢ n

el dans S + S”+ R”
KI

|zi_n1 l< ';’

quel que soil z dans la région considerée, et quel que soit n.

Cette propriété nous sera trés précicuse.

6. Application a une équation particuliere. — Soit I'équation
(5) u(s)=u(s)+ L(%).

Supposons la fonction L(z) donnée, définie dans S +- S+ R’ et telle

qu’on ait constamment

L<Z)|<M

~L
P

¢ étant un nombre positif fixe, supérieur a ¢ — 1. Il est clair que la série
L(z)+L(z)+...+L(5,)+...
fournira une solution de I'équation (5), holomorphe a I'intérieur de
S+ 8+ R.

Toute autre solution ne différera de la précédente que par une fonction
restanl invariable par la substitution ¢(z).
Si L (=) satisfait & une condition analogue dans S + S”+ R’ la série

= iL(521) + L(5) +. ..+ L(s_,) +.. .

donne dans ce domaine une solution holomorphe de la méme équation.
Alors, de deux choses 'une : ou la différence des deux solutions se réduit
dans S a4 une constante, qu’on peut supposer nulle, ou elle définit dans S
une fonction holomorphe, admettant la substitution ¢(z). Dans le premier
cas, on dispose dans le cercle C d’une fonction qui n’est pas uniforme, ou
bien qui est holomorphe dans tout le cercle. La premiére hypotheése est
évidemment réalisée si L(z) n’est pas uniforme. Quand la fonction est
uniforme, elle est nécessairement holomorphe en o, ce point ne pouvant
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¢tre ni pole, ni point singulier essentiel isolé, puisqu’on connait un maxi-
mum du module de la fonction dans le voisinage de I'origine.

Il est méme facile de voir (') que la solution de (5), que nous avons
trouvée dans S+ 8+ R, tend vers o avec z. Lt c’est la seule qui soit dans

ce cas : on a, en effet,
u(z)=u(z,)+ L(z)+L(z)+...+L(z,-1),

égalité qui ¢tablit la proposition. Remarque analogue pour S + 8"+ R”.

En particulier, §'il existe une solution holomorphe en o, ce qui ne peut
arriver que si L.(z) est lui-méme holomorphe en ce point, elle est nécessai-
rement fournie par les deux séries trouvées respectivement dans

58 +R et S+8+R.
Réciproquement, si L(z) est de la forme
Dori==

et si, quand = tend vers o dans la région S” par exemple, la série qui cor-
respond a S + 5"+ R/, et qui est aussi définie dans S, tend aussi vers o,
il existe une fonction u(z), représentée dans la région S a la fois par les
deux séries, et, par conséquent, définie et holomorphe dans le cercle C.

7. Application a une autre e’qualion. — Soit I'équation

(6) u(s) =A(zs) u(sy),

\

ol
A(z)=1+ f(5).
Si la fonction f(z) donnée est définie dans S + S’ + R/, si elle reste in-
férieure a4 1 en valeur absolue et si ’on a constamment

fif)'<M (i),

le produit infini
A NA G A (s
fournira une solution de (6) holomorphe a l'intérieur de S + S+ R’.
Les mémes circonstances se présentent avec les équations (5) et (6) qui
se ramenent d’ailleurs 'une a 'autre.

(1) Gela résulte de ce que, dans S + S'+ R/, on a, p étant assez petit et H désignant une
constante, | 5, | << H|z| pour | z|<petn quelconque.
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Sile produit

1
AN (o VAR IR (Fs .
donne une solution dans S + 8" + R”, ou le quotient des deux produits
SRRACo IR ATC B DAY (= FAY(CS ) R (T8 S

se réduit & une constante qu’on peut supposer égale a r dans S, et 'on dis-
pose alors d’une solution dans C, ouil constitue dans cette région unc fonc-
tion admettant la substitution ¢(z).

Dans le premier cas, la solution trouvée est encore ou holomorphe en o,

ou non uniforme.
Cherchons ¢’il existe, dans S + 8"+ R’, une solution de (6) tendant vers
une limite différente de o (et qu'on peut prendre égale a 1), quand = tend

vers 0. On aura nécessairement
u(z) =A(z)A(z1). .. A(zn-1) u(20),

et puisque #(z,) tend vers 1, quand n croit indéfiniment, « (=) devra étre
défini par le produit
N2 EAYEST)) S AR (o e

D’ailleurs, il satisfait ala question, caril tend vers 1, quand z tend vers o.

D’une maniére plus générale, cherchons, dans la méme région, une solu-
tion telle que iﬁ—f) tende vers 1 pour z infiniment pelit, ¢ ¢tant une con-
stante réelle quelcouque. Nous ne supposons plus que A (z) satisfasse aux
conditions du début, mais nous supposons ces conditions réalis¢es par la
fonction F(z) définie par I’égalité

[@]CA(:):I—%F(Z).

Pour une pareille solution on aurait

w(s) =5 <5—,‘>CA(Z) < <§3>”A<zi) St (j'”--)“A(s,L_l) Sl
& &

<in—1 =p

u(z) est donc nécessairement égal au produit infini

5 3¢ <%>CA(5) ><<-‘>6A(sl)><. e <_5”->CA(;,L_,) e

23] =1

Y] &8

A

qui est évidemment une solution de (6). D’ailleurs, elle répondra a la
question, car le produit infini qui suit z° a 1 pour limile, lorsqu’on fait
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38
tendre z vers o. Des remarques analogues s’appliquent a la substitution
Imverse.

Occupons-nous, en particulier, des solutions holomorphes ou méro-
morphes en o. Ces dernicres se raménent aux premiéres : bornons-nous
donc a celles-ci. 1l ne peut en étre question que si A (z) est lui-méme holo-

morphe. Une pareille solution, commengant par
B4, . .,

[el

sera nécessairement représentée dans S + S’ + R’ par le produit
3 q
> NG
1

3}

52 <§1>qA(z) 53 <

I

et dans S + S”+ R” par
5 \? o
:) A<Z_1)><<z:> Az s) ...

=9 ( -
D’ailleurs, le quotient de ces deux fonctions devra étre constant dans S
o) )

pour qu’il y ait bien une solution holomorphe en o.

8. Exzemple. — Soit z, = — . Pour fixer les idées, supposons a po-

sitif. Icila région R + R’ est formée de tout le plan, sauf la demi-droite ox,
Fig. o.

Y

X

7’

la région R + R” de tout le plan, sauf la demi-droite oa’. S” est un angle
aussi pelit que 'on veut, comprenant ox, de méme S un angle compre-

nant o’.
Proposons-nous de résoudre I'équation

u(s) =u(s,) + &2

2
Fere

La série
24324 4
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SUR LES EQUATIONS FONCTIONNELLES A UNE OU A PLUSIEURS VARIABLES. 5()

en donne une solution holomorphe dans la région S + 8"+ R’, et c'est la
seule qui tende vers o, quand = tend lui-méme vers o dans ce domaine. De

méme la série

2 -2
SR e LR D e

fournit une solution analogue dans S + 5"+ R".
D’ailleurs, ces deux solutions sont distinctes, car leur différence
o)

F(z)=...+3%,+...+22+. . +3.+...

admet une infinit¢ de poles sur x’x et l'origine est un point singulicr
essentiel isolé. Cette fonction n’est autre que

T2 T
ey, I+ CO 2—1-
a” as

Pour le voir, il suffit d’observer que

2l
]

L’équation proposée n’a donc pas de solution holomorphe en o.

o=
]ﬁ‘(s):;221+2‘,l_1;11 a?

Soit maintenant I’équation

=
w(z)= u(s I
(5) (7)) + =
[ =5 7
2
ety 5 . 2 4 '
Considérons un petit cercle entourant le point — ~» el les transformeées

inverses de ce petit cercle. En les enlevant de la région S + 5+ R’, on
obtient dans la partic restante, au moyen de la série

2 72 ~2
z 22 22
o st e R T
T =5 1+ =5y I =2
2 2

une solution holomorphe et tendant vers o avec z, et c’est la seule qui rem-
plisse ces conditions.
En opérant de méme dans la région S + 87+ R”, on a la série

’ -~
Fg

— = i+
f1+55_‘1 ==

\

ui joue un role analogue.
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Leur différence FF(z) est encore une fonction uniforme, présentant en o
un point singulier essentiel, ayant uncinfinité de péles sur z’, z. D ailleurs,

on a
W
4.7
F(Z):: e — =
a*sin —
asz
En effet
S5E N z2 o e 5
o 1 T a)1—naz 1 ;
1-+—3, [T—naz]|r—({n—-)as 1— n——)a:
2 ] 2 \ 2

et, sil'on groupe les termes qui correspondent a des coefficients de a sz,

L o
———  en série de
a*sin —

a

z

égaux au signe pres, on retrouve le développement de

fractions par une formule connue.

\

L’¢équation proposée n’avait donc pas encore de solution holomorphe a

l’origine.
. 2 2
Remargue. — De 'expression de on tire, en remplacant «
S ) plag¢
a®sin® —-
par t et s par 2,
—+ ’
1 I T 1 1 |
T = o= =+ = +... ———— L
! 42"(1—2/2)2 12+32 o2 +(2p—|—|)2 )

. _
De méme, de celle de ——'L: on ' canclul, en prenant @ = 2.6t 7= 2,
a?sin —
as

+oo ‘
— : : e N T J ?
7r‘_[‘Z"(I—A,n)[lw2(2}1»—«1)] _8} A Do AN 9.13 _‘—5

Dans les Chapitres qui vont suivre, nous allons développer les ‘applica-
tions des résultats préceédents a certaines équations qui ont ¢té déja I'objet
des recherches de divers géométres, notamment Abel et M. Schroder.
Nous examinerons d’abord, dans I’hypothése d’une seule variable, le
cas, laiss¢ jusqu'icide coté, ot lemodule de la substitulion est égala 'unité
au point limite. Nous étendrons ensuite les résultats déja obtenus aux cas
de plusieurs variables.
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SECGONDE PARTIE.

APPLICATIONS.

CHAPITRE IV.

EQUATIONS D’ABEL ET DE M. SCHRODER DANS LE CAS D'UNE SUBSTITUTION
v(z), TELLE QUE LE MODULE DE LA DERIVEE AU POINT LIMITE SOIT EGAL
A IUNITE.

1. Egualions d’Abel et de M. Schroder. — 1.’équation d’Abel est
(1) : flo=7(5) +a

ol ¢ (z) est donné, f(z) inconnu, a une constante qu’on peut prendre
égale a 1.
L’équation de M. Schroder

(2) Sl9(=)]=af(s),

oti les lettres ont la méme signification, mais ot @ est une constante uel-
conque, sc rattache de suite 4 la précédente. En prenant le logarithme
d’une solution de I'équation (2), on a une solution de I'équation (r).

Ces équations ont une grande importance. D’abord, cc sont les plus
simples qui se présentent relativement & une substitution donnée ¢ (=), et
leurs solutions peuvent étre considérées comme des généralisations des
fonctions périodiques. Puis elles apportent une grande simplification dans
I'étude des équations fonctionnelles, ot ne figure qu’une pareille substitu-
tion o (z); car, si 'on prend comme nouvelle variable une solution de I'é—
quation (2), la nouvelle substitution sera 5, = as. Les mémes remarques
s'appliquent au cas de plusicurs variables indépendantes.

En se bornant & une fonction ¢(z) holomorphe au voisinage d’un point
racine z de ¢ (z) = z, I'étude des solutions (1) et (2)a été faite (') par

(1) Voir les Mémoires déja cilés.

. ' 6
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do ) . \ (ASL .
—.) mest pas nul, ni ¢égal & 1 en valeur absolue.
S

M. Grévy a, dans sa Thése, résolu la question lorsque cette dérivée est

nulle. Nous allons étudier le méme probléme en supposant le module de

M. Keenigs quand (

do ; o
(Zﬁ) ¢gal 4 1 et son argument commensurable avee 2.
= x

Voici d’abord une observation générale : résoudre une équation fonc-
tionnelle telle que (1) ou (2) a un sens précis quand on ne cherche que
des solutions uniformes. Mais considérons une fonction non uniforme au
point x; ce chemin qui conduit d’un point 4 son transformé, n'étant pas
défini, il n’y a pas licu de faire correspondre une détermination de Sle(a)]
dunc de f'(z). Il faudra donc simplement, pour que I'équation soit véri-
fice, qu’elle soit satisfaite par des déterminations quelconques d'une fone-
tion et de sa transformée. C’est la la seule convention qu’on puisse poser
a priori.

La remarque suivante estimmédiate. Si b(z) désigne une solution de
I'équation d’Abel, pour laquelle @ =1, et si Q(z) est une fonction quel-
conque de période 1, la solution générale del'équation (1) est

ab(z)-+L[b(3)],

ct celle de I'équation (2) est B*(z)Q[b(3)], B(s) étant une solution arbi-
traire pour laquelle la quantité a correspondante est dilférente de 1.

2. Cas o la dérivée est égale a Uunité. — Supposant, comme d’habi-
tude, le point racine de la substitution & lorigine, nous considérons

"do(s) I
C;{J 0
Soient dOIlC

_(dzflo <% Ny do i ey d_iap
Oi\a’sz a0 aEER & T\ dst /,

L’équation de M. Schréoder n’admet évidemment pas de solution holo-
morphe ou méromorphe & I'origine. S’il existe une solution, elle vérifiera

d’abord le cas ol

aussi I'¢quation

dfle] do _ df(s)
(9) Tde Az T T ds
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Si 'on connait une fonction « telle que l'on ait

(4) =l

ds

2

on en déduira

d fl« d f(z)
(2) {igglu(o):a—{—ii‘u(:),
de sorte que 2L u(z) sera aussi solution de (2). Il est naturel de supposer
sorte q e ulm A Auss a). é PPos

qu’elles sont égales. On sera alors conduit a considérer I’équation

) P L) P
S5 uls)

Cherchons donc une solution del’équation (4). Ondésignera par z, = ¢(3),
54y - .-y 5, les itératives de g, par 3y, Z_,, ... celles de sa fonction inverse.
Il est facile de voir que, s’il y a une solution holomorphe en o de cette
équation, elle a nécessairement comme terme de degré le moins élevé un
terme en z‘, z° lui-méme, par exemple. Elle sera donc (Chap. I11) définie,
si elle existe, dans S + S"+ R’ par

D’ailleurs, cette expression représente une solution holomorphe de (4)
dans ce domaine, car si l'on pose

&)
dsy
s

|

—=1+F(z),

[

F(z) est une fonction holomorphe n’ayant pas de lterme de degré infé-
rieur a . De méme, a I'intérieur de la région S + 5” + R”, le produit infini

fournit une solution holomorphe de I’équation (4).
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Difficulté inhérente a ce cas. — A coup stiv, pour une infinité de fonc-
tions g, les deux solutions trouvées coincident dans S et [’équation propo-
sée admetl une solution holomorphe en o. 11 est possible que cette pro-
priéte ait lieu pour toutes les fonctions ¢; mais je n’ai pas pu élucider cette
qquestion.

w(z)
>

Remarque concernant la limite de - — On sait que, si I'on pose

(6) zt(;):si;)(;),

chaque fonction ¢ tend vers 1 quand =z tend vers o, dans le domaine ou elle
a ¢té primitivement définie.
Un corollaire de cette proposition, c'est qu'il n’ewiste pas dans
S + 8+ R’ de solution holomorphe de I’équation (4), dont le rapport a
z% lende vers o avec z.
“n effet, s'il existait une pareille solution que j’appelle 27X (z), on aurait
), G
Xy =Xfz) ood MU At

dz ;l:zz dsz,
d= dz, Az

Quand 7 croitrait indéfiniment, il devrait en étre de méme du coefficient
de X(z,), ce quin’a pas lieu.

Forme intéressante donndée a une condition.

On peut mettre sous une forme simple la condition pour que les deux
fonctions « ne soient pas distinctes. Comme elles sont respectivement les
limites, pour » infini, de

;f, s L ndz
7:7 et de ({5;;_ >
il faut et il suffit que l'on ait -k
y | |
(/ ) 251:111 ! a’z,,l [ Ty

Conclusion relative a Uéquation (4).
On a donc le théoréme suivant :

Tmiorine 1. —— L’équation (4) admet respectivement, dans les do-
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maines S + S + R, S+ 8"+ R”, deux solutions holomorphes, telles
que leur rapport a z* lende vers 1 quand s tend vers o dans le domaine
correspondant. La condition pour que ces deux fonctions coincident,
et elles définissent alors une fonction holomorphe en o, est que

lim

= co

dA’—n

d~'n l
=y

3. Retour a I'équation de M. Schroder. — Reprenons 'équation (5).
A chaque fonclion u(z), elle fait correspondre, dans son domaine, une so-
lution de I'équation (2), holomorphe a I'intérieur. La différence
Lfle()] —LJf(5)

est, en effet, constante, puisqu’on a
do dz

dfle] _df(=s) _ de  ds
Jlel J(=) u(9)  u(s)

Les logarithmes de ces nouvelles fonctions donnent & leur tour, dans les

deux régions, des solutions de I’équation d’Abel. 11 est clair qu’elles coin-
cideront ou seront différentes en méme temps que les fonctions w.

Nous allons donner de ces solutions de I'équation d’Abel des expressions
analytiques. Dans ce but, nous ¢noncerons d’abord des théorémes qui pré-
senteront d’aulres conséquences intéressantes.

Théoremes concernant certaines limites.

. . ;e I
Tutorine 11. — On peut troucer un polynome de degré i en - :
;o di @
P(z):;.l--ujz.:i—n—...—}——j' (d;#o

tel que Uexpression
do(
dg

P(~1) P{z)

-
soit une fonction holomorphe a Uorigine, r’ayant pas de terme de
degré inferieur ¢ i — 1.
La vérification se fait sans difficulté.

Il en résulte que, 5 étant dans la région R —+ R’, les quantitds

2| 2P ) =P o [ZELP ) — Pa)]

n “n

ont des limites, quand 7 croit indéfiniment.
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Posons
. d‘ d dc)
8 Uil == e Il o =
(8) #i2) ([——1):“‘+([——2)5‘—2+ B

Du théoréme précédent, on conclut de suite celui-ci :

Tucorime 1. — I/ est possible de trouver un systéme de constantes

d,(d;#0),d._,, ...,d, telles que la différence
—(5)+d Lz, —[—d(3) +d,Lz] —1

soit une fonction ¥ (z), holomorphe en o, et w’ayant pas de termes de
degré inférieur a i.

Conséquences. — De la relation

—¢(z1) +dLa,=—¢(5) +d, Lz +1+F(3)
on déduit

—U(z,) +diLs,—n=—14(5) +d Lz +F(2) +F(5)+...+F(z,—,)

et, par suite,

nzlt+ (L'__d]i)zn — l.digz - [;l.d_"__%ﬂn—i—. ] .+d2z{;3]+5;‘;2 (=)
= ;F(S) + F(z;) +.. .—+—F(5n_1)§ 4 d Lf;g_
Done
% Gl e e
On trouverait de méme
o il:ﬂclo [lwi;g—f_ (iji)z}‘l (iif;)zﬂ]:_ Ld__%

Et ainsi de suite. IFinalement

(1) lim [n+¢(5)—d Lz ] =4(5) —d,Ls
—F(z)+F(5)+...+F(5,) +c. .|

Ces résultats, auxquels il faut joindre celui de M. Lémeray

lim nzit =—

n= o L — 1

5
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et la relation

M 2 v (0)
T e = g SN R
e da sl ( )u(z)

sont les analogues de ceux trouvés par M. Keenigs dans le cas ou

do(z)

==
ds

P

Ils sont, comme le théoréme de M. Lémeray, susceptibles d'un énoncé

plus précis :

Tugorive 1V, — Dans la région S + S+ R, on a, K’ étant une cer-
laine constante, les inégalités

Enfin, si de la région S+ S’+ R’ on détache un petit secteur de maniére

a en 1soler I'origine, on a
| n4-d(s,)—d Lz, | <K'

Des propriétés analogues ont lieurelativement a la région S+S"-R” £y,

Applications a quelgues équations. — Grice aux inégalités précé-
dentes, on peut construire des fonctions satisfaisant & certaines équations
fonctionnelles.

Posons

dz‘ dz’:1_

Epn=nzsi?+ —— = o e e ST BEDET
= RS ot T s e
®
; v 3ZE
GP,(I(G) i :“"9—1)_;_2" G nu (q S 0),
1
= &
H,,(z)= Y.sE '
pa(3) == D n3lE, (g>i—1).

0

Pour p <7, les fonctions précédentes sont holomorphes dans S + S" -+ R’;

(1) I est possible que le cercle par rapport auquel on considére, ici et dans des cas sem-
blables, les régions S, S', ... soit de rayon plus petit que celui considéré au Chapitre III.
) g ) VGNP SR q v

Mais ce point est sans intérét dans la question.
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pour p = ¢, dans la méme région dont on a isolé I'origine. D’ailleurs :

i+ d’%
b () ss Baplan) HErts —Iil—lz(’l——l

.............................................................. g
t;
= (G P —I—”l-" el E
G3,1(2) s (51) +(L—])~1 {—1I (n—1)ns,
.
2 — G < =i T*l;‘]" z
Gs,2(2) 32(%1) + BRI Ty s (n——l)n
...................................................... 5
Hyi(5) = Hiu(s0) + - I~’~2—|———l.’_’251—1 el e e
1 diy 9i—9 2i—9 2i—2
Hyii1(2) =Hs 4 (51) + 57— 871 ——— & +a17+ 537 ...+ 5,7+,
........................................................................ 3
+ o L : )
w7 <4 Wz !
(111( )»_ 11(~1) =k '\P )__ 1~1L~1—|—d “nt n |( nJ

H: (3)= H;;(5) +5¢(z)—dizilLs+ 2z +5+...+z54+...,

Il faut y joindre les fonctions déja ‘définies auxquelles donne lieu I'ex-
pression

Ny=ipss -

On a
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Ces fonctions ne sont d’ailleurs pas toutes distinctes. On a, par exemple,
(E—1)diy )Gy (3) — Gy () — (0 — 2) di[Gy,0(5) — G0 (5)] = 0.

Mais nous ne les étudierons pas en détail. 1l est a noter, néanmoins, que,

lorsque ¢ > 2, la fonction G, , (z) vérifie I'équation
F(5)=73(z) + 5™,

pour m =i — 1, alors que, @ priori, on ne pouvait affirmer U'existence de
solution holomorphe, dans 'un ou l'autre des deux domaines, que pour
m>i— 1, car 5 ' est comparable & ’% Ce cas se présente aussi pour (=2,

lorsque d, = o.
¢ étant quelconque, sil'on suppose d, = o, et sil’'on considere 'équation

T‘ﬂ(;)—~

2

ol A(z) est une fonction holomorphe & l'origine ou méromorphe, le pole
étant au plus d’ordre ¢ — 2, on a dans S + 8+ R’ une solution formée de
la somme d’une fonction vérifiant une équation de méme forme, ot A(z)
est de degré 7 au moins (étudiée au Chapitre précédent), et d’un polynome

%1 G,"I(Z) -+ 72 (}z',Q(S) Sii o i 7‘3(1' -1) G,‘,g{i,”(s),

les A étant des constantes.

Des considérations analogues s’appliquent a 'autre région.

Expression analytique d’une solution de Uéquation d’Abel. — Reve-
nons a la relation

—d(s,)+dils,—n=—(5)+d Lz +F(5) + F(5)+...+F(z5,.4).
On en déduit
— d(8p41) +di L5y —n=—14(35) +dLzs;+F(z)+...+F(z,),

et, par suite
— '~P(51) +d Lsy—1+ :'— ‘l.)(zn) +dLz,—n—[—d(5,44)+d Lz, — (n+ 1)]1

=—d(5) +d Lz + F(s).

La quantité entre crochets tend vers o quand 7 croit indéfiniment. Donc

la série
F(z) +F(z)+...+F(z,) +...
L. ‘ 9
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définit dans S + S+ R une fonction holomorphe §( =) telle que la fonction
blal— dilz) —d L F(5)

vérifie 'équation d’Abel,
b(z1)=0(3)+13
I
u(s)
On peut évidemment former, d’une maniére semblable, une autre fonc-
tion b(z)dans 8’ + S” 4+ R”. Pour qu’elles soient confondues dans S, il faut

b(z) n’est autre chose que la fonction primitive de

et 1l suffit que.

F(em) +F(z_my) +. o+ F(2)+—. . .4+ F(z,)+...

y soit identiquement nul, ou bien que 'on ait

lim ¢(s-n)—-¢(zn)~kzﬁI‘§i-—-gn%::o.

HE=0 ~N—n
C’est une nouvelle forme de la condilion trouvée plus haut.

Tuiorine V. — Il existe dans S + S+ R’ une fonction b(z) vérifiant
l’équation
b(5,)=0(35) 1.
Elle est formée de la somme d’une fonction holomorphe dans cette ré-
gion, tendant vers o avec z, et de 'expression — $(z) + d, Lz.
On peut en définir une autre analogue dans S + S”+ R”. Pour qu’elles
constituent une seule fonction, la condition, qui est la méme qu’au théo-

reme I, peut se mettre sous la forme

lim {{(5-,) — 4 (5,) — 2n} = const.

n=w

=z ¢étant dans S.

4. Examen plus approfondi du cason I’équation (4) admet une solu-
tion holomorphe. — Le cas ou ces conditions sont réalisées, c’est-a-dire
ot I'équation (4) admet une solution holomorphe, est particuliérement in-
téressant. Reprenons la question dans cette hypothése.

Supposons donc qu’il existe une fonction #, holomorphe a l'origine,
telle que T'on ait

. o)
(4) ll(.~>_ (ZICP g

ds
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\ ds A . TN
Comme Ay igs="+ ..., cette fonction, définie & unec constante

pres, est de la forme

1 ) . 3
Tl = Z[c,-;l—'.- Gt e s

(/TI est arbitraire et différent de o. On en déduit

(2) d_{;?u(p):ad—{—;(_;q)u(;),

ot 'on est done conduit & considérer I’équation

ils = ; foe ;
¢ f;(_)——_‘_{%:h [d’ e df’ L+ @ + dy + els—'.—ez;?—i—...—\ =

ST uE) @ s

(3)

w

oltd; == 0. On en tire
(6) Lf(5)=k—h{(s)+ hldLz+3(3)],

A étant une constante arbitraire, §(z) une fonction holomorphe nulle a
lorigine, et ¢ (z) désignant encore
dl' s di—l - i dl
(£—1)zt! (6—2)5~2 =

On a donc
(7) f(;) :‘67‘67/”%:).3’“[18"3’:(:).

D’ailleurs, ces fonctions f(z) vérifient I’équation (2). Nous le savons
déja et, de plus, une vérification directe serait ici facile (*).

Si d,# o, une infinit¢ de fonctions f(=z) ne sont pas uniformes. Pour
fixer les idées, adoptons comme détermination de g% Pexpression z"%
multipliée par une quantité ayant 1 pour limite quand z tend vers 0. On
aura alors

S(9) = e f(z).
Changer la détermination de ¢*%, c’est simplement changer le multiplica-
teur dans I’¢galité précédente. ’

On a en évidence dans I'expression de f(=) la partie uniforme, formée
du produit d’une fonction holomorphe, et d’une fonction a point singulier

(1) C’est a l'aide d’une équation analogue a Iéquation (5) que M. Grévy a étudié ce pro-

: dgy.. o
bléme quand <%>0 =o0
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essentiel e=#¥2_ ¢t la partic non uniforme z*%. D’ailleurs, en choisissant

pour & une valeur de la forme g, p étant un entier positif ou négatif, on
obtient une fonction uniforme. ;

On n’a que des fonctions uniformes, si , =o. Il cst facile d’exprimer
d, en fonction des coefficients de 9 Par exemple, sii==2, et sil’on pose

s -2 - =3
D= Gl apst e s L

1l vient

>

et toutes les fonctions sont uniformes si g, — g5 =o.

Les expressions L f, qui sont solutions de I'équation d’Abel, se compo-
sent de la somme d’une fonction méromorphe et du terme logarithmique
hd, 1.z, ce dernier disparaissant aussi avec ,. On peut écrire

L f(o) =Lf+ hgd,.

Comme d; est arbitraire, nous prendrons comme précédemment gd; = 1;

on aura donc

b(z)=—Y(5) +dLzs+ F(z),
et 'on désignera par B(z), e*®, de sorte que
Fls) =Bz
On saura former les solutions générales des ¢quations d’Abel et de

M. Schroder.

Existe-t-il des fonctions uniformes qui restent invariables lorsqu’on
effectue la substitution ¢ (z)? Si d, = o, toute fonction uniforme de b(z),
de période 1, répondraa la question. Sinon, il fandra prendre une fonction
uniforme de b(z), de périodes 1 et 2w,y — 1. 1l y a doncune condition
de possibilité : , ne doit pas étre purement imaginaire et incommensurable

T 3 o . N . o
avec —- Dansle cas oli = 2, cela revient a dire qu’il ne faut pas que

,l—("3i)<‘:~ 2 \’/7 i
o : ’ o)
soil réel et irrationnel.
5. Ewemple 1. — Reprenons la substitution 5, = —=—, ol @ est po-

sitif. On a, dans S + S+ R/, une solution de I'équation
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par la série

nal

| \ '
|

>-|—...+":-,Z,F SIS

et c’est la seule qui tende vers o avec 3. De méme, dans S + S+ R,
on a

ol

' L.
;+...+ ?4__,L-""Es

2a
Elles ne coincident d’ailleurs pas dans S, car leur différence
)

N < 1
:—I—Z( ‘—+—> (=t 22D o)
I—nas na

a lorigine comme point singulier essentiel. On reconnait I’expression

méme du développement de :—zcot% auquel conduit le théoréme de Mit-
tag-Leffler.

Exemple 1. — Soit z,=2 \i/-azia—;_a,, et prenons comme déter-
mination du radical celle qui se réduita 1 pour z = o. On aura ici

’

Plus généralement, soit
AR)=ay+a 3 +...+ a,s?,
et considérons la fonction z, définie par la relation
A(zp)si = A(z)all —_gpil st — o

et dont la partie principale est 5. On a

v A(s
0(5) = /;I);}‘T.

Exemple 111. — adtant un nombre positif, pour fixer les idées, consi-
dérons la fonction z, = y/a* + 2az — a, holomorphe dans le voisinage de
z =0 Lol ‘

(c/zl £ S e
e =iy P
On a
2a D
—"L(:)+ (/1 L::T e §145~

Si l'on se borne aux valeurs réelles de z, on voit que, si s est positif, =,
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tend vers o quand 7 croit ind¢finiment. Donce, dans ces conditions,
bl

{ : ==
limn|—a-+ \/_ @+ 2ay...+ saal+ 2a

n—a

Exemple IV. — Soitz,=¢*— 1. On a

!
{=Tlola.

A

bz)=

N

2 2
—ch—k-....

Si l'on donne & z une valeur négative, assez petite en valeur absolue, z,

c . a 2 ),
tend vers o. Par suite, ns, a alors pour limite — 2; et n + — —+ g]w'm la

fonction — b (z).
Exemple V. — z,=sinz. Ona

6 157
b(;’):—'—j)-‘i—u [ e

5 8]

Quand = est réel, z, tend vers o pour z infini. On a

lim nsin?sinsin...sins =—06,
n—aw
b ]
Iim |ns,+— | =o,
n—w ;fl
, 6 LEzs
lim lknj*—‘)— V’LJ = — b(3).
n=ow S, 9]
Exemple V1. — z,=L(1 + 5). Je considére cette substitution dans
le voisinage de l'origine
o, Lz
O(3)= - — S
k=) 5 3 i

Quand z est positif et petit, z, a o pour limite. ct I'on a

lim pLir+Lit+. ..+ Lz+3)...]l=2,
lim 4:11—%+1‘3“7ﬁ§:_b(;).

\

Exemple VII. — 5,= 5+ F<i>, 1“<; ) étant holomorphe & Pinfini.

/
hE R I I
Sil'on posez=— 3,= — on a
~ <9
/i

il e

ST F(:’);

fat
’

= ventre alors dans le type des substitutions qu’on a considérées. On a
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donc des fonctions de la forme

[)(:):_—~'.L<i_> —d, ]4:45(1_>

i, 5
Il y ala une généralisation des fonctions périodiques, la substitution

étant = + F(;) au lieu de z + w.

\

Remarque générale. — Les solutions des équations fonctionnelles
sont définies dans un petit domaine. On peut prolonger les fonctions
ainsi obtenues dans les régions dont les points viennent, aprés un nombre
fini de transformations, tomber dans le domaine primitif. Ceci suppose,
bien entendu, que dans ces nouvelles régions, les expressions données qui
figurent dans Hles équations y soient encore définies. Par excmple, soit T
un cercle & 'intérieur duquel existe une fonction (=), et considérons une
petite région dont la premiére transformée soit a 'intéricur de I'. Lavaleur

' u(o \ 5 5
prolongée de u(z) est ((lq‘))- Le probléme de I'extension des solutions se
dz

raméne a I’étude des divisions du plan en parties se transformant les unes
dans les autres, probléme sans doute impraticable en général, si I'on sup-
pose la fonction de substitution donnée par ses développements en séric.
Mais il est parfois possible d’étendre dans une assez grande région les
fonctions dont on a établi 'existence, grace a des circonstances particu-

licres. En voict un cas :
2

Exemple V1II. — On donne z, =z + . On en déduit, au moyen du

changement de variables de ’exemple précédent,

Sil’on considére un trés grand cercle, la partie extérieure se compose de
deux régions empiétant I'une sur l'autre et ou existent respectivement
deux fonctions (=) holomorphes et peut-étre distinctes.
est 'hyperbole

Le lieu des points pour lesquels | z,| = | =
(H) 2(.%2—‘)/2)—)—/\”2:0

(ona posé 5 = w -+ yy— L
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Si I'on constdére la lemniscate
(C) (@2 P )E -+ k(2P — y*) =0,

qui va aboutir aux sommets de I, les points de la région extérieure a I et
a C jouissent des propriétés suivantes :

1° Le transformé P d’un point P de la région appartient a la méme ré-
gion ;

2° Si ’on se donne un cercle de trés grand rayon, ct si I'on assujettit P
a lui étre intérieur, le rapport des distances a I'origine de P’ et de P est su-
périeur & un nombre fixe plus grand que 1, pourvu cependant qu’on laisse
de ¢6té une bande trés étroite longeant ’hyperbole. Il en résulte que les
fonctions b(z) et B(z) peuvent étre prolongées a 'extéricur de H et de G.

De plus, on peut déterminer un cercle I', de rayon assez petit pour que,
son centre ¢lant & l'origine, les transformés de tous ses points se trouvent
au dela du cercle a I'extérieur duquel les fonctions étaient primitivement
définies. Done, ce cercle T, les portions du plan extérieur a H, a G et au
grand cercle dont on vient de parler, forment une région R dans laquelle
existent les fonctions b(z) et B(3).

6. Cas ot la dérivée a un argument commensurable avec a7 et un
module égal @ 1. — Nous allons considérer a présent une substitution

si= 0 (s =l sl 50

ot | {, =1, ’argument de /, étant commensurable avec 2. Je suppose que

[, soit racine primitive de I’équation

L0,
On a
0(5) = 0,(3) =5+ LI [14- 14 U=V (000 s
Le coefficient de =/ est nul, & moins que £/~ = 1, ¢’est-a-dire & moins que
J — 1 ne soit un multiple de 2. Donc

(8) =5+ 5" +... (£2/)-

-G

Je suppose qu’il existe une fonction u(z), holomorphe a lorigine,

telle que

do
5

(4) ulo ()= u(z) %
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Posons
u(@i) = li_i %@u—l— w.
On en déduit
add L. o &,
w o l(llfl)(n—ﬂ—i— Wy d_92 [(llfll(n—z) S e A 76—6——1 [zi-~1 + Wy = O,
d’ont
d‘gn—o-l
— W

a0,

Comme, en vertu de son équation de définition, wn’a pas de terme en =/,
il est identiquement nul. Ainsi donc, on a I’équation

(12) u(@l):li'luf;—if-

Elle est analogue a I'équation (4).

7. Etude d’une équation différentielle. — Avant d’aller plus loin,
considérons la relation

(13) Redrocth g

a laquelle nous sommes naturcllement conduits, u; étant toujours de la

(5)
forme
d; di_,

= Zi—1

d :
—|—...+-_’~1+d0—i—elz+ezz“~—|—... (d;#o0).

Cherchons les fonctions y de z, holomorphes a I'origine, leur dérivée
premiére n’y étant pas nulle. La solution générale est fournie par la relation

(14) k[—4(y) +diLy +F())]+4(z) —diLs = 5(25) =G,
C étant une constante arbitraire. Posons
(15) — = ;—H[I + by 54 By ..+ b,z n(5)5 ],
les b étant des constantes et 1( ) une fonction holomorphe inconnue.
Soit d’abord k = 1. On a i exprimer que $(y) — (=) est holomorphe

a lorigine, ce qui exige d'abord @~'= k. Si a =1, on constale que b,

L. 38
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by, ..., bi_, doivent étre nuls, et la valeur de v (o) est définie par la condition
d;n(o)+ C—=o.

Il existe donc une fonction y fournie par I'égalité

I I o
= — b -h(e)siat;
5=

7(0) étant arbitraire. Siy(o)=o, on a simplement y = z.

Si l’on prend pour @ une autre racine ¢ — 1€ de 1, la détermination de
by, by, ..., bi_y s'effectue comme précédemment, et ces quantités ne sont
plus nulles en général. On adoptera une certaine détermination pour La, et
n(0) sera arbitraire comme C. Mais, si I'on prend la fonction y qui corres-
pond & C = o, elle jouit de cette propriété que y,_, = z, comme le montre
Véquation (14). On a d’ailleurs

din(o) —d,La+ C=o.

Dans les deux cas qui viennent d’étre examinés, c¢’est seulement lorsque
C = o que y ou une de ses itératives se réduit a z.

Soit maintenant k # 1. Il ne peut y avoir de solution holomorphe que si
d,= o, ce que nous supposerons. Il existe alors une solution pour laquelle
n(0) est arbitraire.

8. Conclusion relative au cas énoncé plus haut. — Cela posé, revenons
4 la premiére question et a I'équation (12). Je dis que, si ¢ (=) ne se réduit
pasa s, 7' est égal & 1. En effet, de I'équation (12), on déduit une fone-
tion b(z) telle que
1 b(0)= b(s) +C,

[ (6= &(6,) +¢C
1574 5(0,) = b(6,—1) +C,
et, par suite,
(16) b(z) = b(z) + Cl1+ Lt .. fDw-n],

C n’était pas nul en vertu d’une remarque précédente et de I'hypothese .
que @(z) est différent de 5. Son coefficient dans I’équation (16) ne peut
étre nul, en raison de la méme remarque et de la méme hypothése. Donc
I'' =1, 7 — 1 est un multiple de 7.
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Il résulte de 1a que la fonction &(z) donne une solution de I’équation

d’Abel pour 6. En posant
b(=)

=4
G

BO)=B(s) +1.

Blei—

on aura

Sil’on pose
W (5) = eBl),

w(z) et B(=) joueront, par rapport & 0(s), le méme réle que B(z) et b(z)
par rapport & ¢ (z). :

Remarque. — On a laissé de coté le cas ol (=) = z. La fonction w(z)
est alors arbitraire, et ce que nous avons dit ne subsiste plus. Mais prenons
une fonction symétrique quelconque de z, 0,(z), 0,(z), ..., 0,_, (2), et ne
se réduisant pas & une constante; elle restera invariable pour la substitution
9,(z). Par exemple, choisissons

i — =005 N

Les racines n'***, qui sont holomorphes a I'origine, se permutent circu-
lairement par la méme substitution. Soit G I'une d’entre elles. On a

(17) G(0,) =1 G(s).

Elle satisfait a 'équation de M. Schroder. On trouve donc ici, sans diffi-
culté, les solutions générales de cette équation et de celle d’Abel.

Pour former de pareilles substitutions 0,, il suffit de se donner arbitrai-
dG(z)
dz
On remarquera I'analogie qui existe entre ces fonctions 0 et les racines de

rement une fonction G(z), [( ) = 0] et de résoudre I'équation (17).
s - :

I'unité.

9. Remarque sur le cas précédent. — On peut s’affranchir de la res-
triction faite au début du n° 6. Il existe dans larégion S + S’ + R’ une fonc-
tion « (=) de la forme s7¢(z) ot ¢(5) est holomorphe et tend vers o avec z,
qui vérifie 'équation (4). Je dis que pour des valeurs assez petites de =,
u(0,) est défini en méme temps que u(s). En effet, il ne pourrait y avoir
doute que si I'argument o de [, était un multiple impair de 'angle o de
deux tangentes consécutives aux rosaces limites relatives a o ().

(1) Voir le Chapitre III.
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Cela n’est pas : = ¢tant dans le domaine considéré, supposons qu’on fasse
croitre p indéfiniment dans les expressions

9pn(5), @pn+4(5); ey ?pn+n—1(z)»
comme elles peuvent s’écrire
(Ppn(z)r C?pn(""i); ceey 971)11(511,71);

elles représentent des transformés directs de 2 B vehy By i tendetit
(‘DP,,(SI)
9pn(=

Sy 01 (5n 3 ; : et
a-dire de _1(_;,_)’ tend donc 4 la fois vers a et vers un multiple pair de w. La

z
~“pn

fonction w est donc encore définie et 'on a bien

vers o. [.’Jargument du rapport de deux consécutifs d’entre eux , ¢esl-

Aoy
ag, =

oW ) ; oy .
Or £ tendrait vers o avec z, comme étant la différence de deux fonctions

qui tendent vers 1. Donc, en vertu d'une remarque faite au n° 2, w(z) est
identiquement nul. On a donc encore

(14) b(5)=0b(z5)+Cl14 Lt ...+ {70 ],

Or, on peut démontrer directement que ¢ — 1 est un multiple de n. En
effet, les n points considérés plus haut

(?I}n(s)’ cppn(zl)’ Yyt (Ppn(sn—1)9

sont infiniment voisins de n demi-droites tangentes aux arcs des rosaces
limites, sens direct. Si toutes ces demi-droites ont été utilisées, 7 = ¢ — 1;
sinon, en opérant de nouveau en partant d'un point voisin de celles qui
restent, et cela autant de fois qu’il sera nécessaire, on voit que 7—1 est
multiple de 7.

Le raisonnement se poursuit donc comme plus haut. A chacune des deux
régions fondamentales correspondent des fonctions B(z) et w(z) qui
pourront, bien entendu, étre confondues.
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CHAPITRE V.

PROBLEME DE L’ITERATION DANS LE CAS EXCEPTIONNEL DEJA CONSIDERE.
TRAJECTOIRE D’'UNE FONCTION.

L. Iiération de la fonction ¢(5). — On sait que le probléeme de I'ité-
ration d’une fonction ¢(3) consiste dans la détermination, pour chaque
valeur réelle de ¢, d’une fonction ¢,(z) telle que I'on ait

C?t[q’t(z)] = <Pt+z’(5)'
On pose

a(z)=¢(s) et g (z)=2s

Nous considérerons toujours les fonclions ¢ (z) de laforme z + g,5° + ...

Prenons dans la région S + S’ + R’ un point z’. On peut, dans la méme
région, décrire autour de 2’ un petit contour C tel qu’il n’y ait ni sur lui,
ni 4 son intérieur, d’autre point z pour lequel on ait H(z) = b(z"). =’ est,

db(z)
dsz

de plus, racine simple de I’équation précédente, puisque est de la

forme » 0(5) ¢tant holomorphe. Si donc on fait décrire au point =

1
le contour C, d'une part le module de 6(z) — b(z") aura un minimum
différent de o; d’autre part, son argument variera de 27. Soit maintenant
I'expression b(z) — b(z") —¢. Son argument variera aussi de 27, si 7 est
assez petit en valeur absolue. Il en résulte que I’équation

bLoi(s)] = b(s) +¢

définit une itérative ¢, (z), en supposant que ¢ soit une quantité réelle de
module inférieur & un certain nombre T. On peut méme supposer T fixe
pour tous les points z & I'intérieur d’une portion I’ de la région considérée
de laguelle on aura déduit une zone limilte.

Or, si I'on prend les transformés =, z}, ..., 5, des points tels que =/, et
ceux C,, Cy, ..., C, des contours tels que C, le nombre T reste le méme
pour tous, car le minimum du module de b(s) — 0(s") n’a pas varié de

'un a lautre. Donc, on peut décrire un conteur intérieur a celui de
S + S+ R/, aussi voisin de celui-ci que 1'on veut, passant par l'origine,
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tel que tous les transformés directs des points intérieurs soient encore &
sonintérieur, et définissant enfin une région I pour laquelle T est invariable.

Cela posé, partons d'un point =’ de I, et faisons varier ¢, nous obtenons
un point = qui déerit une courbe. Lorsque, étant arrivés en un point 57,
nous avons atteint la valeur limite T, nous recommencons & partir de ce
point, et nous pourrons ainsi prolonger la courbe tant que nous n’aurons
pas quitté le domaine I. Je dis que, lorsque ¢ varie dans le méme sens, le
point se déplace dans un sens bien déterminé. En effet, «(z) ne s’annule
qu’en o. D’ailleurs, pour un certain sens, on doit obtenir les transformés
directs. Done, lorsque ¢ croit, et il pourra croitre indéfiniment, le mo-
bile qui décrit la courbe passe par tous les transformés des points qu’il a
une fois rencontrés. Le sens ainsi défini, et qui est le méme pour des
courbes infiniment voisines, est le sens direct.

Ces courbes peuvent étre prolongées dans le sens inverse jusqu’a ori-
gine, lorsqu’clles sont situées dans S, au moyen de la transformation
9_,(5) indéfiniment répétée. C’est le méme procédé qui sert & prolonger,
par exemple, les fonctions #(z) et 6(z) relatives & S + S’ 4 R’ dans la
région 5.

On peut raisonner de méme relativement & la région S + S” 4+ R”. Par
suite, on a défini : 1° pour chaque valeur réelle de ¢ une itérative au moins
9, dont 'ensemble satisfait évidemment aux conditions posées au début;
2° des courbes passant par les transformés d’un point.

Nous allons reprendre la question des itératives en supposant «(z) holo-
morphe en o, et nous ne chercherons que des fonctions holomorphes en
ce point.

2. Cas ot une fonction u est holomorphe en o. — 1° p étant un entier
ositif, soit a déterminer ¢,. On sait qu’il existe une fonction et on
P ) P P
peut la former. Sil’on connait 6(z), on a

blopl=0(5)+p,

équation qui définit 9, pourvu qu’on pose la condition

<‘ﬁ’> —1 (Chap. IV, o 7).
dz /,

2° Cherchons g,. C’est chercher une fonction 0, telle que

:
0, (5) = @(%).
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Elle vérifie nécessairement une ¢quation de la forme

b(6) = b(s) +C,
d’ott 'on tire
0(0,) =0b(z)+pC;

i o 5 df N .
0, sera précisément ¢ si pC =1, et si de plus (CT””> =1, cest-a-dire si
< 0
) b A ' . . .
l'on a pris (méme numéro) a?=1. On doit de plus avoir a~'=1. On

peut toujours satisfaire & ces deux conditions en prenant @ = 1. Donc il

existe une fonction ¢, commencant par z et définie par 'équation
4

I
(1) b(@;):b(:)%«]—)
Il n’y a pas d’autre solution, si p et { — 1 sont premiers entre eux. Dans

le cas contraire, on aura d’autres fonctions ¢, définies par cette méme équa-
P
tion (1) et commencant par @z (@ =£1). Le nombre total des solutions

est égal au plus grand commun diviseur de p et de 7 — 1. En particulier,
sl = 2, ce qui est le cas général, il n’y a jamais qu’une solution.
3° p et ¢ ¢tant deux entiers positifs, premiers entre eux, déterminons

®,, ¢’ est-d-dire une fonction § telle
q

4 04(5) =¢p(5).
On devra avoir
b(0) =b(s) +C
et
b(6,) = b(z) -+ qC.

Mais
b(9p) =0(z) +p.

0

| : dl o 7.0
Il faut, par suite, que C = % et de plus que (7}> = 1. Comme précédem-

ment, on pourra encore prendre @ = 1, et il y aura d’autres solutions si ¢
et £ — 1 ne sont pas premiers entre eux.
4° ¢ étant un nombre irrationnel positif, on posera, en général,

(2) b(p) =b(5) + 1,

en choisissant @ =1.
Enfin, si ¢ est négatif, on doit avoir

0—(9e) = =.
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Donc
b(z)=b(9)— ¢
et, par suite,
b(e) =0b(s)+ ¢
De plus, si
iz SR
il faudra prendre

cp,:Aaz—i—....

Ainsi done, c'est 'équation (2) qui servira a définir g, pour toutes les
valeurs réelles de z; et 'on prendra @ = 1, sauf, si I'on veut, dans les cas in-
diqués plus haut. 2 et ¢’ étant alors deux valeurs quelconques de ¢, on dé- '
duit de I'équation (2)

blo(9)]=0[9s+r ],
el par sulte

@t( CPz’) = Qs+t

en vertu des hypothéses faites.

Remarque 1. — Etant donnée une fraction g, nous 'avons supposée ré-

duite & sa plus simple expression pour définir ¢, ; c’est que la détermination
q
5 L) sl
de 9, par légalite
7

<<?g> = %»p
q/1

conduirait & un plus ou moins grand nombre de relations, suivant la valeur
de g. Ainsi, si ¢ est premier avec i — 1, ¢, n’aurait qu'une valeur, tandis

q
que ¢, ;_,, en aurait ¢ — 2 autres en dehors de celle-la.
ql—1
Remarque I1. — 11 n’est pas ¢tonnant que, lorsqu’on ne faisait pas

d’hypothese sur «(z), on n’ait trouvé qu'une itérative pour chaque valeur
de ¢ dans le domaine I; car, lorsqu’il y en a plusieurs, leurs valeurs, pour ¢
trés petit méme, ne sont pas infiniment voisines.

3. Trajectoires. — La mnotion des trajectoires d'une fonction o(z)
semble intéressante pour I'étude des équations fonctionnelles ou elle figure
comme fonction de substitution. Il faut entendre par le mot trajectoires
des courbes telles que tous les transformés par ¢, d'un point quelconque
pris sur 1'une d’entre elles, soient encore sur cette méme courbe. On peut
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encore dire qu’elles sont individuellement invariantes par la substitution
donnée.

Nous allons chercher a définir un faisceau de trajectoires dans le voisi-
nage d'un point racine que 'on placera a I'origine, en écartant le cas ou,

d—?{ ¢tant égal & 1, 'argument serait incommensurable avec 2=
=2 i(0)

: do . . :
Premier cas : <f? = a n’est ni nul, m égat & 1 en module. M. K-
(< 0

nigs (') a ¢tabli la formule d’itération
(3) B(¢) =a'B(s),

ol B(z) est de laforme s - c,5" ...
Considérons un eercle C ayant son centre a l’origine a l'intérieur du-

( )

quel B(z) soit holomorphe et ne s’annule qu’en O, et n’ait pas de

-acine. Adoptons une détermination pour La.
Si T'on prend un point = a l'intérieur de G, I'équation (3) définit une
fonction g, holomorphe de ¢ au voisinage de ¢ = o, ot elle se réduit a s.

On a

H—‘ *

/\

4.1

et I'on peut construire la courbe ainsi définie dans le voisinage de z. Pre-
nant alors sur elle un point z’, on raisonne sur ce point comme sur le pre-
mier et 'on pourra donc prolonger la courbe indéfiniment, tant qu’on ne
sortira pas de C. On aura ainsi une trajectoire de ¢, ou du moins une por-
tion de trajectoire.

Si La est réel, on obtient un faisceau de courbes passant toutes par
l'origine qui est leur seul point commun.

Si L est imaginaire ces courbes, qui ne se coupent pas, ont I'origine
comme point asymptote.

Pour z voisin de o, on a approximativement

dz\ -
(W>o_ z La.

Par suite, la forme limite du faisceau est, dans le premier cas, un faisceau

(1) Annales de U’Ecole Normale, 1885.
1

O
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de droites passant par o; dans le second, un faisccau de spirales logarith-
miques. Cette forme limite est réalisée pour les substitutions telles que

Sl‘:b;.

Remarque. — Comme il existe pour L une infinité de déterminations,
nous avons obtenu une infinit¢ de faisceaux de trajectoires. Ce sont les tra-
jectoires des groupes de transformations définis par I'équation (3). On peut
en trouver bien d’autres systémes. Il suffit pour cela de considérer I'équation

(4) B(9,) = a'B(z) + F(5, ),

ot F s’annule pour toutes les valeurs enti¢res et positives de £. Cette re-
marque s'applique aussi aux autres cas. Mais nous considérerons toujours
comme trajectoires principales celles qu'on définit par les formules d’itéra-
tion.

Deuxiéme cas. — Les dérivées de ¢ sont nulles jusqu’a I'ordre 7 exclu-
sivement, a origine. M. Grévy (') a démontré I'existence d’une fonction
u(=) nulle a Iorigine, qui est racine simple et ot elle est holomorphe, telle
que l'on ait
(3) i) e

u(9) u(z)

On en déduit, par des raisonnements analogues a ceux du Chapitre pré-
cédent, qu'on peut trouver une fonction f(z), intégrale de TI;) aun facteur
constant prés, qui jouit des propriétés suivantes :

1° Ona »

J(@) —if(s)=1;
2° I.équation
(y)—pf(z) =G
ou C est une constante et p un entier positif, définit une fonction y, holo-
morphe & I'origine, qui est racine d’ordre p;
3» Ll'égalité
. ‘=1
(6) S () — it f(5) = -

L=

fournit la formule d’itération pour ¢. ‘
Il en résulte que 'équation (6) permettra de construire, 4 I'intérieur d’un

(1) These, p. 41.
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certain cercle G, les faisceaux de trajectoires principales. Il est naturel de con-
sidérer ici spécialement celui qui correspond & la valeur réelle de Lz. On a
£

I

> J(5) +-
it =

as

On en conclut les mémes propriéiés que plus haut pour ces courbes,
au sujet de leur prolongement.
do(z)

Troisicme cas : [
Chapitre TV.

Nous avons déja vu que, dans le domaine I, une équation

] = 1. — Nous conservons les notations du
0

(7) blo]=0(5)+¢

définit une fonction ¢, holomorphe de = et de 2. Nous savons que les tra-
jectoires peuvent étre (pour celles situées dans S) prolongées dans le sens
inverse jusqu’a l'origine.

On peut opérer de méme dans le domaine analogue a I et que j'ap-
pelle I'. On obtient ainsi deux faisceaux de trajectoires [ pouvant étre
définis d’une maniére unique, si les deux fonctions 4 (=) coincident] et
qui, dans R, sont telles que lorsque deux courbes des deux faisceaux ont
un point commun, elles ont aussi en commun tous ses transformés directs
el Inverses.

On a

Les trajectoires ont la forme de rosaces a 2(7 — 1) branches (du moins,
celles qui sont enticrement a 'intérieur du cercle fondamental), qui se cou-
pent & 'origine sous des angles égaux; les branches des différentes trajee-
toires sont tangentes entre elles en ce point; celles d'un méme faisccau
s'enveloppent les unes les autres. On peut partir de courbes d’amplitude
aussi faible que 'on veut; on arrive progressivement a des courbes tan-
gentes a Cj puis on ne trouve plus que des portions de trajectoires arré-
tées au cercle limite.

Pour z voisin de o, on peut prendre, quel que soit le faisceau,

Document numérisé par la Bibliothéque universitaire Pierre et Marie Curie — UPMC — Cote : HF uf 166 36/3 -4
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in coordonnées polaires, I’équation de ces courbes est
(8) pit= ksin(i —1)(w — ).

Nous savons que 'on trouve ces courbes en partant de

=
sl
hal=

1—as—t

Il est & remarquer que les régions R, R, R” sont délimitées au moyen
des trajectoires.

Quatricme cas : [’—C—)Q

/.| =1, 'argument étant commensurable avec 2.
= 0

En répétant 2 fois la substitution ¢, on obtient une substitution ® (=) ren-
trant dans le type précédent.
Les transformés d’un point 5 sont de la forme
(I)/u(:")) d)/:(;i)> 0009 (I)k(sn—l),
k étant un entier positif ou negatif. Done, il suffit de prendre, relativement
a @, I'ensemble des trajectoires passant par les points z, z,, ..., 5, , pour
avoir une trajectoire relative a 9.

4. Introduction des faisceaux isothermes. — Dans les différents cas
examinés, on a trouvé une fonction analytique b(z), telle que
ble(3)]=Kb(5)+1,

et les trajectoires sont définies par

(Ll
b(g) =Ktb(s) + 2 —

in général, K =1 et la seconde formule se réduit a

b(o,) =0b(5) +t.

Posons
bis)—=Z—X+ ¥y —3
et
b(e) =2, =X,+ Yi\/i_l-
On a
X; =KX +1,
Y, =KY
et

t—1

bR SRR

= WX et
X, =KX + e
Y, =K%Y,
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Si Ko=1,']les trajectoires sont maintenant les paralltles a I'axe des X
clles forment un systtme isotherme coupant individuellement sous un
angle constant le réseau orthogonal et isotherme formé par les paralleles
aux axes de coordonnées et obtenu en égalant a des constantes les parties
réelles et imaginaires de Z.

Si K est différent de 1 (entier positif), les trajectoires jouissent des
mémes propriétés : ces lignes sont des droites passant par un point fixe de
I'axe des X. s

Or, si 'on effectue une transformation analytique, un faisceau isotherme
est transformé en un faisceau de méme nature. Donc :

Tuionive 1. — Si lon considére le réseau orthogonal et isotherme
oblenu en égalant & des constantes les parties réelles et imaginaires
de b(z), les trajectoires de la fonction ¢ constituent un systeme iso-
therme, dont les courbes coupent indiciduellement sous un angle con-
stant celles de chaque famille du réseau. Cet angle reste généralement
invariable (K =1), quand on passe d’une trajectoire a une autre. De
plus, la transformation o, et chacune de ses itératices, conserce le ré-

seau défini par b(z).

5. Il est naturel de chercher si les trajectoires d'une fonction ¢ forment
I'unique systéme d’isothermes qui reste invariant, lorsqu’on effectue les
transformations du groupe continu relatif a 2(=).

En cffectuant le méme changement de variables que plus haut, et
mettant 'équation des faisceaux cherchés sous la forme

X + G(Y) = const.,

on trouve, par un calcul simple, si K =1,

dG(Y)

—v - = tang a(Y — ),

a ct b étant des conslantes arbitraires; et si K £ 1, on a, entre autres,
G(Y) = aY,
a ¢tant encore arbitraire.
Une autre question se présente. Etant donné le réseau orthogonal et
isotherme  défini en égalant & des constantes les parties réelles et imagi-
naires d’une fonetion f(z), quelles sont les substitutions par rapport aux-

quelles il est invariant?
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‘n transformant encore le résecau dans le réscau des paralléles aux axes,
on trouve facilement que les substitutions cherchées vérifient I’équation

S(s)=af(s)+0,

olt @ et b sont des constantes, la premiére réelle.

Inversement, si la substitution z, est donnée, ’équation précédente dé-
finit les fonctions f(z) correspondantes.

Considérons, en particulier, le cas ot 5, = 5 + o (qui rentre dans ceux
qu'on a examinés). On aura, en posant f(3) + A = F(z)

F(s+w)=aF(z)+b+A(1—a).

Si a 1, on peut prendre b + A (1 — @) = o, et 'on a

F(z+0)=al(z),
et, sta =1,
Sz +w)=/[f(5)+b;
de sorte que les fonctions

La
:7

LF(z)—

3]

dans le premier cas, et

f&) =25

dans le second, sont des fonctions de période w.

Ezemple. — On considére le réseau formé des hyperboles équilatéres
qui ont les axes de coordonnées pour axes ou pour asymptotes. Il s’obtient
en partant de f(z) = z%. Donc les substitutions qui le conservent sont d¢-
finies par I'équation (*)

si—asz*+ b,
ol @ est réel. Si b est nul, on a simplement une transformation homothé-
tique par rapport a l'origine. Si @ =1, z* joue le role de la fonction &b( )
du Chapitre précédent. Si @ =£1, il existe une constante A telle que 52 + A
vérifie I'équation de M. Schroder.

(1) M. Keenigs a considéré cet exemple de substitution.
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CHAPITRE VI.

LES EQUATIONS D'ABEL ET DE M. SCHRODER POUR PLUSIEURS VARIABLES.
EQUATION CARACTERISTIQUE. — RACINES DE PREMIERE ESPHCE.

L. Soient n variables indépendantes x,, ., ..., «, et une substitution

= Qi@ )y

(1) s L C T S
................... 5

( 'x(n“:(‘?n(xl’ s Ty,

les fonctions ¢ ¢tant holomorphes et nulles a 'origine. Nous poserons

(){‘PP (1)
S =1lpyg et fO=J(91, 95 - -; Pn)

0x4 /0

Nous poserons I’équation suivante, analogue a celle de M. Schrider, et
ui cn est une généralisation,

(2) ’ B (94, 95, ~-~,C;7/z):kB(x1,x2,~--.1’n,)a

ol k et B désignent une constante et une fonction inconnues. Clest cetle
équation que nous nous proposons d’étudier dans des cas assez étendus.

2. Equation caractéristique. — Comme au Chapitre I, on appelle A,
le déterminant des coefficients des B d’ordre o dans les équations dérivées
de cet ordre qui proviennent de la relation (2). Cette expression dépend
de k. 1l est clair que, si'on cherche une fonction B holomorphe & 'origine
et dont les dérivées partielles ne soient pas toutes nulles en ce point, il faut
que I'on ait

Ajk)=0:

L’équation

(3) A(s)=o

sera dite équation caractéristique relative a la substitution ().
Supposons que k soit une racine de (3). Il sera possible, si les @ satisfont

a certaines conditions, d’appliquer le théoréme fondamental établi aux

Chapitres I et 11 et, si A, (k) est différent de o pour toutes les valeurs de «
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supéricures a 1. De la, 'utilit¢ de connaitre les racines de 'équation

( /l ) Afx ( é) — 0.
Construction des racines de l'équation Ay(s) = o.

St s, Sy, -.., 8, sont les racines distinctes ou non de A, (s)=o0, et si (,,
lyy -y U, désignent des quantilés indéterminées, les racines de l’équa-
tion A,(s) = o sont, abstraction faite des facleurs numériques corres-
pondants, les coefficients des t dans le polynome (s, 1,4+ 8, l,+... +,1,)*.

Ce résultat s’élablit facilement comme il suit. Supposons les ¢ réduits a
leurs termes du premier degré, et admettons d’abord que I'équation carac-
téristique ait ses racines distinctes. L’équation (2) admet alors 7 solutions
différentes, formées de polynomes du premier degré relatifs aux diverses
valeurs de s. Soient By, B,, ..., B, ces polynomes. On aura

BBl | Bt — %% % BUB%. . B,

Par suite, st a, + o, +...+ a,= o, les quanlités s$'s%:. .. s% sonl racines
de A,(s) = o. Si elles sont distinctes, ce qui est le cas général, on a ainsi
toutes les racines, et elles sont bien fournies par la regle indiquée.

Sinous supposons maintenant que plusieurs expressions s¥'s3:. .. s%" soient

égales, ce qui comprend, en particulier, le cas de plusieurs s égaux, nous
n’avons qu’a modificr un peu les quantités @ de manicre a retrouver le cas
précédent. Le fait que les racines des équations telles que A, (s) = o sont
fonctions continues des coefficients nous conduit & constater que la régle
est générale.

Propriéié importante des racines de l’équation caractéristique. —
Voici, au sujet des conditions imposées au théoréme rappelé plus haut, une

F 3 & S T
yropriété importante : St les modules des a sont inféricurs a —> ceux des
l n

racines de I’équation caractéristique sont plus pelits que 1.
Il suffit évidemment de faire la démonstration pour le cas ou elles sont
distinctes. Ne retenons des substitutions que les termes du premier degré,

on aura
J'i“: TR i T R e s e (P

(4) — .
Xy = A Ty Qpy Xy o o= A Ty

Effectuons de nouveau la méme transformation. Nous aurons des rela-

Document numérisé par la Bibliothéque universitaire Pierre et Marie Curie — UPMC — Cote : HF uf 166 36/3 -4



SUR LES EQUATIONS FONCTIONNELLES A UNE OU A PLUSIEURS VARIABLES. 7%

tions de la forme

(2) — (1) (1)
€T, — all1x1+' gt ApnTns

en posant fP(x\", ..., ) = fP(x,, ..., z,); et les modules des a*’
ol Db |
sont encore inférieurs & —.

D’une maniére générale, cette condition est satisfaite 4 la pi¢™¢ substitu-

tion obtenue
x‘]ﬂ)__— a&pl_i)xl AR a({)n‘i)x,“

(P)— (p—1) (p—1)
AP =g N gl

Or on peut trouver n formes linéaires distinctes X,, X,, ..., X,, telles

que
XN =5 Xy, oAl Xil—= 57X,

On en déduit
= O Triun X —eX

de sorte que les racines de I'équation caractéristique relative a la pi“™¢ trans-
formation, A® (s) = o, sont s?, ..., s”.

Si l'une des quantités s,, ..., s, avait un module plus grand que 1, une
racine de A®)(s) = o croitrait indéfiniment avec p, ce qui est impossible.

Cas étendu ot Uon peut appliquer le théoréme fondamental des
Chapitres I et Il. — Ces deux propriétés établies, il résulte de la premiére
que A, (k) ne sera jamais nul, si 'on n’a aucune relation de la forme

(5) F=ss=n o Esn

ot les «; sont des entiers positifs ou nuls de somme plus grande que 1.
Dans cette hypothése, nous pouvons appliquer le théoréme fondamental
du Chapitre I etil existera donc une relation holomorphe de 'équation (2)

. \ ) Wy o .
relative a /] si tous les @ sont en valeur absolue inférieurs & —> ou sl, tous

les a,, étant nuls pour p =£ ¢, les a,,, (c’est-a-dire s, s,, ..., ,) sont d’un
module inférieur 4 1. En particulier, toutes les racines de 'équation carac-
téristique pourront étre distinctes et satisfaire aux conditions précédentes.
Les 7 solutions dont on disposera alors seront indépendantes. <ns1:XMLFault xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat"><ns1:faultstring xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat">java.lang.OutOfMemoryError: Java heap space</ns1:faultstring></ns1:XMLFault>