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A

Messiwons G. DARBOUX & E. GOURSAT.

Hommage de respectueuse reconnaissance

J. CLAIRIN.
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PREMIERE THESE.

SUR LES

TRANSFORMATIONS DE BAECKLUND.

INTRODUCTION.

La célebre méthode de Laplace pour l'intégration des équations
lin¢aires aux dérivées partielles du second ordre est fondée sur les
propriétés d’une transformation tres simple qui remplace chaque inté-
grale de I’équation donnée par une intégrale d’une autre équation
linéaire du second ordre et réciproquement. En étudiant les équations
linéaires et, en particulier, en cherchant a obtenir des équations de
ce type dont il soit possible de trouver I'intégrale générale, les géo-
metres ont été conduits & considérer des transformations qui different
de la transformation de Laplace par certaines de leurs propriétés,
mais qui jouissent cependant de la propriété caractéristique de cette
transformation : étant donnéc une surface quelconque, il n’existe pas
de surface transformée, tandis qu’a chaque intégrale d’une certaine
équation linéaire du second ordre la transformation fait correspondre
soit une intégrale, soit une infinité d’intégrales d’une équation ana-
logue. La théorie des équations linéaires a été exposée par M. Dar-
boux ('), auquel on doit un trés grand nombre de résultats impor-
tants; je citerai simplement les noms de Moutard, de M. Lucien Lévy

(V) Legons sur la théorie générale des surfaces, t. 11.
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8 " J. CLAIRIN.

et de M. Roger Liouville qui ont étudié certains modes de transfor-
mation des équations linéaires.

Les transformations des équations aux dérivées partielles du second
ordre non linéaires n’ont pas été 'objet d’un aussi grand nombre de
travaux, des résultats assez généraux ont cependant été démontrés
par M. Bicklund dans des Mémoires (') dont la lecture est malheu-
reusement un peu difficile. En cherchant & étudier analytiquement la
transformation des surfaces & courbure totale constante découverte
par M. Bianchi, Lie avait remarqué (*) que cette transformation ne
s’appliquait pas & une surface quelconque, mais seulement i des sur-
faces & courbure totale constante; M. Bicklund a montré que dans
certains cas des systémes d’équations aux dérivées partielles analogues
au systeme qui avait fait objet des travaux de Lie permettent de
déduire, par I'intégration d’équations différentielles ordinaires, de
toute intégrale d’une équation de Monge-Ampere une infinité d’inté-
grales d’une équation de méme espece. En méme temps, M. Bicklund
a défini une transformation des surfaces 3 courbure totale constante,
qui comprend la transformation de M. Bianchi comme cas particulier;
un peu plus tard M. Darboux (*) a généralisé ce dernier résultat et a
indiqué une méthode tres élégante pour démontrer les théoremes
obtenus par M. Bicklund. ,

Quelques transformations particulitres des équations aux dérivées
partielles du second ordre ont été étudiées par M. Gomes Teixeira (s
plus récemment, M. Goursat a montré (*) que dans un cas étendu
les surfaces auxquelles s’appliquent les transformations considérées
par M. Bicklund, c’est-d-dire les transformations définies, avec les
notations ordinaires, par un systeme de quatre équations entre x, y,

(1) BAECKLUND, Zur Theorie der partiellen Differentialgleichungen erster Ordnung
(Mathematische Annalen, t. XVII, p. 285; 1880), et Zur Theorie der Flachentransfor-
mationen (méme Recueil, t. XIX, p. 387; 1882).

(2) drchiv for Mathematik og Nuturvidenskab, t. V, p. 282; 1880.

() Legons sur la théorie générale des swfaces, t. 111, p. 438.

(*) Comptes rendus, t. XCII, p. 702; 1881. — Bulletin de I’ Académie de Belgique,
3¢ série, t. III, p. 486; 1882, :

(°) Goursat, Legons sur l'intégration des équations aux dérivées partielles du second
ordre, t. 11, p. 284.
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SUR LES TRANSFORMATIONS DE BAECKLUND. 9
z,p, 4, %,y, 5, p,q sont les intégrales d’une équation du second
ordre.

Le présent Travail, qui est divisé en trois Parties, a pour objet
Pétude des transformations définies comme il vient d’étre expliqué,
dans le cas ol chacune des deux familles de surfaces qui se corres-
pondent se compose des intégrales d’une équation du second ordre :
ces transformations sont dites transformations de Bécklund.

Dans la premiere Partie, j'indique les propriétés générales de ces
transformations; en particulier, apres avoir rappelé brievement les
résultats obtenus par M. Bicklund, j’examine un cas, qui n’avait pas
encore été considéré, ol quatre équations entre , y, 5,p, ¢, ', y', 7
P, ¢ définissent une transformation qui s’applique aux intégrales
d’une équation du second ordre.

Dans la deuxieme Partie, j'étudie les transformations de Bicklund
qui font correspondre une a une les intégrales des deux équations
transformées: il est aisé d’obtenir quelques propositions tres générales
et tres précises.

Lorsqu’a une intégrale de I'une au moins des deux équations la
transformation fait correspondre une infinité d’intégrales de I'autre
équation, la théorie semble beaucoup plus compliquée; bien que tres
incomplets, les résultats que je démontre dans la troisicme Partie
sont peut-étre susceptibles de fournir des indications utiles pour une
étude plus approfondie.

Les principaux résultats contenus dans les deux premieres Parties
ont été présentés a ’Académie des Sciences (séances des 5 février et

g avril 1goo et du 11 février 1gor).
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10 J. CLAIRIN.

PREMIERE PARTIE.

1. Etant donnés dans I'espace deux systemes d’éléments du premier
ordre, nous désignerons, suivant l'usage, par a, y, s, P> q les coor-
données d’un élément quelconque du premier systeme que nous appel-
lerons systtme (E); pour le second systeme nous emploierons les
mémes lettres accentuées; nous dirons qu’une surface dont tous les
éléments font partie de I’un des deux systemes appartient a ce systeme.
Nous aurons & considérer des transformations de contact auxquelles
sont soumis, soit les éléments de (E), soit ceux de (E'); nous appel-
lerons souvent, pour abréger, les premitres transformations (T) et les
autres transformations (T"). :

On sait que, si le point x,y, z décrit une surface s = f(ay), les
coordonnées des éléments de cette surface ont pour valeurs

L odf of
=35z s dy
nous écrirons encore

S D e

dx?’ S_dxd_y’ — oy’

et, pour les dérivées d’ordre supérieur,
gi+ :
]71',1::W (i 4+ k> 2).
Soit V une fonction de «, y, z et des dérivées de z jusqu’a l'ordre n,
et soit 7{% la dérivée prise 7 fois par rapport a @ et £ fois par rap-

port ay; si ’on en retranche les termes qui contiennent les dérivées
de = d’ordre 7 + i + £, il reste une expression que nous désignerons

par
di+kY
<7f~_r“d7"> :
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SUR LES TRANSFORMATIONS DE BAECKLUND. I

Le probleme que s’est propos¢ M. Biicklund peut étre énoncé de la
maniere suivante :

Etant données quatre équations
(') Fi(fﬂ;)’,iyp,(];ﬁﬁ's‘)",i', I)',(/’)ZO (l.:I,Q,.?),/;)

entre les coordonnées des élements de deux systemes (E), (E'), déterminer
les surfaces du systéme (E) auxquelles correspondent des surfaces de (E').

Nous allons montrer que les équations (1) définissent toujours une
transformation qui fait correspondre certaines surfaces de (E) a des
surfaces de (E') : nous ne considérerons pas comme distinctes deux
transformations définies par deux systemes d’équations qui se ra-
menent I'un a I'autre par des transformations (T) et (T"), de méme
(que nous regarderons comme identiques deux équations aux dérivées
partielles qui se déduisent I'une de I'autre par une transformation de
contact.

Nous ne nous occuperons pas d’abord du cas ou I'on peut déduire
du systeme (1) une équation qui ne dépende que de x, y, z,p, g; nous
supposerons, en outre, les équations (1) résolues par rapport aux
variables 2/, ¥/, p', ¢'; si cette résolution était impossible, il suffirait
d’effectuer d’abord un changement de variables ou une transforma-
tion (T') convenablement choisie, par exemple la transformation
d’Ampere. Le systeme (1) devient donc

(2) m':fn(»”,)",z,P,q;ﬂ’), y’:fi(x7y’55 P q;5)s
P’:fs(x; )"Z’qu; "'I), (]’:fk(w)y) %, P, ’[;5,)-
Les éléments de (E’), qui engendrent une surface, satisfont a
I'équation
a'z’——p’ dr' — ql d),l: o,
qui devient, si I'on remplace ', y', p’, ¢’ par leurs valeurs,

(3) Ads'+Bdx+Cdy +adp+Bdg=o

ou encore

(3) Ads'+(B+ar+fs)dr+ (C+as+f3t)dy =o,
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12 J. CLAIRIN.

a condition de poser

A:fsg{/l "“fs dfz ==
) Al o) ()
a=f i+ 1%, e

dq dq

La condition d’intégrabilité de (3)’ peut s’écrire
(4) : Hr+2Ks+ Lt + M+ N(rt—s*)=o,

Qii H, K, L, M, N sont des fonctions faciles a calculer de x, y, z,
P 9%

Deux cas peuvent alors se présenter. Sil’équation (4)dépend de =/,
on en tirera =’ en fonction de «, y, z, p, ¢, 7, 5, ¢ et apres avoir porté
dans (3, il restera deux équations aux dérivées partielles du troi-
sieme ordre pour déterminer z. Ces équations sont compatibles; il
existe, en général, «' intégrales passant par une courbe donnée et
admettant en chaque pointde cette courbe un plan tangent donné ('); a
une intégrale de ces équations ne correspond qu’une surface de (E').

Il peut également se faire que I’équation (4) ne dépende pas de z';
c¢’est alors une équation de Monge-Ampere : si I’on remplace = par une
intégrale de (4), 'équation (3)" est completement intégrable et déter-
mine une infinité de surfaces de (E") dépendant d’un parametre arbi-
traire. On voit immédiatement qu’il en sera ainsi, en particulier, si 5
ne figure pas dans les équations (2). Si ces équations admettent une
transformation infinitésimale (T"), onpourra, & ’aide d’une transfor-
mation (T"), remplacer le systeme (2) par un systeme analogue de
quatre équations qui ne contiennent plus 5" et la condition d’intégrabi-
lité (4) se réduiraencore & une équation de Monge-Ampere.

2. Ces résultats sont dus a M. Bicklund, qui les a démontrés dans
les Mémoires déja cités; j'y ajouterai la remarque suivante. Je ne
considérerai ici que le cas ou l'on est conduit & une équation de
Monge-Ampere (4). Il est toujours possible, par une transformation

(') BaECcKLUND, Mathematische Annalen, 1. XV, p. 291, et t. XIX, p. 389.
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SUR LES TRANSFORMATIONS DE BAECKLUND. 13

de contact, de faire disparaitre le terme en rz —s* de cette équation
qui admet alors une famille d’intégrales composées chacune d’un
point et de tous les plans qui y passent.

D’apres cela, ’équation

Ads' 4+ adp +pdg=o,

ou lon regarde @, y, 5 comme des constantes, est completement inté-
grable. Nous aurons donc, en appelant p et 0 deux fonctions de x, y,

Z, P, q, z”
Ads + adp + Bdg —=pdo,
% condition de différentier 0 par rapport aux seules variables p, ¢, ="
Si 'on prend maintenant la différentielle ordinaire, on pourra

écrire
: e db db
Ads'+oadp+pBdg=rp [(19 — <¢_z’;> dx — <@>dy] ;

Portons cette valeur de A dz’ + adp + [ dg dans (3) et, en méme
temps, remplagons z’ par son expression en fonction de x, y, 3, p, ¢,
et d’une nouvelle variable définie par

{=10(z, ¥ 3 P g,5")s
I’équation (3) devient

(3) d¢ — \dx — p.dy =o,

A et g désignant des fonctions de x, y, 5, p, ¢, {, etcette équation sera
completement intégrable en méme temps que (3). Une équation li-
néaire en 7, s, ¢ n’est pas en général identique a la condition d'inté-
grabilité d’une expression telle que (3)”; si 'on suppose par exemple
que I'équation considérée ne contienne ni s, ni ¢, il faut que cette
équation soit bilinéaire en 7 et ¢g. Par conséquent, une équation de
Monge-Ampere ne dérive généralement pas d’une transformation (2)
par la méthode indiquée dans le paragraphe précédent. S'il semble
difficile de déterminer toutes les équations qui jouissent de cette pro-
priété, il suffit de supposer que A et . ne dépendent pas de C pour en
avoir une infinité.

En écrivant que H, K, L, M, N sont proportionnels aux coefficients

C. 2
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14 J. CLAIRIN.

d’une équation de Monge-Ampere donnée, on obtient quatre équations
aux dérivées partielles pour déterminer les quatre fonctions f;, fa,
Js» Ji, mais ce systeme d’équations est un systeme singulier auquel ne
sappliquent pas les théortmes de Cauchy et n’admet pas en général
de solution.

3. Si(4) est une équation de Monge-Ampere, dés que ’on connaitra
une intégrale de cette équation, =’ sera déterminée par une intégration ;
x's¥'s P's ¢' sont données par les équations (2) en fonction de x, y,
z, p, ¢, 5’5 d’'une maniere générale, une dérivée quelconque pl’.,,( de 2’
s'exprime en fonction de 2/, @, v, z et des dérivées de = jusqu’a
Pordre 7 + £. On le voit en procédant de proche en proche; par exemple
pour obtenir s et ¢, on différentiera ¢'=f, (=, y, 5, p, ¢; ), on rem-
placera da’, dy’, ds' par leurs valeurs tirées de (2) et de (3)" et 'on
annulera les coefficients de dx et de dy. Le déterminant du systeme
de deux équations linéaires que 'on obtient ainsi pour calculer deux

D(fi’fE)

dérivées consécutives pj,, pi_, ,,, est toujours Do, )] il n’est nul
4

que si les multiplicités de (E') qui correspondent a des multiplicités
de (E) satisfont & I’équation
Jy'=fonction arbitraire de z';

il suffit d’effectuer une transformation (') pour que cette circon-
stance ne se presente pas. On comprend aisément, du reste, pourquoi
ce cas se distingue des autres : étant donnée une intégrale pour
laquelle y" est fonction de «/, ' n’est plus une fonction de deux
variables indépendantes et il n’y a pas lieu de considérer les dérivées

partielles de cette quantité.

4. Les raisonnements de M. Bicklund supposent essentiellement
que, dans I’équation (3), le coefficient A est différent de zéro; si ce
coelficient est identiquement nul, les choses se passent tout différem-
ment. L'interprétation géométrique de la condition

af 0/
A=hgt Al —i—
est facile; cette égalité exprime qu’a un élément «, y, z, p, ¢ corres-
pondent o' éléments unis de (E').
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SUR LES TRANSFORMATIONS DE BARCKLUND. 16
L’équation
ds'—p'dx'— q' dy' = o,
a laquelle satisfont les éléments de (E’) qui engendrent une surface,
se réduit ici, apres que «’, ¥, p', ¢’ ont été remplacées par leurs va-

leurs, a
(B+ar+Bs)de+ (C+as+Bt)dy=o

et ne peut étre vérifiée que si I'on a a la fois

\ B+oar—+Bs=o,

s | C+oas+Bt—o.

En éliminant =" entre ces équations, on est conduit & une équation
aux dérivées partielles du second ordre

(6) B e 55 P st Sy ) — 0

qui définit les surfaces de (E) auxquelles correspondent des surfaces
de (E"). Regardons pour un instant «, y, , p, g comme des paramétres
quelconques et r, s, z comme des coordonnées cartésiennes dans un
espace A trois dimensions; les deux équations (5) représentent une
droite qui appartient au complexe (G) des droites paralléles aux géné-
ratrices du cone r¢ — s = o. L’équation (6) représente une surface
réglée dont les génératrices appartiennent a (G), cette équation pos-
sede donc un systeme de caractéristiques du premier ordre. A chaque
intégrale de (6) ne correspond qu'une surface de (), les équations (2)
et (5) donnent o', y', ', p', ¢'.

Réciproquement, étant donnée une équation aux dérivées partielles
du second ordre (6) qui posséde un systeme de caractéristiques du
premier ordre, il existe une infinité de transformations (2) telles que
I'équation proposée dérive de 'une quelconque de ces transformations
de la maniere qui vient d’étre dite.

L’équation (6) peut étre remplacée par un systeme de deux équa-
tions :

Ar+ps—4+v=—o,
As + pt+ p=o,

A, i, v, p étant liées par deux relations homogenes

by (2, ¥, 5 P, 9, A s v, p)=o, W, i B, Py G5 Ay [y ¥y p) = 0.
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16 J. CLAIRIN.

D’autre part, I’équation aux dérivées partielles du second ordre qui
dérive d’une transformation (2) pour laquelle on a

(7) R R

équivaut, comme nous venons de le voir, au systeme de deux équa-
tions (5) ot B, C, «, B ont les valeurs indiquées plus haut (n° 1).
Cette équation sera identique & (6) si I'on a

(8) "Pl(*r, Yy 5y Py gy Oy @a B’ C) =0, 412('1’, Vs By Py G, &, ﬁy B’ C) — 0.

Ces deux équations sont homogenes par rapport a f; et f,; on peut
donc éliminer /; et f,, il reste une seule équation aux dérivées par-
tielles du premier ordre a laquelle doivent satisfaire £, et £;,. On
pourra prendre une de ces fonctions, /, par exemple, arbitrairement,
et des que 'on connaitra une solution f, de I’équation aux dérivées
partielles ainsi obtenue, on aura f; et f, sans nouvelle intégration en
résolvant le systeme formé par I’équation (7) et une des équa-
tions (8).

Lorsque l'on aura déterminé une transformation dont dérive I’équa-
tion proposée, on en connaitra une infinité, puisqu’il suffira pour cela
d’effectuer une transformation (T’) quelconque, mais, d’apres nos
conventions, nous ne considérerons pas comme distinctes deux trans-
formations qui se déduisent ainsi I'une de I'autre; le probleme que
nous venons de traiter admet du reste une infinité de solutions
distinctes dans le sens que nous donnons 4 ce mot, nous mdxquerons
plus loin une relation remarquable entre ces solutions.

Sinousappelons (C) le systeme de caractéristiques du premier ordre
de I'’équation proposée qui est défini par les équations

dz =pdr + qdy,
%(1‘; Ys Zs Ps g, dx, d)’: — dp, —"dQ): 0,
('P2(x a"’)_py ({’ dx? d)’;**dpy—d(])'“o’

nous dirons que les transformations qui viennent d’étre étudiées sont
déduites du systeme de caractéristiques (C).
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SUR LES TRANSFORMATIONS DE BAECKLUND. 17

5. Reprenons les quatre équations

2= (@ ¥, 5 P 3 5) Y =S ¥ 5 Py g5 5),
p=fiz, ¥ 5P q;5), ¢=filz,¥ 5P q;5),

fur fus for fu satisfaisant & D'égalité (7), et supposons que f, et f,
dépendent des variables x, y, s, p, g par I'intermédiaire de trois
fonctions o,, @,, ¢; de ces variables, c’est-b-dire que les multiplicités
ponctuelles qui supportent les multiplicités engendrées par les élé-
ments de (E') qui correspondent a un élément (, y, , p, ¢) forment
une famille & trois parameétres : une transformation de contact per-
mettra de les remplacer par I'ensemble des points de I'espace (*). Les
équations de la transformation que nous voulons étudier seront alors

x = CPI(-T, Yy By Py {/)’

=t (2,005 8 Prg )
&' = (@ ¥ 5, Pr §)s
1]

(@, ¥, 3, P, 3 P's ') =o0.

\

(9) '

Dans la pratique ily a souvent intérét, quand la chose est possible,
a considérer les équations d’une transformation sous cette forme
plutot que sous la forme (2); il résulte du théoréme général du para-
graphe précédent que (9) conduira pour z(@, y) a une équation du
second ordre comme 'avait déja montré M. Goursat; nous nous pro-

posons de caractériser ces équations.

La condition
ds'—p'da’'—q' dy'=o

équivaut aux deux équations

d"P?‘ ,dCPl /dcp‘ln_
ks et o i
I0

(%_ ple

By gy

en éliminant p’, ¢’ entre (9) et (10), on obtient I’équation du second

(*) Goursat, Lecons sur l'intégration des équations aux dérivées partielles du second
ordre, t. I, p. 12.
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18 J. CLAIRIN.

ordre cherchée
F(=, Yy 5 Py qs Ty S, L) =o.

Zcrivons le systeme (10) sous la forme

(x0Y [ Ar+ps+v=o,
? As +pt-+p=o,

A, W, v, ¢ ont des valeurs faciles a calculer et satisfont 2 la rela-

tion

(r1) hv+lp+m)+np=o,

h, I, m, n étant des quantités définies a un facteur pres par les équa-

tions
d: P: d@f ()(Pz 0CDl' .
: ] ' Sl L C S T A ; .

]l<d'x>+ <d.)">~+ v ap e dg o (¢i=1,2,3)

La relation (11) a une signification tres simple; elle exprime que
toutes les droites (10)’ qui engendrent la surface représentée par
I'équation du second ordre rencontrent une droite fixe

{ i +Uls+m=o,

(12) §
1 hs + 1t + n=o,

qui appartient au complexe (G).

Réciproquement, si une équation aux dérivées partielles du second
ordre, F = o, représente une surface réglée dont les génératrices
appartiennent au complexe (G) et rencontrent une droite fixe de ce
complexe, il existe une infinité de transformations (g) dont dérive
’équation proposée. Les parameétres A, ., v, p des génératrices de la
surface satisfont a la relation (r1) en supposant que la droite fixe est
représentée par les équations (12); si ¢, 92, 9, sont trois intégrales
distinctes de I’équation linéaire

dg do O g
W)+ () + g+ gt =o

les valeurs de ces parametres, dont les rapports seuls importent,
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SUR LES TRANSFORMATIONS DE BAECKLUND. 19

peuvent s’écrire

= 0%, 00 0%
=g F
09, , 00, , 00,
=% Py 2

) dos do, [ do,
)4<d1> p(dx>~(/<dw>’
e, dCPS ~ d?l> ! d?l
o=(%)—2(F) -1 (Z)

¢’ désignant des arbitraires. Les droites qui engendrent la sur-

face F = o correspondent & une relation entre les paramétres p’, ¢’

Q(x, ¥, 5,95 05 q) = o

Il apparait immédiatement que I’équation proposée dérive de la
transformation définie par le systeme (9).

Les transformations (g9) ne différant pas essentiellement de celles
que nous avons considérées plus haut (n° 4), toutes les propriétés
que nous démontrerons en supposant les transformations définies
par un systeme tel que (2) pour lequel la condition (7) est satisfaite
s’appliqueront aux transformations que nous venons d’étudier.

6. Des développements qui précedent il résulte que, sous certaines
conditions, les équations (2) conduisent pour z & une équation aux
dérivées partielles du second ordre ; on pourrait naturellement répéter
pour s’ ce qui a été dit pour z. Si 5 et &’ satisfont simultanément a
deux équations aux dérivées partielles du second ordre, nous dirons
que les équations (2) définissent une transformation de Bicklund.

Plusieurs cas sont possibles. Sia chaque élément de I'un des deux
systemes correspondent o' éléments unis de l'autre, les intégrales
des deux équations se correspondront une a une; la transformation
sera appelée transformation de Bicklund de premicre espece ou, plus
brievement, transformation (B,). Lorsqu'une transformation est dé-
finie par quatre équations non résolues par rapport a &', ¥, p's ¢/,

Vi(x, 5, 5 py g5 2, ¥4, p'sq)=o0 (=1,.2,5 4},

on voit, sans aucune difficulté, qu’a un élément («, y, =, p, g) cor-
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20 J. CLAIRIN.

respondent ' éléments unis de (E’), si le déterminant

[ o

dx' dy' ap' dq’
est nul; il n’est du reste pas nécessaire que ce déterminant soit nul
identiquement, il suffit qu’il le soit en tenant compte des équations
de la transformation.

Supposons qu’a un élément (x, y, z, p, ¢) correspondent ' élé-
ments unis (&, ¥, 2, p’, ¢') sans que les éléments de (E), qui cor-
respondent & un élément de (E’), jouissent de la méme propriété :
si z’ satisfait & une équation de Monge-Ampere, la transformation sera
une transformation de Bicklund; & une intégrale z(x, y) ne cor-
respondra qu’une intégrale z'(«’, y’); au contraire, étant donnée
une intégrale z’(«', y'), il lui correspondra une infinité d’intégrales
z(x, y) dépendant d’une constante arbitraire. La transformation sera
dite transformation de Bdckiund deseconde espece ou transformation (B,).

Enfin z(x, y) et 5 («', ') peuvent satisfaire simultanément a deux
équations de Monge-Ampere de telle sorte qu’a chaque intégrale de
I'une quelconque de ces deux équations correspondent «' intégrales
de l'autre. Nous désignerons ces transformations sous le nom de
transformations de Bicklund de troisieme espéce ou transformations (B,).

Il est facile de donner des exemples de ces trois especes de transfor-
mations.

Pour les transformations (B,), il suffit de considérer un systeme de
quatre équations

F[(%J’}[%Q?J/",,)",P/,(//)ZO (itl’ 03374);

deux transformations de contact permettent toujours de remplacer
deux équations de ce systeme par

2= Y=

Considérons maintenant trois fonctions quelconques f,, f;, f, de
Z, ¥» p» ¢, 7, f» dépendant effectivement de z' et une fonction f,
satisfaisant & I’équation

dv
fsgé +fu%:1;
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les équations

2 =fi(@,y,pq55), - Y=L 220,052,

P'=filz,7,p,955),  ¢'=/20,P: 95 F)
définissent une transformation (B,). Soit une équation du second
ordre admettant un systeme de caractéristiques du premier ordre;
supposons que cette équation ne contienne pas la variable z, les opéra-
tions indiquées plus haut (n° 4) permettent de déterminer quatre
fonctions indépendantes de = qui définissent une transformation (B,)
analogue a celles que nous venons de considérer. En d’autres termes,
si ’équation proposée reste invariante pour une transformation infi-
nitésimale de contact, il sera toujours possible de lui faire correspondre
par une transformation (B,) une équation de Monge-Ampere, les
équations de la transformation (B,) restant également invariantes
pour la transformation infinitésimale de contact.

Proposons-nous de montrer comment on peut écrire sans aucune
intégration les équations de certaines transformations (B,). Consi-
dérons dans I'espace (E) une famille de ' multiplicités composées
chacune de o' éléments unis; il suffit de considerer une famille de
o' courbes et d’adjoindre & chaque courbe une développable passant
par cette courbe, les équations résolues par rapport aux constantes
pourront s’écrire

9:(2,y,5,p,q)=const. (e o

solent de méme
(?;(x/,y,7 z', p'y q') = const. (i=1,2,3,4)
les équations d’une famille analogue de (E’), les équations
@i(xyya Z, P, q) = CPI,'(J/J’ )", ;I,])(’ ql) (L':I, 2, 3, 4)
définissent une transformation (B, ).
7. Nous avons montré plus haut (n°4) comment, étant donnée
une transformation

( x'=fi(x,y,% P, q;3'), y=suz,y, 5D, q;55'),
| p=fil@ y, 50,055 &= [0, 5P ¢35,

<f3%{:% +frg£2, :I)>

(13)
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23 J. CLAIRIN.
il lui correspond une équation du second ordre
(14) B (@, ¥y 50 P G Ty Sy L) ==10

admettant un systeme de caractéristiques du premier ordre. Lorsque
'on connait une intégrale de cette équation, s’ est déterminée,

== f(x,v)", S, Py q, S, t)’

et les équations (13) définissent 2/, ', p’, ¢'. On obtient la valeur de 5’
en résolvant la seconde des équations (5) et il est facile de déduire
' o
ds
—_07_;
ot
placer z’ par f dans cette expression. D’aprés la convention que nous
avons faite sur le sens a attribuer aux variables r, s, ¢, ce rapport est,
au signe pres, égal au coefficient angulaire de la projection sur le plan
r=o de la génératrice de la surface (14) qui passe par le point 7, s, ¢.
Considérons maintenant I’équation (14); il lui correspond une infi-
nité de transformations telles que (11), soit

de Ia ]a valeur du rapport cette valeur est % a condition de rem-

(15) x”:f;(x, Vs 5’/)1753”)9 ,)’”:fé('l';]',zy}?, ‘/;5”:’»
P'=rfi(z, y,5,p,q;3"), 9" =f (25,5 p,q;3"),

une de ces transformations, z” sera donnée par
Bl s ) B St
et, d’apres ce qui vient d’étre dit, nous aurons

i

0s 0t ds dt

L’égalité précédente montre que si, entre (13), (15) et les équa—
tions =/, z”=/", on élimine les quantités =, y, =, p, ¢, s, ¢, il
viendra toujours au moins quatre relations entre les coordonnées z’, y/,
2, p,q 2", y", 5", p’ q" de deux éléments qui se correspondent dans
les systemes (E"), (E”)

(16) Gyl sl ol g vl Bl ipl gl =0 (0 =10 2 5

En particulier, si les transformations (13) et (15) sont des transfor-
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SUR LES TRANSFORMATIONS DE BAECKLUND. 23

mations de Biicklund, la transformation (16) en sera également une : on
verra facilement d’apres la nature des transformations (13) et (15) de
quelle espece sera la transformation (16).

Lorsque 'on fera I’¢limination précédente, il pourra arriver que
’on obtienne cinq relations entre les quantités ', y', =, p', ¢'5 2, '
=", p’, ¢" et non seulement quatre ; dans ce cas, les transformations (13)
et (15) ne sont pas distinctes, mais se déduisent I'une de 'autre par
une transformation (T"). Ce dernier résultat peut se rattacher a des
théoremes généraux démontrés par M. Bicklund : en se bornant au
cas particulier qui nous occupe, il est facile de donner une démon-
stration tres simple. Puisque nous ne considérons pas le cas ol du
systeme (13), par exemple, on déduirait une équation entre les seules
variables #', ¥, #, p', ', nous pouvons supposer que les cinq relations
sont écrites sous la forme

[ /4,
( — 5

(2 ¥ 5, p's q')s
=2 ys.p, a4
(17) a%( LyhEheh gl
pl="n(zy' s pq"),

//”: /Lz(x’,y y B ’P7q )'

Les surfaces de (E') auxquelles correspondent des surfaces engen-
drées par les éléments (2, ¥, ", p’, ¢") sont définies par le systeme

dg, dg dgs,

- -,-—/zldé/—-—/ a;’,-;o,
dg, =1, dg, dgs
?i)'l - dy’ z’ e

Ce systeme est identiquement nul si les équations (17) définissent une
transformation de contact; dans tous les autres cas il ne pourra
admettre une intégrale passant par une courbe quelconque et tangente
le long de cette courbe a une développable donnée arbitrairement, ce
qui arrive toujours, au contraire, pour 'équation ou le systeme d’équa-
tions qui définit 5'(2’, y').

Reprenons le cas ot I'équation (14) ne contient pas z, 1l sera pos-
sible de lui faire correspondre une transformation (13) dont les
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équations ne dépendent pas de z et fne dépendra pas non plus de z.
Cette transformation sera unique, car, s’il en existe une seconde
telle que (15), en éliminant x, y, p, ¢, s, ¢, il viendra cinq relations
entrex’, y',z', p', ¢', 2", y’, 5", p’, q¢". Autrement dit, si I’équation (14)
admet une transformation infinitésimale de contact (0) engendrant
un groupe (), il lui correspond par une transformation (B,) une
¢quation de Monge-Ampere (¢) et une seule telle qu’a une intégrale
de (&) correspondent o' intégrales de la proposée déduites de I'une
d’entre elles par les transformations du groupe (0).

Supposons maintenant que I'équation donnée n’admette pas seule-
ment la transformation (0) mais qu’elle admette aussi d’autres trans-
formations infinitésimales, soit (0,) une de ces transformations qui
laisse (0) invariante, je dis qu'a (0,) correspond une transformation
infinitésimale (6") qui ne change pas (¢). Si, en effet, on effectue sur
les équations de la transformation de Bicklund une transformation du
groupe (0, ) engendré par (0,) les équations de la nouvelle transfor-
mation resteront invariantes pour le groupe transformé de (@) par la
transformation de (@,) considérée, ¢’est-a-dire pour le groupe (0)
lui-méme : nous aurons ainsi une transformation (B,) qui déterminera
d’une part I'équation proposée, d’autre part I’équation de Monge-
Ampere déja obtenue; elle se déduira, par conséquent, de la transfor-
mation primitive par une transformation (T') qui laisse (¢) invariante.
Toutes les transformations (T") qui correspondent aux transformations
de (@, ) forment un groupe 4 un parameétre.

Les transformations dugroupe de I’équation proposée qui laissent (6)
invariante forment elles-mémes un groupe (y) et I'équation de’
Monge-Ampere admet un groupe holoédrique isomorphe de (y). Il
peut du reste arriver que I’équation (¢) admette d’autres transforma-
tions de contact auxquelles ne correspondent pas des transformations
analogues de la proposée, mais & un sous-groupe du groupe de I’équa-
tion primitive qui ne laisse pas (0) invariante il ne correspond jamais
un groupe de transformations (T") qui ne changent pas (¢).

On peut encore indiquer une application intéressante des résultats
qui précedent. Soit une équation (14) qui admette deux transforma-
tions infinitésimales (0) et (0,); il est possible de faire correspondre
a cette équation deux équations de Monge-Ampere (&) et (¢,) en em-
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ployant les transformations (B,) particulidres dont nous avons parlé
aun®6 et en considérant successivement les transformations (6) et (9, ).
Les deux équations de Monge-Ampere que I’on obtient ainsi se corres-
pondent naturellement par une transformation (B, ), mais, en général,
cette transformation (B, ) n’appartient pas a la classe particuliere dont
il a été question plus haut : il en sera ainsi seulement si (6) et (0,)
sont permutables. .

Si(6)et(0,)sonthomologuesa I'intérieur du groupe de la proposée,
les deux équations (&) et (g, ) sont identiques; il existe alors une
transformation de Bicklund qui fait correspondre & toute intégrale de
I'équation (e) une infinité d’intégrales de la méme équation.

Il est facile de donner un exemple qui montre tres nettement com-
ment les choses se passent. Considérons I'équation étudiée par
M. Goursat (')

(18) s=2Mz, y)Vpg,

si ’on prend pour inconnue yp =z, on trouve que z' est défini par
I’équation linéaire
(19) 8’—Mz]’—7\25’:o.

dz

La transformation qui permet de passer de (18) a (19) est définie
par le systeme
(20) A=y g

L’équation (18)admet toujours deux transformations infinitésimales
de contact que nous désignerons par leurs fonctions caractéristiques
qui sont 1 etz : on peut dire que 'équation linéaire qui vient d’étre
obtenue pour z' correspond a la transformation 1. Cette transformation
reste invariante par rapport a la transformation z; & cette derniere
transformation doit donc correspondre une transformation infinitési-
male de (19), c’est la transformation qui a pour fonction caractéris-
2

S

tique z". En prenant pour nouvelle inconnue £ = z”, on trouve pour z”

une nouvelle équation du second ordre qui correspond & la transfor-

() Bulletin de la Socicté mathématique, t. XXV, p. 36. — Lecons sur l’intégration
des équations aux dérivées partielles du second ordre, t. 11, p. 252.
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mation z; il faut éliminer z entre

(21) w=L, =20 pg,

9

et S

Le produit des deux transformations (20) et (21) est une transfor-
mation (B;) dont on obtient les équations en écrivant les valeurs de z/,
p,q,%,p" q en fonction de x, v, =, p, ¢, r et en éliminant z, p, ¢,
r. On trouve ainsi

/ 2
" (/_ _ = ,,C/
= St

' i
Ths el 12 e e .
(22) pl=23"Y5 — 5", == Ta T
- (25

V4

a une valeur de z” correspondent uneinfinité de valeurs de z que I'on
obtient en multipliant 'une quelconque d’entre elles par une con-
stante arbitraire, les valeurs de z’ qui correspondent & ces valeurs de z
et qui correspondent par conséquent & une valeur de z” s’obtiennent
de méme en multipliant I'une d’elles par une constante arbitraire, ce
qui apparait également sur les formules (22). Au contraire, la transfor-
mation 1 ne laissant pas la transformation z invariante, aux valeurs
de = qui correspondent 2 une valeur de z’ et qui ne different que par
une constante additive correspondent des valeurs de z” telles qu’il
n’existe aucun groupe 4 un parametre de transformations de contact
qui, appliquées & une intégrale z” quelconque, donnent toutes les inté-
grales z” qui correspondent & la méme solution de (19).

8. Les équations de Monge-Ampere admettent deux systemes de
caractéristiques du premier ordre; il leur correspondra deux familles
de transformations analogues & celles que nous avons étudiées plus
haut, mais pour appliquer le résultat établi au début du paragraphe
précédent, il ne faudra considérer simultanément que deux transfor-
mations déduites du méme systeme de caractéristiques; il est bien clair
que nos raisonnements ne s’appliquent qu’a ce cas.

Il peut cependant arriver que le produit de deux transformations de
Bicklund déduites chacune de 'un des systemes de caractéristiques
soit également une transformation de Bicklund. Supposons, par
exemple, que nous ayons une équation de Monge-Ampere qui ne con-
tienne pas =; en considérantsuccessivement les deux systemes de carac-
téristiques, on peut lui faire correspondre deux autres équations de
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Monge-Ampere par des transformations (B,) dont les équations ne
dépendront pas de z.

On obtiendra ainsi huit équations entre , y, p, ¢ et les coordonnées
de deux autres systemes d’éléments &', ¥, ', p's ¢, 2", y", 5", p"s ¢";
en éliminant «, y, p, ¢, il viendra quatre équations qui définissent
évidemment une transformation (B, ).

L’équation de M. Goursat nous fournira encore un exemple : étant
donnée I'équation

s=oh(z, ¥) \/[7(;,
en prenant successivement pour inconnues Vp et \/g, on obtient deux
équations linéaires qui se correspondent par une transformation de
Laplace.

Proposons-nous d’appliquer aux équations de Monge-Ampere les
résultats de I’étude que nous avons faite (n° 4 et 5) : nous considére-
rons seulement, ce qui ne restreint pas la généralité, les équations
linéaires en r, s, ¢. Soit

r-+(m-+p)s+mpt+M=o

une telle équation, m, ®, M désignant des fonctions de x, y, 3, p, g.
Cette équation possede deux systemes de caractéristiques du premier
ordre: le systeme (C) correspondantal’équation différentielle dy=mdx
et le systeme (T') correspondant & dy = p.dz. Du systeme (C) on dé-
duira une transformation telle que (13) en prenant pour /, etf, deux
intégrales de ’équation linéaire

af / af of _[ et
X(f)= ———1—pd~—i—p< —+//()> (\l—i—)m) A T 0,
ou A est une fonction arbitraire de z, y, z, p, ¢, 5.
Pour f, et /,, on aura
o
= dq op )
i <£’é L ey dh _<f)f1 _ w9\
dq op ) EL dq dap ) 0z
ofs _ 9%
d " op
i q p

JeE ol =C R
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Remarquons que, si f est une intégrale de X (/) =o, on a

X<df ax( of 0f>

e P Tk

on en déduira, en se servant de I’ ldentltcf3 —|—f,, 3{‘;’ =1,

(23) MX(/‘& '%X (fi)=o.

La transformation considérée sera une transformation (B, ) si le dé-

(&% o

terminant

dx ap dq

est nul (n° 6); en vertu de (23) et des équations X(f,) = X (/) =o,

on devra donc avoir
X(fg) :X(f,,) =Gy

Nous déterminerons, dans la deuxieme Partie, les transforma-
tions (B,) qui correspondent a une classe assez étendue d’équations
de Monge-Ampere; je me borne ici & indiquer un résultat dont la dé-
monstration est tres facile, apres ce qui vient d’étre dit. Si deux équa-
tions (&), (&,) correspondent a une équation de Monge-Ampere par
‘deux transformations (B,) qui ne sont pas déduites du méme systeme
de caractéristiques, le produit de ces deux transformations n’est
jamais une transformation de Bicklund.

En effet, soient

x':f1(x,y,5,l7;(];~"")a )’/:fz(x’}/,zap’q;d),

(0() ! !
V=G0 50,038 )y =1 la Y5 p0q;:5)

les équations d’une transformation (B,) déduite du systeme (C) de
caractéristiques de I’équation de Monge-Ampere donnée; 3" est donné

par

et ’on a

3 =2, ¥, 5, Ps @y 5 L),
AL

m = —

Js GG

iy [os [os [ satisfont a 'équation X (/) = o.
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Une transformation (B,) déduite du systeme (T") sera définie par

(2'=fi(xy,5pq;5"),  y'=/ (20 500;5"),

(5) ? p”:f;(m,.x',:,p,q;z”), q":,ﬂ(x,,"»%/’, q;z”);

pour déterminer z”, on a

"
F4

= 5 55 D5 S5 L)
avec

o’ oq/
¢ 9s ot

D’autre part, en raisonnant comme il est expliqué pour la premiere
transformation, on verrait que f;, f;, f,, /. doivent satisfaire & une
équation telle que

XiN=(L)+m(L) =+ oY+ 2 =o,

e étant une fonction de «, y, z, p, q, =
Pour que le produit des transformations («) et () soit une trans-
formation de Bicklund, il est nécessaire et suffisant que, en éliminant
x, y, 3, p, ¢, 5, t entre («), (B) et les équations z’:ap z’=1{/, on
trouve quatre relations entre «', ', 2/, p', ¢, 2, y", 5", p’, q". Le déter-
minant
oy 9y 9y oY

ds 0t ot 0s

n’étant pas nul, il faudrait donc que 'on obtienne quatre relations en
éliminant , y, z, p, ¢ entre () et (§), autrement dit il faudrait que
tous les déterminants fonctionnels du cinquieme ordre des fonc-

tions £, fos fos fur f1 s Ja s fo» i par rapporta x, y, z, p, g soient nuls,
¢’est-a-dire que ces fonctions satisfassent 2 une méme équation

() 0 )
()£+1 = (){+1 U ik D/;»—o.
Mais f, /o, fs, fi satisfont & X( /) = o et ne satisfont & aucune autre
équation puisque ce sont quatre fonctlions indépendantes; de méme
S [l /s, [, satisfont a laseule équation X, (/") = o, et il est visible
que ces deux équations ne peuvent pas étre identiques.

Pour trouver les transformations de la forme (9) dont dérive I’équs-

C.
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tion de Monge-Ampére proposée, il faudra prendre pour 9,, ¢,, g, trois
intégrales distinctes de I'équation X( /) = o, ol A désigne une fonc-
tion quelconque de @, y, z, p, ¢ seulement; la quatrieme équation qui
définit la transformation est alors
" <,‘7‘?3 = m 0_> Eer st LT
ap ap dp dq dj dyq
9. Les transformations que nous venons d’étudier permettent de cal-
culer, comme nous I'avons déja remarqué, 2, y', 2/, p’, ¢’ en fonction
dex,y,s p,q,8 t;0n a
2= (2, ¥, 5 Py ¢, 85 L),
Y= (=, ¥, 5 p, ¢, t),
F=4 (2,5, 5P 98¢),
P'=4s(2, 5, 55 ¢, 85 1),
¢ =db(z,y,2p, qs5¢).

Il est évident que I’on saura prolonger la transformation précédente
et calculer les dérivées d’ordre n quelconque en fonction de «, y, = et
des dérivées de s jusqu’a 'ordre 7 + 1, mais il est nécessaire de pré-
ciser davantage et le calcul n’offre du reste aucune difficulté. Nous
établirons en méme temps certaines formules qui nous seront tres
utiles plus loin. 4

Nous écrirons 1'équation du second ordre sous la forme

(24) 7"***1‘1(90,)’, 5;[)) 9, S’ l):O’
et, m et u étant les deux racines de I’équation du second degré en 2,

. o~ odF
NE—) I She 57 =80}
nous supposerons que le systeme (C) de caractéristiques qui satisfait
a I'équation différentielle
dy = mdx
est du premier ordre et que la transformation considérée est déduite
du systeme (C).
Toutes les fonctions J, ¢, 4., ¢,, J, satisfont & I'équation
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Cela posé, remarquons encore qu'il suffit de prendre la dérivée de (24)
par rapport & y pour obtenir I’égalité suivante dont nous ferons usage

dr
(25) Pompy s+ p(pr o+ mpos) + dy = 0%

Lorsque dans ¢, 4, 4,, 4y, ¢, on remplace «, y, 5, p, ¢, s, ¢ par les
expressions qui correspondent & une caractéristique de (24), on ob-
tient un systéme de o' éléments de (E’) : désignons par 7' la valeur

du rapport ,pour les systemes qui correspondent & une caractéris-

tique de (C); pour trouver Pexpression de 72/, il suffira de remplacer,

dans I’équation
dYy— m'dy,— o,

dy par mdx et U'on arrivera ainsi a la formule

d, dd, oU, /dF
. <dx>+m<W>+(n_H) '(Pl o mpy 3) — = ( >

S dy
T /dy, RN d¢, [ dF
<%>—|—m(W>—|—(m [J.) ([), o MPy. 3) — B <d)/>

Considérons maintenant le systeme (F) défini par I’équation
dy = pdwz,
la valeur de 1/, ¢’est-a-dire la valeur du rapport - 4y ~ pour les systemes

d’éléments de (E’) qui correspondent aux caracterlsthues de (T'),
s’obtient en opérant comme pour 72'; on trouve

(d% du,> oy <dl‘ \
) 4-
; cdx dy 0> cly)

g = .

f i +“<dw>_ 9. [ dF\

dx dy, dy
Occupons-nous maintenant de calculer les dérivées successives de z';

nous ne considérerons que les dérivées p, ., p, ,_,, la connaissance des
expressions de ces dérivées nous suffira : si 2’ satisfait & une équation
du second ordre, on peut toujours, comme nous ’avons fait pour I’équa-
tion ( 24), supposer effectué un changement de variables tel que toutes
les dérivées de =z’ a partir du second ordre s’expriment en fonction

de ', y’, 5’ et des dérivées d’ordre inférieur ou égal, dont le premier
indice est au plus égal & un.
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Pour avoir s’ et ¢ il faudra annuler le coefficient de dzx et celui de dy
dans I’équation
dy, — s'dl,— t'dYa— o,
ou nous remplagons p,,, + mp, , par sa valeur tirée de (25); la réso-
lution des équations ainsi obtenues est facile : si nous posons

(3 [(8)- (D] - () () - (2]

“+(P1,2+ mpo,3) % %% [(%) i <%>] . %1 [<%) Sy (%)]f’

1l vient

v= (-2 )23

09, [/ dds ag,
% La) e (2
Kot DOy [l = A, AN T o _0_%(@)’

i dy dz ds \dy < dx ds \dy/

I [y L I [ dh 4%, s
+<P1v2+mf’°’3)$ 0s Kz;)ﬂ*( > — o [\ax) ¥\ Gy

On s’assure, comme plus haut (n° 3), qu’il n’y a pas lieu d’exami-
ner le cas ou A est nul. Nous voyons que s’ et ¢’ ne dépendent pas des
dérivées de 5" d’ordre supérieur & trois, mais nous voyons en outre que
les dérivées troisiemes ne figurent que par la combinaison p, , + mp, ,.
Admettons qu’il en soit ainsi jusqu’a lordre n — 1, c’est-a-dire que
Pina €t P, , soient fonctions de =, y, 5, p, ¢, ..., Pyrss Poncis
Pin—1 + Mp, 5, €t montrons que la propriété subsiste pour les dérivées
d’ordre n, c'est-d-dire qu’elle est générale. En prenant la dérivée
d’ordre n — 1 de I’équation donnée par rapport i y, on trouve

+ (P1,2+ Mmpy,3)

&
55

d}L-lF
(25" P21+ MPy o~ 2 (Pyn— mpo ) + <d—y”—1> =0,

Par hypothese, on a
PI(),,L,.IZK(J‘, Vs By aeny u),

en posant p, ,_, -+ mp,,, = u, et pour calculer p;, , p, ., on doit égaler
a zéro les coefficients de d et de dy dans

P/ldl =1 d“h +P:),/z d&l@: dK;
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on trouve deux équations

5 d. 0 |
Pi,n—l [<E¢j‘}> Sl Tj;—i (P1,2 5 mp0,3)J

[ | ¢, SRS e
+Po,n d_)7 +TS(P1,2+ mpy3) | = Zz}j +?)E Pr,n==MpPy niq),
7 d 0 dF J
26) P1,n—1 [<%> = Tj}i <By> T H% (P12 + mPo,a)]
oo [/ dbs oy, (dF o, i
“+ Po,n [<"075> g <@> P (Bra - Pys)

dK) 0K dr—1F JK
R —<w Ayt _H?)T[(pl,ll+l)lp0,lz+l)‘

£ 4

On voit tout de suite que p, ,_, et p, , s’expriment en fonction de x,
Vs By o vos Pig—is Po,ns Pron MPo niys €€ que nous voulions démontrer.
On voit encore que p, ,_, + w'p; , ne dépend, sinest supérieur a deux,
que de x, y, 5 et des dérivées de z jusqu'a 'ordre n; on le démontre
en multipliant la premiere des équations (26) par i et en ajoutant
membre & membre les deux équations; au contraire, p, ,_, + m'p, ,
dépend des dérivées d’ordre n + 1. Lorsque ’équation considérée est
une équation linéaire en r, s, ¢

r+(m+p)s+mpt+M=o,

x,y,%,p,q sont fonctions de «, y, s, p, ¢, s +mz, la propriété
énoncée en dernier lieu sera vraie si n est égal  deux : s’ m’¢ ne dé-
pendra pas des dérivées troisiemes de z.

10. Etant donnée une transformation de Bicklund, d’espece quel-
conque, et deux surfaces intégrales qui se correspondent par cette
transformation, les caractéristiques se correspondent sur ces deux
surfaces ('). Nous considérerons successivement deux cas : nous sup-
poserons d’abord qu’a une intégrale de I’équation du second ordre (24)
correspond une seule intégrale de la transformée.

Remarquons d’abord que, si dans les fonctions ¢, ¢,, $,, ¢, ¢, on
remplace », y, 3, p, ¢, s, ¢ par les expressions correspondant i une

(1) Zoir GoursAt, Legons sur l'intégration des équations aux déripées partielles du
second ordre, t. II, p. ago.
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multiplicité simplement infinie d’éléments unis du second ordre, les
¢léments (2',y', %', p',¢') ne sont pas unis en général, mais qu’ils
le sont si les éléments (a,y, z,p, ¢, s, ¢) appartiennent & une intégrale
de (24) puisque (', ¥, 2, p/, ¢') appartiennent alors & une intégrale
de la transformée; il en sera ainsi, en particulier, si les éléments du
second ordre engendrent une caractérisque de (2/).

Une caractéristique d’ordre n de la proposée étant connue, cela
revient a dire que I'on connait »' systemes de valeurs POUPLE; 9 &y
P> s s Pinois Pon €t qUil existe une infinité de surfaces intégrales
dépendant d’une infinité de constantes arbitraires passant par cette
multiplicité d'éléments du ri“™ ordre. Examinons en premier lieu le
cas ol la caractéristique considérée appartient au systeme (C), cest-
a-dire satisfait 4 I’équation

dy — nidz;
I'égalité
Apo,n=_(P1,n+ Mpy,ni)dx
est vérifiée tout le long de cette caractéristique et en chaque point
Pin~Mpy ., aune valeur déterminée. D’apres ce qui a été dit dans le
paragraphe précédent, & la caractéristique d’ordre » donnée correspond
une multiplicité de oo' éléments du ni*=¢ ordre, par laquelle passeront
toutes les surfaces intégrales transformées des intégrales de (24)
qui contiennent la caractéristique donnée. Ces surfaces ont donc un
contact d’ordre 2 au moins le long de cette multiplicité, mais il
peut arriver que ce contact soit d’ordre supérieur. Nous verrons que,
si la transformation est une transformation de premitre espece, les
- surfaces transformées ont un contact d’ordre » -+ 1 en tous les points
de cette multiplicité. A une caractéristique d’ordre n correspond ainsi
une caractéristique d’ordre 7 ou d’ordre n + 1. Le raisonnement pré-
cédent ne s’applique en général que si n est supérieur & unj il
s'applique au cas ol n est égal & un, si (24) est une équation de
Monge-Ampere, ¢'est-a-dire, comme on peut toujours le supposer, une
équation linéaire en r, s, ¢.

On voit tres facilement, en raisonnant toujours de la méme maniere,
qu’a une caractéristique d’ordre » du systeme (T') correspond une
caractéristique d’ordre 2 — 1 de la transformée.

Il reste & étudier le cas ou, I'équation (24) étant une équation de
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Monge-Ampere, il correspond a chacune de ses intégrales une infinité
d’intégrales de la transformée. Comme nous I’avons déja fait & plu-
sieurs reprises, nous supposerons que I’équation donnée est linéaire
BN 88

Etant donnée une caractéristique du premier ordre, en remplacant
@, y, %, p, q par leurs valeurs dans I’équation (3)” (n° 2), on trouve {
par une intégration; déterminons { en nous donnant sa valeur ¢, pour
un élément (z,, ¥y, 201 Pos ¢,) de la caractéristique, nous définissons
ainsi une multiplité de (E”) qui correspond a la caractéristique donnée,
puisque &', y', &/, p’, ¢’ ne dépendent que de x, y, z, p, ¢, {. Il existe
une infinité d’intégrales de (24) dépendant d’une infinité de constantes
arbitraires qui contiennent la caractéristique du premier ordre consi-
dérée;il y a donc également une infinité d’intégrales de la transformée
qui passent par la multiplicité transformée qui est par conséquent
une multiplicité caractéristique.

Si 'on se donne une caractéristique d’ordre 7, elle contient une
caractéristique du premier ordre & laquelle on fera correspondre,
comme il vient d’étre dit, une caractéristique de la transformée
d’apres la remarque faite au n° 3, le long de cette caractéristique on
connaitra les valeurs des dérivées de z" jusqu’a 'ordre n; 4 la caracté-
ristique d’ordre » donnée correspond donc une caractéristique dont
Pordre est aussi 7.

On démontre de la méme facon que, si ’on sait résoudre le pro-
bleme de Cauchy pour une équation aux dérivées partielles du second
ordre (24), on sait résoudre ce probleme pour toutes les équations
qui correspondent & (24) par une transformation de Bicklund. .

Si deux équations du second ordre sont telles qua chaque intégrale
de I'une on puisse faire correspondre les intégrales de I'autre par des
opérations algébriques et par l'intégration d’équations différentielles
ordinaires, et si l'une d’elles est intégrable par la méthode de
M. Darboux, P'autre I'est également. Ce théoreme a été démontré par
M. Goursat; il en résulte, en particulier, que, si une équation est inté-
grable par la méthode de M. Darboux, toutes les équations qui lui
correspondent par une transformation de Bicklund jouissent de la
méme propriété. Nous reviendrons du reste sur cette question dans la
suite pour indiquer des résultats plus précis,
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11. Nous avons négligé jusqu’ici le cas ou des quatre équations
données entre x, y, z, p, ¢, 2, ¥, &, p’, ¢’ on peut déduire une équa-
tion qui ne contienne que les coordonnées d’un seul des deux sys-
temes d’éléments du premier ordre. Nous allons examiner rapidement
ce cas particulier.

Supposons que I'une des équations du systeme ne contienne que a”,
vy, 2, P, q’; 1l est toujours possible, par une transformation de contact,
de faire en sorte que cette équation se réduise & y' = o. Les équations
de la transformation que nous voulons étudier seront donc

&= (2 005 Pyl B, Y=o,
])/:(‘D(!L‘,y,z,p,q;zl), 9':‘4)(909)’95’/0,9;5');

la condition
ds' — p'dx' — q' dy'= o,

qui exprime que (&', y’, 2, p’, ¢') engendre une multiplicité de oo é1¢-
ments unis, devient ici

(ool () o

el b

La condition d’intégrabilité de I’équation précédente s’écrit

g dn
dy dx  dy dx

sicette condition ne dépend pas de z/, elle seréduit & une équation du
second ordre, intégrable par la méthode de Monge, qui admet 'inté-

grale intermédiaire
= fonction arbitraire de f,

dont I'existence était presque évidente a prior:.
Sil'on a

on ne peut pas répéter ce raisonnement; ’équation

ds' —p'dx' — ¢' dy'=o
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ne sera vérifiée que si ’on a

Lo

dx op dq
_J_”> LA

Ce systeme équivaut 4 une équation du second ordre qui admet une
intégrale intermédiaire du premier ordre

f(x,}’, 25 Ps 49 )‘):H,

ol A et p. désignent deux constantes arbitraires : comme le précédent,
ce résultat pouvait étre prévu sans difficulté.

Il peut encore arriver que deux des équations de la transformation
ne contiennent que les coordonnées «', ', =/, p/, ¢, ou qu’il y ait une
équation ne dépendant que de «', y/, 2/, p/, ¢’ et une autre ne dépen-
dant que de «, y, =, p, ¢, mais ces cas particuliers n’ont plus aucun
intérét pour la théorie des équations du second ordre.

DEUXIEME PARTIE.

12. Dans cette deuxieme Partie nous allons étudier les transfor-
mations de Bicklund de premiére espece, ou transformations (B,),
selon la notation que nous avons adoptée, c’est-a-dire les transfor-
mations de Béicklund qui font correspondre une a une les intégrales
des équations transformeées.

Les résultats fondamentaux vont nous étre fournis par I’emploi des
formules démontrées plus haut (n° 9) que je rappelle rapidement.
Toutes les lettres employées ont la méme signification que précé-
demment.

Soit une équation du second ordre

(27) r-+F(z, 5,5 p,q 8 t)=o0,
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qui admet deux systemes de caractéristiques (C) et (I") définis res-
pectivement par les équations

(C) dy =mdz,
(T) dy: = Uidag

nous supposerons que 7z et . ont des valeurs différentes et nous ne
nous occuperons pas du cas particulier ol les deux systemes de carac-
téristiques sont confondus.

Comme dans le paragraphe déja cité, nous supposons que les carac-
téristiques du systeme (C) sont du premier ordre et que la transfor-
mation (B, ) est déduite de ce systeme.

L’équation transformée

(28) P B s &y Ds @ S ) =0

admet également deux systemes de caractéristiques, 'un, le systeme
(C"), correspondant & (C) qui satisfait a I’équation

dy' = m'dx',

I'autre, le systeme (I"), correspondant a (I'), qui satisfait a
dy' = p!dx'.

Nous avons vu que p, ,_, -+ @'p, , ne dépendait que de x, y, z, p,
4> -+ s Piai» Pon tandis que dans Iexpression de p, ,_, .,
figurent les dérivées de z jusqu’a l'ordre » 41, n étant un nombre
entier quelconque plus grand que deux. Nous avons ainsi un moyen
de distinguer les deux systemes de caractéristiques qui va nous per-
mettre de faire une remarque importante.

Il est bien évident que, réciproquement, nous pourrons exprimer
&y YaBr ris's v Pineis Pog el [onction‘dea’, 965 3, -« oy Py ny Poer Oh B
remplacant, dans la premiere des équations (26), , y, z et les déri-
vées de z jusqu’a l'ordre 7 par leurs expressions en fonction de &/, y/,
7' et des dérivées de z', on voit que p, , + mp, ,., ne dépend que des
dérivées de 5" d’ordre au plus égal & » + 1. Par conséquent, relative-
ment 4 I’équation (28), la transformation (B,) considérée est déduite
du systeme (I") de caractéristiques, c’est-a-dire du systeme qui ne
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correspond pas au systeme (C) dont est déduite la transformation re-
lativement & ’équation (27).

Nous avons vu (n° 10) qu’a une famille («) d’intégrales de (27) qui
ont un contact d’ordre n le long d’une caractéristique du systeme (C)
correspond une famille d’intégrales de (28) qui ont un contact
d’ordre » au moins en tous les points d’une caractéristique de (C'); je
dis que le long de cette caractéristique les intégrales de (28) consi-
dérées ont un contact du (n + 1)®e ordre. En effet, si le contact était
d’ordre moindre, la transformation étant, relativement a I’équation (23),
déduite non du systeme (C’) mais du systeme (I'), on verrait, en
appliquant un résultat du paragraphe déja cité, que les intégrales
correspondantes de (27), c’est-d-dire les intégrales («), admelttraient
un contact d’ordre inférieur an le long de la caractéristique considérée,
ce qui est contraire & I’hypothese.

13. En nous servant du résultat qui vient d’étre obtenu nous allons
montrer que, étant donnée une équation aux dérivées partielles du
second ordre (27), il ne peut exister qu'une seule équation qui lui
corresponde par une transformation (B, ) déduite du systeme (C), ou,
plus exactement, que toutes les équations qui lui correspondent de
cette maniere se déduisent de 'une d’entre elles par une transfor-
mation de contact.

Soit, en effet, I'équation (28), qui correspond & (27) par une trans-
formation (B,) déduite de (C); supposons qu’il existe une autre équa-
tion

Al il n " WM /A N =
(29) Ml s e pli gl Rl i) — O

qui jouisse de laméme propriété; soient (C”) et (I'") les deux systemes
de caractéristiques de (29), (C”) correspondant a (C) et (I'") a (I').
D’aprés ce qui a 6té démontré dans la’ premiere Partie (n° 7), les
équations (28) et (29) se raménent I'une & 'autre par une transfor-
mation de Bicklund ou par une transformation de contact : nous al-
lons voir que la seconde hypothese est seule admissible. La transfor-
mation qui établit une correspondance uniforme entre les intégrales
de (27) etcellesde (29) est déduite d’une part du systeme (C), d’autre
part du systeme (I"), comme il résulte de la proposition qui a fait
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I'objet du paragraphe précédent, tandis que la transformation qui
permet de passer de (27) & (28) est déduite du systeme (C) et du sys-
teme (I").

§’il existait une transformation de Bicklund qui change I’équa-
tion (28) en I’équation (29), ce serait une transformation (B, ) déduite
du systeme (T") et du systeme (I”); cela ne peut pas arriver puisque
ces deux systemes de caractéristiques se correspondent, les équa-
tions (28) et (29) sont donc identiques & une transformation de con-
tact pres.

La démonstration précédente pourrait donner lieu 2 une objection.
Supposons que (28) et (29) se correspondent par une transformation
de Biicklund; il n’est pas absolument évident que cette transformation,
qui ne peut étre qu’une transformation (B, ), soit déduite des systemes
(I") et (I'"). 1l est trés aisé de lever cette difficulté en remarquant
que, si cette transformation était, par exemple, déduite du Sys-
teme (C'), I'équation (28) ayant deux systemes de caractéristiques
du premier ordre serait une équation de Monge-Ampere et, d’apres la
remarque faite a la fin du n° 8, les équations (27) et (29) ne se cor-
respondraient pas par une transformation de Bicklund, ce qui est
contraire a I’hypothese.

Nous allons indiquer une application du théoreme précédent qui
est particulierement intéressante. lmaginons que I'équation (27)
reste invariante pour un certain groupe continu de transformations de
contact (g); nous allons montrer que I’équation (28) admet un
groupe de transformations de contact holoédrique isomorphe de (g).

Soit (0) une transformation du groupe (g); les équations qui défi-
nissent (®) permettent d’exprimer «, y, z, p, g en fonction de nou-
velles variables X, Y, Z, P, Q; en remplacant x, y, z, p, ¢ par leurs
valeurs dans les équations de la transformation de Bicklund, on
obtient une nouvelle transformation (B,) qui conduit pour 5/ (2, y')
a I'équation (28) et pour Z(X, Y) & la transformée de (27) par (0),
c'est-a-dire & I'équation (27) elle-méme. D’apres le théoreme dé-
montré -au commencement de ce paragraphe, on peut passer de la
transformation (B,) primitive & la nouvelle transformation par une
transformation (T°) qui ne change naturellement pas I'équation (28).
Lorsque les paramétres dont dépendent les équations qui définissent
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le groupe (g) varient, on obtient une suite continue de transforma-
tions (T’) qui correspondent aux transformations de (g) de la maniere
qui vient d’étre expliquée et engendrent un groupe holoédrique iso-
morphe de (g);la proposition énoncée est donc démontrée.

Il importe de remarquer que le raisonnement ne s’applique pas a
une transformation isolée ou & un groupe discontinu de transforma-
tions de contact laissant I’équation proposée invariante (*). Consi-
dérons, pour fixer les idées, 1'équation que I'on rencontre dans la
théorie des surfaces & courbure totale constante

(30) s=sinz;

si I'on prend p pour nouvelle inconnue, les variables indépendantes
étant conservées, on obtient I’équation

(31) s'=z'y1—qg"

qui correspond & la précédente par une transformation (B,) dont les
équations sont

(32) si—p, g'=sinz.

L’équation (30) ne change pas si I'on ajoute & z un multiple quel-
conque de 27, mais & ces transformations ne correspond aucune
transformation pour (3r1); quelle que soit la détermination de z, on
trouve la méme valeur pour ='. La transformation (32) reste ainsi
invariante pour un groupe discontinu de transformations (T), tandis
qu’il est impossible qu’il en soit ainsi pour un groupe continu; nous
avons vu (n® 1) que la transformation ne serait pas de premibre
espece. On sait, du reste, que, au point de vue de la théorie qui nous
occupe, les groupes continus de transformations de contact présentent
seuls de 'importance.

14. Supposons que I'une des deux équations transformées, 1'équa-
tion (28) par exemple, soit telle que I'un de ses systemes de caracté-
ristiques admette un invariant d’ordre , c’est-h-dire qu’il existe une

Dans une Note insérée aux Comptes rendus (t. CXXXII, p. 305), j’avais énoneé la
proposition qui vient d’étre démontrée sans faire ces restrictions, dont je n’ai reconnu
que plus tard la nécessité.
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fonction o’ de ', y', ', ..., p, ,_.» P, , telle que I’équation
(33) ®' =k,

ou £ désigne une constante quelconque, posséde une infinité d’inté-
grales dépendant d’une infinité de constantes arbitraires qui satisfont
en méme temps a I'équation (28). En remplacant dans &’ toutes les
quantités qui y figurent par leurs expressions en fonction de z, y, = et
des dérivées de z, on trouve une fonction & qui est un invariant pour
I'un des systemes de caractéristiques de (27), car toutes les transfor-
mées des intégrales communes & (27) et a4 (33) satisfont & la fois
a(27)eta
o — K.

Inversement, sil’on considere l'invariant @, qui appartient 3 1'un
des systemes de caractéristiques de (27), on voit qu’il existe un inva-
riant pour le systeme correspondant de caractéristiques de (28), et
cet invariant ne peut étre que @’ puisque les intégrales se corres-
pondent uniformément. Nous verrons, dans la derniere Partie, que, si
les intégrales se correspondent suivant une loi plus compliquée, les
choses se passent d’'une maniere toute différente.

Etant donné un invariant, nous nous proposons de rechercher
quel est 'ordre de I'invariant qui lui correspond par une transforma-
tion (B,), ainsi qu’il vient d’étre expliqué; nous considérerons
d’abord les invariants dont I’ordre est supérieur a deux.

Supposons qu’il existe un tel invariant @’ appartenant au sys-
teme (C') de caractéristiques de (28); & est fonction de e
Piwa Py . et, en substituant i ces quantités leurs expressions, on
trouve, d’apres les résultats du n° 9, que @ ne dépend pas des dérivées
de z d’ordre supérieur & n. Au contraire, si l'invariant considéré
appartient au systeme (I'), il lui correspond un invariant d’ordre
n+ 1, puisque p, , ,+m'p, , dépend des dérivées de z d’ordre r + 1.

Lorsque n est égal 4 deux, on trouve des résultats tout semblables.
Un invariant du second ordre du systeme (C) satisfait & I'équation

ow’ oM
! s

s o
as' gt 4

-~

un calcul direct permet de vérifier que, si I’on remplace dans une
intégrale de I’équation précédente 2/, y', 7, p/, ¢/, &', ¢ par leurs
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valeurs trouvées dans le paragraphe déja cité, on obtient une fonc-
tion de x, y, 3, p, ¢, 5, ¢ seulement, la dérivée de @’ par rapport a
P12+ mp, , étant nulle. L’ordre de I'invariant qui correspond a &’ ne
dépasse pas deux. Si I'invariant du second ordre que nous considérons
appartient au systeme (T"), illui correspond un invariant du troisieme
ordre; on vérifie tres facilement que les dérivées du troisieme ordre
ne peuvent pas ne pasy figurer.

1l est bien évident que I'on arriverait & des résultats identiques en
considérant d’abord les invariants des systemes de caractéristiques
de (27) et en recherchant I'ordre des invariants des systemes corres-
pondants de caractéristiques de (28). Finalement, on voit que, si
n désigne un nombre quelconque égal ou supérieur & deux, & un inva-
riant d’ordre n du systeme de caractéristiques (C) de I’équation pri-
mitive dont est déduite la transformation (B,), cette transformation
fait correspondre un invariant d’ordre n + 1 du systeme de caracteé-
ristiques (C') de la transformée, tandis qu'a un invariant d’ordre
du systeme (T') correspond un invariant d’ordre n —1 du systeme (T").

On démontre de la méme maniere qu’a une équation d’ordre n
formant avec (27) un systeme en involution correspond une équation
d’ordre 7 —1 ou d’ordre n -+ 1 formant avec (28) un systeme en
involution.

Il reste 2 examiner le cas ot il existe un invariant du premier ordre
pour I'un des systemes de caractéristiques de (28). Supposons, pour
fixer les idées, que 'on ait effectué une transformation de contact telle
que cet invariant soit y’ : il suffit de se reporter a I'expression de y
pour voir qu'en général I'invariant correspondant est du deuxieme
ordre, mais nous allons montrer que dans certains cas cet invariant
est du premier ordre seulement.

S’il en est ainsi, I'une des équations de la transformation (B,) se
réduit a

V'=ru(2, 9,5 P> 9)
et, par conséquent, devient apres une transformation (T) convenable
E=
Cela posé, écrivons les équations de la transformation de Bicklund
@' = f(@, 9,5 P 455) V=0
P'=9(2 9,5 9;%)  §=® 5P ;5
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cette transformation étant une transformation (B, ), ona

@—E’

d3'
e 4 ) ey
7 P dq

En outre, I'équation (27) ne contenant pas ¢, puisque y est un inva-
riant, on voit immédiatement que f ne doit pas dépendre de ¢ et les

équations (34) montrent qu'il en est de méme pour ¢ et ¢ [nous
% S ; x ,
excluons le cas o I'équation (27) se réduirait & Ty = o]. Les équa-
tions qui définissent la transformation peuvent donc s’écrire
o' =f(@y,5p;d), | y=y,
I
(85) oo 7'= (@ y, 5, p; 5').

9z’

Si f ne dépend pas de =, on ne peut plus raisonner comme nous
venons de faire : la transformation devra alors appartenir a la classe
particuliére de transformations indiquée par M. Goursat, et les équa-
tions qui la définissent seront

(35)’ s 2= CP(-Z’;)’, 5, P, 7)’ y,:-y’
( Gli— w(x,y, 2y P> 9), p’:g(x,y,z,p, q;q/)’

En procédant comme plus haut, on trouve que g ne contient pas ¢’
et que le déterminant
i gyl 0y
<dr> o Iq

< dw') l0lo; o]

dz)  dp  Oq
<‘ié’ ) AR
dz op oq

doit &tre nul. Les transformations telles que (35) ne different pasdes
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transformations (35), on apercoit facilement que I'on passe des unes
aux autres en remplacant les variables accentuées par celles qui nele
sont pas et inversement.

En opérant sur les équations (35), comme il a été expliqué (n* 4
et 5), on trouve que z satisfait 4 une équation de Monge-Ampere dans
laquelle z ne figure pas, tandis que s’ satisfait & une équation de la
forme suivante :

sS'+q'G(2,y', 5 p's ) + K2, y', &, ply ') =o0.

15. Nous venons de constater que, dans certains cas, 2 un invariant
du premier ordre une transformation (B,) pouvait faire correspondre
un invariant du méme ordre : nous allons faire voir qu’il en est tou-
jours ainsi pour les équations de la forme de celles que nous avons
obtenues : nous allons pour cela montrer que I’on peut toujours trouver
les transformations (B,) correspondantes & ces équations par des
calculs algébriques et par I'intégration de systemes d’équations aux
dérivées partielles du premier ordre i une seule fonction inconnue ;
il suffira du reste de trouver une de ces transformations, puisque toutes
les autres s’en déduisent par des transformations de contact.

Considérons une équation de Monge-Ampere dont I'un des systemes
de caractéristiques admet I'invariant y

r+ms—+M=o;
cette équation dérive de la transformation définie par les équations

x'=o(z,5,2,p59), V=0

do  Jo
"op "9 \
S=w(a,9,5 0 9) I)I:T‘_)P__dé = el a5 i)
"op T oy
ol ¢ et & sont deux intégrales de
s T G a0l D A
(36) X(f)wa—% ey (M—rlm)a;)-_,_]d_([_ 3

A désignant une fonction quelconque de ,y, z, p, ¢ (n°®8).

Il faudra, pour que la transformation considérée soit une transfor-
@ 6
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mation (B,), que g satisfasse également a (36). Cette condition
s’exprime aisément en remarquant que, si f est une solution de (36),
la dérivée de X (/') par rapport & une variable quelconque est nulle. 11
résulte de cette remarque que I'on a

X(()f) O OO Am) of  OhOf
ap) &yl Jp dp  opdq’
X ()f_> ()(\I+7I7l)0/ _d)\ ()f
: <d// Jq op  dqoq

En développant les calculs, on trouve que g satisfait a (36) si¢
et » sont deux intégrales distinctes du systeme

U ¢ ,f L
= = +[pE+mH)—M )m] + (2 /)ll)d/ ==(0);
7
()f r _(?Zl ()f*
6o (5 + mH) 3 +H e =iy,

ot H désigne une fonction de x,y,z,p,q et ou 'on a posé pour

abréger
mﬁ—@—b—i- -d’EMW'[d—m—f—m—()LlI——glL
oz Pos T " op op ~ 0q

Le systeme (37) doit étre complet : cette condition détermine les
deux fonctions H et A. En combinant les deux équations qui expriment
que le systeme jouit de cette propriété, on voit que A est défini par
Iégalité
7<om Edm = 'og>_ B a E{j): oM

=t T ag) T TP TG TG T w

et que H doit vérifier I’équation

JoH oH

ol ok ok 0A
55 Tl + (M-+2m) ()— ——)\

+(£—|—mH) <H— .07)> H—- + 5=

()H

© et o étant ainsi calculées, il résulte des développements du para-
graphe précédent que I'équation qui définit 5" est de la forme

s> (/’G(xl’ ,7,’ 5/’ [),’ I") iz K(xly .7’7 5’:1’" ’J) = 0.

On voit tout de suite que, réciproquement, étant donnée une telle
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équation, la transformation

4

g il BN TR

[~

= ’ g = k(@ ylel; plis)

=Y
>

S
3]

lui fait correspondre une équation de Monge-Ampere de ’espece indi-
quée si h et £ sont déterminées par les deux équations

oh  ,0h>
by e ey TR
V) el by oh i
dap’
()/I+P/d/l
oh 0k 0k s ainad S0 az
T i e e
op’

M. Gomes Teixeira avait étudié des transformations analogues a
celles que nous venons de considérer, mais en se bornant au cas par-
ticulier ol les deux premieres équations qui définissent la transfor-

mation se réduisent a
pl=—"7, y’:y;

pour que cela soit possible, il faut que le coefficient de A dans I'équa-
tion qui détermine cette quantité soit nul, on trouve ainsi une rela-
tion entre m et M. Quant & I’équation qui détermine z’, G est alors
indépendant de r'; inversement, si G ne contient pas 7/, cette équation
est réductible 2 une équation de Monge-Ampere par une transforma-
tion de M. Gomes Teixeira.
Pour résoudre le probleme que nous avons étudié dans ce para-
“graphe, il n’est pas nécessaire d’intégrer completement ’équation qui
donne H, mais il suftfit d’en déterminer une intégrale particuliere.
Dans I’équation de Monge-Ampere proposée, nous avons supposeé
que le coefficient de r ¢tait I'unité pour simplifier un peu les calculs,
mais cette hypothese n’a rien d’essentiel. Nous ne développerons pas
les calculs dans le cas d'une équation de la forme

s+g(x,9,% p,q)=0,
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il n’y a qu’a opérer comme dans le cas général : ici, des deux systemes
de caractéristiques on peut déduire une transformation (B,). On verra
en particulier que, pour qu'une transformation de M. Gomes Teixeira
soit applicable a 1’équation précédente, il faut et il suffit que g soit
linéaire par rapport a p ou a gq.

16. L’'un des systemes de caractéristiques de ’équation de Monge-

Ampere
r+ms+M=o

admet!’invariantdu premier ordrey ; nousallons considérer maintenant
le cas ou le méme systeme de caractéristiques admet également un
invariant du deuxiéme ordre. D’aprés ce que nous avons démontré plus
haut (n° 14), 'un des systemes de caractéristiques de la transformée
possédera deux invariants du premier ordre dont I'un sera y’; cette
transformée sera intégrable par la méthode de Monge et, devant étre
linéaire par rapport a s’ et a ¢/, elle sera nécessairement de la forme
suivante :

d
e a9y, 5 ph) + a2y, &, pl)] =o.

Nous allons d’abord montrer que la transformation qui permet de
passer de I’équation de Monge-Ampere primitive a I’équation (38) ne
differe d’une transformation de M. Teixeira que par des transforma-
tions (T) et (T"). Définissons une transformation (T") par les équa-

tions
X =tlx v,

YI :yl,
Z/ — C(wf’ yl, ZI’ /)/),
ot
Pl= —d(%w
op’
a
¢ op' ok

[ o) gk o ) o e e
Qﬁqp(x,yw,p)%—dy, o B
ap’
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{ satisfaisant & ’équation
d
pd_zé; —p*+[pfl=0

et £ étant une intégrale du systeme complet

s

!
gt romhid P RigE
G Jatl B s
op'
o¢
gE osl T gE Tl
Rl L g
op'
I'équation (38) devient ainsi
d
(38)/ [+ 8X, YL T, P =0

et ne contient plus Q'. Dans ces conditions, la transformation (B,),
qui changera I’équation (38)" en I’équation proposée ou, du moins, en
une équation identique a la proposée a une transformation de contact
pres, sera une transformation de M. Teixeira que nous pouvons écrire
en appelant x, y au lieu de X’, Y’ les variables indépendantes qui ne

changent pas.

s — P/ ot @ d@_y_n@——o
e ’ q pd[)/+d_‘x"~“dzl—’

z est définie par une équation de Monge-Ampere dont I'un des sys-
temes de caractéristiques possede un invariant du premier ordre et un
invariant du second ordre, et lorsque la fonction ® prend toutes les
formes possibles, on obtient toutes les équations de Monge-Ampere
qui jouissent de cette propriété.

Document numérisé par la Bibliothéque universitaire Pierre et Marie Curie - UPMC - Cote : HF uf 166 41 4



ho J. CLAIRIN.

TROISIEME PARTIE.

17. Lorsque deux équations aux dérivées partielles du second ordre
se rameénent 'une 4 'autre par une transformation de Biicklund de
premiere espece et que 'on peut, par conséquent, étant donnée I'inté-
grale générale de I'une de ces équations, calculer sans intégration
I'intégrale générale de I'autre, il est bien évident que, si une équa-
tion admet une intégrale générale explicite, il en est de méme de
l'autre; plus généralement, si I'une des deux équations admet une
intégrale générale de premiere espece, 'autre jouit de la méme pro-
priété. Lorsque I'on considere les transformations (B,) et (B,), on
ne voit pas aussi facilement comment les choses se passent : nous ne
considérerons pas ici le cas général ; nous montrerons seulement que,
si une transformation de Bicklund fait correspondre & chaque inté-
grale d’'une équation (¢) une infinité d’intégrales d’une équation (&),
et si (¢) admet une intégrale générale explicite, I’équation (') est de
premiere espece.

Pour cela nous démontrerons la proposition suivante dont la pro-
priété énoncée découle évidemment.

Si I’équation aux différentielles totales

(39) du=o9(a,ByA, Al s AL BB oL, BUY, ) do
+ (e, By A A L A BB L, B, w) dB,

olt A désigne une fonction de « et B une fonction de 3, est complete-
ment intégrable quelles que soient les fonctions A et B, on peut
donner a cette équation la forme suivante :

40) Rior,185 A AL A S SR SB s s S B sl )
:ffb(a,A,A’, i +fl1f<ﬁ, B, B, ..., B()dp,

M. Goursat a déja démontré ce théoreme dans le cas ol ¢ et § ne
contiennent pas u (*); nous allons étudier le cas général.

(1) Bulletin de la Socicté mathématique, t. XXV; 1897. Lecons sur l’intégration des
equations aux dérivées partielles du second ordre, t. II, p. 233.
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Par hypothese, I'égalité

. 9%, 00? : 99 99

(41) ()5 B+ 55 e
W 9 0 ey O
~ ou ()AA +()A('")A 3 —1—5;@,

qui exprime que I equanon (39) est completement intégrable, estiden-
tiquement vérifiée si 'on regarde a, A, A/, ..., A, 8B, B,
B™*+" comme des variables 1ndependantes : 11 en rebulle lmmedlate-
ment que 9 ne dépend pas de B™ et que ¢ ne depend pas de A",

Desmnons, pour abréger, par ¢, ¢” les deux premleres dérivées de ¢
par rapport & A™, et de méme par{’, §” les deux premieres dérivées
de ¢ par rapport a B™; nous emp101erons encore cette notation pour
d’autres fonctions, que nous’ aurons a considérer dans un instant,
qui ne dépendent pas simultanément de A™ et de B™.

Cela posé, en dérivant les deux termes de I'égalité (41) deux fois
par rapport & A™ et deux fois par rapport & B®, il vient

d9" _ ,aY
o d—ci: e 7&[;_ ,

Si aucune des deux quantités ¢”, ¢ n’est nulle, on peut écrire, en
appelant N une fonction convenablement choisie de «, B, A, A,
Ar= B BB

do' Y ON

0i _ 9a _ ou

S

£
ou, en intégrant,
9 =AWA(2, B, A, A, ..., A0, B, B/, ..., B, u)
o, B, A, A, ..., A", B, B, ..., B(n—“, u)
4+ f(a, By A, A, ..., A™, B, B, ..., BN,
Y=B®yu(a,B, A, Al ..., A1, B, B, ..., B, w)
4o (2B, A, A, ..., A0, BB, ..., BB, 1)
4+ g(a, B A, AL, ... A1, B, B, L., B™)N

Définissons une nouvelle variable ¢ par I’'équation

du

W:dv;
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I'équation (39) devient

(39)  de=[AU(a, B, A, A, ..., Am=0 B B/, ... B-1), o)
- po (et By A, A/, .., An=1) BB/, ... Bir-1) p)
+f (o, B, A, A, ... A, B, B, .., Bii—1)] da
+ [B™ o (a, B, A, A/, ..., A»=0 BB/, ... Br=1 )
+00(et, By A, Ay o, A=) BB, L B, p)
+ & (o, B, A, A, .., A=, B, B/, ..., Bm)] dB,

Aos Pos [o» O, sont des fonctions dont le calcul explicite n’offre aucune
difficulté; je n’indiquerai pas leur expression non plus que celle des
nouvelles fonctions que nous considérerons dans le cours de cette
démonstration ; il nous suffit de savoir quelles sont les quantités qui
figurent dans chacune de ces fonctions, ces quantités sont indiquées
entre parentheses.

En dérivant deux fois par rapport & A™ et une fois par rapport
4 B” la condition d’intégrabilité de I’équation précédente, on trouve

n

J” W’étant pas nulle, on en déduit que ., est linéaire par rapport a ¢,
il doit naturellement en étre de méme pour A,, et 'on peut écrire

de =[vA™e(a, B, A, A, ..., A»=0, B, B/, ..., Bu-1)
+polet, B, A, A/, ..., AP0 BB, L. B, )
+fo(o By AL A, ., AU, BB L, BO-1)] da
+[¢B™w(a, B,A, A, ..., A", B, B, ... Bn-v)
+ao(a, B, A, Ay ..., A BB, L. B0, p)
+ gola, B, A, A, ., A0, BB, ... BW)] dB.

Cette équation est completement intégrable; en dérivant les deux

membres de I'égalité qui exprime cette propriété par rapport 3 A™ et
a B®, il vient

o) Jaf" : P 0 :
(42) VdB(n—l; A dB‘(f,lLO.U =L, :Vd.A(m__l) S ()A(f:o—l) —I—wfo,,

Pour que cette condition soit vérifiée, il faut que I'on ait d’abord

o ow

IB(—1) — gA(m—1)’

Document numérisé par la Bibliothéque universitaire Pierre et Marie Curie - UPMC - Cote : HF uf 166 41 4



SUR LES TRANSFORMATIONS DE BAECKLUND. 53

M désignant une fonction convenablement choisie de a, , A, A, ...,
A= B, B/, ..., B®", on aura donc

X oM G g ol
M gAt»=1’ =

0 =

c’est-a-dire que I'équation (39)’ s’écrit

(4 oM (7] oM
i M 0A(m-D AR M oB(»—1 dB=1) = (po+ fo) dot -+ (G0 + &0) d3;

en posant

— =

M

on trouve, apres un calcul facile,

dwy=[pi (2, B, Ay AL, o AU BB, o, B, )
4= e DU A T AT BB B e
Lilloylen By A, A v, AL BB L BUSH )
+ gy (e, B, A AL L., A=, BB, . ., BO)] dB.

La condition d’intégrabilité de cette nouvelle équation, différentiée
deux fois par rapport a A™, donne

dfi _ 9oy L,
-d—(;~5;fu

o, et p, sont donc linéaires par rapport a w, et nous pouvons rem-
placer I’équation qui vient d’étre écrite par la suivante :

A= [y 0y (s B, Ay A, - vy AR BIBYL Lo BioSt))
+ Ay (o, B,A,A ..., Am B, B, ..., Bl*»=1)]da
B b B A AL e S AT BB s Bt
S (o By AL ARSI B S B e BN a8,

qui est aussi completement intégrable. Dans 0, et 3, figurent A et ses

dérivées jusqu’a l'ordre m — 1 seulement, B et ses dérivées jusqu’a

I’ordre  — 1 seulement, &, est une fonction dew, o, 8, A, A’, ..., A=),

B,B/,...,B”". D'une maniere plus générale, supposons que I’on ait

ramené I'intégration de la proposée a I'intégration d’une équation telle
C. 7
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que
(43)  dwi=" [w:i0i(er,B,A, A, ..., A= BB, ... Blr=0)
+ A (o, B,AA, L., Al BB, L, B0 da
i [‘ViXi(a’67 A, AI, ey A(”L"i)’B’ B,’ ey B“Lvi))
== ki(a?ﬁyA9A/7 A I SRR bzt ]dﬁ’

¢ désignant un nombre entier; 0, et y, ne dépendent pas des dérivées
de A d’ordre supérieur 2 m — i ni des dérivées de B d’ordre supérieur
an — i;w;s’exprime al’aide de u,«,B,A,A’, ..., A" B,B,...,B" .
Je dis que I'on peut substituer & I’équation (43) une équation de
forme toute semblable mais dans laquelle ¢ est remplacé par 7 + 1.
Par hypothese (43) est complétement intégrable; en différentiant la
condition d’intégrabilité deux fois par rapport & A™, il vient
dh' o
ag =k
on en conclut que A; ne contient pas les dérivées de B d’ordre supé-
rieur ou égal a n — 7, car une au moins des dérivées d’ordre supérieur
an — i figurerait dans y;, ce que nous ne supposons pas; de plus, y,est
linéaire par rapport & B”%. Posons
@[ —_ A(m—i)?q' s C’
= B=lyt e
I'équation (43) devient
(44)  dwi=w;EdA™=1=D 1w dBO =D - (Cw;+ hy) da+ (ew; + k;) dB;

en outre, en écrivant la condition d’intégrabilité, on apercoit aussitot
que 'on peut poser
SR Y S IEh
= JA(m—i—1)’ Uhe= oB(r—i—1)’
K désignant une fonction de «,3, A,A’, ..., A™=- BB, ..., B*-&";
{ et e ne contiennent pas non plus les dérivées A= et B9,
En opérant comme plus haut, ¢’est-a-dire en prenant pour nouvelle
variable
w;
Wiy = X’

on trouve une équation

AWy = (Wit O + Pigy) dot - (Wigy i + ki) dB,
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de la forme annoncée. En calculant les fonctions 0. ,, o sl Py ey
on vérifie que 0,,, et y,,, ne dépendent ni des dérivées de A d’ordre
supérieur & m — ¢ — 1, ni des dérivées de B d’ordre supérieur a
n —¢— 1. En opérant ainsi de proche en proche (') on arrive 4 une
équation
dw= H(a,B,AA,...,A™, B,B,...,B»1)du
+ L(a,B,A,A", ..., Am=D B B, ..., B™ )dp,

w désignant une fonction de «,3,A,A’, ..., A™" B,B,..., B>, u.
D’apres le résultat da & M. Goursat, cette derniere équation peut
étre mise sous la forme

wv=R,(a,3,A,A", ..., A1) B, B/, .. ,Br—1) —i—fd)(oc,A,A’, ooy AU dar
+f‘lf(@,B,B’, ..., Bmyds.

Sil'onremplace o par son expression, on trouve que I’équation (39) -
peut bien étre mise sous la forme (40): ¢’est le résultat que nous vou-
lions démontrer.

Nous avons négligé le cas ou I'une des quantités ¢”, ¥ est nulle:
il est tres aisé de voir que, si{”, par exemple, est nulle, I'équation (39)
peut étre ramenée & une équation analogue dans laquelle seulement 7
est remplacé par » — 1. Soit

(45) du = odo + (B + ) dB

I’équation que nous voulons étudier; nous ’écrirons de la maniere
q q

sulvante

(45) du = @do +,dB»=1 1, dp.

On peut trouver deux fonctions y et = de «,B,A,..., A™" B,
B! telles que I'on ait

c ey

du — ydB(=1 =7 <()—’( du + % d B“’—”),

du JB(—1

(1) La considération de la condition d’intégrabilité indique les modifications, du reste
peu importantes, qu’il faut apporter aux raisonnements précédents quand 'un des nom-
bres m — i, n—{ est nul ou que tous deux le sont.
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¢’est-d-dire telles que 'on ait

du— YydBr—V=nx [a/x — (3—’; -+ %A’ +..t+ ()\—?”/L“_—“- A“’”)da
_ dy g 4 (n—-l)\
_<_(E+5B-B +.o ot gpra B )d@ :

et si nous prenons y pour nouvelle variable nous remplacerons 1'équa-
o /)

tion (45) par e

A, . étant des fonctions de «,3,A,A’,..., A™,B,B, ..., He=tly sl Te

0% 0.
(0A ()2 (gB(»=1)z
sinon on appliquera le procédé de réduction que nous avons exposé
d’abord.

Il n’est pas sans intérét de remarquer que la proposition précédente
n’est pas seulement utile pour la théorie des transformations de
Biicklund, mais encore dans d’autres questions de la théorie des équa-
tions aux dérivées partielles. Par exemple, il peut tres bien arriver
que 'application de la méthode de M. Darboux conduise a I'intégra-
tion d’une équation telle que (39) que I'on saura simplifier comme il
vient d’étre expliqué.

Faisons encore une remarque : imaginons qu’une équation linéaire
en r, s, ¢ admette une intégrale générale explicite qui s’exprime 2
I'aide de deux variables auxiliaires «,(3; d’une fonction A de « et de
ses dérivées jusqu’a I'ordre m, d’une fonction B de { et de ses dérivées
jusqua Pordre n, ou d’'une maniere plus précise que x, y, 5, p, ¢
s’expriment en fonction de ces quantités ('). Si une transformation de
Bicklund fait correspondre & chaque intégrale de (¢) une infinité
d’intégrales d’une autre équation (¢'), pour connaitre I'expression des
intégrales de (¢’) il faudra calculer la quantité que nous avons appelée
{(n° 2), et dans I'équation (3)” on voit que A™*+" et B"*" figurent
linéairement. Lorsque 'on aura simplifié I’expression de {, A+ et

est nul, on continuera de la méme maniere,

produit

(1) Il n’y a pas lieu de considérer séparément les expressions de x, 7, z puicque, pour
nous, une équation aux dérivées partielles n’est définie qu’'a une transformation de contact
prés.
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B+ n’y figureront donc plus. Il nous a été commode de supposer
que (&) était une équation linéaire en r, s, ¢, mais il apparaitimmeédia-
tement que, si (¢) renferme un terme en r¢ — s*, cette proposition est
encore vraie.

18. Nous avons montré (n°14) que, si une transformation de Bick-
lund fait correspondre 2 une intégrale d’une équation (27) une seule
intégrale d’une équation (28), a chaque invariant del'un des systemes
de caractéristiques de (28) correspond un invariant de I'un des sys-
temes de caractéristiques de (27): & un invariant de (C") d’ordre n
correspond un invariant de (C) d’ordre au plus égalaz;aun invariant
de (I") d’ordre 7 correspond un invariant de (I') d’ordre n + 1. Les
raisonnements qui conduisent a ces résultats ne supposent pas que la
transformation considérée soit une transformation (B,); ils subsistent
encore si & une intégrale de (28) correspondent o' intégrales de (27).

Nous allons maintenant supposer qu’a chaque intégrale de I'équa-
tion de Monge-Ampere,

(46) f—h—(m—t—p)s—!—mgt—i—M:o,

une transformation de Biacklund fasse correspondre une infinité d’inté-
grales de ’équation

(47) ’J+G(x”.7,’z”p,7 q,s,t)=o,

ot rechercher ce que deviennent, par cette transformation, les inva-
riants des systemes de caractéristiques de (47). Les résultats qui
vont étre démontrés sont beaucoup moins précis que ceux qui ont été
obtenus dans I'étude des transformations (B,); j’essaierai du moins
d’indiquer quels sont les différents cas qui peuvent se présenter.

Etant donnée une fonction quelconque F"de ', y', ', .. ., l’,n,n—«’
Po.n» €n remplacant ces quantités par leurs valeurs (n° 3), on trouve
une certaine fonction F de @, ¥, 3, -« «; Pr.n_1s Pons 5+ 11 et trés aisé
de voir que cette derniere fonction dépend effectivement des dérivées
de z d’ordre n, si la transformation considérée est de troisieme espece
et si n est au moins égal & 2. En effet, s’il en était autrement, on
aurait une relation de la forme

i e ’ ’ = = '
F(x yY 5% o ~;P1,n—1,P0,n)——F($»}’, %y ooy Prin—2, Pon—1% )s
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et, en remplacant dans F @, y, ..., p, s, Pon, par leurs valeurs en
fonction de z, &, ', 2’ et des dérivées de =/, on trouverait une relation
telle que
(e, 0585 6 P o=l el v o Py iy 3P mety =

Il est impossible que F, contienne 5, puisqu’a une intégrale de (47)
ne correspondrait qu'une intégrale de (46) déterminée par I’équation
précédente et les équations de la transformation de Bicklund qui
ne serait donc pas de troisieme espece; d’autre part, si F, ne dépen-
dait pas de z, il y aurait une relation entre «/, Yy, =" etles dérivées de z’
dont le premier indice est o ou 1, ce qui est également impossible,
puisque I’équation (47) est résolue par rapport & /. Nous avons vu
(n° 9) que, sinous avons une transformation de Bicklund de seconde
espece 1l est possible qu'une fonction telle que F’ s’exprime en fonc-
tion de «, y, z, et des dérivées de = jusqu’a 'ordre n — 1 seulement.

Cette remarque étant faite, supposons d’abord qu’il existe une
équation

(48) Fl(x,’y’,z,7 -~"p11,n-1’p’o,n):0’

qui forme avec (47) un systeme en involution. En remplacant dans le
premier membre de cette équation 2/, y’ et les dérivées de 2" par leurs
valeurs en fonction de 2/, , y, z, et des dérivées de z, on trouve une
équation

(49) Fo(“‘;)’,Z, '~~ypi,n—-1,])0,ny z’):o,

qui est vérifiée si 'on remplace, y, z, . .., p, 1 Po.o» 5 par les expres-
sions correspondant & deux intégrales transformées I'une de 1’autre,
&’ satisfaisant a (48).

Si F, ne dépend pas de z', I'équation (49) correspond évidemment
aI’équation (48) et forme avec (46) un systeme en involution. Si, au
contraire, la variable s’ figure dans F, adjoignons i I'équation (49) sa
dérivée par rapport & une des deux variables indépendantes, par rap-
port a y par exemple, qui s’écrit

LR, P g il
dy FE dy 0z bigie ¢ P4, n—1 Pipiy Po,n

JdF,

P

+ (C+oas+B¢) o,

en conservant les notations déja employées (n° 1).
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Entre I'équation (49) et I’équation dérivée nous pouvons éliminerz’,
etil resteainsiune équation du (n + 1)ime ordre qui formeavee (46) un
systeme en involution. Nous pouvons résumer en disant qu’a une
équation d’ordre n formant avec (47) un systeme en involution cor-
respond une équation d’ordre au plus égal & n + 1 formant avec (46)
un systeme en involution.

Supposons maintenant que 'un des systemes de caractéristiques
de(47)admette un invariant du ¥ ordre ®@,, c’est-a-dire que I’équa-
tion

(50) @, (2, y, 4, ""P’Ln-nplo,n):K

admette, quelle que soit la constante K, une infinité d’intégrales
dépendant d’une infinité de constantes arbitraires qui satisfont en
méme temps a (47). Nous opérerons comme nous venons de faire
dans I'étude de la question précédente. Remplagons ', y', p', ¢/, . . .,
Pin-1» Po.n Par leurs valeurs; nous trouvons une fonction ®, de =/, x, y,
3y« « oy Pig—is Pon telle que ’équation

(51) q’o(x,)’,Z,--~,P1,n-1,Po,mZ')~_—Ky

est vérifiée par deux intégrales correspondantes des équations (46)
et (47) & condition que 2’ satisfasse également & I’équation (50).
Comme tout a I'heure il faut distinguer plusieurs cas. Si le premier
membre de I’équation (51) ne dépend pas dez’, ona un invariant du ni¢me
ordre ou d’ordre moindre qui correspond & 'invariant @, ; si, au con-
traire, s’ figure dans ®,, dérivons I'équation (51) par rapporta y : il
vient
(52) =

: . dd : ),
Il peut arriver que la fonction — ne dépende pas de z'; 1’équa-

dy
tion (52) forme alors un systeme en involution avec (46); quelle que
soitlavaleurdek, a toutes les intégrales communes aux équations (47)
et (50) correspondent des intégrales qui satisfont simultanément aux

e L . d® AR Lt
équations (46) et (52). Enfin, si d—y" contientz’, on tirera cette quantité

de I’équation (52), on portera dans @, et 1’on trouvera une fonction
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Wide @, v, 3, . . Pins Ponvg telle queTéquation

¥, =K

forme avec (46) un systeme en involution pour toutes les valeurs de K.

En définitive, s’il existe un invariant d’ordre n pour I'un des sys-
temes de caractéristiques de (47), le systeme correspondant de carac-
téristiques de (46)admet un invariant d’ordre inférieurou égalan + 1,
ou il existe une équation unique d’ordre n + 1 au plus, qui forme
avec (46) un systeme en involution.

Nous venons de trouver une limite supérieure pour ordre de I'in-
variant ou de I’équation qui correspond a Iinvariant connu @,; la
remarque faite au commencement de ce paragraphe va nous permettre
de donner quelques indications sur la limite inférieure. Supposons
que la transformation considérée soit une transformation (B,) : @,
dépend effectivement des dérivées de z d’ordre n; a @, correspond soit
un invariant d’ordre n ou n + 1, soit une équation unique d’ordre
n —+1. Si la transformation que nous considérons est une transfor-
mation (B,) etsi ®, contient les dérivées d’ordre 7, il n’y a qu’a répéter
ce qui vient d’étre dit, mais il peut se faire que ces dérivées ne
figurent pas dans @,; lorsqu’il en estainsi, a I'invariant @, correspond
soit un invariant d’ordre n — 1 ou 7, soit une équation d’ordre n
formant avec (46) un systeme en involution.

On voit aisément qu’il peut y avoir exception si 7 est égal a un ou a
deux, et dans ces cas seulement. En effet, si ®, dépend des variables
@, ¥,5,p, 4,5 et non des dérivées de z d’ordre supérieur, on a

d®, oD, 0B, b oD,

o, 99, g,
—|—s—(§1; +qu —i—(C-{—o:s—l—@t)W_o,

Ay — 9y "9
il est possible que, en réduisant, on trouve une équation indépen-
dante de s et de ¢.

Nous allons maintenant examiner le cas ol I'un des systemes de
caractéristiques de I'équation (47) admet deux invariants distincts
d’ordre m et n (m<n); soient «, 'invariant d’ordre m et ¢, I'invariant
d’ordre n. Etant donnée une intégrale quelconque de I'équation (47),
il existera une fonction /telle que cette intégrale satisfasse en méme
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temps a I’équation
(53) o1 =f(u);

en outre, étant donnée une équation de la forme précédente et quelle
que soit la fonction f, cette équation admet une infinité d’intégrales
dépendant d’une infinité de constantes arbitraires qui satisfont égale-
ment a Péquation (47). A chaque équation telle que (53) nous ferons
correspondre, en procédant comme nous avons déja fait, une équation
d’ordre 7 + 1 ou d’ordre moindre qui forme avec (46) un systeme en
involution. D’ailleurs, étant donnée une intégrale quelconque de (46),
il existe une équation d’ordre au plus égal & n +1 qui admet cette inté-
grale et qui forme, avec (46), un systeme en involution. En effet,
considérons une intégrale de (47) qui corresponde & I'intégrale donnée
de (46); nous pouvons choisir la fonction /'de telle sorte que I’équa-
tion (53) posséde cette intégrale et, en transformant cette équation,
on trouve une équation d’ordre inférieur ou égal & 2 + 1 qui admet,
en méme temps que lintégrale donnée, une infinité d’intégrales
dépendant d’une infinité de constantes arbitraires et satisfaisant
a (46). 1l résulte de la que l'un des systemes de caractéristiques
de (46) possede deux invariants d’ordre au plus égal & n + 1.

Au fond, dans ce qui précede, nous avons simplement démontré que
les invariants des systemes de caractéristiques de l'équation (47)
peuvent se transformer de plusieurs manieres différentes : il n’est
pas inutile d’indiquer quelques exemples qui montrent que ces diffé-
rentes especes de transformations se présentent réellement.

Considérons I’équation tres simple

(54) g'r'—p's'+f(zy,p0,q9) =o0;

I'un des systemes de caractéristiques (I') admet I'invariant du pre-
mier ordre y et 'autre (C) 'invariant z’. Si 'on conserve les variables
indépendantes, la transformation :

(33) z=p', q'p—z9+f(z,y,5q)=0

remplace I’équation (54) par une autre équation de Monge-Ampere. Si
’on imagine les équations (55) résolues par rapport a p’ et ¢’

(55)' ‘=3, == ¥y 2,p,9)
h b

iy
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I'équation (¢) qui définit z est identique & la condition d’intégra-
bilité de

(56) ds' — sdx — d(x, ¥, 5, p,q)dy = o.

L'invariant y, qui appartient au systeme (I"), appartient également
au systeme correspondant (I') de caractéristiques de (¢), mais a 'in-
variant =" du systeme (C') correspond I’équation

dﬂ(‘])’ Y>3, P, (/) =0,
ou, si 'on aime mieux, 'équation
S0

qui forme avec (&) un systeme en involution.
Considérons maintenant I’équation

(97) g —s'p = ple®;

le systeme (C’) de caractéristiques admet I'invariant =" et I'invariant
du second ordre
9 ,J+ p/ :

o= e

(2)
ST
A Pinvariant 2’ correspond, quand on applique la transformation (355)
a Déquation précédente, une équation unique, mais i I'inva-
riant I correspond un invariant qui est du premier ordre; I'équa-
tion (56) montre, en effet, que p’ et 7 sont respectivement égaux i =

il admel, par conséquent, une suite d’invariants

et & p; de méme, & ~— et & tous les invariants qui suivent corres-

pondent des invariants. Le second systeme de caractéristiques admet
un invariant du premier ordre, un du second ordre, ct ainsi de suite;
la transformation (55) leur fait correspondre des invariants du méme
ordre.

Nous n’avons considéré que des transformations (B,), mais il est
tres aisé de trouver des transformations (B;) qui transforment les
invariants comme neus I’avons indiqué dans la théorie générale. Ima-
ginons que, dans I'équation (54), la fonction / ne dépende pas de y,
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c’est-d-dire que ’équation (54) reste invariante pour une translation
parallele & Oy, ou encore que cette équation admette une transfor-
mation infinitésimale de contact dont la fonction caractéristique
soit ¢'. Nous avons déja expliqué qu’il existe une équation de Monge-
Ampere (¢,) transformée de (54), les équations de la transformation ne
contenant pas y, qui correspond & (¢) par une transformation (B,).
On trouve, en particulier, que I'un des systemes de caractéristiques
de (¢,) admet un invariant du premier ordre transformé de =" auquel
correspond I’équation unique z = o.

Il importe encore de faire la remarque suivante : en général, le sys-
teme (I') n’admet aucun invariant; cependant le systeme (I') en
admet un qui est z'; par conséquent, quand on étudie une transfor-
mation de Bicklund qui n’est pas une transformation (B,), on n’est
pas assuré d’avoir trouvé tous les invariants d’un systeme de caracté-
ristiques de 'une des équations quand on a seulement cherché les inva-
riants qui sont transformés des invariants du systeme correspondant
de caractéristiques de la deuxieme équation.

'

SUR LES TRANSFORMATIONS DE BAECKLUND.

19. Je terminerai ce Travail par ’étude d’une transformation de
Bicklund intéressante (). J’ai déja rappelé les résultats obtenus par
Lie, par M. Biicklund et par M. Darboux dans I’étude des transforma-
tions des surfaces & courbure constante; un systeme de deux éléments
du premier ordre (z,y,5,p,9) (2,y,%,p,q) admet quatre inva-
riants relativement au groupe des mouvements dans I'espace; en éga-
lant ces invariants 4 des constantes, on obtient les équations de la
transformation étudiée par M. Darboux, qui s’applique & des surfaces
paralleles a des surfaces a courbure totale constante.

Nous allons montrer qu’il existe une transformation analogue dans
la Géométrie non-euclidienne; nous emploierons pour cela une mé-
thode toute semblable & celle de M. Darboux, ce qui nous fournira
I’occasion de rappeler la maniere élégante dont ce géometre a démontré
les théoremes trouvés par M. Bicklund (n° 1).

Etant donnée une quadrique (S), que nous appellerons quadrigue
JSondamentale et dont nous supposerons 1’équation réduite a la forme

() Bulletin des Sciences mathematiques, t. XXIV, p. 284 ; i9o00.
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simple

x:+ yi4 22+ 1=o0,
en égalant & des constantes les quatre invariants d’un systeme de deux
éléments (x,y,z,p,q), (2,y, 2,p,q) relativement au groupe des
transformations projectives qui laissent la quadrique (S) invariante,
nous trouvons un systeme de quatre équations

m

i [z +—))/+z;—l—1] g
[t ] [a R R ]
e [plz—2') +qy —y)—(5—3")]
2 [pg_‘_(/‘z_i_(px_i,(]y—ﬁ —1—1][-??"{}’ ’]]
= [/)’(x'—x)—(r-(/()/—y)—'_(vlﬁs)]e
3— [xz—r—y'l—L"“’+I][P'2+(1/2+(P"T"+1]"}”—P‘/ 2—I—I]
[pp'+ a9’ +(px+qy—”)(l’$+f/}’—' + 1) .
T [Pt (pargy — AP g gy =]

—_— 2
= m?,

(38)

qui définissent la transformation que nous allons étudier, £, m, n, {

désignant des constanles.
En différentiant le systeme précédent, on trouve

dF; dle,  (AF . o (4l At oF,; ak;
_....dx+217a’} , <[—l;,>da,~p<y>d dpdp+d,dqﬁo
(iII,Z,g’[I’)'

Si 'on résout les équations précédentes par rapport a dp’, dg’, dx,
dy,il vient, enappelant H, K, L, M, N certaines fonctions de x, v, z,p, ¢,
.’L’I, y/, Z/’p/, q/, 5
Hdp'= K da'+ L dy’,

Hdg'=Mdz'+ Ndy/,
et les éléments («',y, z, p’, ¢') engendrent une surface si 'on a
L=M.

On pourrait voir que, dans le cas particulier qui nous occupe, la
condition précédente se réduit a une équation de Monge-Ampere qui
détermine z; mais le calcul serait un peu long et il vaut mieux pro-
céder autrement. Considérons I'élément x =y =z=p=¢g=0; en

effectuant les calculs qui viennent d’étre indiqués, on trouve que les
valeurs de 7, s, ¢ qui correspondent a cet élément doivent satisfaire &
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SUR LES TRANSFORMATIONS DE BAECKLUND. 65
I'équation
(—nr2—FR)(rt—s®) —(nl+km)(r-+¢)-+r1—m?— [*=o.

Le groupe considéré admet deux invariants différentiels du second
ordre
2 a2 oy
S TR T Ul
o Nt e
[P+ ¢+ (pz+qy—2)+1]
XA+ ¢*)r—2pgs -+ (1 p) ] [@®+ y* + 52+ 1]
—(y+gz)r4-a2(y+qz)(x+ps)s—(z+pz)ity,

et, si I'on annule z, y, =z, p, g, les valeurs de ces deux invariants

sont rt — s? et r -+ (. .
D’autre part, il existe toujours une infinité de transformations du

groupe considéré qui permettent de ramener a I’élément origine un

élément quelconque (a,y, =,p, ¢), a condition que le point (x,y, z)

n’appartienne pas & la quadrique fondamentale : la transformation

définie par le systeme (58) s’applique donc aux surfaces intégrales de

I’équation ’

(59) (1—n— ) — (nl+Fkm)J -+~ (1—m>— *)=—=o;

quant aux surfaces transformées, elles satisfont a I’équation

(1—m>— )Y — (ml+ nk)) + (1—n*— ) =o,

I’ et I se déduisant respectivement de I et J en accentuant toutes les
lettres qui y figurent.

Appelons D la droite perpendiculaire au point M(x,y, z) sur le
plan (p, ¢), c’est-a-dire la droite qui passe par M et par le pole du
plan par rapport a la quadrique (S); appelons de méme D’ la perpen-
diculaive au point M’ (&', y’, z") sur le plan (p’, ¢"). Appelons encore A
la droite conjuguée de D et A" la droite conjuguée de D', et supposons
tracée une des droites qui rencontrent D, D', A, A", N et N étant les
points d’intersection de cette droite avec D et D". Les points N, N ainsi
déterminés appartiennent au systeme invariable défini par les deux
points M, M’ et par les deux plans qui passent respectivement par ces
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points. Si le point M décrit une surface tangente au plan (p, ¢), le
point N décrira une surface dont le plan tangent contiendra la droite A.
En effet, soient A, Bles points d’intersection de D avec (S); supposons
que la droite D se déplace infiniment peu et vienne en D,, les
points A, B, M, N viendront en A, B,, M,, N, et les points A,, B,
seront respectivement dans les plans définis par A et parles points A,
B, M; comme le rapport anharmonique (A, B, M, N) est égal au rap-
port (A,,B,,M,,N,), le point N, sera dans le plan qui passe par A et
par N.

Il est inutile d’écrire les équations de la transformation de contact
qui permet de remplacer chaque élément du premier ordre par un
autre élément, comme nousvenons de I’expliquer; nous remarquerons
seulement que cette transformation est tout a fait analogue a la dila-
tation. Lorsque les points M, M" sont ainsi remplacés par les points N
et N, dans les équations (58) (') les constantes m et n se réduisent &
zéro puisque la droite N, N” est la droite d’intersection des plans tan-
gents aux surfaces décrites par ces points. Les surfaces décrites par
le point N, par exemple, satisfont & I’équation

g 2 S e
(60) rét—s? »{--cl'p sk e ol C/:))/ 'A.,) I'“I]“ == 0,
[22+ 2+ s 1]

¢ désignant une constante. Les intégrales de cette équation sont des
surfaces & courbure totale constante de la Géométrie non-euclidienne.

20. Il serait peut-étre intéressant d’étudier les transformations de
ces surfaces d’une maniere détaillée, comme on a fait dans le cas de la
Géométrie euclidienne; nous n’entrerons pas ici dans I'examen des
questions qui se posent a ce sujet, et nous nous bornerons a montrer
que la théorie qui précede est susceptible d’application a la Géométrie
ordinaire.

Désignons par o', ¢” les rayons de courbure principaux d’une sur-
face, r le rayon vecteur et d la distance de I’origine au plan tangent;
les intégrales de (60) satisfont a la relation

I
o'o" (1 + d?)? =~ (1-+r2)2=o.

(1) Nous désignons maintenant par x, y, z, p, q, «', ', 3, p', q' les coordonnées des
éléments transformés.
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SUR LES TRANSFORMATIONS DE BAECKLUND. 67

Cette équation appartient & un type d’équations considérées par
M. Weingarten : il résulte des travaux de ce géometre que I'intégra-
tion de 1’équation précédente équivaut & la recherche des surfaces qui
admettent I'élément linéaire

R dak 212 wudu dy 2020 dp?
sl )
@i Y

e —
c? (1 ut)t 14 u?)? (1+29¢) ° (1429)

A désignant une constante quelconque (').
Cet élément linéaire convient au paraboloide

2

2Uhs = oo+ yo.

On peut toujours choisir A et ¢ de telle sorte que le paraboloide
précédent soit égal a un paraboloide quelconque. En particulier, si 'on
donne a ¢ la valeur un, on a un paraboloide de révolution, Iéqua-
tion (60) est intégrable par la méthode de Monge; cette équation a été
intégrée par Lie (%), qui I'a ¢tudiée sous une forme un peu différente;
on mettra facilement I’équation (60) sous cette forme en supposant
effectuée une transformation homographique telle que la quadrique
fondamentale ait pour équation

S=X Y.

,(1) W EINGARTEN, Sur la déformation des sur;faces (Acta Mathematica, t. XX, p. 159;
1895). — Voir également DarBoUX, Legons sur la théorie générale des surfaces, t. 1V,

p. 317.
(%) Beitrdge zur allgemeinen Transformationstheorie ( Leipziger Berichte, t. XLV,

b. 494; 1895).
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SECONDE THESE.

PROPOSITIONS DONNEES PAR LA FACULTE.

Sur la Théorie des lignes géodésiques et sur les principes de la
Mécanique analytique tels qu'ils sont exposés dans Lagrange et dans
Jacobi.
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