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PRÉFACE. 

CET Ouvrage traite de la ligne droite, 

du p lan , et des surfaces du second degré. 

Dans l'Introduction à l 'analyse, publiée 

en 1748 , Euler avait discuté l'équation 

générale du second degré entre trois va

riables , et il avait divisé les surfaces re

présentées par cette équat ion, en six 

genres. E n 179b y M . Monge a fait impri

mer , pour l'usage de l 'Ecole Polytech

nique , àdsjeuilles d'Analyse appliquée 

11 la Géométrie y format in- fo l io . Les 

premières feuilles contenaient la solution 

des problèmes relatifs à la ligne droite 

et au plan. E n 1 8 0 1 , nous avons publié , 

dans le Journal de l ' E c o l e , 1 1 e . cahier, 

un Mémoire sur les surfaces du second 

degré, dans lequel on divise ces surfaces 



en deux classes ; les unes , au nombre 

de trois, qui ont un centre; et les autres > 

au nombre de deux y dont le centre est 

à l'infini. On y fait voir dans quel cas ces 

surfaces peuvent être engendrées de deux 

manières par la ligne droite et par le cercle. 

Ce Traité des surfaces du second degré, est 

précédé de plusieurs théorèmes qui sont 

applicables à la discussion d'une surface 

courbe quelconque , et au moyen des

quels on peut reconnaître si elle a un 

centre , des plans diamétraux simples ou 

conjugués. On y a démontré la réalité des 

racines de l 'équation, au moyen de la

quelle on détermine la direction des axes, 

principaux de la surface du second degré. 

Cette démonstration a été simplifiée par 

M . Biot y dans lç Traité des surfaces du 

second degré, qu'il a publié depuis, et qui 

fait suite au Traité des courbes dp second 



degré ( 5 e . édition , I 8 I 3 ) . L e Mémoire 

publié en 1801 , sur les surfaces du second 

degré , a servi jusqu'à présent de texte 

aux leçons d'algèbre appliquée à la géo

métrie, données à l 'Ecole Polytechnique. 

Les additions faites à ce Mémoire depuis 

cette é p o q u e , ont été imprimées dans 

la Cori~e$pondance. J'ai extrait de cet 

ouvrage plusieurs articles relatifs aux 

surfaces du second degré ; la plupart 

de ces articles ont été donnés par d'an

ciens Elèves dé cette E c o l e , M M . Binct 

jeune, Français, Pet i t , Bourdon, B r c t , 

Bçr tho t , etc. J'ai tiré de la Mécanique de 

M . Poisson, la théorie des projections des 

figures planes, dont il a fait une si belle 

application à la Statique. Mettant à profit 

les matériaux don! j>* viens d'indiquer la 

source, je me suis proposé d'écrire un 

Traité complet des surfaces du second 



degré, pour servir d'introduction au grand 

ouvrage de M o n g e , sur l 'Analyse appli

quée à la Géométrie. On publiera, dans 

un Supplément , la partie de cet ouvrage 

enseignée à l 'Ecole Polytechnique, la se

conde année du cours. Cette partie com

prendra la théorie des surfaces courbes, 

et celle des courbes à double courbure. 

On exposera dans ce Supplément , les 

méthodes simples cl générales que les 

célèbres géomètres Lagrange et Monge 

ont inventées, et qu'ils ont enseignées 

les premiers dans une Ecole , dont les 

Elèves se montrent dignes de ces illustres 

professeurs. 



T A B L E D E S M A T I È R E S . 

C I I A P I T E E P R E M I E R . 

§ 1". 

Des Equations de la ligue droite et du plan. 

Faces. 

Coordonnées d'un point i — 5 

Equations de la ligne droite 5 — j 

Equations de conditions qui expriment i°. que 

deux droites se rencontrent ; 2. . qu elles sont 

parallèles 7 — 8 

Equation d'une droite parallèle à une autre 

droite donnée 8 — 9 

Equations dune droite menée par deux points 

donnés dans Tespace, et la longueur de la 

droite comprise entre ces deux points 10 — 11 

Relation entre une droite et ses deux projections 

sur deux axes rectangulaires 11 — IJ 

Expression du cosinus de V angle formé par deux 

droites ilj — i i ) 

Equation du plun nj — -j.S 

Equation d'un plan mené par un point, paral

lèlement à un plan donné —- .27 
Equation d'un plan qui j'iisie par trois points 

donnés dans l'espace 2~j — 2$ 

livlalion entre un triangle et ses prrjections sur 



trais plans rectangulaires. ( Thforcmc J e 

M . Mnnge ) 2 8 — 3 4 

Equation d'un plan qui passe par une droite et 

par un point donnés 34 —• 35 

Equation d'un plan mené par un point parai* 

lelcment à deux droites 35 — 3$ 

Equations de la perpendiculaire abaissée ri'un 

point sur un plan ; Coordonnées du pied de la 

perpendiculaire \ Longueur de la perpendi

culaire 38 — 4* 

Equations d'un plan mené par un point perpendi

culairement à une droite ; Equations d'un* 

droite menée par un point perpendiculairement 

à une autre droite 4 ° — 4 -

Expression du cosinus de Vangle i° . de deux-

plans; 2 0 . d'une droite et d'un plan l^Z — 4^ 

Equations de ta perpendiculaire à deux droites; 

Longueur de cette perpendiculaire — $1 

S «• 

Trigonométrie sphéricité. 

Définition du triangle sphérique Si — 53 

Aire du triangle sphérique 53 — 55 

Aire cFun polygone sphérique 55 — 54> 

Des Polygones réguliers sphèriques qui couvrent 

la surface d?une sphère 56 — 62 

Formules de trigonométrie sphérique 62 — 68 

IJes triangles sphèriques rectangles ()g — 70 

Des polyèdres réguliers 70 — ;3, 



P a y s s. 

Des triangles sphèriques obliquanghs y3 ~ #4 

De la résolution des triangles sphèriques, dont 

les côtés sont très-petits par rapport au rayon 

de la sphère. (Théorème tic M. Legerulre. ) 8 4 — 90 

Expression du volume d'un parallèpijj&de ablique. 90 — 92 

§ m. 

De quelques propriétés dont jouissent les pro-

jections orthogonales des lignes droites sur 

trois axes rectangulaires, et des aires planes 

sur trois plans perpendiculaires entre eux. 

Définition des projections linéaires et superfi

cielles 92 — g3 

T H É O R Ê M K . Le carré d'une ligne droite est égal 

À la somme des carrés de ses trois projections 

linéaires sur trois axes rectangulaires. . . . g3 — 9S 

PROBLÈME. Déterminer la longueur de la dia

gonale d'un parailélipipède oblique g5 — 96 

PilOBLÊME. Connaissant les projections d'une 

droite D sur trois axes rectangulaires, on de

mande la projection de cette droite D , sur 

une autre droite IV y dont la position est don

née par rapport aux axes rectangulaires. . . cj5 —* 

Connaissant les projections d'un polygone sur 

Irois axes rectangulaires , on demande les 

pivjections de ce même polygone sur trois 

gwuveaux axes rectanguh.ires ayant même 

origine que les premiers. „ £)8 — 1 m 



Pages. 

T H É O R È M E . Une figure plane quelconque étant 

projetée sur trois plans rectangulaires, le 

carré de Vaire de cette figure est égal à la 

somme des carrés de ses trois projections 

orthogonales . . . , 100 — io5 

De la relation entre les faces d'une pyramide 

triangulaire , et les angles que les plans de 

ces faces font entre eux io5 — 106 

P R O B L È M E . Connaissant les projections d'une 

aire plane sur trois plans rectangulaires , 

on demande la projection superficielle de 

cette aire sur un plan dont la position est 

donnée par rapport aux trois plans rectan

gulaires 107 — 108 

P R O B L È M K . Connaissant les projections d'un 

polyèdre continu ou discontinu sur trois 

plans rectangulaires , on demande les pro

jections du même polyèdre sur trois nou

veaux plans rectangulaires, qui se coupent 

au même point que lus premiers 109 — 112 

P R O B E È M " . . Connaissant la grandeur et la 

position dun nombre quelconque d'aires 

planes, on demande la position du plan sur 

lequel on doit les projeter, pour que la somme 

des projections superficielles soit la plus 

grande possible 112 — 113 

T H É O R È M E . La somme des projections dun 

nombre quelconque d'aires planes sur tous 

les plans également inclinés par rapport 

au plan de la plus grande projection super

ficielle, est constante., n 3 — 114 



De la transformation des coordonnées. 

Page*. 

Changement de Vorigine des coordonnées. Dé

finition du pôle et des rayons vecteurs. . . I I 5 — 11G 

De ta transformation des coordonnées rectan

gulaires en coordonnées obliques 117 — 121 

De la transformation de coordonnées rectan

gulaires en d'autres coordonnées rectangu

laires ( i r e . Note , pag. 25o. ) 121 — 182 

De la transformation de coordonnées obliques 

en dfautres coordonnées obliques. ( 2 e . Note, 

sur la relation entre les lignes trigonomé— 

triques des angles formés par quatre droites 

qui passent par le même point, pag. i36 

et 2f.2) l32 — J36 

C H A P I T R E I I . 

Des surfaces dont l'équation est algébrique, 

et principalement des surfaces du second 

degré. 

s 1". 

Définition d'une surface dont Véquation est 

algébrique • • • • l 3 j — i№ 
Du centre et d«$ plans diamétraux d'une sur-



face dont Véquation est algébrique. Des 

plans diamétraux conjugués. Du plan dia

métral et du diamètre conjugué à ce plan. i38 — 1^2 

Définition des surfaces du second degré, , . . 1^2 — 144 

De la tan g en t<* et du plan tangent d'une sur

face du second degré 144 — *4^ 

De la division des surfaces du second degré en 

deux classes, les unes qui ont un centre, les 

autres qui en sont dépourvues^ ou plutôt dont 

le centre est à l'infini. Expression des coor

données du centre dune surface du second 

degré 14G — 148 

De la surface du second degré qui a un centre ; 

du plan tangent et de la normale a cette 

surface i4<J —- i^P 

Des sommets de la surface du second degré ; 

des axes et des diamètres principaux de 

cette surface - i5c» — »54 

Des plans diamétraux parallèles aux plans 

des coordonnées ; des plans diamétraux con-

) ugues K>5 — 00 

T u t o n Ê M K . A chaque plan diamétral corres

pond un diamètre conjugué parallèle aux 

cordes que ce plan divise en parties égales. 

Le plan tangent à la surface du second 

degré, mené par f extrémité de ce diamètre 7 

est parallèle au plan diamétral i58 — i(>j 

Lquation de la surface du second degré, rap

portée à ses axes principaux 16?. —- iG5 

De la relation entre les trois diamètres princi

paux cTune surface du second degré, et trois 



Pages. 
diamètres conjugués donnés en grandeur et 

en direction. ( 3 e . Note, pag. :>55.). • . . i65 — iG& 

§ II. 

De ta division des surfaces du second degré 

qui ont un centre en trois genres : /'ellip

soïde , /'hypcrboloïdc à une nappe , / hy-

pcrboîoïde à deux nappes. 

Equations des trois surfaces, qui ont un centre. 169 — 172 

§ III. 

Des sur/aces du second degré dépourvues de 

centre , ou dont le centre est ¿1 t infini. 

Equation de ces surfaces, réduite à la forme 

la plus simple 172 — 175 

Division de ces surfaces en deux genres : le 

paraboloïde elliptique ; le paraboloïde hy

perbolique 17S — 176 

Des plans tangens et des plans diamétraux des 

surfaces du second degré , qui n 'ont pas de 

centre 1 7 6 — 1 8 0 

Des caractères auxquels on peut reconnaître 

quune équation du second degré à trois 

variables , représente une surface de révo-

l^tion ; Equations Je l'axe de révolution. • * 8 i — ^ 

b 



De la génération des surfaces du second degré, 

et des sections principales de ces sur/aces. 

Pagci. 

Sections principales des cinq surfaces: Z'cclip-

soïde, /'hyperboloïde à une nappe , / h y -

perboloïde à deux nappes; le paraboloïde 

elliptique; paraboloïde hyperbolique. . 18G — ig3 

TlIÉORÊME. Les surfaces du second degré peu

vent être engendrées de deux manières, par 

un cercle variable de rayon, dont le centre 

décrit un diamètre de la surface, et dont le 

plan reste constamment parallèle à lui— 

même igy — 20S 

THÉORÈME. Des trois surfaces du second 

degré qui ont un centre , Vhyperboloïde à 

une nappe est la seule qui puisse être engen

drée par une droite mobile, et cette droite 

peut se mouvoir de deux manières pour en

gendrer le même hyperboloïde. 

Du cône asymptotique de l hyperboloïde à 

une nappe 206 — 218 

THÉORÈME. Des deux surfaces du second 

degré qui n 'ontpas de centre (Jeparaboloide 

hyperbolique , le paraboloide elliptique ) 

le premier peut être engendré de deux ma

nières , par une droite mobile , assujétie à 

s'appuyer sur trois droites fixes, parallèles 

à un même plan , 218 — 222 



De quelques propriétés des surfaces du second 

degré. 

Pages. 
Des sections sous-contraires d'une surface du 

second degré « 222 — 22^ 

THÉORÈME. Une surface conique ayant pour 

base une section plane d'un ellipsoïde , et 

pour sommet Vextrémité de Vun des deux 

diamètres qui passent par les centres des 

sections circulaires de cet ellipsoïde, les 

plans des sections circulaires du cône et de 

Vellipsoïde, sont parallèles entre eux* . . 224 — 228 

Application de ce théorème aux diverses sur

faces du second degré, autres que T ellipsoïde. 228 — a3o 

THÉORÈME. La courbe de contact d'une sur

face du second degré, et d'un cône qui l'en

veloppe y est plane, quelle que soit la posi

tion du sommet du cône circonscrit à la sur-

ace 2v>o — 200 

THÉORÈME. On suppose que trois plans rec-

tanglaires se meuvent en touchant constam

ment une surface du second degré , le point 

d'intersection des trois plans mobiles 7 en

gendre une sphère concentrique à la surface 

du second degré. (Théorème de M. Monge, 

4 e - Note , pag. 2 5 9 . ) 233 — 23() 



THÉORÈME. Le volume d un parallèlipîpède 

circonscrit à une surface du second degré 7 

est constant, quelle que soit la direction des 

arêtes de ce parallélipipède a3g — 240 

§ vi. 

De la discussion des équations numériques 

du second degré ci trois variables. 

Moyens de reconnaître le genre ou Vespèee 

de surface du second degré d*nt Véquation 

est proposée 241 — 2 4 9 

Notes 25o — 2$Q, 



A P P L I C A T I O N 

DE L'ALGÈBRE 

A LA GÉOMÉTRIE. 

C H A P I T R E P R E M I E R . 

Des Coordonnées d'un point , des 

Equations de la ligne droite, et du 

Plan* 

i . ON sait comment on détermine la position 

d'un système de points situés dans un plan. 

Ce plan étant supposé fixe , on y trace deux 

lignes droites qu'on nomme axes des coor

données, et on considère chaque point comme 

le sommet de l'angle d u n parallélogramme 

formé par les axes des coordonnées , et par 
x 



des parallèles à ces axes ; la longueur et la dîrec* 

tion des cotés de ce parallélogramme, déter

minent Ja position du point. C'est par une mé

thode semblable qu'on iixe la position d'un point 

dans l'espace. On conçoit trois plans invaria

bles , qui se coupent suivant trois droites qu'on 

nomme axes des coordonnées, et on considère 

le point donné comme le sommet de l'angle 

d'un parallélipipèdc qui a pour diagonale la 

distance de ce point à l'origine des coordonnées, 

et pour arêtes des droites parallèles aux axes 

des coordonnées. La direction et la longueur 

des arêtes du parallélipipèdc , qui aboutissent 

au point donné , déterminent la posilion de 

ce point dans l'espace. 

2 . Les trois plans des axes des coordonnées 

qu'on nomme simplement plans des coordon

nées , divisent l'espace eu huit régions. Les 

mêmes valeurs absolues des trois coordonnées 

d'un point correspondent à l'une ou à l'autre 

de ces parties de l'espace. En eííet, soieut 

x, y• y z , ces valeurs absolues , on aura d'abord 

les quatre combinaisons suivantes ; 

3°. +x, — <y,+z; 4 ° . — x + y + z . 

El en changeant les sigues de ces première! 



combinaisons, on aura les suivantes: 

5*. —x,—f,—z] 6°. — X i — y , + t \ 

Les points symétriquement placés par rapport 

à l'origine des coordonnées , sont situés sur 

une droite passant par cette origine; ainsi la 

première et la cinquième combinaisons corres

pondent à deux points symétriquement placés : 

il en est de même des points des deuxième 

et sixième combinaisons , des troisième et sep

t ième, des quatrième et huitième. 

5 . Les plans fixes des coordonnées sont ou 

inclinés ou perpendiculaires entre eux. Lors

qu'ils sont rectangulaires , un point a pour 

coordonnées les perpendiculaires abaissées ce 

ce point , sur les plans des coordonnées , ou 

les distances de ce point à ses projections or

thogonales sur les trois plans lixes. 

Quelle que soit la direction des axes dej 

coordonnées, en nommant a, Z>, c les coor

données d'un point parallèles à ces axes, lea 

équations du point sont : 

êc ~ a, y ~ b , z —~ c» 

Les plans menés par un point donné perpen
diculairement aux axes rectangulaires., courent 



ces axes en trois points dont les distances 
à l'origine des coordonnées , sont égales aux 
coordonnées du point donné. Chacun de ces 
trois points est la projection du point donné 
sur Tun des axes rectangulaires. 

4- Si Ton n'a qu'une seule équation entre 
les trois coordonnées d'un p o i n t , la position 
de ce point est indéterminée, et le lieu de tous 
les points , dont les coordonnées y satisfont, 
est une surface dont cette équation exprime 
la nature. 

Si l'on a deux équations entre les trois coor
données d'un point , la position de ce point 
est encore indéterminée ; le lieu de tous les 
points qui satisfont à ces équations est à-la-
ibis sur les deux surfaces qu'elles représentent; 
ce lieu est donc la ligne d'intersection des 
deux surfaces. 

Il suit de là qu'une ligne donnée dans l'es
pace est représentée par deux équations entre 
les trois coordonnées d'un point de cette ligne, 
et une surface est représentée par une seule 
équation entre les trois coordonnées d'un point 
de cette surface. 

5. En géométrie, la méthode la plus générale 
par laquelle on détermine la position d'un point, 



consiste à regarder ce point comme l'inter

section de trois surfaces courbes : dans l'analyse 

appliquée à la géométrie, on suppose toujours 

le point donne de manière que les trois surfaces 

dont il est l'intersection , se réduisent à des 

plans, ou à des sphères, ou à des cônes droi ts , 

comme on le verra à l'article relatif à la trans

formation des coordonnées. 

Dans les paragraphe suiyans , on supposera 

les trois axes des coordonnées oc , y, z per

pendiculaires entre eux ; par axe des oc , des 

y ou des z y on entendra l'axe parallèle aux 

oc, aux y, aux z j on désignera chaque plan 

des coordonnées par les deux lettres qui ex

priment les valeurs des deux coordonnées 

auxquelles ce plan est parallèle. Pour désigner 

un point dont les coordonnées sont xf

xy
f

9 zf,

9 

on écrira « le point xf,y,

9 zf. * 

§ H. 

Des équations de la ligne droite. 

6. Les équations d'une ligne droite située 

dans l'espace, expriment la relation qui existe 

entre les coordonnées oc, y, z d'un point quel-



conque de cette droite. L'ayant projetée sur 

les plans des xz et des jz , ses projections 

sont d'autres droites qui ont pour équations : 

( 0 x = az -f- * i 

(-) y = hz + /3, 

entre lesquelles éliminant J3 , l'équation résul
tante en et ?•, 

(3) 3x — ay = bet — a,S . 

appartient à la projection de la droite sur le 
plan des xy. 

Des quatre constantes a, b, a , /2, deux <:/ et b 
sont les tangentes des angles que les droites 

des équations ( i ) , (s) font avec l'axe des z; 

a et 0 sont les coordonnées du point où la 

droite donnée coupe le plan des xj ; point 

pour lequel on a z = o. 

Deux quelconques des équations ( 1 ) , ( 2 ) , 
(J) entre les coordonnées x j , 5 d'un point 

d'une droite donnée , sont les équations de 

cette droite. 

Faisant successivement x = o, y = 0 , dans 

ces équations, on aura, pour les coordonnées 

du point où la droite rencontre les plans des 

rz et des xz , 



pour ! \ m ; 

pour l'autre. 

Lorsque la droite passe par l'origine des coor

données , on a a = o , / 2 = 0 ; et les équations 

( i ) , (2) se réduisent à celle-ci : 

x = az , y — bz„ 

Des équations de condition qui expriment, 
i ° . que deuoe droites se rencontrent ; 
3° . qu'elles sont parallèles* 

7. Nommant oc\ yf

 $ zf les coordonnées du 

point de rencontre des deux droites représen

tées par les équations ( 1 ) , ( 2 ) , (art . 6 . ) , et par 

celle-ci (5) et (4) : 

(3) * = a'r + * ' , (4) y=rb'z + t>'; 

on a : 

X*ZJZ azf -\- * , y9— bz'-\- / 3 , pour la première droite, 

et 

« ' z r û V - f a 7 , yf=b's'-{-fc'i pour la seconde, 

il est évident que si ces deux droites se rencon
trent, les quatre dernières équations auront lieu 
en même tems pour le point d'intersection ; 
donc , si Ton élimine les coordonnées de ce 



point , 1 équation qui résultera de cette élimi

nation , exprimera que les droites des équations 

( i ) , (2), ( art. 6 ) , ( 5 \ (4) se rencontrent. On a 

pour résultat de l'élimination : 

( a - * ' ) — —(* — *')(• —O = o. {A) 

Lorsque les droites données sont parallèles, 

leurs projections le sont aussi 3 donc , on a 

a = a!, b — b1. Le point de rencontre, est dans 

ce cas , situé à l'infini : on voi t , en effet, que 

d'après ces conditions du parallélisme , l'équa

tion {A) est satisfaite, quelles que soient les 

valeurs de e t , j 3 , , qui peuvent varier, 

quoique les droites données conservent le pa

rallélisme. 

Solution de plusieurs problêmes relatifs à la 
ligne droite. 

PROBLÈME I E R . 

8 . Par un point donné dans l'espace, mener 

une droite parallèle à une autre droite donnée ? 

Solution. Soient x,

3jr
,

9z
f les coordonnées 

du point donné , et supposons que la droite 

donnée ait pour équations : 

a? = «z + a> yç=zlz-\-Z\ 



les équations Je la parallèle à cette droite seront 
de la forme : 

x = a'z -f- a', y = -f. /3'. 

À cause du parallélisme , il est évident qu'on 
aura a1 = a, b' — b; d'où il suit q u e , des 

quatre constantes a', et', /3', les deux pre

mières sont relatives à la direction de la droite 

demandée , et les deux autres a', 0' seront 

déterminées par la condition que cette droite 

passe par le point ocf, j 7 , J % En effet, on a 
pour ce point : 

x' = az> + a', y = bz' + 0 ' , 

d'où Ton tire : 

«' = x' — ÛZ' , /3' — j ' — bz'; 

et on a, pour les équations de la droite de

mandée : 

x~x' ~ a (z — z') , y — y'=b (z — z'), 

d'où l'on déduit cette troisième équation en 
x c l ï ' 

b ( x — x') — a ( j ' ) ~ o. 

De ces trois équations , deux quelconques dé
terminent la position de la droite menée par 
un point donné , parallèlement à une droite 
donnée. 



P n O î i L . I I . 

Trouver les équations d'une droite menée 

par deux points donnés dans l'espace , et la 

longueur de la droite comprise entre ces deux 

points ? 

9. Solution. Soient .r', 9 ; . zf les coordonnées 

du premier point donné , et y11

 y z11 les 

coordonnées du second point, La droite de

mandée devant passer par le premier point , 

ses équations seront de la forme : 

En supposant q u e , dans celle équation, les 

coordonnées oc , y , z d'un point quelconque 

de la droite deviennent x11, y l \ zlf, on aura, 

pour déterminer les valeurs de A et de B, les 
équations suivantes : 

a* — x ' ~ A (z« — zf ) , y*—y = B ( z«— r') ; 

d'où il suit que la droite demandée a pour 

équations : 



ou en réduisant : 

x r z u _ z i ) _ z ( x l f x < ) _|_ 1 

y {z«-z')=z(y»-y') +y'z*-y«z'. J ( # ) 

Menant par chacun des deux points donnés , 

trois plans parallèles aux plans des coordon

nées , on aura six plans parallèles, deux à deux, 

qui comprendront un parallélipipèdc rectangle, 

dont la droite qui joint les deux points donnés, 

est une diagonale. JNommanl R la longueur de 

cette droite , on a : 

Les plans mènes par les extrémités de la 

droite R perpendiculairement à l'un des axes, 

interceptent une partie de cet axe, qui est la 

projection de la droite R sur ce même axe. 

i o . S i , dans cette expression de la longueur 

d'une droi te , on regarde oc11, yu', zu comme 

les coordonnées variables d'un point d'une 

sphère du rayon R, dont le centre est au point 

j 7 , zf, il est évident qu'on aura , pour l'équa

tion de la sphère ( /, ) : 

(x-x<y + r y _ y y + r z _ z , y = r R * . 

Lorsque le centre de la sphère est à Tori-



ghic des coordonnés, celte équation devient : 

*Л+У* + «'CSA*. 

Soit (Pl. I r f . , fig. 1) AB une droite comprise 

1 1 . En traduisant les équations (E) de l'art. 9 1 

l'une ou l'autre renferme le théorème suivant: 

« Une droite quelconque étant rapportée à deux 

« axes rectangulaires dans le plan desquels elle 

« est comprise, et une partie quelconque R 
* de cette droite étant ( 9 ) projetée sur les 

« deux axes; si Ton prend sur cette droite un 

« point quelconque 3 / , la somme ou la difle-

« rence des aires des deux triangles qui ont 

« leur sommet commun dans le point M y 

* et qui ont pour bases les projections de la 

•r partie iî de la droite , est égale à l'aire du 

R triangle qui a pour base la partie elle-même 

« R, et dont le sommet est à l'origine. C'est 

« la somme ou la différence, selon la position 

IF du point M par rapport aux axes rectan-

« gulaires. » 

Pour démontrer ce théorème , mettons la 

seconde des équations ( £ ) sous la forme sui

vante : 



entre les axes rectangulaires KY, KZ des y et 

des z. Si on nomme y 1 , z1 les coordonnées KA\ 

AfA du point A, et y 1 1 , zfl les coordonnées KB\ 

BjB du point B , le triangle KAB qui a son 

sommet à l'origine À'des coordonnées, et dont 

la base est la droite AB, a pour expression 
ytzn yf!zf 

de son aire : ' En effet. ce triangle 

est égal à la somme du triangle KBB] et du 

trapèze AA'BBr diminué du triangle AAAf : 
yll -H 

or , Taire du triangle KBBf est ——-—\ celle 

du trapèze AA'BBr est 

Taire du triangle KAA1 est : donc on a , 

pour Taire du triangle KAB : 

ou en réduisant : , second membre 

de l'équation ( IS ' ) . 

Soit M(fig. 2) un point quelconque de la 

droite AB, dont les coordonnées sont 7 et z. 

AB1, AnB" étant les projections ( 9 ) de la 



droite AB sur les axes des y et des z , il est 

évident qu'on aura : 

A>W =r y' —y\ À'iB» = z« — z' ; 

donc les aires des triangles MA1V, MAtfBtf, 

ont pour expressions les quantités — : — ; 

r ( z i l — z ! ) 

- j or, par 1 equation (/£'}, la somme 

de ces deux quantités est é^alc au triangle 

KAB) donc , chacune des équations ( / ^ c o m 

prend le théorème énoncé au commencement de 

cet article. On peut encore démontrer ce théo

rème par la géométrie, de la manière suivante. 

1 2 . La droite .TJ/ffig. 2 ) ne changeant pas 

de position par rapport aux axes AT, A Z , 

supposons que la partie AB de cette droite 

se même dans sa propre direction , jusqu'à 

ce que le point A se trouve sur l'axe AT, 

comme ou le voit lig. ~>. Il est évident que 

les triangles KAB , MAB\ MKB» de; cette 

figure , sont égaux en surlace aux triangles 

KAB, MA'iV, J1AV;" de la lig. 2. Or (fig 3 ) , 

le triangle lUABn est moitié du rectangle Km ; 

le triani.de RlH,llt est moitié du rectangle B!rn ; 

donc lu somme de ces deux triangles est moitié* 
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tin rectangle total KB ^ ou égale au tmrvgb 
J\f>№j on a done l'équation . 

M KB" + A1BB' z^KillV. 

Ajoutant dans chaque membre de cetîr. éqiu> 

tion le triangle ABB\ on a : 

M KB" + MBB< + ABB' = KBBf -f / ' / / ' , 

à cause de 

MBW 4- ABB' = MAB\ 

et de 
KBB' 4- ^tfff' = AVJZJ/?', 

l'équation précédente se change en celle-ci ; 

MAP/ 4- 31KB" — KAB ; 

d'oii il suit qu'on aura aussi f fig. s ) •* 

M A B ' 4- JA*"/;" s= A \ / / ; ; 

Ou , en traduisant celte équation , <>n aura 
Ténoncé du théorème de l'article précédent. 

PUOBL. III* 

» 

Etant données les équations de deux 
droites , trouver le cosinus de l'angle formé 
par les parallèles à ces droites, menées par 
l'origine des coordonnées. 



Solution. Soient oc = az + *, y = bz -f- £ 

les équations de l'une des droites données , 

a: = £ / / 5 4 - , 7 = ^ -J~ & les équations de 

la seconde droite; les parallèles à ces droites 

menées par l'origine des coordonnées , ont évi

demment pour équations, 

x—az9 y = bz , v*. Parallèle 

xz=za'£y y — b'e, 2e. Parallèle 

Ayant pris sur la seconde parallèle un point 

dont les coordonnées sont oc1

 yy\ z'y on abaisse 

de ce point une perpendiculaire sur la pre

mière parallèle ; cette perpendiculaire et les 

deux parallèles comprennent entre elles un 

triangle rectangle dont l'hypothénuse est la 

distance \ A ; / a / '• -f- z 1 du point (-r7, y\ z1) 

à l'origine des coordonnées. Le coté adjacent 

à l'hypothénuse est la distance \/jcl-\-yu~\-z* 

du point {oc,y, z) de la première parallèle, à 

l'origine des coordonnées. Cette origine , le 

point (x\ y1 y z1 ) et le point (oc, y9 z ) sont situés 

sur une sphère du diamètre \f oclx -{-y11 -j-s'» • 

On a , pour l'équation de cette sphère , 

dont le centre est au point l —> —> — J y 



ou en réduisant, 

x* + y * + — .rx' — j y ' — zz1 = o. 

Cette équation exprime que le point (JO , y, ~), 

est le sommet de Tangle droit d'un triangle 

rectangle. 

Mettant dans cetfe équation, pour a? et y, 
leurs valeurs az et bzy et divisant par z} ell<* 
deviendra ; 

Z ( i -}- a* 4. ) = ox' -f by' -f ; 

ou en substituant pour a/ et y1 leurs valeurs 
a V , b*z], on aura : 

z ( ! + a- + ^ ) = ( x -f_ aa' -f IV ) ; 

d'où Ton tire 

Or,, le cosinus de Tangle des deux parallèle! 

est : 

donc , en nommant cet angle V> on a ì 



Lorsque les parallèles aux droites données , 

menées par l'origine des coordonnées , sont 

perpendiculaires entre elles, on a : 

cos V = o , ou i 4- ÛÛ' + hV = o. 

i 4 - La droite des équations oc = az9 y = bz 
forme avec les axes des x , des y et des z , 
des angles qui ont pour cosinus 

mettant pour x et y leurs valeurs az et bz , 
ces cosinus deviennent : 

Par la même raison, la droite des équations 

x — a!z, y — bfz fait avec les mêmes axes des 

coordonnées, des angles dont les cosinus sont : 

nommant ces cosinus r , r ' , vn pour la pre

mière droite , et u, «/', U11 pour la seconde, 

on aura f 3 + ^ î + ^ , /* = 1, a1 + H'* ~j-f/,7î = 1, 
et le cosinus de l'angle V des deux droites, 

sera : 



c o s V = vu -f- v'u' + vffun. 

Lorsque l'angle V est d ro i t , cos Vz=z o , et 

on a l'équation 

vu -f- v'u' -}* — °* 

Si , pour abréger, on nomme k et A'' les deux 

radicaux y / i -f- a 1 + bx et \ A H" ~r O 1, 
on a : 

a = kv , b — Itv', i = kvft, 

a'=k'u9 b'z=k'u', i = i V ' | 

d*où l'on lire : 

En substituant ces valeurs de r/, Z>, a\ 1/ f ins 

les équations des deux droites ( i 5 ) , eJ.'ej 

deviennent : 

i r c . d r o i t e . 

2 E . d r o i t e * 

De F Equation du plan. 

i5 . L'équation d'un plan exprime une re

lation entre les trois coordonnées d'un point 



de ce plan. Lorsqu'une surface telle que le plan % 

est prolongée indéfiniment, dans tous les sens, 

il n'y a aucun point de l'un des trois plans 

coordonnés , qu'on ne puisse considérer 

comme la projection d'un point de la surface j 

d'où il suit qu'aux deux coordonnées xy y 
d'un point d'un plan , correspond nécessai

rement une troisième coordonnée z, quelles 

que soient d'ailleurs les valeurs de x et y. 
On suppose qu'un plan soit connu , i°. par 

l'ordonnée du point du plan, situé sur l'axe 

dos r , et nommons cette ordonnée c; 2°. par 

les tangentes des angles , que ses traces sur 

les plans des xz et des yz, font avec le plan 

de> .ry - désignons ces tangentes par les lettres 

ui et J!; l'équation entre les trois coordonnées 

x:, y , z d'un point du plan sera : 

z = Ax -f- By -f~ r. 

Fu cflel , ce plan aura pour traces sur les 

plans d e s .*z ci lies j z, des droites dont les 

équations sont , pour la première : 

y — o , z = Ax -f- c, 

et pour la seconde droite : 

x ~ o 7 z = By -f. c. 

Ces deux droites passent par un point de Taxe 



des s , dont la distance à l'origine des coor

données est égale à c. 

Supposons que la première droite se meuve 

parallèlement à ellc-rn-mc, étant dirigée dans 

son mouvement par la seconde droite ; con

cevons , par un point quelconque du plan 

que la trace mobile parcourt, deux plans, l'un 

perpendiculaire a Taxe des a:, et l'autre per

pendiculaire à l'axe des r . Le premier de ces 

plans coupe la trace mobile en un point , pour 

lequel on a les équations : 

j t r r o , z = Ax -f- c , 

et le secoud plan coupe la trace fixe en un 

autre point pour lequel on a : 

x — o , z — By -f- c* 

Désignons ces deux points par les lettres p 

et p1, et nommons P le point du plan par 

lequel on a mené les plans perpendiculaires 

aux axes des oc et des y . 

Le point p de la trace mobile s'élèvera au-
dessus du plan des oc y jusqu'à ce qu'il ait atteint 
le point P du plan; o r , dans ce mouvement, 
il s'élèvera parallèlement à l'axe des de la 
quantité By^ dillérence de l'ordonnée du point 
p1 et de l'ordonnée G h l'origine; d'où il suit 



que. l'ordonnée totale z sera formée de la quan

tité Àx.-\-c augmentée de Bjf on aura donc 

l'équation 

( i ) x = Ax - f - By - f c. 

iG. Les points où le plan de l'équation ( J ) , 

coupe les axes des x et des y étant connus, en 

nommant a, b les coordonnées de ces points,on 

aura évidemment (le rayon des tables , étant 1 ) : 

Substituant ces videurs dans l'équation (i), (art. 

1 5 ) , on aura : 

et comme on peut supposer les valeurs de x 

et y positives ou négatives , on peut écrire 

cette équation de la manière suivante : 

ou 

( 2 ) bcx -f- ocy -f- abz = abc, 

Celte équation ( 2 ) , plus symétrique que l'équa

tion ( 1 ) , sera d'un usage plus général que celle-

ci. Désignons les quatre produits abc9bc>ac 

et ab par les quantités constantes K} L> iW, N % 



dont trois seulement sont nécessaires ; subs

tituant ces valeurs dans l'équation (2) , elle 

devient : 

Lx + My -h Nz = K. 

Dans chaque cas particulier, on détermine les 

constantes />, iïl, N y À du plan , d'après les 

conditions qui fixent la position de ce plan 

par rapport aux axes des coordonnées. Par 

exemple , demandc-t-on l'équation d'un plan 

parallèle au plan des yz : pour tous les points 

de ce p lan , on a oc = constante , quelles que 

soient les valeurs de y et de z ; faisant donc 

M — o , 2V= o , la valeur constante de ce 
K 

est — • 

Lorsque le plan passe par l'origine des coor

données , ou a A = o , et l'équation du plan 

$e réduit à la forme : 

Lx -f- My + Nz = . o. 

17. De l'équation du p lan /^ r+J / j ' - | -A 7 r=A ' , 

on tirera les équations de ses traces sur les 
plans des oez et des yz y en faisant successi

vement 7 = 0 , œ — o. 

Soit, 1 ° . y = o , 

les éejuations de la trace sur le plan des xf 



seront : 

Lx + Nz = K, y = o. 

Soit , 2°. X = : 0 5 

les équations de la trace sur le plan des yz 

seront : 
My -f- Nz z=z K, a? = o. 

Des équations de ces deux traces on pourra 

revenir à 1 équation du plan ; en ellet, les équa

tions d u r e parallèle à la première trace , 

seront (G) : 

L'équation de condition qui exprime que celte 

parallèle rencontre la seconde trace donnée 

sur le plan des yz, sera : 

M0 - j - NA — K. 

Regardant la parallèle à la première trace 

comme la génératrice du plan , les équations 

de celte génératrice, dans une position quel

conque, dépendant de 0 , seront : 

éliminant 0 entre ces deux équations, l'équa

tion du p lan , déduite des équations de ses 



traces sur les plans des ocz et des yz, sera : 

Lx + My + Nz = K. 

18. L'équation du plan étant linéaire entre 

les trois coordonnées oc, y9 z d'un point de 

ce plan , la ligne commune à deux plans est 

nécessairement une droite ; d'où il suit qu'on 

peut définir le plan une surface sur laquelle 

on peut tracer une ligne droite dans tous les 

sens. 

Soient les équations de deux plans : 

Lx + My + Nz = K , pour le premier, 

et 
L'x + M'y+ N'z = Kf> pour le second. 

en éliminant successivement oc9yy z, on dé-

duit de ces deux équations, trois autres équa

tions dont chacune ne contient que deux coor

données , et qui appartiennent aux projections 

de la droite d'intersection des deux plans, sur 

les trois plans des coordonnées. 

Deux plans parallèles ont des traces paral

lèles sur les plans des coordonnées ; les re

lations entre les constantes des équations des 

deux plans, qui résultent de ce parallélisme, 

$Ont (7) : 



Problèmes relatifs au plan. 

Pnor.u I . 

19. On demande les équations d'un plan 

qui soit parallèle à un autre plan donné , et 

qui passe par un point connu? 

Solution. Soient x1y1\ z! les coordonnées 

du point dont la position est connue ; . . 

Ax + By -f- Cz— 1) ~ o 1 équation du plan 

donné , lx - j-My - j - JSZ — A" = o Féquatiou 

du plan demandé. 

Des quatre construites T¿, 3/, iV, A", on 

détermine d'abord la quatrième A d'après la 

condition que le plan passe par le point donné. 

Pour ce point , les coordonnées x9 y, z du 

plan demandé deviennent o/ , j f> zf -} donc on a : 

Lx' + Mf + JVV — A = o , 

et en retranchant celle équation de la précé

dente : 

í ( r - í / ) | J / ( ; - . y ) | i Y ( r - : ' ) = o , 

le plan donné et le plan demandé étant pa

rallèles , on a (18) : 



Substituant ces valeurs dans la dernière equa
tion , elle devient : 

A(x-*') + B(y-f) + C ( * - * ' ) = o f 

equation du plan qui passe par le point donné , 

et qui est parallèle au i>hiu/Éx-\-By-j~Cz—o. 

PROBE. I I . 

20. On demande l'équation d'un plan qui 

passe par trois points donnés dans l'espace ? 

Solution. Soient les coordonnées des points 

donnés, xf, yf , z1 pour le premier po in t , 

xf/ ,yfr, zn pour le second, 

xfn, y , n z 1 1 1 pour le troisième; 

l'équation du plan demandé sera de la forme 

Lx + My + Nz = K. 

Les coordonnées y, z d u n point quel

conque du plan devenant successivement celles 

des points donnés, on aura évidemment les trois 

équations suivantes : 

Lxf + My' + Nz' = AT, 
Lx" + MyH+NzV—K, 

Lx"' + My'»+ Nz(»z=z K ; 

d'où Ton tirera les valeurs de 



ce qui donne : 

L = z> — y* ) + z" O ' - y ) + z"> (y*-y) , 

A/= a:' ( z'" — z" ) -f- j " ( z'—z"' ) -f- .t'" ( zU— z') , 

N=y( x'" — ) + y ( — ) -f y'" — 
A = x' ( j " * " ' — ) + xlf ( y r' — r'r'" ) 

+ (y'** —yf'z' ) . 

( Pour cfTeclucr ce calcul , on suppose 

— = /, — = m , = n , et par les mé-

thodes connues de l'élimination , on oltiendra 

les valeurs de / , m> ;i. ) 

2 1 . Substituant ces valeurs dans l'équation 

du plan Lœ-\-Mj• + As = À * , et mettant cette 

équation sous celte forme : 

(О 

on en déduit le théorème suivant 3 de M. Monge 

(Journ. de l'Ecole , ¡4*. cahier) : 

*lJn plan quelconque étant rapporté à trois 

plans rectangulaires , et étant donné sur ce 

plan un triangle quelconque rectiligne dont 

on ait les projections sur les trois plans rec

tangulaires; si Ton considère un point quel

conque de ce plan , la somme ou la différence 

de* solidités des trois pyramides qui ont en 



point pour sommet commun , et dont les bases 

sont les trois projections du triangle , est égale 

à la pyramide unique qui a pour base le 

triangle lui-même , et dont le sommet est à 

l'origine. » ( Les signes des coordonnées des 

sommets du triangle déterminent les signes 

des solidités des trois pyramides qui ont leur 

sommet en un point du plan du triangle.) 

Soit T le triangle, et ty t1, t11 ses trois 

projections sur les trois plans rectangulaires 

des yz, des xz, des xy, auxquels on a rap

porté le plan du triangle. IS ons allons d'abord 

démontrer , i°. que les aires des triangles 

t, , t11 ont pour expressions les quantités 

L M N . . . , i _ 
— Î •—y — ; 2 ° . que la quantité A est 

2 2 2
 1 o 

le volume de la pyramide qui a pour somjnct 

l'origine des coordonnées, et pour base le 

triangle T. 

22. .KX9 A T , AZ étant (fig. 4 ) les trois 

axes rectangulaires auxquels on rapporte le 

triangle ri\ supposons i ° . que ce triangle soit 

projeté sur les plans des yz , des xz , des xy 
suivant les triangles * / 3 7 , *'j3y, * W , dont 
les aires sont respectivement t, t1t,f-, 2°. que les 

coordonnées des sommets , du triangle t 



soient y1

9 zr pour le p remie r , ylf

9 zrf pour le 
second, jrlff

9 z,n pour le troisième. 

La valeur de — se compose des trois quan* 

tités suivantes : 

ylJI r l l z t 

o r , on a vu ( u ) que » est Taire 

du triangle Ketfi qui a son sommet au point 

K origine des coordonnées, et pour base le 

côté cejB. De même -— • est Taire 
2 

y1rJU — y1UZ! 

du triangle K$y j : est Taire 

du triangle Kay ; or , le triangle afiy est 

égal à la somme des deux triangles K*,jè , 

Jifiy diminué du triangle K*y, c'est-à-dire 

a la quantité — L : donc on a t = 
2 2 

On démontre de la même manière que les 
i 

aires V et tn sont égales aux quantités — M, 

—2V"j d'où il suit que le premier membre 

de Téquation (i) de Tart. précédent est la 



somme de trois pyramides , qui ont pour 

sommet commun , un point du plan du trian

gle J T , et pour bases Jes triangles ¿ , t 1 , tf\ 

projections du triangle T sur les trois plans 

rectangulaires. 

La quantité ~ A" qui est le second membre 

de cette équation ( i ) , ( 2 1 ^ , est le volume de 

la pyramide qui a son sommet au point Kf 

et pour base le triangle T. 

En effet, soient (fig. 4 ) Ku&y, A V ^ y , 

K<x.,J $ n y u les trois projections de cette py

ramide sur les trois plans rectangulaires des 

yz, des oez, des ary. De ces trois projections, 

une quelconque, par exemple, celle du plan 

desk 's a pour limite le quadrilatère Kafly, 

qui correspond au quadrilatère formé dans 

l'espace par quatre arêtes de la pyramide. Ce 

dernier quadrilatère divise la pyramide en deux 

parties , dont chacune est terminée par deux 

systèmes de triangles j le contour des triangles 

du premier système se projette suivant les cinq 

lignes pleines A '* , * /3 , j8> , Ky , *y , et 

celui des triangles du second système se 

projette suivant les quatre lignes pleines K* , 

a fi , @y, Ky , et la ligue ponctuée A/2j 

o r , si Ton considère les prismes tronqués qui 



ont pour bases les projections des faces de la 

pyramide, et pour arêtes les lignes par les

quelles on projette ces mêmes faces y on verra 

que les deux systèmes de prismes tronques 

qui ont pour bases les unes les deux triangles 

Kay, etfiy ; les autres , les deux triangles 

K$y ne différent en volume que par la 

pyramide qui les sépare j cnsorte que la soli

dité de cette pyramide est égale à la différence 

des solidités des deux systèmes de prismes 

tronqués. Mais le volume d'un prisme est égal 

à la section faite perpendiculairement à ses 

arêtes, multipliée par le tiers de la somme de 

ses arêtes ; de plus , les arêtes des deux sys

tèmes de prismes tronqués sont parallèles à 

Taxe des oc, et ont pour longeurs les abscisses 

oc\ovv, oc11 y d'où il suit qu'on aura f équation 

suivante. 

Le volume de la pyramide est égal a : 

triangle ufiy x 

triangle Ko. y 

— triangle Kafi 

triangle Kfiy 



Mettant dans cette équation, les expressions 
des aires des triangles ttfày , Ko,y , K*fl , 

K$y , on a pour le volume V de la pyra
mide , 

Réduisant, on a : 

Comparant cette valeur à celle de — K 

( art. 20), on reconnaîtra quelles sont iden

tiques > d'où il suit qu'on a : V — ~ K. Ce 

qui démontre le théorème de l'art. 21 , ren-
5 



fermé dans cette équation ( i ) du même article, 

( 0 

Problèmes relatifs à la ligne droite et au plan. 

PROBL. I . 

s3 . Étant données les coordonnées d'un 

point , et les équations d'une droite, trouver 

l'équation du plan qui passe par la droite et 

le point ? 

Solution. Soient oc1, j é \ z1 les coordonnées 

du point , 

x = az -f- a , ì 
y = bz -f- /3, / fes équations de la droite ; 

b(x—.*)=a(y — /3) , ) 

le plan dont on demande l'équation passe par 

le point donné, et de plus par le point où 

la droite donnée coupe le plan des ocy> point 

dont les coordonnées sont : 

Z — O , x z = x , J = /3. 

Si on suppose que ce plan ait pour équation ; 

z = Lx + My + iV, 

on aura : 



(1) z' = Lx'+My'+N, 

( 2 ) o = La + Mfc + iV. 

Ramenant la droite et le plan parallèlement 

à eux-mêmes jusqu'à l'origine des coordon

nées , leurs équations deviendront , pour la 

droite : 

x zzz az , y=zbz, bx =z af > 

et pour le plan : 

z t= Lx -f- My ; 

o r , dans cette nouvelle position, la droite est 
encore contenue dans le plan ; donc on aura : 

(3) 1 = La + Mb. 

Les équations (1) , (2) , (3) donneront les 

valeurs de L, M, N, et l'équation 

z = Lac + My + N deviendra : 

(4) ( * -* ' ) ( / - ** '—*) - (y-y>)(x'-az'-*) 

+ (* — z') { —*) — a — f )} = 0 . 

PROBL. I L 

24. Etant données les coordonnées d'un 
point et les équations de deux droites , trouver 
l'équation du plan mené par le po in t , parai-
lèlement aux deux droites? 



Solution. Soient ccfj yr, z1 les coordonnées 

du point, donné ; oc — az + * , y — bz 0 

les équations de la première droite donnée 3 

x — afz 2' = b*z -f- /3 les équations de la 

seconde droite; z — Lac ̂ My-^N Y cotation du 

plan demandé; on détermine la constante N par 

la condition que le plan passe par le point donné 

cc^y^z1) et l'équation de ce plan devi-nt : 

( 0 z - z ' = L(x~x') + M(y-y>). 

Pour que ce plan soit parallèle h la première 

droite , on a (25) l'équation de condition : 

1 = La -f- Mb. 

La condition d'être parallèle à la seconde droite 

est exprimée par l'équation 

1 = La1 + Mb'. 

Tirant de ces deux dernières équations les 

valeurs de L et de M, et les substituant dans 

l'équation (i) , on aura pour l'équation du plan 

demandé : 

( 2 ) (* -* ' ) (ab'-a'b) = (b'-b) (*-*') + (a-o') {y-y'). 

PKOBL. 111. 

i 5 . Etant données les équations d'une droite 

et celle d'un plan , trouver les conditions qui 



expriment que la droite est perpendiculaire 

au plan ? 

Solution. Soient oc = az a, y—bz-\-$ 

les équations dune droite, et z=. Aoc-\-By-\-C ^ 

l'équation d'un plan. 

Lorsqu'un plan est perpendiculaire à une 

droite , les traces du plan sur les plans des 

coordonnées et les projections de la droite 

sur ces mêmes plans , sont ( Géom. descript. y 

art. 1 6 , Supplément, art* 21 ) perpendiculaires 

entre elles. Le plan donné a pour trace, sur 

le plan des oez, la droite représentée par l'équa

tion z — Aoc + C : elle est par hypothèse per

pendiculaire à la droite oc = az -H a ; pour que 

ces deux droites soient à angle droi t , on a 

l'équation de condition A——a. En raison

nant de la même manière par rapport il la 

trace z = Bj-\-C, et à la droite y = bz-+-^9 

l'équation B = — b, exprime que ces deux 

droites sont perpendiculaires entre elles; d'où 

il suit que les deux équations A — — a , 

B =— h , ont lieu en même tems , lorsque la 

droite et le plan sont perpendiculaires entre 

eux. Mettant ces valeurs de A et B dans l'é

quation du plan z = Ax + By 4 - C , on a 

pour l'équation d'un plan perpendiculaire à la 



droite (a: = az + * , = + * ) : 

oa: + by 4- £ = C ; 

tous les plans dont l'équation ne différera de 

celle-ci que par la constante C , seront per

pendiculaires à la même droite. 

PROBL. I V . 

26. Etant données l'équation d'un plan et 

les coordonnées d'un point , on demande , 

a° . les équations de la perpendiculaire abais

sées du point sur le plan ; 20. les coordon

nées du pied de la perpendiculaire \ 3°. la 

longueur de la perpendiculaire ? 

Solution* Soient z = Aoc-\-By-\-C l'équa

tion du plan donné , et aJ, y1\ z1 les coor

données du point d'où l'on abaisse une per

pendiculaire sur ce plan. Soient de plus . . 

jc — az-^ôL, y = bz-+-¡e les équations de la 

perpendiculaire. Puisque cette perpendiculaire 

doit être menée par le point a/, yr

9 zf, on doit 

avoir : 

x — xrt=.a(z — zr ) , y —y'= b ( r — z') ; 

de plus , les constantes a et b sont (art . pré

cédent) égales aux constantes du plan — A 

et — B -? d'où il suit que les équations de la 



perpendiculaire au plan mené par le point 

donné, sont : 

( i ) x — a / - f - ^ ( r — ^ / ) ^ = o , 

0 0 j r - / + = o. 

Combinant cette équation avec celle du plan 

(3) z-=iAx + By+ C, 

on obtiendra les valeurs des coordonnées x, j\z 

du pied de la perpendiculaire. 
Ayant mis l'équation (5) sous cette forme : 

x—zf=ji(x — a/)+B^y—yl)+^C+Axf+By—zf)9 

on y substituera pour oc— oc1 et y—y! leurs 
valeurs tirées des équations (i) et (2) , et on 
aura : 

( z — Z ' ) ( Ï + ^ * + B » ) t = C + ^ x ' + jBy — z*. 

Pour distinguer les coordonnées du pied de la 

perpendiculaire , désignons-les par les lettres 

X , JK, Z , cette dernière équation donne pour 

z qui se change en Z , la valeur suivante : 

Les valeurs de oc et y qui se changent dans 

les équations (1) et (2) en et V9 deviennent: 



La longueur de la perpendiculaire comprise 

entre le point X, F , Z et le point oà\ y1, z1 

est (8) : 

ou 

Lorsque le point d'où Ton abaisse la perpen

diculaire est à l'origine des coordonnées, on 

a xf=zo, y1 — o , zr = o ; et la longueur de 

la perpendiculaire a pour expression : 

PkOBL. V . 

27. Ayant les équations d'une droite et les 

coordonnées d'un poin t , trouver, i° . l'équa

tion du plan mené par le point perpendicu

lairement à la droite, a 0, les équations de la 

perpendiculaire à la droite menée par le point 

donné -y 5°. les coordonnées du pied de la per

pendiculaire ? 

Solution. Soient xJ, y1, zf Jes coordonnées 

du point jc — az*+"ct, y — bz-]-fi y les équa

tions de la droite donnée. On a démontré (25) 



qu'un plan perpendiculaire à cette droite avait 

pour équation ax + by + z =C. Déterminant 

la constante C d'après la condition que le plan 

passe par le point xf, y1, z' ; l'équation de ce 

pîan sera : 

(1) a ( x — x1 ) + b ( y —y ) -f- z — z' = o. 

On a trouvé ( s 5 ) pour l'équation du plan 

qui passe par ce point et par la droite : 

( 2 ) (x—xf) (y—bz' — fi) + ( y—j r ' ) ( * ' — « — « ) 

+ ( * _ * ' ) { £ ( * ' — * ) — « ( / — 0 ) } = o . 

La perpendiculaire abaissée du point xf, yf

9 z1 

sur la droite donnée est l'intersection des plans 

menés par ce point perpendiculairement à la 

droite, et par la droite même; donc les équa

tions (1) et (2) sont celles de la perpendiculaire. 

Pour trouver les coordonnées du pied de la 

perpendiculaire (x = az-\-a. , yz — bz-\-$) 9 

mettons les équations de cette droite sous la 

forme : 

x — x1 = a ( z — z' -f" a — x' + a z ' 1 

y—y'=zb(z-z') +fi—y +bz'. 

Substituant dans l'équation ( 1 ) ces valeurs de 
x x1 et y — y 5 O I 1 a u r a : 

( * — * ' ) ( I + Û 9 + b*) =a(x'~oz'—«) + b (y—bz'— £)• 



Désignons par X'y Yf

9 Zf les coordonnées du 
pied de la perpendiculaire> z se change, dans 
cette dernière équation , en Z ' , et on a, après 
avoir réduit : 

Les équations de la perpendiculaire donnent : 

Y' = bZ' + fif X' s= aZf + ce. 

Quant à la longueur de la perpendiculaire 
comprise entre le point Xf, l 7 , Zf et le point 
donné xf> j \ zf, elle a pour expression : 

ou 

Lorsque la droite passe par l'origine des coor

données, on a a = z z o , /3 = 0 , et la longueur 

de la perpendiculaire devient : 

Dans, la même hypothèse où la droite passe 
par l'origine des coordonnées , la partie de 
cette droite comprise entre l'origine et le pied 
de la perpendiculaire , a pour expression : 



PROBL. V I . 

28. Étant données les équations de deux 

plans, trouver l'angle que ces deux plans font 

«ntre eux? 

Solution. Soient les équations données : 

Lx + My - j - Nz = K , pour le premier plan, 

L'x -}- M'y -f- N'z = K', pour le second plan. 

Si , par l'origine des coordonnées, on conçoit 

deux droites perpendiculaires aux plans donnés, 

l'angle de ces deux droites sera évidemment 

égal à l'angle des deux plans ; les équations 

de la première perpendiculaire sont (^5) : 

Nx — Lz = o , Ny — Mz = o. 

La seconde perpendiculaire a pour équations : 

N'x —L'z — o, N'y — M'z = o ; 

mais le cosinus de l'angle formé par ces droites, 

est ( i 5 ) : 

d o n c , cette quantité est aussi l'expression du 

cosinus de l'angle formé par ces deux plans. 



Lorsque, des deux plans donnes, le second 

se confond avec l'un des trois plans des coor

données y deux des trois constantes / 7 , M1

9 N1 

deviennent nulles ; d'où il suit que les cosinus 

des angles qu'un plan fait avec les trois plans 

des. y z, des oez, des ocy , sont : 

c'ésignant ces trois cosinus par les lettres w, 

a! y un, la somme w 2 + ^ 9 + ^/ / 2 des carrés 

t e ces trois cosinus, est évidemment égal à 

l'unité. Cette équation est une conséquence 

dune proposition déjà démontrée (i4)> car ia 

perpendiculaire au plan menée par l'origine , 

iail y avec les axes des coordonnées, des angles 

égaux à ceux que le plan déterminé par les 

constantes L9 M, N9 fait avec les plans des 

coordonnées j et on a vu (i 4) qu'en ajoutant les 

carrés des cosinus des angles qu'une droite fait 

; vec les trois axes rectangulaires , la somme 

t tait éirale à l'unité. 

Nommant f, y r

9 vv les cosinus des angles 

eue le second plan forme avec les plans des 
j Z , des œz 9 des ocy, ou aura de même . . 

^°-f" ^ / 2 + ^ / 2 = i , et le cosinus de l'angle des 

deux plans sera : 

cosinus de l'angle des deux plans — w + w V + w V . 



PnoBL. V I L 

29. Etant données les équations d'une droite 

et d'un plan , trouver l'angle de la droite et du 

plan ? 

Solution. Soient les équations de la droite: 

nx «— ïz = i j nj — mz —- h , 

et prenons pour l'équation du plan donné : 

Lx + My + Nz = K ; 

Téquation du plan mené par l'origine des coor

données perpendiculairement à la droite don

née , est (25) : 

lx -f- my -\m nz o. 

O r , ces deux plans font entre eux un angle 

qui est le complément de l'angle formé par 

la droite et le plan donnés j donc , le cosinus 

de l'angle des deux plans, ou le sinus de l'angle 

demandé, est (28) égal à 

Nommant u, u\ u" les cosinus des angles que 
la droite donnée fait avec les axes des a:, desy> 

des z, et v, vf, les cosinus des angles que 



le plan donne fait avec les plans des yz> des xzy 

des ay j le sinus de l'angle que la droite et 

le plan font entre eux , sera (14) et (28) : 

w = -f- uV + « V . 

PROBL. V I I I . 

3o. Deux droites étant données, trouver, 

i ° . les équations de la perpendiculaire sur la

quelle on mesure leur plus courte distance ; 

2°. la longueur de celle perpendiculaire? 

Solution. On démontre ( Géom. descrip., 

art. 5i , Supplément, art. 20) que , quelle que 

soit la position des deux droites données, on 

peut , par un point quelconque de l'espace f 

mener un plan parallèle à ces droites. Supposons 

ce plan connu, et par chacune des deux droites 

données , menons un plan qui lui soit per

pendiculaire. On aura deux plans dont chacun 

contiendra la perpendiculaire aux deux droites 

données ; doii il suit que les équations de ces 

plans seront celles de la perpendiculaire. 

Pour avoir la longueur de la perpendicu

laire , qu'on imagine par les deux droites, deux 

plans parallèles à-la-fois à ces droites et pa

rallèles entre e u x } ayant abaissa d'un point 



quelconque de l'espace, par exemple de l'ori

gine des coordonnées , une perpendiculaire 

sur les plans parallèles , la portion de cette 

perpendiculaire comprise entre les plans , 

sera la plus courte distance des deux droites 

données. 

3 i . Soient les équations des deux droites 

données : 

x — az-\-eL% y r= hz -|- /0 , pour la première , 

x = a'z-{-*'i y = b'z + /3', pour la seconde. 

Ges deux droites rencontrent le plan des ocj en 

deux points qui ont pour coordonnées l'un 

JZ; — o , oc — OL , y ~$, l'autre z = o, ce = 

y — pj. Désignons ces points par les lettres 

P et P. 

Les plans menés par les points P et P1 pa

rallèlement aux deux droites données sont (24) : 

*(«*'_<!'*) = *)(*-«) + (a-a'M-fi, (O 

Les perpendiculaires à ces plans parallèles, me

nées par les points P e t Pf, ont pour équations : 

l'une x~Az + *9 y — Bz + fif 

Fautre at = Ag + y = Bz + /3'; 

en faisant, pour abréger : 



La première de ces perpendiculaires , et la 

première droite donnée , qui ont un point 

commun P, déterminent le plan qui contient 

la perpendiculaire aux deux droites ; l'équa

tion de ce plan est (20) : 

x (aB-Ab) = (B-b) —*) + (a —A) {y—fi). 

Pour obtenir celte équation , il faut , dans 

1 équation (2) de l'art. 2 4 , substituer aux coor

données ocj

yj\ zf

9 celles du point j3 , o)> 

et mettre A et B à la place de af et bf. 

La seconde perpendiculaire et la seconde 

droite donnée , qui ont un point commun P ; , 

déterminent un plan dont l'équation est (20) : 

z (a'B — Abf) = ( 5 — 3 0 O — a') + ( a ' — A ) {y—»'). 

Substituant les valeurs de A et de B dans ces 

deux dernières équations , on aura, pour les 

équations de la droite perpendiculaire aux deux 

droites données : 

(x-*){a-a'+b (ab'-a'b)} I _ 

(x-*f){a-a'-\-br (ab'-a'b)} î _ 

+{y-fi'){b-l>'-a'(ab'-a'b)} -z{a')a-a')+V{b-b')}\ 

La seconde de ces équations aurait pu se dé-* 



duîre de la première , en y changeant : 

a, b, a , £ en a'y b', a'. ,*% et // t n a et 5. 

32. S i , de l'origine des coordonnées, on 

abaisse une perpendiculaire sur chacun des 

plans (e)(ef) (art.Si) parallèles aux deux droites 

données, ces perpendiculaires ayant même di

rect ion, se confondront, et leur différence, 

qui sera la distance des deux plans , sera égale 

à la plus courte distance des droites données, 

mesurée sur la perpendiculaire à ces droites. 

Les perpendiculaires aux plans des équations (e) 

(e') (art. 5 i ) , ont (26) pour expressions, Tune : 

l'autre : 

dont la différence est : 

Lorsque les droites se rencontrent , celte 
différence est nulle , et on a l'équation tléja 
trouvée ( 7 ) , qui exprime que deux droites 
se coupent : 



55. Lorsqu'on suppose que la direction des 

deux lignes droites dont on demande la plus 

courte distance, est donnée par les sinus des 

angles que ces droites font avec les axes des 

coordonnées , alors les équations de ces deux 

droites deviennent (14) : 

pour la ire. droite, 

et 

pour la 2 E . droite y 

De ces trois cosinus e , v\ vn

 % et u> u\ u11 des 

angles que les droites données font avec les axes 

des x, des y % des s , deux seulement sont néces

saires , a cause des équations (14) de condition : 

Substituant, dans l'expression de la plus courte 

distance, pour ay b, b'y leurs valeurs 

—,7? - 7 7 * —yy —77, elle se change en celle-ci: 

Nommant V l'angle des deux droites données, 
ou plutôt des parallèles à ces droites menées 
par un point quelconque de l'espace, on a (14) • 



substituant cette valeur de cos et ayant égard 

aux équations de condition , la plus courte 

distance des deux droites devient ; 

expression dans laquelle V est la mesure de 

l'angle que les deux plans menés par les droites 

données et leur plus courte distance , font 

entr'eux. 

§ . H. 

De la Trigonométrie sphéricité. 

54. Un triangle sphérique est une partie de la 

surface d'une sphère comprise entre trois arcs 

de grands cercles tracés sur cette sphère. Les 

plans de ces grands cercles forment une pyra

mide triangulaire, dont le sommet est au centre 

de la sphère, et qui a pour base le triangle sphé

rique. On nomme les angles que ces plans lont 

entre eux ongles du triangle sphérique, et on 

prend pour cotés de ce triangle , les arcs de 

grands cercles qui mesurent les angles formés 

par les arêtes de la pyramide. 

Des six angles formés ou par les plars des 

grands cercles ou par les rayons de la sphère 7 



intersections de ces plans , trois étant donnés , 
la trigonométrie sphérique a pour objet de 
déterminer les trois autres. 

La perpendiculaire abaissée du sommet d'un 
triangle sphérique sur le côté opposé à ce 
sommet, est un arc de grand cercle dont le 
plan est perpendiculaire à celui de ce grand 
cercle. Dans la pyramide triangulaire qui a pour 
base le triangle sphérique, cet arc mesure 
Tangle qu'un rayon arête de la pyramide fait 
avec la face de la pyramide opposée à cette 
arête, ou autrement, l'angle d'une arête de la 
pyramide et de la projection de cette arête 
sur la face qui lui est opposée. Ainsi , dans 
un triangle sphérique ou dans la pyramide 
qui a pour base ce triangle, il y a neuf angles 
à considérer, savoir : les trois angles des faces, 
les trois angles des arêtes, et les trois angles 
des faces et des arêtes. 

35. Les plans qui forment le triangle sphé

rique ou la pyramide triangulaire étant pro

longés indéfiniment , il est évident que les 

angles de la pyramide ne changent pas. Ainsi 

les relations entre les lignes tiigonométriques 

de ces angles sont indépendantes du rayon de 

la sphère sur laquelle on considère le triangle 



sphérique. Mais l'aire de ce triangle dépend 

évidemment de la grandeur du rayon de la 

sphère à laquelle il appartient. Nous allons 

d'abord résoudre celte question ; « Connaissant 

les angles d'un triangle sphérique, et la gran

deur du rayon de la sphère sur laquelle il est 

t racé, trouver l'expression de l'aire du trian

gle ? » ( Par angles , on entend ceux que les 

pians des trois côtés du triangle font entre 

eux. ) 

De VÀire et un triangle sphérique. 

56. La surface entière de la sphère est équi

valente à l'aire de quatre grands cercles de cette 

sphère. Prenant le rayon de la sphère pour 

uni té , et «TT pour la circonférence de l'un de 

ses grands cercles , iir (ou huit angles droits ) 

sera l'aire totale de la sphère. Qu'on imagine 

cette sphère découpée en fuseaux par des plans 

passant par un diamètre de cette sphère : deux 

quelconques de ces plans comprennent entre 

eux un fuseau > dont Faire dépend évidemment 

de l'angle compris entre ces deux plans. Sup

posons cet angle mesuré par un arc A du 

grand cercle Les aires de la sphère entière 

et du fuseau , sont dans le rapport de ir à A * 



On a donc la proportion : 

v l A II 2 T surface entière de la sphère * aire du fuseau ; 

d'où il suit que 2 A est l'expression de l'aire 

de ce fuseau. Cela posé, considérons le triangle 

sphérique ABC (Pl. 1, fig. 5), dont un côléABj 

est un arc du grand cercle ABB1 qui partage la 

sphère en deux parties égales, l'une au-dessus, 

et l'autre au-dessous du plan de ce cercle. 

Soient ACA\ BCB1) les deux autres grands 

cercles. Les plans de ces trois grands cercles 

comprennent entre eux trois fuseaux. En com

parant les aires de ces fuseaux à l'aire de l'hé

misphère supérieure, on voit que cette hémis

phère est composée i°. du fuseau AA'BC,n°. du 

fuseau BB'AC diminué du triangle sphérique 

ABC, 3°. du fuseau CCAB1 diminué du 

triangle sphérique A;BfC1, dont l'aire est égale 

et opposée à celle du triangle ABC : or, Ay B, C 

étant les angles donnés du triangle sphérique , 

les aires des trois fuseaux AAlBC, BBfAC, 

CCfAfBf sont respectivement 2 A, 2 / ? , 2 C. 

Donc nommant T l'aire du triangle sphérique 

donné , et se rappelant que w est l'aire de l'hé-

jffiisphère., on a l'équation suivante : 

4'où Ton tire ; 



c'est-à-dire que l'aire d'un triangle sphérique 

tracé sur une sphère dont Je rayon est l 'unité, 

est l'excès de ses trois angles, sur deux angles 

droits , la surface de la sphère étant huit angles 

droits. 

De l'Aire d'un polygone sphérique qui n'a 

point d'angles rentrons. 

3 7 . On suppose qu'un polygone sphérique a 

pour côtés des arcs de grands cercles de la sphère 

sur laquelle il est tracé. Ayant pris un point 

à volonté dans l'intérieur du polygone , me

nons , par ce point , le centre de la sphère, 

et les sommets des angles du polygone,, une 

suite de plans qui divisent le polygone en 

autant de triangles sphériques qu'il y a de 

côtés. La somme des aires de ces triangles est 

( art. précédent) égale à l'excès de la somme de 

tous les angles intérieurs de ces triangles sur 

deux fois autant d'angles droits qu'il y a de 

triangles ou de côtés dans le polygone ; mais 

la somme de ces angles intérieurs se com-

pose des angles qui ont pour sommet commun 

le point pris dans l'intérieur du polygone, çt 



dont la somme est de quatre angles droits , 

et de tous les angles intérieurs du polygone ; 

d o n c , si, de la somme des angles intérieurs 

d'un polygone sphérique, augmentée de quatre 

angles droits , on soustrait deux Jois autant 

d'angles droits qu'il y a de côtés dans le 

polygone , la différence est l'expression de l'aire 

du polygone sphérique. 

38. PROBLÊME. Déterminer en combien de 

manières on peut couvrir la surface d'une 

sphère avec des polygones égaux et réguliers ? 

Solution (*). Soit x le nombre des côtés de 

l'un des polygones réguliers qui recouvrent la 

sphère , y le nombre des angles qui s'assem

blent autour d'un même point , et z le nombre 

des polygones. Désignant f angle droit par A , 

la surface de la sphère dont le rayon est l'unité 

SA 

est (36) 8A9 et celle du polygone régulier —^~ 

O r , l'aire du polygone est (07) , en appe

lant S la somme de ses angles intérieurs : 

S -f- 4 — 2 4x ou £ — 2J4 (x ~ a ) ; 

(*) Cette solution de M. Laplace est l'objet d'une 

leçon donnée en 1795 , à l'ancienne École normale. 

(Voyez le Journal de VEcole PoJyteckn.y cahiers 7 et 8 ) -



donc on a : 

mais le nombre des angles intérieurs du po

lygone est égal au nombre des côtés de ce 

polygone ; donc chaque angle intérieur est : 

y étant le nombre d'angles qui s'assemblent 

autour d'un même sommet du polygone sphé

rique , chaque angle intérieur est encore égal 

à quatre angles droits divisés par y; on aura 

donc l'équation : 

ou 
yz (я? — 2 ) i у ~ 2.XZ i 

équation indéterminée dans laquelle / , * 

sont des nombres entiers positifs qui ne peuvent 

pas être plus petits que trois. 

59. Quoique cette équation renferme trois 
variables, elle ne peut être satisfaite que de huit 
manières. Elle donne pour z la valeur suivante : 

(£) 



Cette expression fractionnaire étant nécessai

rement positive, il faut que le dénominateur 

soit positif, ce qui donne : oc (y — 2 ) < 2y, 
5 Y n 4 o u x < — - , ou enfin oc < 2-\ • 

J—* y — * 
Mais la plus petite valeur de y est 5 ; d'où il 

4 
suit que la plus grande valeur de 2 -1 > 

y —2 
ou de oc, est 2 -f- 4 ou 6. Cherchons main
tenant les valeurs de 2 et de y qui corres
pondent aux nombres 5 , 4 5 5 , 6 , qui sont 
les seules valeurs possibles de oc. 

i°. oc — 3 , auquel cas le polygone sphérique 

est un triangle sphérique equilateral. 
L'équation (E) donne : 

On voit par cette équation qu'on ne peut 
prendre , pour la valeur d e / , que l'un des nom
bres 3 , 4 ? 5 , 6 , et que les valeurs de z cor
respondantes à ces nombres, sont : 4 • 8 , 20, 
et l'infini ; d'où il suit qu'on peut recouvrir 
la sphère avec qua t re , ou huit ou vingt, ou 
ime infinité de triangles équilatéraux. 

2 ° . Supposons le polygone sphérique de 

quatre côtés, ou x — 



La valeur de z, donnée par l'équation (E) , 

est : 

On ne peut prendre , pour la valeur de jr f 

que l'un des deux nombres 3 et 4» auxquels 

correspondent, pour les valeurs de z, le nombre 

6 , et l'infini. On ne peut donc recouvrir la 

sphère qu'avec quatre quadrilatères sphériques 

finis, ou avec une infinité de ces quadrilatères 

dont chacun est un infiniment petit. 

3°. On suppose le polygone sphérique de 
cinq côtés , ou oc — 5 

On tire de l'équation (E) : 

On ne peut p rendre , pour la valeur àejy 

que le nombre 3 , auquel correspond le nombre 

12 pour la valeur de z • d'où il suit qu'on ne 
peut partager la surface de la sphère en pen

tagones sphériques réguliers que d'une seule 
manière. 

4°* On suppose le polygone sphérique d« 
six côtés , ou ce = 6. 

Prenant dans l'équation (E) la valeur de % 
correspondant,, on a : 



Au nombre 5 , qui est la seule valeur admis

sible de y, correspond pour %, un nombre 

infini ; ce qui signifie qu'on peut couvrir la 

surface de la sphère avec une infinité d'exagones 

réguliers à côtés infiniment petits. 

4o. Si Ton ne considère que des polygones 
finis, on voit que la surface de la sphère ne 
peut être divisée que de cinq manières , en 
polygones égaux et réguliers, qui sont le trian
gle, le quadrilatère, et le pentagone, savoir; 
d'une manière par le quadrilatère ou par le 
pentagone , et de trois manières par le triangle. 
Lorsque les polygones sphériques sont infi
niment petits, on peut les considérer comme 
des polygones rectilignes, et on a encore trois 
manières de recouvrir la sphère, savoir : avec 
des triangles, des carrés, et des exagones. En 
eflet, dans ce cas , le polygone doit être 
considéré comme une très-petite surface plane, 
et on sait qu'on ne peut recouvrir une surface 
p ^ n e que par ces mêmes polygones réguliers. 

La sphère étant supposée recouverte de po^ 

lygones réguliers , tous les sommets des angles 

d'un même polygone sont situés sur un petit 



cercle de la sphère, et les droites qui joignent, 
deux à deux, les sommets de ces angles, forment 
un polygone recliligne inscrit au petit arc de 
la sphère. Considérant ce polygone comme la 
face d'un polyèdre, il est évident qu'on aura 
autant de polyèdres réguliers à faces planes 
qu'il y a de polygones sphériques qui peuvent 
couvrir entièrement la surface d'une sphère ; 
d'où il suit qu'on peut former cinq polyèdres 
réguliers à faces planes : pour trois dentre eux, 
les faces sont des triangles et pour les deux 
autres, elles sont des carres ou des pentagones. 

4.1. Un polygone régulier sphérique a un 
centre. On détermine ce centre en divisant 
chaque angle intérieur du polygone en deux 
parties égales par un plan. Deux de ces plans 
se coupent suivant une droite qui rencontre 
la sphère au centre du polygone. Les arcs de 
grands cercles menés du centre du polygone 
aux sommets des angles intérieurs , divisent 
l'aire du polygone en triangles sphériques iso
cèles. Des trois angles de l'un de ces triangles, 
deux sont égaux à un demi-angle intérieur du 
polygone , et le troisième est égal à quatre 
angles droits divisés par le nombre de côtés 
du polygone. On a vu (38) que chaque angle 



^A 
Intérieur du polygone est -—— ; d'où il suit 

y 

que deux des angles intérieurs du triangle sont 

égaux chacun à * Le nombre des cotés du 
J 

/\A 
polygone étant x, — — est le troisième angle 
du triangle. Connaissant, dans un triangle sphé

rique trois angles, on peut ( Géométrie des* 

criptwe , Supplément, art. i r 4 ) construire 

le triangle. Ce triangle étant construit, Tare 
qui est oppose à 1 angle • — • , est le cote du 

polygone sphérique déterminé par les trois 

nombres x , y , z. On peut aussi calculer ce 

coté , au moyen des formules relatives aux 

triangles sphériques rectangles, que nous allons 

faire connaître. 

Des principales Formules de trigonométrie 

sphérique. 

42, Les relations entre les arcs qui mesurent 

les angles et les côtés d'un triangle sphérique, 

sont exprimées par des équations transcendantes 

très-compliquées. En substituant à ces arcs 

leurs lignes trigonométriques > et recherchant 



ïâ propriété dont ces lignes jouissent entre 

elles, on parvient à des équations algébriques , 

d'où Ton déduit directement ou par transfor

mations , la solution numérique d'un triangle 

sphérique, en faisant usage des tables de lo

garithmes. On nomme Formules les équations 

auxquelles on peut appliquer le calcul des lo

garithmes. La méthode que nous allons suivre 

pour obtenir ces formules, suppose qu'on ait 

résolu géométriquement la pyramide trian

gulaire. (Voyes Géométr. descript., SuppL , 

art. io6 — 119. ) 

Du rapport entre les sinus des angles d'un 

triangle sphérique et des côtés opposés à 

ces angles* 

45. THÉOKÊME. Les sinus des angles sont 

proportionnels aux sinus des côtés opposés à 

ces angles. 

Démonstration. Soit ( P l . 1 , fig. 5 ) ABC 

un triangle sphérique. Joignant les trois points 

A > B, C, et le centre O de la sphère par 

des droites , on forme une pyramide trian

gulaire OACB qui a les mêmes angles que 

le triangle sphérique ABC, et dont les faces 

BOC , COA} AOB ont pour mesures les 



arcs de grands cercles BC, CA, «^Z?, côtés 

du. triangle sphérique. 

Supposons cette pyramide développée sur le 

plan dé la face AOB , et soit ( fig. 6 ) ce déve

loppement, dans lequel les faces BOCf, AOCy 

qui ont pour mesures les deux côtés a et sont, 

séparées par la face AOB de la pyramide ou 

par le troisième côté c du triangle sphérique. 

Nommons A, B , C les angles de la pyramide 

opposés aux faces a, b, c : on construit les 

angles A et B comme il a été dit ( Gèomètr. 

descr., Sapplém., art. 109). Soient DEG et 

DfFG ces deux angles, dont les plans CG , 

C ' G , perpendiculaires aux droites OA, Qff , 

passent par le même point C ou C 7 de l'arête 

OC ou O C ' . Les côtés DG, DG des deux 

triangles rectangles DEG, D!FG sont égaux 

par construction. O r , en prenant OC — OC* 

pour le rayon des tables : 

DG = sin A sin b ; DfG = sin a sin if: 

donc 
sin ¿4 sin £ sin a sin J5, 

ou 
sin ^ : sin B : : sîn « : sin b, 

ou, suivant l'énoncé du théorème, les sinus 

des angles d'un, triangle sphérique ^ont propor

tionnels aux sinus des côtés opposés à ces angles. 



Ces proportions résultent des trois équations 

Suivantes: 
(1) sin A sin b s=z sin a sitt B \ 

( 2 ) sin 1? sin c = sin £ sin C > (A)> 

(3) sin C sin a == sin c sin ^ «J 

Z)e lfEquation fondamentale entre les lignes 

trigonométriques des cotés d'un triangle 

sphérique et d'un angle de ce même triangle. 

44' a, b9 c étant les trois côtés d'un triangle 
sphérique, Al l'angle opposé à l'un quelconque a 

de ces côtés, on a l'équation : 

cos a n= cos b cos c «f- sin h sin c cos A. 

Soit (fîg. 6 , Pl. 1 ) OC ou O C le rayon des 

tables 1 OF le cosinus de l'angle BOC = a , 

et on a : EG = cos A sin b. Ayant mené EK 

perpendiculaire à OB, et G£T parallèle à cette 

même droite OB, le cosinus 0 F est la somme 

des deux droites Oif et KF> ou OjRT et G / / ; 

OKz=z c o s i e o s c , 

GJff==:.ËGsîn CEH=zEGsln c:==co$^sin}sin 

donc : 

( 1 ) OFgsl c o s a = 2 c o s 6 c o s c -f* sin 5 sinu cos . \ 

O n trouve, de la même manière , les I 

deux équations suivantes: / W 

(2) cos b s= cos a cos c + sin a sin c cos 2?, I 

(3) c o s c = 5 c o s 0 c o s ( -J* s i n a sine cos C. J 
5 



Du Triangle sphérique supplémentaire. 

4 5 . Au triangle sphérique dont les côtés sont 

a>b,c, correspond un triangle supplémentaire 

(voy. Géom. descr. , SuppL , art. 107 ) , dont 

les angles et les côtés sont supplémens des 

côtés et des angles du premier. Nommant 

A 1 ) B1, C! les angles de ce triangle supplé

mentaire , a1 , V, d les côtés opposés aux 

angles, on a , en supposant la circonférence 

divisée en 4°° degrés : 

A' = 2 0 o # — a, B' = 3loo° — b , C' ~ 200° — c , 

*'Z=Z200°~-A f V = 200° B, C ' C S 2 0 0 ° - C 

Le triangle supplémentaire étant ce qu'on a 

nommé pyramide supplémentaire ( SuppL , art. 

cité 107 ) , Tangle de cette pyramide se 

mesure dans le pian de la face a de la py

ramide primitive ; par la même raison , 

c'est dans le plan de la face a! de la pyramide 

supplémentaire qu'on mesure l'angle A% car 

le plan de cette face a{ est perpendiculaire à 

l'arête de la pyramide primitive, qui est opposée 

à la face a de cette pyramide , et les deux 

droites qui forment la face a! , sont perpen

diculaires aux plans qui comprennent l ' angle^ . 

D'où il suit que l'angle AJ étant de 2 0 0 0 — a , 



le côté a1 opposé à cet angle Af

9 est 200« — A, 

On démontre de la même manière , que les 

angles B1, C1 du triangle supplémentaire étant 

les supplémens des côtés b et c du triangle 

primitif, les côtés d opposés aux angles 

B1, C1

 y sont les supplémens des angles B et C 

de ce dernier triangle. 

46. Les équations (B) (art. 44) ayant également 
lieu pour un triangle sphérique quelconque, 
et pour le triangle supplémentaire qui en dé
rive , on peut substituer, dans ces équations, 
aux angles a, b, c, A, B, C du triangle 
proposé, les angles a! 9 £ ; , c ' , A1, B!

y C1 du 
triangle supplémentaire , et elles deviendront : 

( x ) — cos A = cos B c o s C — s i n B sin C cos a, ï 

( 2 ) — cos 2? = cos A cos C — sin A sin C cos b , / ( C ) 

(3) — cos C = cos ^ cosi? — sin A sin £ cos c. ) 

47. La valeur de cos c donnée par l'équa

tion (5) (B) (art. 44) ^ t a n t substituée dans 

l'équation (i) (B) (même ar t ic le) , on a : 

cosc = COSÛ c o s ^ -f- sin a sin b cos b cosC -f- sin b sinrcos A, 

Remplaçant c a s 2 b p a r i — sin 1 b, et suppri
mant le facteur commun sin b, on obtiendra ; 

cos a sin b s= sin a cos b cos C + sin c cos J 5 



Substituant dans cette équation, pour sin c, sà 
sin a sin C , 

valeur : 7 — • donnée par la troisième 

sin A r 

des équations (.¿4) (a r t .43) , elle devient: 

(i) cot a sin b ~ cot A sin C - f cos J cos C, 1 

et par analogie : I 

(а) cot b sin a = : cot B sin C -f- cos a cos C , I 
(3) cot a sin c zzz cot y4 sin B -f- cos c cos B, ? 
(4) cot £ sin a = cot C sin 2? -f" c o s a c o s ^ , l 
(5) cot b sin c r= cot J? sin 4̂ COS £ cos ^ , I 
(б) cot c sin 3 = cot C sin + cos £ COS -4 , J 

Les quatre systèmes dequations ( A ) , (B)y 

( C ) , (D)(art . 45—47) > expriment les relations 

simples qui existent entre les lignes trigonomé-

triques des trois côtés et des trois angles d u n 

triangle sphérique, et comprennent la solution 

de toutes les questions relatives à ces six élémens. 

De ces quatre systèmes d'équations, trois seu

lement sont nécessaires ; un quelconque se dé

duit des trois autres. Chaque équation de Fun ou 

l'autre système renferme quatre élémens du trian

gle sphérique, en sorte que trois de ces élémens 

étant donnés, le quatrième sera déterminé. 

O n a deux systèmes d'équations (B) et (D) entre 

4eux côtés et deux angles, parce que les côtés 

peuvent être respectivement opposés aux deux an-» 

gles,ou comprendre entre eux l'un de ces angles. 



Des Triangles sphériques rectangles. 

48. Un triangle sphérique est rectangle, 

lorsque deux des trois plans qui le compren

nent , sont perpendiculaires entre eux. Désig

nant , comme dans les articles précédens, les 

trois angles et les trois côtés d'un triangle rec

tangle , par les lettres A, B, C, a, b, c, et sup

posant que l'angle u4 soit droit, les équations ( 1 ) 
des systèmes (A), (B), (C) , (Z?) (art. 45 — 47) > 

donnent : 

( o ce) S i n f l = 4 ^ i , 

sin JJ 

(2) (/£) cos a = cos # cos c , 
(3) (2£) cos a = cotli? cot (7, ou cos a t a n g o s cot 
(4) ( £ ) cot 0 = cot i cos C 

L'équation (a) du système (C) (art. 46), et l'é

quation (5) du système (D) (art. 47 ) > donnent : 

(5) (E) cos B — sin C cos b, 

(6) ( £ ) cot JS = cot b sin c. 

Les six équations (E) sont sous la forme 

convenable pour l'usage des logarithmes. Elles 

ne donnent pas seulement la solution des 

triangles rectangles , elles peuvent encore servir 

à résoudre les autres triangles, qui sont tou

jours décomposables en triangles rectangles, 

comme on le verra dans les articles suivons» 



Des Polyèdres réguliers. (PL i, lig. 7 ) . 

4g. Pour faire une application de ces for

mules (E)9 relatives aux triangles rectangles, 

proposons-nous de déterminer le côté de Tun 

des polygones réguliers dont on peut recou

vrir la surface d'une sphère. On a vu (art. 40 

que chacun de ces polygones a un centre , 

qu'il est decomposable en autant de triangles 

isocèles égaux entre eux , qu'il y a de côtés 

dans le polygone. Considérons (fig. 7 ) un dé 

ces triangles ACB , et décomposons-le en deux 

triangles rectangles sphériques ACD, CDB,en 

menant par le centre C du polygone un plan 

perpendiculaire au côté de ce polygone qui 

sert de base au triangle. On connaîtra, dans l'un 

ou l'autre des deux triangles rectangles, le demi-

angle intérieur DACdu polygone, qui est égal 

2 -A. 0* 
(40 à ——•? et l'angle opposé au derni

er x 

côté AD du polygone, A étant l'angle droit, ou 

de ioo°, oc le nombre de côtés du polygone, 

y le nombre d'angles ou de polygones qui s'as

semblent autour d'un même point de la sphère. 

L'équation ( 5 ) (E) ( a r t . 40) donne : 



Supposons que b soit le demi-côté AD du 

polygone sphérique , on aura : 

Considérant ce demi-côté AD comme appar

tenant à deux des polygones sphériques qui 

couvrent la surface de la sphère, l'angle des 

droites qui joignent les centres de ces deux 

polygones est égal à l'angle des deux faces 

planes du polyèdre régulier, qui correspondent 

aux deux polygones, et il a pour mesure le double 

du côté CD du triangle sphérique rectangle 
2 A 

ACD y opposé à l'angle 

Le plan A OC du côté AC du même triangle 

sphérique, contient le triangle rectangle AOE, 

qui a pour hypothénuse le rayon AO = R de 

la sphère circonscrite au polyèdre, et pour côté 

adjacent à l'angle d ro i t , le rayon OE—r de 

la sphère inscrite au même polyèdre. O r , le 

cosinus de l'angle AOE formé par ces deux 

rayons est, d'après l'équation (3) (E) (art. 48) : 



donc on a : 

ou 

( 0 

R étant Fhypothénuse du triangle rectiligne 
AOE, et r le premier côté adjacent à Tangle 
droit, concevons par le second côté AE, un plan 
perpendiculaire au rayon OE de la sphère 
inscrite. Ce plan contient une face du polyèdre 
régulier, et par conséquent la corde AB dti 
côté du polygone sphérique. La moitié AF de 
cette corde, le côté AE du premier triangle 
rectiligne AOE, et la perpendiculaire EFsur 
le milieu de la corde AB, forment un second 
triangle rectiligne AEF dont Tangle AEF a 

2 Ai 
pour mesure - , car les droites EF, EA, 

oc 

sont dans un plan AEF, perpendiculaire à la 
droite OE, et mesurent l'angle AEF des deux 
plans AOC, COD. Nommant 2$ la c o r d e d / ? , 
qui est le côté du polyèdre régulier, 

Dans le triangle AOE rectangle en E.% on 



pour la seconde équation entre les trois quan
tités R, r et s : 

0 0 

Connaissant une de ces trois quantités, on 

déterminera au moyen des équations (i) et (2)5 

les deux autres , et on pourra construire les 

cinq polyèdres réguliers à angles saillans , et 

à faces planes qu'on a définis (art . 4°)> e t 4 U * 
correspondent aux cinq polyèdres réguliers 

sphériques pour lesquels on a déterminé (art, 

58) les valeurs de oc et y. 

De la résolution des Triangles sphériques 

obliquangtes. 

5o. PROBLÈME. De ces quatre angles d'un 

triangle sphérique, deux côtés a et b , et deux 

angles respectivement opposés A et Z?, trois 

étant donnés , déterminer le quatrième? 

Solution. Ce problême en comprend deux; 
ou Ton donne deux côtés a9 b et un angle 
B , ou deux angles A et B, et un des côtés a 
çu b. 

On tire de l'équation (1) {A) (art. 43) : 



2 

Dans le premier cas, la première (a) de ces 
équations donnera la valeur de sin-^, et dans 
le second, on aura , par l'équation ( 6 ) , la 
valeur de sin a. 

5 i . PROBLÈME. De ces quatre angles d'un 

triangle sphérique, trois côtés a, 6 , c et un 

angle A, trois étant donnés , déterminer le 

quatrième? 

Solution. Cette question en comprend trois; 

i ° . Déterminer A par a9 6 , c; 

2°. a par b, c , A ; \ , p_x 

_ y

 r j ï (vorez art. 53) 
5°. b par a, c> A. ) 

i° . L'équation ( i ) (B) (art. 44) donne : 

4'où Ton tire : 

On sait que 



Substituant ces valeurs : 

Celte formule détermine l'angle A, àu moyen 

des trois côtés a9 b , c du triangle sphérique. 

52. On parvient encore h cette formule par 

les considérations géométriques suivantes. 

Ayant construit la fîg. 6 , Pl. i , on prolongera 
les droites C G , C'G en L et en 7 , de ma
nière qu'on ait CfF=Fl, CE — EL ; ensuite 



on mènera les cordes CfL9 LD9 DC. On con

naît les arcs a , b, c, A qui mesurent les faces 

de la pyramide CfOB9 CO A, AOB9 et 

Tangle DE G opposé à la face a ; il s'agit de 

DEG A 
trouver la valeur de tang - = t a n g — • 

2 2 
Prenant OC ou OC1 pour le rayon des 

tables de sinus , EC ou EL = sin Z>; . . 

Z?L = 2 sin b sin •— . Le triangle CDL étant 
2 ° 

rectangle en Z), on a pour seconde valeur 
de 

Dans le triangle GC'L9 Tangle G est egal a 

Tangle AOB, et a pour mesure Tare c. On a 

done la proportion : 

et 

d'où Ton tire : 

mais 



Substituant ces valeurs de C(L et de sin GCfL9 

on a : 

On trouvera, de la même manière, la valeur 

A 

de cos* *—. en calculant les trois triangles 

CED, CDL, et CGC*. Dans le premier de 
ces triangles , on a : 

dans le second, on a : 

L'angle CGC1 du troisième triangle étant le 

supplément de l'angle c , sin CGC1 = sin c; or, 

sin CGC1 est à C C \ comme le sinus de CC'G 

. - , ^ CC. sin CC'G 
est au côté CG : donc CG = : •— 

sin c 

Substituant cette valeur de CG dans celle 

de CD, on a : 



d'où l'on tire : 

A A 
Ayant les valeurs de sin — et cos — , le quo-

tient de la première, divisée par la seconde, 

donne la formule (5i), au moyen de laquelle on 

détermine un angle d'un triangle sphérique 

dont on connaît les trois côtés. On se sert 

de cette formule pour la réduction d'un angle 

à l'horison. 

53. 2°. On connaît dans un triangle sphé

r ique, les deux côtés b et c de ce triangle, et 

Tangle A ; on demande le côté a opposé à cet 

angle ? 

La première des équations (B) (art. 44) donne : 

cos a = cos b cos e -f- sin b sin c cos A. 

Si on suppose tang c cos A = t anga , on aura : 

sin c cos A = cos c tang <p, 
et 

cos a zz: cos c ( co* b sin b tang <p ) , 



ou 

3°. On demande le côté b9 au moyen des 

deux autres côtés a et c, et d'un angle A 

opposé à l'un des deux côtés ? 

L'angle <$ étant donné par l'équation . . . 

lang <p = tang c cos A, on tire de la dernière 

équation (53) : 

Pouf ces deux derniers cas , on décom

pose le triangle sphérique en deux autres 

triangles rectangles , par un arc mené du 

sommet de l'angle B de ce triangle perpen

diculairement au côté b opposé à cet angle 3 cet 

arc divise ce côté en deux segmens $ et 4/, 

adjacens l'un à l'angle A, et l'autre à l'angle C. 

En effet, mettant l'équation 

tang <j> = tang c cos A, sous la forme de l'équa

tion (4) (E) (art. 48), ï cos A = ? 

ou cot 4 cos A = cot c , on voit que les côtés c 
et 4) comprennent entre eux l'angle A d'un 
premier triangle sphérique rectangle , dont 
l'angle droit est opposé au côté c. Le second 
triangle rectangle est formé par l'hypothénuso 



a et par le côté q! $ en sorte qu'on a dans ce 
second triangle rectangle : 

cot a =r cot cos C* 

54. PROBLÈME. De ces quatre angles, deux 
côtés a et 6, et deux angles A et C dont un 
seul est opposé à l'un des côtés donnés , trois 
étant connus , déterminer le quatrième ? 

Solution. Ce problème en renferme quatre i 

i ° . Déterminer A par afb,C; 

2 0 . b par a 1 A 9 C ; 

3 ° . a par b, A > C} 

4°* C par a , &, 

i ° . La première des équations (D) (art . 4j ) 
donne : 

Pour réduire le second membre de cette équa

tion en facteurs , on fera : 

cot a = : cot 9' eos C * 

ce qui revient (53) à diviser le triangle proposé en 

deux triangles rectangles , par un arc qui par

tage le côté b en deux segmens <$ et 4/, comme 

dans l'article précédent. Substituant cette valeur 

de cot a , on aura : 



ou 

$ f étant le segment de b adjacent à l'angle C, 

2 0 . Déterminer b par a9 A9 Cl 

La dernière équation donne : 

et l'arc 4/ est connu, puisqu'on a par hypo
thèse , cot <}/ cds C — cot a. 

3 b . Déterminer a par b , A , Cl 

Pour réduire en facteurs l'équation ( i) (D) 

( a r t . 47) , 

soit cot A — cos b tang 4 - En comparant cette 
équation à la troisième (E) (art. 48), on voit que 
les deux angles A et 4 appartiennent à un 
triangle sphérique rectangle , dans lequel le 
côté b est opposé à l'angle droit. On obtient 
ce triangle en abaissant du sommet de Tangle C 
du triangle k résoudre, un arc perpendiculaire 
au côté c. L'angle 4 , que les plans de cet arc 
et du coté h font entre eux , est adjacent au 
côté è e 

G 



Substituant la valeur de c o t ^ , on a î 

cot a — cot b ( sin C tang 4 -f- cos C ) 

ou 

4°. Déterminer C par ayb, Al 

La dernière équation donne : 

et Tangle 4 e s t connu, puisqu'on a , par hy
pothèse , cot A — cos b tang 4 « 

5 5 . PROBLÊME. De ces quatre angles d'un 
triangle sphérique, trois angles A, B9 C , et 
un côté a , trois étant donnés , trouver le 
quatrième ? 

Solution. Cette question en comprend trois : 

i ° . Déterminer le côté a au moyen des trois 

angles A y By Cl 

2°. Déterminer A par le côté a qui lui est 

p p p o s é e t par les deux angles B et C adjacens 

à ce côtç al 

5 ° . Déterminer B, par le côté a , Ot les s deux 

angles A9 Cl 



On résout ces trois Cas par les formules 
suivantes : 

tang C cos a cot 

56. On obtient ces formules par la consi
dération du triangle supplémentaire dont on 
a désigné les angles et les côtés ( art. 45 ) par 
les lettres a1, b', c1\ A1, B1C1. En appliquant 
à ce triangle la formulé de Fart. 5 i , on aura : 

Substituant à ces angles leurs supplémens > cette 

équation donnera la valeur précédente de cot — • 

L'équation ( i ) (B) (art, 44) devient, pour le 
triangle supplémentaire : 

cos a! = cos b' cos c1 + s u r i ' sin c' cos A'. 

Pour réduire cette équation en facteurs, on 



/a Résolution d'untriangle sphêrique dont 

on connaît les trois côtés, en supposant ces 

côtés très-petits par rapport au rajon de la 

sphère sur laquelle on les a mesurés. 

5f. Lorsque les longueurs des côtés des 

triangles sphériqties sont très-petites par rap

port au rayon de la sphère , lés tables tr i-

gonométriques n'offrent plus une précision 

suffisante pour le calcul des angles et des côtés ; 

Suppose t 

tang cr cos A' — cot . * , ou tang C tos a z=z cot §. 

Substituant cette valeur : 

k ;/ smb'cos*\ c o s e ' s i n (£'4-*) 
cös a f s s cos r i cosp ' -p —•; ) S= — r - ^ 

\ siti * / sm » 

Mettant, au lieu de a', c', leurs supplément, 
Cette equation devient : 

j tos € sin ( B — 
COS A =2 • y 

sm ÎT 

d'où Ton tire : 
. . n «. cos sin 5T sm = —-—-—j 

cos C 

et 1 angle m est donné par l'équation 

t ang C cos a = cot.s*. 



il est nécessaire , dans ce cas , d'avoir recour» 
à une solution telle qu'on puisse estimer les 
difiérentes parties du triangle à une quantité 

de l'ordre — , r étant le rayon de la sphère, 

et n un nombre entier d'autant plus grand f 

que l'approximation est plus exacte. Pour ar

river à cette solution, qu'on reprenne l'équa

tion (i) (B) ( art. 44) 

cos a cos h cos ç 
Cos J% snz " — : — • " • 

sin b sin c 

Soient et 3 ß ) y les longueurs des côtés me
surés sur la sphère du rayon r , les côtés a 9 

b, c deviendront : 

a ß y 

r 9 r 7 r * 

et 1 equation précédente se changera en celle-ci 

a ß y 
COS — COS COS 

r r r 
cos A=z • 1 11 ' * 

. ß . y 
sixi , sm — 

r r 
Les développemens connus pour sin oc et cos & 
donnent : 

Srinœ^ZXmmm J — etc, 

1 * 2 . 3 i . 2 . 3 . 4 » 5 

cos x x »mm JU ~~ etc, 
x . 2 x . 2 . 3 . 4 



y, t • , a # ^ 
raisantsuccessivemenioc — —, œ— —, oc — ~>y 

r r r 
et négligeant les quantités au-dessous de l'ordre 

T 

, on aura : 
7^4 

ot a * *4 . «, t& <&% 

c o s — = 1 — — H — — — ? ; sm — s = — — , 
r 2 r a 2.0.4 • r 4 r r 2 • ̂ r J 

/S , £ 4 . , & /S /33 

cos — - s I H Tl—7> s m — = ô—î 

C O S ^ E = I - - . J U - J — - 7 - 7 ; sin ~ — J - L - . 9 

r 27" * 2.3.4»r4 r r 2 . 3 r 3 

Substituant ces valeurs , effectuant les p ro 

duits en négligeant les termes au-dessous de 

l'ordre - 4 ^ , on a : 

« — — » — — t ' 1 i.m • 1 • m u • 

. 2 2 .3 .4^ a 4^a 

cos A = - — 7 . 1—, : 

or , ———rr—: r donne ( en effectuant la 
J 1 1. . j . . , m» 

2. '5 rx 

division) pour quotient approché jusqu'aux 

quantités de Tordre de • 

' 2 . 3 ^ ^ 4.9 r4 " 



Substituant, au lieu du facteur, ce quotient, 

on a : 

—— «I- » 1 ' — 1 1 1 **T" * . 1 1 . .i • T i n , 

a 2 . 3 . 4 » 4 r * 4«3 .r a 2 .4 . 9 .^ 

~~ /By ~~ 

négligeant le terme divisé par r* 9 

• • • ——>—« » mmmmm^mmmmmm-mm.MMMi^B— I , 

2/Sy 2 . 3 . 4 i 3 y r a 

Si on suppose le rayon r infini, ou — = o , 

la surface sphérique se transforme en un plan , 
et le triangle sphérique en un triangle recti-
li gne qui a les mêmes côtés *,, j8 , y j la valeur 

de cos^z se réduit a • JMommant 
2 /¿y 

A1 l'angle du triangle rectiligne opposé au 

côté oi* a : 

cas A' = > m . 

2/3y 

De cette formule de trigonométrie rectiligne, 
on tire : 

sin A**—
 2 £ £ + 2 g t V + a * y « 4 — g* — „ 

donc 
- &y sin ./í'* 

eos ¿ z= cos ^ — í-¿— „ 
2.ÓTa 



ßy sin A' . 
p r , . . • - est J aire du triangle rectiligne i 

£n la nommant 6, on aura : 
j j . § sm A* 

cos A = cos A' — „ • * * 
3 r a 7 

cos [A* + T 7 — ^ = cos A' cos sin Ar sin ~ - \ 
V 3 r V 3r» 4r» 

en négligeant les quantités de l'ordre > 

on a : 

donc 

cos [ A1 4- r — J = cos —— — cos 4 î 

d'où il suit qu'on a : 

on a 5 par la même raison : 

T 3 3 r a 

puisque la quantité ô est une fonction symé

trique des trois cotés <x , ß , ^. 

Ajoutant ces trois dernières équations, ejleg 

donnent : 

mais 
^ 4 . Bf + Cf == deux droits = 2 D ; 

donc 



o r , le second membre de cette équation > est 
l'expression de la surface du triangle sphérique 
(art. 5 6 ) ; donc , en négligeant les quantités de 

Tordre — , Taire du triangle rectiligne est 

égale à celle du triangle sphérique \ et Tune 

peut être prise pour l 'autre, sans qu'on ait à 

praindre une erreur sensible , lorsque r est 

très-grand par rapport aux côtés du triangle. 

5 8 . THÉORÈME. Etant proposé un triangle 

sphérique dont les côtés sont très-petits par rap

port au rayon de la sphère, s i , de chacun de 

ses angles , on retranche le tiers de Texcès de 

la somme des trois angles sur deux droi ts , les 

angles ainsi diminués pourront être pris pour 

les angles d'un triangle rectiligne, dont les 

côtés sont égaux en longueur à ceux du triangle 

sphérique; ou en d'autres termes, le triangle 

sphérique très-peu courbe, dont les angles sont 

A, B, C, et les côtés opposés a 9 b, c , ré

pond toujours à un triangle rectiligne équi

valent en surface , et qui a les côtés de même 

longueur a , c , et dont les angles opposés 

à ces côtés. s o n t • 

A I _ I _ I 

a 3 o 



étant l'excès de la somme des angles du triangle 

sphérique proposé sur deux angles droits (i) ? 

Démonstration. Les angles du triangle 

rectiligne ayant été désignés par les lettres 

jif

9 B1 y C!, on a les équations 

3 r a 3 r a $rx 

8 
O r , — = ^ + 5 + C — a l ? , etc. 

De la solidité d'un parallélipipède oblique dont 

on connaît les arêtes , et les angles que ces 

arêtes font entre elles. 

5 g . La recherche de l'expression du volume 

de ce parallélipipède est une application très-

( i ) Ce théorème a été donné par M. Legendre , en 1787. 

(Voy. sa Géomét r i e , 9 e . éd i t ion , pag. 42^)* ^ e géomètre 

en a fait l 'application la plus heureuse à la mesure du 

méridien terrestre . ( Voy. la Correspondance1, torn. I e r . , 

pag . 287 ) . 

O n peu t encore se proposer de résoudre un triangle 

sphérique dont un côté seulement est très-peti t par rappor t 

au rayon de la sphère. C'est de là que dépend la dé te rmi

nation des longitudes et latitudes. (Voy. la Correspondance, 

tom. I l , pag. a36 , article de M. Puissant ) . 



simple de la formale (i) (art. 4 4 ) - Nommons 
j \ g> h * e s t r 0 * s droites AB > AC, AD (PL i , 
fig. 8)j arêtes d u n parallélipipède qui concou
rent au même point A. Le parallélogramme 
construit sur les côtés j \ g a pour expression 

fg s in( / j g). Menant, par le p o i n t / ) , extré
mité de l'arête AD = h, un plan DKO per
pendiculaire à l'arête AB — f^ et dans ce plan 
les droites DK, DO perpendiculaires, lune à 
la droite AB , l'autre au plan AC BD1, on 
aura : 

DO = DKsmDRO-f 

mais 

DK s = h sin ( / , h) ; 

donc j le volume du parallélipipède est : 

Jgh sin (j, # ) sin ( / , à ) sin DKO, 

Considérant la pyramide formée par les trois 
arêtes f, g, h àu parallélipipède ^ on a ( for
mule (i) art. AA) : 

cos DKO s= c o $ A ) ~~ C Q S C/» ^
 c o s C/« ̂  « 

sin ( / , * ) sin ( / , Ä ) ' 

d'où l'on tire 

s i n G / , # ) sin ( / , A ) ? 

donc le volume du parallélipipède est : 

Jëh Vàsftfië) ®n*Ui h) Z ^ c o s fa k) — cos (J7 g) cos ( / , A ) } % 



ou 

fgh l / i—cos*( / , g) — c o s a ( / , A) _ e o s * ( h)+2cos ( 7 , g ) c o s ( / , Ä )
 c<>ste> 4 

Remarquant que la quantité sous le radical est 

une différence de deux carrés , decomposable 

en deux facteurs, et nommant <*, ß 9 y les angles 

des arêtes du parallélipipède , prises deux à deux 

dans Tordre suivant : ( / , g ) , ( / , h) , (g-, A) , 

Texpression du volume devient : 

/ H i m m • i i mix I mu I" i ni i i • « • 

S i n ( — T — ) s m Ç — T — ) ' . 

§ H I . 

De quelques propriétés dont fouissent les 

projections orthogonales des lignes droites 

sur trois axes rectangulaires, et des aires 

planes sur trois plans perpendiculaires entre 

eux. 

60. On projette ( art. 9 ) une drpite sur une 

autre dro i te , en menant par les deux extrémités 

de la première, des plans perpendiculaires à la 

seconde. La partie de cette seconde droite > 

comprise entre les deux plans, est la projection 



linéaire de la première droite. La projection 

orthogonale du contour d'une aire plane sur 

un plan fixe dont la position est donnée à 

comprend une portion de ce plan qui est la 

projection superficielle de Taire plane. 

Il suit de ces définitions que lorsqu'une 

droi te , ou une aire plane, se meut dans l'es

pace parallèlement à elle-même, la projection 

linéaire de Tune , ou la projection superfi

cielle de l 'autre, en changeant de posit ion, 

ne varie pas de grandeur. 

La projection linéaire d'un polygone se com

pose des projections linéaires de ses côtés, 

soit que ses côtés soient situés ou non dans 

un même plan. La projection linéaire d'un 

côté quelconque d'un polygone fermé , est 

égale à la somme des projections linéaires de 

tous les autres côtés, en prenant les unes po

sitivement , et les autres négativement. D'où 

il suit que lorsque deux polygones fermés ont 

un coté commun , la somme des projections 

linéaires de tous les autres côtés est la même 

pour Tun et l'autre polygone. 

6 i . THÉORÈME. Le carré d'une ligne droite 
est égal à la somme des carrés de ses trois pro
jections linéaires sur trois axes rectangulaires ? 



Démonstration. Soit a la longeur d'une 

droite dont la direction est déterminée par 

les angles a, $ •> y y que cette droite ou sa 

parallèle fait avec les trois axes rectangulaires. 

Nommant p , p \ p 1 1 ses projections sur les 

trois axes , on aura évidemment : 

p z=z a C O S et , p' = = ö cos ß f p" t = Ö cos y. 

Carrant ces équations , et les ajoutant, on aura : 

+ P ' a + — « a ( cos ct a -f- cos £ a - f cos y* ) ; 

or (art. 14) 

COS et1 ^ COS /Ô2 -f- COS y a = I / 

donc , on a , suivant l'énoncé du théorème : 

= p7- + pft\ 

Multipliant les valeurs p , p 1 > p 1 1 séparément 
par cos a j cos j3 , cös^> et les ajoutant, on aura : 

a — p cos a + p' cos /3 -f- pn cos y. 

Ce qui signifie qu'en projettant les trois droites 

P ? Pf9 Plf s u r ^ a droite dont la longueur est 

la somme de ces projections de projections 

ne diffère pas en longueur de la droite a. 

Considérant, dans un parallélipipède rectangle, 

la diagonale comme la droite dont la longueur 

est a, et les trois arêtes partant d'une extré-* 

mité de cette diagonale, comme les projections 



linéaires p , p f > p n de la diagonale sur ces 
arêtes, on verra facilement la vérité des deux 
dernières équations : 

« a r=r p 1 p ' * -f- pH% , a J = p cos a -J- / / c o s /3 -f- p^cos y4 

PROBLEME I E R . 

62. Connaissant, dans un parallélipipède, 

les trois arêtes AB, AC, AD (P l . 1 , fig, 8 ) , 

qui concourent au s o m m e t ^ de l'un des angles 

solides de ce parallélipipède, et les angles que 

ces arêtes font entre elles, déterminer la lon

gueur de la diagonale AA* ? 

Solution. Soient f9 g, A, A les longueurs des 

arêtes AB, AC, AD, et de la diagonale AA1, 

on aura : 

A* = AD'*+h* + 2, h.AD1.cos DAD* ; 

or 
AÏÏ*=f> + r + */8 cos iff 8) 5 

donc 

A* z=zf> 4 . g*+h* + 2fg cos ( / î # ) +*h.AD'. cos DAD'. 

Projettant les trois côtés du triangle ^Z?23 ; sur 
l'arête AD = Ä, on a ( art. 61 ) : 

cos — / c o s ( / , Ä ) + # c o s dgj Ä)* 

Substituant dans l'équation précédente, 



4 - zfg c o s (/> S) 4- a / Ä cos ( / , h) 4- 2gh cos ( g , A). 

Nommant B , C , D , les trois autres diago
nales B B ' , C C ' t D D > , on aura , 

— zjg cos ( / j — a / Ä cos ( / , Ä) zgh cos Ä ) j 

O ^ + ^ + A' 
— cos ( / , g) + nfh cos ( / , Ä) — zgh cos {g, h); 

+ 2 / y cos (ft g) — zfh cos ( / , — a g £ cos &)5 

d'où il suit que la somme A 2 + Z?2 + C* + 
est égale à la somme dès carrés 4 / * + 4 ê r 9 + ' 4 ^ i r 
c'est-à-dire que , dans un parallélipipède oblique j 
la somme des carrés des quatre diagonales est 
égale à la somme des carrés des douze arêtes, 

PftOBL. IL 

65. Connaissant les projections d'une droite 

D sur trois axes rectangulaires , on demande là 

projection de cette droite Z> sur une autre 

droite /? ' dunt la position est donnée par rap

port aux axes rectangulaires 7 

Solution Soient <t, ß , y les angles que la 

droite J) fait avec les trois axes rectangu

laires '7 <p, 4 s * ^ e s angles que la droite Z?V sur 



laquelle on la projette, fait avec les mêmes 

axes ; nommons a la longueur de la droite 

D , b la longueur de sa projection qu'il s'agit 

de trouver, c l'angle des droites DetD'j on 

a ( art. 14) : 

GOS C = COS a cos 9 -f- cos ß COS 4 -f* cos y cos #. 

Multipliant cette équation par a, elle devient : 

a cos czz=.a cos * cos <p -f- a cos ß cos 4 -f* Ä cos 7 c o s * t 

mais 
a cos c z^±i ) 

et ( art. 61 ) , 
û c o s a = ± = / ? , a cos ßzzzp'j a c o s y s z r j p ^ i 

donc 
( 1 ) £ s = p cos 9 + cos $ -f- c o s 

Soient «7, qf, qn

y les projections d'une autre 

droite a ' sur les trois axes rectangulaires, et 

b1 sa projection sur la droite dont la position, 

par rapport à ces axes, est déterminée par les 

angles <j>, 4 1 ^> O N A U R A ; 

(2) br z=z q cos <p -f- gf
 cos 4 + ^ cos * ; 

de même pour une troisième droite a!t : 

(3) If = r cos (f -f* T* cos 4 -f* r / y cos ir. 

Ajoutant les équations ( 1 ) , (2), ( 3 ) , et nom
mant B la somme h<+.bf-\~bn... , P i a somme 
P + <7~h r. • • > P 7 la somme / / + <7'~H r1. . . , 

7 



Pf/ la somme pfl1Jrqn
 -hr11'. . . , on aura Péqua* 

tiön : 
B .= P cos <p 4" -P' c o s 4 + -P" c o s *• (*) 

Considérant les droites a, a!, a!f... comme 
les côtés d'un polygone situés ou non dans 
un même p lan , les sommes P, P A , Pff sont les 
projections de ce polygone sur les trois axes 
rectangulaires , et B est la projection de ce 
même polygone sur une droite qui fait, avec 
les trois axes rectangulaires, les angles <p, 4 1 

64. PROBLEME. Connaissant les projections 
P , P ; , Pf d'un polygone sur trois axes rectan
gulaires , on demande les projections B>B\BU 

de ce même polygone sur trois autres axes rec
tangulaires , ayant même origine que les pre
mières ? ( P o u r distinguer le premier système 
d'axes du second système $ on nommera les 
premiers , axes des oc, des y, des z > et les axes 
du second système, axes des oé, des jf

y des 2'.) 

Solution. Soient Qj^^Trles angles de l'axe 

des oc1, et des trois axes du premier système j 

V» 4 ^ v1 e t <P/;> 4 ; /» ^ ^ e s a n g l e s que ces trois 
axes font avec les axes d e s j ' et des zf du second 
système. 

L'équation (e) de l'article précédent donne > 



pour la valeur B de la projection du polygone 

sur Taxe des : 

B = P cos <p + P ' cos 4 - f P// cos *. (e) 

On a de même , par rapport aux deux pro

jections B1 et B11 sur les axes des j ( et des zj : 

Bf == P cos <p' + P ' cos 4/ + P " cos * ' , 

JB" = = P cos <p// + F cos 4," -f> P " cos * " , 

Carrant les membres des équations (e), (e1), (e") > 

les ajoutant, et observant au on a (art . iA) : 

COS 2 <p -f* COS* <p' •+» COS* <p# S r i I , 

cos'4" + cos 2 c o s * 4 " = * * 
COS* * - f - COS* » ' - j - COS* 7rff ~ ï i 

cos ç> cos 4 + c o s <P/ c o s 4' "f* c o s ^ c o s 4^ ~ 0 , 

COS i j / COS * -f- c o s 4' c o s *' + c o s 4^ c o s * " = O * 

COS -ar COS cp -f* cos COS <p' - J - cos s " cos <p" zz= 0 , 

la somme des carrés des seconds membres 

se réduira à P1 + P12 P,,z > et on aura 

l'équation réduite : 

B- + + 1= P* + Pf* + P"* ; 

résultat très-remarquable, en ce qu'il est in

dépendant de la position respective des deux 

systèmes d'axes rectangulaires. 

65. Multipliant les équations (e), (e% 
respectivement par les quantités cos cp, cos <j/, 
cos q u , et les ajoutant, on aura : 



B cos (p -f- B' cos y' - f cos <pfr=a.jp 

J5 cos 4/ + cos 4' 4. BU cos 4// = P % 

£ cos 9 4. Bf cos * ' 4- cos *" == P// . 

Ces dernières équations feront connaître les 
projections JP, P, P11 sur les axes des oc, d e s / , 
des z, lorsque les projections B, B1, B]l sur 
les axes des oc1, des y1, des z1, seront données. 

Les équations d'où l'on a déduit les propo

sitions relatives aux projections linéaires des 

polygones , servent encore à démontrer que 

les projections superficielles des aires planes 

jouissent de propriétés analogues (*). 

Des Projections superficielles des aires planes. 

66. THÉORÈME, Unefigure plane quelconque 
étant projetée sur trois plans rectangulaires , 
le carré de l'aire de cette figure est égal à la 
somme des carrés des aires de ses trois p ro
jections orthogonales ? 

Démonstration. Supposons d'abord la fi
gure terminée par un polygone , et concevons, 

(*) C'est sur ces propriétés qu'est fondée la nouvel le 

théorie des m o m e n s , que M. Poisson a donnée dans sa 

M é c a n i q u e , torn- i c r

f , pag. u. i , 



par les sommets des angles de ce polygone, 
des plans perpendiculaires à la droite d'inter
section du plan du polygone et du plan sur 
lequel on le projette. On formera, dans le 
plan du polygone , autant de trapèzes que le 
polygone a de côtés 3 chaque trapèze sera formé 
d'un côté du polygone , des deux perpendi
culaires abaissées des extrémités de ce côté 
sur la droite d'intersection du plan du poly
gone et du plan sur lequel on le projette, 
et de la portion <Je cette droite comprise entre 
les deux perpendiculaires. Cette portion de 
droite étant la base du trapèze , on a la surface 
de ce trapèze , en multipliant la demi-somme 
des deux côtés perpendiculaires à la base par la 
base m ê m e : o r , la projection de ce trapèze 
est un autre trapèze qui a même base , et dont 
les côtés parallèles sont aux côtés parallèles du 
premier , dans le rapport inverse du rayon au 
cosinus de l'angle formé par le plan du premier 
trapèze et du plan sur lequel on le projette ; 
d'où il suit que les aires de ces deux trapèzes, 
dont l'un est la projection de l'autre , et qui 
ont une base commune , sont dans le rapport 
inverse du rayon au cosinus de l'angle fonné 
par les plans de ces deux trapèzes. 

Les trapèzes qui correspondent aux côtés 



du polygone embrassent Taire de ce poly^ 
gone ; d'où il suit qy'on peut regarder cette 
aire comme la somme de trapèzes, les uns 
pr i s , s'il est nécessaire , positivement , et les 
autres négativement. Mais la somme des tra
pèzes est à la somme de leurs projections dans 
le rapport du rayon au cosinus de l'angle 
formé par le plan du polygone , et par le 
plan sur lequel on le projette ; donc , quel 
que soit le polygone , les aires de ce poly

gone et de sa projection superficielle , sont 

dans le même rapport 

Soient p , q, r, les cosinus des angles que 
le plan du polygone fait avec les trois plans 
rectangulaires sur lesquels on le projette; soient 
de plus T l'aire du polygone, et t, t', tn les 
aires de ses trois projections, on a (ar t . pré
cédent) : 

Carrant ces trois équations, et les ajoutant, 
on a : 

t* 4. t'* 4*t'^ — T% O* + f + r 2 ) . 
O r , la somme p 2 + </2 + ^ a des carrés des trois 
cosinus p, q , r, est égale ( art. 28 ) à l'unité j 
donc , on a : 

Ta = p 4. 4. t'f21 



07- Au lieu de considérer le polygone 

comme une somme de trapèzes, les uns po

sitifs , les autres négatifs, on pourrait le dé

composer en triangles, et en nommant T un 

de ces triangles, et t, t1, tn ses trois projec

tions , on déduirait l'équation T1 — t1-\-tUJ\rtfh

y 

de ce qui a été démontré ( a r t . 22). En effet, 

on a prouvé : 

i ° . Que l'équation du plan du triangle étant 

Lx •+* My -J- Nz = K, on avait : 

2. 2 a. 

2 0 . Que la pyramide qui a son sommet à 
l'origine des coordonnées , et pour base le 

triangle 3T, était égale en volume à ~ K. Or , 

la hauteur de cette pyramide est la perpen-
K 

diculaire ( art. 26 ) 11 > r •• - 111, abaissée 

de l'origine des coordonnées sur le plan du 
triangle ; donc , on a : 

OU 

r = J L y' i ' + itf' + jv», 

ou enfin 



4 4 4 

Soit un autre triangle contenu dans le 
plan du triangle T, et «y, sf, ^ ses trois pro
jections , on aura de même : 

S* = 5* + 5/A 4- » 
ou 

mais on a 

donc 

Effectuant le carré de »S-f-T: 

te (5 + + (5' + + + 

En prenant dans le plan des deux premiers 
triangles T et Sß un troisième i ï , dont les 
trois projections sont r , r ; / , on arrive de 
la même manière à l'équation suivante : 

d'où il suit qu'un polygone dont les cotés sont 

situés dans un même plan y êiant projeté sur 

trois plans rectangulaires, le carré de l'aire du 



polygone est égal a la somme des carres de 

ses trois projections superficielles. 

6 8 . La figure plane, au lieu d'être un po

lygone , pourrait être terminée par une courbe 

fermée. Dans ce cas, on considérerait la courbe 

comme la limite de deux polygones semblables, 

Fun inscrit, et l'autre cironscrit à cette courbe, 

et le théorème précédent, démontré par rap

port à chacun de ces polygones , quelque petite 

que soit leur différence, s'applique par le prin

cipe des limites à l'aire de la courbe. 

6 g . Dans une pyramide triangulaire dont les 

trois arêtes qui partent d'un même sommet , 

sont perpendiculaires entre elles , les trois faces 

formées par ces arêtes sont les projections su

perficielles de la quatrième face sur les plans 

rectangulaires des trois premières. D'où il suit 

qu'en nommant M, N, P les trois faces for
mées par les arêtes perpendiculaires entre elles, 

et Ç)la quatrième face, on a l'équation : 

Q» = M* -f JV« + JP\ 

Si les arêtes ne sont pas perpendiculaires entre 

elles , on démontre que la valeur de Q* est 

donnée par l'équation suivante : 



m y n,p étant les angles dièdres opposés au* 
faces M9 N% P. 

Pour obtenir cette équation, on remarque 
( Géométrie de position, par M. Carnot, p . 5 1 o ) 
que dans un polyèdre quelconque , et par 
conséquent dans une pyramide triangulaire , 
une face quelconque est la somme des p ro
jections superficielles des trois autres faces j 
ce qui donne les quatre équations suivantes : 

M — N cos p -f* P cos n -f- Q cos * , 

N=zM cos p 4 P cos m -J- Q cos ß f 

P = M COS 71 - f - JV COS 772 - f - Ç C 0 S Y 1 

Q ~M cos a N cos ß -|- P cos y , 

&7 ß, y étant les angles dièdres de la face Q 

et des trois autres faces M, Ny P. 
Substituant dans la dernière équation, pour 

cos <t, cos ß , cos y , les valeurs de ces quan

tités données par les trois premières , on 

parvient, par une réduction très-simple , à 

l'équation (A). 

70. PROBLEME. Connaissant les projections 

Pi pfi p,f d'une aire plane a sur trois plans 

rectangulaires , on demande la projection su

perficielle b de cette aire sur un plan dont 

la position est donnée par rapport aux trois 

plans rectangulaires? 



Solution. Concevons le plan de Faire don* 
née , et le plan sur lequel on la projette, trans
portés parallèlement à eux-mêmes , jusqu'au 
poinr d'intersection des trois plans rectangu
laires , et menons par ce point des droites per
pendiculaires aux deux premiers plans. La posi
tion de ces droites déterminera celle des plans. 
Nommons a , ß , yhs angles que la perpendi
culaire au plan de l'aire qu'on projette ,fait avec 
les axes rectangulaires, et <p, 4 > l e s angles que 
la perpendiculaire au plan sur lequel on pro
jette Taire, fait avec les mêmes axes. L'angie 
des deux perpendiculaires est évidemment égal 
à l'angle des deux plans j donc , si on nomme 
€ cet angle, on aura (ar t . i 4 ) * 

cos ç r s cos a cos <p 4~ c o s
 ß c o s ^ *f* c o s 7 c o s »• 

Multipliant cette équation par a, grandeur de 

Taire plane donnée , on a : 

a cos c z=z a cos* cos 9 4" 0 c o s & c o s ~f* a c o s v c o s * * 

mais , d'après l'art. 6 6 , 

& COS Czzzb, Û C O S A = = / ? , oCOS i ô = ^ / , a cos yzznp!L 

Substituant ces valeurs dans l'équation pré
cédente, elle deviendra: 

(1) b z=z p cos 9 4- p1 cos 4 4" P11 c o s 

En comparant cette équation à l'équation (1) 



(art . 6 3 ) , on voit que la proposition rela

tive aux projections linéaires d une droi te , 

s'étend aux projections superficielles d'une aire 

plane , et se déduit de la même équation. 

Soient q, q1, qfl, les projections superfi

cielles d'une autre aire a1 sur trois plans rec

tangulaires , et V sa projection sur le plan 

dont la position est déterminée par les angles 

<p , 4 9 n y o n a u r a : 

( 2 ) V t = q cos <p 4- Çf
 c o * 4 + 9fl c o s * » 

de même 1 pour une troisième aire a!f : 

(3) = r cos <p 4* r' cos 4 4" r / / c o s «*• 

Ajoutant les équations (1) , (a ) , ( 5 ) , et nom
mant B la somme ô" . , . , P la somme 
p + <7 + r. . . , P ; la somme + + r ' . . . , 
P11 la somme + qff-hrff , la valeur de 5 
en P , P ' , P ; / sera donnée par l'équation suivante : 

B = P cos <p + P ' cos 4 4 - P" cos TT» 0?) 

Considérant les aires a , a1, a"... comme les 
faces d'un polyèdre , P , P ; , P 7 sont les pro
jections de ce polyèdre sur les trois plans rec
tangulaires , et B est la projection superficielle 
de ce même polyèdre sur un plan qui fait, 
avec les trois plans rectangulaires , les angles 



*] i. PROBLÈME. Connaissant les projections 
P9 P1, Pn d u n polyèdre continu ou discon
tinu sur trois plans rectangulaires , on demande 
les projections B 9 B1\ Bu de ce même polyèdre 
sur trois autres plans rectangulaires qui se 
coupent au même point que les premiers ? 
(Pour distinguer les d e j x systèmes de plans f 

on nommera les droite^ suivant l e sque l l e s les 
plans du premier système se coupent ? a x e s 

primitifs des oc, des yß d e s z9 et les droites 
d'intersection des plans du secord s y s t è m e , 

axes secondaires des oc1

9 des y* 9 des zf.) 

Solution. Ayant adopté les dénominations 

de l'article 63 , pour déterminer les axes des 

oc1

9 des yf

9 des z1, l'équation (e) de l'article pré

cédent donne , pour la valeur B de la p ro 

jection superficielle du polyèdre sur le plan 

perpendiculaire à l'axe des oc} : 

B = P cos <p -f- F cos 4 + Pl/ c o s *• 00 

On a de même par rapport aux deux projections 

B1

9 B» sur les plans perpendiculaires aux axes 

des yf et des zf : 

B' ~P cos <p' + P1 cos + P11 cos » ' , ( O 
B« — P c o s <p'i + Pf cos 4" - f P " cos *«• («0 

Par un calcul semblable à celui de l'article 64 , 



on déduit de ces trois équations (e), (ef), (eff) f 

la suivante : 

j?» 4. B'* + B1** =z= P 2 4. F * 4- F/% (E) 

équation qui est indépendante de la position 
respective des deux systèmes de plans rectan
gulaires. 

72* Multipliant les équations (e) , (è^), (en) 

de l'article précédent, par les quantités cos <j>, 

cos 4/, cos 4> ,̂ et les ajoutant, on aura : 

B cos <p 4* Br cos q>' 4- 2?" cos y^—P, 

B cos 4 4. cos 4' 4. j ? " cos 4 ff = P ' , 

£ cos v 4- cos *' + B« cos *// = PK 

Ces dernières équations feront connaître lei 

projections superficielles F, Pf

ß Pn sur les plans 

perpendiculaires aux axes des oc , des y, des % , 

lorsque les projections superficielles B, B11 

sur les plans perpendiculaires aux axes des oc1, 
des y* % des s' seront données. 

73. Examinons ce que devient l'équation (E) 
de l'article 71 , lorsque les aires a, a1, a11.... 
sont situées dans un même plan , qui fait, avec 

les trois plans rectangulaires ,les angles a , ß , y. 
Dans ce cas , les aires et leurs projections sont 

dans le même rapport , et on a (art. 6 6 ) : 



; d'où l'on tire : 

P P r V n 
r a 1 a a 

p>~lLa qt—lLa', f — JL%an, 
r a 1 a a 

vii pif pif 

R A * a. n 

formant les valeurs de Pr, Flf, on a : 

P =/? -|- q -J- r . . . . = — (fl + û < r + • • •)> 

Substituant ces valeurs dans l'équation (E) 

de l 'art 7 1 , 5* + = P 2 + / > 3 - f - P / / a , 

elle devient : 

Mais (art. 66) , 

/? = a c o s a , p' = acosj8, p f f Ä « c o s y , 

et (a r t . 14) 
cos -f. cos j3* + cos y 1 1 = 1 ; 

donc 
j>% + ?* + p'% _=rJ 



l/equatiön (E1) devient : 

B* + B<- + B"* = ( a -fraf + a*. ...y: (£') 

O r , les aires tf+a' + a" . . . peuvent être con

sidérées comme appartenant à une même figure 

plane : d'où il suit que le carré de cette figure 

est égal à la somme des carrés de ses trois 

projections ; proposition déjà démontrée ( art. 

66 et 6 7 ) . 

74. PROBLÊME. Connaissant la grandeur et 

la position d'un nombre quelconque d'aires 

situées dans des plans donnés , on demande 

la position du plan sur lequel on doit les 

projeter , pour que la somme des projections 

superficielles des aires soit la plus grande pos

sible ? 

Solution. Des trois quantités / ? , Br, B1 

qui expriment (71) les sommes des projections 
des aires planes sur trois plans rectangulaires, 
l'une quelconque, par exemple B, dépend des 
deux autres, e t , en résolvant l'équation (E) 
far t . 72 ) on a : 

équation dans laquelle la somme des carrés 
pï^piijppiii e s t u u e q u a m i t é constante et 



donnée. Il est évident que la valeur de B sera 

la plus grande possible , lorsqu'on aura : 

W = o , B't=zo; 

ce qui réduit les trois équations de l'article 71 

aux suivantes : 

5cos ( f = P , J3cos4 = P ' , Bcos*z=P"i 

d'où Ton tire : 
p p 

cos <p = • — — , 

P F 

COS 4 — 5 = •• . ; , , , , > 

pu pu 
COS 7F — —JT- = . , — T T • 

Les valeurs des angles 9 , 4 > ̂  déterminent $ 

par rapport aux axes primitifs , la position 

de la droite perpendiculaire au plan qui con

tient les projections superficielles , dont la 

somme B est un maximum ; d'où il suit que 

la position de ce plan , qu'on peut appeler 

plan de plus grande projection superficielle, 

est aussi déterminée par ces mêmes angles. 

7 5 . ^ THEOREME. La somme des projections 

des aires a , a<\ a"... est la même sur tous 

les plans également inclinés à celui de la pluâ 

grande projection ? 

§ 



Démonstration. Soient ^ , v, p les angles 
que la droite perpendiculaire à un plan dont 
l'inclinaison par rapport au plan de la plus 
grande projection, est connue , forme avec les 
trois axes rectangulaires primitifs. Nommons 
C la somme des projections superficielles sur 
ce plan ; on a ( art. 70 ) : 

Cc=zP cos ft -f* P'cos » + P11 c o s t• 

Substituant, pour P, Pl

> P11, leurs valeurs 
(art. 7 4 ) : 

C=B ( cos ç cos (i -f- cos 4 eos * + cos * cos f )• 

Soit c l'angle des deux plans qui contiennent 
les projections superficielles B et C , il est égal 
à l'angle des deux perpendiculaires aux plans ; 
d'où il suit qu'on a (art. 14) • 

cos c = cos <p cos ft -f- cos 4 cos & -f- cos t cos f ; 

ce qui réduit l'équation précédente à : 

C — B cos c y 

ou , mettant pour B sa valeur maximum : 

d'où il suit que la valeur de C est la même 
pour tous les plans qui font le même angle c 
avec le plan de plus grande projection super
ficielle. 



S- i v . 

D e la Transformation des coordonnées. 

7 6 . La transformation de coordonnées la 
plus simple consiste à ne changer que l'origine 
des coordonnées , en donnant aux nouveaux 
axes la même direction qu'aux axes primitifs. 
Nommant a , 0 , y les coordonnées de la nou
velle origine, ac, y,z les coordonnées pri
mitives , et xf

9 yf

9 z1 les nouvelles coordonnées, 
on aura les équations suivantes: 

Ces équations auront lieu dans le cas où les 

axes primitifs des coordonnées seront rectan

gulaires , ou comprendront entre eux des 

angles donnés. 

7 7 . Un point étant rapporté à trois axes 
rectangulaires par les coordonnées xy y, z , 

si on imagine une droite menée de ce point 
à l'origine des coordonnées, la longueur de 
cette droite, et les angles qu'elle forme avec 
les trois axes rectangulaires, déterminent la 
position du point dans l'espace. 



Oil appelle cette droite rayon vecteur. Soient 

r ce rayon, et a , ß, y les angles qu'il forme 

avec les axes rectangulaires des x, des y% des z , 

on. a les équations suivantes (art. 61 ) ? 

oc — r cos » j j = r cos j8 , z r cos y . 

On sait d'ailleurs (art . 14) qu'on a l'équation 
de condition : 

C O S V + COS a ß -f" COS ay = î . 

Lorsqu'on substitue ces valeurs de x,y, z, 

l'origine des coordonnées devient un pole d'où 

partent les rayons vecteurs qui correspondent 

aux difïerens points de l'espace. 

7 8 . Si , au lieu de donner les trois angles 

que le rayon vecteur fait avec les axes des coor^ 

données, on suppose ce rayon projette sur l'un 

des trois plans rectangulaires, par exemple 

sur le plan des xy, ce rayon fera, avec sa 

projection , un angle <p , et cette projection 

formant avec l'axe des x un second angle 4 » 

les trois quantités r, <j>, 4 détermineront la posi

tion du point dans l'espace. En effet, on aura : 

S — r sin <p , y — r sin q> sin 4 > x = r sin q> cos 4* 

7Q. Parmi les transformations de coordon

nées , il en est une dont on fait souvent usage, et 



qui sert à passer d'un système de coordonnées 
rectangulaires à un système de coordonnées 
obliques. On a vu (ar t . i ) qu'ayant mené par 
un point fixe de l'espace, trois droites faisant 
entre elles tels angles qu'on voudra , on rap
portait, à ces trois droites un autre point quel
conque , en regardant la droite qui joint ce 
dernier point et le premier comme la diago
nale d'un parallélipipède dont les arêtes sont 
parallèles aux trois droites passant par le point 
fixe. Ce parallélipipède est rectangle , lorsque 
les droites menées par le point fixe, et qu'on 
nomme axes des coordonnées , sont perpen-* 

diculaires entre elles. Par le même point de 
l'espace , pris pour origine des coordonnées x 

on conçoit deux systèmes d'axes , les tins rec
tangulaires , les autres inclinés sous des angles 
donnés : en rapportant un point pris à volonté 
dans l'espace, à l'un ou à l'autre système, la 
droite menée de ce po in t , a l'origine des 
coordonnées, est un,e diagonale commune à 
deux parallélipipèdes, l'un rectangle 3 et l'autre 
oblique ; les arêtes du parallélipipède oblique 
sont les coordonnées du point dont il s'agit de 
déterminer la position. Connaissant les angles 
que les axes des coordonnées obliques font avec 
les axes dçs coordonnées rectangulaires, nous 



allons établir les relations qui existent entre 
les cosinus de ces angles, et les arêtes des deux 
parallélipipèdes. 

De la Transformation des coordonnées rectan
gulaires en coordonnées obliques. 

80. Nous ferons observer que si les axes 

des coordonnées rectangulaires et obliques 

n'avaient pas même origine, on les ramènerait 

d'abord à une origine commune par les équa

tions de l'article 7 6 . 

oc, y, z étant les coordonnées rectangulaires 

d'un point pris dans l'espace, soient oc\f9 zf 

les coordonnées de ce même point par rap

port aux trois axes obliques des ocf> desj*', des s'. 

Supposons de plus que les axes obliques for

ment avec les axes rectangulaires, des angles 

dont les cosinus soient a , a1

9 aff pour l'axe 

des oc1 ) b, b\ b11 pour l'axe des j f ; c , cf

9 c!1 

pour Taxe des z*. Ces axes obliques ont pour 

équations (art. i4 ) • 

axe des Xe ^ = ~ *> y — ~jf * | 3 

a x e d e s j ' { » s - i - * , j rs r -L-fJ, 

txe des *' j * s s -g. z , jr = -frz^ 



Qu'on imagine les deux parallélipipèdes qui 

ont pour diagonale commune , la droite menée 

de l'origine des coordonnées au point oc, yy z. 

Cette diagonale étant le quatrième côté de deux 

quadrilatères dont les trois autres côtés sont , 

pour Tun , les arêtes consécutives x , j - , z du 

parallélipipède rectangle, e t , pour l 'autre, les 

arêtes xf

ß yf, zf du parallélipipède oblique ; les 

projections linéaires de ces deux quadrilatères 

sur une droite quelconque ß sont égales (art . . 

60 ) . Or^ la projection du premier quadri

latère ( xyz ) sur l'axe des oc , se réduit à 

Tabcisse x; les projections linéaires des côtés 

du second quadrilatère ( a ^ ' V ) , sur le même 

axe des x , ont (ar t . 61 ) pour expressions 

ax1, by1

9 crf ; donc on a l'équation : 

* = axf -f- ty' + c z ' " 

En considérant les projections linéaires cks 

deux quadrilatères sur les axes des y et des z 9 

on a de même : 

y = «'«' - f Vy» 4. c V , z — Ä"*' - H V + c"z'. 

Les cosinus des angles que Taxe des x! fait 

avec les axes rectangulaires des x , des jr , des s, 

étant a, a!, a", on a (ar t . 1 4 ) : 

ff3 -f. a , % -f- att% = 1 , 

on a , par Ta même raison , les deux aulx es 



quations de condition : 

J»4-y» 4 . i«*= . i , 4 . -f <?0a » i, 

ce qui réduit à six le nombre de constantes 
nécessaire pour déterminer la position des axes 
obliques. 

Désignons;, par une seule lettre , chacun des 
coefficient de oc, de jr , de z dans les équa
tions de ces axes , et supposons : 

a af b , V f C • C 

^ r ~ * ' -*r^*> Tf~x> ~w^> 7 F = * ' ir=*9 

on aura : 

y i 4 - A' + 

y/x 4 . A'* 4 -

« y . - — ; 

y / x 4 V / Ä 4 - ^ / / a 

les équations des axes deviennent: 

axe des x?{x.=z A z, y — pz\, a = ar'x, a'>=a*p% 

axe âesyr\a:=z A'*, Ä = Ä*A% b'~Wpï, 

axe des z ' j a ; = r ~S"A", cf~clfftff

% 

et les valeurs de a : , ^ , s se changent en, 
celles-ci : 

y = c^o;' 4 - & V j ' + c ' y * ' *% 

« = a"a?' 4 - 4 ^ 4 c V - , 



Examinons le cas où. les nouveaux axes des oc\ 
jdes j \ des z1 sont, comme les primitifs, per

pendiculaires entre eux. 

De la Transformation des coordonnées rec

tangulaires en d'autres coordonnées reel an

gulaires. 

81. Pour rappeler les dénominations pré

cédentes , formons le tableau suivant : 

Axes des X y Z 

xf a a1 a® 

y b b' bff 

zr c cr c11 

mmmmaÊÊÊmmÊÊÊimÊKmaMmmÊÊmammmtmmmmmmÊÊÊemmmm 

Ce tableau indique i°. que les angles de Taxe 

des x1, avec les axes des x , d e s r , des z, 

ont pour cosinus a, a1, a11 • 2 ° . que les angles 

de Taxe des x, avec les axes des xf, des y1, 

des z1, ont pour cosinus a , 6, c , etc.; d'où 

il suit qu'en projettant successivement les dem 



quadrilatères qui ont pour côtés les droites 

ocf, yf, if

y et les droites oc, y9z9 sur les axes 

des oc1, des y1, et des z1 , et comparant les 

deux projections linéaires , on aura : 

xf = ax afy + a,fz r 

yr — hx + + £'^r f 

z' = a » -|- Ĉr + 

Aux trois équations de l'article précédent : 

a* 4 . a

r * 4 - = i , .5 24- y a 4 ~ M a = r , c a 4 - c , * 4 - ^ 1 = i f 

il faudra (a r t . 14) joindre celles-ci : 

al +a'b'+o{>bVz=o, be+b'c'-\-bllc"= o, ac +a'c*+a"c* = of 

a*+b* + c* = i f û' a4- b'* c'2 = 1 , a,f2 + blf2+ c"* = i r 

oa'+bb' + cc'=o9 a'a"+b'b"+ cV/=o, ÛÛ"+£3"4- = ». 

82. De ces douze équations de condition , 

six seulement sont nécessaires , ei elles sont 

équivalentes aux six autres. Pbur le démontrer , 

il suffit d'observer que les coordonnées oc, y, z r 

tloc1

9y
!

 9 zf appartenant au même point, et ayant 

même origine , la distance de ce point à l'ori

gine est indifféremment ou ^oc1^yz-j-zu, ou 

\Jcc^^ç-ylx - j - * ' 1 . Carrant les valeurs de oc, y 9z9 

et les ajoutant, on devra égaler à l'unité les 

coefficiens de oclz, y ! l , z / a , et à zéro les coef-

ficiens des produits oc*y]

9y
]z^y orfd\ ce qui 

donnera les six équations ; 



ö * + 0 / a + Ä ' / a = I > b*+b'*+bf" = i , c*+ + 

ab+a'f+fiW^o, bc+b'c'+b'fc'r-o, « ? + a V + û ^ # = 0 . j 

Les trois dernières expriment que les trois 

axes des ocf

9 des des *' sont perpendicu

laires entre eux. 

Carrant les valeurs de oc!

9 y
!

9 'z1, et les ajou

tant , on égalera à l'unité les coefficiens de 

oc*9y
2

9 s 1 , .et à zéro les coefficiens des produits 

œy9 yz 9 ocz; ce qui donnera les six équations 

suivantes, dont les trois dernières expriment 

que les trois axes des oc, des y, des z , sont 

neroendiculaires entre eux : 

a*+ b*+ < ? a = i , û' a + bfi + c' a = i , a**+blf%+cri*=i,l 

aa'+bb'+cc'=:o, afa*+b'b'i+c'cV=:o9 aalt+bb0+ccß=o.] ^ * 

Elles sont équivalentes aux six premières, parce 
qu'elles expriment ainsi qu'elles l'identité des 

deux expressions \ / x 2 + / 2 ~ h 2 2 ? ^oJx-\-ylx-^zu* 
On peut encore démontrer synthétiquemcnt 
que ces deux systèmes d'équations sont équi-
valens. 

83. Une sphère du rayon i étant rapportée 
à trois plans rectangulaires, qu'on regarde le 
centre de cette sphère comme le sommet d'une 
pyramide triangulaire formée par trois plans 
perpendiculaires entre eux. Supposons que-les-



points où les trois arêtes de cette pyramids 
coupent la surface de la sphère , aient pour 
coordonnées les neuf quantités a , a1 , a11, 
b, bf, / r 7 , c , c ' , c11. Nommons ces points 
A9 B, C. 

Soient a , af

 9 ^ les coordonnées du point 

//, b1 les coordonnées du'point 5 , 
ç9 c! ,cf hs coordonnées du point Cy 

on aura évidemment les trois équations : 

de plus , il est facile de voir que les rayons 

de la sphère menés par les points A , B9 C 
font , avec les trois axes rectangulaires aux

quels la surface de la sphère est rapportée, 

des angles dont les cosinus sont les coordon

nées de ces mêmes points ; d'où il suit (art , 

3 4 ) qu'on a les équations de condition qui 

expriment que ces rayons , pris deux à deux, 

sont perpendiculaires entre eux : 

çb+a'bf+af'bf*~o, fc+i'c<+4,Vff=Q, 

84 . Considérons maintenant les trois rayons 

passant par les points A , B9 C comme les 
intersections de trois nouveaux plans rcctangu* 

îaires auxquels on rapporte la surface de la 

sphère. 

Les trois plans rectangulaires primitifs com-«. 



prennent entre eux une pyramide triangulaire 
dont les arêtes coupent la surface de la sphère 
en trois points. Désignons ces points par les 
lettres L9 M9 iV, et supposons que leurs coor
données soient, 

Pour le point L , / 9 Vl,f, 
Pour le point M , m , mf

9 mff, 

Pour le point N9 . . . . . n , n^n11. 
De ces neuf coordonnées parallèles aux rayons 
passant par les points A, B9 C9 une quel
conque a sou égal parmi les neuf coordonnées 
des points A, B9 C parallèles aux rayons 
passant par les points L , M9 N, Désignant 
par O le centre de la sphère , formons le tableau 
suivant, dans lequel une lettre quelconque re
présente le cosinus de l'angle formé par les 
deux rayons que l'on a écrits sur les premières 
colonnes horisônlale et verticale , et qui ré
pondent à la case ou la lettre est placée. 

Rayons. OL OM ON OL OM ON 

OA a \ a' \ a(f I / \ m \ n \ 

OB b b' b" V mr n' 

OC c cf cff V1 m" n" 

_ _ _ _ _ _ _ — B É I H I ' 



À la seule inspection de ce tableau , on voit 

qu'on a : 

a _=_ l , a! _ = m , au z=zn , 
b = V, b'=*m'y M=nf

r 

c = l'f, c'^zmlly cf/ = n'f. 

Mais on a entre les coordonnées des points 
iL, M,Ndes équations semblables à celles qu'on 
a trouvées ( art. précédent) entre les coordon
nées des points A, B9 C; on aura donc les 
six équations suivantes : 

/* + y-> 4 r = i , m* + m ' a + m " 2 = i , - f n'* + = 

Substituant dans ces équations les identités 

données par le tableau , elles deviennent : 

û* + b* + C* _= I , û'* + _>'3 -f- c'* = 1 , + bff* - f C#a=: 

où'+bb 1 +cc'=o, a'aff + VW + c'c'i—o, aa« + bW + cet t 

Les identités données par le tableau résultent 
de ce que les deux côtés d'un angle étant égaux , 
les perpendiculaires abaissées de l'extrémité du 
premier côté sur le second , ou de l'extrémité 
du second côté sur le premier , sont égales 
entre elles,- ce qui est évident., puisque les côtés 
de l'angle et les perpendiculaires à ces côtés , 
forment deux triangles rectangles égaux. 

85. Les six équations de condition (e) ou (e1) 

( art. 82 ) réduisent à trois le nombre de 



constantes nécessaires pour passer d'un système 

de coordonnées rectangulaires à un système 

d'autres coordonnées rectangulaires. oc,y, zy 

étant les coordonnées d'un point dans le p re 

mier système, oc}, j 7 , z1 les coordonnées de ce 

point dans le second système, on a (art . 80 

et 81 ) entre ces coordonnées les relations 

suivantes : 

x — ax' 4 - by' 4 czf, \ r x'= ax + afrzf 

y a'x' -f- b'y' + c'z', > ou / y'= bx + b'y-\-btizy. 

z z=a/fx'-j- bf'yf+ c"z', 3 [ z'= ex + c'y + c#z. 

Les neuf constantes qui entrent dans ces 

équations étant liées entre elles par six équations 

de condition j ces formules deviendront d'un 

usage plus commode, lorsque les coefficiens de 

^•9 J 1 ) z l dans les valeurs de oc, y , z, ou les 

coefficiens de oc9y9z dans les valeurs de oc1\ 

y*> zr

9 seront exprimés au moyen de sinus et 

cosinus de trois angles indépendans. 

Autres Formules pour le changement des coor

données rectangulaires en d'autres coordon* 

nées rectangulaires. 

86. Les axes des ocf et desyf sont dans un 
plan qui coupe le plan des ocj suivant uae 



droite : supposons que les angles de cette droite 
avec les axes des oc et des oc1 soient donnés, et 
qu'on ait de plus Tangle des deux plans des ocy 
et des ocJy] * il est évident que ces trois angles 
déterminent la position respective des axes des 
deux systèmes. Les relations entre les lignes 
trigonométriques de ces trois angles et des 
neuf angles que les axes des deux systèmes font 
entre eux , dépendent de la résolution des 
triangles sphériques. 

Soient (fig. g , Pl. 1 ) 
ÖX, O F , OZ les trois axes des oc, des^*, des z ; 
OXf> OYf, OZ1 les axes des ocf, des y , des zf; 

ON l'intersection des plans des ocy et des oc'y1. 

On suppose i°. que ces deux plans font entre 
eux un angle S égal à l'angle ZOZj compris 
entre les axes OZ, OZ1 perpendiculaires aux 
plans des ocy et des ocfyf -, 2 b . que la droite ON 
fasse, avec les axes OX, OXr les angles 4 > 4> ? 
et on a les équations suivantes (*) . 

j M „ I I , 

( ) Getle notat ion a été proposée par M. Français , 

professeur aux écoles du génie et de l 'artillerie. L ' e x 

pression cos (x , x' ) signifie le cosinus de l 'angle formé 

par les axes des x et des a?'; 



£os (x9 xf) z=z a = cos 0 sin 4 siri 4 COJS»^P-G^S.JP 

cos ( x , jy' ) = £ = . cos # sin 4 cos cii^^Cos 4" sin .? 

cos (x, z ' ) c = £ = sin 0 sin Y , 

cos a?' ) = a ' = cos ê cos 4 sin 9 sin 4 C O S
 0 ï 

cos (j*, j ' ) = b' — cos 0 cos 4 cos 9 *~h sin 4 sin <p , 

cos ( y , ) — c' r = sin d cos 4 , 
cos ( r , x ' ) = r fl^r=: —« sin d sin <p , 

cos ( z , ^ * ' ) = J ^ ' t r r — sin ê cos (p f 

cos x ' ) == cS— cos 

On substituera ces valeurs dans les équations 
de l'article précédent, et on aura celles de ce, 
y , z , ou de x ; , j 7 , s r exprimées en sinus et 
cosinus de trois angles îndépendans 4 > 4> > 6-

87. Pour trouver les valeurs de a, b, c, 
considérons d'abord le triangle sphérique NXX! 

qu'on obtient en décrivant du point O (fig. 9, 
Pl. i r e . ) comme centre , et du rajon pris pour 
unité, trois arcs, dont deux mesurent les angles 
4 , <?> que la droite ON fait avec les axes OXy 

OXf> et le troisième est compris entre les axes 
OX, OX1. Ce dernier côté du triangle sphé
rique est opposé à l'angle 6 ; d'où il suit que, 
d'après la formule ( 1 ) (art. 44) , on aura : 

cos {OX, OX' ) , O U Ô - cos 0 sin 4 sin 9 4- cos 4 c o s 9«" 

Regardant toujours le point O comme le 

9 



centre dune sphère , on a un second triangle 

sphérique compris entre les droites ON, OX\ 
OYf

f qui ne diiïère du premier NXX1 que 

par le côté 4», qui devient <?> + ioo° ; or 

siri (p-\±ioo*)z=:cosçf cos ( 9-f-1 oo°) = —«sin ç: 

donc , on aura : 

cos (OX, OY'), oü b s=_ cos 0 sin 4 cos <p — cos 4 sin <p. 

Un troisième triangle sphérique, correspon
dant aux trois droites ON, OX, OZf

3 a pour 
côtés l'angle NOX = 4 , l'angle NOZ1 = ioo% 
et l'angle Z'OX formé par les axes des oc et 
des zf. O r , ce dernier côté ZlOX est opposé 
à l'angle i o o ° — ô du triangle sphérique. En 
comparant ce triangle au premier NXX1, on a 
<p ioo° , cos <p === o , sin 4» = x , et cos Ô 
devient sin Ô ; ce qui donne : 

cos (OX) OZ' sin 0 sin 4» 

88. On trouvera, ce la même manière, les 
valeurs de a!, b1, c1, en considérant les trois 
triangles sphériques formés par les arcs qui sont 
interceptées i° . par les droites ON, OY, OX1 ; 
20. par les droites ON, OY, OY1 ; 5°. par les 
droites ON, OY, OZK 

En comparant le premier de ces trois triangles 



au triangle NXXf, on voit que le côté <$> et 

l'angle 8 sont communs , que le côté 4 devient 

4 4 - IOO°J on déduira la valeur de a de celle 

de a1, en y mettant cos 4 pour sin 4 > et sin 4 

pour cos 4 ? 0 1 1 a u r a Jonc : 

cos ( O F , OX') = a' = cos ê cos 4 cos <p — sîn 4 cos <p. 

Les valeurs de b et de c deviendront celles de 
b* et de cf , en y mettant de même cos 4 
pour sin 4 > e t — sin 4 pour cos 4 ; ce qui 
donne : 

cos ( Ö F , OY' ) = b'=z cos ô cos 4 cos sp 4- sin 4 s *a 

cos ( O F , Oi? ' ) = c ' = sin 0 cos 4* 

Enfin , des valeurs de a , è , 0 , on déduira 
celles de a,f, bf/> c / ; , en observant que dans 
les trois triangles sphériques formés par les axes 
qui sont interceptés par les droites ON, OZ 
combinés successivement avec les axes OXf

 f 

O F ' , OZ1, l'angle A 7OZ est de 100". En 
les comparant au triangle sphérique NXX' 
le côté 4 de ce triangle devient 100 0 ; d'où 
il suit que cos 4 = o , sin 4 = 1 • De plus , 
Fangle des deux plans NOZ , NOXf, ou NOZ 

et NO Y1 est de ioo° + ô; donc, si dans les 
valeurs de G et de t , on suppose que cos 0 
devienne — sin fl, on tirera les valeurs suivantes 



de a», b" : 

cps (OZ , OX* ) — àn ~ <— sin ê sin $ $ 

cos (OZ , OYf ) — I9x=. — sin I cos <p ; 

quant h la valeur de cff, il est évident qu'on à : 

cos ( O Z f OZ') t = c'f = cos t. 

Il résulte de cette application de la trigo
nométrie sphérique à la transformation des 
coordonnées rectangulaires, que les neuf cosinus 
a , h, c , ar, b[

y d f alf, h11, c11 ont pour valeurs 
des quantités exprimées en sinus et cosinus 
de trois angles indépendans. Les formules 
qui résultent de ces expressions , servent à 
démontrer plusieurs théorèmes importans de 
mécanique. 

De la transformation des coordonnées obliques 

en d'autres coordonnées obliques. 

8 g . Le problême le plus général de la 
transformation des coordonnées consiste à 
passer d'un système de coordonnées obliques 
à d'autres coordonnées obliques (*). 

(*) P°yez une solution analytique de ce problème par 

M . França i s , Correspondance sur l 'Ecole po ly t echn ique , 

t om. II , pag. 6, 



Nommons x , y, z les coordonnées obliques 
d'un point de l'espace, x1, y!, les nouvelles 
coordonnées obliques qui ont même origine 
que les premières, et supposons que chaque 
axe des nouvelles coordonnées soit donné par 
les trois angles qu'il forme avec les plans des 
coordonnées primitives, en remarquant que de 
ces trois angles, deux seulement sont néces
saires. Ayant mené par l'origine des coordon
nées, trois axes auxiliaires perpendiculaires aux 
plans primitifs des xy, des xz , des yz, dé
signons ces axes par les trois lettres Z, Y, X. 
Les angles que les axes auxiliaires et les axes 
des nouvelles coordonnées font entre eux, sont 
connus, puisqu'ils sont les complémens de ceux 
que ces derniers axes font avec les plans des 
coordonnées primitives. 

Supposons que les cosinus de ces angles soient 
représentés par les neuf lettres ay a\ a11, b, b\ b11, 

c, c', c / ; , de sorte qu'on ait : 

ö = : cos (V, X ) , ^ = c o s O', Y), aff=z cos (*'. Z) , 

b = cos ( y , X ) , i' = cos(jr', F ) , M — c o s (fjZ) , 

C = C O S . ( Ä ' , X ) , C' = CO$(Z\Ï)' C ' / = C O S ( * ' , £ ) • 

La droite menée par l'origine des coordonnées 
a un point déterminé de- l'espace, et les trois 
coordonnées primitives x, y , s de ce point 



forment un quadrilatère {ocyz) (art . 79) : cette 
même droite et les trois nouvelles coordon
nées a/, y9

;% zf forment un second quadrila
tère (x'fzi). Ces deux qiiadrilatères 
( a ^ * V ) , qui ont yn côté c o m m u n , étant 
projettes ( art. 60 ) sur Tun quelconque des 
trois axes auxiliaires Z, V9 X, leurs projections 
seront égales. O r , la projection des trois coor
données oc, y r z sur Tun de ces axes se réduit 
toujours à la projection de l'ordonnée qui n'est 
pas dans le plan perpendiculaire à cet axe \ 
d'où il suit que les projections du quadrilalèrq 
(jcyz), sur les axes auxiliaires Z9'Y9 X> set 

réduisent aux projections des côtés z, y, oc 
de ce quadrilatère. Les projections de ces côtés 
ont (ar t . 61 ) pour expressions : 

^ cos ( z } Z ) , y cos (y , Y) ç x cos ( x, X ) ; 

donc , en égalant les projections des deux qua
drilatères (ocyz ) , ( xfjrfzf) sur chacun des axes 
Z > V, X3 on aura les trois équations suivantes : 

x cos ( x, X ) \ — + kyf} + cz't 

y cos ( y , Y )_ === ö'a;' «f- 3 ' / ' + c'r% 

s cos ( * , Z )' = -f" + 

Lorsque les axes primitifs des œf des j * , des z 
sont perpendiculaires entre eux, ils se con

fondent avec les axes auxiliaires X, Y, Z , de 



«orte qu'on a • 

cos (x , X ) = ; , cos ( # * Yy =s i , cos (r, Z ) = 

et les trois équations précédentes ne diffèrent 
pas des équations de Fart. 7Q. 

go . Dans le cas général , les axes prirai«r 

tifs sont déterminés par les trois constantes 
ços(«r, X), cos (y> Y) , cos ( s , Z) , qui sont 
égales aux trois sinus : sin (.r^ 7-*), sin(jr,a?*), 
sin (s, x j ) . Des neuf constantes a, &, c» Ö ' , etc. , 
relatives au second système de coordonnées obli«? 
ques, six seulement sont nécessaires, et, par les 
formules de la trigonométrie sphérique , on 
établirait des relations entre les lignes trigono-
métriques des angles qui déterminent le premier 
système des coordonnées obliques et les neuf 
cosinus relatifs au second système 1 au moyen 
de ces relations , les valeurs des lignes trigo-
pométriques relatives aux deux systèmes d'axes, 
se déduiraient les unes des autres. Il suffira 
d'ajouter aux équations ( ^ ) , (/?), ( Ç ) , (Z>) 
( art. 43 — 47 ) y celles qui déterminent les 
trois arcs de grands cercles , menés des trois 
sommets d'un triangle sphérique, perpendicu
lairement aux côtés opposés à ces sommets. 
Nommant « , ß 5 y les trois arcs respectivement 



perpendiculaires aux cotes a , 6 , c du triangle 

sphérique ABC (f ig, 5 , Pl. i r e . ) (ar t . Ifi ) , 

on a les trois équations : 

sin CL = sin £ sin C = sin sin £ , 

sin j8 = sin c sin ^ = sin C sin Ö , 
sin y =rr s in# sin /? = sin y 4 sin b. 

Ces arcs (*) <* , 0 , 7 mesurent les angles que 

les rayons de la sphère, menés par les points 

A> B, C (fig. 5., Pi. ï r e . ) , font avec les plans des 

côtés a, b, c du triangle sphérique A, B, C. 

(*) N o m m a n t / , g-, & les arêtes et les diagonales d'un 

parallélipipède, qui concourent vers un même point , on 

a Peculation suivante : 

sina ( A-, gh ) sîn* ( k, fh ) sîn* (k,fg ) 

sin* (/', gh) siu3 (g, fh) sin* ( h,fg) 

, r A

 s î n (k,gh)ûn (k,fh) 

sin ( A , #Ä ) .sin ( A: } 
-4- 2 cos ( / , h ;•—• —— 

sin f A- %fh ï. sin C k , ) 
•+• a cos ( K ) • - . 

Cette expression # ) ou (k,Jg), conforme à îa n o 

tation de M. Fiançais , signifie : angle des arêtes y* et g ; 

angle de la diagonale A et du plan qui passe par les arêtes 

On obtiendrait d'autres relations , en considérant les pa-

rallelipipèdes formés sur des droites perpendiculaires aux 

pians qu'on mènerait par les droites y , g, /*, k prises deux 

à dû nx. 



C H A P I T R E I I . 

Des Surfaces dont l'équation est algé
brique, et principalement des Surfaces 
du second degré, 

S I " . 

g r . On a vu (art. 4) qu'une surface est 
représentée par une seule équation entre les 
trois coordonnées variables d'un point de cette 
surface. Réciproquement, toute équation entre 
trois variables représente, en général, une sur
face dont chaque point a ces variables pour 
coordonnées. Si cette équation peut être ra
menée par des transformations, à ne contenir 
que des termes de la forme Aocljtnzn, dans 
lesquels les exposans / , m, n des coordonnées 
& y jy z soient des nombres donnés entiers et 
positifs , et A un coefficient déterminé ; on 
dit alors qu'elle est algébrique. 

92. Etant donnée l'équation algébrique dune 
sur/ace , on propose de reconnaître si elle a 
un centre ? si elle a des plans diamétraux ? 



On appelle centre d'une surface, un point 
tel que toutes les cordes de la surface , qui 
passent par ce point , sont divisées en deux 
parties égales. Lorsqu'une droite cqupe une 
surface en deux points , la partie de cette droite 
comprise entre les deux points d'intersection , 
est une corde de la surface. 

Si la surface proposée a un centre, concevons 
qu'elle soit rapportée à trois axes passant par ce 
centre. Une droite quelconque menée par l'ori
gine des coordonnées, sera un diamètre, et 
coupera la surface en deux points. Les coordon
nées du premier point étant oc y yy z, celles 
du second seront — oc, — y, —> z, c'est-à-dire 
que l'équation en oc , yx z de la surface aura l ieu, 
soit qu'on prenne les variables positivement 
ou négativement. Pour qu elle satisfasse à cette 
condition, il faut que la dimension de chaque 
terme, c'est-à-dire la somme des exposans des 
trois variables dans ces termes, soit de même 
rang ( pair ou impair) que le degré de l'équa
tion , de manière que dans une équation de degré 
pair , la dimension de chaque terme soit paire , 
et que dans une équation de degré impair , 
tous les termes soient de dimension impaire. 
Ainsi /"(r , s, t) — o étant l'équation algébrique 
d'une surface rapportée à trois plans quelconques, 



on fera , dans cette équation : 

r === x ~J- a y I -=szy ~f- h , t-zz z -\~ ç. 

Substituant ces nouvelles valeurs de r, s, t % 

on aura (ar t . 76) en oc, y r zy l'équation de 
la surface rapportée a trois nouveaux plans 
parallèles aux premiers , et passant par le point 
qu'on suppose être le centre de la surface. Tous 
les termes de cette équation seront, p^r hypo
thèse, de la forme Aocly™zv\ Si , par des valeurs 
particulières et réelles assignées aux trois cons* 
tantes c, on peut faire disparaître tous les 

termes dans lesquelles la somme i + iw-Jr n des 
exposans des trois coordonnées oc yy%z sera d'un 
autre rang {pair ou impair) que le degré de l'équa
tion / ' ( r , s, t) = p , la surface proposée aura 
un centre, et un nombre infini de diamètres. 

93. Des Plans diamétraux. On appelle 
plan diamétral d'une surface , celui qui divise 
en parties égales un système de cordes paral
lèles entre elles. On dit que trois plans diamé
traux sont conjugués entre eux, lorsque l'un 
de ces plans coupe en parties égales les cordes 
de la surface parallèles à la droite d'intersec
tion des deux autres plans. 

Lorsqu'une surface a un centre et des plans 
diamétraux, on distingue le diamètre parallèle 



aux cordes que ce plan divise en parties égales, 

en le nommant diamètre conjugué au plan. 
Réciproquement le plan diamétral conjugué à 

un diamètre, divise en parties égales les cordes 

de la surface parallèles à ce diamètre (*). 

Lorsque la surface dont l'équation algébrique 

est donnée , a un plan diamétral, on peut suppo

ser i ° . qu'elle soit rapportée à ce plan comme Fun 

des trois plans des coordonnées, ou autrement, 

que ce plan diamétral contienne deux des trois 

axes auxquels la surface est rapportée, par 

exemple , les axes des ce et des y ; 2 0 . que le 

troisième axe , ou l'axe des z soit conjugué au 

plan diamétral. Cette hypothèse admise, l 'ex

posant de z dans chaque terme doit être un 

nombre pair , puisque le plan des ocy divise en 

parties égales toutes les cordes de la surlace 

parallèles à l'axe des z. 

g4- Soit / ( r , s, t) l'équation algébrique 

de la surface rapportée à trois axes quelconques 

obliques ou rectangulaires, On rapportera la 

surface à trois nouveaux axes. Les constantes 

qui déterminent les nouveaux axes sont au 

(*) Voyez la Correspondance sur l'École polytechnique, 

torn. 2., pag. 5. ( Article de M. Binet. ) 



nombre de neuf3 de ces neuf constantes, sept 

donnent la position de la nouvelle origine des 

coordonnées, de Tun des nouveaux axes, par 

exemple de Taxe des oc , et du plan qui contient 

les deux autres axes des y et des s. 

Lorsque, par des valeurs particulières et 

réelles assignées aux sept constantes, on peut 

faire disparaître les termes où les exposans de 

la coordonnée parallèle à l'axe des o c , sont des 

nombres impairs, la surface proposée a pour 

plan diamétral, le plan des o c y . Les équations 

qu'on obtient en égalant à zéro les coefficiens 

de ces termes, contiennent les sept constantes, 

et servent à les déterminer. Par l'élimination, 

on obtiendra d'autres équations telles que cha

cune d'elles ne contiendra plus qu'une seule 

constante qui sera l'indéterminée. Résolvant 

cette équation , en considérant la constante 

comme l'inconnue, le nombre des racines réelles 

de cette équation déterminera le nombre des 

plans diamétraux de la surface, 

Si , par des valeurs particulières des neuf 

constantes qui déterminent les trois nouveaux 

axes , on parvient à une équation entre les 

nouvelles coordonnées a:, y, z, telle que les 

exposans de ces coordonnées soient dans tous 

les termes de l'équation , des nombres pairs, 



la surface a au moins trois plans diamétraux 

conjugués (art . 93 ) . 

En prenant pour exemple la surface dont 

l'équation algébrique est du second degré , 

on y appliquera la méthode précédente, pour 

déterminer le centre et les plans diamétraux 

de cette surface. 

S n . 

Des surfaces du second degré. 

D É F I N I T I O N . 

95. Toutes les surfaces du second degré sont 

représentées par l'équation générale du second 

degré entré trois variables : 

z Mu? + %B' vt + zBUtu j-zCt+z Ou+% C«V= K ; 

î , u, 9 étant les coordonnées d'un point de 

la surface , rapporté à trois pians rectangu

laires. 

La propriété caractéristique de ces surfaces 

consiste en ce que chacune d'elles ne peut être 

coupée par une droite qu'en deux points. Pour 

le démontrer , menons par un point (t\ lé , f') 

de la surface du second degré, une droite qu i , 



prolongée indéfiniment, coupe la surface en 

un autre poin t , et cherchons les coordonnées 

de ce point. Soient : 

(2) * ' = c Z ( v — . ( 3 ) a — a' = m(e — e')> 

les équations de la sécante. 

Mettant dans l'équation (1 ) , à la place de 

u, v 9 les coordonnées t/', du point par 

lequel on mène la sécante , elle deviendra : 

At'* + A'u'* + Alh"> 

et en la retranchant de l'équation (J) , on a : 

Désignant par les lettres t 9 M , 9 les coor

données du second point où la sécante coupe 

la surface , les équations (2) et (5) de cette 

sécante donnent : 

u*~ u'* = (u -f «') ( 1 / — a ' ) == m (w + w 0 O'—Ot 

tu —. z V es {lu'+mt) (p—/) + /m (*> — / ) * . 

* ~ tss/ 0>— *>')» 

Substituant ces valeurs dans l'équation ( i ) , 
et divisant tous les ternies par v—v', on a: 



+2.B (u'+mv) + zB' (t'+ h) +2.Bff(luf+mt — Imv' + 7.w) 

+ 2 CZ + 2 C m + 2 CK 

Les équations (3) , (5) , (5) , qui contiennent 

les coordonnées t , u , ç, étant l inéaires, la 

droite menée par le premier point ( t1, uf, v1 ) 

ne peut couper la surface qu'en un second point; 

d'où il suit qu'en général une droite ne peut 

rencontrer une surface du second degré queri 

deux points. 

De la Tangente et du Plan tangent d'une 

surface du second degré. 

g6. Une droite sécante devient tangente , 

lorsque les deux points où elle coupe la surface 

se réunissent en un seul. Les équations (2) , 
( 3 ) , (5) de la sécante deviennent donc celles 

d'une tangente, lorsqu'on suppose dans l'équa

tion (5) (art . g5) : 

et on a pour les équations de la tangente en 

un point (Z>, u\ *>'): 

( 2 ) / — * ' = J ( * » — F / ) , (3) u~.u' = m(v~-i>'), 

les constantes / et m étant liées entre elles par 

l'équation : 



(6) 

AUf -f A'miï + Ahr 

ou en ordonnant par rapport a / et a m : 

t (Aï + BH' + JSV + C ) 

+ m ( W + ^'w' + Bv1 + O ) 
-f~ + 2?a' + Ah' - f C* 

Le plan qui touche la surface au point (tf, i/', 
contient (Géométrie descriptive, SuppL, art. a4) 
toutes les tangentes à la surface, qu'on peut 
mener par ce point ; d'où il suit que l'équa
tion du plan tangent doit être indépendante 
des constantes / et m qui déterminent Tune 
de ces tangentes ; donc , si Ton substitue 

da?s l'équation (6) , pour / et m , les valeurs 
t — t1 u — u! . , , . 

— ~ — t i r é e s des equations ( 2 ) 

et ( 3 ) , on a : 

(t — *') (At' + B V 4 - £ V + C ) J 
4. ( 1 / — M ' ) 4-J3/ + C ) > = o. 

4- ( *, — y' ) 4 Bw' + AW + C«) ) 

Réduisant au moyen de l'équation (i)(art.95), 
l'équation du plan tangent devient : 

(7) 

t ( AV 4 R»ul 4 B V 4 C ) 
4 M (£'/*'4 , 4 V 4 JB/ -H C') 

4 *> C B't' 4. 4 ,4 V 4 co 
+ C * ' + C'a' — K 

Ä 0 | 



et on a de plus entre les coordonnées ur, v1 

du point de contact, l'équation : 

(8) 
At'* 4 Aru'* + AfV* 

+ zBu'y' 4- a BW + 2 BH'vt 

+ zCt' 4 2 Vu' 4-2 CV—K 

De la Division des surfaces du second degré 
en deux classes. 

97. Les surfaces du second degré se divisent 
en deux classes, les unes qui ont un centre, les 
autres qui en sont dépourvues, ou plutôt dont 
le centre est à l'infini. Pour le démontrer , 
supposons qu'elles aient un centre, et que les 
coordonnées de ce centre soient En 

transportant l'origine des coordonnées au point 
Ä, y , et rapportant la surface à trois nou
veaux plans parallèles aux premiers , on a 
(art . 76) : 

Substituant ces valeurs dans l'équation (1) 
(ar t . g5 ) , elle devient : 

Ax^Afy*^A^z%^2Byz-\-%Bfxz^r2B^xy 

+ 2 x(À « + B"ß 4 B'y 4 C ) 

4 V (B»* 4 A'ß 4 By 4 O ) 

4 Ä Z (B'« 4. 4.̂ //y 4 C") 
4 ^ ** 4 A'®* -f ^ ' V 

4 2 B ß y 4-*a-ß;cty4 2-B11 &ß 

4 â C « f 2 2?'/3 4* 2 C / ; y — J S : 



On remarquera i ° . que les coefficient des 
termes à deux.dimensions sont les mêmes dans 
éette équation (3) et dans l'équation ( i ) (art. g5); 
2 ° . que le terme constant de l'équation (2 ) est 
composé des termes de l'équation ( 1 ) (art. g5 ) , 
dans lesquels on changerait èri à, ß,y. 

Pour que l'équation (2) ne contienne que 
des termes dont la somme des exposans soil 
paire, il faut que les coefficient de œy y, % 
soient nuls , ou qu'on ait : 

(3) Act 4- Blfß 4- Bry 4- C ~ o , 

(4) £//*4- A'ß 4- By 4 £ ' = o , 
(5) BU 4- B ß 4- A*y +CU =r= O ( * ) • 

Nommant —H le terme constant de l'équa
tion ( 2 ) , elle se réduit à : 

Ax*+A'y+A«z*+3LByz4 2.B'œz+2B*xf=lJ* (£) 

Cette equation (E) sera satisfaite en prenant 
œ > J* * positivement ou négativement; ce qui 
prouve ( art. g2 ) que la surface à laquelle cette 
équation appartient, a un centre dont les coor
données «t, ß 9 y sont déterminées par les équa
tions (3) (4) f, (5). Si la constante H est nul le , 

(*) En differential l'équation ( 1 ) (art . 9a) successi

vement par rapport a t, u , et y, on a trois équations, dans 

lesquelles mettant pour ui v, les coordonnées a , y% 

on obtient les trois équations (3) § $ (5)(art . 97) % 



forrgine des coordonnées est un point de la 
surface, et ce point en est le centre. 

Les équations (3), (4), (5) linéaires en « , ß , y , 
donnent, pour ces quantités, les valeurs sui
vantes : 

Äffi= 'AW+A?Bf *-±-At!Bft %—AÄ A U—VLBB' BU 

C(BBf^AiiB^)+Ü(AAft^Bf*)+Cii(B'B'r^AB} 
ß & z AB^AB'*+A»È't*~~AA>A"—z BB>B« '* 

_ C(BB*-~A'B*) 4 O (BfBlf— AB )+Cf* (AA'~-Bff7) , 
f ~ AB^AfB'*+AiiB«*~AA'Aii~zB&& * 

Supposons maintenant que les numérateurs 
de ces trois fractions soient des quantités finies, 
et que le dénominateur commun soit nul , ou 
qu'on a i t : 

AB* + A'B'* + A*B***- A A* A» — zBB'BV = o> 

fes coordonnées * , £ , y du centre de la 
surface seront infinies ; d'où il suit qu'il y a 
deux classes de surfaces du second degré , les 
unes qui ont un centre » les autres qui en sont 
dépourvues. Lorsque des trois 'fractions, valeurs 
de A , ß , y % une ou deux seulement se réduisent 

à — > l'équation proposée appartient à une sur

face du second degré, qui a pour centres , tous 

les points d'un plan ou d'une ligne droite. Nous 

examinerons ce cas particulier. 



Des Surfaces du second degré qui ont um 
centre. 

98. Toutes les surfaces du second degré 
qui ont un centre, sont comprises dans l'équa
tion (E) (art. 97) : 

TAx*+A'yr -Mfs* + zByz 4 zB'xz+ zB^xy=H; (JE) 

le centre étant l'origine des coordonnées rec* 
tangulaiyes œ, y, z% 

Concevons par un point ( acf, y \ zf ) de cette 
surface un plan tangent; on aura l'équation 
de ce plan, en mettant dans l'équation (7) 
(art. 96), au lieu- de i 9 u, v, les lettres 
f , j , 2 , et à la place de tf, uf

r vl, les lettres 
œr

3 yr, z1. Changeant K en H\ et en supposant 
nulles les constantes C , Cr

x C ; / , l'équation (7) 
( art. 96 ) se réduit à celle-ci : 

x(Ax' + B»y 4 B'z') \ 
4.y (fi//*'4 A'y' 4 Bzf ) > = H . [F) 
4 z {B'x* 4. Bf +A*z') J 

Les trois coordonnées x\ y!, zr du point de 
contact sont liées entre elles par l'équation ; 

La perpendiculaire au plan tangent, menée 



par le poiut de contact, est la droite qu'on 

appelle la normale. Faisant, pour abréger : 

Ax' + BUf + B'z' = L, 
B»x' + Ay - f Bz' c= M, 
B'x1 + Bf + A«z* = N , 

les équations de la normale sont ( art. 2 6 ) : 

N(x—x*)=iL(z—z') , N(y—y')—M(z~~z'). 

La parallèle à cette normale , menée par le 

centre de la surface, a pour équations ; 

Nx = Lz, Nyx=s Mz. 

Des Sommets de la surface du second degré. 

99. Le plan tangent à la surface du second 
degré détermine la direction de chacun de 
ses élémens. La normale élevée par le point de 
contact, contient les centres d'une infinité de 
sphères , et parmi ces sphères , il y en a deux 
dont le centre est déterminé par les rencontres 
de deux normales consécutives , et qu'on 
nomme les sphères osculatrices de la surface. 
Jl.es rayons de ces sphères déterminent la cour«-
Jmre de la surface du second degré > la re-* 
cherche de ces rayons est une application du 
calcul différentiel. En n'employant que les 
méthodes algébriques > on peut traiter un® 

http://Jl.es


autre question plus simple , et qui néanmoins 
jette un grand jour sur la théorie des surfaces 
du second degré. Toutes les normales à la 
surface d une sphère passent par le centre de 
cette sphère ; la surface du second degré ayant 
un centre, on demande s'il existe une ou plu
sieurs normales qui passent par ce centre? 
En supposant que cette normale existe, le 
point de la surface d'où part la normale, est un 
sommet de cette surface. 

Les sommets d'une surlace du second degré 
qui a un centre , sont des points pour les
quels les plans tangens à la surface , menés 
par ces points , sont perpendiculaires aux dia
mètres qui passent par ces mêmes points. Pour 
les déterminer , concevons une sphère con
centrique à la surface du second degré , et 
tangente à cette surface en un point (œf

ry
f

r zf). 
Nommant R le rayon de la sphère, l'équation 
du plan qui la touche au point {jxfyy

f

% z1) est :. 

0> xtf -jrjj' + **' e= R% ; 

et les trois coordonnées o c 1 , j ! , z! du point de 

contact, sont liés entre elles par l'équation : 

©r> ce plan tangent,. d'après la définition des 



sommets % ne diffère pas du plan qui touche 

la surface du second degré au même point 

(pc^y1, zf)i donc l'équation ( i ) , et l'équation (F) 

(art . 98) sont identiques ; les comparant terme 

à te rme, on a les trois équations suivantes : 

xf Ax' + BY + S'*' 
R> ~~~ H 9 

y' B#x'+ A'y'+ Bzf 

JF~ H ' 
zr B'x' + By' + Alfz' 
R- "~ H 

Le diamètre qui passe par le sommet a pour 

équations : 

x* y' 
X — -—Z, yz^s-y-z. 

z' z' 

ou en nommant A et /x les tangentes y —g* ? 

x = 7<z, Y ~&z% 

ces tangentes A et ^ déterminent la direction de 

la normale qui passe par un sommet , et les 

trois équations précédentes deviennent : 

R* ( £ * A - f , j?,* 4-4") — H 5 = 0 . 

(G) 

Eliminant successivement de ces trois équa-

lions deux des trois quantités A , fx , o a 



aura les équations dont les racines sont les 

valeurs de ces trois quantités. 

Eliminant d'abord — - , on a : 

H 
Ax + Bfffi + B'x* + Bxp + A"x, 

B0x+A'p+ B =.£ '^4- Bp* + ^ V î te) 

d'où Ton tire les équations (H) et (K) : 

}?{ BB<(A!rA) +B*(B'*-B>) } 

+**{B(Ar-A')(À-À')-BW^ B*-P'*)} 
+ A {B^À*.-A%A*~A)-BB\A'+Aa-*A) +B*(2B*-B'*-B9*) 
—B'Bi((A*-A')-B(B9*-W*)} , 

^{BB'^Af)+Bff(ß^B'^} 

+ ^ j Br(A'-rA) (À'-A«)-BB'r(A+ À'-2A»)+B'(aB»*-B*-B'*)} 

{Bl*{All-Ä){All-A')-BB' (A+A»-2A')+Bt'frB"-B*-B»*) 

~m*{An-A)-B'(B»*-B*)}. 

= o (II) 

loo . Pour obtenir 1 equation finale en 

R* 
-j—zss., supposons qu'on élimine, dans les 

jti 

équations (G) (art . 9 9 ) , l'une des deux quantités 

h, fx, par exemple x, on aura les deux équations : 

( 1 ) ^ { s * ( £ ' I ? ' ' - ^ 

i*)ft{s (d'B'r-BB^-B'l+s ( BB'-A»BU ) + BU =0; 

d'où, éliminant p, on a : 
s^AB*+A'B^+Af!B^—AA'Alf—2BB'Bff) 

Ji-s\AA'+AtA»+AAU~B%-~B'9--Bil*) 
— s (A+A'+A1'} = o . ( J ) 



Lorsque les trois racines de cette équation (/) 
seront réelles (*), en les multipliant p a r / / , on 
aura trois valeurs réelles de 2?2, et six valeurs 
de dz%/R\ Les quantités A , ̂ , qui déter
minent la direction des normales qui passent 
par les six sommets , étant données par une 
équation du troisième degré , il suit que les 
six sommets sont placés sur trois normales , 
et que chacune de ces normales contient les 
deux sommets correspondans à la distance 
dt \/R% de ces sommets au centre de la surface. 

L'existence des sommets d'une surface du 
second degré dépend donc du signe des racines 
réelles de l'équation ( / ) . Nous démontrerons , 
dans les articles suivans , que les trois valeurs 
de A et juu, données par les équations (H) et (K) 
de l'article précédent, sont réelles. A ces va
leurs réeiles correspondent, en général, trois 

R* 
valeurs réelles et finies de s ou — ? qui sont 

données par les équations ( G) de cet article , 
linéaires par rapport a s-, mais lorsque l'une des 

(*) On obtient encore cette équation ( / ) par d'autres 

considérations ; voyez les Annales des mathématiques, t. II , 

pag. 33 ; la Correspondance sur l'Ecole Polytechnique , 

loi». I I , pag. 3a4 Î article de M. P e t i t 



valeurs de s sera négative, la distance de deux 
sommets au centre de la surface sera imaginaire. 

Des Plans diamétraux de la surface du second 
degré. 

1 0 1 . Quels que soient les trois plans rec
tangulaires auxquels on rapporte la surface du 
second degré , cette surface a trois plans dia
métraux parallèles aux plans des coordonnées. 
En effet, reprenons l'équation générale ( i ) de 
l'article g5 , et résolvons-la successivement 
par rapport à t, à u, et à , on aura : 

f = = . . tB'* + B'" + C ) ± x S T 
A y 

Af 

A. M 

T, U9 V, représentant, pour abréger, les quan
tités sous le radical. 

La valeur de t est composée de deux parties : 
la première est l'ordonnée t1 d'un plan qui a 
pour équation : 

( 0 At ~f BOu + BW - f C — o x 

ç r , il faut augmenter et diminuer l'ordonnée 

t1 de ce plan, de la même quantité y/f9 pour 

avoir les deux coordonnées t de la surface qui 



correspondent à u et 9 ; ce plan divise donc 
en deux parties égales toutes les cordes pa
rallèles à l'ordonnée t : donc il est (ar t . g3) 
un plan diamétral. Par la même raison , les 
plans diamétraux qui divisent en parties égales 
les cordes parallèles à u et à p , sont : 

(2) B«t 4- Au + & + e = o , 

(3) BU 4- Bu +jt#v+ CVsszo. 

Lorsqu'une surface a un centre, un plan dia
métral passe nécessairement par ce centre. D'où 
il suit que le point d'intersection des trois plans 
diamétraux représentés par les équations ( i ) t 

(2), (3) de cet article, est le centre de la sur
face du second degré ; on voi t , en effet, que 
ces trois équations ne diffèrent pas des équa
tions (3), ( 4 ) , (5.) de l'article 97 , dans les
quelles, au lieu de a, ß , y , coordonnées du 
centre , on mettrait £, 9, coordonnées du 
point d'intersection des trois plans diamétraux. 

103. Le système de plans rectangulaires 

auxquels on a rapporté la surface du second 

degré , détermine les trois plans diamétraux 

auxquels ils sont parallèles ; d'où il suit que 

la surface du second degré a une infinité de 

plans diamétraux, et que tout plan qui passe 

par son centre , est un plan diamétral. En sup-



posant cette surface rapportée par des coor

données obliques à trois plans diamétraux ß on 

demande si ces trois plans peuvent être con

jugués entre eux (art. 9 5 ) ? 

Pour résoudre cette question, on se servira 

des formules (art. 80) qui servent à passer d'un 

système dé coordonnées rectangulaires à un 

système de coordonnées obliques. 

Reprenons l'équation (E) (art. 9 7 ) . 

oc, yï z étant les coordonnées rectangulaires 
d'un point de la surface. Nommant œ!

y y', zf 

les coordonnées obliques de ce point > on a ; 

axf -f" by' -\-cz', 

z =za«x> + b»y' +cf'z'. 

Et des neuf constantes a, b, c , af> b1c', 

a,jy y\ c v , six seulement sont nécessaires , 

puisqu'on a ( a r t . 1 4 ) ï e s Wôls équations de 

condition : 

Substituant les valeurs de x9 y9 z dans l'équa

tion ( £ ) , elle se transforme en celle-ci ; 

lx'*+Ly *+L trz>*+zMyz'+*M'x'z'+ mVx'fc^B** 

O r , pour que la surface soit rapportée à trois 

plans diamétraux conjugués entre eux , il faut 



qu'on ait ( art. 94 ) : 

Ces trois équations ne déterminent que trois 
des six constantes qui sont nécessaires pouf 
passer au système de coordonnées obliques ; 
d o n c , la surface du second degré a une in
finité de plans diamétraux conjugués entre eux. 

io3. A chaque plan diamétral correspond un 
diamètre conjugué parallèle aux cordes que ce 
plan divise en parties égales. Le plan tangent à 
la surface du second degré mené par Vextrè-
mité de ce diamètre ß est parallèle au plan 
diamétral. Pour le démontrer , soient : 

( 1 ) x = *z, ( 2 ) y — ßz% 

les équations d'un diamètre j 

(3) x = «z + *', (4) ys=tß* + »'9 

les équations d'une corde parallèle à ce dia
mètre. On aura les coordonnées du point d'in
tersection de cette corde et de la surface du 
second degré représentée par l'équation (E) 

(art . 1 0 2 ) , en substituant dans cette équation, 
pour œ etj, les valeurs données par les équa
tions (5)_, (4)- Après la substitution , on a : 

z*(kA**'+A'ß*+A*+zBß+zB'*+ 2Blf0cß) 

+ az(A*«?+A'ßß'+ Bß'+B'*+ J B " ( « ' 0 + * j 3 ' ) ) 

+ A*'*+A'ß'%+2B«*'ß'—H 



ou , pour abroger, 

Fz* -f a Gz + K = o. 

Cette équation donne les valeurs Z et Z1 de 

l'ordonnée z qui correspond aux deux points 

d'intersection de la corde et de la surface. En la 

résolvant, on a : 

Désignant par oc> y, z les coordonnées du point 
milieu de la corde , on a pour ce point : 

(3) x zzz uz - j - t 

(4) jr=zß* + ß', z = — - — = ~ — - , 

ou mettant pour F et G les quantités quelles 
représentent : 

(5) 
z (Auf+A'ßt+A'i+sBß+zB'a+zBtfaß) 

+ A**'+ A'ßß'+ Bß'+ B'» +BV(*'ß + *ß* ) 

Le milieu de la corde qui correspond aux 
constantes JS/ est dans le plan diamétral qui 
divise en parties égales les parallèles à cette 
corde \ d'où il suit qu'en éliminant, des équa* 
tions (5) , (4) , ( 5 ) , les constantes aJßf, on 
aura , pour l'équation du plan diamétral : 

(6) 

* (A* + B'fß+B') 

+ y (B'/« + A'ß + B ) 

+ z ( B'-m + B ß + A1') 

o. 

Le diamètre parallèle aux cordes que ce plaa 



divisé en parties égales, coupe la surface eti 
un point x / , y1, zf

9 ou — aé F — — JS', pour 
lequel on a : 

Xf = * zr , = j8 -t7 ; 
d'où Ton tire : 

y 

Substituant ces valeurs dans l'équation (6), 
elle devient : 

(7) 

x ( Axf + By + B'z' ) 

-4- y Ay + ) 

+ z {B'x'+ By + A»z') 

Le plan représenté par cette équation (7) est 

évidemment parallèle au plan qui touche la 

surface au point oc^ y } z f

y et qui a pour équa

tion (art . 98) : 

o? ( Ax' + BHy^r B'z' ) 

H. 

Le plan diamétral représenté par l'équation (6) 
coupe la surface du second degré suivant une 
courbe : supposons que ,. par un point .r ' , y \ zf 

de cette courbe, on ait mené le plan tangent re
présenté par l'équation ( F ) , on aura , pour ce 
point : 

(60 

x'(A* + Bllß + Bf) 

+ y(Blf«+ A'ß + B y 0. 



Cette équation (6 ;) exprime que, pour tous les 
points de la section diamétrale , le plan tangent 
est parallèle à la droite a? = a z , yz=ßz ; car, 
pour satisfaire à cette condition, il faut trans
porter le plan tangent , parallèlement à lui-
même , jusqu'à l'origine des coordonnées, et 
écrire qu'étant dans cette position , il contient 
la droite qui a pour équations : 

x = OLZ , y t±z ßx. 

Mettant dans l'équation (7) <tz pour a s 9 et ßs 
pour j - , elle devient : 

*(Jx'+Bfy+ B'z') ) 
•4. ß (ßt'x'+ Ay 4- Bzf ) > ~ 0 * 
4. B' x' + By1 +A«z' ) 

qui est identique avec l'équation (& ). 

104. U suit, de l'article précédent, que trois 
plans diamétraux conjugués d'une surface du 
second degré, sont parallèles aux trois plans 
tangens menés par les extrémités des diamètres, 
intersections des plans diamétraux conjugués. 
On a vu ( ait. 102 ) que des six constantes 
relatives à un système de plans diamétraux 
conjugués, trois sont arbitraires : on peut dé
terminer ces constantes, en se donnant à volonté 
un plan diamétral et un diamètre contenu dans 
ce plan diamétral. En effet, des deux plans 

Ï Ï 



diamétraux conjugués à celui qui est donné , 
Tun est parallèle au plan qui touche la surface 
à l'extrémité du diamètre donné j l'autre passe 
par ce diamètre , et par le diamètre parallèle 
aux cordes que le plan diamétral donné divise 
en parties égales. 

ÏO5. De tous les systèmes en nombre in
fini de plans diamétraux conjugués j il n'y en 
a quun seul pour lequel ces plans soient 
perpendiculaires entre eux* On nomme les 
droites intersections de ces plans accès princi
paux de la surface. Ces axes sont dirigés suivant 
les normales qui passent par les sommets de la 
surface. En effet, on a démontré ( art. 98 et 99 ) 
que le plan tangent a l'extrémité de la nor
male représentée par les équations x — xz , 
y — fxz , avait pour équation : 

4. y(B"x + + B ) 
-|~ z ( Bfx -f- Bp+jn) 

H. (F) 

Il résulte de l'article io5 que ce plan tangent 
est parallèle au plan diamétral qui divise en 
parties égales les cordes parallèles à la nor
male j donc les équations de condition (g) 
(ar t . 99) qui expriment que le diamètre re
présenté par les équations x=zxz7 y = pz } 



est perpendiculaire au plan tangent, expriment 
en même tems que ce diamètre est perpendi
culaire au plan diamétral qui lui est conjugué. 
O r , les valeurs de x et p qui déterminent les 
directions de ce diamètre , sont données par 
les équations du troisième degré (H) et (K) 
(art . 99) , dont chacune a au moins une ra
cine réelle j donc la surface du second degré 
a au moins un diamètre perpendiculaire au plan 
diamétral qui lui est conjugué. Prenant ce 
diamètre pour Taxe des o c 1 , rapportons la sur
face à trois axes rectangulaires des des yf> 
des z1, ces deux derniers axes étant pris arbi
trairement dans le plan des j ' z 1 perpendiculaire 
à Faxe des œf. 

L'équation de la surface, dans cette hypo
thèse , sera nécessairement de la forme : 

Transformant les coordonnées rectangulaires 
yl

y z', en d'autres coordonnées rectangulaires 
y, 5 z, au moyen des formules connues ( Géom. 
cinaljt. de Biot, 5 e . édit, , pag. 92 ) : 

Y' ^ Jt c o s a — ZF sin &, 
Z* —Pi *>ni a + Z. COS a , 

on a , pour le coefficient de yh1 ; 

a (2V' sin «cos « —Nàxi » cos *)+IV// (cosV — sin»*)* 



u étant Tangle ( j ' , y) des axes des y et 

des y. 
Égalant ce coefficient à zéro , on a , pour 

déterminer Tangle a, l'équation suivante : 

a sin «cos« ÇNf — JV) + (cos*«—* sin* et ) = o f 

O U 

(iV7 — 2V") sm2*+2V /'cos2*=0| 
OU 

tanga* = — — • — f 

Valeur qui est toujours réelle, puisqu'elle est 
donnée par une équation du premier degré. 
D'où il suit que les trois axes des ocf, des yf, 
des zf sont réels, et l'équation de la surface 
du second degré, rapportée à ces trois axes, 
est nécessairement de la forme : 

Px* + p y + ss ï. 

Ayant démontré que les trois axes principaux 
de la surface du second degré sont réels, et 
les quantités A , JUL qui déterminent la direction 
de ces axes, étant données par les équations 
(H) , ( Ä ) de l'article i o3 , on doit conclure 
que les trois racines de chacune de ces équa
tions sont réelles. 

106. Les trois axes principaux coupent la-

surface en six points , qui sont les sommets 



de cette surface. Les parties de ces axes, com
prises entre les sommets opposés sont les 
diamètres principaux de la surface. L'une 
quelconque des trois équations ( G ) (art . 99) 
donne les valeurs des carrés des demi-diamètres 
principaux qui correspondent aux valeurs 
réelles de A et p . Nommant a, b, c ces demi-
diamètres, les coefficiens P , P1, Pf/ de l'équa
tion Px*-\- P'y1-}-Pllz'1 = 1 (art. io5) sont res-

• , 1 1 1 
pectivement égaux aux quant i tés—* - — • 

De la Relation entre les trois diamètres princi
paux rectangulaires d'une sur/ace du second 
degré, et les trois diamètres conjugués de 
cette surface ß déterminés par les angles que 
ces diamètres font entre eux. 

107. On a vu (art. 102) que la surface du 

second degré étant rapportée à trois diamètres 

conjugués , son équation était de la forme : 

Lx* + L'y* + L'i** = H'. 

Nommant a / , 2g-, 2 h les longueurs des dia
mètres conjugués, parallèles aux axes obliques 
des x , des j , des z , cette équation devient ; 



Concevons une sphère du rayon R, concen

trique à la surface du second degré , et tan

gente à cette surface en un point yf, z1). 

La distance du centre de la sphère au point 

de contact , est (art. 6 3 ) : 

; %^x'2 + j ' 2 «4- zf 2 -f" 2.x'y1 cos {J, g) - j - zy 'z ' c os {g, h) -}~ 2 z' x' cos(hiJ) ß 

d'où il suit que l'équation de la sphère rap

portée aux axes obliques, est : 

(2) x*-{~yz-t-z2-t-2XYCOS(f>g)-\-2.yzcos(g) A)-}- C O S ( Ä , / ) = = J R V 

Par le point { o o \ f % z1) commun à la sphère 

et à la surface du second degré , menons des 

plans tangens à ces surfaces, et les équations 

de ces plans seront (art. 98) : 

(3) 

x \x! + j ' c o s ( / , g) - h ^ c o s (h,f)l 

-\-y \ y + xrcos{f\ g) + cos 

+ z{ z'+y'cos (g, h) + «'cos ( Ä , / ) } 

(4) g*h*xxf -f- hrjyy' +fzg7zz' = f*g*h\ 

Supposons maintenant que le point (xf\ y f , zf) 

soit l'extrémité de l'un des trois diamètres prin

cipaux rectangulaires j les plans tangens menés 

par ce point coïncideront, et les équations (3), 

(4) seront identiques. Egalant les coeîficiens 

de œ, y , z dans ces deux équations y on aura : 



X> 4 y cos ( / , g ) 4. z' cos ( à , / ) 

Les équations du diamètre principal qui passe 

par le point (xf

9 r ' , s ; ) étant : 

x x' y j ' ; 

z z1 9 z z' * 

soient — = <p , ~ = 4 3 et les trois équations 

précédentes deviendront : 

(5) / 3 j c p 4 - 4 c o s ( / , ^ ) + c o s ( A , / ) } = R>çt 

(6 ) { 4 + <P cos (f, g) + cos (g, h)} = ^ t 

(? ) A a { ï + 4 cos A) 4-(pcos(A , / ) } = jfta ; 

d'où l'on tirera les valeurs de i?% <p et 4 ? 
quantités qui déterminent la longueur des trois 
diamètres principaux rectangulaires , et la d i 
rection de ces diamètres par rapport aux trois 
diamètres conjugués f> g, h. 

Eliminant q et 4 > 0 1 1 obtient l'équation : 

RS—R*{f* + g* + fr) 

0« 

Cette équation a pour racines les carrés des 

y + x'cos (/, g) + g ' c o s Q , A) y 

z ' + y cos ( A ) 4 o;' cos ( A , / ) s ' 



demi-diamètres principaux rectangulaires ; en 

nommant a, b, c ces demi-diamètres , elle 

sera équivalente à celle-ci : 

(9) Ä 6 - -Ä4(ö 2 +5>4-^)+^^ 

Concevons maintenant deux paralléîipipèdes 
construits Fun sur les trois demi-diamètres 
principaux a, b, c v l'autre sur les trois demi-
diamètres conjugués J\ g, h ; l'identité des équa? 
lions (8), (9) établit les relations suivantes (*) 
entre ces diamètres : 

i° . La somme des carrés des trois diamètres 
principaux est égale à la somme des carrés des 
trois autres diamètres quelconques conjugués 
entre eux> 

a®. La somnie des carrés des faces des deux 

paralléîipipèdes est constante -> 

5°. Les volumes des deux paralléîipipèdes sont 
égaux (art . 5g ) . 

Eliminant M2 et <j>, ou R1 et 4 3 au moyen des 
équations (5), ( 6 ) , (7) on parviendrait a u n e 
équation du troisième degré, dont les racines 
seraient les valeurs de 4 o u de <p. 

(*) Voyez le Journal de l'Ecole polytechnique, i 3 e , 

cahier, pag. 281 et 2.82. ; 16 e . cahier , pag. 3 s i ; Bulletin 

de la Société philomatique, mai î B i 3 . 



§ II. 

De la Division des Surfaces du second degré 
qui ont un centre y en trois genres : l'ellipsoïde, 
l'hyperboloïde à une nappe , l'hyperboloïde à 
deux nappes. 

I O S . Les plans menés par les trois axes 
principaux de la surface du second degré , 
coupent cette surface suivant des courbes du 
second degré , qu'on nomme les sections prin
cipales de la surface. 11 est évident que ces 
courbes et la surface ont mêmes diamètres 
principaux. 

L'équation de la surface (art. 9 7 ) 

JH^+zByz + zB'yz 4- xBnxy=H, (JB) 

étant ramenée à la forme : 

les trois sections principales ont pour équations : 

Px* + Py = 1 , 

Py» 4. pirz* = 1 , 

P>'!z7-j- Px* = I . 

Ayant déjà nommé (art. 1 0 6 ) a9 h, c les demi-
diamètres principaux de ces trois sections, l'é
quation (c) de la surface peut s'écrire ainsi : 

I l I r t\ 
—r x%

 + • — - y * JL g? Ä I . Ie ) 



En supposant dans l'équation générale ( £ ) , 
H— i , les trois valeurs a2

9 Z>a, C1 du carré/? 2 , 
sont donnés par l'équation (/) (art. 99) , el 

s i , dans cette équation ( / ) , on substitue — à 

la place de l'inconnue s> elle deviendra : 

(A+A' + A'O ) 

4. t {AAr+A'AU+AA"—B*—B>-—B^ ) V = o , (/'} 

AB*+A'B"+ AU BU*— A A1 AU— 2 BB'Bff) 

dont les racines sont les valeurs de P, Pf, P!r

 y 

coefficiens de x 3 , y * 9 s* dans l'équation(e) ou(e'). 

109. Les signes des valeurs de données 

par l'équation ( / ) (art. 99 ) , déterminent le 
genre de la surface du second degré. Ou ces 
trois valeurs sont positives ; ou deux sont posi
tives et la troisième négative ; ou l'une est 
positive et les deux autres négatives ; ou enfin 
les trois valeurs sont négatives, mais il est évi
dent qu'alors la surface est imaginaire. L'équa
tion (e ') devient, pour les trois premiers cas : 

±-x*+^-y*+~z*=i, Ellipsoïde, 

— - — j * — — z % = 1 , Hyperboloide à une nappe , (V ,2 ) 
<Z3 0 a C* 

i i i 

^.^t^ y% ï } Hyperboloide à deux nappes. 



On déduit les deux dernières équations de la 

première (V , ï ) , en supposant d'abord que c 

devient c y / — ï , et ensuite que b et c de

viennent b \/— ï , c \/— ï. 

En examinant chacune de ces équations sépa

rément, on connaîtra la forme des trois surfaces 

qu'elles représentent. 

Nous avons déjà remarqué (art. 1 0 0 ) que 

lorsque l'une des racines de l'équation ( / ) 

(art. 99) serait négative , deux valeurs d'un 

demi-diamètre principal , deviendraient ima

ginaires, quoique la droite (art. i o5 ) , suivant 

laquelle se dirigerait le demi-diamêtre , fût tou~ 

jours réelle; d'oii il suit : 

i°. Que dans les équations ÇcJ) les signes 

négatifs affectent les carrés des coordonnées 

parallèles aux diamètres principaux imaginaires; 

2 ° K Dans l 'ellipsoïde, les six sommets (art. 

1 0 0 ) sont réels; l 'hyperboloïde k une nappe 

a quatre sommets réels , et il n'y en a que 

deux réels sur l 'hyperboloïde à deux nappes. 

Toutes les surfaces du second degré qui ont 

un centre , étant représentées par l'équation (ef) : 

la surface du premier degré , ou le plan qui 



a pour équation : 

passe par les extrémités des trois demi-diamètres 

principaux a , b, c. 

§ m . 

Des Surfaces du second degré dépourvues de 
centre, ou dont le centre est à Vinfini. 

1 1 0 . On a vu (art. 97) que l'équation la plus 

générale des surfaces du second degré, étant : 

^ j At*+Afu? +Af'*i>* } 

les coordonnées a , ß , y du centre de ces sur
faces devenaient infinies , lorsque les constantes 
des termes à deux dimensions de cette équation 
générale étaient liées entre elles par l'équation 
de condition : 

AB- 4- A'B'* + A*Bfr — AA'Af — 2 BB'BU s s o , 

ou , pour abréger : 
D = o „ 

Dans ce cas, les diamètres principaux de la 

surface, qui étaient réels , deviennent infinis ; 
et en effet, le coefficient de , dans l'équation 



( / ) (art. 99) , est égal à D ) or, tous les termes 
de cette équation étant divisés par D, le dernier 

terme , qui est le produit de toutes les ra-
u 

eines de l'équation, doit devenir infini \ donc, 
ce coefficient D doit être nul. 

i t i . En transformant (art. 86 ) les coor
données rectangulaires t, u , f, en d'autres 
coordonnées rectangulaires œf

9 yr

y zf parallèles 
aux axes principaux (art. i o 5 ) , on ramènerait 
l'équation ( 1 ) de l'article précédent à la forme : 

Qx'* 4 ÇY> 4 QUz>* 4. 2 qx'+ 2 (ff + 2^2'= k. 

Elle comprend toutes les surfaces du second 
degré, celles qui ont un centre > et celles dont 
le centre est à l'infini ; mais lorsqu'elles ont 
un centre, les coordonnées de ce point sont 

(art. 1 0 1 ) — —çyT' d'où il suit 

que., pour les Surfaces dont le centre est à l'in
fini , l'un au moins des trois coefficiens Ç>, Q f , Q n 

est nécessairement n u l , et cette condition est 
équivalente à celle qu'on exprime au moyen 
de l'équation de l'article i ro : 

AB2 4- A'B'* 4 A"BV* — AA'A* — 2. BB'B11 = o. 

Supposons qu'on ait Q ~ o , c'est-à-dire que 



la coordonnée du centre parallèle à Faxe des ocf, 
soit infinie , 1 equation de la surface deviendra : 

et en transportant l'origine des coordonnées 
en un point déterminé de la surface, on pourra 
la réduire à celle-ci : 

pz* -f- p'y* *— 4 pp'x ~ °* 

En effet, soient / , m , n les coordonnées de 

ce point respectivement parallèles aux oc!, yf, z1: 
on aura pour ce point : 

(ï) Q'm* + Q#n* + 2 ql - f 2 / m - f 2 ^ 7 2 s= 

Transformant les coordonnées œf, y1', z1 en 

œ-hl, y-^rrrij s + n , on obtiendra par la 

substitution : 

Qy +Qitz* +2qx + 2f (Q'm + ~f 2z(Qffn - f gfl)=o. 

Le coefficient de qui ne renferme ni / , 
ni m, ne peut pas devenir nul par des valeurs 
particulières de ces quantités; d'où il suit que 
les deux termes qui contiennent le carré et 
la première puissance de Fune des coordon
nées , telles que oc , ne peuvent disparaître 
en même t ems , à moins qu'on ne suppose 
la surface du second degré réduite à un cy
lindre dont les arêtes seraient perpendiculaires 



au plan des jz , et qui auraient pour base une 
courbe du second degré située dans ce plan. 

En égalant à zéro les eoefficiens de y et 

de 3 , on aura : 

(s) m = — ^ , (3) n~-^T' 

Des trois équations ( ï ) , ( 2 ) , (3), on tirera 

les valeurs des coordonnées / , m , n du point 

de la surface que Ton doit prendre pour origine 

des coordonnées , afin que l'équation générale 

des surfaces du second degré qui n'ont pas de 

centre , soit réduite à la forme la plus simple : 

pz* - j - py*4 pp'x = o. ( / ) 

De la Division des Surfaces du second degré 
dont le centre est à Vinfini, en deuoc genres : 
le paraboloïde elliptique, et le paraboloïde 

hyperbolique. 

u s . La combinaison des signes de l'équa-
t * o n CO ? pz*-\~piy*—l^pproc = o , ne présente 
que deux cas : ou le coefficient pf de est 
positif, ou il est négatif : s'il est positif, l'é
quation 

(/'> 0 P** + p'y — 4pp'x = o r 



représente tin paraboloïde elliptique ; si ce 

coefficient est négatif, l'équation 

( A 2) Vz% —py% — kpp'x = 0* 

appartient au paraboloïde hyperbolique. Nous 

déduirons de ces deux équations (J'1, ï ) , ( / ' , 2 ) , 
tout ce qui est relatif à la forme de ces deux 

surfaces, et nous ferons connaître les propriétés 

qui les distinguent. 

Des Plans tangens, et des Plans diamétraux 
des surfaces du second degré qui n'ont pas 
de centre. 

i l 3 . Soient oc?, y1, z1 les coordonnées 

d'un point de la surface représentée par l'équa

tion (jQ (art . 111 ) : 

pz* + pY — ipp'x = o. ( / ) 

On a pour ce point : 

pxn + pyf% — 4 pp'xf ~ 0. 

Une sécante qui passe par le même point 

œ1\ yf, zfy a pour équations : 

x — x' — l («ar — z* ) , y <—YR ~?n (z — z'). 

Elle coupe la surface en un autre point 
œ'j>J1' >z>lpour lequel on a les quatre équations 

suivantes : 



pzf* + pff2 — kpp'x' = o , 

»V — o/ = Z ( — s' ) f * / / ~ s'y 

Retranchant la seconde de la première, on a : 

p (s"*—**) + p<(yK*—f*) — 4pp>(x«—X') s= O. 

Celle-ci devient, au moyen des troisième et 
quatrième équations : 

( ï ) p + mp* +y ) — 4 Ipp' e s o . 

lorsque la sécante devient tangente : 

= y = y , = 

et les deux constantes l et m sont liées entre 
elles par l'équation : 

pz* -f- mp'y — 2. lppf = O. 

Substituant dans cette équation, pour / et mi 

i t œ — œr r — yf . . 
leurs valeurs r - et ^ , on obtient 

z — z' z — z' 

l'équation du plan tangent t 

ps' (z—*f)+py ( y — y ) — 2ppf (x — #') = o; 

et en réduisant au moyen de l'équation ( / ) : 

pzz' + Pyy — 2pp> ( * + X' ) — o. (^) 

La corde qui coupe la surface du second degré 
aux points ccf

9 y1

 ? z1 et cc!f, ^ / / , étant di~ 
1.2 



visée en deux parties égales , le point milieu 
appartient au plan diamétral qui divise en deux 
parties égales toutes les cordes de la surface 
parallèles à la droite œ=.k, y — mz ; soient 
<c y y y z les coordonnées de ce point milieu, 
on a évidemment : 

%t _|- zft y* ^yff cç* -f-, x1f 

~ = j > —X-
2. 2 2 

Substituant ces valeurs dans l'équation ( ï ) , 
elle devient : 

pz ~}~ mp'y — z îpp9 = o. (Ä) 

Cette équation ne contenant pas la variable oc, 
on doit conclure que tous les plans diamétraux 
de la surface du second degré qui n'a pas de 
centre j sont perpendiculaires au plan des jz\ 
un second plan diamétral qui diviserait en 
deux parties égales les cordes parallèles à une 
droite des équations ac — Vzry~ mjz, aurait 
pour équation : 

pz + tn'p'y — 2 Vpp* srr o. (h'} 

Supposons que le second plan diamétral 

soit parallèle aux cordes que le premier di

vise en parties égales ; et réciproquement, 

que le premier soit parallèle aux cordes que 

le second divise en parties égales , on aura 

l'équation de condition : 



Cette équation étant satisfaite, les deux plans 
diamétraux qui ont pour équations (k) et (A'), 
se coupent suivant une droite parallèle à 
Faxe des oc ß qui rencontre la surface en un 
point ; ayant pris ce point pour origine des 
coordonnées , et menant par cette origine * 
des parallèles aux cordes que les plans dia
métraux divisent en parties égales, ces deux 
parallèles et la parallèle à Faxe des cr, sont 
les axes d'un système de coordonnées obliques, 
tel qu'en y rapportant la surface > l'équation 
sera de la même forme que l'équation ( / ' ) . 
Nommant t la coordonnée parallèle à l'axe 
primitif des ce, u et v les coordonnées parallèles 
aux cordes que les plans diamétraux divisent 
en parties égales, on aura : 

équation de la surface, dans laquelle * et 

sont les coefficiens constans de u1 et vx. 

Le plan tangent à la surface, mené par l'ori
gine des coordonnées obliques coupe les plans 
diamétraux représentés par les équations (Ä) et 
( A ' ) f suivant des droites qui sont les axes 
des coordonnées u et v, Lorsque ces plans sont 



perpendiculaires entre eux,, on a (art. 28) , 

pour équation de condition : 

p* -f- Tnm'p1* = o ; 

ou à cause de l'équation (hn) : 

mm' (p— pr ) ! = o. 

Cette équation est satisfaite de trois manières, 
en faisant, i ° . 772 = 0 , 2 0 . mf=o, 5°.p—pf=o» 
On a m — o , o u m ' ^ o , selon que l'axe des u, 

ou l'axe des v se confond avec l'axe des z. 

Dans le cas particulier où l'on aurait p=pr, 
l'équation mm1 (p — p- ) = o serait satisfaite , 

quelle que fût la valeur de m ou 7 7 / . Ce qui 

signifie que la surface du second degré est de 

révolution , et que tous les plans passant par 

l'axe de révolution divisent en deux parties 

égales les cordes de la surface, perpendiculaires 

à ces plans. En général, les surfaces du second 

degré, dont le centre est à l'infini, n'ont que 

deux plans diamétraux perpendiculaires aux 

cordes que ces plans divisent en parties égales ; 

elles n'ont qu'un seul sommet réel qui est sur 

la normale intersection de ces plans diamétraux, 



Des Caractères auxquels on peut reconnaître 
quune Equation du second degré à trois 
variables représente une surface de révo
lution. 

il4. On pourrait s'assurer- à priori qu'une 
courbe du second degré , en tournant autour de 
l'un de ses axes principaux , engendrerait une 
surface du second degré. L'équation de cette 
surface serait nécessairement comprise dans l'é
quation générale (art . g5) : 

C Ar+A'if ~\-A,fv* 1 ^ 

^ t + zBw+2BWt+ 2JB«tu+2.Ct-f 2C'f+a C'V ) ~ ' 

On propose de trouver les relations qui 

existent entre les coefïïciens constans de cette 

équation, pour qu'elle représente une surface 

de révolution ? 

Pour résoudre cette question , nous remar
querons que l'axe de révolution d'une surface 
du second degré ne diffère pas de l'un des 
trois axes principaux de cette surface, dont on 
a déterminé ( art. 99 ) la direction au moyen 
des deux équations suivantes (g) : 

A* + BU^ + B'= A ( B'x 4* Bp + A«), (g, 1 ) 



t = A u = / x e étant les équations de l'axe 

principal, ou d'une parallèle à cet axe. 

En effet, supposons que la surface du second 
degré ait un axe de révolution ; deux plans 
quelconques perpendiculaires entre eux , qui 
passent par cet axe, sont conjugués au plan 
diamétral perpendiculaire à cet axe ; o r , des 
trois droites intersections de trois plans dia
métraux perpendiculaires et conj agués entre 
eux, l'une d'elles est un axe principal de lu 
surface ; donc , cet axe, et l'axe de révolution 
s'il existe > doivent coïncider. 

Prenant cet axe de révolution pour l'un des 
trois axes pr incipaux, les deux autres axes 
sont indéterminés, puisqu'ils peuvent tourner 
dans le plan diamétral perpendiculaire à l'axe 
de révolution. 

Les valeurs de x et ^ , données par les équa^ 
tions (g) ne peuvent être indéterminées que 
dans le cas où ces équations ont un facteur 
commun m

} o r , chacune d'elles a un facteur 
linéaire qui donne la valeur de x ou de yu 
correspondant à l'axe de révolution ; donc le 
facteur commun aux deux équations , est li
néaire. Ce facteur commun doit exprimer que 
les deux autres axes principaux sont dans uu 
plan perpendiculaire à l'axe de revolution. 



Soient l cl m les constantes qui déterminent 
la direction de Taxé de révolution, ensorteque 
cet axe , ou sa parallèle, ait pour équations: 
t — lvyiiz=zrrw. Soient, de plus , t = xv$ u = 
les équations de Fun des trois axes principaux, 
perpendiculaire à Faxe de révolution; ces deux 
axes étant perpendiculaires entre eux, on a 
pour condition (art , i 3 ) : 

ï Ix -f~ = o. 

Les équations (g) , d'où l'on doit tirer la 

valeur l de x, et la valeur m de p, doivent donc 

être identiques avec les équations suivantes : 

(x — I) ( ï + lx + mp) = of 

(f. — m) ( ï îx + mp) = o. <g '»2) 

En identifiant ces équations, on détermine les 
valeurs des constantes / et m, et on obtient les 
équations de condition qui expriment que Féqua-
tion ( ï ) appartient à une surface de révolution. 

Pour comparer les équations (g) et ( g ' ) , 
écrivons-les ainsi : 

. . m , A ( I — 7* ) , . . 

A*' + 4 ~ * * + — A i f ^ J " ^ A — izzzQ j ( f t 2 ) 

^ A « 4 ^ - i — / A — 1 = 0 ; ( ^ , 2 ) 
773. J?2 y 



ïdejitifiant, terme à terme , les équations (g , i ) 

et (g1, i), (g, 2) et (g 7 , 2 ) , on a six équations àf 

condition qui se réduisent aux quatre suivantes : 

BU B* i~l* A»—A i—m* AU—Ar 

d'où il suit que Taxe de révolut ion , s'il existe % 

ou sa para l lè le , a pou r équations : 

BU Blf t B' 
U=JF*> —^ir> 

çt cet axe existera , lorsque les équations de 

condit ion suivantes seront satisfaites : 

BBU (AV—A) — B/(B»*—B*)^o> (a) 
B'BJ/lA't—A') — B B*') = o. {b). 

La direction de l'axe de révolution ne dépend 

que des trois cocfficiens B, B1, Bn\ Il est facile 

de voir que si l 'équation ( 1 ) est privée d'un 

seul des rectangles vt, tu, la surface ne 

peut être de révo lu t ion ; c a r , en supposant 

B = o , par exemple , on aurait B''Blf2 = o , 

qui donne ou B1 = o 5 ou B11 = o ; c'est-à-dire 

que deux rectangles disparaîtraient > ce qui est 

contre l 'hypothèse. 

Supposons maixxtcnant deux de§ trois cocf-

ficiens B1\ Bn n u l s ; soient , par exemple , 

B ^ o , Bf — o , on tirerait des équations (a) 

ex (iA 



Bf _ (M—A) B1 B" 
TT~ BU 9 ! T ~ ~ A» —A' ' 

Dans ce cas , Taxe de révolution serait paral

lèle au plan des (£/./), et les deux équations (o) 

et (b) se réduiraient à celle-ci ; 

B^ — (A" — A) (AH—A'). 

Si on suppose de; plus B11 — o , cette dernière 

équation fait voir qu'on a nécessairement ou 

u i ] ] — Ay ou An = A'y c'est-à-dire que lors

que les trois rectangles çt > tu manquent 

dans l 'équation générale , la surface ne peut 

être de révolution , à moins que deux des trois 

coeffîciens A, A\ A11 ne soient égaux et de 

m ê m e signe. Cette condit ion étant satisfaite , 

l'axe de révolution se confondra avec l 'un des 

axes des coordonnées t% u , v, ou avec une paral

lèle à cet axe, q u i , dans ce cas , (ar t . 11 i )es t elle-

même parallèle à l 'un des axes pr incipaux (*). 

L'axe de révolution doit passer par le centre 

de la surface, dont les coordonnées et, ß, y 

( art. 97 ) sont connues ; d'où il suit que cet 

axe a pour équations : 

BU ßii 
t~*~1T O — y ) , u — f6 = ~ ( v — y ) . 

(";:) Voyez la Correspondance sur l'École Polytechnique, 
article de M. Bourdon, tom. II , pag. 196. 



S IV. 

De la Génération des Surfaces du second degrét 

et des Sections principales de ces Surfaces. 

De VEllipsoïdc. 

115. L'ellipsoïde ayant (art. 109 ) pou r équa

t ion : 

on aura , en faisant successivement 2 = 0 , 

y = o , oc = o , les équations suivantes des trois 

sections principales : 

(1) frx1 + *y» = ö a 3* , 
(2) C^X* + ö*ZA = ûV* f 

(3) cy* + £ 2 * a = 3 3 c a , 

Ayant m e n é trois droites perpendiculaires 

entre elles (f ig. 1 , Pl. 2 ) A S ' , SfW", S"&* 

qui se coupent en u n point ( O , Of), on prendra 

sur ces droites , à par t i r du point ( O , O ' ) des 

parties égales aux demi-diamètres principaux 

de la surface a, b, c , et on construira des 

ellipses qui aient p o u r demi-diamètres p r i n 

c ipaux, deux des trois quantités ay b^c. La 

première ellipse SS!S,fSf/f située dans le p laa 



des &y a pou r équation ( i ) : 

Les équations (2) et (5) appart iennent aux 

ellipses SS'S"S" et S»S'"S"S* situées dans 

les plans des JWS et des jz. 

Lorsque deux des trois diamètres principaux 

2a , 2b , 2C sont égaux entre eux, l 'ellipsoïde 

est de revolution autour du troisième diamètre . 

Enfin , lorsque ces trois diamètres sont égaux 

entre eux , l 'ellipsoïde devient une sphère. 

De VHyperboloïde à une nappe. 

1 1 6 . Soient (fig. a * PI. 2) les trois droites 

rectangulaires SSf, Sf,$/,f, S1VSV qui ont p o u r 

longueurs , les diamètres principaux réels 

a a , 2b y 2C d 'un ellipsoïde. L'ellipse S S1 S1'S11 

construite sur les droites 2 0 , 2b, c o m m e dia

mètres p r inc ipaux , et les hyperboles qui ont 

pou r axes principaux l 'une les droites SSf, 

SIVSV égales à 2a et 2 c , et l 'autre les droites 

SNi&i,f, SlwSy égales h 2b et 2c, sont les trois 

sections principales de l 'hyperboloïde à une 

nappe . Cette surface ayant (art. 109) p o u r équa

tion : 

ou 
1 a 1 1 1 

— - ^ + - 7 — r 2 z* —\ 9 



les équations des trois sections principales si

tuées dans les plans des ocy, des ÛCZ et des j z , 

Sont : 
b'x* + ay1 = Ö'£* i 

— a'z* = aïe* i 

Tous les plans parallèles au plan des œy 

fcöupent cet hyperboloïde suivant des ellipses 

Semblables à la section principale du plan 

des œy : en dessus et en dessous de cette sect ion, 

les ellipses augmentent en g r a n d e u r ; d'où il 

suit que Fhyperboloïde ne comprend qu 'une 

seule nappe qui s'étend indéfiniment en dessus 

fct en dessous de la section principale du plaii 

des œy, et qui est divisée pa r ce plan en deux 

parties égales et symétriques. Lorsque les deux 

diamètres réels 2ci> ib sont égaux y la surface 

est de révolution autour du diamètre ; on la 

n o m m e hyperboîoïde de révolution à une nappe, 

t3t elle a pour équation : 

x * ~f" yy z* = a%. 

Si l 'une quelconque des trois quantités a1, 

, c1 devient infinie , l 'équation de l 'hyperbo-

îoïde à une nappe se réduit à celle d'un cylindre 

qui a pou r base l'une des trois sections pr in 

cipales, et dont les arêtes sont perpendiculaires 

au plan de cette section. 



De V'Hyperboloide à deujc nappes* 

1 1 7 . Soient ( f ig . 3 , P l . 2 ) SS'9 SlfSff^ 

S1VSV les droites rectangulaires 2 a , 2 6 , 

les hyperboles construites sur les deux droites 

SS', W , et sur les deux droites SSf, S**S* 

com m e diamètres pr inc ipaux, sont les sections 

principales de Fhyperboloïde à une nappe 9 

dont Féquation est (a r t . 109) : 

b*c*x% — c*ay* — a*b*x* ez= a*b*e\ 

La première hyperbole est la section fait§ 

dans cette surface pa r le plan des ocy\ la se?-

conde est la section faite par le plan des ocz j 

la troisième section principale qui serait dans 

Je plan des ocz>, est imaginaire. 

Lorsque les deux diamètres imaginai res . « 

2 b — 1, 2 c \/— X sont égaux, la surface est 

un hyperboloïde de révolution à deux nappes , 

qui a pour axe de ^évolution le diamètre p r i n 

cipal réel 2 a. 

Du Paraboloïde elliptique (fig. 4 , PL 2 ) . 

1 1 8 . Cette surface ayant ( a r t . 1 1 2 ) pou r 

équation : 



les équations de ses trois sections principales , 

qu 'on obtient en faisant successivement s = o , 

y = o , oc == o , deviennent : 

P 

Les deux premières sections sont des paraboles 

dont les branches divergent du m ê m e côté de 

l'espace ; elles ont respectivement pour pa ra 

mètres p et p1. La troisième section principale 

qui n'est qu 'un p o i n t , qui est l 'origine des coor

données , la surface ne diverge que d'un seul 

côté , au-delà du plan des yz. 

Tou te section faite dans la surface para l 

lèlement au plan des yz est u n ellipse ; c'est 

par cette raison que nous l'avons n o m m é e 

paraboloïde elliptique y et cette dénominat ion 

est d'autant plus exacte , que le second para-

boîoïde ne peut pas être coupé suivant une 

ellipse (a r t . 121 ). 

Lorsque les paramètres p et p1 sont égaux , 

l 'équation ( / ) appartient au paraboloïde de 

révolution , dont l'axe de révolution coïncide 

avec l'axe des oc. 

Si la parabole z1 — l^p'oc se meut parallèle

men t à e l le -même, de manière que son sommet 

décrive la parabole y* = 4 P x > e l ' e engendre le 

paraboloïde el l ipt ique, car l 'équation {/) est 



le résultat de l 'élimination <*> entre les deux 

équations : 
P* 

jf — i ^ f x — y — *. 

L'axe de la parabole mobile p rend succes

sivement les positions stf sft^ sf,t,f, etc. (fig. 4)* 

Du Paraboloïde hyperbolique ( f ig. 5> Pl . 2) . 

1 1 9 . Cette surface ayant ( a r t . 1x2) p o u r 

équation : 

—?r =? kvp'* = ° ; if ) 

les équations de ses trois sections principales 

qu 'on obtient en faisant successivement. . . 

z = o, y — o , œ — o j deviennent : 

jr* =s ± 4px, z x = 4pr*> * = ±^ ^///~"# 

Les deux premières sections sont des paraboles , 

et la troisième est le système de deux lignes 

droites faisant entre elles u n angle qui est d i 

visé en deux parties égales par les axes des y 

et des z. 

Prenant les abscisses ce positivement pou r la 

première pa rabo le , les points réels de la section 

principale z* = ± j^p^ac correspondent aux va

leurs négatives de ce , qui rendent le produi t 

^p!x positif. D'où il suit que les deux paraboles 



y1 — l\px , zx — 4 p!oc s étendent vers deux 

régions différentes de l 'espace, et dans le pa 

raboloïde elliptique, les deux sections divergent 

dans le m ê m e sens. 

120. Si la parabole z* = /\p!oc (l'abscisse oc 

de cette courbe étant négative ) se meut paral

lèlement à e l le-même, tandis que son sommet 

parcour t la parabole j ' 2 — t\px {oc étant positive), 

là parabole mobile engendre le paraboloïde 

hyperbol ique , car l 'équation (jQ est le résultat 

de l 'élimination de u entre ces deux équations ; 

L 'abscisse oc d'un point de la surface étant néga

t ive, on peut d o n n e r a / ou w telle valeur qu 'on 

voudra , et on aura pour l 'ordonnée z une valeur 

réel le; mais l'abscisse oc étant positive r la valeur 

de z ne sera réelle que dans le cas où l 'on aura ; 

^— > 4P'B * ou « > J / 4 p * î 
P 

D'où il suit que le cylindre qui a pour base 

la parabole j x = l\poc y et don t les arêtes sont 

perpendiculaires au plan d e s o y , est circons

crit au paraboloïde hyperbol ique , et le touche 

suivant la parabole yx = l^poc. Les arêtes de 

ce Cylindre sont tangentes à la parabole rno^ 



pf 
hile(z%— —* o)2-H / { ^ , y — «) qui engendre 

le paraboloïde. 

L'axe de la parabole mobile prend succes

sivement les positions st^s't^ etc. (fig. 5 ) , 

parallèles à la droite SS1 prolongement de 

l'axe S G de la parabole fixe Ssfsff.... 

1 2 1 . Le paraboloïde hyperbolique ne peut 

pas être coupé par un plan suivant une el l ipse, 

c a r , quelle que soit l 'équation de ce p l a n , la 

valeur de ce , tirée de cette équa t ion , étant 

substituée dans l 'équation 

l 'équation en z et y qu'on obtiendra , et qui 

appart iendra à la projection de la section plane 

sur le plan des zy y ne contiendra pas de terme 

en zy7 o r , le produi t de quatre fois le coef-

ficiens de zx pa r le coefficient de j - 2 sera né

cessairement négatif ou zéro : d o n c , d'après la 

théorie des courbes du second degré , une 

section plane quelconque du paraboloïde liyv 

perboîique et sa projection sur le plan des zy 

sont des courbes qui ne peuvent pas être fer* 

niées. Dans le paraboloïde el l ipt ique, le produi t 

de quatre ibis le coefficient de * a pa r le coef-

i 5 



îicîcnt de y* est positif ou nul ; donc ce para

boloïde ne peut pas être coupé par un plan 

suivant une hyperbole. 

122. THÉORÈME. Les surfaces du second 

degré étant coupées par des plans parallèles , 

deux sections quelconques sont des courbes 

semblables et semblablement p lacées , c'est-à-

dire qu'elles peuvent être considérées c o m m e 

les sections parallèles d'une surface conique ? 

Démonstration. Soit / ( oc, y ) = o l'équa

tion d'une courbe rapportée aux axes rectan

gulaires des oc et des y. N o m m a n t et, ß les 

coordonnées d'un point situé par rapport à 

une seconde courbe , comme l'origine des coor

données par rappor t à la première , l 'équation 

de cette seconde courbe sera : 

\ m m J ' 

m étant un n o m b r e qui exprime le rappor t des 

lignes homologues des deux courbes. Soient 

les équations de deux courbes semblables du 

second degré : 

( i ) Dx* +zFxy- + zGx +zHy —-1 = 0 , 

{2) D'à;7 -J- L'y* + 2 F'xy + 2 ^ + 2 H'y — 1 = 0 , 



l 'équation (2) sera nécessairement de la forme : 

(3) o. 

La compara i son , terme à t e r m e , des équa
tions (2) et (5) donne cinq équations , dont 
trois déterminent les quantités m, A , ß ; les 
deux autres qui expriment que les courbes re
présentées par les équations (2) et ( 5 ) , sont 
semblables et semblablement p lacées , ne con
tiennent que les coefficient des termes de deux 
d imens ions , et se réduisent aux suivantes : 

(4) 
D _ I)' E _ Er B _D' 

De ces trois équations (4) , l u n e quelconque 
résulte nécessairement des deux autres. 

Soit Téquation de la surface du second degré , 
rapportée à trois plans rectangulaires : 

Ax* + A'y-" + Alfz* 

+ iByz -{-zB'xz + ja BHxy 

+ zCx +aC'y +2.C'lz —K 
m 

E n coupant cette surface par un plan dont 



l 'équation est : 

(6) z = Lx + My -f- IV, 

la projection de la ligne d'intersection sur le 

plan des ocy a pou r équation : 

(7) 

x \ A +A«L* +2B'L) 

+ yXA'+A'tlVP+zBM) 

+zxy(Bif+ BL +B'M+AHLM) 

+ zx(C + C»L +N(B'+AffL ) 

+ *y (£' + C«M +N(B +AW) ) 

+ AW* +2CW--K 

o. 

O r , quelle que soit 2V, les coefficiens de oc1, 

y9 et ocy ne varient pas ; donc les équations (7) 

qui correspondent aux diverses valeurs de N> 

appart iennent à des courbes pou r lesquelles les 

équations de condition (4) sont satisfaites ;* d'où 

il suit que toutes ces courbes sont semblables 

et semblabîement placées. 

Nomman t X , l r , Z l e s coordonnées du centre 

de la courbe représentées par les équations (6) 

et (7), on a , pour ce point (ar t . 101), les trois 

équations suivantes : 

X(A+A'a*+2B'L)+Y(B«+BL+B'M+A»LM) 
+ C + C«L + N(B' + A"L) 

Y{A,+d,lM1+2BM)+X{Bif+BL+B'M+À,lLM) 

+ C'+ Cm + N(B+A11 M) 



et à cause de l 'équation (6) : 

Nz=z Z ~~ LX — MY. 

Éliminant N9 on a en X, Z, deux 

équations l inéaires, qui représentent deux plans 

diamétraux dont l 'intersection est un diamètre 

qui passe par les centres de toutes les sections 

paralleles au plan dont l 'équation (6) est : 

z = Lx-\-Mj + Nz. 

Il suit de l à , i ° . que les courbes d'une sur

face du second degré situées dans des plans 

parallèles , sont semblables et semblahlement 

placées ; 20. que le lieu des centres de ces 

courbes est un diamètre de la surface , quelle 

que soit la direction du plan auquel elles sont 

parallèles. 

123. THÉORÈME. Les surfaces du second 

degré peuvent être engendrées de deux ma

nières différentes , par un cercle variable de 

r a y o n , dont le centre décrit un diamètre de 

la surface , et dont le plan reste constamment 

parallèle à lu i -même ? 

Démonstration. Soit (ar t . 108) : 



l 'équation des surfaces du second degré qui 

ont un centre. Concevons une sphère con

centrique à la surface du second degré , et 

rapportée aux mêmes axes. L'équation de cette 

sphère d'un rayon r , sera : 

x% + y* + ~ r'« 

E n coupant ces deux surfaces par un plan 

que lconque , passant par l 'origine des coordon

nées , l 'une des sections est un cercle ; l 'autre 

es t , en généra l , une courbe du second degré ; 

le plan qui coupe les deux surfaces peut être 

dirigé de manière que les deux sections soient 

circulaires. E n effet, soit z — Lx-\-My, l 'équa

t ion du plan coupant : les projections des deux 

sections sur le plan des xy auront p o u r équa

tions : 

( 1 ) o : 2 ( i + i > + M2 ) + a LMxy —rar=©, 

(2) (P+2>P") + y-(P+M*PV)+2LMPVxy--iz=o, 

Identifiant ces équat ions , terme à t e rme , on a ; 

(3) 

(4) 

C5) 

Il est évident que les valeurs de L , M 



et r , tirées de ces équa t ions , déterminent 

]a position d 'un plan qui coupe la sphère et 

la surface du second degré suivant le m ê m e 

cercle. 

L'équation (4) donne LM=o? aut rement o n 

aurait P11 = P= Pf

9 c'est-à-dire que la surface 

du second degré se confondrait avec la sphère. 

De l 'équation LM=o, on tire L = o , ou M—o. 

Supposons d'abord M=o9 les équations (5) 

et (5) d o n n e n t : 

Égalant à zéro le second facteur L, on trouve ; 

Dans Tune ou l 'autre hypothèse , la quan

tité L ou M a deux valeurs ; ce qui prouve 

que la surface du second degré peut être 

coupée suivant un cercle , par les deux plana 

3 = ± L a ? , ou par les deux plans z — ztzMjr % 

les uns perpendiculaires au plan des ocz , 

et les autres perpendiculaires au plan des 

jz. Le choix de l'un ou l 'autre système de 

plans dépend de l'hypothèse qu 'on a faite 

sur les grandeurs relatives de quantités P\ 

Ply P11. Nommant a , h, c les dçrai-diamètrea 



p r i n c i p a u x , supposons a>b, & > c j on a 

(a r t . 106) : 

P = — < F = -I_ < p / / = JL; 
a* £ 2 

12.4. Les quantités F, F 7 , F / ; étant positives 

pour l'ellipsoïde , les valeurs de L et de r qu 'on 

obtient en faisant M = o , sont réelles, La valeur 

de M qui résulte de l 'hypothèse L = o , est 

imagina i re ; d'où il suit que , pour l 'ellipsoïde, 

on doit p rendre le système des deux plans re

présentés par les équations z — ± hoc. 

Les quantités F et P1 sont positives pou r l'hy-

perboloïde à une n a p p e , et la quantité F 7 est 

négative. Les valeurs de L et M deviennent 

la valeur de L étant imaginaire , et celle de 

M étant réelle , il suit q u e , des deux facteurs 

de l 'équation LM— o , on doit supposer le 

premier L — et p rendre pour iff et r i e s valeurs 

suivantes : 

Ce qui distingue (art. 109) l 'hyperboloïde à une 

nappe de Thyperboloïde à deux n a p p e s , c'est 

que p o u r ce dernier. F ê l a n t positif, P1 et P11 



( 201 ) 
sont négatifs. Les valeurs de L et M deviennent : 

i / p + p 1 / ( * + * » ) 
y pu—P' y p+.pii * 

Cette dernière quantité étant imaginaire , elle 

doit être exclue, et eu supposant M— o , on a : 

À cette valeur réelle de L, correspond pour 

r , la valeur imaginaire ^ 1 ce qui ia» 

dique que les plans z — zp Loc , sont dans 

l'espace qui sépare les deux nappes de l 'hy-

perboloïde. Il faut donc prouver qu'un plan 

parallèle z = Lx-\-N pour ra couper cet hy

perboloïde suivant u n cercle. 

125. Quel que soit ce cercle, on peut Je regar

der comme l'intersection du plan z = Loc -f- iV, 

et de la sphère (oc— a ) 2 + ( J— ß ) 2 + ^ 2 = r \ 

Substituant dans les équations de la sphère et 

de la surface du second degré , pour z sa valeur 

£ * r + J V ' , l 'équation de la sphère devient : 

+ X * ) + r a + 2 X ( L N - a ) - 2 ß j + N * + * * + ß * ~ r 2 = r o . (a) 

L'équation de l 'hyperboloïde à deux nappes 



étant : 
px> 4. py* _ pnz* — 19 

on a u r a , par la substitution de la valeur de z : 

je>(P— p//£ 2) _ P'y*— * LNPHx — N-Pil — 1 = 0 . (b) 

Identifiant, te rme à t e r m e , les équations (ci) 

et (b), on a , p o u r déterminer les quantités 

L , N, r: 

ou 

d'où l'on tire : 

Substituant ces valeurs dans l 'équation de 
la sphère , elle devient : 

Mettant dans l'équation du plan z = Lœ-\-N, 

pour L sa valeur on a : 



Substituant dans l 'équation (c ) , pour N sa 

valeur tirée de l 'équation (d), le résultat de 

cette élimination sera l 'équation de l 'hyperbo-

loïdé à deux nappes : 

Si l'on demande le cercle correspondant à 

un point (ccfjjJ> z!) de cette surface , on aura 

par l 'équation (dl) : 

et l 'équation du plan du cercle demandé sera: 

£ Z( = ( X Xf ) 

La seconde équation du cercle sera l'équa

tion (c), dans laquelle on aura mis p o u r N 

sa valeur zf »—od 

126. Conclusions. i ° . L'ellipsoïde est coupé 

suivant un cercle pa r un plan qui passe par 

l'axe moyen 2 6 , et qui fait, avec le plan des 

ocy y un angle dont la tangente est : 

a°. L'iiyperboloïde à une nappe est coupé 



suivant u n cercle pa r le plan qui passe par le 

grand axe 2 a, et qui fait, avec le p lan des ocj, 

u n angle dont la tangente est : 

3°. Le plan diamétral parallèle aux sections 

circulaires de l 'hyperboloïde â deux nappes , 

passe par Taxe moyen 2b, et fait, avec le plan 

des ocy, u n angle dont la tangente es t : 

4°. Les cercles d'une surface du second degré 

sont (ar t . 122 ) dans des plans paral lè les , et 

la ligne qui passe par les centres de ces cercles, 

est u n diamètre de la surface. 

127. Examinons maintenant les surfaces du 

second degré qui n 'ont pas de c e n t r e , et qui 

sont comprises ( art. 111 ) , dans l 'équation 

pzt-^-py1 — /\pplœ — o. Un calcul semblable 

à celui de l'art. 1 2 5 , fait voir que cette équa

tion est équivalente à deux systèmes d'équations 

(e ) et ( / ) , ou (e')et(f'): 

CO 



( 2o5 ) 

y+(r-z Vp\p'~p)>+z*===ty(«+p---p'), (*') 

Dans le p remier sys tème, l 'équation ( e ) ap

part ient à une sphère qui a son centre sur 

l'axe des x , à une distance de l'origine égaie 

à N-\-2p , et d 'un rayon r— 2^p(N-f-p), 
ensorte que l 'équation de cette sphè re , avant 

la réduction , serait : 

( x — 2V"— zPy +y* + 2* = 4^( iV + /?). 

Par l 'élimination de N entre les équations 

(e) et y ) , ou de a entre les équations ( V ) f 

( y 7 ) , on obtient l 'équation des deux parabo-

loïdes du second degré ; 

pz% ± p'y* — 4 PP'X = °» 

Il est a remarquer que lorsque pf change 

de s igne, le coefficient de z dans l'équation ( / ) , 

et le coefficient dey dans Féquation (J1)9 sont 

imaginaires. D'où il suit que des deux j>arabo-

loïdes , l'elliptique est le seul qui puisse être 

engendré par u n cercle. Ce qui s'accorde avec-

la proposit ion déjà démontrée (ar t . 1 2 1 ) . 

E n supposant que pf ne change pas de s igne , 

et que néanmoins il soit plus grand que p , 

le coefficient de z dans l 'équation ( / ) , est encore 



imaginaire ; mais le coefficient de y dans l 'équa

tion ( / ' ) > e s L r ée l . Réc iproquement , lorsque 

ce dernier coefficient est imaginaire à cause 

de p1< p, le coefficient de z dans l 'équation 

(f) est réel. D'où il suit que dans le parabo

loïde elliptique , représenté par l 'équation : 

P** + p'y% — kpp'x = o , 

selon que pf sera plus petit ou plus grand que p9 

les plans des cercles de cette surface > seront 

parallèles dans le p remie r cas au plan dont 

l 'équation est : 

et dans le s econd , au plan dont l 'équation est : 

Les cercles de l'un ou l 'autre système étant 

situés dans des plans parallèles, les centres de 

ces cercles sont (a r t . 122) sur u n diamètre du 

paraboloïde ; ce diamètre coupe la surface en 

un point pour lequel on a : 

* — ±.(p— p'), 

Lorsque p = p'9 ou lorsque le paraboloïde 

elliptique est de révolution autour de l'ax 

des x, ces deux systèmes de plans se con-



fondent en un seu l , et ils sont tous perpen

diculaires à Taxe de révolution, 

128. THÉORÈME. Des trois surfaces du se

cond degré , qui on* un cen t re , l 'hyperboloïde 

à une nappe est la seule qui puisse être en

gendrée par une droite mobile. , et cette droite 

peut se mouvoir de deux manières pou? en 

gendrer le m ê m e hyperboloïde ? 

Démonstration. Soit 

(1) y =rz CLX + ß, 

l 'équation d'un plan perpendiculaire au plan 

des ocy, qui coupe l 'hyperboloïde à une nappe 

suivant une courbe. L'équation de cet hyper

boloïde étant (ar t . 109) : 

(2) Px* + P'y* — Wz* = 1, 

on élimine y entre ces deux équat ions , et on 

obtient l 'équation en oc et z d 'une courbe du 

second degré : 

(3) (P + P*}) +. stPmßX + P'/3*— I — P'/*9
 ac: o , 

Cette courbe , qui est la projection sur le 

plan des ocz, de l 'intersection de l 'hyperboloïde 

à une nappe par le plan qui a p o u r équation : 

y — a oc -J- ß , se réduira à deux lignes droi tes , 

iorsque ce plan coupera la surface suivant des 



lignes droites. Donc , dans ce cas , le premier 

m e m b r e de l'équation ( 5 ) sera le produi t de 

deux facteurs linéaires , ou la différence de 

deux car rés , ensorte que l 'équation ( 5 ) ne dif

férera pas de celie-ci : 

<4) 

Identifiant les équations ( 5 ) et ( 4 ) , on aura : 

d'où. Ton tire : 

Substituant ces valeurs dans les équations ( i ) 

et (4), on obtient le système des deux équa

tions (5) et (G) : 

(G) 

L'équation (5) se décomposant en deux fac

teurs linéaires : 



l 'équation (2) est équivalente à fun ou l 'autre 

des deux systèmes d'équations : 

i , r . système, 

I e . système, 

D'où il suit que l 'hyperboloïde à une nappe 

peut être engendrée par une droi te de deux 

manières différentes. Les équations du premier 

ou du second sys tème, appart iennent à la gé 

nératr ice qui correspond à une valeur déter

minée de a. Él iminant A de l'un ou l 'autre 

système , le résultat de l 'élimination est l'équa

tion (2) de Thyperboloïde à une nappe. Si les 

quantités P1 et P/f

9 ensemble ou s épa rémen t , 

changeaient de signe , la première des équa

tions de ces deux systèmes contiendrait ou un 

ou deux termes imaginaires ; ce qui prouve 

q u e , des trois surfaces du second degré qui 

ont u n c e n t r e , l 'hyperboloïde à une nappe 

est la seule qui puisse être engendrée par la 

ligne droite-



129. Menant dans les équations (5) et (6 ) , 

1 1 1 
pour P9 P1* Pff

9 leurs valeurs — ? ~r—> - — > 
r ' 1 9 a2 b2 cx 

les équations de la génératrice de l 'hyperbo

loïde sont : 

(50 

(60 

P o u r éliminer * , on substituera dans l 'équa

tion ( 5 ' ) , pou r \ A z 2 * 2 ~t"^% s a valeur y— t t x 9 

et o n aura une équation linéaire en * , d'où 

l'on tirera : 

l 'équation (5 ') donne : 

c'* 1 ( a W + b2 ) =2= ( =p àbz — a*c* )»• 

Substituant dans cette équat ion, p o u r et et a 1 , 
leurs valeurs en x, j - , z , on obtiendra l'équa

t ion de l 'hyperboloïde à une nappa : 

b*<?x* -f- à*cy* — ö a i a ^ a s s a*î*c\ 

i 5 o . La section principale de cette surface f 

construite sur les axes 2a, 2 b étant (ar t . 1 1 6 ) : 

l 'équation (6 ' ) appartient à la droite qui touche 



cette section en un point qui dépend de la 

Variable a -, d'où il suit que toutes les droites 

de l 'hyperboloïde , se projettent sur le plan 

des oej suivant les tangentes fg> hk,... ffig 2 , 

Pl . 2) de l'ellipse i$SfSlfS,,f. La section pr in 

cipale construite sur les diamètres principaux 

2a f 2 c 1 est (a r t . 1 1 6 ) ; 

E n mettant dan;; l 'équation (5 ' ) , au lieu de la 

Variable a , la quantité 5 on pour ra l 'écrire 

ainsi : 

équation d'une droite qui touche la section 

principale du plan des oez en un point qui 

dépend de la variable ß : ainsi les droites de 

l 'hyperboloïde se projettent sur le plan des oez , 

suivant des tangentes à l 'hyperbole SS*SUS* 

( fig. 2 , PL 2). O n démontrera i t de la m ê m e 

manière quelles se projettent sur le plan desj^sr, 

suivant des droites tangentes à l 'hyperbole . * 

S!,S/f SlvSY y ce qui est d'ailleurs évident , en 

considérant (ar t . 1 1 6 ) les trois sections p r i n 

cipales comme les bases de trois cylindres 

circonscrits à l 'hyperboloïde. 

I 5 I . Lorsque l 'hyperboloïde à une nappe 



est de révolut ion, on a b — a, et les équa

tions (5;), (6;) de la droite génératrice de cette 

surface , dev iennent . 

L'axe de révolution étant l'axe des z, tout plan 

perpendiculaire à cet axe coupera la surface 

suivant un cercle •> et en effet, si l'on suppose 

z = £ , on aura , en éliminant A des deux 

équations de la droite génératrice : 

équations du cercle générateur de l 'hyperbo

loïde à une nappe . Mettant dans cette dernière 

équation , p o u r £ , sa valeur z , elle devient : 

équation qui ne diffère pas de celle qu'on 

obtient en supposant dans l 'équation de l'hy

perboloïde à une nappe a — b (ar t . IÏ6). 

Dans cette m ê m e hypothèse de ci — b, la 

c Ijf a% — b* 
tangente -y fr ~ ^ , ^ • ^ de l'angle que le 

plan d'un cercle de cet hyperboloïde , fait avec 

le plan des xy est nui ; ce qui prouve qu'il 

n'y a qu'une seule manière d 'engendrer l 'hyper-



boloïde de révolution par un cercle mobile , et 

que le plan de ce cercle est constamment per

pendiculaire à Taxe de révolution. La double 

génération par la ligne droite a également lieu 

p o u r l 'hyperboloïde à une nappe , soit que les 

deux diamètres principaux réels soient égaux 

ou inégaux. 

132. Supposons qu'on ait mené par l 'origine 

des coordonnées , qui est le centre de l 'hyper

boloïde à une nappe f une parallèle à la droite 

génératrice de cette surface, droite qui est re

présentée par les équations (5/), (6') , les équa

tions de cette parallèle seront : 

éliminant , on a : 

ou 
(1) b2c*x* -J- c*ay* — a*b*z* = o ; 

équation d'une surface con ique , dont le som

met est au centre de l 'hyperboloïde à une 

n a p p e , et dont la base est une ellipse qui a 

pour équations : 

z = c y b7x7 + a*y* z=z cfb*. 

Ce cône est droit par rappor t à cette base 



el l ipt ique, c'est-à-dire que la perpendiculaire 

abaissée du sommet sur le plan de l'ellipse , 

passe par le centre de cette courbe ; il est encore 

d ro i t j en prenant pour sa b a s e , ou 

l'hyperbole , y ~ b , a*** — C*x* s = cft*, 
OU 

l'hyperbole , x r= a , b*z* ~ c'y* = £ V . 

E n f i n si l'on coupe ce cône par un plan pa

rallèle à Tua de ses plans tangens , la section 

est (*) une parabole . Doù il s u i t , 

i ° . Que l 'équation de l 'hyperboloïde à une 

nappe comprend les équations des cônes qui 

ont p o u r base des courbes du second degré ; 

2 ° . Que ces cônes peuven t , ainsi que l'hy

perboloïde , être coupés suivant des cercles par 

des plans parallèles à deux plans dont la po 

sition est déterminée. 

i53. Un plan quelconque passant par l'axe 

des z coupe l 'hyperboloïde à une nappe sui

vant un hyperbo le , et le c ô n e , représenté par 

l 'équation (i) ( a r t . i S s ) , suivant le système 

de deux droites , asymptotes de l 'hyperbole. E n 

effet, s o i t y — aoc l 'équation de ce p lan ; substi-

(*) Voyei Supplément de là Géométrie descriptire , 

art. 72 et 84-



tuan t , p o u r jr 9 sa valeur ctœ dans l 'équation 

de l 'hyperboloïde., on aura : 

c*xx ( J2 -f- ) — cffrz* = offre* ; 

équation d'une hyperbole qui a p o u r asymp

tote les droites représentées par l 'équation : 

C'est par cette raison qu 'on regarde le cône 

représenté par l 'équation ( i ) (a r t . i 3 2 ) , coon me 

une surface asymptotique de l 'hyperboloïde à 

une nappe-

L'équation ( i ) du cône asymptotique est ce 

que devient l 'équation de l 'hyperboloïde à une 

n a p p e , lorsqu 'on suppose , dans cette de r 

nière équation , le te rme constant nul , 

i34- Conclusions. i ° . L 'équation de l'hy

perboloïde à une nappe comprend les équations 

de la surface engendrée par une droite mobi le 

qui tourne autour d u n e droite fixe , et de la 

surface conique du second degré qui a p o u r 

base une courbe du second degré ; 

2°. Les droites de l 'hyperboloïde à une nappe 

se projettent sur les plans des trois sections 

pr incipales , suivant des tangentes à ces sec

tions j 



5°. Une quelconque de ces tangentes est la 

projection de deux droites de la surface; 

4°. H y a sur la surface deux systèmes de 

lignes d ro i t e s , et une droite quelconque du 

premier système coupe toutes les droites du 

second système ; 

5°. E n prenant dans Tun ou l'autre système, 

trois droites quelconques , p o u r servir de di

rectrices à une quatrième droite mobile , cette 

dernière engendre l 'hyperboloïde à une nappe . 

i 3 5 . Pour démont re r directement*ces deux 

dernières propos i t ions , n o m m o n s ( F ) , ( G ) ( H ) 

les trois droites fixes qui dirigent la droitç 

mobile , et rappor tons la surface que cettç 

droite parcour t à trois axes obliques parallèles 

aux directrices ( F ) , ( G ) , {H). 

Les équations de ces directrices s e r o n t ; 

pour la première ( F ) , x ==/, y ? 

pour la seconde ( G ) , z=gy x~g'^ 

pour la troisième y—ht z = h'. 

Soient les équations de la droite mobile (M): 

y = Mx + Nt zsaM'x + N'. 

Les quatre quantités MiY, M1, Nf sont liçes 

entre elles par les trois équations : 

h JV hf N' 



qui expriment que la droite mobile (M) ren

contre les droites fixes ( F ) , ( G ) , (H). 

L'hyperboloïde à une nappe est la seule sur

face du second degré ( en y comprenant les 

cônes et les cylindres) qui puisse être engen

drée de ddux manières , ou par la ligne d ro i t e , 

ou par le cercle. Connaissant deux cercles de 

cette surface , situés dans des plans parallèles, 

et une droite qui coupe les deux cercles en 

des points donnés , toutes les positions de la 

droite génératrice de l 'hyperboloïde sont dé

terminés . E n effet, considérons d'abord l 'hy

perboloïde à une nappe qui est de révolution , 

et supposons qu'après avoir divisé le plus petit 

cercle de cet hyperboloïde en parties égales, 

on ait m e n é , par les points de division , les 

droites de la surface ; il est évident que ces 

droites diviseront tous les cercles en parties 

égales. Concevons maintenant que de tous les 

points de l 'hyperboloïde de révolut ion, on ait 

abaissé des perpendiculaires sur le plan du 

plus petit cercle , et q u e , par les pieds de 

ces perpendiculaires , on ait meiié des droites 

parallèles entre elles, et proportionnelles aux 

perpendiculaires , l 'hyperboloïde de révolution 

deviendra l 'hyperboloïde à une n a p p e ; et après 

ce changemen t , les droites diviseront encore 



les cereles de la surface en parties égales. 

D o n c , si Ton donne deux cercles de cette sur

face , et si Ton divise leurs circonférences en 

arcs égaux , à part i r des points où elles sont 

rencontrées par la droite d o n n é e , les droites 

qui jo indront les points de division, corres

pondron t aux diverses positions de la droi te 

génératrice de l 'hyperboloïde à une nappe . 

Ce m o d e dq génération fait voir que la droite 

qui passe par les centres des cercles d'un Hy

perboloide à une nappe , est u n diamètre qui 

ne coupe pas cette surface. 

El iminant , au moyen des cinq dernières 

équat ions, les quantités L, M, U > M1, et o r 

donnant par rappor t à oc, yy z, on aura : 

+ * teM'iH; Up-e'h')+z aA-/V)>==o. (*) 

+ / V A ' -jgh y 
En substituant aux trois directrices ( F ) , (G) , 

( # ) trois autres droites ( F ) , ( G ' ) , ( # ' ) , telle 

que l'une que lconque , (JF 7) par exemple , soit 

parallèle à la directrice (F), et rencontre les 

deux autres directrices ( G ) et (H), les équa

tions de ces droites seront : 
pour la première ( F ' ) , x = g% y=ih9 

pour la seconde (G') , zx=.h\ y , 

pour la troisième (ftp) , y =f y z = g*. 



E n exprimant que la droite mobile est di

rigée par ces trois dro i tes , on parvient à la 

même équation ( a ) , qui est du second degré 

entre les trois coordonnées obliques oc, y, z9 

et qui serait encore du second degré , après 

les avoir transformées en coordonnées rectan

gulaires , au moyen des formules ( a r t . 80) . 

i 56 . THÉORÈME. Des deux surfaces du 

second degré qui n 'ont pas de c e n t r e , le 

Paraboloïde Hyperbolique , et le Paraboloïde 

Elliptique, le p remier peut être engendré de 

deux manières par une droite mobile assujettie 

à s'appuyer sur trois droites fixes parallèle.! 

à un m ê m e plan ? 

Démonstration. Le paraboloïde hype rbo 

lique ayant (a r t . 1 r s ) pour équa t ion : 

pz*-~py*=:bpp'*, (/') 

on le suppose engendré par une droite dont 

la projection sur le plan des ocy a p o u r équa

tion : 

Substituant cette valeur de oc dans l 'équa

tion (j1)* celle-ci dev ien t : 

p' 



Si cette équation appartient à la projection 

de la génératrice sur le plan des yz, il faut 

que le second m e m b r e soit un carré parfai t , 

ou qu'on ait : 

^p^^=^pßj ou ß=p**j 

ce qui donne : 

x = «ty + pc* , 

ou 

d'où il suit que le paraboloïde hyperbolique 

peut être engendré par une droite de deux 

manières . La génératrice a p o u r équations : 

ou ( l a projection de cette génératrice , sur le 

plan des xy, ne variant pas ) ; 

x = *y + poL*, 

Le coefficient de y, dans l ' équat ion: 

ne contenant pas la variable « , toutes les 

droites du premier mode de générat ion, sont 



parallèles au plan z=y . et les droites 

du second système sont parallèles au plan 

z — —y ^ — (*). Cette propriété du pa -
P 

boloïde le distingue de l 'hyperboloïde à une 

n a p p e , sur lequel on peut aussi tracer deux 

systèmes de lignes droites ; mais pou r cette 

dernière surface, il n 'y a que deux droites 

qu'on puisse mene r parallèlement à un plan 

d o n n é , et on déterminerait la direction de ces 

droi tes , en menant par le sommet du cône 

asymptotique ( a r t . i$2 et i35) u n plan pa 

rallèle au plan donné . 

157 . Pour s'assurer que les équations 

x = «y + P&\ Z — ±L ( j + 2/?* 

(*) Si on divise d*ux côtés opposés (fig. 0 , Pl. 3 ) , 

AB, CD d'un quadrilatère gauche AB CD en des points 

rr . 1 , . A I DK 
I et A , tels qu'on a i t : - = a. -, a étant un 

Bl CK 
nombre donné, la droite IK engendre l'hyperboloïde à 
une nappe, et lorsque 0 = 1, elle engendre le parabo
loïde hyperbolique. (Voyez la Correspondance sur l'Ecole 
polytechnique , tom. 2., pag. 446« Article de M. Chasles.) 



appartiennent à la droite génératrice du pa* 

raboloïde , on éliminera la variable * , qui 

correspond à une position déterminée de la 

génératrice. Le résultat de l 'élimination sera 

léquation du paraboloïde : 

pz* — p'y* ~ 4 ppfx\ 

Changeant le signe de p1

9 le coefficient 

de y est imaginaire ; ce qui prouve que le 

paraboloïde elliptique ne peut pas être en

gendré par la ligne d r o i t e ; et en effet, on a 

prouvé (ar t . 1 2 1 ) que la figne d'intersection 

de cette surface et d'un plan ne peut être ni 

une hyperbole , ni le système de deux lignes 

droites , qui est un cas particulier de l 'hy

perbole» 

i38. O n remarquera que L'équation. . , , 

oc — A y + pet1 appartient à la tangente de la 

parabole yz = l\pp^ac. D 'où il suit que les 

droites du paraboloïde hyperbolique se p r o 

jettent i°. sur le plan des ocy, suivant les 

tangentes Sl\ fg, hkß Im..... de la parabole 

Sssf... (fig. 5 , Pl. 2 ) ; 2 0 . sur le plan desyz, 

suivant les parallèles Olrt9 Jvgjf > hhkn...9 ou 

suivant les parallèles à la droite Of!t!

9 qui fait 



avec Taxe des % u n angle ifOf,hff égal à Tangle 

hnOl!ty dont la cotangente est . sur 

le plan des xz9 suivant les tangentes j!g\ h'k\ 

Vnê de la parabole Sfhfl1. 

s v . 

De quelques propriétés des Surfaces du 

second degré. 

139. THÉORÈME. Etant donnés un cercle 

d'une surface du second degré , et un point 

d 'un second cercle de la m ê m e surface, ce 

second cercle est tout entier sur la sphère qui 

passe par le cercle et le point donné ? 

Démonstration. L'intersection de deux sur

faces du second degré est en général une ligne 

dont les projections sont des courbes du qua

tr ième degré -, mais dans le cas particulier où 

les deux surfaces du second degré passent par 

la m ê m e courbe p l ane , leur ligne d'intersection 

est le système de deux courbes planes ; d'où 

il suit qu 'une sphère et une surface du second 

degré qui passent par le m ê m e cercle , se 

coupent suivant une autre courbe plane , et 



le plan de cette courbe coupe la sphère sui

vant un second cercle. D o n c , deux des cercles 

d'une surface du second degfé appartiennent 

à une sphère dont le centre et le rayon sont 

déterminés. Lorsque les deux cercles ne sont 

pas situés dans des plans parallèles , on les 

n o m m e sections sous-contraires de la surface 

du second degré. O n n'avait considéré jusqu'à 

présent que les sections sous-contraires du cône 

oblique. Soient (f ig. i , P l . 5) ABC le cercle 

base d'un cône oblique ; AsB le diamètre de 

ce cercle qui passe par la projection s du 

sommet S du cône sur le plan de la base. La 

sphère du diamètre AB coupe le cône suivant 

les cercles des diamètres AB, ab, dont les 

plans sont perpendiculaires au plan du triangle 

ASsB. Il est de plus évident que les côtés 

SA, SB de ce triangle ( q u ' o n n o m m e sec

tion principale du cane oblique), font avec les 

plans de l'une des sections circulaires , des an 

gles inégaux entre eux , et égaux aux angles 

que ces mêmes côtés font avec le plan de 

l'autre section circulaire. Ainsi on a : 

angle SAB = angle Sàb, angle SB A = angle Sba. 

Soit (fig. 2 , Pl . 3 ) Sab la section pr inci

pale d'un cône obl ique , qui a son sommet au 



point S de la s p h è r e , et don t la base est u n 

cercle quelconque de cette sphère , qui a p o u r 

diamètre , la droite ab. Ayant mené par le 

sommet de ce cône , le rayon SO de la sphè re , 

le plan diamétral AB perpendiculaire à ce 

t ayon fait avec les côtés Sa, Sb de la section 

principale du cône , des angles Saïb1 > Sb'a! 

égaux aux angles Sab , Sba ; d 'où il suit que 

ce plan diamétral coupe le cône oblique suivant 

un cercle du diamètre afbf. 

I/JJÜ. THÉORÈME. La surface conique qui 

a pour base une section plane d'un ell ipsoïde, 

et pour sommet l'extrémité de l'un des deux 

diamètres qui passent par les centres des sec

tions circulaires de cet ell ipsoïde, est coupée 

Suivant un cercle , par tous les plans menés pa

rallèlement à la sect ion, circulaire dont le centre 

est sur le diamètre à l'extrémité duquel on a 

placé le sommet de la surface conique ? 

Démonstration. Soient (fig. 3 , Pl. 3 ) OS 

le rayon d'une sphère dont le centre est au 

point O , et AA! un plan diamétral perpen

diculaire à ce rayon. Concevons que de tous 

les points de la sphère , on ait abaissé des per

pendiculaires sur le plan diamétral AA** et 

que par los pieds de ces perpendicula i res , on 

x5 



ait mené des droites parallèles entre e l les , et 

proport ionnelles à ces perpendiculaires ; on 

t r ans fo rmera , pa r cette projection o b l i q u e , 

la sphère en u n ellipsoïde , dont les trois dia

mètres principaux rectangulaires dépendront 

i ° . du rayon de la sphè re ; 2°. de Tangle des 

perpendiculaires au plan diametral AAl et des 

obliques sur lesquelles on les projette ; 3°. du 

rappor t de Tune quelconque des perpendicu

laires et de l 'oblique sur laquelle on la projette. 

Soit OT la droi te sur laquelle on a por té le 

r ayon OS, après l'avoir augmenté d'une quan

tité Tt, qui détermine le rappor t du rayon OS 

et de sa projection oblique OT. Le plan 

SOT qui rencont re le p lan diamétral AAf 

suivant u n diamètre A A1 de la sphère , coupe 

cette sphère suivant le cercle SAAfR ; ce 

cercle projette obliquement se transforme en 

u n e ellipse qui a pour diamètres conjugués 

AOä\ TOP ou les droites égales aOa!, T'OF. 

La droite BC qui divise en parties égales les 

angles POP1, AfOaf, est dirigée suivant le grand 

axe de l 'ellipse; d'oii il suit que l'ellipsoïde qui 

résulte de la projection oblique de la s p h è r e , 

a pour diamètres principaux rectangulaires les 

droites BOC, DOE et SOR. 

La première de ces droites est le plus grand 



diamètre ; la seconde DOE est le plus pe t i t ; 

et la troisième ROS, égale au diamètre de 

la sphère , est le diamètre moyen de l 'ellip

soïde. La sphère du rayon OA1 coupe cet 

ellipsoïde suivant des grands cercles dont les 

plans OAf, Ool passent (a r t . 1 2 6 ) par l'axa 

moyen R OS. Ayant déjà mené la droite PfOTf, 

telle que l'angle aOT1 soit égal à l'angle AOT, 

on peut concevoir que de tous les points de la 

sphère du diamètre aa1 — AA!, on ait abaissé des 

perpendiculaires sur le plan diamétral aa! -, que 

pa r les pieds des perpendiculaires , on ait mené 

des parallèles à la droite OT1proportion

nelles à ces perpendiculaires; l 'extrémité s du 

rayon Os, perpendiculaire au diamètre de la 

sphère aOa!, se projettera en u n point T! 

de la droite OT1, et si Ton suppose le rappor t 

de Os à OT1 égal au rapport de OS à OT, la 

sphère deviendra , par la seconde projection 

comme par la p r e m i è r e , l'ellipsoïde qui a pour 

diamètres principaux les droites BC, DE , RS. 

Cela p o s é , considérons le point S de la 

sphère comme le sommet d'un cône oblique 

qui a pour base un cercle quelconque C de 

cette sphère. Projettant obliquement tous les 

points de ce cône , comme on a projette tous 

les points de la sphère pour former l 'ellipsoïde, 



le sommet du cône est transporté au point T , 

et la base C de ce cône devient une section 

plane de l'ellipsoïde. Le p remier cône dont 

le sommet est en S, et le second cône qui 

est la projection du premier , sont coupés 

par le plan diamétral AA1 perpendiculaire 

au rayon OS suivant la m ê m e ligne : o r , ce 

p lan (a r t . i5t)) coupe le premier cône suivant 

u n cercle $ donc le second est aussi coupé 

p a r le m ê m e plan suivant u n cercle. Cette 

proposi t ion étant vra ie , quelle que soit la base 

circulaire C du cône oblique , il suit qu 'un cône 

qui a un sommet au point T de l'ellipsoïde , 

et pou r base une section plane quelconque 

de cet ellipsoïde , est coupé par le plan dia

mét ra l A A1 conjugué au diamètre O T , suivant 

i m cercle. O n peut substituer au point T les 

trois autres points P9 Pf> Tf de l'ellipsoïde. 

T o u s les cônes qui auront p o u r sommets les 

points P et T7, et pour bases des courbes planes 

de l 'ell ipsoïde, seront coupés par le plan dia

métral AA* suivant des cercles. Lorsque les 

sommets des cônes seront situés aux points 

P1\ T1, les bases étant toujours des sections 

planes de l'ellipsoïde , c'est par le plan d iamé

tral aaf

y ou ses parallèles, que les cônes seront 

coupés suivant des cercles. 



141 - Lorsque Tangle donné du rayon OS 

de la sphère , et du diamètre TOP de l'ellipse 

est n u l , l'ellipsoïde est de révolution autour 

du grand axe ; les sommets B et C de cet 

ellipsoïde sont situés sur le diamètre RS de 

la sphè re ; les points P et P1, et le sommet B, 

se confondent; les points î 7 , Tf> et le sommet C , 

se réunissent en un seul point de la droi te RS. 

11 suit, du théorème précédent , que les surfaces 

coniques qui ont pou r sommet c o m m u n , Tex-. 

trémité de Taxe de révolution d'un ellipsoïde, 

et pour bases des sections planes quelconques 

de cet ellipsoïde , sont coupées par un plan 

perpendiculaire à Taxe de révolu t ion , suivant 

des cercles; propriété connue de l'ellipsoïde de 

révolution , et qui résulte de la proposit ion plus 

générale quç nous venons de démont re r . 

1^2. O n a vu ( a r t . 126) que l'équation du 

plan diamétral qui coupe l'ellipsoïde suivant 

un cercle , est : 

l 'équation de cet ellipsoïde étant : 

Px* + p y + paz- — 1. 

Pour obtenir les cooixlonnées de l 'extrémité 

du diamètre qui passe par les centres des 

cercles , on remarque que ce diamètre est dans 



le plan de la section principale qui a p o u r 
équation : 

Px* - f P"z* = I , 

et qu'il est conjugué au diamètre dont l'équation 

est : 

Menant une tangente à la section principale , 

parallèle à ce dernier diamètre , les coordonnées 

oc1, y1) z1 du point de contact sont : 

Ces trois valeurs prises avec les signes conve

nables , déterminent la position des quatre 

points , sommets des surfaces coniques qui 

jouissent de la propriété énoncée (ar t . 140) . 

Ces trois valeurs deviennent pour l 'hyper

boloïde à deux nappes , à cause de Pf et Pf

9 

négatifs : 

Lorsque l 'hyperboloïde est à une nappe , les 



coordonnées des sommets sont imaginaires ; 

ce qui est d'ailleurs évident , puisque ( art. i 3 5 ) 

le diamètre qui passe par les centres des cercles 

de cette surface, ne la rencontre pas. 

Des deux parabolo ïdes , elliptique et hyper

bolique , le premier seulement peut être coupé 

suivant un cercle , et le diamètre qui passe 

par les centres de ces cercles coupe la surface 

en un seul po in t , dont l'abscisse act- est (art. 127) 

égale z t (p—//), l 'équation du paraboloïde 

étant : 
pz* -{*• p'y1 ~ 4 pp'x = 0 r 

C'est ce poin t qui est le sommet des surfaces 

coniques , que les plans des sections circulaires 

du paraboloïde elliptique, coupent suivant des 

cercles. 

i 4 3 . THÉORÈME. Lorsqu 'un cône est cir

conscrit à une surface du second degré , la 

courbe de contact est p l a n e , quelle que soit 

la position du sommet du cône par rappor t à 

la surface ? 

Démonstration. Soit l 'équation générale de 

la surface du second degré : 

!

Jx'2 + Ay* + J4UZJ* \ 

+ 2. Bfz' +2.B'x'z'+ zBUx'f > = 
4 -a Cxf +zCy + 2 W ) 



Le plan qui touche cette surface au point 

{z-l,y!i*), a pour équation ( a r t . 1 9 6 ) : 

G) 

x (Ax' + Bfty4. B'z'. -f- C ) 

+ j ^ j M - 4- a ] 
4- <r 4- B y1 + Alfz'+ C'f) 
4- Ca/ 4- Cy 4- O'z'—K 

Soient fy g, h les coordonnées du sommet 

du ce n e , et supposons que le plan tangent 

passe par ce sommet ; l 'équation (2) devient 

pour ce point : 

(3) 
/ O * * ' 4- J?/y 4. JBV 4-C ) 

+ #(jB"*'4- + 4-C7 ) 
4- A 4- By' + Â"z' 4- ) 

4- Cxf 4- c y 4- c«z'—K 

Cette équation (5) établit une relation entre. 

Je~ coordonnées oc1

9 y
1

9 zr des points de contact 

de la surface et des plans tangens à cette sur

face , qu'on peut mener par le sommet du cône 

C/ ' 8-9 ^ ) ? o r ' e ^ e e s t linéaire en x\yf

9 z1 -y 

d'où il suit qu 'un cône que l conque , circons

crit à une surface du second degré , touche 

cette surface suivant une courbe plane. O n 

aura l 'équation du plan de cette courbe en 

met tant dans 1 equation ( 3 ) , au lieu de œ1

9 yf-9 z\ 

les coordonnées x 9y9 z du plan ; ce qui donne : 



x(Af + B»g+Bfh +C ) 1 
+y(B»f+A'g+Bh + C ) ! 
H- z ( / ? ' / + #éT + A*h +CH) I ~ ' 

- f + + C'fh — K J 
144- Au ^ e u d'assujettir le plan tangent k 

passer par u n point (/*, g-, A ) , on pourai t 

exprimer qu'il est cons tamment parallèle à une 

droite. Soient œ •= &z, y = fiz les équations 

de cette droi te . L'équation de condit ion qui 

exprime que le plan tangent représenté par 

l 'équation (2) , passe pa r cette droite ^ est ( art . 

123 ) : 

a ( Axf + B»y + B'zf + C ) \ 
4- ß ( JB"a?' + + Bz' - f C ) > = o, 

+ JS'*' - f By' + C// ) 

O r , u n plan cons tamment parallèle à une 

d r o i t e , et qui se meut en touchant une surface 

du second degré , engendre une surface cy

l indrique qui lui est circonscrite ; d o n c , la 

c o u r t e de contact de ces deux surfaces est 

p l ane , et l 'équation du plan qui la contient est : 

x ( Aa + B«ß + B' ) + y ( B'i* 4- A'-ß + ß ) 

i 4 5 . La propriété d'une surface du second 

d e g r é , d'etre touchée par u n cône ou pa r un 

cyl indre , suivant une courbe p l a n e , est une 

• r= o. 



conséquence de la proposit ion démontrée (ar t . 

1 2 2 ) , que toutes les sections parallèles d'une 

surface du second d e g r é , sont des courbes 

semblables et semblablement placées. En effet, 

par deux quelconques de ces courbes , on 

peut concevoir une surface con ique , puisque 

le c ô n e , ainsi que la pyramide , jouit de la 

propr ié té d être coupé par des plans parallèles 

suivant des courbes semblables et semblable

men t placées ; o r , l'une de ces courbc5> restant 

fixe, l 'autre peut s'en approcher indéfiniment; 

d o n c , lorsque les deux courbes seront réunies > 

le cône sera circonscrit à la surface du second 

degré. 

146. THÉORÈME (*). O n suppose que trois 

plans rectangulaires se meuvent en touchant 

constamment une surface du second degré qui 

a un cen t re ; le point d'intersection de ces trois 

plans engendre une sphère concentrique à la 

surface du second d e g r é , dont le rayon est 

égal à la racine carrée de la somme des carrés 

des trois demi-axes ? 

(*) Ce théorème, dû à M. Monge, a été démontré par 
M. Poisson , I € r . vol. le la Correspondance , pag. 240* 

C'est cette démonstration que nous rapportons ici. 



Démonstration. Soit Pac*-\~P'y*-f-/^5 — i y 

l 'équation de la surface du second degré. Les 

trois plans rectangulaires touchent cette sur

face en trois points dont les coordonnées sont : 

pour le premier point, xf , yr , zr , 

pour le second, xff, yff, ztr

 7 

pour le troisième, x'r/

9 yul, zm, 

et on a entre les neuf coordonnées des points 

de contact : 

Î
Px1* + py* + P!>'zf* \ 
Px«* + pyi* + pi'zii* K — i. 
Px'»* + P'y»'>- + pnznn j 

Ces plans tangens ont pour équations (a r t . 

i 4 3 ) : 

Î
le premier , Pxx' 4- P'yy* *+• P,,zzf \ 
le second, Pxx" + P'yy1' + P'zz'l 1 = 1, 
le troisième, Pxx1" + Pfyf" + P W j 

O n exprime ( a r t . 128 ) que ces plans sont per

pendiculaires entre eux , par les équations de 

condition : 

!

P*x'xf' - f P'yiyti 4. prt*zt zrt 
P*x'x'»+ P'y'f" + P^z'z1" 
P*xVxf»+ P'yiifti 4- pn*z,,zm 

Supposons maintenant qu'on ait : 

Pxf = a , Pxtl — a' , Pxf" = aU r 

P y ~ £ , P'yff=b', Pfy"'-~b\ 
P V = c , J*'*// = c ' , P'V" = *>/ ; 



a% 4 - * a + c a = , 

+ c'* = 

Les systèmes d'é(muions ( i ) , (2) et ( 5 ) deviennent ; 

( 5 ) 

a? c% 

~ + - p T + -pF — 1 > 

a'* b'2 c/z 

a / / a 

(G) 
ß - \ - by 4" £ r ^ 1 * 

4* ^'j- 4- — 1 % 
aUx 4- bl!y 4 " = i» 

(7) 

a a 4" 00 4" c c ^ O-» 
00" + 4. = 0 , 

c'a" 4- W 4- c'c11 = 

Les deux systèmes d'équations (4) et ( 7 ) sonl 

(a r t . 8 2 ) équivalens à ces deux-ci : 

(8) 
b2 b,% b1'1 

IP + R'* 'RH* ^ 1 y 

R* ~RF + ~Rfc ~ 1 7 

ab a'br aH1' _ 

ac a'cf aH c,f 

bc b'c' bffcfr 



Cela posé , la question consiste à éliminer 

des équations (6) des plans t angens^ les coor

données des trois points de contact. Pour ef

fectuer cette élimination , élevons au carré les 

équations (6), après avoir divisé la première 

p a r / î , la seconde par /?•', et la troisième par R" ; 

ajoutons ensuite ces ca r ré s , et nous aurons , 

à cause des équations (8) et (9) : 

Ajoutons les équations ( 5 ) , après avoir di

visé la première par /?% la seconde par i ? / 2 , et 

la troisième par Rfl* ; on aura 3 à cause des 

équations ( 8 ) : 

fla T" fi,* » Rff* P P ' ' P# ' 
donc 

équation d'une sphère du rayon . 

—p- Hh + -J^J- • Dans le cas de l 'hy

perboloïde , une ou deux des quantités P , Pf> Pn 

sont négatives, et la réalité du rayon de la 

sphère dépend du signe et du rappor t arith

métique de ces quantités. Si l'on avait : 



T _L 1 t 1 

il n'y aurait qu 'un seul point par lequel on 

pût mener trois plans tangens rectangulaires, 

et ce point serait le centre de la sur h i c , 

puisqu'on aurait : 

+y* + ** = •, 
ou 

147. Lorsque la surface du second degré 

n'a pas de c e n t r e , ou plutôt lorsque le centre 

est à l ' infini, la sphère engendrée par le point 

d'intersection des trois plans rectangulaires tan

gens , devient d'un rayon inf in i , c'est-à-dire 

qu'elle se réduit à un plan. 

Pour déterminer la position de ce plan , 

substituons dans l 'équation de la surface. . . 

P ^ + P y ' + P V = i , pour P, P1 et P11 leurs 

valeurs —̂— ? > —— ( 2 0 , 2b, 2 c étant 

les diamètres principaux de la surface). Prenant 

pou r origine des coordonnées , l 'extrémité de 

l'un de ces trois d iamètres , par exemple du 

diamètre 2aj rappor tons la surface à trois nou

veaux axes parallèles aux diamètres pi^incipaux. 

Les nouvelles coordonnées ocf,yr

9 z1 d 'un point 

quelconque de la surface , seront : 



x' z=z x + a , y1 z==.y , 2' = s. 

L i q u a t i o n de la surface deviendra : 

y - j — — 1 , 

o u , supprimant les accens des lettres x^y1, z1 

N o m m a n t /? et les distances de l 'origine 

des coordonnées aux foyers des sections pr in

cipales, mesurées sur le g rand axe 2 a , on a : 

i 2 = 2ß/? — p1, c* z=z. zap' — p' 2 . 

Substituant ces valeurs dans la dernière équa

tion , elle devient : 

O ap — p7 ) (zap' — p'* ) { a?a — zax] 1 q 

-f-a'y* (zap' — p ' a ) - f . t f a s a (zap — p*) ) * 

Divisant tous les termes par 2 m ; 

+ ~ - + p * — -~— 

Lorsque le centre de la surface est situé à 

une distance infinie de l 'extrémité du diamètre 

principal 2 a , ce diamètre principal devient 

infini , et l 'équation de la surface se réduit à 

celle-ci , qui comprend ( a r t . 111 ) les deux pa-



raboloïdes : 

pz* -f- p'j2 — kv?'x ~ °* 

E n rappor tant la sphère décrite par le point 

d'intersection des trois plans rectangulaires, aux 

nouveaux axes , l 'équation de la sphère devient: 

X*— 2 ax -\-y* + ~a = b2~t- c*=zap — zap' — pfi. 

Lorsque le diamètre 2a est infini , cette équa

t ion se réduit à celle d 'un plan perpendicu

laire à ce diamètre : 

X =r p p'. 

Le signe — pour le paraboloïde el l ipt ique, et 

le signe + pou r le paraboloïde hyperbolique-

148. THÉORÈME. Le volume du paralléli

pipède circonscrit à une sur/ace du second 

degré, est cons tan t , quelle que soit la direction 

des arêtes de ce parallélipipède ? 

Démonstration. Soient trois diamètres con

jugués if, 2g, 2 h. Les six plans tangens 

à la surface du second deg ré , menés par les 

extrémités de ces trois diamètres , sont paral

lèles deux à deux , et comprennent le paral

lélipipède circonscrit. O r , on a démontré (ar t . 

107) que le volume du parallélipipède oblique 



construit sur les trois demi-diamètresJ\ g, A, 

est égal au parallélipipède rectangle construit 

sur les trois demi-diamètres principaux a, b, c, 

donc tous les parallélipipèdes circonscrits sont 

égaux en volume , et l'expression de ce volume 

est 8 abc. 

S- V L 

De la Discussion des Equations numériques 

du second degré à trois variables (i). 

i4g. L'objet de cette discussion est de re 

connaître la forme et ia position d'une sur

face du second degré , représentée par une 

équation dont tous les termes ont pour coef-

ficiens des nombres donnés . Quelle que soit 

cette équation , elle sera comprise dans l 'équa

tion générale ( art. g5 ) : 

!

dx% - f A'y* 4- Al!z* -\ 
4- 2 Byz 4- 2. Brxz + 2. BUxy \ = s K. 
+ zCx + 2 Oy 4- 2 OU ) 

Les surfaces du second degré , représentées 

( i ) Ce mode de discussion est l'objet d'un article de 

M. Petit, inséré dans la Correspondance, torn, 2, p, 3̂ 4. 
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pur cette équation généra le , Se divisent d'abord 

en deux classes ; la première comprend les 

trois surfaces qui ont un centre : VEllipsoïde , 

r Hyperboloïde à une nappe, F Hyperboloïde à 

deuoc nappes ; la seconde , les deux surfaces 

qui n 'ont pas de centre : le paraboloïde ellip

tique , et le paraboloïde hyperbolique. De ces 

cinq surfaces , les quatre premières peuvent 

être de révolution. Elles comprennent comme 

cas par t icu l ie r , la sphè re , le c ô n e , les cy

lindres qui ont pour bases les courbes du 

second degré , le système de deux plans qui 

se coupent ou qui sont paral lèles, et le point . 

Nous allons exposer une méthode générale 

pour reconnaître à quelle espèce ou à quel cas 

particulier des surfaces du second degré , on 

doit rappor ter la surface dont l 'équation est 

donnée. 

i5o. Comparant l 'équation proposée à l'équa

t ion (i) (ar t . 149)» on formera les équations 

( art. 97 ) qui déterminent les coordonnées 

et f ß , y du centre de la surface : 

Aa+B»ß + B'7 - f C = 0 , 



i ° . Les valeurs des trois coordonnées du centre 

de la sur/ace sont finies. 

Soient a , ß, y les coordonnées du centre 

de la surface, pris p o u r origine des coordon

nées. E n supposant (ar t . 97) : 

A<f 4- A'fi* + AU y-1 \ 
+ 2Bßy-{- 2B'ay + 2 BlUß \ = —. H, 
+ 2Cct +2.C'ß + 2 CHy K ) 

l 'équation générale (1) (ar t . 149) devient : 

Ax» + A'y* + A"z* + 2 Byz 4- 2 É'xz - f 2 BUxy=H. (E) 

Ayant n o m m é a, b, c les demi-diamètres 

principaux de la surface, et rapportant la sur

face à ces diamètres , on a pour équation de 

la surface (ar t . i o 5 et 106) : 

»* ~ b* * T t* f 

Chacune de ces équations étant linéaire y elle 

représente un plan , et un point quelconque 

de ce plan a pour coordonnées a., ß , y. O n 

t rouvera , pour ces trois coordonnées , ou des 

valeurs finies , ou des valeurs indéterminées , 

ou des valeurs infinies. Examimons successi

vement ces trois cas. 



ou 

Px*+ P'y* + I*z* i . 

Désignant par Rx ( a r t . 99 et 100) l'un quel

conque des carrés a2, , c% et supposant 

/ î 2 - . , , « 2 b1 o 2 

- = , les trois quantités - 7 7 - > ? - 7 7 -
H 1 H H H 

sont données par l 'équation ( i ) ( a r t . 100). Si 

dans cette équation (1) on met — à la place 
t 

de s, elle devient ; 

Nommant t, £ / ; les trois racines de cette 

équation ( / ; ) , on a : 

ou 

Les trois quantités P , P P ' étant ( a r t . 106) 

toujours réel les , les racines t, t1', le sont 

aussi 3 d'oii il suit qu 'on pour ra faire usage 

de la règle de Descartes pour connaître le 

nombre de racines positives et négatives de 

l 'équation ( P ) (voyez Complément des Êlèmens 

d'Algèbre, M. Lacro ix , 3E. éd i î . , pag. 67 ) . 



Suivant cette règ le , le n o m b r e des racines po

sitives sera le même que celui des variations 

de signe des termes successifs, et le n o m b r e 

des racines négatives sera égal à celui des per

manences dans les signes de ces termes. Les 

signes des racines de l 'équation ( / ' ) dé termi

neront ceux des quantités P, FF

ß PLF. Ou ces 

trois quantités seront positives, ou deux seront 

positives et une négative , ou deux seront né 

gatives et une positive , ou enfin elles seront 

toutes trois négatives. 

Dans le premier cas , la surface est un ellip

soïde (a r t , I I 5 ) ; dans le second ( a r t . 1 1 O ) , 

l i n hyperboloïde à une nappe ; dans le troisième 

(a r t . 1 1 7 ) , un h jperbolo ïde à deux nappes ; 

dans le quatr ième cas , la surface est imagi

naire ; car il est évident que toutes les va

leurs réelles de oc , y , z rendant îa quantité 

PJCX-f-¥*y% •+• P!,zz négat ive, il sera impossible 

de satisfaire à Féquation 

i 5 t . Ayant substitué dans le terme — f i 

( a r t . i 5 o ) les. valeurs a,, ß , y ( a r t . 9 7 ) des 

coordonnées du centre de la surface, il peut 

arriver que ce terme sait nul . Alors l 'équation 



(E) ( a r t . i 5 o ) devient ; 

Ax* + Äy* - f A"z>- - f 2Byz -J- zB'xz+2 B'Lxy= 0. {E1) 

Cette équation appartient évidemment à un 

cône , dont le sommet ou le centre est à 

l'origine des coordonnées . E n effet, supposant 

oc 
le rappor t — égal à une constante , l 'équa-

z 
tion (E1) fait voir que le rappor t —- sera aussi 

/it 

constant. Ces deux rapports ne varient pas 

p o u r les points du cône situés sur une m ê m e 

d ro i t e , passant pa r le sommet . 

Si l 'équation {E1) ne contient que les trois 

premiers termes Aoc1, A!j\y Anzx, et si les 

coeffiçiens de ces termes sont de m ê m e signe , 

1 equation proposée appartient à un point. 

2°. Les valeurs des trois coordonnées du 

centre sont indéterminées. 

0 2 . Dans ce cas , les trois équations l i 

néaires (a r t . i5o) , entre et, ß , y , se réduisent 

a deux ou à une seule. Supposons qu'elles se 

réduisent à une seule , cette équation unique 

représente le plan des cent res , et l 'équation 

proposée est le produi t de deux facteurs ii-



néaires en oc, y , z qui appartiennent à deux 

plans parallèles au plan des centres , et situés 

à égales distances de ce dernier plan. 

Lorsque , des trois équations linéaires en 

j3 , 7/, Tune quelconque est une suite n é 

cessaire des deux autres , elles appart iennent 

à deux p ï ans , et tous les points de la droite 

intersection de ces deux plans , peuvent être 

pris pour le centre de la surface. Dans ce cas , 

la surface proposée est un cylindre ou le sys

tème de deux plans , c'est-à-dire un cylindre 

qui a p o u r base le système de deux droites. 

Coupant la surface proposée par Tun quel

conque des trois plans coordonnés , on dé

termine la ligne qui sert de base à la surface 

cylindrique , pa r la règle connue (voyez Traité 

des Courbes, de Biot , pag. 2S0 , 5 e . édition ). 

11 est d'ailleurs évident que les trois équa

tions qui donnent les coordonnées du centre , 

ne peuvent jamais être satisfaites indépendam-

jnent de toute valeur de a , ßy y; car il fau

drait alors que tous les coeffieieus du premier 

m e m b r e de l'équation proposée fussent nuls 

ce qui est absurde. 



3 ° , On suppose les coordonnées du centra 

infimes. 

i 5 5 . O n coupera la surface proposée pa r 

u n plan. S i , quelle que soit la position du plan 

sécan t , la section ne peut pas être une hyper

bole , 1 equation donnée représente (a r t . 1 2 0 ) 

\m paraboloïde elliptique ; si la section ne peut 

pas être une ellipse , l 'équation donnée repré 

sente un paraboloïde hyperbolique. Si la section 

est toujours une parabole , la surface proposée 

est u n cylindre parabolique. 

i54- Les calculs préparatoires nécessaires 

p o u r la discussion des surfaces du second degré 

se réduisent donc à former les trois équaliops 

linéaires ( a r t . i 5 o ) qui donnent les coordon

nées cl y ß y y du centre de la surface , et 

l 'équation V ( a r t . i 5 o ) , dont les racines dé

terminent les signes des coefficiens P> P1, Pfl 

de l 'équation 

O n complettera cette discussion en formant 

les équations de condit ion (ar t . 1 1 4 ) qui ex

pr iment qu'une surface est de r évo lu t ion , 



et les équations qui représentent Taxe de ré 

volution. Cependant il sera inutile de former 

ces équat ions , lorsqu'on aura reconnu que la 

surface proposée est un paraboloïde hyperbo

lique , un cylindre à base hyperbolique ou pa

rabol ique ; car il est évident ( a r t . 120) que 

ces surfaces ne peuvent pas être coupées sui

vant des cercles , et leurs équations privées des 

trois rectangles ne satisfont pas à la condition 

trouvée ( art. 114 )• 

F lit. 



NOTES. 

I r e . 

Sur la transformation des coordonnées rectan

gulaires en d'autres coordonnées rectangu^ 

laires, pag. 1 2 6 , art. 8 5 . 

Des neuf constantes « , a\ a11, h>, b'-9 b
11, c7 c', cU, trois 

étant données, on calcule les six autres. La symétrie du 
calcul dépend du choix des trois premières constantes» 
M. Monge a effectué ce calcul, en prenant pour données 
les trois cosinus 0, c,f, qu'on a désignés (art. 8 6 ) par 
cos (a?, a / ) , c o $ ( j , j y ' ) , c o s ( * , z ' ) . Nommant r le 
rayon des tables , et faisant pour abréger : 

r -f- a + V + cH = M , 

r-\-a b' — cU = N , 
r ^ a ~-\-b' — c" -=z P , 

on trouve : 

J = — l / Î V P — \/Mq ; 



Ï 
2, 

I 
2. 

v / m p , 

I 
2 

* * = J L I 
2. 

c< = J L 
2 

I 
2 

Ces formules ont été publiées dans un Mémoire de 

M. Monge, qui a pour titre : «Expression analytique de Li 

génération des surfaces courbes." (Mémoires de P Aca

démie de Turin, années 1784 et 1 7 8 5 ) . 

M. Carnot a donné, depuis longtems , une solution de 
ce problême : 

La position d'un point étant déterminée dans Vespace 
par trois coordonnées quelconques , faisant entre elles des 
angles donnés, on propose de changer les directions de ces 
coordonnées, en supposant que Von connaisse Vangle que 
fait chacune de ces nouvelles coordonnées par chacune des 
anciennes, 

( Voyez le Mémoire sur la relation qui existe entre les 

distances respectives de cinq points quelconques pris dan* 

l'espace. In-4°. Paris, 1806.) 

Les propositions (art. 60 et 6 9 ) que M. Carnot a pu

bliées , en i 8 o 3 , dans sa Géométrie de position, pag. 3o4> 

et qui ont été , selon ce savant, découvertes dans le 

même teins par M. L'huilier de Genève, servent de base 

à cette solution. 



Trigonométrie sphérique, pag. iSÔ* art, go, 

Pour trouver la relation entre les lignes trigonomé-
triques des angles formés par quatre droites données, qui 
concourent vers un même point, concevons un parallé-
lipipède dont les arêtes et la diagonale soient dirigées 
suivant les droites données. Nommonsy, g, h,k les lon
gueurs des trois arêtes et de la diagonale , on a (art. 6 2 ) 
l'équation : 

ôu , en divisant les deux membres par k2 : 

(0 
-JI4. «1 + i l 
~ ^ ä» ^ A» 

+ ^ cos ÇA s) + ^ cos (Si h) + *-j£ cos (g, h). 

Remarquons que deux faces parallèles du parallélipipède, 
comprennent entre elles l'une des trois arêtes/*, g, h, e% 

la diagonale k ; d'où il suit qu'on a pour l'expression de 
la distance de ces faces parallèles, deux valeurs: d'où ré
sultent les équations suivantes. 

g sm(gjh) = k sin ( k,fh ) , 
h sin (h,fg) = k sin (k,fg ) . 

f 8 h 
Tirant de ces équations (2) les valeurs de — , — * 

h h & 

I I . 



et les substituant dam l'équation (i) , on a : 

_ __ sin'- (Ä ,$h ) sin' (Ar , /A) sin2 ( A" 
• /• ~ / L \ "T" *A) 8 i n ' ( . î , y A ) sin-

+ * c o s ( / , ^ ( * . ^ ) s i n ( 4 , / A ) 
sin ( 7 \ é ? A ) sin ( é r , 7 A ) 
sin ( A , !?A ) sin 
sin ( / , 6 ' A ) sin ( A , y ^ ) 
sin sin 

(«0 

' s i n U , / A ) s i n ( A , / t f ) 

Des quatre droitesy*, g, h, k dont la direction est con
nue , une seule étant donnée , les trois autres sont déter
minées par les équations (2). 

Par le point de concours des quatre droites données , 
élevons des perpendiculaires aux plans des trois faces du 
parallélipipède, qui passent par ce point. Considérons ces 
perpendiculaires, comme les arêtes d'un second parallé
lipipède , qui a même diagonale que le premier, k étant 
cette diagonale commune, soient F, G, FT, les arêtes 
du second parallélipipède, perpendiculaires aux faces du 
premier (gh) , {/h ), (Jg). On a les équations : 

F* G% IP 
1 ~ ——J—-—j 

k7 ^ k* ^ 
2.FGcos(F,G) <jlFHcos(F,H) 2 G H cos (G, H) 

+ + K , + A A 

r F sin ( F 7 , GH ) == A sin ( k, GH ) , 
(s/) ) G sin (G, FH ) = * s i n ( i , F / 7 ) , 

( H sin ( /f, JPG ) = £ sin ( & , FG ) . 

Les angles ( F , G ) , ( F , JF/) , ( G , /i"), sont évidem
ment égaux à .ceux-ci : (§h,fh)y (gh,fg), (fhifg). 



Les plans (GH) , ( ( FG ) sont respectivement per
pendiculaires aux arêtes Jjg, h du premier parallélipipède ; 
d'où-il suit que les angles ( F, GH ), ( G, FH), ( //,FG) 

sont égaux aux angles (gh,f) , (fh, g), {jg, h). Les 
trois angles GH ), (£, FH). (k * -FG') sont les 
complémens des angles (k , / ) , ( & , # ) , ( £ , A) . Ces 
égalités d'angles changent les équations (2') en celles-ci : 

F cos ( A , / ) G c o s ( A , # ) H^__cos(A, A) 

~ F — cos (ghjy k *~sin(/A, # ) ' k "~~sin (fg, h)' 

Substituant ces valeurs dans l'équation (i')» e l l e devient: 

cos a ( A, f) cos 2 ( A, g) cos 8 ( k y h) 
s'™*{#h,f) sin» ißhg) sin» {/g, h ) 
2. cos ( A r , / ) cos f £ , # ) _ 

-f- . , , .—. -, c u r cos ( gh , / A ) 

2C0S(A,/) COS ( A, A) . 
cos(gh,fg) s i n ( # Ä , / j s i n {fg ) 

2, cos ( k , g ) cos ( A , A) 
+ ~ TT = 7 T" COS f AA , /# j . 

sm [fh, g ) sin ( / # , A ; ^ ' 7 6 ' 
Une queîconquedes quatre droites données peut être con

sidérée comme la diagonale que nous avons désignée par 
la lettre k; d'où il suit que les lignes trigonométriques des 
angles qu'une droite forme avec trois autres droites, sont 
liées entre elles par huit équations , dont quatre sont sem
blables à l'équation (/Z), et les quatre autres sont semblables 
à l'équation (a'). Les deux équations (a) et (a') ont été 
données par M. Français, et imprimées dans la Corres
pondance , tome i e r . , page 3/p. Je me suis seulement 
proposé de faire voir comment on pouvait déduire de la 
même considération de géométrie les quatre systèmes 
d'équations analogues aux équations connues (a) et (a'). 

(Note lue à la Société philomaîique. Mai i8i3.) 



III. 

Des relations entre les differens systèmes de 

diamètres conjugués d'une surface du second 

degré, (T). 

L'équation de l'ellipse rapportée à ses diamètres con

jugués 2 / e t 2g, est, comme on sait : 

En transformant les coordonnées obliques x*, y' en coor
données rectangulaires x, y , et exprimant que l'équation 
transformée est identique avec l'équation de l'ellipse rap
portée à ses axes principaux, on obtient les relations sui

vantes : 

(1) à* = / 2 c o s 2 * + #*cos*/3, 
(2) = f*&iii*# + #2sin*/3, 

(3) sin ( * — 0 ) , 

(4) , / 2 sin a cos * -f- sin ß cos £ £= o, 

&a et 2 3 représentant les axes principaux de l'ellipse, 
« et ß les angles que les diamètres conjugués 2fti zg fonfc 
avec l'axe 1 0. 

L'équation (3) démontre la proposition connue, que le 
parallélogramme construit sur deux diamètres conjugués, 
est constant et égal au rectangle construit sur les axes. 
Ajoutant les équations (1) et (2), on trouve : 

(5) a* + à* ==/•• + g* ; 

c'est-à-dire que la somme des carrés des diamètres con
jugués est constante. 

ji) Les démonstrations contenues dans eette Noie sont de M. Petit* 



Menons par l'origine des coordonnées un troisième axé 
des z perpendiculaire au plan de l'ellipse, et nommons 
cp, -J/, * les angles qu'une droite quelconque D fait avec 
les axes dés des j - , et d e s £ , les projections du demi-
diamètre y* sur ces axes seront y cos a, y sin a , o; celles 
du demi-diamètre g sur les mêmes axes seront g cos ß, 

g sin ß, o. Donc en représentant par f et g', les pro
jections de y et de g sur la droite I), on aura (art. 63 j : 

y ~ y cos a .cos (p -f-y sin «. cos -v}/, 
g' z=zg cos /8. cos (p -\- g s\n ß. cos \J/« 

Carrant ces deux équations, les ajoutant, et réduisant au 

moyen des équations ( i ) , (2), (4), on a : 

(6) f* -{- g'* = az cos2 9 + b* cosa 4> ; 

ce qui démontre la proposition suivante : 

La somme du carré des projections de deux diamètres 
conjugués d^une ellipse sur une droite prise a volonté, est 
constante, quelle que soit la direction des diamètres con
jugués projettes. 

Les résultats que nous venons d'obtenir pour l'ellipse, 

s'appliqueront à l'byperbole, en changeant dans les équa

tions précédentes b en b \ / — 1 . 

11 est facile maintenant d'étendre ces propositions aux 
surfaces du second degré. Pour cela considérons un pre
mier système de trois diamètres conjugués d'un ellipsoïde, 
et représentons-les par les trois lettresy, g, h. Désignons 
par g11, h11 un second système de diamètres conjugués 
de la même surface, entièrement indépendant du premier. 
Nous allons prouver que les deux systèmes (/*, g, h) 

8^1 n^ ) sont compris dans une série de systèmes de 
diamètres conjugués, tels que deux successifs auront un 



tlîamètre commun. Observons d'abord que le diamètre / 

par exemple, restant le même, les deux autres diamètres 

g et h peuvent varier d'une infinité de manière, en les 

assujétissant seulement à être conjugués l'un à l'autre dans 

la section dont le plan est conjugué à ce diamètre f. 

Cela posé, concevons par le diamètre y du premier sys

tème , et par le diamètre gtl du second système, un plan 

qui coupe le plan de g et de h suivant un diamètre g''* 

appelions hr le conjugué de gr dans le plan de g et de h. 

On aura aussi un système /~, g', hr qui aura le dia

mètre f commun avec le système y , g, h. 

Le plan des trois demi-diamètres y , g\ g11 étant évi^ 

damment conjugué au diamètre h\ on pourra substituer 

aux diamètres y , gr, le diamètre gti et son conjugué dans 

le même plan, que nous désignerons par fr. Nous o b 

tiendrons par là un troisième système de diamètres con

jugués A', gff, J1', qui aura avec le précédent le dia

mètre h' commun , et ce dernier aura aussi un diamètre 

commun g,f avec le second système donné ( y / ; , g11', h,f ). 

D'après cela il est facile de voir que les propositions que 

nous allons démontrer pour deux systèmes de diamètres 

conjugués qui auront un axe commun, s'appliqueront à 

deux systèmes indépendans l'un de l'autre. 

i r e . PROPOSITION. Le parallélipipède construit sur les 
diamètres conjugués d'un ellipsoïde , est constant. En effet, 
ces deux systèmes ayant un axe commun, les deux paraW 

lélipipèdes correspondans auront une arête commune, et 

les parallélogrammes formés par les deux autres, seront 

équivalens comme construits sur les diamètres conjugués 

d'uAe même ellipse. 

2E, La somme des carrés des diamètres conjugués d'un 

>7 



ellipsoïde, est constante. Cette proposition est évidente, 
puisque ces deux systèmes ont un axe commun, et que 
les deux autres diamètres de chaque système sont con
jugués à une même ellipse. 

3 e . La somme des carrés des projections des diamètres 
conjugues d'un ellipsoïde sur une droite quelconque donnée 
de position, est constante. Cette proposition n'est pas 
moins évidente que la précédente. 

4 e . La somme des carrés des faces du parallélipipède , 
construit sur les diamètres conjugués d'un ellipsoïde, est 
constante. Représentons par f, g, h le premier système, 
et par f, g\ hf le second système, auquel nous suppo
sons un diamètre / commun avec le premier. Les dia
mètres ( g et h ), ( g1 et h' ) sont conjugués à une même 
ellipse. En les promettant sur le diamètre / , on aura d'après 
ce qui a été démontré : 

tfWC/rf) + teco$\fh)^g'*cos*(fg') + A ' W ( / ; S'). 

Retranchant cette équation de g* -{- /*2 = g'* -f-

on aura : 

r 8 ) h) = 8 " S 0 + h'*«W» 
Multipliant cette dernière par/*% et ajoutant l'équation 

démontrée : 

g'A'sin7 ( g , h ) = # ' 2 Ä'*sin* ( g', A' 1 ) , 

on obtiendra l'équation qui renferme la proposition énoncée. 

Les quatre propositions démontrées ci-dessus, ainsi que 
les conclusions tirées de la comparaison des équations (8 ) , 
Çg), (art. 1 0 7 ) , sont applicables aux autres surfaces du 
second degré qui ont un centre, en observant de prendre 
négativement les carrés des diamètres conjugués imagi
naires. 



IV. 

(Surfaces du second degré; Théorème dç 

31. M o n g e , pag. 2 3 3 , art. 1 4 6 . ) 

Ce théorème est une conséquence de la proposition sui
vante : Le sommet d'un angle droit, dont les côtés touchent 
constamment une courbe du second degré , décrit une cir
conférence de cercle. En effet, supposons que la surface du 
second degré soit enveloppée par une infinité de cylindres. 
Chacun de ces cylindres ( art. i 4 4 ) ta touche suivant une 
courbe plane. Concevons que deux plans perpendiculaires 
entre eux se meuvent, en touchant constamment l'un des 
cylindres circonscrits à la surface du second degré ; la droite 
intersection de ces plans engendre évidemment un autre 
cylindre; or, quel que soit ce dernier cylindre, un plan 
perpendiculaire à ses arêtes qui touche la surface du 
second degré, le coupe suivant une circonférence de cercle, 
et tous les points de cette circonférence appartiennent à 
la surface qui est engendrée par le point d'intersection des 
trois plans rectangulaires tangens ; donc il y a une infinité 
de plans diversement inclinés, dont chacun contient un 
cercle de cette surface ; d'où il suit que tous ces cercles 
appartiennent à une sphère. 

Fin des Notes. 
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