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PREFACE.

Cer Ouvrage traite de la ligne droite
du plan, et des surfaces du second degré.
Dans PIntroduction A I’analyse, publiée
en 1748 , Euler avait discuté I'équation
générale du second degré entre trois va-
riables, et il avait divisé les surfaces re-
présentées par cette équation, en six
genres. En 1790, M. Monge a fait impri-
mer , pour l'usage de I’Ecole Polytech-
nique, des feutlles d Analyse appliquce
a la Géométrie, format in-folio. Les
premicres feuilles contenaient la solution
des problémes relatifs & la ligne droite
ct au plan. En 1801, nous avons publié,
dans l¢ Journsl de I’Ecole, 11¢. cahier,
un Mémoire sur les surfaces du second

degre, dans lequel on divise ces surfaces
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en deux classes ; les unes, au nombre
de trois, qui ont un centre; et les autres ,
au nombre de deux, dont le centre est
a I'infini. On y fait voir dans quel cas ces
surfaces peuvent ¢tre engendrées de deux
maniéres par la igne droite et par le cercle.
Ce Traité des surfaces du second degrc , ‘est
précédé de plusieurs théorémes qui sont
applicables a la discussion d’une surface
courbe quelconque, et au moyen des-
quels on peut reconnaitre si elle a un
centre, des plans diamétraux simples ou
conjugués. On y a démontré la réalité des
racines de I’équation, au moyen de la-
quelle on détermine la dircction des axes
principaux de la surface du second degré.
Cette démonstration a ¢t¢ simplifiée par
M. Biot, dans le Traité des surfaces du
second degré, qu’il a publié depuis, et qui

fait suitc au Traité des courbes du second
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degré ( Se. édition, 1813). Le Mémoire
publié en 1801 , sur les surfaces du second
degré, a servi jusqu’a présent de texte
aux lecons d’algébre appliquée a la géo-
mcétrie, donnces a ’Ecole Polytechnique.
Les additions faites & ce Mémoive depuis
cette ¢poque, ont ¢lé 1mprimcées dans
la Correspondance. J’ai extrait de cet
ouvrage plusieurs articles relatifs aux
surfaces du second degré ; la plupart
de ces articles ont ét¢ donnés par d’an-
cicns Eléves de cette Ecole, MM. Binet
jeune, Francais, Petit, Beurdoun, Bret,
Berthot , cte. J'ai tiré de la Mdécanique de
M. Poisson, la théorie des projections des
figures plancs, dont il a fart une si belle
application & la Statique. Mettant & profit
les matériaux don! jo viens d'indiquer la
source , je me suis propos¢ d'écrire un

Traité complet des swifaces du second
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degré, pour servir d’introduction au grand
ouvrage de Monge, sur I’Analyse appli-
quée a la Géométrie. On publicra, dans
un Supplément, la partie de cet ouvrage
enseignée a I’Ecole Polytechnique, la se-
conde ann¢e du cours. Cette partie com-
prendra la théorie des surfaces courbes,
et celle des courbes a double courbure.
On exposcra dans ce Supplément , les
méthodes simples ct générales que les
célcbres géometres Lagrange et Monge
ont inventées, et qu'ils ont cnseignées
les premicrs dans une Ecole , dont les
Eléves sc montrent dignes de ces illustres

profcsseurs.
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APPLICATION
DE L'ALGEBRE

A LA GEOMETRIE.

CHAPITRE PREMIER.

Des Coordonnées d’un point , des
Equations de la ligne droite, et du

Plan.

§ Ier-

1. Ox sait comment on détermine la position
d’'un systéme de points situés dans un plan.
Ce plan étant supposé fixe, on y trace deux
lignes droites quon nomme axes des coor-
donndées, et on considére chaque point comme
le sommet de l'angle d'un parallélogramme

form¢ par les axes des coordonnées , et par
) ¢



(2)

des paralleles a ces axes ; lalongueur et la direcs
tion des ¢otés de ce parallélogromme, déter-
nuinent la position du point. C'est par une mé-
thode semblable quon fixe la position d'un point
dans Pespace. On concoit trois plans invaria-
bles, qui se coupent suivant trois droites quon
nomme axes des coordonnées , et on considere
le point donné comme le sommet de I'angle
d’'un parallélipipede qui a pour diagonale Ia
distance de ce point a lorigine des coordonnces,
et pour arctes des droites parallcles aux axes
des coordonnées. La direction et la longueur
des arctes du paralléhipipede, qui aboutissent
au point doun¢, déterminent la position de
ce point dans Pespace,

2. Les trois plans des axes des coordonnées
qu’on nomme simplement plans des coordon-
nées , divisent l'espace en hmt régions. Les
mémes valeurs absolies des trots coordonndes
d'un puiut (tm-rcspundcnt a une ou a lautre
de ces parues de Tespace. En eflet, sotent

b
x, 3,5, ces valeurs absolues, on aura d'abord

les quatre combinaisons sutvantes :

1. + =, 13, + 55 2°% Fx+4y—z;
3. dax,—y, 4z, . —a+yt=z

Eroen chanoeant les S1£Nes de ces prcmiél'Cl

[P N Y
o
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combiunaisons, on aura les sulvantes :

5. —zx,—y,—z; 6. —xy—y,+ 7
7% =X, ¥y —2; 8" +x,—y,—=z
Les points symétriquement placés par rapport
a lorigine des coordonnces, sont sitaucs sar
unc droite passant par cetlte origine; ainsi la
premicre ct la cinquieme combinaisons corves-
pondent a deux points symétriquement placés:
il en est de méme des poiuts des deuxieme
et sixiecme combinaisons , des troisicme et sep-

ticme, des quatricme et huiticme.

5. Les plans fixes des coordonnées sont on
inclinés ou perpendiculaires entre cux. Lors-
quils sont rectangulaires , un poiul a pour
coordonnces les perpendiculaives abaissées de
ce poiut, sur les plans des coordonnées, on
les distances de ce point & ses projections or-
thogonales sur les trois plans lixes. ’

Quelle que soit In direction des axes des
coordonnées , ecn nommant a, b, ¢ les coor-
dounées 'un point paralleles & ces axcs, les
équations du point sont :

x;-:.a, :/:b, Z = C,

Les plans mends par un point donn¢ perpenr+
dicularrement aux axes rectangulaires, covpent
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ces axcs cn trois points dont les distances
a lorigine des coordonnées, sont égales aux
coordonuées du point donu¢. Chacun de ces
trois points est la projection du point donné
sur I'un des axes rcctangulaires.

4. Si I'on n’a qu'unc scule équation entre
les trois coordonnées d’'un point, la position
de ce point cst indéterminée, et le licu de tous
les points, dont les coordonnées y satisfont ,
est une surface dont celte équation exprime
la nawre.

Si I'on a deux ¢quations entre les trois coor-
données d'un point, la pesition de ce point
est cncore indéterminée ; le licu de wous les
points qui satisfont a ces ¢quations est a-la-
fois sur les deux surfaces qu'clles représentent;
ce licu est donc la ligne d'ntersection des
deux surfaces.

Il suit de la qu'une ligne donnée dans les-
pace cst représentée par deux équations entre
les trois coordonnées d'un point de cette ligne,
¢t une surface est représentée par une seule
équation cntre les trois coordonnécs d'un point

de cette surface.

§. En géom/trie, laméihode la plus générale
parlaguelle on détermine la position d’'un point,
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(5)

consiste 2 regarder ce point comme linter-
section de trois surfaces courbes : dans l'analyse
appliquée a la géométrie, on suppose toujours
le point donné de maniere que les trois surfaces
dont 1l est Pmtersection, sc¢ réduisent a des
plans, ou a des spheres, ou & des cénes droits,
comme on le verra a Particle relatif a la trans-
formation des coordonnées.

Dans les paragraphe suivans, on supposcra
les trois axes des coordonnées =, y, & per-
pendiculaires enire eux; par axe des x, des
y ou des z, on entendra l'axe parallele aux
x, aux y, aux z; on désignera chaque plan
des coordonnées par les deux lettres qui ex-
priment les valeurs des deux coordonnées
auxquelles ce plan est parallele. Pour désigner
un point dont les coordonnées sont x/, y/, 5,

on ¢crira «le point &/, 37, 5/, »

§ 1L
Des équations dc la ligne droile.
6. Les équations d'une ligne droite située

dans l’espace, expriment la relation qui existe
entre lCS COOrdunnécs X, ), s d’un pOiDt queb
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(6)
eonque de cette droite. L'ayant projetée sur

les plans des az et des =z, ses projections
sont d’autres droites qui ont pour ¢quations :

(1) xr—=—uaz+ «,
(+) y =tz + g,

cntre lesquelles ¢liminant z, I'équation résul-
tante en x et y,

(%) bx — ay — boa — ud,

appartient a la projection de la droite sur le
plan des 7y

Des quatre constantes a, b, «, £, dcux aet b
sont les tangentes des angles que les droites
des ¢quations (1), (2) font avec Taxe des 5 ;
« el g sont les coordonnées du point ou la
droite donnée coupe le plan des xy; point
pour lequel on a z=o.

Deux quelconques des ¢quations (1), (),
(5) entre les coordonnées x, y, 5 d'un point
d'une droite donnée, sont les c¢quations de
cette droite.

I'uisant successivement x=o0, y=o0, dans
ces ¢quations, on aura, pour les coordonndées
du point ou la droite rencontre les plans des
52 ¢t des as

J b
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1°. z:—.;_, :y::-——;—-—{—ﬂ, pour Yun ;
A af

2% L= — - F=— + «, pour Pautre.

Lorsque la droite passe par Porigine des coor-
donnces, on a a=o0, g =0; ctles équations
(1), (2) se réduisent a celle-ci :

x=—az, y=—bz.

Des équations de condition qui expriment ,
1°. que deux droites se rencontrent ;
a°. qu’elles sont parallcles.

7. Nommant x', 7, s/ les coordonunées du
point de rencontre des deux droites représen-
tées par les équations (1), (2), (art. G), et par

celle-c1 (3) et (4) :

@)  a=actd, )y

on o ac:

x’z=az’'+4+ a, §'=10z'4 g, pourlaprem:icre droitey
et

7
«'=a'z 4oy, §'=0Vz'4f’, pourlaseconde,

il est ¢vident que st ces deux droues se rencon-
trent, les quatre dernieres ¢quations auront lien
en méme tems pour le point d’mtersection ;
donc, si Fon ¢imine les coordonnées de ce
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point, 'équation qui résultera de cette ¢limi-
nation , exprimera que les droites des équations
(1), (2), (art. 6),(3), (4) se rencontrent. On a
pour résultat de I'élimination :

(6—a') (A—8)—(B—¥) (s =a')=0. (A)

Lorsque les droites données sont paralleles,
leurs projections le sont aussi; donc, on a
a=ada', b=">". Le pomt de rencontre, est dans
ce cas, situé alinfini : on voit, en cffet, que
d’apres ces conditions du parallélisme , I'équa-
tion (A) est sausfaite, quelles que soient les
valeurs de «, </, g, g', qui pcuvent varier,
quoique les droites dounnées conservent le pa-
rallélisme.

Solution de plusieurs problémes relatifs a la
ligne droite.

ProsrLeme  Ier,

8. Par un point donn¢ dans I'espacc , mener
une droite parallcle a une autre droite donnée ?

Solution. Soient x!,y’, z' les coordonunées
du pomt donné, et supposons que la droite
donnée ait pour équations :

¥==aZ+ay ye=bz g;
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les ¢quations de la parallcle a cette droite seront
de la forme:

x=a's4a, y=0z4p.
A cause du parallélisme, 1l est ¢évident qu'on
aura d'=a, ' =0b; dou il suit que, des
quatre constantes a’, b/, &/, g, les deux pre-
micres sont rclatives a la dircction de la droite
demandée , et les deux autres o/, g/ seront
déterminées par la condition que cette droite
passe par le point z/, 3/, s/. En cffet, on a
pour ce point :

x=az’ 4o, y =0bz'4¢p",
dou l'on ure:

o = —az', g =y —b;
et on a, pour les équations de la droite de-
mandde :

T—ax'=a(z=2"), y—y=0(z—2),
d'ou T'on déduit cette troisicme égnation cn
x ¢t )

b(x—2')—a(y—=~—y')=—o.
De ces trois équations, deux quelconques dé-
lerminent la position de la droite mence par

un pomt donné, paralltlement a une drote
donnée.
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Prour. 1II.

Trouver les équations d’une droite mende
par deux points donnés dans l'espace, et Ia
Ionguecur de la droite comprise entre ces deux
points ?

0. Solution. Sotent a', 5!, z'les coordomnées

du premicr point donné, ct a2/ 37 5" les

.

coordonnces dua sccond poiul. I.a droite de-
mandée devant passer par le premier point,
ses équaliuns scront de la forme :

x—a'=A(z=2"), y—y =B (z—2z).

I'n supposant que, dans cctte équation, les
coordonnées x, y, 5 d'un pommt quelconque
de Ta droite deviennent 2, "0 2" on aura,
pour déterminer les valeurs de . cvde B, les
¢:quations sulvantes :

a" —x' =4 ("—1z"), 9"-_)"'::_-8(:”—:’);

dou 1l surt que la droite demandée a pour
équations :

P e !
e—x'— i (z—2"), y— ’::"— Y (z—2") ;

-l

gll—z zl—z!
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ou en rcduisant :

x (zll__zr) — 7 (xll__x/) + x’z"—-x”z', } E
J/‘ (z//_..z’) — (y//__J’) +J./zl[__),/[zl. ( )

Menant par chacun des deux points donnés ,
trois plans paralleles aux plans des coordon-
nées, on aura six plans paralleles, deux a deux,
qui comprendront un parallélipipede rectangle,
dont la droite qui joint Ies deux points donnés,
est uue diagonale. Nommant 2t la longucur de
cette droite, on a:

R:‘/(xll._.xl)z + (G =5 Y+ (e — 2 ).

Les plans men¢s par les extrémités de Ia
droite It perpendiculairement 4 I'un des axes,
interceptent une partie de cet axe, qui est la
projection dec la droite R sur ce méme axe.

10. Si, dans cette expression de lalongueur
dunc droite, on regarde x'’, 47, ' comme
les coordonndées variables d'un point d'une
sphere du rayon 1, dont le centre est au pount
x!, o1, 5l il est évident quion aura, pour équa-
ton de la sphere (4 ) :

(x-xl)a+(y_y/)a+(z__z/).: 2>,

Lorsque Ie cenure de la sphire st a lori-
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gine des coordonncs, cette ¢quation devicnt:

xa+]:+‘z=Ra.

11. En traduisant les équations (E)de I'art. g,

Tunc ou lautre renferme le théoréme suivant:

L4

«

«

Unc droite quelconque étant rapportée a deux
axes rectangulaires dans le plan desquels elle
est comprisc, et une partie quelconque R
de cctle droite étant ( g) projetée sur les
deux axes; si I'on prend sur cette droite un
point quelconque M, la somme ou la diffe-
rence des aires des deux triangles qui ont
lcur sommet commun dans le point M,
ct qui ont pour bascs les projections de la
partie R de la droite, est égale a Taire du
triangle qui a pour base la partie clle-méme
R, ct dont l¢ sommet est a T'origine. Clest
la somme ou la différence, selon la position
du pomt M par rapport aux axes rectan-
gulaires. »

Pour démontrer ce théoréme, mettons la

seconde des équalions (E ) sous la forme sul-
vante :

(v —y/ N o 'z — ylg’
(r AN A Gl WO et S 0

2 2 a

Soit (PL. Ire., fig. 1) 4B une droite comprise
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entre les axes rectangulaires K'Y, KZ des y ct
des z. St on nomme y/, 3/ les coordonnées KA/,
A' A4 du point 4, eL 3"/, " les coordonnées KB/,
B'B du point B, lc triangle KAB qui a son
sommet a 'origine K des coordonnées, et dont

la base est la droite 4B, a pour expression
ylall — 5!

de son aire : + En cffet, ce triangle

2

est égal a la somme du triangle KBB' et du
trapcze AA4'BB’ diminué du triangle KAA' :

A1 =11
or, laire du triangle KBB' est -l—z——-; celle
ol A gl (4] I
du trapeze 4A'BB/ est (=t >2(‘7 ) )

-/",

~

Iaire du triangle KAA" cst : doncona,

pour laire du triangle K418

ylel + (z"42") (y' — Y _ 'z

)
2 2 2

-~

ou en réduisant : : , seccond membre

2
de Téquation ( E').

A 1ot
15— g1z

Soit M(ﬁg. 2) un point quelconque de la
droite 4B, dont les coordonnées sont j et 2.
AB', A'B éant les projections (9) de la
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droitc /B sur lcs axes des 3 et des s, 1l est
evident qu’on aura :

—— . — ’ - *
A’B'—-j"—j”, A”B”.._Z'/—-J,

douc les aires des triangles ALL'E, MA'B"
o} ’

(' —7")
)

b
e

ont pour expressions les quantités

y (I —z")
N - ) . A 2] ”l ‘. 1 / 1” h?
; or, par I'équation 712" Ia somme
\

‘>

de ces deux quantités est égale au triangle
K AL ; done, chacune des équations {Iv) come
prend le théoréme énoneé au commencementde
cet articie. On peat encore démountrer ce théo-
réme par la géométrie, de la manicre suivante.

12. La droite ./ {fig. 2) ne changeant pas
de position par rapport aux axes A, AZ,
supposons que lu partic /5 de cette droite
sc meuve dans sa propre direction , jusqu'a
ce que le pomt .7 se trouve sur Paxe Al
comume on le voit fis. 3. 11 est évident que
les wiangles NAB |, MAE, MAS' de cette
ficure , sont Cosuv en surface aux triangles
LAL ALE 2170 de la figs 2. Or (fio5)
le triangle AL est moitié du rectangle Am
Lo weiangle MB/L cst moitié du rectangle 8'm ;

donc la somme de ces deux tl'iangles est molle
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du rectangle total )'\If)8 on éonle an trinnals
K305 en a done Féquation .
MEB" + MBL' —= KBI.
Ajoutant dans chaque membre de cetie équas
ton le triangle ABB', on a:
MKDB" 4 MEL' 4 ABL = KB ~ (B,
a causce de

MBL' 4 ABL' = MLAL',
et de

KB + ABB = KALD,
Péquauon précidente se change en celle-ci .
MAL 4+ MKb" = KAD ;
d'ou il suit quon aura ausst (fig. 2):
MA'L 4 MME" = K.AD;
Ou, cn traduisent cette équation , on aord
Yénoncé du théoréme de Tarticle précedent.

Prosr. I,

15. Etant donnécs les Cquations de deux
droites , trouver le cosinus de Pangle formé
par les paralleles 4 ces droites, mcenées par
Yorigine des coordonndées.
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Solution. Soient x —=as—+a, y =bs+44
les équations de l'une des droites donuées ,
z=dzs4a, y=0:4p" les équations de
la seconde droite; les paralleles & ces droites
mencées par Porigine des coordonnces, ont évi-
demmeut pour équations,

x—azr, y=1Uz, 1. Parallele

x—=—dz, y=VUcz, 2°. Parallcle.

Ayant pris sur la seconde parallele un point
dont les coordonnées sont x/, ', 3/; on abaisse
de ce point une perpendiculaire sur la pre-
miere parallele; cette perpendiculaire et les
deux paralleles compreonent entre elles un
triangle rectangle dont Phypothénuse est la
distance V/u/* 4 )'* 45 du point («/, y/, z')

a lorigine des coordonnées. Le cété adjacent

a Phypothénuse est la distance /a2 4 y2 -3
du point (x, y,5) de la premiere parallele, a
Yorigine des coordonnées. Cette origine , le

point (z’, 97, 2" ) et le point (x, y, 5) sont situcs

sur une sphere du diametre \/x" + ) =
On a (g), pour I'¢quation de cette sphere,

dont le centre est au point T )
2

(=) (= L)oo D)= 2
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ou en réduisant ,
24y + 22—~ xx — gy — 2z — 0.

Cette équation exprime que le point (x, 5, z),
est le sommet de l’anglc droit d’'un 1|‘iangle
re(:langlc.

Mettant dans cette équation, pour x et y,
lenrs valeurs &z et bz, el divisant par z, elle
deviendra :

z(1+a+8)=ax' + by 4 ¢;

ou en substituant pour x! et ! leurs valeurs
0z, on aura:

z(14a+0)=2(14ad +0b);
d'ou Von tire

: 14 ad 4 0¥
g 14a 40 |

Or, le cosinus de l'angle des deux paralicles
Cst .

Vaity 42 2 Vidatb
er,+)./;+zm z' V l+alz+bl

donc, en mommant cet angle ¥, on a:

1 4 aa’ -+ b4/

J/T—}. aa_‘_bz ‘/.1_‘_1“/:+b/n
a

cos V=
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Lorsque les parallcles aux droites donndes ,
mecnées par lorigine des coordonnces , sont
perpendiculaires entre clles, on a:

cos V¥ =o0, ou 1-4aa’ <+ b} =o.

14. La droite des équations x=as, y =103
forme avec les axes des z, des - ct des s,
des angles qui ont pour cosinus

X Y z

’ ' ’
Vaty+z Vaty+zas Vaqy+z

mettant pour x et j leurs valeurs as et bz,
ces coslnus deviennent :

a b 1

\/1+a‘+b" Vx—i—a'«}—b" Vi+a + b0

Par la méme raison, la droite des ¢quatious
x = a'z, y = 0’5 fait avec les mémes axces des
coordonnces, des angles dont les cosinus sont :

a’ /24 1

p———— ’ ’
Vida 40" Vi4d-40 Vid-a“ 40

nommant ces cosinus ¢, ¢, ¢/ pour la pre-
micre droite, et u, ', ' pour la seconde,
on aura ¢*~~¢i ot =1, 0 0/ H-tr =1,
ct le cosinus de Yangle /7 des deux droites,
scra
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cos V=nvu 4 v'u’ 4 olul,

Lorsque T'angle 77 est droit, cos ¥ =o, et
on a l'équation

v == ¢'u’ 4 vlul = o,
St, pour abréger, on nomme A ct &' les denx

radicaux V1 ~+a* 4 b* et \/1 du oy,

on a:

a =k, 6:‘:’“", 1= kel
¢ =k'uy & =Kku, 1=FKu';

d’Oh l’On re :

I v ¢!
li = — G == —— 5 _ -
"/I’ , ‘)// , V.//{ 7
7’
=1, o= b=
ull ull ult

En substituant ces valeurs de «, b, o', ' dais
les équations des deux droites (15}, clles
devicunent :

v ¢ X
—— ~ — e . re ‘.}' ]
m‘"""—",f/”+" ..._V”~+ﬁ, 1'c. droite

x “ ¢ u ', a2t druit

= -2 - —_——-Z . . drul
i la'y y =i + A 2 Uil@s

De I’Equalion du plun.

15. L’é([uation d'un plan exprime wie res
lation entre les trois coordonmées d'un pomt
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de ce plan. Lorsqu’une surface telle que le plan,,
est prolongée indéfiniment dauns tous les sens,
il n’y a aucun pomt de l'un des trois plans
coordonnés , quon mne puissc considérer
comme la projection d'un point de la surface;
d'ou il suit quaux deux coordonnées x, y
d'un point dun plan, correspond nécessai-
rement unc troisicme coordonncée z, quelles
que soient dailleurs les valeurs de x et y.

On suppose qu'un plan soit connuw, 1° par
Pordonnée du point du plan, situé sur I'axe
des z, et nommons cette ordonnée ¢; 2°. par
les tangentes des angles, que ses traces sur
les plans des 3 et des yz, font avec le plan
des oy désignons ces tangentes par les lettres
A er 17 I'équation entre les trois coordonnées
a, 7, s d'un point du plan sera:

g = Ax 4 Dy 4 c.

i eler, ce plan ausa pour traces sur les
plans des 3 e des 33, des droites dont les
Caativns sont, pour la premicre :

y==0, s = Ax ¢,
et pour la scconde droite:
£—o, = By < c.

Ces deux droites passeat par un point de I'axe
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des z, dont la distance a l'origine des coor-
données est égale a c.

Supposons que la premicre droite se meuve
parallelement & elle-m®me, étant dirigee daus
son mouvement par la scconde droite ; con-
cevons , par un point quelcongue du plan
que la trace mobile parcourt, deax plans, 'un
perpendiculaire 4 Taxe des 2, et Tautre per-
pendicnlaire a Taxe des 9. Le premier de ces
plans coupe la trace mohile en un point, pour
lequel on a les équations :

y =0, z=Ax4-c,

et Ic second plan coupe la trace fixe en un
autre point pour lequel on a:

xr—o, z= DBy + c.

Désignons ces deux points par les letires p
ct p/, et nommons I’ le point du plan par
lequel on a mené les plans perpendiculuires
anx axes des x et des y.

Le point p de la trace mobile s'élevera au-
dessus du plan des xy jusqua ce quil ait atteint
le point P du plan; or, dans ce mouvement,
il s'élévera parallélement i laxe des z, de la
quamité By, dittérence de l'ordonnée du point
p' et de lordonuée ¢ & Porigine; d’ou il suit
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que l'ordonnde totale = sera formée de Ja quan-
tii¢ Axr--c augmentée de By, on aura donc
I'équation

(1) £ =JAdx 4 By 4 .

16. Les points ou le plan de I'équation (1),
coupe les axes des x et des - ¢tant connus, en
nommant &, b les coordonnées de ces points,on
aura ¢videmment (le rayon des tables, étant1) :

Substitnant ces valeurs dans 'équation (1), (art.
15), on aura:

¥4 X

el

¢t comme on peut supposer les valeurs de x
ct 5 positives ou négatives, on peut écrire
cette ¢quation de la maniere suivante :

x ¥ z

—_— - — =1

7 T b + ¢ ’
ou
(2) bex 4 acy - abz = abe,

Celte équation (2), plus symétrique que I'équa-

ton (1), sera d'un usage plus général que celle-
ci. Désignons les quatre produits abe, e, ac
et @b par les quantités constantes K, L, M, N,
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dont trois sculement sont ndcessaires ; subs-

tituant ces valeurs duns I'¢quation (2), elle
devient :

Lx + My 4+ Nz =K.

Dans chaque cas particulier, on détermine les
constantes 1., I, N, K du plan, dapres les
conditions qui fixent la positicn de cc plan
par rapport aux axes des coordonnces. Par
exemple , demande-t-on I'équation d'un plan
parallcle au plan des yz : pour tous les points
de ce plan, on a x = constante, quelles que
soient les valeurs de 4 ct de z; faisant donc
H=o0, N=o0, la valcur constante dec @
K
L
Lorsque le plan passe par I'origine des coor-
dounces, on a A =o; et I'tquaton du plan
s¢ rcéduit a la forme:

€st

Le -+ My 4~ Nz = o.
17. Del'équation du plan L) 4-N:=K,
on tirera les équations de ses traces sur les

plans des zs et des y3, en faisant successi-
vement Yy =0, &£=0.

SOl[, 19, J =0,

les ¢quations de la trace sur le plan dcs s
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seront :
Lx 4+ Nz=K, y—a.

Soit, 2°. x=o0,
les ¢quations de la trace sur le plan des yz
seront :
My + Nz=K, x = o.

Des équations de ces deux traces on pourra
revenir a I'équation du plan; en eflet, les équa-
tions dure parallele a la premicre trace,
seront (6; :

L
Tx-{-z:::a, y==a

L’(:quatiun de condition qni cxprimc que cette
p:u'all(“.lc rencontre la seccounde trace donnde
sur le plan des yz, sera:

]U,G-\\- N2 = K.

Regardant la parallele 4 la premiere trace
comnic la géndratrice du plan, les équations
de cette génératrice, dans une position quel-
conque, dépendant de g, seront:

L K—Mga

Yy =28, —- x4 =

N N

¢limizant g cntre ces deux équations, 1'équa-
tion du plan, déduite des équations de ses
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traces sur les plans des xz et des ys, sera:
Lx 4+ My 4 Nz =K.

18. L'équation du plan étant linéaire entre
les trois coordonnées x, y, 5 d’un point de
ce plan, la ligne commune a deux plans est
nécessairement une droite ; d'ou 1l suit quon
peut définir le plan une surface sur laquelle
on peut tracer une ligne droite dans tous les
sens.

Soient les équations de deux plans:

Lx 4+~ My 4+ Nz=K, pourle premier,
ct
L'x +My+ Nz=K’, pourlesecond.

en ¢liminant successivement x, y, z, on dé-
duit de ces deux équations, trois autres équa-
tions dont chacune ne contient que deux coor-
données, ct qui appartiennent aux projections
de la droite d'intersection des deux plaus, sur
les trois plans des coordonnées.

Dcux plans paralleles ont des traces paral-
leles sur les plans des coordonnées; ics res
lations entre les constantes des ¢quations des
deux plans , qui résultent de ce parallclisiue,
sont (7) :

L M MW
7 N T
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Problémes relatfs au plan.

Prort. 1.

19. On demande les équations d'un plan
qui soit parallele a un autre plan donné, et
gu passe par un point connu?

Solution. Soient 2/, 97, 2" les coordonnées
du pomt dont la position est connue ;. .
Ax == Dy 4+ Cs — D =o0 I'‘quation du plan
domé, Lx—+0fy 4 N:— K = o I'équaton
de plan demandé.

Des quatre constantes 1., M, N, A, on
détermine dabord la quatrieme A dapres Ia
condition que le plan passe par le point donné.
Pour ce point, les coordonndes x, y, z du
plan demaundé¢ deviennent 2/, 3/, z'; donc on a:

Lz’ +My' 4 Nz' — K=o,

et cn retranchant cetie ¢quation de la précé-
dente:

L(z—2)YL M(y=—y )+ N(z—2)=o,

le plan donné et le plun demand¢ ¢tant pa-
ralicles, on a (18):



(27)
Substituant ces valeurs dans la dernitre équa-
tion, clle devient:

A(z—2")+B(y—y')+C(z=2")=0,

¢quation du plan qui passe par le point donné,

ct qui est parallele au plandx—+-By=-Cs— D =o.
Prose. II.

20. On demandc I'¢quation d'un plan qui
passe par trois points donn¢s dans l'espace?

Solution. Soient les coordonnées des points
donnés, =/, »', z/ pour le premier point,
2!, 3!, 5" pour le second,

alll, 9/, =l pour le troisicme ;
I'équation du plan demandé scra de la forme

Lz 4+ My ;- Nz =K.

Les coordonnées =, y, 5 dun point quel-
conque du plan devenant successivement celles
des points donnés, on aura ¢videmment les trois
équations suivantes :

Lz + My’ + N/ =K,

Lx" 4 My"4 Nzl =K,

La" 4 My Nz"—= K ;

- . L M N
ou l'on tir aleur 0 ) R
d urcra les valeurs de XK' K’ A’
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ce qui donne:

L= (5" —y") " (/= 3") + 2 (51— %),
M=2a'(z"—2") 4yl (' —2z") 4 2" (V= 2'),

N=)J ( x'! — xlf) _*_J.Il (xf__ x’”) + ).-/; (x,,__x,),
K = x’ (].Ilzlll — ).lll:ll ) + x ()"":' _‘1,1:',, )

+ & (5l —yIe).

( Pour cffectuer ce calcul , on suppose

’J JI ./\? ,
= l, =M, F==n, ¢ par les mé-
thodes connues de 'élimination, on oltiendra
les valeurs de 7, m, n.)

21. Substituant ces valcurs dans ]'tfquation
du plan Lx— M)+ Nz =A, et mettant cette
équation sous celte forme :

) .;:}L+_-y M :zI\ 1

2 3 =

on en déduit le théoréme suivant, de M. Monge
(Journ. de I'Ecole , 14¢. caluer) :

« Un plan quelconque étant rapporté a trois
plans rectangulaires , et ¢tant donné sur ce
plan un tiangle quelcongue rectiligne dont
on ait les projections sur les trois plans rec-
taugulaires; si I'on considere un point quel-
conque de ce plan,la somme ou la diff¢rence
des solidités des weis pyramides qui ont ce
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point pour sommet contmun , et dont les bases
sont les trois projectious du triangle , est ¢gale
a ln pyramide unique qui a pour base le
riangle lui-mdéme, ¢t dont le sommet est &
Porigine. » (Les signes des coordonnées des
sommets du triangle déterminent les signes
des solidités des trois pyramides qui ont leur
sommet en un poiut du plan du triangle.)

Soit T le triangle, et ¢, ¢/, ' ses trois
projections sur les trois plans reciangulaires
des yz, des xz, des ax), auxquels on a rap-
porté le plan du triangle. Nous allons d’abord
démontrer, 1°. que les aires des triangles
t, ¢, t ont pour expressions les quantit(s
L M N
2 2 2
le volume de la pyramide qui a pour sommet
Porigine des coordonnées, et pour basc le

., 1
) 2°. que la quantite 3 K est

triangle 1'.

22. KX, K1, KZ éant (fig. 4) les trois
axes rectangulaires auxquels on rapporte ].e
trrangle 77, supposons 1°. que ce triangle soit
projeté sur les plans des yz, des xz, des xy
sutvant les trianglcs aBo, a'p'yl, B, dont
les aires sont respectivement ¢, ¢/, ¢ 5 2°. que les
coordonnées des sommets «, 8,7 , du triangle ¢
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: 1ol ] nier . 2l gl 1
solent ', z pour le premier, 3", z° pour l¢
second, y/", z/' pour le troisicme.

L
La valcur de —~ se compose des trois quans~

‘tités suivantes :

J"z” .._..Iyllz’ y/r’z’”-—-‘y”’z// yrz!/r_ylllzr .
)+ () - (=)

or, on a vu(11) que = est laire

du triangle K28 qui a son sommet au point

X origine des coordonnées, et pour base le
T

coté «B. De méme est l'aire

2
. Al gl
y ol gl

du triangle Kgq ; - 2 est Tlaire

du triangle Kay; or , le triangle 28y est
¢zal a la somme des deux triangles K«38 ,
KBy diminué du triangle Kag, cest-a-dire

. ., I I,
4 la quantité — L: donc on a ¢ = -
2

On démontre de la méme manicre que les

L] L] ’ I
aires I/ et ¢/l sont égales aux quanutés — M,
2

I . . .
—N; dou il suit que le premier membre
2

de T'équation (1) de lart. précédent est Ia
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somme de rois pyramides , qui ont pour
sominet commun, un pomt du plan du trian-
gle 1", et pour bases les triangles ¢, ¢/, ¢/,
projections du triangle T' sur les trots plaus
rectaugularnres.,

., I - .
La quantité »(—)-— A qui st le sccond membre

de cette ¢équation (1), (21, est le volame de
la pyramide qui a son scmmet au point X,
et pour base le triangle T.

En effet, soient (fig.4) Kapy, Ka'p/y!,
Ka"g'3/ les trois projections de cette py-
ramide sur les trois pians rectangulaires des
3, des xz, des xy. De ces truis projections,
une quelconquc\, par cxemple, celic du plan
des 3z a pour limite le quadrilatere Aagy,
qui correspond au quadrilatere formé  dans
Pespace par quatre arcéies de la pyramide. Ce
dernicr quadrilatere divise Ja pyramide cin deux
partics , dont chacune est terminée par dertix
systémes de triangles; le contour des triengles
du premicr systéme se projette suivant les cing
lignes pleincs Ka, af, By, Ky, ag, ct
celur des wiaugles du sccond sysiéme s
projeile suivant les quatre lignes pleines Ae
al, By, Ky, et ln lione ponctuée AR ;
or, si 'on considere les prismes tronquds qui
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ont pour bases les projections des faces de la
pyramide, et pour arétes les lignes par les-
quelles on projette ces mémes faces, on verra
que les deux systémes de prismes tronquds
qui ont pour bases les unes les deux triungles
Kcoy, afy; les autres , les deux triangles
Ka2p, Kgy ne different en volume que par la
pyramide qui les sépare ; ensorte que la soli-
dité de cette pyramide est égale a la différence
des solidités des deux systémes de prismes
tronqués. Mais le volume d’un prisme est égal
4 la section faite perpendiculairement a ces
arétes , multiplice par le tiers de la somme de
ses arctes ; de plus, les arétes des deux sys-
témes de prismes tronqués sont paralleles a
Paxe des x, et ont pour longeurs les abscisses
!, 2!, 25 dou il suit quon aura l'équation
sutvante.

Le volume de la pyramide est égal a:

Yol by

. X! -
<~ triangle Ka o < 3 )

x’ +x// )

triangle «8y X

— triangle Kag (

[/
— triangle Kgy (x i ).

1

Document numérisé par la Bibliotheque universitaire Pierre et Marie Curie - UPMC - Cote : 60 HAC 13



(33)

Mettant dans cette équation, les expresstons
des aires des triangles «fiy, Kay , Kap ,
Kgy, on a pour le volume » de la pyra-
mide ,

-l_ (y’z// .._..y//z’)

2
1 x' x" - x!M
S GV PP )
- =yt ) ( .
—— -i— (]'zl” __yﬂlzl)
V=
+ _;__ (y'z" — yig’) ( x! + x )
— - (e (f_”__,-!:_x_
X (gl e gy (T
2 (y'el =y=") ( 3 )

Réduisant, on a:

!’

1 x I x¥
Vs —— (g it 2 1) Mgl ge! gl
= (lel=y"el) -+ — (y"2'—=y'e") <
1

L (el eyl y E,
+ - (el =yl)

I
Comparant cette valeur a celle de ry K
(art. 20), on reconnaitra qu'elles sont 1den-
. Y N . . ) § -
tiques; d’olr il suit quon a: ¥ = & K. Ce

qui démontre le théoréme de lart. 21, ren-
3
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fermé dans cette équation (1) du méme article,

r M= N
tyoT ty =%k

2

z L
(1) 3‘2

Problémes relatifs a la ligne droite et au plan.

Prosr. 1.

23. Etant données les coordonnées d’un
point, et les équations dunc droite, trouver
I'¢quation du plan qui passe par la droite et
le point ?

Solution. Soient x!, 3/, i/ les coordonnies
du pomt

r=—az 4 «,
y = bz 48, } kes ¢quations de la droite;
b(x—a)=a(y—a8),

le plan dont on demande 'équation passe par
le point donné, et de plus par le point ou
la droite donnée coupe le plan des zy, point
dont les coordonnées sont :

<=0, X — &, J’ == 3'
Si on suppose que ce plan ait pour équation :
z=Lx+ My + N,

on aura.
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(1) ' =Lx'4 My’4- N,
(2) 0 = La 4 Mg+ N.
Ramenant la droite et le plan parallelement
a eux-mémes jusqu’a loriginc des coordon-
nées, leurs équations deviendront, pour la
droite :

x=az, y=6bz, bx =ay",
et pour le plan:
z=Lx + My;

or, dans cette nouvelle position, la droite est
encore contenue dans le plan ; donc on aura:

3 1 = La 4 Ms.

Les équations (1), (2), (3) donneront les
valeurs de L, M, N, et Iéquation . . . . .
z=Lx -4 My 4 N deviendra :

@) (=) y'—be'—8) — (y—y')(&'—az'— )
H(z—2) {b(&—s)—a(y—8)}=o.

Prosr. 1II.

24. Etant données les coordonnées dun
point et les équations de deux droites , trouver
I'équation du plan mené par le point, paral-
lelement aux deux droites?



(136)

Solution. Soient x'-, 4/, z! les coordonnées
du point. donné; x =az-4a, y =0z
les équations de la premiere droite donnce;
a=als"4~a!, y = bz 4 les équations de la
seconde dxo.tc, s = Lax—-My {4 N I'équation du
plan demand¢; on détermine la constante [V par
la condition que le plan passe par le point donné
al, 9!, 5', et I'équation de ce plan devi-nt:

(1) z—=L(z—2)+M(y—y)
Pour que ce plan soit parallele 4 la premiere
droite , on a (23) I'¢quation de condition :

1::La+Mb.

La condition d’étre paralléle a la seconde droite
est exprimée par l’équation

= La' 4 MV.
Tirant de ces deux dernieres équations les
valeurs de L ct de M, et les substituant dans
Péquation (1), on aura pour I'équation du plan
demandé :

(2) (z-2') (ab'-a'b) = (¥ ~b) (x-=') 4 (a-a’) (y-y').
Prosr. 111.

25. Ltant données les équations d’une droite
et celle d'un plan, trouver les conditions qui
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expriment que la droite est perpendiculaire
au plan?

Solution. Soient x = az-+t«, y=bzs-}p
les équations d’une droite, et s= Ax—+4By+C,
I'équation d’un plan.

Lorsquun plan est perpendiculaire & une
droite, les traces du plan sur les plans des
coordonnées et les projections de la droite
sur ces mémes plans , sont ( Géom. descript. ,
art. 16, Supplément , art. 21) perpendiculaires
entre elles. Le plan donné a pour trace, sur
le plan des xz, la droite représentée par I'équa-
tion z3=Ax = C: elle est par hypothese per-
pendiculaire a la droite & = az = «; pour que
ces deux droites soient a angle droit, on a
Péquation de condition 4=-—a. En raison-
nant de la méme manicre par rapport a la
trace z=By-4-C, ct ala droite y=0s48,
I'équaion B = — b, cxprime que ces deux
droites sont perpendiculaives entre clles ; d'ou
I suit que les deux équations 4 = —a,
B =—b, ontlicu en méme tems, lorsque la
droite et le plan sont perpendiculaires cntre
eux. Mettant ces valeurs de 4 et B dans I'é-
quation du plan ; = 4z -+ By+C, on a
pour I'équation d’un plan perpendiculaire  la
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droite (x:az—i—«:, _}’z7)2+a):

ax‘+b‘y+z-:_: C;

tous les plans dont I'équation ne différera de
celle-ci que par la constante C, seront per-
pendiculaires a la méme droite.

Pros.. 1V.

26. Etant données Iéquation d’un plan et
les coordonnées d’un point , on demande,
2°. les équations de la perpendiculaire abais-
sées du point sur le plan; 2°. les coordon-
nées du pied de la perpendiculaire; 3°. la
longueur de la perpendiculaire ?

Solution. Soient z=Ax-+By-4C l'équa-
tion du plan donné, et 2/, y/, 3’ les coor-
données du point d’ou 'on abaisse une per-
pendiculaire sur ce plan. Soient de plus. .
x=as+a, y =0z p les équations de la
perpendiculaire. Puisque cette perpendiculaire
doit étre menée par le point 2/, 7/, 2/, on doit
avoir :

x—a'=—a(z=—2"), y—3y =b(z—2");

de plus, les constantes a et b sont (art. pré-
cédent) égales aux constantes du plan — A
et — B ; dou il suit que les équations de la
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perpendiculaire au plan mené par le point
donné¢, sont :

(1) x—x'4+A(z=2')=0,

(2 y=y +B(z—2)=o.
Combinant cette équation avec celle du plan
3 z=Ax 4 By 4 C,

on obtiendra les valeurs des coordonnées x, 5,z
du pied de la perpendiculaire.
Ayant mis I'équation (3) sous cette forme :

z—z'=A(x—x)+B(y—y') +(C+ Ax'+By'—z'),
on y substituera pour x—x! et y—)’ leurs
valeurs tirées des équations (1) et (2), et on
aura :.

(z=2') (14 A+ B*)=C+ Ax’ 4 By’ — 2'.

Pour distinguer les coordonnées du pied de la
perpendiculaire , désignons-les par les lettres
X, Y, Z, cctte dernicre équation donne pour
s qui se change en Z, la valeur suivante :

C4+ Ax' 4+ By — 2/

1+4A* 4 B*
Les valeurs de x et y qui se changent dans
les équations (1) et (2) en Xet ¥, deviennent:

Z =7z -

A(CHAx' By’ — ")
- 1+ A+ B
Y=y m B(C+ Ax’ +B_y’—z’)‘
1+ A+ B+

X =2

?




(40)

La longueur de la perpendiculaire comprise
entre le point X, ¥, Z et le point &/, y/, 7/
est (8):

V(X=2' )Y —y) + (Z—2'),

ou
C 4 Ax'4 By' — 2’

V1 -+ A* 4+ B>
Lorsque le point d'ou l’on abaisse la perpen-
diculaire est a l'origine des coordonnées, on

a x'—o0, y'=o0, s’=o0; et la longueur de
la perpendiculaire a pour expression :
C
Vi4 A4 B>

Pxoror. V.

27. Ayant les équations d’une droite et les
coordonnées dun point, trouver, 1°. I'équa-
tion du plan mené par le point perpendicu-
lairement a la droite, 2°. les équations de la
perpendiculaire & la droite menée par le point
donné; 3°. les coordonnées du pied de la per-
pendiculaire ?

Solution, Soient x/, 9/, z' les coordonnées
du point x=az4a, y=0bs--g, les équa-
tions de la droite donnée. On a démontré (25)
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quun plan perpendiculaire 4 cette droite avait
pour équation ax ~+ by 4z =C. Déterminant
la constante C d’apres la condition quc le plan
passe par le point x/, »', 3'; I'équation de ce
plan sera:

1) a(a—a)+b(y—y)4z—2=0.

On a trouvé (253) pour l'équation du plan
qui passe par ce point et par la droite:
(2) (e—2) (y'=b'—p) + (y—y") (&' —az—a)
+(z—2') {0 (& —a)—ea(y —8)} =o.
La perpendiculaire abaissée du point &/, 5/, z/
sur la droite donnée est I'intersection des plans
menés par ce point perpendiculairement 4 la
droite, et par la droite méme; donc les équa-
tions (1) et (2) sont celles de la perpendiculaire.
Pour trouver les coordonnées du pied de la
perpendiculaire (x=az—4« , 35 = bz+4-8),
mettons les équations de cette droite sous la
forme :
x—x'—=a(z—2V+a— 2" 4 az’,

y—y=b(z—2) +o—y + 102"

Substituant dans I'équation (1) ces valeurs de
/
L —x et y — /' on aura:

(z—2') (I+a“+ b%) =a(*'—az'—a)+ ¥ ()"—--l)z’—- B).



(43)
Désignons par X’, ¥/, Z/ les coordonnées du
pied de la perpendiculaire, z sc change, dans
cette dernicre ¢quation, en Z’, ct on a, apres
avoir réduit :

=)+ b (y—B)+=.

1+ a*~+ b

Les équations de la perpendiculaire donnent :
Y =06Z2'+ 8, X =aZ’ 4 a.

Quant a la longueur de la perpendiculaire
comprise entre le point X/, Y/, Z! et le pomt
donné x/, 4/, 2/, elle a pour expression :

VX =2y + T =y )y +(Z =2,

ou

,V(xl__a_azl)')_'_(7,/_ﬁ_bzl)z+(a(y/_ﬁ)__b(xi_“))z.
1+ a* 45

Lorsque la droite passe par I'origine des coor-

données, on a «=o0, =0, et la longneur

de la perpendiculaire devient :

V(x, —ed’ )+ (y—5') +(9y — bx')*
14 a4 &
Dans la méme hypothese ou la droite passe
par lorigine des coordonnées, la partic de
cette droite comprise entre Iorigine et le picd
de la perpendiculaire , a pour expression :

— ! 1
VXt Yiqs:=2 V1+¢z‘+b‘ el +&'+ = .
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Prosr. VI.

28. Eiant données les équations de deux
plans, trouver I'angle que ces deux plans font
entre eux?

Solution. Soient lcs équations données :

Lx 4+~ My 4+ Nz =K, pour le premier plan,
L'x 4 My4 Nz=K’, pour le second plan.

Si, par Forigine des coordonnées, on concoit
deux droites perpendiculaires aux plans donnés,
Yangle de ces deux droites sera évidemment
4 1 ? [4 *
égal a l'angle des deux plans; les équations
de la premicre perpendiculaire sont (a5):

Nx —Lz=o, Ny — Mz =o.
La seconde perpendiculaire a pour ¢quations :
Nyr—Lz=o, Ny — Mz = o;
mais le cosinus de Fangle formé par ces droites,
est (13):
LL' 4 MM 4 NN’ .
VL‘-}-M‘—{—.N’ VL/;+M/-;+N/-. ?

donc, cette quantité est aussi I'expression du
cosinus de langle formé par ces deux plans.
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Lorsque, des deux plans donnés, le second
se confond avec T'un des trois plans des coor-
donnces, deux des trois coustantes 1/, M/, V/
deviennent nulles ; d'ou 1l suit que les cosinus
des angles qu'un plon fait avec les wois plans
des yz, des @z, des oy, sont:

L M N .
VIFit s VILIEN  VIgiiEn

¢ ésionant ces trols cosinus par les lettres w
P >

o, Wy la somme wr—-u/"—u2 des carrés

e ces trois cosinus, est évidemment ¢gal a
I'unité. Cette équation est une conséquence
d'une proyosition dé¢ja démontrée (14); car la
perpendiculaire an plan mence par lorigine,
it avec les axes des coordonnées, des angles
¢gaux 4 ccux que le plan déterminé par lcs
constantes L, M, IV, fait avec les plans des
caardonnées; et on avu (14) qu'en ajoutant les
carrés des cosinus des angles quune droite fait
.vee les trois axes rectangulaires, la somme
ctait égale a Tumité.

Nommant ¢, ¢, ¢/ les cosinus des angles
«ne le second plan forme avec les plans des
5%, des xz, des xy, ou aura de méme . .
v~ ¢ =-9¢!» =1, et le cosinus de I'angle des
deux plans sera :

cosinus de angle des deux plans == uy 4 u'v' 4 u/v¥.
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Pros.. VII.

209. Itantdonunées les équations d’'une droite
et d'un plan, trouver angle de la droite et du
plan ?

Solution. Soient les équations de la droite:
nx = lz—=1, ny —mz =k,
et prenons pour léquation du plan donné :
Lx 4+ My 4- Nz =K

I'équation du plan mené par Porigine des coor-
données perpendiculairement & la droite don~
née, est (25):

lx 4 my 4~ nz == o.
Or, ces deux plans font entre eux un angle
qui est le complément de l'angle formé par
la droite et le plan donnés; donc, le cosinus

de l'angle des deux plans, ou le sinus de l'angle
demand¢, est (28) égal a.
Ll + Mm +4- Nn
VI F M+ N Vet m o
Nommant u, W', u! les cosinus des angles que
la droite donnée fait avec les axes des x, des y,
des z, et v, ¢/, ¢ les cosinus des angles que
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le plan donné fait avee les plans des yz, des z,

des xy, le sinus de l'angle que la droite et
le plan font entre eux, sera (14) et (28):

w = S u'v 4 ulyl.

Prorr. VIII.

0. Decux droites ¢tant donnces, trouver,
r0. les équations de la perpendiculaire sur la-
quelle on mesure leur plus courte distance;
2°. la longueur de cette perpendiculaire ?

Solution. On démontre ( Géom. descrip. ,
art. 51, Supplément, art. 23) que, quelle que
soit la position des deux droites données, on
peut, par un point quelconque de T'espace,
mener un plan parallcle a ces droites. Supposons
cc plan counu, et par chacune des deux droites
données , menons un plan qui lui soit per-
pendiculaire. On aura deux plans dont chacun
contiendra la perpendiculaire aux deux droites
données; d’ou il suit que les ¢quations de ces
plans scront celles de la perpendiculaire.

Pour avoir la longucur de la perpendicu-
laire , qu’on imagine par les deux droites, deux
plans paralleles a-la-fois & ces droites et pa-
rallcles entre eux; ayant abaissé d'un point
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queleonque de l'espace, par exemple de lori-
gine des coordonnées , unc perpendiculaire
sur les plans paralleles, la portion de cette
perpendiculaire comprise entre les plans ,

sera la plus courte distance des deux droites
données.

31. Soient les équations des deux droites
données :

x=—az 4o, y=0bz |48, pour la premiére ,
x—=a'z+a, y=bzp, pour la seconde.
Ces deux droites rencontrent le plan des xy en
deux points qui ont pour coordonnées I'un
z2=0, x=a, y =4, lautre =0, x=4d,
y=p'. Désignons ces points par les letires

Pet P

Les plans menés par les points P et P pa-
rallelement aux deux droites donncées sont (24) :

z(abl—a'b) = (V=) (x=—a) + (6—0a")(y—£), (¢)
z(ab—a'b) = (' 8)(2—a') + (a—a")(y=p"). (¢)
Les perpendiculaires a ces plans paralleles, me-
nées par les points Pt P/, ont pour équations :
l'une tr=A4z 4+ a«, y=DBz+38,
Pautre x=dz 4 &', y=DBz+ g

en faisant, pour abréger :
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b— b o —a
A——E'——-a’b ’ B——.Ib’——-a’b.

La premiere de ces perpendiculaires , et la
premiere droite donnée, qui ont un point
commun P, déterminent le plan qui contient
la perpendiculaire aux deux droites; I'équa-
tion de ce plan est (33):

£ (aB—Ab) = (B—2) (x—=x) + (a—4) (y—8).

Pour obtenir cette équation, il faut, dans
Féquation (2) de l'art. 24, substituer aux coor-
données x/, 3/, 7', celles du point P(e, g, 0),
et mettre 4 et B a la place de a’ et &'.

La seconde perpendiculaire et la seconde

droite donnée, qui ont un point commun 2/,
détermincut un plan dont I'équation est (23) :

£ (@B— ) = (B—V) (x—a') + (¢'—4) (y—#&).

Substituant les valeurs de 4 et de B dans ces
deux dernieres équations, on aura, pour les
¢quations de la droite perpendiculaire aux deux
droites données :

(x-a){a-a'+b (ab'-a'b)} } -
+(y-8) | b0~ a(ab/~a't)} — z{a(a-a')+b(b-1)}§ T
(x-a") {a—a’-—f—-b’(ab’—a’b) } } — o,
+(y-8)16-b'-a' (ab'~a'b)} -z{a’ a2’ )44 (B-b')}§ ~

La seconde de ccs équations aurait pu se dé-
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duire de la premicre, en y changeant:

a,bya,Ben b, 2, eta,l inaeth

32. Si, de l'origine des coordonnées, on
abaisse unc perpendiculaire sur chacun des
plans (e)(e') (art.51) parallcles aux deux droites
données, ces perpendiculaires ayant méme di-
rection, se confondront, et leur ditlcrence,
qui sera la distance des deux plans, sera ¢gale
a la plus courte distance des droites données,
mesurée sur la perpendiculaire & ces droites.
Les perpendiculaires aux plans des é¢quations ()
(¢!) (art.31), ont (26) pour cxpressions, I'une :

’ / 7y AT
«(b—t)—g(a—a): ‘+(ﬂ—~(‘:1[,)/ja(fll)/;b L
Pautre :

Oty —F (o) l/+(a—-a)’;}-£b&;-bl)’

dont la difference est

{ 1> .l'.l,_‘l,/ Y
(6-¥)(a—a')-a—a’;(3-#'): i/ lemal) :_._l,

Lorsque les droites se rencoutrent , celle
ditférence est nulle, et on a I'équation dé¢ja
trouvee (7), qui exprime que deux dro:ies
se coupent:

(6—a" ) (=8 )— {1 —=¥)(x«—a')="0

4
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53. Lorsqu'on suppose que la direction des
deux lignes droites dont on demande la plus

'»
/

courte distance, est donnée par les sinus des
ancles que ces droites font avec les axes des
moul«mncc , alors les équations de ces deux
droites deviennent (14) :

I

X = zﬁ}-a, -7——/7"“'*"3’ pour la 17, droite,
y ¢

el

x:-——-z-{—u, y_—- + #’. pour la 2¢. droite ,
ull ul

Dec ces trois cosinus ¢, ¢/, ¢/, et w, v/, u' des
angles que les droites données font avec les axes
des x, des y, des 5, deux seulement sont néces-
saires , a cause des équations (14) de condition :

v vl =1, Wt L ulr—=1.
Substituaut, dans Pexpression de la plus courte

distance , pour «, b, ', &', leurs valeurs

" ‘), lt ll, .
— = ) —, clle se change cn celle-ci:
u ¢

- )
gl T

(e—a') (¢'uf —otu') — (B—23") (vul' —o"u)

viiul V(t'u — U) + (‘u”___‘;//u) + (V’U”-—-&’l/ll,)

Nommant #~ l'angle des deux droites données,
ou plutdt des paralleles a ces droites menées
par un pomt quelconque de 'espace, ona (14):

cos Fe=yu - v'a’ 4 ¢"u”
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substituant cette valeur de cos ¥, et ayant égard
aux équations de condition, la plus courte
distance des deux droites devient:

(a—a') (Vul — o) = (B— ") (vt —=vlu)
! olul sin W

’

expression dans laquelle 77 est la mesure de
Fangle que les deux plans menés par les droites
données et leur plas courte distance, font
entr'eux.

. 1L
De la Trigonométrie sphérique.

54. Un triangle sphérique est une partie de la
surface d'une sphere comprise entre trois arcs
de grands cercles tracés sur cctte sphere. Les
plans de ces grands cercles forment une pyra-
mide triangulaire, dont le sommet est au centre
de la sphere, et qui a pour base le triangle sphé-
rique. On nomme les angles que ces plans font
entre eux angles du triangle sphérique, et on
prend pour cétés de ce triangle, les arcs de
grands cercles qui mesurent les angles formés
par les arétes de la pyramide.

Des six angles formés ou par les plars des
grands cercles ou par les rayons de la sphere,

Document numérisé par la Bibliotheque universitaire Pierre et Marie Curie - UPMC - Cote : 60 HAC 13



(52)
intersections de ces plans, trois ¢tant donnés ,
la trigonométrie sphérique a pour objet de
déterminer les trois autres.

La perpendiculaire abaissée du sommet d’un
triangle sphérique sur le c6té opposé a ce
sommet, est un arc de grand cercle dont le
plan est perpendiculaire a celui de ce grand
cercle. Dans la pyramide triangulaire qui a pour
base le triangle sphérique, cet arc mesure
Iangle qu'un rayon aréte de la pyramide fait
avec la face de la pyramide opposée a cette
aréte, ou autrement, angle d’une aréte de la
pyramide et de la projection de cette aréte
sur la face qui lul est opposée. Ainsi, dans
un triangle sphérique ou dans la pyramide
qui a pour base ce triangle, il y a neuf angles
a considérer , savoir : les trois angles des faces,
les trois angles des arétes, et les trois angles
des faces et des arétes.

35. Les plans qui forment le triangle sphé-
rique ou la pyramide triangulaire étant pro-
longés indéliniment , il est évident que les
angles de la pyramide ne changent pas. Ainsi
les relations entre les lignes trigonométriques
de ces angles sont indépendantes du rayon de
la sphere sur laquelle on considéere le uriangle
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sphérique. Mais I'aire de ce triangle dépend
évidemment de la grandeur du rayon de la
sphére a laquelle il appartient. Nous allons
d’abord résoudre cetie question : « Connaissant
les angles d’'un triangle sphérique, et la gran-
deur du rayon de la sphere sur laquelle il est
tracé, trouver l'expression dc Vaire du trian-
gle?» (Par angles, on entend ceux que les
plans des trois c6iés du triangle font -entre
eux. )

De I' dire d'un triangle sphérigue.

56. La surface entiere de la sphére est équi-
valente a 'aire de quatre grands cercles de cette
sphere. Prenant le rayon de la sphere pour
unité, et # pour la circonférence de I'un de
ses grands cercles , 27 (oun huit angles droits )
sera l'aire totale de la sphere. Qu'on imagine
cette sphere découpée en fuseaux par des plans
passant par un diametre de cette sphere : deux
quelconques de ces plans comprennent entre
eux un fuseau, dont I'aire dépend évidemment
de Iangle compris entre ces deux plans. Sup-
posons cet angle mesuré par un arc 4 du
grand cercle =. Les aires de la sphere entiére
et du fuseau, sont dans le rapport de 7 & A,
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On a donc la proportion :

w : A :: 27 surface entiére de la sphére : aire du fuseau ;

dou il suit que 2.4 est I'expression de laire
de ce fuseau. Cela posé, considérons le triangle
sphérique 4B5C (Pl. 1, fig. 5), dont un c6té 4B,
est un arc du grand cercle BB’ qui partage la
sphére en deux parties égales, I'une au-dessus,
et 'autre au-dessous du plan de ce cercle.
Soient ACA'y, BCB/', les deux autres graunds
cercles. Les plans de ces trois grands cercles
comprennent entre eux trois fuseaux. En com-
parant les aires de ces fuseaux 4 l'aire de I'hé-
misphere supérieure, on voit que cette hémis-
phere est composée 1°. du fuseau 44'BC,2°. du
fuseau BB'AC diminué du triangle sphérique
ABC, 3°. du fuseau CC'A'B’ diminué du
triangle sphérique 4’B'C’, dont laire est égale
et opposce a celle du triangle 4BC : or, 4,B,C
étant les angles donnés du triangle sphérique,
les aires des trois fuseaux AA'BC, BB AC
CC/A'B" sont respectivement 2.4, 28, 2C.
Donc nommant T laire du triangle sphérique
donné, et se rappelant que = est laire de I'hé-
misphere, on a I'équation suivante :
1=2Ad+ (2B=T) 4 (2C—T);

dou Von tire:
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T=dAd+ B+ C--——;

c’est-a-dire que laire d’'un toiangle sphérique
tracé sur une sphere dont le rayon est I'unité,
est I'exces de ses trois angles, sur deux angles
droits, la surface de la sphere étant huit angles
droits.

De 'Aire d’un polygone sphérique qui n'a
point d’ang!es rentrans.

37. On suppose qu'un polygone sphérique a
pour cbtés des arcs de grands cercles delasphere
sur laquelle il est tracé. Ayant pris un poimnt
a volonté dans l'intérieur du polygone, me-
nons, par ce point, le centre de la sphere,
et les sommets des angles du polygone, une
suite de plans qui divisent le polygonc en
autant de triangles sphériques qu'il y a de
c6tés. La somme des aires de ces triangles est
( art. précédent ) égale a 'cxces de la somme de
tous les angles intéricurs de ces triangles sur
deux fois autant d’angles droits quil y a de
triangles ou de c6lés dans le polygone ; mais
la somme de ces angles mtéricurs se com-
pose des angles qul ont pour sommel commun
le point pris dans Pintérieur du polygone, ¢t
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dont la somme est de quatre angles droits ,
et de tous les angles intérieurs du polygone ;
douc, s, de la somme des angles intérieurs
d’un polygone sphérique, augmentée de quatre
angles droits , on soustrait deux fois autant
d’angles droits qu’d y a de cétés dans le
polygone , la différence est I'expression de l'aire
du polygone sphérique.

38. Proruime. Déterminer en combien de
raanieres on peut couvrir la surface dune
sphere avec des polygones égaux et réguliers?

Solution (*). Soit x le nombre des c6tés de
Pun des polygones réguliers qui recouvrent la
sphere,, » le nombre des angles qui s'assem-
bient autour d’'un méme point, et z le nombre
des polygones. Désignant I'angle droit par 4,
la surface de la sphére dont le rayon est I'unité

8 A4
est (36) 8.4, et celle du polygone régulier —

Or, Taire du polygone est (37), en appe-
lant § la somme de ses angles intérieurs :

S+ 4A—24x ou S=—2A4d(x—2);

(*) Cette solution de M. Laplace est I'objet d’une
lecon donnée en 1795, a Pancienne Kcole normale.

(Voyez le Journal de I'Ecole Polytechn., cahiers 7 et 8)-
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donc on a:

8 A4
S:::—»z—-—-{-nd(x——-z);

mais le nombre des angles intérieurs du po-

lygone est ¢gal au nombre des cotés de ce

polygone; donc chaque angle intérieur est:
84 N 2 A (x— 2).

[
A2 A

7 c¢tant le nombre d’angles qui s’assemblent
autour d’'un méme sommet du polygone sphé-
rique , chaque angle intérieur est encore égal
a quatre angles droits divisés par y; on aura
donc I'équation :

84 n 24 (x—2) _ A | ,

xz x ¥y

ou
yz(x—2)+ by=2xz,

équation indéterminée dans laquelle x, y, =
sont des nombres entiers positifs qui ne peuvent
pas étre plus petits que trois.

39. Quoique cette équation renferme trois
variables, elle ne peut étre satisfaite que de huit
manieres. Elle donne pour z la valeur suivante :

£ = 4y : (B)
3y —x (r—=2) '
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Cette expression fractionnaire étant nécessai-

rement positive, il faut que le dénominateur
soit positif , ce qui donne: x(y —2)< 2y,

utd , ou enfin x < 2+~ 4
y— 3 y—2
Mais la plus petite valeur de y est 3; d’ou il

4
Yy — 2
ou de x, est 24 4 ou 6. Cherchons main-
tenant les valeurs de z et de » qui corres-
pondent aux nombres 3, 4, 5, 6, qui sont
les seules valeurs possibles de .

ou rg

suit quella plus grande valeur de 2 -~ ’

1°. x==3, auquel cas le polygone sphérique
est un triangle sphérique équilatéral.
L'¢quation (E) donne :

< = 4}’ .
| b—y

On voit par celle équation qu'on ne peut
prendre, pour la valeur de y, que P'un des nom-
bres 3, 4, 5, 6, et que les valeurs de z cor-
respondantes a ces nombres, sont : 4, 8§, 20,
et linfin1; d'ou il suit quon peut recouvrir
la sphere avec quatre, ou huit ou vingt, ou
une infinit¢ de triangles équilatéraux.

2°. Supposons le polygone sphérique de
quatre cotés, ou x = 4.
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La valeur de z, donnée par I'équation (E),
est:
2y
b=y

=

On ne peut prendre , pour la valeur de y,
que l'un des deux nombres 3 et 4, auxquels
correspondent, pour les valeurs de z, le nombre
6, et l'infini. On ne peut donc recouvrir la
sphére qu'avec quatre quadrilateres sphériques
finis, ou avec une infinité de ces quadrilateres
dont chacun est un infiniment petit.

3o. On suppose le polygone sphérique de
cinq cOtés, ou x=>5

On tire de Péquation (E):

4y
10—3y

z =

On ne peut prendre, pour la valeur de y,
que le nombre 3, auquel correspond le nombre
12 pour la valeur de z; d'olr il suit qu'on ne
peut partager la surface de la sphere en pen-

tagones sphériques réguliers que d’'une seule
maniere.

4°. On suppose le polygone sphérique de

SiX C6tés s O X — 6.

Prenant dans Péquation (E) la valeur de 3
correspondant, on a:
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Au nombre 3, qui est la seule valeur admis-
sible de y, correspond pour z, un nombre
infini; ce qui signifie qu'on peut couvrir la
surface de la sphére avec une infinité d’exagones
réguliers & cdtés iufiniment petits.

40. Silou ne considcre gue des polygones
fiuis, on voit que la surface de la sphere ne
peuat étre divisée que de cing manieres, en
polygomnes ¢gaux et réguliers, quisont le trian-
gle, le quadrilatere, et le pentagone, savoir :
d'une maniere par le quudrilatere ou par le
pentagone, et de trois manieres par le triangle.
Lorsque les polygones sphériques sont infi-
niment petits, on peut les considérer comme
des polygones rectilignés, et on a encore trois
manicres de recouvrir la spheére, savoir : avec
des triangles, des carrés, et des exagones. En
efict, dans ce cas, le polygone doit étre
consicéré comme une trés-petite surface plane,
el or sait qu'on ne peut recouvrir une surface
piame que par ces mémes polygones réguliers.

La sphere étant supposée recouverte de po-
Iy sones réguliers , tous les sommets des angles
d’un méme polygone sont situds sur un petit
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cercle de la sphére, et les droites qui joiguent,
deux adeux, les sommets de ces angles, forment
un polygone rectiligne inscrit au petit arc de
la sphere. Considérant ce polygone comme la
face d’un polyedre, il est ¢vident qu'on aura
autant de polyedres réguliers a faces planes
quil y a de polygones sphériques qui peuvent
couvrir entierement la surface d’wne sphere ;
d’ou il suit quon peut former cing polycdres
réguliers a faces planes : pour trois d’entre eux,
les faces sont des triangles et pour les deux
autres, elles sont des carrés ou des pentagoues.

41. Un polygone régulier sphérique a un
centre.. On détermine ce centre en divisant
chaque angle intéricur du polygone en deux
pariies égales par un plan. Deux de ces plans
se coupent suivant une droite qui renconire
la sphere au centre du polygone. Les arcs de
grands cercles menés du centre du polygoune
aux sommets des angles intérieurs, divisent
Faire du polygone en triangles sphériques iso-
celes. Des trois angles de I'an de ces triangles,
deux sont égaux a un demi-angle intérieur du
polygone, et le troisieme est égal & quatre
angles droits divisés par le nombre de céics
du polygone, On a vu (38) que chaque angle
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intérieur du polygone est 5 d'otr il suit
que deux des angles intérieurs du triangle sont

24 ,
> + Le nombre des cdtés du

4 /"A
polygone ¢tant =,

égaux chacun a

est le troisieme angle

du triangle. Connaissant, dans un triangle sphé-
rique trois angles, on peut ( Géométrie des-
criptive , Supplément , art. 114) construire
le triangle. Ce triangle étant construit, l'arc

4 A

, est le e¢6té du

qui est oppos¢ a l'angle

polygone sphérique déterminé par les trois
nombres x, y, z. On peut aussi calculer ce
c6té, au moyen des formules relatives aux
triangles sphériques rectangles, que nous allons
fatre connaitre.

Des principales Formules de trigonométrie
sphérique.

42. Les relations entre les arcs qui mesurent
les angles et les cotés d’un triangle sphérique,
sont exprimées par des équations transcendantes
tres-compliquées. En  substituant a ces arcs
leurs lignes trigonométriques , et recherchant
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la propriété dont ces lignes jouissent enire
elles, on parvient a des équations alg¢briques,
dou I'on déduit directement ou par transfor-
mations , la solution numérique d’un triangle
sphérique , en faisant usage des tables de lo-
garithmes. On nomme Formules les équations
auxquelles on peut appliquer le calcul des lo-
garithmes. La méthode que nous allons suivre
pour obtenir ces formules, suppose qu'on ait
résolu géométriquement la pyramide trian-
gulaire, ( Voyez Géométr. descript. , Suppl. ,
art. 106 —119. )

Du rapport entre les sinus des angles dun
triangle sphériqgue et des cités opposés a
ces ‘angles‘

43. Tueoreme. Les sinus des angles sont
proportionnels aux sinus des c6tés opposcs a
ces angles.

Démonstration. Soit (Pl 1, fig.5) ABC
un triangle sphérique. Joignant les trois points
A, B, C, et le centre O de la sphere par
des droites, on forme une pyramide trian-
gulaire OACB qui a les mémes angle‘s que
le triangle sphérique 4BC, et dont les faces
BOC, COA4, 40B ont pour mesures les
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arcs de grands cercles BC, CA, 4B, coiés
du wiangle sphérique. |

Supposons cette pyramide développée sur le
plan de la face 4OB, et soit (fig. 6) ce déve-
loppement, dans lequel les faces BOC', 40C,
qui ont pour mesures les deux c6tés a et b, sont,
séparées par la face /OB de la pyramide ou
par le troisitcme c6té ¢ du triangle sphérique.
Nommons 4, B, C les angles de la pyramide
opposés aux faces a, b, ¢: on construit les
angles 4 et B comme il a été dit ( Géométr.
descr. , Supplém. , art. 109). Soient DEG et
D'FG ces deux angles, dont les plans CG,
C'G, perpendiculaires aux droites O4, OB,
passent par le méme point C ou C/ delaréte
OC ou OC!. Les ebtés DG, D'G des deux
trian‘gles rectangles DEG , D'FG sont égaux
par construction. Or, en prenant OC = OC!
pour le rayon des tables :

DG =sin Asinb; IVG = sin asin I
donce
sin Asinb=snasin B,
on
sin 4 :sin B::sina‘sinb,

ou, suivant I'énoncé du théoréme, les sinus
des angles d’un. triangle sphérique sont propor-
tionuels aux sinus des c6tés opposés a ces angles.
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Ces proportions résultent des trois équations
sulvantes :

£)) sin A sin b =sin e sin B
(2) sin Bsinc =sin bsin € } (4).
3 sin € sin @ = sin ¢ sin 4

De I'Equation fondamentale entre les lignes
trigonométriques des ciotés dun triangle
sphérigue et d’un angle de ce méme triangle.

44. a, b, c étantles trois cotés d’'un triangle
sphérique, 4 I'angle opposé a I'un quelconque a
de ces cotés, on a léquation:

€os @ = co8 b cos ¢ ~}- sin & sin ¢ cos A.
Soit (fig. 6, Pl. 1) OC ou OC' le rayon des
tables ; OF le cosinus de Yangle BOC' = a,
et on a: EG = cos 4 sinb. Ayant mené EK
perpendiculaire & OB, et GH paralléle a cette
méme droite OB, le cosinus OF est la somme

des deux droites OK et KF, ou OK et GH ;

OK = cos b cos ¢,

GH=EGsinGEH=EGsinc=—cosAsinbsinc;
donc:

(1) OF=cos a==cosb cos ¢ - sinb sinc cos 4.

On trouve, de la méme maniere, les

deux équations suivantes : ) (B)
(2) cos == cosa cosc 4 sin asin ¢ cos B,
&) €05 € == €05 G €05 & == sin @ sin & cos €.

5
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Du Triangle sphérique supplémentaire.

45. Au triangle sphérique dont les c6iés sont
a,b,c, correspond un triangle supplémentuire
(voy. Géom. descr. , Suppl. , art. 107), dont
les angles et les c6tés sont supplémens des
cotés et des angles du premier. Nommant
A', B/, C! les angles de ce triangle supplé-
mentaire , @', &, ¢/ les cétés opposés aux
angles, on a, en supposant la circonférence
divisée en 4oo degrés :

A'=200*—a, B'=—200°—8, C'=200°—c,
@' =200°—A, & =200°~—B8B, ¢ ==200°—C.

Le triangle supplémentaire étant ce qu'on a
nommé pyramide supplémentaire (Suppl. , art.
cité 107 ), langle A4/ de cette pyramide se
inesure dans le plan de la face a de la py-
ramide primitive ; par la méme raison,
cestdans le plan de la face @/ de la pyramide
supplémentaire qu'on mesure langle 4, car
le plan de cette face o' est perpendiculaire &
aréte de la pyramide primitive, qui est opposée
a la face @ de cette pyramide, et les deux
droites qui forment la face o/, sout perpen-
diculzires anx plans qui comprennent Vangle 4.
Pou il suit que l'angle .4/ éant de 200°—aq,
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Ie cOié a opposé a cet angle 4/, est 2000 — 4,
On démontre de la méine maniere, que les
angles B/, C’ du triangle supplémeniaire étant
les supplémens des cOtés b et ¢ du triangle
primitif, les cotés b, ¢’ opposés aux angles
B!, C!, sont les supplémens des angles B et C
de ce dernier triangle.

46. Les équations (B) (art. 44) ayant également
lieu pour un triangle sphérique quelconque,
et pour-le triangle supplémentaire qui en dé-
rive, on peut substituer, dans ces équations,
aux angles a, b, ¢, 4, B, C du triangle
proposé, les angles a', U/, ¢/, 4', B/, C/ du
triangle supplémentaire , et elles deviendront :

(1) = cos A = cos B cosC — sin B sin C cos a,
(2) —cos B=cosAcosC—sinAdsinCcosd, )(C)
(3) = cos € = cos A cosB — sinA sin B cos c.

47. La valeur de cos ¢ donnée par I'équa-
tion (3) (B) (art. 44) étant substituée dans
Yéquation (1) (B) (méme article), on a:

€088 == €054 €05’} -~ sin @ sinb cos b cosC 4 sinb sinccos A,

Remplacant cos? b par 1 —sin*b, et suppri-
mant le facteur commun sin b, on obtiendra :

€0s @ sin b == sin a cosd cos C -} sin ¢ cos A5
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substituant dans cette équation, pour sinc, sa
sin a sin C
sin A
des équations (4) (art.43), elle devient:
(1) cot @ sin b = cot A sin C 4 cos b cos C,

valeur , donnée par la troisieme

et par analogie :

(2) cotbsina = cot Bsin C +4 cosa cos C,

() cota sin c = cot 4 sinB 4 cos ¢ cos B, )
) cot ¢ sina = cot C sin B +4- cos a cos B,

(5) cot b sin ¢ = cot B sin 4 4~ cos ¢ cos 4,

(6) cot ¢ sin b == cot Csin A <= cos b cos 4,

Les quatre systémes d'équations (A4), (B),
(C), (D)(art. 45—47) , expriment les relations
simples qui existent entre les lignes trigonomé-
triques des trois cOtés et des trois angles d'un
triangle sphérique, et comprennent la solution
de toutes les questions relatives & ces six élémens.
De ces quatre systémes d’équations , trois seu-
lement sont nécessaires ; un quelconque se dé-
duitdes trois autres. Chaque équationde l'un ou
Pautre sysiéme renferme quatre ¢lémensdu trian-
gle sphérique, en sorte que trois de ces élémens
étant donnés, le quatrieme sera déterminé.

On a deux systémes d’équations (B) et (D) entre
deux cotés et deux angles, parce que les coiés
peuvent étre respectivement opposés aux deux an«

gles, ou comprendre entre euxl'unde ces angles.
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Des Triangles sphériques rectangles.

48. Un triangle sphérique est rectangle ,
lorsque deux des trois plans qui le compren-
nent, sont perpendiculaires entre eux. Désig-
nant, comme dans les articles précédens, les
trois angles et les trois cétés d'un triangle rec-
tangle , par les lettres 4, B,C,a, b, ¢, et sup-
posant que l'angle A soit droit, les équations (1)
des systémes (A4 ), (B), (C),(D)(art. 43—47),
donnent :
sin &
sinB?

(2) (E) cosa==cosbcosc,
(3 (E) cosa=cotBcorC,ou cosatangB=cotC,
(4) (E) cota=cotdcosC.

() (E) sme=

[’équation (2) du systéme (C) (art. 46), et I'é-
quation (5) du systéme (D) (art. 47 ), donnent :
(3) (E) cos B=sin C cos b,
®) (E) cotB=cotbsinc.

Les six équations (E) sont sous la forme
convenable pour l'usage des logarithmes. Elles
ne donnent pas seulement la solution des
triangles rectangles , elles pcuvent encore servir
a résoudre les autres triangles , qui sont tou-
jours décomposables en triangles rectangles,
comme on le verra dans les articles suivans,
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Des Polyédres réguliers. (Pl 1, fig. 7).

49. Pour faire une application de ces for-
mules (E), relatives aux triangles rectangles,
proposons-nous de déterminer le c6té de I'un
des polygones réguliers dont on peut recou-
vrir la surface d’'une sphere. On a vu (art. 41)
que chacun de ces polygones a un centre,
qu’il est décomposable en autant de triangles
isoceles égaux entre eux, quil y a de cotés
dans le polygone. Considérons (fig. 7) un de
ces triangles 4CB, ct décomposons-le en deux
triangles rectangles sphériques 4CD, CDB , en
menant par le centre C du polygone un plan
perpendiculaire au cété de ce polygone qui
sert de base au triangle. On connaitra, dans'un
oulautre des deux triangles rectangles, le demi-
angle intérieur DAC du polygone, qui est égal

(41) a 2;47 et I'angle >4

opposé au demi-
x

c6té 4D du polygone , A éiant 'angle droit, ou
de 100°, x le nombre de cités du polygone,
7 le nombre d’angles ou de polygones qui s'as-
semblent autour d'un méme point de la sphere.
L'équation (5) (E) (art. 43) donne :
cos B

€os b == ———~,
sin §



(71)
Supposons que b soit le demi-c6té 4D du
polygone sphérique, on aura :

24

x

Ccos

cos AD =

sin =
J
Considérant ce demi-c6té 4D comme appar-
tenant 4 deux des polygones sphériques qui
couvrent la surface de la sphere, l'angle des
droites qui joignent les centres de ces deux
polygones est égal a I'angle des deux faces
planes du polyedre régulier , qui correspondent
aux deux polygones, et1l a pour mesurele double

du c6té CD du triangle sphérique rectangle
2.4 |

v

Le plan 4OC du c6té 4C du méme triangle
sphérique, contient le triangle rectangle 4 OF ,
qui a pour hypothénuse le rayon 40 = R de
la sphére circonscrite au polyedre, ct pour coté
adjacent a langle droit, le rayon OE=r de
la sphére inscrite au méme polyédre. Or, le
cosinus de l'angle 4OFE formé par ces deux
rayons est, d’apres I'équation (3) (E) (art. 48) =

ACD, opposé a langle

24 24

cot cCOto-——"',
~ -
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donc on a:

r=— Rcos AOE — R.cot. 24 cot 24 P
y x
on
(1) — = tang _2A.tang 24 .
r x

R étant I'hypothénuse du triangle rectiligne
AOE, et r le premier c6té adjacent & Tangle
droit, concevons par le second c6té 4E, un plan
perpendiculaire au rayon OE de la sphere
inscrite. Ce plan contient une face du polyedre
régulier, et par conséquent la corde 4B du
cGté du polygone sphérique. La moitié AF de
cette corde-‘,_ le c6té 4K du premier triangle
rectiligne 4OE, et la perpendiculaire EF sur
le milien de la eorde 4B, forment un second
triangle rectiligne AEF dont I'angle 4EF a

2:;4 , car les droites EIf, EA.,

pour mesure

sont dans un plan AEF, perpendiculaire a Ia
droite OF, et mesurent I'angle 4EF des deux
plans 40C, COD. Nommant 25 la corde 4B,

qui est le ¢6té du polyedre régulier,

AF s,
sin AEF — | 24 "
' Sin .
x

Dans le triangle 4 OF rectangle en £, on a2,

AE =
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pour la seconde ¢quation entre les trois quan-

tités R, r et s:

(2) R =r- AE" — p + 4 .

4 sin? ( 2:;1 )

Connaissant une de ces trois anan'ités, on
déterminera au moyen des équaticns (1) et (2),

les deux autres, et on pourra construire les
cing polyedres réguliers & angles saillans, et
a faces planes qu'on a définis (art. 40), et qui
correspondent aux cinq polyedres rvéguliers
sphériques pour lesquels on a déterminé (art,
38) les valeurs de x et y.

De la rés,,olution} des Triangles sphériques
obliquangles.

50. Prositme. De ces quatre angles d'un
wriangle sphérique, deux cotés a et b, et deux
angles respectivement opposés A4 et B, trois
¢tant donnés , déterminer le quatrieme?

Solution. Ce probléme en comprend deux;
ou Yon donne deux c6tés @, b et un angle
B, ou deux angles 4 et B, et un des cotés @
ou b.

On tire de I'équation (1) (4) (art. 43):
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. sinag sin B .
sn A=, (a)
sin &
. sin & sin A
SN @ == ———————, ()]
sin B

Dans le premier cas, la premicre («) de ces
équations donnera la valeur de sin4, et dans

le second, on aura, par I'équation (), la
valeur de sina.

51, Prosrime. De ces quatre angles d'un
triangle sphérique, trois céiés a, b, ¢ et un
angle A4, trois étant donnés, détermiuer le
quatrieme?

Solution. Cette question en comprend trois:

1°, Déterminer A par a, b, c;
2°. a par b, ¢, 4;
30. b par a, c, 4.

1°. Léquation (1) (B) (art. 44) donne :

(voyes art. 53)

cos @ — cos b cose |

cos A — ;

sin b sin ¢
d'ou 'on tire :
cosa—cos (b4 ¢)

1 4 cos A= — - -
+ sin & s ¢

On sait que

€os A =2 cos* — =1,
2

Document numérisé par la Bibliothéque universitaire Pierre et Marie Curie - UPMC - Cote : 60 HAC 13



(75)

a
cosa:zcos’-——z—-—-x,

cos (b4 ¢ :2cos‘(bjc>—s.-z.

Substituant ces valeurs :

2(cos‘—-§-—-——- cos’(b_:c)>

14 cos A=~

sin b.s1n ¢

2 sin (-——————-—-—-—-—b+:+a)sin <-—-——-—————b+2~a>

J

sin b.sin ¢
1 cos A — 2 sin® A _ cos(b—¢c)—cosa
" ' 2  sinb.sin ¢

2 sin (——-——-—-—-—-——-—-a +j — ) sin (a————-———————,-—(j ...c)>

[

sin b.sin ¢

A . fa+b-c\ . fa-(b-c)
4 sin ( " )sm (—-—-—-————-*‘) )
tang —— o -
ang 2 A \/— . /btcdaN . s b4c-a
cos — sin (——-——-—-—)sm( )
2 2 2

Cette formule détermine T'angle 4, au moyen
des trois coés a, b, ¢ du triangle sphérique.

52. On parvient encore A cette formule par
les considérations géomélriques suivantes.

Ayaut construit la fig. 6, Pl. 1, on prolongera
les droites CG, C'G en L et cn I, de ma-
niere quon ait C'F=IFf, CE=FEL; ensuite

Document numérisé par la Bibliothéque universitaire Pierre et Marie Curie - UPMC - Cote : 60 HAC 13



(76)
on menera les cordes C'L,, LD, DC. On con-
maitles arcs @, b, ¢, A4 qui mesurent les faces
de la pyramide C/OB, COA, AOB, et
Yangle DEG opposé a la face a; il s'agit de
DEG A

trouver la valeur de tang = tang —

2
Prenant OC ou OC' pour le rayon des
tables de sinus, EC ow EL = sin b; ..

. A .
DL = 2sin b sin - Le triangle CDL étant

rectangle en 1), on a pour seconde valeur

de DL :
DL=VCL x GL =Vzsmb.GL.

Dans le triangle GC'L, I'angle G est égal a
I'angle 4OB, et a pour mesure l'arc c. On a
donc la proportion :

'’ ] t
sinc :CG'L ::sinGC'L:GL = C'L.sin GCL

sin ¢

)

et

-b—iz _ asin b.C’'L.sin GC'L

o = 4 sin* b sin® - H
d’ou 'on tire:
A C'L.sinGC'L

sin? f—

2 2sinb.sing
mais
: . — 2
C’L:zsin—-——C;Lzzzsm<a+b4;c 2)

=asin( a—_(i_.-‘) ),
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IL . (ILC’- C’IL)

$inGC' Li== sin —— == sin
2

2

— (20—0-:(5—0)): sin(a+b~d),

2

Substituant ces valeurs de C'L et de sinGC'L,

on a:
(a—(Z-C))Sin(_‘}_j'__:_:f_)‘

8in? — == sin - -
2 sin b.sin ¢

On trouvera, de la méme maniere , la valeur

A ..
de cos? — en calculant les trois triangles

CED, CDL, et CGC'. Dans le premier de

ces triangles, on a:

A .
CD =2cos —, EC=—2cos —.sin b;
2 2

dans le second, on a:
CD = CL x CG = 25in5.CG.

L’angle CGC' du troisicme triangle étant le
supplément de I'angle ¢, sin CGC'=sin ¢; or,
sin CGC/ est 4 CC', comme le sinus de CC'G
CC'.sin CC'G

sin G

Substituant cette valeur de CG dans celle

de CD°, on a:

est au ¢6té CG; donc CG =
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— inb, CC’ .sinCC’
CcD ‘=25 il ¢e =4cos‘-i.sin’b;
sin ¢ a

d’ou l'on tire:

CC’.sin( Irc >

2

4 CC .smCC'G
cos — - - = - -
2 asin b.sin ¢ - 28n b.sin ¢

sin (-—-————b+:+a>sin (_______b-}-:—-a)

= 0 n I
sin b.s1n ¢

A A

Ayant les valeurs de sin —2—- et cos —, le quo-
2

tient de la premiere, divisée par la seconde,
donne la formule (51), au moyen de laquelle on
détermine un angle d’'un triangle sphérique
dont on connait les trois cotés. On se sert
de cette formule pour la réduction d'un angle
a I'horison.

53. 2° On connait dans un triangle sphé-
rique, les deux c6tés b et ¢ de ce triangle, et
I'angle A4 ; on demande le c6ié a opposé a cet
angle ?

Lapremiére des équations (B) (art. 44) donne:

cos @ = cos b cos ¢ -}~ sin b sin ¢ cos A.

Si on suppose tang c cos 4 ==tang¢,on aura:

sin ¢ cos A = cos ¢ tang @,

et
cos @ == cos¢ (cos b }-sindtang o),
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ou
cos ¢ (cosb cos@ ~~sinb sing) _ cosccos (5-09)
cos @ cos @

- €0S 0 =

3°. On demande le cété b, au moyen des
deux autres cOtés a et c, et dun angle 4
opposé¢ a I'un des deux cotés?

L'angle ¢ étant donné par I'équation . . .
tang ¢ = tang ¢ cos .4, on tire de la derniere
équation (53) :

€OS & €os @

cos(b—9p) =

Cos ¢

Pour’ ces deux derniers cas, on décom-
pose le triangle sphérique en deux autres
triangles rectangles , par un arc mené du
sommet de l'angle B de ce triangle perpen-
diculairement au c6té b opposé a cet angle; cet
arc divise ce cOté en deux segmens ¢ et ¢/,
adjacens I'un a I'angle 4, et l'autre a I'angle C.
En effet, mettant I'équation . . . . . . . . ..
lang ¢ == tang ¢ cos 4, sous la forme de I'¢qua-

tion (4) (E) (art. 48), : I

tang ¢ cos 4 = tang ¢ ’
ou:cot ¢ cos 4 = cot ¢, on voit que les cétés ¢
et ¢ .comp.rennent entre eux l'angle 4 d'un
premier triangle sphérique rectangle , dont
Fangle droit est opposé au coté ¢. Le second
triangle rectangle est formé par Ihypothénuse
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@ et par le coié ¢/; en sorte quon a dans ce
second triangle rectangle :

cot a == cot ¢’ cos C.

54. Promrime. De ces quaire angles, deux
cOtés a et b, et deux angles £ et C dont un
seul est opposé a I'un des cotés donnés, trois
étant connus, déterminer le quatrieme?

Solution. Ce probléme en renferme quatre :

1°. Déterminer A4 para, b, C;

2°. bpara, 4, C;
3o, aparb, 4, C;
4o. Cpara, b, 4.

1°. La premiére des équations (D) (art. 47)

donne :

, cotasmnbd
cot A — ~

e e COL 4 COS Do

sin C _

Pour réduire le second membre de cette équa-
tion en facteurs, on fera:

cot a = cot ¢’ cos C,

ce qui revient (53) a diviserle triangle proposé en
deux triangles rectangles, par un arc qui par-
tage le c6té b en deux segmens ¢ et ¢/, comme
dans l'article précédent. Substituant cette valeur
de cota, on aura :
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cot@' cos Csinp

cot A — — — cot s b
T ot C cos b

ou

cot A=

cot C.sin (b — @)
sin @* '

' étant le segment de & adjacent i angle C.

2

2°. Déterminer & par a, 4, C?
La derniére équation donne :

cot A sin ¢’

cotC
et l'arc ¢/ est connu, puisquon a par hypo-
these , cot ¢/ cos C = cot a.

3¢, Déterminer a par b, 4, C?

Pour réduire en facteurs I'équation (1) (D)
( art. 47 )’ cot A sinC

cotd——————" L cot&cosC
sin b + ’

sin (b —q") =

Soit cot 4 = cos b tang 4. En comparant cette
€quation a la troisieme (E) (art. 48), on voit que
les deux angles 4 et 4 appartiennent a ud
triangle sphérique rectangle , dans lequel le
€oté b est opposé & l'angle droit. On obtient
ce triangle en ahaissant du sommet de I'angle C
du triangle 4 résoudre, an arc perpendiculaire
au coté c. L'angle 4, que les plans de cet arc
et du ¢6té b font entre eux , est adjacent au
coté b,
5
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Substituant la valeur de cot 4, on a:

cot a == cot & (sin € tang ¢ =4 cos C)

coth . .
= ) (sin Csin ¢ 4 cos C cos ¢ ),
ou
cot @ = cot b cos (C—\L).

cos
4°. Détermmer C par a, b, A?
La derniere équation donne :

cos J.cot @

cos (C—+4) = —

b

et I'angle 4 est connu, puisquon a, par hy-
pothese, cot 4 = cos b tang .

55. Prosiime. De ces quatre angles d'un
triangle sphérique, trois angles 4, B, C, et
un c6té a, trois étant donnés , trouver le
quatrieme ?

Solution. Cette question en comprend trois :

1°. Déterminer le c6té @ au moyen des trois
angles 4, B, C?

2°. Déterminer. A par le. coté a qui lui est
opposé., et par les deux angles B et C adjacens
a ce co a?

%0, Déterminer B par le ¢6té @, et lessdeux
angles 4, C?
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On résout ces trois cas par les formules
suivantes :

A4+B—C A—B+C

o COS woems
x'.cot—;: 7 ~2 2 ;
— COos + C-‘+‘A'cosB+ C~A5
2 2

cosC'sin (B— )

2°, cos A — _
sSin «

. tan s @ = .
3. (Br) cos A sin + g € cos a==cot
. SIn —f ) TS e——

cos C

56. On obtient ces formules par la consi-
dération du triangle supplémentaire dont on
a désigné les angles et les cotés (art. 45) par
les lettres o/, o', ¢/, 4/, B/, C!. En appliquant
a ce triangle la formule de T'art. 51, on aura:

. (A —c'\ . o —(—C)
T sin (——-———-—-—-—-) sin (—-———2——-—)

t ng—‘= / ! 4 /
sinn (b e )sm (b-——-——-———+ Z.— 2 )

Substituant & ces angles leurs supplémens , cétte

) - ’ ) a
€quation donnera la valeur précédente de cot —
2

L’équation (1) (B) (art. 44) devient, pour le

triangle supplémentaire
€05 @’ == ¢0s &’ cos ¢' 4}~ sin & sin ¢’ cos A'-

Pour réduire cette équation en facteurs, on
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SIIPPOSC :

fang ¢’ cos 4’ = cot.x, ou tang C cos a = cot #.

Substituant cetle valeur :

L ; sinbcosx cosc' sin (b -}=
cosa’=cosc’<cosb’+ )_... (V- )J

sin x sin x

Mettant, au lieu de @/, &, ¢/, leurs supplémens,
cette équation devient :
cos C sin (B--—y:) .

2

sin #

cos A=

d’our on tire :
cos Asinx

»

’

sin (B—-hw):_‘ s C

et 'angle = est donné par I'équation

tang C cos @ = cot.a.

De la Résolution d’un triangle sphérique dont
on connatt les trois cotés, en supposant ces
cOtés trés-petits par rapport au rqyon de la
sphére sur laquelle on les a mesurés.

57. Lorsque les lomgueurs des cotés des
triangles sphériques sont tres-petites par rap-
port au rayon de la sphere, les tables tri-
gonométriques n'offrent plus une précision
suffisante pour le calcul des angles et des c6tés;
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il est nécessaire , dans ce cas, d’avoir recours
2 une solution telle qu'on puisse estimer les
diftérentes parties du triangle 2 une quantité
I

de l'ordre ~ 7 élant le rayon de la sphere,
et n un nombre entier d’autant plus grand,
que lapproximation est plus exacte. Pour ar-
river 4 cette solution, quon reprenne I'équa-

tion (1) (B) (art. 44)

COS @ == COS b COS £
cos A =—

sind sin ¢

Soient «, 8, 9 les longueurs des c6tés me-~
surés sur la sphére du rayon r, les céiés a,
b, ¢ deviendront :

ca 8 '

v7"1"77"

et l'équation précédente se changera en celle-ci,

o A Y
€0S ——— == CO§ ~—— COS ——
r r r
cos A= . .
L L3 7
sin ——.sin ——
r r

Les développemens connus pour sin x et cos 2
donnent :

3 5
: x X
slnx_—:x-- + - -—l—etc,
102-3 1!205.405
x? 4
COS X === 1 wumn x + x —} { Y

1.2 1.2.3.4
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. . o g ¥
Faisant suceessivemenl x = —, x = —, = =
r r i

et négligeant les quantités au-dessous de I'ordre

1
——, Ol aura :
r+’

COS = d.a “4 . o [ “3
— — - 3 SN — e
r 'zr’-F2«i4.r4’ r r  2.3r2
B B @ . B [ g
COS — ==Y »— 3 SINl == e e
T r 2r2+2.3.4.r4’ r r 2.3r}
3
oy % yt Yy v y
COS =t =2 [ e e : =y Sl I e — .
r gr‘+2.3.4-r4’ r r 2.3r0

Substituant ces valeurs, effectuant les pro-
duits en négligeant les termes au-dessous de

I
I'ordre —, on a :

1‘4 b

B yr—er | ab—pgh—yh gy

2 2.3.4r* 4r>

s A= D) 3
e (1 — 2S5
Y
or, donne (en effectuant la
? (lgz + % ) (

-

2.3
division) pour quotient approché jusquaux

|
quanmés de l'ordre de ”,’.zT':

g (8 y%)?
2.3 + h.oo rt
497

e

14
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Substituant, au lieu du facteur, ce quotient ,

on a:
B+ - o2 ah ~l34“74~ﬁ’7’ (Bz_'_,yt) (Bz_‘_yz-__“z) X (324—72)2(,8’-5-3/’—&’ )
2 BuDadpa? 413 &SP 2.4.q.r4 ;
] — - 2y

négligeant le terme divisé par r+,

Bty —a | iy 28 — 2wy — 28
4:.":'- + 3 2 '
2By 2.3.4Byr

. . I
Si on suppose le rayon r infini, ou —=o,

la surface sphérique se transforme en un plan,

et le triangle sphérique en un triangle recti-

ligne qui a les mémes cotés =, 8, 3 ; la valeur

(2 _+_ 0? —
28y

A' Yangle du triangle rectiligne opposé au

cOlé «, ON, a:

de cos .4 se reduit a

* Nommant

ﬂz+72_az
28y

cos A’ —

De cette formule de trigonométrie rectiligne,
on ure :

smAIzzzaﬁ +2d"y +"/3'Y (9 B Y ;
4By

donc

sin A’?
€os A = cos A’ -_/57 -
2.01%

-
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gy sin A’ : . e
or, ~ est Iaire du triangle rectiligne ;
en la nommant 8, on aura:

# sin A
cos A== cos A" =m
‘ 32 2
8
oS (A’-{—- ———-) == cos A’ cos 5 sin A sin 5— 5‘7' 3
bl 1 ités de lordre —
1 negligeant les quantites de lordre ——»
en néglig q -
on a:
0s ! = 1 sin L
sz MIRTa
donc
] ¢sim A
A Y =cos A" e — = co5 4,
cos( +5r’ 34 s 45
d'ou il suit quon a:
A=A+ 3 r‘5
on a, par la méme raison :
]
— Bl — !
B=5'+ 3r t3 37"

puisque la quantité § est une fonction symé-
trique des trois cOtés «, B, ¥
Ajoutan® ces trois dernicres équations, elleg
donnent :
AL B4 C=A'+B 4 O+ .;?;.;
mais
A’ 4+ B! 4 €' = deux droits = 2D §

donc |
b=r (Ad4+B4 C—2D);
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or, le second membre de cetie équation, est
Jexpression de la surface du triangle sphérique
(art. 36 ); donc, en négligeant les quantités de
I

Pordre — laire du triangle rectiligne est
égale 4 celle du triangle sphérique; et l'une
peut étre prise pour lautre, sans quon ait a
craindre une erreur sensible, lorsque r est
trés-grand par rapport aux cétés du triangle.

58. Tufortme. Kiant proposé un triangle
sphérique dont les ¢6tés sont tres-petits par rap-
port au rayon de la sphere, si, de chacun de
ses angles , on retranche le tiers de I'exces de
la somme des trois angles sur deux droits, les
angles ainsi diminués pourront étre pris pour
les angles d'un triangle rectiligne, dont les
cotés sont égaux en longueur a cenx du triangle
sphérique; ou en d’autres termes, le triangle
sphérique tres-peu courbe, dont les angles sont
4, B, C, et les cotés opposés a, b, ¢, ré-
pond toujours & un triangle rectiligne équi-
valent en surface, et qui a les cotés de méme

!ongueur a, b, c, et dont les angles opposés
4 ces cOtés, sont :

¢
I I

3
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étant I'exces de la somme des angles du triangle
sphérique proposé sur deux angles droits (1) ?

Démonstration. Les angles du triangle
rectiligne ayant été désignés par les lettres
A’, B, C', on a les équations

A’::A—-—-—f-, B’:B—--—g— C":C-——:—-‘;.
3r v

8
Or, 72-=A+B+C-——2D, etc.

De la solidité d’un parallélipipéde oblique dont
on connait les arétes , et les angles que ces
arétes font entre elles.

59. La recherche de I'expression du volume
de ce parallélipipede est une application tres-

(1) Ce théoréme a été donné par M. Legendre , en1787.
(Voy. sa Géométrie, ge. édition, pag. 426). Ce géometre
en a fait application la plus heureuse 3 la mesure du
méridien terrestre. ( Voy. la Correspondance , tom. L. ,
pag. 287 ).

On peut encore se proposer de résoudre un triangle
sphérique dont un cété seulement est trés-petit par rapport
au rayon de la sphére. Cest de 13 que dépend la détermi-
nation des longitudes et latitudes. (Voy. la Correspondance,
tom. 1I, pag. 236 , article de M. Puissant ).
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simple de la formule (1) (art. 44). Nommons
N les trois droites 4B, 4C, AD (Pl 1,
fig. 8), arétes d'un parallélipipede qui concou-
rent au méme point 4. Le parallélogramime
construit sur les cotés £, g a pour cxpression
fgsin(f, g). Menant, par le pomt D, extré-
mité de laréte 4AD=rF, un plan LKO per-
pendiculaire a l'aréte 4B =f, et dans ce plan
les droites DK, DO perpendiculaires, I'une a
la droite 4B, lautre au plan ACBD/, on

aura ;
. DO = DK sin DKO;
mais
DK =hsin (f, k)

donc , le volume du parallélipipede est

SJek sin (f, g) sin (f, ) sin DKO.
Considérant la pyramide formée par les trois
arétes f, g, h du parallélipipede , on a ( for-
mule (1) art. 44):
__cos (g, h) —cos (f, 8) cos (fs k)
Y ¢ AP YV Y S R

d’ou l'on tire

g0 DKO = ]/Sm‘( h ) sin*(fy h) —jcos (g, k) — cos(f; g)cos(fy B T*
| sin (f, ) sin (f, &) ’

donc le volume du parallélipipede est :

1gh Vs (£, 8) s (f; B) —{cos (g, k) — cos (/; g) cos (fy 1) §2,
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ou

Jgh \/x-—-cos"(j, 8) — cos*( f, h)—-cos*( g, k) -} 2cos (_f, &) cos( f, h) cos(g, h).

Remarquant que la quantité sous le radical cst
une différence de deux carrés, décomposable
en deux facteurs, et nommant «, g, 5 les angles
des arétes du parallélipipede , prises deux a deux

dans l'ordre suivant : (f, g), (f> h), (g, %),

Pexpression du volume devient :
P

’
4

- i ( a+z+7 ) o (..4.;3—-7 )
| " sin (——-————————d—’—i*-v)sin (________a——i-{-y)

§ ML

De quelgues propriétés dont jouissent les
projections Orthogonales des lignes droites
sur trois axes rectangulaires, et des aires
planes sur trois plans perpendiculaires entre
eux.

60. On projetie (art. 9 ) une droite sur une
autre droite , en menant par les deux extrémiiés
de la premiére, des plans perpendiculaires 4 la
seconde. La partie de cette seconde droite,
comprise entre les deux plans, est la projection
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linéaire de la premiere droite. La projection
orthogonale du contour d’'une aire plane sur
un plan fixe dont la position est donnée,
comprend une portion de ce plan qui esila
projection superficiclle de l'aire plane.

Il suit de ces définitions que lorsqu'une
droite, ou une aire plane, se meut dans l'es-
pace paralltlement a clle-méme, la projection
linéaire de l'une, ou la projection superfi-
cielle de l'autre, en changeant de position,
ne varie pas de grandeur.

La projection linéaire d’'un polygone se com-
pose des projections linéaires de ses cOés,
soit que ses cOlés soient situés ou non dans
un méme plan. La projection linéaire d'un
c6té quelconque d'un polygone fermé, est
dgale & la somme des projections lin¢aires de
tous les autres cotés, en prenant les unes po-
sitivement , et les auires négativement. D'ou
il suit que lorsque deux polygones fermés ont
un ¢6té commun , la somme des projections
linéaires de tous les autres cOtés est la mémeé
pour l'un et lautre polygone.

61. Tuortme. Le carré d’'une ligne droite
est égal & la somme des carrés de ses trois pro=
jections linéaires sur trois axes rectangulaires ?
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Démonstretion. Soit a la longeur d'une
drowve dont la direction est déterminée par
les angles «, B, 9, que cette droite ou sa
parallele fait avec les trois axes rectangulaires.
Nommant p, p', p'! ses projections sur les
trois axes, on aura évidemment :

p=acosa, p'=acosp, pleacosy.

Carrant ces équations , et les ajoutant, on aura:

| p"—,—p”»{-—p’-”:a"‘(COSa’-—{—COS@’—{—COS v*);
or (art. 14)
€os a* <} cos B* -~ cos y? =1

donc, on a, suivant 'énoncé du théoréme :

a* — Pz + plz + pllz’s
Mualtipliant les valeurs p, p/, p'' séparément
par cos «, cos B, cosy, et les ajoutant; on aura :

a=p cos & + p’ cos g -4 p" cos v.

Ce qui signifie qu'en projettant les trois droites
p, ps p'! sur la droite dont la longueur est
a, la somme de ces projections de projections
ne differe pas en longueur de la droite a.
Considérant, dans un parallélipipede rectangle,
la diagonale comme la droite dont la longueur
est a, et les trois arétes partant d’'une extré-
miié de cette diagonale, comme les projections
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lindaires p, p’/, p' de la diagonale sur ces
arétes, on verra facilementla vérité des deux
derniéres équations :

@ =p*-p'*-pl*, a=p cosa--p’cos g pYcos yi
Prosrime Ier.

62. Connaissant, dans un parallélipipede,
les trois arétes 4B, AC, AD (Pl; 1, fig. 8),
qui concourent au sommet .4 de I'un des angles
~solides de ce parallélipipede, et les angles que

ces arétes font entre elles, déterminer la lon-
gueur de la diagonale 44/?

Solution. Soient /> &, h, A les longueurs des
aréltes 4B, AC , AD, et de la diagonale 44/,

on aauara :

A*=AD" 4 k> 4 2h. AD' .cos DAD’ ;
or ‘

AD = fr 4 g 4 2fg cos (f, &) ;

donc

A* = f1 4 gr- b2z cos(f; 8) +2h.AD’ .cos DAD’.

Projettant les trois cotés du triangle 4BD/ sur
Faréte AD ==k on a (art. 61 ):

AD' cos (DAD' Y = £ cos (fyh)+gcos (g5 )

Substituant dans Iéquation précédente ,
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| =Lt R
+2/g cos (/> 8) + 2fk cos (f, k) + 2 gh cos (g, A).
Noremant B, C, D, les trois autres diago:
nales BB/, CC/; DD', on aura ,
| B» .::;fz + g: +ha
~2fg cos (f; ) =2/l cos (f, h) 4 2% cos (g, k);
C=f+g+kr
~2fg cos (f, §) + 2fh cos (f; h) — 2gh cos (g; h);
Da:—fa_{_ga__’_ hz
+ 2fgcos (f, ) — 2fh cos (f, K) — 2gh cos (g, h);
d’ou 1l suit que la somme A2 B>*~-C>-}- D>
est €gale a la somme des carrés 4 /*~ 4 g*4 4 h*;
c’est-a-dire que, dans un parallelipipede oblique;
la somme des carrés des quatre diagonales est
eégale a la somme des carrés des douze arétes.

Pror.. II.

63. Connaissant les projections d’une droite
D sur trois axes rectangulaires , on demande l4
projection de cette droitc D sur une autré
drotte ) dont la position est donnée par raps
port anx axes rectangulaires ?

Solution  Soient «, g, 4 les angles que la
droite D fait avec les trois axes rectangu-
laives ; ¢, ¥, 7 les angles que la droite D", sur
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laquelle on la projetie, fait avec les mémes
axes ; nommons & la longueur de la droite
D, b la longueur de sa projection quil s'agit
de trouver, ¢ l'angle des droites Det IV, on

a (art. 14):
€OS € == COS & COS @ —} cos 8 cos <y -}« cos v cos ».
Multipliant cette équation par a, elle devient :
@COSC==@aCosacOs Q- acos@cosy - acosycosz;

mais

et (art. 61),

ecosa=p, acosg=p’, acosy=p
donc
() b=p cos ¢ 4 p’ cos Y - p” cos .

acosc=5,

Soient ¢, ¢/, ¢', les projections d'une autre
droite a' sur les trois axes rectangulaires, et
b' sa projection sur la droite dont la position,
par rapport a ces axes, est déterminée par les
angles ¢, 1, 7, on aura:

(2) b = g cos ¢ + ¢’ cos 3} 4 g/ cos = ;
de méme pour une troisitme droite a’:
3) 5" = r cos ¢ 4 7’ cos ¢ + rf cos =.

Ajoutant les équations (1), (2), (3), et nom-
mant B la somme b 4 b'4-bl..., Pla somme
pt+qg+r..., P la somme pltqg ...,

7
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P la somme p''—=¢"4-r'. .., on aura I'équa~
tion :

B = Pcos ¢ 4 P’ cos { -} Pl cos =. (e)
Considérant les droites a, o/, ¢... comme
les cotés d’'un polygone situés ou non dans
un méme plan, les sommes P, P/, P/ sont les
projections de ce polygone sur les trois- axes
rectangulaires, et B est la projection de ce
méme polygone sur une droite qui fait, avec
les trois axes rectangulaires , les angles ¢, 4, .

64. ProsLeme. Connaissant les projections
P, P, P! d'un polygone sur trois axes rectan-
gulaires , on demande les projections B, B/, B/
de ce méme polygone sur trois autres axes rec-
tangulaires, ayant méme origine que les pre-
mieres ? ( Pour distinguer le premier systéme
daxes du second systéme, on nommera les
premiers, axes des &, des y, des z, et les axes
du second systéme, axes des 2/, des y/, des 7'.)

Solution. Soient ¢, ¥, = les angles de I'axe
des z', et des trois axes du premier systéme;
o'y 5 7 et ¢, L1, = les angles que ces trois
axes font avec les axes des y' et des z/ du second
systeme.

L/équation (¢) de l'article précédent donne ,
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pour la valeur B de la projection du polygone
sur 'axe des x/':

B=~Pcos o4 P’ cosy -4 Plcos s (&)

On a de méme, par rapport aux deux pro-
jections B et B sur les axes des y' et des 3’ :
B' =Picos o' + P cos 4’ 4 Pl cos o', (&)
B =P cos ¢/ 4= P cos 4" 4~ Pl cos a", (e")
Carrant les membres des équations (¢), (e'), (),
q ’
les ajoutant, et observant qu'on a {art. 14):
J ) q \
cos* @ -+ cos* ¢’ 4~ cos* gl =1,
cos’+y 4 cos* /4~ cos* PN =1,
cos® 5 <= cos* 2’ -~ cos* 2! =1,
cos @ cos P - cos ¢’ cos J’ 4 cos ¢ cos Y¥ = o,
cos ¢ cos # 4~ cos 4/ cos ' 4 cos Y/ cos 4! = o,
cos 7 ¢0$ @ -4 cos 2’ cos ¢/ ~~ cos z¥ cos ¢ = o,
la somme des carrés des seconds membres
se réduira a P>~ P 4 P2 et on aura
Iéquation réduite :

B2 + B/ + B2 — P> + P/n + Plla;

résultat trés-remarquable, en ce qu'il est in-
dépendant de la position respective des deux
systémes d’axes rectangulaires.

65. Mu]tip]iant les équations (e), (€), (QH)
respecivement par les quantités cos ¢, €08 ¢y
cos ¢/, et les ajoutant, on aura :
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B cos 9 4+ B’ cos ¢/ 4 Bl cos g == Py

B cos + B cos 4! 4 BY cos y1 = P/,

B cos 5 4~ B’ cos 3’ - B cos 2% = P/.
Ces dernieres équations feront connaitre les
projections P, P/, P!/ sur les axes des x, des y,
des z, lorsque les projections B, B/, B! sur
les axes des x/, des 9/, des z/, seront donndées.

Les équations d’ou I'on a déduit les propo-

sitions relatives aux projections linéaires des
polygones , servent encore a démontrer que
les projections superficielles des aires planes
jouissent de propriétés analogues (*).

Des Projections superficielles des aires planes.

66. Tufortme. Unefigure plane quelconque
étant projetée sur trois plans rectangulaires ,
le carré de laire de cette figure est égal a la
somme des carrés des aires de ses trois pro-
jections orthogonales ?

Démonstration. Supposons d’abord la fi-
gure terminée par un polygone, et concevons,

(*) Clest sur ces propriétés qu’est fondée la nouvelle
théorie des momens, que M. Poisson a donnée dans sa
Mécanique, tom. 1, pag. 111.
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par les sommets des angles de ce polygone,
des plans perpendiculaires a la droite d’inter-
section du plan du polygone et du plan sur
lequel on le projette. On formera, dans le
plan du polygone , autant de trapezes que le
polygone a decdiés ; chaque trapeze sera formé
d’'un c6té du polygone, des deux perpendi-
culaires abaissées des extrémités de ce coteé
sur la droite d’intersection du plan du poly-
gone et du plan sur lequel "on le projette,
et de la portion de cette droite comprise entre
les deux perpendiculaires. Cette portion de
droite étant la base du trapeze, on a la surface
de ce trapéze , en multipliant la demi-somme
des deux cotés perpendiculaires a la base par la
base méme : or, la projection de ce trapcze
est un autre trapéze qui a méme base, et dont
les cotés paralleles sont aux céiés paralleles du
premier , dans le rapport inverse du rayon au
cosinus de I'angle formé par le plan du premier
trapeze et du plan sur lequel on le projette;
d’ou il suit que les aires de ces deux trapezes,
dont I'un est la projection de laurre, et qui
ont une base commune , sont dans le rapport
nverse du rayon au cosinus de langle formé
par les plans de ces deux trapezes.

Les trapezes qui correspondent aux cStés
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du polygone embrassent laire de ce poly-
gone ; d’ou il suit qu'on peut regarder cette
aire comme la somme de trapézes, les uns
pris, sl est nécessaire , positivement , et les
autres négativement. Mais la somme des tra-
pezes est a la somme de leurs projections dans
le rapport da rayon au cosinus de Vangle
formé par le plan du polygone, et par le
plan sur lequel on le projette; donc, quel
‘gue soit le polygone, les aires de ce poly-
gone et de sa projection superficielle, sont
dans le méme rapport

Soient p, g, r, les cosinus des angles que
le plan du polygone fait avec les trois plans
rectangulaires sur lesquels on le projette; soient
de plus 7" laire du polygone, et ¢, t/, ¢/ les
aires de ses trois projecticns, on a (art. pré-
Cédent) :

=pT, t=q¢TF, t!=rT.

Carrant ces trois équations, ct les ajoutant,
on a:
2t =T (p* ¢ - ).
Or, lasomme p*-{~¢>4r* des carrés des trois
cosinus p, g, r, est égale (art, 28) & l'unité;
donc, on a:
Ta ——r 1 + 12 + tll‘z;}
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67. Au lien de considérer le polygone
comme une somme de trapezes, les uns po-
sitifs, les autres négatifs, on pourrait le dé-
composer en triangles, et en nommant 7’ un
de ces triangles, et ¢, ¢/, ¢/ ses trois projec-
tions , on déduirait I'équation 1" = 2—-1/>+-¢2,
de ce qui a é1é démontré (art. 22). En eflet,
on a prouvé :

1°. Que I'équation du plan du triangle étant
Lx My~ Nz =K, on avait :

) 4 1 4
te——L, t =M, == e N 3
2 2 2

2°. Que la pyramide qui a son sommet a
Vorigine des coordonnées, et pour base le

. y, s , 1
triangle T, était égale en volume a —-é—-lf Or,

la hauteur de cette pyramide est la perpen-

o K .
dicolaire (art. 26) —= , abaissée
V 17— M N>
de l'origine des coordonnées sur le plan du
triangle ; donc, on a:

] 3 ‘/L-z,+ﬁ/11+l\‘7:
ou

T:——:—- VLI 4 M4 N,
ou enfin
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D=l L M Nozm g g t7s o 2hs,
=g Ut =ty

Soit § un autre triangle contenu dans le
plan du triangle 7', et s, s/, s/ ses trois pro-
jections, on aura de méme :

S = 52 } 5’2 o sl
ou
S————-s+-—--s’+ S// sty
mais on a

s z s’ 4 st th
s T’ s T T §—T°
donc

ST = st -} s't" -~ slit",

Effectuant le carré de ST

(S4T)* =S + 28T+ T
== 252 b sl e ast e s'E e asHil L 2 e 92 e e
= (s ) 4 (' F ) F (421

En prenant dans le plan des deux premiers
triangles 7" et &, un troisicme R, dont les
trois projections sont r, rf, r’/, on arrive de
la méme maniere & I'équation suivante :

S+ TRy = (s-t4-r) - (5" F /1) (s =2l J- )2

doun 1l suit qu'un polygone dont les cdtés sont
situés dans un méme plan, éiant projeté sur
trois plans rectangulaires , le carré de Paire du
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polygone est égal & la somme des carrés de
ses trois projections superficielles.

68. La figure plane, au lieu d’étre un po-
lygone, pourrait étre terminée par une courbe
fermée. Dans ce cas, on considérerait la courbe
comme la limite de deux polygones semblables,
I'un inscrit, et I'autre cironscrit a cette courbe,
et le théoréme précédent, démontré par rap-
port a chacun de ces polygones, quelque petite
que soit leur différence, sapplique par le prin-
cipe des limites 4 l'aire de la courbe.

69. Dans une pyramide triangulaire dont les
trois arétes qui partent dun méme sommet,
sont perpendiculaires entre elles , les trois faces
formées par ces arétes sont les projections su-
perficielles de la quatrieme face sur les plans
rectangulaires des trois premiecres. D'ou il suit
qu'en nommant M, ¥V, P les trois faces {or-
mées par les arites perpendiculaires entre elles,
et Q la quatricme face, on a I'équation :

Q’::Mzol-N‘ + I
Si les arétes ne sont pas perpendiculaires entre
elles, on démontre que la valeur de () est
donnée par I'équation suivante :
Q=M+ N*+4-P—2NPcosm—2 PMcosn—aMNcosp, (A)y
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m, n, p étant les angles dicdres opposés aux
faces M, N, P.

Pour obtenir cette équation, on remarque
( Géomeétrie de position,par M. Carnet, p.310)
que dans un polyedre quelconque, et par
conséquent dans une pyramide triangulaire ,
une face quelconque est la somme des pro-
jections superfictelles des trois autres faces;
ce qui donne les quatre équations suivantes :

M=Ncosp -+ Pcosn - Q cos &,
N=DMcosp 4 Pcosm 4 Q ¢os g,
P=Mcosn+ Ncosm 4 Q cos y,
Q—=Mcosa 4+ Ncosp 4 Pcosy,

e, B, y élant les angles diedres de la face Q
et des trois autres faces M, IV, P.

- Substituant dans la derniere équation, pour
cos ¢, cos B, cosy, les valeurs de ces quan-
tités données par les trois premieres , on
parvient, par une réduction treés-simple, &
Péquation (A).

70. Prosutme. Connaissant les projections
ps P P! dune aire plane a sur trois plans
rectanguiaires , on demande la projection su-
perficiclle & de cette aire sur un plan dont
la position est domnée par rapport aux trois
plans rectangulaires ?
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Solution. Concevons le plan de I'aire don-
née, et le plan sur lequel on la projette, trans-
portés parallelement a eux-mémes , jusquau
point’ d’intersection des trois plans rectangu-
laires, et menons par ce point des droites per-
pendiculaires aux deux premiers plans. Laposi-
tion de ces droites déterminera celle des plans.
Nommons «, B8, 3 les angles que la perpendi-
culaire au plan de l'aire qu'on projette , fait avee
les axes rectangulaires, et ¢, ¥, 7 les angles que
la perpendiculaire au plan sur lequel on pro-
jetie laire, fait avec les mémes axes. Liangle
des deux perpendiculaires est évidemment égal
a langle des deux plans; donc, si on nomme
¢ cet angle, on aura (art. 14):

COS ¢ == COS & COS @ —}~ C0s B €S -}~ €Os ¢ €Oos 7.

Mulupliant cette équation par @, grandeur de
laire plane donnée, on a:

@COSC =F acosa COSQP - @ cosB cosy = acosy Cosx;
mais,, dapres Part. 66,
GCosc=5H, acosa==p, acosf=p', acosy=pl.

Substituant ces valeurs dans I'équation pré-
cédente, elle deviendra :

(1) b= pcosg 4 p' cos 4 p/ cos =.
En comparant cete équation a l'équation (1)
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(art. 63), on voit que la proposition rela-
tive aux projections linéaires d'une droite,
s'étend aux projections superficielles d’'une aire
plane , et se déduit de la méme équation.

Soient ¢, ¢', ¢/, les projections superfi-
cielles d’'une autre aire ' sur trois plans rec-
tangulaires , et & sa projection sur le plan
dont la position est déterminée par les angles
¢, 4, =, on aura:

(2) Y =gqgcosg - ¢’ cosy } g/ cos #,
de méme pour une troisicme aire a'’:

3) b/ =1r cos ¢ 4 1’ cos § -} rll cos =.

Ajoutant les équations (1), (2), (3), et nom-
mant B la somme b4/ 5" ..., P la somme
p+qg-+r.., P la somme p/t+qg' -+r...,
P la somme p!' 4 q''+7" .., la valeur de B
en P, P, P sera donnée par I'équation suivante:;

B = Pcos ¢ -+ P’ cos - P! cos 7. (e)

Considérant les aires @, o/, a'... comme les
faces d’'un polyédre, P, P/, P’ sont les pro-
jections de ce polyedre sur les trois plans rec-
tangulaires, et B est la projection superficiclle
de ce méme polyedre sur un plan qui fait,
avec les trois plans rectangulaires, les angles

¢, ‘l’: 7.
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n1. Prosrime. Connaissant les projections
P, P/, P! dun polyedre continu ou discon-
tinu sur trois plans rectangulaires , on demande
les projecticns B, B!, B/ de ce méme polyedre
sur trois autres plans rcctangulaires qui se
coupent au méme point que les premiers?
(Pour distinguer les deux systémes de plans,
on nommera les droite suivant lescaclies les
plans du premier systémc sc coapent, axes
primitifs des x, des y, des z, et les drciies
d’intersection des plans du secord systéme,
axes secondaires des x/, des j/, des z/.)

Solution. Ayant adopté les dénominations
de larticle 63, pour déterminer les axes des
Z!, des y!, des z/ , I'équation (e) de article pré-
cédent donne, pour la valeur B de la pro-
jection superficielle du polyedre sur le plan
perpendiculaire 4 Paxe des z':

B =— Pcos g 4 P cos { -} Pl cos a. ()

On a de méme par rapport aux deux projections
B', B sur les plans perpendiculaires aux axes
des y/ et des &' : ~

B! =— P cos o' 4 P’ cos ' + P¥ cos L) (¢)
B = Pcos ¢! 4 P’ cos 4" 4 P¥ cos =7, (eh)

Par un calcul semblable & celui de 'article 64,
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on déduit de ces trois équations (e), (¢/), ('),
la suivante :
B> 4 B4~ Bl = P>y pra g pir=, (E)

€quation qui est indépendante de la position
respective des deux systémes de plans rectan-
gulaires.

n2. Multipliant les équations (e), (¢), (¢')
de larticle précédent, par les quantités cos ¢,
cos ¢/, cos ¢/, et les ajoutant, on aura:

B cosg 4 B cos ¢’ -+ B" cos ¢"= P,
B cosy 4 B’ cosd’ + Bl cos VI =P,
B cos x 4= B’ cos a” 4 B cos o/ = P4,

Ces dernitres équations feront conneaitre les
projections superficielles £, P!, P! sur les plans
perpendiculaires aux axes des x , des y, des z,
forsque les projections superficielles B, B/, B
sur les plans perpendiculaires aux axes des x/,
des y/, des 3’ seront données.

n5. Examinons ce que devient P'équation (E)
de Tarticle 71, lorsque les aires a, o/, d'....
sont situées dans un méme plzm, qui fait, avec
les trois plans rectangulaires , les angles «, 8, 4.
Dans ce cas, les aires et leurs projections sont
dans Je méme rapport, et on a (art. 66):



s da ab a a al a a af
;‘:—q_'b——"-;lt 3 -;-; ?—.__r’ . p//-—-q” r”coa,

vene. 3 dou lon tire:

p p ? p n y
o=-—2a = —sa P == sl 9 verey
P PRl 9 p ’ p
7 14 4
p':La, q"-—_:._g—. a', r’:——pd-oa”’ seepe
a a a
I I ]
p//-—'—}—;——a, 9”: ""E"'.a’, rﬂz'% a”? . .

J
Pi—p"{ ¢4 r”....:-%—-—(a-}- o F-al....).

Substituant ces valeurs dans I'équation (F)
de Yart. 71, B~ BB/ = P~ P4 Pa,
elle devient :

B 4-B/» 4 Blr—(a4-a'+al... '),<p°+p’a:+— p”’)‘ (E")
Mais (art. 66), '
p==acosa, p'=acosB, pl==acosy,

et (art. 14)

COs «® ~p= COS B2 -}~ COS ¥y == 15

donc
P4 ph

a?.

_.-I.
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L¢quation (E") devient :
B4 B*4+Blr=(a4a 4al....)*: (E)

Or, les aires a-~a'--d'... peuvent étre con-
sidérées comme appartenant a une méme figure
plane : d'ou 1l suit que le carré de cette figure
est égal a la somme des carrés de ses trois
projections ; proposition déja démontrée (art.
66 et 67 ).

74. Proprtme. Connaissant la grandeur et
la position dun nombre quelconque daires
situées dans des plans donnés, on demande
Ia position du plan sur lequel on doit les
projeter , pour que la somme des projections

superficielles des aires soit la plus grande pos-
sible ?

Solution. Des trois quantités B, B/, B/
qui expriment (71) les sommes des projections
des aires planes sur trois plans rectangulaires,
Pune quelconque, par exemple B, dépend des
deux autres, et, en résolvant Péquation (E)
(art. 72) on a:

B:‘/P’+P”+P[/3_BI2_BIM’

équation dans laquelle la somme des carrés
P> 4~ P2—4- P> est une quantité constante et
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donnée. 1l est évident que la valeur de B sera
la plus grande possible, lorsqu’on aura :

B'=o, Bl'—=o0;

ce qui réduit les trois équations de l'article 72
aux suivantes :

Bcos¢=P, Becosy=P, Bcosg=2Pl;

dou l'on tire :

cos 0 P P
SQ = —— —
B ‘/P2+Plz+ Piia ?
¥y P r '
Cos < = = :
B ‘/Pz P/z Pllz ’
P P

I

Cos 7 —= -

B \/P’+ P“ + Pl
Les valeurs des angles ¢, 4, » déterminerit ;
par rapport aux axes primitifs, la position
de la droite perpendiculaire au plan qui con-
tient les projections superficielles , dont la
somme B est un maximum ; d'ou il suit que
la position de ce plan, quon peut appeler
plan de plus grande projection superficielle ,
est aussi déterminée par ces mémes angles.

75. . Tnfortme, La somme des projections
des aires a, a; a.., est la méme sur tous
les plans également inclinés & celui de la plus
grande projection ? |

8
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Démonstration. Soient u, v, p les angles
que la droite perpendiculaire a4 un plan dont
linclinaison par rapport au plan de la plus
grande projection, est connue , forme avec les
trois axes rectangulaires primitifs. Nommons
C la somme des projections superficielles sur
ce plan; on a (art. 70):

Ce=Pcos - P’cos v 4 P/ cos .

Substituant, pour P, P, P/, leurs valeurs
(art. 74):
C =B (cos ¢ cos g -4 cosy cos y =~ cos x cosp ).

Soit ¢ I'angle des deux plans qui contiennent
les projections superficielles B et C, il est égal
a l'angle des deux perpendiculaires aux plans;
dou il suit quon a (art. 14):

€0S € == C0S @ COS g =~ €OS 4} COS v =}~ COS 7 COs p

ce qui réduit Péquation précédente 4 :
C=2DBcosc,

ou, mettant pour B sa valeur maximum :

C=coscV/ P> 4 P= | pi;

d'ou il suit que la valeur de C est la méme
pour tous les plans qui font l¢ méme angle ¢

avec le plan de plus grande projection super-
ficielle.
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§. 1V.
De la Transformation des coordonnées.

n6. La transformation de coordonnées la
plus simple consiste a ne cha.nger que I'origine
des coordonnées, en donnant aux nouveaux
axes la méme direction quaux axes primitifs.
Nommant «, B, y les coordonnées de la nou-
velle origine, x, y, z les coordonnées pri-
mitives , et x/, 3/, & les nouvelles coordonnées,
on aura les équations suivantes:

x=x' F+a, y=y -+8, =z 4.
Ces équations auront lieu dans le cas ou les
axes primitifs des coordonnées seront rectan-

gulaires, ou comprendront entre eux des
angles dounés.

77. Un point étant rapporté i trois axes
rectangulaires par les coordonuées x, y, 2,
si on imagine une droite menée de ce point
a lorigine des coordonnées, la longueur de
cette droite, et les angles quelle forme avec
les trois axes rectangulaires, déterminent la
position du point dans Pespace,
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On appelle cette droite rayon vecteur. Soient
r ce rayon, €t «, @, 9 les angles qu’il forme
avec les axes rectangulaires des x, des y, des z,
on. a les équations suivantes (art. 61 ) ;

X=—rcose, Yy=—Trcosfy Z =S rcos vy.
On sait d’ailleurs (art. 14) qu’on a I'équation
de condition : |
cos’e -} cos*8 -} cos’y == 1I.

Lorsqu'on substitue ces valeurs de x, y, 5,
Torigine des coordunnées devient un pole d’ou
partent les rayons vectieurs qui corre5p0ndent
aux différens points de lespace.

n8. Si, au lieu de donner les trois angles
que le rayon vecteur fait avec les axes des coor-
données , on suppose ce rayon projetté sur I'un
des trois plans rectangulaires, par exemple
sur le plan des xy, ce rayon fera, avec sa
projection , un angle ¢, et cetlte projection
formaut avec l'axe des & un second angle 4,
les trois quantités r, ¢, 4 détermineront la posi-
tion du poiut dans 'espace. En effet, on aura :

g=rsing, y=rsin@sing, x=rsingcos.

ng. Parmi les transformations de coordon-
nées , il en est une dont on fait souvent usage, et
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qui sert a passer d’'un systéme de coordonnées
rectangulaires & un systéme de coordonnéeg
obliques. On a vu (art. 1) quayant mené par
un point fixe de l'espace, trois droites faisant
entre elles tels angles qu'on voudra, on rap-
portait & ces trois droites un autre point quel-
conque, en regardant la droite qui joint ce
dernier point et le premier comme la diago-
nale d’un parallélipiptde dont les arétes sont
paralléles aax trois droites passant par le point
fixe. Ce parallélipipede est rectangle , lorsque
les droites menées par le point fixe, et quon
nomme axes des coordonnées , sont perpen-
diculaires entre clles. Par le méme point de
Pespace, pris pour origine des coordonnces ,
on -concoit deux systémes d'axes , les uns rec-
tangulaires , les autres inclings sous des angles
donnés : en rapportant un point pris a volonté
dans lespace A I'un ou a lautre systéme, la
droite menée de ce point, a l'origine des
coordonuées, est une diagonale commune a
deux parallélipipedes, 'un rectangle, et 'autre
oblique; les arétes du parallélipiptde oblique
sont les coordonuées du point dony il s'agit de
déterminer la posiiion. Connaissant les angles
que les axes des coordonnées obliques font avec
les axes des coordonnées rectapgulaires, novs
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allons établir les relations qui existent entre
les cosinus de ces angles, et les arétes des deux
parallélipipedes.

De la Transformation des coordonnées rectan-
gulaires en coordonnées obligues.

8o. Nous ferons observer que si les axes
des coordonnées rectangulaires et obliques
n’avaient pas méme origine, on les ramenerait
d’abord a une origine commune par les équa-
tions de larticle 76.

x, y, % étaut les coordonnées rectangulaires
d’'un point pris dans l'espace, soient &/, y/, 2/
les coordonnées de ce méme point par rap-
port aux trois axes obliques des x/, des y/, des z/.
Supposons de plus que les axes obliques for-
ment avec les axes rectangulaires, des angles
dont les cosinus soient a, a/, a’ pour laxe
des x'; b, b, b pour laxe des ¥/; ¢, ¢/, ¢
pour 'axe des z/. Ces axes obliques ont pour
équations (art. 14 ) :

axcdesx‘{x=——z‘, = —
al

axe des y/ {m:—rz, y—ﬁz}’
g

¢ c
axe des 2/ {x_—-_———z, _-_-_—._Lz.;..
¢
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Qu’on imagine les deux parallélipipedes qui
ont pour diagonale commune , la droite menée
de lorigine des coordonnées au point x, y, .
Cette diagonale étant le quatricme c6té de deux
quadrilatéres dont les trois autres cotés sont,
pour l'un, les arétes consécutives =, y, z du
parallélipipede rectangle, et, pour l'autre, les
arétes x', 5/, z/ du parallélipipede oblique; les
projections linéaires de ces deux quadrilatcres
sur une droite quelconque, sont égales (art.
60 ). Or, la projection du premier quadri-
latere (xyz) sur laxe des x, se réduit a
Pabcisse «; les projections linéaires des c6iés
du second quadrilatere (a/y's'), sur le méme
axe des x, ont (art. 61) pour expressions
ax!, by', ci'; donc on a I'équation :

x = ax' < by’ 4 cz’.

En considérant les projections linéaires des
deux quadrilateres sur les axes des y et des z,
on a de méme :

y=az' by 4 c's’, z=ala’bly'4-clz'.
Les cosinus des angles que Laxe des x! fait

avec les axes rectangulaires des = , des y, des 3,
’ .
etant a, d/, @/, on a (art. 14):

@ -} a'* J-al* =1,
~on a, par Ia méme raison, les deux auires
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quations de condition :
bt b2 b2 =, et Fertclr=1,

ce qui réduit a six le nombre de constantes

nécessaire pour déterminer la position des axes
obliques.

Désignons, par une seule letire , chacun des
coefliciens de x, de y, de z dans les équa-
tions de ces axes, et supposons :

A @ b-——-' b,.....r € cl-—-l
) i T Hy = I il '—c',;‘—-*\ A e
on aura :
all == - )
Vit a4
b = - ;
Vid a4
cll = - 5
Vit 2l 4 el

les équations des axes deviennent:

axgdesx’{x_:az, y:‘u,z}, a=a’n, a'=a" #e o
axe des y'jxr =2z, y=p'z}, b=040', ¥=b"y,
axedes 2/ {x =alz, y=plz}l, c=c"\", =clgl,

et les valeurs de =, y, z se changent en,
celles-ci :
x == alrx’ -+ bINy' J- ez,

y=aua’ 4 by 4 clpllz’
z==alx’ - b//y' + ¢z’
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Examinons le cas ou les nouveaux axes des x/,
des »/, des z' sont, comme. les primitifs , per-
pendiculaires enire eux.

De la Transformation des coordonnées rec-
tangulaircs en d’autres coordonnees reclan-
gulaz’res.

81. Pour rappeler les dénominations pré-
cédentes , formons le tableau suivant :

Axes des

Ce tableau indique 1°. que les angles de I'uxe
des x!, avec les axes des x, desy, des s,
ont pour cosinus a, a’, a'!; 2° que les angles
de l'axe des x, avec les axes des /, des )/,
des z', ont pour cosinus @, b, ¢, etc.; doi

il suit qu'en projettant successivement les deux

Documant numérisé par la Bibliothaque universitaire Pierre et Marie Curie - UPMC - Cote : 50 HAC 13



( 122)
quadrilateres qui ont pour c6tés les droites
a!/, y', 2/, et les droites x, y, z, sur les axes
des x/, des y/, et des z/, et comparant les
deux projections lindaires, on aura:
2’ =ax -} o'y + o'z,

' = bx + by + bz,
z = cx - ¢y 4 c'z.

Aux trois équations de l'article précédent :
o’ fa’*-aM=1, b4 4-b*=1, c*-4c'*+-cl*=1,

1l faudra (art. 14) joindre celles-ci :

Il

ab4a'b'+-a"bli—=o0, bcdbc'4b"c¢"=0, actad'c'+a"cf =0,
a5 + ¢* =1, &} ¥+ =1, @404 ' =1,
6ad’'+4- bb' 4~ cc’ =o, a'a'-b¥'b! 4 ¢'cl =0, aa'4-bb"} cc!l =o.

82. De ces douze équations de condition,
six seulement sont nécessaires, et elles sont
équivalentes aux six autres. Pour le démontrer,
il suffit d’observer que les coordonnées x, y, z,
et 2/, y/, z/ appartenant au méme point, et ayant
méme origine , la distance de ce point a I'ori-

gine est indifféremment ou Va4~ y*~2z*, ou

V '+ y'2 -3/, Carrant les valeurs de x, 7, z,
et les ajoutant, on devra égaler & l'unité les
coefliciens de x'*, y'*, 22, et 4 zéro les coef-
ficiens des preduits x'y/, y/zt, z/z'; ce qui
donnera les six cquations :

Document numérisé par |a Bibliotheque universitaire Pierre et Marie Curie - UPMC - Cote : 60 HAC 13



( 123 )
a4 a'* - a’* =1, B3 b2 4 b1t =1, -} ¢’ - ehr=g,
ab--a’b'+4allbl=o, be4-b"c'+b"c"=0, ac{-a’c’+alch=o, ()
Les trois dernieres expriment que les trois
axes des x/, des »/, des z/ sont perpendicu-
laires entre eux.

Carrant les valeurs de x/, ¥/, 2/, et les ajou-
tant , on égalera a4 l'unité les coefliciens de
x, ¥, z*,.et & zéro les coefliciens des produits
xy, y5, x%; ce qui donnera les six équations
suivantes, dont les trois dernieres expriment
que les trois axes des x, des y, des z, sont
perpendiculaires entre eux :

a* 4 b =1, & F V2 -0’ =1, a¥r DL, )
aa' bl 4-cc’—=o, a’a’4-b'b"-4-c'c/'=o0, aall-4-bbl4-cc =o.
Elles sont équivalentes aux six premieres , parce
quelles expriment ainsi qu'elles I'identité des
deux expressions \/ i~y 2—-3%) \/ alremylaggl2e
On peut encore démontrer synthétiquement

que ces deux systémes d’équations sont équi-
valens.

83. Une sphere du rayon 1 étant rapportée
a trois plans rectangulaives, quon regarde le
centre de cette sphere comme le sommet d’'une
pyramide triangulaire formde par trois plans
perpendiculaires entre eux. Supposons que les
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points ou les trois arétes de cetle pyramide
coupent la surface de la spheére, aient pour
coordonnées les mneuf quantités a, o', a’,
b, b, b, ¢, ¢', ¢". Nommons ces points
A4, B, C.
Soient «, a’, a'' les coordonnées du point A,
b, b, b les coordonnées du'point B,
¢, c, c" l:s coordonnées au poimnt C,
on aura évidemment les trois équations:
@*+a"fal=1, b 4-¥1+blir=y, c*+c?fcl'=13
de plus, il est facile de voir que les rayons
de la sphere menés par les points 4, B, C
font, avec les trois axes rectangulaires aux-
quels la surface de la sphere est rapportée,
des angles dont les cosinus sont les coordon-
nées de ces mémes points ; dov il suit (art,
14) quon a les équations de condition qut
expriment que ces rayons, pris deux a deux,
sont perpendiculaires entre eux:
gb—+-a’b’ F-albt=o, bet-b'c’ +blcl=o0, ac+ a’ ¢’ +a"ch=a.

84. Considérons maintenant lestrois rayons
passant par les points 4, B, C comme les
intersections de trois nouveaux plans rectangu-
laires auxquels on rapporte la surface de la
sphere.

Les trois plans rectangulaires primiiifs com-
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prennent entre eux une pyramide triangulaire
dont les arétes coupent la surface de la sphere
en trois points. Désignons ces points par les
lettres L, M, N, et supposons que leurs coor-
données soient,

Pourle poit L, . . ... [, I, 1l

Pour le point M, . . . .. m,n/, nl,

‘Pourlepoint ¥, . . ... n, n,n
De ces neuf coordonnées paralieles aux rayons
passant par les points A4, B, C, une quel-
conque a son ¢gal parmi les neuf coordonnées
des points A4, B, C paralleles aux rayons
passant par les points L, M, N. Désignant
par O le centre de la sphere , formons le tableau
suivant, dans lequel une lettre quelconque re-
présente le cosinus de Vangle formé par les
deux rayons que I'on a écrits sur les premieres
colonnes horisontale et verticale , et qui ré-

pondent a la case ou la leitre est placée.
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A la seule inspection de ce tableau, on voit

qu'on a:
a=1, ad=m, al=n,
b=1, ¥ =m', bl =n',
c=1, ¢ =ml, cl =nll.

Mais on a entre les coordonnées des points
L, M, N des équations semblables a celles qu'on
a trouvées (art. précédent) entre les coordon-
nées des points 4, B, C; on aura donc les
six équations sutvantes :
By U4 =1, m* 4+ m'* mhl* =1, n*4-n'* 4 nl* ==,
Im+-Um'+lUiml=—o0, mntm'n'4+m'n"=o, In4-Un' 4 linl==o.
Substituant dans ces équations les identités
données par le tableau, elles deviennent :
a4 bt cr=1, a*4 b =1, al*-bl*F ==,
ad +bb' 4 ¢c!==0, a'al+4bbl+ cc"=0, aa4-bbl+4 ccl:z=o.
Les identités données par le tableau résultent
de ce que les deux c6tés d’'un angle étant égaux,
les perpendiculaires abaissées de l'extrémité du
premiecr c6té sur le second , ou de lextrémité
du second c6ié sur le premier, sont égales
entre elles; ce qui est évident, puisque les c6tés
de langle et les perpendiculaires & ces cotés
forment deux triangles rectangles égaux.

85. Les six équations de condition (&) ou(e')
( art. 82 ) réduisent a trois le nombre de
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eonstantes nécessaires pour passer d’'un systéme
de coordonnées rectangulaires 4 un systéme
d’autres coordonnées rectangulaires. x,y, 3,
étant les coordonnées d’'un point dans le pre-
mier systéme, x/, 3/, z/ les coordonnées de ce
point dans le second systéme, on a (art. 8o
et 81 ) entre ces coordonnées les relations
suivantes :

x=—ax' 4 by' 42, *'—=ax-+4ady-+alz,
y=dax'4 by 2’y  oul y'=bxby+4blz
z =alx'4 by} clz', Z'=cx + cy-clz.

Les neuf constantes qui entrent dans ces
équations étantliées entre elles parsix équations
de condition, ces formules deviendront d’un
usage plus commode, lorsque les coefficiens de
@/, y/, 3! dans les valeurs de =, y, z, ou les
coefficiens de x, y, z dans les valeurs de /,
7', 4!, seront exprimés au moyen de sinus et
cosinus de trois angles indépendans.

Autres Formules pour le changement des coor-

donnces rectangulaires en d’autres coordon-
nees rectangulaires.

86. Les axes des xf et des y! sont dans un
plan qui coupe le plan des xy suivant uae
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droite: supposons que les angles de cette droité
avec les axes des x et des «/ soient donnés, et
‘qu’on ait de plus I'angle des deux plans des xy
et des x/y!; il est évident que ces trois angles
déterminent la position respective des axes des
deux systémes. Les relations entre les lignes
‘trigonométriques de ces trois angles et des
neuf angles que les axes des deux systémes font
entre eux, dépendent de la résolution des
triangles sphériques.
Soient (fig. 9, Pl. 1)

OX, OY, OZ les trois axes des x, des y,desz;
OX', OY!, OZ' les axes des x/, des ¢/, des z/;
ON l'intersection des plans des xy et des =7y,

On suppose 1°. que ces deux plans font entre
eux un angle 8 égal & langle ZOZ' compris
entre les axes OZ, OZ' perpendiculaires aux
plans des xy et des x/y'; 2°. que la droite OV
fasse, avee les axes OX, OX/ les angles 4, ¢,
et on a les équations suivantes (*).

4

( ) Cette notation a été proposée par M. Francais ,
professeur aux écoles du génie et de lartillerie. L’ex—
pression cos (x, «') signific le cosinus de I'angle formé
par les axes des & et des a;
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cos (&, x') == a == cos § sin ¢ sin ¢ -} cosrdr-cps @
cos (&, y") ==& == cos # sin { cos @ir—cos rsun @
cos (x,z') == ¢ ==sin ¢ sin ¥,
cos (y, x') == a’ == cos § cos ¢ sin ¢ — sin J cos ¢ ;
cos (9,7 ) =¥’ colsoycos«]/coa'@-l—sinx}/sin@,
¢os (y, 2' ) = ¢ =sin 8 cos L,

|

cos (2, ') —=al—=e—sind sin ¢,
cos {(z,%") = b= —sm ¢ cos ¢,

cos (£, 2') = cf== cos ¢.

On substituera ces valeurs dans les équaticns
de larticle précédent, et on aura celles de x,
¥>z, ou de &/, 5, & CXprimées en sinus et
cosinus de trois.angles indépcndans 3,9, 0.

87. Pour trouver les valeurs de a, b, c,
considéronsd’abord le triangle sphérigue NXX/
quon obiient en décrivant du point O (fig. g,
Pl. 17.) comme centre, et du rayon pris pour
unité, trois arcs, dont deux mesurent les angles
4, ¢ que la droite OV fait avec les axes OX,
OX/, et le troisieme est compris entre les axes
OX, OX'. Ce dernier c6té du tx'iangle Sphé—
rique est opposé & Fangle 6 ; dob il suit que,
d’apres la formule (1) (art. 44 ), on aura:

cos (0X, 0X’), ou a=cos¢sin < sin @ -}~ cos ¢ cos .

Regardant toujours le point O comme le
9
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centre d'une sphére, on a un second triangle
sphérique compris entre les droites O, 00X,
OY!, qui ne differe du premier NXX' que
par le coté ¢, qui devient ¢ 4~ 100° ; or

sin (@-~100°)==cos @, €05 (§—4~100°) == —msin @
donc, on aura:

cos (0X,0Y"), ou Jb==cosésin cos— cos sin .

Un troisieme triangle sphérique, correspon-
dant aux trois droites ON, OX, OZ/, a pour
c6tés angle VOX = 4, l'angle NOZ' = 100°,
et langle Z'OX formé par les axes des x et
des z/. Or, ce dernier co1é Z/'OX est opposé
a I'angle 100°— ¢ du triangle sphérique. En
comparant ce triangle au premier IVXX', on a
¢ == I100°, COS¢P=0, SIN =1, et cos §
devient sin 8 ; ce qui donne :

cos (OXy OZ') == ¢ == sin 8 sin .

88. On trouvera, ¢e la méme manitre, les
valeurs de a/, &', ¢/, en considérant les trois
trianzles sphériques formés par les ares qui sont
interceptées 1°. par les droites ON, OY, OX/;
20. par les droites ON, OF, OY'; 3°, par les
droites ON, OF, OZ/,

En comparant le premier de ces trois triangles
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au triangle VXX’, on voit que le c6té o et
Pangle 8 sont communs, que le c6té | devient
4 < 100°; on déduira la valeur de a de celle
de o/, en y mettant cos 4 pour sin 4, et s
pour cos; on aura donc :

cos (0Y,0X") = a’ = cos # cos { cos ¢ — sin ¢ cos q.

Les valeurs de b et de ¢ deviendront celles de
b! ct de ¢’ , en y mettant de méme cos
pour sin -, et — sin 4 pour cos 4 ; ce qui
donne :

cos (0Y, OY") == b'==cos 8 cos 4} cos p -} sin Y sin g,
cos (0, OZ’ ) = ¢'==sin 4 cos J.

Enfin, des valeurs de a, &, ¢, on déduira
celles de a//, b, ¢, en observant que dans
les trois triangles sphériques formés par les axes
qui sont interceptés par les droites O, OZ
combinés successivement avec les axes OAX/,
OY', OZ', Tangle NOZ est de 100° kn
les comparant au triangle sphérique NXX',
le coté 4 de ce triangle devient 100°; dou
1l suit que cosd =o, sind =1. De plus,
Pangle des deux plans NOZ, NOX', ou NOZ
et NOY' est de 1000-4-9; done, si dans les
valeurs de @ et de b, on suppose que €os
devienne — sin 8, on tirera les valeurs suivantes
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de a', b
cos (0Z, 0X') = g" == — sin § sin @ ;
cos (0Z, OY") = bF == —sin é cos 9 ;

quant & la valeur de ¢/, il est évident qu'on a :
cos (0OZ, OZ') == c" = cos 4.

1l résultc de cette application de la trigo-
nométrie sphérique & la transformation des
coordonnées rectangulaires, que les neuf cosinus
a,b,c,d,b,d,ad, b, ¢ ont pour valeurs
des quantités exprimces en sinus et cosinus
de trois angles indépendans. Les formules
qui résulient de ces expressions, servent A
démontrer plusieurs théorémes importans de
mécanique.

De la transformation des coordonnées oblz’ques
en dautres coordonnées oblz’ques.

8g. Le probléme le plus général de la
transformation des coordonnées consiste &
passer d’un systéme de coordonnées obliques
a d’autres coordonnées obliques (*).

(*) Foyez une solution analytique de ce probléme par
M. Frangais, Correspondance sur 'Ecole polytechnique,
tom. II, pag. 6,
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Nommons x, ¥, s les coordonnées obliques
d’un point de Vespace; x/, y', z’ les nouvelles
coordonnées obliques qui ont méme origine
que les premieres, et supposons que chaque
axe des nouvelles coordonnées soit denné par
les trois angles gu'll forme avec les plans des
coordonndes primiiives, en remarquant que de
ces trois angles, deux senlement sont néces-
saires. Ayant mené par Porigine des coordon-
nées, trois axes auxiliaires perpendiculaires aux
plans primitifs des xy, des xz, des yz, dé-
signons ces axes par les trois lettres Z, V', X.
Les angles que les axes auxiliaires et les axes
des nouvelles coordonnées font entre eux, sont
connus, puisquils sont les complémens de ceux
que ces derniers axes font avec les plans des
coordonnées primitives.

Supposons que les cosinus de ces angles soient
représentés parlesneuf letires @, @', &/, 6,0, 0",
¢, c, ¢, de sorte quon ait:

a=cos (', X), &'=cos (&', Y), al=ces(«'. %),
b=cos (y/, X), ¥=cos(y, Y), dl=cos(y',2),

c=cos(z'y X), ¢ ==cos(z,Y), c/=cos(z',Z)-

La droite menée par Porigiue des coordonunées
a un pomt délerminé de I'espace, et les trois
coordonnées primitives x, 7, = de ce point
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forment un quadrilatere (xyz) (art. 79) : cette
méme droite et les trois nouvelles coordon-
nées !, 3/, 2 forment un second quadrila-
tere (xly'al). Ces deux quadnlateres (zyz),
(x/y’s'), qui ont un ¢bié commun , étant
projettés (art 60 ) sur Pun quelconque des
trois axes auxiliaires Z, ¥, X, leurs pr o]ecnons
seront egales Or, la pro]ecuoa des trois coor-
données x, y, z sur l'un de ces axes se réduit
toujours a la projection de Pordonnée qui n'est
pas dans le plaﬁ p’erpepdicu'la;irc A cet axe;
d’ou il suit que les projections du quadrilalér
(xyz), sur les axes auxiliaires Z, ¥, X, se
réduisent aux pro]ecuons des colés z, 7,
de ce quadrllater Les pro]ecuons de ces cotés
ont (art. 61 ) pour expressions :

zcos (z,4), ycos(y,Y)y xcos(zx,X);

done, en ¢galant les projections des deux qua-
dkllateres (zyz), (x y’z’) sur chacun des axes
Z, Y, X, on aura les trois équations suivantes

xeos(x, X)==ax' + byl 4 ¢z,

¥y cos(y, Y) max’-}- by’ +cz,

zcos(z,2Z) = al'zx’ - ly’ - eliz’,
Lorsque les axes primitifs des «, des 7> des z
sont perpendlculalres entre eux, ils se con-
fondent avec les axes auxiliaires X, ¥, Z, de
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sorte quon a:
cos (x, X)==1, cos(xy¥)=1, cos(z,Z)=1,

et les trois équations précédentes ne different
pas des équations de Part. 7g.

go. Dans le cas général, les axes primi-
tifs sont déterminés par les trois constantes
cos(x, X), cos (y, ¥),cos (2, Z), quisont
¢gales aux trois sinus : sin(x, yz), sin(y, xs),
sin (3, xy ). Des neuf constantes a, b, ¢, a/, etc. ,
relatives au second systéme de coordonnées obli-
ques, SIx seulement sont nécessaires , ct, par les
formules de la trigonoméirie sphérique,-on
établirait des relations entre les lignes trigono-
métriques des angles qui déterminent le premier
systéme des coordonnées obliques et les neuf
cosinus relatifs au second systéme; au moyen
de ces relations, les valeurs des lignes trigo—
nométriques relatives aux deux systémes d’axes,
se de¢duiraient les unes des autres. Il suffira
d’ajouter aux équations (4), (B), (C), (D)
(art. 43 — 47), celles qui déterminent les
trois arcs de grands cercles , menés des trois
sommets dun trlangle sphemque pezpendxcu«
lairement aux cotés opposés a ces sommels.
Nommant « , 8,9 les trois arcs respectivement
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roendiculai / du triancle
perpendiculaires aux cdtés @, b, ¢ du triangie
sphérique ABC (fig. 5, Pl. 1ve.) (art. 45),
on a les trois ¢quations :
sin ¢ == sin & sin € == sin B sin ¢,
sin g = sin ¢ sin A == sin C sin a,
sin y == sin & sin B == sin A sin J.
Ces arcs (*) «, B, » mesurent les angles que
les rayons de la sphere, menés par les pomnts
A, B, C (fig.5,PL. 1), font avec les plans des

c6tés a, b, ¢ du triangle sphérique 4, B, C.

(*) Nommant f, g, &, & les arétes et les diagonales d'un
parallélipipéde, qui concourent vers un méme point, on
a I'équation suivante :

sin? (k, gh) sin’(k,f’z)+ sin? (k, /2)

T (f,eh) siwa(g, fh) sin2 (h, f&2)
. sin (k, gh)sin (%, fh)

A 2cos (f,8) = -

:8) sm (f, gf).sint g, fh}
sin (k,oh).sin(k, f2}
sin (f', gh).sla (B, f5 )
sim{ k, fhY.sin(k, fg)
sin{ g,/ h).sin (&, fir)

Cette expression (f, g ) ou (k, fg), conforme  la no-~
tation de M. Frangais, signifie: angle des arétes fet g ;
angle de la diagonale % et du plan qui passe par les arétes

fets.

On obtiendrait d’autres relations , en considérant les pa-

+ a2cos (f,h)

+acos (g, k)

rallélipipedes formés sur des droites perpendiculaires 2ux
plans qu’on menerait par les droites f, g, b, & prises deux

3 de ux.
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CHAPITRE II

Des Surfaces dont Uéquation est alge-
brique, et principalement des Surfaces
du second degré,

S Ier.

9t. On a vu (art. 4) quune surface cst
représentée par une seule équation entre les
trois coordonnées variables d'un point de cette
surface. Réciproquement, toute équation enire
trois variables représente, en général, une sur-
face dont chaque point a ces variablies pour
coordonndes. St cctte équation pent éire ra-
menée par des transformations, a ne contenir
que des termes de la forme Aa!yms, dans
lesquels les exposans I, m, n des coerdonnées
x, ¥,z soient des nombres donndés entiers et
positifs , ct 4 un coeflicient déterminé; on
dit alors qu'elle est algébrique.

92. Ltantdonnéc Iéquation algébrigue d uns
o £ . 7
surjace , on propose de reconnaitre st elie
un centre 2 st elle a des plans diemétraux 2
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On appelle centre d'une surface, un point
tel que toutes les cordes de la surface, qui
passent par ce point, sont divisées en deux
parties égales. Lorsquune droite coupe une
surface en deux points , la partie de cette droite
comprise entre les deux points d’intersection ,
est une corde de la surface.

Si la surface proposée a un centre, conceyons
qu'elle soit rapportée & trois axes passant par ce
centre. Une droite quelconque menée par l'ori-
gine des coordonnées, sera un diamétre, et
coupera la surface en deux points. Les coordon-
nées du premier point étant =, g, z, celles
du second seront — x, — y, — z, Cest-a-dire
que I'équation en x, y, 5 de la surface aura leu,
soit quon prenne les variables positivement
ou négativement. Pour qu'elle satisfasse a cette
condition, il faut que la dimension de chaque
terme, C'est-a-dire la somme des exposans des
trois variables dans ces termes, soit de méme
rang ( pair ou impair) que le degré de I'équa-
uon , de maniere que dans une équation de degré
pair, la dimension de chaque terme soit paire,
et que dans une équation de degré impair,
tous les termes soient de dimension impaire.
Ainsi f(r,s,t) = o étant I'équation algébrique
d’une surface rapportée a trois plans quelconques,
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on fera , dans cetie équation :
r=x+4a, =y+4b, t=z-c

Substituant ces nouvelles valeurs de r, s, ¢,
on aura (art. 76) en x, ¥, z, I'équation de
la surface rapportée a trois nouveaux plans
paralleles aux premiers , et passant par le point
qu'on suppose étre le centre de la surface. Tous
les termes de cette équation seront, par hypo-
these, de la forme Aécfy 2", Si, par des valeurs
particulieres et réelles assignées aux trois cons-
tantes a@, b, ¢, on peut faire disparaitre tous les
termes dans lesquelles la somme [ —+-m~-n des
exposans des trois coordonnées =, y, z serad’un
autre rang (pair ou impair) quele degré del’équa-
tion f(r,s,t)=o0, la surface proposée aura
un cenire, et un nombre infini de diamétres.

93. Des Plans diamétraux. On appelle
plan diamétral dune surface, celui qui divise
en parties ¢gales un systéme de cordes paral-
leles entre elles. On dit que trois plans diamé-
lraux sont conjugués entre eux, lorsque I'un
de ces plans Coupe en pariies égales les cordes
de la surface paralitles & la droite d'intersec-
ton des deux autres plans.

?
Lorsquune surface a un centre et des plans
diamétraux, on distingue le diametre parallele
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aux cordes que ce plan divise en parties égales,
en le nommant diamétre conjugué au plan.
Réciproquement le plan diamétiral conjugué a
un diametre, divise en parties égales les cordes
de la surface paralleles & ce diametre ().

Lorsque la surface dont Péquation algcbrique
est donnée, aun plan dieméiral, on peut suppo-
ser 1°. qu'elle soit rapportéea ce plan commel'un
des trois plans des coordonnées , ou autrement,
que ce plan diamétral conticnne deux des trois
axes auxquels la surface est rapportée, par
exemple, les axes des x et des y; 2°. que le
troisieme axe, ou laxe des z soit conjugné au
plan diaméirai. Cette hypothese admise, V'ex-
posant de z dans chaque terme doit éire un
nombre pair, puisque le plan des xy divise en
partics égales toutes les cordes de la surface
paralleles a Paxe des =.

94. Soit f(r, s, t) I'équation aigébrique
de la surface rapportée a trois axes quelconques
obliques ou rectangulaires. On rapporlera Ia
surface 4 trois mouveaux axes. Les consiantes
qui déterminent les nouveaux axes sont au

(*) Voyez la Correspondance sur IEcole pelytechnigne,
tom. 2, pag. 5. (Article de M. Binet.)
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nombre de neuf; de ces neuf constantes, sept
donnent la position de la nouvelle origine des
coordonnées, de I'un des nouveaux axes, par
exemple de I'axe des x, et du plan qui contient
les deux autres axes des y et des =.

Lorsque, par des valeurs particulieres et
réelles assignées aux sept constantes, on peut
faire disparaitre les termes ou les exposans de
la coordonnée parallele a axe des =, sont des
nombres 1mpairs, la surface proposée a pour
plan diaméiral , le plan des xy. Les équations
quon obtient en égalant & zéro les coefliciens
de ces termes, contiennent les sept conslantes,
et servent a les déterminer. Par I'élimination,
on obtiendra d’autres équations telles que cha-
cune d'elles ne contiendra plus gu'une seule
constanle qui sera lindétermincée. Résolvant
ceite équation , en cons:dérant la constante
comme l'inconnue, le nombre des racines réelles
de cette équation déterminera le nombre des
plans diamétraux de la sarface.

81, par des valeurs particulitres des neuf
constanies qui déterminent les trois nouveaux
axes, on parvient & une équation entre les
nouvelles coordonnées ¥, 3, telle gne les
exposans de ces coordonnées soient dans tous
les termes de I'équation, des nombres pairs,
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la surface a au moins trois plans diamétraux
conjugués (art. g3).

En prenant pour exemple la surface dont
Péquation algébrique est du second degré,
on y appliquera la méthode précédente, pour
déterminer le centre et les plans diamdtraux
de cette surface.

g I

Des surfaces du second degré.

DeriNiTION,

¢5. Toutes les surfaces du second degrésont
représentées par Iéquation générale du second
degré entre trois variables :

N At 4 A'vr J- AN
(1) {+2Buv+ 2Byt 2Bl tu4-2Ct+20u~4-20"=XK;
t, u, v ¢lant les coordonnées d'un point de
la surface; rapporté a trois plans rectangu-
laives.

La propriété caractéristique de ces surfaces
consiste en ce que chacune delles ne peut étre
coupée par une drotte qu’en deux points. Pour
le démontrer , menons par un point (¢, v/, ¢/)
de la surface du second degré, une droite qui,
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prolongée inidéfiniment, coupe la surface en
un autre point, ct cherchons les coordonnées
de ce point. Solent:

(2 t—t=I1(v—v), (3) u—v'=m(v—v),

les équations de la sécante.

Mettant dans U'équation (1), a la place de
t,u, v, les coordonnées ¢, v/, ¢/ du point par
lequel on mene la sécante, elle deviendra:

4tla + A’U”+A”V“
o 2Bu'y G 2Bl ' - 2Bt 5. Ct - 2C' 0 42 Clly' =K,
et en la retranchant de I'équation (1), on a:
A(@— 1 Yo A’ (' ?) o AN (9?92 )
(3) < +2Bluv—u'v' )42 B (vt —' t' )b 2 B (tu—t'u') } = 0.
F2C( 2=t/ J4-2C' (' Y F-2C" (9 == ¢/ )

Désignant par les lettres £, u, ¢ les coor-
données du second point ou la sécante coupe
la surface, les équations (2) et (3) de cette
sécante donnent :

P 17 = (8 )ty = L (24 V) (v =),

We— = (u 4 ) (u=—v) =m (uduv') (¢v=~¢'),

up 'y = (o my) (z—z'),

Vet = (' - I) (9= v')

tu—t'y — ([u’+mt) (p-—-—-p') + im (V‘—-—&”)’.

t"'"t’ ::.:1(‘)*——-"/)’

u — u =m(y—¢).

Su.b.sntuant ces valeurs dans 'équation (1),
et divisant tous les termes par ¢v—¢/, On a:
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At )+ A'm (uu) 4 AT (v4-¢")
BO)Y{42B (wme) + 2B (¢4 Io) f2B" (w4 mt —Imp' = Imp) 1=
{42Cl 4 2Cm- 2 Ch
Les équations (2), (5), (5), qui contiennent
les coordonnées £, u, ¢, étant lindaires, la
droite menée par le premier point (¢, o/, ¢')
ne peut couper lasurface qu’en unsecond point;
d’ou il suit qu’en général une droite ne peut
rencontrer uné surface du second degré gu'en
deux points.

De la Tangente et du Plan tangent d’une
surface du second degré’.

96. Une droite sécante devicnt tangente,
lorsque les deux points ou elle coupe la surface
se réunissent en un seul. Les équations (2),
(3), (5) de la sécante devienneat donc celles
d’'une tangente, lorsqu'on suppose dans I'équa-
tion (5) (art. g5) :

t:t’,‘ it.“:ui, V:V,,
et on a pour les équations de la tangente c¢n
un point (/, u/, ¢'):
() t—t'=l(¢=—+v), B) u—v'=m(v—v),

les constantes [ et m étant lies entre clles par
l’équation‘ :
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Al 4 A’'mu’ 4 4l
+ B(u' 4-my")4-B' (¢ 1) 4B/ (lu! - m/ )} ==0,
+ Cl4 C'm+4-CY
(6) {ou en ordonnant par rapportaletam:
! (At' 4 Blu' 4 Bv' 4 C )
4-m (Bt 4 A'v By 4 C) }:o.
4 B't! 4 Byt o Al o CH

Le plan qui touchela surface au point (¢, v/, ¢')
contient (Géométrie descriptive, Suppl., art. 24)
toutes les tangentes a la surface, qu'on peut
mener par ce point; d'ou il suit que I'équa-
tion du plan tangent doit étre indépendante
des constantes I et m qui déterminent I'une
de ces tangentes ; donc, si I'on substitue

daws l'équation (6), pour / et m, les valeurs
t—t u—u irdes des & i |

) —» tirées des équations ( 2
p—yl " gy 1 (2)
et (3), on a:

(t==t') (At 4 Blw 4BV 4 C) }
—_ 0.

~+ (g—u") (B"+ A'vw 4+ By 4 C)
+ (v ) (B¢ + Bu' + 4lvV 4 CY)
Réduisant au moyen de I'équation (1) (art.g5),
I'équation du plan tangent devient :
t (At 4 Blw 4 B 4 C)
o 1 TEBL v 4B 40
7 + ¢ (B'# 4 By 4 A" 4 CN)
o+ Gt Clut e €Iy = K

=03

1o
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et on a de plus entre les coordonnées ¢/, u', ¢
du point de contact, I'équation :
At o A AT
€)) ~+2Bu'v ~ 2 B'o't' <} 2 Bit'u! = o.
+20t 4-2C% 420 —K

De la Division des surfaces du second degré
en deux classes.

g7. Lessurfaces du second degré se divisent

en deux classes, les unes qui ont un centre, les
autres qui en sont dépourvues, ou plutét dont
le centre est & linfini. Pour le démontrer,
supposons qu'elles aient un centre, et que les
coordonnces de ce centre solent «, 8, 7. En
transportant origine des coordonnées au point
@, B, %, et rapportant la surface a trois nou-
veaux plans paralleles aux premiers, on a
( art. 76) :

E=x - a, uc=y 4By v=—=z4 v.

Substituant ces valeurs dans I'équation (1)
(art. g5 ), elle devient:
Ax*+ Ay A"z 4-2Byz4-2B'xz4-2aBlxy

+2x(Ada+Bigt By4C)

+2y (Blad g+ By 4-C)
(T 27 (Bat Batdly 01 =a.

4 Aar - A8 + Al

+2 BBy 4=2B'ay- 2 Bllag

+205+2.B’[3+2 Cly — K
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On remarquera 1°. que les coefliciens des
termes a deux.dimensions sont les mémes dans
¢ette équation (2) et dans I'équation (1) (art. 95);
2°. que le terme constant de I'équation (2) est
composé des termes de I'équation (1) (art. ¢5),
dans lesquels on changerait ¢, u, ¢, en a, £, 9.

Pour que Péquation (2) ne contienne que
des termes dont la somme des exposans soit
pairc, il faut que les coefliciens de x, y, 2
soient nuls, ou qu'on ait :

(3) Ae 4 B'g 4 By 4 C =0,
(4) B"/a.-f-/f'ﬂ—}—B'y +C’::0,
) Blat Bg o Aly+Cl== o (%)

Nommant — H le terme constant de I'équa-
tion (2), elle se réduit a:
Az Ay 4 A" 224 2Byz 4 2Bz -2 Blxy —H. (E)

Cette équation (E) sera satisfaite en prenant
x, y, % positivement ou négativement; ce qui
prouve (art. 92 ) que la surface a laquelle cette
équation appartient, a un centre dont les coor-
données «, g8, 5 sont déterminées par les équa~
tions (3), (4), (5). Si la constante # est nulle,

T

(™) En différentiant ’équation (1) (art. g5) successi~
vement par rapport a f, u, et ¢, on a trois équations, dans
lesquelles mettant pour ¢, u, v, les coordonnées a 4 By 74
on obtient les trois équations (3) ; (4) 5 (5) (art. g7)s
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Torigine des coordonnées est un point de la
surface , et ce point en est le centre.

Les équations (3), (4), (5) linéaires ena, 8, 7,
donnent, pour ces quantités, les valeurs sui=
vantes :

C(A’ A'—B")4-C' (BB'—A"B")+C"(BB"—A'B")
AR A B+ ATB—AA AT—2BB B ’
C(BB'— A BY)+C (AAY—B')4-C!(B' B'— AB)

AB 3 A B+ A B — AL AT—2 BB BT 7

C(BB"— A’ B)4-C'(B'B!— AB)4-C!(AA'— BI?) ,
VE T AB F A B L ATB— 44 AT—2BE BT

o T

Se=

Supposons maintenant que les numérateurs
de ces trois fractions soient des quantités finies ,
et que le dénominateur commun soit nul, ou
gu'on ait :

AB o /B o AVBIS— AL/ AN — 2 BB'Bl =0
Ies coordonnées «, B, 9 du centre de la
surface seront infinies ; d’otr il suit qu’il y a
deux classes de surfaces du second degré , les
unes qui ont un centre , les autres qui en sont
dépourvues. Lorsque des trois fractions, valeurs

de «, 8, 9, une ou deux seulement se réduisent
o

a = I'équation proposée appartient a une sur-
face du second degré, qui a pour centres , tous
les points d'un plan ou d’une ligne droite. Nous
examinerons ce cas particulier.
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Des Surfaces du second degré qui ont un
cenire.

98. Toutes les surfaces du second degré
qui ont un centre, sont comprises dans I'é¢qua<

tion (E) (art. g7):
Ax* 4 Ay 4 A1z* 4 2Byz4 2B'xz4-2Blxzy—=H; (F)

le centre étant l'origine des coordonnées ree-
tangulaires x, y, 2.

Concevons par un point ( &/, 3/, 5') de cette
surface un plan tangent; on aura l'équation
de ce plan, en mettant dans I'équation (7)
(art. 6 ), au liea de £, u, ¢, les lettres
x, 7, %, et ala place de ¢/, u/, ¢/, les letires
!, y', /. Changeant K en H, et en supposant
nulles les constantes €, C’, C', I'éguation (7)
{ art. g6 ) se réduit a celle-ci:

x (Ax' -+ Bly' 4= B'z")
+y (Bla'4- Ay’ 4 Bz') } =H. )
+ z (B'a' + By + A'2)
Les trois coordonnées z/, 7! 2 du point de
contact sont liées entre elles par I'équation :

;4m'-+4y'=+41!z/=+sz 'z 2B’ %'z’ 2B x'y' =H. (E")

La perpendiculaire au plan tangent, menée
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par le poiut de contact, est la droite quon
appelle la normale. Faisant , pour abréger :

Ax' 4 Bly' 4 Bzt = L,

.B”x’ + AII, + Bz’ — M 3

B'x' + By! 4 Azt =N,
les équations de la normale sont (art. 26 ):

N(z—a')=L(z—2'), N(y—y')=M(z—z').

La paralléle a cette normale, menée par le
centre de la surface, a pour équations :

Nax = Lz, Ny = Mz.
Des Sommets de la surface du second degré.

99. Le plan tangent a la surface du second
degré détermine la direction de chacun de
ses élémens. La normale élevée par le point de
contact, contient les centres d’'une infinité de
spheres , et parmi ces spheres, il y en a deux
dont le centre est déterminé par les rencontres
de deux normales consécutives , et qu'on
nomme les spheres osculatrices de la surface.
Les rayons de ces spheres déterminent la cour-
bure de la surface du second degré; la re-
cherche de ces rayons est une application du
calcul différentiel. En n’employant que les
méthodes algébriques , on peut traiter une
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autre question plus simple, et qui néanmoins
jette un grand jour sur la théorie des surfaces
du second degré. Toutes les normales a la
surface d’une sphere passent par le centre de
eette sphere ; la surface du second degré ayant
un centre, on demande s’il existe une ou plu-
sieurs normales qui passent par ce centre?
En supposant que cette normale existe, le
point de la surface d’ou part la normale, est un
sommet de cette surface.

Les sommets d'une surface du second degré
qui a un centre , sont des points pour les-
quels les plaus tangens a la surface , menés
par ces points, sont perpendiculaires aux dia~
metres qui passent par ces mémes points. Pour
les. déterminer, concevons une spliére con-
centrique a la surface du second degré, et
tangente A cette surface en un point (x/, 5/, z/).
Nommant R le rayon de la sphere, I'équation
du plan qui la touche au point (=, y/, /) est:

(1) xx’ 4 yr' 4 zz' = R*;

et tes trois coordonnées =/, 4!, z/ du point de
eontact, sont liés cntre elles par I'équation:
X' of gy 4 2* = R*:

or, ce plan tangent, d’apres la définition des
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sommets, ne differe pas du plan qui touche
la surface du second degré au méme point
(«',9', 3); donc l’équation’( 1), et l’éq‘uation (F)
(art. g8) sont identiques ; les comparant terme
a terme, on a les trois équations suivantes :

& Az -+ Bly 4 Bz

R H ’
y' __ Blx'4 Ay’ + Bz'
R i H b |
zl . B/xl + By! + A!Izl
R H '

Le diametre qui passe par le sommet a pour
équations :

x' y!
T==—2Z, —_— 2z
~ y=

! !
x
ou en nommant A et u les tangentes —-> =3
x=—2Az, Yy =K%,
ces tangentes A el pu déterminent la direction de
la normale qui passe par un sommet, et les
irois équations précédentes deviennent :

R (Ar+ Blp+B') — Ha=o0,
R (Bird- A+ B ) —Hu=o, 6)

R (B4 Bu+4A4")—H =o.
Eliminant successivement de ces trois équa-

R
——, O
H’

tions deux des trois quantités a, u, n
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aura les équations dont les racines sont les

‘valeurs de ces trois quantités.
. . : R
Eliminant d’abord ——, on a:
H
Ar 4 Blpe 4 B'== B'>* 4 Bap + A/, } &)
Bipd-A'ped B—=DFBre4 Bur +AVpu; £

d'ou Von tire les équations (/) et (K):

2 { BB!(A'~A)+B"(B'>~B")}
_+A.z{B(AeA~,)(A—Af/)_B'Bl{A_*_A/_zAu)_i_B(zgr/,,_ B’—,B’*)}
2 {B"(A"’—A') (A"~A)~BB' (A’ 4 A" ~2.A4) 4 B"(2 B>~ B'>-B17)
—‘—B’b’//(A"—A’)—B(B”’—B'.’)} ,

u'{ BB’ (A~A")+-B1(B~-B'")}
+e) B/ (A'~A)(A'~4")-BB/( A+ &' -24") 4 B/ (28"~ B>-B")}
e § BUA-A) AV~A')~BB’ (A4 A"-2.4")4- B (2B~ B~BII*)
'-.-_-BBlf(A//..A)_,B/(Bnz__Bz)} ]

—o (H)

=o (K)

100. Pour obtenir l'équation finale en
R sy s
~ = supposc..s quon ¢limine , dans les
équations (G) (art. gg), I'une des deux quantités
A, p, par exemplea, on aura les deux équations:
() ;c{S’(Bf'B”-AB).hBo‘} 5B/~ A A" +s(A+ A" )10,
() #{s (4'B'~BB")-B' | +s ( BB - A"B/ ) 4 Bl =o;

d, \ rl- .
ou, ciimmnant xw, on a:

s(AB*+A'B>{- 4IBW— A4 4’ A"~ BB B")
t- s"‘(AA’+/1’»,4//+AAII__Ba__Bm__,BI/a)
— s (A A A7) |
-+ I

, —o0. (I}
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Lorsque les trois racines de cette équation (I)
seront réelles (*), en les multipliant par H, on
aura trois valeurs réelles de R?, et six valeurs
de ==\/R*. Les quantités r, w, qui déter-
minent la direction des normales qui passent
par les six sommets, étant données par une
équation du troisieme degré, il suit que les
six sommets sont placés sur troits normales ,
et que chacune de ces normales contient les
deux sommets correspondans a la distance
=+ /£ de ces sommets au centre de la surface.

L’existence des sommets d’une surface du
second degré dépend donc du signe des racines
réelles de Péquation (/). Nous démontrerons,
dans les articles suivans, que les trois valeurs
de a et u, données par les équations (/) et (K)
de l'article précédent, sont réelles. A ces va-
leurs réeiles correspondent, en général, trois

%

valeurs réelles et finies de s ou —> qui sont

H
donndées par les équations (G) de cet article ,
linéaires par rapporta s; mais lorsque 'une des

(*) On obtient cncore cette équation (I) par d’autres
considérations; voyez les Annales des mathématiques, t.1I,
pag. 33 ; la Correspondance sur 'Ecole Polytechnique ,
vom. II, pag. 324, article de M. Petit.
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yaleurs de s sera négative, la distance de deux
sommets au centre de la surface sera imaginaire.

Des Plans diamétraux de la surface du second
degré.

1o1. Quels que soient les trois plans rec-
tangulaires auxquels on rapporte la surface du
second degré , cette surface a trois plans dia-
métraux paralleles aux plans des coordonnées.
En effet, reprenons I'équation générale (1) de
Yarticle g5, et résolvons-la successivement
par rapport a £, a u, eta ¢, on aura:

B'o 4+ B'u--C —
_ +A ) . VT ,

(Bv + Bt 4. C' e

2T 4 vT,
Bu 4 Bt 4 C —
—_ ( + A//+ )i ‘/V ,

b ]

U=

==

T, U, ¥, représentant, pour abréger, les quan-
tités sous le radical.

La valeur de ¢ est composée de deux parties :
la premiére est Pordonnée ¢ d'un plan qui a
pour équation :

(1) At 4 Bly 4By 4 C =01

or, il faut augmenter et diminuer Yordonnée
l r . A 4 Iy

t' de ce plan, de la méme quantité \/f, pour
avoir les deux coordanpées ¢ de la surface quk
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correspondent a u et ¢; ce plan divise donc
en deux parties égales toutes les cordes pa-
ralleles a Vordonunée ¢ : donc il est (art. g3)
un plan diaméiral. Par la méme raison, les
plans diaméiraux qui divisent en parties égales
les cordes paraileles 4 u et & v, sont :
(2) Bt 4 A'u 4 Bv 4 (" =o0,
(3) B't 4 Bu 4-Alv4 Cl==o.

Lorsqu’une surface a un centre, un plan dia-
métral passe nécessairement par ce centre. D'ou
il suit que le point d’intersection des trois plans
diamétraux représentés par les équations (1),
(2), (3) de cet article, est le centre de la sur-
face du second degré; on voit, en eflet, que
ces trois équations ne different pas des équa-
tons (3), (4), (5) de Tarticle 97, dans les-
quelles, au lieu de «, £, 3, coordonnées du
centre, on mettrait ¢, u, ¢, coordonnées du
point d'intersection des trois plans diamétraux.

102. Le systéme de plans rectangulaires
auxquels on a rapporté la surface du second
degré , détermine les trois plans diaméiraux
auxquels ils sont paralleles ; d’ou 1l suit que
la surface du second degré a une infinité de
plans diamétraux, et que tout plan qui passe
par son centre , est un plan diamétral. En sup-
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posant cette surface rapportée par des coor-
données obliques a trois plans diamétraux, on
demande si ces trois plans peuvent étre con-
jugués entre eux (art. g3) 2
Pour résoudre cette question, on se servira
des formules (art. 80) qui servent i passer d'un
systéme de coordonnées rectangulaires a un
systtme de coordonnées obliques.
Reprenons I'éqnation (E) (art. g7).
Ax'G- Ay 4 A"z 4o 2Byz 4 2B'x2 4 aBlay=H, (E)
x, ¥y, 3 étant les coordonnées rectangulaires
d'un point de la surface. Nommant 2/, v/, 2/
les coordonmnées obliques de ce point, ona:
x=— ax' 4 by’ F-c¢z’,
y=dza' $ by 4’2,
z=—alx' 4 by’ 4-c'z'.
Et des neuf constantes ¢, b, ¢, a’, ¥/, ¢,
qa’, b, ¢, six seulement sont nécessaires ,
puisquon a ( art. 14) les trois équations de
condition :
@'t dealtz= 1, Bt b=, €2f-c' i1,
Substituant les valeurs de , ¥, % dans 'équa-
tion (EY), elle se transforme en eelle-ci :
Lat*4-L'y L1z >4 My’ 2/ 4 aM & g/ 4 2 MV 'y = H".
Or, pour que la surface soit rapportée a trols
plans diamétraux conjugués entre eux , il faut
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qu'on ait (art. g4 ) :
M=o, M=o, Ml == 0.

Ces trois équations ne déterminent que trois
des six constantes qui sont nécessaires pour
passer au systéme de coordonnées obliques ;
donc, la surface du second degré a une in-~
finité de plans diamétraux conjugués entre eux.

103. A chaque plan diamétral correspond un
diametre conjugué parallele aux cordes que ce
plan divise en parties égales. Le plan tangent a
la surface du second degré mené par lextré-
mité de ce diamétre , est paralléle au plan
diamétral. Pour le démontrer, soient :

(1) x==2uz, (2) y=8z,
les équations d’un diamétre ;

(3) xa=«ztd, (4) y=pzt4g,
les équations d’'uune corde parallele a ce dia-
meétre. On aura les coordonnées du point d'in-
tersection de cette corde et de la surface du
second degré représeniée par l'équation (E)
(art. 102), en substituant dans cetle équation,
pour & et y, les valeurs données par les équa-
tions (3), (4)- Apres la substitution, on a:

(A A' g4 AV 2 Bg - 2B’ a-b-2 B v6)

+ 22( Ao’ A 38"+ Ba'+ B o~ BN (o’ 84-08")) | ':o,
+Adlz+A/ﬁ/1+zBﬂalﬁImH
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ou , pour abriger,
Fer 426Gz 4 K =o.

Cette équation donne les valeurs Z et Z! de
Pordonnée z qui correspond aux deux points
dintersection de la corde et de la surface. En la
résolvant, on a:

G G G G*
z....-.._.+ -—---K Z'-—---F-.— w3 K.
Désignant par x, ¥, z les coordonnées du point
milieu de la corde, on a pour ce point :

(3) x:uz_-{—- g
ZA4-Z' G

(4) Yy =Bz +43', Z = - :::'—-T »

ou mettant pour F et G les quantités qu'elles

représentent :

(5){ Z(Aa“-[—..d'ﬁ”-{-A”+2B/3+2B"oc+2B”aﬁ) }___: o.
+ dau' 4 A'88'+ BE'+ B'a Bl (o'8 4 af’)

Le milieu de la corde qui correspond aux
constantes «/, g/ est dans le plan diamétral qui
divise en parties égales les paralleles a cette
corde; d’ou il suit quen éliminant, des équa-
tions (3), (4), (5), les constantes «/, ', on
aura, pour l'équation du plan diamétral :

{ x( Az Blg4 B') }
= Q.

(6) +y(Bla+ A4 B )
T 2 (B~ Bg A"

Le diametre parallele aux cordes que ee plan
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divise en parties égales, coupe la surface en
un point /, y!, 2/, ou — &/ , — y!, — 2/, pour
lequel on a:
x’-::.-uz’, y'._—-._ﬁz’;

d’ou 'on tire:

Substituant ces valeurs dans I'équation (6),

elle devient :
x (Ax' 4 By’ 4 B'z')
(7) { ~+y (B2’ Ay’ 4 Bz’ ) }=°é

+ z (B'x'4 By' 4 Alz")

Le plan représenté par cette équation (7) est
¢videmment parallele au plan qui touche la
surface au point x/, 9/, z/, et qui a pour équa-
tion (art. g8) :

x (Ax' 4 Bly'4 B'z’)
~<y (Blx'4 Ay’ Bz') }::H
+ 2z (B'x'+ By + A"z’

Le plan diamétral représenté parl'équation (6)
coupe la surface du second degré suivant une
courbe : supposons que, par un point &/, y/, z/
de cette courbe, on ait mené le plan langent re-
présenté par I'équation (F'), on aura, pour ce
pomnt :

x’(A»—{-—B”ﬁ +B’)
(€) {+y’(3”‘+ A'8 + B) }::o.
+ (B 4+ Bg+ 4 .

F)
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Cette équation (6/) exprime que, pour tous les
points de la section diamétrale , le plan tangent
est parallele a la droite x = a3, y=pz; car,
pour satisfaire a cette condition, il faut trans-
porter le plan tangent, parallelement a lui-
méme, jusqu'a Porigine des coordonnées, et
écrire qu'étant dans cette position , il contient
la droite qui a pour équations:

X =az, y = gs.
Mettant dans Péquation (7) «3 pour x, et 8=
pour y, elle devient :
« (Ax’ 4 Bly' L Bz
+8(Bla' - Ay’ 4 Bz') p =09
4 B’z 4 By' + Az
qui est identique avec 'équation (6').

104. 1 suit, de l'article précédent, que trois
plans diamétraux conjugués d'une surface du
second degré, sont paralleles aux trois plans
tangens menés par les extrémités des diametres,
intersections des plans diamétraux conjugués.
On a vu (art. 102) que des six constantes
relatives & un systéme de plans diaméiraux
conjugués, trois sont arbitraires : on peut dé-
terminer ces constantes, en se donnant 4 volonté
un plan diamétral et un diametre contenu dans
ce plan diamétral. En effet, des deux plans

11
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diamétraux conjugués a celui qui est donné,
I'un est parallele au plan qui touche la surface
a Yextrémité du diametre donné ; Pautre passe
par ce diameéire , et par le diametre parallele
aux cordes que le plan diamétral donné divise
en parties égales.

105. De tous les systémes en nombre in-
fini de plans diamdétraux conjugués, il n’y en
a qu'un seul pour lequel ces plans soient
perpendiculaires entre eux., On nomme les
droites intersections de ces plans axes princi-
pauz de la surface. Ces axes sont dirigés suivant
les normales qui passent par les sommets de la

surface. En effet, ona démontré (art. g8 et gg )
que le plan tangent a P'extrémité de la mor-
male représentée par les équations x ==z,
y ==z, avait pour ¢quation :
x(Ar—+ Blu+ B)
4y (Biat Au4+B) S=H (F)
+2(Bxr+ Bp+ 4"

1l résulte de larticle 103 que ce plan tangent
est parallele au plan diamétral qui divise en
parties égales les cordes paralleles & la nor-
male ; donc les équations de condition (g)
(art. 99) qui expriment que le diametre re-
présenté par les équations x=2rz, y=pusz,
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est perpendiculaire au plan tangent, expriment
en méme tems que ce diametre est perpendi-
culaire au plan diamétral qui lui est conjugué.
Or, les valeurs de a et u qui déterminent les
directions de ce diametre, sont données par
les équations du trowsieme degré (H) et (K)
(art. 99), dont chacune a au moins une ra-
cine réelle; donc la surface du second degré
a au moins un diametre perpendiculaire au plan
diamétral qui lui est conjugué. Prenant ce
diametre pour l'axe des «, rappbrtons la sur-
face a trois axes rectangulaires des a2/, des 5/,
des 2/, ces deux derniers axes étant pris arbi-
trairement dans le plan des 7’5 perpendiculaire
a laxe des o/,

L'équation de la surface, dans cette hypo-
these, sera nécessairement de la forme :

x'? + Nym + ]V’z” + N”y’z’ = n.

Transformant les coordonnées rectangulaires
7', 2, en d’autres coordonnées rectangulaires
7> %, au moyen des formules connues ( Géom.

analyt. de Biot, 5e. édit,, pag. 92 ) :

I — :
! . :
2 E=Y, s -z, COS a,

on a, pour le coefficient de ylel

2 (V' sin . cos a=-IV sin & cos @)+ NV (cos’s —-sin’«),
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w étant langle (y/, 5 ) des axes des )/ et
des 7.
Egalant ce coefficient 4 zéro, on a, pour
déterminer I'angle «, I’équation suivante :

25in ¢ cose (IV/ = N) - N7 (cos*a = sin® & ) =0

ou

(V == N) sinae -+ NVcos2a=0,
ou

N
tang 24 == m >

valeur qui est toujours réelle, puisquelle est
donnée par une équation du premier degré.
D'ou il suit que les trois axes des =/, des y,,
des z, sont réels, et I'équation de la surface
du second degré, rapporiée & ces trois axes,
est nécessairement de la forme :

Px* 4- Py* + Plz* = 1.

Ayant démontré que les trois axes principaux
de la surface du second degré sont réels, et
les quantités A, u qui déterminent la direction
de ces axes, étant données par les équations
(H), (K) de Tariicle 103, on doit conclure
que les trois racines de chacune de ces équa-
tions sont réelles.

106. Les trois axes principaux coupent la
sarface en six points, qui sont les sommets
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de cetie surface. Les parties de ces axes, com-
prises entre les sommets opposés sont les
diametres principauzxr de la surface. L'une
quelconque des trois équations (G) (art. gg)
donne les valeurs des carrés des demi-diametres
principaux qui correspondent aux valeurs
réelles de A et u. Nommant a, &, ¢ ces demi-
diametres, les coefficiens P, P/, P de I'équa-
tion Px*~ P'y*-- Pz = 5 (art. 103) sont res-
S
a b ¢

pectivement égaux aux quantités

De la Relation entre las trois diamétres princi-
paux rectangulaires d’'une surface du second
degré, et les trois diamétres conjugués de
cette surface , déterminés par les angles que
ces diamétres font entre eux.

107. Onavu (art. 102) que la surface du
sccond degré étant rapportée a trois diametres
conjugués , son équation était de la forme :

Lat 4 Ly o Lz = ',

Nommant 2/, ag, 2% les longucurs des dia-
metres conjugués , paralleles aux axes obliques
des x, des y, des z, cette équation devient:

(1) W&+ hafryr 4 frgrer = frg°%
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Concevons une sphere du rayon 21, concen-
trique a la surface du second degré, et lan-
gente a cette surface en un point (&', 3', 7).
La distance du centre de la sphere au point
de contact, est (art. 62):

:Vha:""‘+y"’+ 22422y cos(f, 8) + 2y'z'cos(g,h) 422" a' cos(h, f )5
d’ou il suit que I'équation de la sphere rap-
portée aux axes obliques, est:

(3) x>y 4z +2xycos(f,8) 4 2yzcos (g, B)+ azx cos(h, f) =R

Par le point (z/, ¥/, z') commun a la sphere
ct & la surface da second degré, menons des
plans tangens a ces surfaces, et les équations
de ces plans seront (art. g8):

5 x {a' 4 y'cos (f, 8) + 2 cos (h, /)1
(S)E ~+y 1y’ a'cos (f, g) + £ cos (g, b)% =R,
+ z{ =/ - y'cos (g, k) 4 x'cos (b, )]

@ ghxs’ o Bf gy + [gzd = fgoh.

Supposons maintenant que le point (2/, y/, 2/)
soit Pextrémité de Fun des trois diamétres prin-
clpaux rectangulaires ; les plans tangens mencs
par ce point coincideront, et les équations (3),
(4) seront identiques. Egalant les coefliciens
de @, y, z dans ces deux équations , on aura :
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x' -+ y'cos (f, g)-{—z'cos(h,_/): x’

R> fz ’
y' 4 w'cos (f. §) 42 cos (g, h) _ ¥’

> = g »
z' - y’cos(g, k) +‘”’C05(haf)__ z’

K AR

Les équations du diametre principal qui passe
par le point (x/, 3/, ¢) étant :

x . xl y . J.ﬁ
z 7’ z o
. :z:, )/, . , .
soient —- = ¢, — = 1, et les trois équations
V4

précédentes deviendront ;

G) frie—+tcos(f,8) 4 cos (hof)} =R ¢,
6) g {Vv+cos(fsg)+cos(gyh)} =R,y
(7) B {14 Peos(g,h) Focos(h, f)} =R
d’ou l'on tirera les valeurs de R*, ¢ et 1 ;
quantités qui déterminent la longueur des trois
diametres principaux rectangulaires , et la di-
rection de ces diameires par rapport aux trois
diameétres conjugués f, g, .

Eliminant ¢ et -4, on oblient I'équation :

S—Re(f* 45 4 1)
+ R fgrsin*(f, &) + gh*sin* (g, B ) + B> fsin*( B, £}
/g h*{ 1-cos*(f,8)-cos?(g, ky—cos*(h, f)-2cos(f, g cos(g; hjcos(h,f) }

Cette équation a pour racines les carrés des

=0
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demi-diametres principaux reciangulaires; en
nommant a, b, ¢ ces demi-diametres , elle
sera équivalente a celle-ci:
(9) RS--Ri(a*-b*4-c*)4-R*(a*b2+b%c*+c*a*)=—a*b =
Concevons maintenant deux parallélipipedes
construits Pun sur les trois demi-diametres
prin¢ipaux a, &, ¢, lautre sur les trois demi-
diametres conjugués /, g, & ; I'identité des équa,
tions (8), (g) établit les relations suivantes (*)
entre ces diametres :

10, La somme des carrés des trois diametres
principaux est égale a la somme des carrés des
trois autres diametres quelconques conjugués
entre eux;

2°. La somme des carrés des faces des deux
parallélipipedes est conslante ;

30, Les volumes des deux parallélipipedes sont
éga}lx (art. 59 ).

Eliminant R> et ¢, ou R* et 1, au moyen des
¢quations (5), (6), (7) on parviendrait a une
¢quation du troisieme degré, dont les racines
seraient les valeurs de 4 ou de g¢.

(*) Voyez le Journal de UEcole polytechnique, 13e.
cahier, pag. 281 et 282 ; 16¢. cahier , pag. 321 ; Bulletin
de la Société philomatique , mai 1813.
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§ IL

De la Division des Surfaces du second degré
qui ont un centre ,entrois genres:Vellipsoide,
Phyperboloide a une nappe, 'hyperboloide a
deux nappes.

108. Les plans menés par les trois axes
principaux de la surface du second degré,
coupent cetie surface suivant des courbes du
second degré, quon nomme les sections prin-
cipales de la surface. Il est évident que ces
courbes et la surface ont mémes diamectres
principaux.

L'équation de la surface (art. g7)

Ax = Ayt A'2* 4= 2Byz 4-2B'yz - aBl2y=H , (E)
¢tant ramenée a la forme :
Px* 4 Py* 4~ Plz> =1, (e)

les trois sections principales ont pour équations :

Px* 4 Ply* =1,
Py> 4 Pz =1,
Plzrde Px* = 1.

Ayant déja nommé (art. 106) a, b, ¢ les demi-
diameires principaux de ces trois sections, I'é-
quation (¢) de la surface peut s’écrire ainsi

I 1 I B
Oty o= ')
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En supposant dans I'équation générale (E),
H=1, les trois valeurs a*, b*, ¢* du carré 12,
sont donnés par l'équation (/) (art. g9), et

. » - . 1 \
si, dans cette équation (), on substitue — a
la place de I'inconnue s, elle deviendra :
B2 (AL A A7)

+ ¢ (AAI+A/A//+AAII_Bz___Brz__Brlz) =o, (I/)

4 AB - A'Br*4- AVBI*— AA' Al— 2 BB’ B
dont les racines sont les valears de P, P/, P/,
coefliciens. de x?, y*, 5* dans I'équation () ou(e’).

R

109. Lessignes des valeurs de 7 données
par l'équation (I) (art. g9 ), déterminent le
genre de la surface du second degré. Ou ces
trois valeurs sont positives; ou deux sont posi-
tives et la troisieme mnégative ; ou l'une est
positive et les deux autres négatives ; ou enfin
Ies trois valeurs sont négatives, mais il est évi-
dent qu'alors la surface est imaginaire. L'équa-
tion (€') devient, pour les trois premiers cas :

I
el + — +——z‘~—~1 Ellipsoide, (¢/41)
X

—x’ + y -—-E—z’—— 1, Hyperboloide a une nappe, (¢'y2)

aa

1
;;‘x""'"l"y "'"1‘" z*==1, Hyperboloide a deux nappes. (¢’,3)
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On déduit les deux dernieres équations de la
premiére (¢!, 1), en supposant d’abord que ¢
devient ¢ \/:_1 , et ensuite que & et ¢ de-

viennent b\/— 1, ¢ \/— 1.

En examinant chacune de ces équations sépa-
rément, on connaitra la forme des trois surfaces
qu'elles représentent.

Nous avons déja remarqué (art. 100) que
Iorsque I'une des racines de I'équation (/)
(art. gg) serait négative, deux valeurs d’un
demi-diametre principal , deviendraient ima-
ginaires, quoique la droite (art. 105), suivant
laquelle se dirigerait le demi-diamétre , fat tou=
jours réelle; d’our il suit :

1°. Que dans les équations (e!) les signes
négatifs affectent les carrés des coordonndes
parallcles aux diametres principaux imaginalres;

2°. Dans Tellipscide , les six sommeis (art.
100) sont réels; I'hyperboloide a une nappe
a quatre sommets réels, et il n’y en a que
deux réels sur Ihyperholoide a deux nappes.

Toutes les surfaces du second degié qui ont
un centre, élant représentées par 'équation (¢):

I

—xr e L e
a* b —

zP=1, (e)

suri ' & . 1
la surface du premier degré, ou le plan qui
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a pour équation :
—————-x+ J"+"'“‘Z""1;

passe par les extrémités des trois demi-diametres
principaux a, b, c.

§ 1.

Des Surfaces du second degré deépourvues de
centre , ou dont le centre est & Uinfini.

110. Ona vu (art. g7) que l'équation la plus
générale des surfaces du second degré, éiant :

o fe e

[
+2Bu"+2B,"t+2B”tU+2Ct+2C’u+2C”p {"“K’

les coordonnées «, 8, » du centre de ces sur-
faces devenaient infinies , lorsque les constantes
des termes 4 deux dimensions de cette équation
générale étaient lies entre elles par 'équation
de condition :

AB* - A'B'* o AWBIs — AA' AV 2 BR'Bl =0,
ou, pour abréger:

D =o.

Dans ce cas, les diametres principaux de la
surface, qui étaient réels, deviennent infinis;
et en effet, le coeflicient de s3, dans I'équation
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(I) (art. 09), est égala D ; or, tous les termes

de cette équation étant divisés par D, le dernier

I

terme 7, qui est le produit de toutes les ra-

cines de I'équation, doit devenir infini; dong,
ce coefficient D doit étre nul.

111. En transformant (art.86) les coor-
données rectangulaires ¢, u, ¢, en dautres
coordonnées rectangulaires «/, 5/, 7/ paralleles
aux axes principaux (art. 105 ), on ramenerait
I'équation (1) de larticle précédent a la forme :

Qx>+ Q'y'* + Qlz"* - 2qx’ 4 2 ¢y’ 4= 2 g"2' = k.

Elle comprend toutes les surfaces du second

degré, celles qui ont un centre, et eelles dont

le centre est a l'infini ; mais lorsquelles ont
un centre, les coordonnées de ce point sont

/ g"
(art. 101)-——-—2- —_L, ;
Q Q/ ()/l
que, pour les surfaces dont le centre est 4 I'in-
fini, 'un au moins des trois coefliciens Q, 0, Q"
est nécessairement nul , et cette condition est
équivalente a celle qu'on exprime au moyen
de I'équation de Yarticle 110 :

. d'our 1l suit

AB* 4« A'B'* 4« ANBls . 44’ A¥ e 2 BB’ B" = o.

Supposons quon ait Q=o, cest-a-dire que
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la coordonnde du centre paraliele & Paxe des &,
soit 1afinie, lequatlon de la surface deviendra:

Q’)’"-f' Ql[zlg +2‘]x, + 2‘]/),/ + 2(]//2':k’

et en transportant lorigine des coordonnees
en un point déterminé de la surface, on pourra
la réduire a celle-c1:
pz*+p'y* —bpp'e=o.
En effet, soient [, m, n les coordonnées de

ce point respectivement paralleles aux x/, 5/, z':
on aura pour ce point:

() QOm*Q'n*+ 29l42¢m—4 29"n=EFk.

Transformant les coordonnées z/, y/, z/ en
=41, y+m, z+n, on obtiendra par la
substitution :

Qy> Q224 2gx 4 2y (Q'm—+¢) +2£(Q"n 4 g")=o.

Le coefficient de x qui ne renferme m [,
ni m, ne peut pas devenir nul par des valeurs
particulieres de ces quantités; d’ou il suit que
les deux termes qui contiennent le carré et
la premicre puissance de l'une des coordon-
nées , telles que x, ne peuvent disparaitre
en méme fems, 2 moins qu'on ne Suppose
la surface du second degré réduite a un cy-
lindre dont les arétes seraient perpendiculaires
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au plan des yz, et qui auraient pour base une
courbe du second degré située dans ce plan.

En égalant a zéro les coefficiens de y et
de z, on aura:

r y
(2) m::-—-—Q?;-, @) nem— o,

Q//

Des trois équations (1), (2), (3), on tirera
les valeurs des coordonnées /, m , n du point
de la surface que I'on doit prendre pour origine
des coordonndées , afin que I'équation générale
des surfaces du second degré qui n’ont pas de
centre , soit réduite a la forme la plus simple :

pe* + p'y* — hpp'x=o. )

De la Division des Surfaces du second degré
dont le centre est a linfini , en deux genres :
le paraboloide elliptique, et le paraboloide
hyperbolique. |

112. La combinaison des signes de I'équa-
tion (f), pz*—+ply* —4pp’x = 0, ne présente
que deux cas: ou le coefficient p/ de y* est
positif, ou il est négatif : s'il est positif, I'é-
quation

(f' 1) PE - ply* = fpp'a =0,



((176)
représente un paraboloide elliptique ; si ce
coeflicient est négatif, I'équation

(f'y 2) pEr—p'y*— Lpp'x =o0,

appartient au paraboloide hyperboligue. Nous
déduirons de ces deux équations (f/, 1), (f/, 2),
tout ce qui est relatif & la forme de ces deux
surfaces, et nous ferons connaitreles propriéiés
qui les distinguent.

Des Plans tangens, et des Plans diamétraux
des surfaces du second degré qui n’ont pas
de centre,

113. Sotemt x/, 4/, z/ les coordonnées
d’un point de la surface représentée par I'équa-

tion (f) (art. 111):
pe* + ply* — hpp'x =o. N
On a pour ce point :
pe'* 4 ply" — hpp'a’ =o.
Une sécante qui passe par le méme point
x', ¥, 2/, a pour équations :
x—a'=Il(z—~2), y—y =m(z—2z").
Elle coupe la surface en un autre point

', ',z pour lequel on ales quatre équations
) P q q q
sulvantes :
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pz”’..,*_ p/‘y”’-—— 4pp'x'/:= Oy
pz'* 4 ply'r— 4pp’'x’ =o,
gl —a' =1(l—=2"), yl—y'=m(2l—r).

Retranchant la seconde de la premieére, on a :

pEP—z)y 4 p' (" —y")—4pp'(x"—x") =o.
Celle-ci devient , au moyen des troisitme et
quatrieme équations :
() pE"+2)+mp (yl 4y )~ 4ipp’ =o.
lorsque la sécante devient tangente :

Zle=z"y, yl=y, all = ',
et les deux constantes / et m sont liées entre
elles par I'équation :
pz' < mp'y' — 2lpp’ = o.
Substituant dans cette équation, pour / et m,
q P

x—2x'  y—y

ct -
53—z 3 — 2

leurs valeurs

, on obtient
I'équation du plan tangent :
pel (z—2 ) ply' (y —y' ) —2pp' (s — ') =o;
et en réduisant au moyen de 'équation (/) :
pzz' - plyy' —2pp’ (% 4 2’ ) =o. &)

La corde qui coupe la surface du second degré
aux points &', 3/, 2 et &, /!, &, étant di-
19
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visée en deux parties égales , le point milieu
appartient au plan diamétral qui divise en deux
parties ¢égales toutes les cordes de la surface
paralleles & la droite = = Iz, y = ms3; soient
x, 7, % les coordonnées de ce point miliea,
on a ¢évidemment :

Z'+Z”, y’+y/f~—. ¢’+x"
=2z, =7

2 2 2

- X.

Substituant ces valeurs dans I'équation (1),
clle devient :
pz + mply — 2lpp' =o. *)
Cette équation ne contenant pas la variable x,
on doit conclure que tous les plans diamétraux
de la surface du second degré qui n’a pas de
centre , sont perpendiculaires an plan des yz;
un second plan diaméwral qui diviserait en
deux parties égales les cordes paralleles a une
droite des équations x =15, y = m/z, aurait
pour équation :
pz -+ m'ply — 2U'pp' ==o. (7}
Supposons que le second plan diamétral
soit parallele aux cordes que le premier di-
vise en parties égales; et réciproquement,
que le premier soit parallele aux cordes que

le second divise en parties égales, on aura
Iéquation de condition :
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p -+ mm’p’ = o. (")

Cette équation étant satisfaite , les deux plans
diamétraux qui ont pour équations (&) et (A'),
se coupent suivant une droite parallele a
I'axe des x, qui rencontre la surface en un
point ; ayant pris ce point pour origine des
coordonnées , et menant par cette origine,
des paralleles aux cordes que les plans dia-
métraux divisent en parties égales, ces deux
paralleles et la parallele a Taxe des x, sont
les axes d’un systéme de coordonnées obliques,
tel qu'en y rapportant la surface, I'équation
sera de la méme forme que I'équation (f).
Nommant ¢ la coordonnée parallele a l'axe
primitif des & ; u et ¢ les coordonnées paralleles
aux cordes que les plans diamétraux divisent
en parties égales, on aura :

7 4 2wt — frit =0,

équation de la surface, dans laquelle » et o'
sont les coefficiens constans de u* et ¢,

Le plan tangent i la surface, mené par lori-
gine des coordonnées obliques coupe les plans
diamétraux représentés par les équations (/) et
(A'), suivant des droites qui sont les axes
des coordonnées u et v, Lorsque ces plans sont
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perpendiculaives entre eux, on a (art. 28),
pour équation de condition :

p*+ mm'p'* =o;
ou a cause de l'équation (A7) :
mm’ (p—p') = o.

Cette équation est satisfaite de trois manieres,
en faisant, 1°. m=o0, 2°. m'=o0, 3°. p—p/=o.
On am=o, oum =o, selon que l'axe des u,
ou l'axe des ¢ se confond avec l'axe des z.

Dans le cas particulier ou 'on aurait p=p/,
I'équation mm' (p — p' )= o0 serait_satisfaite ,
quelle que fit la valeur de m ou /. Ce qui
signifie que la surface du second degré est de
révolution , et que tous les plans passant par
Paxe de révolution divisent en deux parties
égales les cordes de la surface, perpendiculaires
a ces plans. En général, les surfaces du second
degré, dont le centre est a linfini, n'ont que
denx plans diaméiraux perpendiculaires aux
cordes que ces plans divisent en parties égales;
elles n'ont qu'un seul sommet réel qui est sur
la normale mtersection de ces plans diamétraux.
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Des Caracteres auxquels on peut reconnatire
qu'une Equation du second degré a trois
variables représente une surface de révo-
lution.

114. On pourrait s'assurer- & priori qu'une
courbe du second degré , en tournant autour de
I'un de ses axes principaux, engendrerait une
surface du second degré. L'équation de cette
surface serait nécessairement comprise dans I'é-
. - 4 4 #
quation générale (art. g5) :

( { Ata_{_A/uz +Allpa K
) +2Buv+2B’vt+2B”tu+:>.Ct+zC’t+zC”v} T

On propose de trouver les relations qui
existent entre les coefliciens constans de cette
équation, pour quelle représente une surface
de révolution ?

Pour résoudre cette question, nous remar-
querons que Paxe de révolution d’une surface
du second degxe ne differe pas de 'un des
trois axes principaux de cette surface, dont on
a déterminé (art. gg) la direction au moyen
des deux équations suivantes (g) :

Ar 4 Blip 4 B' = (B'a 4 Bu 4 A"), (g1}
' Ayt B=p(Ba+ ButA"); (82)
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t=nv, w=pv étant les équations de l'axe
principal, ou d'une paralléle & cet axe.

En effet, supposons que la surface du second
degré ait un axe de révolution ; deux plans
quelconques perpendiculaires entre eux , qui
passent par cet axe, sont conjuguésau plan
diamétral perpendiculaire & cet axe; or, des
trois droiles intersections de trois plans dia-
métraux perpendiculaires et conjogués entre
eux, l'une d’clles est un axe principal de la
surface; donc, cet axe, e l'axe de révolution
sil existe , doivent coincider.

Prenant cet axe de révolution pour T'un des
irois axes principaux, les deux autres axes
sont indélerminés, puisqu’ils peuvent lourner
dans le plan diamétral perpendiculaire 4 laxe
de révolution.

Les valcurs de a et u, donndes par les équa-
tions (g) ne peuvent élre indéerminées que
dans le cas ou ces équations ont un facteur
commun ; or, chacunc delles a un facteur
lindaire qui donne la valeur de A ou de p
correspondant a l'axe de révolution; donc le
facteur commun aux deux équations, est li-
néaire. Ge facteur commun doit exprimer que
les deux autres axes principaux sont dans un
plan perpendiculaive & Paxe de révolution.
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Soient ! et m les constantes qui déterminent
Ja direction de I'axe de révolution, ensorte que
cel axe, ou sa parallele, ait pour équations:
t=Ilv, u=my. Soient, de plus, t =y, u=1pv,
les équations de I'un des trois axes principaux,
perpendiculaire a axe de révolution; ces deux
axes étant perpendiculaires entre eux, on a
pour condition (art. 13):

144 mu=o.

Les équations (g), dou ron doit tirer la
valeur I de a, et la valeur m de u, doivent donc
éire 1dentiques avec les équations suivantes:

(r»—D (1+Irdmp)=o, (g's1)
(6—m)(1+Ird-mp) =o. (g'52)

En identifiant ces équations , on détermine les
valeurs des constiantes / et 72, et on obtient les
équations de condition quiexpriment que l’équa‘-
tion (1) appartient  une surface de révolution.

Pour comparer les équations (g) et (g'),
écrivons-les ainsi :

. by All B"
e M B o, G

m
PET M e mpmr=e, (60
B’ Al 4’ B

2
g+ — Ap "'"‘T———-—- Ir—i1=0, &';2)
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Ydentifiant, terme a terme, les équations (g, 1)
et (g, 1), (g, 2) et(g’,2), ona six équations d¢
condition qui se réduisent aux quatre suivantes :
B B' 1— 12 A—Ad 1—m_ Al—A

l=~4"—~, m ==

B

B? 1 T B ?’ m B ’

d’ou il suit que I'axe de révolution, s’il existe,
ou sa parallele, a pour équations :

B B ¢ B
_— -0V Usm=——¢ —— e 5
' B 7’ B ? u B’

et cet axe existera, lorsque les équations de
condition suivantes seront satisfaites :
BB! (A/—A)—B (BI—B)=0, (a)
B'BI(A"—4') —B (B By =o0.  (b).

La direction de Paxe de révolution ne dépend
que des trois coefliciens B, B/, B'. 1l est facile
de voir que si équation (1) est privée d’un
scul des rectangles u¢, ¢, tu, la surface ne
peut étre de révolution; car, en supposant
B = o, par exemple, on aurait BB = o
qui donne ou ' =o0, ou B =o0; cest-a-dire
que deux rectangles disparaitraient, ce qui est
contre I'hypothese.

Svpposens mamntenant deux des trois coefs
ficiens B, B!, B! nuls; soient, par exemple,
B=s0, B/ =0, on tirerait des équations (a}
ot (6

Y

N
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B (dl—A) B BY
B~ BI ’ B~ An—a

Dans ce cas, l'axe de révolution serait paral-
lele au plan des (tu), etles deux équations (@)
et (b) se réduiraient a celle-ci:

Bl = (A" —A) (Al — 4').

Si on suppose de plus B =0, cette derniere
¢quation fait voir qu'on a ncécessairement ou
A'=d, on 4= A'; cest-a-dire que lors-
que les trois rectangles u¢, ¢t, tu manquent
dans I'équation générale, la surface ne peut
étre de révolution, a moins que deux des trois
coefliciens 4, A4, A" ne soient égaux et de
méme'signe'. Cette condition étant satisfaite ,
I'axe de révolution se confondra avec I'un des
axes des coordonnées ¢, u, ¢, ou avec une paral-
lele a cet axe, qui, dans ce cas, (art. 111)est elle-
méme parallele 2 Pun des axes principaux (*).

L'axe de révolution doit passer par le centre
de la surface, dont les coordonndées «, 8, o
(art. 97 ) sont connues ; d’ou il suit que cet
axe a pour équations :

» B B
l_“:“g"("‘“v), u-—,@“—:-z;'("""r)'

pr——

(™) Voyez la Correspondance sur 1 'Ecole Polytechniquce,
article de M. Bourdon, tom, II, pag. 196.
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S 1V.

De la Génération des Surfaces du second degré,
et des Sections principales de ces Surfaces.

De UVEllpsoide.

115. L'ellipsoide ayant (art. 109 ) pour équa-
uon :
bz - ea’y? - a*b’z = a*bic,
on aura, en faisant successivement z = o,
¥y =o0,x =0, les équations suivantes des trois
sections principales :

(1) bx* 4 a’y* = a%b?,
(2) c*x® + a*z* = a’c*,
® cy? 4 bzt = b,

Ayant mené trois droites perpendiculaires
entre elles (fig. 1, Pl 2) 887, §"87) §v§+
qui s¢ coupent en un point (O, 0'), on prendra
sur ces droites , a partir du point (O, O') des
partics égales aux demi-diamctres principaux
de la surface a, b, ¢, et on construira des
ellipses qui aient pour demi-diametres prin-
cipaux, deux des trois quantités a, b, ¢. La
premicre ellipse S8'87SM sitaée dans le plan
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des xy a pour équation (1):
x4 a’y* = a*b".

Les équations (2) ct (3) appartiennent aux
cllipses S$8/857vSY et SSMS™SY situdes dans
les plans des xz ct des yz.

Lorsque deux des trois diametres principaux
2a, 2b, 2¢ sont égaux entre eux, Vellipsoide
est de revolution autour du trowicme diamcire.
Enfin , lorsque ces trois diametres sout ¢guux
cntre eux, l'ellipsoide devient une sphere.

De U'Hyperboloide & une nappe.

116. Soient (fig. 2, Pl. 2) les trois droites
rectangulaires §8/, 878", §7S§v qui out pour
longueurs , les diametres principaux réels
aa, 2b, 2¢ d'un ellipsoide. Lellipse $$'8"8 "
construite sur les droites 2a, 26, comme dia-
metres principaux, et les hyperboles qui ont
pour axes principaux I'une les droites 8§,
S8 égales 4 2a et 2¢, et autre les droites
SHSH, §1v 8 égales a 25 et 2¢, sont les trois
sections principales de hyperboloide a4 unc
nappe. Cette surface ayant (art. 109) pour équa-
tien :

bzcaxn + c"a"y‘ — a,byzg — aabac’. ’
ou
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les équations des trois sections principales si-

tuées dans les plans des xy, des xz et des yz,
sont :

bzx'z __‘__ a'f),-z — azba ;

c’x? — @’z == a’c?,

ey — b2z® = bc’,

Tous les plans paralléles au plan des xy
¢oupent cet hyperboloide suivant des ellipses
semblables a la secticn principale du plan
des xy : en dessus et en dessous de cette section,
les ellipses augmientent en grandeur; dou il
suit que lhyperboloide ne comprend gu'une
seule nappe qui s'étend indétiniment en dessus
et en dessous de la section principale du plan
des xy, et qui est divisce par ce plan en deux
parties ¢gales et symétriques. Lorsque les deux
diametres réels 2a, 2b sont égaux , la surface
est de révolution autour du diametre; on la
nomme hyperboloide de révolution a une nappe,
ct elle a pour équation:

72

x* -+ y’——n—--c_‘ zZr=—a'.

Si I'tne quelconque des trois quantités a*,
b2, ¢> devient infinie , Péquation de I'hyperbo-
loide a une nappe se réduit a celle d'un cylindre
qui a pour base l'une des trois sections prin-
cipales, et dont les aréics sont perpendiculaires
au plan de cette section,.
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De U'Hyperboloide a deux nappes.

117. Solent (fig. 3, PL. 2) 8§, 88",
8§18V les droites rectangulaires 2a, 20, 2¢;
les hyperboles construites sur les deux droites
S8/, 8§18, et sur les deux droites 8§, §vS§Y
comme diametres principaux, sont les sections
principales de 'hyperboloide & une mnappe,
dont I'équation est (art. 109) :

b2 — c’a’y* — a*b>s® e= a*b’c*.

La premiere hyperbole est la section faite
dans cette surface par le plan des zy; la se-
conde est la section faite par le plan des 2z ;

la troisieme section principale qui serait dans
le plan des xz, est imaginaire.
Lorsque les deux diametres simaginaires . .

2 b\/-—- 1, 2¢ \/— 1 sont égaux, la surface est
un hyperboloide de révolution a4 deux nappes,

qui a pour axe de révolution le diametre prin-
cipal réel 2 a.

Du Paraboloide elliptique (fig. 4, Pl. 2).
118. Cette surface ayant (art. 112) pour

€quation :
p&* +ply* — hppx = o, /)
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les ¢quations de ses trois sections principales ,
qu'on obtient en faisant successivement z =o,
y=o0, x=0, deviennent:
- 7
Y =/f4px, z=4px, z=—y V—-—g—.
Les deux premieres sections sont des paraboles
dont les branches divergent du méme c6té de
Pespace ; elles ont respectivement pour para-
metres p et p/. La troisitme section principale
qui n’est qu'un point, qui est Porigine des coor-
données, la surface ne diverge que d'un seul
c6té , au-dela du plan des yz.

Toute section faite dans la surface paral-
lelement au plan des yz est un ellipse; clest
par cette raison que nous lavons nommée
paraboloide elliptique, et cette dénomination
est d’autant plus exacte , que le second para-
boloide ne peut pas éire coupé suivant une
ellipse (art. 121).

Lorsque les parameires p et p/ sont égaux,
Péquation (/) appartient au paraboloide de
révolution , dont l'axe de révolution coincide
avec Paxe des .

Si la parabole z* = 4 p’x se meut parallele-
ment a elle-méme, de maniére que son sommet
décrive la parabole y* = 4 px, elle engendre le
paraboloide elliptique, car 'équation (f) est

Document numérisé par la Bibliothéque universitaire Pierre et Marie Curie - UPMC - Cote : 60 HAC 13



( 161 )
e résultat de Délimination o entre les deux
équations:
P
2’:‘:4})'.’3-—--———-0’, y:‘c
P
L'axe de la parabole mobile prend succes=
sivement les positions st, s't/, s/t etc. (fig. 4).

Du Paraboloide hyperbolique (fig. 5, PL. 2).

119. Getle surface ayant (art. 112) pour
équation :
pe* — p'y* I 4pp'x = o /)
les équations de ses trois sections principales
quon obtient en falsant successivement. . .
5=0, y==o0, x =0, deviennent :

v
r==fipx, r=x4p'x, e=tky V-f;&

Les deux premitres sections sont des paraboles,
et la troisicme est le systéme de deux lignes
droites faisant entre elles un angle qui est di-
vis¢ en deux parties dégales par les axes des y
et des z.

Prenant les abscisses « positivement pour la
premiere parabole, les points réels de la section
principale z* = == 4p/x correspondent aux va-
leurs négatives de x, qui rendent le produit
4 p'z positif. D’ou il suit que les deux paraboles
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y* = {4px, 3= 4p'x séiendent vers deux
rézions différentes de I'espace, et dans le pa-
raboloide elliptique, les deux sections divergent
dans le méme sens.

120. Sila parabole 22 = 4p’x (I'abscisse x
de cette courbe étant négative ) se meut paral-
lelement & elle-méme, tandis que son sommet
parcourt laparabole y* = 4 px (x étant positive),
la parabole mobile engendre le paraboloide
hyperbolique , car I'équation (/) est le résultat
de I'élimination dec « entre ces deux équations :

z"..—-—..-—al—-w’:*:4p’x, ¥ = d
L’abscisse = d’'un point de la surface étant néga-
tive, on peut donner a y ou w telle valeur qu'on
voudra, et on aura pour 'ordonnée z une valeur
réclle; mais I'abscisse & étant positive , la valeur
de z ne sera réelle que dans le cas ou l'on aura :

f};—-w‘>4p’x, on o> Vipa;

D'ou 1l suit que le cylindre qui a pour base
la parabole y*=4px, et dont les arétes sont
perpendiculaires au plan des xy, est circons-
crit au paraboloide hyperbolique, et le touche
suivant la parabole y* = 4px. Les aréles de
¢¢ cylindre sont tangentes a la parabole mo-~
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/
bile(z* = -5—» o'+ 4p'x, y=uw) qui engendre

le paraboloide.
L’axe de la parabole mobile prend succes-
sivement les positions s¢, s'd, etc. (fig. 5),

paralleles a la droite S§’ prolongement de
Laxe SG de la parabole fixe 8s/s"....

121. Le paraboloide hyperbolique ne peut
pas étre coupé par un plan suivant une ellipse,
car, quelle que soit I'équation de ce plan, la
valeur de x, tirée de cette équation, détant
substituée dans I'équation

pzr =Py S hpp'x=o0,
I'équation en z et  quon obtiendra, et qui
appartiendra a la projection de la section plane
sur le plan des z)-, ne contiendra pas de terms
en zy; or, le produit de quatre fois le cocf-
ficiens de z* par le coefficient de y* sera né-
cessairement négatif ou zéro : donc, d'apres la
théorie des courbes du second degré, une
section plane quclconque du parabolvide hy-
perbolique et sa projection sur le plan des zy
sont des courbes qm ne peuvent pas étre fer-
mées. Dans le paraboloide elliptique, le produit
de quatre fois le coeflicient de s* par le coef-
13
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ficient de j* est positif ou nul; donc ce para-
boloide ne peut pas étre coupé par un plan
suivant une hyperbole.

1z22. Tufortme. Les surfaces du second
dégré étant coupées par des plans paralleles
deux sections quelconques sont des courbes
semblables et semblablement placées, c'est-a-
dire qu’elles peuvent étre considérées comme
les sections paralleles d'une surface conique ?

Démonstration. Soit f(x, y)=o0 l'équa-
tion d'une courbe rapportée aux axes rectan-
gulaires des = et des y. Nommant «, g les
coordonnées d'un point situé par rapport a
une seconde courbe , comme l'origine des coor-
données par rapport a la premiere , I'équation
de cette seconde courbe sera :

X—ao y—42
f( , ' )-—-0,

2
mn

m ¢élant un nombre qui éxprime le rapport des
lignes homologues des deux courbes. Soient
les équations de deux courbes semblables du
second degré :

() Dx* +LEy* 4+2Fxy 4 26x 42Hy —1=0,
2) Dar Lyt aFlay 426’ x+ 2Hy—1=0,
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I'équation (2) sera nécessairement de la forme:
x—a \? Y =B \?*
P(55) +E(5EE)
3) -4—21”’(90““)«;ﬁ =

N w—

426G

La comparaison, terme a terme , des équa-
tions (2) et (3) donne cing équations , dont
trois déterminent les quantités m, «, g; les
deux autres qui expriment que les courbes re-
présentées par les équations (2) et (3), sont
semblables et semblablement placées, ne con-
tiennent que les coefficiens des termes de deux
dimensions, et se réduisenl aux suivantes :

{D__D’ E _FE D D
DAF=F F=F “FT =T |

De ces trois équations (4), I'une quelconque
résulte nécessairement des deux autres.

Soit équation de la surface du second degré,
rapportée a trois plans rectangulaires :
A -+ A"y’ -+ Al z>
) +2Byz4-2B'xz 4 2Blxy =o0;
+2Cx +4-2C'y 4.2Clz —K

In coupant cetle surface par un pian dont
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l’équation est :
(6) z=1Lx -4 My + N,

la projection de la ligne d’intersection sur le
plan des xy a pour équation :

( x*(A 4A"L* 4-2B'L)

4+ y(A'+A"M>4-2BM)
+2xy(B/4- BL +-B'M—+-A"LM)
+2x(C 4 C'L +N(b'+A" L")
+2y(C" 4 C'M4N(B 4-A'M))
| + A/N* 4-2C"N— K

)

— —

Or, quelle que soit IV, les coefficiens de x*,
7 et xy ne varient pas; donc les équations ()
qui correspondent aux diverses valeurs de IV,
appartiennent a des courbes pour lesquelles les
équations de condition (4) sont satisfaites ; d’'ou
il suit que toutes ces courbes sont semblables
et semblablement placées.

Nommant X, ¥, Z les coordonnées du centre
de la courbe représentées par les équations (6)
et (7), on a, pour ce point (art. 101), les trois
équations suivantes :

X(Aop AV L2428 L)4-Y(B!4-BL+-B' M-A"LM)) _
4 C4C'L+4-N (B + ATL)f ~

Y(__/l’+_.4"M’+zBMH—X(B”-}-BL-{-—B'M-*-J"].M)}m .
| + C' 4 CIM 4 N (B4 4" M)§ ~ O
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et & cause de I'équation (6):

N=2Z—LX—MY.

Eliminant N, on a en X, ¥, Z, deux
équations linéaires , qui représentent deux plans
diamétraux dont lintersection est un diamctre
qui passe par les centres de toutes les sections
parallcles au plan dont I'équation (6) est:

z = Lx 4 My + Nz.

11 suit de la, 1°. que les courbes d'une sur-
face du second degré situées dans des plans
paraileles, sont semblables et semblablement
placées ; 2°. que le lieu des centres de ces
courbes est un diametre de la surface, quelle

que soit la direction du plan auquel elles sont
paralleles.

123. Turfortme. Les surfaces du second
dégré peuvent étre cngendrées de deux ma-
nieres différentes , par un cercle variable de
rayon, dont le centre décrit un diamcire de

la surface, et dont le plan reste constamment
parallele a lui-méme ?

Démonstration. Soit (art. 108):

Px* 4+ Py J. Plz> =13,
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I'équation des surfaces du second degré qui
ont un centre. Goncevons une sphere con-
centrique a la surface du second degré, et
rapportée aux mémes axes. I’équation de cette
sphere d’un rayon r, sera:
x* 4 y* 2P =r.

En coupant ces deux surfaces par un plan
quelconque, passant par l'origine des coordon-
nées, I'une des sections est un cercle; lautre
est, en géndéral, une courbe du second degré ;
le plan qni coupe les deux surfaces peut étre
dirigé de maniére que les deux sections soient
circulaires. En effet, soit z =Lx—My, I'équa-
tion du plan coupant : les projections des deux
sections sur le plan des &y auront pour équa-
uons :

() @4 L* )4y (1 + M )42 LMxy —r'=e,
(2) (P L2P)+y* (P +-MPI) 2 LMPlzy—1=o,

Identifiant ces équations, terme a terme, on a:

1M P M

(3 1 L2 TP - Lepn
LM Lypr

(4) 1+Lz = 1.)+ L> Pl >
r 1

®  TIT=TyIE

Il est évident que les valeurs de L, If

Document numérisé par la Bibliothéque universitaire Pierre et Marie Curie - UPMC - Cote : 60 HAC 13



(199 )
et r, tirées de ces {quations, délerminent
la position d'un plan qui coupe la sphere et
la surface du second degré suivant le méme
cercle.

L’équation (4) donne LM =o0; autrement on
aurait P/ = P=PF/, c’est-a-dire que la surface
du second degré se confondrait avec la sphere.
De I'équation LM=o0, on tire L=0, 0u M=o.
Supposons d’abord M=o, les équations (3)
et (5) donnent:

P —P I/'T
L=V si=p> "=V &

‘Egalant a zéro le second facteur L, on trouve :

MwVP’MP ’ r:V—-—I——-
P—pu’ P

Dans l'une ou lautre hypothese, la quan-
tité L ou M a deux valeurs; ce qui prouve
que la surface du second degré peut étre
coupée suivant un cercle, par les deux plans
s===Lx, ou par les deux plans z===My,
les uns Perpendmulalrcs au plan des xz,
et les autres perpendiculaires au plan des
7z. Le choix de l'un ou Pautre systéme de
plans dépend de Phypothese qu'en a faite
sur les grandeurs velatives de quantités I,
Pt PV Nommant a, b, ¢ les demi-diametres
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principaux , supposons @ >b, b>c; on a
(art. 106):
P=— < P= ——-<P//---—--.
a c?

124. Les quanutés P, P/, P/ étant positives
pour ellipsoide, les valeurs de L et de r qu’on
obtient en faisant M = o, sont réelles. La valeur
de M qui résulte de T'hypothese L—=o0, est
imaginaire ; d'ou il suit que, pour lellipsoide,
on doit prendre le systéme des deux plans re-
présentés par les équations 5=z L.

Les quantités P et P/ sont positives pour I'hy-
perboloide a une nappe, et la quanuté P/'est
négative. Les valeurs de L et M deviennent :

V 7 —pr)  1/P—P,
- P’ - P ¢ PP’
la valeur de L étant imagmaire, et celle de
M ¢tant réelle, il suit que, des deux facteurs

de lequatlon LM —=o0, on doit supposer le
premier L ==c¢,et prendr pour Met rlesvaleurs

: P —p v
suivantes: M — —_— ., r= V
P

Ce quidistingue(art. 10g) I’ hyperbolo’ide aune
nappe de T'hyperboloide 4 deux nappes , c’est
que pour ce dernter, P étant posiuf, P! et P/
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sont négatifs. Les valeurs de L et A/ deviennent :

PP V P+7)
pi—p Y —pyrpi-

Cette derniere quantité étant imaginaire, elle
doit ¢tre exclue, et en supposant M=o, on a:

PP
L=V m=p

A cette valeur réelle de L, correspond pour

r, la valeur 1maginaire }/ =1 e q_ui ifie
P

dique que les plans z === Lz, sont dans
Iespace qui sépare les deux nappes de l'hy-
perboloide. 11 faut donc prouver quun plan
parallcle z—=/Lx -V pourra couper cet hy-

perboloide suivant un cercle.

125. Quel que soit ce cercle, on peutie regar-
der comme l'intersection du plan z = Lx -+ N,
et de la sphere (x—a ) 4 (y—8 Yez2 =,
Substituant dans les équations de la sphere et
de la surface du second degré, pour z sa valeur
Lx =1V, I'équation de la sphere devient :

x*(14+L?)-+ty*+22(LN~-2) - 28y 4 N2 o> -7~ r*=0. (a)

L'équation de I'hyperboloide a deux nappes
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étant :
Px* 4 P'y* — Pz — ¢,

on aura, par la substitution de la valeur de z:
£:(P— P!L*) — P'y*— s LNPlz — N*PI — 1 =o0. (b)

Identifiant, terme a terme, les équations ()
et (6), on a, pour déterminer les quantités

L, N, r:

1 P PP
..__—-—I+Lz=---——-——-—-——-P‘_P”L2, ou L= P
LN —« . LNP/
ﬁ:——o, 1+L2 _— P—P”L”

N"+a’——r"~_ (N"P”-{-—-I)
1L+ . P—pvp?
d’ou l'on tire :

NV (P3P (PI=P) V/ N-P(P'-P"y-P’
Iz > = Iz '

Substituant ces valeurs dans l’équation de
la sphere, elle devient :

NV (P4-P)P¥-P) NP(PI-P)-P
(+ ( P) )+'+° P“) - 9
Mettant dans I'équation du plan z=_Lax-}N,
P - F
P —pr» oD a:

z_xV(;,"' il @)

pour L sa valeur
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Substituant dans I'équation (c¢), pour IV sa
valeur tirée de l'équation (d), le résultat de
cette ¢limination sera I'équation de Ihyperbo-
loide a deux nappes :

Px* — Py* — Piz> = 1.

\

Si I'on demande le cercle correspondant a
un point (&, y’, 5') de cette surface , on aura
par I'équation (d') :

’m

Pll P’ ’ (d’ )

N=z =2z

et 'équation du plan du cercle demandé sera:

z-—z’:(x—x’)VP” P

La seconde équation du cercle sera ]’équa-
tion (¢), dans laquelle on aura mis pour &V

gy
sa valeur z/— 2/ V L
P il

126. Conclusions. 1°. L'ellipsoide est coupé
suivant un cercle par un plan qui passe par
Paxe moyen 26, et qui fait, avec le plan des
xy , un angle dont la tangente est:

+' P — P c Va’-—-b“.
— ﬂf/_l)/’ ou =+ P b'z___cz’

L’hyperboloide 4 une nappe est coupé
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suivant un cercle par le plan qui passe par le
grand axe 2a, et qui fait, avec le plan des xy,
un angle dont la tangente est:

P —P c V.a“——b'_

P-}-P”’ o 7 a4’
30, Le plan diamétral parallele aux sections
circulaires de T'hyperboloide a4 deux nappes,

passe par I'axe moyen 25, et fait, avec le plan
des xy, un angle dont la tangente est:

Va'z_f_b'x
b — ¢

4°. Les cercles d’une surface du second degré
sont (art. 122) dans des plans paralleles, et

la ligne qui passe par les centres de ces cercles,
est un diametre de la surface.

127. Examinons maintenant les surfaces du
second degré qui n’ont pas de centre, et qui
sont comprises (art. 111 ), dans I'équation
pz* - py*— 4pp’x = o. Un calcul semblable
A celui de Part. 125, fait voir que cette équa-
tion est équivalente a deux systémes d’équations
(e) et (f), ou (¢') et (J'):

(—=N)+y + 2= fpx, (e)

x-—N:zVE——;—,E—, N
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(s—e+(5—2Vp (P'—p) " +-2=4p’ (p—p); (")
x—ct'-—'—'.?'l/ﬁ%*“(P'_P)' UM

Dans le premier systéme, 'équation (e) ap-
partient & une sphere qui a son centre sur
I'axe des =, 4 une distance de l'origine égale

a N+42p, et dun rayon r= 2\//)(1\’ =p) s
ensorte que I'équation de cetle sphere, avant
la réduction, serait :

(—N—2p)+r+2=4(p(N+p)

Par I'élimination de IV entre les équations
(e) et /), ou de « entre les équations (¢},
(/"), on obtient 'équation des deux parabo-
loides du second degré :

pz* £ p'y* — fpp'x = o,

Il est & remarquer que lorsque p/ change
de signe, le coeflicient de z dans I'équation (f),
et le coeflicient de y dans I’équation (f7), sont
imaginaires. D’ott 1l suit que des deux parabo-
loides , Yelliptique est le seul qui puisse éwre
engendré par un cercle. Ce qui s’accorde avec
la proposition déja démontrée (art. 121).

En supposant que p’ ne change pas de signe,
et que néanmoins il soit plus grand que p,
le cveflicient de z dans I’équation (f), est encore
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imagmaire ; mais le coeflicient de y dans I'équa-
tion ( /'), est réel. Réciproquement, lorsque
ce dernier coefficient est imaginaire a cause
de p'< p, le coeflicient de s dans I'équation
(f) est réel. D'ou 1l suit que dans le parabo-
loide elliptique , représenté par I'équation :

pst -+ py*—4pp'x =o,

selon que p/ sera plus petit ou plus grand que p,
les plans des cercles de cette surface, seront
paralleles dans le premier cas au plan dont
f'équation est :

x:tzl/fz:;-.;a.;

et dans le second, au plan dont I'équation est :

B V)
7 P

Les cercles de 'un ou lautre systéme étant
situés dans des plans paralleles, les centres de
ces cercles sont (art. 122) sur un diametre du

paraboloide ; ce diametre coupe la surface en
un point pour lequel on a:
x==X(p—p),
Lorsque p=p’, ou lorsque le paraboloide
elliptique est de révolution autour de FPax
des x, ces deux systtmes de plans sc con-
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fondent en un seul, et ils sont tous perpen-
diculaires a l'axe de révolution,

128. Tuforéme. Des trois surfaces da se-
cond degré, qui ont un centre, I'hyperboloide
a une nappe est la seule qui puisse étre en-
gendrée par une droite mobile, et cette droite
peut se mouvoir de deux manicres pour en-
gendrer le méme hyperboloide ?

Démonstration. Soit
(1) y==ax+ B,
I'équation d’'un plan perpendiculaire au plan
des xy, qui coupe I'hyperboloide a une nappe
suivant une eourbe. L'équation de cet hyper-
boloide étant (art. 109) :
(2) Px* 4 Py* — Pz —= 1,

on ¢himine y entre ces deux équations, et on
obtient l’équation en x et z d'une courbe du
second degré :

3) x*(P+ Pu*) +2Pupxr 4+ Pg—1— Plzrxco,

Cette courbe, qui est la projection sur le
plan des xz, de I'intersection de I'hyperboloide
a une nappe par le plan qui a pour équation:
¥y =ax @, se réduira a deux lignes droites,
lorsque ce plan coupera la surface suivant des
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lignes droites. Donc, dans ce cas, le premier
membre de I'équation (3) sera le produit de
deux facteurs linéaires , ou la diflérence de
deux carrés, ensorte que I'équation (3) ne dif-
férera pas de celie-ci :

W (2VPF P+ VPa = 1) —(z VPI) =o.

Identifiant les équations (3) et (4), on aura:

Pag=V (P Po)(Lp—1);
d’ou lon tire:
— +
o=V (o) vE=V

Substituant ces valeurs dans les équations (1)
et (4), on obuent le sysiéme des deux équa-
tions (5) et (6):

& (VFTFe+ ) D) = VP o,
(6) ::ux-}-l/-—llTa’-}-—}—iT.

L'équation (5) se décomposant en deux fac-
teurs linéaires :

sy P .i.Pw.;.a}/-g-—;—z /Pi=o,
xVP—{—P"-{»—ul/—-—«-—z‘/P’f’*-o,
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Péquation (2) est équivalente i 'un ou Yautre
des deux systémes d’équations:

VPP e Y oy e,

1*. systéme,
L 1

b4 =“x+VT“,+—PT;

xVP-}-P’«.‘-{-a g——-——z ‘/ﬁ:o,

2. systéme;

y:‘:&x-f-V; a’+1;, .

D’ou il suit que I'hyperboloide a4 une nappe
peut étre engendrée par une droite de deux
manieres différentes. Les équations du premier
ou du second systéme, appartiennent a la gé-
nératrice qui correspond a une valedr déter-
minée de «. Eliminant « de l'un ou Pautre
systéme , le résultat de I'élimination est 'équa-
tion (=) de I'hyperboloide & une nappe. Si les
quantités £/ et /!, ensemble ou séparément,
changeaient de signe, la premiére des équa-
tions de ces deux systémes contiendrait ou un
ou deux termes imaginaires; ce qui prouve
que, des trois surfaces du second degré qui
ont un centre, I'hyperholoide & une nappe
est la seule qui puisse étre engendrée par la
ligue droite.

14
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129. Mettant dans les équations (5) et (6),
I I I

our P, P, P, leurs valeurs ] y w—
P s £y ’ ar’ b ¢

les équations de la génératrice de I'hyperbo-
loide sont :

) cxVa o + b+ a’ca t abz =o,
(6" y=ax Voot b

Pour ¢liminer «, on substituera dans I'équa-

tion (5'), pour Vare* + b, sa valeur y —ax,
et on aura une équation linéaire en «, dou
Pon tirera :
(cxy ~- abz) . (exy 4 abz)*
a == — 2

c(az___xa;) ? & = cz(az__xz)a ’

I'équation (5/) donne :
cx® (@ 4 8 ) = (F= abz — a’ca )

Substituant dans cette équation, pour « et «*,
leurs valeurs en «x, y, 5, on obtiendra I'é¢qua-
tion de I'hyperboloide & une nappe :

biccx? 4 @’cy? — @bz = a*beer,
130. La section principale de cette surface,
construite sur les axes 2a, 25 étant (art. 116):
b*x* 4 @’y = a’b?;

Péquation (6/) appartient a la droite qui touche
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ectte section en un point qui dépend de la
variable « ; d’ou il suit que toutes les droites
de I'hyperboloide, sc projettent sur le plan
des xy suivant les tangentes /g 5 h/{..._. (fig 2,
Pl. 2) de lellipse $5'878". La section prin-
cipale construite sur les diametres principaux
aa, 2¢, est (art. 116):

X — 28 = a’c”
En mettant dan: I'équation (5/), au lieu de la

. . ‘ R ¢« ﬂ ) T4 .’
variable « , la quantit¢ — on pourra Iécrire
[- A

ainsi : ,
cx\/r-?-?—]—acﬂ:".;az:o;

équation d’une droite qui touche la section
principale du plan des xz en un point qui
dépend de la variable g : ainsi les droites de
I'hyperboloide sc projettent sur le plan des xz,
suivant des tangentcs & Phyperbole S5517S8v
(fig. 2, PL. 2). On démontrerait de la méme
maniere qu'elles se projettent sur le plan des y,
sulvant des droites tangéntes a Ihyperbole . .
S"S§Sv; ce qui est d’ailleurs évident, en
considérant (art. 116) les trois sections prin-
cipales comme les bases de trois cylindres
circonscrits a hyperboloide.

131, Lorsque 'hyperboloide 4 une nappe
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est de révolution, on a b=ua, et les équa-
tions (5/), (6/) de la droite génératrice de cetie
surface, deviennent .

cx\/1+o;’+a0aiaz=o,
:ux-}-a\/x-{—u“.

L’axe de révolution éiant I'axe des z, tout plan

perpendiculairc a cet axe coupera la surface
suivant un cercle; et en effet, si 'on suppose
z={_{, on aura, en éliminant « des deux
équations de la droite géneératrice :
o (e + &)

J

cZ

z={, x4y =

¢quations du cercle générateur de I'hyperbo-
loide a4 une nappe. Mettant dans cette derniere
équation , pour §, sa valeur z, elle devient :

¢ (a*+y)=a(c+2),
équation qui ne differe pas de celle quon
obtient en supposant dans I'équation de Fhy-

perboloide a une nappe @ = b (art. 116).
Dans cette méme hypothése de ¢ =5, la

c a* — b* ,
tangente —— V - o de l'angle que le

plan d’un cercle de cet hyperboloide, fait avec
le plan des xy est nul; ce qui prouve quil
n'y a qu'une seule maniere d’engendrer 'hyper-
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boloide de révolution par un cercle mobile, et
que le plan de ce cercle est constamment per-
pendiculaire a I'axe de révolution. La double
géncération par la ligne droite a également lieu
pour l'hyperboloide a une nappe , soit que les
deux diametres principaux réels soient égaux
ou inégaux.

132. Supposons qu’on ait mené par 'origine
des coordonnées, qui est le centre de I'hyper-
boloide a une nappe , une parallele a la droite
génératrice de cette surface, droite qui est re-
présentée par les équations (57), (6), les équa-
tions de cette parallele seront :

cx\/a’u’-i-b“:tabz:o, Yy ==ax;
¢liminant 2, on a:

c‘/a"y’-}— b*x* + abz = o,
ou
(1) bcrx? 4= c2a’y* — a*h'z = o ;

équation d’une surface conique, dont le som-
met est aun centre de I'hyperboloide a une
nappe, et dont la base est une ellipse qui a
pour ¢quations :

z2=c, b’x? 4= @’y = a*b”.

Ce céOne est droit par rapport a cette base
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elliptique, c'est-a-dire que la perpendiculaire
abaissée du sommet sur le plan de l'ellipse,
passe par le centre de cette courbe; il est encore
droit, en prenant pour sa base, ou
Phyperhole, y=5, a'z*= c’x*=a’c",
ou |
Vhyperbole, x=—a, 2" — c’y*="bc.

Enfin si 'on coupe ce céne par un plan pa-
rallele & 'un de ses plans tangens, la section
est (*) une parabole. Dou il suit,

1°. Que Iéquation de I'hyperboloide & une
nappe comprend les équations des cones qui
ont pour base des courbes du second degré ;

2°. Que ces cones peuvent, ainsi que P'hy-
perboloide , étre coupés suivant des cercles par
des plans paralleles 4 deux plans dont la po-
sition est déterminée. |

133. Un plan quelconque passant par I'axe
des z coupe T'hyperboloide @ une nappe sui-
vant un hyperbole, et le céne, représenté par
I'équation (1) (art. 132), suivant le systéme
de deux droites , asymptotes de 'hyperbole. En
effet, soit y =aa I'équation de ce plan; substi-

(*) Voyez Supplément de la Géométrie descriptive ,
art. 72 et 84.
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tnant, pour y, sa valeur zz dans I'équation
de hyperboloide, on aura :

oxt (bz + aa“s) — aabzzz — a’b*e? 3

équation d’une hyperbole qui a pour asymp-
tote les droites reprcsentées par l'équation :

- cx ‘/a"u“ ~+ 6* 4 abz =o.

Cest par ceite raison qu'on regarde le céne
représenté par 'équation (1) (art. 132), comme
une surface asymptotique de Ihyperboloide a
une nappe.

L'équation (1) du cOne asymptotique est ce
que devient I'équation de I'hyperboloide a une
nappe , lorsqu’on suppose, dans cette der-
niere équation, le terme constant nul.

134. Conclusions. 1°. L'équation de I'hy-
perboloide & une nappe compreﬁd les équations
de la surface engendrée par une droite mobile
qui tourne autour d’'une droite fixe, et dela
surface conique du second degré qui a pour
base une courbe du second degré;

2°. Les droites de 'hyperboloide & une nappe
se projettent sur les plans des trois sections
principales, suivant des tangentes a ces sec-
tions ;
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5o. Une quelconque de ces tangentes est la
projection de deux droites de la surface;

4°. 11 y a sur la surface deux systémes de
lignes droites, et une droite quelconque du
premier systéme coupe toutes les droites du
second sysiéme ;

50, En prenant dans 'un ou l'autre systéme,
trois droites quelconques, pour servir de di-
rectrices a une quatriecme droite mobile , cette
dermiere engendre l’hyperboldide a une nappe.

135.  Pour démontrer directement:ces deux
dernmeéres propositions , nommons (F), (G), (H)
les trois droites fixes qui dirigent la droitg
mobile , et rapportons la surface que cette
droite parcourt a trois axes obliques paralicles
aux directrices (F), (G), ().

Les équations de ces dircctrices seront ;
pour la premiére (F), x=/f, y=[f,
pour la seconde (G), z=g, x=g,
pour la troisieme (H), y=h, z=~N.

Soient les équations de la droite mobile (M):
y=DMx 4+ N, z==Max-4 N.
Les quatre quanutés M, N, M', N/ sont li¢es
entre elles par les trois équations :

h—N _ W—N
M

S'=Mf4+N, g=MNg+N,
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qui expriment que la droite mobile (M) ren-
contre les droites fixes (F), (G), (H).

L’hyperboloide a une nappe est la seule sur-
face du second degré (en y comprenant les
cénes et les cylindres) qui puisse étre engen-
drée de deux manieres, ou par la ligne droite,
ou par le cercle. Connaissant deux cercles de
cette surface , situés dans des plans parallcles,
et une droite qui coupe les deux cercles en
des points donnés , toutes les positions de la
droite génératrice de I'hyperboloide sont dé-
terminés. En effet, considérons d’abord I'hy-
perboloide & une nappe qui est de révolution,
et supposons quapres avoir divisé le plus petit
cercle de cet hyperboloide en parties égales,
on ait mené, par les points de division , les
droites de la surface; il est évident que ces
droites- diviscront tous les cercles en parties
égales. Concevons maintenant que de tous les
points de I'kyperboloide de révolution, on ait
abaissé des perpendiculaires sur le plan du
plus petit cercle, et que, par les pieds de
ces perpendiculaires , on ait mené des droites
paralicles entre elles, et proportionnelles aux
perpendiculaires , hyperboloide de révolution
deviendra lhyperboloide 4 une nappe; et apres
ce chengement , les droites diviseront encore
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les cereles de la surface en parties égales.
Donc, sil'on donne deux cercles de cette sur-
face, et st 'on divise leurs circonférences en
ares égaux, a partir des points ou elles sont
rencontrées par la droite donnée, les droites
qui joindront les points de division, corrcs-
pondront aux diverses positions de la droite
génératrice de I’hyperboloide 4 une nappe.

Ce mode dg génération fait voir que la droite
qui passe par les centres des cercles d’'un hy-
perboloide & une nappe, est un diameétre qui
ne coupe pas cette surface.

Eliminant , au moyen des cinq derniéres
équations, les quantités L, M, L/, M', et or-
donnant par rapport 4 x, y, z, on aura:

zy(W — g Y+ oyz(8' — f YF=z=(f'— &)
+ = (gh—/"K)+y (fg—&'h)+z (frA—S' ’)}:0- (a)
+ S8k — fgh

En substituant aux trois directrices (F), (G),
(H) trois autres droites (F'), (G'), (H'), telle
que l'une quelconque, (F') par exemple, soit
parallele a la directrice (F), et rencontre les
deux autres directrices (G) et (H), les équa-
tions de ces droites seront :
pour la premiere (F*), x=g’, y=bh,
pour la seconde (G7) , z=F, x=/f,
pour la troisitme (H'), y=f, z=g.
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En exprimant que la droite mobile est di-
rigée par ces trois droites, on parvient a la
méme équation (@), qui est du second degré
entre les trois coordonnées obliques x, v, 5,
et qui serait encore du second degré, aprés
les avoir transformées en coordonnées rectan-
gulaires, au moyen des formules (art. 8o).

136. Tufortme. Des deux surfaces du
second degré qui n'ont pas de centre, le
Paraboloide Hyperbolique , et le Paraboloide
Elliptique, le premier peut étre engendré de
deux man:eres par une droite mobile assujettie
a sappuyer sur trois droites fixes paralleles
a un méme plan ?

Démonstration. Le paraboloide hyperbo-
lique ayant (art. 112) pour équation :

pz* — p'y* = 4pp'x, ")
on le suppose engendré par une droite dont
la projection sur le plan des xzy a pour équa-

tion :
r=ay 4 & (8)

Substituant cette valeyr de x dans I'équa-
tion (/), celle-ci devient :

g *f,_— (r*+ bpay + 4po).
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Si cette ¢quation appartient a la projection
de la génératrice sur le plan des yz, il faut
que le second membre soit un carré parfait,
ou quon ait:

fprat=4pR, ou g=pa*,

ce qui donne :

x == ay - pe’y

z=(y+ 2p=) V—%—:
ou V?’T

ze==— (r+2pa) ik

d'ou il suit que le paraboloide hyperbolique
peut étre engendré par une droite de deux
manieres. La génératrice a pour équations :
ra
*=uy +pe*, z=(.7’+2l’“)V’;'5

ou (la projection de cette génératrice , sur le
plan des xy, ne variant pas ) :

>
x=ay+pa’, z==—(y-+2p«) V%’%
Le coeflicient de y, dans I'équation:
==i(y+2pu)l/—’;—,

ne contenant pas la variable « , toutes les
droites du premier mode de génération, sont
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/
paralleles au plan z =y V L | et les droites
P

du second systtme sont paralleles au plan

-
= —y }/% (*). Cette propriété du pa-

boloide le distingue de I'hyperboloide a une
nappe, sur lequel on peut aussi tracer deux
systtmes de lignes droites ; mais pour cette
dermere surface, il n’y a que deux droites
quon puisse mener parallelement a un plan
donné, et on déterminerait la direction de ces
droites, en menant par le sommet du céne
asymptotique (art. 132 et 135) un plan pa-

rallele au plan donné.

137. Pour sassurer que les équations

X == uay - paty z=:‘:(}'+2}7¢)V’%‘,

(*) St on divise daux c8tés opposés (fig. a, PL 3),
AB, CD d’un quadrilatére gauche 4BCD en des points
I et K, tels qu'on ait: -—4——_-: a _1_)_[_(_ a étant un

BI " CK’
riombre donné, la droite IK engendre ’hyperboloide a
une nappe, et lorsque a==1, elle engendre le parabo-
loide hyperbolique. (Voyez la Correspondance sur ’Ecole

polytechnique, tom. 2, pag. 446. Article de M. Chasles.)
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appartiennent & la droite génératrice du pa-
raboloide , on éliminera la variable« , qui
correspond & une position déterminée de la
génératrice. Le résuliat de I'élimination sera
léquation du paraboloide :

per — p'y = hpp'=.
o
Changeant le signe de p/, le coeflicient I/ r
P

de y est imagindire; ce qui prouve que le
paraboloide elliptique ne peut pas étre en-
gendré par la ligne droite; et en effet, on a
prouvé (art. 121) que la ligne d'intersection
de cette surface et d’un plan ne peut étre ni
une hyperbole, ni le systéme de deux lignes
droiles , qui est un cas particulier de Phy-
perbole.

138.  QOn remarquera que {'équation. . .
& = ay ~}- pa® appartient a la tangente de la
parabole y* = 4pp'z. Dou il suit que les
droites du paraboloide hyperbolique se pro-
jettent 1°. sur le plan des xy, suivant les
tangentes ST, fg, hk, Im..... de la parabole
Sss'... (fig. 5, Pl 2); 2°. sur le plan des y3,
suivant les pavalleles G''¢, f''g", W'K'!..., ou
suivaut les paralleles a la droite 07, qui fait
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avec 'axe des z un angle {/O"A/ égal & l'angle

v
)
H'0"¢, dont la cotangente est 1/‘%-, 3e, sur

le plan des xz, suivant les tangentes f/g/, &'%,
{'ml..... de la parabole Sf'h'l.

§ V.

De guelques propriétés des Surfiaces du
second degré.

159. Tufonime. Etant donnés un cercle
d’'une surface du second degré, et un point
d’'un second cercle de la méme surface, ce
second cercle est tout entier sur la sphere qui
passe par le cercle ct le point donné?

Démonstration. Lintersection de deux sur-
faces du second degré est en général une ligne
dont les projections sont des courbes du qua-
trieme degré ; mais dans le cas particulicr ou
les deux surfaces du second degré passent par
la méme courbe plane, leur ligne d’intersection
est le systéme de deux courbes planes; d’olt
il suit qu'une sphére et une surface du second
degré qui passent par le méme cercle, se
coupent suivant une autre courbe plane, et
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le plan de cette courbe coupe la sphere sui-
vant un second cercle. Donc, deux des cercles
d'une surface du second degré appartiennent
a une sphere dont le centre et le rayon sont
déterminés. Lorsque les deux cercles ne sont
pas situés dans des plans paralleles, on les
nomme sections sous-contraires de la surface
du second degré. On n’avait considéré jusqu’a
présent que les sections sous-contraires du céne
oblique. Soient (fig. 1, Pl. 3) 4BC le cercle
base dun céne oblique ; AsB le diametre de
ce cercle qui passe par la projection s du
sommet & du céne sur le plan de la base. La
sphere du diametre 4B coupe le cone suivant
les cercles des diametres 4B, ab, dont les
plans sont perpendiculaires au plan du triangle
ASsB. 1l est de plus évident que les cotés
SA4, SB de ce triangle (quon nomme sec-
tion principale du cone oblique), font avec les
plans de I'une des sections circulaires , des an-
gles inégaux entre eux, et égaux aux angles
que ces mémes cotés font avec le plan de
Pautre section circulaire. Ainsi on a:

angle SAB = angle Sab, angle SBA = angle Sba.

Soit (fig. 2, Pl. 3) Sab la section princi-
pale d'un céne oblique, qui a son sommet au
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point § de la sphere, et dont la base est un
cercle quelconque de cette sphere, qui a pour
diametre , la droite ab. Ayant mené par le
sommet de ce cone, le rayon SO de la sphere,
le plan diamétral 4B perpendiculaire & ce
rayon fait avec les cotés Sa, §b de la section
principale du céne , des angles Sda'd, Sbal
égaux aux angles Sab, Sbha ; d’ou il suit que
ce plan diamétral coupe le cone oblique survant
un cercle du diametre a/f'.

140. Tuforéme. La surface conique qui
a pour base une section plane d'un ellipsoide,
et pour sommet l'extrémité de I'un des deux
diametres qui passent par les centres des sec-
tious circulaires de cet cllipsoide, est coapée
suivant un cercle , par tous les plans menés pa-
rallelement a la section, circulaire dont le centre
est sur le diametre a lextrémité duquel on a
placé le sommet de la surface conique?

Démonstration. Solent (fig. 3, PL.3) OS
le rayon d’une sphere dont le centre est au
point O, et 44" un plan diamétral perpen-
diculaire a ce rayon. Concevons que de tous
les points de la spheére, on ait abaissé des per-
pendiculaires sur le plan diamétral 44/, et
que par les pieds de ccs perpendiculaires, on

15
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ait mené des droites paralleles entre elles, et
proportionnelles a ces perpendiculaires ; on
transformera, par cette projection oblique,
la sphere en un ellipsoide , dont les trois dia-
metres principaux rectangulaires dépendront
10, du rayon de la sphere; 2°. de l'angle des
perpendiculaires au plan diametral 44/ et des
obliques sur lesquelles on les projette; 3°. du
rapport de l'une quelconque des perpendicu-
laires et de 'oblique sur laquelle on la projette.
Soit OT la droite sur laquelle on a porté le
rayon OS, apres 'avoir augmenté d’une quan-
tité T¢, qui détermine le rapport du rayon OS
et de sa projection oblique OT. Le plan
SOT qui rencontre le plan diamétral 44’
suivant un diametre 44’ de la sphere, coupe
cette sphere suivant le cercle SAAL'R ; ce
cercle projetté obliquement se transforme en
une ellipse qui a pour diametres conjugués
A0A4', TOP ou les droites égales aQOd!, T'OP'.
La droite BC qui divise en parties égales les
angles POP', 4'0d', estdirigée suivant le grand
axe de lecllipse; d'ou il suit que I'ellipsoide qui
résulte de la projection oblique de la sphere,
a pour diametres principaux rectangulaires les
droites BOC, DOE et SOR.

La premiere de ces droites est le plus grand
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diametre ; la seconde DOE est le plus pelit;
et la troisieme ROS, égale au diametre de
la sphere, est le diametre moyen de Pellip-
soide. La sphere du rayon OA' coupe cet
ellipsoide suivant des grands cercles dont les
plans OA', Od' passent (art. 126) par l'axe
moyen ROS. Ayant déja mené la droite P/OT,
telle que 'angle aOT" soit égal a 'angle 4OT,
on peut concevoir que de tous les points de la
sphere du diametre aa’ = AA', on ait abaissé des
perpendiculaires sur le plan diamétral aad’; que
par les pieds des perpendiculaires, on ait mené
des paralleles a la droite O17, proportion-
nelles a ces perpendiculaires; extrémité s du
rayon Os, perpendiculaire au diaméetre de la
sphere aOal, se projettera en un point 17
de la droite O, et s1 I'on suppose le rapport
de Os a OT' égal au rapport de O§ a OT, la
sphere deviendra, par la seconde projection
comme par la premiere, Uellipsoide qui a pour
diametres principaux les droites BC, DE , RS.

Cela posé, considérons le point S de la
sphere comme le sommet d’un cone oblique
qui a pour base un cercle quelconque C de
cetie sphere. Projettant obliquement tous les
points de ce ¢6ne, comme on a projetté tous
les points de la sphere pour former Pellipsoide,
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le sommet du cine est transporté au point T,
et la base C de ce céne devient une section
plane de lellipsoide. Le premier céne dont
le sommet est en §, et le second céne qui
est la projection du premier, sont coupés
par le plan diamétral A4’ perpendiculaire
au rayon OS suivant la méme ligne: or, ce
plan (art. 159) coupe le premier ¢éne suivant
un cercle; donc le second est aussi coupé
par le méme plan suivant un cercle. Cette
proposition ¢tant vraie, quelle que soit la base
circulaire C du céne oblique , 1l suit qu'un cone
qui a un sommet au point 7' de l'ellipsoide ,
et pour base une section plane quelconque
de cet elhpsoide, est coupé par le plan dia-
métral 44/ conjugué an diametre Q7' suivant
un cercle. On peut substituer au poimt 7' les
trois autres points P, P/, T' de Tellipsoide.
Tous les cénes qui auront pour sommets les
points Pet T', et pour bases des courbes planes
de I'ellipsoide, seront coupés par le plan dia-
métral 44! suivant des cercles. Lorsque les
sommels des cdnes seront situés aux points
P, T, les bases éiant toujours des sections
planes de lellipsoide, c’est par le plan diamé-
tral «a/, ou ses paralleles, que les cOnes seront
coupés suivant des cercles.
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141. Lorsque l'angle donné du rayon OS$
de la sphere, et du diameétre T'OP de Vellipse
est nul, lellipsoide est de révolution autour
du grand oxe; les sommets B ct C de cet
ellipsoide sont situés sur le diametre RS de
la sphere ; les points Pet P, et le sommet B,
se confondent; les points T, T', et le sommet C,
se réunissent en un seul point de la droite RS.
11 suit, du théoréme précédent, que les surfaces
coniques qui ont pour sommet commun , I'ex-
irémité de l'axe de révolution d'un ellipsoide,
et pour bases des sections planes quelconiques
de cet ellipsoide , sont coupées par un plan
perpendiculaire a laxe de révolution, suivant
des cercles; propriélé connue de Dellipsoide de
révolution, et qui résulte dela proposition plus
générale que nous venons de démontrer.

142. On avu (art. 126) que I'équation du
plan diamétral qui coupe lellipsoide suivant
un cercle, est :

‘Pr—P

pr—pr’

Péquation de cet ellipsoide étant :
Px* 4 P'y* 4 Plz> = 1.

Pour obtenir les coordonnées de l'extrémité
du diametre qui passe par les centres des
cercles, on remarque que ce diametre est dans

Z—=x
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le plan de la section principale qui a pour
¢quation :
Px* 4- Plz» — 1,
et quil est conjugué au diametre dont Péquation
est:

2= X

Menant une tangente a la section principale,
parallele a ce dernicr diametre , les coordonnées
x!, ¥/, 2! du point de contact sont :

P'—P
r — =+ P _
* VPP'P'/(P//-—P) ’
y =o,
) — P/
2 =4 P L L

PP’ PI (Pi— P)’

Ces trois valeurs prises avec les signes conve-
nables , déterminent la position des quatre
points, sommets des surfaces comiques qui
jouissent de la propriété énoncée (art. 140).

Ces trois valeurs deviennent pour I'hyper-
boloide a deux nappes, a cause de P’ el P/,
négatifs :

Pt P
! — 4~ Pl V
e PP'PI (P PNy’

y" =0 ’ |
z!' ==+ P V b+ P .
- PP'PI(P I PT)

Lorsque hyperboloide est & une nappe , les
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coordonnées des sommets sont imaginaires ;
ce qui est d’ailleurs évident, puisque (art. 135)
le diametre qui passe par les centres des cercles
de cette surface, ne la rencontre pas.

Des deux paraboloides, elliptique et hyper-
bolique , le premier senlement peut étre coupé
suivant un cercle, et le diamctre qui passe
par les centres de ces cercles coupe la surface
en un seul point, dont 'abscisse 2/ est (art. 127)
¢gale == (p —p'), équation du paraboloide
étant :

pe> - py*— hpp'x=o0,
Cest ce point qui est le sommet des surfaces
coniques, que les plans des sections circulaires
du paraboloide elliptique, coupent suivant des
cercles.

145. Tuiortme. Lorsquun céne est cir-
conscrit 4 une surface du sccond degré, la
courbe de contact est plane, quelle que soit

la position du sommet du céne par rapport a
la surface?

Démonstration, Sou I'équation générale de
la surface du second degré :
Ax'r 4= A'y'r 4 Al
(1) '+ 2 By'z’ 4-2B'x's' | 2 Blx'y’ y = K.
+2Cx +2Cy" +2Clz
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Le plan qui touche cette surface au point
(a!,y54), a pour équation (art. 196):

x (Adx’ 4 Bly'4- B'z" + C )
+5 (Bla’ A'y'+ B 4 C")
+ z (B'x! 4 By' 4 A"z'+4 C")
4+ Cx' 4Cy' 4 Clz'—K

— Oy

(2)

Soient f/, g, A les coordonnées du sommet
du céne, et supposons que le plan tangent
passe par ce sommet; Péquation (2) devient
pour ce point :

f(Ax' 4+ Bly 4 Bz’ 4C)
3) + g(B"2'+ A'y' + Bz’ +C') 1 o
i Ak (B'a! 4 By’ 4 Az’ 4-C")

+ Cx' 4 Cy  Clz'—K

Cette: équation (3) étabhit une relation entre
les coordonnées x/, y/, z’ des points de contact
de la surface ct des plans tangens a cette sur-
face , qu'on peut mener par le sommet du céne
(fs g, h); or, cle est lin¢aire en &, y/, 2/;
d'ou il'suit quun céne quelconque, circons-
crit 2 une surface du second degré, touche
cette surface suivant une courbe plane. On
aura 1'éguation du plan de cette courbe en
mettant dans Péquation (3), au lieu de 2/, »/, 7/,

les coordonnées =, ¥, z du plan ; ce qui donne:
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z (Af + B'g+ B'h +C)
+y (B'f+ A'g + Bh +C')
+ 2 (Bf + Bg + A"h+-C1)
+ € +Cg+Ch—K

== Q.

144. Au heu d'assujettir le plan tangent a
passer par un point (f, g, A), on pourait
exprimer quil est constamment parallele a une
droite. Solent x = az, ¥ = gz les équations
de cette droite. L'équation de condition qui
cxprime que le plan tangent représenté par
I'équation (2), passe par cette droite , est (art.
123 ) :

+ e (B'x! 4+ A4'y' 4 Bz’ 4 C')

- B'x' 4 By' 4 A"z'+ Cl
Or, un plan constamment parallele 2 une
droite, et qui se meut en touchant une surface
du second degré, engendre une surface cy-
lindrique qui lui est circonscrite; donc, la
courbe de contact de ces deux surfaces est
plane, et 'équation du plan qui la contient est :

% (Au+B'g+ B 4y (Bla4 A8 + B) f=o
+z(Bad B+ A" 4 Ca4- C'g 4 C -

w (A’ + By + Bz’ C ) }
=O,i

145. La propriété d’une surface du second
degré , d’éire touchée par un céne ou par un
cylindre, suivant une courbe plane, est une
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conséquence de la proposition démontrée (art.
122), que toules les sections paralleles d'une
surface da second degré, sont des courbes
semblables et semblablement placées. En effet,
par deux quelconques de ces courbes, on
peut concevoir une surface conique, puisque
le céne, ainsi que la pyramide, jouit de la
propriéié d’étre coupé par des plans paralleles
suivant des courbes semblables et semblable-
ment placées ; or, I'une de ces courbes restant
fixe , l'autre peut s’en approcher indéfiniment;
donc, lorsque les deux courbes seront réunies ,
le cone sera circonscrit a la surface du second

degré.

146. Tutortme (*). On suppose que trois
plans rectangulaires se meuvent en touchant
constamment unc surface du second dégré qui
a un centre ; le point d’intersection de ces trois
plans engendre une sphére concentrique a la
surface du second degré, dont le rayon est
¢gal a laracine carrée de la somme des carrés
des trois demi-axes ?

o

(*) Ce théoréme, dit 3 M. Monge, a été démontré par
M. Poisson, I¢r. vol. de la Correspondance , pag. 240.
C’est cette démonstration que nous rapportons ici.
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Démonstration. Soit P> =~ Ply> 4 Plzr =1,
I'équation de la surface du second degré. Les
trois plans rectangulaires touchent cette sur-
face en trois points dont les coordonnées sont:

/
pour le premier point, x', ¥y, z,
pour le second, xl, g, zI,
pour le troisiéme, ally g,z

et on a entre les neuf coordonnées des points
de contact:

Px'> . Ply's 4 Piz'
(1) Pl 4 Plyis 4 Plzin §— .

Pxlt12 + _P/‘ylllz + Pl Zltr2

Ces plans tangens ont pour équations (art.
143):
le premier, Pxx' - Plyy' - Plzz’
(2) le second,  Pxxl// -} Plyy! | Plzzl % =13.
le troisitme, Pxx 4 P'yy' 4. Pilzz
On exprime (art. 128 ) que ces plans sont per-
pendiculaires entre eux, par les équations de
condition :
Pﬁx/x” + P/?:y’yll + P.’Izz/ zh
(3) P2y’ x + 1)/23,.1‘),”/ -+ P2zt ztr ¢,
Pagligh . Proylytti 4 Pliagh zin
Supposons maintenant qu'on ait :
Px,::a’ Px//:_—:a” Px”l:a//,
P’_y' — b , _p/y//:__ b! R P’y’" —U ’
Pz —=¢, Plel=¢", Pight — clly
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a’ + b’z +C7 — Ro
/z + b/a + C/z —_— RI?
I/z + b//z + clla — Rllz

Les systemesd’¢: uutions (1),(2) et (3) deviennent:

)

a’ (')'x c?
T BN S A
a’? b c’?
) Tt =1
i all bl ol
I R A
ax 4+ by 4+ ¢z =1,
(6) { dx + by 4+ dz=1,
ale 4 by + "z = 1.
aa’ 4 b0 4 cc’ = o0,
() aa 4+ oo 4 ¢l =o,

a'a 4 0’6" 4 ¢'¢" =o.
Les deux systémes d’équations (4) et (7) sont
(art. 82) équivalens a ces deux-ci:

a’ alz allz
T L T
b> bl: b

) m TR T T
c? clm cl/.z‘
il + R + Ri» — 12
ab o'l al bl
H‘z + Hllz :0’
ac a'c’ al clt

(9) R= 1 R/ + Ri> =0,
be b'c! bt
Rz + R/'). + RI[}. 0
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Cela posé, la question consiste a ¢liminer
des équations (6) des plans tangens, les coor-
donncées des trois points de contact. Pour ef-
fectuer cette élhimination , élevons au carré les
équations (6), apres avorr divisé la premiere
par R, la seconde par ', et la troisieme par R ;
ajoutons eunsuile ces cariés, et nous aurons,
a cause des équations (5) et (g) :

1 I I
x +y +z - R> +R/z +Rlli'

Ajoutons les équations (5), apres avoir di-
visé la premiere par 1%, la seconde par R, et
la troisicie par I'/*; on aura, & cause des
¢quations (8) :

1
mtrtrm=p Tt

donc

i I I I
xu+y2+22= P + P’ +P// b

¢quation d’une mhcre da rayon . . . . . ..

I/- + P/I

perboloide , une ou deux des quantités P, P/, P!
sont négatives, et la rdalit¢ du rayon de la
sphere dépend du signe et du rapport arith-
métique de ces quantités. Si on avait :

le cas de I'hy-
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b 4 I I
P tE=e

il 0’y aurait qu’un seul point par lequel on
put mener trois plans tangens rectangulaires,
et ce point serait le centre de la surfice,
puisqu’on aurait :
x* -yt zt=,
ou
x=o0, y=o, z=o0.

147. Lorsque la surface du second degré
n’a pas de centre, ou plutdt lorsque le centre
est a l'infini, la sphere engendrée par le point
d’'intersection des trois plans rectangulaires tan-
gens, devient d'un rayon infini, cest-a-dire
qu'elle se réduit a un plan.

Pour déterminer la position de ce plan ,
substituons dans l'équation de la surface.. .
Px~=Ply»4=Pllz2 =1, pour P, P’ et P leurs

1 X T
valeurs prak By vat Base
les diametres principaux de la surface). Prenant
pour origine des coordonnées, l'extrémité de
I'un de ces trois diametres, par exemple du
diametre 2 a, rapportons la surface a trois nou-
veaux axes paralleles aux diametres principaux.

(2a, 2b, 2¢ étant

Les nouvelles coordonnées x/, 3/, 5/ d’un point
quelconque de la surface, seront:
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& ==x-+t+a, y =y, z' = z.
L’équation de la surface deviendra :

( —a):

az

J,Ia zlz

+62+cz=17

ou, supprimant les accens des lettres &/, y/, 2’ :
berx® — 2abc’x 4 ca’y? -} @*b*z* = o.
Nommant p et p/ les distances de l'origine
des coordonnées aux foyers des sections prin-
cipales, mesurées sur le grand axe 2a, on a:
b* =2ap —p*, = 2z2ap —p'.
Substituant ces valeurs dans la derniere équa-
tion, elle devient :

(2ap—p*) (2ap —p'*) { 22— 202} }.:o.
4oy (2ap' —p'*) + a2z (2ap —p*) |

Divisant tous les termes par 2a3;

{2 pp,_-;(po,p.l_,_pprz) +pzplzk 5 x° _2x} |

a 2a*§ | a 0.
S . e o
+rYy —— -+ p= =

Lorsque le centre de la surface est situé a
une distance infinie de Pextrémité du diametre
principal 2a, ce diametre principal devient
infini, et I'équation de la surface se rédun a
celle-ci, qui comprend (art. 111) les deux pa-
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raboloides :
pe* - py* — 4pp'x = o.
En rapportant la sphere décrite par le point
d’intersection des trois plans rectangulaires, aux
nouveaux axes , I'équation de la sphere devient:

X 20X Fy* F 2 = = 20p — p*t~ 2ap’ — p.

Lorsque lec diametre 2« est infini, cette équa-
tion se réduit a celle d'un plan perpendicu-
laire 4 ce diametre :

x==pxp.

Le signe — pour le paraboloide elliptique, et
le signe -}~ pour le paraboloide hyperbolique.

148. Turoatme. ZLe volume du p‘ai*alléli-
pipede circonscrit a une surface du second
degré, est conslant, quelle que soit la direction
des arétes de ce parallélipipede?

Démonstration. Soient trois diamétres con-
jugués 2 f> 28, 2h. Les six plans tangens
a la surlace du second degré, menés par les
extrémiiés de ces trois diametres, sont paral-
leles deux & deux, et comprennent le paral-
lélipipede circonscrit, Or, on a démontré (art.
107) que le volume du parallélipipede oblique
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cotistruit sur les trois demi-diametres f, g, 4,
est égal au parallélipipede rectangle construit
sur les trois demi-diametres principaux a, b, c;
dounc tous les parallélipipédes circonscrits sont
égaux en volume , et I'expression de ce volume
est 8abc.

§. VL

De la Discussion des Equations numeériques
du second degré a trois variables (1).

149. Lobjet de cette discussion est de re-
connaitre la forme et la position d'une sur-
face du second degré, représentée par une
équation dont tous les termes ont pour coef-
ficiens des nombres donnés. Quelle que soit
cetle équation , elle sera comprise dans I'équa-
uon générale (art. g5):

dxr 4 Ayy 4 ANz
(1) 4 2Byz 42 B'xz 4 2 Blzy =K.
+2Cc 420y 4-2Clz

Les surfaces du second degré, représentées

(1) Ce mode de discussion est I'objet d’un article de

M. Petit, inséré dans la Correspondance, tom. 2, p. 324.
10
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par cetie équation générale, se divisent d'abord
en deux classes; la premiere comprend les
trois surfaces qui ont un centre : 'Ellipsoide ,
UHyperboloide & une nappe, UHyperboloide a
deux nappes ; la seconde, les deux surfaces
gui n’ont pas de centre : le paraboloide ellip-
tigue , et le paraboloide hyperbolique. De ces
cing surfaces, les quatre premieres peuvent
étre de révolution. Elles comprennent comme
cas paruculier, la sphere, le cone, les cy-
lindres qui ont pour bases les courbes du
second degré , le systtme de deux plans qui
se coupent ou qui sont paralleles, et le point.
Nous allons exposer une méthode générale
pour reconnaitre a quelle espece ou a quel cas
particulier des surfaces du second degré, on
doit rapporter la surface dont I'équation est
donnée.

150. Comparant I'équation proposée & 'équa-
tion (1) (art. 149), on formera les équations
(art. g7) qui déterminent les coordonnées
«, B, » du centre de la surface:

Aa+B'g By +C =o,
Blo+4 A8+ By +C =o,
Ba £ Re 4 A"y 4-Cl =0,
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Chacune de ces équations étant linéaire ; elle
représente un plan, et un point quelconque
de ce plan a pour coordonnées «, g, 5. On
trouvera, pour ces trois coordonnées, ou des
valeurs finies ;, ou des valeurs indéterminées,
ou des valeurs infinies. Examimons successi-
vement ces lrois cas.

1o, Les valeurs des trois coordonnées du centre
de la surface sont finies.

Soient «, B, 9 les coordonnées du centre
de la surface, pris pour origine des coordon-
nées. En supposant (art. g7):

A+ A4 Ay
4 2By} 2B'ay 4 2 Blag =—H;
+ 2Cax 4208 4 2Cly —K

Iéquation générale (1) (art. 149) devient :
Ax> 4 A'y* 4 Az 2 Byz4-5B'xz+2Blzy=H. (E)

Ayant nommé a, b, ¢ les demi-diametres
principaux de la surface, et rapportant la sur-
face a ces diametres, on a pour équation de
la surface (art. 105 et 106):

I . 1 I
— —_— RS 2 ——y
n*x+b*‘y+_?:iz'4l’
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ou |
Px» 4 Ply> & Plz* = 1.

Désignant par I* (art. gg et 100) l'un quel-
conque des carrés «*, b*, c*, ct supposant
R . a’ b c?
—— =, les trois quantités y ——
H=" 1 H H 'H

sont données par P'équation (1) (art. 100). St

’ . I 1
dans cette équation (1) on met — 4 la place
de s, elle devient:

B—tr(Ad4 A 4 4Y)
4t (AA' 4-A Al - AAV—B*—B'*—B"*) »=o0; (I)
4 AB'A'B" 4 AIB— A A’ AV—2 BB B¥
Nommant ¢, ¢/, ¢t les trois racines de cetle
¢quation (I'), on a:

2 II ba H cr —
ou a== — T’ — T ?
1 t I ' 1 i
Y o — = — Ry L p—
at =P= H’ b =F H’ ¢ 5

Les Lrois quantités P, P!, P/’ éiant (art. 106)
toujours réelles, les racines ¢, ¢/, ¢/ le sont
aussi ; d'ou il suit quon pourra faire usage
de la regle de Descartes pour connaitre le
nombre de racines positives et négatives de
Véquation (1) (voyez Complément des Elémens
d’Algébre , de M. Lacroix, 3¢, édit., pag. 67).
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Suivant cette regle, le nombre des racines po-
sitives sera le méme que celui des variations
de signe des termes successifs, et le nombre
des racines négatives sera ¢gal a celui des per-
manences dans les signes de ces termes. Les
signes des racines de I'équation (I') détermi-
neront ceux des quantités P, F/, P/l Ou ces
trois quantités seront positives, ou deux seront
positives et une négative , ou deux seront ne-
galives et une positive , ou enfin elles seront
tountes trois négatives.

Dans le premier cas, la surface est un ellip-
soide (art. 115); dans le second (art. 116),
un hyperboloide a une nappe ; dans le troisieme
(art. 117), un hyperboloide a deux nappes;
dans le quatrieme cas, la surface est imagi-
naire ; car il est évident que toutes les va-
lears réelles de x, », z rendant la quantité
Pxr - F'y» - Pz négalive, il sera impossible
de satisfaire a l'équation

Px* 4 Py - Plz> =1,
151.  Ayant substitué dans le terme — /A4
(art. 150) les valeurs 4, 8, o (art. g7) des

coordonnées du centre de la surface, 1l peut
arriver que ce terme scit nul. Alors I'équation
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(E) (art. 150) devient :
Ax* 4+ A'y* A"2* -2 Byz |- 2B’ xz 42 Blay=—o0. (E’)

Cette équation appartient évidemment a un
céone , dont le sommet ou le centre est a
Porigine des coordonnées. En effet, supposant

x

le rapport — égal 4 une constante, I'équa-
Vq

. - . 4 ;
tion (E') fait voir que le rapport — sera aussi

constant. Ces deux rapports ne varient pas
pour les points du céne situés sur une méme
droite, passant par le sommet.

Si I'équation (£’) ne contient que les trois
premiers termes Ax*, Aly*, A''z*, et si les
coelliciens de ces termes sont de méme signe,
Véquation proposée appartient 4 un point.

2°, Les wvaleurs des trois coordonnées du
cenire sont indéterminées.

152. Dans cc cas, les trois équations li-
néaires (art. 150), entre a, B, o, se rédaisent
a deux ou a une seule. Supposons qu’clles se
réduisent & une seule, ceite équation unique.
représente le plan des centres, et équation
proposée est le produit de deux facteurs li-
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néaires en x, y, z qui appartiennent a deux
plans paralleles au plan des centres, et situés
a égales distances de ce dernier plan.

Lorsque , des trois équations linéaires en
«, B, v, l'une quelconque cst une suite né-
cessaire des deux autres, elles appartiennent
4 deux plans, et tous les points de la droite
intersection de ces deux plans, peuvent étre
pris pour le centre de la surface. Dans ce cas,
la surface proposce est un cylindre ou le sys-
téme de deux plans, cest-a-dire un cylindre
qui a pour base le systéme de deux droites.
Coupant la surface proposée par l'un quel-
conque des trois plans coordonnés, on dé-
termine la ligne qui sert de base & la surface
cylindrique , par la regle connue (voyez Traité
des Courbes , de Biot, pag. 250, 5¢, édition ).

1l est dailleurs évident que les trois équa-
tions qui donnent les coordonnées du centre,
ne peuvent jamais étre satisfaites indépendam-
ment de toute valeur de «, g, 3; car il fau-
arait alors que tous les coefliciens du premier
membre de I'équation proposée fussent nuls
ce qui est absurde.
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30, On suppose les coordonnees du centre
infinies.

153.  On coupera la surface proposée par
un plan. Si, quelle que soit la position du plan
sécant , la section ne peut pas étre une hyper-
bole, Péquation donnée représente (art. 120)
un paraboloide elliptique ; si la section ne peut
pas étre une ellipse, I'équation donnée repré-
sente un paraboloide hyperbolique. Si la section
est toujours une parabole , la surface proposée
est un cylindre parabolique.

154. Les calculs préparatoires nécessaires
pour la discussion des surfaces du second degré
se réduisent donc & former les trois équations
linéaires (art. 150) qui donnent les coordon-
nées «, B, o du centre de la surface, et
Iéquation I’ (art. 150), dont les racines dé-
terminent les signes des coefliciens P, P/, P/
de Péquation

Px* Py 4 Pliz? = 1.

On complettera cette discussion en formant
les équations de condition (art. 114) qul ex-
priment quune surface est de révolution,
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et les équations qui représentent l'axe de ré-
volution. Cependant il sera inutile de former
ces ¢quations, lorsqu'on aura reconnu que la
surface proposée est un paraboloide hyperbo-
lique, un cylindre a base hyperbolique ou pa-
rabolique; car il est évident (art. 120) que
ces sarfaces ne peuvent pas étre coupées sui-
vant des cercles , et leurs équations privées des
trois rectangles ne satisfont pas a la condition
trouvée (art. 114).

FIN.
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NOTES.

Ire,

Sur la transformation des coordonnées rectan-
gulaires en d’autres coordonnces rectangu-
laires, pag. 126, art. 85.

Des neuf constantes e, a’, a”, %, ¥/, b", ¢, ', ¢/, trois
étant données, on calcule les six autres. La symétrie du
calcul dépend du choix des trois premiéres constantes.
M. Monge a effectué ce calcul, en prenant pour données
les trois cosinus @, &, ¢, qu’on a désignés (art. 36) par
cos (x, x'), cos (¥, 9'), cos(z, 2’ ). Nommant rle
rayon des tables , et faisant pour abréger:

rd+a-b =M,
rdwad- b —cl =N,
re—mag b —c'=2P,
r—a—UY-+cl=¢Q,
on trouve:
LI WRLERYS v,
a——-2 AP+2 ‘/1’/@7
y = VNP — L VI

2
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c :::—%—- V@N—i———;—- \/ﬁ—ﬂ",
a”:-—;—- \/_Q—N—"—;*- ‘/m):
b//:-;- \/Y’_Q-}.-—i— VMN ,

¢ = — V/PQ — — V/JN.
2 2

Ces formules ont été publides dans un Mémoire de
M. Monge, qui a pour titre : « Expression analytique de la
génération des surfaces covrbes. » (Mémoires de I'Aca—
démie de Turin, années 1784 et 1785).

M. Carnot a donné, depuis longtems , une solution de
ce probléme :

La pousition d’un point étant déterminée dans lespace
par trois coordonnées quelconques , faisant entre elles des
angles donnés , on propose de changer les directions de ces
coordonnées , en supposant que l'on connaisse l'angle que
Jait chacune de ces nouvelles coordvnnées par chacune des
anciennes.

( Poyez le Mémoire sur la relation qui existe entre les
distances respectives de cinq points quelconqgues pris danis
Pespace. In-4e. Paris, 1806.)

Les propositions (art. 6o ct 69) que M. Carnot a pu-
bli¢es , en 1803, dans sa Géométrie de position, pag. 304,
et qui ont été, selon ce savant, découvertes dans le
méme tems par M, L’huilier de Genéve , servent de base
4 cetle solution.
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Trigonométrie sphérique, pag. 136, art. 99,

Pour trouver la relation entre les lignes trigonomé-
triques des angles formés par quatre droites données, qui
concourent vers un méme point, concevons un parallé-
lipipéde dont les arétes et la diagomale soient dirigées
suivant les droites données. Nommonsf, g, &, k les lon~
gueurs des irois arétes et de la diagonale , on a (art. 62)
Péquation :

k*=fr4-g"4-h*-}-2fgcos(f,8)-+2fhcos( f, ) +28hcos(g,h),
ou, en divisant les deux membres par 4* :

__-j:v 2 h'a
I"""-—2+ k;+ /i-z

-+ fgco (ﬁg)+_i_cos(ﬁh)+%%’-lcos(g, k).

(1)

Remarquons que deux faces paralléles du parallélipipede,
comprennent eutre elles I'une des trois ardtes £, g, k, et
la diagonale k; d’oit il suit qu’on a pour expression de
la distance de ces faces paralléles, deux valeurs: d’olt ré—
sultent les équations suivantes.

fsin(f, gh) =ksin (k, gh),
(2) gsm (g, fh)="Fsin(k,fRh),
- hsin (h, fg) =ksin (&, fg).

. , . k
Tirant de ces équations (2) les valeurs de ‘7—-, 7 T
¢ s
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et les substituant dans I'équation (1), ona:

it (kygh) | siw (hy fh) | osine (K, [z
~osint (f, gh) " osin® (g, /h) " sin*(h, f5)
. sin (k, gh)sin (k, fh
"’1“2‘305(]?6')'5;(1 Ef,§h§5i11ég,§h; $
sin (k, gh)sin (k, fg) )
sin (f,gh)sin (h,fg)
sin (k, fh)sin (K, fg)
sin (g, fh)sin(h, fg) J

Des quatre droites £, g, k, k dont la direction est con-
nue, une séule étant donnée , les trois autres sont déter—

4 2cos (f, B).

+2cos (8, 4)-

minées par les équations (2).

Par le point de conceurs des quatre droites donndes ,
élevons des perpendiculaires aux plans des trois faces du
parallélipipéde , qui passent par ce point. Considérons ces
perpendiculaires, comme les arétes d’un second parallé-
lipipéde , qui a méme diagonale que le premier. k éiant
cette diagonale commune, soient F, G, H, les arétes
du second parallélipipéde, perpendiculaires aux faces du

premier (gk), (fh), (fg). On a les équations:

F G* H-
I—_k7-+kz+]iz

2FGcos(F,G) 2FHcos(F,H) 2 GH cos (G, H)
k> + k> + k> :

Fsin (F,GH) = ksin (k, GH),
(2') {

Gsin (G, FH)=ksin(k, FH),

Hsin (H, FG )= Fksin (k, FG).
Lesangles( F, G), (F, H), ( G, ), sont évidem-
ment égaux & ceux-ci: (gk, fh), (gh, /8) (fP)/8)s



( IP' 5 ‘)

N

Les plans (GI), (FH ), ( FG )sont respectivement per-
peadiculaires aux arétes f; g, & dupremier parallélipipede
d’otril suit que les angles ( F', G ), (G, FA), (I1,FG)
sont égaux aux angles (g%, f), (f/z » &) (fg, k). Les
trois angles (k, GH), (k, FH). (k; FG) sont les
complémens des angles (%,/), (%, g) (k, k). Ces
¢galités d’angles changent les équations (2) en celles-ci :
F _cos(kyf) G cos (%, g) H _ cos(k, k)
&k cos (gh,f) Tk = sin (h, g) k  sin(fg,h)

Substituant ces valears dans équation (17), elle devient :

__cos (k, f)+cos’(/f,g) cos®*(k, k) |
Tsin?(gh, f) | osin* i fh,g) U osin(fg, k)

2cos (ky f)cos (b, 8)
— e cos (gh, [P
sm(gh,f)sm(f/z,g) (gh s /h) ,
acos (k, f)cos(k, h) (a')

Sin(gh 7f) sin (fg ’ 7;) o8 (g}l afé’)
cos (S, f5)-

2cos (k,g)cos (k,h) ,
sin (fh, g, sin(fg,h) J

Une quelconquedes quatre droites données peut étre con-

sidérée comme la diagonale que nous avons désignée par
la letire %; d’out 1l suit que les lignes trigonométriques des
angles qu’une droite forme avee trois autres droites , sont
lides entre elles par huit équations,, dont quatre sont sem-
blables & I'équation (), et les quatre autres sont semblables
a Péquation (a@’). Les deux équations (a) et (a’) ont été
données par M. Francais, et imprimées dans la Corres-
pondance , tome 1°%., page 343. Je me suis seulement
proposé de faire voir comment on pouvait déduire de la
méme considération de géoméirie les quatre systémes
d’équations analogues aux équations connues (a) et (a’).
( Note lue & la Société philomatiqne. Mai 1813.)
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HI.

Des relations entre les différens systémes de
diamétres conjugués d'une surface du second
degré. ().

L’équation de Pellipse rapportée & ses diamétres con-
jugués 2 f et 28, est, comme on sait :

g+ Ly =S8

En transformant les coordonnées obliques 2/, 4/ en coor-
données rectangulaires x, y , et exprimant que I’équation
transformée est identique avec I’équation de I'ellipse rap-
portée & ses axes principaux, on obticnt les relations sui-
vantes :

(1) a* = f?cos’« -} g%cos’B,

(2) b* = fsin’« -} g*sin?@,

(3) ab = fg sin (a —8),

{4) S?*sinacos « 4 g* sin g cos g =o,

2a et 25 représentant les axes principaux de Dellipse,
« et 8 les angles que les diametres conjugués 2 fet 28 fons
avec 'axe 2 a.

L’équation (3) démontre la proposition connue, que le
‘parallélogramme construit sur deux diamétres conjugués,
est constant et égal au rectangle construit sur les axes.
Ajoutant les équations (1) et (2}, on trouve :

(5) @b =f 4 g
c’est-a-dire que la somme des carrés des diamétres con-
jugués est constante.

;1) Les dérnonstrations contenues dans eette Note sont de M. Petit,

Document numérisé par la Bibliothéque universitaire Pierre et Marie Curie - UPMC - Cote : 60 HAC 13



( 256 )

Menons par 'origine des coordonnées un troisiéme axé
des z perpendiculaire au plan de Dellipse, et nommons
@, ¥, 7 les angles qu'une droite quelconque D fait avec
les axes des x; des y , et des z, les projections du demi-
diamétre f sur ces axes seront f cos a, f sin «, o celles
du demi-diamétre g sur les mémes axes seront g cos 8,
g sin 8, o. Donc en représentant par f” et g/, les pro—
jections de f et de g sur la droite D, on aura (art. 63) :

[ = fcosa.cos ¢ -+ fsin e.cos 4,
8’ =g cos B.cos ¢ -}~ gsin B.cos .
Carrant ces deux équations, les ajoutant, et réduisant au

moyen des équations (1), (2), (4), ona:
(6) S'* + g'* = a* cos* ¢ + b cos® Y ;

ce qui démontre la proposition suivante :

La somme du carré des projections de deux diamétres
conjugués d’'une ellipse sur une droite prise a volonté, est
constante , quelle que soit la direction des diamétres con—
Jugués projetiés.

Les résultats que nous venons d’obtenir pour lellipse,
s’appliqueront i ’hyperbole, en changeant dans les équa~

tions précédentes b en b \/:—x

Il est facile maintenant d’étendre ces propositions aux
surfaces du second degré. Pour cela considérons un pre—
mier systéme de trots diamétres conjugués d’un ellipsoide,
et représentons-les par les trois lettres f, g, A. Désignons
par [, g", A" un second systéme de diamétres conjugués
de la méme surface, entiérement indépendant du premier.
Nous allons prouver que les deux systémes (f, g, £)
(f", g, k") sont compris dans une série de systémes de
diameétres conjugués, tels que deux successifs auront un
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diamétre commun. Observons d’abord que le diamétre /,
par exemple, restant le méme, les deux autres diamétres
g et k peuvent varier d’une infinité de maniére, en les
assujétissant seulement a étre conjugués 'un & P'autre dans
la section dont le plan est conjugué i ce diameétre f.
Cela posé, concevons par le diamétre f du premier sys—
téme , et par le diamétre g/ du second systéme, un plan
qui coupe le plan de g et de & suivant un diamétre g’
appellons %’ le conjugué de g’ dans le plan de g et de /.

On aura aussi un systéme f, g/, A’ qui aura le dia-
meétre f commun avec le systéme f, g, k.

Le plan des trois demi-diameétres f, g/, g/ étant évi-
damment conjugué au diamétre A’, on pourra substituer
aux diamétres f, g7, le diametre g# et son conjugué dans
le méme plan, que nous désignerons par f7. Nous ob-
tiendrons par 13 un treisiéme systéme de diamétres con-
jugués h’, g, f’, qui aura avec le précédent le dia-
meétre A’ commun , et ce dernier aura aussi un diameétre
commun g" avec le second systéme donné (7, g/, h").
D’aprés cela il est facile de voir que les propositions que
nous allons démontrer pour deux systémes de diametres
conjugués qui auront un axe commun, sappliqueront 2
deux systémes indépendans 1'un de lautre.

17¢. ProPOSITION. Le parallélipipéde construit sur les
diamétres conjugués d’un ellipsoide , est constant.En effet,
ces deux systémes ayant un axe commun, les deux paral~
lélipipedes correspondans auront une aréie commune, et
les parallélogrammes formés par les deux autres, seront
équivalens comme construits sur les diamétres conjugués
d’une méme ellipse.

2%, La somme des carrés des diamétres conjugués d’un

17
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ellipsoide , est constante. Cette proposition est évidente,
"puisque ces deux systémes ont un axe commun, et que
les deux autres diamétres de chaque systéme sont con-
jugués a une méme ellipse.

3e. La somme des carrés des projections des diamétres
conjugués d’un ellipsoide sur une droite quelconque donnée
de position , est constante. Cette proposition n’est pas
moins évidente que la précédente.

4¢. La somme des carrés des faces du parallélipipéde ,
construit sur les diamétres conjugués d’un ellipsoide , est
constante. Représentons par f, g, k le premier systéme,
et par f, g/, I’ le second systéme, auquel nous suppo-
sons un diamétre f commun avec le premier. Les dia—-
métres (geth), (g'eth’) sont conjugués a une méme
ellipse. En les projettant sur le diametre f, on aura d’aprés
ce qui a été démontré :

87c0s*(f,8) -+ hcos*( foh)=g""cos*( f,8") --h'>cos*( f, h').
Retranchant cette équation de g* 4 h* = g’* 4 A’
on aura :
gisin?( f, &) -Fhrsin®( f, B)=g'*sin*(f, ") A *sin>( f, A').
Multipliant cette derniére par f*, et ajoutant I’équation
démontrée :
ghsin* (g, k) =g’ h'’sin*( g’, h'*),
onobtiendra I'équation qui renferme la proposition énoncée.
Les quatre propositions démontrées ci-dessus, ainsi que
les conclusions tirées de la comparaison des équations (8),
(9), (art. 107), sont applicables aux autres surfaces du
second degré qui ont un centre, en observant de prendre
négativement les carrés des diuncétres conjugués imagi-
naires.
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Iv.

(Surfuces du second degré; Théoréme de
M. Monge , pag. 233, art. 146.)

Ce théoréme est une conséquence de la proposition sui-
vante : Le sommet d’un angle droit, dont les cdtés touchent
constamment une courbe du second degré , décrit une cir-
conférence de cercle. En effet, supposons que la surface du
second degré soit enveloppée par une infinité de cylindres.
Chacun de ces cylindres (art. 144 ) la touche suivant une
courbe plane. Concevons que deux plans perpendiculaires
entre eux se meuvent,, en touchant constamment 'un des
cylindres circonscrits a la surface du second degré ; la droite
intersection de ces plans engendre évidemment un autre
cylindre; or, quel que soit ce dernier cylindre, un plan
perpendiculaire 3 ses arétes qui touche la surface du
second degré, le coupe suivant une circonférence de cercle,
et tous les points de cette circonférence appartiennent a
la surface qui est engendrée par le point d'intersection des
trois plans rectangulaires tangens ; donc il y a une infinité
de plans diversement inclinés, dont chacun contient un
cercle de cette surface; d’ou il suit que tous ces cercles
appartiennent i une sphére.

Fin des Notes.
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