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THÈSE DE MÉCANIQUE. 

É T U D E S S U R L E S É T A T S V I B R A T O I R E S D ' U N E C O U C H E S O L I D E , H O M O G È N E 

E T D ' É L A S T I C I T É C O N S T A N T E , C O M P R I S E E N T R E D E U X E L L I P S O Ï D E S 

I I O M O F O C A U X . 

L o r s q u e , d a n s l ' é t u d e des états v i b r a t o i r e s d ' u n c o r p s h o m o g è n e et 

d 'é las t ic i té c o n s t a n t e , o n se b o r n e à la r e c h e r c h e des m o u v e m e n t s 

p e r m a n e n t s et p é r i o d i q u e s , o n sait q u e les v i b r a t i o n s se p a r t a g e n t en 

d e u x c la s ses , les v ib ra t ions longitudinales et les v ib r a t i ons transver

sales [*]. Les p r e m i è r e s , p e r p e n d i c u l a i r e s a u x o n d e s p l anes d é v e l o p 

pées p a r l ' é b r a n l e m e n t , se p r o p a g e n t avec u n e vitesse u n i f o r m e p l u s 

g r a n d e q u e celles des s e c o n d e s , q u i r e s t en t pa ra l l è l e s à ces m ê m e s 

o n d e s . Si l ' on i n t r o d u i t ces d e u x vitesses d e p r o p a g a t i o n , q u e n o u s d é 

s ignerons avec M. L a m é p a r Ω e t ω d a n s les é q u a t i o n s a u x différentielles 

par t ie l les q u i rég issent les pe t i t s m o u v e m e n t s i n t é r i eu r s d u c o r p s , on 

o b t i e n d r a les é q u a t i o n s différentielles q u i d é t e r m i n e n t les m o u v e m e n t s 

v ib ra to i r e s de la p r e m i è r e c l a s s e , d o n t la pé r iod ic i t é d é p e n d de Ω, en 
a n n u l a n t les coefficients d e ω ; cel les qu i d é t e r m i n e n t les v ib r a t i ons d e 

la d e u x i è m e classe, d o n t la pé r iod ic i t é d é p e n d de ω, se t r o u v e r o n t en 
e x p r i m a n t q u e la d i la ta t ion est n u l l e . 

P a r t a n t des é q u a t i o n s d e l 'é last ici té d a n s u n sys tème d e c o o r d o n 

nées curv i l ignes q u e l c o n q u e s , j e d é m o n t r e q u e les é q u a t i o n s q u i r é -

(*) Leçons sur la théorie mathématique de l'élasticité, par M Lamé , page 137. 



gissent les m o u v e m e n t s i n t é r i eu r s a p p a r t e n a n t à l ' u n e ou à l ' au t r e 

classe s e r o n t e n t i è r e m e n t c o n n u e s l o r s q u ' o n au ra in tégré l ' équa t i on a u x 

différentielles par t ie l les 

C é tan t u n e c o n s t a n t e e t A 2 F le p a r a m é t r e différentiel d u s econd o r d r e 

d e la fonct ion F . 

C e t h é o r è m e est d o n n é p a r M. L a m é p o u r le cas d e s c o o r d o n n é e s 

rec t i l ignes [*] . 

J ' é t ud i e ensu i t e les é ta ts v ib ra to i r e s d ' u n e c o u c h e h o m o g è n e et 

d 'é las t ic i té c o n s t a n t e , c o m p r i s e e n t r e d e u x e l l ipso ïdes h o m o f o c a u x , 

en m e p l a ç a n t d a n s les c i r cons t ances su ivan tes : l ' e n v e l o p p e est e n 

t o u r é e d ' a i r , et les forces qu i o n t p r o d u i t l ' é b r a n l e m e n t initial o n t été 

app l i quées n o r m a l e m e n t à la sur face . Je m e b o r n e r a i à l ' e x a m e n des 

v ib r a t i ons l o n g i t u d i n a l e s . 

§ I. 

Les équations qui régissent les vibrations Longitudinales et transver

sales seront entièrement connues lorsqu'on aura intégré l'équation 

aux différentielles partielles 

Écr ivons d ' a b o r d les é q u a t i o n s généra les de l 'é last ic i té en c o o r d o n 

nées curv i l ignes . 

Soient 

trois sys tèmes d e surfaces o r t h o g o n a l e s 2 à 2. 

\*} Leçons sur la théorie mathématique de l'élasticité, par M. Lamé, page 144-



L e p a r a m è t r e différentiel du p r e m i e r o r d r e sera 

d e v a n t avoir les va l eu r s 1, 2, 3 . 

L e p a r a m è t r e différentiel d u second o r d r e d ' u n e fonct ion q u e l 

c o n q u e o d e x,y, z, e x p r i m é e en p1, p2,p3, est 

E n un p o i n t M (x,y,z) o u [p1, p 2 , p3), les t ro i s surfaces se c o u p e n t 

su ivant t ro is c o u r b e s q u e l ' on appe l l e axes curvilignes, et q u e je 

dés igne ra i pa r s1, s2, s3. 

L ' a x e des s t , in te rsec t ion des surfaces p2 e t p 3 , est n o r m a l à 

la sur face p, ; les axes des s2 e t des , s 3 j o u i s s e n t de p r o p r i é t é s a n a 

logues . 

N o u s d é s i g n o n s p a r R 1 , R 2 , R 3 les p ro j ec t ions d u déplacement , d u 

po in t M su r les n o r m a l e s respect ives a u x surfaces p1, p2, p 3 . 

L a dilatation au po in t M sera d o n n é e p a r la f o r m u l e 

( 3 ) 

Les é q u a t i o n s qu i e x p r i m e n t les lois d u d é p l a c e m e n t m o l é c u l a i r e 

s e r o n t 

[*] Mémoire de M. Lamé sur les coordonnées curvilignes (Journal de Mathéma
tiques, tome V ) . 



(4) 

F 1 , F 2 , F 3 son t les c o m p o s a n t e s , su ivan t les axes des s1, s2, s3, des 

forces ex t é r i eu re s q u i agissent s u r la masse d u c o r p s ; 

à est la dens i té d e ce m ê m e c o r p s , 1 et p. s o n t d e u x c o n s t a n t e s q u i 

p e u v e n t se d é t e r m i n e r p a r l ' expé r i ence p o u r c h a q u e c o r p s . 

Si l ' on mu l t i p l i e la p r e m i è r e é q u a t i o n p a r et q u ' o n la différentie 

p a r r a p p o r t à p, ; 

Si l ' on m u l t i p l i e la d e u x i è m e é q u a t i o n p a r et q u ' o n la diffé

ren t i e p a r r a p p o r t à p , ; 

Si l ' o n m u l t i p l i e la t ro i s ième é q u a t i o n p a r et q u ' o n la diffé

ren t ie pa r r a p p o r t à p3 ; 



(6) 

E t q u ' o n a jou te les r é s u l t a t s , o n a r r i ve à la f o r m u l e r e m a r q u a b l e 
q u i régi t la d i l a t a t ion : 

( 5 ) 

L a force é l a s t ique q u i s ' exerce en u n p o i n t M su r les é l é m e n t s p l a n s 
r e s p e c t i v e m e n t p e r p e n d i c u l a i r e s a u x axes des s1, s2, s3, a p o u r c o m 
p o s a n t e s , su ivan t 

l'axe des st, l'axe des siS l'axe des ss, lorsque l'élément plan est perpendiculaire. 

à l ' axe des s1, 
à l ' axe des s2, 
à l ' axe des s3. 

Les s o n t d o n n é e s p a r les f o rmu le s 

( 7 ) 

( 8 ) 

Ces f o r m u l e s se t r o u v e n t d a n s le M é m o i r e d e M. L a m é , insé ré d a n s 
le Journal de Mathématiques, t o m e V I , 1841 ; il n ' y a d ' a u t r e m o d i 
fication q u e r e l a t i vemen t a u x c o n s t a n t e s X et p., p u i s q u ' i l est i nd i spen 
sab le d ' a d m e t t r e q u e ces coefficients s o n t i n é g a u x . 

Enfin on a e n c o r e le g r o u p e d e fo rmules : 

( 9 ) 



j z son t Ses c o m p o s a n t e s de la fo rce é las t ique e x e r c é e en un 

poin t M sur l ' é l é m e n t p lan s? , ce t te fo rce é tant r a p p o r t é e à l 'un i té de 

s u r f a c e ; 77?., n, p son t les c o s i n u s des ang le s q u e la n o r m a l e a la sur 

face v> fait a v e c les a x e s s,, s2, s3. 

C e s f o r m u l e s j o u i s s e n t d ' u n e t r ip le p r o p r i é t é : 

1°. C e sont les équations à la surface; 

2°. E l l e s d o n n e n t les c o m p o s a n t e s de la fo rce é l a s t ique exercée sur 

u n é l é m e n t p l a n q u e l c o n q u e passan t p a r le po in t M , en fonct ion de-: 

K , t ; . ; 

3°, E l l e s d é m o n t r e n t ce t h é o r è m e r e m a r q u a b l e : 

Si, en un même point d'un milieu solide, E et E ' sont les Jorct: 

élastiques exercées sur deux éléments plans zs et rs', ajant respecti

vement pour normales L et L ' , la projection de E sur L ' est égale a. la 

projection de E ' sur L , 

I n t r o d u i s o n s les vi tesses de p r o p a g a t i o n 

d a n s les é q u a t i o n s ( 4 ) , faisons a b s t r a c t i o n des forces ex t é r i eu re s F , 

F 2 , F 2 , et posons 

(10) 

elles se t r ans fo rmen t d a n s les su ivan tes : 

Passons ma in t enan t à la démons t r a t i on d u t h é o r è m e é n o n c e , nous 



c o n s i d é r e r o n s success ivemen t les v i b r a t i o n s l o n g i t u d i n a l e s et les v i b r a 

t ions t r ansve r sa l e s . 

I. — Vibrations longitudinales. 

I l faut q u e les t e r m e s en w 2 d i s p a r a i s s e n t ; a l o r s les é q u a t i o n s (11) 

d e v i e n n e n t 

S i , d e la t ro i s ième é q u a t i o n différentiée p a r r a p p o r t à p3, on r e t r a n c h e 

la d e u x i è m e différentiée p a r r a p p o r t à p3, e n a y a n t éga rd a u x for

m u l e s (10), o n t r o u v e la p r e m i è r e des r e l a t ions 

les d e u x a u t r e s s ' o b t i e n n e n t p a r u n ca l cu l a n a l o g u e . 

O n a d o n c 

o r E do i t ê t r e d e m ê m e pé r iod ic i t é q u e R 1 , R 2 , R 3 , p a r c o n s é q u e n t 

(13) ( E = o , F = o , G = o ) . 

P o u r q u e les r e l a t i ons (13) so ien t sat isfai tes , il faut et il suffit q u e 

(4) 

F é t a n t u n e fonc t ion d e pt, p 2 , p3, q u ' i l fau t d é t e r m i n e r p a r la c o n 

d i t ion q u ' e l l e satisfait a u x é q u a t i o n s (12) e t a u x c o n d i t i o n s d e la s u r 

face. Si l ' on s u b s t i t u e ces v a l e u r s d a n s l ' é q u a t i o n ( 1 2 ) , o n voi t qu ' e l l e s 

s o n t sat isfai tes , si F est u n e fonc t ion q u i vérifie l ' é q u a t i o n aux diffé

ren t ie l les par t ie l les 

(15) 

c a r i e s va leu r s (14) , en a y a n t é g a r d a u x fo rmules ( 2 ) e t (3) , d o n n e n t 

(16) S = A 2 F . 



L a p ropos i t i on se t r o u v e d o n c d é m o n t r é e p o u r les v i b r a t i o n s l on 

g i tud ina les . 
II. — Vibrations transversales. 

Il est nécessa i re d ' é t a b l i r q u e l q u e s f o r m u l e s p r é l im ina i r e s . 

On a les r e l a t i ons 

(17) 

q u i e x p r i m e n t q u e les surfaces p1, p2, p3, s o n t o r t h o g o n a l e s d e u x a 

d e u x ; 

(18) 

d ' a p r è s la f o r m u l e ( i ) . 

O n a i d e n t i q u e m e n t 

(19) 



O r , des re la t ions (17) et (18) o n d é d u i t 

20 

C o m p a r a n t les é q u a t i o n s (19) et (20), on d é d u i t les formules 

21 

S u b s t i t u a n t ces va leu r s d a n s les formules (17) et ( 1 8 ) , on c o n c l u t 

22 

2.. 



( 2 3 ) 

E n f i n , ces d e r n i è r e s f o rmu le s c o n d u i s e n t a u x r e l a t i ons 

(24) 

M a i n t e n a n t n o u s p o u v o n s a b o r d e r la p r o p o s i t i o n q u e n o u s a v o n s en 

v u e . 

Les v a l e u r s p a r t i c u l i è r e s d e R 1 , R 2 , R 3 , a p p a r t e n a n t à l ' u n des 

m o u v e m e n t s v ib ra to i res d o n t la pé r iod ic i t é d é p e n d d e w , d e v r o n t ê t r e 

tel les q u e 

0 = o , 
c'est-à-dire q u e 

{25) 



(26) 

X , Y , Z é t a n t d e n o u v e l l e s fonc t ions p é r i o d i q u e s c o m m e R 1 , R 2 , R 3 . 

O r , si l ' on a é g a r d à la f o r m u l e 

et si l 'on pose 

(27) 

les r e la t ions (26) d e v i e n n e n t 

ce t t e c o n d i t i o n sera i d e n t i q u e m e n t sa t isfa i te , si R 1 , R a , R 3 son t d e la 
fo rme 

( 2 8 ) 

C a l c u l o n s E , F , G, é q u a t i o n s ( 1 0 ) , en i n t r o d u i s a n t ces va leu r s : 



on voit q u e la s econde p a r e n t h è s e est i d e n t i q u e m e n t n u l l e . 

Si l 'on a é g a r d a u x fo rmules (24 ) on ob t i en t 



O r , s a c h a n t q u e 

et posan t 

on t r o u v e i m m é d i a t e m e n t 

(29) 

Ses va leu r s de F et G s ' o b t i e n d r a i e n t p a r u n ca lcu l a n a l o g u e . 

Si n o u s s u b s t i t u o n s ces v a l e u r s d a n s les é q u a t i o n s ( n ) , o ù les 

t e rmes en il2 d i spa ra i s sen t , p u i s q u e Q = o , en p r e n a n t p o u r R , , R 2 , S. 

les va leu r s ( 2 6 ) , on a r r ive ra a u x r e l a t i ons 

o ù l 'on a posé 

(3o) 



Ces t ro is re la t ions s e r o n t satisfaites si l ' on p r e n d 

ç é t an t u n e ce r t a ine fonction d e p f , p2, p3. 

E n m u l t i p l i a n t la p r e m i è r e é q u a t i o n p a r la d e u x i è m e par 

la t ro i s i ème p a r a j o u t a n t et a y a n t éga rd a u x re la 

t ions ( 2 1 ) , e t a u x é q u a t i o n s t r ans fo rmées q u i se d é d u i s e n t faci lement 

des g r o u p e s ( 2 2 ) et ( 2 3 ) , o n o b t i e n t la p r e m i è r e des r e l a t i ons 

(31) 

les d e u x de rn i è r e s s ' o b t e n a n t p a r u n ca l cu l a n a l o g u e . 

O r , si l ' on c o n s i d è r e les fonct ions su ivan tes : 

( 3 2 ) 

p r e n o n s p o u r R 1 , R 2 , R 3 , les va l eu r s ( 2 8 ) , o n t r o u v e 

u = a, v = b, w = c. 

Si m a i n t e n a n t o n fait usage des f o rmu le s (3o) et (31) o n a r r ive ra 

a u x re la t ions 

(33) 



D o n c les fonct ions R 1 , R 2 , R 3 , a y a n t la fo rme ( 2 6 ) , o ù X , Y , Z sa 

tisfont a u x re la t ions ( 3 o ) , do iven t vérifier les é q u a t i o n s (33) q u i ne 

c o n t i e n n e n t a u c u n e t r ace d e la fonct ion 0; R 1 , R 2 , R 3 n e d e v r o n t 

d o n c pas c o n t e n i r cet te f o n c t i o n , e t , p a r c o n s é q u e n t , n o u s p o u v o n s 

en faire a b s t r a c t i o n , p a r sui te 

A = o , R = o , C = o, 

D o n c les g r o u p e s de t e rmes c o r r e s p o n d a n t s a u x é ta t s v ib ra to i r e s 

q u i o n t l ieu sans c h a n g e m e n t d e d e n s i t é , a u r o n t les v a l e u r s (26), o ù 

X , Y, Z vérifient les é q u a t i o n s a u x différentielles par t ie l les 

(34) 

Le t h é o r è m e é n o n c é se t r o u v e d o n c d é m o n t r é . 

§ II. 

Études sur les vibrations longitudinales d'une couche solide comprise 

entre deux ellipsoïdes homofocaux. 

I . 

N o u s a b o r d e r o n s cet te ques t i on en faisant usage des c o o r d o n n é e s 

e l l ip t iques définies p a r les é q u a t i o n s su ivantes : 

(1) 

où l 'on a 



Des fo rmules (1) on d é d u i t 

( 2 ) 

(3 ) 

O r , é t an t d o n n é s d e u x el l ipsoïdes h o m o f o c a u x , o n p e u t toujours , 

d é t e r m i n e r A , A' , b, c, de m a n i è r e q u e l eu r s surfaces soient r e p r é 

sentées p a r les é q u a t i o n s 

de so r t e q u e , d a n s le sys tème ac tue l d e c o o r d o n n é e s , les surfaces des 

d e u x e l l ipsoïdes s e ron t d o n n é e s p a r les é q u a t i o n s 

p1 = A' et p1 = A. 

Si n o u s s u p p o s o n s 

on a u r a 

et les l imites respect ives des va r iab les p1, p2, p3 s e r o n t d o n n é e s par les 

inégal i tés 

D a n s le cas q u e n o u s e x a m i n o n s , R 1 , R 2 , R 3 a u r o n t les va leurs 



§ I , et il s 'agit de d é t e r m i n e r la fonc t ion F en l 'assujet t issant a u x t ro is 

c o n d i t i o n s su ivan tes : 

1°. El le doi t vérifier l ' é q u a t i o n a u x différentielles par t ie l les 

(4) 

2 ° . E l le doi t satisfaire a u x c o n d i t i o n s de la surface . 

O r , si n o u s s u p p o s o n s q u e les forces qu i o n t p r o d u i t l ' é b r a n l e m e n t 

init ial a ien t été a p p l i q u é e s n o r m a l e m e n t à la su r f ace , p u i s q u e l ' enve

l o p p e est e n v i r o n n é e d ' a i r et q u e le gaz a m b i a n t n e p e u t réag i r q u e 

n o r m a l e m e n t , il en r é su l t e q u e les forces e x t é r i e u r e s a p p l i q u é e s à la 

surface s o n t , à t o u t e é p o q u e , n o r m a l e s à cet te sur face . Mais ces sur 

faces son t d é t e r m i n é e s en éga lan t le p a r a m è t r e pt à u n e c o n s t a n t e , 

c h a q u e é l émen t de cet te surface sera d o n c p e r p e n d i c u l a i r e à l ' axe 

des s1. Si l 'on se r e p o r t e a u x fo rmules ( 9 ) , § I , p u i s q u e 

j 2 = 0 , f3~ o , m = ï , n = o , p = o, 

on a u r a 

(5 ) 

p o u r 

q u e l s q u e so ient t, p2 et p3. 

Ce son t les é q u a t i o n s à la sur face . 

3°. E l le doi t satisfaire à l 'é ta t in i t ia l . 

On se d o n n e le d é p l a c e m e n t init ial R 1 , R ? , R 3 , d o n c e t . 

p a r c o n s é q u e n t , d e v i e n n e n t des fonct ions d o n n é e s de p1, 

o.2, p3 l o r s q u ' o n y fait t = o ; et la fonct ion e l l e -même est c o n n u e à 

u n e c o n s t a n t e p r è s , d o n t il est i nu t i l e de ten i r c o m p t e d a n s la q u e s 

tion ac tue l l e . 

On se d o n n e aussi les c o m p o s a n t e s des vitesses ini t iales su ivan t les 

trois a x e s , c ' es t -à -d i re d o n c on c o n n a î t 

3 . . 



D o n c , l ' é ta t ini t ial é t an t d o n n é , on c o n n a î t les va leurs de F et de 

p o u r t = o ; p a r c o n s é q u e n t , on dev ra avo i r 

( 6 ) 
p o u r t = o. 

C h e r c h o n s u n e so lu t ion p a r t i c u l i è r e qu i satisfasse a u x d e u x p r e 

miè res c o n d i t i o n s , et p r e n o n s 

( 7 ) 

T é t a n t u n e fonct ion d e t s e u l e m e n t , et P u n e fonct ion d e p1 , p2, p3 ; 

l ' é q u a t i o n (4) dev ien t 

ou 

O r , le p r e m i e r m e m b r e é t an t u n e fonct ion d e t s e u l e m e n t , et le s econd 

m e m b r e u n e fonct ion de p 1 , p 2 , p3, ce t te égal i té n e p e u t avoir l ieu 

q u e si c h a c u n des d e u x m e m b r e s est égal à u n e c o n s t a n t e . 

P o s o n s 

n o u s p r e n o n s — q 2 afin d e n e pas i n t r o d u i r e des e x p o n e n t i e l l e s , 

car a lo r s les f o rmu le s ne r e p r é s e n t e r a i e n t p l u s des m o u v e m e n t s p é r i o 

d i q u e s . 

Les d e u x fonc t ions T et P s e r o n t d é t e r m i n é e s p a r les é q u a t i o n s 

( 8 ) 

( 9 ) 



L a p r e m i è r e d o n n e 

(10) 

q, H , G é t a n t des c o n s t a n t e s a rb i t r a i r e s q u ' o n d é t e r m i n e r a en satisfai

san t a u x a u t r e s c o n d i t i o n s . 

En a y a n t é g a r d a u x fo rmules ( 3 ) , l ' é q u a t i o n ( 9 ) d e v i e n d r a 

(10) 

P o s o n s 

= o. 

( 1 1 ) 

P o s o n s m a i n t e n a n t 

é t an t u n e fonct ion d e p, s e u l e m e n t , R2 de p2 et R3 de p3 ; a lo r s 

l ' é q u a t i o n (10) se t r a n s f o r m e en la su ivan t e : 

(13) = o. 



O r p o s o n s 

p, m, n é t an t t ro i s c o n s t a n t e s a r b i t r a i r e s , l ' é q u a t i o n (13) p r e n d la 
forme 

C h e r c h o n s à que l l e s c o n d i t i o n s d o i v e n t satisfaire p, m et n p o u r q u e 

l ' é q u a t i o n (13 bis) soit vérifiée. 

Soient 

s i C1, Ç3 son t les rac ines de o (Ç) égalée à z é r o , on voit q u e 

Si n o u s d é v e l o p p o n s en f rac t ions r a t i o n n e l l e s , o n o b t i e n t 

m u l t i p l i a n t les d e u x m e m b r e s p a r Ç, on a i d e n t i q u e m e n t 

faisons c ro î t r e Ç indé f in imen t et p r e n o n s les l imites des d e u x m e m b r e s , 
o n t r o u v e 



l ' é q u a t i o n (13 bis) sera d o n c i d e n t i q u e m e n t satisfaite si l ' on p r e n d 

Ce p r o c é d é d ' i n t ég ra t ion avai t été a p p l i q u é p a r M. L i o u v i l l e , d a n s 

son C o u r s a u Col lège d e F r a n c e , à u n e é q u a t i o n d u p r e m i e r o r d r e 

c o n t e n a n t l i n é a i r e m e n t les c a r r é s des dér ivées pa r t i e l l e s de la fonc

t i on . 

Il r é su l t e d e ce t te ana lyse q u e , si R1, R2, R3 sont, des fonc t ions 

satisfaisant r e spec t i vemen t a u x é q u a t i o n s différentiel les s u i v a n t e s , 

l inéaires et d u d e u x i è m e o r d r e , 

(14) 

P = R2 R3 sera u n e so lu t ion c o m p l è t e d e l ' é q u a t i o n ( 1 0 ) , renfer

m a n t t ro is c o n s t a n t e s a r b i t r a i r e s . Les c o n s t a n t e s m, n, q se d é t e r m i 

n e r o n t en satisfaisant a u x c o n d i t i o n s de la surface . 

R e m a r q u o n s q u e les é q u a t i o n s (14 ) p e u v e n t se m e t t r e sous la fo rme 

(15) 

Satisfaisons a u x c o n d i t i o n s d e la surface , 

Il faut q u e , p o u r 

on ait 

que l s q u e soient t, p2 et p3. 



E n a p p l i q u a n t les fo rmules ( 8 ) , (14) , § I, et ( 7 ) , ( 1 a ) , § I I , et s u p 

p r i m a n t les fac teurs qu i n e son t p a s c o n s t a m m e n t n u l s , o n a r r ive à 

p o u r p1 = A, 

p o u r p1 = A ' . 

O r , des d e u x p r e m i è r e s o n d é d u i t 

c o n s t a n t e 

d o n c 

q u i , i n t é g r é e , d o n n e 

S u b s t i t u a n t ce t te v a l e u r d a n s la t ro i s i ème des é q u a t i o n s (14)N, le r é s u l 

t a t d e v r a ê t r e n u l , q u e l q u e soit p 3 . Si l ' on effectue le c a l c u l , on est 

c o n d u i t , d a n s les t ro i s cas o ù l ' on a u r a i t C fini, nul ou infini, à cet te 

conc lu s ion inadmiss ib le 

q = o; 
d o n c 



et , p a r c o n s é q u e n t , 
L = o , N = o . 

D o n c les c o n d i t i o n s nécessai res et suffisantes p o u r q u e ces q u a t r e 

é q u a t i o n s so ient vérifiées, son t 

( 1 6 ) 

Fa i sons u n e r e m a r q u e sur les in t ég ra le s des é q u a t i o n s (14)-

D ' a b o r d c h a c u n e d e ces é q u a t i o n s a d m e t t r a u n e i n t é g r a l e p a r t i c u 

l ière m1, q u i n e d e v i e n d r a infinie p o u r a u c u n e des v a l e u r s des va

r i ab l e s . O n sait q u e l ' i n t ég ra le géné ra l e se ra d o n n é e p a r la f o r m u l e 

,i, et ofb é t a n t d e u x c o n s t a n t e s a r b i t r a i r e s . 

O r , l o r s q u ' i l s 'agit des in tégra les R2 et R3, a c q u i e r t des va

l e u r s infinies l o r s q u e les va r iab les p2, p3 a t t e ignen t l eu r s l imi tes , e t , 

p a r c o n s é q u e n t , ce t te s e c o n d e in tég ra le p a r t i c u l i è r e n e p e u t pas c o n 

ven i r à la ques t i on . 

E n effet , p o s o n s 

mi do i t vérifier l ' é q u a t i o n 

o ù 

ni d e v r a aussi vérifier 

Mul t i p l i ons la p r e m i è r e p a r la s e c o n d e p a r m i , e t r e t r a n c h o n s , 

o n a 

4 



é q u a t i o n q u i a u r a l i eu d a n s t o u t e l ' é t e n d u e des va r i a t i ons de la v a 

r i a b l e pi. O n en d é d u i t 

c o n s t a n t e . 

O r , p o u r l ' u n e des v a l e u r s l imi tes de la v a r i a b l e , l o r s q u e i est éga l 

à 2 o u à 3 , si ni o u ne d e v i e n n e n t pas inf inies p o u r cet te v a l e u r , 

on au ra 

C = o , 

p u i s q u e mi e t res tent finies. 

O n aura i t d o n c 

d 'où 

C' é tant une cons t an t e . 

D o n c , o u se r édu i t à la s e u l e i n t ég ra l e m i , o u ni o u d e v i e n 

n e n t infinies l o r s q u e les v a r i a b l e s p2 o u p3 a t t e ignen t l eu r s l imi tes . 

D o n c les i n t ég ra l e s R1, R2, R3 a u r o n t l a f o r m e su ivan t e : 

O n p e u t faire ies cons tan tes N 1 , N a , N 3 éga les à l ' un i t é , ce q u i ne 

d i m i n u e r a en r ien la géné ra l i t é d u p r o d u i t ( 7 ) à cause des cons tan te s 

arb i t ra i res q u i en t ren t déjà d a n s le fac teur T . 

L e s é q u a t i o n s (16) d é t e r m i n e r o n t les q u a t r e cons t an t e s q, m, n, M; 

a u n e v a l e u r de q c o r r e s p o n d r o n t u n ce r t a in n o m b r e de g r o u p e s de 

v a l e u r s de m et n, e t à c h a c u n de ces g r o u p e s c o r r e s p o n d r a u n e seu le 

v a l e u r de la cons t an t e M q u i ent re a u p r e m i e r d e g r é dans ces é q u a 

t ions . 



D o n c la v a l e u r l a p l u s g é n é r a l e de F q u i satisfera a u x d e u x p r e 

miè res c o n d i t i o n s sera 

le p r e m i e r s ' é tendant a u x différentes v a l e u r s de q, et le s igne ^ a u x 

g r o u p e s de v a l e u r s c o r r e s p o n d a n t e s de m et n; sit, Si2, Jt 3 é tan t les 

in tégra les des é q u a t i o n s (14), pr ises d a n s le sens d e la r e m a r q u e p r é 

c é d e n t e . 

En f in , il reste à satisfaire à l ' é ta t i n i t i a l , c e q u i n o u s pe rme t t r a de 

d é t e r m i n e r l es cons t an t e s H et G . 

P o u r t = o , o n d o i t a v o i r 

q u e l s q u e so ien t p 1 , p 2 , p 3 . 

Si n o u s p o s o n s 

n o u s a u r o n s 

(18) 

(19) 

H 1 , H 2 . . . , G 1 , G 2 , . . . , P 1 , P 2 , . . . s on t relatifs a u x différents g r o u p e s 

de v a l e u r s de m et n c o r r e s p o n d a n t s à l a v a l e u r q; 

H ' 1 , H 2 , . , . , G 1 , G 2 , . . . , P ' 1 , P ' 2 , . . . o n t r a p p o r t à la v a l e u r q'. e tc . 

4.. 



Avan t d e d é t e r m i n e r ces c o n s t a n t e s , é t ab l i s sons p l u s i e u r s f o r m u l e s . 

So ien t 

P = c o r r e s p o n d a n t à u n e v a l e u r q, 

P ' = c o r r e s p o n d a n t à u n e v a l e u r q' ; 

P et P ' d e v a n t vérif ier l ' é q u a t i o n ( 9 ) , o n a 

Mul t i p l i ons la p r e m i è r e p a r P ' e t la s e c o n d e p a r P , il v ient 

d iv isons p a r ht h2h3, m u l t i p l i o n s p a r dpt dp2 dp3, i n t é g r o n s e n t r e les 

l imites respect ives des v a r i a b l e s , et r e m a r q u o n s q u e 

on o b t i e n d r a l ' égal i té 

e t , en i n t é g r a n t p a r r a p p o r t a u x va r i ab les q u i i n d i q u e n t des différen

tielles e x a c t e s , 



O r les t ro is in tégra les d o u b l e s q u i c o m p o s e n t le s econd m e m b r e de 

l 'égal i té p r é c é d e n t e son t nu l l e s : 

en v e r t u des é q u a t i o n s ( 1 6 ) ; 

à cause d u fac teur q u i s ' a n n u l e a u x l imi tes b e t c ; 

D ' a b o r d ce t te q u a n t i t é est n u l l e l o r s q u ' o n y fait p3 — b à cause d u 

fac teur 

El le est aussi n u l l e l o r s q u ' o n y fait p3 — o ; en effet, il r é su l t e d e 

l ' é q u a t i o n 

q u e Sl3 est c o n s t a m m e n t paire o u c o n s t a m m e n t impaire, ca r le second 

m e m b r e est t o u j o u r s u n e fonct ion p a i r e , ainsi q u e kl, et est i m 

pa i re . 

O r , si A 3 est u n e fonct ion p a i r e , sst n u l l e p o u r p3 — o , que l l es 

q u e soient les q u a n t i t é s m, n, q ; ce se ra & 3 q u i sera n u l l e p o u r p3 = 0, 

si el le est u n e fonct ion i m p a i r e . 

D o n c , n o u s a r r i v o n s à ce t te f o r m u l e r e m a r q u a b l e , 

(20) 

p u i s q u e les r ac ines q et q' ne p e u v e n t p a s ê t r e é g a l e s , c o m m e n o u s le 

d é m o n t r e r o n s p l u s t a r d . 

P est relat if à l a va l eu r q et à u n q u e l c o n q u e des coup le s (m, n) 

c o r r e s p o n d a n t s à ce t te m ê m e v a l e u r . 



P ' est relatif à la v a l e u r q' et à u n q u e l c o n q u e des c o u p l e s (m, n ) 

c o r r e s p o n d a n t s à cet te s e c o n d e v a l e u r . 

N o u s p o u v o n s a r r i v e r à cet te f o r m u l e par u n e a u t r e m é t h o d e 

So ien t 

R1, R2, R3 les c o r r e s p o n d a n t s à la va l eu r q, 

les R1 c o r r e s p o n d a n t s à la va l eu r q'. 

On au ra les é q u a t i o n s su ivan te s : 

( 2 1 ) 

Ces é q u a t i o n s , c o m b i n é e s p a r u n e m é t h o d e c o n n u e , d o n n e n t 

Mul t ip l i ons la p r e m i è r e p a r d02, et i n t é g r o n s e n t r e b et c, pu is 



m u l t i p l i o n s la s e c o n d e p a r dp,, i n t é g r o n s e n t r e A et A' , et re-

t r a n c h o n s les r é s u l t a t s ; m u l t i p l i o n s la p r e m i è r e p a r , et 

i n t é g r o n s ; la s econde pa r i n t é g r o n s et r e t r a n c h o n s de 

n o u v e a u les r é s u l t a t s , o n o b t i e n t 

Mu l t i p l i ons la t ro i s ième p a r e t i n t é g r o n s 

en t re A e t A' p a r r a p p o r t à p,, e n t r e b et c p a r r a p p o r t à p2 ; r e t r an 

c h o n s - e n la q u a t r i è m e , m u l t i p l i é e p a r et i n t ég rée en t re o 

et b; a j ou tons la c i n q u i è m e , m u l t i p l i é e p a r e t i n t ég rée 

en t r e les m ê m e s l i m i t e s : o n a r r i ve a u r é su l t a t définitif , 

ce q u i d é m o n t r e la f o r m u l e ( 2 0 ) . 

Il s 'agit d ' é t ab l i r u n e f o r m u l e a n a l o g u e l o r s q u e 

P = R1, R2, R3 c o r r e s p o n d a u x v a l e u r s q, m,n, 

P' = R1, R2, R3 c o r r e s p o n d a u x va l eu r s q, m', n'. 

o u a u x v a l e u r s q, m', n , 

o u aux v a l e u r s q, m, n'. 

L e s fo rmules ( 2 1 ) , où l 'on fera q' = q, d o n n e r o n t 

1°. 

2 ° . 

3°. 



Mul t ip l i ons la p r e m i è r e p a r et i n t é g r o n s e n t r e b et c ( n o u s 

d i r o n s , p o u r a b r é g e r , m u l t i p l i o n s p a r , r e t r a n c h o n s - e n 

la d e u x i è m e m u l t i p l é e p a r p u i s m u l t i p l i a n t le r é su l t a i 

p a r n o u s t r o u v o n s 

4°. 

De la p r e m i è r e , mu l t i p l i ée pa r r e t r a n c h o n s la. 

d e u x i è m e , mul t ip l i ée p a r à ce r é s u l t a t , mu l t i p l i é 

p a r n o u s a j o u t e r o n s celui q u ' o n o b t i e n t en m u l t i p l i a n t 

la t ro i s i ème p a r e t n o u s a u r o n s 

déf in i t ivement 

5°. 

E n f i n , a jou tons 4° et 5°, n o u s a r r i v o n s à la f o r m u l e 

(22) 

P c o r r e s p o n d a n t à la va l eu r q e t a u c o u p l e m, n ; 

P ' c o r r e s p o n d a n t à la m ê m e v a l e u r q et à u n c o u p l e différent m, n, 

D a n s les é q u a t i o n s ( 2 1 ) , faisons q' = q et n'= n, o n en d é d u i t 

1°. 

2 E ' , 

3°. 



De la p r e m i è r e , m u l t i p l i é e p a r r e t r a n c h o n s la d e u x i è m e , 

m u l t i p l i é e p a r et m u l t i p l i o n s le résul ta t p a r 

on t r o u v e 

4°. 

D e la p r e m i è r e , m u l t i p l i é e p a r r e t r a n c h o n s la d e u x i è m e , 

mul t ip l i ée et multiplications le résultat par 

on o b t i e n t 

5 ° . 

L a t r o i s i è m e , mu l t i p l i é e p a r d o n n e 

6 ° . 

A j o u t a n t 4°, 5 ° , 6 ° , o n a r r ive à l a t ro i s i ème f o r m u l e 

( 2 3 ) 

P c o r r e s p o n d a n t a u x v a l e u r s q, m,n; 

P ' c o r r e s p o n d a n t a u x m ê m e s v a l e u r s q, m, et à u n e v a l e u r diffé

ren te p o u r n. 

Enf in , d a n s les é q u a t i o n s ( 2 1 ) , faisons q' = q et m'= m, e l les n o u s 

d o n n e r o n t 

1°. 

2°. 

3°. 
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De la p r e m i è r e , mu l t i p l i ée p a r r e t r a n c h o n s la d e u x i è m e , 

mul t ip l iée p a r et mult ipl ions le r é su l t a t p a r 

on ob t i en t 

4°. 

D e la p r e m i è r e , mu l t ip l i ée pa r r e t r a n c h o n s la d e u x i è m e . 

mul t ip l i ée p a r et m u l t i p l i o n s le r é su l t a t p a r 

o n t r o u v e 

5°. 

L a t r o i s i è m e , mu l t i p l i ée p a r 

d o n n e 

6°. 

Ajoutan t 4°, 5°, 6°, on a r r ive à la d e r n i è r e f o r m u l e 

(24) 

P c o r r e s p o n d a n t a u x v a l e u r s q, n et m; 

P ' c o r r e s p o n d a n t a u x m ê m e s v a l e u r s q et n e t à u n e va l eu r diffé

r e n t e p o u r m. 

M a i n t e n a n t , n o u s p o u v o n s passer à la d é t e r m i n a t i o n des c o n s t a n t e s 

a rb i t r a i r e s . 

Revenons a u x fo rmules ( 1 8 ) et ( 19), où 

Dés ignons pa r les va l eu r s d e H , G , P c o r r e s p o n -



d a n t e s à q(i), mj,', m(i)

p, p i n d i q u a n t le c o u p l e p p a r m i les c o u p l e s d e 

va l eu r s de m et n c o r r e s p o n d a n t s à q(i) ; a lo r s m u l t i p l i a n t l ' é q u a 

t ion (18) p a r 

e t t r a i t an t de m ê m e l ' équa t ion ( 1 9 ) , en a y a n t égard aux for

m u l e s ( 2 0 ) , ( 2 2 ) , ( 2 3 ) , ( 2 4 ) , n o u s o b t e n o n s p o u r ies va l eu r s des 

cons t an t e s a r b i t r a i r e s , 

(25) 

( 2 6 ) 

On p o u r r a fac i lement éc r i re les v a l e u r s des d é p l a c e m e n t s et des 

forces é las t iques à l ' a ide des f o rmu le s ( 1 4 ) , ( 7 ) , ( 8 ) d u § I , et des 

fo rmules ( 3 ) d u § 11. Ces f o r m u l e s , re léguées à la f in , sont dés ignées 

p a r ( R ) , (N) et ( T ) . 

Ces é q u a t i o n s r e p r é s e n t e r o n t le m o u v e m e n t i n t é r i eu r de l ' enve loppe 

q u a n d l 'é ta t ini t ial ou les d é p l a c e m e n t s pr imit i fs s e r o n t tels, qu ' i l y ait 

d i l a ta t ion o u c o n t r a c t i o n en c h a q u e p o i n t d u so l ide . 

Ce m o u v e m e n t i n t é r i e u r r é su l t e d e la supe rpos i t i on ou de la coexis

t ence de tous les é tats v i b r a t o i r e s poss ib les a u x q u e l s les v a l e u r s t r o u 

vées des coefficients ass ignent l eu r s a m p l i t u d e s re la t ives . C h a c u n d e 

ces é ta t s v ib ra to i r e s c o r r e s p o n d à u n e v a l e u r d e q et à u n des g r o u p e s 

( m , u) relatifs à cet te v a l e u r de q ; il p o u r r a i t exis ter seu l si l ' é ta t i n i 

tial s'y p rê ta i t . 

P o u r c e l a , il f aud ra i t q u e F se rédu is î t à u n seul g r o u p e a u x va

l eu r s q(i), m'p , n(i)

p. Or les formules ( 20 ) , ( 2 2 ) , ( 2 3 ) , ( 2 4 ) , ( 2 5 ) et ( 2 6 ) 

m o n t r e n t q u ' i l en sera ainsi si l 'on p r e n d 

5.. 



M et N étant d e u x c o n s t a n t e s ; a lo r s ia fonction F a u r a la forme 

q, m, n a y a n t les v a l e u r s q(i), m(i)

p7 n'i)p. 

L e s é q u a t i o n s a u x différent ie l les pa r t i e l l e s q u i régissent les v i b r a 

t ions l o n g i t u d i n a l e s , et en m ê m e t e m p s ce l l es q u i rég issent les v i b r a 

t ions t r a n s v e r s a l e s , sera ient d o n c c o m p l é t e m e n t in tégrées dans le cas 

p a r t i c u l i e r o ù j e m e suis p l a c é , si l ' on conna i s sa i t les i n t ég ra l e s des 

é q u a t i o n s ( 1 4 ) . 

I l m e reste à faire q u e l q u e s ré f lex ions sur les r ac ines des é q u a 

t ions ( 1 6 ) , et à é n o n c e r p l u s i e u r s faits d o n t l ' ex i s t ence se t r o u v e 

d é m o n t r é e p a r les f o r m u l e s é t ab l i e s . 

I I . 

L e s v a l e u r s des p a r a m è t r e s q, m, n, M son t d o n n é e s p a r les é q u a 

t ions 

(27) 

o ù l a cons t an t e M en t r e l i n é a i r e m e n t . 

P r o u v o n s d ' a b o r d q u e ces é q u a t i o n s n ' a d m e t t e n t pas de rac ines 

imaginaires. 

Soi t 

P p r e n d r a la fo rme 

a l o r s l ' é q u a t i o n 

d e v i e n d r a 

d o n c 



De la p r e m i è r e , mul t ip l i ée p a r G , r e t r a n c h o n s la d e u x i è m e , m u l t i 

pl iée p a r H , on a 

d ' o ù l 'on dédu i t f a c i l e m e n t , p a r des c o n s i d é r a t i o n s déjà e m p l o y é e s , 

On pouva i t a r r ive r à cet te é q u a t i o n en s ' a p p u y a n t s u r la for

m u l e ( 2 0 ) d a n s l a q u e l l e on a u r a i t r é t ab l i le fac teur (q2 — q'2). Ca r , s'il 

existe u n e rac ine de la fo rme 

les é q u a t i o n s ( 2 7 ) se p a r t a g e n t en h u i t é q u a t i o n s qu i s e ron t aussi 

vérifiées p a r la r ac ine 

a lo r s on a u r a 

et 

et la f o r m u l e i n d i q u é e c o n d u i r a à celle q u e n o u s v e n o n s d ' o b t e n i r . 

O r , d a n s t o u t e l ' é t e n d u e des va r i a t i ons des va r i ab l e s p1, p2 , p 3 , les 

t e r m e s q u i son t sous le s igne j * r e s t en t c o n s t a m m e n t pos i t i f s , H et G 

n e p e u v e n t pas ê t r e n u l s t o u s d e u x à la fois : d o n c les é l émen t s d e 

l ' in tégra le sont c o n s t a m m e n t pos i t i f s , e t , p a r c o n s é q u e n t , l e u r s o m m e 

ne p e u t p a s ê t re n u l l e ; o r on n e p e u t pas avoi r a = o , a u t r e m e n t il y 

a u r a i t p o u r q2 d e u x v a l e u r s é g a l e s , ce q u e n o u s d é m o n t r e r o n s ê t r e 

i m p o s s i b l e : d o n c il faut q u e |3 = o ; p a r s u i t e , q n ' es t pas imag ina i r e . 

P a r des r a i s o n n e m e n t s a n a l o g u e s , o n d é m o n t r e r a i t , à l ' a ide des 

fo rmules ( 2 2 ) , ( 2 3 ) , ( 2 4 ) , q u e , p a r m i les g r o u p e s (m, n) c o r r e s p o n 

d a n t s à la m ê m e v a l e u r q, l ' u n e q u e l c o n q u e des q u a n t i t é s m o u n. o u 

les d e u x e n s e m b l e , ne p e u v e n t p a s avo i r des va leu r s imag ina i r e s . 



Je d i s , en s e c o n d l i e u , q u e les é q u a t i o n s (27) n ' a d m e t t e n t pas d e 

rac ines égales. 

C o n s i d é r o n s d ' a b o r d le p a r a m è t r e q. 

S'il existe p o u r q d eux va l eu r s é g a l e s , ce t te v a l e u r devra vérifier 

l ' é q u a t i o n 

j e d i s , de p l u s , q u ' e l l e d e v r a vérifier sa dé r ivée p a r r a p p o r t à q. E n 

effet, p o u r u n e v a l e u r de q i n f in imen t vois ine q + h, on dev ra avoi r , 

en a l t é ran t in f in iment p e u les coefficients , 

P , différant in f in imen t p e u d e P . 

On en d é d u i t , en r e t r a n c h a n t m e m b r e à m e m b r e et d iv i san t pa r h, 

et pa s san t à la l imi te 

on doi t y j o i n d r e 

De la p r e m i è r e , mul t ip l i ée p a r P , r e t r a n c h o n s la d e u x i è m e , mul t ip l i ée 

p a r il v ien t 

P a r des r a i s o n n e m e n t s a n a l o g u e s à c eux q u i n o u s o n t c o n d u i t s à la 

f o r m u l e ( 2 0 ) , n o u s a r r i v e r o n s à l ' équa t i on 



q u i est imposs ib le ; donc il n ' y a pas d e rac ines égales p o u r le p a r a 

m è t r e q. U n ca l cu l s e m b l a b l e c o n d u i r a i t à la m ê m e c o n c l u s i o n p o u r 

le p a r a m è t r e q2, 

A u n e m ê m e va leu r d e q c o r r e s p o n d e n t les g r o u p e s (m, n); p a r m i 

ces g r o u p e s , p l u s i e u r s p e u v e n t avo i r la m ê m e va leu r p o u r m; p o u r 

c e u x - l à , n ne p e u t pas avo i r des va l eu r s égales . E n effet, on a 

O n d é m o n t r e r a i t , c o m m e p r é c é d e m m e n t , q u e si n a d m e t t a i t des 

va l eu r s éga les , la dé r ivée d e ce t te é q u a t i o n p a r r a p p o r t à n serait vé r i 

fiée p a r ce t te v a l e u r d e n, et l ' on a u r a i t 

De la p r e m i è r e , mul t ip l i ée p a r r e t r a n c h o n s la d e u x i è m e , m u l t i 

pliée p a r R1, o n a r r ive à ce r é s u l t a t i n a d m i s s i b l e , 

Q u a n t a u x g r o u p e s q u i o n t la m ê m e v a l e u r p o u r n, u n r a i s o n n e m e n t 

a n a l o g u e ferait voir q u e le p a r a m è t r e m n ' y a d m e t p a s des va leurs 

égales . 

I I I . 

P o u r i n t e r p r é t e r les q u e l q u e s cas q u e n o u s a l l o n s e x a m i n e r , r a p 

p e l o n s - n o u s les fo rmules 

(1) 



(2) 

( 3 ) 

o ù m, n, p son t les c o s i n u s des a n g l e s a v e c les a x e s des s1, s2 et s3 de 

la n o r m a l e à l ' é l é m e n t p l a n rs su r l e q u e l s ' e x e r c e la fo rce é las t ique 

d o n t les c o m p o s a n t e s s u i v a n t les m ê m e s a x e s son t y , ,J2 et j3. 

À la sur face de l ' e n v e l o p p e , on a 

L e s f o r m u l e s ( R ) , ( N ) , ( T ) m o n t r e n t q u e , d a n s ce c a s , la d i l a t a 

t ion est n u l l e , ainsi q u e les R 1 , et T ' ; . D o n c les po in t s de l a s u r 

face n ' é p r o u v e n t a u c u n d é p l a c e m e n t ; il ne s 'y e x e r c e a u c u n e force 

é l a s t ique . L ' e n v e l o p p e n ' é p r o u v e d o n c a u c u n e d é f o r m a t i o n p é r i o 

d i q u e ; c 'es t u n é ta t v i b r a t o i r e s i l e n c i e u x et i m p e r c e p t i b l e . 

P o u r le p l a n des X Y q u i est d o n n é p a r z = o , il faut q u e p 2 = c, 

c o m m e l ' i n d i q u e n t les f o r m u l e s (2) . 

L e s p o i n t s s i tués su r ce p l a n son t d é t e r m i n é s pa r u n s y s t è m e d ' e l 

l ipses e t d ' h y p e r b o l e s d o n t les é q u a t i o n s son t d o n n é e s p a r les for 

m u l e s (1) . D a n s ce c a s , 

L ' a x e des s1 est l a n o r m a l e à l ' e l l ipse a u p o i n t c o n s i d é r é ; 

L ' a x e des s2 est la p e r p e n d i c u l a i r e a u p l a n X Y ; 

L ' a x e des s3 est la n o r m a l e à l ' h y p e r b o l e . 

Si en m ê m e t e m p s q u e p., = c , o n a p 3 = b, ce s y s t è m e de v a l e u r s 

d o n n e l ' a x e des X ; on a u r a l ' a x e des Y en faisant p 3 = o . 

L o r s q u e f 2 = c , on a 

L e s po in t s v i b r e n t d o n c sans sor t i r du p lan X Y . 



L e s forces é l a s t iques q u i s ' exe r cen t su r les é l é m e n t s p l a n s s i tués dans 

ce m ê m e p l an sont des forces n o r m a l e s ; et p o u r des é l é m e n t s p l a n s 

p e r p e n d i c u l a i r e s a u p l a n des X Y , les f o r m u l e s ( 3 ) i n d i q u e n t q u e les 

c o m p o s a n t e s de la fo rce é l a s t ique s u i v a n t l ' axe des s2

 s o n t n u l l e s ; 

p a r c o n s é q u e n t , les forces son t s i tuées d a n s le p l a n X Y . 

S i , en o u t r e , o n fait p3 = b, o n au ra les po in t s s i tués sur l ' a x e 

des X . D a n s ce c a s , R 2 = o , R , = o , l e s T' son t nu l s . 

L e s po in t s se d é p l a c e n t su ivan t l ' a x e , et les é l émen t s p l ans p e r p e n 

d i cu l a i r e s a u x X , Y , Z ne sont so l l ic i tés q u e p a r des fo rces n o r m a l e s . 

P o u r l ' a x e des Y o ù p3 = o et p2 = c, o n sera c o n d u i t a u x m ê m e s 

c o n c l u s i o n s si R3 est u n e fonc t ion p a i r e , a u q u e l cas p o u r 

p3 = o. 

Si R3 est u n e f o n c t i o n i m p a i r e , o n a u r a 

les N; s e ron t n u l s auss i . 

C 'es t -à-di re q u e les poin ts ne se d é p l a c e n t q u e su iv an t l ' a x e des s3 

q u i est l a n o r m a l e à l ' h y p e r b o l e , o u u n e p e r p e n d i c u l a i r e à l ' a x e 

des Y . 

L e s f o r m u l e s ( 3 ) font v o i r q u e les fo rces é l a s t iques son t tou tes 

s i tuées dans le p l a n X Y , ca r f2 — o ; et ce t te fo rce a y a n t p o u r v a l e u r 

en u n p o i n t d o n n é i l en r é su l t e q u e p o u r les é l émen t s 

p l a n s é g a l e m e n t inc l inés s u r le p l a n c o o r d o n n é , ces fo rces se ron t 

éga l e s . 

D o n c e l les se dé t ru i sen t d e u x à d e u x , et i l ne s ' exe rce de forces q u e 

sur les é l é m e n t s p l a n s p e r p e n d i c u l a i r e s à l ' a x e des s4 et à l ' a x e des s3. 

O n a u r a tous les po in t s s i tués sur l e p l a n des X Z en faisant d ' a b o r d 

p2 = b, et a lo r s les a x e s des s,, s2, s3 s e ron t les n o r m a l e s a u x e l l i p s e s , 

a u p l an des X Z et a u x h y p e r b o l e s ; pu i s on fera p3 = b: d a n s c e c a s , 

i es axes des s1, s3, s3 s e ron t les n o r m a l e s a u x e l l i p s e s , a u x h y p e r b o l e s 

et a u p lan X Z . 

L ' a x e des Z s ' ob t i endra en faisant p., = b et p3 = o . 

6 



O n cons t a t e r a su r ce p l a n des p h é n o m è n e s s e m b l a b l e s à c e u x q u ' o n 

a o b s e r v é s sur le p l an X Y . 

Enfin, , o n a u r a les po in t s si tués sur le p l an des Y Z en faisant 

p3 = o-

Si R3 est u n e fonc t ion p a i r e , o n sera c o n d u i t aux m ê m e s c o n s é 

q u e n c e s q u e p o u r les d e u x au t res p l a n s c o o r d o n n é s . 

Si R3 est u n e fonc t ion i m p a i r e , on a u r a 

R1 = o , R 2 = o , 5 = o , T ' 3 = o , 

les N', s e ron t n u l s . L e s po in t s de ce p l an se d é p l a c e r o n t d o n c p a r a l l è 

l e m e n t à l ' a x e des X . 

M a i n t e n a n t , c o n s i d é r o n s u n état v i b r a t o i r e p a r t i c u l i e r c o r r e s p o n 

dan t à u n e v a l e u r d é t e r m i n é e d u p a r a m è t r e q, l e q u e l état v ib r a to i r e 

p o u r r a i t exis ter seul si l 'état ini t ial s 'y p rê ta i t , et c h e r c h o n s les po in t s 

o ù les d é p l a c e m e n t s son t n u l s . Il faut et il suffit q u e l ' on ait 

Il y a p lu s i eu r s man iè r e s de satisfaire à ces é q u a t i o n s : 

I. 

II. 

I I I . 

IV. 

L e s trois p r e m i e r s sys t èmes d o n n e n t des po in t s situés sur les axes 

ou su r les p l ans p r i n c i p a u x de l ' e l l i p so ïde . 

O c c u p o n s - n o u s du de rn ie r sys t ème et r a p p e l o n s q u e la fonc t ion R1 



et sa dé r ivée ne p e u v e n t p a s s ' a n n u l e r en m ê m e t e m p s p o u r u n e m ê m e 

va l eu r d e pi. 

P o u r satisfaire a u x é q u a t i o n s I V , il faut et il suffit q u e l 'on ait : 

1°. 

2 ° . 

3°. 

4°. 

Le sys tème 1° d o n n e des l ignes d e c o u r b u r e des e l l ipsoïdes fournis 

p a r l ' é q u a t i o n 

lesquel les l ignes d e c o u r b u r e se p ro j e t t en t s u r le p l a n X Y su ivan t des 

e l l ipses . Les différents p o i n t s d e ces l ignes son t i m m o b i l e s ; la d i l a t a t ion 

y est n u l l e ; T', = o , T 2 = o , les N'- = o ; d o n c il n e s 'exerce pas d e 

force é las t ique su r les é l é m e n t s p l a n s p e r p e n d i c u l a i r e s à ces l ignes de 

c o u r b u r e , q u i son t les axes des s3. Les f o rmu le s (3) i n d i q u e n t q u e la 

force q u i s 'exerce su r u n é l é m e n t p l a n q u e l c o n q u e n ' a pas de c o m p o 

sante su ivan t l ' axe des s3 ; d o n c t ou t e s les forces é las t iques q u i s 'exer

cen t en u n p o i n t son t c o n t e n u e s d a n s u n p l a n pa s san t p a r ce p o i n t et pe r 

p e n d i c u l a i r e à la l igne d e c o u r b u r e . D e p l u s , la v a l e u r d e ce t te force 

é t a n t on voi t q u e les forces é las t iques exercées s u r t o u s 

les p l a n s éga l emen t inc l inés s u r la l igne d e c o u r b u r e s o n t tou tes 

égales et se dé t ru i s en t d e u x à d e u x . 

L e sys tème 2 ° d o n n e des l ignes d e c o u r b u r e des m ê m e s e l l ipso ïdes , 

ma i s l eu r s p ro jec t ions son t des h y p e r b o l e s . 

L e sys tème 3° d o n n e des l ignes formées p a r les in te r sec t ions des 

surfaces p3 et p3. 

E n f i n , les é q u a t i o n s 4° d o n n e n t ce r ta ins p o i n t s o ù les forces t an -

gent ie l les son t n u l l e s ; mais la d i l a t a t i on et les forces n o r m a l e s n e son t 

p a s nu l l e s . 

Ainsi l ' enve loppe se t r o u v e divisée en p l u s i e u r s c o u c h e s h o m o f o -

cales p a r les e l l i p so ïdes , d o n t les p a r a m è t r e s p1, satisfont à l ' équa t ion 

R1 

= o. 
6. 



C o n s i d é r o n s u n d e ces e l l i p so ïdes ; les h y p e r b o l o ï d e s fourn i s p a r les 

é q u a t i o n s 

t r a c e n t su r lui des l ignes d e c o u r b u r e , et f o r m e n t s u r sa surface des 

r ec t ang le s curv i l ignes . D e ces s o m m e t s p a r t e n t les l ignes d e c o u r b u r e , 

in te r sec t ions des surfaces d o n n é e s p a r R2 = o et R 3 = o , q u i v o n t 

a b o u t i r a u s o m m e t d u r ec t ang l e t r a cé su r l ' e l l ipsoïde vo i s in . 

L ' e n v e l o p p e se t r o u v e d o n c p a r t a g é e e n pa ra l l é l i p ipèdes r ec tang les 

à a rê tes cu rv i l i gnes . Ces a rê tes son t des l ignes n o d a l e s ; les forces 

é las t iques q u i s ' exe rcen t en u n p o i n t d ' u n e a r ê t e son t d a n s u n p l an 

p e r p e n d i c u l a i r e à l ' a rê te et pas san t p a r ce p o i n t ; p o u r les é l é m e n t s 

p l a n s d e m ê m e inc l ina i son elles son t d o n n é e s p a r les r a y o n s d ' u n 

cerc le s i tué d a n s ce p l an et a y a n t son c e n t r e au p o i n t q u e l ' on cons i 

d è r e , e t , p a r s u i t e , se d é t r u i s e n t d e u x à d e u x . E n f i n , il n e s 'exerce 

a u c u n e force é las t ique s u r les s o m m e t s d e ces pa ra l l é l ip ipèdes . 

E n t r e d e u x va leu r s consécu t ives q u i a n n u l e n t Ri, il en exis te a u 

m o i n s u n e q u i a n n u l e D o n c , d a n s l ' i n t é r i eu r d ' u n pa ra l l é l ip i -

p è d e , il se t r o u v e u n o u p l u s i e u r s p o i n t s p o u r l e sque l s on a 

ces po in t s son t i m m o b i l e s , ma i s la d i l a t a t i on et les forces n o r m a l e s 

n ' y son t pas n u l l e s , e t m ê m e la d i l a ta t ion o u la c o n t r a c t i o n y est 

m a x i m u m . 

Valeurs des déplacements et des forces élastiques. 

On a 

Si 6 r ep résen te la d i l a t a t i o n , o n t r o u v e 

en a y a n t é g a r d à l ' é q u a t i o n (4 ) , § II. 



E n f i n , à l ' a ide des formules ( 1 4 ) , ( 7 ) et ( 8 ) d u § I , et des formules 

( 3 ) , ( 1 4 ) et ( 1 7 ) d u § I I , n o u s o b t i e n d r o n s les d é p l a c e m e n t s et les 

forces é las t iques : 

1°. Projection des déplacements sur les axes des s1, s2, s3. 

( R ) 

2°. Composantes normales de la force élastique suivant les mêmes axes. 

h1, h2, h3 on t les va l eu r s ( 3 ) , § I I . 



3°. Composantes tangenticlles de la force élastique. 

Les é q u a t i o n s ( N ) , a joutées m e m b r e à m e m b r e , d o n n e n t c o m m e 
vér i f i ca t ion , 
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THÈSE D'ASTRONOMIE. 

D I F F É R E N T E S F O R M E S D E S É Q U A T I O N S D I F F É R E N T I E L L E S D A N S L E P R O B L E M E 

D E S T R O I S C O R P S . 

L o r s q u ' o n v o u l u t i n t ég re r r i g o u r e u s e m e n t les é q u a t i o n s différen

tielles d e ce p r o b l è m e , o n n e t r o u v a d ' a b o r d q u e les sept in tégra les 

fourn ies pa r les p r i nc ipe s d e l a c o n s e r v a t i o n d u m o u v e m e n t d u c e n t r e 

de g rav i t é , des forces vives e t des a i res . Ces sept in tégra les se r é d u i s e n t 

à q u a t r e si l ' on c h e r c h e le m o u v e m e n t relat i f des t ro is c o r p s a u t o u r d u 

c e n t r e de grav i té d u s y s t è m e ; et l ' on n e p o s s è d e la so lu t ion r i g o u r e u s e 

q u e d a n s ce r t a ins cas pa r t i cu l i e r s exposés d a n s la Mécanique céleste 

de L a p l a c e ( t o m e I V , l ivre x ) . C e p e n d a n t d e r e m a r q u a b l e s t r avaux 

on t a v a n c é la so lu t i on d u cas g é n é r a l . 

J a c o b i , d a n s u n M é m o i r e i n t i t u l é : É l imination des nœuds dans Le 

problème des trois corps [*] , a r é d u i t les six é q u a t i o n s différentielles d u 

second o r d r e , q u i e x p r i m e n t le m o u v e m e n t relatif des t rois c o r p s a u 

t o u r d u c e n t r e d e g rav i té d u s y s t è m e , à c inq é q u a t i o n s d u p r e m i e r 

o r d r e et u n e d u s e c o n d ; il a d o n c fait c i n q in t ég ra t ions . 

M. B e r t r a n d [**] a r a m e n é la q u e s t i o n à l ' i n t ég ra t ion d e six é q u a 

t i ons , tou tes d u p r e m i e r o r d r e , c ' e s t - à -d i r e q u ' i l a effectué u n e in té

g r a t i o n d e p l u s q u e n e l 'avait fait J a c o b i . 

L ' ob j e t d e m o n t ravai l a é té la r e c h e r c h e d u m u l t i p l i c a t e u r de 

[*] Comptes rendus des séances de l'Académie des Sciences, année 1842 , page 236 , 

ou Journal de Mathématiques, tome I X , page 313. 

[**] Journal de Mathématiques, tome X V I I , page 393. 



c h a c u n des d e u x sys tèmes d ' é q u a t i o n s différentielles é tabl is par 

Jacob i et p a r M . B e r t r a n d . 

J 'ai été g u i d é , d a n s le s econd c a l c u l , p a r les i n d i c a t i o n s q u ' a d o n 

nées M . B e r t r a n d d a n s son c o u r s a u Col lège de F r a n c e . 

Recherche du multiplicateur du système d'équations différentielles 

donné par Jacobi. 

Jacob i r a m è n e la so lu t ion d u p r o b l è m e à l ' i n t ég ra t ion d u s y s t è m e 

su ivan t : 

(1) 

O n a posé 

(2) 

( 3 ) 

(4) cos V = cos u cos u{ + cos I sin u sin u1, 

(5) I = i, — i. 

Les cons t an t e s y, y 1 , y2, o \ o \ , â2 son t liées e n t r e elles p a r les r e l a -



t i ens 

(6) 

t rois de ces cons tan tes p o u r r o n t ê t re pr ises a r b i t r a i r e m e n t . 

L e s quan t i t é s x et p., se t r o u v e n t d é t e r m i n é e s p a r les f o r m u l e s 

( 7 ) 

o ù 

M = m + m, + m2 ; 

L est la fonc t ion des f o r c e s , c et h son t d e u x cons t an t e s a rb i t ra i res . 

D a n s le M é m o i r e s igna lé au c o m m e n c e m e n t , J a c o b i r édu i t le p r o 

b l è m e des t ro is c o r p s à un p r o b l è m e d u m o u v e m e n t de d e u x c o r p s . 

Il d é m o n t r e : 

1°. Q u e l ' in te r sec t ion c o m m u n e des p l a n s des o rb i t e s des d e u x 

c o r p s fictifs reste c o n s t a m m e n t d a n s un p l an fixe; c 'es t le p l an i n v a 

r i a b l e d u s y s t è m e . 

2 ° . Q u e les inc l ina i sons des p l a n s des d e u x orb i tes à ce p l an fixe et 

les p a r a m è t r e s de ces o rb i t e s r ega rdés c o m m e des e l l ipses v a r i a b l e s , 

son t q u a t r e é l é m e n t s , d o n t d e u x q u e l c o n q u e s d é t e r m i n e n t r i g o u r e u 

semen t les d e u x au t res . 

Il est d o n c c o n d u i t à cho i s i r p o u r v a r i a b l e s : 

L e s d e u x r a y o n s v e c t e u r s r et r, ; 

L e u r s d i s tances au noeud a scendan t c o m m u n des p l a n s des deux-

orb i t e s u et u1 ; 

L e s i n c l i n a i s o n s de ces p l ans a u p l an i n v a r i a b l e i et i1 ; 

L a l o n g i t u d e d u n œ u d a s c e n d a n t c o m m u n des d e u x p l a n s o u sa 

d i s t ance à l ' axe des x , Q. 

I1 r e m a r q u e q u e ce de rn ie r ang l e d ispara î t e n t i è r e m e n t d u sys t ème 

des é q u a t i o n s dif férent ie l les et se d é t e r m i n e ap rè s l e u r in tég ra t ion pa r 

une q u a d r a t u r e . 
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Je m e p r o p o s e d e d é t e r m i n e r le m u l t i p l i c a t e u r d u sys tème (1). 

J e r é sous d ' a b o r d les q u a t r e p r e m i è r e s é q u a t i o n s p a r r a p p o r t a u x 

dér ivées A y a n t ces v a l e u r s , je d é t e r m i n e les q u a n 

ti tés 

(8 ) 

o ù l 'on a 

( 9 ) 

et 

Différent iant la c i n q u i è m e des é q u a t i o n s (1) , en a y a n t é g a r d aux r e l a 

t ions ( 8 ) , é l i m i n a n t h e n t r e la c i n q u i è m e et la s i x i è m e , o n o b t i e n t 

d e u x é q u a t i o n s q u i , r é so lues p a r r a p p o r t à et d o n n e n t 

Les fo rmules ( 2 ) , ( 3 ) , ( 9 ) p e r m e t t e n t d e simplif ier les s econds 

t e r m e s , et l 'on r e m p l a c e r a le sys tème ( 1 ) p a r le su ivan t : 



(10) 

Or le m u l t i p l i c a t e u r est défini p a r l ' équa t i on 

( 1 1 ) 

M é t a n t le m u l t i p l i c a t e u r c h e r c h é . 

Ce t te é q u a t i o n p e u t se m e t t r e sous la f o r m e 

(12) 

e t , en effectuant les c a l c u l s , 

( I 3 ) 

I l s 'agit d ' i n t ég re r cet te é q u a t i o n . 

7.. 



Première méthode, 

Je r e m a r q u e q u e 

(cos u sin u, cos i + cos u1 sin u cos i1, ) , 

D o n c 

o r 

d o n c 

( 1 4 ) 

Seconde méthode. 

Si n o u s p o s o n s 

et 

log M = N, 

l ' é q u a t i o n ( 1 3 ) dev ien t 

D é v e l o p p o n s le p r e m i e r m e m b r e , 



R e m p l a ç a n t les dér ivées e t c . , p a r l eu r s va l eu r s ( 1 0 ) , et chassan t 

les d é n o m i n a t e u r s p. et u1, o n t r o u v e 

(15) 

L e m u l t i p l i c a t e u r doi t vérifier ce t te é q u a t i o n a u x différentielles pa r 

tielles ; o r il p o u r r a i t a r r ive r q u ' i l fût i n d é p e n d a n t des masses : i n t r o 

d u i s o n s cet te h y p o t h è s e en p o s a n t 

c ' e s t - à -d i r e q u e N n 'es t fonc t ion q u e d e i et i1. 

P o u r l ' ob ten i r , n o u s i n t é g r e r o n s l ' é q u a t i o n s u i v a n t e , à l a q u e l l e se 

r é d u i t l ' é q u a t i o n (15 ) , 

( 1 6 ) 

P o s o n s 

cos u sin ut = a, cos u, sin u = b; 

ce son t des cons t an t e s d a n s l ' i n t é g r a t i o n , et elles do iven t d i spa ra î t r e 

d u ré su l t a t . P o u r avoi r N , il faut i n t ég re r le sys tème 

( 1 7 ) 



P o u r in t ég re r la p r e m i è r e des é q u a t i o n s ( 1 7 ) , r e m a r q u o n s q u e 

l 'on a 

a sin i di1= b sin i1 di ; 

a u m o y e n de ce t te r e l a t ion é l iminons b, il e n résu l te 

d o n c 

(18) 

est u n e in t ég ra l e d e l ' é q u a t i o n (16) . 

U n ca lcu l a n a l o g u e effectué s u r la d e u x i è m e des é q u a t i o n s (15) c o n 

d u i r a i t à la m ê m e e x p r e s s i o n ; d o n c l ' é q u a t i o n ( 18 ) est l ' i n t ég ra l e . 

P a r c o n s é q u e n t , 

( 1 9 ) 

est u n des m u l t i p l i c a t e u r s d u sys tème (1); c a r o n sait q u ' i l en existe 

u n e infini té . Cet te express ion a cela d e r e m a r q u a b l e , q u ' e l l e n ' e s t 

fonc t ion q u e des inc l ina i sons des p l a n s des o rb i t e s s u r le p l an i n v a 

r i a b l e . 

Recherche du multiplicateur du système d'équations différentielles 

donné par M. Bertrand. 

P o u r a v a n c e r la s o l u t i o n d u p r o b l è m e des t ro i s c o r p s , M. B e r t r a n d 

est c o n d u i t , p a r des c o n s i d é r a t i o n s déve loppées d a n s le M é m o i r e 

m e n t i o n n é p l u s h a u t , à i n t ég re r le sys t ème su ivan t : 



(1) 

ap rè s avo i r posé 

(2) 

On a , de p l u s , les fo rmules 

Les cons t an t e s a 1 , a 2 , a 3 , B1, B2, B3 sont liées e n t r e elles pa r les re la

t ions 

(4) 

m1, m2, m3 é t a n t les masses des t ro is c o r p s . 



Il s 'agit d ' a b o r d de d é m o n t r e r q u e Z p e u t s ' exp r imer en fonct ion 

des neu f va r i ab les u, u1, v, v1, w, w1, R , R1 , Q et d e c h e r c h e r son 

express ion . 

P o u r y p a r v e n i r , c o n s i d é r o n s d a n s l ' e space , à p a r t i r de l 'or ig ine des 

c o o r d o n n é e s , q u a t r e d ro i t es q u i f o r m e n t avec t ro i s axes r ec t angu la i r e s 

des angles d o n t les cos inus so ient r e spec t ivement p r o p o r t i o n n e l s à q1 , 

q3,qs, q2, q4, q6; q , q 3 , q'&; q2, q4, q6; so ient OA', OA", OA'" , OAIV ces 

d r o i t e s , O é t an t l 'or ig ine et A ' , À " , A ' , A 1 V les po in t s o ù elles p e r c e n t 

u n e s p h è r e d ' u n r a y o n égal à. l ' u n i t é ; d é s i g n o n s ces d ro i t es p a r les 

n u m é r o s 

(1),(2), ( 3 ) , ( 4 ) , 

on a u r a , en a y a n t éga rd aux fo rmules ( 2 ) , 

(5) 

N o u s o b t i e n d r o n s ainsi u n q u a d r i l a t è r e s p h é r i q u e q u i est d é t e r m i n é , 

p u i s q u e l 'on c o n n a î t t rois côtés et d e u x d i a g o n a l e s ; d o n c le q u a t r i è m e 

côté , c 'est-à-dire cos a 1 , p o u r r a s ' expr imer a u m o y e n d e ces q u a n t i t é s 

q u i sont des fonc t ions de u, u1 , e tc . 

P o u r t r o u v e r son e x p r e s s i o n , c o n s t r u i s o n s le t r i ang le s p h é r i q u e 

A ' A " A ' " , p u i s le t r i ang le A ' A " A " ; le côté c h e r c h é sera A " ' A , V . 

P o s o n s 

O r , d a n s la c o n s t r u c t i o n d u t r i ang le A ' A " A 1 V , le s o m m e t A " p e u t 

o c c u p e r t ro is pos i t ions différentes : 

i ° . Si A 1 V se t r o u v e à g a u c h e d u cô té A ' A " et en d e h o r s d u t r i ang le 

A ' A " A'", a lo r s 

z = m — n ; 

2 ° . Si A " se t r o u v e e n c o r e à g a u c h e de A ' A " et d a n s le t r i angle 



A ' A " A'", a l o r s 

z = n — m ; 

3° . Si A I V se t r o u v e à d r o i t e d u t r i a n g l e p r i m i t i v e m e n t c o n s t r u i t , 

d a n s ce cas 

z = m -4- n. 

Ceci p o s é , on a 

des d e u x p r e m i è r e s f o r m u l e s , d é d u i s a n t cos m, s in m, cos n, sin n, o n 

a r r ive à 

la q u a n t i t é P p o u v a n t se m e t t r e sous la f o r m e 

si l ' on pose 

(6) 

o n t r o u v e , dé f in i t i vemen t , 

( 7 ) 

d ' o ù l 'on d é d u i t i m m é d i a t e m e n t l ' é q u a t i o n d u d e u x i è m e d e g r é q u i 
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d é t e r m i n e Z ; a p p e l a n t D ce t te fonct ion , o n a 

( 8 ) D = A Z 2 + 2 B Z + C = o. 

On p e u t a r r i v e r , p a r u n e a u t r e m a r c h e , à la d é t e r m i n a t i o n d e Z. C o n 
s idé rons la fonc t ion 

Si l ' on pose 

on o b t i e n t q u a t r e é q u a t i o n s q u i o n t u n e inf ini té de s o l u t i o n s , q u e l s 
q u e so ient a , a ' , a", e t c . 

E n effet, p o s o n s 

O r , p o u r q u e ces exp re s s ions so ient n u l l e s , il suffit q u e 

a = o , |3 = o , y — o. 

Ces t ro is é q u a t i o n s o n t u n e infinité d e v a l e u r s ; d o n c les é q u a t i o n s su i 
vantes son t vérifiées p a r u n e infinité d e v a l e u r s : 



D o n c le déterminant est n u l , q u e l s q u e so ien t a , a', a", b, e tc , 

O r , ce d é t e r m i n a n t est 

R e m p l a ç o n s a, a', a" p a r q1, qs, q3; 

b, b', b" q2J qt, qe; 

C, C, c" q\, q'3, q\; 

d, d', d" q\, q\, q'e. 

L e d é t e r m i n a n t q u i est n u l sera d o n c 

( 9 ) 

u, Q , w , R, ; 

Q , u,, R, w1; 

w , R , v, Z ; 

R 1 , w, Z 1 , v1. 

Si n o u s d é s i g n o n s p a r D ce d é t e r m i n a n t , en l ' éga l an t à z é r o , o n a u r a 

u n e é q u a t i o n d u d e u x i è m e d e g r é q u i d é t e r m i n e r a Z en fonc t ion des 

va r i ab l e s u, u,, e t c . J 'a i effectué ce c a l c u l , et j ' a i r e t r o u v é l ' é q u a t i o n ( 8 ) . 

Ce t te s e c o n d e m é t h o d e p o u r d é t e r m i n e r Z a é té d o n n é e p a r M . Ber

t r a n d , d a n s son c o u r s a u Col lège d e F r a n c e , a p r è s avoi r i n d i q u é s i m 

p l e m e n t la p r e m i è r e . 

I l s 'agit m a i n t e n a n t de t r o u v e r l ' exp res s ion d u m u l t i p l i c a t e u r d u 

sys t ème ( 1 ) ; j ' y suis p a r v e n u p a r p l u s i e u r s m é t h o d e s . 

Première méthode. 

P a r t a n t d e l ' é q u a t i o n qu i définit le m u l t i p l i c a t e u r , on voi t q u ' e l l e se 

r é d u i t à 

(10) 

Mais l ' é q u a t i o n ( 8 ) d o n n a n t 

8 . . 



l ' é q u a t i o n ( 1 0 ) p o u r r a se m e t t r e sous cet te fo rme : 

(11) 

O r 

(12) 

en a y a n t é g a r d à l ' é q u a t i o n ( 7 ) ; il est d o n c n a t u r e l de c h e r c h e r si 

n e serai t pas l a différentiel le d e B 2 — AC. 

Si l ' on pose 

o n a 

( 1 3 ) 

o r 

O r les é q u a t i o n s ( 1 ) é t a n t mises sous la fo rme 

( 1 4 ) 

on t r o u v e 



d o n c 

( 1 5 ) 

O r , en v e r t u des r e l a t ions ( 8 ) , (12) et ( 1 3 ) , on a 

d o n c 

(16) 

p a r c o n s é q u e n t , 

car 

d o n c 

( 1 7 ) 

L e rad ica l p e u t ê t re affecté d u d o u b l e s igne . 

Deuxième méthode. 

P o s o n s 
l o g M = N , 

et d é v e l o p p o n s le p r e m i e r t e r m e de l ' é q u a t i o n (10); en a y a n t égard a u x 

fo rmules (1), n o u s o b t i e n d r o n s 

( 1 8 ) 



L e m u l t i p l i c a t e u r do i t vérifier ce t t e é q u a t i o n ; c h e r c h o n s s'il p e u t ê t r e 

i n d é p e n d a n t des masses . 

I l suffit, p o u r c e l a , q u e l ' on ait 

( 1 9 ) 

(20) 

V o y o n s q u e l l e f o r m e i m p o s e r o n t à N les c o n d i t i o n s ( 1 9 ) e t ( 2 0 ) . 

I n t é g r o n s la p r e m i è r e des é q u a t i o n s ( 1 9 ) , en r e g a r d a n t N c o m m e 

fonction d e v, w e t R. O n a 

d ' o ù l ' on d é d u i t d ' a b o r d 

N = C , 

uv — w2 = C, 

Qw — u R = C 2 . 

D e la d e r n i è r e t i r ons la v a l e u r d e w; p o r t o n s - l a d a n s 

Qdv — 2 W d R = o , 

et i n t é g r o n s en r e g a r d a n t C 2 c o m m e c o n s t a n t e , o n t r o u v e 

Q 2 P + UR2 — 2 w Q R = C s ; 

n o u s p o u v o n s p r e n d r e 

E x p r i m o n s m a i n t e n a n t q u e 1S satisfait à la s e c o n d e des é q u a t i o n s (19), 

o n a r r ive à 



C1 et C 3 é t a n t i n d é p e n d a n t s d e u1, U1, est u n e c o n s t a n t e d a n s l ' i n té 

gra t ion ; on a d o n c 

u1 C1 — C 3 = cons t . = a ; 

a n e r e n f e r m a n t pas v1, w1, R 1 , n o u s a r r i v o n s à cet te c o n c l u s i o n , 

q u e 

( 2 1 ) N = F ( a , v1, w 1 , R 1 ) t 

F é t a n t u n e fonct ion a r b i t r a i r e . 

M a i n t e n a n t , si l ' on e x p r i m e q u e N vérifie les r e l a t i ons ( 2 0 ) , o n 

t r o u v e déf in i t ivement q u e N do i t ê t r e d e la f o r m e 

( 2 2 ) N = F ( « , a , ) , 

o ù l 'on a 

( 2 3 ) 

Il faut d e p l u s q u e N satisfasse à l ' é q u a t i o n su ivan t e à l a q u e l l e se 

r é d u i t l ' é q u a t i o n ( 1 8 ) , 

( 2 4 ) 

O r , si l ' on pose 

( 2 5 ) 

l ' é q u a t i o n ( 2 4 ) d e v i e n d r a 

( 2 6 ) 

o u 

( 2 7 ) 



O r o n vérifie q u e 

ce q u i d o n n e 

(28) 

P o u r in t ég re r ce t te é q u a t i o n , il faut i n t ég re r le sys t ème 

( 2 9 ) 

La t ro i s i ème r e l a t i on n o u s d o n n e 

Alors les d e u x p r e m i è r e s p r e n n e n t la m ê m e f o r m e , q u i est la 

su ivan te : 

d ' o ù 

d o n c 

est l ' i n t ég ra le d e l ' é q u a t i o n ( 28 ) . 



On en d é d u i t 

(30) 

q u i est l ' express ion d u m u l t i p l i c a t e u r c h e r c h é . 

O n vérifie fac i lement q u e 

eux1 = B 2 - AC, 

q u e a est le d é t e r m i n a n t 

M , Q , w, 

Q , u, R , 

w, R , v, 

et q u e a , est le d é t e r m i n a n t 

Q , u, R1 

w 1 , R 1 , v1. 

Troisième méthode. 

N o t r e p o i n t de d é p a r t sera la f o r m u l e 

( 3 1 ) 

D é t a n t le d é t e r m i n a n t 

u, Q , w, R 1 , 

Q , u,, R , w1, 

w, R , v, Z , 

R 1 , w 1 , Z , v1, 

9 
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est égal à la s o m m e des d é t e r m i n a n t s À , A', 

w, Q , R 1 , 

w, R , Z , 

R 1 , w1, v1, 

w, w, R1, 

Q , R , 

R 1 , Z , v1, 

est égal à la s o m m e des d é t e r m i n a n t s 

Q , u1, R , 

w, R , v, 

R1, w1 Z , 

Q , w, R 1 , 

u1, R , w , 

R , v, Z , 

est égal à la s o m m e des d é t e r m i n a n t s 

Q , w, , R , 

R1, w1, Z , 

u, Q , R 1 , 

Q , u1, w1, 

w, R , Z . 

O r u n d é t e r m i n a n t n e c h a n g e n i en g r a n d e u r n i en s igne q u a n d on ie 
r e n v e r s e ; d o n c 

e t , p a r c o n s é q u e n t , 

( 3 2 ) 

o r , le d é t e r m i n a n t c? a la fo rme s u i v a n t e , si l ' on a é g a r d a u x re la 
t ions ( 2 ) : 

Mais ce d é t e r m i n a n t est égal au p r o d u i t des d e u x d é t e r m i n a n t s 

m n 



D e m ê m e le d é t e r m i n a n t A é t a n t égal à 

est aussi le p r o d u i t des d e u x d é t e r m i n a n t s 

et A, é t an t 

p e u t ê t r e r e m p l a c é p a r le p r o d u i t des d e u x d é t e r m i n a n t s : 

O n a u r a d o n c 

( 3 3 ) 

O r , o n voi t q u e 

jS = n, a, — m. 

C o m p a r o n s a et m ; a est égal et d e signe c o n t r a i r e à 

q u e l 'on d é d u i t de a en c h a n g e a n t la d e u x i è m e l igne h o r i z o n t a l e en la 

t r o i s i ème , et vice versa. 
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O r , a ' se d é d u i r a i t d e m en c h a n g e a n t 

ma i s o n a 

a p r è s avo i r posé 

D o n c 

O r , 

A y a n t é g a r d a u x é q u a t i o n s s u i v a n t e s , é tab l ies d a n s le M é m o i r e d e 

M . B e r t r a n d : 

o n vérifie fac i lement q u e 



d o n c 

U n ca lcu l a n a l o g u e c o n d u i r a i t à la c o n c l u s i o n 

p a r c o n s é q u e n t , 

( 3 4 ) 

c'est u n e a u t r e f o r m e d u m u l t i p l i c a t e u r q u e n o u s c h e r c h o n s . M. Ber

t r a n d avai t a n n o n c é ce r é su l t a t d a n s son c o u r s . 

N o u s t r o u v o n s d o n c , p o u r les différentes formes d ' u n des mul t ip l i 

c a t e u r s d u sys t ème ( 1 ) , 

( 3 5 ) 

o u 

a est le d é t e r m i n a n t 

a , est le d é t e r m i n a n t 



m est le d é t e r m i n a n t 

et n le d é t e r m i n a n t 

Vu et approuvé. 
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