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P R É F A C E . 

J ' a i d iv isé ce c o u r s de g é o m é t r i e d e s c r i p t i v e e n d e u x p a r t i e s : d a n s la p r e m i è r e 

je d o n n e t o u t ce q u i e s t r e l a t i f a u p o i n t , à la d r o i t e e t a u p l a n ; d a n s la s e c o n d e 

j e m ' o c c u p e des c o u r b e s e t d e s s u r f a c e s , e n g é n é r a l , e t e n p a r t i c u l i e r , des sec

t i o n s c o n i q u e s e t d e s su r f aces d u s e c o n d o r d r e . 

J e n ' a i p o i n t v o u l u é c r i r e u n t r a i t é de g é o m é t r i e d e s c r i p t i v e , c a r a l o r s j ' a u r a i * 

é té ob l igé d e d o n n e r u n r é s u m é de t o u t ce q u i a é t é f a i t , e t d e c l a s se r avec o r d r t 

t o u t e s les r e c h e r c h e s d u e s a u x d i v e r s s a v a n t s (*) q u i se s o n t o c c u p é s d e l a sc ience 

si vas te e t si u t i l e p a r ses n o m b r e u s e s a p p l i c a t i o n s , à l a q u e l l e M o n g e a clonn* 

le n o m d e géométrie descriptive. E n é c r i v a n t u n c o u r s , j ' a i p u m e b o r n e r à ex

p o s e r m e s i d é e s e t m e s r e c h e r c h e s s u r c e t t e s c i e n c e , t o u t e n d o n n a n t ce qu i es 

i n d i s p e n s a b l e à c e u x q u i l ' é t u d i e n t d a n s le b u t d e d e v e n i r ingénieurs. 

Monge a s o u v e n t r é p é t é q u e , l o r s q u ' o n sava i t les d i v e r s p r o b l è m e s re la t i f s ai 

p o i n t , à la d r o i t e et a u p l a n , e t d o n t l ' e n s e m b l e f o r m e ce q u e l ' on a p p e l l e en

c o r e e t assez i m p r o p r e m e n t les préliminaires de la géométrie descriptive, on sa 

va i t la g é o m é t r i e d e s c r i p t i v e . O n n ' a pas fait assez a t t e n t i o n à c e t t e m a n i è r e tu 

voi r de Monge, a u su je t de la g é o m é t r i e n o u v e l l e d o n t le p r e m i e r il a f o r m é m 

c o r p s de d o c t r i n e , e t à l a q u e l l e il a d o n n é u n n o m , c e l u i de géométrie descriptive 

q u i a é t é s o u v e n t c r i t i q u é , f au te de c o m p r e n d r e t o u t ce q u ' i l s ignifiai t d a n s l< 

p e n s é e d u s a v a n t f o n d a t e u r de l 'École p o l y t e c h n i q u e . 

I l n ' e x i s t e , à v r a i d i r e , q u ' u n e g é o m é t r i e , e t q u i a p o u r b u t de r e c o n n a î t r e 

les p r o p r i é t é s d e l ' e space f iguré . Ces p r o p r i é t é s s o n t de d e u x e s p è c e s , savoi r 

l e s p r o p r i é t é s d e relation déposition , e t les p r o p r i é t é s de relation métrique; mais 

l ' on p e u t e m p l o y e r des m é t h o d e s d ive r ses p o u r a r r i v e r à la d é c o u v e r t e des une? 

e t des a u t r e s . C h a q u e m é t h o d e p a r t i c u l i è r e a r e ç u , p a r e x t e n s i o n , le n o m ck 

géométrie. Ains i o n d isa i t la g é o m é t r i e d e D e s c a r t e s , e t l ' on a d i t la géomét r i e 

d e Monge : D e s c a r t e s e m p l o y a i t l'analyse à la r e c h e r c h e d e s v é r i t é s g é o m é t r i 

q u e s , M o n g e a e m p l o y é la méthode des projections à l a r e c h e r c h e d e s p ropr i é t é* 

d o n t j o u i s s e n t les formes géométriques. Et c o m m e les surfaces q u i l i m i t e n t e t ter

m i n e n t les c o r p s s o n t c o m p o s é e s de lignes, e t q u e les lignes s o n t f o r m é e s d< 

(*) Je m e p ropose d ' é c r i r e u n n o u v e l o u v r a g e qu i a u r a p o u r t i t r e : De l'Enseignement de la Géomé

trie descriptive; c 'est a lo r s q u e j ' e x p o s e r a i les t r a v a u x des d ive r s savan t s q u i , ap rès Monge, on t eeril 

su r ce t te sc ience ; et a lo rs j e t a c h e r a i de faire c o n n a î t r e , aussi c o m p l è t e m e n t qu ' i l m e sera possible, le-

progrès q u e c h a c u n d ' e u x a fait faire à la Géométrie descriptive. 



points, e t q u ' u n e foule de c o r p s s o n t t e r m i n é s p a r des faces planes, e t q u e 

d ' a i l l e u r s le p l a n j o u e u n g r a n d rô l e l o r s q u e l ' on e x a m i n e les s u r f a c e s , soit q u e 

Ton c o n s i d è r e u n p l a n c o m m e tangent ou sécant p a r r a p p o r t a la su r face p a r t i 

c u l i è r e d o n t on d i s c u t e les p r o p r i é t é s , so i t q u ' o n le c o n s i d è r e c o m m e tangent 

ou normal ou oscillateur e n c e r t a i n p o i n t de c e r t a i n e c o u r b e t r a c é e s u r la su r f ace 

p a r t i c u l i è r e , il e s t M e n é v i d e n t d è s l o r s q u e , l o r s q u ' o n s a u r a r e p r é s e n t e r u n p o i n t , 

l ine d r o i t e e t u n p l a n p a r la m é t h o d e des p r o j e c t i o n s , e t r é s o u d r e , p a r la m é 

t h o d e des p r o j e c t i o n s , les d i v e r s p r o b l è m e s q u e l ' on p e u t p r o p o s e r s u r le p o i n t , 

la d r o i t e e t le p l a n , on s a u r a la géométrie descriptive ; e n ce sens q u e l ' on s a u r a 

t o u t ce q u ' i l faut p o u r a p p l i q u e r la m é t h o d e d e s p r o j e c t i o n s à la r e c h e r c h e des 

vé r i t é s g é o m é t r i q u e s q u ' i l lu i es t p e r m i s de d é m o n t r e r t o u c h a n t l ' e space f iguré : 

c a r , il faut b i e n le r e c o n n a î t r e , c h a q u e m é t h o d e es t p l u s s p é c i a l e m e n t a p p l i c a 

ble à u n g e n r e p a r t i c u l i e r d e q u e s t i o n s . C ' es t a in s i q u e l'analyse s ' a p p l i q u e à la 

r e c h e r c h e des p r o p r i é t é s de relation métrique, e t q u e la géométrie descriptive 

s ' a p p l i q u e à la r e c h e r c h e d e s p r o p r i é t é s de relation de position. 

La g é o m é t r i e d e s c r i p t i v e do i t ê t r e c o n s i d é r é e c o m m e u n art e t c o m m e u n e 

science. P e n d a n t l o n g t e m p s et d e p u i s t r è s - l o n g t e m p s , l'art des projections é t a i t 

c o n n u d e s stéréomètres, e t a in s i d e s appareilleurs p o u r la c o u p e des p i e r r e s e t des 

charpentiers ; m a i s c ' es t v r a i m e n t d e p u i s Monge q u e la g é o m é t r i e d e s c r i p t i v e a 

é t é r e c o n n u e ê t r e u n e science , e t c ' e s t a u x t r a v a u x de Monge q u ' o n le d o i t ; c a r 

c 'es t l u i q u i le p r e m i e r a d é m o n t r é q u e , d a n s ce q u e l ' on appe l a i t Part des projec

tions , r é s i d a i t r é e l l e m e n t u n e méthode scientifique q u i p e r m e t t a i t de r e c h e r c h e r 

e t de d é m o n t r e r c e r t a i n e s vérités géométriques , e t a ins i t o u t e s ce l les r e l a t i v e s à la 

forme de l ' e space figuré. E t , à ce s u j e t , n o u s d e v o n s r a p p e l e r q u e Monge a sou

ven t d i t : « Si j e refa isa is m o n o u v r a g e q u i a p o u r t i t r e de l'analyse appliquée à la 

géométrie ( o u v r a g e d a n s l e q u e l i l s 'es t s e rv i de l'analyse infinitésimale p o u r r e 

c h e r c h e r e t d é m o n t r e r u n si g r a n d n o m b r e de p r o p r i é t é s i n c o n n u e s j u s q u ' à lui 

et d o n t j o u i s s e n t les c o u r b e s e t les s u r f a c e s ) , j e l ' é c r i r a i s e n deux c o l o n n e s : 

d a n s la p r e m i è r e , j e d o n n e r a i s les d é m o n s t r a t i o n s p a r l'analyse ; d a n s la s e c o n d e , 

je d o n n e r a i s les d é m o n s t r a t i o n s p a r la géométrie descriptive, en d ' a u t r e s t e r m e s , 

pa r la m é t h o d e des p r o j e c t i o n s ; e t l ' on s e r a i t p e u t - ê t r e , a jou t a i t - i l , b i e n é t o n n é , 

en l i s an t ce t o u v r a g e , de voi r q u e l ' a v a n t a g e se ra i t p r e s q u e t o u j o u r s d u cô té de 

la s e c o n d e c o l o n n e , p o u r la c l a r t é d u r a i s o n n e m e n t , la s imp l i c i t é de la d é m o n 

s t r a t i o n , e t la faci l i té d e l ' app l i c a t i on des théorèmes t r o u v é s aux d i v e r s travaux 

des ingénieurs. » 

O r , il faut savo i r q u e Monge ava i t d ' a b o r d r e c h e r c h é e t d é m o n t r é p a r la g é o 

m é t r i e d e s c r i p t i v e p r e s q u e t o u t ce q u ' i l a d o n n é d a n s son analyse appliquée à ta 

qéomélrie. Mais c o m m e il lu i é t a i t d é f e n d u de faire c o n n a î t r e ses m é t h o d e s g é o 

m é t r i q u e s , a t t e n d u q u ' i l é t a i t a t t a c h é c o m m e p r o f e s s e u r à l ' école d u gén ie de 



Mézières , il fut ob l igé de t r a d u i r e e n analyse, les r é s u l t a t s a u x q u e l s il é ta i t 

p a r v e n u d i r e c t e m e n t p a r la m é t h o d e des p r o j e c t i o n s . E t , c h o s e d i g n e d e r e 

m a r q u e , c ' e s t p e u t - ê t r e à c e t t e n é c e s s i t é de n e p a s p r é s e n t e r ses r e c h e r c h e s 

sous l e u r p r e m i è r e f o r m e , q u e n o u s d e v o n s les d é m o n s t r a t i o n s si a d m i r a b l e s 

d o n n é e s p a r Monge a u m o y e n du calcul aux différences partielles , e t q u i on t 

fait fa ire u n si g r a n d p a s à l ' a p p l i c a t i o n d e l'analyse à la géométrie. 

T o u t le m o n d e sa i t q u e ce n e fut q u ' a p r è s l a r é v o l u t i o n de 8 9 , a p r è s la d e s 

t r u c t i o n d e l ' É c o l e d u g é n i e d e M é z i è r e s , e t l o r s d e la c r é a t i o n de la p r e m i è r e 

École n o r m a l e , q u i p r é c é d a la c r é a t i o n de l 'Éco le c e n t r a l e des t r a v a u x p u b l i c s , 

q u i p l u s t a r d p r i t l e n o m d ' É c o l e p o l y t e c h n i q u e , q u e Monge p u b l i a son T r a i t é 

de géométrie descriptive, d a n s l e q u e l se t r o u v a i e n t r é v é l é e s t o u t e s les m é t h o d e s 

g r a p h i q u e s d o n t l ' é co le d e Mézières faisai t u n s e c r e t ; e t c e p e n d a n t u n o u v r a g e 

m o i n s c o m p l e t , il es t v r a i , ava i t dé jà p a r u s u r ce su je t i m p o r t a n t . Cet o u v r a g e 

ava i t é t é p u b l i é , s o u s le t i t r e de Complément de géométrie, p a r Lacroix ( q u e les 

s c i ences v i e n n e n t d e p e r d r e ) , a l o r s q u ' i l é t a i t p r o f e s s e u r a u x éco les d ' a r t i l l e r i e . 

11 n ' e s t p a s s a n s i n t é r ê t p o u r l ' h i s t o i r e des s c i e n c e s d e r a p p e l e r c o m m e n t le 

Complément de géométrie a é té é c r i t p a r L a c r o i x , e t ce q u i lu i a d o n n é n a i s s a n c e . 

Un officier d u g é n i e v i n t e n c o n g é à B e s a n ç o n , o ù é t a i t u n e éco l e d ' a r t i l l e r i e : 

iMcroix y é t a i t p r o f e s s e u r . Cet officier la i ssa d a n s sa c h a m b r e la co l l ec t ion de 

ses épures, ce q u e l ' on a p p e l a i t , e n t e r m e d ' éco l e , ta gâche, e t s ' a b s e n t a p o u r 

q u e l q u e s m o i s . L e s officiers d ' a r t i l l e r i e , q u i a v a i e n t s u r le c œ u r q u e l q u e s p la i 

s a n t e r i e s , for t i n n o c e n t e s s a n s d o u t e , s u r l e u r i g n o r a n c e d e s t r a v a u x de l ' éco le 

de Méz iè res , r é s o l u r e n t d e s ' e m p a r e r d u trésor de l 'officier d u g é n i e . Le c o m p l o t 

fut e x é c u t é , l es épures e n l e v é e s f u r e n t c a l q u é e s , e t p u i s les originaux r e m i s en 

p lace . Mais g r a n d fut F é t o n n e m e n t , l o r s q u e le t r ava i l fini, o n v o u l u t se m e t t r e 

à déchif f rer les hiéroglyphes de l ' éco le de Mézières: p e r s o n n e n ' y c o m p r e n a i t r i e n . 

Alors on va t r o u v e r Lacroix, e t o n l u i r e m e t t o u s les calques. Lacroix p a r v i n t a 

déchif f rer t o u t ce q u i e s t re la t i f a u point, à la droite et au plan, e t il r é d i g e a su r 

ce su je t u n p e t i t t r a i t é q u ' i l fit p u b l i e r sous le t i t r e d e Complément de géométrie. 

Ce fut son p r e m i e r o u v r a g e , q u i p l u s t a r d deva i t ê t r e su iv i d ' u n si g r a n d n o m 

b re de t r a i t é s r e m a r q u a b l e s e t u t i l e s . Populariser la s c i e n c e , e t a in s i la faire d e s 

c e n d r e des h a u t e s r é g i o n s p o u r la r e n d r e access ib le au p l u s g r a n d n o m b r e , fut 

u n e des p e n s é e s d o m i n a n t e s de Lacroix, e t l ' on voi t q u e s o n p r e m i e r d é b u t fut. 

non p a s s e u l e m e n t de populariser une s c i e n c e , m a i s d ' a r r a c h e r à des m a i n s 

a v a r e s u n e s c i e n c e é m i n e m m e n t u t i l e à t o u s c e u x q u i s ' o c c u p e n t des t r a v a u x 

cYingénieurs. Lacroix ava i t b i e n réf léchi a v a n t de d o n n e r à son p e t i t t r a i t é le 

t i t r e de complément de géométrie ; \\ n e l ' a d o p t a q u ' a p r è s avo i r b i e n r e c o n n u 

q u ' e n effet , la n o u v e l l e m é t h o d e p o u s s a i t r é e l l e m e n t p l u s e n a v a n t la g é o m é 

t r i e qu i n o u s ava i t é té l é g u é e p a r les tnirims. et q u ' e l l e p rn i io t l a i t . de v o c 



' i i iper avec c e r t i t u d e d e s p r o b l è m e s à t r o i s d i m e n s i o n s . Monge d o n n a à son 

t r a i t é le t i t r e de géométrie descriptive, p a r c e q u ' i l c o n n a i s s a i t t o u t e s les r e s s o u r c e s 

et t o u s les p r o c é d é s de la g é o m é t r i e n o u v e l l e q u ' i l v e n a i t enfin e n s e i g n e r publi

quement. Il sava i t q u e , l o r s q u ' o n c o n s i d è r e u n s y s t è m e d a n s l ' e space , o n p a r 

v ien t , e n p r o c é d a n t p a r voie de synthèse e t au m o y e n d u raisonnement géométrique, 

h r e c o n n a î t r e les diverses propriétés géométriques d o n t j o u i t l e s y s t è m e p r o p o s é , e t 

q u e l ' on d é c r i t a u fur e t à m e s u r e c h a c u n e de ces p r o p r i é t é s , en p a s s a n t succes 

s i v e m e n t d e s u n e s a u x a u t r e s , les p r e m i è r e s s e r v a n t à r e c o n n a î t r e e t à é t a b l i r 

îa vé r i t é , l ' e x a c t i t u d e d e s s u i v a n t e s . Mais il sava i t aus s i q u e Y esprit se fa t igue 

p a r u n e a t t e n t i o n t r o p l o n g t e m p s s o u t e n u e , e t q u ' i l es t n é c e s s a i r e d'écrire a u fur 

->t à m e s u r e les d é c o u v e r t e s fa i tes , en u n m o t : ce quel'esprit voi t e t r e c o n n a î t ê t r e 

v r a i , p o u r n e p a s le s u r c h a r g e r e t lu i p e r m e t t r e d ' a i l l e u r s , l o r s q u ' i l v i en t à s 'é

g a r e r , de r e v e n i r avec c e r t i t u d e s u r ses p a s , p o u r r e p r e n d r e sa r o u t e d ' u n e m a 

n i è r e p l u s a s s u r é e . Monge c o m p r i t dès l o r s q u e la g é o m é t r i e n o u v e l l e s e r t en 

m ê m e t e m p s , e t à décrire ce q u e l'esprit v o i t , e t à écrire, e t a ins i à fixer d ' u n e 

m a n i è r e i n v a r i a b l e , ce q u e l'esprit a vu . C 'es t p o u r ce la q u ' i l a d o n n é à c e t t e géo

m é t r i e n o u v e l l e le n o m de géométrie descriptive. Lacroix e t Monge o n t t o u j o u r s 

" o n s i d é r é l ' u n e t l ' a u t r e la géométrie descriptive c o m m e u n e science d o n t l a m é 

thode f o n d a m e n t a l e , ce l le des projections, é t a i t u n n o u v e a u m o y e n d ' a c c r o î t r e 

n o s c o n n a i s s a n c e s g é o m é t r i q u e s , e t de p l u s ils l ' on t r e g a r d é e c o m m e u n procédé 

qraphique, a p t e à é c r i r e les propriétés géométriques d ' u n s y s t è m e à t ro i s d i m e n 

s ions . 

C'est en m e c o n f o r m a n t à c e t t e m a n i è r e d ' e n v i s a g e r la géométrie descriptive, q u e 

j ' a i éc r i t ce Cours q u e j e s o u m e t s au j u g e m e n t des géomètres e t des ingénieurs (*). 

' \ L o r s q u e j e songeai à r e d i g e r m o n cou r s de g é o m é t r i e de sc r ip t i ve , j e p r i a i M. d e P a u l m o n r é p é t i -

e u r a l 'école c e n t r a l e de s a r t s e t m a n u f a c t u r e s , d 'ass is ter à m e s l e ç o n s , d e les re 'diger et de les l i tho-

; rapl i ie r p o u r l 'usage d e nos é lèves . M. d e Pau l r éd igea avec soin et avec zèle la p r e m i è r e p a r t i e ( d u 

lo in t . de la d r o i t e et d u p l a n ) et q u e l q u e s f r a g m e n t s de la s e c o n d e pa r t i e ( d e s c o u r b e s et des sur faces}: 

e sont ces l i t hog raph ie s fai tes, sous m a d i r e c t i o n , d ' a p r è s m e s leçons et q u e l q u e s no tes q u e j e réd igea i 

i la h â t e , qui m ' o n t servi de bases p o u r la r é d a c t i o n déf in i t ive . 

J 'ai p e u c h a n g é à la r é d a c t i o n de la p r e m i è r e p a r t i e , j ' y ai fait c e p e n d a n t q u e l q u e s a d d i t i o n s et q u e l 

l'ics c o r r e c t i o n s : c'est d ' ap r è s les dess ins de >f. de Pau l q u e les q u a r a n t e - d e u x p l a n c h e s d e la p r e m i è r e 

irirtie o n t été g r a v é e s . 

.l'ai écri t en son e n t i e r la s econde p a r t i e , en y faisant e n t r e r les f r a g m e n t s rédigé», sous ma d i r e c -

l o n . pa r M. de P a u l . 



C O U R S 

DE 

GÉOMÉTRIE DESCRIPTIVE. 

PREMIÈRE PARTIE. 

Du point , de la droite et du plan 

CHAPITRE PREMIER. 

NOTIONS PRÉLIMINAIRES 

î. La géomét r ie o rd ina i r e m o n t r e par fa i t ement la disposi t ion r e l a t n e de.^ 

par t ies d ' une figure e n t i è r e m e n t s i tuée sur un seul p lan , mais elle n'e.si plus 

suffisante p o u r r ep ré sen t e r les c o n s t r u c t i o n s q u e l 'on doit exécu te r dans l 'espace 

c o m m e on peu t s 'en assure r par des exemples fort s i m p l e s ; ainsi par exemple 

On sai t q u e la d i s tance d ' u n po in t à un plan est mesurée par la p e r p e n d i c u l a i r e 

abaissée de ce po in t sur le p lan ; mais c o m m e n t fixer la d i rec t ion de eett-

p e r p e n d i c u l a i r e ? C o m m e n t d é t e r m i n e r le poin t où elle r e n c o n t r e le plan "? L*. 

géomét r ie o r d i n a i r e n ' ense igne pas à r é s o u d r e ces ques t ions ; les méthodes 

g r a p h i q u e s don t elle fait usage sont à cet égard complè t emen t impuissan tes . 

On est obligé d ' employer des mé thodes p a r t i c u l i è r e s , dont l ' é tude dépend de la 

géométrie descriptive: mais p o u r t a n t la géométr ie descr ipt ive est mal définie 

1 



lo r squ 'on dit qu'elle a pour but d'apprendre à représenter sur une feuille de dessin, qui 

na que deux dimensions, des corps qui ont trois dimensions. Ce n 'es t là q u ' u n e faible 

pa r t i e doucette science-, la géomét r i e descr ip t ive e n s e i g n e en o u t r e des m é t h o d e s 

de r eche rche qu i peuvent s ' app l ique r avan t ageusemen t à tous les p r o b l è m e s de 

relation déposition ; car , en général, l ' analyse seu le p e u t d o n n e r la solut ion des p r o 

b lèmes de relation métrique. Enfin, en faisant m a r c h e r en semble ces deux b r a n d i e s des 

m a t h é m a t i q u e s , il n 'es t pas de p r o b l è m e q u e l 'on ne pu i s se p a r v e n i r à r é s o u d r e . 

M o n ' g e a di t de la géomét r i e descr ip t ive q u e c 'est la langue de l'ingénieur, il faut 

donc a p p r e n d r e à la l i re et à l ' é c r i r e . 

Tous les t ravaux des i ngén ieu r s se r édu i sen t à la réso lu t ion des deux p r o b l è m e s 

su ivants : 

1* Faire un lever, c ' e s t -à -d i re : r e p r é s e n t e r su r u n e feuille de dessin l ' image d 'un 

corps ou d ' u n sys tème de co rps e x i s t a n t , de m a n i è r e à pouvoi r le r e p r o d u i r e 

i d e n t i q u e m e n t p a r t o u t où l 'on v o u d r a : 

2° Faire un projet, c 'es t -à-di re r a y a n t conçu u n corps ou un sys tème de c o r p s , 

en faire un d e s s i n , à l 'a ide d u q u e l on puisse l ' exécuter exac tement . 

2. L o r s q u ' o n i m p r i m e un m o u v e m e n t q u e l c o n q u e à u n p lan ou a u n e surface, en 

général elle n ' é p r o u v e a u c u n e a l té ra t ion dans a u c u n e de ses pa r t i e s . Les disposi

t ions relat ives des po in ts et des l i g n e s e n t r e eux d e m e u r e n t les m ê m e s à u n e époque 

q u e l c o n q u e du m o u v e m e n t . Les angles q u e les l ignes forment e n t r e elles ne 

changen t pas de g r a n d e u r , et les l o n g u e u r s des l ignes non indéfinies se c o n s e r 

vent les mômes . Si l 'on fait t o u r n e r un plan a u t o u r de son in te rsec t ion avec un 

au t r e p l a n , j u s q u ' à ce qu ' i l se confonde avec c e l u i - c i , on dit q u ' o n rabat 

le p r e m i e r p lan su r le s econd . Cet te opéra t ion est f r é q u e m m e n t répé tée en 

géométr ie descr ip t ive dans le b u t de r a m e n e r sur la feuil le de dessin des con-

s t r u c l i o n s q u i n 'y sont pas c o n t e n u e s , ou , en d ' au t re s t e rmes , qu ' i l faudrai t exécu te r 

dans l 'espace. Nous y pa rv i end rons aussi pa r d ' au t r e s cons idé ra t ions également 

fécondes (*). 

Représentation d'an point. 

3 . Un c o r p s , une s u r l a c e , u n e l i g n e , sont c o n n u s , q u a n d on p e u t , au moyen 

des d o n n é e s , t rouve r tous les points qui composen t le c o r p s , la surface et la 

0 Ayant n K ' u e u n P ' a n sécant a t r ave r s u n corps , le r a b a t t r e , soit sur le p lan h o r i z o n t a l , soit s u r le 

p lan vert ical de pro jec t ion , c'est faire en géométrie descriptive i d e n t i q u e m e n t ce q u e l 'on fait en ana

lyse'lorsqu'on emplo ie les fo rmules d ' E u l e r p o u r t r o m e r l ' équa t ion d ' u n e cou rbe de sect ion d a n s le 

p l an m ê m e de section , en r a p p o r t a n t cet te c o u r b e à d e u x axes r e c t a n g u l a i r e s e n t r e eux t racés dans 

«on p l a n , 



l igne. Il faut donc avan t tout savoir fixer la pos i t ion d ' u n po in t d a n s l 'espace. 

P o u r cela on peu t emp loye r p lu s i eu r s m é t h o d e s d o n t nous pa r l e rons p a r la 

su i te , mais don t la p lu s si m [.le cons is te à cons idé r e r deux p lans ( q u i se coupent 

à angle droi t ) H II' et V V (fig. 1 ) . On suppose q u e l ' un d ' e u x , 1111', e s t horizontal, 

l ' a u t r e , W ' , est alors vertical, l eu r in te r sec t ion LT p r e n d le n o m de ligne de 

terre. Ces deux p l a n s , q u ' i l faut concevoi r i n d é f i n i m e n t p r o l o n g é s dans tous les 

s e n s , s e c o u p e n t m u t u e l l e m e n t en deux par t i es ou r é g i o n s . 

La p a r t i e L T H du plan ho r i zon ta l , s i tuée e n a v a n t du p lan ver t ica l , se n o m m e 

partie antérieure ; la pa r t i e L T H ' , s i tuée d e r r i è r e le p l an ve r t i ca l , se n o m m e partie 

postérieure. 

La par t ie LTV du plan ver t i ca l , s i tuée au -dessus d u p l an hor i zon ta l , se n o m m e 

partie supérieure; la p a r t i e L T V , s i tuée a u - d e s s o u s d u plan hor izon ta l , se n o m m e 

partie inférieure. 

De p lus ces deux p lans forment q u a t r e angles d ièdres , q u e l 'on dés igne par les 

noms des pa r t i e s qui les c o m p r e n n e n t , a ins i ; 

H LTV se n o m m e angle a n t é r i e u r - s u p é r i e u r et s 'écr i t ainsi : A ^ S 

H'LTV — angle pos t é r i eu r - supé r i eu r — P , S 

H ' L T V — angle p o s t é r i e u r - i n f é r i e u r — P , I 

H L T V — angle a n t é r i e u r - i n f é r i e u r — A , ï 

4 . Cela p o s é , si d 'un po in t m de l 'espace on abaisse u n e p e r p e n d i c u l a i r e mu 

su r le p lan ho r i zon ta l HII ' , le p ied n de ce t te l igne est di t la projection horizontale 

du point m , et la p e r p e n d i c u l a i r e mn est la ligne projetant horizontalement le point m; 

de m ô m e si l 'on abaisse mp p e r p e n d i c u l a i r e su r le p lan vert ical \ V , le p ied p de 

cet te d ro i t e est la projection verticale du point m , e t la pe rpend i cu l a i r e pm est la ligne 

projetant verticalement le point m. 

5 . Si l 'on c o n d u i t un plan p a r les droi tes mn et m p , la l igure mnop s i tuée dans 

ce p lan est é v i d e m m e n t un rectangle-, de p l u s ce plan est p e r p e n d i c u l a i r e aux 

deux p lans I I H ' e t V V , et par sui te à l eur in te r sec t ion L T ; donc : 

1° la d i s tance mn du po in t m au p lan vertical est égale à la d is tance po de sa 

project ion vert icale à la l igne de t e r r e : 

2° La d i s lance mp du poin t m au plan vertical est égale à la d i s tance no de sa 

project ion ho r i zon ta l e à la l igne de t e r r e ; 

3° Si des deux projec t ions d ' u n m ê m e po in t on abaisse des p e r p e n d i c u l a i r e s sur 

la l igne de t e r r e , elles la coupen t au m ê m e po in t . 

6. Les deux projections n et p d'un point m en fixent la position dam l'espace. En effet 

le point doit se t rouver sur une p e r p e n d i c u l a i r e au plan HH' élevée par la p r o -



jection hor i zon ta l e n et à u n e d i s t ance égale à op, d o n c en p r e n a n t nm~op, le 

poin t m est le p o i n t c h e r c h é ; on obt ien t aussi le m ê m e p o i n t m de l ' espace en 

p r e n a n t pmz=zon, su r u n e p e r p e n d i c u l a i r e élevée du p o i n t p au p lan vertical Y V ; 

enfin on sait q u e les p e r p e n d i c u l a i r e s aux p lans H H ' et V V , élevées r e spec t ive 

ment par les po in t s n et p, sont dans un m ê m e p l a n , elles se c o u p e n t donc au 

poin t m , don t les po in t s n et p sont les p ro jec t ions . 

7. Un po in t est enco re d é t e r m i n é par la condi t ion d ' ê t r e s i tué à la fois su r deux 

d ro i t e s ou sur u n e d ro i t e et un p l a n , c 'est m ê m e tou jours a ins i qu ' i l est d o n n é ; 

car ass igner les deux projec t ions d ' u n po in t c 'est d i re q u e le po in t est su r deux 

droi tes pe rpend i cu l a i r e s aux p l ans de p r o j e c t i o n , et passan t p a r les p ro jec t ions 

données de ce po in t . 

8 . Dans ce qui p r écède n o u s avons cons idé ré deux p l ans p e r p e n d i c u l a i r e s e n t r e 

eux : p o u r r a m e n e r tou tes les cons t ruc t ions à n ' ê t r e exécutées q u e s u r la feuille de 

dessin et a ins i su r un seul p lan et n o n dans l ' espace , on suppose q u e le plan ver t ical 

VV t o u r n e a u t o u r de la d ro i t e L T , c o m m e c h a r n i è r e , p o u r se rabattre sur le plan 

hor izonta l H H ' et de telle man iè r e q u e la par t ie s u p é r i e u r e LTV de ce p lan ve r 

tical se couche su r la par t ie pos t é r i eu re L T H ' d u p lan h o r i z o n t a l , et q u e la par t ie 

in fér ieure L T V se recouche sous la p a r t i e a n t é r i e u r e L T H . 

Dans ce m o u v e m e n t la project ion ver t icale / ) d u po in t m de l ' e s p a c e , est en t r a î 

n é e , a ins i q u e la l igne op l aquel le vient se p lacer , a p r è s le r a b a t t e m e n t , en oq su r 

le p r o l o n g e m e n t de la d ro i te no, de tel le sor te q u ' a p r è s le r a b a t t e m e n t d u plan 

ver t ical les deux pro jec t ions n et 7 d ' u n m ô m e po in t m de l 'espace sont s i tuées 

sur u n e m ê m e p e r p e n d i c u l a i r e à la l igne de t e r r e . On doi t conc lu re de ce qu i p r é 

cède que : deux points choisis arbitrairement, l'un sur le plan vertical et l'autre sur le 

plan horizontal des projections ne peuvent représenter les projections d'un même point de 

t'espace, qu'autant qu'ils sont situés sur une même perpendiculaire à la ligne de terre. 

9. A l 'avenir , n o u s dé s igne rons un p o i n t de l 'espace p a r u n e l e t t r e m i n u s c u l e , 

et ses p ro jec t ions pa r la m ê m e le t t re avec un indice s u p é r i e u r h ou v. Ainsi le po in t 

m de l 'espace est celui don t les p ro jec t ions hor izon ta le et ver t icale sont respec t i 

vement mhet mv (jhj. 2 ) . Un po in t é tant d é t e r m i n é , en géomét r ie desc r ip t ive , pa r 

ses deux p r o j e c t i o n s , q u a n d on di t , q u ' u n poin t est d o n n é , il faut e n t e n d r e que 

l 'on d o n n e les pro jec t ions ho r i zon t a l e et vert icale de ce p o i n t ; et q u a n d on d e 

m a n d e de t rouver un poin t de l ' e s p a c e , il faut e n t e n d r e q u ' o n d e m a n d e de t rou 

ver les deux pro jec t ions de ce po in t . 

Quand une figure est énoncée ou décr i t e dans l 'espace, il faut pouvoir l ' écr i re im

méd ia t emen t su r la feuille de dessin , ou , en d ' au t r e s t e r m e s , su r un seul plan ; et 

r é c i p r o q u e m e n t , q u a n d u n e figure est écr i te su r la feuille de dess in , il faut savon 

la lire i m m é d i a t e m e n t dans l ' espace . P o u r cela il f au t , au moyen des projection-. 



d 'un po in t , concevoir de su i t e la posi t ion qu ' i l occupe dans l ' e space ; e t , r éc ipro

q u e m e n t , conna issan t la posi t ion d ' u n po in t d a n s l ' e space , il faut savoir en d é d u i r e 

de sui te les posi t ions de ses deux p ro jec t ions . 

10 . Alphabet du point.— Un po in t peu t occuper dans l 'espace p lu s i eu r s pos i 

t ions qu i s e ron t i nd iquées p a r celles de ses p ro jec t ions à l ' égard de la l igne 

de t e r r e , c o m m e elles le sont d a n s la géomét r i e a n a l y t i q u e p a r les signes et les 

g r a n d e u r s des c o o r d o n n é e s . 

1° L o r s q u ' u n p o i n t est s i tué d a n s l 'un des q u a t r e angles d ièdres formés par les 

p lans de p r o j e c t i o n , il est facile de voir q u e les p ro jec t ions de ce po in t se t rou 

vent sur les par t ies des p ians q u i c o m p r e n n e n t cet a n g l e ; les q u a t r e pos i t ions que 

le po in t p e u t affecter dans ce cas sont i nd iquées par la fig. 3 . 

2° Le po in t p e u t ê t r e s u r l ' un des p lans de p ro j ec t i on ; il est a lors à l u i - m ê m e 

sa p ro jec t ion s u r ce p l a n , et son a u t r e pro jec t ion est é v i d e m m e n t su r la l igne 

de t e r r e . On a encore q u a t r e cas r ep ré sen t é s dans la fig. -4, où l 'on a écr i t la 

le t t re m, qu i dés igne le p o i n t , sans indice p o u r e x p r i m e r q u e c'est le poin t lu i -

m ê m e et non u n e de ses p r o j e c t i o n s . 

3° Si le po in t est su r la l igne de t e r r e , il n 'a pas d ' au t r e s p ro jec t ions q u e lui-

m ê m e , c 'est p o u r q u o i on écr i t s eu lemen t la l e t t re m à côté du poin t {fig. 5 ). 

4° Un p o i n t , s i tué dans l 'un des q u a t r e angles d i èd re s , peu t ê t re éga lement dis tant 

des deux p lans de projec t ion , e 'es t -à d i r e que l 'on p e u t avoir onf -— omh {fig. 2} 

( № 5 ) ; d a n s ce cas les deux pro jec t ions se confonden t lo r squ 'e l l es son t du même 

côté de la l igne d é t e r r e ; on a d o n c encore les deux cas r e p r é s e n t é s dans la fig. 6. 

On conclu t de là q u e : 

1" Tous les points dont les projections sont distinctes et également éloignées de la 

ligne de terre, se trouvent sur te plan bissecteur des angles dièdres A, S et P , 1 ; 

2° Tous les points dont les projections sont confondues, se trouvent sur le plan bissa-

leur des angles dièdres P , S et A, 1, 

Représentation de la ligne droite, 

1 1 . Si par tous les po in ts d ' u n e d ro i t e on abaisse des pe rpend icu l a i r e s sur 

lo pian hor izonta l , l e u r s p ieds sont les p ro jec t ions hor izonta les des divers 

po in t s de la d ro i t e , et la l igne q u i les un i t est la projection horizontale de la droite. 

Toutes ces pe rpend icu l a i r e s sont dans un m ê m e pian pe rpend icu la i r e au plan ho

r i zon ta l et don t l ' in te rsec t ion avec ce pian est la projection de la d r o i t e ; on r a i 

sonnera i t de m ê m e à l 'égard de la project ion d ' u n e dro i te su r tout au t re plan : 



donc la projection d'une droite sur un plan est une ligne droite. On ob t i en t les deux 

project ions d ' u n e d ro i t e en m e n a n t p a r ce t te d ro i te deux plans respec t ivement 

pe rpend icu l a i r e s aux p lans de p r o j e c t i o n ; on les n o m m e plan pi-ojetant horizon

talement la droite et plan projetant verticalement la droite. 

12. Nous dés ignerons u n e dro i te de l 'espace p a r une le t t re m a j u s c u l e , et ses 

project ions pa r la m ô m e l e t t r e avec les ind ices s u p é r i e u r s h ou v ; a insi fth et D* 

(fig. 7 ) sont les pro jec t ions hor izon ta le et ver t icale de la d ro i te D. Quelquefois 

aussi nous i nd ique rons une dro i te par deux de ses po in ts , et p r i n c i p a l e m e n t u n e 

droi te finie de l o n g u e u r , qui doit t r è s - souven t ê t re désignée p a r les po in t s a u x 

quels elle se t e r m i n e ; a i n s i , la droi te passant par deux po in ts a et b sera des ignée 

de la m a n i è r e su ivan te ; d ro i te (a, b). 

13. Une droite est, en général, déterminée par ses deux projections ; car en é le 

vant par hh u n p lan p e r p e n d i c u l a i r e au plan hor izon ta l , et par D r un p lan p e r p e n d i c u 

laire au p lan v e r t i c a l } la dro i te D doit se t rouver à la fois su r ces deux p l a n s , el le 

est donc leur i n t e r sec t ion . Il r é su l t e de là q u ' u n e d ro i t e d o n n é e pa r ses deux p r o 

jec t ions est r ée l l emen t donnée par deux plans don t elle est l ' i n t e r sec t ion . 

Une dro i te est aussi c o m p l è t e m e n t d é t e r m i n é e pa r deux d o s e s p o i n t s ; car ils 

feront conna î t r e deux po in t s de c h a q u e projection. P a r m i les po in t s d ' u n e dro i te 

on cons idè re d ' u n e m a n i è r e spéciale les deux p o i n t s en lesquels elle pe r ce les 

p lans de pro jec t ion et q u e l 'on n o m m e les traces de la d r o i t e ; ces deux poin ts 

r e m a r q u a bîes sont t r è s - p r o p r e s à fixer la d i rec t ion d ' u n e dro i te p a r r a p p o r t aux 

p lans des p ro jec t ions et p a r sui te sa d i rec t ion dans l ' espace . 

14. PROBLÈME 1. — Étant données les traces d'une droite, construire ses projections 

(fig. 7 ) . Soient a la t race hor i zon ta le et b la t race vert icale d ' u n e dro i te D ; av et 

bh se ront su r la l igne de t e r r e ( n ° 1 0 , 2 ° ) et sur des pe rpend i cu l a i r e s à ce l te l igne 

abaissées des points a et b ( n° 8 ) ; on a u r a donc deux po in t s a et bh de D* et deux 

{.joints b et av de D' ' ; donc ces p ro jec t ions D' et D 'sont c o n n u e s . 

1 5 . PRODLÈMK 2 , — Trouver les traces d'une droite , dont on commît les projections 

[fig. 7 ) . La i race ho r i zon ta l e a p p a r t e n a n t à la fois à la d ro i te D et au plan h o r i 

zonta l , sa project ion vert icale doi t ê t re sur D* et sur L ï , donc en a"; le point a est 

a l u i - m ê m e sa pro jec t ion hor izon ta le , donc ii se t rouve sur Dh et su r u n e m ê m e 

p e r p e n d i c u l a i r e à la l igne de te r re avec av, c ' es t -à -d i re à l ' in tersect ion a de ces 

deux d ro i t e s . De môme la t race verticale é tant sur D et su r le plan ver t i ca l , sa. 

project ion hor izon ta le est en / / , et le point est l u i - m ê m e en b. 

De-là on peut conc lure que p o u r avoir u n e des t races d ' une d r o i t e , il faut pro

longer la projection de nom contraire jusqu'il ta ligne de terre et par le point de rencontre 

avec celle ligue de terre, élever une perpendiculaire à cette ligne de terre, et le point où 

relie perpendiculaire coupe Vautre projection de ta droite sera la trace demandée 



16 . Une d ro i t e i ndé f in imen t p ro longée p e u t n ' ê t r e pas tout en t iè re c o n t e 

n u e dans un seul des angles d i è d r e s formés pa r les p l ans de pro jec t ion ; a lors la 

por t ion s i tuée dans l 'angle d ièd re A, S est vue , mais tout ce qui se t rouve de r r i è re 

le plan vertical ou au-dessous du plan hor i zon ta l est caché par l ' un de ces p lans : 

on exp r ime cela sur la figure pa r la m a n i è r e d ' éc r i r e les pro jec t ions de ces por

t ions de la d ro i t e . On est convenu d ' éc r i r e en lignes pleines les p ro jec t ions de la 

par t ie compr i s e d a n s l ' ang le d ièd re A, S , et en lignes ponctuées ( o u formées de 

poin ts r o n d s ) les p ro jec t ions des par t i es de dro i te compr i ses d a n s l 'un des trois 

au t r e s angles d i è d r e s , c o m m e nous l ' i n d i q u e r o n s sur les figures su ivantes : il est 

év ident q u ' u n e po r t i on de d ro i t e vue a sa p ro jec t ion hor i zon ta l e au -des sous et sa 

pro jec t ion vert icale au-dessus de la l igne de t e r r e . 

Mais cet te p o n c t u a t i o n ne convient q u ' a u x lignes principales d ' u n e figure c 'est-

à-di re , aux l ignes q u i r e p r é s e n t e n t les données ou les q u a n t i t é s che rchées du 

p r o b l è m e . Q u a n t aux au t r e s l ignes on les d i s t ingue en deux classes : 

I o Lignes auxiliaires q u i , sans ê t r e au n o m b r e des l ignes p r inc ipa les ci-dessus 

i n d i q u é e s , j o u e n t dans la figure un rô le assez i m p o r t a n t ; on les écr i t en lignes 

mixtes, c 'es t -à-di re formées de pe t i t s i ra i s longs et séparés e n t r e eux p a r u n ou 

p lu s i eu r s po in t s r o n d s ; 

2° Lignes de construction, q u e Ton n o m m e aussi que lquefo is l ignes de pro jec

t ion , qu i sont censées ne pas exis ter , p a r c e qu ' e l l e s n ' o n t dans l ' épure q u ' u n rôle 

d ' u n e très-faible i m p o r t a n c e ; on les t race en lignes pointiltées, c ' e s t -à -d i re formées 

de pe t i t s t r a i t s p lus cou r t s et p l u s fins q u e ceux des l ignes mixtes ( l e s l ignes de 

project ion sont celles qu i un issent en t r e eux les po in t s qui sont les p ro jec t ions d ' un 

m ê m e po in t de l 'espace, elles sont dès lors p e r p e n d i c u l a i r e s à la l igne de t e r r e ). 

Ou t re les par t ies d ' u n e figure cachées pa r les p lans de p ro jec t ion , d ' au t r e s p a r 

ties peuven t l 'ê t re par les par t i es a n t é r i e u r e s de la figure e l le-même ; mais p o u r ne 

pas mul t ip l i e r sans nécess i té les l ignes p o n c t u é e s , ce qui en o u t r e nu i r a i t à l ' in

tel l igence de la figure , on suppose souvent q u e ces po r t ions de la figure sont s e u 

lement r ep résen tées par les l ignes t racées su r les p lans de p r o j e c t i o n , l ignes qui 

suffisent o r d i n a i r e m e n t p o u r les d é t e r m i n e r c o m p l è t e m e n t . 

17 . Alphabet de la droite. Une droi te peu t affecter dans l 'espace un g rand n o m b r e 

de p o s i t i o n s , q u ' o n exp r ime p a r les s i tua t ions respect ives de ses pro jec t ions par 

r a p p o r t à la l igne de t e r r e , et par la ponc tua t ion de ses projections. 

i° La dro i te peu t ê t re ob l ique par r appo r t aux deux plans de p r o j e c t i o n , et la 

por t ion compr i se en t re ses t races hor izon ta le et ver t ica le , peut ê t r e s i tuée dans 

l ' un des q u a t r e angles d i è d r e s ; il est évident q u e les t races de la dro i te sont 

s i tuées su r les par t ies des p lans qui forment cet a n g l e ; ainsi on aura les qua t r e 



posi t ions ind iquées (fig. S), qu ' i l sera i t facile de l ire par la ponc tua t ion seule . P o u r 

é tabl i r cel te ponc tua t ion , r e m a r q u o n s q u e dans le p r e m i e r cas la pa r t i e ah é tant dans 

l 'angle A, S est vue, les p o r t i o n s ab" et avb des p ro jec t ions doivent donc ê t re en 

ligne p l e i n e ; ma i s au delà du point a la d ro i t e D passe au-dessous du plan h o 

r izon ta l , et au delà du poin t b elle passe d e r r i è r e le p lan vertical : c 'est p o u r q u o i 

les par t ies de la project ion ho r i zon ta l e s i tuées en deho r s des po in t s a et bh et les 

par t ies de la project ion vert icale s i tuées en dehors des po in ts a et bv sont en l ignes 

ponc tuées . On t rouvera i t de m ê m e la ponc tua t i on qu ' i l convient d ' adop te r dans les 

t ro i s au t r e s cas . Supposan t m a i n t e n a n t Ses d ro i tes t racées sans n o t a t i o n ; p o u r con

c lure de la ponc tua t ion seule où est la project ion ho r i zon ta l e , n o u s d i rons :1a pa r t i e 

de la d ro i t e don t les pro jec t ions sont en l igne p le ine do i t ê t r e dans l ' angle A,S ; donc 

dans le 4 e c a s , p a r e x e m p l e , c'est la por t ion à gauche du point « ; d o n c p o u r ce t te 

pa r t i e la pro jec t ion ho r i zon ta l e est au-dessous et la projec t ion verticale au -dessus 

d e l à l igne de t e r r e . Par su i t e le poin t a est la t race ho r i zon ta l e et le po in t b la 

t race vert icale de la d ro i t e , On t rouvera i t de m ê m e la d i rect ion d e l à dro i te dans 

les t ro is au t r e s cas . 

2 S La d ro i t e peu t ê t r e paral lè le au plan h o r i z o n t a l ; sa project ion verticale est 

a lors para l lè le à la l igne de t e r r e , car tous les po in t s de la d ro i t e D sont à la 

m ê m e dis lance du plan h o r i z o n t a l ; la projec t ion hor izon ta le est q u e l c o n q u e , et 

l 'on a les t rois pos i t ions i n d i q u é e s (fig. 9 ) , su ivan t q u e la droi te D est a u - d e s s u s 

du p lan ho r i zon t a l , dans ce p l an , ou au -des sous de lui . 

3° Si la d ro i t e est paral lè le au plan vert ical ; sa pro jec t ion hor izon ta le est parai 

lèle à la l igne de t e r r e , sa project ion vert icale est q u e l c o n q u e , et l 'on a les t rois 

pos i t ions i n d i q u é e s (fig, 10) , su ivant q u e la d ro i t e Des t en avant du plan ver t ical , 

dans ce p l a n , ou d e r r i è r e lu i . 

•1° La droi te peu t ê t r e para l lè le à la fois aux deux p lans de p ro jec t ion , et par 

conséquen t à la l igne de t e r r e ; ses deux projec t ions sont alors paral lè les à L T . Ce 

cas p r é s e n t e neuf pos i t ions , savoir : quatre, l o r sque la d ro i t e est s i tuée dans l 'un 

des q u a t r e angles d ièdres (fig. -M) ; quatre , l o r squ ' e l l e se t rouve su r l ' une des qua

t re régions des p lans de pro jec t ion (fig. 1 2 ) ; enfin elle peu t ê t re confondue avec 

la l igne de t e r re (fig. 13 ). Ces neuf pos i t ions sont les mêmes q u e les neuf posi

tions du point {fig. 3> 4 , 5 ) , il suffit de r emp lace r les poin ts m, m \ m", e t c . , par 

des dro i tes D, !>*, D' :, e t c . , paral lè les à la l igne de t e r r e . Si dans ce cas la droi te 

est également d i s t an te des deux p lans de p ro j ec t i on , ses deux projec t ions seront 

dis t inctes ou répa rées et placées à la m ê m e dis tance de la l igne de t e r r e , l o r sque 

cette droi te sera situe** dans les angles d ièdres A, S ou P , I. Elles se confondron t 

q u a n d elles seront s i tuées du m ê m e côté (fig. 14 ) d e l à l igne de t e r r e ; e t , dans ce 



*,:as, ia droi te se t rouvera clans les angles d i è d r e s A, ï et P , S. Dans le p r e m i e r t a s 

Sa d ro i t e sera sur le plan b i ssec teur de l 'angle A ,S et dans le d e u x i è m e cas elle sera 

sur le p lan b issec teur de l 'angle A,ï , 

5° Si la d ro i te est p e r p e n d i c u l a i r e an p lan h o r i z o n t a l , sa project ion horizon-

laie se r é d u i t à un seul point et sa pro jec t ion vert icale est p e r p e n d i c u l a i r e à îa li

gne de t e r r e , car le plan p ro je t an t ver t i ca lement ia d ro i t e et le p lan vert ical de 

project ion sont tous deux p e r p e n d i c u l a i r e s au p lan h o r i z o n t a l . La d ro i t e peut 

dans ce cas affecter t rois pos i t ions : elle peu t ê t r e s i tuée en avant d u p l a n ver t ica l , 

dans ce p l a n , ou d e r r i è r e lui (jig. 1 5 ) . 

6° T r o i s pos i t ions semblables (fig. 1 6 ) r é p o n d e n t au cas d ' u n e d ro i t e p e r p e n 

d icu la i re au p l an vert ical et s i t uée au -des sus du p l an h o r i z o n t a l , d a n s ce pian ou 

au-dessous de lu i . 

Il r é su l t e de ces deux c a s q u e omv (jig. 2 ) est la p ro jec t ion vert icale de la 

dro i te p ro je t an t h o r i z o n t a l e m e n t le po in t m, l aquel le a pour pro jec t ion h o r i z o n 

tale le p o i n t m' 1 , eiomh est la p ro jec t ion ho r i zon ta l e de la d ro i l e p ro je tan t verti

ca l emen t le po in t m, l aquel le a p o u r p ro jec t ion vert icale le po in t mv. 

7° Si la d ro i t e a d a n s l 'espace u n e d i rec t ion p e r p e n d i c u l a i r e à la l igne de te r re , 

ses deux pro jec t ions se confondent en une seule d ro i t e p e r p e n d i c u l a i r e à la l igue 

de t e r r e j car si l 'on fait passer pa r la d ro i t e D un p lan ver t i ca l , ce p lan est de plus 

p e r p e n d i c u l a i r e à LT ; donc ses in te r sec t ions avec les deux p lans de project ion . 

ou et D" sont toutes deux pe rpend i cu l a i r e s à LT et la c o u p e n t au m ô m e p o i n t , 

et p a r c o n s é q u e n t se confonden t ap rè s le r a b a t t e m e n t du p l an ver t ica l . Les deux 

pro jec t ions de la d ro i t e ne suffisent donc p l u s , dans ce cas, p o u r en fixer la d i rec t ion 

dans l ' e space , mais elle sera c o m p l è t e m e n t d é t e r m i n é e si l 'on d o n n e deux de ses 

po in t s . La dro i te dans ce cas peu t affecter q u a t r e posi t ions suivant q u e la por t ion 

compr i se e n t r e ses t races est in te rcep tée dans l ' un des q u a t r e a n gles d ièdres (jig . 17) . 

8° Si la droi te r e n c o n t r e la l igne de t e r r e , ses t races n et b se confondent en 

un m ê m e po in t de cette ligne-, dans ce cas il peu t a r r iver q u e les p ro jec t ions IV' et 

D'' (fig. 1 8 ) fassent des angles a igus avec la m ê m e po r t i on de L T , l 'une au-dessus 

et l ' au t re a u - d e s s o u s ; cette d i spos i t ion a p p a r t i e n t év idemmen t à une dro i te t raver

sant les angles A,S et P , I . Si les angles aigus sont formés avec les deux par t ies 

de LT (fig. 1 9 ) , cela r ep ré sen t e év idemmen t u n e droi te t raversan t les angles 

P ,S et A , I . Si ies angles aigus sont égaux, la d ro i t e est su r l 'un des deux p lans b i s 

sec teurs ( n ° 10,1°) et dans le de rn ie r cas les deux pro jec t ions se confondent en 

une seule d ro i t e (jig. 2 0 ) . 

9° Si la d ro i t e r e n c o n t r a n t la l igne de t e r r e lui est p e r p e n d i c u l a i r e , les deux 

•2 



projec t ions se r é u n i s s e n t en u n e seule d ro i t e p e r p e n d i c u l a i r e à LT : dès lors elles 

ne suffisent plus p o u r la d é t e r m i n e r ; il faut a lors d o n n e r un a u t r e po in t quel 

c o n q u e de la d ro i te (fig. 2 1 ) . 

1 8 . On voit par tout ce qui p récède q u ' u n e d ro i t e est t ou jou r s e n t i è r e m e n t dé 

t e rminée p a r les p ro jec t ions de deux de ses po in ts , t and i s q u e , dans q u e l q u e s cas 

p a r t i c u l i e r s , les p ro j ec t ions de la d ro i t e ne sont p lus suffisantes. 

19. Deux droi tes qui ne sont pas p e r p e n d i c u l a i r e s à la l igne de t e r r e peuven t 

toujours r e p r é s e n t e r les p ro jec t ions d ' u n e dro i te de l ' espace . Car en é levant ios 

deux p lans p r o j e t a n t s , ils se c o u p e n t su ivant u n e d r o i t e d é t e r m i n é e . La d ro i t e 

est i n d é t e r m i n é e q u a n d les deux p ro jec t ions se confonden t en u n e p e r p e n d i c u 

laire à L T . Deux d ro i t e s don t u n e seule est p e r p e n d i c u l a i r e à la l igne de te r re . 

ou q u i , lui é tan t toutes deux p e r p e n d i c u l a i r e s , ne la c o u p e n t pas au m ô m e p o i n t , 

ne peuven t pas ê t r e les pro jec t ions d ' u n e m ô m e d ro i t e de l ' e space . 

2 0 . Deux d ro i t e s D et D' s i tuées d a n s l 'espace peuven t se couper , ê t r e pa ra l l è les , 

ou n ' ê t r e pas s i tuées d a n s u n m ê m e p l a n . 

\ ° Si elles se c o u p e n t (fig. 2 2 ) , les p ro jec t ions de l eu r po in t d ' in te rsec t ion m 

a p p a r t i e n n e n t à la fois aux p ro jec t ions de ces deux dro i tes D et D', d o n c mh et 

m* en lesquels se c o u p e n t r e spec t ivemen t les p ro jec t ions D7*, h'h et D", D''', do i 

vent ê t r e su r u n e m ê m e pe rpend icu la i r e à la l igne de t e r r e (n° 8 ) . 

2° Si elles sont para l lè les , l eurs p ro jec t ions de m ê m e nom sont para l lè les (fig. 2 3 } , 

car les deux p l ans p ro je t an t s c o r r e s p o n d a n t s sont pa ra l l è l es . 

3° Si elles ne sont pas s i tuées dans un m ê m e p l a n , le po in t d ' in te rsec t ion de 

l eurs p ro jec t ions ver t icales n ' e s t pas sur u n e m ê m e p e r p e n d i c u l a i r e à la l igne de 

ie r re avec le po in t d ' i n t e r sec t ion de l eu r s p ro jec t ions ho r i zon t a l e s (fig. 2 4 ) . 

2 1 . Les r é c i p r o q u e s de ces t rois p ropos i t ions sont v r a i e s , c 'est-à-dire q u e . 

1° si les p ro jec t ions de deux d ro i t e s se c o u p e n t en deux p o in t s s i tués su r une 

m ê m e p e r p e n d i c u l a i r e à la l igne de t e r re (fig. 2 2 ) , les dro i tes se coupen t d a n s 

l 'espace ; car le p o i n t m , ayan t ses pro jec t ions su r celles de la d ro i t e D , appa r 

t ient à ce t te d r o i t e ; p a r u n e m ê m e raison il a p p a r t i e n t à la d ro i te D'. 

2" Si les pro jec t ions de m ê m e n o m sont para l lè les (fig. 2 3 ) les d ro i t e s sont 

paral lèles , car les q u a t r e p l ans p ro je tan t s son t deux à deux para l lè les et p a r con 

séquen t les q u a t r e in te r sec t ions don t deux ne sont a u t r e s q u e les droi tes D et D' . 

sont aussi para l lè les . 

3° Si les p ro jec t ions des d ro i tes se coupen t en des po in ts non s i tués sur 

u n e m ê m e p e r p e n d i c u l a i r e à la l igne de t e r r e , les d ro i t e s ne sont pas dans un 

môme plan (fig. 2 4 ) , car deux d ro i t e s sur u n p lan se coupen t ou sont p a r a l 

l è l e s , et leurs pro jec t ions se ra ien t d isposées c o m m e dans les fig. 22 ou 2 3 

1! en résu l te que si les deux pro jec t ions hor izon ta les seules ou si les deux pro-



.1 cet ions ver t ica les seules sont paral lè les , les dro i tes ne sont pas para l lè les . 

2 2 . L o r s q u e deux droi tes son t pe rpend icu la i r e s à L T , l e u r s p ro jec t ions sont 

respec t ivement pa r a l l è l e s ; ma i s il n ' en résu l t e pas q u e les dro i tes d a n s l 'espace 

le soient . Mais si I) et D' (fig. 2 5 ) sont pa ra l l è l e s , chois issant deux p o i n t s a et 6 , 

a' et b' su r c h a q u e d r o i t e , si l 'on conçoi t des vert icales abaissées des p o i n t s b et 

// et des hor izon ta les m e n é e s des po in t s a et a, qu i c o u p e n t les ver t ica les en des 

points q u e nous dés igne rons p a r i et i', on formera deux t r iangles abi, ab'i qu i 

se ron t semblab les c o m m e ayan t les côtés r e spec t ivemen t pa ra l l è les , on a donc : 

îa : ïb :: i'a' : i'U 
mais 

ia=ahb\ ib=^avbv, ïa'—a'hb'h, ïb'= a'rV* 
donc 

ahbh : avbv : : a'hbth : a'vb'v 

2 3 . R é c i p r o q u e m e n t , si ce t te re la t ion a l i eu , les d ro i t e s D e t D' sont para l lè les ; 

car ayan t c o n s t r u i t c o m m e ci-dessus les t r iangles abi eta'b'i r ec tang les en i et i', ils 

sont semblab les c o m m e ayant u n angle égal compr i s e n t r e côtés p r o p o r t i o n n e l s ; 

ces côtés sont en o u t r e pa ra l l è l e s , d o n c aussi les h y p o t é n u s e s ab etdb' ou les 

dro i tes D e t D' son t para l lè les . 

2 4 . PROBLÈME 3 . Par un point donné mener une droite parallèle à une droite donnée 

[fig. 2 6 ) . Les p ro jec t ions de la d ro i t e che rchée X doivent passer r e spec t ivement 

par les p ro jec t ions d u poin t d o n n é m, et ê t r e para l lè les aux p ro jec t ions de la d ro i t e 

d o n n é e D . 
Représentation des lignes courbes. 

2 5 . Si de tous les po in ts a,b,c, m (fig. 27) d ' u n e c o u r b e C on abaisse des p e r 

pendicu la i res su r le p lan h o r i z o n t a l , les p i eds ah,bh,ch, mh de ces p e r p e n d i c u 

laires forment une l igne C \ qu i est la projection horizontale de la courbe C. Tou tes 

les p e r p e n d i c u l a i r e s aa\bb\cch mmh sont paral lè les et forment u n e surface 

que nous dés igne rons p lus loin sous le n o m de surface cylindrique, et qu i est d i te 

surface ou cylindre projetant horizontalement la courbe G. En aba i ssan t d e m ô m e des 

pe rpend icu la i r e s su r le plan ve r t i ca l , el les fo rmeron t le cylindre projetant verticale

ment la courbe C. Une c o u r b e C peu t donc ê t r e tou jours cons idérée c o m m e l ' in

tersect ion de deux surfaces cy l i nd r iques . 

Si la c o u r b e C étai t t racée dans un p lan p e r p e n d i c u l a i r e au p lan h o r i z o n t a l , p a r 

e x e m p l e , tou tes les dro i tes aah, bbh, e t c . , se ra ient s i tuées dans ce p l a n , C serait 

l ' in tersect ion de ce p lan avec le p lan ho r i zon t a l , et par c o n s é q u e n t cet te project ion 

de la c o u r b e C serait une d ro i t e et l ' au t re pro jec t ion serait néces sa i r emen t une 

c o u r b e . Si la courbe C était d a n s un plan p e r p e n d i c u l a i r e à LT, ses deux p ro jec 

t ions se ra ien t l u n e et l ' au t re des d ro i tes . 



2 6 . PROBL. 4 . Trouver les points en lesquels une courbe rencontre íes plans de pro

jection (fig. 2 8 ) . Les po in ts en lesquels la c o u r b e C r e n c o n t r e le p lan hor izonta l 

se p ro je t t en t ver t ica lement su r G" et s u r L T (n° 20 ,2°) d o n c à l eur in te r sec t ion 

en av et en bv, les p o i n t s a et b s e ron t s u r Ch et s u r des pe rpend icu l a i r e s à L T é le

vées par les poin ts av et 6"; mais ces p e r p e n d i c u l a i r e s r e n c o n t r e n t géné ra l emen t 

la c o u r b e Ck en p lus i eu r s p o i n t s , qu i peuven t ind i f fé remment ê t re pr i s p o u r les 

t races de la cou rbe C, à moins q u e p a r u n e c i r cons t ance q u e l c o n q u e on soit con

dui t à exc lure q u e l q u e s - u n s d ' e n t r e e u x , c o m m e d a n s ce cas-c i , pa r e x e m p l e , 

n o u s exc luons les points a et (3 q u i , é v i d e m m e n t , n e peuven t ê t r e les t r aces de la 

cou rbe C. On t rouve ra i t de m ê m e les t races ver t icales de la c o u r b e G. 

R e m a r q u o n s q u ' u n e par t ie de Ch ne c o r r e s p o n d à a u c u n e pa r t i e de C et ne 

peu t pas p a r c o n s é q u e n t ê t r e la pro jec t ion d ' u n e por t ion de la cou rbe G : de m ê m e 

une pa r t i e de G 1 n ' a p p a r t i e n t pas à la p ro jec t ion de la c o u r b e G : nous d o n n e r o n s 

a i l leurs l ' expl ica t ion de cet te c i r cons t ance . 

Les l ignes c o u r b e s é tan t r e p r é s e n t é e s de la m ê m e m a n i è r e q u e les l ignes d r o i 

t e s , au m o y e n de deux p r o j e c t i o n s , on doit en c o n c l u r e q u e , si deux c o u r b e s , 

G et G s i tuées dans l ' e s p a c e , se coupen t en u n po in t m , l eu r s p ro j ec t ions Ch, 

C" et C", C / j "se c o u p e r o n t r e s p e c t i v e m e n t en des po in t s qu i s e ron t m* et m" p ro 

jec t ions du poin t m et dès lors tels qu ' i l s p o u r r o n t ê t r e un i s p a r u n e m ê m e pe r 

pend icu la i r e à la l igne de t e r r e . 

Représentation du plan. 

2 7 . Par deux dro i tes pa ra l l è l e s , ou qu i se c o u p e n t , par u n e d ro i t e et u n p o i n t , 

on peu t faire passer u n p lan et on ne peu t en faire passe r q u ' u n ; p a r m i les 

d ro i t e s qui peuven t fixer la pos i t ion d ' un p lan dans l ' e s p a c e , on choisi t celles en 

lesquel les il coupe les p lans de pro jec t ions et q u e l 'on n o m m e les traces du plan. 

1! est évident q u e les deux t races d ' u n p lan doivent r e n c o n t r e r la l igne de t e r r e 

au m ê m e p o i n t , q u i est le po in t d ' in te rsec t ion de cet te l igne et du p l an . 

INous dés ignerons un plan d a n s l 'espace pa r u n e le t t re m a j u s c u l e , et ses t races 

hor izonta le et vert icale r e spec t ivemen t pa r les le t t res H et V avec la le t t re 

qui des igne le p l a n , pour i n d i c e , ainsi (fig, 2 9 ) H p et V 1 ' son t les t races du 

plan P . 

Lorsqu un p lan sera d o n n é pa r deux d ro i t e s n o u s l ' i n d i q u e r o n s par les le t t res 

qu i dés ignen t ces dro i tes mises e n t r e pa ren thèse s : ainsi le p lan ( A , B) signifiera 

le p lan d é t e r m i n é p a r les deux d ro i t e s A et B ; nous d i r o n s de m ê m e le p lan ( A, a) 

pour i nd ique r le p lan d é t e r m i n é par la dro i te A et le po in t a ; et enfin le p lan 
(u,b,e) expr imera le plan passant pa r les t rois p o i n t a , b et c. 



2 8 . PROBLÈME 5 . Étant connue la projection horizontale d'une droite située sur un plan 

donné par ses traces trouver sa projection verticale (fig. 2 9 ) . ïl est évident q u e les 

t races d 'une dro i te s i tuée s u r un p lan se t rouven t sur les t r aces de ce plan , donc 

la trace ho r i zon ta l e de la d ro i t e I) sera le po in t « , in tersect ion de ÏF et D \ d 'où 

l 'on d é d u i t u n po in t av de If. La t race ver t icale de D se p ro je t t e h o r i z o n t a l e m e n t 

au po in t 0h, i n t e r sec t ion de D é c i d e L T , et le po in t lu i -même est en b s u r Y " ; donc 

on connaî t W. Si Fou donna i t D' on en conc lu ra i t de m ô m e D \ 

2 9 . PROBLÈME 6 . Etant connue la projection horizontale dun point situé sur un plan 

donné par ses traces trouver sa projection verticale (fig. 2 9 ) . Si pa r le po in t m et 

d a n s le p lan P on c o n d u i t une d ro i t e D q u e l c o n q u e , î)h passera p a r mh, et l 'on 

en conci l iera D" (n° 2 8 ) ; pu i s m", devant se t rouver s u r D" et su r u n e p e r p e n d i 

cu la i r e à LT abaissée d u po in t m \ sera à l ' i n t e r sec t ion d e ces deux d r o i t e s . Si 

l 'on d o n n a i t mv on en conc lu ra i t de la m ô m e m a n i è r e mh. 

ïl r ésu l te de là qu en plan est complètement déterminé par ses traces. 

3 0 . Un plan est aussi complètement déterminé par deux autres droites quelconques, 

gui se coupent (fig. 3 0 ) . En effet soit mh la pro jec t ion hor i zon ta l e d ' un po in t appa r 

t enan t au plan ( A , B ) ( n ° 2 7 ) ; pe r le po in t m et d a n s le p l a n ( A ,B) m e n o n s u n e 

droi te q u e l c o n q u e X ; X A passe ra par mh, cet te d ro i te X r e n c o n t r e r a néces sa i r e 

men t les d ro i t e s A et B en des po in t s a ctb , don t les p ro jec t ions hor izon ta les sont 

les po in t s et />% in te rsec t ions de avec A'' et B f c; on en conc lu t av et A'qui font 

conna î t r e la d ro i te X y s u r laquel le est s i tuée la p ro jec t ion vert icale mv d u po in t m. 

donc ce po in t est d é t e r m i n é . 11 est évident qu ' i l en serai t de m ô m e si les dro i tes A 

et B é ta ien t pa ra l l è les . 

3 1 . PROBLÈME 7 . Un plan étant donné par deux droites en trouver les traces (fig. 31 

et 3 2 ) . Les t races de c h a c u n e des dro i tes devant se t rouver su r les t races du 

p l a n , n o u s c h e r c h e r o n s ces t races (n° 1 5 ) et n o u s a u r o n s deux po in t s a e t b de 

H R et deux poin ts a el 0' de Y% il faut en ou t r e que ces t races coupen t LT au 

m ê m e p o i n t , ce qu i serv i ra de vérification à l ' exac t i tude des cons t ruc t i ons . 

Nous d i rons à cet te occasion que dans tous les p r o b l è m e s à r é s o u d r e , l 'é légance 

des m é t h o d e s consiste à se ménager le p lus possible des m o y e n s de vérification . 

sans toutefois en a u g m e n t e r le n o m b r e aux dépens d e l à s implici té des c o n s t r u c 

t ions 

3 2 . Si I o n voulait t rouver les traces d ' u n pian d o n n é pa r u n e d ro i t e D et un 

po in t m, par le po in t m on mènera i t u n e dro i te IV para l lè le à D , ou la c o u p a n t , 

et ensu i te on che rche ra i t les t races d u plan ( D , D ' ) . 

Si le plan étai t d o n n é par trois p o i n t s , un issant ces points deux à deux on 

ob t i endra i t t ro is d r o i t e s , ou b ien on oou r r a i t un i r deux poin ts par une droi te a 



laquelle on mènera i t u n e paral lè le par le t ro i s ième po in t . 11 sera facile de r é s o u d r e 

ces diverses q u e s t i o n s . 

3 3 . Alphabet du plan. Un plan peu t affecter p lus i eu r s pos i t ions dans l 'espace 

I e II peu t ê t re ob l ique pa r r a p p o r t aux deux p lans de p r o j e c t i o n , il y a deux 

cas à d i s t i ngue r (fig. 3 3 ) suivant q u e les t races font des angles a igus a et (3 avec 

la môme pa r t i e de L T , ou avec des par t ies différentes . 

2° Dans les deux cas les ang les « et (3 peuven t ê t re é g a u x , et d a n s le d e r n i e r 

cas les deux t races se confondent (fig. 3 4 ) . 

3° Si le plan P est p e r p e n d i c u l a i r e au p lan h o r i z o n t a l , sa t race vert icale est 

aussi p e r p e n d i c u l a i r e au plan hor izonta l (fig. 35 ) et par conséquen t à la l igne dé

t e r r e . 

4° Si ce plan était p e r p e n d i c u l a i r e au p lan vertical la t race hor izon ta le serait 

p e r p e n d i c u l a i r e à la l igne de t e r r e (fig. 36 ). 

5 Si le p lan étai t p e r p e n d i c u l a i r e à la l igne de t e r r e , les deux traces se con 

fondra ient é v i d e m m e n t en une seule d r o i t e p e r p e n d i c u l a i r e à la l igne de t e r r e 

{fig. 37 ). 

6° L o r s q u e le p lan est para l lè le au p ian ve r t i ca l , sa t race h o r i z o n t a l e est pa

rallèle à LT , sa t r ace vert icale n 'exis te pas ou p lu tô t elle est s i tuée à l ' infini 5 le 

plan peu t a lors affecter deux pos i t ions (fig. 38 ). 

7° Un plan paral lè le au p lan ho r i zon ta l n 'a pas de t r ace hor izonta le et sa t race 

verticale est paral lè le à L T ; il peu t encore affecter deux pos i t ions (fig. 3 9 ) . 

8° Le p lan peu t ê t re para l lè le à la l igne de t e r r e , ses t races sont a lors toutes 

deux para l lè les à L T , car s'il en était a u t r e m e n t la l igne de te r re r e n c o n t r e r a i t le 

p lan . Su ivant q u e les t races sont s i tuées s u r l ' une ou su r l ' au t re des par t ies de 

c h a q u e p lan de projec t ion , le p ian P peu t affecter q u a t r e pos i t ions (fig. 4 0 ) . 

9° Le p lan p e u t ê t re éga lement inc l iné pa r r a p p o r t aux deux p lans de projec

tion , ses deux t races sont alors à égale d is lance de la l igne de t e r r e , et si elle> 

sont du m ê m e côté elles se confondent (fig. 41 ) . 

10° Un plan passant pa r la l igne de t e r r e ne peut p lus ê t re d é t e r m i n é pa r ses 

t r a c e s , q u i ne fo rmen t q u ' u n e seule d ro i te ; mais un p lan é tant d é t e r m i n é par une 

dro i te et un p o i n t , on choisi t la l igne de t e r r e et l 'on d o n n e en o u t r e un point 

q u e l c o n q u e q u e nous no te rons par la m ê m e le t t r e q u e le p lan . Ce plan peu t af

fecter deux pos i t ions (fig. 4 2 ) su ivant qu ' i l t r averse l 'angle A, S et son oppose . 

ou les deux au t r e s angles d i è d r e s . 

11° Enfin le p lan p o u r r a i t ê t r e l 'un des p lans de project ion , le po in t d o n n e 

devrait alors avoir u n e pro jec t ion su r la l igne de t e r r e . 

3 4 . De tout ce qui p récède nous pouvons c o n c l u r e q u ' u n plan est tou jours de -



t e r m i n e par une dro i te et pa r u n p o i n t , t and i s q u e ses t races ne sont pas suffisantes 

dans un cas pa r t i cu l i e r . 

3 5 . Pa rmi les droi tes q u e l 'on peu t t racer su r un p l a n , il faut p r inc ipa l emen t 

d is t inguer : 

1° Les hor izonta les du p l a n ; ce sont des d ro i tes s i tuées dans le p lan et pa

ral lèles au p lan ho r i zon t a l . 

2° Les vert icales du p lan ; ce son t des dro i tes s i tuées su r le p lan et para l lè les , 

tu p lan v e r t i c a l . 

3° Les l ignes de p lus g r a n d e pen te par r a p p o r t au p lan hor i zon ta l ; ce son t des 

d ro i t e s p e r p e n d i c u l a i r e s à la t r ace h o r i z o n t a l e de ce p l a n . En effet par u n po in t m 

( ,%. 4.3) du p lan MP m e n o n s m<> p e r p e n d i c u l a i r e et mq ob l ique su r MN , aba issons 

aussi mp p e r p e n d i c u l a i r e s u r le p lan AN et j o ignan t po et pq ; po sera p e r p e n d i -

eu la i re , pq ob l ique sur M N , u o n c p o < ^ p r / , d o n ~ ~ > ~ ^ o r > c c s r a p p o r t s sont 

r o q u ' o n n o m m e les pen tes de mo et mq su r le p lan A N , d o n c mo est la l igne de 

plus g r a n d e p e n t e . 

R e m a r q u o n s q a e — tang a , et n o u s en c o n c l u r o n s q u e la p e n t e d 'une 

dro i te ou d ' un p lan s u r u n a u t r e p l an est expr imée pa r la t angen te t r igonomé-

t r i q u e de l 'angle q u e lait ce t te d ro i t e ou ce plan avec le second p lan . 

4=° Les l ignes de p lus g r a n d e pen t e p a r r a p p o r t au p lan vertical ; ce sont des per

pend icu la i r e s à la t race vert icale de ce p lan (d ' après la d é m o n s t r a t i o n p r é c é d e n t e ) . 

3 6 . PROBLÈME 8 . Tracer une horizontale et une verticale d'un plan (jig. 4.4). 

Une ho r i zon ta l e D du p lan P é tant para l lè le au plan h o r i z o n t a l , sa projec t ion ver

ticale W est para l lè le à L T , sa t race vert icale doi t ê t r e su r V et sur I)\ donc en 

ô , don t la p ro jec t ion hor izon ta le est bh\ la d ro i te D é tan t para l lè le à I F , sa p ro jec 

tion hor izon ta le D' ! doi t ê t re aussi para l lè le à I F (n° 2 0 , 2° ) cl passer par bh. 

Une ver t ica le B du plan P é tan t paral lè le au p lan ver t i ca l , sa pro jec t ion h o r i 

zontale hk est para l lè le à LT , et sa pro jec t ion vert icale R' para l lè le à V . 

Les deux droi tes D et R é tan t s u r le plan P se coupen t en u n poin t m ; donc 

mh et mv do iven t ê t re sur u n e m ê m e p e r p e n d i c u l a i r e à L T , ce qu i ser t à vérifier 

l ' exac t i tude des cons t ruc t i ons . 

3 7 . PROBLÈME 9 . Tracer dans un plan donné les lignes de plus grande pente. La 

Jig. 4 3 p r o u v e q u e la projec t ion po de la l igne de p lus g r a n d e p e n t e mo du plan MP 

su r le plan AN est pe rpend i cu l a i r e à l ' in te rsec t ion MN de ces p lans . 

Cela posé , la projec t ion hor izon ta le D'1 (jig. 4 5 ) de la ligne de p lus g rande 

pente par r appo r t au p lan hor i zon ta l doit ê t re p e r p e n d i c u l a i r e à 11% on en dédui t 

IV ( n J 2 8 ) . De m ê m e la project ion verticale K1' de la l igne de p lus g r ande pente 



par r a p p o r t au plan vertical c. p e r p e n d i c u l a i r e à V , et l 'on en dédu i t la project ion 

hor izonta le K \ 

Les deux dro i tes D et K s i tuées su r le plan P se c o u p e n t en un po in t m ; donc 

mh et m' doivent ê t re sur u n e m ê m e p e r p e n d i c u l a i r e à LT . 

3 8 . On voit pa r là q u ' u n e l igne de p lus g r ande pen t e d ' un p lan suffit p o u r le 

d é t e r m i n e r c o m p l è t e m e n t , p u i s q u ' o n peu t pa r son moyen o b t e n i r t an t d ' h o r i z o n 

tales ou de v e r t i c a l e s , q u e l 'on v e u t , de ce plan ; et q u e l 'on conna î t dès lors 

deux droi tes q u i se coupen t et son t s i tuées dans ce p l a n . 

3 9 . PROBLÈME 1 0 . Par un point donné mener un plan parallèle à un plan donne. 

Deux p lans paral lè les on t év idemmen t leurs t races de m ê m e n o m p a r a l l è l e s : 

d é p l u s nous savons q u e si deux p lans P et Q sont pa ra l l è l es , q u e p a r u n po in t 

q u e l c o n q u e m du plan Q on m è n e u n e para l lè le à u n e d ro i t e s i tuée dans le plan P , 

elle est tout en t i è r e c o n t e n u e dans le p lan Q. 

Cela posé , dans le p l an P d o n n é (fig. 4 0 ) condu i sons u n e dro i te q u e l c o n q u e D , 

puis pa r le po in t m m e n o n s la d ro i t e K paral lè le à D-, elle est s i tuée dans le p lan c h e r 

ché Q, donc sa t r ace ho r i zon ta l e a est un poin t de II Q et sa t race verticale h un po in t 

de VQ, d 'a i l leurs ses t races d o n e n t ê t re r e spec t i vemen t para îè l les à I P et Y% elles 

sont donc c o n n u e s , et de p l u s , c o m m e véri f icat ion, elles doivent se coupe r su r L T . 

On peu t se d i spenser de m e n e r la droi te D , car par le point d o n n é m, si l 'on 

fait passer u n e hor izonta le K (fig. 47 du p lan Q , K'1 sera para l lè le à 11° et par 

c o n s é q u e n t à Ï F , et liv à LT , p u i s la t race ve r t i c a l e6 de cet te d ro i t e sera un point 

de Y° qu i doit ê t re para l lè le à V P ; cet te t race r e n c o n t r e LT en un po in t q, par 

lequel on m è n e r a I L para l lè le à ïl 1 ' . Au l ieu d ' u n e h o r i z o n t a l e , on p o u r r a i t em

ployer u n e ver t ica le du plan , e t l 'on t rouvera i t ainsi d i r e c t e m e n t u n poin t de 11°. 

4 0 . Si le p lan P n 'es t pas d o n n é par ses t races mais par deux d ro i t e s qu i se 

c o u p e n t , il suffira év idemmen t de m e n e r pa r le po in t d o n n é deux d ro i t e s respect i 

vement paral lè les aux deux dro i tes d o n n é e s , elles d é t e r m i n e r o n t le p lan c h e r c h é . 

Si le p lan P é ta i t d o n n é pa r deux droi tes pa ra l l è les , pa r u n e dro i te et par un 

po in t , ou par t ro is p o i n t s , on se r amène ra i t d ' abord à l 'un des deux cas p récéden t s 

en cons t ru i san t les t races du plan d o n n é ( n 0 5 31 et 3 2 ) , ou deux droi tes s i tuées 

dans ce p lan et se c o u p a n t , et l 'on dé t e rmine ra i t a lors le plan Q c o m m e c i -dessus 

( n° 3 9 ) . 

4 1 . A r r ê t o n s - n o u s u n i n s t an t su r les figures p r écéden te s afin de m o n t r e r les 

avantages de la no ta t ion adoptée dans ce cour s . La fig. 18 est exac tement r e p r o 

du i t e dans le p r e m i e r cas de la fig. 3 3 , la nota t ion seule rappe l le qu ' i l s 'agit dans 

la p r e m i è r e (Jig. 1 8 ) d ' u n e dro i te r e n c o n t r a n t la l igne de te r re et dans l ' a u t r e 

[fig. 33 ) d ' un plan q u e l c o n q u e ; la nota t ion par le t t res accen tuées su r le plan 

vertical ne serait pas encore suffisante pu i squ ' e l l e s ' appl ique éga lemen t aux p l ans 



et aux dro i tes . Les p r e m i e r et t ro i s i ème cas des figures 11 et 40 ne diffèrent aussi 

que p a r la no ta t ion . La figure 12 e s t i d e n t i q u e m c n t r e p r o d u i t e d a n s les figures 38 et 

3 9 . Dans la figure 14 la no ta t ion seule peu t i n d i q u e r qu ' i l s 'agit de dro i tes dont 

les p ro jec t ions se confonden t et non de d ro i t e s t racées s u r la p a r t i e pos t é r i eu re 

du p lan hor izon ta l ou su r la pa r t i e in fé r i eure du p lan ver t ical (fig. 12 ) , ou encore 

de p lans para l lè les au p lan vertical (fig. 3 8 ) ou au p lan ho r i zon ta l (fig. 39), 

Sans la no ta t ion employée dans la figure 4 1 , on ne r econna î t r a i t pas des p l ans 

paral lèles à la l igne de t e r r e et don t les t races se c o n f o n d e n t , mais bien p lu tô t des 

plans para l lè les au plan ho r i zon ta l (fig. 3 9 ) ou au p lan vert ical (fig. 3 8 ) . Enfin 

la figure 42 ne p résen te ra i t q u e les p ro jec t ions d ' un p o i n t , et ne p o u r r a i t pas r a p 

peler u n p lan passant pa r la l igne de t e r r e . Il est essent ie l de r e m a r q u e r q u e la 

ponc tua t ion des l ignes ne p e u t pas supp lée r à l ' insuffisance des au t r e s no t a t i ons 

dans les exemples q u e je viens de c i te r , ils sont d o n c t r è s - p r o p r e s à p r o u v e r 

l 'u t i l i té de la no ta t ion q u e j ' e m p l o i e depuis q u i n z e ans clans mes leçons . 

En r é s u m é : 

1° Un p o i n t de l 'espace p e u t occupe r treize pos i t ions pa r r a p p o r t aux deux p lans 

de p r o j e c t i o n , en y c o m p r e n a n t les q u a t r e pos i t ions on il est éga lement d is tant 

de ces deux p l ans . 

2° Une d r o i t e de l 'espace peu t occuper trente-neuf pos i t ions pa r r a p p o r t aux 

deux p l ans de pro jec t ion en y c o m p r e n a n t celles où elles se t rouven t s i tuées 

dans l ' un des deux p lans b i s sec t eu r s et cel les où elle est pe rpend icu l a i r e à l 'un 

de ces deux p lans b i s s e c t e u r s , a ins i qu ' i l su i t : 

\ 4 Posi t ions où la d ro i t e coupe les p l ans de p ro jec t ion d ' u n e man iè re a rb i t r a i r e 

| 4 Pos i t ions où elle est pe rpend icu l a i r e à l ' un des p lans b i s s ec t eu r s . 

6 Pos i t ions où elle est paral lè le à l ' un des p lans de project ion et ob l ique a 

l ' a u t r e . 

H Posi t ions où elle est pe rpend icu l a i r e à l 'un des p ians de p ro jec t ion . 

6 Posi t ions où elle est paral lè le à la l igne de t e r r e et à une d i s t ance a rb i t r a i r e 

des deux p lans de p ro jec t ion . 

5 Pos i t ions où étant paral lèle à la l igne de t e r r e elle est si tuée dans l 'un d e s 

plans b i s sec teurs . 

\'l Posi t ions où coupan t la l igne de t e r r e elle fait un angle aigu avei. elle. 

/ 2 Posi t ions où elle est s i tuée dans un plan b i s sec teur . 

| 2 Posi t ions où coupan t la l igne de t e r r e elle lui est p e r p e n d i c u l a i r e 

i 2 Posi t ions où elle est s i tuée dans un plan b i s sec teur . 

3° Un p lan de l 'espace peut occuper vingt et une pos i t ions par r a p p o r t aux deux 

plans de project ion en y c o m p r e n a n t celles où il est pe rpend icu la i r e a 1 un des 



rîeu\ p ians b i s sec teurs et celles où il n 'es t a u t r e q u e l 'un de ces deux plans bissec

teurs , ainsi q u ' i l su i t : 

2 Pos i t ions où le plan coupe les deux p lans de p ro jec t ion et la l igne de te r re 

A Pos i t ions où il est paral lè le à l 'un des p l ans de p ro jec t ion . 

2 Pos i t ions où il est p e r p e n d i c u l a i r e à l ' un des p lans de pro jec t ion et 

ob l ique p a r r a p p o r t à l ' au t r e p lan de p r o j e c t i o n . 

(2 Posi t ions où il passe par la l igne de t e r r e . 

'•2 Posi t ions où il n ' e s t a u t r e q u e l 'un des deux p lans b i s s e c t e u r s . 

,'4 Pos i t ions où il est para l lè le à la l igne de t e r re et ob l ique aux p l ans de p r o -
1 j e c t i o n . 

\A Pos i t ions où il est para l lè le à la l igne de t e r r e et p e r p e n d i c u l a i r e à l 'un 

des p lans b i s s e c t e u r s . 

1 Posi t ion où il est p e r p e n d i c u l a i r e à la l igne de t e r r e 

CHAPITRE IL 

P R O B L È M E S FONDAMENTAUX DE LA GÉOMÉTRIE DESCRIPTIVE, 

• Changements des plans de projection et rotation des figures autour d'un axe 

42. Lo r sque l ' équa t ion d ' u n e ligne ou (Lune surface est t rop c o m p l i q u é e , on 

c h e r c h e , en analyse, à la s impli f ier en r a p p o r t a n t la c o u r b e ou la surface à de 

nouveaux axes choisis de m a n i è r e à faire d i spa ra î t r e cer ta ins t e r m e s , c o m m e par 

exemple les rec tangles des coo rdonnées et les t e rmes du p r e m i e r degré dans 

les équa t ions des cou rbes ou des surfaces du second o r d r e . Dans la Géomét r i e des 

c r i p t i v e , u n e l igure t racée su r les p l ans de pro jec t ion peu t ê t r e t r è s - c o m p l i q u é e , 

et pa rmi les l ignes qu i la c o m p o s e n t , les unes sont une conséquence necessaire de 



la n a t u r e de la q u e s t i o n , on ne p e u t pas s 'en débar rasse r 5 d ' au t r e s peuven t p r o 

venir de la posi t ion des p l ans de project ion p a r r a p p o r t à la figure de l 'espace 

q u ' o n veut r e p r é s e n t e r ; ces d e r n i è r e s d i spa ra î l ron t pa r u n choix convenable de 

p lans de p ro jec t ion ; on p e u t aussi conse rver les m ê m e s p lans et c h a n g e r la posi 

tion de la f igure , ce t te d e r n i è r e opéra t ion s'effectue tou jou r s en faisant t o u r n e r la 

figure a u t o u r d ' u n axe . Nous a u r o n s d o n c à r é s o u d r e les deux p r o b l è m e s su ivants : 

•1° Conna i s san t les p ro j ec t i ons d ' u n e figure de l 'espace su r deux p lans r e c t a n 

gu l a i r e s , t rouver la p ro jec t ion de ce t te figure su r un t ro i s ième plan pe rpend icu 

la i re à l 'un des deux p r e m i e r s ; 

2° Conna i s san t les p ro jec t ions d ' u n e figure de l 'espace su r deux p lans r e c t a n g u 

la i res , t r ouve r les p ro j ec t ions de cet te figure su r les m ê m e s p lans après l 'avoir 

fait t o u r n e r a u t o u r d ' u n axe fixe d ' u n e q u a n t i t é a n g u l a i r e d o n n é e . Chacun de ces 

p r o b l è m e s se subdivise en p lu s i eu r s cas d o n t l ' é tude déta i l lée sera l 'objet de ce 

c h a p i t r e . 

4 3 . Avant d ' e n t r e r en m a t i è r e n o u s p r é v i e n d r o n s q u e toute l igne de t e r r e sera 

r ep résen tée pa r les le t t res L T , avec ou sans a c c e n t , ces le t t res L et T é tan t placées 

de telle m a n i è r e q u ' e n se supposan t a u - d e s s u s du plan ho r i zon ta l et en face du 

plan ve r t i ca l , on ai t la le t t re L à gauche et la le t t re T à d ro i t e ; de sor te q u e la pos i 

t ion respec t ive de ces le t t res i n d i q u e la pa r t i e de la feuille de dess in où Ton doit 

che rche r les régions de chacun des deux p l ans de pro jec t ion . Les p ro jec t ions des 

po in t s ou des l ignes su r les nouveaux p lans de p ro jec t ion seront enco re m a r q u é e s 

par v ou h p o r t a n t le m ê m e n o m b r e d ' accen ts q u e les le t t res L et T de la nouvel le 

l igne de t e r r e , pour m a r q u e r q u e c'est le m ê m e poin t ou la m ê m e ligne , mais r a p 

por tées à un nouveau plan ve r t i ca l , ou à un nouveau p lan ho r i zon t a l . De m ê m e 

les nouvelles t races des p lans se ron t m a r q u é e s par les le t t res V ou H affectées du 

m ê m e n o m b r e d ' accen t s . Quelquefois a u s s i , s u r t o u t d a n s les ques t ions d ' a p p l i 

ca t ion , on ne me t a u c u n e le t t re à la l igne de t e r r e , mais on l ' éba rbe du côté de 

la p a r t i e a n t é r i e u r e du plan hor izon ta l . 

44 . PROBLÈME 1. Changer de plan vertical par rapporta un point (fig. 4 8 ) . Soient 

né et m1 les p ro jec t ions d 'un po in t m su r deux p lans carac té r i sés pa r la l igne de 

te r re LT , supposons q u ' o n c h e r c h e sa pro jec t ion sur un a u t r e p lan vertical L' T'. 

La posit ion des le t t res m o n t r e q u e la par t ie s u p é r i e u r e de ce p lan vertical est r a 

ba t tue vers la gauche du dessin , et la pa r t i e in fé r ieure vers la d ro i t e . Pu i sque le 

plan horizont.-d n 'est pas c h a n g é , la pro jec t ion mh ne change pas et le point m 

conserve la m ê m e h a u t e u r a u - d e s s u s de ce plan ; donc sa nouvel le projec t ion ver

t icale m 1 ' doit se t rouver avec mh sur une m ê m e p e r p e n d i c u l a i r e à L T ( n ' 8 ; , 

sur la pa r t i e s u p é r i e u r e du nouveau plan vertical ( m 1 0 , 1°) et à une dis tance 

o'm1" de L'T égale a la d is tance vin du point m au plan h o r i z o n t a l ( n " 5 , 1 ) . 



On peut éc r i re cet te re la t ion s u r la l igure en m e n a n t , par le poin t î i n t e r sec 

t ion de LT et L T ' , les d ro i tes pe rpend i cu l a i r e s il à LT et ik à L ' T ' , pu is "m'7 pa 

rallèle à oi, l ' a rc Ik déc r i t du c e n t r e i, et la d ro i t e km'r para l lè le à id. Il est é v i 

dent pa r ces cons t ruc t ions q u e l 'on a : omv = il — ik — dmv'. 

4 5 . PROBLÈME 2 . Changer de plan horizontal par rapport à un point (fig. 4 8 ) . Ce 

p r o b l è m e ne diffère en r ien du p r é c é d e n t , si ce n 'es t q u e l 'on doit faire, p a r r a p 

p o r t au p lan h o r i z o n t a l , les opé ra t i ons qui on t é té faites pa r r a p p o r t au p lan ver 

t ica l . Si l 'on voulait c h a n g e r à la fois les deux p lans de project ion il faudra i t ef

fectuer ces opé ra t ions s u c c e s s i v e m e n t , c 'est p o u r q u o i nous s u p p o s e r o n s q u ' a p r è s 

avoi r c h a n g é c o m m e c i - d e s s u s , de p lan ve r t i ca l , on se p r o p o s e de change r de 

plan hor izon ta l ; soit L"T" la nouvel le l igne de t e r r e , de sor te q u e la p a r t i e a n 

t é r i eu re de ce nouveau plan soit s i tuée au-dessous et la pa r t i e p o s t é r i e u r e au-

dessus de L"T". P u i s q u e le p lan ver t ical res te le m ê m e , le po in t ou pro jec t ion m' 

n e change pas et le po in t m de l 'espace d e m e u r e tou jours en avant de ce p l an et à 

la m ê m e d is tance de ce p lan vert ical ; d o n c la nouvel le projec t ion ho r i zon ta l e 

mh" doit se t rouve r avec nf su r u n e m ê m e p e r p e n d i c u l a i r e à L " T " ( n ° 8 ) , a u -

dessous de cel te l igne d é t e r r e (n° 40 , 4°) et à u n e d is tance o"mh"=mnh (n° 5 , 2°). 

On éc r i r a cet te égali té graphiquement pa r des c o n s t r u c t i o n s ana logues aux p r é 

c é d e n t e s , desque l les on conc lu t ; 

o'mh— ïl'=<ïli = o"mh': 

Par des c h a n g e m e n t s successifs de p lans ho r i zon ta l et v e r t i c a l , on p o u r r a r a p 

po r t e r u n po in t à deux p l ans r ec t angu la i r e s q u e l c o n q u e s , don t l ' un sera tou jours 

di t ho r i zon ta l que l le q u e soit sa d i rec t ion , et l ' au t re vert ical que l le q u e soit aussi 

sa d i rec t ion dans l 'espace pa r r a p p o r t aux deux plans p r imi t i f s de p ro jec t ion . 

4 6 . PROBLÈME 3 . Changer de plans de projection par rapport à une droite. On peut 

r é s o u d r e re la t ivement à u n e d ro i t e les m ê m e s p r o b l è m e s q u e nous venons de r é 

s o u d r e p a r r a p p o r t à un po in t ; ca r u n e d ro i t e é tan t d é t e r m i n é e p a r deux p o i n t s , 

il suffira de t rouver les p ro jec t ions de deux de ses p o i n t s su r les nouveaux p l a n s . 

Soi t L ' T (fig. 4 9 ) la t race d 'un nouveau plan ve r t i c a l , la pos i t ion des le t t res sut 

cet te nouvel le l igne de t e r r e m o n t r e q u e la p a r t i e s u p é r i e u r e est r aba t t ue 

et la p a r t i e in fé r ieure à gauche de la feuille de dessin (n° 4 3 ) ; p r e n a n t d o n c s u r 

la dro i te D deux po in t s q u e l c o n q u e s m cl n . l eurs p ro jec t ions hor izonta les ne 

change ron t p a s , et c o m m e ces po in t s sont a u - d e s s u s du p lan h o r i z o n t a l , les nou 

velles pro jec t ions vert icales dev ron t se t r ouve r à gauche de L 'T ' e t à des d is tances 

o'm"r=zom" et p'nv'~pnv ( n p 44 ). La trace hor izon ta le a de D ne change pas ; donc 

si l 'on a b ien opé ré , la dro i te ad:' doit ê t r e p e r p e n d i c u l a i r e à la nouvel le l igne de 



t e r re L T ' . On au ra i t pu choisir ce po in t a et u n a u t r e poin t q u e l c o n q u e , pour-

t rou ver la nouvel le p ro jec t ion D " de la d ro i te D. 

R e m a r q u o n s e n c o r e , à l 'occasion de ce p r o b l è m e , i ' avan tagede la nouvel le n o 

ta t ion adoptée d a n s ce c o u r s , car n 'cs t - i l pas év iden t q u e pa r son moyen on 

peu t l i re su r la figure non - seu l emen t la signification de c h a q u e l i gne , sa posi t ion 

et sa d i rec t ion d a n s l ' e space , mais enco re le sens du r a b a t t e m e n t des p l a n s , 

q u i ne co ïnc iden t pas avec la feuille du dess in . Observons encore q u e les ac

cen ts des le t t res h et v, ana logues à ceux de la l igne de t e r r e c o r r e s p o n d a n t e , 

m o n t r e n t au p r e m i e r coup d ' œ i l , p a r que l s c h a n g e m e n t s successifs de p i ans 

de p r o j e c t i o n , on a fait passer les p ro jec t ions de la figure de l ' e space , ce que 

l 'on n ' o b t i e n d r a i t pas par la no ta t ion a n c i e n n e par lettres accentuées, à mo ins de 

c o m p l i q u e r e x t r ê m e m e n t ce t te no ta t ion . 

Il serai t m a i n t e n a n t très-facile de t rouve r la p ro jec t ion de la d r o i t e D su r u n n o u 

veau p lan h o r i z o n t a l , c ' e s t - à - d i r e , s u r un plan p e r p e n d i c u l a i r e au plan vertical 

L'T' . P o u r ne pas s u r c h a r g e r la figure, n o u s ne ferons pas ici cet te r e c h e r c h e . 

4 7 . PROBLÈME 4 . Changer de plans de projection par rapport à un plan (fi g. 5 0 } . 

Nous cons idé re rons le p lan c o m m e é tan t d o n n é p a r ses t races 1F,Y P , et nous c h e r 

che rons ses t r aces s u r les nouveaux p l ans de p ro jec t ion . P r o p o s o n s - n o u s de t r o u 

ver la t race du p lan P s u r u n nouveau plan vert ical L T ' . La t race ho r i zon ta l e H" 

ne changean t pas , le po in t o', où elle r e n c o n t r e la nouvel le l igne de t e r re L 'T ' , sera 

déjà un poin t de la nouvel le t race ver t icale che rchée (n° 27) ; si l 'on p rena i t sur 

Je p lan P u n e dro i te q u e l c o n q u e , le po in t où elle r e n c o n t r e r a i t le nouveau p lan 

vertical de project ion en serai t un second po in t ( n ° 2 8 ) , et pa r c o n s é q u e n t le 

p rob l ème serai t r éso lu . P o u r p lus de s i m p l i c i t é , on choisi t u n e hor izon ta le K . 

parce qu ' a lo r s tous ses po in t s sont à la m ê m e d i s tance bhb du plan ho r i zon ta l qui 

ne varie p a s ; d o n c en p ro longean t j u s q u ' à L 'T ' en bh, é levant p a r ce point //' 

u n e pe rpend icu la i r e à L 'T ' et p r e n a n t su r cet te p e r p e n d i c u l a i r e u n e l ongueu r 

l>'hb'z=.bhb, on au ra en b' la nouvelle t r a c e v e r t i c a l e d e l ' h o r i z o n t a l e K du plan P(n° 15), 

et par conséquen t en Y' p ( d ro i t e qu i u n i t les po in t s o et b') la nouvel le t r ace ve r t i 

cale du p lan P . R e m a r q u o n s qu ' i l é ta i t inut i le d ' éc r i re la pro jec t ion ver t icale de la 

dro i te K , pu i squ ' i l suffisait d 'en d é t e r m i n e r le poin t b , qu i seul n o u s a servi . 

Parmi toutes les hor izonta les du p lan P , il vaut mieux , q u a n d on le p e u t , e m 

ployer celle A don t la pro jec t ion A'1 passe par le p o i n t d ' i n t e r sec t ion de LT et 

L'T' . Le poin t a a p p a r t e n a n t à la fois a u x deux p l ans ve r t i caux , n o u s le soul i 

gnons sur le plan L 'T ' . S'il a r r iva i t q u e la t r ace hor izon ta le I F ne r e n c o n t r â t pas 

la nouvelle l igne de t e r r e L 'T ' dans les l imites du d e s s i n , sans p o u r t a n t lui ê t re 

pa r a l l è l e , on ne conna î t ra i t pas le point o ' , il faudrai t a lors t rouver d i r ec t emen t 

deux poin ts de la t race vert icale V'% par la cons idé ra t ion de deux hor izonta les du 



plan P . Et si dans ce cas la t race ver t icale sor tai t tout en t i è r e des l imites du 

dessin , on p r e n d r a i t su r le plan P deux d ro i t e s , don t on p û t t rouver les nouvel les 

p ro jec t ions v e r t i c a l e s , et le plan serai t suff isamment d é t e r m i n é par ces deux 

dro i tes ( n° 27 ). 

Pour change r de p ian h o r i z o n t a l , il faut opé re r d ' u n e man iè re semblab le en 

employan t u n e ou deux ver t icales du plan d o n n é , su ivan t q u e la t race verticale de 

ce plan r e n c o n t r e ou ne r e n c o n t r e pas la nouvel le l igne de t e r r e dans les l imi tes 

du dessin , sans p o u r t a n t lui ê t re para l lè le . 

4 8 . PROBLÈME 5 . Connaissant les projections d'un point sur deux plans rectangulaires, 

trouver sa projection sur un troisième plan quelconque (fig. 5 1 ) . Le p lan P , n ' é tan t 

p e r p e n d i c u l a i r e ni au p lan h o r i z o n t a l , ni au p lan ve r t i ca l , ne p e u t pas ê t r e c o n 

s idéré c o m m e un nouveau p lan vert ical ou hor i zon ta l de p r o j e c t i o n ; ma i s si nous 

voulons le p r e n d r e c o m m e plan h o r i z o n t a l de p r o j e c t i o n , n o u s devons d ' abord 

changer de p lan ver t ical et cho is i r ce nouveau p lan de m a n i è r e à ce qu ' i l soit 

p e r p e n d i c u l a i r e au p lan P ; p o u r cela il faut q u e I F soit p e r p e n d i c u l a i r e à L 'T ' 

in" 8 3 , 4 ' ) , n o u s c h e r c h e r o n s la t race du plan P ( n° 4 7 ) et la project ion du 

point m ( n ° 4 4 ) su r ce nouveau plan ve r t i ca l ; p u i s p r e n a n t le plan P p o u r p lan 

ho r i zon ta l , la nouvel le l igne de t e r r e n e sera a u t r e q u e V / p et n o u s t r o u v e r o n s mh" 

; 0 45 ) qu i sera la p ro jec t ion du p o i n t m s u r le plan P. 

On p o u r r a i t se p r o p o s e r , c o n s i d é r a n t ce point mh" c o m m e un po in t du plan 

P , d o n t rouver les p ro jec t ions su r les p lans p r imi t i f s ca rac té r i sés p a r la l igne de 

t e r r e L ï . Pour cela nous n o m m e r o n s ce po in t n , c o m m e il est s i tué su r le plan 

hor izon ta l L"T"' sa p ro jec t ion vert icale do i t ê t re su r la l igne de t e r r e en nv'. Pas -

saut ensu i t e du sy s t ème de p l ans qui se coupen t su ivant la l igne de t e r r e L " T " a u 

sys tème ca rac té r i sé par la l igne de t e r r e L ' T ' , la p ro jec t ion n1" ne change ra pas et 

la nouvel le p ro jec t ion hor izon ta le sera en nh su r u n e p e r p e n d i c u l a i r e à L 'T ' 

abaissée de uv' et à u n e d i s t ance i'nh^nv'n~• • *mh. Enfin nous pas se rons au s y s 

tème de plans ca rac té r i sés pa r la l igne d é t e r r e ET en changean t de p lan v e r t i c a l , 

ci nous t rouverons la project ion nv su r u n e p e r p e n d i c u l a i r e à ET abaissée du po in t 

nh et à u n e d is tance inv=zi'nv'. 

4 0 . R e m a r q u o n s q u e la d ro i t e >//V , é tant paral lè le à L ' T ' , est pe rpend i cu l a i r e 

a 11r ; or la d ro i t e nin dans l 'espace est p e r p e n d i c u l a i r e au p lan P et mhuh en est la 

project ion hor i zon ta l e . Au lieu de c o n s i d é r e r le plan P c o m m e un nouveau plan 

hor izonta l de p ro jec t ion , on aura i t pu le cons idé re r c o m m e un nouveau plan ver t i 

cal de p ro jec t ion , il au ra i t a lors fallu c h a n g e r d ' abord de p lan hor izon ta l et choisir 

L 'f pe rpend icu la i r e à \ " , puis H' p au r a i t été la nouvel le l igne de t e r r e L " T " ; et 

r\n c h e r c h a n t de m ê m e les projec t ions du poin t mv" cons idéré c o m m e un point n 

du plan P , on aura i t t rouvé d ' abord uv s i tué avec mv su r u n e p e r p e n d i c u l a i r e 



à Y"; or m V est la p ro j ec t ion vert icale de la p e r p e n d i c u l a i r e ma au clan P , il 

résu l te donc de ce p r o b l è m e q u e les projections d'une perpendiculaire à un plan sont 

respectivement perpendiculaires aux traces de même nom du plan. Mais n o u s d é m o n 

t r e rons d i r e c t e m e n t ce t h é o r è m e p a r la s u i t e . 

5 0 . PROBLÈME 6 . Ramener une droite à être parallèle à l'un des plans de projec

tion (fig. 5 2 ) . P o u r q u e la dro i te D soi t para l lè le au p lan ve r t i ca l , il faut que 

D* soit para l lè le à la l igne de t e r r e ( n° 1 7 , 3°) , il suffira donc de p r e n d r e L ' T 

para l lè le à D'1 et de c h e r c h e r la pro jec t ion W' de la d ro i t e D s u r ce nouveau plan 

vertical ( n ° 4 6 ) . Si l 'on voulai t r e n d r e la d ro i te para l lè le au p lan h o r i z o n t a l , il 

faudra i t c h a n g e r de p lan hor izon ta l et p r e n d r e L T para l lè le à W (n° 47 , 2 ° ) . 

5 1 . PROBLÈME 7 . Ramener une droite à être perpendiculaire à l'un des plans de 

projection (fig. 5 2 ) . Si la d ro i t e D é ta i t para l lè le a u p lan v e r t i c a l , tou t p lan per 

p e n d i c u l a i r e à ce t t e d ro i t e , sera i t en m ô m e t emps p e r p e n d i c u l a i r e au plan 

v e r t i c a l , et p o u r r a i t ê t re choisi p o u r n o u v e a u p l a n ho r i zon ta l de p ro jec t ion 

c o m b i n é avec le p lan ver t i ca l . Si la d ro i t e D é ta i t pa r a l l è l e au plan h o r i z o n t a l , 

tou t p lan p e r p e n d i c u l a i r e à cet te d ro i t e se ra i t p e r p e n d i c u l a i r e au p l an hor izonta l 

et p o u r r a i t ê t r e cons idé ré c o m m e u n n o u v e a u plan vert ical de pro jec t ion c o m 

b iné avec le p lan h o r i z o n t a l . Mais l o r s q u e la d ro i t e LT n 'es t para l lè le à a u c u n des 

p i ans de p r o j e c t i o n , u n p lan p e r p e n d i c u l a i r e à ce t te d ro i t e n 'es t p e r p e n d i c u l a i r e 

ni au p lan h o r i z o n t a l , ni au p lan v e r t i c a l , et ne p e u t p a r c o n s é q u e n t ê t re pr i s 

ni c o m m e p lan vert ical ni c o m m e p lan h o r i z o n t a l de p ro jec t ion combiné avec 

l 'un des p lans pr imi t i f s ; c 'es t p o u r q u o i p o u r r é s o u d r e le p r o b l è m e actuel il faut 

c o m m e n c e r p a r r e n d r e la d r o i t e d o n n é e para l lè le à F un des p lans de projec t ion 

( n u 5 0 ) . 

5 1 , pa r e x e m p l e , on veut r a m e n e r la d ro i te D à ê t re p e r p e n d i c u l a i r e au plan 

h o r i z o n t a l , on la r e n d r a d ' a b o r d pa ra l l è l e a u p lan ver t ica l , pu is on change ra de 

plan hor i zon ta l e n r e m a r q u a n t q u e si la d ro i t e D est p e r p e n d i c u l a i r e au plan 

h o r i z o n t a l , sa projec t ion ver t ica le est p e r p e n d i c u l a i r e à la l igne de t e r r e ( n l > 17, 

5° ) ; nous p r e n d r o n s donc L ' T " p e r p e n d i c u l a i r e à D c / , et la p ro jec t ion hor izon ta le 

sera u n seul point s i tué sur le p r o l o n g e m e n t de D 1'' en avant de L ' T " , et à u n e 

d is tance a l ' D f e " = : a a r ' , d i s tance d ' un po in t q u e l c o n q u e de la d ro i t e D au pian 

vert ical . 

52 . PROBLÈME 8 . Rendre un plan perpendiculaire a l'un des pliais de projection. 

Ce p r o b l è m e a é té résolu acc iden te l l ement ( n° 4 8 ) ; n o u s avons vu q u e p o u r 

r e n d r e le p lan P p e rpend i cu l a i r e au p lan ve r t i ca l , il faut change r de p ian vertical 

de pro jec t ion et p r e n d r e la nouvel le l igne de t e r r e p e r p e n d i c u l a i r e à I F ; et p o u r 

r e n d r e le p lan P p e r p e n d i c u l a i r e au p lan h o r i z o n t a l , il faut change r de plan 

horizontal de p ro jec t ion et p r e n d r e la nouvel le l igne d é t e r r e p e r p e n d i c u l a i r e à \ ". 



5 8 . PROBLÈME 9 . Rendre un plan perpendiculaire à ta ligne de terre. Le p lan 

doi t ê t re p e r p e n d i c u l a i r e à la fois au p lan hor izon ta l et au p lan v e r t i c a l , n o u s 

c h a n g e r o n s d ' abo rd de p lan ve r t i ca l , en p r e n a n t L T p e r p e n d i c u l a i r e à H p , et 

nous en c o n c l u r o n s Y ' r ( n ° 4 7 ) ; pu i s n o u s c h a n g e r o n s de p l a n h o r i z o n t a l , en 

p r e n a n t L"T" p e r p e n d i c u l a i r e à Y / p , le p l an r e s t e ra t ou jou r s p e r p e n d i c u l a i r e au 

plan vert ical p r é c è d e n t , et sera en o u t r e p e r p e n d i c u l a i r e au nouveau p lan h o 

r i z o n t a l , il sera donc p e r p e n d i c u l a i r e à l eu r i n t e r s e c t i o n , ou à la nouvel le l igne 

de t e r r e . 

5 4 . PROBLÈME 10 . Rendre un plan parallèle à la ligne de terre (fig. 5 3 ) . Un 

plan para l lè le à la l igne de t e r re a ses deux t races para l lè les à cet te l igne (n° 3 3 , 8 ° ) ; 

si donc nous voulons r é s o u d r e le p r o b l è m e pa r u n c h a n g e m e n t de p lan ve r t i ca l , 

il faudra p r e n d r e L T 7 pa ra l l è le à H p ; p u i s p o u r o b t e n i r u n po in t de Y ' p , on 

p o u r r a i t d a n s le plan P c o n s t r u i r e u n e d ro i t e q u e l c o n q u e et c h e r c h e r son i n t e r 

sect ion avec le nouveau p lan ver t ica l ; ma i s on y pa rv ien t p lu s s i m p l e m e n t c o m m e 

il su i t : les deux p lans ver t icaux et le p lan P on t en c o m m u n un po in t a d o n t la 

pro jec t ion ho r i zon ta l e est é v i d e m m e n t le p o i n t a ' 1 , i n t e r sec t ion des deux l ignes de 

t e r r e LT et L T ; ce po in t r a p p o r t é au p lan vert ical LT est en a s u r V p ; r a p p o r t é 

au p lan vert ical L 'T ' il est s u r u n e p e r p e n d i c u l a i r e à L T et à u n e d i s t ance 

aha = aha, et le po in t ci est un p o i n t de Y / p . 

Si l 'on voulait r é s o u d r e le p r o b l è m e p a r u n c h a n g e m e n t de p lan h o r i z o n t a l , il 

faudrai t p r e n d r e la nouvel le l igne de t e r r e para l lè le à Y p , et l 'on t rouvera i t d ' u n e 

m a n i è r e ana logue un po in t de la nouvel le t race ho r i zon ta l e . 

5 5 . PROBLÈME 1 1 . Rendre un plan parallèle à l'un des plans de projection. Un p lan 

paral lè le à l 'un des p l ans de pro jec t ion est n é c e s s a i r e m e n t p e r p e n d i c u l a i r e à l ' au t r e ; 

d o n c p o u r r é s o u d r e le p r o b l è m e a c t u e l , il faut c o m m e n c e r p a r r e n d r e le p l an 

d o n n é p e r p e n d i c u l a i r e à l ' un des p lans de p ro j ec t ion (n° 5 2 ) , pu is on le r e n d r a pa 

ral lè le à l ' au t r e p l an . S i , par exemple , on veut q u e le p lan d o n n é P soi t para l lè le 

au p lan ver t ica l , on le r e n d r a d ' abo rd p e r p e n d i c u l a i r e au plan h o r i z o n t a l , pu i s on 

changera de p lan ver t ica l , en p r e n a n t l anouve l l e l igne de t e r r e para l lè le à H ' p ( n ° 3 3 , 

0°) . Si au con t r a i r e on veut r e n d r e le p lan P para l lè le au p lan h o r i z o n t a l , on le 

r end ra d ' abord p e r p e n d i c u l a i r e au plan v e r t i c a l , pu i s on change ra de plan h o r i 

zontal en p r e n a n t la nouvel le l igne d e t e r r e para l l è le à V / p ( n ° 3 3 , 7 ° ) . 11 est 

évident q u e dans le second c h a n g e m e n t de plan , il n'v a pas de t r ace d u plan à 

c h e r c h e r . 

5 0 . Avant de r é s o u d r e le p r o b l è m e de la ro ta t ion des l igures a u t o u r d ' un a x e , 

n o u s ferons c o n n a î t r e t rois p r i n c i p e s é v i d e n t s , et qu i nous s e r o n t d ' u n e g r a n d e 

ut i l i té : 

Toute figure c o n t e n u e dans son plan paral lè le à l 'un des p lans de p ro je t -



t i o n , se p ro je t t e s u r ce p l an su ivant u n e l igure i d e n t i q u e . En effet, en abaissant 

des ex t r émi t é s d ' u n e d r o i t e des p e r p e n d i c u l a i r e s s u r le p l an de p r o j e c t i o n , on 

l'orme u n p a r a l l é l o g r a m m e r e c t a n g l e , don t la pro jec t ion de la d ro i te et la d ro i te 

proje tée son t deux côtés o p p o s é s , et dès lors para l lè les et égaux en l o n g u e u r ; et 

cela a l ieu q u e la figure soit l imi tée p a r des l ignes d ro i t e s finies ou in f in iment pe t i t es . 

2° Tou te figure c o n t e n u e d a n s u n p l an P p e r p e n d i c u l a i r e à l ' un des p l ans de 

p ro j ec t i on , se p ro je t t e s u r ce plan de pro jec t ion su ivant la t race d u p lan P qu i la 

con t i en t ; car les pe rpend i cu l a i r e s abaissées de c h a q u e po in t de la figure n e so r t en t 

pas de ce p lan P . 

3° Q u a n d u n e figure t o u r n e a u t o u r d ' u n a x e , . s a pro jec t ion s u r u n p l a n p e r 

pend icu la i r e à cet axe t o u r n e a u t o u r du p ied de l ' axe , en r e s t an t i d e n t i q u e à 

e l l e - m ê m e , t and is q u e sa pro jec t ion su r tou t a u t r e p lan change de forme à 

c h a q u e i n s t an t du m o u v e m e n t . 

Cela p o s é , la ro t a t i on d ' u n e figure p e u t s e faire a u t o u r d ' u n axe p e r p e n d i c u l a i r e 

ou para l lè le à l ' u n des p lans de p ro jec t ion , ou d i r igé d ' u n e m a n i è r e q u e l c o n q u e . 

Après la r o t a t i o n , les différentes par t i es de la figure ayan t changé de posi t ion 

d a n s l ' e s p a c e , c ' e s t , à p r o p r e m e n t pa r l e r , u n e a u t r e figure i d e n t i q u e à la p r e 

m i è r e d o n t n o u s c h e r c h o n s les p r o j e c t i o n s , c 'est p o u r q u o i d a n s ce cas n o u s 

a c c e n t u o n s les le t t res ca r ac t é r i s t i ques des p o i n t s , des l ignes et des p lans , et non 

p l u s les i n d i c e s , q u i se r a p p o r t e n t t ou jou r s aux m ê m e s p l ans de pro jec t ion . 

57 . PROBLÈME 12 . Faire tourner un point d'un angle donné autour d'un axe vertical 

et trouver ses projections dans sa nouvelle position (fig. 5 4 ) . S o i e n t d o n n é s un po in t 

m e t u n axe vert ical A ; si du po in t m on aba i s se u n e p e r p e n d i c u l a i r e s u r l ' axe , 

elle sera h o r i z o n t a l e , e t p a r c o n s é q u e n t se p ro j e t t e r a h o r i z o n t a l e m e n t en R / t dans 

sa vér i tab le g r a n d e u r (n° 5 6 , I o ) , et sa pro jec t ion ver t icale R u sera pa ra l l è l e à 

ET ( n° 1 7 , 2 ° ) . Si l 'on i m p r i m e u n m o u v e m e n t au sys tème , la p e r p e n d i c u l a i r e R 

res tera tou jours p e r p e n d i c u l a i r e à A et de m ê m e l o n g u e u r , elle déc r i r a d o n c un 

cerc le C d a n s u n plan p e r p e n d i c u l a i r e à A , ou , en d ' a u t r e s t e r m e s , d a n s un p ian 

h o r i z o n t a l , et son cen t r e sera su r l ' axe ; sa p ro jec t ion ho r i zon ta l e C l se ra un cercle 

i d e n t i q u e d o n t le c e n t r e est en A'1 e t d o n t le rayon se r a égal à R A , sa p ro jec t ion 

vert icale Cv est u n e d ro i t e para l lè le à L T . Le po in t m ne sor tan t pas de cet te 

c i rconférence C p e n d a n t son m o u v e m e n t de r o t a t i o n , lo r squ ' i l sera venu p r e n d r e 

dans l ' e space la pos i t ion m, ses p ro jec t ions m'h et mv s e ron t r e spec t ivemen t su r 

Ch e t CL'. Si l 'on suppose q u e le p o i n t m t o u r n e a u t o u r de Taxe A d ' u n angle a et 

dans le sens de la flèche F ' , le r a y o n R sera venu d a n s u n e pos i t ion R ' f a i s an t 

avec R un angle égal à « ; les p ro jec t ions ho r i zon ta l e s R'' et R'* devront faire 

e n t r e elles Je m ê m e angle « , p u i s q u e les dro i tes R et R' sont h o r i z o n t a l e s ; dès 

lors il suffira de m e n e r R"1 faisant avec P/' l ' ang le y., le po in t en leque l cet te 



dro i te B/' r e n c o n t r e r a G1' sera la p ro jec t ion ho r i zon ta l e m"1 du po in t m ap r è s la 

ro ta t ion ; sa projec t ion vert icale devant se t r o u v e r s u r la p ro jec t ion ver t ica le d u 

cercle C sera en ni" s u r G". Si la r o t a t i o n avait eu l ieu en sens c o n t r a i r e , c o m m e 

l ' i n d i q u e la flèche F " , le r a y o n R serai t venu en R " et le p o i n t m en m". 

5 8 . PROBLÈME 1 3 . Faire tourner un point d'un angle donné autour d'un axe perpen

diculaire au plan vertical (fig. 5 5 ) . Ce p r o b l è m e ne diffère en r ien du p r é c é d e n t , 

s eu lemen t le cerc le C déc r i t p a r l e po in t m est d a n s un p lan para l lè le au p lan ver

t i ca l , de so r t e q u e l 'angle d o n n é « doit ê t r e formé pa r les p ro j ec t ions ver t icales 

R 1 et R / u des r ayons ( de ce cerc le C) passan t p a r les p o i n t s m et m . 

5 9 . PROBLÈME 14.. Faire tourner une droite d'un angle donné autour d'un axe vertical 

ou perpendiculaire au plan vertical. La d r o i t e d o n n é e p e u t o c c u p e r t ro is pos i t ions 

d i s t inc tes par r a p p o r t à l 'axe : 

1° Elle p e u t lu i ê t r e para l lè le , e l le déc r i t a lo r s u n e surface c y l i n d r i q u e à base 

c i r c u l a i r e , c o m m e on l 'a vu en géomét r i e é l é m e n t a i r e ; 

2° Elle p e u t c o u p e r l 'axe en u n p o i n t , elle déc r i t a lors u n e sur face c o n i q u e à 

basse c i r c u l a i r e , c o m m e l ' a p p r e n d é g a l e m e n t la g é o m é t r i e é l é m e n t a i r e ; 

3° Enfin elle peu t n ' ê t r e pas s i tuée d a n s u n m ê m e p lan avec l ' a x e , dans ce cas 

elle déc r i t une surface q u e n o u s é t u d i e r o n s p l u s ta rd sous le n o m d'hyperboloïde 

de révolution à une nappe. 

Premier cas. Soient l 'axe ver t ica l A (fig. 5 6 ) et la d ro i t e D para l lè le à cet axe, et 

pa r c o n s é q u e n t ver t icale ; tous les p o i n t s de la d r o i t e D t o u r n a n t a u t o u r de A c o n 

se rve ron t la m ê m e d is tance à cet axe , d o n c D et A se ron t tou jours para l lè les , la t race 

ho r i zon t a l e de la d ro i t e D d é c r i r a l ' ang le a , et p a r su i te la d r o i t e D v iendra en D ' . 

Deuxième cas. So ien t l 'axe vert ical A (fig. 57 ) et la d r o i t e D q u i coupe cet axe 

au po in t «J; q u a n d on a u r a fait t o u r n e r la d ro i t e D d ' un angle a a u t o u r de l 'axe 

A , elle ne cessera pas de passer p a r le poin t m ; il suffit d o n c p o u r c o n n a î t r e 

e n t i è r e m e n t la nouvel le pos i t ion de la d ro i t e D de fixer celle q u e p r e n d r a un 

a u t r e q u e l c o n q u e de ses p o i n t s ; la ques t i on est donc r a m e n é e à faire t o u r n e r 

a u t o u r de l 'axe A un point de la d r o i t e D. P a r m i tous les p o i n t s de cet te d ro i t e . 

on choisi t de p ré f é r ence sa t race h o r i z o n t a l e a, q u a n d elle se t rouve d a n s les 

l imi tes d u d e s s i n , p a r c e q u e le cerc le C qu ' e l l e déc r i t est s i tué d a n s le p lan 

h o r i z o n t a l , et p a r sui te sa pro jec t ion ver t ica le C n 'es t a u t r e q u e la l igne de t e r r e ; 

le po in t a v iendra en d don t la p ro j ec t ion ver t icale dv sera sur LT , j o i g n a n t ce 

po in te / avec le p o i n t m, on a la d ro i t e D' . La t race ver t icale b so r t , p e n d a n t le m o u 

vement , du p l a n v e r t i c a l , et la nouvel le t race vert icale de la d ro i t e D' ( q u i est le 

point c') n 'es t pas la pos i t ion q u ' e s t v e n u p r e n d r e le po in t b, t r ace de la dro i te D , 

ap r è s q u e D est venu en D ' : c 'est p o u r q u o i n o u s dés ignons la t race vert icale 

de D', non par b\ mais p a r une a u t r e l e t t r e , et a ins i par c. 



Troisième cas. Soient l 'axe vertical A. (fig. 5 8 ) et la d ro i t e ï ) , qu i n 'es t pas 

s i tuée d a n s u n m ê m e plan avec l 'axe A. P o u r c o n n a î t r e la pos i t ion q u e p r e n d r a la 

d ro i t e D ap rès avoir t o u r n é d ' u n ang le a a u t o u r de l 'axe A , il suffit é v i d e m m e n t 

de d é t e r m i n e r les nouvel les p o s i t i o n s de deux p o i n t s d e cet te d ro i t e ; p r e n o n s 

donc deux po in t s m e t n s u r la d r o i t e D , ils d é c r i r o n t p e n d a n t la r évo lu t ion des 

arcs de cerc le G et G' s i tués dans des p l ans p e r p e n d i c u l a i r e s à l 'axe A, et par 

c o n s é q u e n t para l lè les au p lan ho r i zon t a l , l e p o i n t m v iendra en m e t i e poin t M en ri. 

Après avoir t rouvé le po in t m c o m m e on l'a ense igné c i - d e s s u s ( n ° 5 7 ) pour 

n 'avoir p l u s à c o n s t r u i r e l 'angle a , on p ro longe le r a y o n m e n é par nh j u s q u ' e n r , 

on p r e n d l ' a r c r í = l ' a r c mhm'h, et cela au m o y e n des cordes et a ins i par u n e seule 

o u v e r t u r e de c o m p a s ; on j o i n t « A \ et cet te dro i te va coupe r le cerc le G"1 au 

point rih d ' où l 'on c o n c l u t e n s u i t e ri''. 

On simplifie les c o n s t r u c t i o n s en p r e n a n t deux p o in t s d o n t les pro jec t ions 

ho r i zon ta l e s sont à la m ê m e d i s tance de A \ car a lo r s les cerc les qu ' i l s déc r iven t 

on t ia m ê m e pro jec t ion ho r i zon ta l e ; si l 'on p r e n d , p a r exemple , les po in t s a et 

m, on c o n s t r u i r a l ' un de ces p o i n t s m, c o m m e c i -des sus ( n ° 5 7 ) , on p r e n d r a 

e n s u i t e s u r le cerc le G" ou le cerc le Ch, aa=mhmh et l 'on aura le po in t a. 

Enfin on p e u t e n c o r e cho i s i r les po in t s d ' u n e m a n i è r e p a r t i c u l i è r e , qu i q u e l 

quefois p e u t seu le p e r m e t t r e de r é s o u d r e le p r o b l è m e . Aba i s sons du po in t A* su r 

Dh u n e p e r p e n d i c u l a i r e N , q u i la r e n c o n t r e en ph, p ro jec t ion hor izon ta le d 'un 

poin t p d e la d ro i t e D ; s u p p o s o n s q u e le sys t ème de la d ro i te D , de la pro jec t ion 

hor i zon ta l e Dh et de la n o r m a l e N , t o u r n e a u t o u r de l 'axe A de la q u a n t i t é a n g u 

la i re CÎ , la n o r m a l e v iendra en N' faisant avec N l 'angle a ; la d ro i t e Y)h p e n d a n t la 

ro ta t ion ne cessera pas d 'ê t re p e r p e n d i c u l a i r e à N et d ' ê t r e la p ro jec t ion h o r i z o n 

tale de la d r o i t e D dans tou tes ses pos i t ions ( n ° 56 , 3° ) , d o n c en m e n a n t D'h p e r 

pend i cu l a i r e à Y ou t a n g e n t e au cerc le G / / / l , on a u r a la p ro jec t ion ho r i zon ta l e D'h de 

la d ro i te D ap rè s la r o t a t i o n , et l 'on a auss i u n po in t p/v de la p ro j ec t i on vert icale 

D"; si donc on connaissa i t la d i r ec t ion ou u n second po in t de cet te p ro j ec t ion D", 

on p o u r r a i t la c o n s t r u i r e . On a u r a le po in t av e n r a m e n a n t le po in t a en a s u r D'* 

par u n a rc de cercle décr i t d u p o i n t Ah c o m m e c e n t r e . On p o u r r a i t év idemmen t 

chois i r tou t a u t r e po in t q u e le po in t a. 

On r é soud ra i t de la m ê m e m a n i è r e le p r o b l è m e de faire t o u r n e r u n e d ro i t e 

a u t o u r d ' u n axe p e r p e n d i c u l a i r e au p l an ve r t i ca l , s e u l e m e n t les cons t ruc t i ons 

q u e n o u s avons effectuées sur le p lan ho r i zon ta l devra ien t ê t r e faites su r le plan 

ver t ica l , et r é c i p r o q u e m e n t . 

6 0 . PROBLÈME 1 5 . Faire tourner un plan d'un angle donné autour d'un axe vertical. 

La nouve l l e pos i t i on du plan P d o n n é sera c o n n u e si l 'on t r o u v e celles de deux 

dro i tes q u e l c o n q u e s s i tuées su r ce p lan . P a r m i ces d r o i t e s , on choisit de p ré fé -



r encc deux h o r i z o n t a l e s , et l 'on p r e n d p o u r l ' une d 'el les la t race h o r i z o n t a l e du 

plan P, pa r ce q u e d a n s le m o u v e m e n t de ro ta t ion de ce plan P , elle ne sor t pas d u 

p lan ho r i zon t a l . Abaissant du po in t A'1 (fig. 5 9 ) la p e r p e n d i c u l a i r e N s u r H p , elle 

r e n c o n t r e ce t te t race au po in t p, q u i déc r i t p e n d a n t la r o t a t i on un cerc le C auque l 

la t race hor izon ta le H p d e m e u r e tou jours t angen te , or ce t te d ro i t e N v i endra dons la 

posi t ion N ' faisant avec N l 'angle d o n n é e , le po in t p de la t r ace H "viendra d o n c e n / / , et 

si l 'on m è n e u n e t a n g e n t e e n p' au cerc le C , ce sera la t race ho r i zon ta l e H p / d u plan P 

aprèsjla ro ta t ion , et le po in t -s/où elle r e n c o n t r e la l igne de t e r r e a p p a r t i e n t à la nou

velle t race vert icale du p l an P ' nouvel le pos i t ion du p lan P . P o u r en avoir u n second 

p o i n t , n o u s emplo i e rons u n e ho r i zon ta l e K du plan P ; p e n d a n t la ro t a t i on elle 

conservera la m ê m e d i s tance au p l an h o r i z o n t a l , et p a r c o n s é q u e n t sa project ion 

ver t icale sera tou jours su r la m ê m e para l lè le à L T ; q u a n t à sa pro jec t ion h o r i 

zonta le , elle res te ra para l lè le à la t race ho r i zon t a l e du p lan P p e n d a n t la ro t a t ion ; 

or lih coupe la d ro i t e N en u n po in t qk q u i se p o r t e en q'h su r N', m e n a n t p a r ce 

po in t q'h la d ro i t e Kh paral lè le à H p / , ce sera la project ion ho r i zon ta l e de l ' h o r i z o n 

tale K a p r è s la ro ta t ion (n° 5 0 , 3 ° ) , et le po in t b' où K' pe rce le p lan vert ical est 

le second poin t c h e r c h é de la t race Y p / ; j o i g n a n t d o n c £ V , on au ra ce t te t race V p / . 

Au lieu d 'aba isser la p e r p e n d i c u l a i r e N su r H p , on aura i t p u c h e r c h e r les n o u 

velles pos i t ions de deux p o i n t s q u e l c o n q u e s de H p / , mais les cons t ruc t i ons au ra i en t 

é té p lus l o n g u e s , m ê m e en chois i ssant ces deux po in t s à la m ê m e d is tance du po in t 

\ \ Nous avons pr i s u n e ho r i zon ta l e K q u e l c o n q u e , on aura i t simplifié u n peu 

la f igure , en p r e n a n t celle qu i passe p a r l e poin t où l 'axe A perce le plan P , sa 

project ion h o r i z o n t a l e au ra i t a lors passé p a r le po in t A \ 

Si la t race h o r i z o n t a l e H p / ne r e n c o n t r a i t pas la l igne de t e r r e dans les d i m e n 

sions d u des s in , on n ' a u r a i t p lu s le po in t «s/ de la t race vert icale Y p / ; on serai t 

a lors obligé d ' emp loye r u n e seconde d ro i t e q u e l 'on chois i ra i t enco re de p r é f é 

r e n c e h o r i z o n t a l e , et l 'on c h e r c h e r a i t sa t r a c e ver t icale ap rès la ro ta t ion , ce qu i 

d o n n e r a i t un point de Y p ' q u e l 'on j o i n d r a i t à / / p o u r avoir cet te t race Y p ' . 

E n f i n , le m ê m e p r o b l è m e p o u r r a i t se r é s o u d r e en p r e n a n t un axe p e r p e n d i 

cu la i re au plan vertical ; ce serai t a lors des vert icales du plan q u e l 'on devrai t 

employe r . 

0 1 . PROBLÈME 1 0 . Amener une droite dans une position parallèle ci l'un des plans 

de projection (fig. 0 0 ) . Au lieu de faire t o u r n e r u n e dro i te d ' u n angle d o n n é , on 

peu t d e m a n d e r de la faire t o u r n e r j u s q u ' à ce qu ' e l l e soit dans u n e posi t ion d é 

t e rminée par l 'apport aux p l ans de p ro j ec t ion . S u p p o s o n s , pa r e x e m p l e , q u ' o n 

veui l le faire t o u r n e r la d ro i te D a u t o u r de l 'axe ver t ical A , j u s q u ' à ce qu ' e l l e soit 

para l lè le au pian vertical 5 dans ce t te pos i t ion sa projec t ion h o r i z o n t a l e sera 

paral lèle à la l igne de t e r r e (n° 17 , 3 ° ) ; il suffira donc d ' en c o n n a î t r e un po in t . 



11 est facile de voir q u ' o n doi t ici emp loye r la d e r n i è r e cons idé ra t ion d u n ° ( 5 9 . 

3°) ; nous abaissons d o n c d u po in t Ah u n e p e r p e n d i c u l a i r e N su r Dh, qu i la r e n c o n 

t re ra en / / p r o j e c t i o n ho r i zon ta l e d ' u n p o i n t p de la d r o i t e D . Si l 'on conçoi t un 

sys tème formé de la d ro i t e D , de sa p ro jec t ion ho r i zon t a l e Dh, de la ver t icale 

abaissée du poin t p et enfin de la d ro i te IN, et q u ' o n le fasse t o u r n e r a u t o u r de 

l 'axe A , ces q u a t r e d ro i t e s conse rve ron t e n t r e elles les m ê m e s pos i t ions relat ives , 

d o n c D / / L sera p e r p e n d i c u l a i r e à Y ou t a n g e n t e au cerc le décr i t de A'1 c o m m e 

cen t r e e t avec N p o u r rayon et en m ê m e t e m p s elle sera para l lè le à LT ; le po in t p 

se p o r t e r a en p' à la m ê m e h a u t e u r au -des sus du plan h o r i z o n t a l , le po in t a v ien

dra en d, et pa r su i te D " sera la pro jec t ion ver t icale de la d ro i t e D d a n s sa 

nouvel le pos i t ion D ' . 

Tous les p o i n t s de la d r o i t e D d éc r ivan t des a rcs de cerc les h o r i z o n t a u x , il est 

facile de c o n c l u r e de la figure e l l e -même l 'angle a décr i t par le r ayon N , angle 

d o n t pa r su i t e doivent t o u r n e r les a u t r e s p a r t i e s , de la f i g u r e , supposées e n t r a î 

nées d a n s le m o u v e m e n t d e l à d ro i t e D . 

6 2 . Si l 'axe A n ' e s t pas d o n n é d ' a v a n c e , on le chois i ra passan t pa r un point 

de la dro i te D , p a r ce q u e a lors la figure est p lus s i m p l e . R e m a r q u o n s q u e p o u r 

a m e n e r la d ro i t e D à ê t r e para l lè le au p lan vert ical on est obl igé de chois i r un axe 

ve r t i ca l , n o u s avons vu en effet q u e le p r o b l è m e est a lors r é so lub le . Si au c o n t r a i r e 

l 'axe était p e r p e n d i c u l a i r e au p lan vert ical tous les po in t s de la d ro i t e D d é c r i 

ra ien t des cercles para l lè les au p l an vert ical et conse rve ra i en t p a r c o n s é q u e n t lu 

m ê m e d i s t ance à ce p l a n , d o n c la d ro i t e D n ' a u r a i t pas ap rè s la ro ta t ion tous ses 

po in t s éga lement d i s t an t s d u p lan ver t ica l , d o n c enfin elle ne sera i t pas para l lè le 

à ce p lan . P a r u n e ra ison semblab le on ne p o u r r a a m e n e r la dro i te D dans une 

posi t ion para l lè le au plan hor izon ta l q u e p a r un m o u v e m e n t de ro ta t ion a u t o u r 

d ' u n axe p e r p e n d i c u l a i r e au plan ver t ica l . 

6 3 . PROBLÈME 1 7 . Amener une droite dans une position perpendiculaire à lun des 

plans de projection (fi g. 6 1 ) . L o r s q u ' u n e dro i te est p e r p e n d i c u l a i r e à l 'un des p lans 

de p r o j e c t i o n , elle est néces sa i r emen t paral lè le à l ' au t r e . Or, p o u r r e n d r e une 

dro i te para l lè le au p lan ve r t i ca l , on est obligé de la faire t o u r n e r a u t o u r d 'un 

axe ver t ica l (n° 6 2 ) , mais dans ce m o u v e m e n t tous les po in t s de la d r o i t e c o n 

servent la m ê m e d i s t ance à l 'axe , et par c o n s é q u e n t el le ne p o u r r a j a m a i s deven i r 

para l lè le à cet axe ; d ' u n a u t r e côté une d ro i t e q u e l c o n q u e t o u r n a n t a u t o u r d ' u n 

axe p e r p e n d i c u l a i r e au plan vertical no peu t j a m a i s deven i r paral lè le à ce pian , 

si elle ne l 'est pas avant la rota t ion , donc il sera imposs ib le de r e n d r e u n e dro i te 

vert icale par u n m o u v e m e n t s imple de ro ta t ion a u t o u r d 'un seul axe. Mais par 

un p r e m i e r m o u v e m e n t a u t o u r d ' u n axe vert ical A , nous a m è n e r o n s la d ro i t e l) 

dans la pos i t ion D ' paral lè le au pian vertical ( n" 6 1 ) , puis par un second mou-



veinent de ro ta t ion a u t o u r d 'un axe B pe rpend i cu l a i r e au p lan ver t ical n o u s 

l ' a m è n e r o n s d a n s la pos i t ion vert icale D"; car p e n d a n t ce t te seconde ro ta t ion la 

pro jec t ion D / c p r e n d r a success ivement toutes les pos i t ions t angen tes au cerc le C'v, 

et p a r c o n s é q u e n t il y a u r a u n i n s t an t où elle sera p e r p e n d i c u l a i r e à LT et a lors 

la d r o i t e D" sera vert icale ( n° 1 7 , 5°). 

P o u r a m e n e r la d r o i t e d o n n é e d a n s u n e pos i t ion p e r p e n d i c u l a i r e au plan 

ve r t i c a l , il faudra i t d ' a b o r d la r e n d r e para l lè le au p l a n ho r i zon ta l p a r u n m o u 

vement de ro t a t ion a u l o u r d ' u n axe p e r p e n d i c u l a i r e au p lan ve r t i ca l , pu is ra

m e n e r d a n s la pos i t ion demandée^-par un second m o u v e m e n t de ro ta t ion a u t o u r 

d ' un axe ver t ica l . 

R e m a r q u o n s q u e l 'on t rouve p a r la c o n s t r u c t i o n les angles « et |3 d o n t la d ro i t e 

1) a t o u r n é a u t o u r de c h a c u n des deux a x e s , de sor te q u e si l 'on avait d ' au t r e s 

l ignes ou d ' a u t r e s p o i n t s e n t r a î n é s p e n d a n t ces m o u v e m e n t s de ro t a t i on , on 

devrai t les faire t o u r n e r de quan t i t é s angu la i r e s égales respec t ivement à a et à jS. 

0 4 . PROBLÈME 1 8 . Amener un plan dans une position perpendiculaire à l'un des 

plans de projection (fig. 62 ) . So ien t un p lan P et u n axe ver t ica l A, supposons q u ' o n 

d e m a n d e de faire t o u r n e r le p lan P a u t o u r de l 'axe A j u s q u ' à ce qu ' i l soit devenu 

p e r p e n d i c u l a i r e au p lan ve r t i ca l ; d a n s sa nouve l l e pos i t i on sa t r ace ho r i zon ta l e 

sera p e r p e n d i c u l a i r e à LT , si d o n c l 'on abaisse d u po in t kh u n e p e r p e n d i c u l a i r e N 

sur ir q u i la r e n c o n t r e en r , ce po in t déc r i ra u n ce rc le G a u q u e l la t r ace h o r i 

zonta le d u p lan sera t o u j o u r s t a n g e n t e , la n o r m a l e N dev iend ra pa ra l l è l e à LT 

en V ou N " su ivan t q u e la ro ta t ion a u r a l ieu de dro i te à g a u c h e ou de gauche à 

d r o i t e , on a u r a ensu i t e H p / ou I F " en m e n a n t u n e t a n g e n t e au cerc le G p e r p e n 

d i c u l a i r e m e n t à L T ; p o u r avoir la t race ver t ica le , r e m a r q u o n s q u e l 'axe A coupe 

le p lan P en un po in t q u i n e varie pas p e n d a n t la r o t a t i o n , et don t la projec t ion 

vert icale sera su r la nouve l l e t race ver t icale du p lan (n° 5 6 , 2 ° ) , si d o n c n o u s 

m e n o n s u n e ho r i zon t a l e K d u p l an P r e n c o n t r a n t l 'axe en m, le po in t mv sera un 

point de la t race vert icale Y p ' ou Y p " che rchée , le point p ou p" en lequel la t race 

hor izon ta le l l p / ou I F " r e n c o n t r e L T , en est un s e c o n d , donc la t race Y p / ou Y r " , 

est d é t e r m i n é e . 

Si V on a va it voulu r e n d r e le p i a r pe rpend icu la i r e au p lan h o r i z o n t a l , il aura i t 

fallu le faire t o u r n e r a u t o u r d ' u n axe p e r p e n d i c u l a i r e au p l an ver t ica l . 

0 5 . PROBLÈME 1 9 . Amener un plan dans une position perpendiculaire ci la ligne de 

terre (fig. 0 3 ) . Le p lan , d a n s sa nouvel le p o s i t i o n , sera p e r p e n d i c u l a i r e à la fois 

aux deux p l ans de p r o j e c t i o n ; or , n o u s avons vu ( n ° 6 4 ) q u ' o n n e p e u t pas le 

r e n d r e p e r p e n d i c u l a i r e au p lan hor i zon ta l par un seul m o u v e m e n t de ro ta t ion au 

tour d ' u n axe vert ical , le p r o b l è m e actuel ne p o u r r a donc se r é s o u d r e q u e p a r deux 

ro ta t ions effectuées, Tune a u t o u r d 'un axe vertical A p o u r a m e n e r le plan P dans 



la posi t ion P ' pe rpend icu l a i r e au p l a n vert ical de p ro j ec t i on , l ' au l re a u t o u r d ' u n 

axe B p e r p e n d i c u l a i r e au p lan vert ical de p ro jec t ion p o u r a m e n e r le plan P ' d a n s 

la pos i t ion P " p e r p e n d i c u l a i r e au p lan h o r i z o n t a l ; et c o m m e p e n d a n t ce second 

m o u v e m e n t la pos i t ion du p l an P ' à l ' égard d u plan vert ical de pro jec t ion n e 

change pas (n° 5 6 , 3° ) , le plan P " sera p e r p e n d i c u l a i r e à la fois aux deux p l a n s 

de p r o j e c t i o n , e t pa r c o n s é q u e n t à la l igne de t e r r e . On s impl i f iera la figure e n 

faisant passer les deux axes A et B par u n m ê m e p o i n t m du p lan d o n n é P . 

6 6 . PROBLÈME 2 0 . Amener un plan dans une position parallèle à la ligne de terre 

ijïg. 6 4 ) . On p o u r r a r é s o u d r e le p r o b l è m e en faisant t o u r n e r le p lan P a u t o u r 

d ' u n axe ver t ical A , j u s q u ' à ce q u e sa t race ho r i zon ta l e soit para l lè le à LT 

(n° 3 3 , 8 ° ) ; pu i s p o u r avoir la t r ace ve r t i c a l e , qu i doit aussi ê t r e para l lè le à 

L T , il est év ident q u ' o n ne p e u t p lu s e m p l o y e r u n e h o r i z o n t a l e du p l a n , car 

ap r è s la r o t a t i o n cet te d r o i t e se ra i t para l lè le à L T , et p a r c o n s é q u e n t n e r e n c o n 

t rera i t pas le p l an ver t ica l . Mais n o u s pouvons c h e r c h e r le po in t m en lequel 

l 'axe A r e n c o n t r e le p lan P , ce po in t res te invar iab le ; et si d a n s le p lan P et par 

ce po in t m on fait passer u n e d r o i t e D , d o n t nous ne t raçons ici q u e la p r o j e c 

t ion hor i zon ta l e D f c, elle ne cessera pas de passer par le po in t m, sa t r ace h o r i 

zon ta le a v iendra en a\ et la d ro i t e D p r e n d r a la pos i t ion D', d a n s laque l le elle 

a p o u r t race vert icale le po in t b' ; si d o n c de ce point / / on m è n e u n e para l lè le a 

LT, ce sera la t r ace V " c h e r c h é e . Au l ieu de la t race a, on peu t é v i d e m m e n t 

employe r u n a u t r e p o i n t q u e l c o n q u e de la d ro i te D. 

0 7 . PROBLÈME 2 1 . Amener un plan dans une position parallèle à l'un des plans de 

projection. Un plan para l lè le au p lan ver t ica l est en m ô m e t e m p s p e r p e n d i c u l a i r e 

au plan h o r i z o n t a l , et sa t race ho r i zon ta l e est para l lè le à la l i gne de t e r r e . ISous 

devrons d o n c r e n d r e d ' a b o r d le p lan d o n n é P p e r p e n d i c u l a i r e au p lan hor izon ta l 

par un m o u v e m e n t de ro ta t ion a u t o u r d ' u n axe p e r p e n d i c u l a i r e au p l an verideai 

(n° 6 4 ) ; p u i s , pa r un second m o u v e m e n t a u t o u r d 'un axe ve r t i ca l , on le r e n d r a 

para l lè le au plan ver t ica l . 

De m ê m e , p o u r a m e n e r un p lan dans u n e posi t ion para l lè le au plan h o r i z o n 

t a l , on le r e n d r a d 'abord pe rpend icu l a i r e au plan ver t i ca l , p a r un mouvemen t 

de rotat ion a u t o u r d ' un axe ver t ica l ; p u i s para l lè le au plan hor i zon ta l par un 

m o u v e m e n t de ro ta t ion a u t o u r d ' un axe pe rpend icu la i r e au p lan ver t ica l . 

6 8 . On p o u r r a i t , par des m o u v e m e n t s de ro t a t ion tou t à fait semblab les , 

a m e n e r un p lan dans u n e posi t ion telle qu ' i l e ù t s a t race ho r i zon ta l e , pa r e x e m p l e , 

para l lè le à u n e droi te d o n n é e dans le p lan ho r i zon ta l . On p o u r r a i t aussi fixer 

telle a u t r e condi t ion q u e l 'on voudrai t p o u r l imi te r le m o u v e m e n t q u i doi t ê t r e 

i m p r i m é au p l an . 

6 0 . Tous les p rob l èmes de géomét r ie descr ip t ive p e i n e n t se r é soud re a i 'akie 



d e s c h a n g e m e n t s de p lans de p ro jec t ion et des m o u v e m e n t s de ro ta t ion a u t o u r 

•d'un axe p e r p e n d i c u l a i r e à l ' un des p l ans de p r o j e c t i o n , ce qu i n 'es t au fond 

q u e le m ê m e p r i n c i p e . 

En effet , c h a n g e r de p lan ver t ical de p r o j e c t i o n , pa r e x e m p l e , rev ient év i 

d e m m e n t à faire t o u r n e r l ' anc ien p lan vertical a u t o u r d ' u n axe vertical j u s q u ' à 

ce q u ' i l soit venu p r e n d r e la posi t ion nouvel le q u ' o n veut lu i d o n n e r . Tou te la 

différence e n t r e les deux p r i n c i p e s fondamen taux q u e n o u s venons d 'é tabl i r 

consis te d o n c en ce q u e dans le p r e m i e r , c 'est u n des p l ans de pro jec t ion q u e 

l'on fait t o u r n e r a u t o u r d ' u n axe p e r p e n d i c u l a i r e à l ' a u t r e j u s q u ' à ce qu ' i l soit 

venu d a n s u n e posi t ion convenab le à l ' égard de la figure q u e l 'on veut p r o j e t e r ; 

d a n s le second c 'est la figure e l l e -même q u e l 'on fait t o u r n e r a u t o u r d ' u n pa re i l 

axe j u s q u ' à ce qu ' e l l e soit d a n s u n e pos i t i on c o n v e n a b l e à l ' égard des p lans de 

pro jec t ion . 11 ré su l t e de là q u e les p r o b l è m e s p o u r r o n t p r e s q u e tou jours se 

r é s o u d r e par des c h a n g e m e n t s de p lans de p r o j e c t i o n , ou pa r des m o u v e m e n t s 

de rota t ion , ou enfin par ces deux p r i n c i p e s c o m b i n é s . C e p e n d a n t , n o u s v e r r o n s 

qu ' i l est que lquefo is p lus s imp le d ' e m p l o y e r l 'un p lu tô t q u e l ' au t re , et n o u s c i t e 

rons m ê m e q u e l q u e s p r o b l è m e s p o u r lesque ls on ne p e u t emp loye r q u e l ' un d ' e u x . 

Déjà , dans ce qu i p r é c è d e , on peu t voir q u ' u n plan est a m e n é d a n s u n e posi t ion 

para l lè le à la l igne de t e r r e p lu s s i m p l e m e n t pa r u n c h a n g e m e n t de plan q u e 

p a r un m o u v e m e n t de r o t a t i o n , p u i s q u e la seconde m é t h o d e nécess i te l ' emploi 

d ' u n e d ro i t e d o n t on n 'a pas beso in l o r s q u e l 'on se ser t de la p r e m i è r e m é t h o d e . 

Mais, pa r un choix convenable des a x e s , l ' emploi des m o u v e m e n t s de ro t a t i on 

est préférable à celui des c h a n g e m e n t s de p lans p o u r a m e n e r u n p lan dans u n e 

posi t ion pe rpend icu l a i r e à la l igne de t e r r e . Le p r o b l è m e énoncé au n° 08 ne 

pou r r a i t é v i d e m m e n t pas se r é s o u d r e pa r des c h a n g e m e n t s de p l a n . 

70 . Dans les a p p l i c a t i o n s , on est souven t c o n d u i t à faire t o u r n e r u n e figure 

a u t o u r d ' u n a x e , qu i n 'es t p lus p e r p e n d i c u l a i r e à l ' un des p l ans de p r o j e c t i o n , 

mais o r d i n a i r e m e n t para l lè le et p lus souvent enco re s i tué d a n s l ' un de ces p l a n s , 

c 'est encore p a r t i e s m o u v e m e n t s de ro ta t ion a u t o u r d 'axes p e r p e n d i c u l a i r e s à l 'un 

des p ians de pro jec t ion q u e l 'on r é s o u t ces p r o b l è m e s . 

7 1 . PROBLÈME 2 2 . Faire tourner un point ou une droite d'un angle donné autour 

d'un axe parallèle à l'un des plans de projection. S o i t , p a r e x e m p l e , un axe h o r i 

zonta l A (fig. 0 5 ) ob l i que p a r r a p p o r t au p lan v e r t i c a l , et p r o p o s o n s - n o u s de 

faire t o u r n e r un p o i n t m ou u n e dro i te D d ' u n angle d o n n é a. a u t o u r de cet axe . 

Le po in t m et tous les p o i n t s de la d ro i t e D d é c r i r o n t des arcs de cerc le s i tués 

dans des p lans p e r p e n d i c u l a i r e s à f a x e A , et pa r c o n s é q u e n t ver t icaux , l esque ls 

se p ro je t t e ra ien t ver t ica lement suivant des ce rc les i d e n t i q u e s , si le plan vert ical 

de p ro jec t ion étai t l u i -même p e r p e n d i c u l a i r e à Taxe A, c 'est p o u r q u o i nous c h a n -



gérons d ' abo rd de plan vert ical , et n o u s en cho i s i rons un p e r p e n d i c u l a i r e à l 'axe À. 

Nous se rons ainsi r a m e n é s à faire t o u r n e r le po in t m et la d ro i te D a u t o u r d 'un 

axe p e r p e n d i c u l a i r e au p lan vert ical de p ro jec t ion . Nous avons appr i s ( n o s 58 et 

5 9 ) à t r o u v e r les p ro jec t ions du p o i n t m et d e la d ro i t e D' su r les p l a n s q u i se 

c o u p e n t su ivan t la l igne de t e r r e L 'T ' , mais il faut r a p p o r t e r ce po in t e t cet te 

d ro i te aux a n c i e n s p i ans de p ro jec t ion ; il suffit é v i d e m m e n t p o u r cela de m e n e r 

p a r m"1 u n e p e r p e n d i c u l a i r e à LT et de p r e n d r e om'v=om'v' ; p r e n a n t de m ê m e 

ib'v — ïb'v\ n o u s a u r o n s la project ion vert icale d ' u n second po in t / / de la d ro i t e D' , 

q u i est pa r là e n t i è r e m e n t d é t e r m i n é e a ins i q u e le p o i n t m . 

7 2 . La p r e m i è r e pa r t i e d u p r o b l è m e consis ta i t à r e n d r e l 'axe A p e r p e n d i c u l a i r e 

à l 'un des p lans de p r o j e c t i o n ; il est évident q u ' o n a u r a i t p u y pa rven i r p a r un 

m o u v e m e n t de ro t a t i on a u t o u r d ' u n axe vertical (n° 6 3 ) , mais les c o n s t r u c t i o n s 

q u e nous avons eu à effectuer son t p lus s i m p l e s , c o m m e il est facile de s'en c o n 

vaincre ; el les r é p o n d e n t aussi p l u s d i r e c t e m e n t à la ques t i on p r o p o s é e . 

Si l 'on voulai t faire t o u r n e r le po in t ou la d r o i t e a u t o u r d ' u n axe para l lè le 

au p lan ver t i ca l , on r e m a r q u e r a i t q u e les cerc les déc r i t s p a r c h a q u e p o i n t sont 

p e r p e n d i c u l a i r e s à cet axe et pa r c o n s é q u e n t au p lan ve r t i ca l , de sor te q u ' o n 

est c o n d u i t à r e n d r e d ' abord cet axe vert ical en p r e n a n t u n nouveau p l an h o r i 

zon ta l q u i lui soit p e r p e n d i c u l a i r e , p a r c e q u ' a l o r s tous ces cerc les se p ro j e t t e 

r o n t su r ce nouveau p lan su ivant des cerc les i d e n t i q u e s . 

1 3 . PROBLÈME 2 3 . Faire tourner un plan d'un angle donné autour d'un axe parallèle 

à l'un des plans de projection. Soit un axe A (fig. 6 6 ) pa ra l l è l e au p lan v e r t i c a l , 

mais o b l i q u e pa r r a p p o r t au p lan h o r i z o n t a l , et p r o p o s o n s - n o u s de t r o u v e r les 

t races du p l an P q u a n d il au ra t o u r n é d ' un angle a a u t o u r de l 'axe A. Tous les 

po in t s d u p lan P d é c r i r o n t p e n d a n t le m o u v e m e n t de ro ta t ion des a rcs de cercles 

s i tués d a n s des p l ans p e r p e n d i c u l a i r e s à l 'axe A, et qu i se p ro je t t e r a i en t suivant des 

cercles i d e n t i q u e s si le p lan hor izon ta l é ta i t p e r p e n d i c u l a i r e à l 'axe A ; c 'est 

p o u r q u o i n o u s c h a n g e r o n s d ' abo rd de p lan hor izonta l p o u r le p r e n d r e p e r p e n 

dicula i re à A , la l igne de te r re L 'T ' doit a lors ê t r e p e r p e n d i c u l a i r e à A", la p r o 

j e c t i o n ho r i zon ta l e de A sera en un seul p o i n t A / l / d i s t an t de L 'T ' d ' u n e q u a n t i t é 

égale à la d i s tance de A.h à L T . P o u r avoir ï l / p n o u s p r o l o n g e r o n s V : j u s q u ' à 

L'T' en o', pu i s n o u s d é t e r m i n e r o n s u n second po in t b' de H'1' p a r u n e ver t icale 

K du plan P . Cela fai t , abaissant du po in t A'" u n e p e r p e n d i c u l a i r e Ah'p s u r H / P et 

décr ivant u n a rc de cerc le don t le c en t r e est A'1' et le r ayon Ah'p, m e n a n t la droi te 

Ah'p q u i fasse avec Ah'p l ' angle d o n n é a.\ p u i s en p cons t ru i s an t u n e t angen te à 

l 'arc de cerc le d é c r i t , n o u s a u r o n s la t race ho r i zon ta l e H'"' du p lan dans sa n o u 

velle pos i t ion ; on en dédu i t la t race vert icale V ' à l 'a ide d ' u n e hor izon ta le B du 

plan P , laquel le fait c o n n a î t r e le po in t c de Y"'; enfin on au ra la t race horizon-



tale H " du plan P ' su r l ' anc ien plan en p r o l o n g e a n t V1" j u s q u ' à L T , si cela est pos

s ib l e , et en d é t e r m i n a n t u n a u t r e p o i n t «"de I I ' ' à l 'aide d ' u n e vert icale E ' d u p l an p ' . 

P o u r faire t o u r n e r le p l an a u t o u r d ' u n axe para l lè le au p lan h o r i z o n t a l , il 

f audra i t p r e n d r e d ' abo rd u n nouveau plan vert ical p e r p e n d i c u l a i r e à cet axe . 

Au l ieu de d o n n e r l 'angle a , on p o u r r a i t se p r o p o s e r d ' a m e n e r la d r o i t e ou le 

p lan dans u n e posi t ion d é t e r m i n é e p a r d ' au t r e s c o n d i t i o n s . 

7 4 . PROBLÈME 2 4 . Faire tourner un point, ou une droite, d'un angle donné autour 

d'un axe quelconque. So ien t l 'axe A (fig. 67 ) d o n n é p a r ses p ro jec t ions A / l et A", le 

po in t m d o n n é aussi p a r ses p ro jec t ions mh et nf, et enfin la d ro i t e D d o n n é e de 

m ê m e pa r ses p ro jec t ions D' ! e t D", il faut t r ouve r les p ro j ec t ions î)'k et D / u de la 

d ro i t e D , et celles m1' et m': du po in t m a p r è s qu ' i l s a u r o n t t o u r n é d ' u n angle a 

a u t o u r de l 'axe A. P e n d a n t la r o t a t i o n , le p o i n t m et t ous les po in t s de la dro i te 

D d é c r i r o n t des a r c s de cerc le s i tués d a n s des p l ans p e r p e n d i c u l a i r e s à l 'axe A , 

et q u i se p ro je t t e ra i en t su ivan t des cerc les i den t i ques si l 'axe к é ta i t p e r p e n d i 

cu la i re à l ' un des p l ans de pro jec t ion ; il faut d o n c se r a m e n e r à cet é ta t de choses , 

en chois i ssan t u n nouveau p l an de p ro jec t ion p e r p e n d i c u l a i r e à A ; mais ce p lan 

ne serai t p e r p e n d i c u l a i r e à a u c u n des p l ans a u x q u e l s la figure est a c t u e l l e m e n t 

r a p p o r t é e , c 'est p o u r q u o i n o u s a u r o n s r e c o u r s à u n doub le c h a n g e m e n t de p l an . 

Nous p r e n d r o n s d ' abo rd un nouveau plan vert ical para l lè le à l 'axe À , et p o u r 

p lus de s imp l i c i t é n o u s cho i s i rons le p lan p ro j e t an t h o r i z o n t a l e m e n t cet a x e : 

la nouve l l e l igne de t e r r e sera a lors !a p ro j ec t ion A.'1 e l l e -même -, les p ro jec t ions 

ho r i zon t a l e s kh, mh, D' 1 ne c h a n g e r o n t p a s , et les p ro jec t ions vert icales su r le 

nouveau plan s e r o n t r e spec t i vemen t en A , mv', Wr ( n o s 4 4 et 4 0 ) : n o u s s o m m e s 

ainsi r a m e n é s à faire t o u r n e r u n po in t m ou u n e d r o i t e D a u t o u r d 'un axe A 

para l lè le à l ' un des p lans de pro jec t ion ( p r o b l è m e réso lu c i -dessus n° 71 ) . Il 

faut d o n c m a i n t e n a n t c h a n g e r de p l an h o r i z o n t a l , en p r e n a n t L " T " p e r p e n d i 

cu la i r e à A , la p ro jec t ion ho r i zon ta l e de l 'axe sera en u n seul po in t A' 1 "; les 

p ro jec t ions vert icales mv' et D 1" ne c h a n g e r o n t p a s , les p r o j e c t i o n s ho r i zon t a l e s 

c o r r e s p o n d a n t e s s e ron t mh" et D''". E n f i n , p o u r faire t o u r n e r le po in t m et la 

d ro i t e D a u t o u r de l 'axe A , ac tue l l emen t p e r p e n d i c u l a i r e au p lan h o r i z o n t a l , 

nous j o i n d r o n s les po in t s kh" et mh"t et avec cet te d ro i te kh"mh" p o u r r ayen et le 

point A'"' p o u r c e n t r e , n o u s d é c r i r o n s un ce rc le c o u p a n t Dh" en un second 

po in t qh", m e n a n t e n s u i t e pa r le po in t kh" u n e d ro i t e faisant un angle « avec L, 

dro i te kh"mh", n o u s o b t i e n d r o n s le p o i n t mh", et p o r t a n t </*'yA''==»»*"?»'*'' nous 

au rons u n second poin t de i V " ; les p ro jec t ions m'1'' et q":' se t rouvent s u r dos 

para l lè les à L ' T " m e n é e s par nf et qv/; n o u s a u r o n s done D'"'. Il faut ma in t enan t 

change r de p lan hor i zon ta l en chois issant L T p o u r l igne de t e r r e , ayant soin 

de p r e n d r e m'b d e r r i è r e et g'h devan t ce t te l igne c o m m e sont d isposés m'"' et 



s]'"" par r a p p o r t à L"T" (n° 4 3 ) , on ob t i en t a insi D ' \ po i s on en conc lu t D'" ( n ° 4 5 ) . 

7 5 . PROBLÈME 2 5 . Faire tourner un plan d'un angle donné autour d'un axe quel

conque. So ien t l 'axe A (fig, 6 8 ) , d o n n é pa r ses pro jec t ions A / ! et A", et le p lan P 

d o n n é p a r ses t races H p et Y p , il s 'agit de faire t o u r n e r le p lan P d ' un angle a. 

a u t o u r de l 'axe A. P e n d a n t la ro ta t ion tous les p o i n t s d u p lan P d é c r i r o n t des 

arcs de cerc les s i tués d a n s des p l ans p e r p e n d i c u l a i r e s à l 'axe A , et qu i ne se ron t 

pa r c o n s é q u e n t ni paral lè les ni p e r p e n d i c u l a i r e s à l 'un des p l ans de p ro jec t ion : 

c'est p o u r q u o i , c o m m e d a n s le p r o b l è m e p r é c é d e n t , n o u s c h a n g e r o n s d ' abord 

de p lan v e r t i c a l , p r e n a n t le nouveau p l a n paral lè le à l 'axe A ou p lus s i m p l e m e n t 

passant pa r l 'axe A l u i - m ê m e ; la l igne de t e r r e L 'T ' sera confondue avec kK, dès lors 

p o u r avoir la pos i t ion de l 'axe A s u r ce p l a n , n o u s c h e r c h e r o n s les pos i t ions de deux 

de ses p o i n t s a et m , e t n o u s a u r o n s A ; la t r ace I l p du p l a n n e c h a n g e p a s , n o u s 

d é t e r m i n e r o n s la t r ace ver t icale Y' / p p a r une h o r i z o n t a l e B. Changeons m a i n t e n a n t 

de p ian h o r i z o n t a l , en le cho is i s san t p e r p e n d i c u l a i r e à l 'axe A , la l igne de t e r re 

L"T"*sera pe rpend i cu l a i r e à A ; la p ro jec t ion ho r i zon ta l e de l 'axe A sera en u n seul 

po in t A''"; la t race ver t icale Y' p ne changera p a s , et l 'on ob t i end ra la t r ace hor i 

zon ta le H" p à l ' a ide d ' u n e ver t ica le K d u plan P . Il faut enf in faire t o u r n e r le p lan 

P d o n n é p a r ses t races H " p e t V' p a u t o u r de Taxe A a c t u e l l e m e n t p e r p e n d i c u l a i r e 

au pian hor i zon ta l de p ro j ec t ion . P o u r ce la , n o u s aba i s sons À71"» p e r p e n d i c u l a i r e 

sur lï'% nous c o n s t r u i s o n s l 'angle a, pu is déc r ivan t u n a rc de cerc le du c e n t r e 

A' !", n o u s o b t i e n d r o n s le po in t p, m e n a n t H ' / p / t angen te en ce po in t au cerc le C , 

ce sera la t r ace h o r i z o n t a l e d u p lan P d a n s sa nouvel le pos i t ion ; la t r ace ver t icale 

V ' r e n c o n t r e l 'axe A en u n po in t n qui est invar iable p e n d a n t le m o u v e m e n t de 

ro t a t ion , et qui devra par c o n s é q u e n t a p p a r t e n i r enco re à la t race ver t ica le V ' r . 

Si m a i n t e n a n t nous changeons de plan h o r i z o n t a l , en p r e n a n t L 'T ' pour l igne de 

t e r r e , n o u s d é t e r m i n e r o n s la t race hor izonta le i l" ' à l 'aide d ' u n e vert icale I I ' ; 

en l i n , c h a n g e a n t enco re de p lan ve r t i ca l , en p r e n a n t LT p o u r l igne de t e r r e , 

nous t rouvons la t race ver t icale V " à l 'a ide d ' u n e h o r i z o n t a l e S'. 

70 . L o r s q u ' u n e l igure p lane est d o n n é e dans l ' e s p a c e , il est souvent u t i l e d 'en 

avoir la vér i table f o r m e ; p o u r cela il faut r a m e n e r le p lan qui la con t i en t dans 

une pos i t ion para l lè le à l 'un des p lans de pro jec t ion ( n° 5 6 . c 'est à quoi 

f o u pa rv ien t par deux m é t h o d e s d is t inc tes : 

1° En p r e n a n t un nouveau p lan de pro jec t ion para l lè le au plan de la l i g u r e , 

ou p lus s i m p l e m e n t e n c o r e en cons idé ran t ce plan l u i - m ê m e c o m m e un nouveau 

pian de project ion , mais lo r sque ce p lan n est pas déjà p e r p e n d i c u l a i r e à l 'un 

des p lans p r i m i t i f s , il faut c o m m e n c e r par l ' amener dans cel te posi t ion pa r t i 

cu l i è re ; 

•2"' En faisant t o u r n e r le p l an de la figure a u t o u r d ' u n a x e , et l 'on chois i t 



o r d i n a i r e m e n t i ' une de ses t r a c e s , ce t te opé ra t i on p o r t e a lo rs le nom de rabattement; 

niais c o m m e ce m o u v e m e n t a l ieu a u t o u r d ' u n axe pa ra l l è l e à l ' un des p l a n s de 

p ro j ec t ion , il nécessi te enco re deux opé ra t i ons (n° 7 3 ) . D o n c , en g é n é r a l , p o u r 

t rouver la vér i tab le forme d ' u n e figure s i tuée d a n s un p l an q u e l c o n q u e , il faut 

effectuer deux opé ra t ions , qu i on t p o u r b u t : la p r e m i è r e de r e n d r e le p lan de la 

l igure p e r p e n d i c u l a i r e à l ' un des p lans de p r o j e c t i o n ; la seconde de l ' amene r à se 

confondre avec l ' au t re plan de p r o j e c t i o n , ou tou t au m o i n s à lui ê t r e pa ra l l è le . 

C h a c u n e de ces opé ra t ions p e u t s 'effectuer soit p a r un c h a n g e m e n t de p lan de 

pro jec t ion , soit pa r un m o u v e m e n t de r o t a t i o n , ce qu i d o n n e lieu à q u a t r e mé

thodes p o u r r é s o u d r e le p r o b l è m e ac tue l : 

I o Pa r des c h a n g e m e n t s de p l ans de p ro jec t ion ; 

2° Pa r u n c h a n g e m e n t de plan de p ro jec t ion et un m o u v e m e n t de rota t ion : 

3° P a r u n m o u v e m e n t de ro ta t ion et un c h a n g e m e n t de p lan de project ion : 

A" Pa r deux m o u v e m e n t s de ro t a t ion . 

Ces ques t ions sont suff isamment r é so lues par ce q u i p r é c è d e , nous a l lons 

d 'a i l leurs en d é m o n t r e r d i r e c t e m e n t l ' appl ica t ion en résolvant les q u a t r e p r o 

b lèmes s u i v a n t s , qu i nous c o n d u i r o n t auss i à la ques t ion r é c i p r o q u e : qui 

s ' énonce ainsi q u ' i l sui t : étant donnée la position d'un point sur un plan rabattu ou 

considéré comme plan de projection, trouver ses projections sur deux plans donnés et 

rectangulaires entre eux. 

7 7 . PROBLÈME 2 b . Sur une droite donnée dans un plan, construire un triangle 

equilateral (fig. 6 9 ) . Soi t P le p lan s u r l eque l doit ê t r e exécu tée la c o n s t r u c t i o n 

d e m a n d é e , la d ro i t e ab ne p e u t ê t r e d o n n é e q u e pa r sa projec t ion hor i zon ta l e 

ahbh, e t ia cond i t i on q u ' e l l e soit d a n s le p lan P fera t rouve r sa p ro jec t ion ver t i 

cale avb" ( n ° 2 8 ) ; ou mieux la d ro i t e é t a n t t e r m i n é e aux po in t s a et 6 , n o u s che r 

c h e r o n s les p ro jec t ions ver t icales de ces po in t s (n° 2 9 ) en e m p l o y a n t p o u r cela 

des ho r i zon ta l e s du p lan P . Cela p o s é , n o u s n e p o u r r o n s effectuer les c o n s t r u c 

t ions d e m a n d é e s q u ' a p r è s avoir r a m e n é le p lan P à se confondre avec l 'un des 

p lans de p r o j e c t i o n ; nous e m p l o i e r o n s à ce t effet la p r e m i è r e m é t h o d e (n° 76 ), 

c ' e s t -à -d i re deux c h a n g e m e n t s de p l ans de p r o j e c t i o n . Supposons q u ' o n veuil le 

p r e n d r e le p lan P p o u r p l an ho r i zon ta l de p ro j ec t i on , il faut d ' abord chois i r un 

nouveau plan ver t ical p e r p e n d i c u l a i r e à ce p lan P , la ligne de t e r re L ' T devra 

donc ê t r e p e r p e n d i c u l a i r e à I F ( n° 3 3 , 4 ° ) , et p o u r ob ten i r V' p nous nous ser

virons des hor i zon ta les déjà cons t ru i t e s p o u r t r ouve r les po in t s a1' et b'. P r enan t 

.maintenant le plan P p o u r p lan ho r i zon ta l de projec t ion , son in tersec t ion avec If 

pian ver t ica l , ou V dev iend ra la nouvel le l igne de t e r r e L"T" , et les nouveiles 

p ro jec t ions hor izon ta les des po in t s a et />, ne s e ron t a u t r e s q u e >\"> [ n i a i s eux-

m ê m e s , nous les t rouve rons par les moyens c o n n u s i n 3 s 5 h 



Ayant a ins i ob tenu la d r o i t e ab, n o u s c o n s t r u i r o n s le t r iangle équ i l a t é r a l d e 

m a n d é ; p o u r passer ensu i t e aux p ro jec t ions de ce t r i ang l e s u r les p lans pr imi t i f s , 

nous r e m a r q u e r o n s q u e l 'on conna î t déjà les p ro jec t ions des deux s o m m e t s a et 

il ne res te p l u s à t rouver q u e celles d u s o m m e t c ; on y pa rv i end ra pa r des chan 

gemen t s de p l ans inverses des p r é c é d e n t s , c 'es t -à-di re q u e Ton p a s s e r a du 

.système L " T " au sys tème L 'T ' p a r un c h a n g e m e n t de p lan h o r i z o n t a l , pu i s de 

celui-ci au sys tème p r i m i t i f LT p a r un c h a n g e m e n t de p lan vert ical . 

Si n o u s avions voulu cons idé r e r le p l an P c o m m e un plan v e r t i c a l , ii e û t é té 

convenab le de d é t e r m i n e r les po in t s av et bv pa r des vert icales du p lan P, lesquel les 

au r a i en t e n s u i t e servi à t r o u v e r H'" s u r le nouveau p lan ho r i zon t a l de p ro j ec 

t ion p e r p e n d i c u l a i r e au p lan P p a r l eque l il a u r a i t fallu pas se r , avant de pouvo i r 

c o n s i d é r e r ce p l an P c o m m e u n p lan ver t ica l de p ro j ec t i on . 

7 8 . PROBLÈME 2 7 . Sur une base donnée de longueur ab comme homologue du côté 

c/,3 , construire un triangle abc équivalent à un triangle donné a/3y, et dont le sommet c 

.soir situé sur une droite donnée de position (fig. 7 0 ) . Soit P le plan d a n s leque l 

doivent ê t r e effectuées t ou te s les c o n s t r u c t i o n s . Les d ro i t e s ab et D s i tuées su r le 

plan P ne p e u v e n t ê t r e d o n n é e s q u e par u n e seu le p r o j e c t i o n , n o u s en c o n c l u 

rons la s econde (n° 28) ; p u i s c o m m e n o u s ne p o u r r o n s exécu te r les c o n s t r u c t i o n s 

du p r o b l è m e q u ' a p r è s avoir r a m e n é le p lan P à se confondre avec l ' un des p lans 

de p r o j e c t i o n , n o u s s u p p o s e r o n s q u ' o n veui l le le rabattre s u r le p lan h o r i z o n t a l , 

et n o u s e m p l o i e r o n s à cet effet la s econde m é t h o d e ( n ° 7 6 ) , c ' e s t - à -d i re un chan

g e m e n t de p lan de pro jec t ion et un m o u v e m e n t de ro t a t i on . 

P o u r rabattre le p l an P s u r le plan h o r i z o n t a l , il faut le faire t o u r n e r a u t o u r 

de H P c o m m e a x e , et cet axe é t an t h o r i z o n t a l , n o u s dev rons d ' abo rd le r e n d r e 

p e r p e n d i c u l a i r e au p lan ver t ical (n° 7 3 ) ; nous c h a n g e r o n s d o n c de pian vertical 

de p r o j e c t i o n , en p r e n a n t L 'T ' p e r p e n d i c u l a i r e à H p , et n o u s c h e r c h e r o n s M" qui 

doit c o n t e n i r à îa fois a"', bv/, D c ' ( n ° 5 6 , 2° ) . Raba t t an t e n s u i t e le plan P s u r le 

pian hor izonta l , n o u s r e m a r q u e r o n s q u e le po in t a, pa r exemple , déc r i r a un arc 

de cerc le G para l lè le a u p l an vert ical L 'T ' , et c o m m e il doi t a r r i v e r s u r le pian 

h o r i z o n t a l , sa p ro jec t ion vert icale sera a lors s u r la l igne de t e r r e en «' ' ' , et par 

c o n s é q u e n t le p o i n t l u i -même se t rouvera en d; oa a u r a de m ê m e l ' a u t r e po in t / / , 

et la dro i te D' . Nous c o n s t r u i r o n s le t r i ang l e d e m a n d é db'c su r le plan P ainsi 

r aba t tu . P o u r reveni r ensu i t e aux pro jec t ions de ce t r iangle su r les p l ans p r i 

mitifs , r e m a r q u o n s q u e l'on conna î t déjà les deux s o m m e t s a et b\ le t ro is ième 

é tan t s i tué s u r la d ro i t e D , nous n ' a u r o n s q u ' à abaisser du point c une p e r p e n 

d icu la i re à H", elle coupe ra D ' ' au poin t ch, d 'où l 'on conc lu r a d, et jo ignant ies 

p ro jec t ions de ce po in t c à celles des p o i n t s « , b, on a u r a les p ro jec t ions du 

t r iangle c h e r c h é abc. Si l'on avait voulu r aba t t r e le plan P sur le pian verin-a] . 



iî au ra i t fallu d ' abo rd change r de plan h o r i z o n t a l , en p r e n a n t la nouvel le l igne 

(le t e r re p e r p e n d i c u l a i r e à Y p , puis faire t o u r n e r le p lan P a u t o u r de ce t te t race 

vert icale. Les c o n s t r u c t i o n s s e ra i en t d ' a i l l eu r s tou t à fait semblab les à celles q u e 

nous venons d 'effectuer . 

7 9 , PROBLÈME 2 8 . Inscrire dans une circonférence donnée un pentagone régulier, 

dont un sommet coïncide avec un point déterminé (fig, 7 1 ) . Une c i r confé rence de 

cerc le est d é t e r m i n é e par son c e n t r e et u n poin t de la c i rconfé rence , q u a n d on 

connaî t d 'a i l leurs le p lan d a n s lequel elle est s i tuée . Soi t d o n c P ce p i a n , d o n n o n s 

les p ro j ec t i ons ho r i zon ta l e s oh et ah du cen t r e o et du po in t a, n o u s en c o n c l u r o n s 

les p ro j ec t ions ver t ica les ov et a" (n° 2 9 ) , en emp loyan t à cet effet des vert icales O 

et A d u plan P . N o u s ne p o u r r o n s ensu i t e effectuer les c o n s t r u c t i o n s d e m a n d é e s 

q u ' a p r è s q u e le p lan P sera venu se con fondre avec l 'un des p l ans de p ro jec t ion . 

Pour l ' a m e n e r d a n s cet te pos i t ion , n o u s a d o p t e r o n s la t r o i s i è m e m é t h o d e (n° 7 6 ) , 

c ' e s t - à - d i r e u n e m o u v e m e n t de ro ta t ion et u n c h a n g e m e n t de plan de p ro jec t ion . 

S i n us voulons p r e n d r e le p l a n P p o u r un nouveau p l a n ver t ical de p r o j e c t i o n . 

il faut d ' abo rd le r e n d r e p e r p e n d i c u l a i r e au p lan ho r i zon t a l en le faisant t o u r n e r 

a u t o u r d 'un a r c p e r p e n d i c u l a i r e au p lan ver t ical (n° 6 4 ) , j u s q u ' à ce q u e Y p soit 

venue dans la pos i t ion Y p ' p e r p e n d i c u l a i r e à L T . L 'axe é t an t a r b i t r a i r e , nous le 

faisons passer , p o u r p lu s de s imp l i c i t é , p a r le po in t d ' i n t e r sec t ion des deux 

¡races . Ce choix doi t n é c e s s a i r e m e n t d é p e n d r e de la d ispos i t ion p a r t i c u l i è r e ch

ía figure. P o u r avoir les p ro j ec t ions des p o i n t s o et a a p r è s la r o t a t i o n , nous 

p o u r r i o n s n o u s servir des vert icales déjà c o n s t r u i t e s ; mais on p e u t auss i r e m 

p lacer ces d ro i t e s pa r des l ignes de p lus g r a n d e pen t e du plan P . Concevons , pai 

e x e m p l e , dans le plan P et pa r le poin t o u n e l igne de p lus g r a n d e pen te K par 

r a p p o r t au p lan ve r t i ca l , sa p ro jec t ion vert icale sera u n e pe rpend icu l a i r e 

abaissée de o° s u r V (n° 3 7 ) , et c o u p a n t Y p au po in t p qu i est la t race ver t ica le de 

cet te l igne de p lus g r a n d e p e n t e K; ce p o i n t p vient en p'-.. la d ro i t e K" d e m e u r e per

p e n d i c u l a i r e à Y p et conserve la m ê m e l o n g u e u r (n° 5 6 , 3 ° ) ; d o n c m e n a n t pV r=== 

po" et p e r p e n d i c u l a i r e m e n t à Y"', le p o i n t dv sera la p ro jec t ion ver t icale du point o 

dans sa nouvel le pos i t ion , sa p ro jec t ion hor i zon ta l e r e s t e ra à la m ê m e dis tance de 

L T , elle est donc en dk su r la project ion h o r i z o n t a l e de la ver t ica le O du plan P . 

oui n o u s a déjà servi à t rouver le point o' ;. On p o u r r a t r o u v e r les p ro j ec t i ons a'vet 

/ ' ' d e la m ê m e m a n i è r e , ou b i en on r e m a r q u e r a q u e les t ro i s p o i n t s IN1', q'k et 

o doivent se t rouve r su r W déjà d é t e r m i n é e p a r iV et o'% d 'où l 'on d é d u i r a o'h. 

puis ac doit se t rouver su r un a r c de cerc le décr i t du c e n t r e N* avec N V p o u r r a y o n . 

P renan t m a i n t e n a n t le p lan P ' p o u r p ian ver t ical de p ro j ec t ion , sa t race h o r i 

zonta le d e \ i e n d r a la nouvel le l igne de t e r re L 'T ' ; n o u s t r o u v e r o n s les p r o j e c 

tions v<m ¡léale'; des points a et d { u u 4 4 ' ) , qu i ne se ron t a u t r e s q u e ces po in t s eux-



m ê m e s ; effectuant ensu i t e la c o n s t r u c t i o n c o n n u e qu i cons is te à diviser le 

rayon d en m o y e n n e et e x t r ê m e ra i son au p o i n t ï, dï sera le côté du décagone ; 

le p o r t a n t deux fois dvd en / / , db' sera le côté d u p e n t a g o n e d e m a n d é . Ayant 

ainsi cons t ru i t le p e n t a g o n e db'c de, n o u s r e v i e n d r o n s à ses p ro jec t ions su r les 

p lans p r imi t i f s pa r des o p é r a t i o n s inverses des p r é c é d e n t e s : a ins i n o u s passe rons 

du sys tème des p l ans L ' T ' a u sys tème LT p a r un c h a n g e m e n t de plan v e r t i c a l , 

puis n o u s ferons t o u r n e r le plan P ' a u t o u r de l 'axe A en sens con t r a i r e de celui 

m a r q u é p a r la flèche et d ' u n angle égal q> don t i! avait t o u r n é d a n s la p remie r ! ' 

o p é r a t i o n . 

Ainsi , pa r e x e m p l e , le po in t b' se p ro je t t e h o r i z o n t a l e m e n t en b'h s u r L'T' ; on a 

donc sa p ro jec t ion ver t ica le / / 1 ' en p r e n a n t ^'b'v~b'hb' s u r u n e p e r p e n d i c u l a i r e à LT 

abaissée du po in t b'h. Si Ton r a m è n e ensu i t e le p lan P ' d a n s sa pos i t ion pr imi t ive 

P , le po in t b' se m o u v r a p a r a l l è l e m e n t au p lan vertical de p r o j e c t i o n , et v iendra 

se p lacer su r une vert icale B du p l an P , don t la p ro jec t ion ho r i zon t a l e B* doi t 

passer pa r le po in t b'\ on conna î t d o n c aussi B u ; cela p o s é , la projec t ion ve r t i 

cale !? doi t se t rouve r à la fois su r B" et s u r un a rc de cerc le déc r i t du cen t r e ?v 

e t du r a y o n N7/% elle est d o n c c o n n u e et fait c o n n a î t r e le point/?' 1 qu i doi t ê t r e s i tue 

>:ur B \ On t rouvera de m ê m e les p ro jec t ions des a u t r e s s o m m e t s du pen tagone , 

e t en les un i s san t p a r des d ro i tes on a u r a les p ro jec t ions du p e n t a g o n e lu i -même. 

Si l 'on avait voulu p r e n d r e le p lan de la l igure p o u r p l an h o r i z o n t a l , il aura i t 

:*a;îu d ' abord le r a m e n e r d a n s u n e posi t ion P ' p e r p e n d i c u l a i r e au p lan vertical pa r 

• ;. ; m o u v e m e n t de ro ta t ion a u t o u r d ' u n axe ve r t i ca l ; e t l 'on a u r a i t p r i s ensu i t e ce 

pían P ' p o u r p ian ho r i zon ta l de p r o j e c t i o n , sa t race vert icale Y r" devenant la 

nouvel le l igne de t e r r e . 

8 0 . PROBLÈME 2 0 . Trouver le centre et le rayon du cercle circonscrit ci un triangle 

donné (fig. 8 2 ) . Nous c o n s t r u i r o n s d ' abord les t races du p lan P s u r lequel est 

s i tué le t r i ang le d o n n é abc ( n ° 3 2 ) , pu is n o u s r a b a t t r o n s le p lan P s u r le pian 

hor izonta l p o u r pouvoir effectuer les c o n s t r u c t i o n s nécessa i res à la r é so lu t i on du 

p r o b l è m e , en e m p l o y a n t , pa r e x e m p l e , la q u a t r i è m e m é t h o d e ( n ° 7 0 ) , c 'est-à-

d i r e deux m o u v e m e n t s de ro ta t ion . Nous r e n d r o n s d ' abo rd le p lan P p e r p e n d i 

cula i re au p lan vert ical pa r un p r e m i e r m o u v e m e n t de rota t ion a u t o u r d ' u n a \ e 

vertical A , la t race H P décr i t un angle o, les poin ts a , b, c doivent donc d é c r i r e 

le m ê m e angle c?, c 'est pou rquo i du po in t « c o m m e c e n t r e et avec les r ayons ad'. 

y.bk, ad n o u s d é c r i r o n s des a rcs de cercles sur lesquels n o u s p o r t e r o n s à p a r t i r 

des po in t s ah, bh, d des l o n g u e u r s égales à celles in t e rcep tées d a n s l 'angle o , et 

nous a u r o n s ainsi íes p r o j e c t i o n s < / \ b"\ dh; les p ro jec t ions ver t icales conservent 

les m ê m e s h a u t e u r s au-dessus de L T et se t r o u v e n t toutes su r Y"', ce qu i ser t à 

veruier l ' exac t i tude des c o n s t r u c t i o n s . Fa isant ensu i t e t o u r n e r le ¡dan P' a u t o u r 



de ¡V p o u r le r a b a t t r e s u r le p lan h o r i z o n t a l , les p ro j ec t i ons vert icales v i endron t 

se placer su r LT en a"% b"l\ c'v et les po in t s «", b", c" s u r des para l lè les à L T 

m e n é e s r e spec t i vemen t p a r les po in t s a'h, b"1, c'h. Cela fa i t , nous c o n s t r u i r o n s le 

c e n t r e o" et le r ayon d'à' du cerc le c i r consc r i t A au t r i ang le d'b"c'\ e n s u i t e , p o u r 

avoir l eu r s p r o j e c t i o n s , n o u s effectuerons des ro t a t ions égales aux p récéden tes , , 

niais en sens inverse ; le p o i n t d'viendra d ' a b o r d en d pa r sa ro ta t ion a u t o u r 

de 1 P , p u i s en o p a r sa ro ta t ion a u t o u r de l 'axe A , et n o u s a u r o n s les p r o 

jec t ions ohd et ovav du r ayon d u cerc le A. 

Si l 'on avait voulu r a b a t t r e le p lan P s u r le p lan v e r t i c a l , en le faisant t o u r n e r 

a u t o u r de sa t r ace v e r t i c a l e , il au ra i t d ' a b o r d fallu r e n d r e ce t te t r ace p e r p e n 

d icu la i re au p l a n hor izonta l pa r un p r e m i e r m o u v e m e n t de ro ta t ion a u t o u r d ' u n 

iîve p e r p e n d i c u l a i r e au p lan ver t ica l . 

CHAPITRE i îL 

PROBLEMES SUR LE POINT, LA DROITE ET LE PLAN. 

Droites et pians perpendiculaires entre eux. 

8 1 . Les pro jec t ions d ' u n e d ro i t e p e r p e n d i c u l a i r e à u n p lan sont respec t ivement 

p e r p e n d i c u l a i r e s aux traces de ce p l a n . En effet, en p r e n a n t p o u r nouveau plan 

vertical de p ro jec t ion le plan p ro je t an t h o r i z o n t a l e m e n t la d r o i t e , la l igne de 

t e r r e co ïnc idera avec Dh et la t r ace H p d e v r a lu i ê t r e p e r p e n d i c u l a i r e (n° 3 3 , 4 ° ) , 

ois verra de m ê m e q u e D u et Y p doivent ê t re p e r p e n d i c u l a i r e s e n t r e el les. On peu t 

aussi d é m o n t r e r faci lement ce t h é o r è m e au moyen d ' u n m o u v e m e n t de ro ta t ion , 

< ar si Ton fait t o u r n e r le sys tème a u t o u r d ' u n axe ver t i ca l , j u s q u ' à ce q u e le 

plan P soit devenu p e r p e n d i c u l a i r e au p lan v e r t i c a l , a lors la d ro i te D sera para l lè le à 

ce m ê m e plan , donc D* sera paral lè le et II" p e r p e n d i c u l a i r e à L T , d o n c enfin D* et 

U' s e ron t fserpendiculaires e n t r e el ies. En faisant t o u r n e r le sys t ème a u t o u r d 'un 



axe p e r p e n d i c u l a i r e au p lan ver t ica l , j u s q u ' à ce q u e le plan P soit devenu p e r 

pend icu la i r e au p l an h o r i z o n t a l , on d é m o n t r e r a q u e Dv et Y p sont p e r p e n d i c u 

laires e n t r e e l les . Au res te cet te d é m o n s t r a t i o n r ev ien t à la p r é c é d e n t e ( n ° 6 8 ) . 

îl sera facile d 'en exécu te r l ' é p u r e a ins i q u e celle de la p r e m i è r e . 

8 2 . PROBLÈME i . Par un point donné p , mener une ligne perpendiculaire à un 

plan donné. Par les p ro jec t ions du point d o n n é p, il suffira d ' aba i s se r des pe rpen

d icu la i res s u r les t r aces du plan d o n n é . Mais si le plan n 'es t pas d o n n é p a r ses 

t races , ou q u e celles-ci se t r o u v e n t s i tuées au delà des l imites du dess in , on devra 

o p é r e r c o m m e il su i t . Soit le plan ( A B), d é t e r m i n é pa r deux po in t s A et B se 

coupan t en u n p o i n t (fig. 73) ; j e m è n e d a n s ce p lan u n e ho r i zon ta l e q u e l c o n q u e 

G , sa p ro jec t ion ver t ica le G" est para l lè le à LT et coupe A* et B u aux p o i n t s av et 

b\ p ro jec t ions ver t icales des po in t s a et ¿>, d o n t on d é d u i t i m m é d i a t e m e n t les 

p ro j ec t ions hor izon ta les ah et 6 \ e t , pa r su i te , Gh; et c o m m e Gh est para l lè le à la 

t race ho r i zon t a l e du p l a n , aba issant de ph u n e p e r p e n d i c u l a i r e su r G'1, ce sera la 

pro jec t ion N h de la n o r m a l e d e m a n d é e . Menant de m ê m e u n e ver t icale K du plan 

(A B) on en c o n c l u r a № . Enfin si a u c u n e ho r i zon ta l e , ni a u c u n e ver t ica le du p lan , 
n 'a ses deux p ro j ec t ions d a n s les l imites du d e s s i n , il faut change r de p lans de 
p r o j e c t i o n , et l 'on p o u r r a , pa r e x e m p l e , p r e n d r e d ' abo rd p o u r nouveau plan 
h o r i z o n t a l le p lan p ro j e t an t ve r t i ca lement l ' une des dro i tes A, pu i s chois i r un 
nouveau p l an vert ical pas san t pa r la d ro i t e B, de so r t e q u e les dro i tes A et B sont 
alors les t races du p lan d o n n é su r les nouveaux p lans de p ro jec t ion ; on l eur 

aba i s se ra d o n c des p e r p e n d i c u l a i r e s pa r les nouvel les p ro jec t ions du poin t d o n n é , 

et l 'on repasse ra des pro jec t ions de cet te n o r m a l e su r les nouveaux p l ans à ses 

p ro jec t ions s u r les p lans p r imi t i f s . 

8 3 . PROBLÈME 1. Par un point donné m mener un plan perpendiculaire à une 

droite donnée!) (fig. 7 4 ) . Pa r le po in t m passe u n e ho r i zon t a l e K du plan c h e r c h é P , 

sa pro jec t ion hor izonta le doit ê t r e para l lè le à la t race ho r i zon ta l e du p l a n , et par 

c o n s é q u e n t p e r p e n d i c u l a i r e à D \ La t r ace vert icale a de cet te hor i zon ta le K sera 

un po in t de la t race ver t icale Y p du p lan P , l aquel le doi t ê t r e p e r p e n d i c u l a i r e à D ' , 

et si , p a r le po in t p , où Y p r e n c o n t r e L T , on abaisse u n e pe rpend icu l a i r e s u r D \ 

on au ra I L . Si Y p ne r e n c o n t r e pas LT d a n s les l imi tes du dess in , on d é t e r m i n e r a 

d i r e c t e m e n t un po in t de IV en faisant passer par le po in t m u n e ver t icale G du 

plan P . Il p e u t a r r ive r que les t races de ces deux d ro i t e s K e t G so ien t ho r s des 

l imites du d e s s i n ; d a n s ce cas on peu t d ' abord r e m a r q u e r qu ' e l l e s d é t e r m i n e n t 

suff isamment le p lan c h e r c h é , sans qu ' i l soit nécessa i re de c o n s t r u i r e ses t r ace s : 

mais toutefois on peu t avoir les pa r t i e s de ces t races exis tant d a n s les l imites du 

dess in ; car on p o u r r a , à l 'aide de l ' hor izon ta le K et de la ver t icale G passant 

par le po in t m, d é t e r m i n e r u n e infinité d ' au t r e s d ro i tes s i tuées dans le plan cher-



che, en un i ssan t deux po in t s q u e l c o n q u e s p r i s su r c h a c u n e de ces deux dro i tes , 

l ' un d ' eux pouvan t ê t re à u n e d i s t ance infinie. 

8 4 . PROBLÈME 3 . Par une droite donnée, mener un plan perpendiculaire à un 

plan donné. Soient D la d ro i t e d o n n é e et P le p l an d o n n é , si p a r un po in t que l 

c o n q u e de D, on abaisse u n e p e r p e n d i c u l a i r e N su r le p lan P , elle ne sor t i ra pas 

du p lan c h e r c h é , d o n c ce p lan sera d é t e r m i n é par les deux dro i tes D e l N (n° 3 1 ) . 

Si la d ro i te D é t a i t e l le -même p e r p e n d i c u l a i r e aup lan P , on n ' au ra i t p lus q u ' u n e 

seule d r o i t e , et l 'on sait en effet q u e tout p l a n , m e n é pa r u n e d ro i t e p e r p e n d i c u 

laire à un p l a n , est p e r p e n d i c u l a i r e à ce p l a n . Il en serai t de m ê m e si , au lieu de 

d o n n e r u n e dro i te D, on donna i t u n po in t . 

8 5 . PROBLÈME 4 . Par un point donné mener une droite perpendiculaire aune droite 

donnée. Si le p o i n t d o n n é est h o r s de la d r o i t e , on sait q u e p a r un tel po in t on 

ne p e u t a b a i s s e r q u ' u n e seule p e r p e n d i c u l a i r e s u r la d r o i t e , et le p r o b l è m e peut 

se r é s o u d r e de p l u s i e u r s m a n i è r e s . 

I o La dro i te d o n n é e D (fig. 75) et le po in t d o n n é m d é t e r m i n e n t u n p lan (D, m) 

(n° 27 ) , q u e l 'on peu t p r e n d r e p o u r l 'un des p lans de p r o j e c t i o n , ou q u e Fon 

peu t r a b a t t r e su r u n des p lans de pro jec t ion d o n t LT est la l igne de t e r r e , en em

ployant l ' u n e des q u a t r e m é t h o d e s (n° 76)-, n o u s cho i s i rons la seconde en suppo

sant q u e l 'on r aba t t e le p lan ( D , m) s u r le p lan h o r i z o n t a l ; pour cela il faut 

p r e n d r e d ' abo rd un nouveau p ian vert ical p e r p e n d i c u l a i r e au p lan ( D , m ) de sor te 

q u e L T doi t ê t r e p e r p e n d i c u l a i r e à la t race ho r i zon ta l e de ce p l a n ; il n ' e s t p o u r 

tant pas nécessa i re de c o n s t r u i r e cet te t r ace , il suffit de m e n e r pa r le p o i n t m une 

ho r i zon ta l e K du plan ( D , m ) , telle q u e K" passe pa r m " e t soit para l lè le à L T ; la 

d ro i te K r e n c o n t r e D" en un p o i n t b" d 'où l 'on d é d u i t e , qu i doi t se t r ouve r su r D \ 

puis j o ignan t bh avec mh on a u r a la pro jec t ion K \ à l aque l l e L T doit ê t r e p e r p e n 

d icu la i re ; p o u r p lus de s impl ic i t é n o u s cho i s i rons le nouveau p l a n vert ical passan t 

par le poin t m; c o m m e ce po in t m et la d ro i t e D sont s u r un p lan p e r p e n d i c u l a i r e au 

nouveau p lan ver t ical de projec t ion , l eurs p ro j ec t i ons vert icales m et D"' se t r o u 

vent su r u n e m ê m e d ro i t e q u i est en m ê m e t e m p s la t r ace vert icale V / p du plan P 

ou ( D , m ) . Quan t à H p , el le doit ê t r e p e r p e n d i c u l a i r e à L T , et p e u t toujours se 

t rouver dans les l imites du dess in en p laçan t convenab l emen t la nouvel le l igne de 

t e r r e . Si l 'on fait ensu i te t o u r n e r le p l an P a u t o u r de H ' , la d ro i te D et le point m 

se r a b a t t r o n t su r le plan hor izonta l des pro jec t ions en D' et m'; nous aba i s se rons 

de m' su r D ' i a pe rpend icu la i r e IV, c o u p a n t D' au po in t p'. En r a m e n a n t ce point 

;.)' s u r la posi t ion pr imi t ive de la d ro i t e D, n o u s en o b t i e n d r o n s les p ro j ec t i ons //' 

et ¡y. Jo ignan t les projec t ions des po in t s m et p p a r des d ro i t e s , ce se ron t les 

project ions de la pe rpend i cu l a i r e d e m a n d é e . On aura i t pu p r e n d r e V " pour nou -

'.elle l igne de t e r r e , et e m p l o y e r la p r e m i è r e m é t h o d e ( n° 7 0 ) : on pouvait aussi 



o p é r e r par l ' une des deux d e r n i è r e s m é t h o d e s . R e m a r q u o n s q u e la m é t h o d e q u e j e 

viens de su iv re est p l u s s imp le q u e celle q u e l 'on t rouve o r d i n a i r e m e n t d a n s les 

t ra i tés de géomé t r i e desc r ip t ive , ca r dans cet te d e r n i è r e on est obl igé de m e n e r u n e 

dro i te p a r le p o i n t m, qu i coupe D ou qu i lui soit p a r a l l è l e , et de p lu s on doit 

che rche r les d e u x t races du p lan d é t e r m i n é p a r ces deux d ro i t e s avant d'effectuer 

le r a b a t t e m e n t . 

2° La d ro i t e che rchée N coupe D en u n po in t p pa r lequel on p o u r r a i t m e n e r 

u n e seconde d ro i t e N' p e r p e n d i c u l a i r e à D , a lors le p lan ( N , N ' ) sera l u i - m ê m e 

p e r p e n d i c u l a i r e à D, et la coupera en p. On est d o n c c o n d u i t à m e n e r p a r le po in t 

m u n p lan p e r p e n d i c u l a i r e à D (n° 8 3 ) , à c h e r c h e r l ' i n te r sec t ion p de ce p lan et de 

la dro i te D, p u i s j o i g n a n t ce po in t d ' i n t e r s e c t i o n p avec le poin t d o n n é m, ce sera la 

d ro i t e d e m a n d é e . Mais ce t t e m é t h o d e , q u e l 'on t rouve souvent exposée seule d a n s 

les t ra i t és , exige la r é so lu t ion d ' u n p r o b l è m e a p p a r t e n a n t à u n e sér ie de ques t ions 

qui se ron t réso lues p lus l o i n , t and i s q u e le p r o b l è m e q u i n o u s occupe t rouve na 

t u r e l l e m e n t sa place au po in t où nous en s o m m e s a r r i v é s ; la p r e m i è r e so lu t ion 

est donc celle qu i lui convien t r ée l l emen t , elle a, en o u t r e , l ' avantage de fourn i r 

une nouvel le app l i ca t ion de nos p r i n c i p e s f o n d a m e n t a u x , et de d o n n e r ainsi u n e 

nouvel le p r e u v e de leur géné ra l i t é . 

8(5. PROBLÈME 5 . Étant donnée la projection hoi'izontale dune droite perpendicu

laire à une droite donnée et en un point donné, trouver sa projection verticale {fig. 7 6 ) . 

Dans ce p r o b l è m e , le p o i n t d o n n é é tan t s u r la d ro i t e d o n n é e , on p o u r r a pa r 

ce p o i n t m e n e r u n e infini té de p e r p e n d i c u l a i r e s à la d r o i t e , ma i s p a r m i tou tes 

ces p e r p e n d i c u l a i r e s , on p e u t se p r o p o s e r de c o n s t r u i r e celle q u i a déjà u n e p ro 

jec t ion ho r i zon ta l e d o n n é e . Soient d o n c D la d ro i t e d o n n é e et N' 1 la pro jec t ion 

hor izon ta le de la p e r p e n d i c u l a i r e N à la d ro i t e D m e n é e pa r le po in t m , de cet te 

d ro i te D ; la d ro i te N est d a n s u n p lan P m e n é p e r p e n d i c u l a i r e m e n t à la d ro i t e D 

au po in t m; a y a n t d o n c c o n s t r u i t les t races de ce p lan (n° 8 3 ) , n o u s s e r o n s con

du i t s à c h e r c h e r la pro jec t ion ver t ica le d ' u n e d ro i t e s i tuée su r un p lan et don t on 

connaî t la projec t ion hor izon ta le ( n ° 2 8 ) . 

Intersection des droites et des plans. 

8 7 . Une surface est en généra l e n g e n d r é e pa r u n e l igne qu i se meu t d a n s l'es

pace suivant u n e loi d o n n é e . Une surface a g é n é r a l e m e n t deux faces , u n e face 

ex t é r i eu re et u n e face i n t é r i e u r e ; on les cons idè re i nd i s t i nc t emen t en géomét r i e 

d e s c r i p t i v e ; d a n s les a r t s il faut les d i s t ingue r et les cons idére r s é p a r é m e n t . 

8 8 . Deux surfaces S et S' se c o u p e n t su ivan t u n e l igne q u ' o n ne peut pas tou

jou r s ob ten i r pa r la seule cons idé ra t ion de la généra t ion pa r t i cu l i è r e de ces deux 



sur faces ; on est dès lors obligé , dans p r e s q u e tous les c a s , de la d é t e r m i n e r par 

p o i n t s . P o u r cela on p r e n d u n e sér ie de surfaces aux i l i a i res ; c h a c u n e d'elles 

coupe la surface S su ivant u n e l igne C , et la surface S ' su ivan t u n e l igne G'; 

ees deux l ignes s i tuées s u r la m ê m e surface auxi l ia i re 2 se c o u p e r o n t en un poin t 

m a p p a r t e n a n t à l ' i n te r sec t ion che rchée des surfaces S et S ' . Il f au t , d a n s c h a q u e 

cas , chois i r la surface aux i l i a i re I , q u a n t à sa n a t u r e e t à sa pos i t ion p a r r a p p o r t 

aux p lans de pro jec t ion et aux deux surfaces d o n n é e s S et S', de m a n i è r e q u e les 

p ro jec t ions de ses in t e r sec t ions avec les surfaces d o n n é e s S et S' s ' ob t i ennen t 

p lus faci lement q u e celles de l ' in te rsec t ion de ces surfaces S et S ' e l l e s -mêmes . 

L o r s q u e les surfaces S e t S' son t des p l a n s , il es t év iden t q u e les surfaces a u x i 

l iaires I do iven t aussi ê t r e des p l a n s . 

On doit chois i r ces p l ans a u x i l i a i r e s : 

4° De m a n i è r e q u e l eu r s t races c o u p e n t , d a n s les l imi tes du d e s s i n , les t races 

des p lans d o n n é s . 

2° De m a n i è r e q u e les in te r sec t ions du p lan auxi l ia i re avec les p l ans d o n n é s se 

c o u p e n t e l l e s -mêmes d a n s les l imi tes du dess in . 

8 9 . PROBLÈME 6 . Trouver l'intersection I de deux plans dont les traces se coupent 

dans les limites du dessin. Il est év iden t q u e les po in t s a e t b i n t e r sec t ion des 

traces des p lans d o n n é s (fig. 7 7 ) a p p a r t i e n n e n t à ce t te in te rsec t ion I et en sont 

les t races (n° 2 8 ) . Il sera d o n c facile, d a n s ce ca s , de t r ouve r les p ro jec t ions de la 

d ro i t e d ' in te r sec t ion I des deux p lans d o n n é s (n° 14) . 

9 0 . PROBLÈME 7 . Trouver ïintersection I de deux plans P et Q, dont tes traces 

horizontales sont parallèles. Le poin t b où se c o u p e n t les t races vert icales des p l ans 

P et Q (fig. 7 8 ) est é v i d e m m e n t la t race ver t ica le de cet te in te r sec t ion I , Impasse 

donc p a r / / 1 et doi t r e n c o n t r e r H r et H Q à leur po in t d ' i n t e r sec t ion a qu i est s i tué à 

l ' i n f in i , p u i s q u e ces t races H p et H Q sont pa ra l l è l es , d o n c elle leur est para l lè le ; 

P doit passer par le p o i n t b et c o u p e r LT à l ' in f in i , où se t rouve le po in t a r , donc 

elle lui est pa ra l l è le . D 'a i l l eurs I a é t an t para l lè le à H p , la d ro i t e I est une h o r i z o n -

¡ale du p lan P su r lequel elle est s i t u é e , d o n c P doi t ê t r e para l lè le à L T . Enfin 

on voit à priori q u e l ' in te r sec t ion I doi t ê t r e ho r i zon t a l e , sans quo i elle percera i t 

le p lan hor i zon ta l en un poin t a c o m m u n à H p et à II ', et ces t races ne sera ient 

plus dès lors paral lè les e n t r e e l les . De m ê m e l ' in te r sec t ion de deux p l a n s , dont 

ios t races ver t icales son t para l lè les , est para l lè le au p l an ver t ica l . 

9 1 . PROBLÈME 8 . Trouver l'intersection I de deux plans dont les traces se confon

dent en une seule droite. Les deux t races a et b (fig. 7 9 ) de cet te in te r sec t ion é tan t 

confondues en un seul p o i n t , il en r é su l t e é v i d e m m e n t q u e l ' in te r sec t ion I est 

s i tuée dans un plan p e r p e n d i c u l a i r e à LT ; ses p ro jec t ions sont donc tou tes deux 

pe rpend icu la i res à E T , et l'on en connaî t en m ê m e t emps deux p o i n t s , qu i sont 



les po in t s a et b. R e m a r q u o n s q u e ce t te dro i te I fait des angles égaux avec ie^ 

p ians de project ion , car elle forme avec ses deux p ro jec t ions un t r iangle isoscèie. 

9 2 . PROBLÈME 9 . Trouver l'intersection I de deux plans P et Q , dont les traces 

horizontales ne se coupent qu'au delà des limites du dessin. Deux p ians para l lè les 

sont coupés p a r u n t ro i s i ème p lan su ivan t des d ro i t e s pa ra l l è l e s , si d o n c on c o n 

s t ru i t u n p lan X (fig. 80) para l lè le au p lan Q, son in te rsec t ion К avec le pian P 
sera para l lè le à l ' in te rsec t ion I des deux p lans P et Q ; or on conna î t un po in t b 

de ce t te i n t e r sec t ion I , il faut d o n c m e n e r p a r bh u n e para l lè le à iv / l, et pa r le 

po in t b u n e para l lè le à K u (n° 2 4 ) , e t l 'on au ra les p ro jec t ions I* cl P de l ' i n t e r s e c 

t ion I d e m a n d é e . 

9 3 . PROBLÈME 1 0 . Trouver l'intersection I de deux plans P et Q, dont les quatre 

traces se croisent au même point a de la ligne de terre. Le p l an auxi l ia i re X (fig. 81 ) 

doi t ê t r e choisi de m a n i è r e q u e les in t e r sec t ions de I I Х et V х avec H P et H Q et avec 
V et V a se fassent à peu p r è s à angle d ro i t ou tou t au m o i n s sous u n angle égal 

à 45° . Ce p l an X coupe les p lans P e t Q , su ivan t deux dro i tes A et В q u i se r e n 
c o n t r e n t en un po in t m a p p a r t e n a n t à l ' i n te r sec t ion I c h e r c h é e ; il est d ' a i l l eu r s 

évident q u e ce t te in te r sec t ion I passe par le po in t a , donc elle est e n t i è r e m e n t dé 

t e r m i n é e p a r ces deux po in t s . 

9 4 . A l 'occasion de ce p r o b l è m e , n o u s d i r o n s q u e sous le po in t de vue géomé

t r i q u e , que l l e q u e soit la pos i t ion du plan a u x i l i a i r e , il en d o n n e r a tou jours la 

so lu t i on , mais il n ' en est pas de m ô m e sous le po in t de vue g r a p h i q u e . Les l ignes 

de la figure ne sont pas des l ignes m a t h é m a t i q u e s , il faut d o n c les d i r iger de 

m a n i è r e q u e l eur in te r sec t ion ne laisse pas d ' i n c e r t i t u d e , condi t ion d ' au t an t mieux 

r emp l i e q u e les dro i tes qu i se c o u p e n t font e n t r e elles un angle p lus p rè s de 

l 'angle d r o i t . (Dans les cons t ruc t i ons g r a p h i q u e s , u n po in t est d é t e r m i n é d ' u n e 

man iè r e suff isamment r i g o u r e u s e l o r s q u e les deux d r o i t e s , qu i en se coupant 

d o n n e n t ce p o i n t , font e n t r e elles un angle au m o i n s égal à u n demi -d ro i t . ) 

9 5 . PROBLÈME 1 1 . Trouver l'intersection I de deux plans Pet Q,parallèles à la ligne 

de terre. Nous p r e n d r o n s le plan aux i l i a i re pe rpend i cu l a i r e à LT (fig- 8 2 ) , ce sera 

par c o n s é q u e n t un nouveau plan ver t ica l de p ro jec t ion su r l eque l n o u s t r ouve rons 

les t races Y" 'et Y"'% et c o m m e les deux p l ans P e t Q sont p e r p e n d i c u l a i r e s à ce nou 

veau plan ver t ica l , l eu r in t e r sec t ion lui est e l le -même p e r p e n d i c u l a i r e ; eile se 

p ro je t t e d o n c tou t en t i è r e en un po in t P ' , et sa pro jec t ion ho r i zon t a l e l / l sera pe r 

pend icu la i r e à L T ou paral lè le à L T ; d ' a i l l eu r s la d r o i t e 1 est para l lè le à LT et 

s i tuée a u - d e s s u s du plan ho r i zon t a l à u n e h a u t e u r c T ' ; p r e n a n t d o n c ocv=i?Y , 

nous a u r o n s un po in t de la seconde pro jec t ion P , l aquel le doi t aussi ê t r e paral lè le 

à LT . On aura i t pu de m ê m e cons idé re r le plan auxi l ia i re c o m m e un nouveau pian 

hor izonta l de p r o j e c t i o n , et che rche r alors IL" et î T . 



9 0 . PROBLÈME 1 2 . Trouver Tinter section I de deux plans P et Q, dont aucunes 

traces ne se coupent dans les limites du dessin. Nous a l lons d o n n e r de ce p r o b l è m e 

p lus i eu r s so lu t ions . 

1 " On p e u t le r é s o u d r e c o m m e il su i t : m e n o n s un plan Q' (fig. 8 3 ) para l lè le au 

p f a n Q , et c o n s t r u i s o n s son in t e r sec t ion Pavee le p lan P ; concevons les t races Y p et 

V o p ro longées j u s q u ' à ce qu ' e l l e s se c o u p e n t en b, et imag inons la vert icale bbh, les 

t r i ang les pbq et pb'q, pbbh et pb'b'h, pbav etpb'a'" son t semblab les et d o n n e n t pb' : 

pb : : pq' : pq et pb' : pb : : pb'h : pbh et pb' : pb : : pa'v : par ; et é l i m i n a n t pb e n t r e ces 

p r o p o r t i o n s , il vient pq : pq :: p¿/ f t : p/ / 1 et pi/' : pi/ : : pdv : pav; d o n c on t r o u v e r a , 

par ces q u a t r i è m e s p r o p o r t i o n n e l l e s , un p o i n t bh de l'1 et un po in t av de l ; d ' a i l 

leurs ce t te in te r sec t ion I est para l lè le à I', d o n c elle est c o n n u e . On peu t aussi 

supp lée r à la c o n s t r u c t i o n des q u a t r i è m e s p ropor t ionne l l e s par l ' emplo i de nou

veaux p lans aux i l i a i r e s , c o m m e d a n s les m é t h o d e s su ivan t e s . 

2 ' Menons un p l an auxi l ia i re q u e l c o n q u e X (fig. 8 4 ) , il c o u p e r a le p lan P sui 

vant .une d r o i t e A, et le plan Q suivant u n e d ro i t e B, ces deux d ro i t e s A et B é tan t 

dans le p lan X se c o u p e n t en un po in t m , qu i a p p a r t i e n t à l ' in tersect ion I des 

deux p l ans P et Q ; à l 'a ide d ' u n second p lan aux i l i a i re Y, c o u p a n t le plan P su i 

vant u n e d ro i t e G, et le p lan Q suivant u n e d r o i t e D, on t rouvera un second po in t 

n de cet te in t e r sec t ion I , qu i p a r là sera c o m p l è t e m e n t d é t e r m i n é e . Mais il est 

facile de r e c o n n a î t r e q u e l ' emploi de p lans auxi l ia i res q u e l c o n q u e s ne d o n n e r a 

pas t ou jou r s des po in t s de l ' i n te r sec t ion 1 des p lans P et Q. 

3° Si l 'on p r e n d u n plan auxi l ia i re X (fig. 8 5 ) para l lè le au p ian h o r i z o n t a l , il 

coupera les p lans P et Q su ivan t de* hor i zon ta l e s A et B de ces p l a n s ; ces deux 

h o r i z o n t a l e s se r e n c o n t r e r o n t en un poin t m qu i appa r t i en t à l ' in te rsec t ion I cher 

chée . Si l 'on p r e n d ensu i t e un second p l an auxi l ia i re Y para l lè le au p lan ver t ical 

die p ro jec t ion il c o u p e r a les p l ans P et Q suivant des ver t icales D et E de ces p l a n s ; 

ces dro i tes se r e n c o n t r e r o n t aussi en u n po in t n de l ' i n te r sec t ion I d e m a n d é e ; 

jo ignan t les po in t s m et n. on aura l ' i n t e r sec t ion I des p lans P et Q. 

R e m a r q u o n s q u ' e n p r e n a n t les p l ans X et Y le p lu s loin possible de la l igne de 

f e r r e , les i n t e r s e c t i o n s aux i l i a i res se c o u p e r o n t en des poin ts q u i se r a p p r o c h e r o n t 

de la l igne de t e r r e ; si d o n c il a r r iva i t q u e les po in t s m et n de no t re figure ac tuel le 

sor t i ssent e n c o r e des l imi tes du d e s s i n , ii faudrai t avoir r e c o u r s à u n a u t r e p r o -

eédé q u e n o u s exp l i que rons p r o c h a i n e m e n t ( n ü 9 7 ) . 

4° On p e u t enco re chois i r le plan auxi l ia i re paral lè le à la l igne de t e r r e , tel 

que X (fig. 8 6 ) ; il coupe les p lans P et Q , su ivant deux d ro i t e s A et A' dont les 

pro jec t ions ho r i zon ta l e s se c ro i sen t au p o i n t a1' a p p a r t e n a n t à P ; il est évident 

q u e les p ro jec t ions vert icales ne se r e n c o n t r e r a i e n t q u ' a u delà des l imites du 

dess in , e'est p o u r q u o i j e ne les cons t ru i s p a s ; un au t r e plan X' d o n n e r a deux 



nouvel les in t e r sec t ions B et B' f ou rn i s san t u n second po in t bh de r , qu i est. 

a ins i d é t e r m i n é . E n chois i ssant m a i n t e n a n t deux nouveaux p l ans Y et Y' dont les 

t races ho r i zon ta l e s soient t rès-éloignées de L T , ils c o u p e r o n t r e spec t ivemen t les 

p lans P et Q su ivan t des d ro i tes D et D', E et E ' don t les pro jec t ions ver t icales se 

r e n c o n t r e n t d a n s les l imi tes du dess in , et fourn i s sen t deux p o i n t s , a" et ev de 1% 

q u i es t a ins i d é t e r m i n é e ; on a d o n c t r o u v é l ' in tersect ion I des p lans P et O-

9 7 . PROBLÈME 1 3 . Trouver l'intersection de deux plans dont les traces font, avec 

la ligne de terre, des angles presque droits (fig. 8 7 ) . Soient les deux p l ans P et Q. 

il est facile de r e c o n n a î t r e q u e d a n s ce cas les p l ans auxi l ia i res p r é c é d e n t s ne 

c o n d u i r a i e n t p l u s à la so lu t ion d u p r o b l è m e , car un p lan para l lè le au p lan ve r t i 

cal c o u p e r a i t les p l ans P et Q , su ivan t des ver t icales q u i ne se r e n c o n t r e r a i e n t 

pas d a n s les l imi tes du d e s s i n , ce qu i t i en t à ce q u e les p lans P et Q ne se cou 

p e n t q u ' à u n e t r è s -g r ande d i s t ance . Mais la p a r t i e de cet te in te r sec t ion qu i avoi-

s ine sa t race h o r i z o n t a l e se p ro je t t e ve r t i ca lement aux env i rons de la l igne de 

t e r r e ; si d o n c on chois i t un p lan aux i l i a i re passant p a r LT e t t rès -peu inc l iné sur 

le p lan h o r i z o n t a l , il coupe ra les p lans P et Q suivant des d r o i t e s , don t les p r o 

j ec t ions ver t icales s ' é lo igneron t t r è s - l en tement de la l igne de t e r r e , et pa r consé 

q u e n t se c o u p e r o n t d a n s les l imi tes d u dess in , ce q u i fou rn i r a u n po in t de la p ro 

j ec t ion ver t icale de l ' in te rsec t ion d e m a n d é e ; en r é p é t a n t u n e seconde fois cet te 

c o n s t r u c t i o n , on ob t i end ra un second point de l ' i n t e r s e c t i o n , et la project ion 

ver t icale se ra d é t e r m i n é e . On a u r a de m ê m e la project ion h o r i z o n t a l e en con

d u i s a n t pa r la l igne de t e r r e deux p lans faisant un très-peti t angle avec le pian 

vert ical . E x é c u t o n s ces c o n s t r u c t i o n s . 

Cons idé rons d ' abord u n p lan X d é t e r m i n é pa r LT et par un poin t x s i tue i res-

p rès du p lan ho r i zon t a l , et aussi loin du plan vertical q u e les d imens ions du d e s 

sin peuven t le p e r m e t t r e ; il coupe les p lans P et Q su ivant des d ro i t e s passan t 

é v i d e m m e n t p a r les poin ts p e U / , e n lesquels les p lans P et Q c o u p e n t L T ; pour avoir 

un second po in t de c h a c u n e d ' e l l e s , nous p r e n d r o n s un a u t r e p lan auxi l ia i re K . 

para l lè le au p lan vertical et passan t par le po in t x \ il coupe é v i d e m m e n t le pian X. 

suivant u n e dro i te A paral lè le à la l igne de t e r r e , et les p lans P et Q suivant des 

verticales B et C de ces p lans . A 0 et B° se c ro i sen t en un po in t ac qui a p p a r t i e n t à 

la project ion vert icale D" de l ' in tersec t ion D des deux p lans P et X, car le point a 

se t rouve à la fois sur les deux dro i tes A et B , s i tuées respec t ivement su r e t -

p lans P et X ; p a r u n e raison semblab le les d ro i t e s A" et G r se croisent ou on 

po in t lfy qu i a p p a r t i e n t à la project ion verticale E'' de l ' in te rsec t ion E des doux 

plans Q et X. Les d ro i t e s D et E é tan t d a n s le m ê m e plan X , se r e n c o n t r e n t e n 

un poin t m don t on conna î t la p ro jec t ion vert icale m", et qu i a p p a r t i e n t a i d o i i a -

seetion î dos p lans P e t Q , pu i sque les droi tes I) cl E a p p a r t i e n n e n t rosp«-,-iive-



m e n t a chacun de ces deux p lans P el Q. 11 est év ident q u e cet te cons t ruc t ion ne 

peu t d o n n e r a u c u n po in t de I a , c 'est p o u r q u o i j e n 'ai pas écri t su r la figure les 

p ro jec t ions hor i zon ta les Bh et Eh des i n t e r sec t ions D et E des p lans P et Q avec 

le plan X. Nous a u r o n s un second point de 1" à l 'a ide du p lan X' m e n é p a r LT et 

par le po in t x , q u e n o u s chois issons p o u r p lus de s impl i c i t é , ayan t m ê m e p r o 

jec t ion ho r i zon t a l e q u e le po in t x p r é c é d e n t ; le p lan R le coupe suivant la d ro i t e 

A.', et l 'on ob t ien t les i n t e r sec t ions D ' e t E ' de ce p lan avec les p lans P et Q ; enfin 

ces d ro i t e s D' et E ' d é t e r m i n e n t la p ro jec t ion ver t icale m'v d ' u n po in t m de l ' i n 

tersect ion ï, in te rsec t ion don t la p ro jec t ion ver t icale F est m a i n t e n a n t t ou t à fait 

d é t e r m i n é e , P o u r avoir la p ro jec t ion ho r i zon ta l e lh de l ' in te rsec t ion I des deux 

plans donnés P et Q, n o u s ferons passer un plan Y pa r LT et par u n po in t y choisi 

t r è s -p rè s du plan ver t ica l , et aussi loin du plan h o r i z o n t a l q u e les d imens ions du 

dessin peuven t le p e r m e t t r e ; il coupe les p l ans P et Q suivant des d ro i t e s G et K, 

q u e l 'on o b t i e n d r a c o m m e p r é c é d e m m e n t p a r le s ecou r s d ' u n p lan R ' paral lè le 

au plan ho r i zon t a l ; les p ro jec t ions hor izonta les Gh et K*, les seules q u e j e con

s t ru i se ici, pa rce q u e les p ro jec t ions vert icales ne peuvent é v i d e m m e n t r i en four

n i r , se c ro i sen t en un po in t n \ qu i est la p ro jec t ion hor izon ta le d ' u n p o i n t n de 

l ' in tersec t ion I ; on t rouvera u n second po in t rih de lh p a r l ' emploi d ' u n p lan Y 

mené pa r LT et pa r un po in t y'. L ' in te rsec t ion i des p lans P et Q est a insi en t i è 

r e m e n t d é t e r m i n é e . 

9 8 . On p o u r r a i t se p r o p o s e r e n c o r e b e a u c o u p d ' a u t r e s cas q u e l 'on r é s o u d r a i t 

fac i lement à l ' a ide des m é t h o d e s employées d a n s les exemples p r é c é d e n t s . Ainsi 

on peu t c h e r c h e r l ' in te rsec t ion de deux p l a n s , l ' un para l lè le à la l igne de t e r r e . 

l ' au t re don t les t r aces se confonden t en u n e seule d ro i t e , e t c , e t c . (*) . 

{*) Lor sque d e u x p l a n s P et Q sont tels q u ' a p r è s le r a b a t t e m e n t d u p l a n ver t ica l de p ro jec t ion su r le 

p l a n h o r i z o n t a l , les t r aces V e t H p se c o n f o n d e n t en u n e seu le l igne P , , e t q u e d e m ê m e les t r aces V« et 

ïl1' se c o n f o n d e n t e n u n e seu le l igne Q, ; a lo r s les p l ans P et Q sont tous d e u x p e r p e n d i c u l a i r e s au 

p lan B b issec teur des ang le s d i è d r e s S . P et J . A . 

Les d e u x p l ans P et Q se c o u p e n t d a n s ce cas s u i v a n t u n e d r o i t e I p e r p e n d i c u l a i r e a u p l a n B ; dès lors 

I'* et V se c o n f o n d e n t e n u n e seu le l igne T, p e r p e n d i c u l a i r e à la l igne de t e r r e LT, et la d ro i t e I de l 'es

pèce fait des ang les é g a u x e n t r e eux et à u n demi -d ro i t avec les p l a n s de p ro jec t ion . 

De m ê m e , si les d e u x p l a n s d o n n é s P et Q son t te ls q u e l e u r s t races V p et H° fassent des ang les égaux -J 

avec la l igne de t e r r e et avec la m ê m e por t ion de ce t te l igne LT, et q u e les t r aces V* et fassent aussi 

• les angles égaux Q avec la m ê m e po r t i on de LT, l ' un de ces a n g l e s é t a n t en dessus et l ' au t r e en dessous 

•îo LT, a lors U-s d e u x p i ans P et Q sont p e r p e n d i c u l a i r e s a u p l a n B' b i s sec teur des ang l e s d i è d r e s A . S 

1» .i. 
Dans ce cas. la d ro i t e 1 inic- isect ion des d e u x p l a n s P et Q est u n e p e r p e n d i c u l a i r e a u p lan bissecteur 

H et ses p ro jec t ions 1>< et n se c o n f o n d e n t en u n e seu le l igne 1, p e r p e n d i c u l a i r e y l .T. la d r o i t e 1 fait 
- > ! " r s des a n 2 ! e s ésraux e n t r e eux et a u n d e m i - d r o i t avec les p l ans de project ion 



9 9 . PROBLÈME i4. Trouver l'intersection de deux plans donnés par leur trace hori

zontale et un point (fig. 8 8 ) . So ien t les p l ans P et Q d o n n é s pa r les t races H p et I I o 

et chacun p a r l ' un des deux po in t s p et q. 

I o On p o u r r a i t c o n s t r u i r e les t r aces ver t icales V et VQ en m e n a n t pa r le p o i n t p 

u n e ho r i zon ta l e du p lan P qu i ferait c o n n a î t r e u n p o i n t de Y p , e t p a r le po in t u n e 

ho r i zon ta l e du p l an Q , q u i d o n n e r a i t u n po in t de VQ. On p o u r r a i t m e n e r p a r les 

po in t s p et q des ver t icales des p lans P et Q , a lors Y p et V ü s e ra i en t r e spec t ivemen t 

para l lè les aux pro jec t ions ver t icales de ces d r o i t e s . Enfin on p o u r r a i t e m p l o y e r 

des d ro i t e s q u e l c o n q u e s , menées des p o i n t s p eiq et r e spec t ivemen t à un po in t de 

H p et de H û . On r e n t r e r a i t a ins i d a n s les cas p r é c é d e n t s . 

2 ° Mais on p e u t aussi r é s o u d r e d i r e c t e m e n t le p r o b l è m e s u r les d o n n é e s a c 

tue l les . P o u r cela j o i g n o n s les po in t s p e t q p a r u n e d r o i t e D , qu i r e n c o n t r e le 

plan h o r i z o n t a l en d, pu i s m e n o n s p a r ce t te d ro i t e un p lan q u e l c o n q u e X , et l 'on 

peu t chois i r p o u r p lan auxi l ia i re X le plan p ro j e t an t h o r i z o n t a l e m e n t la d ro i t e D , 

ce p lan X c o u p e le p l an P su ivan t u n e dro i te B passan t p a r le po in t p, et le p lan Q 

su ivant u n e d ro i t e C pas san t p a r le po in t q; ces dro i tes B et G se c o u p e n t en un 

po in t m a p p a r t e n a n l à l ' in te rsec t ion l c h e r c h é e , le po in t d ' in te r sec t ion a des t races 

H1' et I P en est un second p o i n t , d o n c ce t te in te rsec t ion I est c o n n u e . 

3 ° La c o n s t r u c t i o n p r é c é d e n t e est la p lu s s i m p l e , elle suffit p o u r t rouver l ' in 

tersect ion d e m a n d é e , mais n o u s pouvons cho is i r u n plan X (fig. 8 9 ) q u e l c o n q u e . 

Le p lan X devan t , d a n s tous les cas , con t en i r la d ro i te D, sa t r ace hor izonta le doit 

con ten i r la t r a c e h o r i z o n t a l e de ce t te d ro i te ; c 'es t d ' a i l l eurs la seule condi t ion à 

laque l le ce t te t r ace doive sat isfaire ; n o u s p o u r r o n s d o n c p a r le po in t D m e n e r u n e 

d ro i t e q u e l c o n q u e , e t la cons idé re r c o m m e la t race H x du p lan auxi l ia i re . P a r les 

m ê m e s opé ra t ions q u e d a n s le cas p r é c é d e n t , ce p l an X d o n n e r a u n poin t m de 

l ' in tersect ion I . Un a u t r e p lan X ' d o n n e r a u n second po in t m ' d e cet te in te rsec t ion 1 . 

qui sera ainsi d é t e r m i n é e . 

4 ° Si le po in t d é tai t hors des l imites du dess in , on p o u r r a i t enco re t rouver l ' in

tersect ion I p a r les c o n s t r u c t i o n s de la fig. 8 8 . Si le po in t a était ho r s des l imites 

du dess in , on p o u r r a i t enco re employer les cons t ruc t i ons de la fig. 8 9 . Mais si 

les po in t s a et d so r t a i en t l ' un et l ' au t r e des l imites du dess in , on ne pou r r a i t p lus 

t rouve r l ' in te rsec t ion 1 p a r les m é t h o d e s p r é c é d e n t e s . Dans ce cas, concevons p a r 

les po in t s petq (fig. 9 0 ) deux plans X et X ' , para l lè les au p lan ver t ica l , ils s e ron t 

coupés p a r le p lan P su ivant deux droi tes A et A ' para l lè les e n t r e elles ; or l ' une 

d ' e l l e s , l i n t e r s e c t i o n des p lans X et P , doit passer pa r les p o in t s « et p, l ' au t r e 

doit passer p a r le po in t d, donc ces dro i tes A et A ' sont connues ; de m ô m e les 

p lans X et X ' sont coupés pa r le p l a n Q su ivant deux droi tes B et B', paral lè les 

' m i r e e l l es , don t l ' u n e , l ' in te rsec t ion des p lans X ' et Q , doi t passer pa r les p o i n t s 

7 



b' et q, et l'autre par le point b, donc ces intersections B et B' sont connues ; mais 

les droites A. et B, étant situées dans le même plan X, se coupent en un point m qui 

appartient à l ' intersection I cherchée , de m ê m e A' et B' se coupent en un second 

point m de cette intersection I , qui est ainsi déterminée . Il est évident que les con

structions resteraient exactement les mêmes si l'on conduisait par les points p et q 

deux plans verticaux que lconques , mais parallèles entre eux , car il n'est pas absolu

ment nécessaire que les plans auxiliaires X et X' soient parallèles au plan vertical 

de projection, on serait m ê m e obligé de les prendre dans une autre direction si les 

p o i n t s p et péta ient à la m ê m e distance du plan vertical de project ion; m a i s o n 

peut aussi ramener ce cas à l'un des précédents par un changement de plan verti

cal de projection. On ne pourrait pas employer un changement de plan horizon

tal de projection, parce qu'on n'aurait plus alors les données d'après lesquelles on 

désire résoudre le problème. 

1 0 0 . PROBLÈME 15 . Trouver ïintersection de deux plans donnés par leur ligne de 

plus grande pente par rapport au plan horizontal (fig. 91 ) . Soient P et Q les l ignes de 

plus grande pente des deux plans P , et Q t ; 

I o Prenons pour plan auxiliaire un plan horizontal X, qui coupera les droites 

P et Q aux points p et q (n° 56 , 2 ° ) , et par suite les plans donnés P, et Q, suivant 

des horizontales A et B passant respectivement par ces points p etc/; mais P* est 

perpendiculaire à H p, (n° 3 7 ) , et par conséquent à kh (n° 36) ; de même Qh est per

pendiculaire à B*; ces horizontales sont donc entièrement connues , et c o m m e 

elles sont dans le m ê m e plan X , el les se coupent en un point m de l'intersection I 

des deux plans P, e t Q t . Un second plan horizontal X' fera connaître un autre point 

m' de l'intersection demandée I ; donc enfin cette intersection I est déterminée. 

2° Si les droites Ph et Qh sont parallèles (fig. 9 2 ) les droites A f t et Bh le sont 

aussi et ne donnent plus de point de l' intersection I d e m a n d é e , mais alors cette 

droite cherchée I est horizontale (n° 90) , et l'on en trouve un point comme il suit. 

Coupons les plans d o n n é s , P, et Q,, par deux plans horizontaux X et X', qui d o n 

nent les horizontales A et B, A' et B' des plans P, et Q, ; prenons deux points quel

conques a et b sur A et B, et l ions- les par la droite C, puis plaçons sur A' et B' une 

droite C parallèle à C, nous pourrons considérer C et C comme des horizontales 

d'un troisième plan coupant le plan P x suivant la droite D, et le plan Q, suivant 

la droite E ; les deux droi tesD et E se coupent e l les -mêmes en un p o i n t s apparte

nant à l'intersection I, nous aurons donc lh en menant par xh une perpendiculaire 

s u r l ) / l et Q \ Je n'ai pas construit les projections verticales des droites D e t E et du 

point x\ pour avoir 1% je remarque que cette intersection rencontre nécessaire

ment les droites P et Q en des points dont nous avons les projections yh et zh: on 



en conclut facilement yv et zv, qui déterminent F ; il faut , de p l u s , que cette pro

jection 1" soit parallèle à LT. 

1 0 1 . PROBLÈME 16 . Trouver l'intersection de deux plans donnés par leurs traces 

horizontcdes et les angles qu'ils font avec le plan horizontal (fig. 93) . Il est év ident , 

par un théorème connu de géométrie é l émenta i re , que si un plan est perpendi

culaire au plan vertical de projection, l'angle qu'il fait avec le plan horizontal est 

mesuré par l'angle que fait sa trace verticale avec la l igne de terre; prenant donc 

un plan vertical perpendiculaire au plan P, la trace Y' p de ce plan fera, avec la 

l igne de terre L T l'angle donné a; prenant de m ê m e un plan vertical perpendicu

laire au plan Q , la trace Y"Q de ce plan fera, avec la ligne de terre L"T", l'angle 

donné (3. Comme les deux plans P et Q sont ainsi rapportés au même pian horizon

tal et à des plans verticaux différents, on pourrait changer, par rapport à chacun 

d'eux, de plan vert ical , et trouver leur trace Y p et Y Q (n° 47) sur un même plan 

vertical L T ; mais cela n'est pas nécessa ire , car si l'on conçoit un plan hor izon

tal X, ses traces, sur les deux plans verticaux, seront parallèles à L T ' et à L T " et 

également distantes de ces deux l ignes de terre; ce plan X coupe les plans P et Q 

suivant les deux horizontales A et B , et ces deux droites se coupent e l les -mêmes 

en un point m, dont nous avons la projection horizontale mh par l ' intersection de 

A h e t de В л ; donc joignant amh, on aura la projection horizontale 1Л de l ' intersec
tion I demandée des plans P e t Q . On en a en m ê m e temps deux projections ver

ticales F ' e t F"; cette intersection I est donc déterminée. 

1 0 2 . On peut encore varier les données des plans en ne les supposant pas don

nés tous les deux de la m ê m e manière. Il sera fac i le , par ce qui précède , de voir 

quelle modification on devra, dans chaque cas, faire subir aux solutions que nous 

avons successivement exposées . 

1 0 3 . La géométrie p lane , et la géométrie de l 'espace, se prêtent des secours 

mutuels , de sorte que souvent des propriétés connues de la géométrie plane c o n 

duisent à la découverte de quelques propriétés de la géométrie de l'espace ; souvent 

aussi des propriétés connues de la géométrie de l'espace conduisent à des p r o 

priétés nouvelles de la géométrie plane. Par e x e m p l e , dans le problème 14 

( n ° 9 9 , 3°) , chaque plan auxiliaire X , (fig. 3 9 ) donne un point m de l' intersection, 

tous les points m ainsi obtenus seront donc sur une l igne droite; de sorte que si 

l'on cons idère seulement la projection horizontale, on verra que toutes les droites 

telles que В л et Cfc se coupent en des points tels que т л , qui sont sur une même 

droite passant par le p o i n t a , d'où l'on déduit ce théorème : 

Si ton a trois droites D,P,Q (fig. 94) qui se coupent deux à deux, et trois points d ,p ,q 

sur l'une d'elles, D ; si par l'un de ces points d, on mène des transversales T, Т а T 3 

coupant les droites P ci Q; que l'on joigne les points en lesquels P est coupée, avec le 



point p par des droites B t B Д . et les points en lesquels Q est coupée par les mêmes 

transversales avec le point q par des droites С, С, C, les droites B, et G , , Btet G,, 
B, et C 3 se coupent en des points m, m, m 3 qui sont avec С intersection a des 
droites P et Q sur une même droite I. 

II est év ident q u ' o n p e u t p r e n d r e les dro i tes D, P , I p o u r les d o n n é e s , le po in t p 

p o u r o r ig ine des t ransversa les B, B a B 3 , c o u p a n t P et I aux p o in t s Ь.ЫЬъ, et 
mtmjn3i et l 'on en conc lu ra q u e les po in t s d ' i n t e r sec t ion des d ro i t e s G, et T, , C, 
et T\, Gj et T 3 , . . . sont en l igne dro i te avec le point a. On p o u r r a i t aussi d o n n e r les 
d ro i t e s D, 0 , 1 , le p o i n t ( / p o u r o r ig ine des t ransversa les C, G, C 3, qui coupen t 
les d ro i t e s Q et I aux po in t s c, c2 c3, et mi im ra3, et l 'on en conc lu ra q u e les 
po in t s d ' i n t e r sec t ion des d r o i t e s B, et T,, B,e t 1\ , B 3 e t T 3 . . . . . son t s u r u n e d r o i t e P 
passan t p a r le po in t a. 

1 0 4 . L ' u n des t rois po in t s d, p, ( /peut ê t r e s i t ué à l ' inf in i ; soit 

1° Le p o i n t d s i tué à l ' inf in i ; les t r ansversa les T, T, T 3 s o n t , d a n s ce ca s , 

paral lè les à D ; 

Soi t 2° le po in t p s i tué à l ' infini ; les t r ansversa les B, B a B 3 son t para l lè les à D ; 

Soi t 3°le point*/ s i t uéà l ' infini; l e s t r ansversa les С,С 2 С 3 , . . . son t a lo rs para l lè les à D. 

Dans les t ro is cas on en conc lu t ce t h é o r è m e , q u e n o u s a p p l i q u e r o n s , p o u r p lu s 

de c la r té , au p r e m i e r cas (fig. 95 ) : Si l'on a trois droites D, P , Q, qui se coupent deux 

à deux, et deux points p et q sur Tune d'elles D ; si Ton mène une série de parallèles à 

relte droite et coupant les deux autres droites P et Q, que Ton joigne les points de P au 

point p , et les points de Q avec le point q , les droites B, et C I } B 2 et C 2 se croisent 

en des points m, mt m.; qui sont, avec T intersection a des droites P et Q , sur une 

même droite I. Ce cas se dédu i t des fig. 86 et 8 7 , en ne cons idé ran t que la c o n s t r u c 

tion exécutée su r le plan ho r i zon t a l . 

105 . Si l 'on p r e n d D, P , I p o u r les dro i tes d o n n é e s , le po in t p p o u r or ig ine des 

t ransversa les B ; B 2 B,, on en conc lu ra q u e les po in t s d ' in te r sec t ion des d ro i t e s 

G, et T,, C 2 et T 2 , G3 et T, sont sur u n e m ê m e dro i te avec le po in t a Si l 'on p r e n d 

les dro i tes D, Q, I et le po in t g p o u r o r ig ine des t ransversa les C, G, C 3 on t r o u 

vera q u e les dro i tes B, et T„ B 2 et T a , B 3 et T 3 se c o u p e n t en des po in t s s i tués su r 

une dro i te passan t par le po in t a. On p o u r r a d o n c énoncer le t h é o r è m e su ivan t : 

Si Ton a trois droites D , P , 1 et deux points p et q sur Tune d'elles D ; que, par Тип 
<le ces points p , on mène tant de transversales B, B 2 B 3 que Ton voudra; que l'on 

joigne les points d'intersection de ces transversales et de la droite I avec le second point 

q de D par les droites C t C a C 3 ; que, par les points d'intersection de ces mêmes trans

versales et de la droite P on mène des parallèles Т Д . . . à la droite D , ces parallèles T 

et les droites G se coupent en des points situés sur une droite passant par le point d'inter

ne l'am a des droites P et !, 



1 0 6 . De ces propositions on peut déduire les réciproques suivantes : 

r Si l'on a quatre droites D, P, Q, I (fîg. 94 ) , dont trois concourent au même point a, 

et coupent chacune la quatrième ; que fon joigne tous les points de l'une des premières 1 

avec deux points p et q, pris sur la quatrième, les droites menées au point p couperont P ; 

les droites menées au point q couperont Q ; enfin, toutes les droites menées par les 

points b, et c , , b 3 et c, , b 3 et c 3 ainsi obtenus vont couper la droite D au même 

point d, ou lui sont parallèles (fig. 9 5 ) . 

Si l'on joignait les points de Q avec les points q et d, on trouverait de même 

que toutes les droites B I B a B 3 concourent au même point p de la droite D. 

Si l'on joignait les points de la droite P avec les points p et cl, on trouverait que 

toutes les droites C, C a G3 concourent au m ê m e point q de la droite D. 

2° Si Ion a trois droites P,Q,I issues d'un même pointai et unpoint d hors de ces droites; 

que du point d on mène deux transversales quelconques T I et T 2 coupant les droites P 

et Q respectivement aux points b, et b 5 , c, et c, 5 si Con prend deux points quelconques 

in i et m, sur la troisième droite T, etquon les joigne aux points d'intersection précédents, 

les droites B, et B, se couperont en unpoint p , et les droites C, et C a en un point q, et les 

trois points d, p, q sont en ligne droite. 

Si l'on eût donné le point p, et mené les transversales B, et B 2, on aurait trouvé 

les deux points d et q en l igne droite avec le point p; de même, donnant le point 

q et menant les transversales C, et C,, on trouvera les deux points ci et p en l igne 

droite avec le point q. 

3° Si l'on a trois droites P ,Q, I (fig. 95) concourant au même point a, et deux droites 

parallèles T, et T 3 , coupant P etQ respectivement en b et b2, ct et c, 5 que l'on joigne ces 

points avec deux points pris arbitrairement sur ï , les droites B , e i B 3 se couperont en 

un point p , C, et O en un point q, et les deux points p ci q sont sur une droite D paral

lèle à T et T \ 

107 . Si l'on a deux droites P etQ (fig. 9 6 ) , quon tes coupe par une série de trans

versales parallèles T, T, T 3, que par les points b1 b 3 b 3 , c, c a c 3 où ces trans

versales rencontrent V et Q, on mène deux séries de droites parallèles B, B, B 3, 

C, C, C„ les droites B, et C,, B^et C î ? B 3 et C3, se couperont en des points 

m, m 2 m 3 , qui seront en ligne droite avec le point a, intersection de P etQ. 

En elle t, si l'on considère les droites P e t Q comme les traces horizontales de 

deux plans et les transversales T comme les traces horizontales de plans auxi

liaires parallèles, coupant les plans donnés suivant les droites B e t C, l es po in ts 

m intersection des droites B et C appartiendront, ainsi que le point a, à la p r o 

jection horizontale de l ' intersect ionI des deux plans donnés ; tous ces po in t s m 

seront donc situés sur une même droite. 



108. On conclut év idemment de là ce théorème réciproque : Si Con a (rois 

droites P , Q } I , concourant au point a, que par tous les points m, , m , , m 3 , de l'une 

d'elles I on mène deux séries de droites parallèles B, , B a , B 3 , et C t , C a , C 3 , les 

premières couperont P et les secondes couperont Q en des points tels ejue les droites qui 

joindront b et c , , b a et c a , b 3 et c 3 seront toutes parallèles entre elles. 

109 . PROBLÈME 17 . Étant donnés deux droites V et Q concourant en un point situé hors 

des limites du dessin et un point m , faire passer par m une droite qui concoure au même 

point que les droites P et Q. On sait résoudre ce problème par les deux construc

tions suivantes . 

I o Menons une droite quelconque T (fig. 9 7 ) coupant P et Q aux points b etc, 

joignons bm et cm, ces droites coupent respectivement Q et P aux points ci et b, ; 

unissons ces points par une droite T J 5 rencontrant T au point d, par ce point m e 

nons une troisième droite T A coupant P et Q aux points b2 et c a , jo ignons bt c a et b3 c,, 

ces droites se coupent en un point m, appartenant à la droite demandée . En effet, 

considérons P , Q , T , comme les traces horizontales de trois plans passant par un 

même point de l'espace dont m serait la projection hor izonta le ; B et C seront 

les projections horizontales des intersections du plan T avec les plans P et Q : 

considérant alors le point cx comme la projection horizontale d'un po int du plan 

P et ft, c o m m e celle d'un point du plan Q , enfin T A c o m m e la trace horizontale 

d'un second plan auxi l ia ire , il coupera les plans P et Q suivant des droites dont 

Bt et C i sont les projections horizontales , et par suite m, serait la projection hori -

zontale d'un second point de l ' intersection des plans P et Q. 

On pourrait par le point d mener tant d'autres transversales que l'on voudrait, 

et continuant la même construction on obtiendrait une série de points m, n\, m,..... 

qui seraient en l igne dro i te , d'où l'on peut conclure facilement un nouveau 

théorème de transversales qu'il est inutile d'énoncer ici . 

2° Du point m (fig. 9 8 ) abaissons sur les droites P et Q, des perpendiculaires 

qui les coupent aux points b et c, jo ignons bc, menons b'c parallèle à bc et par les 

points b' et c les parallèles P' et Q' à P et Q, ces droites P ' et Q' se coupent en 

un point m appartenant à la droite cherchée. En effet, considérant P et Q 

comme les traces horizontales de deux p l a n s , m comme la projection horizontale 

d'un point de leur intersect ion, mb et me comme deux l ignes de terre , on ren

trera dans la construction du problème XYI ( n ° 1 0 1 ) , P ' et Q' seront les pro

jections de deux horizontales des plans P et Q situées à la m ê m e hauteur , et se 

coupant en un point m de la projection horizontale de l'intersection des plans P 

e t Q . 

1 1 0 . PROBLÈME 18. Trouver l'intersection dune droite D et d'un plan P . I o Si par 

la droite D (fig. 9 9 ) , on fait passer un plan auxiliaire X, qu'on cherche son in» 



terseclion des droites I avec P, le point x intersection des droites I et D sera le 

point demandé. 

Parmi les plans que l'on peut faire passer par la droite D, nous en d is t ingue

rons sept , qu'il sera préférable de choisir quand la disposition de la figure le per

mettra , ce sont : 

1° Le plan projetant horizontalement D ; 

2° Le plan projetant verticalement D ; 

3° Le plan dont D est la l igne de plus grande p e n t e , par rapport au plan ver

tical ; 

4° Le plan dont D est la l igne d e plus grande p e n t e , par rapport au plan hori

zontal ; 

5° Le plan mené par D parallèlement à la l igne de terre ; 

6° Le plan dont la trace horizontale est parallèle à H p ; 

7° Enfin le plan dont la trace verticale est parallèle à V". 

Les intersections de ces plans avec le plan donné P couperont toute la droite 1) 

au même point x, qui est le point cherché. Dans chaque cas particulier, on choi

sira celui de ces plans qui conviendra le m i e u x ; il serait inuti le de les représenter 

tous sur la figure ; on peut facilement s'y exercer. 

2° Par le choix du plan auxiliaire, les projections \ h et D A , et F et D u peuvent se 

couper sous des angles très-aigus, alors les points xh et xv et par suite le point x 

sont mal déterminés . Mais on peut toujours choisir à priori le plan auxiliaire X 

de manière que F et D f c , par exemple, se coupent sous un angle droit ou presque 

droit. Pour cela je mène dans le plan P une droite A telle que A* soit à peu près 

perpendiculaire sur Bh ce qui est toujours possible puisque je peux me donner A'1, 

à volonté, pour conclure A"; si ensuite par un point m de D je mène une parallèle 

A' à A, si jefais passer un plan X par les droites 1) et A', s i je cherche l ' intersection 1 

des plans Pet X , le point x , où les droites I et D se coupent, est le point demandé. 

Remarquons que les droites I et A doivent être parallèles, ce qui servira à vérifier 

l'exactitude des constructions. 

3° On peut encore résoudre le même problème par un changement de plan de 

projection ou un mouvement de rotation, ayant pour but de ramener le plan P à 

l'un des plans de projection ( n o s 5 5 et 6 7 ) , car alors son intersection avec D se 

projette sur ce plan à l'intersection de la trace du plan et de la projection de la 

droite (n° 56 2° ) . Prenons donc un nouveau plan vertical de projection perpen

diculaire au plan P (fig. 1 0 0 ) , la l igne de terre V T' sera perpendiculaire à H*. 

On trouvera les droites V' p et D"' se coupant en xv/, d'où l'on conclut xh puis x1 

qui sont les projections du point cherché. On aurait pu prendre un nouveau plan 



horizontal L"T" perpendiculaire au plan P , alors la projection xh" sera l' intersection 

de D*" et H p . 

Remarquons que si l'on prend L T plus haut sur la feuille de dessin, le point xv 

se trouve plus vers le haut d e l à feuille de dess in , et vice versa; en prenant donc 

L T plus bas , le point xv/ descend en même temps, de sorte qu'en choisissant la 

nouvelle l igne de terre le plus bas possible sur la feuille de dessin , on obtiendra 

des points d'intersection très-éloignés du plan horizontal , et que ne fournirait 

aucune autre méthode. 

Si l'on changeait de plan hor izonta l , on devrait alors par une raison toute s e m 

blable choisir la nouvelle l igne de terre perpendiculaire à V p et le plus haut p o s 

sible. Enfin on pourrait rendre le plan P perpendiculaire au plan vertical ou au 

plan horizontal de project ion, en le faisant tourner autour d'un axe perpendicu

laire au plan vertical , ou perpendiculaire au plan horizontal, la droite D se m o u 

vant dans les deux cas avec le plan P . 

1 1 1 . PROBLÈME 1 9 . Trouver l'intersection d'une droite avec un plan donné par une 

droite et un point. 1 ° soient (fig. 1 0 1 ) le plan ( P , p ) donné par la droite P et le 

point p, et la droite donnée D ; il faut (n° 1 1 0 , 1 ° ) par la droite D faire passer un 

plan auxiliaire et chercher son intersection avec le plan P ; or on peut choisir le 

plan passant par la droite D et le point p, de sorte que l'on connaît déjà un point p 

de l' intersection I; pour en avoir un second p o i n t , je mène par le point p des 

droites P ' et D' respectivement parallèles aux droites P et D ; les plans sont alors 

donnés par des droites parallèles , et en menant u n second plan auxiliaire X h o 

rizontal, il coupera les quatre droites respectivement aux points 7i et 7/ , d et è' qui 

déterminent les intersections A et B de ce plan X avec les plans ( P , P ' ) et ( D , D ' ) , 

et enfin les droites A et B se rencontrent en un point m de l'intersection 1 , qui 

est ainsi entièrement connue . Enfin cette dernière droite I rencontre D en un 

point x qui est le point demandé. 

2° On pourrait prendre le plan X parallèle au plan vertical, ou perpendicu

laire à l'un des plans de projection. On résout très -s implement ce problème en 

prenant pour plan passant par D son plan projetant vertical, comme nous le mon

trerons dans le problème suivant (n° 113 , 2 ° ) . 

3° Si l'une des droites données , P par e x e m p l e , était parallèle au plan hori 

zontal, P W serait parallèle à LT et par conséquent à Y 1 , on ne connaîtrait plus alors 

le point 7u, mais dans ce cas il est évident que le plan X q u i est horizontal coupe le 

plan ( P , p ) suivant une horizontale ou parallèle à la droite P , qui sera détermi

née, car on pourra encore avoir le point 7 / , en prenant P' , non plus parallèle à P , 

mais passant par le point p et un point quelconque de P . 

4° Si la droite P était la trace H p du plan, on prendrait pour P ' une verticale^ 



ou u n e hor izon ta le de ce p l a n , et a lors on chois ira le plan X de m a n i è r e à ce 

qu ' i l soit para l lè le au p lan ver t ical de p ro j ec t ion . 

Enfin si la d ro i t e P étai t u n e l igne de p lus g r a n d e p e n t e du p l a n , el le suffirait 

p o u r le d é t e r m i n e r ( n° 38 ) ; d a n s ce cas on n e p o u r r a i t p l u s d o n n e r le po in t p. 

et l 'on cho i s i ra i t p o u r p lan passant p a r la d ro i te D, celui d o n t ce t te d ro i t e sera i t 

la l igne de plus g r a n d e p e n t e par r a p p o r t au m ô m e p lan ; on r e n t r e r a i t a insi d a n s 

un p r o b l è m e déjà résolu (n° 1 0 0 ) . 

4 1 2 . On p o u r r a i t e n c o r e c h e r c h e r l ' i n te r sec t ion d ' u n e d ro i t e avec i m p l a n d o n n é 

d a n s d ' au t r e s cas pa r t i cu l i e r s , p a r exemple , l o r sque les deux t races se confonden t 

en u n e seu le d ro i t e , et tout a u t r e q u e l 'on pou r r a i t concevoi r ; tous ces cas se r é 

s o u d r a i e n t pa r les m ô m e s p r i n c i p e s . 

4 1 3 . PROBLÈME 2 0 . Par un point donné mener une droitequi. s'appuie sur deux 

droites données : 

î° Pa r le po in t d o n n é et pa r c h a c u n e des d ro i t e s d o n n é e s on peu t faire passer 

un p i a n , l ' i n t e r sec t ion de ces deux p l ans sera é v i d e m m e n t la d r o i t e deman

dée ; on r e n t r e r a ainsi d a n s la cons t ruc t i on du p r o b l è m e p r é c é d e n t (n° 441) , 

où pifig- 404 ) r e p r é s e n t e r a le po in t d o n n é , P et D les deux d ro i t e s d o n n é e s , 1 

la d ro i t e che rchée 5 c o m m e vérif ication, les p ro jec t ions de cet te d r o i t e 1 do ivent 

couper celles de P el D en des po in t s if et f, xv et xh s i tués respec t ivement sur 

une m ê m e p e r p e n d i c u l a i r e à la l igne de t e r r e (n° 8 ) . 

2° Nous pouvons r é s o u d r e ce p r o b l è m e en faisant passer un p lan pa r le po in t 

d o n n é m (fig. 402 ) et par l ' une des dro i tes A, pu is c h e r c h a n t l ' in tersec t ion de ce 

plan avec la seconde dro i te B, n o u s o b t i e n d r o n s son in te r sec t ion avec le p lan 

• \ , m), en m e n a n t deux dro i tes K et G p a r m et deux po in t s q u e l c o n q u e s b eta de A, 

elles se ron t é v i d e m m e n t d a n s ce p lan et c o u p e r o n t le p lan vert ical élevé su r B* en 

des j o i n t s k et g de l ' i n te r sec t ion R de ces p l a n s ; p u i s la d r o i t e ¡1 r e n c o n t r e la 

d ro i t e B au po in t x qu i a p p a r t i e n t à la d ro i t e D d e m a n d é e , car cet te d r o i t e , ayant 

deux po in t s x e t m dans le p l an ( A, m ) , y est c o n t e n u e tou t en t i è r e et p a r c o n s é 

q u e n t elle r e n c o n t r e la d ro i t e A en u n po in t •«/. 

l l i . Il serai t facile de t rouver d ' a u t r e s so lu t ions de p lus i eu r s des p rob lèmes 

p récéden t s , de var ie r les données de q u e l q u e s - u n s d ' e n t r e eux et d 'en p roposer 

de n o u v e a u x ; ce qu i p r écède suffit p o u r pouvoir les r é s o u d r e tous . Au reste 

nous a u r o n s l 'occasion d 'en r e n c o n t r e r encore q u e l q u e s - u n s dans la sui te de 

<-e cou r s (*). 

CEPENDANT IL N'EST PAS SANS INTÉRÊT DE MENTIONNER D'UNE MANIÈRE PARTICULIÈRE LE PROBLÈME dam» TE-
s 



Angles des droites et des plans. 

i 15. PROBLÈME 2 1 . Trouver l'angle de deux droites. L'angle de deux droites est 

la quantité dont les directions de ces droites s'écartent l 'une de l'autre ; il en ré

sulte que : 

1° Deux droites peuvent faire un angle sans se c o u p e r ; 

2° Deux droites parallèles font entre elles un angle nul ; 

3° L'angle de deux droites qui ne se coupent pas, sans être parallèles, est égal 

a l'angle de deux parallèles à ces droites menées par le même point . 

On n'aura donc jamais à chercher que l'angle de deux droites qui se coupent; car, 

s il en était autrement, par un point pris à volonté, on mènerai tdes parallèles à ces 

droites (n°24) , et l'on chercherait l'angle de ces dernières . Soient donc les deux 

q u e l le p l a n P a u r a i t ses t r aces V p et H p c o n f o n d u e s e n u n e seu le l igne d ro i t e P , , e t d a n s l e q u e l la d ro i t e 

1) a u r a i t ses p ro j ec t i ons Dh e t D " c o n f o n d u e s e n u n e seu le l igne d r o i t e D^ 

Dans ce c a s , le po in t -m, i n t e r s ec t i on d u p l a n P et d e la d ro i t e D, a u r a i t s e s p ro jec t ions mh et m" c o n 

fondues e n u n seul po in t m^. 

Le p o i n t m se ra i t situe' su r le p l a n B , b i s sec teur des ang l e s d i è d r e s S. P et I . A. 

Dés ignons p a r p l e p o i n t e n l e q u e l le p l a n P c o u p e la l i gne de t e r r e L T , e t p a r d le p o i n t e n l eque l ia 

d ro i t e D c o u p e ce t t e m ê m e l igne LT. 

Si n o u s c o n c e v o n s u n e sui te de d ro i t e s D., D ' , D " , e t c . , p e r ç a n t la l igne de t e r r e a u m ê m e po in t d , et 

d o n t les p ro j ec t ions se t r o u v e n t c o n f o n d u e s e n les d ro i t e s D„ D ' t , D " , , e t c . , tou tes les d ro i t e s D , D' . 

D", e t c . , s e r o n t s i tuées d a n s le p l a n b i s sec teur B. 

Dès lors , les po in t s m , m', m", e t c . , e n l e sque l s les d ro i tes D, D ' , D " , e t c . , p e r c e n t r e s p e c t i v e m e n t le 

p l an P , s e r o n t s u r u n e d r o i t e K in t e r sec t ion des p l a n s P et B : dès lors les po in t s m , , m ' , , m"„ e t c . , se

ron t su r u n e l igne d r o i t e .1 passan t p a r le p o i n t p. 

Ce qu i p r é c è d e n o u s p e r m e t d ' é n o n c e r le t h é o r è i n e s u i v a n t , re la t i f a u x t r ansve r sa l e s . Fig. 105 bis. 

Étant données deux droites 3 et P , se coupant en un point p , si d'un point d de i on mên$ uut 

suite de droites D , , D ' , , D " , , e t c . , coupant respectivement la droite P , en les points q , q ' , q " , etc ; si 

des points q , q ' , q" , e t c . , on mène une suite de perpendiculaires à la droite LT, ou une suite de pa

rallèles entre elles et faisant avec la droite LT un angle ces droites coupant LT aux points r , r , 

i " , e t c . Si du point d , on mène une droite Y perpendiculaire dLT, ou faisant avec LT un angle a . 

cette droite étant dès lors parallèle aux droites q r , q ' r ' , q V , e t c . , si par le point s en lequelY coupe 1-

>>n mène des droites s r , s r ' , s r ' ' , e t c . , ces droites couperont les droites D,, D ' t , D" , , e t c . , respectivement 

aux points m,, m ' , m " , , e t c . , lesquels seront en ligne droite avec le point p . 

Et c o m m e tou te d r o i t e d o n t les p ro jec t ions son t c o n f o n d u e s , est s i tuée d a n s le p l a n b i s sec teur B , on 

p o u r r a m e n e r les d ro i tes l ) t , D
r , , IV',, e t c . , p a r des poin ts différents , d, d', d", e t c . , s i tués su r LT, et n o n pai 

!e m ê m e po in t d ; ma is a lors o n dev ra m e n e r p a r c h a c u n des poin ts d, d', d " d e s dro i tes Y, Y' , Y" , e tc . 

qui d o n n e r o n t s u r la d ro i t e P, , des p o i n t s s , s ' , .s", e t c . , et a lo rs il f audra j o i n d r e les po in t s setr — s' e t r ' — 

s" et r '—-, e t c . , p o u r o b t e n i r les po in t s m,, m ' , , m" , , e t c . , lesquels s e ron t avec le po in t p en l i gne d ro i t e . 

On t r o u v e r a i t des t h é o r è m e s de t r ansve r sa l e s a n a l o g u e s , si Ton cons idé ra i t u n p l an P pe rpend icu 

laire au p lan B ' , b i ssec teur des ang le s dièdres"s . A et P."f, et des d ro i t e s D, D ' . D " , e t c . , s i tuées d a n s ce-

p lan bissecteur B ' . 



droi tes A et b (fig. 103) qu i se c o u p e n t au po in t m; ces d e u x dro i tes d é t e r m i n e n t 

un p lan Q don t la t race h o r i z o n t a l e est H Q ; r aba t tons ce p lan Q s u r le p l an h o r i 

zonta l (n° 76) , en chois i ssan t , p o u r p lus de s impl ic i té , le nouveau p lan vertical 

de project ion passan t pa r le po in t m, les d ro i t e s A et B se r a b a t t r o n t en A' et B' et 

l 'angle am'b sera l ' angle d e m a n d é . 

On p o u r r a i t e n c o r e c h e r c h e r les côtés A' et B' de cet ang le , en r a b a t t a n t les 

p lans p r o j e t a n t h o r i z o n t a l e m e n t A et B 5 p u i s c o n s t r u i r e le t r i ang l e a m b d o n t on 

conna î t r a i t les t ro is côtés , et il faudrai t q u e les po in ts m et mh se t rouvassen t su r 

une p e r p e n d i c u l a i r e à H". On p o u r r a i t auss i r e n d r e le p lan Q hor i zon ta l ou ver

tical p a r l ' une des q u a t r e m é t h o d e s c o n n u e s (n° 76 ) . Les f igures de ces c o n s t r u c 

t ions sont faciles à exécu te r , à l 'a ide de ce q u i p r é c è d e . 

R e m a r q u o n s q u e la d ro i t e oni—om est l ' h y p o t é n u s e d ' u n t r i ang l e r ec t ang le 

d o n t omk est un côté de l 'angle d r o i t ; de sor te q u e l 'on a om'>omh et , pa r consé

q u e n t , l ' angle am'b des deux d ro i t e s est p l u s q u e l ' angle amhb de l eu r s p ro jec t ions . 

Cependan t , l o r sque deux d ro i t e s A et B font e n t r e el les un angle d ro i t et que 

l u n e d 'e l les B est h o r i z o n t a l e , l 'angle q u e font e n t r e el les les p ro jec t ions A h et 

B h est dro i t , e t dès lors égal à l ' angle de l 'espace ; de m ô m e , si l ' u n e d 'e l les B est 

paral lè le au plan ver t ica l , l ' angle q u e font e n t r e elles kv et B" est d ro i t , et dès lors 

égal à l ' angle de l ' e space . Dès l o r s , si, s u r un p lan ob l i que pa r r a p p o r t aux deux 

p lans de p ro j ec t ions , on m è n e p a r un poin t m de ce p l an u n e ho r i zon t a l e H et u n e 

vert icale Y, pu i s deux l ignes d e p lus g r a n d e p e n t e , l ' une K, p a r r a p p o r t au p lan 

ho r i zon ta l , et l ' au t re G par r a p p o r t au p lan ver t ical , les angles (W1 Kh) et (Vv Gr) 

se ron t d r o i t s . 

116 . PROBLÈME 2 2 . Trouver la bissectrice de Tangle de deux droites. On p e u t ré

soud re ce p r o b l è m e , en c h e r c h a n t d ' abord l 'angle de ces d ro i tes (n° 1 5 ) , pu is 

d ivisant en deux par t i es égales l ' angle r a b a t t u formé p a r les d ro i t e s A' et B" 

(fig. 103) , la bissectr ice r e n c o n t r e r a la t r ace 11° en un poin t qui sera é v i d e m m e n t 

la t race hor i zon ta le de la b issec t r ice d e m a n d é e ; et c o m m e elle doit passer d ' a i l 

leurs pa r le po in t ?«, elle est e n t i è r e m e n t d é t e r m i n é e . Mais on peu t auss i t rouver 

cet te b issect r ice , sans c h e r c h e r p r éa l ab l emen t l ' angle des deux d ro i t e s d o n n é e s : 

pour cela, r e m a r q u o n s que si l 'on p r e n d deux l o n g u e u r s égales sur les droi tes 

A et B (fig. 101) , à par t i r du po in t m, en lequel elles se c o u p e n t , on formera un 

t r iangle i socè le , et la d ro i te , j o i g n a n t le poin t m au m i l i e u de la base de ce t r i ang le , 

sera la b i s sec t r i ce d e m a n d é e . 

Pour r é s o u d r e le p r o b l è m e p ré sen t é sous cet te forme, n o u s ferons t o u r n e r sépa ré 

men t les d ro i t e s d o n n é e s A et B a u t o u r d ' un axe vert ical passan t pa r leur point 

d in tersec t ion m, j u s q u ' à ce qu 'e l les soient a r r ivées d a n s les posi t ions A' et B', où 



eJles sont paral lèles au plan vertical de pro jec t ion (n* 6 1 ) ; déc r ivan t e n s u i t e , du 

c e n t r e m" et avec un r a y o n q u e l c o n q u e , un a rc de cerc le c o u p a n t A'" e t B / f ! en e'" et 

et', r a m e n a n t les po in t s e et a" en e et d s u r A et B, p a r des m o u v e m e n t s inverses 

a u t o u r du m ê m e axe, la d ro i te E , menée d u poin t e au po in t d, sera é v i d e m m e n t la 

base du t r i ang le isocèle, son mil ieu n se p ro je t te ra aux mil ieux nh et rf des pro jec t ions 

E'' et 17 ; en tin la d r o i t e D, q u i u n i t les po in t s m e t n, est la b issectr ice d e m a n d é e . 

Il est essent ie l de ne pas p e r d r e de vue q u e les m o u v e m e n t s des dro i tes don 

nées A et B sont i n d é p e n d a n t s l ' un de l ' a u t r e , sans quo i elles ne deviendra ien t 

pas toutes deux paral lè les au p lan ver t ica l , pos i t ion à laquelle on ne les a m è n e que 

p o u r pouvoi r p r e n d r e s u r c h a c u n e d'el les des l o n g u e u r s égales me et mcl. 

Si les po in t s ci et b' so r ta ien t l ' un ou l ' au t r e ou tous les deux des l imites du 

d e s s i n , on p r e n d r a i t un p lan hor i zon ta l a u x i l i a i r e , c o u p a n t les dro i tes A et B e n 

des po in t s p et q tels q u e p et q se t rouvassen t dans les l imi tes du dessin ; ils ser

viraient d ' a i l l eurs à t rouver A ' e t B' , et le res te de la c o n s t r u c t i o n s 'achèverai t 

c o m m e ci dessus (*) . 

R e m a r q u o n s enfin q u e ces c o n s t r u c t i o n s d o n n e n t lieu à p lus i eu r s vérifications 

qu ' i l est inu t i le de s igna le r , ca r elles sont év identes si l 'on a lu avec a t t en t ion 

tout ce qu i p r é c è d e . 

117. PROBLÈME 2 3 . Trouver les angles que fait une droite avec les plans de projec

tion (fig, 1 0 5 ) . L 'angle d ' u n e droi te et d ' un p l a n , c'est l 'angle q u e fait cet te 

dro i te avec sa project ion su r le p l a n , donc les angles d e m a n d é s se ron t ceux q u e la 

d ro i t e d o n n é e D fait avec D'1 et D w ; il faut donc a m e n e r les p lans p ro je tan t la d ro i te D 

a se confondre avec l ' un des p lans de pro jec t ion , ou à lui ê t re para l lè les . Pour cela 

on peut p r e n d r e d i r e c t e m e n t ces plans-projetants p o u r nouveaux p l ans de projec

l ion, et l 'on t rouve a ins i l 'angle bab''~z que fait la d ro i t e D avec le p lan hor izon fa 

Dans u n t r a p è z e , l e s mi l i eux des coles pa ra l l è l e s , le po in t de c o n c o u r s des d iagona les e t l e mi l ieu de.« 

cotés n o n pa ra l l è l e s son t e n l i gne d r o i t e . La p ropos i t i on est é v i d e n t e d a n s u n t r a p è z e isocèle ab'c'a 

fig. 103 bis) ; car (dés ignant pa r o' le po in t en l e q u e l se c ro isent les d e u x d iagona les et par s le po in t en 

lequel se c o u p e n t les d ro i tes q u i , passan t p a r les m i l i e u x des côtés opposés , sont r e c t a n g u l a i r e s e n t r e elles 

les t r i ang les dsb' el ase' sont é g a u x ; pa r sui te les t r i ang les aso' et o'sb' son t aussi égaux : d o n c so' divise 

l 'angle b'sa en doux par t i es é g a l e s , e t , pa r c o n s é q u e n t , so1 passe par les mi l i eux de ab' et de de . Mais u n 

t r apèze q u e l c o n q u e ab cd p e u ê t r e cons idé ré c o m m e la p ro j ec t ion o r t h o g o n a l e o u ob l ique d'un, t rapèze 

isocèle , r a b a t t u en ab'c'd ; tes d i agona le s acel bd s e r o n t les p ro jec t ions des d iagona les rte' et b'd, la d ro i te 

so sera la p ro jec t ion de so1 et les po in t s e et g s e r o n t les p ro j ec t ions des p o i n t s e' et g' ; ma is ces de rn i e r* 

sont les mi l i eux des côtés ab' et de', e t , d a n s tout sys tème de pro jec t ion c y l i n d r i q u e , la pro jec t ion du 

poin t mi l ieu d ' u n e d r o h e est le po in t mi l ieu de la p ro jec t ion de ce t te d ro i t e : d o n c les poin ts e et g son! 

les m i l i eux dos dro i tes ab et cd. 

On d é d u i t de là u n m o y e n d e diviser u n e d r o i t e , u n a n g l e ou u n a rc d e ce rc l e en deux par t i es égales 

eit d ' é lever aussi ' ine p e r p e n d i c u l a i r e sur le mi l i eu d ' u n e d ro i t e , 



el l 'angle a6a"={3, q u e l l e fait avec le p lan ver t ica l . On peu t aussi faire t ou rne r les 

p lans p ro j e t an t la d ro i t e D re spec t ivemen t a u t o u r de l eu r s t races 6, bh ou a, cf p o u r 

les r a b a t t r e , su r le p l an ho r i zon ta l ou sur le plan vert ical de p ro j ec t i on , et I o n 

t rouvera de m ê m e les angles W 6 f c s = a et o / / V = ( 5 . Si les t races de Sa d ro i t e D u e sont 

pas d a n s les l imites du dess in , on p r e n d r a deux poin ts q u e l c o n q u e s m et n(fig. 106) , 

et l 'on t rouvera p a r des c h a n g e m e n t s de p l a n s de p ro j ec t ion les angles mnk •==-?. et 

lnm=jz¡3. Ou b i e n , par les po in t s m e t on abaissera des p e r p e n d i c u l a i r e s r e s p e c 

t ivement su r le p lan ho r i zon t a l et s u r le p lan ve r t i ca l , a u t o u r desque l l e s on fera 

t o u r n e r les p lans (D, D , l ) e t ( D , hv) j u s q u ' à ce qu ' i l s so ien t paral lè les au plan ve r t i 

cal ou au p lan h o r i z o n t a l , et l 'on a u r a de nouveau les angles mvrivkv=a, et 

118 . L o r s q u ' u n e d ro i t e fait des angles égaux avec les deux p lans de pro jec

t i o n , ses pro jec t ions font des angles égaux avec la l igne d é t e r r e LT, et ses t races 

sont éga l emen t é lo ignées de L T . En effet (fig. 1 0 5 ) , 1° les t r iangles abbu et 

baav son t égaux c o m m e a y a n t l ' hypo thénuse égale et un angle aigu éga l , donc 

<éh—abv et bbh==bbhz==aav==qa°, donc les t r i ang les aàûbhet bbhcf sont égaux , et par 

c o n s é q u e n t on a : abhà°c=bavbh, 

Si la d ro i te D r encon t r a i t la l igne de t e r r e , la m ê m e d é m o n s t r a t i o n subs is te 

r a i t , et si les pro jec t ions devaient se t rouver du m ê m e côté de L T , elles se con

fondraient (n° 17, 8°). 

2° Ce cas pa r t i cu l i e r est é v i d e n t , car un po in t q u e l c o n q u e de la d ro i t e I) est. 

a lors à égale d i s t ance des deux p lans de p r o j e c t i o n , d 'où l 'on d é d u i t l 'égali té des 

t r iangles ana logues aux p récéden t s . Or , on p e u t tou jours se r a m e n e r à ce cas : en 

•ffet, p r e n o n s , par exemple , un nouveau plan vertical paral lè le à l ' ancien et p a s 

san t par la t race ho r i zon ta l e a de la d ro i t e D , laquel le r e n c o n t r e r a a lors la ligne 

de t e r r e , et fera tou jours des angles égaux avec les deux plans de p ro jec t ion , donc 

IV et D , y font le m ê m e angle avec L T ; ma i s D" est para l lè le à D«", et L ' T à 1,1. 

donc D' et D'' font le m ê m e angle avec L T . 

R e m a r q u o n s q u e D'1 et D" sont pa ra l l è l e s , l o r sque la d ro i t e D ne traverse pas 

t angle P . S , Dans le cas c o n t r a i r e , elles sont dans la posi t ion que l 'on nomme 

anti-parallèles p a r r a p p o r t à la l igne de t e r r e L T . 

1 1 9 . PROBLÈME 2 1 . Trouver Cangle (Tune droite et d'un plan. 

1 ° Cet angle é tant celui q u e fait la d ro i te donnée avec sa project ion sur le plan 

d o n n é , il faudrai t r é s o u d r e , pa r r a p p o r t à la d r o i t e d o n n é e , le p r o b l è m e résolu 

m 0 48) par r appo r t à un point , et l 'on serait condu i t à c h e r c h e r l 'angle de deux 



droi tes (n° 1 1 5 ) . Mais nous r e m a r q u e r o n s q u e cela rev ien t à r e n d r e le plan P ho 

r i zon ta l ou ver t ica l , ce q u e l 'on peu t faire de q u a t r e m a n i è r e s différentes (n a 76 ) , 

en supposan t la d ro i te D inva r i ab lemen t liée au p l a n , de so r t e q u e l 'on doi t en 

t rouver les p ro jec t ions su r tou t nouveau p lan de pro jec t ion q u e l 'on cho i s i t , et 

aussi suppose r qu ' e l l e soit e n t r a î n é e d a n s les m o u v e m e n t s de ro ta t ion , si on en 

effectue, et qu ' e l l e déc r ive tou jours le m ô m e angle q u e le p lan . On est a lors 

r a m e n é à c h e r c h e r l ' ang le d ' u n e d ro i t e avec l 'un des p l ans de pro jec t ion (n° 117) . 

11 sera facile de su iv re tou tes les c o n s t r u c t i o n s su r la figure 1 0 7 . 

2 ° Ce p r o b l è m e p e u t auss i se r é s o u d r e d ' u n e a u t r e m a n i è r e , car si d ' u n po in t 

q u e l c o n q u e m de la d r o i t e D, on abaisse u n e p e r p e n d i c u l a i r e N s u r le p lan P 

(n° 8 2 ) , l ' angle des d ro i t e s D et N est le c o m p l é m e n t de l 'angle q u e fait la d ro i t e 

D avec le p l an P ; on est a insi r a m e n é à c h e r c h e r l ' angle de ces deux d ro i t e s (n° 1 1 5 ) , 

et l 'on en p r e n d le c o m p l é m e n t . 

1 2 0 . PROBLÈME 2 5 . Trouver les angles d'un plan avec les plans de projection (fig. 1 0 8 ) . 

L'angle de deux p l ans se m e s u r e p a r deux p e r p e n d i c u l a i r e s en u n m ê m e po in t de 

f in te r sec t ion c o m m u n e , et s i tuée d a n s chacun des deux p l a n s ; il en r é s u l t e q u e si 

le p lan d o n n é était p e r p e n d i c u l a i r e au p l a n ver t ica l , l ' angle qu ' i l fait avec le p lan 

ho r i zon ta l sera i t m e s u r é p a r l ' angle de sa t r ace ver t icale avec la l igne de t e r r e ; 

de m ê m e si le p lan d o n n é é ta i t p e r p e n d i c u l a i r e au p lan h o r i z o n t a l , l ' angle qu ' i l 

fait avec le p lan vertical sera i t é v i d e m m e n t m e s u r é pa r l ' angle de sa t race h o r i z o n 

tale avec la l igne de t e r r e . La réso lu t ion du p r o b l è m e cons is te ra d o n c à r e n d r e le 

plan d o n n é p e r p e n d i c u l a i r e success ivement au p lan ho r i zon ta l et au p l an ver t ica l 

de pro jec t ion , soit p a r u n c h a n g e m e n t de p lan (n° 5 2 ) , soit p a r un m o u v e m e n t de 

rota t ion ( n ° 6 4 ) . On t rouvera a i n s i , p a r les deux m é t h o d e s , l ' angle a q u e fait le 

plan P avec le plan h o r i z o n t a l et l 'angle ¡3 qu ' i l fait avec le p lan ver t ica l . Il est 

inut i le de déve lopper les c o n s t r u c t i o n s , on les su ivra fac i lement s u r la f igure. 

1 2 1 . Si du p o i n t AA ou K'v on abaisse u n e n o r m a l e IN' su r Y p / et u n e n o r m a l e 

\ " su r IL , en s u p p o s a n t le p lan ver t ica l de pro jec t ion relevé, iV sera p e r p e n d i c u 

laire à Taxe À' , et p a r c o n s é q u e n t auss i à u n e para l lè le à cet axe ou à H1'' m e n é e 

par le po in t r', donc elle est p e r p e n d i c u l a i r e au p lan P ' ; de m ê m e IN" est p e r p e n 

d icu la i re à l 'axe À , et pa r c o n s é q u e n t aussi à u n e para l lè le à cet axe ou à Y p , / , me 

née par le po in t sv, donc elle est p e r p e n d i c u l a i r e au plan P". Si l 'on r a m è n e les 

plans P ' et P " dans leur posi t ion ini t ia le P , les no rma le s Y et se r é u n i r o n t en 

une m ê m e d ro i t e p e r p e n d i c u l a i r e au plan P , donc N ' = N " . Donc enfin V " et \ * " 

*onl deux t angen tes au cercle décr i t du po in t A/' ou A'1' c o m m e c e n t r e , et avec IV 

ou N " p o u r r a y o n . 

1 2 2 . Si le p lan d o n n é fait des angles égaux avec les deux p lans de p ro j ec t i on , 

ses t races sont éga lement incl inées su r la l igne de t e r r e . Kn effet, L d 'un po in t 



q u e l c o n q u e o (fig. 109) de LT abaissons u n e p e r p e n d i c u l a i r e IN s u r le p l an d o n n é 

P , elle le r e n c o n t r e r a en u n po in t b, d u q u e l aba i s san t des pe rpend icu l a i r e s bi et 

bj su r les t races d u p l an P , n o u s fo rmerons dans l 'espace les deux t r i ang les obi et 

obj é g a u x , c o m m e ayant un côté c o m m u n et deux angles égaux c h a c u n à chacun . 

donc oi=oj et boi=boj, p a r su i te poiz=-poj (n° 1 1 8 ) , d o n c les t r i ang les poi et poj sont 

égaux , et p a r c o n s é q u e n t opi=opj. Su ivan t q u e les p e r p e n d i c u l a i r e s oi et oj, menées 

s u r H p et V p t o m b e n t de côtés différents ou du m ê m e cô té de L T , les t r aces fout 

des ang les égaux avec la m ê m e par t ie ou avec des pa r t i e s différentes de L T , et d a n s 

le second cas elles co ïnc iden t . Si le p lan d o n n é étai t paral lè le à la lgine de t e r r e , 

ses t races se ra i en t para l lè les à L T et s i tuées à la m ê m e d i s t ance de cet te l igne L T , 

de sor te qu 'e l les se confondra ien t si elles se t rouva ien t s i tuées du m ê m e côté . 

2 ° Dans le cas p a r t i c u l i e r d ' u n p l a n para l lè le à la l igne de t e r r e (fig. 1 1 0 ) , il 

est év iden t q u e ses t r aces doivent ê t r e éga l emen t d i s t an tes de L T , c a r , si d a n s le 

plan P ' , o n m è n e u n e d ro i t e ac p e r p e n d i c u l a i r e à L T , e l le sera d o n c p e r p e n d i c u l a i r e 

à la fois à Hp / e t à Y p / , p a r c o n s é q u e n t le t r iangle aoc est i socèle , d o n c Ton a : ao — oc. 

Cela posé : faisant t o u r n e r le plan P ' a u t o u r de ac, j u s q u ' à ce q u ' i l v ienne c o u p e r la 

ligne de t e r r e en u n p o i n t p , les t r i ang les aop et cop s e ron t égaux c o m m e ayan t un 

angle égal c o m p r i s e n t r e côtés égaux-, d o n c l 'on a : apo = cop, e l l e p lan P fait e n 

core des ang les égaux avec les d e u x p lans de p ro jec t ion . 

1 2 3 . PROBLÈME 2 6 . Par une droite donnée conduire un plan faisant un angle donne 

x avec le plan horizontal (fig- 111). 

Soit D la d ro i t e d o n n é e , les t r aces d u p lan c h e r c h é dev ron t respect ivement 

passer pa r les t races ho r i zon ta l e et vert icale a et b de D ; cela posé , m e n o n s par 

le poin t b un axe vertical A et concevons q u e le p lan P ait t o u r n é a u t o u r de cet 

axe j u s q u ' à ce qu ' i l soit a r r ivé en la pos i t ion P ' p e r p e n d i c u l a i r e au p lan ver t ica l , 

sa t race vert icale M" ne cessera pas de passe r p a r le p o i n t b et fera avec LT l 'angle 

x ; r a m e n a n t e n s u i t e ce p lan P ' à la posi t ion P q u ' i l doit occupe r d a n s l ' espace , le 

po in t p ' , i n t e r sec t ion des deux t races d u p lan P ' , déc r i ra s u r le plan hor izonta l 

un cerc le C , a u q u e l la t race H p / r e s t e t ou jou r s t a n g e n t e ; d o n c m e n a n t par le 

point a t angen te au cerc le C , ce l te t angen te sera H p , puis V p doi t passer par b et 

r e n c o n t r e r LT au m ê m e po in t q u e I I P . 

Si la t race I l p ne r e n c o n t r a i t pas LT d a n s les l imi t e s du dess in , on t rouvera i t un 

second po in t de V p en m e n a n t pa r un po in t q u e l c o n q u e de la d ro i t e D u n e hori

zonta le du p l an P . 

R e m a r q u o n s q u e ce p r o b l è m e ne peu t pas ê t r e résolu par un changemen t d< 

plan, ce qu i jus t i f ie l ' asser t ion q u e nous avons avancée à la lin d u n° 0 9 . C e p e n 

dant si la d ro i t e d o n n é e étai t la t race hor izonta le du p lan c h e r c h é , on pour ra i t 



e m p l o y e r indi f féremment l ' une ou l ' au t r e m é t h o d e ; ca r 4° p r e n a n t u n axe À que l 

c o n q u e on a m è n e r a i t le p o i n t p en p p u i s on t r ace ra i t la d ro i t e 1V p / faisant avec LT 

l 'angle « , ce qui ferai t conna î t r e un po in t b de V p ; 2° si l 'on p r e n a i t un p lan ve r 

tical p e r p e n d i c u l a i r e à FF, la t r a c e ver t ica le V / p ferai t avec E T l 'angle a, p u i s 

changean t de p lan vertical et p r e n a n t LT p o u r l igne de t e r r e , on en d é d u i r a i t V -

124 . S u p p o s o n s q u e la d r o i t e D ne r e n c o n t r e pas les p l ans de p ro jec t ion d a n s 

les l imites du dess in (fig. 442 ). Nous pouvons concevoi r d a n s le p l an c h e r c h é P 

une l igne de p l u s g r a n d e p e n t e K m e n é e par un po in t q u e l c o n q u e m de la d ro i te D ; 

si n o u s la faisons t o u r n e r a u t o u r d ' u n axe ver t ica l A , passan t par le po in t m, 

j u s q u ' à ce qu ' e l l e soit en K 'pa ra l l è l e a u plan ver t ica l , sa p ro jec t ion K'" fera a lors 

avec LT l 'angle a, et l 'on t rouvera sa t r ace ho r i zon ta l e a'. En la r a m e n a n t d a n s sa 

p r e m i è r e pos i t ion , cet te t r ace déc r i r a le cerc le G, u n a u t r e p o i n t q u e l c o n q u e n' 

de K' déc r i r a u n cerc le G', s i tué d a n s u n p lan hor izon ta l X, c o u p a n t la d r o i t e D 

en un po in t b pa r lequel passe u n e ho r i zon t a l e B du p lan c h e r c h é P , l aque l le est 

t angen te au cerc le G', pu i squ ' e l l e doit passe r p a r le po in t n, e x t r é m i t é d 'un 

r ayon , et ê t r e p e r p e n d i c u l a i r e à la l igne de p lus g r a n d e p e n t e K (n° 3 7 ) ; donc 

enl in H p se ra t a n g e n t e au cerc le G et para l lè le à B \ Enfin , on a u r a deux poin ts 

x et y de la t r ace ver t ica le V , pa r deux hor i zon ta l e s M e t R du plan P , l esquel les 

passe ron t par deux po in t s q u e l c o n q u e s m e t r de la d ro i t e D. 

4 2 5 . PROBLÈME 2 7 . Par un point donné, conduire un plan faisant un angle y. avec 

le plan horizontal et un angle 3 avec le plan vertical. P r e n o n s un axe q u e l c o n q u e A 

(fig. 108) su r le pian v e r t i c a l : concevons q u e le p lan c h e r c h é P ait t o u r n é a u 

tour de cet axe j u s q u ' à deveni r p e r p e n d i c u l a i r e au p lan ver t ical , sa t r ace \ p 

fera a lors avec la l igne de t e r r e l ' angle a, on la m è n e r a p a r un po in t q u e l c o n q u e 

de E T , elle fou rn i r a u n po in t /; de la t race V p . Si l 'on conçoi t un second axe A 

dans le plan hor izon ta l et q u e l 'on fasse t o u r n e r le p lan P a u t o u r de A' j u s q u ' à le 

r e n d r e ver t ica l , la t race FF" devra faire avec LT l ' angle ¡3. De p l u s , si du po in t 

\ ' ' ou A"'\ on abaisse des p e r p e n d i c u l a i r e s su r V T / et s u r FF", el les son t égales 

t n" 1 2 4 ) ; d o n c I F " sera t angen te au cerc le déc r i t du cen t r e A'4 et du r ayon N', 

puis II"'" r e n c o n t r e A' en un po in t «, qui a p p a r t i e n t à la t race ho r i zon ta l e IF'. Si. 

ma in t enan t , on r a m è n e le p lan P ' dans sa pos i t ion vér i t ab le , p i n t e r sec t ion de ses 

deux t r aces , décr i ra un cerc le a u t o u r d u po in t A f t, et l 'on devra du point a m e n e r 

une tangente à ce cerc le , ce sera la t race I F d e m a n d é e , et , par su i te , on au ra V 

qui doit passer par le po in t b ; d ' a i l l eu r s , si l 'on r amena i t P " dans la posi t ion P , le 

point (/" in te rsec t ion de ses deux t races , déc r i ra i t un a r c de cerc le a u q u e l V doit 

ê t re t angen te . On aura a ins i un plan faisant les angles a et (3 avec les [dans h o r i 

zontal et vertical de p ro j ec t i on ; il n 'y a u r a p lus qu ' a m e n e r par le point d o n n é un 

plan paral lè le au plan P n 38) , p o u r avoir résolu le p rob lème p r o p o s e . 



126, PROBLÈME 2 8 . Connaissant les traces horizontales de deux plans et les angles 

qu'ils font, avec le plan horizontal, trouver leurs traces verticales (fig. 9 3 ) . Soient IF et 

FF Jes t r aces hor i zon ta les d o n n é e s , p r e n o n s u n p lan ver t ical de pro jec t ion p e r p e n 

d icu la i re au p lan P , la t race vert icale V / p devra faire avec L T l 'angle a] p r e n o n s de 

m ê m e un p l an ver t ical de projec t ion p e r p e n d i c u l a i r e au p lan Q, la t r ace vert icale 

V"° devra faire avec L " T " l 'angle ¡3, il r es te à r a p p o r t e r les deux p l a n s P et Q au 

m ê m e p lan vert ical L T , les t races hor izon ta les H p et II Q ne c h a n g e r o n t p a s , el 

l 'on t rouvera les t r aces ver t icales V p et V o à l ' a ide d ' u n e hor izonta le de chacun des 

deux p l ans P et Q (n° 47 ) . 

127. PROBLÈME 2 9 . Trouver fangle de deux plans. Ce p r o b l è m e peu t ê t re r é 

solu de b ien des m a n i è r e s différentes ; n o u s a l lons en i n d i q u e r q u e l q u e s - u n e s . 

1.° Nous avons a p p r i s à t rouve r l ' angle d ' u n p lan avec les p l a n s de pro jec t ion 

i r 4 2 0 ) . On p o u r r a d o n c se r a m e n e r d a n s ce t te pos i t ion pa r t i cu l i è r e , soit en p r e 

nan t l 'un des p l ans d o n n é s p o u r nouveau p lan de p ro j ec t ion , soi t en le raba t tan i 

su r l ' un des p l a n s p r imi t i f s , n o u s p o u r r o n s o b t e n i r ce r é su l t a t p a r l ' une des 

q u a t r e m é t h o d e s c o n n u e s (n° 7 6 ) . Je ne fais q u ' i n d i q u e r cet te so lu t ion , afin q u ' o n 

s'y exerce ; n o u s avons déjà eu p l u s i e u r s c o n s t r u c t i o n s du m ê m e g e n r e . 

2° Si les deux p lans d o n n é s é ta ient p e r p e n d i c u l a i r e s à l ' un des p lans de p ro 

j ec t ion , l eu r s t r aces s u r ce p l an c o m p r e n d r a i e n t é v i d e m m e n t e n t r e elles u n angle 

égal à l ' angle d e s d e u x p l a n s ; o r , d a n s ce ca s , l ' in te r sec t ion des deux p lans est 

p e r p e n d i c u l a i r e au p lan de p ro jec t ion . P o u r r a m e n e r la figure dans cet te p o s i 

t ion p a r t i c u l i è r e , il suffira donc de r e n d r e l ' i n t e r sec t ion des deux p lans p e r p e n 

d icu la i re à l ' un des p l ans de p ro jec t ion , ce qu i nécess i te deux c h a n g e m e n t s de 

p lans (n H 51 ) , ou deux m o u v e m e n t s de ro t a t i on (n° 6 3 ) , ou b ien auss i un c h a n g e 

men t de plan et un m o u v e m e n t de r o t a t i o n , ou enfin un m o u v e m e n t de rota t ion 

et un c h a n g e m e n t de p l a n . Dans t ous les cas , il faut d ' abord c o n n a î t r e l ' intersec

t ion des deux p l a n s , et n o u s avons app r i s à la t rouver p r é c é d e m m e n t . Cela pose , 

si nous voulons d ' a b o r d emp loye r deux c h a n g e m e n t s de p l ans (fig 1 1 3 ) , soient P et 

(J les p lans d o n n é s par l eu r s t races H P , V P et H Q ,V t t , et ï l eur in t e r sec t ion d o n n é e 

pa r ses p ro jec t ions F et F ; afin de r e n d r e cet te in te r sec t ion I p e r p e n d i c u l a i r e au 

plan h o r i z o n t a l , nous p r e n d r o n s d ' abo rd p o u r p lan vert ical de p ro jec t ion p a r a l 

lèle à I, le p l a n p ro je t an t h o r i z o n t a l e m e n t ce t te d r o i t e , de sor te q u e L T ne sera 

au t r e q u e F ; et si nous c h e r c h o n s la pro jec t ion de l ' in tersec t ion I su r ce nouveau 

p lan , elle ne sera a u t r e que cet te i n t e r sec t ion I e l l e - m ê m e , et r e p r é s e n t e r a , en 

m ê m e t e m p s , \ " p et \ " Q . Nous p r e n d r o n s ensu i t e u n p lan hor izon ta l p e r p e n d i c u 

laire à cet te d ro i t e et , pa r c o n s é q u e n t , L"T" sera p e r p e n d i c u l a i r e à I. La pro jec

tion de I su r ce nouveau plan sera un seul po in t F " de la nouvel le l igne de t e r r e , 

po in t qui sera c o m m u n aux deux nouvelles t races H'"' et li"" : il faut t rouver ui» 



second point de c h a c u n e de ces deux t r a c e s , p o u r cela n o u s e m p l o i e r o n s u n e ver

ticale M du p lan P , don t la t r ace hor izonta le m s u r l ' ancien plan L T e s t à u n e d i s 

tance mm1'' de ce t te l igne de t e r r e , donc sa t r ace su r le nouveau p lan hor izonta l 

L"T" devra ê t r e à la m ê m e d i s t ance de la l igne de t e r r e L"T" , e t , p a r c o n s é q u e n t . 

en ni, et ce po in t a p p a r t i e n t à H"Q (n° 2 8 ) . De m ê m e , u n e ver t ica le K du plan 0 

fera conna î t r e un po in t k' de H " u . Puis l ' angle a fo rmé pa r H " a et Il " est l 'angle 

d e m a n d é , et a ins i ce lui q u e font e n t r e eux les p lans P et Q. 

3° On peu t r e m p l a c e r l 'un des c h a n g e m e n t s de p lans de pro jec t ion par un m o u -

s è m e n t de ro t a t i on ; par e x e m p l e , le second (jîg. 1 1 4 ) ; dans ce cas , ap rès avoh 

t rouvé la d ro i t e ï avec laque l le co ïnc iden t les t r aces V p e t V / Q , il faut faire t o u r n e r 

le sys t ème a u t o u r d ' u n axe A p e r p e n d i c u l a i r e au p lan ver t ica l , j u s q u ' à ce q u e 1 

soit d e v e n u e ve r t i ca l e ; si l 'on conçoi t u n e ver t ica le M du p lan P et u n e ver t ica le K 

du plan Q, p e n d a n t la r o t a t i o n , ces vert icales r e s t en t tou jours à la m ê m e d i s t ance 

du plan vert ical d e pro jec t ion et l eurs p ro jec t ions vert icales conse rven t auss i tou

j o u r s la m ê m e d i s t ance à I (n° 56 , 3 ° ) , n o u s p r e n d r o n s d a n s n o t r e f i g u r e , l 'axe A 

passant par le p i ed m de M , ce poin t a p p a r t i e n d r a d o n c tou jours à la t race h o r i 

zontale d u p lan P; aba issant la d ro i t e A.v/y p e r p e n d i c u l a i r e m e n t s u r i , y v iendra en 

y' et ce po in t y sera , en m ê m e t e m p s , l\'h ; j o i g n a n t les poin ts Yh et m , on aura I F ' 

Do m ê m e , la ver t icale K v iendra en K' et fera c o n n a î t r e u n po in t K'* ou x h de H 0 ' , 

qui doi t aussi p a s s e r p a r le p o i n t F ' o u y'. 

Enfin l ' angle des d ro i tes H p et I F c s t égale à l 'angle c h e r c h é , q u i est celui q u e 

font e n t r e eux les deux p l ans P et Q. 

•F On p o u r r a i t r e m p l a c e r au con t r a i r e le p r e m i e r c h a n g e m e n t de pian de p r o 

ject ion par un m o u v e m e n t de ro ta t ion , mais j e ne t race pas Y épure de ce cas , car 

il sera facile de l ' exécu te r d ' a p r è s ce q u i a é té dit c i-dessus. 

5° Enl in p o u r r é s o u d r e le p r o b l è m e p a r deux m o u v e m e n t s de ro ta t ion (fiy. 1 15). 

nous exécu te rons ce qu i su i t : par un p r e m i e r m o u v e m e n t a u t o u r d ' u n axe verti

cal A, q u e nous cho i s i s sons ici passan t pa r la t race ver t ica le b de l ' in tersect ion 1 

des deux p l ans P et Q, nous r e n d r o n s cet te in t e r sec t ion I para l lè le au pian ver t i 

cal. I* se p o r t e en F" su r L T en décr ivant un angle « A V = c p , a u t o u r de l 'axe A ; 

tous les po in t s des p l ans P et Q devron t d é c r i r e des angles égaux à ç>; les t races \ " ' 

«•t Y'1' se confonden t avec Y d é t e r m i n é e par les po in ts d et />; I F ' et IF ' doivent 

passer pa r le p o i n t a ; p o u r en avoir un second p o i n t , nous pouvons abaisser les 

pe rpend icu la i r e s A / lp et \hq s u r I F , puis c h e r c h e r les nouvel les pos i t ions des 

points p et </; nous t r o u v e r o n s a ins i le point q', en p r e n a n t l 'arc <jq égal à l 'arc 00 

du m ê m e cercle compr i s d a n s l 'angle 9 , et I on aura I F ' . Le poin t p é tant sut 

uoii-e figure très-voisin du point d les rayons \ \ / et \"}>, sont p r e s q u e é g a u x . 



d'où il résu l te qu ' i l serait difficile de fixer la pos i t ion du poml p, mais a lors ün 

cen t r e A'' e t avec un rayon q u e l c o n q u e p lus g r a n d q u e A'p , n o u s d é c r i r o n s un a re

de cerc le C, qu i coupe H'' en c et I'' en y, nous a u r o n s la pos i t ion d u p o i n t c ap r è s la 

ro ta t ion en p r e n a n t ec'==y-/,et la t race IF" devra passer p a r les poin ts d et c . 

Fa i sons m a i n t e n a n t t o u r n e r le sys tème a u t o u r d ' u n axe B p e r p e n d i c u l a i r e au 

plan vertical j u s q u ' à ce q u e l ' i n te r sec t ion F soit d e v e n u e ver t ica le , n o u s s impl i 

fierons la figure en faisant passer cet axe pa r le p o i n t d, la d r o i t e F v i endra en i 

ap rè s avoir décr i t a u t o u r de l 'axe B u n angle q u e dev ron t déc r i r e aussi t ous les 

po in ts des p l ans P ' et Q'; les t races vert icales Y p " et \ ° " co ïnc iden t enco re avec F 

Pour avoir FF" et H a " n o u s e m p l o i e r o n s u n e vert icale de c h a c u n de ces deux p l a n s , 

soient M u n e ver t ica le du p lan P ' e t K. u n e vert icale du p lan Q', du c e n t r e B"et d ' un 

rayon q u e l c o n q u e décr ivons un cerc le C', qu i c o u p e M / H en m , l ' e t K 1 en k'" ; cela fait, 

nous p r e n d r o n s les p ro jec t ions ho r i zon ta l e s rdh et k"1 des po in t s m et / / , celui-ci 

é tan t p a r h y p o t h è s e la t r a c e ho r i zon ta l e de la d ro i t e K', pu i s p r e n o n s les a rcs 

mvm/v=k'v k"*=./'}f'et nous a u r o n s en m"v et k"v les nouvel les p ro j ec t ions vert icales 

des po in t s m et k\ n o u s en c o n c l u r o n s l e u r s p ro j ec t ions hor izonta les m"h et k"\ 

qui sont en m ê m e t e m p s les p ro j ec t ions M'' ' et K"A des ver t ica les des p l ans ; nou> 

n 'avons pas écr i t ce t te d e r n i è r e no ta t ion su r la figure p o u r ne pas la c o m p l i q u e r 

sans nécess i té . Les deux p i ans P " et Q" é tan t a c tue l l emen t ver t i caux , l eu r s t races 

hor izonta les H"" et I F " dev ron t passer r e spec t ivemen t p a r i e s p o i n t s ni'h et //". 

elles do iven t aussi passer par le po in t elles sont donc d é t e r m i n é e s . E n lin le* 

t races H"" e t Í F " c o m p r e n n e n t e n t r e elles un angle a qu i m e s u r e l 'angle c h e r c h é 

celui des p ians P et Q. 

0° L 'angle de deux p l ans est d o n n é p a r deux p e r p e n d i c u l a i r e s m e n e e s a ce-

plans pa r u n m ê m e po in t de l eur in te r sec t ion I, ces deux n o r m a l e s sont dans un 

plan X (fuj. 1 4 0 ) p e r p e n d i c u l a i r e à L Ce p lan X é tant a r b i t r a i r e , nous mène

rons Í F p e r p e n d i c u l a i r e en u n poin t q u e l c o n q u e de 1 \ ce t te t race I F coupe ÍF es 

H en des poin ts x et y qu i sont les t r aces des droi tes don t 1 angle m e s u r e cébi

dos p l a n s P et 0 ; p o u r a p p l i q u e r ici la m é t h o d e o r d i n a i r e (n° 115) nous p r e n d r o n * 

F p o u r l igne de t e r r e L " F , et nous c h e r c h e r o n s la d r o i t e 1 sur ce p lan vertical do 

pro jec t ion , pu is r e m a r q u a n t q u e Y'x doi t ê t r e p e r p e n d i c u l a i r e à I, n o u s o b t i e n d r o n s 

a ins i le s o m m e t * de l 'angle « d e m a n d é ; nous le r aba t t ons en s' et l 'angle cica 

'•lié sera xs'y. Au lieu de t rouver le s o m m e t ,v par un c h a n g e m e n t de p l an , o n 

l 'ob t ien t aussi pa r un m o u v e m e n t de r o t a t i o n , en r aba t t an t le ¡dan vertical L"l 

au tou r d e s a t r a c o ver t icale /;//', a lors le p o i n t a v i e n t e n <é,le po in t 0 en d, l ' intersec

t ion 1 en F et la p e r p e n d i c u l a i r e os en o \ , on fait ensu i te d^—'ds" pu is />''•>• ----/A:. 

"•u r e t r o u v e le point >•', et l'on cons t ru i t l 'angle xs'y qu i est l 'angle d e m a n d e 



Si l'on c o m p a r e no t r e solut ion avec celle d o n n é e par les a u t e u r s des divers 

t ra i tés de géomét r i e descr ip t ive publ iés j u s q u ' à ce j o u r , on ver ra qu ' e l l e est 

i d e n t i q u e m e n t la m ê m e , ma is aussi on r e c o n n a î t r a q u e l ' emplo i de nos m é t h o d e s 

en simplifie c o n s i d é r a b l e m e n t l ' e x p l i c a t i o n , et la r e n d p a r c o n s é q u e n t b e a u c o u p 

plus facile à sais ir . 

Il est bon de r e m a r q u e r q u e la d r o i t e os=os=os" est u n côté de l 'angle droi t 

d ' un t r i ang le r ec tang le osa ou ds'd d o n t la d ro i t e oa~od est l ' h y p o t é n u s e , le 

point s est t ou jou r s e n t r e les po in t s o et a et p a r su i te on a tou jours xs'y">xay. 

7° P a r la m é t h o d e p r é c é d e n t e n o u s voyons q u e l 'angle c h e r c h é est d o n n é pa r 

le t r i ang le xsy d o n t on conna î t u n côté xy, on p o u r r a i t c h e r c h e r les deux au t r e s 

côtés en r a b a t t a n t les p lans P et Q, r a p p o r t a n t s u r les r a b a t t e m e n t s l ' in te rsec t ion l 

ET aba i ssan t des po in t s # et y des p e r p e n d i c u l a i r e s su r ce t te in te rsec t ion 5 on aurai t 

a lors à c o n s t r u i r e un t r i ang le d o n t on c o n n a î t r a i t les t ro i s côtés , et l 'on devrai t 

r e m a r q u e r q u e les a rcs de ce rc le déc r i t s des po in t s x e t y c o m m e cen t r e s et avec 

les deux côtés t rouvés p o u r r ayons do ivent se c o u p e r e n un po in t s i tué su r P . 

Nous a u r o n s l 'occas ion de d o n n e r c o m p l è t e m e n t ce t te cons t ruc t i on en résolvant un 

a u t r e p r o b l è m e . 

8° L o r s q u e deux p l ans se c o u p e n t , ils fo rmen t q u a t r e angles don t deux a igus 

égaux e n t r e eux et deux o b t u s auss i égaux e n t r e e u x ; Pangle aigu est celui q u ' o n 

n o m m e l 'angle des d e u x p l a n s à m o i n s q u e l 'on ne fixe le sens vers l eque l cet 

angle doi t ê t r e c o m p t é . Cela posé , si d ' u n po in t q u e l c o n q u e on abaisse des pe rpen 

dicula i res su r les deux p l a n s , ces p e r p e n d i c u l a i r e s forment aussi e n t r e elles deux 

ang îesa igus et d e u x o b t u s q u i sont r e spec t ivemen t égaux aux angles de m ê m e espèce 

c o m p r i s e n t r e les p l a n s . On p o u r r a d o n c t rouve r l 'angle de deux p l ans en abais

san t d ' un m ê m e poin t de l ' espace des pe rpend i cu l a i r e s su r les deux p l ans p roposés 

( n° 82 ), pu is c h e r c h a n t l 'angle de ces d e u x n o r m a l e s ( n° i 1 5 ) . En généra l si 

d ' un p o i n t p r i s dans l ' i n t é r i eu r d ' u n angle d i è d r e , on abaisse des pe rpend icu l a i r e s 

sur les faces de cet ang le , ces d ro i t e s c o m p r e n n e n t e n t r e elles un angle supplé

men ta i r e de l 'angle d i è d r e . 

C e t t e d e r n i è r e m é t h o d e n 'ex ige pas q u e l 'on conna i s se l ' in tersec t ion des deux plant.; 

CE qu i est que lquefo is t r è s - a v a n t a g e u x , car il p e u t a r r ive r q u e c e t t e d é t e r m i n a t i o n 

exige des c o n s t r u c t i o n s t r è s -compl iquées c o m m e n o u s l 'avons vu d a n s q u e l q u e s cas . 

128. PROBLÈME 3 0 , Diviser l'angle de deux plans P et Q en deux parties égales 

{ jig. 1 1 6 ) . Si l 'on suppose q u e le p lan b i s sec t eu r S exis te , il sera coupé par le 

plan X pe rpend icu l a i r e à la d ro i t e I in te r sec t ion des deux p l ans d o n n é s P et 0 

suivant une d ro i t e sz p e r p e n d i c u l a i r e à I au po in t s, et ayan t sa t race h o r i z o n 

tal.* • su r IV, et d iv isant l 'angle « ou xsy en deux par t i es égales . Il r é su l t e de la 



q u ' a p r è s avoir t rouvé l 'angle r a b a t t u xs'y(n° 127 , <>°) , il faut le diviser en d e u \ 

pa r t i e s égaies pa r u n e d ro i t e c o u p a n t IP en un po in t z, p a r lequel et p a r l e po in t 

a doit passer la t race h o r i z o n t a l e IV du p lan b i ssec teur che rché S , pu i s sa t race 

vert icale V s doi t passer p a r le po in t b, 

2 ° Si n o u s r a b a t t o n s les p lans P et Q (fig. 117) su r le plan ho r i zon ta l pa r la 

seconde m é t h o d e c o n n u e ( i r 7 0 ) , en les faisant r e spec t ivemen t t o u r n e r a u t o u r 

de leur t race h o r i z o n t a l e , l eu r in te rsec t ion I v iendra se p lacer r e spec t ivement 

en I' et en ï " ; si d a n s c h a c u n des deux p lans P et Q on conçoi t une d ro i t e A 

su r P et B su r Q éga lemen t d i s tan te de I , ap rè s le r a b a t t e m e n t du plan P , Sa 

dro i t e A, s i tuée d a n s ce p l a n , sera en A' para l lè le à 1'-, de m ê m e , ap rès le r a b a t 

t emen t du p l an Q, la d ro i t e B , s i tuée d a n s ce plan , sera en B " para l lè le à \ " ; les 

dro i tes A' et B " c o u p e n t r e spec t ivement les t races H p e t II" en x et en y, de sor te 

q u e xg sera la t race ho r i zon ta l e du p lan (A, B ) ; si l 'on divise xy en deux pa r t i e s 

égales au po in t s, ce po in t et le po in t a a p p a r t i e n d r o n t à la t r ace hor i zon ta le H* du 

plan b i s sec teu r S , q u i con t i en t en o u t r e u n e para l lè le à I m e n é e pa r le poin t z. 

Cette so lu t ion a , c o m m e on vo i t , b e a u c o u p d 'ana log ie avec celle q u e n o u s avons 

d o n n é e (n° 1 1 6 ) , p o u r t rouve r la b i s sec t r i ce de l 'angle de deux dro i tes sans cher 

che r cet a n g l e ; les po in t s e et d, s i tués s u r les deux d r o i t e s , à égale d i s t ance de 

leur po in t d ' in te r sec t ion m , son t r emplacés ici pa r les dro i tes A et B s i tuées sur 

les deux p l a n s et à égale d i s tance de l eur in te r sec t ion I ; et le p o i n t n, m i l i eu de 

i a d r o i t e ed7 est ici r e m p l a c é pa r u n e d ro i t e s i tuée sur le p lan (A, B), e t s i tuée à égale 

d i s l ance des d e u x d ro i t e s A et B. 

On p o u r r a i t e n c o r e r e m p l a c e r les dro i tes A et B para l lè les à I p a r deux d ro i t e s 

éga lement inc l inées s u r i , e t la r e n c o n t r a n t en u n m ê m e p o i n t ; la b i s sec t r i ce de 

l 'angle de ces d ro i t e s et l ' in te rsec t ion I , d é t e r m i n e r a i e n t le p lan b i s sec t eu r . Le 

cas des deux para l lè les n 'es t é v i d e m m e n t q u ' u n cas pa r t i cu l i e r de ce lu i - c i . 

3° Les no rma le s aux deux p lans d o n n é s P et Q (n° 1 2 7 , 2°) peuven t p a r t i r d ' un 

po in t i de l eur in te r sec t ion I , et si l 'on conçoi t le p lan b i s s ec t eu r , et q u e p a r le 

m ê m e po in t i on lui élève auss i u n e n o r m a l e , elle divisera en deux pa r t i e s égales 

l 'angle des no rma le s m e n é e s aux deux p r e m i e r s p lans P et Q p a r le po in t i; donc 

si nous c h e r c h o n s la b i s sec t r i ce de l 'angle de ces deux n o r m a l e s (n " 1 5 5 ) , ce t te 

bissectr ice et l ' in te rsec t ion 1 des p l ans d o n n é s d é t e r m i n e r o n t le p lan b issec teur 

d e m a n d é . R e m a r q u o n s q u e le p r o b l è m e actuel n e peu t se r é s o u d r e q u ' a u t a n t (pie 

I o n conna î t l ' in te rsec t ion 1 des deux p lans d o n n é s P et Q. 

129 . Nous t e r m i n e r o n s cet te s é r i e de q u e s t i o n s p a r deux p r o b l è m e s don t h. 

solut ion se d é d u i t i m m é d i a t e m e n t de celle d o n n é e p o u r t rouver l ' angle de deux 

plans (n1' 127, 6°). 



PROBLÈME M. Èlunl données les traces horizontales H" et H û de deux plans P et Q , 

faisant entre eux un angle donné a, et la projection horizontale de leur intersection ï , 

trouver leurs traces verticales "Vp et VQ (fig. 416) . Menant H X p e r p e n d i c u l a i r e à 

i \ elle coupe F F e t H Q aux p o i n t s x et y; p o u r avoir s, il faut su r xg d éc r i r e un 

segment capab le de l ' angle a, il c o u p e r a F au po in t s', déc r ivan t u n cerc le С du 
cen t r e о et d u r a y o n os, m e n a n t de a u n e t angen te I à ce ce rc le , é levant bhb p e r 

p e n d i c u l a i r e su r F , e t p r e n a n t bhb=^bhb, n o u s o b t i e n d r o n s le po in t b où se c ro i sen t 

les t r aces V et Y \ 11 est év iden t q u e l 'angle a n e doit pas ê t r e m o i n d r e q u e 

l 'angle xay; s'il lui é ta i t é g a l , les deux p l ans se ra ien t ver t icaux . On voit auss i qu ' i l 

v a deux so lu t ions , p u i s q u e , d u poin t a on p e u t m e n e r deux t angen te s au cerc le C. 

130. PROBLÈME 3 2 . Par une droite ï , située sur un plan donné P , conduire un plan 

Q faisant avec le plan P un angle a (fig. 1 1 6 ) , Menons enco re I F p e r p e n d i c u l a i r e à 

F , d é ! e r m i n o n s î su r le p l an vert ical L T , aba issons os p e r p e n d i c u l a i r e su r 1. 

p r e n o n s OS'Ï=. os, m e n o n s xs pu i s ys' faisant avec xs l ' angle « , le po in t y a p p a r 

t i end ra à I F q u i do i t aussi passer pa r a, p u i s V Q sera c o n d u i t de q à b. On aura 

encore deux so lu t ions , car on p e u t m e n e r ys de p a r t et d ' a u t r e de xs'. 

Des plus courtes distance*. 

•134. PROBLÈME 3 3 . Trouver la plus courte dislance d'un point à un autre point, 

KHe est m e s u r é e pa r la d ro i t e qu i un i t ces deux p o i n t s , on est d o n c condu i t ъ 
t rouver la vé r i t ab le l o n g u e u r d ' u n e p o r t i o n de d r o i t e c o m p r i s e e n t r e deux po in t s 

d é t e r m i n é s ; o r , 1° la p ro j ec t i on ver t ica le sera i t égale à la d r o i t e de l ' e space , si 

celle-ci é tai t para l lè le au p lan vert ical (n° 5 6 , 4°), c 'est p o u r q u o i n o u s p r e n d r o n s 

un nouveau p l a n ver t ical pa ra l l è l e à la d r o i t e , e t , p o u r p l u s de s i m p l i c i t é , nous 

chois i rons le p l an qu i la p ro j e t t e h o r i z o n t a l e m e n t ; a lors la l igne de t e r r e L T 

• jttj. 4 0 6 ) ne sera a u t r e q u e la p ro jec t ion ho r i zon ta l e D" de la d ro i t e D ; élevant 

donc su r cet te l igne des p e r p e n d i c u l a i r e s mhm—onf et nhn=pnv

f et j o i g n a n t mn. 

nous a u r o n s la d ro i t e D d e m a n d é e . Si pa r le po in t n on m è n e nk para l lè le à la 

pro jec t ion ho r i zon ta l e T)/! on forme u n t r iangle r ec tang le mnk, d o n t les côtés sont 

respec t ivement é g a u x , savoir : nk à la pro jec t ion hor izon ta le munh, mk à la diffé

rence de h a u t e u r des po in t s m et n, au -dessus du p l an hor i zon ta l ou à (onf—piï ) 

( n 5, F ) , e t don t l ' hypo ténuse est ia l o n g u e u r de la d ro i t e c h e r c h é e . De là on cou-

•dut une opéra t ion g r a p h i q u e t r è s - s imple p o u r c o n s t r u i r e la d ro i t e d e m a n d é e . 

•1 La dro i te D se ra i t d o n n é e en vér i tab le g r a n d e u r pa r sa pro jec t ion hor izon ta le 

M elle étai t para l lè le au p ian ho r i zon t a l , n o u s pouvons d o n c aussi c h a n g e r d; 

(dan hor izon ta l p o u r le p r e n d r e paral lè le à 1), et p o u r p lus de s impl ic i té nous 

iue!idioij> encore le plan projetai.).! vcr i iealement cet te dro i le F : la ligne de t.en • 



I / T ' e s t a lors confondue avec D", et n o u s devons p r e n d r e , su r des pe rpend icu la i r e* 

à cette l igne , mvm==omh et nvm=spnk. E n m e n a n t ml pa ra l l è le à D' ; n o u s formons 

un t r iangle r ec t ang le mnl, d o n t l ' h y p o t é n u s e est e n c o r e la l o n g u e u r de la d ro i te 

S), et don t les côtés de l 'angle d ro i t son t r e s p e c t i v e m e n t é g a u x , savoir : m a la 

project ion ver t ica le m V , et ni à la différence des d i s t ances des po in ts m et n au 

plan vert ical ou à (pnh — omh) (n° 5 , 2°). 

3° Au l ieu de r a m e n e r la d r o i t e D à ê t r e para l lè le au p lan ver t ica l en changean t 

de p l an ver t ica l de p r o j e c t i o n , on p e u t faire t o u r n e r la d ro i t e a u t o u r d ' un axe 

vertical A j u s q u ' à ce qu ' e l l e a i t a t te in t cet te posi t ion (n° 61 ) . P o u r p lu s de sine 

pl ici té n o u s cho i s i rons l 'axe A p a s s a n t p a r l ' un des po in t s d o n n é s , pa r le p o i n t m 

par e x e m p l e , la d r o i t e v i end ra a lors en D', el sa vér i table g r a n d e u r sera donnée 

p a r l a pro jec t ion D / y . 

4° E n f i n , on p o u r r a r a m e n e r la d r o i t e D à ê t r e para l lè le au p lan h o r i z o n t a l , 

en la faisant t o u r n e r a u t o u r d ' u n axe A' , p e r p e n d i c u l a i r e au p lan v e r t i c a l , e t que 

nous c h o i s i r o n s , p o u r p l u s de s i m p l i c i t é , pa s san t p a r le p o i n t n ; la d r o i t e D vien

dra p r e n d r e la pos i t ion D" , et sera d o n n é e en vraie g r a n d e u r p a r sa pro jec t ion 

hor i zon ta l e D " \ 

Si l 'on emplo ie su r la m ê m e f igure les q u a t r e m é t h o d e s p r é c é d e n t e s , on d o n 

é v i d e m m e n t avoir : 

mn — nvn — fliVJ= nhm"h, 

132 . PROBLÈME 3 4 . Trouver la distance des traces d'une droite. Ce p r o b l è m e ne 

diffère en r ien d u p r é c é d e n t ; il suffît de p r e n d r e les po in t s a et b, au lieu de 

deux p o i n t s q u e l c o n q u e s m et n, et on le r é s o u d r a d o n c p a r les mêmes mé thode* . 

1° P r e n a n t D / l (fig. 1 0 5 ) p o u r nouvel le l igne de t e r r e , n o u s t rouve rons la 

d r o i t e D s i tuée s u r ce nouveau plan vertical ; le po in t a appar t i en t par C O I I M -

qtient à ce t te d r o i t e . 

2° C h a n g e a n t de plan hor izon ta l et p r e n a n t D pour nouvel le l igne d e le r re 

nous t rouve rons D. 

3° Si l 'on fait t o u r n e r la d r o i t e D a u t o u r «le l a v e A, elle v iendra p r e n d r e la 

posi t ion D'. 

4° Enf in , si on la fait t o u r n e r au tou r de l'axe A , elle v iendra p r e n d r e la p o s i -

lion D". 

Il est évident q u e l'on doit avoir . 

ah~r-aU :<ïl> . <ib". 

«•es q u a t r e l ignes r e p r é s e n t a n t éga lement ia l ongueu r de la d ro i t e S). 

133. PROBLÈME 3 5 . D'un point m , situe sur vu plan donne P . menei a la tfoee //<--



rizontale de ce pían une droite de longueur donnée, On d o n n e (fig. 4 1 8 ) la p ro jec t ion 

hor izon ta le mh d u p o i n t m, on en conc lu t sa p ro jec t ion vert icale mv(n° 2 9 ) , en fai

sant passer pa r ce po in t u n e ho r i zon t a l e K d u p lan P . Cela fait : l û Concevons la 

droi te D p l a c é e s u r le p lan P , et faisons-la t o u r n e r a u t o u r d ' u n axe ver t ical A, j u s q u ' à ce 

qu elle soit pa r a l l è l eau p l an ver t ical de p ro jec t ion , elle se p ro j e t t e r a s u r ce p l a n dans 

sa véri table l o n g u e u r / ( n ° 5 6 , 4°) , e t , d a n s l e r e t o u r , sa p ro jec t ion h o r i z o n t a l e c o n 

servant t o u j o u r s la m ê m e l o n g u e u r , et d e v a n t se t e r m i n e r s u r H p , le po in t o où le 

cerc le C r e n c o n t r e H r , est u n po in t de la d r o i t e d o n t la pos i t ion est a ins i dé t e r 

m i n é e . Il y a u n e s econde so lu t ion en b. Il n 'y a u r a i t q u ' u n e s o l u t i o n , si le cerc le 

C é ta i t t a n g e n t à H p . Le p r o b l è m e s e r a i t imposs ib le , si la d r o i t e A* étai t p lu s 

c o u r t e q u e la p e r p e n d i c u l a i r e aba issée d u p o i n t A f t sur H p . 

2° Il p o u r r a i t a r r ive r ( fig. 4 4 9 ) q u e la d ro i t e / , m e n é e de m% ne p û t r encon 

l i e r LT q u ' a u delà des l imi t e s d u d e s s i n ; d a n s ce cas , n o u s r e m a r q u e r o n s q u ' o n 

peu t d iv i so r i a d r o i t e D en pa r t i e s égales , e t , si des po in t s de d i v i s i o n , on conçoit 

des p i ans h o r i z o n t a u x , ces p l ans c o u p e r o n t la p a r t i e de l 'axe A , c o m p r i s e e n t r e 

le p o i n t m et le plan ho r i zon ta l en u n m ê m e n o m b r e de pa r t i e s égales , et le plan 

P su ivan t des ho r i zon ta l e s e q u i d i s t a n t e s . D iv i sons , p a r e x e m p l e , la h a u t e u r du 

po in t ?nen deux pa r t i e s égales , m e n o n s u n p l a n h o r i z o n t a l X , qu i coupe le p lan P 

suivant l ' h o r i z o n t a l e R , et achevons p a r r a p p o r t a ce t te hor i zon ta le la c o n s t r u c 

tion effectuée c i -des sus p a r r a p p o r t à la l igne de t e r r e , en p o r t a n t s e u l e m e n t • / 

du po in t mv à la p ro j ec t ion vert icale R u de l ' ho r i zon t a l e , n o u s o b t i e n d r o n s les 

deux d ro i t e s D et B , q u i sat isfont tou tes deux à la q u e s t i o n . 

3° Enfin, on p e u t r é s o u d r e la m ê m e q u e s t i o n , en r a b a t t a n t le p ian P (fig. 120) 

sut le p lan ho r i zon ta l ou en le p r e n a n t p o u r l ' u n des p l ans de p ro j ec t i on , par 

l ' une des q u a t r e m é t h o d e s c o n n u e s (n° 76 ) , n o u s n ' e x é c u t e r o n s ici q u e la se

conde ' , il sera facile de t r ace r les épures des t ro i s a u t r e s . Le p o i n t m vient se ra

ba t t re en m', déc r ivan t de ce poin t c o m m e c e n t r e et avec un r a y o n égal à / un arc 

de ce rc le , qu i coupe IL en x e t y, j o i g n a n t ces po in t s x e t y avec m'1, on a u r a le* 

project ions ho r i zon ta l e s Bh et Dh des d ro i tes B et D qu i satisfont à la q u e s t i o n , 

on en conc lu t fac i lement l e u r s p ro j ec t ions vert icales (n° 28 ) . 

134. On r é soud ra i t a ins i la ques t i on , m e n e r du poin t m à u n e d ro i t e d o n 

née de posi t ion u n e d r o i t e de l o n g u e u r d o n n é e : ca r il suffirait de faire passe r un 

plan par la d ro i t e d o n n é e et par le po in t m, de r a b a t t r e ce p l a n , d'y r a p p o r t e r h-

point m et la d ro i t e d o n n é e , de c o n s t r u i r e la d ro i t e d e m a n d é e sur ce plan i a -

bat tu et de reven i r e n s u i t e aux p ro jec t ions de ce t te d r o i t e . 

Enfin , on r é soudra i t de la m ê m e m a n i è r e le p r o b l è m e , m e n e r par un poini 

donné?) ! une d ro i t e q u i fasse un angle d o n n e avec la t race ho r i zon ta l e ou toute 

au t re d ro i t e du p lan P, 



135. PROBLÈME 3 6 . Trouver la plus courte distance d'un point a une droite. C'est 

la p e r p e n d i c u l a i r e abaissée du po in t su r la d r o i t e . 

I o On p o u r r a d o n c r é soud re ce p r o b l è m e , en faisant passer un pian P pa r la 

d ro i t e d o n n é e D et le po in t d o n n é m, le r a b a t t a n t su r le plan hor izonta l (n° 76) , 

pu i s aba i ssan t de m' u n e p e r p e n d i c u l a i r e N' su r D', ce sera la d i s t ance d e m a n d é e , 

si l 'on veut en avoir les p ro jec t ions , on r e p o r t e r a le p o i n t x , in te rsec t ion de V 

et D', en x s u r D, p a r u n m o u v e m e n t en sens con t r a i r e du r a b a t t e m e n t . 

2° Au lieu de r aba t t r e le p lan (D,m) (flg. 421) s u r le plan ho r i zon t a l , on peut 

le Paire t o u r n e r a u t o u r d e l ' une de ses ho r i zon ta l e s A j u s q u ' à ce qu ' i l soit devenu 

h o r i z o n t a l ; n o u s ferons passer l ' ho r izon ta le par le po in t m, donc A?; passera par 

m" et sera para l lè le à L T , elle r e n c o n t r e r a D" en un po in t If, d 'où l 'on conc lu t 

¥>h et p a r su i te A''. P o u r faire t o u r n e r le p lan (D,m) a u t o u r de A c o m m e axe, il faut 

- l 'abord p r e n d r e un plan vert ical L T p e r p e n d i c u l a i r e a cet axe (n° 73) , nous t rou 

verons su r ce p lan les p ro jec t ions nf et D"'; il est visible q u e les po in t s m i 

h"' co ïnc ide ron t avec le poin t A y / , p ro jec t ion vert icale de Taxe; on voit aussi q u e h, 

dro i te acf sera la t race h o r i z o n t a l e IF 'du plan P . Fa i s an t e n s u i t e t o u r n e r la d r o i t e l• 

j u s q u ' à ce qu ' e l l e soit d e v e n u e ho r i zon t a l e , le po in t b r es te ra invar iab le , la piv-

j ec t i on vert icale devra ê t r e para l lè le à L T et passer pa r bv'. P o u r avoir la pro jec

tion h o r i z o n t a l e , n o u s p r e n d r o n s su r D un po in t q u e l c o n q u e n, q u i , p e n d a n t h 

ro ta t ion , déc r i r a u n cerc le C, et v iendra en ri; j o i g n a n t n'h avec / / n o u s a u r o n > 

I V . S i , m a i n t e n a n t , on abaisse de m" u n e p e r p e n d i c u l a i r e su r J)'h, elle donne ; ; ! 

en vraie l o n g u e u r la d i s tance du p o i n t m à la d ro i t e D ; si l 'on veut avoir les p r o 

j ec t ions de ce l te p lus c o u r t e d i s t ance , nous r e m a r q u e r o n s q u e la p e r p e n d i c u l a i r e 

r e n c o n t r e D'h en un po in t x'% d 'où l 'on conc lu t xh p a r u n e para l lè le à L T , pu>-

on aura x° \ et j o ignan t les p ro jec t ions du po in t x à celles du point m, nous a u r o n s 

en m V et en rrixc les p ro j ec t ions de la p lus c o u r t e d i s t ance , don t on a l a véri tabh 

g r a n d e u r en mkxh. 

R e m a r q u o n s q u e , si l 'on p r e n d s u r le piaa vertical L'T les p ro jec t ions x'1"' et 

Î;1 des po in t s x cl x. on doit avo i r , c o m m e vérifications de l ' exact i tude de 

l igure : 
Of'x""' — nfX1 ' lit. /j"' ' — U ' . 

• >° On peu t r é s o u d r e aussi ce p rob lème pa r d e u x c h a n g e m e n t s de p l a n s , on 

deux m o u v e m e n t s de ro ta t ion ; p o u r cela r e m a r q u o n s q u e si la dro i te D ( fiq. Pr

êtait p e r p e n d i c u l a i r e au p lan ho r i zon t a l , la n o r m a l e N serai t h o r i z o n t a l e , et par 

c o n s é q u e n t égaie à sa project ion ho r i zon t a l e ( n° 5 6 , l' : ) ; il faut donc la r a m e n é : 

dans celle posi t ion p a r t i c u l i è r e . On y pa rv iendra en p r e n a n t d ' abord un plan ver

tical para l lè le a L> ou passant par ce t te d r o i t e , p u i s un p lan hor izonta l pe rpend i -

ro la i re a í í : V " seru la d i s tance d e m a n d é e . Pour r even i r ensu i te aux projeetioir-
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de la d r o i t e N s u r les p lans p r i m i t i f s , on r e m a r q u e r a q u e № ' doi t ê t r e paral lè le a 

L " T " , elle r e n c o n t r e D en u n po in t x, don t on t rouve de su i t e la pro jec t ion h o r i 

zontale xh, on en conc lu t xv d 'où r é s u l t e n t N f t et № . On exécu te ra faci lement la 

figure ou épure en e m p l o y a n t deux m o u v e m e n t s de ro t a t ion o u un m o u v e m e n t 

de ro t a t i on et u n c h a n g e m e n t de p l an de p ro j ec t i on . 

4° Après avoir c h a n g é de p l an ver t ical de p r o j e c t i o n , p o u r r e n d r e la d ro i t e D 

paral lè le à ce nouveau p l a n , n o u s pouvons r e m a r q u e r q u e la n o r m a l e N et la 

d ro i te D é t an t pe rpend i cu l a i r e s e n t r e elles d a n s l ' e space , et l ' une d 'el les D é tan t 

paral lè le au p lan ver t ical L / L ' , l e u r s p ro jec t ions ver t icales N c f et D do iven t ê t r e 

pe rpend icu l a i r e s e n t r e e l l e s ; n o u s m è n e r o n s d o n c p a r le po in t rnv' u n e p e r p e n d i 

ou la i re s u r D , ce sera N w / , elle r e n c o n t r e D en u n po in t xdont n o u s c o n s t r u i s o n s 

la p ro jec t ion h o r i z o n t a l e xh s u r Dh, p u i s la projec t ion ver t ica le xv s u r Dh, et j o i 

g n a n t xh avec mh, xv avec mv, n o u s a u r o n s les p ro j ec t i ons Nh et d e la p lu s 

cou r t e d i s tance d e m a n d é e . Il res te à en t rouver la vraie l o n g u e u r , ce qu i est facile 

en ver tu de ce q u i a é té dit ( n ° 431 ) . 

5° La p e r p e n d i c u l a i r e abaissée du p o i n t m s u r D (fig. 1 2 3 ) est s i tuée sur un 

p lan P p e r p e n d i c u l a i r e à D , et pa s san t p a r le po in t m ; nous c o n s t r u i r o n s donc 

ce p lan ( n° 8 3 ) . C h e r c h a n t e n s u i t e l ' i n t e r sec t ion x de D et du p lan P ( n° 110 ), et 

jo ignant xm, n o u s a u r o n s la d r o i t e d e m a n d é e , do n t n o u s t r o u v e r o n s la vér i table 

g r a n d e u r e n N'v ( n° 1 3 1 , 3°). 

On p o u r r a i t faire pa s se r le p lan auxi l ia i re pa r le poin t m , son in te r sec t ion N 

avec le plan P n e serai t a u t r e q u e la d r o i t e d e m a n d é e , d o n t la p o r t i o n xm est la 

d i s tance du po in t m à la d ro i t e D. On c o n s t r u i r a i t e n s u i t e la vér i tab le g r a n d e u r de 

cette d i s t ance en JN'\ Si les t r aces du p lan aux i l i a i re X ne son t pas d a n s les l imi t e s 

du dessin , on le c o n s i d é r e r a c o m m e d o n n é p a r les dro i tes D et D', et l 'on c h e r 

chera son in t e r sec t ion avec le plan P ( n° 111) . 

136. PROBLÈME 3 7 . Trouver la plus courte distance d'un point à un plan. 1° Celte 

d i s t ance est m e s u r é e pa r u n e p e r p e n d i c u l a i r e N , abaissée du p o i n t d o n n é m s u r 

le plan d o n n é P ; o r , les p ro jec t ions N f e et N^son t r e spec t i vemen t p e r p e n d i c u l a i r e s 

à H" et à V " ( n° 81 ) ; elles sont d o n c c o n n u e s . C h e r c h a n t l ' in te rsec t ion x de la 

n o r m a l e N et du p lan P ( n° 119 ) , la po r t ion mx de ce t te d r o i t e e x p r i m e r a la 

d i s tance d e m a n d é e . On exécu te ra faci lement la figure. 

2" Si le p lan P étai t p e r p e n d i c u l a i r e au p lan vert ical , le p o i n t x au r a i t sa pro

ject ion vert icale xv su r V ( n° 5 6 , 2°) , de p lus la n o r m a l e N sera i t paral lè le au 

plan vert ical , et p a r c o n s é q u e n t égale à sa pro jec t ion ver t icale N% c'est p o u r q u o i 

nous n o u s r a m è n e r o n s à ce cas p a r t i c u l i e r p a r un c h a n g e m e n t de p lan vertical 

ie project ion c o m m e on peu t le l i re fac i lement s u r l& fig. ( 1 2 4 ) . 

3 On p o u r r a i t aussi emp loye r à cet effet un m o u v e m e n t de ro ta t ion c o m m e h 



r e p r é s e n t e la fig. 125 , d a n s laquel le p o u r s implif ier les cons t ruc t i ons n o u s 

avons fait passer l 'axe A. p a r le po in t d o n n é m. E n r e v e n a n t aux pro jec t ions p r i m i 

tives on t r o u v e s é p a r é m e n t xh et xv, ces deux p o i n t s do iven t donc ê t r e s u r u n e m ê m e 

p e r p e n d i c u l a i r e à LT ( n ° 8 ) ; ce q u i ser t à vérifier l ' exac t i tude des cons t ruc t ions . 

1 3 7 . PROBLÈME 3 8 . Trouver la plus courte distance de deux droites non situées dans 

le même plan. Si l ' une des d ro i t e s A ( fig. 1 2 6 ) était p e r p e n d i c u l a i r e au p lan ho

r izon ta l , la p lu s c o u r t e d i s t ance N se ra i t ho r i zon ta l e et p a r c o n s é q u e n t égale à 

N \ De p lus N A sera dans ce cas p e r p e n d i c u l a i r e à LV', p u i s q u e N est pe rpendicu

laire au p lan ver t ica l Y passant p a r la d ro i t e B et don t B^ es t la t race hor izon ta le 

FT, on o b t i e n d r a donc fac i lement ce t te p lu s c o u r t e d i s t ance . 

On peu t se r a m e n e r à ce cas pa r t i cu l i e r par p l u s i e u r s opé ra t ions : 1° par deux 

c h a n g e m e n t s de p lan de pro jec t ion ; 

2° Par u n c h a n g e m e n t de p lan et u n m o u v e m e n t de r o t a t i o n ; 

3 Pa r un m o u v e m e n t de ro ta t ion et u n c h a n g e m e n t de plan ; 

\" Par deux m o u v e m e n t s de ro ta t ion ; 

Nous a l lons les exposer succes s ivemen t . 

i" Soient A et B (fig. 127 ) les deux dro i tes d o n t on c h e r c h e la p lu s c o u r t e d i s 

t ance -, p o u r r a m e n e r la d ro i t e A d a n s la pos i t ion p r é c é d e n t e , il faut cho is i r un 

a u t r e plan hor i zon ta l p e r p e n d i c u l a i r e à A; ma i s ce p lan ne serai t p a s p e r p e n d i c u l a i r e 

au plan vert ical d e p r o j e c t i o n , c 'est p o u r q u o i il f a u t p r e n d r e d ' abo rd un nouveau plan 

vert ical de p ro j ec t i on paral lè le à ce t te m ê m e d ro i t e A ; p o u r p lu s de s impl ic i t é n o u s 

c h o i s i r o n s son plan p r o j e t a n t , a lors E T c o ï n c i d e r a avec A f t, n o u s en dédu i 

rons les p ro jec t ions ver t icales ^ et B u / (n° 4 6 ) . Nous p r e n d r o n s ensu i t e un n o u 

veau p lan ho r i zon t a l de p ro jec t ion p e r p e n d i c u l a i r e à ^ , en m e n a n t L " T " pe r 

p e n d i c u l a i r e à ^ , nous t r o u v e r o n s kh" et B / l / / , pu i s aba i ssan t de kh" la p e r p e n d i 

cula i re N A " et B*", ce sera la p lus c o u r t e d i s t ance d e m a n d é e ; elle se t e r m i n e sut 

A et B aux po in t s y et x, don t on t rouve ra success ivement les p ro jec t ions yh" et 

xh'\ y et xv', yh et xh, enfin if e t xv. Pa r sui te on a u r a N : / l et № . 
2° Après avoir c h a n g é c o m m e c i -dessus de plan vert ical d e p ro jec t ion on peut 

faire t o u r n e r le sys tème a u t o u r d ' u n axe p e r p e n d i c u l a i r e à ce nouveau plan ver

t ical , j u s q u ' à ce q u e la d ro i t e A soit d e v e n u e p e r p e n d i c u l a i r e au plan hori

zon t a l . P o u r cela il conv iendra de m e n e r l 'axe de ro ta t ion par un po in t de la 

d ro i te A ; ce t te d r o i t e é t an t venue dans sa nouvel le pos i t i on A' ap r è s avoir décri t 

l 'angle a, il faut faire t o u r n e r la d ro i t e B du m ê m e angle « ( n ° 6 1 ) p o u r l ' amener 

en 1/ : la p e r p e n d i c u l a i r e iV* abaissée du po in t A"' su r la d ro i t e B a s e r a la p lus 

c o u r t e d i s t ance d e m a n d é e ; N ? t / es t para l lè le à E T ; ayan t o b t e n u les po in t s x et 

y en l e sque l s elle coupe B' et A', on r a m è n e r a ces po in t s s u r les dro i tes B e t A , 

en r et v- ( * ; qui d o n n e r a les p ro jec t ions V et N' de la p lus c o u r t e d i s l ance . 



:>' Si nous faisons tourner- les d ro i t e s A et B a u t o u r d ' u n axe vertical c o u p a n t A. 

j u s q u ' à ce q u e la d ro i t e A soit venue d a n s u n e posi t ion A" para l lè le au plan vert ical 

de pro jec t ion , elle au ra déc r i t un angle « ; faisant d o n c déc r i r e à la d ro i t e Ble m ê m e 

a n g l e , elle v iendra p r e n d r e u n e posi t ion B' (n° 59) . Si ensu i t e nous chois issons 

un nouveau plan hor izon ta l de p ro jec t ion p e r p e n d i c u l a i r e à A, la nouvel le l igne 

d é t e r r e L /T 'devra ê t r e p e r p e n d i c u l a i r e à A' u , la project ion hor izon ta le de la droi te 

A sera en un seul po in t A / / l / ; n o u s t r o u v e r o n s aussi B"1' ( n 6 4 6 ) . La p lus cour t e 

d is tance d e m a n d é e sera d o n c la p e r p e n d i c u l a i r e N , / l ' , abaissée du po in t A''" sur la 

d ro i t e B"1'. Nous r e v i e n d r o n s c o m m e p r é c é d e m m e n t aux p ro jec t ions N fc et N r de 

la plus c o u r t e d i s tance N. 

i P o u r r é s o u d r e le p r o b l è m e pa r deux m o u v e m e n t s de r o t a t i o n , nous ferons 

d ' abo rd t o u r n e r le sys t ème des d ro i t e s A et B a u t o u r d ' u n axe ver t i ca l , c o m m e 

dans le cas p r é c é d e n t ; pu i s n o u s ferons t o u r n e r le sys t ème des d ro i t e s A ' e t B' 

a u t o u r d ' u n axe p e r p e n d i c u l a i r e au p lan v e r t i c a l , c o m m e dans le q u a t r i è m e cas, 

1.1 est évident q u ' o n p o u r r a i t éga lemen t r a m e n e r la d r o i t e A à ê t r e pe rpendicu

laire au p lan v e r t i c a l , en la r e n d a n t d ' abo rd pa ra l l è l e au p lan ho r i zon t a l , il sera 

facile d ' exécu te r les figures de t ous ces cas . 

5° On peu t enco re r é s o u d r e d i r e c t e m e n t le p r o b l è m e sur les dro i tes dans la 

posi t ion où elles on t é té d o n n é e s , et en conse rvan t les p l ans p r i m i t i f s de p ro jec 

t ion. P o u r cela , r a p p e l o n s d ' a b o r d q u e l 'on d é m o n t r e , en géomét r i e é l émen ta i r e , 

q u ' o n p e u t tou jours m e n e r u n e p e r p e n d i c u l a i r e c o m m u n e à deux d ro i t e s A et B 

(fui. 1 2 8 ) , non s i tuées d a n s un m ê m e p l a n , q u ' o n n ' e n p e u t m e n e r q u ' u n e , et 

que cet te p e r p e n d i c u l a i r e est la d ro i t e la p lus c o u r t e qui j o igne un poin t de A à 

un point de B. On a vu q u e la c o n s t r u c t i o n cons i s te à m e n e r p a r un po in t m de B 

une d ro i t e A' para l lè le à A, à faire passer pa r A' et B un plan qu i est para l lè le a 

\ , à aba isser p a r u n po in t q u e l c o n q u e n de A, u n e p e r p e n d i c u l a i r e K su r ce plan 

(B, A ' ) , à faire passer un second plan p a r les d ro i t e s A et K , à c h e r c h e r l ' in te r 

section 1 des p lans ( B , A') et (A, K) , enfin à m e n e r p a r le po in t œ, in te rsec t ion de 

í el B , u n e d r o i t e N para l lè le à K, r e n c o n t r a n t A en un po in t y, et ce t te d ro i t e N 

m e s u r e la p l u s c o u r t e d i s t ance d e m a n d é e . Ce sont toutes ces c o n s t r u c t i o n s qu ' i l 

faut exécu te r pa r le s ecou r s des p ro jec t ions . 

Soient A et B (fig. 1 2 9 ) les dro i tes d o n n é e s , p r e n o n s un po in t q u e l c o n q u e m sur 

}>, et par ce po in t m e n o n s u n e d r o i t e A' para l lè le à A ; A"1 sera para l lè le à A", et 

A." para l lè le à A"; faisons passe r un p lan P p a r A' e t B , IF passera par les t races 

hor i zon ta les d et b de ces d ro i tes , et Y" par l eu r s t races ver t icales « et [S; p r e n o n s 

e n s u i t e un po in t q u e l c o n q u e n s u r A , et de ce poin t aba issons une p e r p e n d i c u 

laire K su r le p lan P , K / ! sc ia p e r p e n d i c u l a i r e à IL et K' sera p e r p e n d i c u l a i r e à 

V -. faisons passer un plan O par les d ro i tes K et A, IL passera par leurs t races 



hor izonta les k et a, et Y° p a r la t r ace vert icale a, et par le point où il rencontra 

LT ; les t races de l ' in te rsec t ion I de ces p lans P et Q sont en p et q\ cet te d ro i t e I est 

donc c o n n u e , et c o m m e elle est para l lè le à A, il faut, si les opé ra t ions g r aph iques 

sont exac tes , crue F soi t paral lè le à A'1, et P à A''; enfin ce t te in tersect ion I coupe 

B en u n po in t x, d 'où l 'on m è n e r a la d ro i te N para l lè le à K j u s q u ' à sa r e n c o n t r e 

y avec A , ce sera la p l u s c o u r t e d i s t ance d e m a n d é e . Nous en a u r o n s la véri table 

l o n g u e u r en la faisant t o u r n e r a u t o u r d ' u n axe vertical passan t pa r le po in t y , j u s 

qu ' à ce qu ' e l l e soit venue d a n s la pos i t ion N' para l lè le au p lan vertical de projec

tion , de so r t e q u e sa vraie l ongueu r sera d o n n é e par N , ( 

La c o n s t r u c t i o n généra le p r é c é d e n t e n 'es t pas tou jours p o s s i b l e , car il peut 

a r r ive r q u e les t races du p lan P n ' a i en t a u c u n po in t d a n s les l imi tes du dessin , 

ma i s c o m m e on n ' en a beso in q u e p o u r m e n e r la n o r m a l e K au plan P , on peut 

subs t i t ue r à W u n e ho r i zon t a l e q u e l c o n q u e q u e l 'on ob t i en t en coupan t le sys tème 

des d ro i t e s A et B p a r un p lan h o r i z o n t a l , et p a r e i l l e m e n t on peu t subs t i t ue r à 

V u n e vert icale d u p lan P q u e l 'on ob t i en t de m ê m e en c o u p a n t le sys tème de ces 

d ro i t e s p a r un p lan para l lè le au p lan ver t ica l . On peu t aussi cons idérer le pian Q 

c o m m e suff isamment d o n n é p a r les d ro i t e s A et K ; mais il p o u r r a i t a r r iver que 

la n o r m a l e c o m m u n e sor t i t des l imites du dessin , on ne p o u r r a i t a lors la trouve? 

q u ' e n se r a m e n a n t au cas pa r t i cu l i e r cons idé ré en p r e m i e r l ieu ; de p lus , par les 

q u a t r e p r e m i è r e s m é t h o d e s , on p o u r r a t rouve r la p lus c o u r t e d i s t ance des deux 

d r o i t e s , tant q u e ses p ro jec t ions ne s o r t i r o n t pas des l imi tes du d e s s i n , car on 

p e u t cho is i r les nouveaux p l ans de projec t ion ou les axes de ro ta t ion de man iè re 

q u e les p ro jec t ions des dro i tes A et B soient r epo r t ée s aux ex t r émi t é s de la feuille 

de dess in . 

Ces m é t h o d e s son t e n c o r e préférables sous le po in t de vue g r a p h i q u e , en ce q u e , 

dans les c h a n g e m e n t s de p l a n s , on n 'a q u e des o u v e r t u r e s de compas à po r t e r , et 

d a n s les m o u v e m e n t s de r o t a t i o n , les l ignes q u e l'on doi t c o n s t r u i r e se coupent 

sous des angles d r o i t s . 

-138. PROBLÈME 3 9 . Étant données une droite A , la projection horizontal!. H" dHa, 

seconde droite B, et celle N h de la plus courte distance N entre A et B , trouver les pro

jections verticales B" et W des droites B et N , et la vraie grandeur de lu droite V La 

p lus c o u r t e d i s tance devant ê t r e p e r p e n d i c u l a i r e à la d r o i t e A , qu 'e l le r e m o n t r e 

en un poin t x c o n n u , n o u s d é t e r m i n e r o n s W par la mé thode exposée p récédem

men t (n° 8 6 ) , puis ce t te m ê m e d ro i t e N devant aussi ê t r e p e r p e n d i c u l a i r e * la 

dro i te B , qu ' e l l e r e n c o n t r e au point y ac tue l l ement d é t e r m i n é , la m ê m e mé-thodi 

nous fera t rouver B u . Enfin, conna i s san t les ex t r émi té s x et g do la plu< couru 

dis tance N en t r e les dro i tes A et P. nous en c o n c l u r o n s s»â \eriiaid. : :ra !»detu 

u." 13 n . 
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1 3 9 . PROBLÈME 4 0 . Étant données, une droite A, la projection liorizontale B* d une 

seconde droite B, la vraie longueur de la plus courte dislance N des deux droites A et B, 

ainsi que le point x, où elle rencontre la droite donnée A, trouver la projection verticale 

B de la droite B , et les deux projections de la plus courte distance N (fig. 4 3 0 ) . La 

d ro i t e N devan t ê t re p e r p e n d i c u l a i r e à A sera s i tuée d a n s u n plan P , m e n é p a r le 

point x p e r p e n d i c u l a i r e m e n t à ce t te d ro i t e A (n° 8 5 ) ; si n o u s r a b a t t o n s ce p lan P 

sur le p lan h o r i z o n t a l , le po in t x v i end ra en x , et la d ro i t e N sera l ' un des r ayons 

d ' u n e c i rconfé rence de cerc le C déc r i t e du cen t r e a / a v e c la l o n g u e u r d o n n é e de 

la d r o i t e N p o u r r ayon . S i , en s u p p o s a n t la d ro i t e N e n t r a î n é e d a n s le mouvemen t 

du plan P , on conna issa i t la pos i t ion qu ' e l l e o c c u p e a c t u e l l e m e n t , sa nouvel le 

t race hor izon ta le devra i t se t rouver s u r C', e t ferai t c o n n a î t r e la pos i t ion d e l à 

d ro i t e N' , on aura i t d o n c le po in t y, d ' où l 'on c o n c l u r a i t le po in t ?/; mais p u i s q u e 

ce po in t y doit se t rouver à la fois s u r la d r o i t e B et s u r la c i r confé rence r a b a t t u e 

en C ' , c h e r c h o n s la pro jec t ion Ch de ce t te c i r c o n f é r e n c e , elle coupe hh en deux 

poin ts yh et zh, qu i sont les p ro jec t ions h o r i z o n t a l e s de deux p o i n t s , satisfaisant 

à la ques t ion p r o p o s é e ; n o u s a u r o n s d o n c les deux p ro j ec t i ons hor i zon ta les ¡V eî 

K". d 'où n o u s c o n c l u r o n s Nv e t K Y , e t , p a r s u i t e , n o u s c o n n a î t r o n s if e t s r ; il n'y 

aura p lus q u ' à d é t e r m i n e r Bvàe m a n i è r e à ce q u e la d ro i t e B, passan t p a r î e p o i n t a , 

soit p e r p e n d i c u l a i r e à N ; ou b ien n o u s d é t e r m i n e r o n s D" de m a n i è r e à ce q u e 

3a d r o i t e D passan t par le po in t s soit p e r p e n d i c u l a i r e à K (n" 8 6 ) , et les d ro i t e s 

B et I.) sa t i s feront à îa cond i t i on d 'avoir p o u r p ro jec t ions h o r i z o n t a l e s la m ê m e 

dro i t e W, et d ' ê t r e à la d i s t ance d o n n é e de la d ro i t e A. 

440 . La c o n s t r u c t i o n de la c o u r b e Ch ne p e u t ici se faire q u e par p o i n t s , nous 

verrons p lus loin q u e cet te c o u r b e est u n e e l l ip se , et q u e , par c o n s é q u e n t ; elle 

ne peu t c o u p e r B* q u ' e n deux po in t s . 

Si ie po in t x n 'é ta i t pas d o n n é , on pou r r a i t le p r e n d r e p a r t o u t où l 'on voudrai t 

sur la dro i te A, et r épé t an t p o u r chacun d 'eux la cons t ruc t i on p r é c é d e n t e , on ob t i en

dra une s é r i e d c p lans P para l lè les e n t r e eux , les cerc les C égaux e n t r e e u x formeront 

doue une surface c y l i n d r i q u e de révolu t ion ayan t p o u r axe la d ro i te A. Tous les 

poin ts de B'1, compr i s dans la pro jec t ion hor izon ta le de cet te surface c y l i n d r i q u e , 

p o u r r o n t r e p r é s e n t e r le point if. Nous r e v i e n d r o n s dans un a u t r e e n d r o i t de ce 

'•ours sur ce p r o b l è m e , p o u r la réso lu t ion complè te d u q u e l n o u s n 'avons pas ero 

'•ore a cqu i s les conna i s sances nécessa i res . 



CHAPITRE IV. 

D E S ANGLES TRIÈDRES ET DES PYRAMIDES. 

1 4 1 . PROBLÈME GÉNÉRAL. Étant donné un angle trièdre , trouver par une construc

tion plane les angles plans et les angles dièdres qui le composent. 

Prenons une des faces de l'angle trièdre pour plan horizontal ( en supposant 

cette face prolongée indé f in iment ) , puis coupons cet angle par un plan vertical 

q u e l c o n q u e , de sorte que les p lans des deux autres faces soient P et o 

( fig. 131 ) et leur intersection I ; l'un des angles plans sera donné en A , nous 

aurons les deux autres en rabattant les deux faces P et Q sur le plan horizontal 

( n ù 7 6 ) . Nous prendrons les nouveaux plans verticaux de projection passant 

par la trace verticale b de l'intersection I , de sorte que les l ignes de terre L T et 

L"T" passeront l 'une et l'autre par bh, projection horizontale de la trace verticale h 

de l'intersection I; cette intersection I se rapporte sur les plans rabattus en Y et 

Y'. Il est évident que ab'=ab", puisque ces deux longueurs représentent égale

ment la portion ab de l' intersection I. Si l'on tire les droites pb' et qb'\ elles re

présentent les traces verticales pb et qb déjà données en véritable grandeur : on 

doit donc avoir pb'—pb et qb"=qb. Il est évident qu'on a les trois angles plans 

A ^=zpaq, Bz=zpab', C=r.qab". Le plan P étant perpendiculaire au plan vertical L'T 

• >t Q au plan L"T", les angles de ces plans avec le plan horizontal ou les angles 

dièdres y et j3 sont donnés respectivement en bp bh et bc¡" bh, Il reste À trouver l'angle 

a, que font entre elles les faces B et C ; mais cet angle est mesuré par l'angle de 

deux perpendiculaires, menées À un même point de la droite I et tracées dans 

chacun des deux plans P et Q; ces perpendiculaires rapportées sur ces plans ra

battus seront perpendiculaires À I' et I"et en des points m et m" également distant* 

du point a , trace horizontale de la droite I ; elles vont rencontrer IL et IL aux 

points x et y ; si on joint ces deux points , il est clair que la droite xy représentera 

la trace du plan perpendiculaire à I ; elle doit donc être perpendiculaire a F " , et 

SI l'on rabat ce plan autour de sa trace xy, le sommet de l'angle cherche n<- S«»r-



t ira pas du p ian vertical dont ï" sera i t la t r ace , ses côtes se r a b a t t r o n t en véri table 

g r a n d e u r : d o n c si des po in t s x et y, et avec les r a y o n s x m et ym", on d é c r i t des 

arcs de ce rc l e , ils d e v r o n t se c ro i se r en u n po in t s s i tué s u r l f c q u e l'on joindra 

aux points x et y, et gsx se ra l ' angle a d e m a n d é . 

142. Ce p r o b l è m e généra l é t a b l i , il est facile de r é s o u d r e les d ive r s p r o b l è m e s 

pa r t i cu l i e r s s u r l 'angle t r i è d r e : ils sont au n o m b r e de six. N o m m a n t tou jours 

\ , B. C les t ro i s angles p lans , et (3, y les ongles d i è d r e s qu i l eur son t r e s p e c 

t ivement o p p o s é s , on peu t avoir les six combina i sons su ivan tes : 

données. inconnues, 

A - B , C « , (B, y 

A, B, y . a , g , C 
A. B, S . . . . . . a , 7, C 

données. inconnues. 

x , S , y . A , B , C 
a , S , C . . . . . . . A B y 
a , 7 , C A , B, p 

Les t ro i s d e r n i e r s cas se r a m è n e n t aux t rois p r e m i e r s , au moyen de l 'angle 

t r i èd re s u p p l é m e n t a i r e . On sait en EFFET q u e , si d ' u n p o i n t p r i s d a n s l ' i n t é r i eu r 

d 'un angle t r i è d r e , on aba i sse des p e r p e n d i c u l a i r e s s u r les faces de cet a n g l e , 

qu 'on fasse passe r des p l ans p a r ces d r o i t e s , on fo rme u n second ang le t r i è d r e 

dont les angles p lans sont les s u p p l é m e n t s des ang les d i è d r e s opposés du p r o 

posé , et d o n t les ang les d i è d r e s son t les s u p p l é m e n t s des ang les p l ans opposés de 

ce lu i -c i . (/ 'est ce t te re la t ion qu i a fait d o n n e r à ces deux angles t r i è d r e s le nom 

d anqles trièdres supplémentaires, 

D'après cela, n o m m a n t A', B ' , C , les angles p l a n s , et a , b', •/, les angles diè

dres du second angle t r i è d r e , en a u r a ; 

A' — 180° y . , B'= 180" — p, C'= 180—v. 

•/ _ 180"— A, 6 ' — 180"-- B, 7'— 180°—C 

Doue si l'on d o n n e , pa r exemple , a,¡8,y, on en conc lu ra les angles p lans A ' , B ' , C , 

a l 'aide desque l s on d é t e r m i n e r a «',&',•/ c o m m e n o u s a l lons l ' i nd ique r , p u i s on 

conc lura A,B,C. l i e n se ra i t de m ê m e des deux a u t r e s cas . Mais celui où Ton 

d o n n e les t rois angles d i è d r e s est le seul qu i é c h a p p e aux mé thodes ense ignées 

p r é c é d e m m e n t ; n o u s le r é s o u d r o n s a i l l eu r s . 

1 o i . PnoBi .KMK 1. Etant donnés les trois angles plans, gui composent un angle 

' •'••ire, trouver les trois angles dièdres. 

S Sous p r e n d r o n s tou jours le p lan de l ' une des faces p o u r le pian hor izon ta l , 

ï>'s cotes de cet angle A (j'ig. 132) r e p r é s e n t e r o n t les t races hor izonta les il et 

H des plans des deux a u t r e s faces , q u e n o u s s u p p o s e r o n s r aba t t ue s su r le plan 

horizontal, les angles Bot C. placés de par t et d ' a u t r e de l 'angle A (u J41i ; 



leur in te r sec t ion sera d o n n é e en I' et I" et u n point q u e l c o n q u e b de ce t te in te r 

section se sera p o r t é s u r I' et I" à la m ê m e d i s t ance d u po in t a ; si d o n c on p r e n d 

ab'=.ab" q u e par b' et b", on m è n e des p e r p e n d i c u l a i r e s à H p e t H Q , ce se ron t les 

l ignes de t e r re L 'T ' e t L " T " du p r o b l è m e généra l (n° l i t ) , elles se c ro i sen t en u n 

po in t bh, qu i a p p a r t i e n t à le p o i n t a est d o n n é su r les deux p l ans ver t icaux en 

b et b , ca r il doit se t r ouve r e n m ô m e t e m p s s u r u n e p e r p e n d i c u l a i r e à L 'T ' ou 

I / 'T" , élevée du poin t bh et su r le cerc le déc r i t du c e n t r e bh avec bhb' ou bhb" p o u r 

rayon , îl faut é v i d e m m e n t q u e bhb=bhb. On est ainsi r a m e n é au p r o b l è m e généra l , 

car on p o u r r a i t r e t rouve r \ r p et V Q s u r u n p lan vert ical q u e l c o n q u e L T . 

T Si deux des t ro is angles p l ans son t égaux , les deux angles d i èd re s opposés 

sont aussi égaux ; en effet, p r e n o n s p o u r p lan hor i zon ta l ce lu i du t ro i s i ème angle 

A, et cons t ru i sons les deux angles égaux B et G de p a r t et d ' a u t r e , c o m m e p r é c é 

d e m m e n t ; il est év iden t q u e , d a n s l ' hypo thèse ac tue l le , les t r iangles ap'b' et aq"b" 

sont égaux , pu i squ ' i l s ont f h y p o t é n u s e égale et un angle aigu égal , d o n c b'p=b"q'\ 

puis les t r iangles rec tangles pbb'1 et q"bbh sont égaux , car pb — q"b et bbh==.bb\ 
A /X 

d o n c y = 'à-

3° Si, de p l u s , les angles égaux B et C sont d ro i t s , les angles d i èd re s opposés 

S et y sont aussi d r o i t s . En effet, dans ce cas il est facile de voir q u e L 'T ' et L " T " 

se confonden t r e spec t ivement a v e c l ' et I " ; p a r sui te , les po in t s a, p\ q",bh co ïn 

c iden t , les d ro i tes bhb e t bhb se p o r t e n t r e spec t ivemen t s u r H p et H°, les po in t s /> 
/ \ 

et b se t rouven t su r ces m ê m e s d ro i t e s , et, pa r c o n s é q u e n t , les angles bp'bh = « et 
a 

bq'b*^=i$ son t d ro i t s . 
4° Si les t rois angles A , B , C , sont égaux les t ro is angles d i è d r e s «,,6,y son t aussi 

A A A A A / \ A A 
égaux ; c a r , à cause de A = B on aura a = (5, puis B---—-G d o n n e ¡3—y, donc 
A A. A 

5° Si les angles A , B e t C son t d ro i t s , les angles a, {3, y, s e ron t aussi d r o i t s 

on le p rouvera i t de la m ê m e m a n i è r e q u e c i -des sus , 

6 n Mais il est facile de r econna î t r e q u e l 'un des angles A , B ou C é tan t d ro i t ne 

d é t e r m i n e r ien de pa r t i cu l i e r p o u r l 'angle d i è d r e opposé . 

144. On sait p a r la Géomét r ie é l é m e n t a i r e q u e les angles A, B , G ne peuvent 

ê t re les trois angles p l ans d ' u n angle t r i èd re q u ' a u t a n t que l eu r s o m m e est moindre ' 

que q u a t r e angles d ro i t s , et q u e chacun d 'eux est p lus pe t i t q u e la s o m m e des deux 

a u t r e s . La cons t ruc t ion p r écéden t e c o n d u i t aux m ê m e s c o n d i t i o n s . En effet : 

\ Dans le p r o b l è m e généra l , L 'T ' et L"T ' (fia. 1 3 1 ) ne pouvan t se coupei 

q u ' a u point bh

y Y e t I" laissent tou jours un angle b'ab" q u i n ' e n t r e pas dans la 

somme ( A + B -f- C ) , donc cet te s o m m e est m o i n d r e q u e q u a t r e angles d ro i t s ; 



2° Sí F un des angles A étai t p lus g r a n d q u e la s o m m e des deux a u t r e s , le 

point bh sera i t en deho r s des deux c i rconfé rences et p a r c o n s é q u e n t les p e r p e n d i 

cula i res élevées p a r ce point su r les l ignes de t e r r e L/T' et L"T" ne les r e n c o n t r e 

ra ien t j a m a i s . 

145. PROBLÈME 2 . Connaissant deux angles plans d'un angle trièdre et Tangle dièdre 

compris , trouver le troisième angle plan et les deux autres angles dièdres. P r e n o n s tou

j o u r s le plan de l ' une des faces c o n n u e s , celle de l ' angle p lan A p a r e x e m p l e , pour-

plan hor izon ta l et supposons (fig. 132) l ' au t r e face d o n n é e B r a b a t t u e a u t o u r de 

FF; ayan t p r i s L/T' p e r p e n d i c u l a i r e su r FF, la t r ace V / p sera c o n n u e , car elle doit 

faire avec L/T' l ' angle d i è d r e y d o n n é , d o n c le po in t b' d a n s le r e t o u r de ce p ían P 

se po r t e ra i t en b, d o n t la p ro j ec t i on ho r i zon t a l e est bh\ on a u r a d o n c F , et j>ar 

c o n s é q u e n t on r e n t r e de nouveau dans le p r o b l è m e géné ra l (n° 4 4 4 ) , ca r on connaî t 

IF et p r e n a n t u n e l i gne de t e r r e q u e l c o n q u e passan t par bh, on t rouvera le po in t 

par l eque l doit pa s se r V . 

146. PROBLÈME 3 . Connaissant une face d'un angle trièdre et les angles dièdres 

adjacents, trouver les deux autres angles plans et le troisième angle dièdre. P r e n a n t 

p o u r plan hor izon ta l celui de la face c o n n u e A (fig. 4 3 3 ) , les côtés de cet angle 

se ron t les t races FF et FF des p l ans des deux au t r e s faces, q u e n o u s r a p p o r t e r o n s 

à deux p lans ve r t i caux L/T' et L"T" qu i l eu r soient r e spec t ivemen t p e r p e n d i c u 

la i res , de sor te q u e V / p et V"Q feront c h a c u n e avec la l igne de t e r r e c o r r e s p o n d a n t e 

les angles d i è d r e s c o n n u s ¡3 et y. Tou t cons is te à t r o u v e r la p ro jec t ion F de l ' in 

te rsec t ion de ces deux p l a n s , ce q u e n o u s avons appr i s à faire ( n° 4 0 4 ). On est 

a insi r a m e n é au p r o b l è m e généra l ( n ° 4 4 4 ) . 

4 47 . PROBLÈME 4 . Connaissant deux faces d'un angle trièdre et l'angle dièdre oppose 

a Tune délies, trouver T autre face et les deux autres angles dièdres (fig- 434 ) . P r e 

nons p o u r p lan h o r i z o n t a l ce lui de la face c o n n u e A ad jacen te à l ' ang le ,6, me

nons L " T " p e r p e n d i c u l a i r e à FF, de sor te q u e l 'on conna i s se Y"Q et p r e n o n s aussi 

l / T ' p e r p e n d i c u l a i r e à H p . Si l 'on conçoi t q u e le p lan P t o u r n e a u t o u r de FF p o u r 

p r e n d r e la pos i t ion qu ' i l do i t occupe r d a n s l ' espace , u n po in t q u e l c o n q u e b' de F 

>e mouvra d a n s le p lan vert ical L 'T ' en déc r ivan t un a r c de cerc le C , et v iendra au 

poin t où cet a r c est c o u p é pa r le plan Q, p o i n t q u e nous o b t i e n d r o n s en cher 

c h a n t \ " Q ( n° 47 ), on t rouve g é n é r a l e m e n t deux p o i n t s b et c d o n t les pro jec t ions 

hor izon ta les sont en bh et ch et d é t e r m i n e n t deux p ro j ec t i ons h o r i z o n t a l e s F et 

.F de l ' i n te r sec t ion des p lans P et Q, il y a donc deux angles t r i èd res poss ib les 

avec les mômes d o n n é e s ; il n 'y en au ra i t q u ' u n si V A é tai t t angen te au cerc le C' et 

il n ' en exis tera i t pas si Y / Q ne r e n c o n t r a i t pas le cerc le C . 

148. PROBLÈME 5 . Connaissant un angle plan, t angle dièdre opposé et un angle 

dièdre adjacent, trouver le troisième angle dièdre elles deux autres angles plans. P r e -



rions pour pian hor izon ta l celui d ' u n e face i n c o n n u e A (fig. 1 3 5 ) , et L 'T ' p e r 

pend icu la i re sur H% dès lors V ' p f e r a avec L 'T ' i ' ang le d o n n é y adjacent à B ; si I o n 

suppose q u e le p lan P r ev ienne d a n s la posi t ion qu ' i l doi t o c c u p e r dans l 'espace, le 

point b se po r t e r a en ayan t p o u r p ro jec t ion ho r i zon ta l e bh: on conna î t r a donc 

L ; p o u r c o n s t r u i r e 11°, s u p p o s o n s q u e le p lan Q t o u r n e a u t o u r d ' un axe vertical 

passant par b j u s q u ' à ce qu ' i l soit devenu p e r p e n d i c u l a i r e au plan vertical L ' T , a 

cet i n s t an t sa t race vert icale V' 0 ' fera avec L 'T ' l ' angle [3 c o n n u et opposé à B , et 

H' y sera p e r p e n d i c u l a i r e à L ' T ' ; si l 'on suppose q u e ce plan rev ienne e n s u i t e à sa 

posi t ion , le po in t p d é c r i r a a u t o u r de bh c o m m e c e n t r e , un a r c de cerc le auque l 

la t race ho r i zon ta l e H Q sera t a n g e n t e ; elle do i t d ' a i l l eurs passer par le poin t a, 

«ionc elle est d é t e r m i n é e , et l 'on r e n t r e encore d a n s le p r o b l è m e généra l ( n° 1 i l ) 

1 4 9 . PROBLÈME 6 . Réduire un angle à l'horizon (fig. 136 ). C'est la cons t ruc t ion 

d 'un angle t r i è d r e d o n t on conna î t les t ro i s angles p l a n s , mais on peu t d o n n e r à 

la l igure u n e d i spos i t ion pa r t i cu l i è r e , On conna î t l 'angle q u e font e n t r e elles 

deux d ro i t e s , et les angles qu ' e l l e s font l ' une et l ' au t r e avec la ver t icale . Soient // 

le s o m m e t de l ' angle , N i a ver t icale passan t par ce s o m m e t , D l ' une des d ro i tes 

faisant avec N l ' angle c o n n u B. P r e n o n s p o u r p lan vertical de projec t ion le plan 

des d ro i t e s N et D , et soit E' l ' au t re d ro i t e r a b a t t u e su r ce p lan vert ical et faisant 

avec N l 'angle c o n n u C , fo rmons l 'angle dae"=k. que font e n t r e elles les deux 

d ro i t e s , p r e n o n s aé'—ae, pu i s d é c r i v o n s des a rcs de cerc le du cen t r e ahe et du 

c e n t r e d avec le r ayon de", ils se c o u p e n t en c; j o ignan t ahe, on a u r a le second côte 

E* de l 'angle c h e r c h é « . Les mot i fs d e tou tes ces c o n s t r u c t i o n s s e r o n t faciles o 

concevoir , s ans qu ' i l soi t néce s sa i r e de les déve lopper ici . 

150 . PROBLÈME 7 . Inscrire une sphère dans une pyramide triangulaire. On divisera 

en deux par t i e s égales ( n° 1 2 8 ) t rois angles d i èd res , d o n t les a rê te s ne c o n c o u 

ren t pas au m ê m e s o m m e t , e t le cen t r e de la s p h è r e sera au po in t d ' in tersec t ion 

des p l ans b i s s e c t e u r s , puis son rayon sera la d i s tance de ce cen t re à u n e face 

q u e l c o n q u e ( n° 136 ) de la p y r a m i d e . 

1 5 1 . PROBLÈME 8 . Circonscrire une sphère à une pyramide triangulaire. On élèvera 

des p l ans pe rpend icu l a i r e s su r les mi l i eux des t ro is a rê tes (n" 83) non s i tués su r une 

m ê m e face de la p y r a m i d e et le po in t où ils se c o u p e r o n t sera le c en t r e de la sphè re 

d e m a n d é e , on au ra son rayon en un i s san t c e c c n t r e à l ' u n des s o m m e t s de la pv r amide 

152. PROBLÈME 9 . Sur un triangle acutangle donné, construire une pyramide iriret-

tangle et en trouver la hauteur. P r e n o n s p o u r p lan ho r i zon ta l celui du t r iangle 

d o n n é ( fig. 137 ) , et p o u r p lan vert ical un plan p e r p e n d i c u l a i r e à l 'un des cotés , 

par e x e m p l e au côté ab. Concevons la p y r a m i d e c o n s t r u i t e , et dés ignons son som

met par s : r aba t tons su r le pian hor izonta l la face sab, don t le plan est p e r p e n -



dicula i re au plan vertical de p r o j e c t i o n , elle sera insc r i t e d a n s u n demi -ce rc le 

ayant ab p o u r d i a m è t r e , et c o m m e l ' a rê te se est pe rpend i cu l a i r e à ce t te face, et pa r 

c o n s é q u e n t para l lè le au p lan vert ical de p ro jec t ion , sa projec t ion h o r i z o n t a l e ske 

doit ê t r e p e r p e n d i c u l a i r e à ab , d o n c le point s se raba t en s', et la face sab en s ah. 

Si m a i n t e n a n t on suppose q u e ce t te face r e v i e n n e en sa pos i t ion d a n s l ' e space , le 

point / déc r i r a u n a r c de ce rc le C don t le c e n t r e est en o s u r ab , et a u q u e l l 'arête 

.se est néces sa i r emen t t angen t e . La pro jec t ion ver t icale / " d é c r i r a un ce rc le i d e n 

t ique au ce rc le C et auque l svcv do i t ê t r e t a n g e n t e ; o r ce t te t a n g e n t e est tou jours 

p o s s i b l e , ca r le r ayon os' est tou jours m o i n d r e q u e o c , d o n c c" est tou jours exté

r ieur à la c i r confé rence C ; on o b t i e n t a insi la p ro j ec t ion sv du s o m m e t s de la py

r a m i d e , d 'où l 'on d é d u i t sh, et p a r su i te la p y r a m i d e est c o n n u e , son s o m m e t s 

é tan t c o n n u . Si l 'on j o in t ash, elle sera la p ro jec t ion hor izon ta le de l ' a rê te .as 

p e r p e n d i c u l a i r e à la face bsd, d o n c ash est p e r p e n d i c u l a i r e à be; de m ê m e bsh est 

p e r p e n d i c u l a i r e à ac. 

La h a u t e u r de la p y r a m i d e est d o n n é e ensvp. Si l 'on r aba t les t ro i s faces, elles 

se ron t insc r i t es d a n s d e s d e m i - c e r c l e s , d o n t les cordes ad jacentes à un m ê m e som

m e t d u t r i ang le son t égales . 

Le p r o b l è m e p r é c é d e n t c o n d u i t aux c o n s é q u e n c e s su ivan tes : 

1° Sur un triangle acutangle quelconque pris pour base, on peut toujours construire 

une pyramide trirectangle. 

2° Les perpendiculaires abaissées des sommets d'un triangle quelconque sur les côtés 

opposés, concourent en un même point; ca r on vient de le d é m o n t r e r p o u r un t r iangle 

acu tang le , et s'il s 'agit d ' u n t r i ang le ob tus -angle abc (fig. 1 3 8 ) , aba i s san t des 

s o m m e t s b et c des ang le s a igus des p e r p e n d i c u l a i r e s su r les côtés o p p o s é s , elles 

se c r o i s e r o n t néce s sa i r emen t en un po in t d ex t é r i eu r au t r iangle abc et fo rmeron t 

un a u t r e t r i angle bed é v i d e m m e n t a cu t ang l e , et d a n s lequel les d ro i t e s bc et cb' sont 

p e r p e n d i c u l a i r e s aux côtés cd e t bd, d o n c auss i la d r o i t e da sera p e r p e n d i c u l a i r e 

su r bc, d o n c enlin les d ro i t e s ad, bb' ,cc, aba i ssées des t ro i s s o m m e t s du t r iangle 

abc p e r p e n d i c u l a i r e m e n t s u r les côtés opposés c o n c o u r e n t en un m ê m e po in t d. 

i n t é r i eu r ou ex t é r i eu r , selon q u e le t r i ang le est acu tang le ou ob tu sang l e . 

1 5 4 . PROBLÈME 1 0 . Couper une pyramide trirectangle, de manière que la section sou 

un. triangle acutangle donné. Ayan t r aba t tu c o m m e c i - d e s s u s les t ro i s faces de la 

py ramide d o n n é e (fig. 1 3 9 ) . Soi t (fig. 1 4 0 ) a ( 3 y le t r iangle a u q u e l la sec t ion doit 

ê t re égale -, il sera la base d ' u n e p y r a m i d e t r i r e c t a n g l e formée au s o m m e t de la 

p r imi t ive ; n o u s d é v e l o p p e r o n s de m ê m e cet te p y r a m i d e , et nous o b t i e n d r o n s ainsi 

ses faces a'a|3, d'ay, a"$y q u e n o u s p r e n d r o n s r e s p e c t i v e m e n t d a n s les t r iangles 

sab(fig. 1 3 9 ) , s" ac, s'" bc, pu is r a p p o r t a n t les p o i n t s a" et a'", b" et b'", c" etc"J en 

a \ b'\ e'h s u r les p ro jec t ions des t ro i s a rê tes , n o u s a u r o n s la projec t ion h o r i z o n -



laie du triangle de section , on en aura facilement la projection verticale, et par 

conséquent son plan sera parfaitement dé terminé , on peut d'ailleurs en trouver 

les traces si on le désire. 

1 5 5 . PROBLÈME I I . Couper une pyramide quadrangulaire ayant pour base un trapèze 

par un plan de manière que la section soit un parallélogramme {fig. 1 4 1 ) . Prenons 

pour plan horizontal celui de la base abcd de la pyramide et désignons par s ie 

sommet de la pyramide dont sh sera la projection horizontale , et donnons-nous la 

hauteur du sommet s au-dessus de la base ; on n'a pas besoin de plan vertical de 

projection. 

Pro longeons les côtés non parallèles ad et bc de la base jusqu'à leur intersection 

en o, les plans des faces sad et sbc se coupent suivant la droite D , qui passe par les 

points s et o, et les plans des faces sab et scd dont les traces horizontales sont pa

rallèles se coupent suivant une horizontale de ces plans menés par le point s. Cela 

posé, nommant P le plan de sect ion, puisqu'il coupe les faces sab et scd suivant 

des droites parallèles entre e l l e s , ces droites seront aussi parallèles à l'intersection 

des plans de ces faces , donc à ab, cd et H% donc H p doit être parallèle à ab ( on 

peut d'ailleurs prendre cette trace H" partout où l'on voudra sur le dessin pourvu, 

qu'on la mène parallèle à ab). Puis le plan P coupe les faces sad et sbc suivant 

deux droites parallèles entre elles et par conséquent à D, et passant par les points 

x et y, si l'on mène par ces points des parallèles à D coupant sha, shb, shc, .s'V/aux 

points a\ b'h, c'h, d'het si l'on jo int a V , c V M a figure a ' W s e r a la projec

tion horizontale de la section et devra par conséquent être un parallélogramme. 

Les côtés a'hb'h et a'hd'h étant respectivement parallèles à ab et à D h , pour que le 

parallélogramme dhb'hc'hd"1 soit rectangle, il faut et il suffît que TV' soit perpendi

culaire sur ab. Pour que la projection dhb'hchd/h soit un losange, remarquons que 

tout plan parallèle à P couperaitaussi dans ce cas la pyramide suivant un parallélo

gramme ayant pour projection horizontale un losange; nous pouvons donc prendre 

<i^(yîgf. 142) pour la trace du plan sécant et alors a^sera un côté du losange. L'autre 

côté devant être égal à ab, du point a comme centre et avec un rayon égal à ab nous 

décrirons une circonférence de cercle sur laquelle doit être pris arbitrairement le 

point d/h, puis menant du point o une parallèle h ad"1, elle vient couper rfrfhau point 

y''; on aurait pu de même décrire la circonférence du centre b. Enfin la projection 

a"lb'hc'hd'h sera un quarré si l'on a en même temps d'h sur la circonférence précé

dente et D f t perpendiculaire sur ab. 

156 . PROBLÈME 5 5 . Couper une pyramide quadrangulaire à base quelconque pur un 

plan de manière que lasection soitun parallélogramme (fig. 1 4 3 ) . Prenons pour plan 

horizontal le plan de la .base abcd, nous ne construisons pas de projection verti

cale, il serait facile d'en avoir une si on le désirait. Prolongeons les côtes opposes 



nh et <d j u s q u ' à l eu r r e n c o n t r e en o et j o i g n o n s os1', ce sera la project ion hor i 

zontale F de l ' in te rsec t ion des p lans des deux faces sab, scd. P ro longeons de m ê m e 

les cotés opposés ad, bc j u s q u ' à leur r e n c o n t r e en w et j o ignons &)/, ce sera la p r o 

jection ho r i zon ta l e «F de l ' in te r sec t ion des p l ans des deux faces sab, sbc. Enfin la 

d ro i t e oo) sera la t r ace ho r i zon ta l e d u p lan ( I, J ) ou X. Cela posé le p l a n s é c a n t , 

devant coupe r les faces opposés su ivan t des d ro i t e s para l lè les e n t r e el les et par 

c o n s é q u e n t para l lè les à l eu r i n t e r s e c t i o n , doit ê t r e l u i - m ê m e para l l è le à la fois 

a u \ deux dro i tes I et J et pa r c o n s é q u e n t à l eur p l an , donc H p doi t ê t r e para l lè le à 

H \ on peu t d ' a i l l eurs p r e n d r e p o u r I F u n e dro i te q u e l c o n q u e r empl i s san t cet te 

c o n d i t i o n . Pu i s m e n a n t par les po in t s x et y, en lesque ls H p c o u p e ab et cd, des para l 

lèles à F , et par les po in t s u et s , où I F c o u p e ad et bc, des para l lè les F , ces d ro i tes se 

("rosseront en des po in t s s i tués s u r les p ro jec t ions des a r ê t e s et d o n n e r o n t la p r o 

ject ion hor i zon ta l e a,hb'hc!kd'k de la sect ion, qui doi t p a r c o n s é q u e n t ê t r e u n para l 

l é log ramme. 

La pro jec t ion ho r i zon ta l e a'hb'hc"'d,h serai t un r e c t a n g l e , si les p ro jec t ions F et 

.V des in te r sec t ions é ta ient pe rpend i cu l a i r e s e n t r e e l l e s , c ' es t -à -d i re si le p o i n t / 

(fui. 143) a p p a r t e n a i t à la c i r confé rence de cerc le déc r i t e s u r o» c o m m e d iamè t re . 

C o m m e cas pa r t i cu l i e r s , on peu t i n d i q u e r les deux su ivan ts : 

1' La pro jec t ion dhb'hchd'h sera un losange, si le t r i ang le o*fcw (fig. 145) est 

i socè le , e t si en m e n a n t p a r le po in t a u n e pa ra l l è l e R, à la d r o i t e ow , le po in t m 

est le mi l ieu de la l o n g u e u r de d ro i t e rr' i n t e rcep tée su r R p a r les d ro i t e s oc et 

'M-. Dans ce c a s , le t r a p è z e abcd est t e l , q u e les côtés cd et cb, ad et ab sont 

égaux e n t r e e u x , e t , dans ce cas e n c o r e , la d ro i t e csh passe p a r l e s o m m e t a du 

t r apèze . 

T Les cond i t i ons ind iquées c i -dessus é t an t r e m p l i e s , si le t r i ang le isocèle est 

r e c t a n g l e , ou , en d ' a u t r e s t e r m e s , si le po in t sh est su r la c i r con fé r ence d ' u n 

cercle don t oc» serai t le d i a m è t r e , a lors la pro jec t ion a ' ^ ' W s e r a u n c a r r é . 

Désignons pa r 1) la d ro i t e qu i un i t les po in t s de c o n c o u r s o et w des côtés o p p o 

sés du t r a p è z e B , base de la p y r a m i d e ; d é s i g n o n s par s le s o m m e t de la p y r a 

mide , et par H p une dro i te q u i , t racée su r le p lan du t r apèze (plan q u e nous pren

d rons p o u r plan ho r i zon ta l de pro jec t ion) sera paral lè le à D. 

S i , pa r le po in t s1', on m è n e u n e ver t ica le Y, et si l 'on p r e n d s u r ce t te d ro i t e u n e 

suite de poin ts s, s', s", e t c . , et qu ' on les r ega rde c o m m e les s o m m e t s d ' u n e sui te 

de pyramides Z, Z' , Z" , e t c . , ayan t toutes p o u r base c o m m u n e le t r apèze B ; si par 

IF on mène u n e su i t e de p lans P, P ' , P" , e t c . , r e spec t ivement para l lè les aux p lans 

(.v, D), (V, D) , (s", IF, e t c . , ces p lans c o u p e r o n t les p y r a m i d e s suivant des pa ra l l é 

logrammes qui se p ro j e t t e ron t tous s u r le plan h o r i z o n t a l , su ivant un seul e' 

même pa ra l l é log ramme E''. 



Ainsi : le p lan P coupera la p y r a m i d e Z su ivan t un pa ra l l é log ramme E 

P — z ' — i ; 

p " — z" — i: 

e t c . — etc . — etc . 

et tous ces pa ra l l é log rammes E , E' , E" , e t c . , se ron t s i tués su r un p r i s m e droi t 

ayan t le p a r a l l é l o g r a m m e E A p o u r base . E t c o m m e la pos i t ion du s o m m e t s peut 

var ier a r b i t r a i r e m e n t s u r Y, et qu ' a i n s i on p e u t faire c ro î t r e ou d é c r o î t r e à volonté 

la h a u t e u r d u s o m m e t s a u - d e s s u s du plan h o r i z o n t a l , on voit q u e l 'on peu t s u p 

poser ce t te h a u t e u r n u l l e ; a lors le p lan sécant P et la p y r a m i d e Z se con fonden t 

avec le plan ho r i zon ta l , et l 'on n 'a p lu s q u ' u n sys t ème de l ignes toutes t racées sur 

un p l a n , et non p l u s u n sys tème de l ignes don t u n e pa r t i e est s u r le p l a n , et dont 

l ' au t r e p a r t i e est la p ro jec t ion de ce r t a ines l ignes s i tuées d a n s l ' espace. 

Nous p o u v o n s d o n c é n o n c e r ce qu i su i t : 

Un sys t ème s i tué s u r un p l an , o u , c o m m e on le d i t , un système plan, p e u t être 

r e g a r d é c o m m e la p ro jec t ion s u r son p lan de d ive rs sys tèmes s i tués d a n s l 'espace, 

é tan t t ous d u m ê m e g e n r e c o m m e é tan t tous soumis à u n e c e r t a i n e et m ê m e loi de 

fo rma t ion . 

Et c o m m e , d a n s u n système plan, on p o u r r a r e g a r d e r ce r t a ines l ignes c o m m e 

é tan t d a n s le p l a n , e t c e r t a ines a u t r e s c o m m e é tan t la pro jec t ion s u r ce p lan de 

l ignes de l ' e s p a c e , e t q u e le choix des l ignes r ega rdées c o m m e é tan t su r le plan 

p o u r r a ê t r e souvent a r b i t r a i r e , p o u r v u qu ' i l condu i se à un sys tème p o u v a n t exister 

d a n s l ' e s p a c e , on p e u t d i r e q u ' u n système plan p eu t ê t r e r ega rdé c o m m e la p r o 

ject ion de d ivers sys tèmes de l 'espace et de gen res différents . 

Ainsi d a n s la fig. 1 4 5 , q u i e m p ê c h e de r e g a r d e r les poin ts a e t / de la l igure 

p lane c o m m e é t a n t s u r le p lan de ce l le f igure , et de c o n s i d é r e r les p o in t s b,e, d 

du t r apèze c o m m e é tan t les p ro jec t ions de p o i n t s de l ' e space? a lo r s on aura i t une 

p y r a m i d e don t l ' a rê te sa serai t seule d a n s le p lan de la l i gu re , et ce sy s t ème sera i t 

b ien différent de celui où l 'on r e g a r d e r a i t le t r apèze abcd c o m m e é t a n t d a n s le 

p lan de la f igure, e t le p o i n t / c o m m e é tan t la p ro jec t ion d ' u n p o i n t s de l 'espace, 

p u i s q u e , d a n s ce ca s , on au ra i t u n e p y r a m i d e ayan t sa base su r le p lan de la 

figure. 

Et de p l u s d a n s le p r e m i e r s y s t è m e , ce lui où l 'on cons idè re les q u a t r e po in ts 

a, b, c, d c o m m e é t an t les p ro jec t ions de q u a t r e po in t s de l ' espace , on p o u r r a éta

bl i r q u e ces q u a t r e po in t s de l 'espace son t les s o m m e t s d ' u n q u a d r i l a t è r e p lan ou 

les s o m m e t s d ' u n q u a d r i l a t è r e g a u c h e . 

Dans le p r e m i e r c a s , les p o i n t s o et w se ron t les p ro jec t ions de deux poin ts de 

l ' e space ; dans le d e u x i è m e cas, ces po in t s o et ou d ev ron t ê t r e c o n s i d é r é s c o m m e 

les p ro jec t ions de deux dro i tes ve r t i ca les , p e r p e n d i c u l a i r e s au p lan de la t i u u e . 



sur c h a c u n e desque l l e s s ' appu ien t les côtés opposés ( e t supposés p r o l o n g é s ) du 

q u a d r i 1 a t è r e g a u e h e, 

D'après ce q u i p r é c è d e , on voit q u e lo r squ 'on a su r u n p lan un sys t ème de 

l i gnes , et q u e Ton veut découvr i r les p r o p r i é t é s g é o m é t r i q u e s don t ce sys tème 

pian peu t j o u i r , on doi t c h e r c h e r à c o n s t r u i r e d a n s l 'espace un sys tème de l ignes 

ayant le sys t ème plan p o u r p r o j e c t i o n , et c h e r c h e r p a r m i tous les sys tèmes de 

l 'espace cons t ruc t i b l e s celui qui p e r m e t t r a de découvr i r f a c i l e m e n t , et le p l u s 

fac i lement , les p r o p r i é t é s d u sys tème p lan d o n n é ; et r é c i p r o q u e m e n t , l o r squ 'on 

a un sys tème de l ignes d a n s l 'espace, on doit p ro je t e r ce sys tème su r un p lan , et 

r e c h e r c h e r les p r o p r i é t é s du sy s t ème de l ' e s p a c e , en ve r tu des p r o p r i é t é s dont 

joui t le système-plan-projection; on doit d o n c , p a r m i tous les p l ans de p r o j e c t i o n , 

che rche r celui q u i sera t e l l ement s i tué par r a p p o r t au sys t ème de l ' e space , q u e la 

p ro j ec t i on , s u r ce p l a n , d u sys tème de l ' espace n o u s p e r m e t t r a de découv r i r faci

l ement , et le p lus faci lement poss ib le , les p r o p r i é t é s du s y s t è m e - p l a n - p r o j e c t i o n , 

p o u r en c o n c l u r e les p r o p r i é t é s du sy s t ème de l ' espace . 

fie mode de r e c h e r c h e s , q u i cons is te à passer du plan dans l'espace, et r é c i p r o 

q u e m e n t de l'espace sur le plan, est fécond en g é o m é t r i e de sc r i p t i ve , et il est tout 

a fait dans l 'espr i t de cet te s c i e n c e , pu i squ ' i l n ' e s t é v i d e m m e n t q u ' u n e consé

quence de la m é t h o d e généra le des p r o j e c t i o n s , m é t h o d e q u i est la base de la géo

mé t r i e desc r ip t ive . 

Soit d o n n é le t r a p è z e ^ e ï i su r le p lan hor i zon ta l {fuj. 145 bis), d o n t les côtés 

opposés é t an t p ro longés se c o u p e n t aux p o i n t s o et &>, soit sh la p ro jec t ion d u som

met s de la p y r a m i d e ayan t le t r a p è z e edied p o u r base . 

Menons par le p o i n t a une d r o i t e H p para l lè le à la d ro i t e (o, w) et r e g a r d o n s cet te 

droi te c o m m e la t race ho r i zon ta l e d 'un p lan P lequel soit para l lè le au p l an (s,o,w); 

ce plan P , coupe ra la p y r a m i d e suivant un p a r a l l é l o g r a m m e q u i se p ro je t te ra su r 

vaut un a u t r e p a r a l l é l o g r a m m e dhb'hc'hdJh. 

Cela pose : 

Par le po in t r en lequel H p coupe la d r o i t e co m e n o n s u n e dro i te q u e l c o n q u e 

/•' '% coupan t la d ro i t e p / / V ' l e n un po in t c"h. Jo ignons les po in t s c et c"h p a r u n e droi t 

coupan t la l igne co*'* en un poin t s'h, la p y r a m i d e qui au ra p o u r base le t r apèze 

ishcd, et p o u r s o m m e t un po in t ayant s'h p o u r p ro j ec t ion ho r i zon ta l e , sera coupée 

par un plan p ' ayan t IV p o u r t race h o r i z o n t a l e , et ce*plan é tan t para l lè le au p lan 

is'o'ii) , suivant un p a r a l l é l o g r a m m e ab"c"d" q u i se p ro je t t e ra su ivan t u n a u t r e 

pa ra l l é log ramme ab"hc"hd"h, tels q u e les c inq po in t s p, b'\ c \ b"h, c"h s e ron t eu 

l igne d ro i t e . 11 est évident q u e les deux pa ra l l é log rammes de sect ion ab'cd et 

uh'!c"d' sont s i tués su r un p r i s m e o b l i q u e don t les a rê tes sont paral lè les à la 

d roi le .v'.s'w. Nous a u r o n s d o n c , d a n s é e c a s , u n e su i t e de py ramides ayan t même 



baso et coupées par des p l ans P , P", P " , e t c . , ayan t m ê m e t race hor i zon ta le fi 3 sus 

v a n t d e s pa r a l l é l og rammes se p ro j e t an t ( s u r le plan de b a s e ) su ivant des para l lé lo

g r a m m e s différents , et n o n p l u s su ivant le m ê m e p a r a l l é l o g r a m m e , c o m m e d a n s 

ie cas où les d ivers s o m m e t s s, s, s", e t c . , des p y r a m i d e s é ta ient s i tués s u r une 

p e r p e n d i c u l a i r e au p lan de base . 

Dès lors on p o u r r a d e m a n d e r de t rouver la pos i t ion q u e doi t occuper le sommet 

s p o u r q u e ia p ro jec t ion du p a r a l l é l o g r a m m e de sec t ion jou i s se de ce r t a ine s p r o 

p r i é t é s , et s o i t , pa r e x e m p l e , u n losange , ou q u e les côtés ad jacents so ien t dans 

u n r a p p o r t d o n n é , e t c . E n d é s i g n a n t le t r apèze de base p a r B , on peu t d i r e q u e 

le sy s t ème formé pa r la p y r a m i d e ( s , B) et le p lan P a é té t r a n s f o r m é en le sys t ème 

formé p a r la p y r a m i d e (s, B) et le plan P ' . 

Le m o d e de r e c h e r c h e q u i consis te à t r a n s f o r m e r u n e figure p l ane en u n e au t re 

l igure p l a n e , u n sys tème de l ' espace en u n a u t r e sys tème de l ' e space , et il existe-

b ien des modes différents de t r a n s f o r m a t i o n , es t t r è s - f r é q u e m m e n t e m p l o y é en 

g é o m é t r i e d e s c r i p t i v e ; on s 'en se r t p o u r t r a n s f o r m e r u n sys tème 2 en un a u t r e 

sys t ème 2', tel q u e l 'on pu isse fac i lement r e c o n n a î t r e ses p r o p r i é t é s g é o m é t r i q u e s 

et l 'on passe a lors des p rop r i é t é s r e c o n n u e s s u r le sys t ème 2' à celles q u i doivent 

exister su r le sys t ème p r i m i t i f 2, en faisant sub i r aux p rop r i é t é s d u sys t ème t r a n s 

formé 2' les modif icat ions q u e le m o d e de t r ans fo rma t ion e m p l o y é p o u r repasse r 

du s y s t è m e 2' au ^système 2 do i t l eu r faire é p r o u v e r . 

Ce m o d e de r e c h e r c h e n ' e s t e n c o r e q u ' u n e c o n s é q u e n c e de ia m é t h o d e des 

p r o j e c t i o n s , m a i s u n e c o n s é q u e n c e p lus généra le q u e ne l 'est le m o d e p récédem

m e n t exposé . Dans la seconde pa r t i e de ce c o u r s , n o u s a u r o n s p l u s d ' u n e fois l 'oc

casion d ' e m p l o y e r l ' un et l ' au t r e de ces deux modes de recherche. 

M a i n t e n a n t , p r o p o s o n s - n o u s de c h e r c h e r que l le do i t ê t r e la posi t ion du poi in 

s* s u r la d ro i te ws h , p o u r q u e , fig. 1 4 5 bis, le p a r a l l é l o g r a m m e ab"hc"hd"h soit un 

losange. P o u r q u e ce pa ra l l é log ramme soit un l o s a n g e , il faut q u e l ' o n ait ad"hz=.ab" '. 

Or, en s u p p o s a n t q u e la d ro i te ad"h a é té menée a r b i t r a i r e m e n t , il faudra q u e la 

d r o i t e rb"h soit para l lè le à la d r o i t e ad'!k, ce q u i ne p o u r r a avoi r lieu é v i d e m m e n t 

q u e p o u r ce r t a ine d i rec t ion pa r t i cu l i è re d o n n é e à la dro i te ad"'\ En e x a m i n a n t de 

p rès le p r o b l è m e p r o p o s é , on voit q u ' i l se r é d u i t au su ivan t : 

Étant donnés ( fig. 145 ter) deux droites parallèles A et B , un point a sur A et un 

point r hors des deux droites, métier par le point r une droite D telle que , coupant les 

droites A et B aux points b"h et c" ' \ on ait : a b " * = b , V , \ 

Or ce p r o b l è m e se r é soud fac i lement de la m a n i è r e su ivan te : 

Concevons pa r le p o i n t r u n e su i te de d ro i tes R, R', IV', e t c . , d o n t l ' u n e , R, passe 

par le p o i n t a et coupe la d ro i te A aux po in t s a, //'', b'"\b'"\ e t c . , et la d r o i t e 

B aux points p , c \ c"\ c"'\ e tc . 



Por tons sur ces d ro i t e s R , R ' , R", e t c . , et à p a r t i r des poin ts a, b'\ b"\ e t c . , et 

du côté de B les d i s tances du point a à c h a c u n e de ces d ro i t e s R, R', R", e t c . , ces 

d i s tances é t a n t comptées s u r la d r o i t e A, on a u r a les po in t s a, y , y", y"', e t c . , qui 

d é t e r m i n e r o n t u n e c o u r b e d, l aque l le se ra é v i d e m m e n t composée d ' u n e b r a n c h e 

infinie passan t p a r le po in t a et c o u p a n t la d ro i t e B e n deux po in t s ctetc,j les 

dro i tes re, et rc7 r é s o u d r o n t le p r o b l è m e , qu i au ra tou jours d e u x s o l u t i o n s . On 

d o n n e à ce t te c o u r b e o le n o m de courbe (Terreur. Or , il est év ident q u e la courbe 

d'erreur est u n lieu géométrique, e t q u ' a i n s i , en e m p l o y a n t en g é o m é t r i e desc r ip 

tive u n e courbe d'erreur, n o u s faisons i d e n t i q u e m e n t ce q u e l 'on fait l o r sque l 'on 

a p p l i q u e l 'analyse à la g é o m é t r i e , et q u e l 'on c h e r c h e un po in t s i tué à la fois sur 

deux houx g é o m é t r i q u e s , 

Dans le p r o b l è m e p r é c è d e n t , les l ieux g é o m é t r i q u e s sont la d ro i t e B et la 

e O U r b c Ò. 

L'emploi des courbes d'erreur est t r è s - f r é q u e n t en géomét r i e desc r ip t ive . 

D o n n o n s un second e x e m p l e de l ' emploi de ces c o u r b e s d ' e r r e u r . 

É t a n t d o n n é (fig. 145 bis), u n q u a d r i l a t è r e abcd c o m m e base d ' u n e p y r a m i d e , 

c h e r c h o n s la pos i t ion q u e doit occupe r le s o m m e t s de ce t te p y r a m i d e p o u r q u ' u n 

p lan P , para l lè le au plan (s. o, w), la c o u p e su ivan t u n p a r a l l é l o g r a m m e qu i se pro

jet te su r le pian h o r i z o n t a l , o u , en d ' a u t r e s t e r m e s , s u r le p lan de base suivant 

un «.arre. Les d ro i tes oah e t ws / l d ev ron t ê t re r e c t a n g u l a i r e s , le po in t sh devra donc 

t re s i t ué s u r un cercle. Ç décr i t s u r o,._ c o m m e d i a m è t r e . 

Pai s u i t e , faisant passer lu p lan P pa r le p o i n t a, W sera paral lè le à e>&>, le po in t 

' devra d o n c ê t r e s i tué su r u n cerc le g décr i t su r rp c o m m e d i a m è t r e ; et il fau

d ra é v i d e m m e n t q u e ce point, c ' f c soit tel q u e m e n a n t la d ro i t e rch, et aba issant du 

po in t a u n e p e r p e n d i c u l a i r e ab'h sui' cet te d r o i t e , on a i t : ab'hs=.b'hc". Il faudra 

d o n c ( fia. 1 4 5 , guaier) c o n s t r u i r e u n e c o u r b e d ' e r r e u r y de la m a n i è r e suivante : 

Du p o i n t r n o u s m è n e r o n s u n e su i te de d ro i t e s R, R ' , R " , R/", e t c . , c o u p a n t le 

cerc le K aux po in t s r", c"', c"1, c"h, e t c . ; d u p o i n t a n o u s aba i s se rons des p e r p e n 

d icu la i r e s L , L' , L", L'", e t c . , s u r les d ro i tes R , R', B " , e t c . , et les c o u p a n t 

respec t ivement aux p o i n t s bh, b'\ b"h. b""\ e t c . 

Puis n o u s p o r t e r o n s su r R , e t à p a r t i r d u po in t / / , u n e l ongueur b"y.=~bha : sur 

(ï , e t à pa r t i r du p o i n t a , u n e l o n g u e u r b'hy'~b'ha, et a ins i de sui te . 

Les p o in t s y, y , e t c . , d é t e r m i n e r o n t u n e c o u r b e y qui passera par le point a 

* ? qui coupe ra le ce rc le K en deux poin ts e, e i e , qui seront é v i d e m m e n t s i tues 

sur u n e pe rpend icu l a i r e à i a d ro i t e rp. 

Unissant le po in t c avec ct pa r u n e dro i te J et ce m ô m e po in t , avec e p a r 

t»ne d ro i t e •(', ces don* d ro i t e s .1 et J' couperon t le cercle K en deux p o i n t s sh et 



•v'* s i tues s u r u n e p e r p e n d i c u l a i r e a la d ro i t e ou, et ces p o i n t s V' c i / ' . V R I X M T . n> 

pro jec t ions des d ivers s o m m e t s s et des d ive rs s o m m e t s s des d iverses p> rarnide» 

q u i , a v a n t i e q u a d r i l a t è r e féed p o u r base , s e ron t coupés par un pian para l lè le au 

plan (s-, o , OJ) ou au plan (Y, o, su ivan t un pa r a l l é l og ramme se p r o j e t a n t , su r h ; 

D I A N de b a s e , su ivant un carré. 

CHAPITRE V. 

;>R.S D I F F É R E N T S S Y S T È M E S hh P R O - J K C Ï i O N • 

157 . Dans ce q u i p r é c è d e , n o u s n ' avons cons idè re q u e des p ro jec t ions o r tho 

gonales s u r d e u x p l ans p e r p e n d i c u l a i r e s e n t r e eux ; en géné ra l i s an t la m ê m e idée 

on p e u t n o m m e r pro jec t ion d ' u n po in t s u r u n p lan , le po in t où u n e d r o i t e que l 

c o n q u e pas san t p a r ie po in t d o n n é r e n c o n t r e ce p lan , ma i s le s y s t è m e de p r o 

j ec t ions é t u d i é c i -dessus est le p lu s u s i t é ; c e p e n d a n t on emplo ie quelquefois 

d ' a u t r e s sys tèmes p o u r lesquels on ne fait p lus usage q u e d ' u n seul p l a n d e p r o 

ject ion , e t , p a r m i ceux- l à , le p l u s s imp le est celui qu i cons t i t ue les plans côtés et 

nivelés. Un po in t est d é t e r m i n é d a n s ce sys t ème par sa project ion o r t h o g o n a l e 

sur un p l a n , q u ' o n n o m m e plan de comparaison, et (pic Ton chois i t o rd ina i r e 

m e n t au -dessus de tous les po in t s d u sys tème p r o j e t é , et pa r un nombre écrit à 

cote d e la projec t ion du poin t et q u i en fait c o n n a î t r e la distance* a u p lan d* 

c o m p a r a i s o n . Ce n o m b r e p r e n d le n o m de cote du point. Les cotes des po in t s s i tuées 

au-dessus d u p lan de compa ra i son se ra ien t néga t i ve s ; on voit q u e ce sys îénn. 

r e n t r e d a n s le sys t ème g é n é r a l , car , à l 'aide des cotes de c h a q u e point du System-' 

p r o j e t é , on p o u r r a i t en ob ten i r la project ion su r un plan q u e l c o n q u e , p e r p e n d i 

cu la i re au p l an de c o m p a r a i s o n , en chois issant une l igne de t e r re a r b i t r a i r e ; 

abaissant de la project ion c o n n u e de chaque po in t une p e r p e n d i c u l a i r e sur cet te 

J i u n e . et p o r t a n t du cote convenable des d is tances égales aux cotes de c--> 

r<0ims { n 5 i. 



Dans ce sys tème u n e d ro i t e est d é t e r m i n é e par les p ro jec t ions et les cotes de 

d'eux de ses po in t s (n° 4 8 ) , et u n plan p a r sa l igne de p l u s g r a n d e pen te pa r r a p 

PORT au p lan de c o m p a r a i s o n ( n ° 3 8 ) , l igne qui po r t e le nom d'échelle de pente du 

p Inn. 

Ce sys t ème de project ion est f r é q u e m m e n t u s i t é , s u r t o u t d a n s les dess ins re

latifs aux fort i f icat ions et aux t ravaux de déblai et r e m b l a i , te ls q u e roules . , 

canaux , e t c . 

C o m m e Ton ne peu t pas o r d i n a i r e m e n t avoir u n e feuille de dess in assez g r a n d e 

pour r e p r é s e n t e r les co rps d a n s l eu r s g r a n d e u r s n a t u r e l l e s , on r é d u i t les p lans 

à une échel le d é t e r m i n é e qu i doi t ê t r e a n n e x é e au dess in et s u r l aque l l e on c o m p t e 

h s l o n g u e u r s h o r i z o n t a l e s , les cotes son t t ou jou r s i nd iquées d a n s l eu r s ' g r a n d e u r s 

na tu re l l e s , il faudra i t les r é d u i r e à la m ê m e é c h e l l e , si l 'on voulai t faire la p r o 

jec t ion vert icale d u c o r p s . Nous ve r rons c e p e n d a n t q u e , p o u r des motifs qu ' i l 

0 est pas t emps e n c o r e d ' e x p l i q u e r , on n e r édu i t que lque fo i s pas les deux p r o 

jec t ions à la m ê m e échel le . 

158. On n o m m e projections obliques, celles qu i son t d é t e r m i n é e s par des droi tes 

me l inées par r a p p o r t au p l an de pro jec t ion , et toutes para l lè les e n t r e e l les . P o u r 

pouvoir o b t e n i r la project ion o b l i q u e d ' u n p o i n t , il faut c o n n a î t r e la d i r ec t ion et 

1 i nef maison de la d ro i t e p ro je t an te pa r r a p p o r t au p lan de projec t ion ; on la d o n n e 

i d i n a i r e m e n t pa r sa p e n t e , c ' es t -à -d i re par le rapport de la h a u t e u r à la base du 

t r iangle rec tangle formé p a r les d ro i tes p ro j e t an t o r t h o g o n a i e m e n t et o b l i q u o -

m e n i le p o i n t et p a r celle q u i u n i t ces deux p ro j ec t i ons . Le po in t est a lors dé t e r 

miné pa r sa pro jec t ion o r thogona le et u n e p ro jec t ion o b l i q u e su r le m ê m e p l an , 

CAR la p ro jec t ion o r thogona le fait c o n n a î t r e une d r o i t e s u r laquel le le poin t est 

s d u e , et la d i s tance des deux p ro j ec t ions con jo in t emen t avec le rapport c o n n u de 

CI h a u t e u r à la base du t r i ang le r ec tang le , c i -dessus dés igné , fait c o n n a î t r e la dis

tance du poin t au p lan de p ro j ec t ion . L o r s q u e les l ignes p ro je t an te s sont inc l inées 

I \ ~> sur le p lan de p ro j ec t i on , le t r i angle rec tang le est i socè l e , sa base est égale à 

- h a u t e u r , et par c o n s é q u e n t la d i s tance du po in t au p lan de pro jec t ion est égale 

> ode de ses deux p ro jec t ions . 

Dans la théor ie des o m b r e s , cet te seconde project ion est ce q u ' o n n o m m e 

••oidbie portée du po in t su r le p lan de p r o j e c t i o n , q u i est o r d i n a i r e m e n t le p lan 

ho» izontal p o u r le plan qéoméiral et le plan vertical p o u r les coupes et les 

i-It-rOtiOns. 

î ne dro i te est de la m ê m e m a n i è r e déi înie par sa p ro jec t ion o r thogona le et une 

project ion ob l i que sur le m ê m e p lan , et un plan par les deux m ô m e s pro jec t ions de 

S - T signe de p lus g r ande p e n t e . Ce q u e l 'on n o m m e perspective militaire n 'es t a u t r e 

• d i o v o q u ' u n e project ion o b l i q u e ; on s'en sert aussi dans les t ravaux d 'a r t s des 



ponts et chaussées , p o u r m i e u x faire v o i r i e s dé ta i l s d ' a s semblages des P A R T I E S iu* 

t é r i eures des c o n s t r u c t i o n s . 

159 . Les p ro jec t ions o r thogona le s et ob l iques q u e n o u s venons d ' i n d i q u e r 

po r t en t le n o m c o m m u n de projections cylindriques. Il existe enco re un sys tème de 

projec t ions q u e n o u s n o m m e r o n s projections coniques, et auxque l l e s on d o n n e 

aussi le n o m de pro jec t ions centrales ou polaires. D a n s ce s y s t è m e , les droi tes 

proj é tan tes passen t tou tes p a r u n m ê m e po in t fixe, q u ' o n n o m m e pôle ou venirt 

des p ro jec t ions . 

Dans ce sys tème, on emplo ie deux p lans r ec t angu la i r e s , l ' un n o m m é geometral.. 

sur lequel on p ro je t t e o r t h o g o n a l e m e n t le sys t ème p roposé ; l ' au t r e nomine. 

tableau, s u r l eque l on effectue la pro jec t ion c o n i q u e ou la perspective de ce 

m ê m e sys tème . La l igne de t e r r e p r e n d , d a n s ce c a s - c i , le n o m débase ttu 

tableau. 

Un p o i n t est d é t e r m i n é d a n s l ' e s p a c e , q u a n d on conna î t sa p ro jec t ion o r t h o 

gonale su r le g e o m e t r a l , sa p e r s p e c t i v e , la base d u tab leau et le c e n t r e des p r o 

j e c t i o n s ou point de vue. Mais on peu t aussi définir la pos i t ion d ' u n p o i n t dans 

l ' e space par sa p e r s p e c t i v e , sacóte de h a u t e u r a u - d e s s u s du geomet ra l ; la PRO

j ec t ion d u p o i n t de vue fait c o n n a î t r e la base d u t a b l e a u . 

160. Mais l o r s q u ' o n ne c h e r e b e q u e des r e l a t i o n s de posi t ion s u r un p l a n , ou 

peut d o n n e r u n e seu le p ro jec t ion d u sys tème de po in t s et de d r o i t e s , la posi t ion 

du s y s t è m e d a n s l 'espace res te a r b i t r a i r e ; c 'est ce q u e n o u s avons déjà fait dans 

que lques ques t ions d u chap i t r e ílí. 

Des pians cotés et nivelés. 

1 6 1 . Dans tou t cet a r t i c le nous m e s u r e r o n s les d i s tances h o r i z o n t a l e s su r un»-

échel le au c e n t i è m e ou de 0 m . 0 1 p o u r I r a . 0 0 , r ep ré sen t ée (fig. 1 4 6 ) ; les déc i 

mè t r e s y sont exp r imés pa r des mi l l imè t r e s . Si l 'on voulait avoir des d is tances 

m o i n d r e s q u e les d é c i m è t r e s , pa r exemple les c e n t i m è t r e s , on d isposera i t 

l 'échelle c o m m e il s u i t . A l ' une des ex t r émi té s a (fig. 1 4 7 ) de la d r o i t e s , ou 

" lève u n e p e r p e n d i c u l a i r e , s u r laquel le on po r t e 10 fois u n e l o n g u e u r a r b i t r a i r e ; 

par t ous les po in t s 1, 2 , 3 , . . . , . . 1 0 , on m è n e des para l lè les à ab, pu i s divisant la 

d e r n i è r e para l lè le en m i l l i m è t r e s , n o u s j o i n d r o n s les po in t s 1 et 10 ' , '2 et 1 , 3 et 

*>',... 10 et 9 ' d e s d e u x paral lè les e x t r ê m e s , et il est évident q u e toutes ces nouvel les 

d ro i tes sont p a r a l l è l e s , et qu 'e l l es i n t e r c e p t e n t su r les para l lè les à ab des par t i r -

- g a l e s à 0 , n , 0 0 0 1 , 0 m , 0 0 0 2 , 0 œ , 0 0 0 3 , 0 m , 0 0 0 9 , 0 r a , 0 0 1 ; en effet, cons idé rons la 

pa r t i e a.% c o m p t é e ; u r la paral lè le m e n é e du poin t 7 , les t r iangles semblab les 

M) — y—j3 et 10 - 9 ' — 1 0 ' d o n n e n t 1 0 — 10' : 10 — 3 : : 9 '—10' ' : a£- Or 10 — 10 



eon t ient 40 des p a r t i e s d o n t (10—¡5)en con t i en t 7 , e t 9'--10'=-== O'^OOl : donc 

c e t t e p r o p o r t i o n peu t se change r en ce l le-c i : 1 0 : 7 : : 0 r a , 0 0 1 : «S = 0 , n ,0ô07- , on 

t rouvera i t de m ô m e la va leur des pa r t i e s c o m p r i s e s s u r les a u t r e s pa ra l l è l es . Cela 

p o s é , s u p p o s o n s q u ' o n veuille m e s u r e r su r ce t te échel le u n e l o n g u e u r de 7° ,G* • 

Mt p r e n d r a s u r la para l lè le à ab, m e n é e d u po in t 4 , la l o n g u e u r y3, q u i sera ia 

d ro i t e d e m a n d é e , r é d u i t e à l ' échel le . E n effet, ce t t e d ro i t e yo se compose de 

• r : = 0 % 0 7 , de 3 ç = 0 m , 0 0 6 , et de la pa r t i e e £ = = 0 m , 0 0 0 4 : d o n c en tou t 7 3 = 0 m , 0 7 6 i -

ce qu i r e p r é s e n t e , à l ' échel le c o n v e n u e , la l o n g u e u r d o n n é e de 7 U Ï . 6 4 . 

1 6 2 . PROBLÈME 1 . Sur une droite donnée trouver la cote d'un point quelconque dont 

»•»>. se donne la projection (fig. 1 4 3 ) . Concevons le p lan p ro je t an t la d ro i t e d o n n é e l) 

s u r le p l a n de c o m p a r a i s o n q u e n o u s c o n s i d é r e r o n s c o m m e h o r i z o n t a l , et p r e 

nons- le p o u r p l an ver t ica l de p r o j e c t i o n , de so r t e q u e D" dev i end ra L T , on aun» 

.0 en p o r t a n t s u r des p e r p e n d i c u l a i r e s à LT des l o n g u e u r s mhm et m'nm\ respec

t ivement égales aux cotes d o n n é e s y et ?/ ' (*), des po in ts m e t m a p p a r t e n a n t à la 

droi te D de l 'espace-, é levant la p e r p e n d i c u l a i r e m"hm", sa l o n g u e u r e x p r i m e r a 

p r é c i s é m e n t la cote c h e r c h é e y" d u p o i n t m'. P o u r e n avoir l ' express ion numé

r i q u e en fonct ion des cotes c o n n u e s y et y 1 , m e n o n s la d ro i t e ml paral lè le a LT, 

n o u s a u r o n s : mkl == m""k ==: mhm=y,ei les t r i ang les semblab les mlm\ mkm1' don-

îui ront : 
ml : mk ;: Im1 : km 

o u 
mr'm"' : m"m"'x : : m'*m— m'm ; m'!>im°'—m"m 

••••m 'lin!1 

* 'x'y'—y: y1'—y 
d'où 

.... ^ y" (y—y) _ yjx'—x")-fy y-
T x 

Son., pat" e x e m p l e , la d ro i t e D (fig. 1 4 9 ) , et d e m a n d o n s la cote en* p o i n t m 

Por tons s u r 1 éche l le (fig. 140 ) , les d i s tances ho r i zon t a l e s une et ném". j e ^up 

pose q u ' o n les t rouve r e spec t ivemen t de 0 C i , 02 et 0 , 0 1 5 , ce q u i d o n n e p o u r ce 

d i s t ances r a m e n é e s à l eu r g r a n d e u r na tu re l l e z'—l™ et x"= 1"\5 ( n 1 6 î ): nous 

Nous avons des igné tes t o n g u e u r s h o r i z o n t a l e s , d o n t un c o n n a î t la g r a n d e u r au move;_ ce i e 

•helSe p a r x> œ . e t c . , et les d i s t ances des po in t s a u p l a n de c o m p a r a i s o n (d i s tances d o n n é e s pa r i - s * on-.c 

p a r y , ?/ . e t c . , p o u r conserver k» n.>rru.on Jem on a l ' h a b i t u d e , l o i s q u e Ion. a p p l i q u e ' ' • • i s c h ; .;• j . 

.éoméu ' i t -



avons d : a i l l e u r s y — 5 m , 2 0 et y' = 9 u

} 6 0 ; subs t i t uan t ces va leurs d a n s ia formai t 

p r é c é d e n t e , n o u s t r o u v e r o n s : 

5 . 2 X (2 — 1 , 5 ) + 9 , 6 X I , 5 5 , 2 X 0 , 5 + 9 , 6 X 1 , 5 2 ,60 4 - 1 4 , 4 0 17 

i V " = . = . ~ _ ^: 

ou ci)fin 
y" = 8 m , 5 

1 0 3 . PROBLÈME 2 . Swr «ne droite donnée trouver la projection d un point dont o> 

connaît la cote (fig. 448 ) . Ayant t r a c é c o m m e c i - d e s s u s la d ro i t e D, j e p r e n d s siu 

m"1 m u n e l o n g u e u r m" 1/", égale à la cote d o n n é e if et m e n a n t l"mn para l lè le a LT 

le po in t m " sera le p o i n t c h e r c h é , d o n t n o u s a u r o n s en m" A l a pro jec t ion h o r i z o n 

tale ; ma i s il faut avoir la d i s t ance au po in t mh ; p o u r cela ayan t ob tenu connu* 

c i -dessus la p r o p o r t i o n : 

x'.x : -y—y :y —y 

nous en t i r e rons : 
x< (y11—y) 

y—y 

Soi t , par e x e m p l e , la d r o i t e D (fig. 1 5 0 ) , s u r l aque l le on d e m a n d e de t rouve 

le poin t ayan t p o u r cote 8 m . Ayant po r t é la d i s t ance mhm"1 s u r l 'échel le (fig. 440 < 

supposons q u ' o n la t rouve de 0 m , 0 0 5 , ce q u i d o n n e Y = 0 m , 5 ( n° 161 ), on < ? 

o u t r e : î / = 1 6 , n , 3 0 , y ' ; = 1 3 , n , 7 0 , y " = 8 m , 0 0 . 

D'où y"— y = 8 m — 1 6 r a , 3 0 = 8 m , 3 0 et y ' — y . = 4 3 , u , 7 0 - ~ 1 6 m , 3 0 = 2 m , 6 0 ; ces va

l eurs é tan t s u b s t i t u é e s d a n s la fo rmule p r é c é d e n t e , l eu r s i g n e — d i s p a r a î t r a , m a r 

on peu t l 'éviter « priori, car si d a n s la fig. 148 la cote y eû t é té supposée piui 

g r a n d e q u e la cote y' e t q u e la cote y', il est facile de r e c o n n a î t r e q u e les mémn* 

c o n s t r u c t i o n s a u r a i e n t condu i t à la fo rmule a;" = — d a n s laquel le il ; a u 
y— y 

subs t i tue r à (y —y") e t à (y-—y') les va leu r s posi t ives 8 m , 3 0 e t 2 % 6 0 ; on a alot> 

„ _ 0 , 5 X 8 , 3 0 _ 415 _ 83 
X ™ 2,60 ~ 2^60 ~ 52 ' 9 

ou a t rès-peu p r è s , xn=z l m , 6 0 ; r édu i t e à F é c h e l l e , ce t te valeur devient u I* 

Nous la p r e n d r o n s s u r l ' é che l l e , e t , la po r t an t de m" en m"k du côté des cotes iU>-

c r o i s s a n t e s , le po in t m i s e r a le po in t d e m a n d é . 

Si l 'on d e m a n d a i t la t race de la d ro i t e sur le plan de compara i son ou le pon.: 

ayant p o u r cote z é r o , il suffirait de faire « / " = 0 , d 'où x " i l faut avoij s<or 

de po r t e r les d i s tances négatives d ' u n côté opposé à celui s u r l eque l on port»' le-

< I i sta nces pos i t i ves 



1 fi 4 . PROBLÈME 3 . Trouver l'inclinaison dune droite sur le plan de comparaison. 

On sait q u e cet te inc l ina i son est m e s u r é e p a r l ' angle de la d r o i t e avec sa pro

j ec t ion su r le p l a n , el le sera d o n c d o n n é e p a r l a j % , (148) de laquel le on t i re . 

lm' y'—y 
tang Imm — ~— = -—~ 

lm x 

si n o u s supposons qu ' i l s 'agisse de la d ro i te D (fig. 1 4 9 ) , n o u s a u r o n s : 

? / — ^ = 4 m , 4 : 0 , et x ~ 2 m , 0 0 
• l o U C p o s a n t ' 

• f "V. A 4 m ,40 
l.mm'~ y., on a : tang a = — - — = 2 m , 2 0 

iog tang a = log 2 , 2 0 = 0 , 3 4 2 4 2 2 7 — log tang (65\33',22"; 

donc : -x = 0 5 ° , 3 3 ' , 22"» 

1«)5 . PROBLÈME 4 . Trouver sur une droite donnée la distance de deux point*. L e 

! n a n t i e rec tang le mlm (fig. 1 4 8 ) d o n n e : 

ou 

Soit d e m a n d é e , pa r exemple , la d i s tance des p o i n t s m et m (fig. 1 4 9 ) , nous avons 

(n 1H2) a / = 2 M , y—?/=4m, 4 ; ces va leurs , subs t i t uées d a n s la formule , d o n n e r o n t 

mm' ou 

±=V¥+[AA? = l A + 1 9 , 3 6 = z 1/23,30 

• m ••mm A = 4 , u , 8 3 8 2 . 

!(>(>. PROBLÈME 5, Trouver sur une droite donnée un point distant d'un point donne, 

d'une quantité déterminée. S u p p o s o n s q u e m" soit le po in t d e m a n d é , il faut c o n 

naî t re m*m"* ou x" et m"hm" ou y"; p o u r cela nous avons déjà t rouvé O r 1 6 2 ) 

x"(y'—y 

X 

puis le t r i angle rec tang le mm"k d o n n e : 

j>rus f i ' l ' ) 2 ) : 



Soit d e m a n d é de po r t e r s u r la d ro i t e D {fig. 151 ) et à pa r t i r du poin t m une 

l ongueu r égaleà 6 m . Ayant po r t é la d i s tance ho r i zon t a l e m V 1 s u r Y échelle (fig. 1 4 6 ) . 

supposons q u ' o n l 'ait t rouvée de 0 m , 0 2 7 , d 'où # = = 2 m , 7 0 ; on a d ' a i l l eurs y=iSm,00 

et * / , = 2 5 m , 0 0 . En s u b s t i t u a n t ces valeurs d a n s les formules p r é c é d e n t e s , plies 

d o n n e r o n t 

qui d o n n e 
2 , 1 5 X 7 1 5 0 , 5 

y" = 18'" d t — - = : 1 8 m ± : — 1 8 : ± 5 , 5 : 
* 2 . 7 2 7 

donc la cote du po in t m" sera t / " : = 2 3 m , 5 7 , et celle du po in t m'" sera y"'=\ 2 " , 4 3 . 

a t rès -peu p r è s . 

Il y a deux valeurs égales et de s ignes con t r a i r e s de x", pa rce que I o n peut 

p r e n d r e le po in t m"h de pa r t et d ' a u t r e de m f t, et les deux valeurs de y" r é p o n d e n t 

r e spec t ivement à ces deux po in t s q u i , é v i d e m m e n t , doivent avoir des cotes diffé

r en te s . 

167. P o u r q u e deux d ro i t e s soient pa ra l l è l e s , il est év iden t que leurs proje< -

t ions ho r i zon ta l e s doivent ê t re para l lè les , les cotes de l eurs po in t s do ivent c ro î t r e 

dans le m ê m e sens , et les d is tances ho r i zon ta l e s de deux po in t s de c h a q u e d r o i t e 

doivent ê t r e p ropo r t i onne l l e s aux différences de l eu r s cotes (n° 2 2 ) . 

R é c i p r o q u e m e n t , si ces cond i t i ons sont r e m p l i e s , les dro i tes sont év idemment 

para l lè les . Il est donc facile de mene r par un point d o n n é une d ro i t e para l lè le a 

une dro i te d o n n é e . 

108. PROBLÈME 6. Trouver l angle de deux droites. Si les dro i tes proposées ne se 

coupen t p a s , on leur m è n e r a , par un point q u e l c o n q u e , des paral lè les (n" 167), 

don t Tangle sera celui d e m a n d é . Pour avoir cet a n g l e , on peu t employer p lu s i eu r s 

p r o c é d é s ; a i n s i , pa r e x e m p l e , on peut 

1 P r e n d r e su r les deux droi tes A et B (fig. 1 5 2 ) , deux po in t s ayant inèm»> 

roifs . pour cela un c h e r c h e sur la d ro i t e B le point p , dont la cote est égale a i. 

Por tan t donc de pa r t et d ' a u t r e de mh une l o n g u e u r 0 ' r t , 0 2 1 5 , m e s u r é e sur l 'échelle 

(fig. 1 4 7 ) , on aura deux poin ts m"h et m"'h q u i s e ron t les pro jec t ions h o r i z o n 

tales des po in t s satisfaisant à la q u e s t i o n ; p o u r en avoir les cotes, p u i s q u e nous 

conna i ssons x \ nous emplo i e rons la fo rmule 



cote c o n n u e du poin t m de la d r o i t e À , la d ro i t e mp est a lors ho r i zon t a l e et par 

c o n s é q u e n t égale à sa pro jec t ion mhph (n° 5 6 , V). Si l 'on c h e r c h e les l o n g u e u r s 

P et M (n° 163) des por t ions dm et dp des d ro i t e s A et B , on conna î t r a les trois 

côtés du t r i ang le dmp, on p o u r r a d o n c c o n c l u r e l ' angle c h e r c h é mdp. So ien t la 

d ro i t e A d o n n é e pa r les p o i n t s d ayan t la cote ( 3 n ' , 5 ) , et m ayan t la cote ( 2 m , 8 ) , 

et d f t m * = 0 m , 0 2 , et la d ro i t e B d o n n é e par les p o in t s d ayan t la cote ( 3 r a , 5 ) , et » 

ayant la cote ( l r a , 2 4 ) , et rffcnfc=='bn,,045. Nous a u r o n s d ' abo rd le po in t / / p a r la for

mule fn° 163Ï : 

(à très -peu près) 

Puis nous a u r o n s (n° 165) : 

La t r i gonomé t r i e d o n n e e n s u i t e les formules : 

en dés ignan t par d l 'angle des deux dro i tes e t en faisant S = —t^LlLiî, 

En s u b s t i t u a n t les va leurs p r écéden te s M = l m , 5 6 , P = 2 m , 1 2 , D = : 1 " \ 4 0 . 

nous a u r o n s : 

S l ' ^ ± l l l i + 1 ^ â».,54 , S — M = 0 » , 9 8 , S — N = 0 » , 4 2 , S — D — l m , t 4 

d'où 

donc 

iog tang ! d = • l og 0 , 9 8 -f-- l o g 0 , 4 2 + ~ c o m p 1 l og 2 , 5 4 -f- î c o m p ' log 1 , 1 4 = i , 9 9 5 6 1 3 0 4 4 

4- ï , 8 1 1 6 2 4 6 4 + 4 , 7 9 7 5 8 3 1 4 4- 4 , 9 7 1 5 4 7 5 7 — 9 , 5 7 6 3 6 8 4 = log t a n g ( 2 0 ° , 3 9 ' , 2 7 " ) , 

donc 
d = 4 1 ° l 8 ' 5 4 " . 

T On p o u r r a i t , su r les deux côtés A et B de l 'angle c h e r c h é , p r e n d r e des Ion 

R i e u r s égales ; p o u r cela on p r e n d r a su r A / l un po in t m \ on c h e r c h e r a la vraie lon

g u e u r de la d ro i t e dm (n° 1 6 5 ) , pu is on d é t e r m i n e r a su r Bk un po in t n" tel q u e 

<ln—dm (n p 1 6 6 ) , et j o i g n a n t m V , on che rche ra enco re la vraie l o n g u e u r de mn. 

on conna î t r a les t ro i s côtés du t r i ang le dmn0 on ca lculera d o n c l 'angle d par les 

formules q u e fourni t la t r i g o n o m é t r i e ; j e n ' a p p l i q u e r a i pas cet te m é t h o d e à un 

e v e m p l e , on p o u r r a fac i lement s'y exercer . 



169. PROBLÈME 7 . Étant donné un plan par son échelle de pente et la projection 

d'un point de ce plan, trouver sa cote (Jig. 4 5 3 ) . L 'éche l le d e p e n t e é t an t d é t e r m i 

née pa r sa p ro j ec t i on Eh, et les cotes de deux poin ts m et n é t an t p o u r le p remier 

( 3 m , 5 4 ) , et p o u r le second ( 8 m , 1 2 ) , e t l ' in terval le mh nh é t an t égal à 0 m , 0 5 , on cher

chera d ' a b o r d deux po in t s p et q don t les cotes so ient r e s p e c t i v e m e n t les n o m b r e s 

en t i e r s 3 et 8 (n° 1 6 2 ) , on m e s u r e r a l ' in terval le phqh, e t , d iv i san t cet in terval le 

m c inq pa r t i e s éga l e s , on co tera les po in ts de division 4 , 5 , 6 , 7 , il sera dès lors 

facile de p r o l o n g e r ces d ivis ions et de t rouve r tel po in t q u e l 'on voudra-, mais on 

peu t se d i spense r , si l 'on veu t , de faire cet te opé ra t ion p r é a l a b l e ; il suffira de 

r e m a r q u e r q u e le po in t a est s i tué s u r une ho r i zon ta l e du plan d o n t la project ion 

K* est p e r p e n d i c u l a i r e à Eh, elle coupe E en un po in t r don t nous c h e r c h e r o n s !a 

rote (n° 1 6 3 ) , elle sera en môme t emps celle du po in t a. 

S u p p o s o n s , p a r e x e m p l e , q u e rh t o m b e e n t r e les po in t s m\ nn, el q u e i o n ait 

m V = 0 M , 0 3 6 ; d a n s la fo rmule (n° 162) y"=y 4 - - — ^ , n o u s conna i s sons : 

y = 3 m , 5 4 , i / r = 8 m , 1 2 , a ? ' = 5 I U , # " = 3 m , 6 , d ' o ù j / — y = 8 i n , 1 2 — 3 n , , ô 4 = 4 , n , 5 8 

donc en s u b s t i t u a n t nous a u r o n s : 

4 m 5 8 X 3 fi 
y"= 3 m , û 4 - f —: — = 3 m , 5 4 - f 4 m , 5 8 X 0 ,72 = 3 m , 54 - j - 3" 1 , 2976 

5 

donc enfin la cote c h e r c h é e d u po in t a est f / " = 6 m , 8 3 7 6 . 

On écr i t l 'échel le de p e n t e d ' un p lan p a r deux traits para l lè les t r è s - r approehes 

et on la divise tou jours en par t ies égales de m a n i è r e q u e les cotes des p o i n t s de 

division fo rmen t la sér ie des n o m b r e s e n t i e r s , pa rce qu ' i l est a lors p l u s facile de 

t rouver les cotes des d ivers po in t s du p l a n . 

1 7 0 . PROBLÈME 8 . Trouver l'intersection de deux plans. Ce p r o b l è m e a été résolu 

( n u 1 0 0 ) à l 'aide de deux p r o j e c t i o n s , n o u s su iv rons d o n c les m ô m e s c o n s t r u c 

t ions en r e m p l a ç a n t les p ro j ec t i ons ver t ica les p a r des cotes. 

1° Si les p ro jec t ions E* et E'h(jig. 1 5 4 ) des échel les de p e n t e ne sont pas pa

r a l l è l e s , n o u s p r e n d r o n s deux poin ts m ein s u r lüdont les cotes so ien t les n o m b r e s 

en t i e r s 8 m et 3 m ( n ° 1 6 3 ) et n o u s m e s u r e r o n s la d i s t ance hor i zon ta l e mh H* q u e j<-

suppose de 0 m , 0 7 2 ; n o u s c h e r c h e r o n s su r E' deux po in t s m et ri ayan t les m ô m e -

cotes 8 m et 3 M et n o u s m e s u r e r o n s la d i s tance hor izon ta le mhrih q u e j e s u p p o s e de 

O m , 0 4 3 ; p u i s des po in t s m et m nous c o n d u i r o n s deux h o r i z o n t a l e s K et K' s<-

c o u p a n t en un point k ayan t la cote 8 m et ce po in t /r a p p a r t i e n d r a à l ' in te rsec t ion \ 

c h e r c h é e ; des po in t s n et ri n o u s c o n d u i r o n s deux au t r e s ho r i zon t a l e s G el G' se 



coupan t en un second poin t g ayant la cote 3*11 et qu i appa r t i end ra enco re a 

1 in te r sec t ion I , des deux p l a n s ; l ' i n te r sec t ion I est a insi d é t e r m i n é e . 

2° Si les p ro jec t ions Eh et E'h (fig. 1 5 5 ) son t para l lè les , a lors Kh et W\ G* et 

G'* ne se coupen t p lus , mais d a n s ce cas \ h do i t ê t r e paral lè le à Mh et K / / l p u i s 

qu ' e l l e doi t passe r par l eur po in t de c o n c o u r s s i tué à l ' in f in i ; p o u r en avoir un 

p o i n t , nous p r e n d r o n s su r K et K' deux po in t s a r b i t r a i r e s k et k' q u e n o u s un i 

rons pa r une d r o i t e A , p u i s su r G et G' nous a p p l i q u e r o n s u n e d ro i t e B p a r a l 

lèle à À, ces d ro i t e s A et B s e r o n t deux hor izonta les d ' un t ro i s i ème p lan coupan t 

les p l ans p roposés su ivan t les d ro i t e s gk e t gk' l esquel les se c o u p e n t en u n p o i n t s 

de l ' in te rsec t ion I d e m a n d é e . Menant pa r le p o i n t xh u n e para l lè le aux p ro jec t ions 

des ho r i zon t a l e s , on aura I f t; p o u r avoir la cote du p o i n t s , on peu t la calculer 

su r l ' une des d ro i t e s gk et g'k'\ on peu t auss i r e m a r q u e r q u e I é tan t ho r i zon ta l e 

r e n c o n t r e E et E ' en des po in t s q u i do ivent avoir la m ê m e cote, l aque l le sera 

celle du po in t x. 

3° Il est évident q u ' e n m e n a n t d ' au t r e s d ro i t e s q u e l c o n q u e s telles q u e A et B, 

on p e u t t rouver a u t a n t de po in t s q u e l 'on veut de I, de so r t e q u e cet te so lu t ion 

conviendra enco re au cas où les p ro j ec t ions Eh et E'h, sans ê t r e pa ra l l è l e s , font un 

angle t rès -pe t i t , a u q u e l cas les d ro i t e s Kh et K'h, Gh et G'h ne se c ro i sen t q u ' a u delà 

des i imi tes du dess in ; on t r ouve ra deux po in t s c o m m e d a n s le second cas , on les 

uni t et l 'on a p o u r avoir les cotes des po in t s x et x on peu t p a r ces p o in t s 

m e n e r des ho r i zon t a l e s de l ' un des p lans , et c h e r c h e r les cotes des po in t s où elles 

r e n c o n t r e n t l 'échelle de pen te du plan c o n s i d é r é . 

171. PROBLÈME 9 . Trouver l'intersection d'une droite et d'un plan (fig. 5 6 ). Par-

un po in t d e l à d ro i te d o n n é e D , m e n o n s une dro i te q u e l c o n q u e K , q u e nous 

c o n s i d é r e r o n s c o m m e u n e hor izonta le d ' u n p lan passan t par la d ro i t e D , pu i s 

d a n s le plan d o n n é , m e n o n s u n e hor izon ta le G ayan t la m ê m e cote q u e la d ro i t e K, 

les d ro i t e s K et G s e r o n t d a n s un p lan h o r i z o n t a l , et se c o u p e r o n t en un po in t a 

de l ' in te rsec t ion I du plan d o n n é et du pían (D , K) . Menant deux au t r e s h o r i z o n 

tales K' et G' ayan t aussi m ê m e cote, elles se c o u p e r o n t en un second po in t a! de 

cet te in te r sec t ion T, qu i sera a ins i d é t e r m i n é e ; la d r o i t e I ira c o u p e r la d ro i t e D 

eu un p o i n t s , q u i sera le po in t d e m a n d é . 

172. PROBLÈME 10 . Par un point donné abaisser une perpendiculaire sur un plan 

donne. La pro jec t ion de la p e r p e n d i c u l a i r e N devant ê t r e p e r p e n d i c u l a i r e à celle 

d ' u n e ho r i zon ta l e du plan P , sera paral lè le à Eh ( e n dés ignan t par E l 'échel le de 

pen te du p lan d o n n é P ) . De p lus , leseóles des d ro i t e s iN et E se ron t en sens inverse , 

et 'es inc l inaisons de ces m ê m e s droi tes se ron t c o m p l é m e n t a i r e s . En e i ï ê t , 

par !e point où la n o r m a l e N perce le p l a n , concevons u n e l igne de p lus g r a n d e 

pente A , le plan (A, N) sera ver t ica l ; p renons- le p o u r plan vertical de projec t ion 



{fig. 157 ) A* et ÏN'£ s e ron t s i tués su r LT , les dro i tes A et IN se coupen t en un point 

a et sont p e r p e n d i c u l a i r e s e n t r e el les : d o n c les angles qu ' e l l e s font avec LT sont 

c o m p l é m e n t a i r e s . On a u r a d o n c t ang g = cot oc, m a i s ayan t aba i ssé sur LT la 

p e r p e n d i c u l a i r e aah et m e n é les ho r i zon ta l e s pl, nq, on a : 

pl xq 
cot a = — tang o — — 

al ° nq 

donc Ton a : pl : al : : xq : n</; de sor te q u e si l 'on p r e n d nq-=zal, on aura aq—pl. Si 

donc on a s u r E ? t ( fig. 4 5 8 ) la d i s t ance m S n " ! = 2 m , 6 5 à. l 'échelle , et la différence 

des cotes y - j / = 5 m , p r e n a n t à la môme échel ie su r l\T/l la d i s t ance php'h — 5m, on 

a u r a i / , — iy / r= :2 m , 65 et p a r c o n s é q u e n t : — 2 , 6 5 = 7 m , 1 8 — 2 m , 6 5 = 4 r " ,53 . 

4 7 3 . PROBLÈME 1 1 . P a r ww, pomi donné mener une perpendiculaire à une droite 

donnée. P a r le poin t p j e m è n e r a i d ' abord un plan p e r p e n d i c u l a i r e à la droi te 

d o n n é e D , son échel le de p e n t e a u r a sa p ro jec t ion Eh paral lè le à D''. Che rchan t 

ensu i t e l ' in te r sec t ion a de la d ro i t e D et d u p lan , ce sera le pied de la pe rpen 

dicula i re d e m a n d é e : d o n c cet te p e r p e n d i c u l a i r e sera la d ro i te qu i un i r a le poin t 

t rouvé a au po in t d o n n é p. 

1 7 4 . PROBLÈME 12 . Trouver l'angle d'une droite et d'un plan. Pa r un point de ta 

d r o i t e , on abaissera u n e p e r p e n d i c u l a i r e su r le p lan ( n° 172 ) , p u i s , c h e r c h a n t 

l 'angle de cet te n o r m a l e et de la d ro i te d o n n é e ( n ° 1 6 8 ) , il sera le complémen t 

de l ' angle c h e r c h é ( n° 1 1 9 , 2 ° ) . 

1 7 5 . PROBLÈME 1 3 . Trouver l'angle de deux plans. Pa r un (joint a rb i t r a i r e m. 

n o u s aba i s se rons des p e r p e n d i c u l a i r e s N et P ( n° 172 ) su r c h a c u n des deux 

p lans d o n n é s , e t l ' angle de ces p e r p e n d i c u l a i r e s ( n° 1 6 8 ) m e s u r e r a l 'angle des 

deux p l ans ( n ° 1 2 7 , 8° ) . 

1 7 6 . PROBLÈME. 14 . Par une droite donnée mener un plan qui fasse avec le plan de 

comparaison un angle donné. L ' inc l ina i son d ' u n plan su r le p lan de compara i son 

est égale à celle de son échel le de pen t e su r le m ê m e plan de compara i son . Soit 

d o n c -h l ' inc l ina ison d o n n é e du plan c h e r c h é su r le plan de c o m p a r a i s o n , si par le 

po in t m (fig. 159) on m è n e u n e l igne de p lus g r ande pen t e du plan c h e r c h é , et si 

l 'on suppose q u e l'on conna isse la t race hor izon ta le ra ie cet te l igne d é p l u s g rande 

p e n t e , on a u r a u n t r iangle ammh d a n s lequel mmh : amh : : 5 : 4 ; or , mmk=:\3n „ donc 

tfm*=10,4. Cette d is tance r é d u i t e à l 'échelle convenue (n° 161) sera de 0" 1 ,104 : il 

faudrai t d o n c du point mh c o m m e c e n t r e et avec un rayon égal à 0 m , 1 0 4 déc r i r e 

une c i rconfé rence de c e r c l e ; pu i s sachan t q u e la trace hor izonta le du p lan doit 

passer par les t races ho r i zon ta l e s de la d ro i te d o n n é e et de la l igne de plus g rande 

pen te , et q u e de p lus elle doit ê t r e p e r p e n d i c u l a i r e à la pro jec t ion hor izon ta le de 

la l igne de p lus g r ande p e n t e , elle ne p o u r r a ê t re a u t r e q u ' u n e dro i te t angen te au 



cercle c i -dessus t racé , et passant par la t race ho r i zon ta l e de la d ro i te D. Or , il peu t 

a r r iver q u e cet te t race h o r i z o n t a l e soit ho r s des l imi tes d u d e s s i n , et aussi q u e le 

rayon du cerc le soit t rop g r a n d ; ma i s on peut r a p p o r t e r la figure à un plan pa 

rallèle au plan de compara i son , et cho is i r , p a r e x e m p l e , celui qu i passe p a r le 

point n , don t la cote est 7 m , 0 0 ; a lors la cote du po in t m r a p p o r t é à ce nouveau plan 

ne sera q u e : 13'°— 7 m = 6 œ , ce sera la h a u t e u r du t r i angle r e c t a n g l e , on aura 

donc la base d e ce t r i ang le ou le rayon du cerc le par la p r o p o r t i o n : 

4 A 
b : h : : 4 • 5 d 'où h~ — = 4 m , 8 0 

5 

puis le plan m e n é pa r le po in t n coupan t le p l an c h e r c h é , su ivan t une h o r i z o n 

ta le d o n t la pro jec t ion h o r i z o n t a l e doit ê t r e p e r p e n d i c u l a i r e à cel le de la l igne 

de p lus g r a n d e p e n t e , si du p o i n t mh c o m m e c e n t r e et avec un r a y o n égal à 

O m ,0-48 on d é c r i t u n e c i rconfé rence de cerc le Ch, q u e du po in t nh on lui m è n e u n e 

t angen te qu i la t ouche en ph, la d ro i t e m i s e r a la p ro jec t ion de l 'échel le de p e n t e 

(Si! p ian c h e r c h é . Du po in t nh on peu t m e n e r une seconde t angen te au cerc le C\ 

et si l 'on jo in t le po in t de c o n t a c t plh au po in t mk on a u r a la p ro j ec t i on de 

1 échel le de pen t e d ' u n second plan qu i r é sou t p a r e i l l e m e n t le p r o b l è m e p r o 

posé . 

Si le point t é t a i t su r le c e r c l e , c ' e s t - à - d i r e si mhnh é tai t égal à 0 m , 0 4 8 , 

il n 'y au ra i t q u ' u n e so lu t ion : la dro i te D sera i t e l le -même l 'échel le de p e n t e 

du p lan . En effet, d a n s ce c a s , la pente de la d ro i t e D serai t e x p r i m é e pa r le 
1 3 — 7 6 0 5 
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II n'y au ra i t pas de so lu t ion si t é t a i t d a n s le cercle , ou si mhnh é ta i t m o i n d r e 

q u e 0 m , ( M 8 ; en effet a lors la pente de la d r o i t e D sera i t p lus g r a n d e q u e \ et par 

c o n s é q u e n t elle ne p o u r r a i t se t rouve r su r un p lan d o n t la l i gne de p lus g r a n d e 

pente n ' aura i t su r le plan de compara i son q u ' u n e inc l ina ison égale à 

Des projections obliques et des ombres portées. 

177. s i l 'on pro je t te un po in t de l 'espace o r t h o g o n a l e m e n t et o b l i q u e m e n t su r 

un p l a n , la d ro i t e qu i un i t les deux pro jec t ions est é v i d e m m e n t la p ro jec t ion 

or thogona le de la d ro i t e qu i p ro je t t e o b l i q u e m e n t le p o i n t . Si d o n c on a d a n s l 'es

pace un sys tème de po in t s , les dro i tes q u i les p ro j e t t en t o b l i q u e m e n t é t an t pa

ral lèles , l eurs p ro jec t ions sont aussi para l lè les : d o n c les deux p ro jec t ions de 

c h a q u e po in t du sys tème sont su r des dro i tes qui son t toutes para l lè les e n t r e 

el les . Cela posé, connaissant les p ro jec t ions d ' u n e d r o i t e , et su r ces pro jec t ions 



«.elles d ' un p o i n t , il s e ra facile de t r ouve r les p ro jec t ions de tout a u t r e point de 

cet te d r o i t e . 

Ti est év ident q u e la t race d ' u n e d ro i t e su r le p lan de projec t ion , q u e nous 

c o n s i d é r e r o n s c o m m e h o r i z o n t a l , doi t se t r o u v e r à la fois s u r les deux pro jec t ions 

de la d r o i t e , et p a r c o n s é q u e n t elle est au po in t où ces deux p ro jec t ions se c r o i 

s e n t . 

L o r s q u ' u n e d ro i t e est ho r i zon ta l e , ses deux p ro jec t ions sont p a r a l l è l e s ; si la 

d r o i t e est v e r t i c a l e , la p ro jec t ion o r t h o g o n a l e se r édu i t à un p o i n t , mais la p r o 

ject ion o b l i q u e est u n e d r o i t e passan t p a r ce po in t et para l lè le aux dro i tes qui 

un i s sen t les deux p ro j ec t i ons d ' u n m ê m e po in t ; si la d r o i t e é ta i t para l lè le à la 

d ro i t e p r o j e t a n t o b l i q u e m e n t un p o i n t , sa pro jec t ion o b l i q u e se r é d u i r a i t à un 

p o i n t , et sa p ro jec t ion o r t hogona l e sera i t u n e d r o i t e passan t p a r ce point et pa

rallèle aux d ro i t e s qui un i s s en t les deux p ro jec t ions d ' u n m ê m e po in t . 

Enfin , si deux d ro i t e s son t para l lè les , l eurs p ro jec t ions de même nom sont 

para l lè les . 

1 7 8 . La t race ho r i zon ta l e d ' u n p lan est p e r p e n d i c u l a i r e à la p ro jec t ion o r t h o 

gonale de sa l igne de p lus grande pente, et les deux p ro jec t ions d ' u n e ho r i zon

tale de ce p lan sont para l lè les à ce t te t race (n° 1 7 5 ) ; d ' après cela on peu t r é s o u d r e 

le p r o b l è m e su ivant : 

8 3 . PROBLÈME 1 5 . Étant connue la projection orthogonale dun point situé *ur un 

plan, trouver sa projection oblique ou réciproquement (fig- 160) (*). 

1° Soien t D la l igne de p lus g r a n d e p e n t e d ' u n p l a n , a un po in t de cet te d ro i te 

^ce po in t n 'es t é v i d e m m e n t d é t e r m i n é d a n s l 'espace q u e l o r s q u ' o n c o n n a î t , ce 

qu ' i l faut t ou jou r s s u p p o s e r , l ' incl inaison des l ignes p ro je tan tes o b l i q u e s ) , et x'1 la. 

p ro jec t ion o r thogona le d ' u n po in t x du p l a n ; par ce po in t et dans le p lan on 

peu t concevoi r u n e ho r i zon ta l e B ; sa projec t ion ho r i zon ta l e B A passera par x'' et 

sera p e r p e n d i c u l a i r e à D h ; les dro i tes B et D é tan t d a n s un m ê m e p lan se coupent 

en un po in t m d o n t la p ro jec t ion o r thogona le est en mh à l ' in te rsec t ion de f>" et 

de B f t; donc si de mh on m è n e u n e paral lè le à la d i rec t ion aha° des l ignes proje

tan tes o b l i q u e s , le point m0 où elle r e n c o n t r e r a D° sera la p ro jec t ion ob l ique du 

po in t m de la d r o i t e B , ma i s ce t te d ro i t e é tan t h o r i z o n t a l e , B° sera paral lè le ;» 

B" ( n ° 1 7 0 ) ; pu is le poin t a: é tant s u r la d ro i t e B , si d e s ' ' on m è n e une paralièh-

a ala° elle coupe ra B° au po in t d e m a n d é x°. 

*l" Soient D la l igne de p lus g r a n d e pente du pian , a un po in t de celte «imite. 

'*; Nous dés ignons la projection obl ique d'un point m par m" et d'une droit»: 1) par !)<• ;<*•((.• f.»n>j<-.--

"•<>n obl ique étant située sur le plan horizontal des projections orthogonales 



et T la project ion ob l ique d ' un poin t x s i tué su r le p l a n ; p a r ce po in t x passe 

une hor i zon ta l e B du p l a n , les d e u x pro jec t ions de ce t te ho r i zon ta l e sont p a 

rallèles et Bh es( p e r p e n d i c u l a i r e a D*; d o n c B" est auss i pe rpend i cu l a i r e à DA et 

passe par le poin t x° ; puis les d ro i t e s B et D é t an t d a n s un m ê m e p l a n , se coupen t 

en un poin t m don t m" in te r sec t ion de D°e t de B" es t la p ro jec t ion o b l i q u e , on en 

conclu t m'1; m e n a n t ensu i t e p a r ce poin t u n e para l lè le B°, on a u r a Bh: enfin 

m e n a n t de x° une paral lè le à a°a'', elle v iendra co u p e r B^au p o i n t c h e r c h é xh. 

179. PROBLÈME 4 6 . Connaissant les projections orthogonales d'un point, la direction 

ci l'inclinaison des droites projetantes, trouver la projection oblique de ce point, sur le 

plan horizontal, (fig. 464 ) . P a r le p o i n t d o n n é m il faudra m e n e r u n e d ro i t e B pa

rallèle à la d ro i t e d o n n é e D ( n ° 2 4 ) et en c h e r c h e r la t race h o r i z o n t a l e qu i sera 

la p ro jec t ion m 0 d e m a n d é e . On p o u r r a i t aussi pa r u n c h a n g e m e n t de p lan se ra 

; cne r a u c a s o ù !> se ra i t para l lè le au p lan vert ical e t l 'on p e u t faire passe r la nouvel le 

ligne de t e r r e par mh, a lors la d ro i t e B sera d a n s le plan vert ical , elle fera avec L ' T ' 

l 'angle q u e Dfait avec le p l a n h o r i z o n t a l , et el le coupe ra W au p o i n t m 0 d e m a n d é . 

Cette d e r n i è r e solut ion est celle q u e l 'on est ob l igé d ' e m p l o y e r q u a n d on d o n n e 

le po in t m par sa projec t ion ho r i zon ta l e et sa cote de h a u t e u r (fig. 4 6 2 ) , et la 

droi te D aussi pa r sa p ro jec t ion h o r i z o n t a l e et son inc l ina i son a. ou les cotes de 

deux po in t s , d 'où l 'on peut c o n c l u r e ce t te inc l ina i son « ; a lors de mh on m è n e Bh pa

rallèle à [ ) \ on élève mhm p e r p e n d i c u l a i r e à B* et égale à la cote du po in t m r é 

d u i t e à l 'échel le c o n v e n u e ( l o r s q u ' o n n ' e x é c u t e pas u n dess in de g r a n d e u r na tu 

r e l l e ) , du po in t m on m è n e u n e dro i te B faisant avec B* un angle a, et le po in tm" 

in te rsec t ion de B et B f t est la p ro j ec t ion ob l ique d e m a n d é e . 

Si la d ro i t e D rep résen ta i t la d i rec t ion d ' u n rayon de lumière, ce poin t ra° sera 

ï'ombre pariée du p o i n t m sur le plan h o r i z o n t a l . On aura i t de m ê m e son o m b r e 

por tée s u r le p lan ver t ica l . 

180. PROBLÈME 17. Connaissant la projection et l'ombre portée d'un point, et l'in

clinaison du rayon de lumière, trouver la cote de hauteur du point (fig. 1 6 2 ) . Si l'on 

joint les pro jec t ions mh et m0 du po in t m pa r u n e d ro i t e elle r e p r é s e n t e r a la pro

ject ion o r thogona le de la d ro i te B p ro je t an t o b l i q u e m e n t le po in t m ; d o n c si au 

point m" on m è n e une d ro i t e B faisant avec B A l ' angle x égal à l ' inc l ina i son c o n 

nue du rayon de l u m i è r e , et si de m* on élève u n e p e r p e n d i c u l a i r e à B' ' jusqu 'à sa 

r e n c o n t r e m avec B , la d ro i t e mhm sera égale à la cote de h au t eu r che rchée du 

po in t m, 

181. PROBLÈME 4 8 . Trouver t'ombre portée d'un polyèdre quelconque sur le plan 

horizontal. Soi t , par exemple , un t ronc de p y r a m i d e à bases non p a r a l l è l e s ^ / . 463) 

dont on d e m a n d e l ' ombre por t ée su r le plan ho r i zon ta l . S u p p o s o n s q u e le plan 

hor izonta l soif p iéc isenient le plan de Ja hase abede de la p y r a m i d e , les po in t s de 



la sect ion peuven t ê t r e d o n n é s pa r deux p ro jec t ions o r thogona les , ou s i m p l e m e n t 

p a r l eu r s p ro jec t ions ho r i zon ta l e s et l eurs cotes de h a u t e u r , et c o m m e ces d e r 

n iè res d o n n é e s c o n d u i s e n t i m m é d i a t e m e n t à la d é t e r m i n a t i o n de la p ro j ec t i on 

ver t icale , j e suppose le t r o n c py ramida l d o n n é pa r ses deux pro jec t ions et de p l u s 

j e p r e n d s le plan vert ical de pro jec t ion p e r p e n d i c u l a i r e au p lan de la section , cas 

a u q u e l on p o u r r a t ou jou r s se r a m e n e r p a r un c h a n g e m e n t de p lan v e r t i c a l ; p u i s 

d o n n a n t la dro i te R (direction des r a y o n s de l u m i è r e ) p a r sa project ion R* et son 

inc l ina ison a su r le plan ho r i zon t a l , n o u s en c o n c l u r o n s sa p ro jec t ion vert icale W. 

Cela posé , n o u s d é t e r m i n e r o n s les p ro jec t ions ob l iques (n° 479) des s o m m e t s a1,»', 

d, a", d, de la base s u p é r i e u r e du t r o n c de p y r a m i d e et un i s san t ces p ro jec t ions 

par des d ro i t e s , nous a u r o n s la p ro jec t ion ob l ique de cet te base s u p é r i e u r e ; unis

sant de m ê m e ces p ro jec t ions r e spec t ivemen t aux s o m m e t s c o r r e s p o n d a n t s de la 

base aùcde, nous o b t i e n d r o n s les p ro j ec t i ons ob l iques des a rê tes d u t r o n c de p y r a 

mide et p a r su i t e les pro jec t ions des d iverses faces de ce t r o n c . 

P o u r t rouve r m a i n t e n a n t l ' ombre po r t ée d u t r o n c de p y r a m i d e su r le p lan hori

z o n t a l , r e m a r q u o n s d ' abord q u e tous les r ayons l u m i n e u x é t an t para l lè les à R, 

ceux qu i passen t par les divers points de l ' a rê te bb' fo rment un plan d o n t bb'° est la 

t race h o r i z o n t a l e , de sor te q u e bb'° est l ' o m b r e por t ée de cet te a r ê t e ; de m ê m e 

b'°d° et ad0 sont les o m b r e s por tées des a rê tes b'd et ad, et la d ro i te ab é t an t s u r le 

p lan h o r i z o n t a l , est à e l l e - m ê m e son o m b r e p o r t é e ; il r ésu l te é v i d e m m e n t de là 

q u e l ' ombre po r t é e d ' un p o i n t q u e l c o n q u e de la face abb'ci est tou jours d a n s le 

q u a d r i l a t è r e abb'°d\ o u , en d ' a u t r e s t e r m e s , q u e ce q u a d r i l a t è r e est l ' ombre por 

tée de la face abb'd; on verra de m ê m e q u e ad°e9e, ee°d'°d, dd'°c°c, cc°b'°b sont les 

o m b r e s por tées des faces aa'ee, eed'd, dd'cc, ccb'b, et q u e d0b'0c0d0e,° est l ' o m b r e 

por t ée de la base s u p é r i e u r e db'cd'e ; ma i s c o m m e l ' ombre por t ée doit ê t r e év i 

d e m m e n t au delà de la p y r a m i d e , il est évident qu 'e l le sera c o m p r i s e d a n s l 'espace 

hacdd'0e°a"i/bb, en s u p p r i m a n t des q u a d r i l a t è r e s c i -dessus les po r t i ons compr i se s 

dans la base abede. 

Mais dans la théor ie des o m b r e s , o u t r e l ' ombre p o r t é e , on se p ropose encore de 

découvr i r que l les sont les pa r t i e s de la surface du corps p roposé qu i reço ivent 

des rayons de l u m i è r e , ou qui sont éc l a i r ée s , et celles q u i n ' en reço ivent pas ou 

sont dans l ' o m b r e , et, par su i te , de d é t e r m i n e r la l igne de sépara t ion de ces deux 

par t i e s et q u e Ton n o m m e ligne de séparation d ombre et de lumière. Or , dans no t r e 

e x e m p l e , il est facile de r e c o n n a î t r e q u e si l 'on m è n e des r ayons l u m i n e u x par 

tous les po in t s du c o n t o u r de la face bb'cc, ce qu i formera q u a t r e p lans ayant p o u r 

t races hor izon ta les les d ro i t e s bc, bb'% b'"c°, ce0, tou t rayon de l u m i è r e m e n é dans 

l'i n ier valle c o m p r i s e n t r e ces q u a t r e p lans r e n c o n t r e r a la face bb'cc; donc cet te 

face est é c l a i r ée ; il en est de m ê m e des deux faces cc'd'd, db'cd'e ; mais les r ayons 
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l umineux menés par les d ivers po in t s des a rê tes bb' e t 6 V , passant au delà, de la 

lace abb'd, cet te face est d a n s l ' o m b r e , il en est de m ê m e des deux a u t r e s faces 

anee et eed'd, c 'est p o u r q u o i n o u s les avons ombrées -, enfin la l igne br isée bb'ded'd 

forme la l igne de sépara t ion d ' o m b r e et de l u m i è r e de la surface p roposée . 

R e m a r q u o n s q u e la sér ie des p lans formés p a r les r a y o n s l u m i n e u x m e n é s par 

les d ivers po in t s de la l igne b r i sée bb'aed'd, le p lan hor izonta l et les deux faces 

h!)ce et cc'd'd, d é t e r m i n e n t u n p o l y è d r e qu i cache les d ro i t e s ad0, ce", ce ' 0 ,b"'c", 

c'"d'r', q u e n o u s avons , p a r ce t te ra i son , p o n c t u é e s ; de so r t e q u e l ' o m b r e po r t ée de 

la l igne de sépara t ion d ' o m b r e et de l u m i è r e a seu le é té t racée en p le in . C'est 

tou jours ainsi q u e l 'on doit ponctuer q u a n d on r é sou t u n e ques t ion d ' o m b r e p o r t é e ; 

ma i s si l 'on s 'était p roposé u n e s i m p l e ques t ion de p r o j e c t i o n , a lors les au t r e s 

l ignes é t an t les p ro jec t ions de l ignes vues , a u r a i e n t d û auss i ê t r e t racées en p l e i n . 

482 , Si l 'on conna issa i t la pro jec t ion ho r i zon ta l e et l ' o m b r e por tée d ' u n po

lyèdre su r le p lan ho r i zon t a l , en m ê m e t e m p s q u e l ' inc l ina ison des r a y o n s l u m i 

neux , il se ra i t facile de t r o u v e r la p ro jec t ion vert icale du p o l y è d r e , ou les cotes de 

h a u t e u r de tous ses s o m m e t s , et p a r c o n s é q u e n t le po lyèd re sera i t complè t emen t 

c o n n u . En effet, so ient d o n n é e s la pro jec t ion h o r i z o n t a l e abcdeahb'hchd'heh d ' u n 

t r o n c de p y r a m i d e p e n t a g o n a l c , son o m b r e po r t ée baedd'ùe'°d°b'"b su r le p lan h o -

r izoma! , et l ' incl inaison « du rayon de l u m i è r e ; p r e n a n t \ \ h para l lè le à dkd° ou à 

b'hb'% e t c . . . , cet te d ro i te nous r ep ré sen t e r a la p ro jec t ion ho r i zon ta l e du rayon de lu

m i è r e ; m e n a n t la d roi te R, faisant avec R'1 l ' angle a, on a u r a ce rayon dans son p lan 

vertical p r o j e t a n t , n o u s p o u r r o n s en c o n c l u r e sa pro jec t ion W s u r un p lan vertical 

q u e l c o n q u e LT ; p u i s les po in t s b'°, a'% e'°, d'° é t an t les t races hor izonta les de dro i tes 

paral lè les à R et menées respec t ivement par les s o m m e t s b\ d, e, d'du t r o n c de 

p y r a m i d e , si on les pro je t te su r la l igne de t e r r e en (3, a, z, ô, et si , de ces p o in t s 

on m è n e des para l lè les à R 1 ', les p o i n t s b'\ dv, e'% d'v s e ron t les in te r sec t ions de 

ces dro i tes e t des pe rpend icu l a i r e s à LT , abaissées des po in t s b"\ a'h, e'h,d"\ Pour 

avoir le c i n q u i è m e s o m m e t c, nous r e m a r q u e r o n s q u e si l 'on connaissa i t c" on 

t rouvera i t c'v c o m m e on a t rouvé les projec t ions verticales des a u t r e s s o m m e t s ; 

on p e u t se p r o c u r e r ce point c°, car il est évident q u e les dro i tes ad0, bb'% dd'% ee'% 

projec t ions ob l iques des a rê tes de la p y r a m i d e , c o n c o u r e n t en un po in t s0, p ro 

ject ion du sommet s de ce p o l y è d r e ; donc c° doi t ê t r e sur la d ro i te es0] il est 

d 'a i l leurs su r une para l lè le à R/1, m e n é e de ch ; donc il est à l ' in tersect ion de ces 

deux l ignes . Le po in t s", q u e nous avons cons idé ré , sera souvent h o r s des l imi t e s 

du dessin et la cons t ruc t ion p récéden te ne fournira p lus dès lors ce po in t c° ; mais 

dans ce cas , m e n o n s pa r <_•"' u n e paral lè le à cb et r e n c o n t r a n t bb"' en un po in t x", 

la droi te c''xh sera la pro jec t ion hor izon ta le d ' u n e dro i te c'a, s i tuée dans le p lan de 

'a face bcv'b' et para l lè le à ! H \ et par c o n s é q u e n t d ' u n e ho r i zon ta l e de ce plan ; si 



d o n c on p r e n d la project ion ob l ique x° du po in t x (n° 177) , et si de x" on m e n é 

une para l lè le à xhch ou à bc, ce t te dro i te sera la pro jec t ion ob l ique de xc (n° 177)„ 

elle c o n t i e n d r a donc le p o i n t e ' 0 , qu i se t rouve aussi su r une paral lè le à l\K m e s i é ' 

du po in t ch. On t rouvera i t de la m ô m e m a n i è r e la pro jec t ion obl ique de toui 

a u t r e s o m m e t n o n s i tué s u r la l igne de séparation d'ombre et de lumière. 

Des projections coniques et de la perspective, 

1 8 3 . É t a n t d o n n é u n po in t fixe o dans l ' e space , et un po in t q u e l c o n q u e ?n, la 

d ro i t e om sera u n e l igne p ro j e t an t e du po in t m , et le po in t où elle i ra r e n c o n t r e r 

u n p lan d o n n é sera u n e pro jec t ion conique, ou centrale, ou polaire du po in t m, le 

po in t o é t an t le centre ou le pôle de ces p ro jec t ions . Si l 'on pro je t te de m ê m e ton.s 

les p o i n t s d ' u n c o r p s , la p ro jec t ion c o n i q u e a ins i o b t e n u e sera l ' o m b r e po r t ée du 

corps s u r le p lan de pro jec t ion , si le point o est u n point lumineux, et elle en sera la 

p e r s p e c t i v e , si le po in t o est Y œil d ' u n obse rva t eu r . Il faut c e p e n d a n t , p o u r avoir 

l ' o m b r e p o r t é e , q u e le co rps éclai ré soit p lacé e n t r e le poin t l u m i n e u x et le plan 

de p r o j e c t i o n , sans q u o i ce sera i t u n e s imp le p ro jec t ion con ique . Dans la t héo r i e 

de la pe r spec t ive , le p lan qu i reçoi t la p ro jec t ion con ique et q u e l 'on n o m m e 

tableau, est o r d i n a i r e m e n t p lacé e n t r e le co rps e t l 'œil de l ' obse rva teur , mais r i en 

n ' e m p ê c h e r a i t de le p lacer au delà du co rps p ro je té c o n i q u c m e n l su r ce p l an . 

1 8 4 . Les dro i tes p ro je t an t c o n i q u e m e n t les d ivers points d ' u n sys tème , passan t 

t ou t e s p a r le pôle o, il es t év iden t q u e les p ro jec t ions o r thogona les de ces dro i tes 

s u r le geometral (n° 1 5 9 ) , q u e nous c o n s i d é r e r o n s c o m m e plan hor i zon ta l de pro jec

t ion , pa s se ron t toutes p a r le po in t oh, et leurs p ro jec t ions sur le tableau passe ron t 

toutes p a r ov ( * ) , pied d e l à pe rpend i cu l a i r e abaissée du poin t o su r le p lan servant 

de tableau. 

Les p ro jec t ions ho r i zon t a l e et po la i re d ' un poin t m sont t e l l e s , q u e si l ' on 

jo in t mh et o h p a r u n e dro i te D \ elle ira r e n c o n t r e r la base du tableau au pied de 

la p e r p e n d i c u l a i r e abaissée de mp s u r cet te base . 

1 8 5 . La pro jec t ion c o n i q u e d ' u n e dro i te est u n e dro i te q u i est l ' i n te r sec t ion du 

tableau et du plan m e n é pa r la droi te d o n n é e et le po in t o. Tous les p lans p r o 

je tan ts passan t pa r le po in t o se c o u p e n t , d o n c si l 'on a deux dro i tes para l lè les h 

et D f l eu r s p lans p ro je tan t s se c o u p e r o n t suivant u n e dro i te K para l lè le ù I) et D'. 

q u i i ra r e n c o n t r e r le tableau en un po in t b , pa r lequel passe ron t les in te r sec l ions 

O Désignant par ov la projection polaire ou centrale sur le plan du tab leau , o u , en d'autres t enue» , 

la perpective du point o de l ' e space , et par \>v la projection centrale ou pola ire , ou , en d'autre-

t e r m e s , la perspective d'une droite D de l'espace sur le mèine plan ou tableau. 



de ces p l ans et d u t a b l e a u ; donc les pro jec t ions co n iq u es ou les perspectives-de-

deux dro i tes para l lè les se c o u p e n t . Quel q u e soit le n o m b r e des d ro i tes para l lè les , 

l eu r s p lans p ro je tan t s se c o u p e r o n t tous su ivan t une m ê m e d r o i t e , et par consé

q u e n t les perspec t ives de tou tes ces dro i tes pas se ron t pa r un m ê m e point b , q u e 

l 'on n o m m e point de concours. Si l 'on a p lu s i eu r s sys tèmes de d ro i t e s pa ra l l è l es , 

il existe un p o i n t de c o n c o u r s p o u r c h a q u e sy s t ème . 

Si íes d ro i tes para l lè les sont p e r p e n d i c u l a i r e s au t a b l e a u , la d ro i t e K est auss i 

pe rpend icu l a i r e au tableau , et le po in t de c o n c o u r s b n ' es t a u t r e q u e op. Si les 

droi tes p roposées sont para l lè les au t ab leau , la dro i te K est aussi paral lè le au ta

b l eau , et l e p o i n t ^ e s t t r an spo r t é à 1 in f in i ; donc les perspec t ives de d ro i tes p a r a l 

lèles e n t r e elles et au t ab leau sont para l lè les . S i l e s d ro i tes d o n n é e s sont inc l inées 

à 45° s u r le t a b l e a u , la d ro i te K fera aussi u n ang le de 45°avec le t a b l e a u , qu ' e l l e 

percera en un po in t b, de sor te q u e le t r i angle obop, r ec tangle en op, sera i socè l e , e t 

Ton a u r a oFb~oop. Enfin si dans ce cas les d ro i t e s para l lè les sont de p l u s h o r i z o n 

ta les , la d ro i te K sera aussi h o r i z o n t a l e , le po in t de c o n c o u r s b et le po in t op s e ron t 

donc su r u n e m ê m e para l lè le à la base d u t ab l eau , et d a n s ce cas le poin t de c o n 

c o u r s p r e n d le n o m de point de distance. Il y a deux po in t s de d i s t ance s i tués de pa r t 

et d ' a u t r e de op. 

186. Un plan indéfini est d é t e r m i n é par ses t races s u r le geometral et su r le 

tableau, c o m m e nous a l lons le d é m o n t r e r en résolvant le p r o b l è m e suivant : 

PROBLÈME 1 9 . Connaissant (a projection orthogonale d'un point situé sur un plan 

donné par ses traces, trouver sa projection conique, et réciproquement (fig. 1 6 4 ) . 

P So ien t H R et P R (*) les t races d 'un p l a n R , et xhh project ion d ' u n po in t de ce 

p l an s u r le geometral ; p a r ce p o i n t s passe u n e hor i zon ta l e D du p lan R , sa p r o 

jec t ion D A est para l lè le à H R , et elle pe r ce îe p lan du tableau en a, ce po in t a est un 

point de D p ; p o u r c o n n a î t r e ce t te seconde projec t ion de la dro i te D , il suffirait 

d 'avoir le po in t de c o n c o u r s des ho r i zon ta l e s du p lan R ; or , p a r m i ces ho r i zon 

tales, il y en a u n e D' s i tuée avec le poin t o s u r un p l an h o r i z o n t a l , et don t la p r o 

j ec t i on D'p est p a r c o n s é q u e n t para l lè le à LT ; elle perce le p lan du tableau au 

po in t d qu i se p ro je t t e en dh, d 'où l 'on conc lu t D'*; p u i s les p lans p ro j e t an t s de 

1) et D' se c o u p e n t su ivant u n e dro i te K q u i l eu r est para l lè le , et c o m m e elle passe 

par le po in t o, elle est tout en t i è r e dans le p lan (D' , o), m e n a n t donc lih para l lè le 

à D \ et K p para l lè le à L T , la t race b de ce t te d ro i t e est le po in t de c o n c o u r s 

d e m a n d é ; p u i s j o ignan t a et b pa r u n e d r o i t e , on a D^. Si m a i n t e n a n t on uni t 

//' et xh pa r une d ro i t e B \ et q u ' o n la p ro longe j u s q u ' à LT en « , q u e pa r ce point a 

;") Nous dés ignons pa r P la t r ace d ' u n p l an s u r le tableau ; le p l a n é t a n t dés igné pa r R. sa t race su r le 

tableau, sera P", 



on élève u n e p e r p e n d i c u l a i r e à LT j u s q u ' à sa r e n c o n t r e avec D R , on a u r a x ' . 

R e m a r q u o n s q u e si l 'on jo in t op et xp pa r u n e d ro i t e B p , les deux d ro i t e s Bh et 

B" se ron t les p ro jec t ions o r thogona le s s u r le geometral et su r le tableau de la 

d ro i t e B, q u i p ro je t te c o n i q u e m e n t le p o i n t s . 

2° Si l 'on d o n n e xp, p o u r avoir xh nous r e m a r q u e r o n s q u e par ce po in t x passe 

u n e ho r i zon t a l e D du plan R; ftp do i t passer pa r le po in t de c o n c o u r s des p ro jec 

t ions po la i res des hor izon ta les d u p l a n , n o u s le c o n s t r u i r o n s c o m m e p r é c é d e m 

m e n t ; p u i s un i s san t xpb, n o u s a u r o n s la pro jec t ion c o n i q u e D p de l ' hor izon ta le ; 

elle r e n c o n t r e P R au po in t « , t r ace de la d ro i t e D s u r le t a b l e a u , p ro je t an t ce 

po in t su r la base d u tableau en ah, et m e n a n t pa r ah u n e para l lè le à H R , ce sera D", 

le p o i n t c h e r c h é xh se t rouve su r cel te d ro i t e et aussi s u r la p ro jec t ion h o r i z o n -

taie de la d ro i te B, menée du po in t o au po in t x ; mais cet te d ro i t e perce le p lan du 

tableau au p o i n t s , qu i se p ro je t t e en a su r L T , j o i g n a n t « o \ ce t te d ro i t e coupe 

fth p r é c i s é m e n t au point xh. 

1 8 7 . PROBLÈME 2 0 . Connaissant les projections orthogonales d'un point et celles du 

pôle, trouver la projection conique du premier point sur un plan donné (fig. 1 6 5 ) . Soient 

o le p ô l e , m le po in t d o n n é , et s u p p o s o n s le p lan d u tableau p e r p e n d i c u l a i r e à la 

l igne de t e r r e et r a b a t t u su r le p lan hor izon ta l . La project ion du pôle s u r le tab leau 

doi t tou jours ê t r e o r t h o g o n a l e , n o u s la t r o u v e r o n s p a r u n s imp le c h a n g e m e n t de 

p lan vertical (n° 44) en o p , pu i s la ques t ion p roposée rev ien t à m e n e r la d ro i t e om, 

et à c h e r c h e r sa t race s u r le p lan d u tab leau , ce t te t r ace a p o u r pro jec t ion h o r i 

zonta le le po in t a don t la h a u t e u r ver t icale est égale à i V ; é levant d o n c p a r 

a u n e p e r p e n d i c u l a i r e à L 'T ' , et p r e n a n t ahmp=^iav, on a u r a le po in t c h e r c h é mp. 

Si les po in t s o et m é ta ien t d o n n é s p a r l eu r s p ro jec t ions ho r i zon ta l e s et l eu r s 

cotes, on che rche ra i t su r la d ro i te om la cote du poin t qu i se p ro je t t e en a.h (n° 1 6 2 ) , 

et l'on p r e n d r a i t xhmp égale à ce t te cote. 

1 8 8 . PROBLÈME. 2 1 . Connaissant les projections horizontale et conique d'un point 

et celles du pôle, trouver la projection verticale du premier point. Le tableau est un 

plan vert ical su r lequel la d r o i t e om est p ro je tée o r t h o g o n a l e m e n t (n ü 186 I o ) , or

ón conna î t les pro jec t ions ho r i zon ta l e s oh et d de deux po in t s de cet te d r o i t e , et 

l eu r s h a u t e u r s u V et dmp, donc aba issant de o f t e t de d1 des p e r p e n d i c u l a i r e s su r 

L T , et p r e n a n t w o u = w V , id—dnf, et j o i g n a n t o V , il n 'y au ra p lus q u ' à abaisser 

de mh u n e p e r p e n d i c u l a i r e su r L T , et elle ira coupe r W au poin t c h e r c h é m". 

! 8 9 . PROBLÈME 2 2 . Trouver la perspective d'un polyèdre quelconque. Soit d e 

m a n d é e la pe r spec t ive du po lyèd re (fig. 1 6 6 ) composé d ' u n para l l é l ip ipède 

rec tangle vert ical s u r m o n t é d ' u n e p y r a m i d e q u a d r a n g u l a i r e . S u p p o s o n s le tableau 

pe rpend i cu l a i r e à LT , et raba t tons- le su r le plan vertical en le faisant t o u r n e r 

au tou r de sa t race verticale V ; ce qu i r e v i e n t a p r e n d r e le plan vertical p o u r h 



¡eométral. P o u r o b t e n i r ensu i t e la pe rspec t ive d e m a n d é e , n o u s c h e r c h e r o n s la 

project ion du po in t de vue s u r le tableau en abaissant du poin t o s u r le p lan P 

une p e r p e n d i c u l a i r e qu i v iendra le c o u p e r au p o i n t o'; pu i s l o r sque le p lan P 

í o u r n e a u t o u r de V , ce poin t d res te é v i d e m m e n t à la m ê m e d i s t ance zdv du 

plan hor izon ta l et à la m ô m e d i s t ance aussi zdh de l 'axe V", n o u s p r e n d r o n s donc 

s u r ddh u n e l o n g u e u r ofvop = zdh, et n o u s a u r o n s le po in t op d e m a n d é ; on voit 

q u e cela revient à déc r i r e du cen t r e z et d u rayon zdh un a r c de cerc le q u i vient 

couper LT au po in t a et à élever pa r ce po in t u n e p e r p e n d i c u l a i r e à LT j u s q u ' à 

la r e n c o n t r e de o V u ; t ous les a u t r e s po in t s s ' ob t i ennen t de la m ê m e m a n i è r e . 

Pour le p o i n t o, on pouvai t aussi effectuer u n s imple c h a n g e m e n t de p lan h o r i 

zontal en c o n s i d é r a n t \ ; p c o m m e la nouvel le l igne de t e r r e . 

La d r o i t e ou r e n c o n t r e ïe tab leau en u n po in t a q u e n o u s r a m è n e r o n s c o m m e 

le po in t o s u r la p e r s p e c t i v e , en m e n a n t par dv u n e pa ra l l è l e à L T , et p r e n a n t 

a"Japz=zzdh, on ob t i e nd ra de m ê m e tous les a u t r e s po in ts bp, cp,... de la p e r s p e c 

t ive. Ayan t ob t enu les perspec t ives ap et bp des po in t s a et b, la d ro i t e apbp sera la 

perspec t ive de la d ro i t e ab et a ins i des a u t r e s . Nous avons ainsi en avbpcpdp îa 

pe r spec t ive de la base in fé r i eure du pa ra l l é l i p ipède , en apbpfpep, bpcpgpfp, cpdpipgp, 

apdpipep les perspect ives de ses q u a t r e faces la téra les v e r t i c a l e s , et en epfpgpip la p e r 

spective de sa base s u p é r i e u r e ; puis on a enjpkplpmp la perspec t ive de la base de la 

p y r a m i d e et en spjpkp, sTkplp, splpmp, spmpf les perspect ives de ses q u a t r e faces. 

il est évident q u e l ' obse rva teu r p lacé en o ne p e u t voir q u e la face abfe du 

pa ra l l é l ip ipède , toutes les a r ê t e s qu i n ' a p p a r t i e n n e n t pas à ce t te face lui son t c a 

c h é e s , c 'est p o u r q u o i n o u s les avons ponctuées s u r la f igure. Q u a n t à la p y r a m i d e , 

il est év iden t que l ' a rê te sj est e n t i è r e m e n t vue et l ' a r ê t e si e n t i è r e m e n t c a c h é e , 

mais les a rê tes sk et sm son t vues a u - d e s s u s de l eu r s po in t s d ' in te r sec t ion p a r le 

plan ( efo), po in t s don t nous n ' avons r e p r é s e n t é q u e les p ro j ec t ions ver t ica les nl 

et if et don t les perspec t ives sont é v i d e m m e n t aux in t e r sec t ions np et qp des 

dro i tes spmp et splp avec epfp. 

R e m a r q u o n s e n c o r e q u e les d ro i t e s ab, cd, ej, gi é t an t ho r i zon ta l e s et 

paral lè les au tableau» leurs perspec t ives apbp, d'dP, epfp, gpip doivent ê t r e p a r a l 

lèles à LT ( n ° 1 8 5 ) ; les d ro i t e s ad, bc, ei, fg é t an t p e r p e n d i c u l a i r e s au tableau , 

l eurs pe rspec t ives apdp, bpcp, epip, fpgp doivent concou r i r au poin t op\ pa r la m ê m e 

raison les p o i n t / , lp, dp doivent ê t re en l igne d r o i t e ; il est évident q u e les côtés 

jk, kl, lm, mj de !;>: base de la p y r a m i d e sont inc l inés à 45° su r le tableau et q u e 

les côtés opposés sont para l lè les : si donc on p r e n d pprp = ohdh (de sor te q u e rp sera 

un point de diskmce) les perspec t ives jpmp et k"lp des côtés jm et kl i ron t concour i r 

au po in t rp] les perspec t ives jpkp et lpmp des deux au t r e s côtés i ra ient concou r i r 

en un a u t r e point r'p s i t ué de l ' au t re côté de vp et à u n e d i s l ance égale à oprp. 



E n ü n , n o u s t e r m i n e r o n s par cet te d e r n i è r e r e m a r q u e : p a r c h a q u e po in t que 

i o n veut m e t t r e en p e r s p e c t i v e , on p e u t concevoi r deux h o r i z o n t a l e s , l 'une 

pe rpend i cu l a i r e au tableau , e t l ' au t r e inc l inée à 4 5 ° ; on les p ro longe j u s q u ' à 

l eu r s in t e r sec t ions avec le tab leau , et il est év ident q u e ces poin ts a p p a r t i e n n e n t 

respec t ivement aux perspect ives de ces h o r i z o n t a l e s ; d o n c , en u n i s s a n t le p r e m i e r 

de ces po in t s avec op, e t l ' au t r e avec le po in t de d is tance c o r r e s p o n d a n t , ces deux 

dro i tes se c r o i s e r o n t à la pe rpec t ive du po in t d o n n é . Cet te m a n i è r e de t rouver ta 

pe r spec t ive d ' u n po in t est en g é n é r a l t r è s - p r o m p t e . 

4 9 0 . O r d i n a i r e m e n t p o u r r e n d r e la figure p lu s in te l l ig ib le , on ne cons t ru i t pas 

la pe rspec t ive au lieu où n o u s l 'avons p l a c é e , mais avant de r a b a t t r e le t ab l eau , 

on le suppose t r a n s p o r t é à u n e c e r t a i n e d i s t a n c e , ou b i e n on p r e n d sur le tab leau 

deux axes p e r p e n d i c u l a i r e s e n t r e e u x , et l 'on peu t p r e n d r e ces deux t races su r 

u n e a u t r e feuil le de dessin q u e celle où l 'on a t r acé le geometral, et l 'on r a p p o r t e 

les d i s tances de c h a q u e p o i n t de la perspec t ive à ces axes . C'est ce q u e nous 

a l lons m o n t r e r c l a i r e m e n t d a n s le p r o b l è m e su ivan t . 

PROBLÈME 2 3 . Trouver la perspective d'un polyèdre et de son ombre portée sur le 

plan horizontal (fig. 1 6 7 ) . Conna i s san t les pro jec t ions du p o l y è d r e et celles du 

rayon de l u m i è r e , nous t r o u v e r o n s d ' abo rd l ' o m b r e p o r t ée (n° 181) et la l igne de 

sépara t ion d ' o m b r e et de l u m i è r e ; p a r s u i t e , n o u s c o n n a î t r o n s les faces éclairées 

et les faces qu i ne reçoivent a u c u n r ayon de l u m i è r e . Ces choses é t an t o b t e n u e s , 

soit le p lan P d u tableau p e r p e n d i c u l a i r e à LT , en m e n a n t par le po in t de vue o. 

des r ayons visuels a u x divers s o m m e t s du p o l y è d r e p r o p o s é , ces r ayons r e n c o n 

t r e r o n t le tableau P en des po in t s don t n o u s fixerons la pos i t ion en les r a p p o r t a n t à 

d e u x a x e s r ec t angu la i r e s s i t ué s d a n s ce p lan , et p o u r plus de s impl ic i té , n o u s choi

s i rons les t races mômes d u p l a n , n o m m a n t X 1 axe h o r i z o n t a l , H", et Y l 'axe ver

tical , "V P ; et n o u s c o n s t r u i r o n s à p a r t la figure s i tuée su r le tab leau P , ou la p e r 

spective d u p o l y è d r e . Menons par oh deux hor izonta les D f t et D'* inc l inées à 45 

sur H p ; elles i r o n t coupe r ce t te t race en deux poin ts rh et r'*, project ions hor i 

zonta les des deux points de distance ; ayant donc cons t ru i t les axes X et Y, nous pr< r¡-

z v rjùp z=.zdh, n o u s é lèverons au po in t o>p une p e r p e n d i c u l a i r e su r X, et n o u s p r en 

d r o n s a/o p=:wV'et nous a u r o n s le poin t de v u e ; pu i s m e n a n t par op u n e pa ra l 

lèle à X, et p r e n a n t opzp z=zovr'p=: oho"\ nous a u r o n s les deux po in t s de d i s t ance 

Cela p o s é , cons idé rons d ' abo rd la face abcd par laquel le le po lyèdre repose sut 

le p lan h o r i z o n t a l , p o u r avoir la perspec t ive du po in t a, concevons pa r ce point 

deux d ro i t e s ho r i zon t a l e s , Tune p e r p e n d i c u l a i r e au tableau et l ' au t re incl inée 

ii 45° su r le tableau ; la perspect ive de la p r e m i è r e passera pa r le point op, «telle-

de la seconde par le po in t r / p ; de p l u s , la p r e m i è r e pe rce le tableau en un point 

dis tant du poin t z d ' u n e q u a n t i t é aa", et la seconde en un point d is tant de de la 



q u a n t i t é s a , et c o m m e ces deux dro i tes son t d a n s le p l an h o r i z o n t a l , si nous 

p r e n o n s su r 7 ''es l o n g u e u r s zpdp=aci, zpap = s a , et si n o u s m e n o n s les dro i tes 

a!pop, aprfp,elles se c ro i sen t au p o i n t a p q u i sera la perspec t ive du p o i n t a . La droi te 

ub pe rce le tableau en un po in t b' d i s t an t de Taxe Y de la q u a n t i t é s ¿ / \ et de l 'axe X 

de la q u a n t i t é zb,v ; p r e n a n t d o n c zpb,p=zb,h et é levant su r l 'axe X la p e r p e n d i c u 

laire b'pbpc=zzb,p, le po in t bp sera la perspec t ive du po in t b. P o u r avoir le po in t cp, 

n o u s p r e n d r o n s zpy'p,=zcc0, et n o u s j o i n d r o n s -/pop; et l 'on a u r a la perspec t ive 

d ' u n e p e r p e n d i c u l a i r e abaissée du p o i n t c s u r le tableau ; pu i s la d r o i t e oc pe rce le 

tableau en u n po in t c f é levé ve r t i ca lement de la q u a n t i t é z c f y ; p r e n a n t d o n c s V = 

sc f M et m e n a n t pa r cp u n e para l lè le à X , e l le va coupe r la d ro i t e y ' V au poin t cp 

d e m a n d é . Q u a n t au p o i n t dp, la dro i te cd é t an t ho r i zon ta l e et para l lè le au tableau, 

il se t rouvera à l ' in te rsec t ion de la m ê m e ho r i zon ta l e et de la d ro i t e à,pop

> pe r spec-

pec t ive d ' u n e p e r p e n d i c u l a i r e au tableau et m e n é e p a r le po in t d. 

Passant à la face cdefg, n o u s avons o b t e n u les pe rspec t ives des t rois s o m m e t s 

c, / , g, p a r des c o n s t r u c t i o n s i d e n t i q u e s à celles employées p o u r t rouver la p e r 

spect ive d u po in t b. 

P o u r le s o m m e t i de la face bcgi, n o u s avons m e n é d e u x ho r i zon ta l e s il, il' in 

cl inées à 45° s u r le t ab l eau ; l e u r s pe rspec t ives passen t r e spec t ivement p a r les 

po in t s de d i s t ance rp et rp et se c ro i sen t au p o i n t ip c h e r c h é ; p o u r ob t en i r la p e r 

spect ive de il, il faut p r e n d r e s u r Y, à pa r t i r de zp, u n e l o n g u e u r égale à 

m e n e r pa r le po in t ainsi o b t e n u u n e para l lè le à X , p r e n d r e s u r ce t te para l lè le et 

en a r r i è r e u n e l o n g u e u r égale à zlh, pu is j o i n d r e ce d e r n i e r p o i n t avec rp\ mais 

si l 'on conçoi t q u e tou te la cons t ruc t ion descende ve r t i ca lement d ' u n e q u a n t i t é 

égale à £f, n o u s a u r o n s à p r e n d r e zplpz=zlh, s y = £f, à j o i n d r e lpf, et il ne 

n o u s res tera p l u s q u ' à m e n e r pa r rp u n e para l lè le à ppXp ; on c o n s t r u i r a de m ê m e la 

pe r spec t ive de il\ et ces deux perspect ives se c ro i s e ron t au p o i n t ip. 

Les pe r spec t ives des t ro is s o m m e t s de la face ade é t an t c o n n u e s , et toutes les 

au t re s faces c o n c o u r a n t au po in t s, il ne n o u s res te p lus q u ' à t rouver la p e r s p e c 

tive de ce s o m m e t s du p o l y è d r e ; p o u r ce la , r e m a r q u o n s q u e la d r o i t e os coupe le 

tab leau en u n po in t s', d o n t la h a u t e u r vert icale est égale à zs'v, p r e n a n t zps'pz=zzsu 

et m e n a n t pa r $' p u n e para l l è le à X , ce t te para l lè le con t i en t sp, pu i s concevant 

par * u n e p e r p e n d i c u l a i r e au t ab l eau , elle le percevra en u n po in t don t les d is

tances aux axes X et Y son t asv et ask ; p r e n a n t d o n c zpG,p—asv, m e n a n t p a r a!p une 

para l lè le à X , et p r e n a n t o'pop=¡ashet j o i g n a n t 5 V , cet te d ro i te cont ien t aussi le 

po in t sf", qu i se t rouve ainsi d é t e r m i n é . 

Ayan t ob tenu les perspec t ives de tous les s o m m e t s du p o l y è d r e , il n 'y a p lu s 

q u ' à les u n i r pa r des d ro i t e s p o u r avoir la perspect ive d e m a n d é e . Pour avoir 

m a i n t e n a n t la perspect ive de l ' ombre por t ée (as'fffcda), nous ob t i end rons celle du 



poin t s° en p r e n a n t d ' abo rd la pe rspec t ive £ V d ' u n e p e r p e n d i c u l a i r e au tableau 

abaissée de ce point c o m m e n o u s l 'avons déjà fait p lus i eu r s fois , pu i s r e m a r 

q u a n t q u e la d ro i t e os0 c o u p e le tab leau en u n po in t £' d i s t an t de Y d ' u n e q u a n 

tité zl'h, il faudra c h e r c h e r su r £W le po in t s i t u é à ce l te d i s tance de Y, ce q u e l 'on 

ob t i endra é v i d e m m e n t en p r e n a n t a p £ № =:«£'*, e t m e n a n t p a r l'p u n e para l lè le à Y, 

elle i ra c o u p e r lpop au po in t c h e r c h é , q u e n o u s a u r i o n s d û n o t e r sop, d ' a p r è s les 

conven t ions p r é c é d e n t e s , et q u e , p o u r p l u s de s i m p l i c i t é , n o u s n o t o n s s eu l emen t 

s*. Nous o b t e n o n s d e m ê m e le p o i n t / * , e n r e m a r q u a n t q u e la d r o i t e srf* do i t être-

paral lè le à X ; enfin, n o u s avons o b t e n u le poin t gK de la m ê m e m a n i è r e . 

Nous avons var ié d a n s cet te é p u r e les m o y e n s employés p o u r ob t en i r les p e r 

spect ives de tous les s o m m e t s d u p o l y è d r e , afin d ' e n s e i g n e r toutes les mé thodes 

c o n n u e s , la issant au d e s s i n a t e u r le choix de la m é t h o d e qu ' i l j u g e r a p ré fé rab le 

d a n s c h a q u e cas pa r t i cu l i e r . 

1 9 1 . Il n o u s res te à faire q u e l q u e s observa t ions s u r la ponctuation de ta figure. 

R e m a r q u o n s d ' abo rd q u e les p ro j ec t i ons d ' u n co rps son t les perspectives de ce 

corps p o u r u n obse rva teu r don t l 'œil serai t p lacé à l ' infini s u r u n e dro i te p e r p e n 

d icu la i r e au p lan ho r i zon ta l ; ou sous un a u t r e po in t de vue géométrique, c h a q u e 

pro jec t ion sera Y ombre portée p o u r u n e d i rec t ion de r a y o n s l u m i n e u x p e r p e n d i c u 

laire au p l an horizontal*, les faces d u p o l y è d r e c o n c o u r a n t au po in t s sera ient 

seules v u e s : d o n c , su r la p ro jec t ion h o r i z o n t a l e , les d r o i t e s , q u i fo rmen t le con 

t o u r de ces f a c e s , dev ron t ê t r e p l e i n e s ; les a u t r e s l ignes son t p o n c t u é e s , et la 

l igne b r i s é e abigfea se ra i t p o u r cet obse rva teur le c o n t o u r a p p a r e n t du p o l y è d r e . 

P o u r u n obse rva t eu r don t l 'œil serai t p lacé à u n e d is tance infinie s u r u n e p e r p e n 

d icu la i re au p ian vert ical , on t r ouve ra fac i lement q u e le c o n t o u r a p p a r e n t est la 

l igne b r i sée absfeda , de sor te q u e ce c o n t o u r et les l ignes sa, se, ae, doivent ê t r e 

t racées en l ignes p le ines . 

Cet te p o n c t u a t i o n des deux p ro j ec t ions est s ans p r é j u d i c e des par t i es cachées 

par les p lans de p r o j e c t i o n , et qu i p o u r r a i t ob l iger d ' éc r i r e en ligne ponctuée 

q u e l q u e s p o r t i o n s de celles q u e n o u s venons d ' i n d i q u e r c o m m e devan t ê t r e 

p l e ines . Les p r inc ipes p r écéden t s app l iqués à t ous les co rps q u e n o u s cons idé 

r e r o n s d a n s la su i t e de ce c o u r s , c o m p l è t e n t ce qu i c o n c e r n e la p o n c t u a t i o n des 

pro jec t ions des figures de l 'espace q u e l 'on veut r e p r é s e n t e r , et d o n t la par t ie la 

p lus s i m p l e a été exposée p r é c é d e m m e n t (n° 16) . 

Re la t ivement aux ombres , le po lyèdre po r t e ombre s u r la p a r t i e adcg°fis°a d u 

pian h o r i z o n t a l , de sor te q u e si le co rps étai t enlevé et q u e l ' ombre r e s t â t , elle a u 

rai t la forme r e p r é s e n t é e (fig. 1 6 8 ) , ma i s p o u r l ' obse rva teur r e g a r d a n t la p r o 

ject ion h o r i z o n t a l e , le corps cache u n e par t ie de ce t te o m b r e , et elle lui p a r a i t 

avoir la forme aehjhkguf°s°a ; c 'est p o u r q u o i nous n ' avons haché q u e ce t te p a r t i e du 
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pian par les hachures affectées à Y ombre portée. Q u a n t aux faces ombrées, û est 

facile de r e c o n n a î t r e q u e la l igne b r i s é e abcgfsa est la l igne de sépara t ion d ' o m b r e 

et de l u m i è r e ; d o n c , les faces abcd, edefg, efs , ade, aes , sont dans l ' o m b r e . Mais 

l ' observa teur , qu i r e g a r d e la p ro jec t ion h o r i z o n t a l e , ne voit q u e les faces sef, sac, 

c'est p o u r q u o i n o u s n ' avons ombré q u e ces deux faces su r la pro jec t ion ho r i zon 

ta le , et n o u s avons eu soin de d i r i ge r les hachures d a n s des sens différents . L 'ob 

se rva teur qu i r e g a r d e la pro jec t ion vert icale ne voit q u e les faces sef, ade, s ae ; ce 

sont donc les seules faces q u e n o u s ayons d û ombrer en project ion vert icale. 

Enfin , s u r la p e r s p e c t i v e , il es t év ident q u e p o u r l ' obse rva teur placé en o le 

c o n t o u r a p p a r e n t du po lyèd re est abiseda; il ne voit d o n c q u e les faces sab , sbi, 

sae, ade, les deux p r e m i è r e s éc l a i r ée s , les deux au t r e s o m b r é e s . Les d r o i t e s , qu i 

fo rment le c o n t o u r des q u a t r e faces, sont seules t racées en lignes pleines. Enfin , 

il faut hacher tou te la pa r t i e de la perspec t ive de l ' o m b r e p o r t é e , qui est s i tuée en 

dehor s de la perspective du p o l y è d r e . 

CHAPITRE VL 

DE LA TRANSFORMATION CYLINDRIQUE ET C O M Q U E , 

Transformation d'une droite en une autre droite, et d'un plan en un autre pian 

1 9 2 . Si l 'on a une d r o i t e D d a n s l 'espace et un plan II, si pa r la dro i te D on 

lait passer u n plan P c o u p a n t le p lan II su ivant u n e d ro i t e D, on p e u t d i re qu* 

la dro i te D, est la t r ans fo rmée su r le p lan H de la dro i te D de l ' espace . 

Le plan P q u e nous faisons passer pa r la d ro i t e D peu t ê t re cons idé ré , 1° comme 

e n g e n d r é par une dro i te G se m o u v a n t pa ra l l è l emen t à e l l e - m ê m e et à une droite 

K s i tuée d a n s ce plan P et a lors l 'on r ega rde le p lan P c o m m e e n g e n d r é cylindri-

(fuement ; 2° c o m m e e n g e n d r é pa r u n e droi te J passan t pa r un po in t s s i tué s u r ce 

plan P et se mouvan t su r u n e d r o i t e L s i tuée aussi d a n s ce p lan P , et a lors l 'on 

r ega rde le plan P c o m m e e n g e n d r é eoniquement. Dans le p r e m i e r cas la dro i te l) 



est la p ro jec t ion cylindrique ou o b l i q u e de la d ro i t e D ; d a n s le deux ième cas la 

droi te D, est la pro jec t ion conique ou cen t r a l e de la d ro i te D ; 

Dans le p r e m i e r cas : si l 'on m è n e u n e dro i te G para l l è le à K et c o u p a n t les 

droi tes D et D, r e spec t ivement aux po in t s d et dti ces deux po in t s d et d, se ron t 

deux po in ts homologues et n o u s d i rons q u e le po in t rfi est le transformé du poin t d 

dans le m o d e de transformation cylindrique, et les d ro i tes G . . . sont d i tes d ro i tes de 

transformation cylindrique. 

Dans le deux ième cas : si l 'on m è n e pa r l epoin l s u n e d ro i t e J coupan t les dro i tes 

D et D, r e spec t ivemen t aux po in t s b et b¡9 ces deux po in t s b et 6 , s e ron t deux p o i n t s 

homologues et n o u s d i rons q u e le point bt est le transformé du po in t b dans le m o d e 

de transformation conique ; et les dro i tes J . . . . d ive rgen tes du po in t s sont di tes 

droites de transformation conique. 

il est év iden t q u e d a n s le m o d e de t r ans fo rmat ion c y l i n d r i q u e , le po in t mi l ieu 

d ' u n e d r o i t e D se t r a n s f o r m e en le po in t mi l i eu de la t r ans fo rmée D,, et q u e cela 

n 'a pas lieu g é n é r a l e m e n t d a n s le m o d e de t rans format ion c o n i q u e , en d'autres 

termes, q u e cela n e p e u t avoir l ieu , l o r s q u e l 'on emplo ie le mode de t r ans fo rma

t ion c o n i q u e , q u e d a n s q u e l q u e s cas t r è s - p a r t i c u l i e r s . 

Si l 'on a u n p lan P d a n s l ' espace et deux d ro i t e s A et B s i tuées su r ce p lan P 

et q u e p a r A et B on fasse passer des p l ans A' et B f para l lè les à u n e m ê m e dro i t e J 

a r b i t r a i r e m e n t s i tuée d a n s l 'espace, et q u e l 'on coupe le sys tème p a r un p lan Q. 

on p o u r r a d i r e q u e le p lan Q est le transformé d u p lan P , car les deux dro i tes A, et 

B : su ivant lesquel les se ron t coupées p a r le p lan Q , les p l a n s , A' et B ' , s e ron t les 

transformées cylindriques des dro i tes A e t B , les d ro i t e s de t r ans fo rmat ion é tan t 

paral lè les à J . 

Si Ton a un p lan P d a n s l 'espace et deux dro i tes A et B s i tuées su r ce p l a n , et si 

par ces dro i tes A et B on fait passer des p lans A ; et B' assuje t t i s à passer l ' un et 

l ' an t r e p a r un m ê m e p o i n t s de l 'espace , et si l 'on c o u p e le sys t ème p a r un p lan 

q u e l c o n q u e Q, on p o u r r a d i re q u e le p lan Q est le transformé d u p lan P , car les 

deux droi tes A, et B, suivant lesquel les se ron t coupés pa r le plan Q les p lans A' et B' 

se ron t les transformées coniques des d ro i t e s A et B , les droi tes de t r ans fo rma t ion 

d ive rgean t du po in t s. 

Dans le p r e m i e r cas : on d i ra q u e le plan Q est le transformé cylindrique du 

plan P . 

Dans le deux ième cas : on dira q u e le p lan Q est le transformé conique du p lan P : 

.via posé : 

T r a ç o n s dans un plan P deux dro i tes D et Y se c o u p a n t en u n po in t w. 

Par les d ivers po in ts m, m', m", . . . de D m e n o n s des para l lè les à u n e dro i te J 

si tuée d a n s le plan P et coupan t la d ro i t e Y en les po in t s p , p', p", . . . p u i s par les 



points p, pr, p", ... m e n o n s des para l lè les à u n e seconde d ro i t e J, et p r e n o n s su r 

ces paral lè les des po in t s m„ m',, m"lt . . . tels q u e l 'on aie : 

mp : m'p' : m'p": etc, :: m,p : m!,p!: m'\p" : etc. 

les po in t s m, , m',, m", . . . s e ron t su r u n e d ro i t e D„ passan t p a r le po in t o. 

On p o u r r a d i r e q u e la d ro i t e D t est la transformée cylindrique de la d ro i t e I ) , 

mais elle n e sera p lu s sa transformée d'une m a n i è r e d i r e c t e , car p o u r passer de 

la d ro i t e D à la d ro i t e D, on s 'est a p p u y é s u r la d r o i t e Y ; c 'est p o u r q u o i on doit 

d o n n e r à la d ro i te Y le n o m d'axe de transformation cylindrique. 

Ce q u e n o u s venons de faire d a n s un p l a n , n o u s pouvons l 'effectuer d a n s l 'es

pace et de la m a n i è r e su ivan t e . 

P a r u n e d ro i t e Y m e n o n s deux p l ans P et P , ; c o u p o n s les deux p l a n s P et P 

su ivan t les dro i tes J e t J, p a r un p lan q u e l c o n q u e Q; cela f a i t , t r a çons d a n s le 

p lan P u n e d ro i t e D c o u p a n t la d r o i t e Y au po in t o, pu i s m e n o n s p a r les d ivers 

po in t s m, m' , m", ... de D des para l lè les à J , lesquel les c o u p e r o n t Y aux po in t s p , 

p', pn, . . . enfin m e n o n s p a r les po in t s p,p', p11, ... des para l lè les à J, et p r e n o n s su r 

ces para l lè les des po in t s m„ m' , , m"l} e t c . , te ls q u e l 'on a ie : 

mp : m'p' : m"p" : etc.. :: m,p : m\p' : tn",p" : etc. 

les d ive rs po in t s m\ m't, m" , , s e r o n t s u r u n e d r o i t e D, s i tuée dans le p lan P, et 

pa s san t p a r le p o i n t o. 

Il est évident q u e si l 'on p r e n d s u r la dro i te D d e u x po in t s x et y, le po in t q 

mil ieu de xy a u r a p o u r transformé s u r D, le po in t q, q u i sera le mil ieu de la d ro i te 

x~y^ les po in t s xl e t yt é t an t les transformés s u r la d ro i t e D, des po in t s x et y de la 

d r o i t e D. 

Cela posé : 

R e m a r q u o n s q u e les d ro i t e s m m , , m W x , m V x , . . . s e ron t tou tes para l lè les 

e n t r e elles et s i tuées d a n s le plan X passan t pa r les d ro i t e s D e t D ï 5 e t de p lu s on 

a u r a : 

mm, : m'm\ : m"mr\ : etc. :: mp : m'p' '• m''p" : etc. :: m,p : m\p' : m",p" : etc 

On au ra auss i : 

mm, : m'm', : m"m", : etc, :: mo : m'o ; m"o ; etc. :: m,o : m'.o : m", o . etc. 

on peu t donc r e g a r d e r les deux droi tes D e t D , (en t an t q u e s i tuées d a n s le p lan Y ; 

c o m m e é tan t l ' une D t la transformée cylindrique directe de l ' au t r e d ro i t e D . 



Si l 'on a deux p l ans P et P, se c o u p a n t suivant u n e d r o i t e Y et si Ton t race dans 

le plan P deux d ro i t e s D et D ' o n p o u r r a d é t e r m i n e r , en s ' a p p u y a n t su r la d r o i t e Y 

c o m m e axe de t r an s fo rma t ion , d e u x d ro i t e s D , et D ' , q u i s i tuées s u r le p l a n P , se 

ron t les transformations des d ro i t e s D et D F . On peu t d o n c d i r e q u e le p lan P , est 

le t r an s fo rmé du plan P au moyen de l 'axe Y de t r a n s f o r m a t i o n . 

D ' a p r è s ce q u i p r é c è d e on voit : 1° q u e si l 'on a un p r i s m e 2 coupé pa r deux 

p l ans P et P . se c o u p a n t e n t r e eux suivant u n e d ro i t e Y, on peu t d i r e q u e la sect ion 

( P , 2) a p o u r transformée cylindrique la sect ion ( P 0 2 ) , l 'axe de t r a n s f o r m a t i o n 

é tan t la d ro i t e Y. 

2° Q u e si l 'on a u n e p y r a m i d e 2 coupée p a r deux p lans P et P , se c o u p a n t e n t r e 

eux su ivan t u n e d ro i t e Y, on p e u t d i r e q u e la sect ion ( P , 2) a p o u r transformée 

conique l a sec t ion ( P ^ S ) , l'axe d e t r ans fo rma t ion é tan t la d ro i t e Y e t le centre de 

la t r a n s f o r m a t i o n é t an t le s o m m e t * de la p y r a m i d e d o n n é e 2. 

Appl iquons ce q u i v ient d ' ê t r e d i t à q u e l q u e s exemples . 

Transformation dans Cespace d'un polygone plan en un autre polygone plan. 

192 bis. Si 1° n o u s t r açons su? u n p l an H u n e d ro i t e D, et si n o u s p r e n o n s su r 

le p lan H deux po in t s a et b a r b i t r a i r e s , la d ro i t e q u i les u n i t c o u p a n t la d ro i te D 

en u n p o i n t p (fig. 4 6 9 ) . 

Si 2° n o u s d i r igeons d a n s l 'espace u n e d ro i t e R venan t p e r c e r le p l an H au 

po in t x. 

Si 3° nous p r e n o n s su r la d ro i t e R deux p o i n t s a r b i t r a i r e s s et 

s et a i 

15 et br 
} p a r q u a t r e d ro i t e s . 

s1 e t a 

s' et b 

Si 5" n o u s p r e n o n s su r la dro i te R un po in t a rb i t r a i r e a. 

Si 6° n o u s j o i g n o n s les po in t s x et a , x et b pa r deux d ro i t e s venant couper la 

d ro i t e D , la p r e m i è r e au po in t a et la seconde au po in t (3. 

Si 7° nous j o i g n o n s les po in t s z et « , z et [3 par deux dro i tes , savoir ; 

ZOL c o u p a n t sa en a1 

s(3 c o u p a n t $6 en 6' 

. . l . r a r coupan t s'a en a". 
Si 8° nous m e n o n s les dro i tes 

f xb coupan t s'b en b'\ 



Je dis q u e les t ro is po in t s a', b',p, sont en l igne d r o i t e , a ins i q u e les trois 

poin ts a", b", p. 

Je dis aussi q u e les d ro i tes ad', ¡36'', é tan t p ro longées se c o u p e n t en un p o i n t y 

s i tué s u r la d r o i t e R . 

En efïet, la d r o i t e abp peu t ê t re cons idé rée c o m m e la t r a c e , su r le p lan H , d 'un 

plan X coupan t la d r o i t e R au p o i n t s. La d r o i t e abp peu t e n c o r e ê t re cons i 

dé r ée c o m m e la t r a c e , s u r le plan H, d ' u n p lan X' c o u p a n t la d ro i t e R au 

po in t s'. 

Les d ro i t e s ax, fox, peuven t ê t r e cons idé rées c o m m e les t races , s u r le p lan H . 

de deux p l ans A et R passan t p a r la d ro i t e R. 

La droi te D p e u t ê t r e cons idé rée c o m m e la t r ace , s u r le plan H, d ' u n p lan P c o u 

pant la d ro i t e R au poin t 

A i n s i , la d ro i t e db'p est l ' in te rsec t ion des deux p lans P et X. 

Pa r les t ro is po in t s a' , 6', x, on p e u t faire passe r un p lan Z ; ce p lan Z cou

pera le plan A su ivan t la d ro i t e xdb' et le plan R su ivan t la d ro i t e xb'b'', et ic 

plan X' su ivan t la d ro i t e a"b". 

Or : les dro i tes db', a f ' 6" é t an t d a n s le p i a n Z , et db' c o u p a n t la dro i te D a u poin t / ; 

la t r ace s u r le p lan H du p lan Z sera xp ; d o n c la d ro i t e d'b" passe pa r le point p 

Les t ro i s d r o i t e s ad', ¡36", a"b"p, d é t e r m i n e n t u n p lan Q ayan t la d ro i t e D p o u r 

t race s u r le p lan H , et ce p lan Q coupe ra la d ro i t e R en un po in t y tel q u e le.» 

droi tes ad', $b" dev ron t passer p a r ce p o i n t y, p u i s q u e les dro i tes ad' et ¡36" sont 

les in te rsec t ions de ce p î a n Q avec les p lans A et R, l esque ls passent p a r la d ro i te R 

On peu t s u p p o s e r q u e la d ro i t e R ne pe r ce pas le p l an H , ma i s lui soit para i 

ieîe (fig. 1 6 9 , e). 

Alors le po in t x est s i tué à l ' inf ini . 

Alors les d ro i t e s R , «a, /36, da", b'b", son t para l lè les e n t r e el les. 

Le res te des c o n s t r u c t i o n s subs i s t e s ans a u t r e modificat ion. 

Nous pouvons é t e n d r e ce qu i p r é c è d e à t rois p o i n t s a, 6, c, p r i s a r b i t r a i r e m e n t 

sur le plan H (fig. 1 6 9 , a ) . 

A i n s i , la d ro i te R p e r ç a n t le plan H en un po in t x, on p o u r r a cons idé re r U 

t r iangle abc c o m m e la base c o m m u n e à deux p y r a m i d e s a y a n t , l ' une son sommet, 

en * et l ' au t re en s'. 

Le plan P , d o n t la t race su r le pian H est la d ro i t e D , coupera la pyramide 

{.>, abc) su ivan t le t r i ang le db'c, et la d r o i t e R au po in t z. 

Si l 'on cons idère le po in t x c o m m e le s o m m e t d ' u n e p y r a m i d e ayant k 

t r i angle db'd p o u r b a s e , cet te p y r a m i d e (x, db'c) coupe ra la p y r a m i d e (*, abc), 

suivant le t r iangle d'b"c', don t le p lan Q passera p a r la d ro i te D. 



Àîïisi Ton peu t d i r e : 

Ayant , p o u r deux poin ts a et 6, d é t e r m i n é les po in ts s eiy, la p y r a m i d e {s\abr • 

sera coupée par le p lan P ou (z, D ) , su ivant le t r i angle a'b'c. 

La p y r a m i d e (V, abc) sera coupée pa r le p lan Q ou (y, D) , su ivan t le t r i angle 

a b c . 

Les deux t r iangles a*Vc\ a^fc", s e ron t s u r u n e p y r a m i d e d o n t le s o m m e t sera 

en x. 

Cela a u r a l ieu p o u r u n po lygone d ' u n n o m b r e n de côtés , q u e les côtés soient 

finis ou in f in iment pe t i t s . 

Ainsi l 'on p e u t d i r e : 

É t a n t d o n n é s s u r u n p lan H , u n polygone C et u n e d ro i t e D ; 

É t a n t d i r igée d a n s l ' e space , u n e d ro i t e R c o u p a n t le p lan H en un p o i n t x ; 

Faisan t passe r par la d ro i t e D un p lan P c o u p a n t la p y r a m i d e (s , C ) , su ivan t un 

polygone C . 

La p y r a m i d e (x, C f) coupera la p y r a m i d e (Y, C ) , s u i v a n t un po lygone C" qu i 

sera p lan , et don t le plan passera pa r la d ro i t e D . 

Si la d ro i t e R es t para l lè le au plan H, le p o i n t x sera s i tué à l ' i n f in i , et dès l o r s , 

les t r iangles a'b'c', a"b"cr!, s e r o n t sur un p r i s m e d o n t les a rê te s a'a", b'b"f c!c". 

se ron t para l lè les à la d ro i t e R (fig. 1 6 9 , b). 

Cela a u r a lieu p o u r un po lygone d ' u n n o m b r e a r b i t r a i r e de côtés finis ou infi

n i m e n t pe t i t s . 

Dès lors on peu t d i r e : 

Si l 'on a u n e d ro i t e R paral lè le au plan H , un polygone C et u n e d ro i t e D t r a 

cés "sur ce p lan H ; 

Si l 'on p r e n d deux po in t s a r b i t r a i r e s s et * ' , s u r la dro i te R ; si l 'on fait passer 

par la d ro i t e D un plan a r b i t r a i r e P , ce plan coupera la p y r a m i d e (s, C ) , suivant 

un po lygone C p . 

Si l 'on r ega rde C c o m m e la base d ' u n p r i s m e I ayan t ses géné ra t r i ce s para l 

lèles à la d ro i t e R , ce p r i s m e 2 coupera la p y r a m i d e (5 ' , C ) , suivant u n po ly 

gone C q u i sera plan et don t le plan passe ra par la d ro i te D. 

De ce qui p r é c è d e , on peu t d é d u i r e cer ta ines p r o p r i é t é s de transversales ; ainsi ; 

Si l 'on suppose u n plan V p e r p e n d i c u l a i r e au p lan II et à la d ro i te D , w. 

pian V c o u p e r a la d ro i t e D en un poin t d, le p lan H su ivant u n e d r o i t e K 

(fig. 169 , c). 

Les s o m m e t s du po lygone t racé sur le p lan H se p ro j e t t e ron t sur la d ro i t e K 

en les po in ts a, b, c La d ro i t e R se p ro je te ra su ivan t R , les s o m m e t s des 

deux p y r a m i d e s se promettant en « et et le po in t x en lequel R perce le 

plan H, se p ro je t te ra su r K en .x. 



Le plan P sera coupé p a r le p lan V su ivan t la d ro i t e d P . 

Les s o m m e t s a!, b', é du polygone se p ro j e t t e ron t en les p o in t s a', b', c, s i tues 

su r la d r o i t e P et s u r les d ro i tes sa, sb, se 

ïl est a lors év ident q u e : 

1° Si l 'on m è n e les d ro i t e s xa', xb\ xc , elles c o u p e r o n t les d ro i t e s s'a, sb, 

s'c , en des po in t s a'', b", c', qu i s e ron t en l igne d r o i t e , et la d r o i t e Q qui les 

con t i en t passe ra p a r le po in t d. 

2° Si la d ro i t e R étai t para l lè le à la d r o i t e K (fig. 1 6 9 , d), les dro i tes a'a", b'b'f, 

ce" , s e r a i en t pa ra l l è les e n t r e elles et à la d ro i t e R , et les p o in t s b', c', é tant 

s u r u n e l igne d ro i t e dP, les po in t s a", b", c" , s e ron t aussi su r u n e l igne 

d r o i t e dQ. 

Nous pouvons cons idé r e r tou tes les l ignes d ro i t e s t racées d a n s les figures (169-

4 6 9 , a ; 1 6 9 , 6 ) , c o m m e é t an t les p ro j ec t i ons s u r le p l a n H de tou tes les figures 

cons idé rées d a n s l ' e space ; on serai t , p a r ce qu i p r é c è d e , f a c i l e m e n t c o n d u i t aux p r o 

p r i é t é s si r e m a r q u a b l e s et a p p a r t e n a n t à t ro is po lygones ou à t ro is cou rbes (*) s i tuées 

s u r un p lan H , don t c h a c u n des s o m m e t s ou des po in t s son t liés e n t r e eux et aux 

dro i tes R e t D , a ins i q u e le son t (fig. 1 6 9 , a e t 1 6 9 , b) les t ro is po in t s a, a\ a". 

On p o u r r a i t s u p p o s e r q u e la d ro i t e D fût s i tuée à l ' i n f i n i , a lo r s les p lans P et 

Q dev iendra i en t para l lè les e n t r e eux et au p lan H. 

La figure ( 1 6 9 , / ) fait voir en effet : ( la d r o i t e R p e r ç a n t le p l an H en x) q u e U 

plan P ou (a'b'z ) , et q u e le p lan Q ou (a"b"y) s e ron t para l lè les au plan H ou 

( abx ) . 

La figure ( 1 6 9 , g) fait voir en effet : ( la d ro i t e R é t an t pa ra l l è l e au p lan H ) 

q u e les p lans P et Q son t para l lè les au p lan H , et de p l u s se con fonden t en un 

seul et u n i q u e p i an . 

3° Dés lors (fig. 1 6 9 , h), si sur les d ro i tes sa, sb, se, on p r e n d les po in t s a', b'7 c, 

s i tués s u r u n e d ro i t e P paral lè le à la d ro i t e K; si l 'on m è n e xa', xb\xc', les points 

a", b", c " , in t e r sec t ions respect ives de ces d ro i t e s c o n c o u r a n t au po in t x ave* 

celles s'a, s!b, se, c o n c o u r a n t au po in t s', s e ron t sur u n e d ro i t e Q para l lè le à K. 

4o Et (fig. 1 6 9 , k) les dro i tes R et K é tan t p a r a l l è l e s , on doi t avoir les p o i r u 

h\ c!, et a", b", c', s i tués su r u n e seule d ro i t e P ou Q paral lè le à K. 

(*) En c o n s i d é r a n t u n e courbe c o m m e étant un po lygone d ' u n n o m b r e infini de cotée, c h a q u e tx-t» 

Âi.iul i n i i t i imen t pe t i t , 

l-'l.N !•»; Î..V r i lEAnKi i* . P . V I O I h . 
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Droite* et plavs perpendiculaires cuire eu.r. 
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H l , Problème général. E t a n t donné u n a n g l e fcriedre, trouver p a r u n e c o n s t r u c t i o n p l a n e les 

ang le s p l a n s et les ang les d i è d r e s q u i le c o m p o s e n t 
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1 55 Problème 1 1 . Coupe r u n e p y r a m i d e q u a d r a n g u l a i r e a y a n t p o u r base u n t r a p è z e p a r m i p l a n , 
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u n c a r r é k.-Î 
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DES ANGLES TRIÉ DRE S ET DES PYRAMIDES •• 



Des plans colea ef vi celé*. 
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170. Problème^. T r o u v e r l ' i n t e r sec t ion de d e u x p l a n s . . . '19 

171. Problème 9. T r o u v e r l ' i n t e r sec t ion d ' u n e d ro i t e et d ' u n p l a n . . 1 On 

17*2. Problème 10. P a r u n po in t d o n n é abaisser u n e p e r p e n d i c u l a i r e su r u n p l a n d o n n é . lo i 
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174. Problème 12. T r o u v e r l ' ang le d ' u n e d r o i t e et d ' u n p l a n . . , 10) 

175. Problème 13. T r o u v e r l ' ang le de d e u x p l ans Hjt 

17 6. Problème 14. P a r u n e d ro i t e d o n n é e m e n e r u n p l a n qu i fasse avec le p l a n d e c o m p a r a i s o n 

u n ang le d o n n é lo i 

Des projections obliques et des ombres portées. 

1 / 7 . Des p ro jec t ions o b l i q u e s , des po in t s et des d ro i t e s . iOV 

178 . Problème 15. E t a n t c o n n u e la p ro j ec t i on o r t h o g o n a l e d ' u n p o i n t s i tué s u r u n p l a n , t r o u v e r 

sa p ro j ec t i on o b l i q u e , et r é c i p r o q u e m e n t . î OV 

179. Problème 16. Conna i s san t les p ro jec t ions o r t h o g o n a l e s d ' u n p o i n t , la d i r e c t i o n et l ' inc l ina i 

son des d ro i t e s p r o j e t a n t e s , t r o u v e r la p ro j ec t i on ob l ique de ce po in t su r le p l an h o r i 

zon ta l Uii 

180. Problème 1 7 .Conna issan t la p ro j ec t ion et l ' o m b r e po r t ée d ' u n p o i n t , et l ' inc l ina i son d u r a y o n 

de l u m i è r e , t r o u v e r la cote de h a u t e u r d u po in t ¡ 0 » 

18! . Problème 18. T r o u v e r l ' o m b r e p o r t é e d ' u n p o l y è d r e q u e l c o n q u e s u r le p l a n hor i zon ta l 

(8.2. Conna i s san t la p ro j ec t ion h o r i z o n t a l e et l ' o m b r e p o r t é e , t r o u v e r la p ro jec t ion ver t ica le . !" 

Des projections coniques et de la perspectice. 

183 — 1 85. Définit ions p r é l i m i n a i r e s . . . M ) ' 

JK«>. Problème 1 9 . Conna issan t la p ro j ec t ion o r t h o g o n a l e d'un po in t s i tue sur u n (dan d o n n e p a r 

ses traces, trouver sa projection conique et réc iproquement . . , . ibb 

¡87 Problème 20. Conna i s san t les p ro jec t ions o r t h o g o n a l e s d ' u n poin t et. celles d u pô le , t r o u v e r 

la p ro jec t ion c o n i q u e d u p r e m i e r po in t sur u n p l a n d o n n é . , le!» 

188. Problème 21 . Conna i s san t les projections horizontale et c o n i q u e d ' u n point et cel les du 

pô le , t r o u v e r la p ro j ec t ion ver t i ca le d u p r e m i e r poin t H r i 

18 ' .» . Problême 22 . Trouver la perspective d'un polyèdre que l conque . . 

1 9 0 Problème 23 T r o u v e r la perspec t ive d ' u n p o l y è d r e et de sou o m b r e po r t ée sur le p lan h o r i 

zon ta l . . . . . 1 1 1 

• ' Observa t ions su r la p o n c t u a t i o n d e s épure 1 - ' 1 •'• 



C H A P I T R E \ E 

9:v. I T a u s l o r m a t i o n d ' u n e dro i te en u n e a u t r e d ro i t e et d ' u n p l a n en u n a n t r e p lan i 14 

f'V bin. T r ans fo rma t ion d ' a n po lygone p lan en u n a u t r e po lygone p lan J 1 < 

F I N DE l .A TABLE UE I . A P R E M I È R E P A R T I R , 

E R R A T A 

DE LA PREMIÈRE P A R T I E , 

f'auo 5!), l igue 10 , la p y r a m i d e (*•', B) e l l e p l an Y, lisez : la p y r a m i d e (.«, B) cl le p lan P. 

Page 0 0 , l igne 2 1 , su r u n ce rc l e K , lisez : su r u n ce rc le C t racé su r o-„ c o m m e d iamèf r* 

Page !)0 . d e r n i è r e l i gne , le ce rc le K , lisez : le cerc le C t racé su r yv c o m m e d i a m è t r e 

l'âge 1 1 9 . l igne VG , o c c u p e r a , /7*Tï : c o u p e r a . 

P.!*ge 1 2 0 . l igue 1?». p;o.jec(ion , lisez : p ro jec t ion 

M: LA TRANSFORMATION CYLINDRIQUE ET CONIQUE 



COURS 

©E 

GÉOMÉTRIE DESCRIPTIVE. 



PARIS.-1MPRIMEIUE DE FAIN ET TtIL'NO'l , 
' »<p?.im n n s de l'cjîiversitf. ROY A!.»: DR }K \w<u 

Rue Racine, -if, pré* lie l'Oleon 



COURS 
T) F 

GÉOMÉTRIE DESCRIPTIVE. 

D E U X I G M E P A R T I E 

D E S C O T R R E S ET D E S S U R F A C E S C O U R R ! 

K 't E N l'A R T I C C L I E F. 

DEN SECTIOS* CONIQUES Eï DES SURFACES DU SECOND ORDRE» 

1 1 . T H E O D O R E O L I V I E R , 

ÀVC1K- È U K l . ' f . v u l f I > o n - t ï t . r t : . i u « l i «•»Ufc> Oïf lCIfc*. 1> AR111 .LEUIE ; DOCTEUR l s SCICSCt î CE LÀ fA ' : l j i ,U »v v\*t, 

C K o ï E - j S L C h LiE GKOMETRIL DESCRIPTIVE A l CO>SE»VATOiaE ROYAL DES, ARTS ET M É T I E R S ; 

r i l O I fct>l L-K-t'L 'SUVT Kl ,R l>s i ' É t o I . t C t S I S A L E DES ARTS E T MANUFACTURES ; R É P É T I T E U R A L 'ÉCOLE P 0 L Y 1 E C I I N I Q U ' . 

*t> OK ( » SOCIÉ !• l'HILU.V \ note. CL i ' A R / s ET D! COMITÉ DES ARTS JlÉCAMCiCES DE LA SOCIÉTÉ u'EXCOtSACEMEKT POV» i . ' l ! i D C k t K l k » v . - • 

S l H H i ! kïr .*Xt,V,R 1>KS IifcfX ACADÊMIKS ROYALE» DES S C I E N C E S ET D.Ei* SCIENCES M I L I T A I R E S DE STGCKB9I .M ' 

PE!» ACAi-ÉSIES » ï « f i t » , DIJON ET LYON , 

• i i l r -. M ' i t T'V i * L t i . I o * B 'H t j lVK ' J I ! Ï T l)h l '-JTITIÏJE R a ï A L CE 1, 'LTOILE POLAIRE. Cl' S l ' È D L . 

PARIS. 
i A I ü L I A N - i i O L U K Y E T V f I ) A L M O N T , É D I T E U R S 

HBI' .AfT.ïS n r s CORPb KOÏAUX DES PONTS ET CHAC&SÉKS ET CES MINES. 

(i<'5 A « g u s t i n s . n M 3 9 e t < h . 

1 8 4 4 . 



AVANT - P R O P O S . 

Duos la p r e m i è r e p a r t i e de ce C o u r s ( d u p o i n t . de la d r o i t e et d u p l an ) , 

j ' a i exposé e n dé ta i l la m é t h o d e des p r o j e c t i o n s , et j ' a i e n m ô m e t e m p s d o n n e 

c o m p l è t e m e n t ( d a n s les p l a n c h e s ) la so lu t i on g r a p h i q u e des d ive r ses q u e s 

t ions : en s o r t e q u e ce t t e p r e m i è r e p a r t i e est u n t r a i t é c o m p l e t de géométrie 

descriptive t h é o r i q u e et g r a p h i q u e . Dans la s e c o n d e p a r t i e , j ' a p p l i q u e la m e -

i h ode des p r o j e c t i o n s à la r e c h e r c h e d e s p r o p r i é t é s g é n é r a l e s d o n t j o u i s s e n t 1rs 

c o u r b e s et les s u r f a c e s , en v e r t u de l e u r s d ive r s m o d e s de g é n é r a t i o n . et. j e me 

M i i s s u r t o u t p r o p o s é de r e c h e r c h e r et de d é m o n t r e r p a r la seu le m é t h o d e des 

p r o j e c t i o n s , o u , en d ' a u t r e s t e r m e s , p a r la g é o m é t r i e d e s c r i p t i v e , les d iverses 

p r o p r i é t é s d o n t j o u i s s e n t les sections coniques e t les surfaces du second ordre 

J ' a i i n d i q u e tou te s les m é t h o d e s g r a p h i q u e s qu i p e u v e n t s e r v i r , su ivan t !c-

d o n n é e s p a r t i c u l i è r e s de la q u e s t i o n , à d é t e r m i n e r les p r o j e c t i o n s d e s c o u r b e s 

i n t e r s ec t i ons des surfaces e n t r e el les : m a i s je n ' a i j a m a i s d a n s Vépure c o n s t r u i t 



q u ' u n seul poinj . de c h a q u e c o u r b e ; c a r . d a n s m a p e n s é e . a u t r e chose es t de 

faire u n Cours en d é c r i v a n t point à point e t ligne à ligne u n e épure de géométrie 

descriptive . a u t r e chose est. d ' e x p o s e r les méthodes de s o l u t i o n , e t de faire voi r 

d a n s q u e l s cas et p o u r q u e l l e s causes te l le m é t h o d e g r a p h i q u e d o k ê t r e 

p ré fé rée aux d ive r ses au 1res m é t h o d e s q u e l 'on p o u r r a i t e m p l o y e r , e t q u i so

n n e n t v ra ie s e t exac te s géométriquement p a r l a n t , et a i n s i , en les c o n s i d é r a n t 

s e u l e m e n t du po in t de vue théorique, s ans songe r aux a p p l i c a t i o n s a l 'ar t de 

l ' i n g é n i e u r . 

P o u r m o i , il y a d e u x choses d i s t i n c t e s d a n s u n c o u r s de géomén-se d e s c r i p 

t ive : aus s i t ô t q u e les préliminaires, c ' e s t - à -d i r e t o u t ce qu i est relat if au /••<•{.>;<. 

n la droite et au plan , se t r o u v e n t e x p o s é s . il y a la p a r t i e théorique ef la 

graphique. 

La p a r t i e théorique n ' ex ige c o m m e d e s s i n s q u e des croquis. Ces c r o q u i s s e t 

vent à a i d e r le l e c t e u r ou l ' a u d i t e u r à mieux voi r d a n s l 'espace h . à se p i n , / 

de su i t e au po in t de vue de l ' a u t e u r ou du p ro fesseur . 

La p a r t i e graphique cons i s t e e n la c o n s t r u c t i o n complète- de. la f - o t a t i o o c s 

p r o b l è m e p r o p o s é , et a ins i en u n e épure c o m p l è t e . 

I n c o u r s de g é o m é t r i e d e s c r i p t i v e doi t d o n c ê t r e divisé e n deux e u s e i j m * 

m o n t s différents e n t r e eux . 

Le p r e m i e r e n s e i g n e m e n t est oral, et a ins i d a n s les l eçons on e x p l i q u e lu 

théorie. 

Le second e n s e i g n e m e n t e s t m a n u e l , et a i n s i , d a n s la sal ie ue d e s s i n , on Unt 

e x é c u t e r les épures. 

\ la l eçon , l 'é lève doit p r e n d r e des croquis, 

Dans le sal le de dess in . {"élève doi t e x é c u t e r c o m p l è t e m e n t im. r- ; / • '<"• 

Je cons idè re d o n c r e n s e i g n e m e n t de la g é o m é t r i e de sc r ip t i ve «-.'ojcirr1.*.' devant 



ê t r e é tabJi a ins i q u ' e s t é tabl i ce lui de la c h i m i e , e t a ins i c o m m e devan t è i r e com

posé , p o u r ê t r e c o m p l e t , de leçons orales e t de manipulations. 

Dès lo rs : 1 ° expos i t i on de la théorie d a n s les leçons, e t 2 c o n s t r u c t i o n de 

l'épure ( ou manipulation graphique ) d a n s la sal le de dess in . 

Et p a r s u i t e : 1 ° a u t a n t de l e ç o n s o r a l e s qu ' i l est néces sa i r e p o u r e x p o s e r c o m 

p l è t e m e n t les d ive r s e s théories r e l a t ives à la science d e J ' e space l i g u r e ; ei 

•2% n o m b r e l im i t é de m a n i p u l a t i o n s ou dépures. p u i s q u e l 'on n ' a en vue , pa r ie 

travail graphique, q u e d ' a p p r e n d r e à l ' é lève : premièrement à de s s ine r e x a c t e 

m e n t , e t e n m a n i a n t avec h a b i l e t é sa r è g l e , son é q u e r r e , son c o m p a s et son 

t i r e - l i g n e ; e t secondement à e x é c u t e r c o m p l è t e m e n t e t d a n s t o u s ses dé ta i l s la 

so lu t ion g r a p h i q u e d ' u n e q u e s t i o n , afin de le m e t t r e p a r là à m ê m e d ' e x é c u t e r 

avec i n t e l l i g e n c e les épures n é c e s s a i r e s à la r é d a c t i o n d ' u n projet ou d ' u n lever, 

l o r s q u e p l u s t a r d il s e ra ingénieur. 
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Des c o u r b e s et d e s s u r f a c e s c o u r b e s , e t e n p a r t i c u l i e r d e s s e c t i o n s c o n i q u e s 

et d e s s u r f a c e s d u s e c o n d o r d r e . 

C H A P I T R E P R E M I E R , 

DES COURBES ET DES SURFACES EN G É N É R A L , 

1 9 3 . Une ligne est en géné ra l e n g e n d r é e par un point se m o u v a n t d ' u n e man iè r e 

c o n t i n u e , su ivan t u n e loi d o n n é e , et laissant d a n s l 'espace les t races de ses d iverses 

pos i t ions success ives . On peu t aussi e n g e n d r e r u n e c o u r b e p a r l e m o u v e m e n t d ' u n e 

droi te d o n t les pos i t ions successives se c o u p e n t deux à deux , de sor te q u e la série 1 

des po in t s d ' i n t e r s ec t i on forme u n e ligne. Enfin on peu t à la dro i te subs t i t ue r 

un plan m o b i l e , don t les posi t ions successives se coupen t success ivement deux 

a deux su ivan t des d ro i tes q u i , e l les -mêmes se c o u p e n t deux à deux en des po in t s 

don t l ' ensemble fo rme en généra l u n e ligne. Il est év ident q u e ces t ro is mode* 

de géné ra t ion r e n t r e n t l 'un d a n s l ' a u t r e , et q u ' e n r é a l i t é , c'est tou jours par le 

m o u v e m e n t d ' u n p o i n t q u ' u n e ligne est e n g e n d r é e . 

La ligne e n g e n d r é e p a r le m o u v e m e n t d ' u n poin t est d i te le lieu géométrique des 

posi t ions successives occupées pa r le po in t m o b i l e . L o r s q u ' e l l e est e n g e n d r é e p a r 

le mouvc-menl d ' u n e d ro i t e ou d 'un p l a n , on dit qu ' e l l e est l'enveloppe des posi -

~r i . v K T i i t . t 



l ions success ivement occupées pur cet te dro i te on par ce plan, fl est bien évidem 

q u e toute l igne et toute surface p o u r r a i e n t e n g e n d r e r u n e l igne , qui serai t égale

m e n t l ' enveloppe ce l eurs pos i t ions succes s ives , cl cel le l igne ou cet le surface 

géné ra t r i ce p r e n d le nom (Yenveloppée. On ne c o n s i d è r e p r e s q u e jamais les ligne.-* 

c o m m e e n g e n d r é e s par le m o u v e m e n t des sur faces , mais t r è s - souven t c o m m e p r o 

venant de l ' in te r sec t ion de deux sur faces . 

194 . On d i s t i n g u e deux sor tes de courbes : les courbes planes et les courbe* 

gauches ; tous les po in t s des p r e m i è r e s se t rouven t d a n s u n m ê m e p l a n , q u e l 'on 

ob t ien t en le faisant passe r par t rois q u e l c o n q u e s d ' e n t r e eux ; tous les po in t s des 

de rn i è r e s n e peuven t j a m a i s se t rouver dans u n m ê m e p l a n . On les n o m m e aussi 

r e spec t ivemen t courbes à simple courbure e t courbes a double courbure. P o u r en 

t e n d r e ces d e r n i è r e s d é n o m i n a t i o n s , cons idé rons u n e dro i te D (fi.g. 1 7 0 ) , s u p p o 

sons q u ' o n la br i se en un po in t m et q u e la par t ie à d ro i t e de ce po in t v ienne en 

D' , q u ' o n b r i s e enco re ce t te d ro i te en m" p o u r faire p r e n d r e à la pa r t i e de d ro i t e 

la pos i t ion D" sans qu ' e l l e sor te du plan d é t e r m i n é p a r les f ragments d e d r o i t e f) 

et D ' e t a ins i de sui te , la l igne D cesse d ' ê t r e d ro i t e e t a c q u i e r t u n e seu le c o u r b u r e , 

tous les b r i s e m e n t s é t an t faits su h an t u n e m ê m e loi ; mais si m a i n t e n a n t on sup

posait q u e la par t ie m'm"m" m" t o u r n â t a u t o u r de D' p o u r venir p r e n d r e une 

posi t ion \ o k i n e , q u ' e n s u i t e la par t ie m ' V " — . m l z t o u r n â t a u t o u r de D", q u e 

m"'m"' >n's t o u r n â t a u t o u r de D '" , et a insi de su i i e , la cou rbe G a c q u e r r a i t u n e 

seconde c o u r b u r e r é s u l t a n t des b r i s e m e n t s successifs de son p lan le long des 

dro i tes D ' , D" , D" ' , e tc . 

4 9 5 . L o r s q u ' u n po in t se meu t et décr i t u n e c o u r b e C, t rois pos i t ions successives 

du po in t ne son t pas g é n é r a l e m e n t en l igue d ro i t e , ma i s d e u x le son t t ou jou r s de 

sor te que c h a q u e point forme avec celui qu i le sui t i m m é d i a t e m e n t u n e d r o i t e infi

ni m e n t polir- , c o m p o s é e de deux po in t s juxia-poscs ou successifs, c ' es t -à -d i re tels 

q u ' e n t r e deux de ces po in t s cons idé rés c o m m e é tan t successifs et in f in iment voi

s ins on ne p e u t pas p lace r un t ro is ième po in t , en ver te de la m ê m e loi de mouve

men t , ou du m ê m e m o d e de généra t ion qui se r t à d é t e r m i n e r ou à e n g e n d r e r la 

< o u r b o C cons idé rée . Quelquefois il se r e n c o n t r e p lus de doux p o i n t s succes

sifs en l igne d r o i t e , ma i s a lors la c o u r b e oifre des affections (*) pa r t i cu l iè res , 

Cela posé , on p e u t é v i d e m m e n t c o n s i d é r e r u n e c o u r b e c o m m e un p o h g o n e 

formé d ' un n o m b r e ini ini de côtés in f in imen t pe t i t s . Deux po in t s jux taposes 

forment la p lus pet i te ligne q u e l 'on pu i s se concevoir , et q u e , par cet te rai-

v '} P'oije: dìxim lo eh api tre- \ t i eie Toi ivrago qui a p o u r l i l re : Deeelopiiemenls de gèo ine Ir iv de se ftp 

m e , et q u o j ' a i pub l i c on i$i'ò, Ics p a r a g r a p h e s d a n s losqucls o n Irai le De lo manière d\'}rci-<ager le* 

in finimenti petit" <-/•• geometrie de-<eriplic<\ 
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son , n o u s n o m m e r o n s élément rectiligne, ou infiniment petit recùligne ou enfin point 

ligne. Il est évident q u e îes é l é m e n t s ree t i l ignes n e sont pas égaux dans les di

verses c o u r b e s , ni m ô m e dans u n e m ê m e c o u r b e , et qu ' a in s i u n e m ê m e cou rbe 

peu t ê t r e r emplacée par divers po lygones inf in i tés imaux, c h a c u n d 'eux r é p o n d a n t 

;"cun m o d e p a r t i c u l i e r de géné ra t i on de la c o u r b e . 

Si l 'on c o n s i d è r e t rois po in t s successifs , non en l igne d ro i t e , ils fo rment le p lu s 

pet i t a r e de cerc le q u e l 'on puisse concevo i r , et q u e n o u s n o m m e r o n s élément ou 

infiniment petit circulaire. C'est en m ê m e t e m p s l ' é l émen t de toutes les c o u r b e s , 

q u o i q u e l 'on pû t pousse r ce l te d i s t inc t ion aussi loin q u ' o n le dés i re ra i t , n o u s le 

n o m m e r o n s donc élément curviligne. Les é l émen t s cu rv i l ignes différent e n t r e eux 

c o m m e les é l émen t s r ee t i l i gnes . 

1 9 6 . Cela posé , si p a r u n point m d ' u n e c o u r b e C on condu i t u n e d ro i t e ou ne 

a u t r e c o u r b e qu i ne c o n t i e n n e pas le po in t m ' d e la c o u r b e C successif du po in t m, ces 

deux l ignes sont di tes sécantes a u po in t m ; mais si elle passe en m ê m e t e m p s p a r le 

poin t m success i f de m, ces deux l ignes sont d i t e s tangentes an poin t m. La d ro i t e 

t angen te ou s i m p l e m e n t la t a n g e n t e à u n e c o u r b e est d o n c le p r o l o n g e m e n t d 'un 

é l é m e n t rec t ) l igne de la c o u r b e . 

La t angen te peu t avoir deux posi t ions d is t inc tes à l 'égard de la c o u r b e : 

1° El le p e u t la isser la c o u r b e d ' u n m ê m e côté de p a r t e t d ' a u t r e d u p o i n t de 

con t ac t ; 

2° Les p o r t i o n s do courbes s i tuées de p a r t et d ' a u t r e du po in t de con tac t peuven t 

se t rouver l ' une d ' u n c ô t é , l ' au t r e de l ' au t re côté de la t angen te ; d a n s ce de rn i e r 

cas le po in t de con tac t est ce q u e l 'on n o m m e u n point d'inflexion. Enfin dans 

les d e u x cas ia t angen te en un po in t m, peut cou pe r la c o u r b e en un p o i n t n s i tué 

à d i s t ance f in ie , elle est a lo r s i angen te en m et sécan te en ni elle p o u r r a i t ê t r e 

t angen te en p l u s i e u r s po in t s ("). 

L o r s q u ' u n e c o u r b e a des b r a n c h e s infinies, la t a n g e n t e au po in t s i t ué à î ' in t ini 

p r e n d le n o n d'asymptote; mais cet te t angen te n ' ex i s te pas t o u j o u r s , ou p lu tô t 

elle est q u e l q u e f o i s rejelée tout en t iè re à l ' infini ; de l à , ia d is t inc t ion des b r a n c h e s 

infinies des c o u r b e s , en b r a n c h e s avec a sympto t e s et b r a n c h e s sans a sympto te s , 

ou en branches hyperboliques et branches paraboliques. >-ous ver rons p lus loin le mo

tif de ces d e r n i è r e s d é n o m i n a t i o n s . 

1 9 7 . Une dro i te ne peu t pas ê t re assujet t ie à passer par p lu s de deux poin ts . 

{*) Voyez d a m le c h a p i t r e Y1I du I W v r o g e qu i a p o u r t i t re : Det:e!oppeï>ie;its de ijèotaèlrie descrip

tive., les paniiiTapljo* dans les quel.s on. t ra i te Des diverses espèces de points singuliers qu'une cour h' 

plane peut prêtent'')' dans son cours 



niais il n ' en est pas de m ô m e d ' u n e c o u r b e , il faut au moins t rois p o i n t s p o u r la 

d é t e r m i n e r ; on p e u t donc assujet t i r u n e c o u r b e à avoir t r o i s , q u a t r e , e tc . points 

c o m m u n s avec u n e a u t r e c o u r b e su ivant sa n a t u r e ; on peut d o n c avoir des courbes 

qu i a ien t e n t r e elles des contac t s p lus ou m o i n s i n t i m e s . Cela posé , on dit q u e 

deux l ignes on t un con tac t de premier ordre lo r squ 'e l l es ont deux po in ts successifs 

m et m c o m m u n s , ou un é l émen t rcc t i î igne mm c o m m u n -, qu 'e l l es on t un contac t 

de deuxième ordre lorsqu'elles ont t ro i s po in t s successifs m, m', n é ' c o m m u n s ou 

deux é l émen t s recti l ignes mm, m" m" c o m m u n s , e t ainsi de sui te ; l ' o rd re du 

contac t de deux l ignes é tan t tou jours d é t e r m i n é p a r le n o m b r e de l eu r s é l émen t s 

rec t i l ignes successifs c o m m u n s . Le contac t d u second o r d r e prend le n o m d 'o s -

culation, et les c o u r b e s qu i on t u n parei l con tac t sont d i t es osculatrices. Deux 

courbes qu i on t un contac t d ' u n o r d r e p lus élevé sont aussi oscu la t r i ces e n t r e e l l es , 

de là, p lu s i eu r s o r d r e s d ' o s c u l a t i o n . 

1 9 8 . Pa r u n e t angen te à u n e c o u r b e , on peu t faire passer u n e infini té de p lans 

qui son t tous di ts plans tangents à la c o u r b e , ma i s un p lan assuje t t i à con ten i r 

deux t angen tes success ives ou t rois p o i n t s successifs de la c o u r b e est d é t e r m i n é do 

pos i t ion d a n s l ' e space , et p r e n d a ïors le nom de plan oscillateur, il est év iden t q u e , 

l o r s q u e la c o u r b e est p l a n e , t ous les p lans o s c u l a l e u r s se confonden t avec le p lan 

de la c o u r b e , ma i s d a n s les c o u r b e s gauches deux p l ans osc i l la teurs successifs 

font e n t r e eux u n angle in f in iment pe t i t q u e l 'on dés igne p a r le nom d 'ang le de 

flexion. 

4 9 9 . Concevons u n e c o u r b e G (fig. 1 7 0 ) e n g e n d r é e pa r le m o u v e m e n t d ' u n e 

d ro i t e D , deux pos i t i ons -successives D et D ' d e la d ro i t e mobi le s e ron t tel les q u ' o n 

ne p o u r r a i t p lacer e n t r e el les u n e t ro i s ième dro i t e en ve r tu de la m ê m e loi de 

m o u v e m e n t de la d ro i t e D, ou du m ê m e m o d e de géné ra t ion de la c o u r b e C ; si 

donc on les coupa i t p a r u n e t ransversa le q u e l c o n q u e , les p o i n t s de sec t ion 

s e r v e n t deux po in t s success i f s ; il est év ident q u e la d r o i t e D d a n s toutes ses 

pos i t ions est t angen te à la c o u r b e C , don t elle est l ' enveloppée ( n° 1 0 3 ) ; D et 

D' sont deux t angen tes success ives de ce t te c o u r b e , elles font e n t r e elles un 

:-e;:;U: q u ' o n n o m m e angle de contingence. Cet angle inf in iment petit n ' es t pas le 

m ê m e d a n s toutes les c o u r b e s , ni en tous les po in t s d ' u n e m ê m e c o u r b e , cl 

connue il m e s u r e la q u a n t i t é don t la l igne a t o u r n é p o u r cesser d ' ê t r e d ro i t e et 

acquérn- u n e c o u r b u r e , il était n a t u r e l de le p r e n d r e pour la m e s u r e de la c o u r -

h u r e de la c o u r b e . Mais la c o n s t r u c t i o n de cet angle est g r a p h i q u e m e n t impos 

a b l e , il é ta i t donc essent ie l de t rouver un a u t r e moyen de m e s u r e r la c o u r b u r e 

«i'u«m c o u r b e ; o r , si pa r le mi l ieu de l ' é lément ree t i l igue mm on élève u n e per

pend icu la i re i \ à la d ro i te I) , ci par ic mil ieu île l 'é lément rec l i î igne mm" 

•-uece-ssif d e 1 é léeieu! mm\ ou éîève une p e r p e n d i c u l a i r e IN / à ta dro i te D'; ces 



droi tes N, et N, ' se c o u p e r o n t en un po in t o, et feront e n t r e olios un angle égal 

y l 'angle de c o n t i n g e n c e . Ce nouvel ang le ne se ra i t pas p lus facile à c o n s t r u i r e 

q u e celui fo rmé pa r deux t a n g e n t e s successives 5 m a i s r e m a r q u o n s q u e le point 

o, peu t ê t r e p r i s p o u r le c e n t r e d ' u n cerc le 0 passan t pa r les t rois po in t s successifs 

m, m, m", ou ayan t avec la c o u r b e G les deux é l émen t s ree t i l ignes m m ' e t mm" 

c o m m u n s , de sor te q u e la c o u r b u r e de la c o u r b e C au p o i n t m est la m ê m e q u e 

celle de ce cerc le a ; ma i s il est évident q u e la c o u r b u r e d ' un cercle est la m ô m e en 

t o u s s e s p o i n t s , et q u e les c o u r b u r e s de d ivers cerc les son t en ra i son inverse de 

l e u r s r a y o n s , d o n c les c o u r b u r e s des c o u r b e s en c h a c u n de l eu r s po in t s sont en 

raison inverse des r a y o n s de l eu r s cerc les osc i l la teurs en ces po in t s (n° 1 9 7 ) . 

C 'es tà cause de cet te p r o p r i é t é q u e le cerc le osci l la teur en un po in t d ' u n e c o u r b e , 

son c e n t r e et son rayon sont n o m m é s cercle de courbure, centre de courbure e: 

rayon de courbure. 

La dé t e rmina t i on g r a p h i q u e du rayon de c o u r b u r e ne sera i t pas p lu s facile q u e 

celle de l ' angle de c o n t i n g e n c e . 

S i au lieu d 'é lever les p e r p e n d i c u l a i r e s N t et N / su r les mi l ieux des é l émen t s 

ree t i l ignes mm et mm", on élève au po in t m i m e p e r p e n d i c u l a i r e N à la dro i te I) 

et au po in t m'une p e r p e n d i c u l a i r e W à la d r o i t e D', ces deux droi tes N et iV se 

c o u p e r o n t en un po in t 0, et si l 'on élève au po in t ni u n e p e r p e n d i c u l a i r e à ï> et 

au po in t m" u n e pe rpend i cu l a i r e à D r , ces ceux dro i tes N a et \ ' se c o u p e r o n t en 

un po in t o a , et les t rois po in t s 0, o , , c\ peuven t ê t r e p r i s l 'un p o u r l ' au t r e , car les 

t rois p e r p e n d i c u l a i r e s N, N , , N a à la d ro i te D peuven t ê t r e cons idé rées c o m m e n ' é 

t an t q u ' u n e seule et m ê m e d r o i t e , et il en est de m ê m e des t ro i s pe rpend icu l a i r e s rY. 

N/, JN/à la d ro i t e D' . 

Cela p o s é , s i e n c h a q u e poin t d ' u n e c o u r b e d o n n é e C on conçoi t u n e p e r p e n 

d icu la i re à la t angen te c o r r e s p o n d a n t e , deux p e r p e n d i c u l a i r e s succcssi-.es se cou

pe ron t en u n po in t qu i sera le c en t r e d ' u n cerc le ose u la l e u r ; t rois p e r p e n d i c u l a i r e s 

successives d o n n e r o n t é v i d e m m e n t deux cen t r e s successifs fo rmant l ' é l ément 

rect i l igne d ' u n e c o u r b e S , l ieu des cén t rese les cerc les oscu la l eurs et qui sera Y en

veloppe des pe rpend icu l a i r e s à toutes les t angen tes d e l à c o u r b e C. 

Cette c o u r b e S peu t se c o n s t r u i r e a p p r o x i m a t i v e m e n t , en m e n a n t des p e r p e n 

d i cu l a i r e s à des t angen tes v o i s i n e s , ma i s non success ives , de la cou rbe C , ou eu 

d ' a u t r e s t e r m e s en m e n a n t en d ivers po in t s de la c o u r b e C , ces po in t s , ' tani si

tués à d i s tance finie les u n s des a u t r e s , des normales à cette c o u r b e <:, et 

i n sc r ivan t une c o u r b e S au polygone fini d é t e r m i n é par les in t e r sec t ions de ces 

n o r m a l e s pr ises success ivement deux à d e u x . 

2 0 0 . La p e r p e n d i c u l a i r e N à la t angen te D (fig. »70) est d i te normale à la 

cou rbe C au po in t m, l 'on ne peu t pas d a n s le plan de la eourbe et par le point m 

http://succcssi-.es


mener u n e seconde n o r m a l e , mais il y en a u n e inf ini té d ' au t r e s s i tuées ho r s de-

ce p lan ; elles son t tou tes su r u n m ô m e p lan p e r p e n d i c u l a i r e à la t a n g e n t e D, 

ci q u e l 'on n o m m e plan normal. Q u a n d on p a r l e d ' u n e n o r m a l e menée à un 

poin t d ' u n e c o u r b e C, sans la dés igner p a r t i c u l i è r e m e n t , on e n t e n d tou jou r s la 

no rma le s i tuée d a n s le p lan de la c o u r b e , si la c o u r b e est p l ane ou s i tuée d a n s ie 

plan osc i l la teur de la c o u r b e au po in t c o n s i d é r é , si ce t te c o u r b e est gauche . 

2 0 1 . L 'enve loppe des n o r m a l e s a u n e c o u r b e p l ane C (n° 1 9 9 ) est u n e c o u r b e 

C , qu i a reçu le n o m de développée de C; et C est d i te a lors la développante de C 

Les no rma le s à la déve loppan te sont t angen tes à la d é v e l o p p é e , ce q u i p e r m e t de 

c o n s t r u i r e l ' u n e d 'e l les q u a n d on conna î t l ' a u t r e . Ainsi q u a n d on d o n n e la déve 

l o p p a n t e , on en conc lu t la déve loppée p a r u n e sér ie de n o r m a l e s t r è s - r a p p r o -

c h é e s ; et si l 'on d o n n e la déve loppée , en lui m e n a n t u n e sér ie de t a n g e n t e s vo i 

s ines les u n e s des a u t r e s , la déve loppan te devra les c o u p e r à angle d r o i t . 

Si l 'on conçoi t un fil e n r o u l é su r la déve loppée e t t endu de m a n i è r e q u e son 

p r o l o n g e m e n t soit t angen t à ce t te c o u r b e , et q u e l 'on p r e n n e su r ce (il le p o i n t où 

dans sa p r e m i è r e posi t ion il va r e n c o n t r e r la d é v e l o p p a n t e , et q u ' o n d é r o u l e le fil 

en le t endan t tou jours de m a n i è r e q u ' i l r es te t a n g e n t à Sa déve loppée , ce p o i n t dé

cr i ra é v i d e m m e n t la déve loppan te qu i p o u r r a ê t r e c o n s i d é r é e c o m m e formée pa r 

une série d ' a rcs de cercles i n f in imen t p e t i t s , a y a n t success ivement l e u r s c e n t r e s 

s i tués su r la développée (n° 199) . 

Tou t a u t r e po in t de la t a n g e n t e décr i ra i t de la m ê m e m a n i è r e u n e déve

loppante d e l à c o u r b e p r o p o s é e , d o n c une développée plane a une infinité de dé

veloppantes dans son plan, et deux déve loppan tes de la m ê m e développée son t 

p a r t o u t éga l emen t d i s t a n t e s , l eur d i s t ance c o n s t a n t e est celle des deux p o i n t s 

g é n é r a t e u r s de la t a n g e n t e p r imi t ive . Au c o n t r a i r e la développée d ' u n e c o u r b e 

p lane é tan t d é t e r m i n é e p a r les i n t e r sec t ions des n o r m a l e s successives de cet te 

c o u r b e , ii est évident qu'une développante plane na qu'une seule développée dans sou 

pian. 

Il r é s u l t e de là q u e si l 'on m è n e p lu s i eu r s t angentes à la déve loppée , et q u ' o n 

les p ro longe j u s q u ' à leur r e n c o n t r e avec la d é v e l o p p a n t e , les l o n g u e u r s de ces 

dro i tes diffèrent e n t r e elles d ' u n e q u a n t i t é égale à l 'a rc de développée comprit ; 

e n t r e les deux po in t s de con tac t . Et si la déve loppan te va couper la développée 

e>us un angle d ro i t en un po in t a, si l ' on m è n e en u n po in t q u e l c o n q u e m de la 

développée u n e t angen te e t q u ' o n la p ro longe j u s q u ' à sa r e n c o n t r e au po in t u 

avec la déve loppan te , on a u r a tou jours mn~- l ' a rc an rectifié. C'est d ' ap rè s cette 

cons idé ra t ion q u e l 'on peu t c o n s t r u i r e p a r po in t s une déve loppante d ' u n e c o u r b e 

d o n n é e . 

Eu fin nous a jou te rons q u e tou tes les déve loppan tes d ' u n e m ê m e c o u r b e plane 



• <-c sont pas (*) géné ra l emen t des c o u r b e s de m ô m e n a t u r e et de m ô m e forme 

g é o m é t r i q u e , excepté les déve loppantes d 'un c e r c l e , qui sont toutes des courbes 

iden t iques ou supe rposab ïe s . 

2 0 2 . Tou te l igne q u i se m e u t d a n s l 'espace e n y laissant les t races de ses p o 

si t ions success ives , e n g e n d r e u n e surface ; sous îe r appo r t de cel te géné ra t i on , on 

d i s t ingue les surfaces en p lu s i eu r s classes ; 

1° Les surfaces réglées, ou qui peuven t ê t r e e n g e n d r é e s p a r u n e d ro i t e , e t clv les 

surfaces courbes p r o p r e m e n t d i t e s , qu i n ' a d m e t t e n t pas de géné ra t r i c e s ree-

t i l igncs ; 

P a r m i les surfaces réglées on doi t r e m a r q u e r les surfaces développables, e t p a r m i 

les sur faces courbes on doit r e m a r q u e r les surfilées de révolution, qu i sont en 

gendrées par u n e l igne q u e l c o n q u e t o u r n a n t a u t o u r d ' u n axe , 

2 0 3 . P a r u n p o i n t d ' u n e sur face et s u r ce t te surface on p e u t t o u j o u r s faire 

passer u n e infini té de c o u r b e s ; si u n e d r o i t e m e n é e p a r ce m ô m e point est tan

gente à q u e l q u ' u n e de ces c o u r b e s , elle est di te tangente à la surface, d a n s le cas 

c o n t r a i r e , el le est d i te sécante. 

Nous a l lons d é m o n t r e r le t h é o r è m e su ivant qu i est fondamenta l en géomét r i e 

desc r ip t ive , les tangentes à toutes les courbes situées sur la surface et passant par un point 

m de celte surface sont contenues dans un même plan, que l'on nomme PLAN t a a G e w t h 

la surface eu ce point m, qu'on dit point de CO.NTACT. 

Si tou tes les t angen tes laissent c h a c u n e la c o u r b e à l aque l le elle est t angente 

d 'un m ô m e côté et d é p a r t et d ' a u t r e du po in t de c o n t a c t , le plan t angen t h i s s e r a 

h sur face t o u t e n t i è r e d ' u n m ê m e côté . Une telle sur face est d i te convexe tou t 

a u t o u r du po in t de contac t ; mais elle p o u r r a i t cesser d ' ê t r e telle à une cer ta ine 

d i s tance de ce po in t . Si q u e l q u ' u n e des t angen tes la issai t au p o i n t de con tac t la 

eourbe , qu i lui c o r r e s p o n d , pa r t i e d ' u n c ô t é , pa r t i e de l ' a u t r e , le p lan t angen t 

crisserait aussi la surface pa r t i e d ' un c ô t é , pa r t i e de l ' a u t r e , et ii se ra i t en m ê m e 

•iemps t angen t et sécan t . De là la d i s t inc t ion des surfaces en deux classes relat i 

vement au p lan t a n g e n t , et il faut d é m o n t r e r le t h é o r è m e énoncé p o u r c h a c u n e 

de ces deux espèces de surfaces . 

;*) L o r s q u e n o u s d isons q u e d e u x c o u r b e s n e son t pas de m ê m e n a t u r e g é o m é t r i q u e , n o u s eu lcndo i i» 

Cire p a r là q u e les é q u a t i o n s de ces cou rbes n e son t pas d u m ê m e degré" et qu ' a in s i toutes les dévelop

pan tes d ' u n e m ê m e déve loppée n e s e r o n t pas coupées pa r u n e d r o i t e e n le m ê m e n o m b r e de-

points ; et l o r sque n o u s d isons q u e d e u x c o u r b e s n ' o n t pas la m ê m e f o r m e g é o m é t r i q u e , n o u s e u -

' c n d o n s q u e les unes p e u v e n t p r é s e n t e r des p o i n t s s i n g u l i e r s , q u e les a u t r e s n e p e u v e n t oiï 'rir. Ainsi . 

p r e n a n t k déve loppée de l 'el l ipse , p a r m i toutes les d é v e l o p p a n t e s de cet te d é v e l o p p é e , l 'e l l ipse est la 

•K-ule qui soit d u second d e g r é , et p lus i eu r s de ces d é v e l o p p a n t e s p r é s e n t e n t des poin ts de r e b r o u s s e -

ce en!. 



2 0 4 . i° Pour les surfaces convexes; s upposons q u e l 'on coupe une pare i l l e su r 

face p a r un p lan su ivan t u n e c o u r b e C (ficj. 1 7 1 ) , q u ' e n un po in t m de cet te 

c o u r b e C on lui m è n e la t angen te T , et concevons d ' a u t r e s c o u r b e s K, K', 

t racées s u r la surface et passant p a r le po in t m , elles i ron t coupe r la c o u r b e G en 

des p o i n t s n, p, et les cordes mn, mp s e ron t toutes dans u n m ô m e plan 

avec la t a n g e n t e T. Si l 'on fait t o u r n e r le p lan sécan t a u t o u r de la t angen te T de 

m a n i è r e q u e les po in t s d ' in te r sec t ion avec les c o u r b e s K , K' se r a p p r o c h e n t 

du po in t m et v iennen t p a r exemple en n, p la t angente T et les sécantes 

mn', mp', s e ron t tou jours dans u n m ô m e p l a n , et ce l te cond i t ion sera tou jours 

r empl ie l o r sque le p lan sécant c o u p e r a la sur face success ivement su ivan t les 

cou rbes C', C", C'", Donc à la l imi t e , l o r s q u e les po in t s n, p, s e r o n t de

venus les successifs de m et q u e pa r c o n s é q u e n t les sécan tes mn, mp s e ron t 

devenues des t a n g e n t e s aux c o u r b e s K, K' elles s e r o n t encore toutes c o n t e n u e s 

dans u n m ê m e p lan , ce qu ' i l fallait d é m o n t r e r . 

2° Dans les surfaces non convexes , on p e u t t ou jou r s t rouver en un po in t que l 

c o n q u e u n e t angen te telle q u e tous les p l ans sécan t s m e n é s p a r cet te t a n g e n t e 

c o u p e n t la surface su ivan t des c o u r b e s te l les q u e G (fig. 1 7 2 ) . Si p a r le po in t de 

con tac t m on fait passer d ' a u t r e s cou rbes K , K', elles c o u p e r o n t C en des 

po in t s n, p, et les sécantes mn, mp, s e ron t t ou t e s avec T d a n s u n m ê m e 

p l an . Si l 'on suppose q u e le p lan t o u r n e a u t o u r de T de m a n i è r e q u e les poin ts 

n, p...... se r a p p r o c h e n t de m, les sécan tes mn, mp, et la t angen te T p o u r 

c h a q u e pos i t ion d u plan sécant s e r o n t tou jours d a n s u n m ê m e p l a n , il en sera 

donc enco re de m ê m e l o r s q u e ces po in t s se ron t devenus les successifs de m, et 

q u e pa r c o n s é q u e n t les sécan tes se ron t devenues des t a n g e n t e s aux c o u r b e s K, 

K' ce q u ' i l fallait d é m o n t r e r . 

2 0 5 . II su i t n a t u r e l l e m e n t de là q u e p o u r m e n e r le p lan t angen t en u n point 

d u n e surface , il f audra faire passer p a r ce po in t et su r la surface deux c o u r b e s , 

m e n e r les t angen t e s à ces deux c o u r b e s , p u i s le p l an de ces deux t angen te s . On 

doi t , d a n s c h a q u e c a s , chois i r les c o u r b e s les p lus faciles à c o n s t r u i r e , ou celles 

auxque l l e s on sait m e n e r les t angen tes r i g o u r e u s e m e n t ; p a r exemple des c e r c l e s , 

q u a n d la n a t u r e de la surface le p e r m e t , ou b ien des d ro i tes pa rce qu ' e l l e s son t a 

e l l e s -mêmes l eu r p r o p r e t a n g e n t e . Le plan t angen t en un po in t d ' u n e surface réglée 

con t ien t donc tou jours la géné ra t r i ce d ro i te qu i passe p a r le poin t de con tac t . Et 

ces surfaces se d i s t i nguen t en deux classes su ivant la m a n i è r e d ' ê t r e du p lan t a n 

gent à leur égard . Dans les unes le p lan t a n g e n t en un point tï une généra t r i ce d ro i t e 

est t angen t en tous les a u t r e s po in t s de la m ê m e géné ra t r i ce , dans les au t r e s le 

plan tangent en un point d ' u n e géné ra t r i ce d ro i t e ré est t angen t en a u c u n au t r e 

{•oint de cette m ê m e généra t r i ce . 



2 0 6 . E n effet, 1° c o n s t r u i s o n s u n p lan T (fg. 4 7 3 ) et d a n s ce p lan t r i î> droi tes 

G, mt, nt' non pa ra l l è l e s , p u i s en d e h o r s du p lan ï deux c o u r b e s G et G' qu i a ien t 

p o u r t angen te s les d ro i tes mt, nt' aux p o i n t s m et « où elles r e n c o n t r e n t G, enfin 

s u p p o s o n s q u ' u n e surface réglée 2 ait p o u r g é n é r a t r i c e s des d ro i t e s G , G I ? G , , G „ . . . 

s ' a p p u y a n t su r les deux c o u r b e s G et C ; le p lan T c o n t e n a n t la géné ra t r i ce G et la 

t a n g e n t e mt à C est dès lors t angen t à la surface 2 au p o i n t m; de môme ce p lan con te 

n a n t la g é n é r a t r i c e G et la t angen te nt' à C ' e s t aussi t angen t à l a surface 2 au p o i n t n ; 

j e d is q u e dès lors le p lan T est t a n g e n t à la sur face 2 en tous les a u t r e s po in t s de 

la m ê m e g é n é r a t r i c e G. 

P o u r le d é m o n t r e r , m e n o n s la g é n é r a t r i c e G' success ive d e G ; elle r e n c o n t r e r a 

les c o u r b e s C et C en des po in t s m et n' successifs de m et n , et p a r c o n s é q u e n t 

a p p a r t e n a n t aux t a n g e n t e s mt eïnt', et p a r su i te au p l a n t angen t T , d o n c G et G' 

son t d a n s ce m ê m e plan T ; c o u p o n s m a i n t e n a n t la surface 2 p a r u n p lan q u e l 

c o n q u e d é t e r m i n a n t la c o u r b e K , q u i r e n c o n t r e G et G' aux po in t s successifs 

et p' q u i sont dans le p lan T , la t a n g e n t e p9 à la c o u r b e K est donc d a n s le p lan T ; 

d o n c enfin le p lan T est t angen t à la surface 2 au po in t p a r b i t r a i r e m e n t p r i s sur 

la géné ra t r i c e G , et p a r c o n s é q u e n t en tou t a u t r e po in t de ce t te g é n é r a t r i c e . 

Deux géné ra t r i ces d ro i t e s successives de ces sor tes de surfaces é tan t dans u n m ê m e 

p l an , d é t e r m i n e n t u n e pet i te surface p l a n e , qui est ï élément de h sur face , i n f in imen t 

pe t i t d a n s le sens de la l a r g e u r , mais indéf ini d a n s le sens de sa l o n g u e u r . Si l 'on 

fait t o u r n e r l ' un de ces é l é m e n t s a u t o u r d ' u n e g é n é r a t r i c e d r o i t e p o u r le r a m e n e r 

d a n s le p ian de l ' é lément s u i v a n t , pu i s si ces deux é l émen t s r é u n i s t o u r n a n t a u 

tou r de la g é n é r a t r i c e su ivan te p o u r les r a m e n e r d a n s le p lan du t ro i s i ème é l émen t , 

e t ainsi de sui te , la surface sera t ou t e n t i è r e dé rou l ée su r u n p lan sans déchirure 

ni duplicature ; ce t te p ropr i é t é les a fait n o m m e r surfaces développables. 

2° Ayant c o m m e ci -dessus un p lan T , et dans ce p l a n , t rois d ro i tes G ,mt, ns , 

n o u s c o n s t r u i r o n s ho r s du p lan deux c o u r b e s , T u n e C ayan t mt p o u r tangente 1 

au po in t m , l ' a u t r e C à l aque l l e ns sera sécante au po in t n, de sor te q u e la t a n 

gen te nt' à C ' s e r a s i tuée en d e h o r s du p lan T . 

Cela p o s é , si l 'on conço i t u n e sur face rég lée 2 ayan t p o u r géné ra t r i ce s de* 

dro i t e s G , C , , G. , G 3 , qui s ' appu ien t s u r les deux c o u r b e s C et C , le p lan T 

c o n t e n a n t la g é n é r a t r i c e G et la t angen te mt à la c o u r b e C sera t angen t à la surface 2 

au po in t m; ma i s au po in t n ce p lan ne c o n t e n a n t pas la t angen te nt' à la c o u r b e C f 

ne sera pas t angen t à ce l te surface 2. J e d i s q u e dès lors le p lan T n 'es t t angen t à la 

surface 2 en a u c u n a u t r e point de la g é n é r a t r i c e G. En effet, la géné ra t r i ce G' s u c 

cessive de G , r e n c o n t r e r a C au po in t m' successif de m, et par c o n s é q u e n t a p p a r 

t enan t à la t angen te ml et aussi au p lan T ; de m ê m e G' r e n c o n t r e C au po in t n' 

successif de n, a p p a r t e n a n t par c o n s é q u e n t à la t angen te nt', et p a r sui te s i t ué 

•2L i 'AKI il-;. -> 



hors du pian T, donc la géné ra t r i c e G f n 'a q u e le po in t m s u r le p lan T; cela posé , 

si Ton coupe la surface p a r un p lan su ivan t u n e c o u r b e K, r e n c o n t r a n t G et G' aux 

points successifs p et p', le p o i n t p a p p a r t i e n d r a au p lan T et le po in t p r s e ra ho r s 

de ce p l a n : d o n c le p lan T ne con t i en t pas la t a n g e n t e p9 à la c o u r b e K ; d o n c il 

n 'est pas t angen t à la surface au po in t p. 

L ' é l é m e n t superficiel c o m p r i s e n t r e deux géné ra t r i c e s success ives G et G' n 'es t 

p lus p ian , de sor te q u e la surface n e peu t p l u s se d é r o u l e r su r un p l a n ; on 

n o m m e ces su r f aces , des surfaces gauches. R e m a r q u o n s q u e les géné ra t r i c e s s u c 

cessives G et G f ne son t pas d a n s u n m ê m e p l a n , et c e p e n d a n t il est imposs ib le 

d 'en p lacer e n t r e elles u n e t r o i s i è m e , c i r cons t ance difficile à a d m e t t r e à priori, et 

sur laquel le la d é m o n s t r a t i o n p r é c é d e n t e n e p e u t la isser a u c u n d o u t e . 

207. Il r é su l t e de ces d é m o n s t r a t i o n s q u e d a n s u n e surface réglée : 1° si le plan 

t angen t en u n p o i n t d ' u n e g é n é r a t r i c e d r o i t e , est t a n g e n t en t o u s les a u t r e s p o i n t s 

d e l à m ê m e g é n é r a t r i c e , deux géné ra t r i c e s successives sont d a n s u n m ê m e p l a n ; 

T Si le p lan t a n g e n t en u n p o i n t d ' u n e g é n é r a t r i c e d r o i t e n ' e s t t angen t en a u c u n 

au t r e po in t de la m ô m e g é n é r a t r i c e , les deux géné ra t r i c e s successives ne son t pas 

dans un m ê m e p l a n . 

2 0 8 . Les r é c i p r o q u e s de ces p ropos i t i ons sont éga l emen t v r a i e s , c ' e s t - à - d i r e 

q u e d a n s une sur face r é g l é e , 1° si les géné ra t r i ce s successives son t d a n s u n 

m ê m e p l a n , le p lan t a n g e n t en un po in t d ' u n e géné ra t r i ce es t t a n g e n t en t ous les 

po in t s de la m ô m e géné ra t r i ce ; 2° si les géné ra t r i ces success ives ne sont pas d a n s 

un m ô m e p l a n , le p lan l angen t en u n po in t d ' u n e géné ra t r i c e n 'es t t a n g e n t en 

lucun a u t r e po in t de ce l te g é n é r a t r i c e . 

En effet, 4° si n o u s c o n s i d é r o n s la sér ie des t angen tes G, G', G", (fig. 174) 

a u n e c o u r b e gauche G , elles fo rmeron t une s u r f a c e , et deux g é n é r a t r i c e s succes

sives de cet te surface s e ron t d a n s un m ê m e plan oscu la t eu r de la c o u r b e G. C o n 

s idé rons u n e géné ra t r i ce q u e l c o n q u e G , et m e n o n s les p l ans t angen t s à la surface 

en deux p o i n t s n et p ; p o u r cela su r la surface et p a r le p o i n t n n o u s ferons passe r 

une c o u r b e K q u i r e n c o n t r e r a G' en un po in t n' successif de n, et l ' é lément nnf 

pro longé d o n n e r a la t angen te T à la c o u r b e K , le p lan t angen t en n d é t e r m i n é 

par les d ro i t e s G et T c o n t i e n d r a les t ro is po in t s n , m, n\ d o n c il con t i en t les 

deux généra t r i ces successives G et G ' ; de m ê m e su r la surface et p a r le po in t p 

fusons passer u n e c o u r b e X , elle coupe ra G' en u n po in t p successif de p , et l'é

l émen t / j / / p ro longé d o n n e r a la t angen te G à la c o u r b e X , le p l an t angen t en p 

d é t e r m i n é par les dro i tes G et G , c o n t i e n d r a les t ro i s p o i n t s p , m, / / ; d o n c il 

con t ien t les deux géné ra t r i ce s success ives G et G'. Les deux p l ans t angen t s en n 

ci p se confondent d o n c , et il en est é v i d e m m e n t de m ê m e des p l a n s t a n g e n t s en 

tous les au t r e s po in t s de la géné ra t r i c e G. 



2° Soient G et G' (fig. 1 7 3 ) deux géné ra t r i c e s success ives d u n e surface réglée et 

non s i tuées d a n s u n m ê m e p lan , p r e n a n t deux po in t s q u e l c o n q u e s m e t n su r l ' une 

d 'e l les G , p a r ces deux po in t s et su r la surface m e n o n s deux c o u r b e s G et C cou

pan t G' aux po in t s m et ri successifs de m et n, de sor te q u e les é l émen t s mm et nn' 

pro longés d o n n e r o n t les t angen t e s mt et nt' aux c o u r b e s C et C'; le p l a n tangent en ?>« 

est d é t e r m i n é pa r les dro i tes G et mt] il con t i en t le poin t m ' d e G'; mais le poin t n' est en 

d e h o r s de ce p lan , d o n c n t ' n 'es t pas d a n s ce plan t angen t ; mais ce t te dro i te est dans 

le p l a n t angen t au p o i n t n, d o n c c e s deux p lans t angen t s son t d i s t i n c t s l ' un de l ' a u t r e . 

2 0 9 . On d é d u i t de tou t ce qu i p r é c è d e les deux ca rac t è re s d i s t inc t i f s des deux 

espèces de surfaces r é g l é e s , savoir : 

1° T o u t e surface rég lée don t deux g é n é r a t r i c e s success ives sont d a n s un m ê m e 

p l a n , est développai) le ; t ou te surface réglée d o n t deux géné ra t r i ce s successives ne 

son t pas dans un m ê m e p lan est gauche. 

2 ° T o u t e surface r é g l é e , p o u r l aque l le le plan langent en un p o i n t d ' u n e g é n é 

r a t r i c e , est t angen t en tou t a u t r e po in t d e l à m ê m e g é n é r a t r i c e , es t développable ; 

tou te surface réglée p o u r laquel le le p lan t angen t en un p o i n t d ' u n e g é n é r a t r i c e 

n 'es t t angen t en a u c u n a u t r e po in t de la m ê m e g é n é r a t r i c e , est u n e surface gauche-

On doit auss i se r a p p e l e r q u e r é c i p r o q u e m e n t : 

3° Dans tou te surface déve loppab le , deux géné ra t r i ce s success ives son t d a n s 

un m ê m e p l a n , et le p lan t a n g e n t en u n po in t d ' u n e g é n é r a t r i c e est t angen t en 

tous les po in t s de la m ê m e g é n é r a t r i c e ; 

4° Dans t o u t e sur face g a u c h e , deux géné ra t r i ce s success ives ne son t pas dans 

un m ê m e p l a n , et le p lan t angen t en u n po in t d ' u n e g é n é r a t r i c e n ' e s t t a n g e n t en 

a u c u n a u t r e po in t de la m ê m e g é n é r a t r i c e . 

Nous avons r é p é t é ici ces p r i n c i p e s , qu ' i l faut b i e n se graver d a n s la m é m o i r e , 

p a r ce qu ' i l s sont d ' u n usage con t inue l d a n s la t h é o r i e des sur faces r ég lées ; nous 

a jou te rons e n c o r e q u e p l u s i e u r s surfaces sont g a u c h e s , su ivan t ce r t a ines généra

t r i c e s , et développables su ivan t d ' a u t r e s g é n é r a t r i c e s , c 'es t ce q u e n o u s recon 

n a î t r o n s p lu s faci lement en ayant r e c o u r s au second c a r a c t è r e , q u o i q u e le 

p r e m i e r soit celui q u e l 'on adop te p o u r déf inir les deux espèces de surfaces réglées 

2 1 0 . Tou t p lan c o n d u i t su ivan t u n e g é n é r a t r i c e d r o i t e G d ' u n e sur face gauche 

est un p lan t a n g e n t , car il coupe la surface su ivan t u n e c o u r b e G, d o n t il con 

t i en t la t angen te au po in t m (en lequel la c o u r b e C coupe la géné ra t r i ce G) en m ê m e 

t emps q u e cet te g é n é r a t r i c e G. On peu t donc se p ropose r s u r les surfaces gauches 

les deux ques t ions r é c i p r o q u e s su ivantes : 

1 ° Par un po in t d ' u n e surface gauche faire passer u n p lan t a n g e n t ; ce plan 

est d é t e r m i n é pa r la géné ra t r i ce et la t angen te à u n e c o u r b e q u e l c o n q u e t racée 

su r la surface et passan t pa r ce poin t ; 



*2° É t a n t d o n n é un plan P passan t pa r u n e g é n é r a t r i c e G, t rouver son po in t de 

contac t ; c 'est celui où la c o u r b e d ' i n t e r sec t i on G de la surface p a r le plan P coupe 

la géné ra t r i ce G. 

214. Une surface déve loppable p e u t ê t r e e n g e n d r é e de b ien des m a n i è r e s dif

f é r e n t e s , p a r m i l esque l les n o u s d i s t i n g u e r o n s les su ivan tes : 

1° P a r u n p lan r o u l a n t s u r deux c o u r b e s , c ' e s t -à -d i re r e s t an t tou jours t angen t 

à l ' une et à l 'autre-, 

'2° P a r u n p lan rou lan t s u r u n e c o u r b e et su r u n e s u r f a c e ; 

3 ° Par u n p lan r o u l a n t s u r d e u x s u r f a c e s ; 

4° Par un p lan assuje t t i à se m o u v o i r en r e s t an t tou jours n o r m a l à u n e c o u r b e ; 

5° Pa r un p lan t angen t à u n e c o u r b e et r e s t an t t o u j o u r s p e r p e n d i c u l a i r e au 

oian osci l la teur ; 

6° Par un p lan se m o u v a n t su r u n e c o u r b e en lui r e s t an t t ou jou r s o s c u i a t e u r . 

Ces six m o d e s de g é n é r a t i o n s p e u v e n t se c o m p r e n d r e sous ce seul é n o n c é : 

Tout plan se mouvant suivant une loi déterminée engendre , par ses intersections succes

sives, une surface développpable. Il n e faut d o n c pas q u e le plan se m e u v e para l lè le 

m e n t à l u i - m ô m e . 

7° E n f i n , par u n e d r o i t e mobi le d e m e u r a n t t ou jou r s t angen te à u n e c o u r b e a 

doub le c o u r b u r e . 

L o r s q u e la surface est e n g e n d r é e p a r le m o u v e m e n t d ' u n p l a n , on dit qu ' e l l e 

Mit Venveloppe des pos i t ions success ives du p lan , q u i p r e n d le n o m d'enveloppée. 

En g é n é r a l , u n e surface m o b i l e , qu i en e n g e n d r e u n e a u t r e , p r e n d le n o m de 

•mrfaee enveloppée, et celle qu ' e l l e e n g e n d r e et qu i lui est t angen te d a n s toutes 

pos i t ions a reçu le nom d'enveloppe. 

L o r s q u ' u n e surface est e n g e n d r é e par le m o u v e m e n t d ' u n e d ro i t e , on dit qu ' e l l e 

i'Ht le lieu des pos i t ions successives occupées d a n s l 'espace par ce l te g é n é r a t r i c e 

:>oite,Les six p r e m i e r s m o d e s de géné ra t i on r e n t r e n t , au res te , d a n s ce d e r n i e r . 

•••M tes p lans mobi les se c o u p e n t su ivant des d ro i t e s , q u i sont p r é c i s é m e n t les ge-

v r a i r i e o s de la surface et cel les-ci se c o u p e n t en des po in t s dont la sér ie . tonne 

• P. c o u r b e à laquel le les généra t r i ces dro i tes son t toutes tangentes . 

'•M 2 Le lieu des in te r sec t ions success ives des géné ra t r i ce s d ro i tes d ' u n e surl'a» .• 
? vMoppable est une c o u r b e à d o u b l e c o u r b u r e , à laquel le Monge a d o n n é le nom 

• :u-é(f, de rebroussemenl. La c o u r b e à. laquel le la g é n é r a t r i c e d ro i te r e s te ton jour? 

"•ngonte dans Je s e p t i è m e m o d e de généra t ion (n° 211 ) est p r é c i s é m e n t l ' a rê te «te 

••• bro-.issemoni de la surface e m / e n d r é e «>ar cet te d ro i t e . 

l'on?.- surface déve loppable est s épa rée par l 'arê te de r e n r o u s s e m e n t en t\v\u 

a.-i>fs <.u nappe f, qu i vont en s'évasa M ! à m e s u r e qu ' e l l e s s 'é lo ignent de cote 

• - . f i r l f - l e M M " V , , ; j e N -e > r - - '! v ; ; < • ; , n ( r » e : v.--.e r, i C i l l î t i i'a:g de l 'arê te «L-



r eb roussemenf . Mais p o u r q u e la c o u r b e , le long de laque l le u n e surface est a ins i 

r é t r é c i e , soit u n e a rê te de r e b r o u s s e m e n t , il faut qu ' e l l e soit p r o d u i t e par les in

te r sec t ions des géné ra t r i ce s succe s s ive s , lors m ê m e q u e ces géné ra t r i ce s ne se 

r a i en t pas d ro i t e s . On do i t d o n c définir d ' u n e m a n i è r e géné ra l e l ' a rê te de r e 

b r o u s s e m e n t d ' u n e s u r f a c e , la courbe enveloppe des génératrices de la surface. Tou te 

a u t r e l igne , su ivan t laquel le u n e sur face é p r o u v e un pa re i l r é t r é c i s s e m e n t , se 

n o m m e ligne de gorge. 

On a aussi des r é t r é c i s s e m e n t s p r o d u i t s par les in te r sec t ions de g é n é r a t r i c e s , 

s i tuées à d i s t ance finie les u n e s p a r r a p p o r t aux a u t r e s , ou p lus g é n é r a l e m e n t , par 

l ' i n t e r sec t ion de deux n a p p e s ' d e l a s u r f a c e , on les n o m m e a lors lignes de striction. 

2 1 3 bis. Nous a l lons d é m o n t r e r deux t h é o r è m e s relat ifs aux surfaces déve lop-

pables et d o n t n o u s a u r o n s besoin p lus t a r d . 

THÉORÈME 1 . Étant donnée une surface développable 2 par son arête de rebrousse

ment C , .si toutes les tangentes T à la courbe G s'appuient sur une droite B , la surface 

développable 2 est un plan, et la courbe G est dès lors une courbe plane. 

En effet : 

P r e n o n s t ro i s é l é m e n t s rec t i l ignes successifs mm et m'm'el m ni" de la c o u r b e C , 

ces é l é m e n t s p ro longés d o n n e r o n t les t a n g e n t e s successives T , T ' , T " d e la c o u r b e C, 

et ces t angen tes s e ron t des caractéristiques ou généra t r i ces d ro i tes success ives de 

la surface 2, 

Les deux d ro i t e s T et T ' d é t e r m i n e n t un p l an 0 ; t r açons d a n s ce plan uiir 

d ro i t e B ; les deux dro i tes T ' et T " d é t e r m i n e n t u n p lan 0 ' ; si la d ro i t e T " s ' appu ie 

sur la d ro i t e B, les t rois dro i tes T ' , T " et I> s e r o n t dans le m ê m e p lan 0 ' ; mais 

îa d ro i t e B est déjà tou t e n t i è r e d a n s le p lan 0 , il faut d o n c q u e les deux p lans 9 

et 0 ? se confonden t ; il faut d o n c q u e les trois é l émen t s rec t i l ignes de la c o u r b e G 

vtioni flans un m ê m e p l an . On d é m o n t r e donc de cet te m a n i è r e q u e >i toutes les 
f ange t i t e s à la c o u r b e G s ' a p p u i e n t su r la d ro i t e B , elles sont toutes s i tuées dan^ 

un m ê m e p l a n , et (pie dès lors tous les é l émen t s r ec t i l ignes d e l à c o u r b e G :«•.•;! 

•situés dans un m ê m e pian ; la c o u r b e G est donc p lane . 

ÏHF.onr.Mï. 2 . Lorsqu'on fait rouler un plan P sur deux courbes G et G', i'enveloppe 

de Cesparr parcouru par le phm P est une surface développable 2 , ei qui évitée minent 

eu pa> m'aur: si tomes les génératrices droites de la surjace y s'appuient sur une vienu 

traite B , elles doivent nécessairement tonte* la couper en un même point b." 

Lu elfet : so ient Jos pos i t ions successives P, P ' , P ' , P" ' , e t c . , de l ' enve loppée P: r 

.:>>upe P -nivaut lu gt ' r .érnlr ico dro i te G ; P' coupe P " su ivant G f ; P " coupe V 

c u v a n t G", e ' c Les d r o i t e s G», G'*, G", e tc . son t des génératrice.-; successives ec m-

ù;iir;e-;!t 1 o : S i d e h surfaee y, : dés (ors , G wiipCf G,' eu un pu a u m, Gr' coup.. 

i , 1 ' j •« »;n ' ; ' M . > | *;•*. e i . , ,;• j e s n M'Ms • <* yn'. et.-" .">OU t «>OS pOiUÎS '.r/.kv-' <Si j ••; >•'• 



inf in iment voisins qu i d é t e r m i n e n t la c o u r b e C , arête de rebroussement: de la 

surface 2, et mm' en est l ' é l émen t r ec t i l i gne . 

S u p p o s o n s m a i n t e n a n t q u e tou te s les d ro i t e s G, G', G", e t c . , s ' appu ien t su r 

u n e d ro i t e B. 

G coupe ra B en u n po in t b, G' coupera B en u n po in t b', G'' coupe ra B en un 

po in t b", e tc . 

Or , G, G' e t B se ron t d a n s u n m ê m e plan P ' ; G', G" et B se ron t dans u n m ê m e 

pian P", e t c . 

11 est d o n c évident q u ' i l fau t , p o u r q u e les p l ans P ' et P " ne se confonden t pas 

(ce qui ne p e u t ê t r e , p u i s q u e la surface 2 ne peu t ê t r e un plan en ver tu de son 

m o d e de g é n é r a t i o n ) , e t q u e c e p e n d a n t ce qu i vient d ' ê t r e é tabl i s u b s i s t e , il 

f a u t , d i s - j e , q u e les po in t s b, b', b", e t c . , se confonden t en u n seul p o i n t b. 

Ou , en d ' a u t r e s t e r m e s , il faut q u e la surface déve loppable 2 soit u n e surface 

c o n i q u e don t b est le s o m m e t . 

P a r m i les surfaces d é v e l o p p a b l e s , n o u s é t u d i e r o n s d ' u n e m a n i è r e spécia le les 

surfaces coniques et cylindriques. 

2 1 3 , Une surface c o n i q u e est e n g e n d r é e p a r l e m o u v e m e n t d ' u n e d ro i t e assuje t t ie 

à passer c o n s t a m m e n t p a r u n p o i n t fixe q u ' o n n o m m e le sommet ( po in t q u i d a n s 

c e r t a i n s cas est le centre de la sur face) , et à s ' appuye r c o n s t a m m e n t su r u n e c o u r b e 

d o n n é e q u e l 'on n o m m e la directrice de la sur face . Varête de rebroussement de cet te 

surface se r é d u i t à u n seul p o i n t , qu i est le s o m m e t , l eque l divise la surface en 

deux nappes. Ce po in t j o u e en m ê m e t e m p s le rô le de l igne de striction e t d e l igne 

de gorge. 

Une surface c y l i n d r i q u e est e n g e n d r é e pa r le m o u v e m e n t d ' u n e d r o i t e s ' ap-

p u y a n t c o n s t a m m e n t s u r u n e c o u r b e d o n n é e , qu i est la directrice courbe de la 

s u r f a c e , e t r e s t a n t t ou jou r s pa ra l l è l e à u n e m ê m e d ro i t e , q u i p r e n d auss i le nom 

de directrice droite de la sur face . 

On p o u r r a i t r e m p l a c e r la d i r e c t r i c e c o u r b e des surfaces c o n i q u e s et c y l i n d r i 

ques p a r u n e surface à l aque l le la géné ra t r i c e dev ra i t r e s t e r t a n g e n t e ; ma i s ces 

d o n n é e s ne diffèrent pas des p r é c é d e n t e s (sous le po in t de vue t h é o r i q u e ) , car on 

p e u t , à la surface d i r e c t r i c e , s u b s t i t u e r la c o u r b e , l ieu des po in t s de con tac t de 

tou tes les géné ra t r i ces avec cet te sur face 

2 1 1 H r é su l t e de là q u e les sur faces p ro je t an t h o r i z o n t a l e m e n t et ver t ica le

m e n t u n e c o u r b e ( n ° 2 5 ) sont des surfaces c y l i n d r i q u e s ; il en se ra i t de m ê m e 

de la surface qu i la p ro j e t t e r a i t o b l i q u e m e n t ( n ° 158)- , c 'est p o u r q u o i les deux 

sys tèmes de p r o j e c t i o n s , o r thogona le et o b l i q u e , on t r e ç u le n o m de pro jec t ions 

c y l i n d r i q u e s ( n ° 1 5 9 ) . 

Dans le sys tème des p ro jec t ions o r thogona les qu i est le p lus u s i t é , u n e c o u r b e 



est d o n c tou jours l ' i n te r sec t ion de d e u x surfaces c y l i n d r i q u e s don t les géné ra 

t r ices sont p e r p e n d i c u l a i r e s p o u r l ' une au p lan hor izon ta l et p o u r l ' au t r e au plan 

ver t ical de p ro j ec t i on . En g é n é r a l , u n e c o u r b e est l ' i n te r sec t ion de deux s u r f a c e s , 

et au lieu des deux surfaces c y l i n d r i q u e s p r o j e t a n t e s , on p o u r r a i t d o n n e r deux 

a u t r e s surfaces q u e l c o n q u e s se c o u p a n t su ivant ce t te m ê m e c o u r b e , qui serai t 

é g a l e m e n t d é t e r m i n é e , mais on se la r e p r é s e n t e r a i t p l u s diffici lement. Toutefois 

u n e c o u r b e p lane ne peu t ê t r e définie d ' u n e m a n i è r e exacte q u ' e n chois issant son 

p lan p o u r l ' une des su r faces , car on p o u r r a t ou jou r s a lors r e t r o u v e r la seconde 

p r o j e c t i o n , t and i s q u e deux c o u r b e s a r b i t r a i r e m e n t t racées sur les deux p l ans de 

p ro jec t ion sont r a r e m e n t les p ro jec t ions d ' u n e c o u r b e p l ane de l ' e space . 

Deux cy l ind re s se c o u p e n t o r d i n a i r e m e n t su ivan t p l u s i e u r s c o u r b e s ; p o u r savoir 

pa r c o n s é q u e n t que l le est celle don t on a les p r o j e c t i o n s , il ne suffit pas de 

d o n n e r ces p r o j e c t i o n s , il faut enco re fixer q u e l s sont les p o i n t s de la projec t ion 

ver t ica le qu i c o r r e s p o n d e n t aux divers po in t s de la pro jec t ion h o r i z o n t a l e , l o r sque 

la m ê m e p e r p e n d i c u l a i r e à la l igne de t e r r e r e n c o n t r e les deux p ro jec t ions c h a 

c u n e en p l u s d ' u n po in t , L o r s q u e l 'on n e fixe pas ce t te c o r r e s p o n d a n c e , le p r o 

b l è m e de t r o u v e r la c o u r b e d o n t on a les p r o j e c t i o n s , a d m e t p l u s i e u r s s o l u t i o n s , 

que lque fo i s on p e u t et l 'on doit m ê m e les a d o p t e r t o u t e s , d ' au t r e s fois on r e 

conna î t fac i lement celles d ' e n t r e e l l e s , qui do ivent ê t r e re je tées . 

2 1 5 . Dans la t h é o r i e d e la pe r spec t ive ou des p ro jec t ions pola i res (n° 159) la 

sur face q u i p ro je t t e u n e c o u r b e s u r le tab leau es t u n e sur face c o n i q u e ayan t son 

s o m m e t au po in t de v u e , c 'est ce q u i n o u s a fait d o n n e r à ces p ro j ec t i ons le n o m 

de p ro j ec t i ons c o n i q u e s ; mais la p ro j ec t ion s u r le géométral é t a n t t o u j o u r s or tho

g o n a l e , et p a r c o n s é q u e n t c y l i n d r i q u e , la c o u r b e est d a n s ce cas l ' i n te r sec t ion 

d ' u n e surface c o n i q u e avec u n e surface c y l i n d r i q u e . Ici e n c o r e , ces deux surfaces 

se c o u p e n t g é n é r a l e m e n t su ivant p l u s i e u r s c o u r b e s , de sor te q u e le p r o b l è m e 

a d m e t p l u s i e u r s so lu t ions l o r s q u e les d o n n é e s ou la n a t u r e de la ques t ion ne 

font pas c o n n a î t r e celle de ces c o u r b e s qu ' i l faut seule conse rve r . 

2 1 6 . Les c o u r b e s , p ro jec t ions d ' u n e c o u r b e de l ' e space , peuven t c o m m e 

telles se t e r m i n e r en des p o i n t s , au deià de sque l s elles se p ro longe ra i en t si on 

les cons idé ra i t dans l eu r p lan et i n d é p e n d a m m e n t des c o u r b e s p ro j e t ée s . On dit 

a lors q u e ces c o u r b e s reçoivent les p ro j ec t ions des c o u r b e s de l ' e s p a c e , lesquel les 

p ro jec t ions s e m b l e n t se t e r m i n e r b r u s q u e m e n t en ce r t a ins po in t s p a r des motifs 

q u e n o u s a u r o n s l 'occasion d ' é tud i e r p lu s t a rd . 

2 1 7 . Les projections des tangentes à une courbe sont tangentes aux projections de la 

courbe. En effet, soit u n e c o u r b e C et sa t a n g e n t e T au po in t m ; les poin ts suc 

cessifs m et m' a p p a r t i e n n e n t à la fois à C et à T (195) d o n c mh et m'h se t rouvent 

en m ê m e t emps s u r C* et su r T h ; ma i s il est év ident que mh et m'* sont deuv points 



successifs ( 1 9 4 ) , car si l 'on pouva i t p lacer u n t r o i s i è m e p o i n t e n t r e e u x , en é l e 

vant pa r ce po in t u n e ver t i ca le , elle serai t p lacée e n t r e les ver t icales élevées des 

p o i n t s mh et m'h, et i ra i t c o u p e r la c o u r b e C en u n p o i n t p lacé e n t r e les po in t s m 

et m', qu i p a r c o n s é q u e n t n e se ra i en t p a s des po in t s success i f s , c o n t r a i r e m e n t à 

n o t r e h y p o t h è s e . Donc Th es t t a n g e n t e à Ch au po in t mh, p ro jec t ion du po in t de con

tact m de T et C. On m o n t r e r a i t de m ê m e q u e T es t t a n g e n t e à C" au po in t mr 

L a r é c i p r o q u e est é v i d e n t e , ca r si l h est t angen te à Ch en m \ et T" t a n g e n t e à 

C en m", les po in t s success i fs m et m s e r o n t c o m m u n s à T et C -, d o n c T se ra 

t a n g e n t e à C au po in t m (*). 

2 1 8 . S u p p o s o n s u n fil e n r o u l é su r u n e c o u r b e G à doub l e c o u r b u r e et q u e l 'on 

t i enne ce fil t e n d u ( afin qu ' i l r e s t e t ou jou r s t a n g e n t à la courbe ) en le d é r o u l a n t , 

il e n g e n d r e r a pa r ses pos i t i ons success ives u n e sur face déve loppable ( n ° 2 1 1 , 7°) 

et un p o i n t q u e l c o n q u e de ce fil e n g e n d r e r a u n e c o u r b e , qu i sera u n e déve

loppan te de la c o u r b e p roposée C. Donc u n e déve loppée à doub l e c o u r b u r e a 

u n e infinité de déve loppan tes s i tuées s u r la sur face d é v e l o p p a b l e , d o n t ce t te dé

veloppée es t l ' a r ê t e de r e b r o u s s e m e n t (n" 2 1 1 ) . 

2 1 9 . Si pa r tous les po in t s d ' u n e c o u r b e p l ane C (fig. 175) on m è n e à ce t te courbe 

et d a n s son p lan des n o r m a l e s , e l les d é t e r m i n e n t p a r l eu r s i n t e r s ec t i ons successives 

la seu le déve loppée p lane G ' q u e puisse fou rn i r la c o u r b e C ( n ° 2 0 1 ) . Mais c o n s i d é r o n s 

la série des p l ans n o r m a u x à la c o u r b e C ; p a r l e u r s i n t e r sec t ions success ives , ils 

forment u n e surface c y l i n d r i q u e A (n° 2 1 3 ) , car t o u s les p l ans n o r m a u x é t a n t p e r 

pend icu la i r e s au p l a n de la c o u r b e G, leurs i n t e r s e c t i o n s son t p e r p e n d i c u l a i r e s à 

ce m ê m e p l a n , et p a r c o n s é q u e n t pa ra l l è les e n t r e e l les . 

Gela p o s é , concevons p a r le po in t m de la c o u r b e G, u n e n o r m a l e N non située-

dans le p l an de ce t te c o u r b e , elle sera su r le p lan II n o r m a l à la c o u r b e C au p o i n t 

m et r e n c o n t r e r a les géné ra t r i ce s d ro i tes successives G et G' de la sur face c y l i n 

d r i q u e A aux po in t s m" et si l 'on j o i n t nn", ce t te n o r m a l e IN' successive de la 

no rma le N sera s i tuée d a n s le p lan n o r m a l R ' successif d u p l an R et r e n c o n t r e r a 

la géné ra t r i c e G" du c y l i n d r e A en u n p o i n t p"\ si l 'on j o in t enco re pp", ce t te n o r 

male sera d a n s le t ro i s ième p lan n o r m a l , et r e n c o n t r e r a la g é n é r a t r i c e G'" de la 

surface c y l i n d r i q u e eng" et ainsi de su i t e ; la sér ie des po in t s m", ra", p " , . . . forme 

u n e c o u r b e C f ' à laquel le les n o r m a l e s de la c o u r b e G son t t a n g e n t e s , G" est donc 

*) Ce théorème n'est vrai qu'autant que la tangente T, au point m de la courbe C, n'est pas perpendieu-
laireau plan de projection. Lorsque la tangente T est perpendiculaire au plan de projection horizontale, 
par exemple, alors T / l est un point qui se confond avec mh. Dans ce cas particulier, la courbe C / l offre au 
point mh an poin t de rebroussement, et sa tangente, au point mh, est la projection sur le plan horizontal 
le la normale au point m de la courbe C, située dans le plan oscillateur en m à cette combe C, 



u n e développée de la c o u r b e G (n° 201). On en conc lu t q u ' u n e cou rbe plane ou 

déve loppante p l ane , a u n e infinité de développées à d o u b l e c o u r b u r e s i tuées sur 

le cy l ind re enve loppe des p l a n s n o r m a u x à ce t te d é v e l o p p a n t e . 

2 2 0 . Tou tes les développées à doub l e c o u r b u r e d ' u n e déve loppan te p lane C, sont 

des hél ices ayan t la développée p l ane p o u r p ro jec t ion c o m m u n e s u r le plan de la 

c o u r b e C. La d e r n i è r e pa r t i e de la p ropos i t i on est é v i d e n t e , p u i s q u e tou tes les gé 

n é r a t r i c e s du c y l i n d r e sont p e r p e n d i c u l a i r e s au p lan d e l à d é v e l o p p a n t e . Quant a 

la p r e m i è r e p a r t i e , on n o m m e hélice une c o u r b e t racée su r u n e surface c y l i n d r i q u e , 

et tel le q u e tous ses é l émen t s ou tou tes ses t angen t e s font le m ê m e angle avec l'es 

géné ra t r i ce s d u c y l i n d r e . 

Cela posé , soit u n e n o r m a l e de d i rec t ion a r b i t r a i r e d a n s l 'espace (fig. 175) ci 

menée au p r e m i e r p o i n t m de la c o u r b e p l ane G , elle r e n c o n t r e les géné ra t r i ce s 

successives G et G' sous un ce r t a in ang le S, et aux po in t s m" et ri' ; j o i g n a n t nn", j e 

d is q u e cet te s econde n o r m a l e c o u p e les géné ra t r i ces successives G ' e t G" sous le 

m ê m e ang le , e t c . E n effet, la c o u r b e G' é t an t la développée p l ane de C , l ' a rc mn est 

un é l é m e n t c i r cu l a i r e a y a n t son c e n t r e en ri, d o n c mn' = nri et les t r iangles rec

tangles mri'ri et nn"iï son t d o n c aussi é g a u x ; p a r c o n s é q u e n t on a : mri'ri = nri'ri: 

on d é m o n t r e r a d e m ê m e q u e ?ip''p'z=;p"p'p', et ainsi de su i t e . D o n c , e t c . 

224. A l 'égard d ' u n e déve loppan te à doub le c o u r b u r e C, l ' enve loppe de ses p lans 

n o r m a u x n 'es t p lus u n e surface c y l i n d r i q u e , ma i s elle est t ou jou r s u n e surface 

déve loppab lc 2 ; si l 'on m è n e u n e n o r m a l e N de d i r ec t ion q u e l c o n q u e dans l 'es

pace et au po in t m de la c o u r b e C, elle est s i tuée d a n s le p lan n o r m a l en ce po in t , 

et r e n c o n t r e p a r c o n s é q u e n t en un po in t n la géné ra t r i ce G de la surface dé -

veloppable 2 ; si l 'on j o in t mri ce t te seconde n o r m a l e coupe ra G ' e n u n po in t ri, 

j o ignan t e n c o r e ri m", ce t te t ro i s ième n o r m a l e N ' ' coupe ra G" en?*", et a ins i de su i t e , 

les n o r m a l e s N, N', N", etc p a r l e u r s i n t e r s ec t i ons successives d é t e r m i n e n t 

une c o u r b e C'a laquel le elles sont t angen te s , et q u i est p a r c o n s é q u e n t u n e déve

loppée de la c o u r b e C. Donc une développante, ù double courbure a une infinité de dé

veloppées à double courbure situées sur la surface développablc, enveloppe des plans nor

maux à la courbure C. 

C h a c u n e de ces déve loppées est l ' a rê te de r e b r o u s s e m e n t d ' a u t a n t de s u r 

faces déve loppabics c o n t e n a n t e déve loppan te à doub l e c o u r b u r e p roposée (n°2i7). 

Donc une c o u r b e à doub l e c o u r b u r e peu t tou jours ê t r e placée su r u n e infi

n i t é de surfaces déve loppab les . Il en est é v i d e m m e n t de m ê m e d ' u n e c o u r b e p l a n e . 

R e m a r q u o n s q u e p o u r les c o u r b e s p l anes , le lieu des c e n t r e s des cercles o s c u -

l a t e u r s a u x d ivers po in ts de la c o u r b e est p r é c i s é m e n t sa déve loppée p lane : d a n s 

ics c o u r b e s à doub le c o u r b u r e le lieu des cen t r e s forme encore u n e c o u r b e , mars 



elle n'est plus une développée de la courbe proposée , car les normales à la courbe 

à double courbure ou gauche donnée G, qui sont respectivement s ituées dans les 

plans osculateurs de cette courbe forment une surface gauche (*) . 

CHAPITRE IL 

PLANS TANGENTS AUX SURFACES CONIQUES ET CYLINDRIQUES. 

2 2 2 . Une surface conique est engendrée par une droite assujettie à passer tou

jours par le sommet et à s'appuyer sur la directrice (n° 2 1 3 ). Si on la coupe par-

une série de plans parallèles on obtient des courbes de grandeurs différentes, 

que l'on peut considérer c o m m e des génératrices de la surface. Une surface 

conique admet donc une seule génératrice constante de f o r m e , qui est la l igne 

droite, et une infinité de génératrices courbes dont la forme ou la grandeur varie 

dans chacune de leurs posit ions. 

Il est évident que l'on peut prendre pour directrice une courbe que lconque , 

tracée sur la surface et rencontrant toutes les génératrices droites ; si parmi toutes 

ces directrices , il en est une qui soit un cerc le , et si dans ce cas le sommet et 

le centre du cercle sont sur une môme droite perpendiculaire au plan du cercle , le 

cône prend le nom de cône droit, et la droite menée du sommet au centre du cercle 

est dite axe du cône. Remarquons que les anciens géomètres donnent à cette 

droite le nom d'axe , même quand elle n'est pas perpendiculaire au plan du 

cercle (**). 

2 2 3 . Une surface conique est déterminée par son sommet s et sa directrice C, 

c'est-à-dire que ces données suffisent pour fixer complètement un point m, de la 

surface conique dont on donne une project ion, par exemple , mh] en effet par ce 

(*) A ce sujet, voyez les dernières pages du Traité de géo-métrie descriptive de MO>GE. 

(**) Abaissant du sommet S d'un cône oblique une perpendiculaire Y sur le plan du cercle C, base de 
ce cône, et unissant le sommet S avec le centre o du cercle C par une droite A (dite axe) , les anciens 
géomètres appelaient le plan Y, \ plan de Vaxe 



po in t m passe u n e géné ra t r i ce d ro i t e G , don t la pro jec t ion Gh passe p a r sh et m \ 

elle r e n c o n t r e la c o u r b e C* en un p o i n t nh q u e l 'on p ro je t t e ver t ica lement su r G' 

en n1'; un i s san t et sv on a u r a G" qu i con t i en t m". 

On p o u r r a i t se d o n n e r le po in t ri et c h e r c h e r à d é t e r m i n e r nh de m a n i è r e à ce 

q u e le po in t n fût s i t ué s u r la surface conique- , p o u r d é t e r m i n e r ri1, on u n i r a i t 

les p o i n t s sv e t nv pa r u n e d r o i t e G / l aque l l e coupe ra i t la c o u r b e Cv en u n point 

cf ; on d é t e r m i n e r a i t <y* s u r la c o u r b e Ch et l 'on au ra i t la d ro i t e en un i s san t les 

p o i n t s qh et sh, le po in t nk s e ra i t su r la d ro i t e G/'.. 

Ains i l 'on voit q u e les c o n s t r u c t i o n s à effectuer p o u r t r ouve r le po in t m 1 ', s ' é tan t 

d o n n é m \ ou le po in t nh, s ' é tant d o n n é ri, les po in t s m etn devan t ê t re s i tués s u r 

la sur face c o n i q u e , surface q u i est éc r i te g r a p h i q u e m e n t au m o y e n des p r o j e c 

t ions de son s o m m e t et des p ro jec t ions de la c o u r b e d i rec t r i ce du m o u v e m e n t de 

ses g é n é r a t r i c e s d r o i t e s , q u e les c o n s t r u c t i o n s , d i s - j e , n ' ex igen t pas a u t r e chose 

q u e ces p ro j ec t i ons , en se r appe l an t toutefois q u e toutes les généra t r i ces dro i tes 

d ' u n e sur face c o n i q u e passen t pa r le s o m m e t d u cône et s ' a p p u i e n t s u r la d i r ec 

t r ice c o u r b e , o u , en d ' a u t r e s t e r m e s , en se c o n f o r m a n t , d a n s les cons t ruc t i ons à 

exécu te r , au m o d e de géné ra t ion q u i défini t la surface c o n s i d é r é e . 

L o r s q u e l 'on c o n s i d é r e r a u n e sur face que l le qu ' e l l e soit , il y a u r a deux choses 

à c o n s i d é r e r : 1 ° le m o d e de géné ra t i on de cet te sur face , m o d e q u i la définit , et 

2 ° la r ep ré sen t a t i on g r a p h i q u e de cet te s u r f a c e , r e p r é s e n t a t i o n qu i sera d i t e 

c o m p l è t e a u moyen des p ro jec t ions de ce r t a ins po in t s et de ce r t a ines l ignes a p 

p a r t e n a n t à la s u r f a c e , l o r s q u e l 'on p o u r r a r é s o u d r e g r a p h i q u e m e n t le p r o b l è m e 

s u i v a n t , étant donné un point mh ou un point n Y détermine?" la position que le point 

m v ou le point n h doit avoir pour que les points m et n de l'espace soient en effet situés 

sur la surface considérée, et il faudra q u e la d é t e r m i n a t i o n ou cons t ruc t i on de ces 

po in t s ?ri et nh pu i s se s'effectuer au moyen de tracés ou c o n s t r u c t i o n s g r a p h i q u e s 

n ' ex igean t pas a u t r e chose q u e la conna i s sance des p ro j ec t ions des p o i n t s et des 

l ignes d i t e s , seules nécessa i res p o u r la r ep ré sen t a t i on ou déf ini t ion g r a p h i q u e 

complè t e de la sur face , et en se c o n f o r m a n t d ' a i l l eu r s d a n s ces c o n s t r u c t i o n s au 

m o d e de géné ra t ion i n d i q u é c o m m e é tan t ce lu i q u i a p p a r t i e n t à la sur face . 

L o r s d o n c q u e p a r la s u i t e n o u s e x a m i n e r o n s u n e su r face , n o u s c o m m e n c e r o n s 

par l ' éc r i r e g r a p h i q u e m e n t et p a r vérifier au m o y e n de la so lu t ion du p r o b l è m e 

p r é c é d e n t si en effet la surface d o n n é e est bien c o m p l è t e m e n t éc r i t e : cela f a i t , 

n o u s p o u r r o n s n o u s l ivrer à la r e c h e r c h e de la so lu t ion des d ive r s p r o b l è m e s q u e 

l 'on p o u r r a se p ropose r p a r r a p p o r t à ce t te su r face . 

2 2 4 . PROBLÈME 1 . Mener un plan tangent à line surface conique par un point pris 

sur la surface. Le poin t n e peu t ê t re d o n n é q u e pa r l ' u n e de ses p ro jec t ions , par 

exemple mh ; on d é t e r m i n e sa p ro jec t ion vert icale c o m m e c i -dessus , ( n ° 2 2 2 ) . 



La surface c o n i q u e é t an t d é v e l o p p a b l e , le p lan t angen t au p o i n t m, est t angen t en 

Sous les po in t s de la géné ra t r i ce d ro i t e G ( n ° 2 0 9 , 3°) qu i passe par ce po in t , et p a r 

c o n s é q u e n t au p o i n t non elle r e n c o n t r e la d i rec t r i ce C; il do i t d o n c con t en i r ce t te 

géné ra t r i ce G et la t angen te T au p o i n t n à la c o u r b e C. Le p lan t angen t est com

p lè t emen t d é t e r m i n é pa r ces deux d ro i t e s . 

Si la d i r ec t r i ce C é ta i t la t r ace ho r i zon t a l e de la su r face , c ' e s t - à - d i r e son i n t e r 

sect ion p a r le p lan h o r i z o n t a l ( e t a lors la c o u r b e G p e u t ê t r e d i t e hase horizontale 

du cône ) la t a n g e n t e T ne se ra i t a u t r e q u e la t race H T d u p lan t angen t ; on t r ouve 

r a i t fac i lement la t race vert icale \" T , p u i s q u ' o n conna î t deux droi tes I F et G s i tuées 

s u r ce p lan T. 

Si la d i r ec t r i c e G étai t u n e c o u r b e p l ane d o n n é e p a r l ' u n e de ses p ro jec t ions G" 

et par son plan (n° 2 1 i ), on au ra i t bh t a n g e n t e à G* et l 'on en conc lu ra i t Gu p a r 

la c o n d i t i o n q u e la t a n g e n t e 9 soit d a n s le plan de la d i r e c t r i c e , et en o u t r e Bv 

devrai t passer pa r la p ro jec t ion ri d u po in t de c o n t a c t . 

Dans tous les cas , on est c o n d u i t à m e n e r u n e t a n g e n t e en un po in t d ' u n e c o u r b e 

d o n n é e p a r son tracé , la n a t u r e g é o m é t r i q u e de ce t te c o u r b e é t an t i n c o n n u e -, ce 

p r o b l è m e p r é s e n t e de t r ès -g randes difficultés et n e p e u t se r é s o u d r e qu ' à un deg ré 

d ' a p p r o x i m a t i o n t rès - lo in d ' ê t r e sa t i s fa isant . J e su i s p a r v e n u à r é s o u d r e ce p r o 

b l è m e d ' u n e m a n i è r e géné ra l e p o u r un po in t s i m p l e ou m u l t i p l e d ' u n e c o u r b e 

d o n t on n e conna î t pas l ' équa t ion (*); Hache t te l 'avait déjà résolu p o u r un point, 

s i m p l e ; mais les m é t h o d e s q u e n o u s e m p l o y o n s r e p o s e n t su r des cons idé ra t ions 

très-élevées et c o n d u i s e n t à des c o n s t r u c t i o n s t r è s - c o m p l i q u é e s et n e d o n n e n t 

en définit ive q u ' u n e solut ion approx ima t ive 5 de so r t e q u ' u n e s emb lab l e r e 

c h e r c h e est p lus cu r i euse sous le poin t de vue g é o m é t r i q u e , en ce sens qu ' e l l e ser t 

à d é m o n t r e r q u e la g é o m é t r i e desc r ip t ive a c o m m e sc ience u n e pu i s sance qu i lui 

est p r o p r e , qu ' e l l e n ' e s t r ée l l emen t u t i l e . 

L o r s q u e p o u r la s o l u t i o n g r a p h i q u e d ' u n p r o b l è m e on sera c o n d u i t à c o n s t r u i r e la 

t angen te en u n p o i n t d ' u n e c o u r b e G'1 ou d ' u n e c o u r b e D% on devra d i r e q u e le p r o 

b lème est réso lu sous le poin t de vue g é o m é t r i q u e , ma i s non sous le po in t de vue 

g r a p h i q u e , si la c o u r b e C / l ou la c o u r b e D" est te l le q u ' o n ne sache pas c o n s t r u i r e 

r i g o u r e u s e m e n t la t a n g e n t e en un de ses p o i n t s ; et l o r sque l 'on ignore la con

s t ruc t ion de cet te t a n g e n t e , on devra c h e r c h e r à modifier la so lu t ion de m a n i è r e 

à la faire d é p e n d r e de la c o n s t r u c t i o n d ' u n e t angen te à la c o u r b e C h ou à la c o u r b e 

D' ;, m e n é e par un po in t ex t é r i eu r à cet te c o u r b e ; car a lors il n 'y a u r a q u e t r è s -

(•) y oyez dans l'ouvrage qui a pour titre : Complément de géométrie descriptive, le mémoire qui a 
pour liue : Construction delà tangente en un point d'une courbe plane dont l'équation- est inconnue, 

Ce mémoire a été publié pour la première fois dans le 21» cahier du Journal de l'École pnjyseetmi'uu'. 



peu d ' i n c e r t i t u d e su r la pos i t ion exacte du po in t de con lac t ( la t a n g e n t e é tan t 

menée à vue et au moyen de la r èg l e ) , t a n d i s q u e dans le p r e m i e r cas , la t angen te 

é tant m e n é e à vue et au moyen de la r èg le , il exis te u n e t r è s -g rande i n c e r t i t u d e su r 

sa vér i tab le d i rec t ion ; en sor te q u e si l 'on doit emp loye r p o u r la sui te des c o n s t r u c 

t ions un po in t assez é loigné d u po in t de con tac t et s i tué s u r la t angen te , ce po in t 

p o u r r a i t avoir une posi t ion très-différente de celle q u ' i l devra i t o c c u p e r rée l l ement 

su r le dess in . 

Ainsi n o u s a d m e t t r o n s à l ' aven i r c o m m e so lu t ion g r a p h i q u e suff isamment a p 

p r o x i m a t i v e , tou te so lu t ion d é p e n d a n t de la c o n s t r u c t i o n d ' u n e t angen te m e n é e 

par u n po in t ex té r i eu r à une c o u r b e i n c o n n u e et s eu l emen t d o n n é e p a r son t r acé . 

Mais nous r e j e t t e rons c o m m e n e p o u v a n t avoir u n e app rox ima t ion suffisante tou te 

solut ion g r a p h i q u e d é p e n d a n t de la t angen te en un po in t d ' u n e c o u r b e d o n 

née p a r son t r acé , et don t on i gno re la n a t u r e g é o m é t r i q u e et pa r sui te la 

c o n s t r u c t i o n r i g o u r e u s e et g é o m é t r i q u e de la t angen te . 

2 2 5 . PROBLÈME 2 . Mener un plan tangent à une surface conique par un point situe 

hors de la surface. Soient une surface c o n i q u e d o n n é e p a r son s o m m e t s et sa d i 

r ec t r i c e G, et u n po in t m de la surface , le p lan t angen t T devant con ten i r u n e g é 

n é r a t r i c e , passe ra p a r le s o m m e t s ; d o n c la d ro i t e D, qu i un i t les po in t s s et m, y 

sera c o n t e n u e tou t e n t i è r e ; mais le p lan T con t i en t en o u t r e la t angen te 9 à la 

d i r ec t r i ce G, au po in t où elle est coupée p a r la géné ra t r i ce de con tac t G , les 

d ro i t e s D et 0 se c o u p e n t , d o n c la d ro i t e D coupe la surface déve loppab le , lieu des 

t angen te s à la c o u r b e C ; c h e r c h a n t ce po in t d ' i n t e r sec t i on n et m e n a n t pa r u la 

t angen te 0 à C , pu i s la g é n é r a t r i c e p a s s a n t p a r le p o i n t de contac t x, n o u s a u r o n s 

trois d ro i tes D, 0 , G s i tuées d a n s le p lan T , il sera d o n c d é t e r m i n é . 

2 2 6 . P o u r o b t e n i r le po in t n, il faut p a r la d ro i t e D faire passer un plan a u x i 

l i a i re q u e l c o n q u e X , c h e r c h e r son i n t e r s ec t i on ï avec la surface développable 

formée pa r les t angen t e s à la c o u r b e C ; elle c o n t i e n d r a é v i d e m m e n t le po in t n, 

qui est p a r c o n s é q u e n t à la r e n c o n t r e de ce t te in te r sec t ion I avec la d ro i t e D. 

Mais ce l te c o n s t r u c t i o n se s impl i f ie b e a u c o u p , l o r s q u e la c o u r b e C est u n e c o u r b e 

p l a n e , car a lors la surface l ieu des t angen te s à ce t te a u t r e c o u r b e n ' e s t a u t r e 

chose q u e son p lan P , et l 'on a à t rouver l ' i n te r sec t ion de la d ro i te D et du plan P 

( n o s 4 1 1 à 1 1 3 ) . 

2 2 7 . Dans le cas d ' u n e d i rec t r i ce gauche ou à doub le c o u r b u r e C, il est p lu s 

s imple de coupe r la surface c o n i q u e p a r un p lan q u e l c o n q u e d é t e r m i n a n t une 

c o u r b e K q u e l 'on subs t i tue à la c o u r b e G et p o u r p lus de s impl ic i t é , on peut 

d i e r c h e r la base s u r le plan ho r i zon ta l ou vert ical de projec t ion de là surface con ique , 

l o r s q u e ce t te base ou t race se t rouve dans les l imi tes du dess in . Cette cons t ruc t ion 

s'effectue faci lement et sans e r r e u r sens ib le , car les géné ra t r i ces d r o b e s de t > 



surface c o n i q u e p e u v e n t t ou jou r s s ' ob ten i r exac temen t ; il n ' e n est pas de m ê m e 

des t a n g e n t e s à la c o u r b e C , a ins i q u ' o n l 'a d i t c i -dessus ( 2 2 4 ) . 

2 2 8 . PROBLÈME 3 . Mener un plan langent à une surface conique parallèlement a une 

droite donnée. Le p lan t a n g e n t devant c o n t e n i r u n e g é n é r a l r i c e d ro i t e passe ra p a r le 

s o m m e t s de la surface c o n i q u e ; cela p o s é , si p a r u n p o i n t q u e l c o n q u e d ' un plan 

para l lè le à u n e d ro i t e , l 'on m è n e u n e paral lè le à la d r o i t e , elle est tou t en t i è r e 

d a n s le p lan ; d o n c si p a r le s o m m e t s on m è n e u n e para l lè le D à la d ro i t e d o n n é e E , 

on sera c o n d u i t à c o n s t r u i r e le p l an t angen t pa r la d ro i t e D , ce q u i est p r éc i sé 

m e n t le p r o b l è m e 2 p r é c é d e n t . 

2 2 9 . PROBLÈME A. Mener un plan tangent commun à deux surfeuses coniques ayant 

même sommet. Si les deux sur faces c o n i q u e s sont d o n n é e s pa r des d i r ec t r i ces à 

d o u b l e c o u r b u r e , ou p a r des d i rec t r i ces p l a n e s , ma i s n o n s i tuées d a n s le m ê m e 

p l a n , on les coupe ra pa r u n m ê m e p lan P , et l 'on c o n s i d é r e r a les c o u r b e s C et C 

.d ' in tersect ion c o m m e les d i rec t r i ces des deux su r faces . Cela posé , le p l a n t angen t 

doi t c o n t e n i r u n e g é n é r a t r i c e d ro i t e d e c h a q u e surface e t les t a n g e n t e s a u x courbes 

C et C ' a u x po in t s où el les son t r e n c o n t r é e s p a r les géné ra t r i ce s de c o n t a c t , ma i s 

ces deux t a n g e n t e s é t an t l ' u n e et l ' au t r e d a n s le p l an P et d a n s le p lan t a n g e n t se 

con fonden t en u n e seu le d r o i t e in te r sec t ion de ces deux p l a n s . Il faut d o n c m e n e r 

une t a n g e n t e c o m m u n e 0 a u x e o u r b e s C et G', p u i s les géné ra t r i ces G et G 7 , qu i pa s 

sen t pa r les p o i n t s de con t ac t , et le p lan t angen t devra con t en i r ces t ro i s d r o i t e s . 

Si l 'on p r e n d les bases ou t r a c e s hor i zon ta les des surfaces c o n i q u e s , l eur tan

gente c o m m u n e sera la t r a c e ho r i zon t a l e d u p l an l a n g e n t . 

Si les deux c o u r b e s C e t C ' son t ex t é r i eu re s l ' une à l ' au t r e , ou si elles p r é s e n 

tent des pa r t i e s sa i l lantes et des p a r t i e s r e n t r a n t e s , il sera g é n é r a l e m e n t possible 

de leur m e n e r p lu s i eu r s t angen te s c o m m u n e s , qu i d é t e r m i n e r o n t a u t a n t de p lans 

t angen t s c o m m u n s . Mais si les d e u x c o u r b e s G et G' son t convexes et q u e l ' une 

d 'e l les soit i n t é r i e u r e à l ' a u t r e , il s e ra imposs ib l e de leur m e n e r u n e t a n 

gen te c o m m u n e , et p a r su i t e les deux surfaces c o n i q u e s p roposées n ' a u r o n t pas 

de p l ans t angen t s c o m m u n s . 

R e m a r q u o n s en p a s s a n t q u e si l 'on c o u p e les d e u x surfaces con iques par un 

p lan q u e l c o n q u e ^ les c o u r b e s d ' i n t e r s e c t i o n p r é s e n t è r e n t tou jours les m ê m e s 

c i r c o n s t a n c e s , ce q u i est év iden t . 

2 3 0 . Les plans tangents à un cône droit font tous le même angle avec un plan perpen

diculaire à l'axe du cône. En effet , so ien t so (fig. 1 7 0 ) l 'axe d ' u n cône d r o i t , 

p e r p e n d i c u l a i r e au p lan h o r i z o n t a l , et G sa base su r ce p l a n ; le p lan t angen t T 

le long de la g é n é r a t r i c e sa coupe le p l an ho r i zon ta l su ivant la t angen te 0 au 

cerc le G, m a i s le r a y o n oa é t an t p e r p e n d i c u l a i r e à 0 , l ' ob l ique sa est auss i p e r 

pend icu la i r e à 0 , d o n c l 'angle d i èd re formé p a r le p lan T avec le plan hor izon ta l 



est mesuré par l'angle sao formé par la génératrice de contact sa avec le rayon ao, 

ou avec le plan du cercle C , mais toutes les génératrices font le m ê m e angle avec 

le plan du cercle C , donc aussi tous les plans tangents font le même angle avec ce 

pian perpendiculaire à l'axe. 

2 3 1 . PROBLÈME 5. Mener à une surface conique un plan tangent faisant un angle 

donné avec un plan donné. 

Soient s (fig. 177 ) le sommet et B la base ou trace horizontale de la surface c o 

nique 2 proposée, cherchons 1° un plan tangent faisant avec le plan horizontal un 

angle y.. Considérons un cône droit A ayant son sommet en s, son axe A vertical, et 

dont les génératrices droites fassent avec le plan horizontal l 'angle a ; la projection 

verticale Tv de la génératrice r du cône A qui sera parallèle au plan vertical fera, avec 

la l igne de t e r r e , l'angle a, et elle rencontrera le plan horizontal en un point a 

déterminant le rayon sha de la base circulaire ou trace horizontale C du cône A. Tout 

plan mené par le point s et faisant avec le plan horizontal l'angle a sera tangent à 

ce cône droit A, donc le plan demandé doit être tangent à la fois à la surface c o 

nique proposée I ou (s, B) et au cône droit A ou (s, C) ; sa trace FF sera donc 

tangente à la fois aux deux bases B et C , qu'el le louche aux points p et g, d'où 

l'on conclut les génératrices de contact G et r*, la trace verticale YT devra passer 

par le point t% intersection de ÏF et de LT, et par les traces verticales des deux 

génératrices de contact ; lorsque ces points sont hors des l imites du des s in , on 

trouve un point b de V T par une horizontale K du plan T, menée par le sommet s, 

ou par tout autre point de G ou r ; ou encore par une droite quelconque s'ap-

puyant à la fois sur deux des trois droites H T , G et r déjà connues dans le plan T . 

Dans la figure 177 , outre le plan T c o n s t r u i t , il en existe trois autres , car les 

deux bases B et C ont quatre tangentes c o m m u n e s ; nous n'en construisons 

qu'une pour ne pas embarrasser la figure. 

2° Un plan tangent faisant avec te plan vertical un angle (3. On devra considérer 

un cône droit ayant son sommet en s, son axe perpendiculaire au plan vertical et 

dont les génératrices f e r o n t , avec le plan vert ical , l'angle (3; puis mener un plan 

tangent c o m m u n à ce cône droit et à la surface con ique proposée. 

3° Un plan langent faisant un angle y avec un plan donné P . On devra con

sidérer un cône droit ayant son sommet en s, son axe perpendiculaire au plan P 

et dont les génératrices feront avec le plan P l'angle y, puis mener un plan tan

gent c o m m u n à ce cône droit et à la surface conique proposée. 

2 3 2 . Si l'on coupe une surface cyl indrique (n° 213) par une série de plans pa

ral lè les , les courbes ainsi obtenues sont toutes égales entre el les , et l'on peut 

concevoir que l'une d'elles engendre la surface en glissant parallèlement $ (>\\r* 



m é m o , de sor te q u e la surface c y l i n d r i q u e a une infini té de géné ra t r i ces courbes 

toutes cons tan tes de forme et de g r a n d e u r . 

2 3 3 . Une surface c y l i n d r i q u e est d é t e r m i n é e pa r ses deux d i r e c t r i c e s , c 'est-à-

d i r e q u e ces d o n n é e s suffisent p o u r fixer c o m p l è t e m e n t un po in t m de la su r f ace , 

dont on d o n n e u n e des p ro j ec t i ons , pa r e x e m p l e , iri. En effet, p a r c e po in t m passe 

une géné ra t r i c e d ro i t e G de la s u r f a c e , sa pro jec t ion \ e r t i c a l e G' passe donc par 

tri et est para l lè le à la pro jec t ion vert icale D* de la d i r ec t r i ce d ro i t e D de la surface: 

elle coupe la pro jec t ion ver t icale Cv de la d i r e c t r i c e c o u r b e en un point ri, p ro j ec 

tion vert icale du po in t n d ' in te r sec t ion de G et G-, on en conc lu t la projec t ion h o r i 

zonta le ri1 su r G'1, p u i s G / l m e n é e p a r nh pa r a l l è l emen t à D f t , et la pro jec t ion h o r i 

zonta le iri" doi t ê t r e su r Gh. 

On voit p a r là q u ' u n p o i n t mv du plan vert ical ne p e u t ê t r e la pro jec t ion verti

cale d ' u n po in t de la sur face c y l i n d r i q u e , q u ' a u t a n t qu ' i l satisfait aux condi t ions 

su ivan tes : 

•i° Q u ' u n e d ro i t e G" m e n é e pa r ce point pa r a l l è l emen t à D" r e n c o n t r e C en un 

po in t nv ; 2° q u e la p e r p e n d i c u l a i r e aba issée d u po in t w"sur la l igne de t e r r e r en 

con t r e C \ Q u a n d ces cond i t i ons sont r e m p l i e s , il y a g é n é r a l e m e n t p l u s i e u r s 

po in t s qui on t la m ê m e p ro jec t ion ver t ica le . Il en serai t de m ê m e si l 'on se d o n 

nait d ' a b o r d la p ro jec t ion ho r i zon ta l e m'\ et q u e bon se p roposâ t de d é t e r m i n e r m!: 

de m a n i è r e à ce q u e le p o i n t m de l ' espace fût r ée l l emen t s i tué s u r la face cyl in

d r i q u e 

D 'après ce qu i p r é c è d e , on voit q u ' u n e surface c y l i n d r i q u e est éc r i t e g raph i 

q u e m e n t et d ' u n e m a n i è r e c o m p l è t e , l o r s q u ' o n se d o n n e les p ro jec t ions de la 

d i r ec t r i ce c o u r b e et de la d r o i t e à l aque l le tou tes les géné ra t r i ces d ro i t e s 

doivent ê t re pa ra l l è les ( n ° 2 2 4 ) . 

2 3 1 . PROBLÈME 6 . Mener un plan tangent à une surface cylindrique par un point 

pris sur la surface. Le p o i n t ne p e u t ê t r e d o n n é q u e pa r l ' une de ses p ro jec t ions 

ni , on t rouve l ' au t r e p ro jec t ion nf, c o m m e c i -dessus (n° 2 3 3 ) . La surface cylin

d r i q u e é tan t d é v e l o p p a b l e , le p l an l a n g e n t au p o i n t m est t angent en tous les 

po in t s de la g é n é r a t r i c e d ro i t e G qu i passe p a r ce p o i n t , et pa r c o n s é q u e n t au 

po in t n où G r e n c o n t r e la d i r e c t r i c e c o u r b e C ; le p l a n t a n g e n t doi t d o n c c o n 

ten i r cet te g é n é r a t r i c e G et la t angen te T au po in t n à la c o u r b e C . Le pian tare 

uent est d é t e r m i n é p a r ces d e u x d r o i t e s . 

Si la d i r e c t r i c e c o u r b e C é tai t la base ou t r ace hor izon ta le d e la sur face cy l in 

d r i q u e , la t a n g e n t e T à ce t te base ne sera i t a u t r e q u e la t race J1 T du plan t angen t . 

2 3 5 . PROBLÈME. 7 . Mener un plan langent à une surface cylindrique par un point 

situé hors de la surface. 

Soient u n e surface c y l i n d r i q u e d o n n é e p a r ses deux d i rec t r i ces G et D , et un 
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poin t m s i tué iiors de la s u r f a c e ; le p lan langent devan t con t en i r une géné ra t r i ce 

droi te G , si p a r le po in t m on m è n e u n e pa ra l l è l e A à ce t te g é n é r a t r i c e G, elle 

sera tou t e n t i è r e d a n s le p l an t angen t T , ma i s ce p lan T con t i en t en o u t r e la tan 

gen te 0 à la d i rec t r i ce c o u r b e G, au p o i n t où elle est coupée p a r la g é n é r a t r i c e de 

contac t G ; les d ro i t e s A et 0 s i tuées d a n s u n m ê m e p lan se c o u p e n t , donc la 

d ro i t e A r e n c o n t r e la surface déve loppable lieu des t a n g e n t e s à la c o u r b e C ; c h e r 

chan t ce po in t d ' i n t e r sec t ion n, et m e n a n t p a r n la t angen te 0 à G, p u i s la géné 

ra t r i ce G passan t par le po in t de con tac t x, n o u s a u r o n s t ro i s d ro i tes A , 0 , G , si

tuées dans le p lan t angen t T . 

L o r s q u e la c o u r b e G est p l a n e , le lieu de ses t angen t e s n ' e s t a u t r e q u e son plan 

P , e l l e po in t n est a lors l ' i n te r sec t ion de la d r o i t e A et d u p lan P . Mais si la 

c o u r b e C est à doub l e c o u r b u r e , la d é t e r m i n a t i o n d u po in t n se ra i t t r è s - c o m 

p l i q u é e . Dans ce c a s , on p e u t c o u p e r la sur face c y l i n d r i q u e p a r un p l an que l 

c o n q u e P , on ob t i en t ainsi u n e c o u r b e p l ane K , q u e l 'on p e u t p r e n d r e p o u r d i 

rect r ice c o u r b e de la su r f ace ; e t p l u s s i m p l e m e n t e n c o r e on c h e r c h e la t r ace 

ho r i zon ta l e ou base de la s u r f a c e , a lors le p o i n t n est la t r ace hor i zon ta le 

de la d ro i t e A , et la t angen te 0 devient la t r ace h o r i z o n t a l e H T du p lan l a n 

gent T . 

2 3 6 . PROBLÈME 8 . Mener un plan tangent à une surface cylindrique parallèlement à 

une droite donnée. 

Si la surface c y l i n d r i q u e es t d o n n é e par u n e d i rec t r i ce à doub le c o u r b u r e , on 

la coupe ra pa r un plan P su ivant u n e c o u r b e p l ane C , q u e l 'on p r e n d r a p o u r d i 

r ec t r i ce de la s u r f a c e ; ou m i e u x , si les l im i t e s de la feuille de dess in le p e r m e t 

t e n t , on c o n s t r u i r a la base ou t race hor i zon ta le d e l à surface c y l i n d r i q u e d o n n é e . 

Gela fai t , si p a r un po in t m q u e l c o n q u e de la d ro i t e d o n n é e A , on condu i t u n e 

d ro i t e B para l lè le aux g é n é r a t r i c e s d r o i t e s du c y l i n d r e , le p lan Q de ces deux 

droi tes A et B sera para l l è le au p lan t a n g e n t T d e m a n d é , car il con t i end ra deux 

droi tes para l lè les à ce p lan et non para l l è les e n t r e e l l e s ; d o n c son in te r sec t ion 1 

avec le pian P sera para l lè le à l ' in te rsec t ion des p lans P et T ; o r , cet te d e r n i è r e 

doit é v i d e m m e n t ê t re t angen te à la d i r e c t r i c e C , donc m e n a n t à la c o u r b e C u n e 

t angen te 0 para l lè le à ï , p u i s la géné ra t r i c e d ro i t e G a p p a r t e n a n t au c y l i n d r e , 

laquel le passe pa r îe po in t de c o n t a c t , ces deux d ro i t e s 0 et G d é t e r m i n e r o n t le 

p lan t angen t d e m a n d é ï . 

2 3 7 . PROBLÈME 9 . Mener un plan tangent commun à deux surfaces cylindriques 

ayant une même directrice droite. Si les surfaces c y l i n d r i q u e s son t données pa r des 

d i r ec t r i ces c o u r b e s à doub le c o u r b u r e , ou p a r des d i r ec t r i ce s c o u r b e s p lanes non 

s i tuées d a n s le m ê m e p l a n , on les c o u p e r a par un p lan P su ivan t des courbes G 

et G' q u e l 'on p r e n d r a p o u r les d i r ec t r i c e s cou rbes des deux surfaces ; ce p lan Y 



coupe ra le plan l angen t T , su ivan t u n e t a n g e n t e c o m m u n e aux deux c o u r b e s G 

et C'; cons t ru i s an t d o n c ce t te t a n g e n t e c o m m u n e 0 , p u i s les deux géné ra 

t r ices d ro i t e s G et G' passan t r e spec t ivemen t p a r les p o i n t s de con tac t de 0 

avec C et G', on a u r a t ro is d ro i t e s 0 , G et G' s i tuées d a n s le p l an t angen t d e 

m a n d é T . 

'238. PROBLÈME 1 0 . Construire à une surface cylindrique un plan tangent faisan 1 

un angle donné avec un plan donné P . Soit d o n n é e la surface c y l i n d r i q u e p a r sa 

base ou t race hor i zon ta le B et pa r sa d i rec t r i ce d r o i t e D; p r e n o n s un po in t s q u e l 

c o n q u e p o u r s o m m e t d ' u n e surface c o n i q u e A de r évo lu t ion , d o n t l 'axe soit p e r 

p e n d i c u l a i r e au p lan P et d o n t les g é n é r a t r i c e s fassent avec ce p lan l 'angle d o n n e 

a; p a r le s o m m e t s m e n o n s u n e d ro i t e K para l l è le à D, pu i s par ce t te d ro i t e u n 

pian Q t angen t à la surface c o n i q u e A, ce p l a n , s'il n ' e s t pas t a n g e n t à la surface 

c y l i n d r i q u e , sera para l l è le au p lan t angen t d e m a n d é T , d o n c H T do i t ê t r e pa ra l 

lèle à II Q et t angen te à B. On voit q u e le p r o b l è m e sera poss ib le c h a q u e fois 

q u e la d r o i t e K ne pe rce ra pas le p lan P en d e d a n s d u cerc le , base de la sur

face c o n i q u e de r é v o l u t i o n , et dans ce cas il y a u r a g é n é r a l e m e n t p l u s i e u r s 

so lu t ions . 

2 3 9 . PROBLÈME 1 1 . Construire un plan langent commun à deux surfaces conique,* 

ayant une même directrice et des sommets différents. So ien t G la d i r ec t r i ce c o u r b e 

c o m m u n e , s et s les deux s o m m e t s , le p lan tangent passe ra p a r les deux s o m m e t s 

et pa r c o n s é q u e n t il c o n t i e n d r a la d ro i t e D q u i les u n i t ; il con t i en t en o u t r e u n e 

t angen te 0 a C, don t on t rouve le po in t n d ' i n t e r s e c t i o n avec D en c h e r c h a n t l ' in 

t e r sec t ion de D avec la surface déve loppab le , lieu des t a n g e n t e s à la c o u r b e G. 

Gette c o n s t r u c t i o n est t r ès - s imple q u a n d la c o u r b e C est p l a n e ; dans le cas c o n 

t ra i re on p e u t c oupe r les surfaces con iques pa r u n p l a n P , su ivant des c o u r b e s 

fi. et K', c h e r c h e r l ' i n te r sec t ion m de ce plan et de la d ro i t e D, et m e n a n t de m u n e 

t angen te à la c o u r b e K, on est a s s u r é qu ' e l l e est en m ê m e t e m p s t angen te à K' : 

cet te t angen te et la d ro i t e D d é t e r m i n e n t le p lan t a n g e n t , il est év iden t q u e 

le p r o b l è m e serai t imposs ib le si le poin t m était i n t é r i e u r à l ' une des c o u r b e s 

K ou k . 

2 4 0 . PROBLÈME 1 2 . Construire un plan tangent commun à deux surfaces cylindriques 

ayant une même directrice courbe. Le p lan t a n g e n t devan t con t en i r u n e g é n é r a t r i c e 

d ro i t e de c h a q u e s u r f a c e , si par un po in t q u e l c o n q u e m, on m è n e des dro i tes A 

et A' r e s p e c t i v e m e n t para l lè les aux géné ra t r i ce s d ro i t e s des deux c y l i n d r e s d o n n e s , 

p u i s le p lan P d é t e r m i n é pa r ces dro i tes A et A', le p lan t angen t c h e r c h é T, sera 

para l lè le au pian P ; on coupe ra d o n c les c y l i n d r e s et le p ian P pa r u n p ian O . 

su ivan t les c o u r b e s U et IG et la d r o i t e !, on m è n e r a à K et K' u n e t angen te w 

c o m m u n e , et c o m m e vérification G) sera para l lè le à L pu i s on m è n e r a les géné ra 



tr iées dro i tes de contac t G et G', e t l 'on a u r a trois d ro i t e s du p lan t angen t de-

m n d é T, savoir G, G' et 0 . 

2 4 1 . PROBLÈME 1 3 . Construire un plan tangent commun à une surface conique et à 

une surface cylindrique ayant même directrice courbe. Ce p lan doi t passer p a r le som

met s du cône et con ten i r u n e d ro i t e D m e n é e p a r ce s o m m e t pa ra l l è l emen t 

aux généra t r i ces dro i tes du c y l i n d r e , l 'on r e n t r e d o n c d a n s la c o n s t r u c t i o n d ' un 

p r o b l è m e déjà résolu (n" 2 2 8 ) . 

ï! est év ident q u e l 'on devrai t effectuer les m ê m e s c o n s t r u c t i o n s si l'on d o n n a i t 

deux surfaces c o n i q u e s , ou deux surfaces c y l i n d r i q u e s , ou u n e surface c o n i q u e et 

u n e surface c y l i n d r i q u e , q u i n ' a u r a i e n t pas de d i r ec t r i c e c o u r b e c o m m u n e , mais 

d a n s ce cas le p r o b l è m e est g é n é r a l e m e n t imposs ib le , excep té d a n s des cas pa r t i 

cu l i e r s , qu ' i l serai t facile de c o n c e v o i r , d ' a p r è s ce q u ' o n v ient de d i re ( n o s 2 3 9 , 

2 4 0 , 2 4 - 1 ) . 

2 4 2 . PROBLÈME 14 . Mener des plans tangents, parallèles entre eux, à deux surfaces 

coniques de sommets différents. So ien t s et s'les s o m m e t s , B et B' les bases ou t races 

ho r i zon ta l e s des deux surfaces c o n i q u e s , concevons les p lans t angen t s ï et T' con

s t ru i t s et s u p p o s o n s q u e le c ô n e (s, B ' ) se meuve p a r a l l è l e m e n t à l u i -même j u s 

qu ' à ce q u e son s o m m e t v i enne co ïnc ider avec le s o m m e t s du cône (s, B ) , à 

ce m o m e n t les p lans ï et T' c o ï n c i d e r o n t . Si d o n c n o u s c o n s t r u i s o n s la base ou 

t race ho r i zon t a l e B ' ' du cône (s, B ' ) d a n s sa nouvel le pos i t i on , ce q u i se fera fa

c i l emen t en m e n a n t p a r s des para l lè les aux d iverses géné ra t r i ce s de ce cône , 

il r e s t e ra à m e n e r un p lan t a n g e n t T c o m m u n aux deux cônes (s , B ) et (s, B " ) 

.vaut m ê m e s o m m e t ( n ° 2 2 8 ) , pu i s p a r le s o m m e t s' u n p lan T ' para l lè le à ce 

plan T . 

On voit qu ' i l y a u r a a u t a n t de so lu t ions qu ' i l existe de t angen te s c o m m u n e s aux 

deux bases B et B"; si l ' une de ces c o u r b e s est enveloppée pa r l ' au t r e , il se ra i m 

poss ib le de m e n e r des p lans t a n g e n t s , para l lè les e n t r e e u x , aux deux surfaces 

con ique s (s, B ) e t (Y B'), à m o i n s c e p e n d a n t q u e les cou rbes B et B" ne p r é sen t en t 

des pa r t i e s sa i l lantes et des pa r t i e s r e n t r a n t e s , a u q u e l cas elles p o u r r a i e n t e n c o r e 

avoir q u e l q u e t angen te c o m m u n e , 

2 4 3 . PROBLÈME 1 5 . Mener deux plans tangents, parallèles entre eux, à une surface 

conique et à une surface cylindrique. Le plan t angen t T' à la surface c y l i n d r i q u e 

devan t c o n t e n i r u n e géné ra t r i ce d r o i t e de ce t te sur face , si p a r le soin met * de la 

sur face c o n i q u e on m è n e une d r o i t e D para l lè le aux géné ra t r i ces de la surface 

c y l i n d r i q u e , elle doit ê t r e e n t i è r e m e n t s i tuée dans le p l an t angen t T, on est 

d o n c c o n d u i t à m e n e r p a r ce t te d ro i t e b u n plan l a n g e n t T a la surface c o 

n i q u e , pu i s un plan ! " t angen t a la surface c y l i n d r i q u e et para l lè le au p lan T 



'244. PROBLÈME 16. Mener des plans tangents, parallèles entre eux, à deux surface* 

cylindriques. Le plan t angen t T à la p r e m i è r e surface doit c o n t e n i r u n e généra

tr ice d ro i te G de cet te sur face , le p lan t angen t T ' à la seconde surface doi t c o n 

ten i r u n e géné ra t r i c e d ro i t e G' de ce t t e surface; si d o n c pa r un point q u e l c o n q u e 

m on fait pas se r deux d ro i t e s D et D ' r e spec t ivemen t para l lè les à ces g é n é r a 

tr ices G et G' et un p lan P p a r ces deux d ro i t e s , D et D ' , il n ' y au ra p l u s qu ' à 

m e n e r des p lans t a n g e n t s aux surfaces p roposées qu i soient para l lè les à ce 

p lan P . 

2 4 5 . PROBLÈME 1 7 . Mener une normale commune à deux surfaces coniques, ou a 

une surface conique et à une surface cylindrique, ou enfin à deux surfaces cylindriques. 

Une n o r m a l e à u n e surface en un po in t m est p e r p e n d i c u l a i r e au p lan t angen t à 

la surface en ce p o i n t , u n e n o r m a l e c o m m u n e à deux sur faces en des p o i n t s m et 

n est p e r p e n d i c u l a i r e à la fois aux p lans t a n g e n t s m e n é s aux deux surfaces en ces 

po in t s m e t n, d o n c ces p lans t angen t s sont para l lè les ; p o u r r é s o u d r e le p r o b l è m e 

ac tue l , il faut d o n c c o n s t r u i r e les p lans t a n g e n t s , pa ra l l è les e n t r e eux , aux deux 

surfaces p roposées ( n o s 2 4 2 , 2 4 3 , 2 4 4 ) , t r o u v e r les géné ra t r i ce s d r o i t e s de c o n 

tact, et la d ro i t e q u i m e s u r e la p lus c o u r t e d i s t ance de ces deux g é n é r a t r i c e s de 

contac t ( n° 137 ) est la n o r m a l e c o m m u n e d e m a n d é e . 

2 4 5 bis. L o r s q u e n o u s c o n s i d é r o n s le p lan t a n g e n t T à u n e surface c o n i q u e (s, C), 

d o n t le po in t s est le s o m m e t et la c o u r b e C la d i r e c t r i c e , et q u e n o u s d i sons te 

p lan T est l a n g e n t au cône su ivan t u n e géné ra t r i ce d ro i t e G de la sur face , n o u s e m 

ployons u n e express ion p a r t i c u l i è r e p o u r a b r é g e r le d i s c o u r s ; car si n o u s conce 

vons la d ro i t e G , elle coupe la c o u r b e C en un po in t m, et si en ce p o i n t m n o u s 

m e n o n s la t angen te 0 à la c o u r b e C, le p lan T e s t d é t e r m i n é p a r les dro i tes G et 0 ; 

or la t a n g e n t e 0 con t i en t les deux po in t s successifs m et m de la c o u r b e C , dès 

lors le p lan T con t i en t les deux géné ra t r i c e s success ives G et G' du c ô n e , la p r e 

m i è r e , p a s s a n t p a r le po in t m , et la seconde par le p o i n t m, de tel le sor te q u ' e n 

réali té le contac t n ' es t pas u n e d ro i t e G e n t r e le cône et son p lan t a n g e n t , mais 

b ien deux dro i tes successives G et G ' , ou en d ' a u t r e s t e r m e s l ' é lément superficiel 

«d angu la i r e c o m p r i s e n t r e les deux dro i tes successives G et G'. 

11 en est é v i d e m m e n t de m ê m e p o u r u n e sur face c y l i n d r i q u e , son pian langent 

con t i en t auss i deux de ses g é n é r a t r i c e s d ro i t e s succes s ives , mais p o u r ab r ég e r Je 

d i s c o u r s , n o u s d i sons la droite de contact au lieu de d i re l'élément superficiel 

commun au c y l i n d r e et à son p lan t a n g e n t 

Lor sque deux cônes 2 et 2' on t u n e g é n é r a t r i c e c o m m u n e G , et l eu r s s o m m e t.s 

s et s s i tués su r ce t t e d r o i t e G , si on les coupe pa r un p lan P on ob t i en t deux 

courbes G et G/ ayant en c o m m u n le poin t m en lequel la d ro i t e G est coupée pav 

le plan P . 



Si les deux c o u r b e s G et G' se c ro i sen t au po in t m, les deux cônes 2 et I s ' en-

i r e c o u p e n t suivant la d ro i te G , ma i s si les deux c o u r b e s C et C' o n t u n e t angen te 

c o m m u n e 0 au po in t m , a lors les deux cônes 2 et 2' sont t angen t s l ' un à l ' au t r e 

su ivan t la d ro i t e G , c ' e s t - à -d i r e q u ' i l s on t un p lan t angen t c o m m u n T d é t e r m i n é 

p a r les d ro i t e s G et 0 . 

Mais la d ro i t e 0 ayan t en c o m m u n avec les c o u r b e s C et C', les deux p o i n t s suc

cessifs m et m, il s ' ensu i t q u e le p lan T a en c o m m u n avec le cône 2 les deux 

dro i tes success ives (s, m) ou G e t (s, m), et q u e le p lan ï a en c o m m u n avec le 

cône 2' les deux dro i tes success ives ( / , m) ou G et (V, iri). 

De sor t e q u e l ' é l émen t superficiel de con tac t d u cône 2 e t de son p l an t angen t 

T , n ' e s t pas le m ê m e q u e Gélément superf iciel de con tac t d u cône 2' et de ce 

m ô m e p lan ï ; en d ' a u t r e s t e r m e s , les deux cônes 2 et 2' n ' o n t pas en c o m m u n 

deux g é n é r a t r i c e s d ro i t e s success ives , m a i s s e u l e m e n t en c o m m u n u n e p a r t i e des 

deux é l é m e n t s superf ic iels f o rman t l eur contac t avec le p l an T . T a n d i s q u e . 

l o r s q u e deux c y l i n d r e s sont en con tac t su ivan t u n e g é n é r a t r i c e d ro i t e G , ils ont 

t ou jou r s en c o m m u n deux géné ra t r i ce s success ives G et G'. 

On p e u t r e n d r e c o m p t e de ce q u i se passe e n t r e d e u x cônes et deux c y l i n d r e s 

t angen t s e n t r e eux su ivan t u n e g é n é r a t r i c e d r o i t e , de la m a n i è r e su ivan te : 

1° Un p l a n p e u t ê t r e e n g e n d r é p a r u n e d ro i t e passan t p a r u n po in t f ixe, et s'ap-

p u y a n t d a n s son m o u v e m e n t su r u n e d r o i t e ; dans ce cas le p l a n a le m ô m e mode 

de géné ra t ion q u e le c ô n e . 

2° Un p lan p e u t ê t r e e n g e n d r é p a r u n e d ro i t e se m o u v a n t pa ra l l è l emen t à e l l e -

m ê m e en s ' a p p u y a n t su r u n e d r o i t e ; d a n s ce c a s , le p lan a le m ê m e m o d e de 

géné ra t i on q u e le c y l i n d r e . 

O r , l o r s q u e l 'on cons idè re u n cône et son p l an t angen t su ivan t la g é n é r a t r i c e 

G , on p e u t suppose r le p lan e n g e n d r é pa r la d ro i t e G passan t p a r le s o m m e t s du 

c ô n e , et se m o u v a n t s u r la t a n g e n t e © à la d i r ec t r i ce c o u r b e C de ce c ô n e : les 

deux su r f aces , cône et p l a n , on t d o n c le m ê m e m o d e de g é n é r a t i o n . 

Mais si l 'on a deux cônes 2 et 2' t a n g e n t s e n t r e eux su ivan t u n e d ro i t e G, et 

ayan t des s o m m e t s différents s et « ' s i tués su r le p l a n T t angen t au cône 2 su ivan t G, 

ce p lan T devra ê t r e cons idé ré c o m m e e n g e n d r é par la d ro i te G, s ' a p p u y a n t sur la 

t angen te 0 à la c o u r b e C en passan t tou jours pa r le p o i n t s , et ce m ê m e plan T 

c o m m e t angen t au cône 2' devra ê t re cons idé ré c o m m e e n g e n d r é par la m ô m e 

dro i te G s ' appuyan t su r la m ê m e d r o i t e © t angen te à la c o u r b e G' ( p u i s q u e les 

c o u r b e s G et G ' son t p a r hypo thèse t angen t e s l ' une à l ' a u t r e ) , mais en passan t 

c o n s t a m m e n t n o n p l u s p a r le s o m m e t s, m a i s au con t r a i r e pa r le sommet .G . 

En sor te q u e le p lan T n ' a p lus le m ê m e m o d e de géné ra t i on lo r squ 'on le con

s idère c o m m e t angen t d ' abo rd au cône 2 et ensu i t e au cône I'. 



Ges c lément s superf ic ie ls de contac t ne sont i d e n t i q u e m e n t les m ê m e s q u e 

p o u r deux surfaces a y a n t i d e n t i q u e m e n t le m ô m e m o d e de g é n é r a t i o n , a ins i 

pour deux cônes ayan t m ê m e s o m m e t ou deux cy l ind res ayan t l eu r s g é n é r a t r i c e * 

droi tes pa ra l l è l e s (*). 

C H A P I T R E III. 

DES SURFACES ENVELOPPES. 

2 1 0 . Une surface Iest en généra l e n g e n d r é e pa r le m o u v e m e n t c o n t i n u d'un* 

l igne G dro i t e ou c o u r b e ( n ° 2 0 2 ) ; elle es t a lors di te le lieu géométrique des P O 

si t ions successives occupées p a r la l igne mobi le G , et ce t te l igne es t d i te généra

trice de la surface 2. La g é n é r a t r i c e , d a n s son m o u v e m e n t , q u i t t e l ' une de ses p o 

si t ions G p o u r venir i n s t a n t a n é m e n t en o c c u p e r u n e a u t r e G ' , de sor te q u ' e n 

vertu de la loi de son m o u v e m e n t ou du m o d e de géné ra t i on d e la sur face 2, il 

est imposs ib le de p lace r su r ce t te surface u n e pos i t ion de la g é n é r a t r i c e e n t r e ies 

deux G et G ' , ces deux g é n é r a t r i c e s son t di tes , p a r ce t te ra ison , génératrices suc

cessives , el les c o m p r e n n e n t e n t r e elles u n e po r t i on de la surface 2 qu i est infini

m e n t pe t i t e dans le sens du m o u v e m e n t d e l à géné ra t r i ce G . La surface se t rouve 

t a i t a insi décomposée en u n e infinité d ' é l é m e n t s superf ic ie ls inf in iment pe t i t s dan-, 

un sens . Mais en changean t le m o d e de géné ra t i on de la s u r f a c e , o u , ce qui 

rev ien t au m ê m e , la loi du m o u v e m e n t de sa g é n é r a t r i c e , la surface se t rouvera 

décomposée en un a u t r e sys t ème d ' é l é m e n t s superf ic ie ls é g a l e m e n t c o m p r i s p a r 

ileux pos i t i ons successives de la géné ra t r i c e d a n s ce nouveau m o d e de généra t ion . 

2 4 7 . Àu lieu d ' e n g e n d r e r a ins i la surface pa r le m o u v e m e n t d ' u n e l igne géo

m é t r i q u e , on peu t concevoir u n e surface S se m o u v a n t éga lement d ' u n e manies* 

" ; l'oyez dans le chapitre VU de l'ouvrage ayant pour titre : Développements de ijéom«tfi« ri*$n ty 

'•><*, te* par:'Graphe» 'tons lesquels j'ai exposé les divers mod^s de génération des smfoces.. 



c o n t i n u e , de sor te que cet te sur face q u i t t e r a Tune de ses pos i t ions S p o u r venu 

i n s t a n t a n é m e n t en occupe r u n e a u t r e S' , de sor te q u e S e t S' son t deux pos i t ions 

successives de la surface mobi l e , ca r en ver tu d e la loi de son m o u v e m e n t il iïy 

a pas de posi t ion de ce t te surface c o m p r i s e e n t r e les deux S et S'. Si n o u s cons idé 

rons S et S', n o n p l u s c o m m e deux pos i t ions différentes d ' u n e surface m o b i l e , 

mais b i en c o m m e é t an t deux surfaces d i s t i n c t e s , q u i p e u v e n t ê t r e ou n ' ê t r e pas 

i d e n t i q u e s , ces deux surfaces se c o u p e r o n t su ivan t u n e l igne C. Cons idé ran t une 

t r o i s i è m e posi t ion S" de la sur face m o b i l e , les surfaces S 'e t S" se c o u p e r o n t su i 

vant u n e c o u r b e C ; en c o n t i n u a n t de la môme m a n i è r e on d é t e r m i n e r a u n e sér ie 

de c o u r b e s C, C , C" Je dis q u e deux de ces c o u r b e s C et C consécut ives 

son t telles q u ' o n ne peu t pas en p lacer u n e t ro i s ième en v e r t u de la loi pa r l aque l l e 

elles on t été p r o d u i t e s ; en effet ce t te t r o i s i è m e c o u r b e C,, si elle exis ta i t , ne p o u r 

rait p roven i r q u e de l ' i n t e r sec t ion de l ' une des surfaces S., S', S" avec u n e surface 

c o m p r i s e e n t r e S e t S', ou e n t r e S' et S", ce q u i est imposs ib l e , e n ver tu de la loi. 

du m o u v e m e n t de la surface S, donc ce t te c o u r b e C, n ' ex i s t e p a s . On voit dès lors 

q u e C, C', C" peuven t ê t r e c o n s i d é r é e s c o m m e les pos i t ions success ives d ' u n e 

c o u r b e C, q u i p a r son m o u v e m e n t e n g e n d r e u n e sur face 2. Cet te surface sera i t 

le l ieu g é o m é t r i q u e des pos i t i ons de la g é n é r a t r i c e C , mais c o m m e ce m o d e de 

géné ra t i on n ' e s t o b t e n u q u ' à posteriori, et q u e la surface 2 es t r é e l l e m e n t engen

drée p a r le m o u v e m e n t de la sur face S, on dit q u e cet te surface 2 est Y enveloppe de-

pos i t ions success ivement occupées pa r la surface mobi l e S, et les surfaces S ,S ' ,S". . . . 

qu i ne son t q u e la surface S à d ive r s i n s t an t s de son m o u v e m e n t , son t d i t e s les 

enveloppées de la surface 2. Les enve loppées success ives se c o u p e n t su ivant les 

c o u r b e s C, C , C" q u e l 'on n o m m e caractéristiques de la surface e n v e l o p p e ! . 

Enfin les c a r ac t é r i s t i ques successives se c o u p e n t en des po in t s é v i d e m m e n t suc 

cessifs en ver tu d e l à loi q u i les d é t e r m i n e , et f o r m e n t , pa r c o n s é q u e n t , une 

c o u c h e T, qu i est l'arête de rebroussement de la surface 2 ( n ° 2 1 2 ) , et à l aque l le 

tou tes les c a r ac t é r i s t i ques sont t angen te s . 

2 4 8 . L'enveloppe 2 est tangente ci une enveloppée quelconque S' en tous les points d< 

la caractéristique C, intersection de celle enveloppée S' et de l'enveloppée précédente S . 

En effet la ca r ac t é r i s t i que G in t e r sec t ion de S et S' , et la c a r a c t é r i s t i q u e C in ter 

section de S' et S", sont deux c o u r b e s s i tuées à la fois s u r les deux surfaces 2 et S": 

si pa r un po in t m q u e l c o n q u e de G, on fait passer un p lan sécant P , ce p ian coupe ra 

Gf en un p o i n t m in f in iment voisin de m et les deux po in t s m e t iri s e r o n t deux 

po in t s successifs c o m m u n s à la c o u r b e K in t e r sec t ion du p lan P et de l ' enveloppe 

et à la c o u r b e K' in te r sec t ion du plan P et de l ' enve loppée S', de sor te q u e ces 

deux cou rbes K et K' a u r o n t m ê m e tarir n ie 0 au p o i n t m. Cela posé , le plan tan-

^ e n t e n m à l ' enveloppe 2 e s t d é l e r m i n é par les t a n g e n t e s T et 0 aux c o u r b e s tracées 



C et K su r ce l te s u r f a c e , le p lan langent en m à l 'enveloppée S" est d é t e r m i n é par 

les t angen tes T et 0 aux c o u r b e s G et R' t racées s u r ce t te surface ; d o n c le plan 

de ces deux dro i tes T e t 0 est t angen t à la fois à l ' enveloppe 2 et à l ' enve loppée 

S'; il en sera i t de m ô m e p o u r tou t a u t r e po in t de la ca rac t é r i s t i que C, ce q u i d é 

m o n t r e le t h é o r è m e é n o n c é . 

11 r é su l t e de ce t h é o r è m e q u e si l 'on veut m e n e r u n p lan t angen t à u n e surface 

q u e l 'on p u i s s e c o n s i d é r e r c o m m e l ' enve loppée d ' u n e a u t r e surface à l aque l l e on 

sache déjà m e n e r le p l an t a n g e n t , on r e m p l a c e r a la sur face p r o p o s é e pa r son en 

ve loppée et l 'on m è n e r a le p l an t angen t à ce t te d e r n i è r e su r f ace . 

2 4 9 . L 'on p e u t c o n s i d é r e r deux m o d e s p r i n c i p a u x de m o u v e m e n t , soit de la 

géné ra t r i c e , soit, de l ' enve loppée qu i e n g e n d r e la surface 2. 

i a La g é n é r a t r i c e c o u r b e G p e u t conse rver i d e n t i q u e m e n t la m ê m e forme, ei 

se mouvo i r p a r a l l è l e m e n t à e l l e - m ê m e de m a n i è r e q u e l ' un de ses po in t s m par

c o u r e u n e c o u r b e d o n n é e D , q u e l 'on n o m m e r a la d i r e c t r i c e du m o u v e m e n t . 

P a r ces mots se m o u v o i r p a r a l l è l e m e n t à e l l e - m ê m e on doi t e n t e n d r e q u e dans 

u n ins t an t i n f in imen t p e t i t , c h a q u e p o i n t de la c o u r b e G décr i t u n e l igne dro i te 

in f in imen t petite., les l ignes é t an t t ou t e s égales e n t r e elles et l eurs d i r e c t i o n s p a 

ral lèles ; a insi le po in t m déc r i t l ' é l é m e n t r ec t i l igne in f in iment pe t i t mm de la 

c o u r b e D : il en sera de m ê m e de tous les a u t r e s p o i n t s de la c o u r b e g é n é r a t r i c e 

G ; en c o n t i n u a n t à faire mouvo i r ce l te g é n é r a t r i c e , on t rouvera q u e t o u s ses po in ts 

décr iven t des c o u r b e s i d e n t i q u e s à la d i r ec t r i ce D. En passan t de la posi t ion G à la 

pos i t ion success ive G', tous les p o i n t s de ia g é n é r a t r i c e G ont déc r i t des droi tes 

égales et pa ra l l è l es , q u i p ro longées fo rmen t une surface c y l i n d r i q u e ; de m ê m e eu 

passan t d e l à pos i t ion G' à la pos i t ion G", t ous les p o i n t s de la g é n é r a t r i c e déc r iven t 

des d ro i t e s égales , q u i p ro longées fo rmen t u n e seconde surface c y l i n d r i q u e , qui 

peu t n ' ê t r e pas i d e n t i q u e à la p r é c é d e n t e , car les é l é m e n t s mm et mm" de la d i 

rec t r i ce D p e u v e n t fort b i e n n ' ê t r e pas éga l emen t i nc l inés su r G et G'; de sor te 

q u ' a p r è s avoir s u p e r p o s é ces deux c o u r b e s , les géné ra t r i c e s des deux surfaces 

c y l i n d r i q u e s ne co ïnc ide ra ien t p a s , ma i s la surface c y l i n d r i q u e c o r r e s p o n d a n t à 

u n e pos i t ion q u e l c o n q u e G p de la géné ra t r i c e G sera d é t e r m i n é e pa r ce t te c o u r b e 

G p e t la t a n g e n t e D au p o i n t mv, posi t ion a c t u e l l e m e n t occupée pa r le p o i n t m. 

Tou te s les surfaces c y l i n d r i q u e s ainsi formées se c o u p e n t success ivement suivant 

les diverses géné ra t r i ce s G', G", elles son t les enveloppées de la surface 2, 

q u e l 'on p o u r r a i t pa r c o n s é q u e n t e n g e n d r e r pa r u n e surface c y l i n d r i q u e se mou

vant de m a n i è r e à ce q u e ses géné ra t r i ce s soient para l lè les success ivement aux tan

gentes cte la d i r ec t r i ce D, et q u e tou tes ses ca rac t é r i s t i ques soient des cou rbes i d e n 

t iques et para l lè les . Au lieu de cons idé re r ces surfaces c y l i n d r i q u e s on p o u r r a i t 

p r e n d r e de« enve loppées de toute a u t r e n a t u r e , p o u r v u qu 'e l l es satisfassent aux 



m ê m e s c o n d i t i o n s , mais ii est essent ie l de r e m a r q u e r q u e tou te surface ne peut 

pas ê t r e pr ise c o m m e g é n é r a t r i c e d u n e sur face d o n n é e , tou t en l u i ass ignant une 

loi de m o u v e m e n t convenab le , ca r il faut q u e les Courbes in t e r sec t ions des e n v e 

loppées p u i s s e n t ê t r e placées s u r la surface enve loppe . 

2° La géné ra t r i ce G peu t r e s t e r s emblab le à e l l e -même et se mouvo i r de ma

n iè re q u e deux généra t r i ces successives so ien t s e m b l a b l e m e n t p lacées e n t r e el les, 

un poin t m de la c o u r b e G p a r c o u r a n t u n e c o u r b e d i rec t r i ce d o n n é e D. Deux 

généra t r i ces success ives G et G' é tan t deux c o u r b e s semblab les et s emb lab l emen t 

placées d é t e r m i n e n t u n e surface c o n i q u e c o m m e nous le ve r rons p lu s lo in (Théorie 

de la similitude), don t le s o m m e t serai t à l ' in te rsec t ion de la t a n g e n t e m e n é e en m 

à D et de la t a n g e n t e m e n é e en n à u n e a u t r e c o u r b e D ' d é c r i t e p a r u n second 

po in t n de G. De m ê m e G ' e t G" d é t e r m i n e n t u n e a u t r e sur face c o n i q u e a y a n t son 

s o m m e t à l ' i n te r sec t ion des t a n g e n t e s en m' et en ri aux c o u r b e s D et D' , et a insi 

de s u i t e . On voit d o n c q u ' o n p e u t t ou jou r s se d o n n e r les deux d i r ec t r i ces D et D 

servant à d i r iger le m o u v e m e n t de la g é n é r a t r i c e c o u r b e G , avec la cond i t ion q u e 

cet te c o u r b e g é n é r a t r i c e G res te s emblab le à e l l e - m ê m e et q u e la surface 2 sera 

c o m p l è t e m e n t d é t e r m i n é e , si les c o u r b e s D et D' sat isfont à la cond i t ion de 

pouvoi r ê t r e s i tuées s u r u n e m ê me su r fa ce cy I i n d ri qu e. L e s surfaces c o n i q u e s q u e 

nous venons de c o n s i d é r e r son t e n c o r e les enve loppées de la surface 2, et d a n s ce 

mode de géné ra t i on les c o u r b e s G, G', G", en son t les c a r ac t é r i s t i ques . Dans 

ce cas e n c o r e l 'on p e u t subs t i t ue r aux sur faces con iques d ' au t r e s enve loppées 

pou rvu qu ' e l l e s sat isfassent à la cond i t i on de se c o u p e r s u i v a n t des courbes 

q u e l 'on pu isse p lacer su r la surface enve loppe 2. {*). 

{*) Voyez dans l'ouvrage quia pour titre : Développements de géométrie descriptive, le chapitre Vit 
et dernier, qui traite des infiniment petits en géométrie descriptive. 



CHAPITRE IV. 

DES SURFACES DE RÉVOLUTION. 

Construction du plan tangent. 

2 5 0 . Lue surface de révolution est u n e surface e n g e n d r é e pa r u n e l igne q u e l 

c o n q u e à s imp le ou à doub l e c o u r b u r e (plane ou gauche ) , t o u r n a n t a u t o u r d ' u n e 

i roi te q u ' o n n o m m e axe de rotation ou axe de révolution de la surface . 

Dans cet te ro t a t ion c h a q u e p o i n t de la l igne mobi le décr i t u n e c i r confé rence 

on cerc le , d o n t le p lan est p e r p e n d i c u l a i r e à l 'axe et d o n t le c e n t r e est su r l 'axe 

e J ' " 1 ^ , du soii< j q u e 1 on p, t < j h s i d é r e r c o m m e ca rac t è r e d i s t inc t i f des surfaces 

v i - 1 oiui ioi i d ' é l u coup» . c a i \ a - n des cerc les pa r des p l ans pe rpend i cu l a i r e s à 

* ^ 4 q n i s t l e L 'i n> s c en t r e de *ous ces ce rc les . 

t'ai iiii les suriacc;» ue m \ o k ho i, il faut r e m a r q u e r : 1° /a surface conique engen-

c , 'i le i p o j v ! J a. » i'. o i i 3 qu i r e n c o n t r e l 'axe ; 2° la surface cylindrique 

< '>(e p t»r VL'< ^ p , ï I< 1 e à l ' axe ; 3° la surface sphérique e n g e n d r é e pa r 

•K j icieriv < t'a -\_> c v . » r a r t a u t o u r d ' u n de ses d i a m è t r e s ; Â° enfin n o u s 

- . 'Ut ' ' e r .«\ î • . « ce e n g e n d r é e pa r u n e d ro i t e t o u r n a n t a u t o u r 

< .e <_n - ' m » • . » , e p lan avec e l le ; on la dés igne sous le nom de 

n . «*„ , * i ' »• /US celui dliyperboloïde de révolution à une nappe. 

. . « < ; . ' i , i k t nui m o u v e m e n t a u t o u r d ' u n axe e n g e n d r e une. 

* i ' •• t t ' > • , 1 4 atrice de la surface, 

- , ! - ji , . « 1 \ surface p o r t e le n o m de p/an méridien, et la 

. . . « . » , >r eu p lan est d i t e courbe méridienne. Il est évi-

! .i j x .nt éga les , ca r on peu t les p r e n d r e p o u r g é n é -

» • « x m é r i d i e n n e s ne se ron t q u e deux p o s i t i o n s 

" ' s « , s u r f a c e de r évo lu t ion pa r des p lans perpondi -

' ^ ' ' f èles de la surface. Les para l lè les d ' u n e surface 

i r e ••ux, excepté pour la *.urî<u:P e\ i indr iqu» \ 



2 5 1 . P a r un po in t m q u e l c o n q u e d ' u n e s u r l a c e de révolu t ion 2 passe a t tou jours 

u n e méridienne et un parallèle, si l 'on m è n e des t a n g e n t e s à ces deux courbes , elle» 

s e r o n t d a n s un m ô m e p l a n , q u i est le p l an t angen t à la sur face I au poin t m 

Le plan tangent est perpendiculaire au plan méridien qui passe par le point de con

tact. En effet so ient A (fig. 1 7 8 ) l 'axe et M la m é r i d i e n n e d ' u n e surface de r é v o 

lu t ion , c o n s i d é r a n t un p o i n t m de M et le para l lè le C qui passe p a r ce p o i n t , k 

plan t a n g e n t en m c o n t i e n d r a la t a n g e n t e T à la m é r i d i e n n e M et la t a n g e n t e 0 au 

para l l è le C ; les p l ans du para l lè le C et de la m é r i d i e n n e M sont pe rpend i cu l a i r e s 

e n t r e e u x , d o n c la t a n g e n t e 0 p e r p e n d i c u l a i r e à l eu r in te r sec t ion est auss i 

p e r p e n d i c u l a i r e au p lan m é r i d i e n ; il en est d o n c de môme d u p lan t angen t . 

2 5 2 . La t a n g e n t e T é tan t d a n s le p lan mér id i en r e n c o n t r e l 'axe A en un p o i a t 5 , 

e t si l 'on suppose q u e cette t a n g e n t e T t o u r n e a u t o u r de l 'axe A en m ê m e t e m p s 

q u e la m é r i d i e n n e M, elle e n g e n d r a un cône de révolu t ion à, ayan t avec la surface £ 

e n g e n d r é e p a r M le para l l è le C de c o m m u n , j e d i s q u e ces deux surfaces A et 2 sont 

t angen tes tou t le long de ce pa ra l l è l e . En effet p o u r u n a u t r e poin t q u e l c o n q u e n de 

ce para l lè le C, le p l an t a n g e n t à la sur face de révolu t ion 2 con t i end ra la t angen te 0 * 

au para l lè le C, e t la t a n g e n t e à la m é r i d i e n n e M? passan t pa r ce po in t n. t a n g e n t e qu i 

ne se ra a u t r e q u e la pos i t ion T ' q u ' e s t venu p r e n d r e la d r o i t e ï , en passant du 

po in t m au po in t n; o r , ces deux d ro i t e s ©' e t T ' d é t e r m i n e n t aussi le p ian tangent 

à la surface c o n i q u e p o u r le po in t n ; les d e u x surfaces â et 2 son t donc t angen tes 

en n, et pa r su i t e en tous les po in t s du para l lè le 

2 5 3 . Si p a r le p o i n t m o n m è n e u n e n o r m a l e I\ à la surface 2, elle sera d a n s le p ian 

m é r i d i e n ( n° 2-47 ), el le r e n c o n t r e r a d o n c l ' axe A en u n p o i n t / , q u i sera le som

met d ' u n e surface c o n i q u e de r évo lu t ion ayan t le para l lè le G de c o m m u n avec la 

surface e n g e n d r é e p a r M'; il est év iden t q u e tou te a u t r e posi t ion IS' de cet te i l rc i t^ 

N sera e n c o r e n o r m a l e à la surface 2, l 'on d i t pa r cet te ra i son q u e .la surface co

n i q u e e n g e n d r é e p a r la n o r m a l e N est n o r m a l e à la su r i aco e n g e n d r é e p a r la 

c o u r b e m é r i d i e n n e M et qu 'e l le lui est n o r m a l e en t ous les p o i n t s du para l lè le G. 

2 5 4 . Une surface de révolu t ion a d m e t six m o d e s différents de g é n é r a t i o n , que 

l 'on p e u t c lasser en deux sér ies de la m a n i è r e su ivan te : 1 e Tro is m o d e s par 

le m o u v e m e n t c o n t i n u d ' u n e ligne, d o n t la surface de r évo lu t ion sera le lieu g é o 

m é t r i q u e , et t ro is modes pa r le m o u v e m e n t c o n t i n u d ' u n e surface, d o n t la surface 

de révolu t ion serai t l ' enveloppe ; 2° t ro is modes pa r le m o u y e m e n t de rotation 

d ' u n e c o u r b e ou d ' u n e surface a u t o u r de l ' axe , et t ro i s modes par le m o u v e m e n t 

de translation d ' u n e c o u r b e ou d ' u n e s u r l a c e le long de l 'axe. 

Premier mode. Une l igne q u e l c o n q u e à s imple ou à doub le c o u r b u r e t o u r n a n t 

a u t o u r de l 'axe e n g e n d r e la sur face de r évo lu t i on ; on lui d o n n e le nom de g é n é 

ra t r ice de la surface . Il est évident q u e p o u r e n g e n d r e r u n e surface d o n n é e , on 



pour ra p r e n d r e u n e c o u r b e q u e l c o n q u e t racée su r ce t te sur face , p o u r v u toutefois 

q u e cet te c o u r b e r e n c o n t r e t ous les pa ra l l è l e s de la sur face , lesquels do iven t ê t r e 

r e p r o d u i t s p a r la ro ta t ion des d ivers po in t s de la géné ra t r i ce a u t o u r de l ' axe 

Deuxième mode. La g é n é r a t r i c e peu t ê t r e u n e l igne p l a n e s i tuée d a n s u n m ê m e 

plan avec l 'axe, c ' e s t à-dire u n e m é r i d i e n n e de la sur face de r évo lu t ion . 

Troisième mode. On p e u t enco re e n g e n d r e r Sa sur face par sa m é r i d i e n n e , en 

ue la d o n n a n t pas d i r e c t e m e n t c o m m e d a n s le m o d e p r é c é d e n t , mais en la faisant 

na î t re par l ' i n t e r sec t ion de deux sur faces . En effet p a r t o u s les p o i n t s d ' u n e mér i 

d i enne M concevons des p e r p e n d i c u l a i r e s à son p l a n , elles se ron t toutes paral lè les 

e n t r e elles et f o rmeron t u n e surface c y l i n d r i q u e 2, mais c h a q u e géné ra t r i c e d ro i te G 

de cet te surface c y l i n d r i q u e sera t a n g e n t e à u n para l lè le P et au po in t a ; de ce pa

ra l lè le en l eque l il est c o u p é p a r la m é r i d i e n n e M, d o n c ce t te g é n é r a t r i c e G passe p a r 

le point x successif de x, les po in t s x et x a p p a r t e n a n t au para l lè le P 5 ma i s la sér ie 

les po in t s x ainsi o b t e n u s fo rme é v i d e m m e n t u n e m é r i d i e n n e M' success ive de M, 

l aque l l e est éga lemen t c o n t e n u e t o u t en t i è r e su r la sur face c y l i n d r i q u e ! . Si mainte

nan t on o p è r e par r a p p o r t à la m é r i d i e n n e M ' c o m m e on v ient de le faire p a r r appor t 

à la m é r i d i e n n e M, c 'es t -à-dire , si par t ous les p o i n t s de M'on élève des pe rpend i cu l a i 

res à son p l a n , ces p e r p e n d i c u l a i r e s forment u n e surface c y l i n d r i q u e 2 ' ident ique, 

i la p r é c é d e n t e 2 et su r l aque l le se ron t deux m é r i d i e n n e s success ives M'et M", les 

Jeux surfaces c y l i n d r i q u e s 2 et 2' se c o u p e n t d o n c su ivan t la m é r i d i e n n e M'. En con

s t ru isant u n e t ro i s i ème surface c y l i n d r i q u e 2 " s u r M", ce t te nouvel le surface coupera 

lx p r é c é d e n t e 2' su ivan t la m é r i d i e n n e M", et ainsi de s u i t e . Or t ou tes les surfaces 

cy l indr iques ainsi c o n s t r u i t e s é tan t i d e n t i q u e s , on voit q u e si ap r è s avoir con-

rrui t l ' une d 'el les on la lait t o u r n e r a u t o u r de l 'axe, el le o c c u p e r a u n e sér ie do 

positions telles q u e deux pos i t ions successives se c o u p e r o n t tou jours su ivant une 

mér id ienne de la surface de r é v o l u t i o n , et par c o n s é q u e n t ce t te sur face de révo-

ut ion sera l ' enveloppe des positions successives o c c u p é e s par la sur face cy i in -

i r ique mobi l e . 

Quatrième mode. Si l 'on fait mouvo i r un cerc le de m a n i è r e q u e son c e n t r e par

cou re l ' axe , q u e son plan res te p e r p e n d i c u l a i r e à cet axe et q u e son rayon var ie 

o imiu! les o r d o n n é e s de la m é r i d i e n n e r a p p o r t é e à l ' a x e , d a n s c h a c u n e de ses 

posi t ions il r e p r é s e n t e r a un para l lè le de la surface de révolut ion et p a r consé-

;uoni ce cerc le mobi le e n g e n d r e r a la surface de révolu t ion . 

Cinquième mode. Au lieu de d o n n e r ainsi les divers para l lè les on p e u t les e n g e n 

drer par des i n t e r s ec t i ons successives de sur faces . Si pa r exemple en un po in t m de 

; m é r i d i e n n e M on m è n e la t a n g e n t e ! à ce t te m é r i d i e n n e (fig. i 78) elle r e n c o n t r e r a 

l Î \ e en un p o i n t * sommet d ' un cône de révolu t ion A ayan t p o u r g é n é r a t r i c e T, mais 

< îte t angen te T con t i en t les deux po in t s successifs m e t m ' d e M, lesquels déc r i ron t 



deux paral lè les successifs C et C c o m m u n s à la surface de révo lu t ion et à la surface 

con ique A ( l a f igure n e m o n t r e q u e le paral lè le C déc r i t p a r le po in t m ) ; si m a i n 

tenant on m è n e la t angen te T ' à M a u po in t m', e l le passera aussi p a r le point 

•uivant m" et sera la g é n é r a t r i c e d ro i t e d ' u n e surface c o n i q u e A' ayan t deux p a 

ral lè les C et C" c o m m u n s avec la sur face de r é v o l u t i o n ; ces d e u x surfaces con iques 

A e t A' se c o u p e n t p r é c i s é m e n t su ivan t le para l lè le G' de la surface de révo lu t ion ; 

une t ro i s ième surface c o n i q u e A f f , success ive de A' et cons t ru i t e de la m ê m e m a 

n iè re , coupera i t la s econde surface c o n i q u e A' su ivan t le pa ra l l è le G", et a insi de 

su i t e . Donc en faisant m o u v o i r dans l 'espace u n e surface c o n i q u e de r évo lu t ion de 

telle m a n i è r e qu ' e l l e ait t ou jours p o u r axe la d r o i t e A et .que l ' une de ses géné

ra t r ices d ro i tes soit t ou jou r s t a n g e n t e à la m é r i d i e n n e M, les in te r sec t ions de ses 

pos i t ions successives e n g e n d r e r o n t la surface de r é v o l u t i o n . 

Sixième mode. Si au po in t m de la m é r i d i e n n e M , on m è n e u n e n o r m a l e , elle 

ira r e n c o n t r e r l 'axe A en un po in t s', et si de ce po in t c o m m e c e n t r e et avec s m 

p o u r r a y o n , on décr i t un cerc le K ( q u e nous n ' avons pas t r acé su r la figure ) ce 

cerc le sera s i t ué dans le p lan m é r i d i e n d o n n a n t la m é r i d i e n n e M et sera t angen t a 

cet te c o u r b e M. Il c o n t i e n d r a pa r c o n s é q u e n t le po in t m et le po in t success i f m de 

ce t te c o u r b e M et en t o u r n a n t a u t o u r de l 'axe A, ce cerc le K e n g e n d r e r a u n e s p h è r e II 

ayan t en c o m m u n avec la surface de révolu t ion e n g e n d r é e p a r M les deux p a r a l 

lèles C et G' décr i t s p a r les p o i n t s m et m'. En o p é r a n t de m ê m e pa r r a p p o r t au 

point. m'y c 'es t -à-dire é levant u n e n o r m a l e p a r ce po in t m à la c o u r b e M, laquel le 

n o r m a l e ira r e n c o n t r e r l 'axe A en u n po in t qu i s e r a le c e n t r e d ' u n e seconde 

s p h è r e II' a y a n t en c o m m u n avec la surface de révolut ion les para l lè les C' et C", de 

sor te q u e les d e u x s p h è r e s n et n' se c o u p e r o n t su ivan t le para l lè le C'; u n e troi

s ième s p h è r e n ' ' cons t ru i t e de la m ê m e m a n i è r e coupe ra la seconde s p h è r e 11' s u i 

vant le para l lè le G"', e t a ins i de su i t e ; de sor te q u e la surface de révolu t ion 

peu t ê t r e cons idé rée c o m m e le l ieu des in te r sec t ions successives d ' u n e s p h è r e 

mobi le don t le c e n t r e p a r c o u r t l 'axe A et don t le r a y o n est t ou jou r s égal à la nor 

maie abaissée des divers poin ts de l 'axe s u r la m é r i d i e n n e M. 

2 5 5 . PROBLÈME 1 . Étant donnée une des deux projections d'un point d'une surface de 

révolution trouver la seconde projection de ce point. Pa r des c h a n g e m e n t s de p l a n s , on 

peu t t ou jou r s se r a m e n e r au cas où l 'axe de la surface est vertical et où le plan 

vert ical de pro jec t ion est paral lè le au p lan de la m é r i d i e n n e d o n n é e ( lo r sque la sur 

face est d o n n é e par u n e m é r i d i e n n e ). 

Cela posé : 

1 ° So i t la surface d o n n é e pa r l 'axe ver t ical A (fig. 1 7 9 ) et pa r la m é r i d i e n n e (. 

s i tuée d a n s le p lan m é r i d i e n M para l lè le au p lan vert ical d e p r o j e c t i o n . 

Conna issan t la pro jec t ion mh d ' un po in t m de la sur face , p o u r t rouver sa p ro jec-



lion. vert icale m nïuauquons q u e par ce point m passe un para l lè le A d o n t le rayon 

R est d o n n e en vér i table g r a n d e u r par A f t m f t; ce para l l è le A r e n c o n t r e la m é r i d i e n n e 

0 en un po in t n, d o n t la projec t ion r/ est à l ' in te r sec t ion de A*et de C*, on en c o u -

•dut n% p a r su i t e A*' et c-nlin m®. Si l 'on d o n n a i t mv, on t racera i t la d r o i t e A" para l lè le 

.•s j . t h r e n c o n t r a n t C en n", on en d é d u i r a i t n", p a r sui te Ah ci enfin m*. Il est év i -

« , a 1 [ 3 L u > ( 1 { ! C 1 a» n e • d r e p l u s i e u r s p ro j ec -

ti _X , T ou c i l » ' U (.«.., lc e .3 / ' \ j CA I \ 1 1 . le, la p e r p e n d i c u l a i r e 

^ « a u | u - j r r i I I !w!«o îti C < ii de \ | in ' q u e l 'on peu t p r e n d r e 

r * o ' u c i i i a* , ( ( 1

 r , , i J j j d ' i \ di e% icpi c n t an t l ' u n e ou l ' a u t r e 

eni i u* n pi cv ai . a V.& de i * » et i! est év ident q u e 

> t î i i i« . ' a i . . ' 1».., U N , ) ' l n o m b r e de p o i n t s , 

t t i t x j i e i i i oi. "île .) " 1 d m" la d ro i te A'" p eu t 

* , v * j ) l ( j J i i ) r i ' i ^ vAi i 1 1 et t j i ^ i s p ( / ' f e r o n t c o n n a î t r e 

i u c t, d <. V, p i a 1 , le <> r k l e ^ T a p i si [ ,>o er q u e le po in t m se 

a \ 'e . n s t r u i t la p ro jec t ion 

^ e t i\ f i i u . i t I i v-abi s s ^ t e t . i . r L l n r t crera ce t te project ion 

c t v i j I_ 1 4 W V. > • i a ^ s * » • > >p rt i Ii , "e p lan M é t a n t verts-

h e i t c le L t c , | u . ' 1 j c. . . i i „ ^ -,e ! i o j e t t en t au m ê m e poin t 

t i ? ! . . » , i \ < .\ i , S ' c î i ; d o n c !e plan nu 

M i i t.< ui a U Su r i V. i. TV-Vuu*:on en deux pa r t i e s 

. ..v î j | ' < i D i d i e r ])V it êti a.« c dans cet te pos i t ion 

t oi no ^ pouvons é n o n c e r ce l le 

, t u i ' mL, i u itlon divise la surface 

en deux variiez Sijrrteirïqiœs, 

> c t . i » * » . . d i i v u i « u v pa i ies égales t ou te s les 

i i h i i ^ 1 / m 1 * u r e m a r q u e q u e les 

i ; >. * b a 'i 1 ' , v». v, j t i o n de l 'axe de r é -
y f - i r iL 1 ( ' . t uobè re su ivan te . <e,s 

TR > ' s < • li>. > U <i l ï fjées perpendiculaire-

' ' T î c /1 i ei C l< o / ' de révolution. 

' i i > iï< 1 A K ji / U>ds et u n e géné ra t r i ce 

p I i . . I t i .i* iix< i itiîv.n 

v i . , t . . . f ; le î < -«"d i 'f , v,'i en conc lu ra la p re -

ii > « * f qu p ^ ^t i j 1

 tjui dlè le A , r e n c o n t r a n t 

^ i v. . <. » i i l L « . •> * m " » t> ii fei i n\ K U O R

 5 n t su r la figure. On 

vod a e m ê m e c o m m e n t de m0 e n conc lu ra mh. 

î.»ans ce eus , cosiime d a n s le p r é c é d e n t , à la m ê m e pro jec t ion hor i zon ta l e peu-

y;;M c o r r e s p o n d r e p lu s i eu r s p ro jec t ions ver t ica les , et r é c i p r o q u e m e n t \ c 'es t -à-di re 
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q u e p lus i eu r s po in ts de l a s u r f a c e p e u v e n t a v o i r une même p ro jec t ion ho r i zon t a l e , e t 

q u e p lus i eu r s p o i n t s de la surface p e u v e n t avoir aussi m ê m e p ro jec t ion ver t ica le ; 

a ins i les p r e m i e r s se ron t s i tués s u r u n e m ê m e p e r p e n d i c u l a i r e au p lan h o r i z o n t a l , 

et les s e c o n d s su r une m ê m e p e r p e n d i c u l a i r e au p l a n vert ical de p ro j ec t ion . 

"lof}. PROBLÈME 2 . Par un point d'une surface de révolution mener un plan tangent 

à celte surface. Le po in t de con tac t m é t an t donné par u n e de ses p ro jec t ions mh, 

on c h e r c h e r a d ' abo rd la seconde projec t ion iri (n° 251 ) (fig. 179 et 1 8 0 ) , de ce 

po in t m en ver tu de ce qu ' i l doi t ê t r e r é e l l e m e n t sur la sur face , pu i s le p l a n tan

gen t P do i t c o n t e n i r la t a n g e n t e T à la g é n é r a t r i c e C et la t a n g e n t e 0 au para l lè le 

A , ces c o u r b e s se c ro i san t au po in t m; la t a n g e n t e P s 'obt ient en m e n a n t la t angen te 

F' au po in t n de C, pu i s r a m e n a n t ce t te t a n g e n t e d a n s la posi t ion T où elle passe 

par le po in t d o n n é m. La t a n g e n t e 0 é t an t h o r i z o n t a l e , IP devra ê t r e para l lè le à & h 

et passe r p a r la t r ace h o r i z o n t a l e A de T . On a u r a ensu i t e V p au m o y e n de la t race 

vert icale de T et d u po in t où H p c o u p e la l igne de t e r r e , et si l ' un de ces p o in t s 

est h o r s des l imi t e s du dess in , on emplo ie ra u n e ho r i zon ta l e K de ce p lan ta n s e n t 

P et m e n é e pa r u n po in t q u e l c o n q u e p de T . 

R e m a r q u o n s q u e H ? doi t ê t r e p e r p e n d i c u l a i r e à la t race hor i zon ta le du plan 

m é r i d i e n pa s san t pa r le p o i n t m. 

257 . PROBLÈME 3 . Par un point pris hors d'une surface de révolution mener a celle 

wrface un plan tangent faisant avec le plan horizontal un angle donné. S u p p o s o n s le 

plan t angen t c o n s t r u i t ; pa r le po in t de con tac t x on p e u t m e n e r u n e t angen te a 

la m é r i d i e n n e C , q u i passe par ce po in t x, sa pro jec t ion ho r i zon t a l e , se confon

d a n t avec la trace h o r i z o n t a l e du plan m é r i d i e n , sera p e r p e n d i c u l a i r e à la t race 

ho r i zon t a l e H* du p lan t a n g e n t T ( n° 2 5 2 ) , donc ce t te t a n g e n t e 0 ' sera u n e l igne 

de p l u s g r a n d e p e n t e du p lan T pa r rapport au p lan ho r i zon t a l ( a 0 37 ) et fera p a r 

c o n s é q u e n t avec le p lan h o r i z o n t a l le m ê m e ang le a q u e le p lan T l u i - m ê m e . Mais 

ce t te tangente coupe l 'axe A de la surface de révo lu t ion en un poin t s, et si Ton 

suppose q u e la m é r i d i e n n e C t o u r n e a u t o u r de Taxe A qui est vertical en e n t r a î n a n t 

avec elle sa tangente 0 ' , ce t te d ro i t e 0 f fera tou jours avec le p lan hor izon ta l l ' angle 

«, et quand elle sera venue d a n s la pos i t ion où elle est para l lè le au plan ver t ica l , sa 

projec t ion vert icale fera avec la l igne de t e r r e l ' angle « d o n n é . La surface de révo

lu t ion étant donnée par son axe A vertical et par u n e m é r i d i e n n e p lane C paral lè le 

•m p l an ver t ical de p ro j ec t ion , BOUS m è n e r o n s 0 * t angen te à .la c o u r b e G* et faisant 

•ivec LT l 'angle d o n n é x, 0 * se confondra avec C \ pu is cons idé r an t 9 c o m m e hi 

généra t r i ce d 'une surface c o n i q u e de révolut ion A ayant p o u r s o m m e t le point s, 

in te r sec t ion des d ro i tes 0 et À , et p o u r axe la d ro i te A , il n 'y au ra plu> qu ' a 

mener pa r le point d o n n é m un p l a n t angen t à • - U " •n r tVe • •.;n5qu" :\ (v> 

et ce s^ra U\ plan lange ru d e m a n d é ( n" 2'U) ) 



Le po in t s p e u t se t r ouve r h o r s des l imi tes du dess in , a lors le p r o c é d é o rd i 

nai re ( n° 2 2 5 ) p o u r m e n e r le p l an t angen t à u n c ô n e , n ' e s t p lus app l i cab le , ma i s 

on p e u t p r e n d r e u n n o u v e a u p l an h o r i z o n t a l para l lè le à l ' anc ien et pas san t pa r 

le po in t m, ce p o i n t m est é v i d e m m e n t a lors la t r ace hor izon ta le de la d ro i te qui 

un i t ce po in t m au s o m m e t s et c 'est p a r ce po in t m qu ' i l faut dès l o r s , m e n e r u n e 

t angen te au cerc le base du cône A s u r le nouveau p lan h o r i z o n t a l . 

257 Ois. Une sur face de révolu t ion 2 , a insi q u ' o n l'a dit c i -dessus , p e u t d o n c ê t r e 

cons idé rée : 

1 ° C o m m e l ' enve loppe d ' u n e su i t e de cônes A, A', A", e t c . , de révolu t ion ayant 

l 'axe de ro ta t ion de la sur face 2 p o u r axe c o m m u n de révo lu t ion , les caractéris

tiques de ce t te sur face 1 é tan t d a n s ce cas ses d ivers parallèles, C, C , C", e t c . 

2° C o m m e l ' enve loppe d ' u n e su i te de c y l i n d r e s i d e n t i q u e s B, B ' , B", les carac

téristiques de ce t te surface 2 é t an t d a n s ce cas , ses d iverses c o u r b e s m é r i d i e n n e s 

M, M', M", e t c . , qu i son t des c o u r b e s i d e n t i q u e s . 

3° C o m m e l ' enve loppe d ' u n e sui te de s p h è r e s S, S', S", e t c . , ayan t l e u r s cen t r e s 

s u r l 'axe de révo lu t ion de ce t te surface 2 , e t les diverses caractéristiques de 2 é tan t 

ses d ivers pa ra l l è l e s C, C , C", e t c . 

Cela posé : 

Si l 'on se d o n n e u n po in t m s u r la su r face de révolu t ion 2, et q u e Ton d e m a n d e 

de c o n s t r u i r e le p l an T t a n g e n t en u n po in t m à ce t t e sur face 2, on p o u r r a p o u r 

ce po in t m r e m p l a c e r la surface 2 : 1° p a r son enve loppée c o n i q u e A q u i lui est 

t angen te tou t le long d u parallèle C passan t p a r le po in t m, ou 2° p a r son e n v e 

loppée c y l i n d r i q u e B q u i lui est t a n g e n t e t o u t le long de la méridienne M passan t 

par le po in t m, ou 3° par son enve loppée s p h é r i q u e S qu i lui est t a n g e n t e tou t le 

long d u parallèle C passan t p a r le p o i n t m et le p lan t angen t en m au cône A ou au 

c y l i n d r e B ou à la s p h è r e S ne sera a u t r e q u e le plan T t angen t en m à la surface 2. 

Ainsi u n e s u r f a c e de r évo lu t ion , que l l e q u e soit sa c o u r b e m é r i d i e n n e peu t t o u 

j o u r s ê t r e r emplacée p a r l ' une des t ro is enveloppées p r é c é d e n t e s q u i son t des s u r 

faces t r è s - s imp le s ; ainsi s o u s le po in t de vue g é o m é t r i q u e , la c o n s t r u c t i o n d u plan 

t angen t en u n po in t d ' u n e surface de révo lu t ion n ' ex ige pas a u t r e chose q u e ce 

q u e l 'on sait s u r la c o n s t r u c t i o n d u p lan t a n g e n t en un p o i n t d ' un cône , ou en un 

poin t d ' un c v l i n d r e , ou en un po in t d ' u n e s p h è r e . 



CHAPITRE Y. 

.THÉORIE GÉNÉRALE DE LA SIMILITUDE 

De la similitude directe et inverse, des polygones et des courbe* 

2 5 8 , Les p r o p r i é t é s de la s imi l i tude des t r i ang les é tan t supposées c o n n u e s par 

les é l ément s de g é o m é t r i e , nous p o u r r o n s é tab l i r le t h é o r è m e su ivan t : 

Si deux polygones plans situés dans un même plan ou dans des plans parallèles ou 

deux polygones gauches ont leurs côtés parallèles et proportionnels, les droites qui unis

sent leurs sommets homologues concourent en un même point. Dans deux po lygones sens 

h lab les , on n o m m e s o m m e t s h o m o l o g u e s les s o m m e t s des angles égaux ; côtés homo

logues , ceux q u i un i s s en t des s o m m e t s h o m o l o g u e s ; po in t s h o m o l o g u e s , les po in t s 

don t les d i s tances aux s o m m e t s homologues sont p r o p o r t i o n n e l l e s ; enfin dro i tes 

homologues , les d ro i tes qu i u n i s s e n t des poin ts h o m o l o g u e s . Cela posé : les d ro i tes 

fig. 181) ad, bb!, se c o u p a n t au po in t o, il faut p r o u v e r q u e ce' passe auss i p a r ce 

p o i n t , or : les t r i ang les semblab les abo, ado d o n n e n t ab : db' :: bo : b'c ; non? 

m a n t p o u r un ins tan t d le po in t de c o n c o u r s de bb' et ce, les t r i ang les semblab les 

bed, b'c'd d o n n e n t bc : de : : bd : l/d; ma i s on a ab : a'b' ::bc\ b'c\ donc bo : do : : bo . 

do; d 'où bo — b'o : bo :: bd—b'd : bd; or : bo — b'o -=.bd—b'd — bb'; donc bo= ho , 

donc les po in t s o e t o ' c o ï n c i d e n t ; d o n c ce passe pa r le po in t o. On d é m o n t r e r a de 

m ê m e q u e tou tes les au t r e s d ro i tes dd!, p a s sen t pa r ce m ê m e po in t o. Les 

polygones abcd et d b'c'd! sont donc semblab les et s e m b l a b l e m e n t p lacés , le point <> 

é t an t leur centre ou pôle commun de similitude. 

Dans cet te f igure le pôle c o m m u n est au delà des deux polygones , si les polygo 

nés sont s i tués su r u n m ê m e p lan et au delà des p lans des po lygones , si ces polygones 

sont, s i tués s u r des p l ans para l lè les ; on d i t a lors q u e ces p o h g o n e s son t divecu~ 

ment semblables et le p o i n t o p e u t ê t r e n o m m é pôle externe de similitude. Les d ro i tes 

m, ob, son t d i tes rayons vecteurs des s o m m e t s ou po in ts du polygone abcd..... 

et les d r o i t e s m, ob\ sont di tes rayons vecteurs des s o m m e t s ou po in t s homolo--
v!c t ' A i . n i (i 



gues du polygone d b'c'd' et l 'on voit q u e d a n s ce cas les r ayons v e c t e u r s homo

logues sont su r une m ê m e dro i te et d i r igés d u m ê m e côté d u pôle c o m m u n o. Si l 'on 

fait g l isser le po lygone a'b'c'd'—,. pa r a l l è l emen t à l u i -même de m a n i è r e q u e le 

s o m m e t d v i enne co ïnc ider avec son h o m o l o g u e a, les côtés db' et a'd' v i endron t 

se p lacer su r les côtés homologues ab et ad, e t en généra l tou te d ro i t e p a r t a n t d u 

po in t a ' v i e n d r a se p lacer s u r son h o m o l o g u e , et le p o i n t a se ra le pôle c o m m u n 

de s imi l i tude des deux po lygones abcd et a"b"c"d" ( l e po lygone d'b"c"d"... 

é tan t la nouvel le posi t ion du po lygone db'c'd' ) 

2 5 9 . Mais il p e u t a r r iver q u e les d ro i t e s aa\ bb', ce,.... (fig. 182) , qu i un i s sen t 

les p o i n t s homologues des deux sys tèmes abcd db'c'd' se c ro i sen t en un 

po in t o c o m p r i s e n t r e les deux po lygones et q u e p a r ce t te ra ison n o u s p o u r r o n s 

n o m m e r pôle interne de similitude, on dit a lors q u e les d e u x polygones son t inverse

ment semblables. D a n s é e cas les r ayons vec t eu r s homologues sont enco re en l igne 

d r o i t e , m a i s di r igés de p a r t et d ' a u t r e d u p o i n t o et pa r c o n s é q u e n t su r le pro lon

g e m e n t l ' un de l ' a u t r e . Si l 'on fait gl isser le po lygone a'b'c'd' p a r a l l è l e m e n t 

à l u i - m ê m e j u s q u ' à ce q u e le s o m m e t d v i enne co ïnc ide r avec son h o m o l o g u e a. 

les côtés d b' et de v i e n d r o n t se p lacer s u r le p r o l o n g e m e n t de l eu r s homologues 

abelae, et en géné ra i t ou t e d ro i t e m e n é e du p o i n t a ' v i e n d r a se p l ace r s u r le p r o 

l o n g e m e n t de son h o m o l o g u e ; et le po in t // sera a lors le pôle i n t e r n e de s i m i l i t u d e 

des deux po lygones . 

2 6 0 . Deux po lygones semblab les et s e m b l a b l e m e n t p lacés n ' o n t en généra l 

q u ' u n pô le c o m m u n de s imi l i t ude e x t e r n e ou i n t e r n e ; mais d a n s q u e l q u e s cas 

c h a q u e s o m m e t de l ' un des po lygones peu t ê t r e c o n s i d é r é ind i f fé remment c o m m e 

l 'homologue de deux s o m m e t s différents de l ' au t r e po lygone ; a lors les deux po

lygones on t deux pôles c o m m u n s de s imi l i tude , l ' u n ex t e rne o(fig. 1 8 3 ) , l ' a u t r e 

i n t e rne d. Mais d a n s ce cas , la d ro i te db' ou d"e" é t an t ind i f fé remment l ' homologue 

de ab et de de, ces deux côtés son t para l lè les ; il en est de mêmejde bc et ef, de cd et fa 

Donc les angles a et d, b et e, c eif son t égaux . Je dis de p lu s q u e les d iagonales 

qu i un i s sen t les s o m m e t s des angles égaux se c o u p e n t en u n m ô m e poin t et q u e ce 

point d iv ise c h a c u n e d 'el les en deux p a r t i e s égales ; en effet ab et ed é tant pa ra l 

lèles sont d a n s un m ê m e p lan , d o n c les d iagonales homologues a'd' et b'e ou d'b" 

et b"c" se coupen t en u n p o i n t p homologue de p, soit q u e l ' on cons idè re le polv-

^onedb'c'd'e'f d i r e c t e m e n t semblab le au po lygone abedefbu le po lygone a"b"c"d"ef" 

i nve r semen t s emblab le au m ê m e po lygone abedef] on a u r a d o n c les r a p p o r t s égaux 

ap : pd : : a'p' : p'd' : : a"p' : p'd" d'où a'p' -f a"p' : p'd' -j-p'd" : : ap :pd 

mais dp +a"pz=pa" p'd"~dd', donc ap = pd; o n d é m o n t r e r a d e m ê m e q u e le 

point p est le mi l ieu de be\ puis les côtés bc et ef é tant para l lè les sont dans un 



m ê m e p lan et pa r su i t e les d iagona les be et cf se c o u p e n t , et c o m m e on verra i t en 

core qu ' e l l e s doivent se c o u p e r en deux par t i e s égales, elles se c o u p e r o n t au po in t 

p . Le p o i n t p est dit le c e n t r e du po lygone abcdef et p a r la m ê m e ra ison p' est le 

c e n t r e de l ' au t re po lygone db'c'd'e'f. La d é m o n s t r a t i o n c i - d e s s u s m o n t r e encore 

q u e les q u a t r e p o i n t s p, / / , o, d son t s u r u n e m ê m e d ro i t e , car p et p é t a n t deux 

po in ts homologues des po lygones semblab les abcdef et db'c'd'e'f, la d r o i t e pp passe 

pa r le pôle ex t e rne de s imi l i tude o de ces deux polygones-, de m ê m e ces po in t s p 

et p é t a n t des p o i n t s homologues d a n s les po lygones abcdef eta"b"c"d"e"f", la d ro i t e 

pp' passe par l eur pôle i n t e r n e de s im i l i t ude o'. 

2 8 1 . Par le pôle c o m m u n de s imi l i tude o(fig. 1 8 1 et 182 ) de deux po lygones 

semblab les et s e m b l a b l e m e n t p lacés , s i tués d a n s u n m ê m e p lan ou d a n s des p l ans 

para l lè les , m e n o n s u n e d ro i t e q u e l c o n q u e D, j o ignons u n po in t q u e l c o n q u e p 

le cet te d r o i t e avec tous les s o m m e t s de l ' un des po lygones abc , m e n o n s pa r 

le s o m m e t d du second po lygone ( c e s o m m e t d é t an t l ' homologue du s o m m e t a du 

p r e m i e r p o l y g o n e ) u n e d ro i t e dp para l lè le à ap et c o u p a n t dès lors la d ro i t e D 

en un po in t / / ; et j o ignons ce po in t p aux a u t r e s s o m m e t s du second polygone ; j e 

dis q u e les dro i tes qu i un i s sen t les po in t s p et p à deux s o m m e t s et en généra l à 

deux po in t s h o m o l o g u e s , son t pa ra l l è les . E n effet «p et dp' son t para l lè les par 

i n s t r u c t i o n , d o n c les t r i ang les semblab les aop, dop d o n n e n t 

ao : do : : po : p'o mais ao : do : : bo : b'o donc bo : b'o : : po : p'o 

donc pb et b'p' sont pa ra l l è l e s ; on d é m o n t r e r a de m ê m e q u e cp et cp, dp et dp 

sont para l lè les . De p lus les d i s t ances des po in ts p et p aux s o m m e t s homologues 

sont p r o p o r t i o n n e l l e s , car les t r i ang les semblab les abp, et b'p' d o n n e n t ap : dp : 

bp : b'p; de m ê m e les t r i ang les semblables bcp, b'c'p d o n n e n t bp-.b'p:: cp: cp ei 

ainsi dit sui te ; donc 

ap : a'p' : : bp ; b'p' : : cp : dp : : dp : d'p1 :: 

La dro i t e D est d i t e axe de similitude des deux po lygones , et les po in t s p et p 

sont des pôles conjugues de similitude. 

( .< h deux pôles sont s i tués d u m ê m e côté du po in t o, q u a n d ce po in t est u n pô le 

de s imi l i tude ex te rne (fig, 181) ; ils sont l 'un d ' u n côté et l ' au t r e de l ' a u t r e cote , 

l o r sque le po in t o est un pôle de s imi l i tude i n t e r n e . Dans le cas où les deux poly

gones ont deux pôles c o m m u n s de s imi l i t ude (fig. 1 8 3 ) , tou te d ro i t e m e n é e par 

f'un des po in t s o ou d est un axe de s imi l i tude et les pôles con jugués sont placés 

sur c h a c u n de ces axes c o m m e dans les cas p r é c é d e n t s . La d ro i t e od qu i unit le* 

deux pôles es t à la fois u n axe de s i m i l i t u d e ex te rne et un axe de s imi l i tude in 

t e r n e , et les deux cen t res p et p' sont deux pôles con jugués de s i m i l i t u d e , s i tués , 



c o m m e on le voit, du m ê m e coté pa r r a p p o r t au pôle ex t e rne o, ma i s de cotés diffé

r e n t s pa r r a p p o r t au pôle i n t e r n e d. Si l 'on p r e n d un poin t q u e l c o n q u e x9 q u ' o n 

l 'unisse avec les deux pôles o et o', on a u r a deux axes de s imi l i tude A et A'; si l 'on 

jo in t le po in t x avec tous les s o m m e t s de l 'un des polygones abcdef p a r des d ro i tes 

et q u e des s o m m e t s homologues du po lygone db'c'd'e'f on m è n e des para l lè les à ces 

d ro i t e s , elles se c o u p e r o n t tou tes en un po in t y de A et les po in t s x et y s e ron t des 

pôles con jugués de s imi l i tude des deux p o l y g o n e s ; mais si l 'on m è n e les paral lè les 

des s o m m e t s homologues du po lygone d'b"c"d"e"f"', el les se c o u p e r o n t en u n po in t y 

de A' et xet y' s e ron t aussi d e s pôles c o n j u g u é s de s imi l i tude des deux polygones 

p roposés . Donc d a n s l e cas qui nous o c c u p e , à un pôle de l 'un des po lygones cor

r e s p o n d e n t tou jours deux pôles p o u r l ' au t r e p o l y g o n e , s i tués avec le p r é c é d e n t 

sur deux dro i tes passan t l ' une par le pôle c o m m u n e x t e r n e , et l ' au t r e pa r le pôle 

c o m m u n i n t e r n e de s i m i l i t u d e des deux po lygones . 

Tou te d ro i t e m e n é e pa r le pô le de s imi l i tude sera u n axe de s i m i l i t u d e , et un 

po in t q u e l c o n q u e é tan t p r i s s u r cet axe p o u r pôle de l ' un des polygones , on e n 

conc lu r a un pô le con jugué p o u r l ' au t r e po lygone . Deux pôles con jugués de s imi l i 

t ude son t tou jours placés su r u n e m ê m e dro i t e passan t p a r le c e n t r e , c ' es t -à -d i re 

sur un axe de s imi l i t ude . Enfin s u r u n m ê m e axe D, les pôles con jugués p et p 

sont d ' a u t a n t p lu s é lo ignés l 'un de l ' au t re qu ' i l s sont p l u s d i s tan t s d u po in t o, car 

on a tou jours 

pp op : ; ad ". od d ou — constante 

par c o n s é q u e n t pp croî t avec op et d a n s le m ê m e r a p p o r t . 

2 6 2 . Si l 'on fait m o u v o i r la f igure p'db'd (fig. 481 et 1 8 2 ) pa ra l l è l emen t 

à e l l e -même j u s q u ' à ce q u e le po in t p' co ïnc ide avec le point p , les pôles con ju 

gués p et p a insi r é u n i s d e v i e n d r o n t u n pôle c o m m u n de s imi l i tude des deux p o 

lygones d a n s l eurs nouvel les pos i t ions re la t ives , et ce sera un pôle de m ê m e es 

pèce q u e le pôle o, c ' e s t - à - d i r e un pôle ex te rne l o r s q u e les deux pôles p et p sont 

du m ê m e côté du po in t o , et un pôle i n t e r n e lo r sque ces deux pôles son t de par t 

et d ' a u t r e du po in t o. 

Si les polygones abcd...., d b'c'd.... sont p l a n s , les figures pabcd...., p db'c'd'. . 

sont des p y r a m i d e s semblab les et s e m b l a b l e m e n t p lacées . Dans tous les c a s , le 

point o p eu t ê t r e c o n s i d é r é c o m m e le s o m m e t d ' u n angle po lyèdre su r le c o n t o u r 

d u q u e l sont t racés les po lygones abcd...., a'b'c'd. Deux polygones semblab les ne 

peuven t en généra l ê t r e s i tués q u e su r le c o n t o u r d ' u n angle po lyèdre , mais ils 

peuven t ê t r e s i tués en m ê m e t e m p s su r le c o n t o u r de deux angles po lyèdres 

q u a n d ils on t deux pôles c o m m u n s de s imi l i t ude , c 'es t -à-d i re q u a n d ils ont un 

cen t re ( n° 256 ). 



On conc lu t de ce qu i p r écède q u e deux polygones semblab les peuven t tou jours 

ê t re placés dans l 'espace de telle m a n i è r e q u e les dro i tes qu i u n i s s e n t l eurs som

mets homologues c o n c o u r e n t en un m ê m e p o i n t ; mais la r é c i p r o q u e n 'es t pas 

vra ie , à mo ins q u e i 'on n 'a jou te q u e les d i s tances des s o m m e t s homologues a 

ce po in t de concour s sont p r o p o r t i o n n e l l e s , ou q u e les côtés homologues des po

lygones sont p r o p o r t i o n n e l s , ou q u e les po lygones on t l e u r s angles égaux, e tc . 

2 6 8 . Les p ropos i t i ons p récéden tes sont i n d é p e n d a n t e s d u n o m b r e et de la gran

d e u r des côtés des deux polygones , elles se ron t donc appl icab les à deux c o u r b e s . 

p u i s q u e u n e c o u r b e peu t ê t r e r i g o u r e u s e m e n t cons idé rée c o m m e un polygone 

infinitésimal; mais il est nécessa i re d 'a jou ter q u e l q u e e x p l i c a t i o n ; et en effet. 

c o m m e n t doi t -on e n t e n d r e q u e deux c o u r b e s on t des côtés pa ra l l è les et p ropor 

t ionnels (n° 2 5 4 ) ? P u i s q u e la t a n g e n t e à u n e c o u r b e n 'es t q u e le p ro longemen t 

d ' u n é l émen t de cet te c o u r b e , on doi t e n t e n d r e p a r deux c o u r b e s q u i on t leurs 

é l émen t s ou côtés para l lè les , deux cou rbes tel les q u e les t angen tes de l ' une soient 

para l lè les aux t angen tes c o r r e s p o n d a n t e s de l ' a u t r e . Q u a n t à la seconde condi t ion 

r e m a r q u o n s q u e de la p r o p o r t i o n n a l i t é et d u pa ra l l é l i sme des côtés de deux poly

gones , il est facile de c o n c l u r e le para l lé l i sme des d iagona les ou de deux dro i tes h o 

mologues q u e l c o n q u e s , et d ' é tab l i r q u e lesd iagonales h o m o l o g u e s son t dans Je même 

r a p p o r t q u e les c ô t é s ; o r , d a n s u n e c o u r b e , tou t p o i n t p e u t r e p r é s e n t e r un sou» 

met du po lygone in f in i t é s ima l , pa r lequel on p e u t r e m p l a c e r ce t te c o u r b e : i 

elonc, p a r deux po in t s homologues des deux c o u r b e s , on m è n e des co rdes paral

lèles e n t r e e l l e s , les co rdes para l lè les doivent ê t r e d a n s u n r a p p o r t cons tan t . 

Les cou rbes p e u v e n t ê t r e d i r e c t e m e n t semblab les et avoir u n pôle de s imi l i tude 

ex te rne o (fig. 184 ) , ou ê t r e i n v e r s e m e n t semblab les et avoir u n pôle de s imi

l i tude i n t e r n e o (fig. 185 ) . Enfin les deux c o u r b e s peuven t ê t r e tel les q u ' u n point 

de l ' u n e d 'el les soi t à la fois l ' homologue de deux p o i a t s de l ' au t r e ; elles ont 

a lors deux pôles c o m m u n s de s imi l i t ude o et d (fig. 186 ), l ' un e x t e r n e et l'auti-f-

i n t e r n e . Dans ce d e r n i e r cas , les dro i tes ag, bh,ci...... u n i s s an t deux p o i n t s , ayain 

p o u r homologues les deux po in t s , « ' o u g", b' ou h", c ou se coupen t toutes 

en un po in t p(n° 2 5 6 ) qu i divise c h a c u n e d 'el les en deux p a r t i e s éga les ; les d ro i t e -

homologues d a n s l ' au t r e c o u r b e se c o u p e n t en un p o i n t p ' , et les q u a t r e pomt> 

e\ n\ p, p sont en l igne d r o i t e . Les po in t s p et p' son t les cen t r e s des cou rbes 

proposées , et ces cou rbes sont telles q u e les t angen tes m e n é e s aux ex t r émi t é : 

d ' u n e co rde ou diamètre passan t p a r leur c e n t r e sont para l lè les e n t r e el les. 

2 6 4 . T o u t e d ro i t e D menée pa r un pôle c o m m u n de s i m i l i t u d e de deux c o u r b e -

semblables Cet 0! (fig.il A et 185) est un axe de s im i l i t ude de ces cou rbes (n°257) , 

et si l 'on p r e n d un poin t p s u r cet a x e , q u ' o n l 'unisse avec tous les po in t s de I», 

courbe C , q u ' e n s u i t e , pa r les po in ts homologues de la c o u r b e C , on m è n e de-



paral lè les a ces d r o i t e s , elles c o n c o u r r o n t toutes en un po in t p du m ê m e axe D , 

cl les po in t s p et p ' s e ron t les pôles con jugués des deux c o u r b e s . En effet, les 

dro i tes D et pa d é t e r m i n e n t un p lan c o n t e n a n t la d ro i t e ad : d o n c , si du poin t d 

on m è n e u n e para l l è le à op, el le sera tou t e n t i è r e d a n s ce p i a n , et r e n c o n t r e r a 

par c o n s é q u e n t D en u n p o i n t p ' , ma i s les dro i tes de et dp é t an t r e spec t ivemen t 

para l lè les à ac et ap, les p l ans (pdc) et (pac) sont para l lè les . Donc , si de c on m è n e 

une pa ra l l è l e à cp, e l le sera t o u t e n t i è r e d a n s le p lan (p'dd) et aussi dans le plan 

feepp'), elle r e n c o n t r e r a d o n c enco re la dro i te D au p o i n t p. On fera voir de m ê m e 

q u e la para l lè le à ep, m e n é e du po in t e, r e n c o n t r e D au point p, et ainsi des au t r e s , 

<;e q u i d é m o n t r e le. t h é o r è m e énoncé . Nous r e m a r q u e r o n s encore q u e les pôles 

conjugués p et p son t du m ê m e côté du po in t o , si ce po in t est u n pôle e x t e r n e de 

s i m i l i t u d e , et de côtés d i f fé ren t s , si ce p o i n t est un pôle i n t e r n e de s i m i l i t u d e . 

Dans le cas où les d e u x c o u r b e s on t deux pôles c o m m u n s de s imi l i t ude (fig. 186) , 

la d ro i te od, qu i u n i t ces p ô l e s , est à la fois u n axe de s imi l i t ude ex t e rne et un axe 

de s imi l i t ude i n t e r n e ; les c e n t r e s p et p de s d e u x c o u r b e s son t deux pôles con

j u g u e s ( n° 2 5 7 ) ; et u n p o i n t q u e l c o n q u e x, c o n s i d é r é c o m m e un pôle de Tune 

•'les c o u r b e s C , a u r a t o u j o u r s deux pôles y et y' qu i lui c o r r e s p o n d r o n t pour 

f o u t r e c o u r b e C , et q u i s e ron t s i tués avec x s u r deux d ro i t e s p a s s a n t , l ' une p a r 

le pôle ex t e rne de s im i l i t ude o, l ' a u t r e p a r le pôle i n t e r n e o'. Tou te d ro i t e m e n é e 

par un pôle c o m m u n de s i m i l i t u d e , est un axe d e s i m i l i t u d e . E n f i n , su r un m ê m e 

axe , ies pôles con jugués sont d ' a u t a n t p lu s é lo ignés l ' un d e l ' au t r e qu ' i l s sont 

p lus d i s tan t s d u pôle c o m m u n . 

:>*;5. Si l 'on fait m o u v o i r la l igure ( p ' , G') (fig. 184 et 1 8 5 ) pa r a l l è l emen t à 

:1k' m ê m e , j u s q u ' à ce q u e le po in t p ' soit venu co ïnc ide r avec le po in t p , c e point 

dedcmdra un pôle c o m m u n de s imi l i tude e x t e r n e ou i n t e r n e des c o u r b e s d a n s 

î.jnr nouvel le p o s i t i o n , su ivant q u e le po in t o se ra l u i - m ê m e un pôle c o m m u n de 

s imi l i tude e x t e r n e ou i n t e r n e . 

.Si les c o u r b e s C et C n e son t pas s i tuées d a n s un m ê m e plan avec l 'axe de s i 

mi l i tude D , les figures ( p , C ) et ( p ' , C ) sont deux surfaces c o n i q u e s , semblab les 

•t sHnb iabJemen t p l a c é e s , en s u p p o s a n t les r a y o n s vec teurs indéf in iment p r o 

ionges ; ces deux surfaces s e r o n t a lors i d e n t i q u e s , car ap r è s avoir t r an sp o r t e le 

p o n u / / c i i p , é v i d e m m e n t elles c o ï n c i d e r o n t , d 'où l 'on conc lu t q u e deux cou rbes 

semblab les p e u v e n t tou jours ê t re p lacées s u r u n e infinité de surfaces c o n i q u e s , 

p u i s q u e le s o m m e t o est e n t i è r e m e n t a r b i t r a i r e . 

Mais p o u r u n e pos i t i on d o n n é e des c o u r b e s semblab les ou s e m b l a b l e m e n t 

placée* (\ et C, l o r squ 'e l l e s sont gauches et dès (ors non s i tuées d a n s un m ê m e 

plan ,ôu lo r squ 'e l l e s sont p l a n e s et non s i tuées dans un m ê m e p l a n , les dro i tes qui 



unissen t les po in t s homologues f o r m e n t u n e surface c o n i q u e q u i con t i en t a la fois 

les deux c o u r b e s , et qui a son s o m m e t au pô le c o m m u n de s imi l i t ude . Les courbes 

C et C' ne p e u v e n t d o n c en généra l ê t r e s i tuées en m ô m e t e m p s q u e su r u n e seule 

surface c o n i q u e , et les deux c o u r b e s se t r o u v e n t s u r la m ê m e n a p p e , si el les nom 

d i r e c t e m e n t s emblab le s , et c h a c u n e s u r des n a p p e s différentes , si elles sont inver

s e m e n t semblab les . Mais d a n s le cas où les c o u r b e s o n t deux pôles c o m m u n s di-

s i m i i i l u d e , elles peuven t ê t r e s i tuées en m ê m e t e m p s su r d e u x surfaces con ique* 

don t l ' u n e les con t i en t s u r la m ê m e n a p p e et l ' a u t r e su r des n a p p e s différentes. 

11 ne faut pas oub l ie r q u e ce cas a l ieu p o u r des c o u r b e s qu i pos sèden t un c e u t r e 

(n° 2 5 9 ) , c ' e s t - à -d i r e u n po in t q u i est le mi l i eu de tou te s les co rdes qu i y passent , 

pa r ce q u e cet te r e m a r q u e n o u s sera u t i le d a n s la théor i e des sec t ions c o n i q u e -

Ajoutons q u e , d a n s le cas des cou rbes p l a n e s , ce cen t r e est é v i d e m m e n t sur ' 

plan de la c o u r b e . 

2 6 6 . R é c i p r o q u e m e n t , si l 'on coupe u n e surface c o n i q u e pa r d e u x p l ans pa

ral lèles , les sec t ions son t des c o u r b e s semblab les ; en effet el les ont tou tes k a o > 

t angen tes homologues , para l lè les e n t r e e l l e s , et l eu r s co rdes h o m o l o g u e s , p a r a l 

lèles et p ropo r t i onne l l e s e n t r e e l l e s , et l eu r rapport constant est celui des d i s ^ o s 

dos p lans sécan t s au s o m m e t du c ô n e . 

S i , p a r le s o m m e t du cône on m è n e u n e d r o i t e q u e l c o n q u e , el le coupera- les 

deux p lans sécan ts en deux po in t s q u i sont des pôles con jugués des deux cour : e s 

car les d i s tances de ces deux po in t s aux po in ts h o m o l o g u e s des deux sec t s our

son t p ropo r t i onne l l e s , et toutes ces dro i tes sont deux à deux para l lè les . S i i on irai; 

mouvoi r le plan de l ' u n e des c o u r b e s pa ra l l è l emen t à l u i - m ê m e , son pôle o o 

c o u r a n t l 'axe de s imi l i tude j u s q u ' à ce qu ' i l soit venu co ïnc ider avec le pôîe o 

l ' au t re c o u r b e , ce po in t sera le pôle c o m m u n ou le c en t r e de s imi l i tude des .<vi, -, 

c o u r b e s d a n s leur nouvel le pos i t ion . 

S i , au l ieu de coupe r un cône pa r d ivers p l ans pa ra l l è l e s , on suppose que. u 

cône se meuve pa ra l l è l emen t à l u i - m ê m e , les i n t e r sec t ions de ce cône avec un |>hu 

fixe seront des c o u r b e s semblab les et s e m b l a b l e m e n t p l a c é e s , ayant p o u r p o h 

c o m m u n de s imi l i tude la t race su r le plan fixe de la d ro i t e p a r c o u r u e par le son ; 

met du cône . 

2 6 7 . Il résu l te de ce qui p r é c è d e un moyen t r è s - s imp le de c o n s t r u i r e par pi»im.s 

une c o u r b e semblab le à une c o u r b e d o n n é e . 

1° Soient d o n n é s la c o u r b e G (fig. 1 8 4 et 186) et deux po in t s d et / / homologue;, 

des po in ts a et b, de sor te q u e db' soit para l lè le à ab , en j o i g n a n t tut'cl bd pai 

d e s d r o i t e s qu i se c ro i sen t au po in t o , ce po in t sera le pôle c o m m u n de s imi l i tude 

des deux c o u r b e s : on m è n e r a d o n c les r ayons vec teurs oc, od, oe,.... de la 

cou rbe d o n n é e C ; pu i s les co rdes ac, ad, «c, et les para l lè les dc\dd\de. 



a ces c o r d e s ; les p o i n t s a', b', c, d', e, a p p a r t i e n d r o n t à la c o u r b e c h e r c h é e C 

q u i sera d i r e c t e m e n t ou i nve r semen t s emblab le à C , su ivant q u e le po in t o se t r o u 

vera s i tué au delà des po in ts homologues « et a', ou s i tué e n t r e ces deux po in t s , 

2 Si l 'on ne d o n n e q u e le p o i n t d, on m è n e r a la d ro i t e ad, et si le pôle c o m m u n 

de s imi l i tude n ' e s t pas fixé, on le p lacera en un po in t q u e l c o n q u e de cet te d ro i t e 

ad; et , par les m ê m e s c o n s t r u c t i o n s ( q u e ci-dessus) , on ob t i e nd ra u n e infinité de 

c o u r b e s semblables à C et pa s san t tou tes par le m ê m e point d, et don t les u n e s 

se ron t d i r e c t e m e n t et les au t r e s i n v e r s e m e n t semblab les à cet te c o u r b e C. 

3° Si l 'on d o n n e le pôle o et le r a p p o r t des r ayons vec teur s , on en conc lu ra le 

po in t d, tel q u e oa et od soient d a n s le r a p p o r t d o n n é . Mais si Ton donna i t s i m 

p l e m e n t le pôle c o m m u n o, on p o u r r a i t cho is i r le po in t d a r b i t r a i r e m e n t , e t , pas 

c o n s é q u e n t , on au ra i t u n e infini té de c o u r b e s semblab les et s e m b l a b l e m e n t pla

cées e n t r e e l les , ayan t t ou t e s le po in t o p o u r pô le c o m m u n d e s i m i l i t u d e . Dans tous, 

les cas , on p e u t p r e n d r e le po in t d d u m ê m e côté q u e le poin t a p a r r a p p o r t au 

point o, ou du côté o p p o s é , e t l 'on ob t i en t a insi des c o u r b e s d i r e c t e m e n t ou in

ve r semen t semblab les à la c o u r b e p r o p o s é e . 

2 6 8 . Les projections de deux courbes semblcdtles sur un même plan sont des courbe:-

semblables. E n effet, Ses sec t ions para l lè les de la sur face c y l i n d r i q u e pro je tan t 

t u n e des c o u r b e s sont des c o u r b e s i d e n t i q u e s ( n° 2 3 2 ) , de sor te q u e si le plan de 

p ro tec t ion ne passe pas par le pôle c o m m u n de s imi l i t ude o des c o u r b e s p ropo

s e s C et C , on p o u r r a pa r ce po in t lu i m e n e r un p lan para l lè le , e t les p ro jec t ion* 

des c o u r b e s s u r ce nouveau p l a n , q u e n o u s s u p p o s e r o n s hor i zon ta l p o u r fixer 

les idées, s e ron t i d e n t i q u e s aux p ro jec t ions de ces c o u r b e s su r le p lan pr imit i f . 

Cela p o s é , si l 'on cons idè re u n e série de po in t s a, b, c,.... de la c o u r b e C , et 

leurs homologues d, b', c',.... de la c o u r b e C , les p e r p e n d i c u l a i r e s abaissé s des 

po in t s homologues s u r le p l a n h o r i z o n t a l s e ron t d a n s un m ê m e pian vertical pas -

s ci Î s ? par le po in t o, de sor te q u e ak et a"1, bh et b"1, d et ch,.... sont sur des droi tes 

c o n c o u r a n t au po in t o: de p lus les t r i ang l e s semblab les ado et ddho, bV'ocx b'b%. 

- o et ccllo, * d o n n e n t les sér ies de p r o p o r t i o n s 

ao : ao : : do : a"'o, bo : b'o ; : bho : b'ho, co : c'a : : c"o : c'"oy .... 

niais les c o u r b e s C et C é t an t semblab les et ayan t p o u r pôle c o m m u n d e s i t m 

l i tude le p o i n t o, on a la su i te de r a p p o r t s égaux ou : od ::ob: ob' : : oc : oc' 

donc aussi od1 : odh : : obh : ob'h : : od : oc'h : : e t , par c o n s é q u e n t , les c o u r b e s C.'- et 

C"" ?>ont s e m b l a b l e s et on t p o u r pô le c o m m u n de s imi l i t ude Se po in t o. Si r o c 

<epoi te cet te c o n s t r u c t i o n s u r l 'ancien p ian de p ro j ec t i on , le pôle c o m m u n ôe 

s imi l i t ude des p ro j ec t i ons C* et C* sera a lors la pro jec t ion d du pôle c o m m u n •!• 

••Amililude o des courbe* C et C 



On voit faci lement q u e le p o i n t o^sera u n pôle c o m m u n de s imi l i tude ex te rne 

ou i n t e r n e des cou rbes C* et C 1 , selon q u e le p o i n t o sera l u i -môme un pôle 

c o m m u n de s imi l i tude ex te rne ou i n t e r n e des c o u r b e s pro je tées G et C'. 

2 6 9 . Deux courbes C', G" (fig. 1 8 3 ) , semblab les à la m ô m e c o u r b e C , sont 

semblables en t r e e l l e s , et l eu r pôle c o m m u n de s imi l i tude on est s u r la d ro i t e D, 

qu i u n i t les pôles c o m m u n s de s imi l i tude o et o' des c o u r b e s C et G', C et C". En 

effet : 

1° Les po in t s a'et a" é tan t les homologues du m ô m e p o i n t a et les po in t s b', 

b" é t an t les homologues d u m ê m e po in t b, les co rdes db' et d'b" son t para l lè les 

e n t r e elles-, il en est de m ê m e des co rdes de etd'c', b'c et bV et de tou tes 

les a u t r e s , d o n c les c o u r b e s C e t G" son t semblab les e t s e m b l a b l e m e n t placées 

( n° 2 5 4 ) . 

2° Les d ro i t e s oa, da, qu i se c ro i sen t au po in t a sont d a n s u n m ê m e plan qu i 

con t i en t la d ro i t e D et la d ro i t e da"; de m ê m e les d ro i tes ob et db sont dans un 

m ê m e p lan c o n t e n a n t enco re la dro i te D et la d ro i t e b'b" : d o n c les d ro i t e s da" 

et b'b" son t dans deux p lans ayan t p o u r in te r sec t ion c o m m u n e la d ro i t e D , et 

c o m m e elles se c o u p e n t au po in t o" pôle c o m m u n de s im i l i t ude des c o u r b e s G' 

et G", ce pôle o" ne p e u t ê t r e q u e su r la d ro i t e D. 

Cet te d é m o n s t r a t i o n suppose q u e les c o u r b e s C, C , C" ne son t pas p l a n e s , ma i s 

si elles é t a i en t p l anes on p o u r r a i t concevoi r u n e c o u r b e à doub l e c o u r b u r e CL 

don t C se ra i t la p ro j ec t i on , et cons idé ran t le cône qu i au ra i t cet te c o u r b e C , 

p o u r d i r ec t r i ce et son s o m m e t en o, les ver t icales élevées des po in t s d, b', c',.... 

de C sera ien t para l lè les aux vert icales élevées p a r les po in t s a, b, c,.... de C , et 

coupe ra i en t les géné ra t r i ces du cône en des p o i n t s qu i f o rmera i en t u n e c o u r b e à 

doub l e c o u r b u r e C / ayan t p o u r p ro jec t ion C ' , et qu i sera i t semblab le à la 

c o u r b e C £ don t C est la p r o j e c t i o n , le po in t o é t an t l eur pôle c o m m u n de s imil i 

t ude . De m ê m e les cou rbes C et G" se ra ien t les p ro jec t ions de deux c o u r b e s 

semblab les ayant o' p o u r pôle c o m m u n de s i m i l i t u d e , e t , p a r s u i t e , C' et C" 

s e r a i en t les p ro jec t ions de deux courbes s e m b l a b l e s , ayan t leur pôle c o m m u n de 

s i m i l i t u d e d' s i tué su r la d ro i t e D ; les deux cou rbes G' et G'' s e ra ien t auss i 

s emblab les ( n ° 2 6 4 ) et au r a i en t p o u r pôle c o m m u n de s i m i l i t u d e ce m ê m e p o i n t 

o" de la d r o i t e D laquel le passe pa r les cen t r e s de s imi l i t ude o et o' des courbes C 

et C , C e t C . La d ro i t e D est u n axe commun de similitude des trois c o u r b e s , e t 

c 'est le seul qu 'e l les a i e n t , t an t q u e ces cou rbes n ' o n t deux à deux q u ' u n pôle 

c o m m u n de s imi l i tude . 

Si l 'on pose : 

oa da 

oa1 o'a" ~~ ^' 
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on aura ; 

En effet, on a les p r o p o r t i o n s : 

oa' :oa : : a1 o'a : o'a" :: ab \ a"b" :: q ". i 

d'où , en mul t ip l i an t t e rme à t e r m e , 

oa'Xo'a:oaxo'a"::a'b':a"b"::q:p, mais o"a':o"a"::a'b':':a"b", donc o"a':o"a"::p:q 

d OU 

2 7 0 , Il est facile de r e c o n n a î t r e q u e si o et d sont deux pôles c o m m u n s de SI

mil i tude ex te rne , le po in t o" sera encore u n pôle de s imi l i t ude ex te rne (fig. 187) , 

car dans ce cas les cou rbes C e t G" son t tou tes deux du m ô m e côté q u e C par rap

por t à Taxe c o m m u n D et pa r c o n s é q u e n t u n e d ro i t e tel le q u e o'a", pa r exemple , 

qui u n i t deux po in t s homologues ne p e u t coupe r D q u ' a u delà des deux c o u r b e s . 

Si les deux p o i n t s o et o' é ta ient deux pôles i n t e r n e s , le p o i n t o" sera i t enco re 

un pôle e x t e r n e , car a lors c h a c u n e des c o u r b e s C et C" é tan t d u côté opposé de G 

pa r r a p p o r t à D, elles se ron t enco re s i tuées du m ê m e côté de cet axe D. 

Mais si les pôles c o m m u n s de s imi l i t ude o et d sont l ' un e x t e r n e et l ' au t r e in 

t e rne , le po in t d'sera u n p ô l e i n t e r n e , car a lors l ' une des cou rbes C est du môme 

côté q u e C p a r r a p p o r t à l 'axe D et l ' au t r e C ' e s t du côté opposé , ou vice verset, de 

sor te q u e D est u n axe i n t e r n e par r a p p o r t aux c o u r b e s s emblab l e s C et G", donc 

aussi le po in t d'est un pôle i n t e r n e de s imi l i t ude . 

En r é s u m é si les c o u r b e s C et G" sont tou tes les deux d i r e c t e m e n t s emblab le s 

ou tou tes les deux i n v e r s e m e n t semblab les à la c o u r b e C , elles sont d i r ec t emen t 

semblables e n t r e e l l es ; si des deux courbes C e t C ' T u n e est d i r e c t e m e n t semblab le 

et l ' au t re i nve r semen t semblab le à la c o u r b e G, elles sont i nve r semen t semblab les 

e n t r e el les. 

2 7 1 . Si les c o u r b e s C et C ; on t deux pôles c o m m u n s de s i m i l i t u d e , elles a u 

ront c h a c u n e un c e n t r e ( n° 2 5 9 ) , et par c o n s é q u e n t G" en au ra u n aussi , de 

sor te q u e G et G" a u r o n t aussi deux pôles c o m m u n s de s i m i l i t u d e ; d o n c C et C 

qui sont des c o u r b e s semblables possédan t un c e n t r e a u r o n t aussi deux pôles 

c o m m u n s de s i m i l i t u d e ; et l 'on voit fac i lement par ce qu i p r écède q u e les six 

pôles c o m m u n s de s imi l i tude o, d, o", w, w', M", sont sur un m ê m e plan et t ro is à 

t rois en ligne d ro i t e , (nous i n d i q u o n s p a r o, d, o" les pôles ex te rnes , et par w, d, 

•d Ses pôles i n t e r n e s de s imi l i t ude ) , ainsi on au ra les q u a t r e droi tes o o V , O M V , 

i'b' : ab : : i : p, 



><» w", o"uw', qu i sont q u a t r e axes c o m m u n s de s imi l i t ude des t ro is courbes p ro 

posées . Si les cou rbes C, C , C" sont t ro is c i rconfé rences de cercles les po in t s o, o\ 

o" s e ron t les in te r sec t ions des t angen tes c o m m u n e s et ex té r i eu res à C et C , C et 

C", C et C" et les po in t &>, &>', &/' sont les po in t s d ' i n t e r sec t ion des t angen tes 

c o m m u n e s et i n t é r i eu r e s à ces mômes c i r c o n f é r e n c e s . Ayan t donc m e n é ces s i \ 

couples de t angen tes c o m m u n e s et o b t e n u leurs six p o in t s d ' in t e r sec t ion , n o u s eu 

conc lu rons q u e les t ro is po in t s ex té r i eu r s sont en l igne d ro i t e et q u e de m ê m e 

c h a q u e po in t ex té r i eu r est en l igne droi te avec les deux po in t s in t é r i eu r s corres

p o n d a n t s aux deux a u t r e s c o m b i n a i s o n s de c i r confé rences . 

Cette p ropos i t ion n o u s fait e n c o r e voir q u e si l 'on m è n e À deux c i rconfé rences 

de cerc les les q u a t r e t angen tes c o m m u n e s poss ib les , les deux t angen te s ex té r i eures 

et les deux t angen tes i n t é r i e u r e s se c o u p e r o n t en deux p o i n t s qu i s e ron t su r la 

l igne des cen t r e s des deux c i rconférences d o n n é e s . 

2 7 2 . Si l 'on cons idère u n e q u a t r i è m e c o u r b e C"' s emblab le à C , et don t le pôle 

c o m m u n de s imi l i tude soit en u n po in t r» non s i tué s u r la d ro i t e D, cet te d ro i t e I) 

et le p o i n t « d é t e r m i n e n t u n p lan P 5 or les cou rbes C et C " sont semblab les 

et on t l e u r pôle c o m m u n de s imi l i tude w' su r la d ro i t e cm et p a r conséquen t 

su r le p lan P , les c o u r b e s C et C'" sont s e m b l a b l e s et on t l eur pôle c o m m u n 

de s imi l i t ude &>" su r la d ro i t e o'OO et par c o n s é q u e n t s u r le p lan P , donc les six 

pôles c o m m u n s de s imi l i tude de q u a t r e c o u r b e s semblab les et s c m b l a b l e m e m 

placées sont su r un m ô m e plan. P , auque l j e cro is q u ' o n peu t d o n n e r le n o m de 

plan de similitude; tant q u e les q u a t r e courbes n ' o n t deux à deux q u ' u n pôle corn 

m u n de s i m i l i t u d e , elles n ' a u r o n t aussi q u ' u n p l a n c o m m u n de s imi l i tude . 

E n cons idé r an t les c o u r b e s C" et C " , c o m m e é tan t s emblab l e s À C', l eu r pôle 

c o m m u n de s imi l i tude W ' devra se t rouver su r la d ro i t e d '&> , mais il se t rouve aussi 

s u r o 'OO, donc À. l ' in te rsec t ion de ces deux d ro i t e s . De m ô m e , le pôle c o m m u n de 

s imi l i tude de C e t C " se t rouve à l ' in te rsec t ion de 0 V et de o&>. En r é s u m é , les 

pôles c o m m u n s de s imi l i tude 0, 0', 0", des courbes C, C , C", ceux 0, œ, oor des 

courbes C, C , C " c e u x 0, w , w " des courbes C, C", C " , et ceux 0", w f , o>rf des 

•ourbes C , C , C " , sont en l igne d r o i t e ; o u , en d ' au t r e s t e r m e s , les six pôles 

< o r a m u n s de s imi l i t ude 0, 0, 0", W , & / , M " , des q u a t r e cou rbes C, G , C" et C " , 

sont t rois à t rois sur une m ê m e d r o i t e . 

2 7 3 . Si les pôles c o m m u n s de s imi l i tude 0. d, &> de la c o u r b e C , avec c h a c u n e 

des au t r e s cou rbes , sont des pôles ex t e rnes , les t ro is a u t r e s pôles d', &>', w" sont 

aussi des pôles ex te rnes ( n° 2 6 6 ) , et le plan P p e u t ê t r e d i t p lan e x t e r n e de s imi 

l i t ude . 

S i , les pôles c o m m u n s 0 et d é t an t e x t e r n e s , le pô le « étai t i n t e r n e , le pôle 0' 

•serait ex te rne et les deux pôles w ' et &>" i n t e r n e s ; si, le pôle 0 é tan t ex te rne , les deux 



pôles o' et w sont i n t e r n e s , le pôle &>" sera e x t e r n e et les pôles o" et « ' internes," 

e n l i n , si les t rois pôles o, o', w" sont i n t e r n e s , les t ro i s au t r e s o", w', w" seront 

ex te rnes . C 'es t -à-di re q u e si les t ro is pôles c o m m u n s de s imi l i tude o, o f,w de la 

cou rbe C avec c h a c u n e des trois c o u r b e s C , C" , C" sont de môme e s p è c e , les 

pôles c o m m u n s de ces t ro i s cou rbes C, C'!, C" ( combinées deux à deux ) sont 

ex te rnes ; si des t ro i s p r e m i e r s pô les , deux sont d ' u n e espèce et l ' au t r e de la 

seconde espèce , r é c i p r o q u e m e n t des t ro i s d e r n i e r s p ô l e s , deux se ron t de cet te 

seconde espèce et un de la p r e m i è r e ; de so r t e q u e t ro i s pôles c o m m u n s de s i m i 

l i tude sont t ou jou r s e x t e r n e s , et les t ro i s a u t r e s sont en m ê m e t emps ex te rnes 

ou i n t e r n e s . Et des q u a t r e axes de s i m i l i t u d e , l ' un est t ou jou r s ex te rne pa r r a p 

por t aux t ro i s c o u r b e s qu i lui c o r r e s p o n d e n t et les t rois au t re s sont de même 

n a t u r e e n t r e eux . 

2 7 4 . Dans ce q u i p récède n o u s avons s u p p o s é des c o u r b e s n ' a y a n t deux à deux 

q u ' u n pôle c o m m u n de s imi l i t ude ; mais si la c o u r b e C a un cen t r e p , les c o u r b e s 

C , C", G"' a u r o n t néces sa i r emen t auss i des cen t r e s p ' , p " , p". Alors les q u a t r e 

c o u r b e s a u r o n t deux à deux deux pôles c o m m u n s de s imi l i tude ; nous a u r o n s donc 

en tout six pôles c o m m u n s de s imi l i tude d i r ec t e et s i tués trois à t ro i s su r q u a t r e 

d ro i t e s et six pôles de s imi l i tude inverse s i tués deux à deux en l igne d ro i t e avec 

un pôle de s imi l i tude d i r e c t e , les t ro i s pôles p r o v e n a n t d ' u n sys tème de t ro i s 

c o u r b e s . Les six pôles de s imi l i tude d i rec te se ron t su r un m ê m e p lan et n o u s a u 

rons en o u t r e u n e sér ie de p l a n s passan t p a r t ro i s pôles de s imi l i tude d i rec te et 

t ro is pôles de s imi l i tude inverse , en c o m b i n a n t ces pôles c o m m e si les c o u r b e s ne 

posséda ien t q u ' u n e espèce de s imi l i tude (n° 2 0 9 ). 

De la similitude des surfaces. 

2 7 5 . Les p o i n t s a, b, c, d, (fig. 181 ) et l eu r s homologues d, d, c, d, 

peuvent former deux su r faces ; si par deux po in t s homologues q u e l c o n q u e s de ces 

surfaces on fait passer deux p lans para l lè les , ils les c o u p e r o n t su ivan t des c o u r b e s 

semblab les et s e m b l a b l e m e n t placées par r a p p o r t au po in t o, et don t les t angen tes 

se ron t par c o n s é q u e n t pa ra l l è l e s ; si l 'on fait passer par les mêmes po in ts deux 

au t r e s p lans éga lement para l lè les , les c o u r b e s d ' i n t e r sec t i on a u r o n t enco re l e u r s 

tangentes pa ra l l è les ; on peu t donc énonce r le t h é o r è m e su ivan t , les plans tangents 

eu deux points homologues de deux surfaces semblables et semblablement placées son i 

parallèles et le point o de concours des droites qui unissent deux à deux les points homo

logues des deux surfaces est leur centre ou pôle commun de similitude. 

2 7 0 . H est évident q u e si u n rayon vecteur oa est tel qu ' i l soit t angen t à l une 

des surfaces en un po in t a, il sera langent à l ' au t r e surface en un point d (les 

points a et a' é tant deux po in ts homologues ) , alors la dro i te oa se t rouvera à la foi* 



dans les p lans t a n g e n t s aux deux surfaces aux po in ts homologues a et d, mais 

ces p lans son t para l lè les (n° 2 5 9 ) , d o n c ils se confonden t . 

Si l 'on fait mouvoi r le rayon vecteur oa a u t o u r du po in t o de m a n i è r e qu ' i l reste 

tou jours t angen t à la p r e m i è r e s u r f a c e , il sera aussi toujours t angen t à la se

conde surface et dans chacune de ses pos i t ions il c o r r e s p o n d r a à u n e posi t ion d 'un 

p lan qu i se ra t angen t à la fois à l ' une et à l ' au t r e su r face ; d 'où l 'on conc lu t que 

si l'on fait rouler un plan de manière qu'il reste toujours tangent à deux surfaces sembla

bles et semblablement placées, il passe toujours par un point fixe qui est le pôle commun 

de similitude des deux surfaces, et les deux courbes de contact sont situées sur une même sur

face conique ayant son sommet en ce point. En effet ce t te surface con ique n 'es t autre; 

q u e celle e n g e n d r é e pa r le m o u v e m e n t du rayon vecteur oa; d 'a i l leurs les po in ts 

de con tac t de c h a q u e plan avec les deux surfaces sont des poin ts homologues . 

2 7 7 . Si l 'on cons idè re u n e dro i te q u e l c o n q u e B , un p lan P t angen t à la p r e 

miè re s u r f a c e s et para l lè le à la d ro i t e B, un p lan P ' t angen t à la seconde surface S' 

et para l lè le à la d ro i te B , si Ton fait r ou le r r e spec t ivemen t les p lans P et P r s u r les 

surfaces S et S r de m a n i è r e q u e ces p lans res ten t t ou jou r s para l lè les e n t r e eux et 

à la d ro i te B, les cou rbes de contact G et G' se ron t enco re s u r u n e surface con ique 

ayan t son s o m m e t au pôle c o m m u n o de s imi l i t ude des deux surfaces S et S', car 

ces deux c o u r b e s sont les lieux g é o m é t r i q u e s de po in t s homologues de ces deux 

sur faces . 

2 7 8 . T o u t e d ro i te m e n é e par le po in t o s e r a un axe de s imi l i tude des sys tèmes 

de po in t s a, b, c, d et a', b', c, d' c ' e s t - à - d i r e des deux surfaces S et S , et 

les p o i n t s p et p ( n° 25-4) se ron t deux pôles con jugués de ces sur faces . Si le r ayon 

vec teur pa de la surface S est t angen t à cel te surface au po in t a , le rayon vecteur 

con jugué p'd de l ' au t re surface S' sera tangent à cet te surface au po in t d et ils 

s e ron t s i tués su r les p l ans t angen t s en a et d aux deux surfaces , lesquels p l ans son t 

paral lè les ( n ° 2 5 9 ) . Si l 'on fait mouvoi r le r ayon vec teur pa de m a n i è r e qu ' i l 

r es te t angen t à la surface S et le rayon p'd de m a n i è r e qu ' i l soit tou jours para l lè le 

au r ayon pa et p a r c o n s é q u e n t t angen t à la surface S , dans tou tes l eu r s posi t ions 

con juguées ces r a y o n s vecteurs se ron t s i tués su r des p lans para l lè les et t angen t s 

aux deux sur faces , d 'où l 'on peu t c o n c l u r e q u e si l'on fait rouler un plan P sur l'une 

des surfaces S , de manière qu'il passe toujours par un point p , et si en même temps on 

fait rouler sur l'autre surface S' un plan P ' parallèle à P , le plan P ' dans toutes 

.ses positions passera par un même point p ' et les trois points o, p , p f seront en ligne 

droite. 11 est év ident q u e les courbes C et G' contac t des deux surfaces S et S' 

et des deux cônes e n g e n d r é s p a r les p l a n s P et P ' sont deux c o u r b e s semblables 

et s e m b l a b l e m e n t p lacées par r a p p o r t au pôle c o m m u n o, et qu 'e l l es on t pour 

pôles con jugués de s imi l i t ude les deux poin ts p et / / . 

2 7 9 . Les sys tèmes de po in ts homologues qui fo rment deux surfaces se m-



hiabies et s e m b l a b l e m e n t placées peuven t avoir deux pôles c o m m u n s de s imi l i tude , 

ou ê t r e en m ê m e t e m p s d i r e c t e m e n t e t i n v e r s e m e n t s emb lab l e s ; il y a lors deux 

man iè res de faire r o u l e r un p lan t a n g e n t à la fois aux deux sur faces , et p a r c o n 

s é q u e n t ces surfaces peuven t ê t r e enve loppées p a r deux cônes ayan t l eu r s som

met s aux deux pôles c o m m u n s , t a n d i s q u ' e n généra l eiïes ne peuven t l 'ê t re q u e 

par u n seu l . 

Les p r o p r i é t é s généra les d é m o n t r é e s p o u r les cas où les po in t s homologues 

forment des c o u r b e s peuven t e n c o r e s 'é tabl i r l o r sque ces po in t s f o rmen t des su r -

laces, de sor te q u e dans le cas q u i n o u s occupe , les d ro i tes qui u n i s s en t les po in ts 

de c h a q u e surface p o u r lesquels les p l ans t angen t s sont p a r a l l è l e s , se coupen t 

toutes en u n m ê m e p o i n t et en deux par t i e s égales , ce po in t sera d o n c un cen t r e 

Ainsi deux surfaces s e m b l a b l e s , qu i n ' o n t pas de c e n t r e , n ' o n t q u ' u n pôle c o m 

m u n de s imi l i tude ; deux surfaces semblab les , q u i on t u n c e n t r e , ont deux pôles 

c o m m u n s de s i m i l i t u d e ; ces deux pôles et les d e u x cen t r e s son t en l igne dro i te 

280 . Deux surfaces S' , S", s emblab le s à u n e m ê m e surface S son t semblab les 

en t re el les , et les t ro is pôles c o m m u n s de s im i l i t ude sont en l igne d ro i t e . Si les 

surfaces S' et S / f sont d i r e c t e m e n t ou i n v e r s e m e n t semblab les à S , elles son t d i 

r ec t emen t semblab les e n t r e e l l e s ; mais si l ' une est d i r e c t e m e n t et l ' a u t r e inve r 

s e m e n t semblab le à S , elles son t i nve r semen t semblab les e n t r e e l les . Enfin si 

l u n e des surfaces a un c e n t r e il en sera de m ê m e des deux a u t r e s ; ces t ro i s s m -

laces d o n n e r o n t a lors six pôles c o m m u n s de s imi l i t ude , t ro i s i n t e r n e s et t ro is ex 

t e r n e s , d i s t r ibués t ro is à t ro i s su r q u a t r e dro i tes c o n t e n a n t un ou t ro is pôles e x 

te rnes , et s i tués tous six su r u n m ê m e p l a n . 

281 . Si l 'on a q u a t r e surfaces semblab les et d é p o u r v u e s de c e n t r e , elles donne

ron t l ieu à six pôles c o m m u n s de s imi l i tude q u i s e ron t tous e x t e r n e s , ou dont 

t ro is se ron t ex te rnes et t ro i s i n t e rnes et ces six pôles s e r o n t s i tués su r un m ê m e 

p l a n : si les q u a t r e surfaces on t des cen t r e s , elles fou rn i ron t d o u z e pôles communs. , 

.-.ix ex te rnes et six i n t e r n e s , les six ex te rnes se ron t su r un m ê m e pian ; t ro is pôles 

ex t e rnes et t rois i n t e r n e s c o n v e n a b l e m e n t choisis f o rmeron t des g roupes de six 

pôles et c h a c u n de ces g r o u p e s sera s i tué d a n s un m ê m e p l an , et ainsi l e s d o u / . 

où les seront d i s t r i b u é s six à six sur c inq p ians , 



CHAPITRE V I . 

DES SECTIONS CONIQUES-

2 8 2 . PROBLÈME 1 . Couper un cylindre de révolution par un plan. On peut t ou jou r s 

p a r des c h a n g e m e n t s de p lans de p ro j ec t ion se r a m e n e r au cas où le plan hor izon

tal est p e r p e n d i c u l a i r e aux géné ra t r i c e s d u c y l i n d r e , et le p lan ver t ical p e r p e n d i 

cu la i r e au p l an sécan t P . Cela p o s é , le p l an sécan t ne p e u t avoir q u e deux pos i 

t ions d i s t inc tes : 1 ° il coupe tou tes les géné ra t r i ces de la surface; la sect ion est a lors 

u n e c o u r b e f e r m é e ; 2 ° il coupe la sur face su ivant d e u x g é n é r a t r i c e s s i tuées à dis 

t ance finie l ' u n e de l ' a u t r e , ou in f in iment p e t i t e , e t d a n s ce d e r n i e r cas le plan sé

can t n ' es t a u t r e q u ' u n p lan t angen t au c y l i n d r e . 

Le second cas n ' a pas beso in d ' ê t r e e x a m i n é , dans le p r e m i e r il est év iden t q u e 

la c o u r b e de sect ion E a p o u r p ro jec t ion hor izon ta le Ef! (fig. 1 8 9 ) qu i n 'es t a u t r e 

q u e la b a s e m ê m e du c y l i n d r e ( n° 2 5 ) et p o u r p ro jec t ion vert icale E" qu i est 

p r é c i s é m e n t la pa r t i e cC by de la t r ace V c o m p r i s e e n t r e les généra t r i ces extrême--

du cy l ind re p a r r a p p o r t au p lan vert ical de p ro j ec t ion . 

La t a n g e n t e T en un p o i n t m de la sect ion E se p r o j e t t e é v i d e m m e n t en r F tan

gen te à Eh ( n° 2 1 7 ) et en T v , d r o i t e qu i se confond avec V*. 

On se p ropose o r d i n a i r e m e n t de cons t ru i r e la sect ion E en vér i table g r a n d e u r : 

p o u r cela on p o u r r a i t la r a b a t t r e s u r le p lan hor izon ta l en faisant t o u r n e r sor, 

p lan P a u t o u r de H p ou sur le p lan vertical en faisant t o u r n e r son plan P au toui 

de V p ; ma i s p u i s q u e le p lan P est p e r p e n d i c u l a i r e au p lan vert ical de project ion 

ce second p rocédé rev ien t à cons idé re r le p lan P c o m m e un nouveau plan hor i 

zonta l de p r o j e c t i o n , la t race V p é t an t p r i s e p o u r nouvel le l igne de t e r r e . Mais 

on d o n n e r a à la l igure u n e disposi t ion p l u s s y m é t r i q u e en faisant t o u r n e r le 

p lan P a u t o u r de l 'axe cd p e r p e n d i c u l a i r e au p lan vert ical , j u s q u ' à ce qu ' i l soit 

venu en P ' pa ra l l è l e au p lan ho r i zon t a l . 

Les po in ts a et b v i end ron t en a1 et />' ; les po in t s c et d s e ron t i nva r i ab l e s , un 

point q u e l c o n q u e m v iendra en m , et la c o u r b e E p r e n d r a la posi t ion E ' , et elle 

sera d o n n é e en véri table g r a n d e u r par sa pro jec t ion hor izon ta le E' f t( n" 5 6 , 1" ! 



La tangen te T r e n c o n t r e l 'axe c d a u po in t 5- qu i r e s te i n v a r i a b l e ; le poin t de con

tact m est t r a n s p o r t é en m ' , d o n c elle v iendra p r e n d r e la posi t ion T'. 

R e m a r q u o n s q u e la p ro jec t ion ho r i zon t a l e avan t le r a b a t t e m e n t , est i n d é p e n 

d a n t e de l ' inc l ina ison du plan P , pa r c o n s é q u e n t , la t angen te T ira tou jours r en 

con t r e r cd au m ê m e poin t s, q u e l q u e posi t ion q u e l 'on d o n n e au p lan P , en le 

ta i san t t o u r n e r a u t o u r de cet axe cd. 

2 8 3 . La dro i te ab divise la c o u r b e E en deux par t i e s s y m é t r i q u e s ; car il est 

év iden t q u e tou tes les cordes p e r p e n d i c u l a i r e s au p lan ver t ical sont coupées en 

deux par t i es égales pa r le plan M ( n° 2 5 1 , 1° ) , de sor te q u e si l 'on p l ia i t la figure 

a u t o u r de ab , la pa r t i e a n t é r i e u r e i ra i t exac temen t s ' app l ique r su r la pa r t i e pos t é 

r i e u r e . La d ro i t e cd divise auss i la c o u r b e en deux pa r t i e s s y m é t r i q u e s ; car , de 

pa r t et d ' a u t r e de ce t te d r o i t e , les co rdes qu i lu i sont para l lè les et à égale d i s 

t ance , son t égales . Pa r ce t te r a i s o n ab e t cd sont d i t e s les axes de la c o u r b e E (*) ; 

ces dro i tes é tan t d o n n é e s en vér i t ab le g r a n d e u r en avbv et en chbh, il est év ident 

q u e ab e s t > cd, c 'es t p o u r q u o i on n o m m e ab le g r a n d axe et cd le pe t i t axe de la 

c o u r b e E . La d ro i t e ab est é v i d e m m e n t p lu s g r a n d e q u e toutes les co rdes q u i 

lui son t para l lè les , de m ê m e la d r o i t e cd est p lus g r a n d e q u e tou tes les cordes q u i 

lui son t p a r a l l è l e s , d é p l u s ae é t an t u n e l igne de p l u s g r a n d e p e n t e du p lan P , 

et cd u n e h o r i z o n t a l e , et t o u t e s les co rdes q u i pa s sen t p a r le po in t o i n t e r s ec 

tion de ces d ro i t e s «6 et cd ayan t é v i d e m m e n t le po in t o p o u r poin t milieu et ayan t 

des p ro jec t ions hor izon ta les égales ( p u i s q u e ces p ro jec t ions son t les d i a m è t r e s 

d ' u n m ê m e cerc le) , ab sera la p l u s g r a n d e et cdte p l u s pet i te d ' e n t r e e l les . On d o n n e 

le n o m de d i a m è t r e s à tou tes les co rdes passan t p a r le poin t o, lequel est dit 

centre de la sect ion E (**). 

2 8 4 . PROBLÈME 2 . Couper un cône de révolution par un plan. On peu t t ou jou r s p a r 

des c h a n g e m e n t s de p l ans se r a m e n e r au cas où le p lan h o r i z o n t a l est p e r p e n d i 

cula i re à l 'axe d u cône et le p lan vertical p e r p e n d i c u l a i r e au p lan sécan t . Cela 

posé, le plan sécant p e u t affecter t ro is pos i t ions d i s t inc tes . En effet, si p a r le som

met d u cône on m è n e un p lan Q para l lè le au p lan sécant P : 1° ce p lan 0 p eu t 

n 'avoir q u e lé s o m m e t de c o m m u n avec la sur face , il coupe alors tou tes les géné

ra t r ices d ro i tes et laisse u n e n a p p e du cône d ' u n côté et l ' au t re n a p p e de l ' au t re 

côté p a r r a p p o r t à lu i , d o n c le p lan P coupe ra aussi toutes les généra t r i ces d ro i tes 

p ttant donnée une courbe plane quelconque , on appelle diamètre de la courbe la droite qui divise 
fri deux parties égales un système de cordes parallèles entre elles , et ce diamètre prend le nom d'axe 
lorsqu'il est perpendiculaire aux cordes. 

**) Une courbe plane quelconque a un centre , lorsqu'il existe sur son plan un point tel qu'il est le 
milieu de toutes les cordes qui passent par lui. 



lu cône et ne coupera q u ' u n e nappe de la surface, la section est a lors u n e «'.oiirbo 

f e r m é e ; T le plan Q peu t ê t re t angen t à la sur face , il laisse encore les deux 

nappes de côtés différents p a r r a p p o r t à lui ; le plan P ne r e n c o n t r e r a donc encore 

q u ' u n e n a p p e et il coupera tou tes les géné ra t r i ce s d ro i t e s du c ô n e , excepté celle 

qui est sur le p lan Q, ou mieux il coupe ra celle-ci à l ' infini et les voisines à des 

d i s tances d ' a u t a n t p lus g r a n d e s du s o m m e t qu 'e l l es sont p lu s p rè s de la genéru-

i r ice de con tac t ; la c o u r b e de section s ' é tend donc à l ' infini et d ' un seul côté ; 

H" enfin, le p lan Q peu t coupe r la surface su ivan t deux g é n é r a t r i c e s ; il laisse a lors 

les deux nappes du c ô n e , p a r t i e d ' u n c ô t é , pa r t i e de l ' au t r e , le p lan P r e n c o n t r e r a 

donc les deux nappes et coupera tou tes les g é n é r a t r i c e s , excepté les deux s i tuées 

dans le p lan Q ; la sect ion est a lors formée de deux b r a n c h e s infinies. 

Dans les t ro i s cas , la p ro jec t ion vert icale de la sect ion est su r la p a r t i e de \ \ 

c o m p r i s e d a n s l ' i n t é r i eu r des deux ang les s u p p l é m e n t a i r e s formés p a r les p r o 

jec t ions ver t ica les des géné ra t r i ce s ex t r êmes du cône p a r r a p p o r t au p lan ver t ical 

-le p ro j ec t i on . 

On peu t ob t en i r la project ion ho r i zon ta l e de la c o u r b e de section par deux 

m é t h o d e s : 1° en c h e r c h a n t p o u r c h a q u e géné ra t r i ce d r o i t e G du cône le point 

où elle p e r c e le p lan P, po in t don t la pro jec t ion vert icale est l ' i n te r sec t ion de G 

et de V p ; 2° en c h e r c h a n t p o u r c h a q u e parallèle A les po in t s où il pe rce le plan 

P, po in t s don t les p ro jec t ions vert icales sont à l ' i n t e r sec t ion de A" et de V . 11 est 

év iden t q u ' o n doi t emp loye r la p r e m i è r e m é t h o d e p o u r les géné ra t r i ce s don t la 

p ro jec t ion hor izon ta le fait avec la l igne de t e r r e u n angle de 45° ou un angle p lus 

petit ; et la s econde , l o r sque cet angle est p lu s g r a n d q u e 45°, pa r ce q u e les po in ts 

sont a lors d é t e r m i n é s par des l ignes qu i se c o u p e n t sous u n angle d 'au moins 4 5 e . 

La seconde m é t h o d e peu t seu le fou rn i r les p o i n t s s i tués su r les généra t r i ces don t 

les p ro jec t ions son t p e r p e n d i c u l a i r e s à la l igne de t e r r e . 11 sera facile avec ces 

indica t ions de c o n s t r u i r e la p ro jec t ion ho r i zon ta l e de la s ec t i on , p o u r les trois 

pos i t ions du p lan sécant . 

Si I o n veut m e n e r la t angen te en un poin t m de la sec t ion , on r e m a r q u e r a 

q u e cet te t angen te est é v i d e m m e n t dans le p lan P de la c o u r b e , et dans le plan 

l angen t à la su r lace c o n i q u e au p o i n t m (n° 203 ) , donc elle est l ' in te rsec t ion de-

ces deux p l ans . 

On peu t enco re se p ropose r de c o n s t r u i r e la section d a n s sa vér i table g r a n d e u r 

pour cela on rabat le plan P su r le p lan ho r i zon t a l en le faisant t o u r n e r a u t o u r 

de H" (qu i est p e r p e n d i c u l a i r e au plan v e r t i c a l ) , a lors le po in t m de la courbe de 

section vient en m, la t angente T r e n c o n t r e II" en u n po in t a invar iable pendan t 

le r a b a t t e m e n t , on aura donc en am la pos i t ion T ' de la t angen te T r a b a t t u e . 

o n pr'ut ;iussi r aba t t r e le plan P a u t o u r de V'\ mais c o m m e ce plan P est p<-r 



pend icu la i r e au p lan ver t i ca l , ce t te opéra t ion revient à changer de p lan hor izon

tal en p r e n a n t ce p lan P lu i -même p o u r nouveau plan ho r i zon ta l de p ro j ec t i on , et 

par c o n s é q u e n t V p p o u r nouvel le l igne de t e r r e L 'T ' ; on t rouvera d o n c faci lement 

les différents p o i n t s d u r a b a t t e m e n t de la s e c t i o n , et la t angen te à cet te sect ion 

r a b a t t u e p o u r le po in t qu i est le r a b a t t e m e n t d u p o i n t m. 

2 8 5 . Le p lan mér id i en M para l lè le au p lan vert ical coupe le p ian P su ivan t u n e 

dro i te qu i divise la c o u r b e en deux par t i e s s y m é t r i q u e s et q u e l 'on n o m m e axe 

principal de la c o u r b e . 

2 8 6 . Dans le cas où la sect ion possède des b r a n c h e s inf inies , on p e u t d e m a n d e r 

de c o n s t r u i r e les t angen te s don t le po in t de con tac t est à l ' i n f in i , t angen tes qu i 

p r e n n e n t a lors le n o m d'asymptotes de la c o u r b e , e t qu i son t les in te r sec t ions du 

plan P de la c o u r b e avec les p l ans t angen t s au c ô n e en ces po in t s s i tués à l ' infini ; 

c o m m e ces p o i n t s son t sur les géné ra t r i ces para l lè les au p l an P , il faut m e n e r des 

p ians t angen t s su ivant ces géné ra t r i ces et c h e r c h e r l e u r s in t e r sec t ions avec le p lan 

P ; l o r sque le p lan Q est t angen t à la sur face c o n i q u e , a lo rs les deux p l ans d o n t il 

faut t rouve r l ' in te r sec t ion sont paral lè les e n t r e eux , d o n c la sec t ion c o n i q u e formée 

d ' u n e seule b r a n c h e infinie n 'a pas d ' a s y m p t o t e . Mais q u a n d le p lan Q coupe la 

surface su ivant deux géné ra t r i ce s d r o i t e s , les p l ans t a n g e n t s m e n é s a u c ô n e sui 

vant ces généra t r i ces ne son t p lu s para l lè les au p lan P , e t par c o n s é q u e n t la sec t ion 

c o n i q u e formée de deux b r a n c h e s infinies a deux asymptotes. 

Il est év iden t q u e d a n s tous les sys t èmes de p r o j e c t i o n , la pro jec t ion d ' u n e 

ass mp to te d ' u n e c o u r b e est u n e a s y m p t o t e de la pro jec t ion de cet te c o u r b e . 

2 8 7 . La section plane du cylindre de révolution est une courbe telle que la somme des 

distances d'un quelconque de sespoinls à deux points fixes situés sur le grand axe est constante 

ei égale à ce grand axe. Soit un cy l indre de révolu t ion coupé pa r le p l an P (fig . 189) 

suivant u n e c o u r b e E , concevons le plan mér id ien M p e r p e n d i c u l a i r e au p ian P . 

il coupera le c y l i n d r e su ivan t les géné ra t r i ce s G, et Ga et le p lan P su ivan t une 

dro i te B qu i est le g r a n d axe de la c o u r b e E(n° 2 8 2 ) ; cons t ru i sons d a n s le p lan M, 

de par t et d ' a u t r e de B, deux cercles G et G r t angen t s à ce t te d ro i te B et aux géné 

rat r ices G, et G i 5 faisons t o u r n e r ces cerc les en m ê m e t e m p s q u e les géné ra t r i ces 

G et (i a u t o u r de l 'axe À du c y l i n d r e , ils e n g e n d r e r o n t des sphè re s S et S ' t a n g e n t e s 

au cy l ind re l e long des parallèles Aet A', et au p lan P aux p o i n t s / e t / ' . Par la seule loi 

de symét r i e , il est évident cpie les sphè re s S et S ' son t égales , ef que af—bf. Gela posé , 

pour un po in t q u e l c o n q u e s de la c o u r b e E, j e dis q u e l 'on a : xf-\-xf ^eonsï. ~ab. 

En elfet, m e n o n s la géné ra t r i ce G qu i passe pa r le po in t x, elle est t angen te 

aux sphères S et S' aux points m et m' où elle r e n c o n t r e les parallèles A e t A', on 

•i donc xf= xm, xj" = xm' c o m m e t angen tes à une m ê m e sphè re et issues d ' un 

m ê m e po in t , d'où ; 



xf-\-xf'= xm~\~xm' = mm' = constante 
puis on a : 

mm' = pp'—ap - j - ap' = af-\- af = ah 

La c o u r b e qu i j ou i t de cet te p r o p r i é t é a reçu le n o m d'ellipse; les p o in t s / c l / " 

en sont les foyers, les ex t rémi tés a,b,e,d des deux axes sont les sommets , îe po in t o 

est le m ^ r e . la d i s tance ff' est la d i s t ance focale, le r a p p o r t - ^ - d e cet te d i s t ance au 

grand axe est n o m m é en a s t r o n o m i e excentricité, les d i s t ances xf et xf sont le> 

rayons vecteurs du po in t 

Les p l ans des parallèles À et A' c o u p e n t la d r o i t e B en les po in ts e et e!, et si Fou 

é l è v e p a r s e s po in ts les d r o i t e s D et D ' p e r p e n d i c u l a i r e s s u r B , ces dro i tes son t d i tes 

les directrices de l ' e l l ipse , et elles j ou i s s en t de ce t te p r o p r i é t é , savoir : que le rapport 

des distances d'un point quelconque de l'ellipse au foyer et à la directrice correspondante e-st 

constant. En effet, faisons passer p a r x le parallèle K , d o n t îe p lan coupe le p lan P s u i 

vant la d ro i te ^ p e r p e n d i c u l a i r e à B, on a u r a : ph=xm—xfet g'Hx=.xm^=.xf'\ eg et 

e'g s e ron t les d i s t ances du po in t x aux dro i tes D et D' , p u i s les t r i ang les semblab les 

eap, ahg d o n n e n t pa'.eallah lag, d 'où ph'.ge :: palea; mais que l q u e soit le p o i n t x. 

le t r i ang le cap est c o n s t a n t , d o n c le r a p p o r t pli : ge ou xf : ge est cons tan t ; de 

môme xf : ge est un r a p p o r t cons t an t . Donc les d i s tances de c h a q u e p o i n t de 

i 'el l ipse à la d ro i t e D et au foyer / voisin de D ou à la d r o i t e D' et au f o y e r / ' voi

s in de D' son t d a n s u n r a p p o r t c o n s t a n t , q u i est ce lu i de ae : af ou de bé : bf. 

Nous r e v i e n d r o n s p lus loin su r les p rop r i é t é s d e ce t te c o u r b e , n o u s a jou te rons 

s e u l e m e n t q u e la p r o p r i é t é fondamen ta l e qu i p r é c è d e s ' énonce en d i s an t q u e : 

f ellipse est une courbe dont la somme des rayons vecteurs de "haque point est constante 

iyi égale au grand axe. 

2 8 8 . Réciproquement une ellipse donnée peut toujours se placer sur une surface cy

lindrique de révolution. En effet, soient E'* l 'e l l ipse d o n n é e (fig . 488 ) , a!hb'h son g r a n d 

a x e , chdh son pet i t a x e , oh son c e n t r e ; c o n s i d é r o n s ce t te el l ipse c o m m e la p ro j ec 

tion h o r i z o n t a l e d ' u n e el l ipse i d e n t i q u e E r s i tuée d a n s u n p lan P ' paral lè le au plan 

h o r i z o n t a l , et p r e n o n s le p lan ver t ical LT para l lè le au g r a n d axe a'b'; déc r ivons 

s u r le pe t i t axe chdh un cerc le q u e n o u s p r e n d r o n s p o u r base d ' u n c y l i n d r e ver

tical de r évo lu t ion ; enfin faisons t o u r n e r le p lan P' a u t o u r de cd j u s q u ' à ce q u e le 

po in t « r s o i t venu en a s u r G t , en m ô m e t e m p s p a r la s y m é t r i e de la figure ie point 

h1 sera venu en b s u r G a et le p lan P r a u r a p r i s la pos i t ion d ' u n p lan P p e r p e n d i 

cu la i re au p lan ver t ical de p r o j e c t i o n , l eque l coupe le c y l i n d r e su ivant u n e 

e l l ipse E (n° 286) don t : ab = afb' et cd sont les a x e s ; ma i s deux ell ipses qui ont 

les m ô m e s axes sont é v i d e m m e n t i den t iques , d o n c l 'e l l ipse E in te rsec t ion du 

p l a n P et d u c y l i n d r e , n ' es t a u t r e q u e l 'el l ipse p roposée E ' \ 



R e m a r q u o n s q u ' i l n ' ex i s te q u ' u n seul cy l ind re de révolu t ion sur lequel cette 

el l ipse pu i s se ê t r e p lacée . 

Il résu l te de là : 1° q u ' u n cerc le p e u t t ou jou r s ê t r e cons idé ré c o m m e là p ro j ec 

tion d ' u n e inf in i té d 'e l l ipses t racées s u r le c y l i n d r e de révo lu t ion d o n t il serait 

la b a s e ; 2° qu ' i l existe t ou jou r s un p lan su r lequel la project ion d ' u n e e l l ipse es t 

un ce rc le . 

2 8 9 . La section faite dans un cône de révolution par un plan coupant toutes les gé

nératrices est une ellipse. En effet, soit un cône de révolu t ion coupé pa r u n plan 1* 

(fig. 190) suivant la c o u r b e fermée E , condu i sons u n p lan m é r i d i e n M para l lè le au 

p lan vert ical de pro jec t ion et p e r p e n d i c u l a i r e au p lan P et qu i coupe le cône su ivant 

les géné ra t r i ce s G, et G 2 e t le p lan P su ivant u n e d ro i t e R laque l le divise év idem

m e n t la c o u r b e E en deux pa r t i e s s y m é t r i q u e s . 

Cela posé , c o n s t r u i s o n s d a n s le p lan M deux cerc les C et C t angen t s a la fois 

aux t ro i s d ro i t e s B, G,, G a , et faisons-les t o u r n e r a u t o u r de Taxe A du c ô n e , 

ils e n g e n d r e r o n t deux s p h è r e s S et S' t angen tes au cône le long des parallèles A 

A' et au p lan P aux po in t s f et/', q u i s e ron t les foyers de l 'el l ipse E. P o u r le dé

m o n t r e r p r e n o n s u n p o i n t q u e l c o n q u e x de E , m e n o n s pa r ce po in t la g é n é r a 

t r ice G qu i t ouche ra les s p h è r e s S et S' aux po in t s m et m' des parallèles A et A : 

on aura donc 

xf=xm, xf'=xm' d'où xf-\-xf— xm4-xm'~ mm~ constante 

pu i s on a : 
œf+xf' = pp -^qq 

ruais 

pp' = a p 4 - ap' = af-j- af = 2«/-f- fl\ qq'~ bq-j-bq' = bf+ h f = 2bf t- /'/" 

E t p u i s q u e 

pp = qq 
• as aura : 

af= bf 
par sui te : 

pp' = af - f af =.bf -\-af'=ab et ./•/"+ .//' — ab 

Donc la sect ion E est une el l ipse d o n t / e t / ' sont les foyers, et ab le g r a n d axe. 

2 9 0 . Les p l ans des parallèles A et A r coupen t la d ro i te B aux po in t s e et e' q u i 

sont tels q u e l 'on a :ae=^bc', car ap z=iafz=bf' = bq' et pp'=zqq'; pu i s les dro i tes 

paral lèles cp etp'e1 d o n n e n t p / / :ee' y.ap'.ae, de m ê m e les dro i tes paral lè les cq et <fc' 

d o n n e n t qq'iee' \\bq'\be\ les t rois p r e m i e r s t e rmes de ces p r o p o r t i o n s sont é g a u x . 

donc ae-=zbe\ ce qu ' i l fallait d é m o n t r e r . 

Cela posé , si par les po in t s e et eJ on m è n e les d ro i t e s D et D' pe rpend icu la i r e s ;i 

a droi te B , ce seront les d i rec t r ices de l 'el l ipse (n° 2 8 7 ) . En effet, pa r le po in t .*. 

' l i s o n s passer un parallèle S\ coupan t le plan M suivant le d i amè t r e hh', et le plan P 



suivant la d ro i t e xg p e r p e n d i c u l a i r e à B , de sor te q u e ge et ge' s e ron t les distance?-

du po in t x aux d ro i t e s D et D r . Les t r i ang les semblab les ahg, aep donnen t hp, ou 

xm, ou xf: ge'.'.ap : ae; de m ô m e les t r iangles semblab les gbh', bq'ë d o n n e n t li'q\ 

ou xm\ ou xf l ge' l'.bq1 : bë' '.'.ap '.ae; d o n c les d i s t ances d ' un po in t q u e l c o n q u e 

de la c o u r b e E à un m ê m e foyer et à la d ro i t e D ou D f c o r r e s p o n d a n t e à ce foyer, 

sont dans u n r a p p o r t c o n s t a n t . Donc enfin D et D f son t les d i rec t r i ces dcl 'eJ l ipse E, 

Si p a r le s o m m e t s du cône on m è n e la d ro i t e si para l lè le à la d ro i te q'ë, les 

t r iangles bfë et sbl sont semblab les et d o n n e n t bq' : be' : l bs : bl, l 'angle sbl est p lus 

g rand q u e asb * donc si du po in t b on mena i t u n e para l l è le à la géné ra t r i ce G,, elle 

passerai t d a n s l ' i n t é r i eu r de l 'angle sbl et coupe ra i t la d ro i t e s /en un po in t l, tel que 

l'on aura i t bi = bs, maïs la d ro i t e bl est p lus g r a n d e q u e la d ro i t e bi, d o n c e n -

lin bl est p lus g r a n d q u e bs\ d 'où il r é su l t e q u ' u n p o i n t q u e l c o n q u e x de l 'el l ipse 

est p lu s p r è s du foyer q u e do la d i r ec t r i ce q u i c o r r e s p o n d à ce foyer ( en se r a p p e 

lant q u e la d i r ec t r i ce et le foyer qu i lu i c o r r e s p o n d sont tou jours s i tués d ' un 

m ê m e côté p a r r appor t au c e n t r e de l ' e l l i p se ) . 

291. Tout point de la section conique, composée dune seule branche infinie, est 

également éloigné du foyer cl de sa directrice. 

Soit P (fig. 4 9 1 ) la sect ion faite pa r u n p l a n para l lè le au p ian t angen t m e n é au 

eône pa r la géné ra t r i ce G,, le p lan mér id i en (A, G,) ou M sera p e r p e n d i c u l a i r e au 

plan sécant et le c o u p e r a su ivant u n e d ro i t e B , qu i se ra l 'axe de la c o u r b e P et 

qui sera para l lè le à G,. Gela posé , i n sc r ivons dans l ' angle h'sli, s i tué dans le plan M. 

un cercle t angen t aux t ro is dro i tes G„G, ,B , son c e n t r e sera s u r l 'axe A du cône 

et sur la bissectr ice de l 'angle sag, laquel le est p e r p e n d i c u l a i r e à l 'axe A ; si 

i on suppose q u e ce cerc le t o u r n e a u t o u r de A , il e n g e n d r e r a u n e s p h è r e S tan

gente à la surface c o n i q u e de révo lu t ion le long du parallèle À et au p lan de la 

section c o n i q u e en f, po in t qu i sera le foyer de la c o u r b e P ; le p lan du parallèle 

\ coupe la d ro i t e B en un poin t e ; p a r ce po in t e, é levant la d ro i t e D p e r p e n d i c u 

laire à B, on a u r a en cel te d ro i t e D la d i rec t r i ce de la c o u r b e P . 

P r e n o n s m a i n t e n a n t un po in t q u e l c o n q u e x su r la c o u r b e P , pa r ce point fai

sons passer u n parallèle K , son plan c o u p e le plan de la c o u r b e P suivant une 

d ro i t e p e r p e n d i c u l a i r e au mér id ien M , et pa r c o n s é q u e n t p e r p e n d i c u l a i r e a la 

(bo i t e B s i tuée d a n s ce p lan M; la dro i te xg est donc para l lè le à D, et p a r c o n s é 

q u e n t ge m e s u r e la d is tance du p o i n t s à la d i r ec t r i ce D. Je dis q u e l 'on a : ge—~ .*;/-. 

<«n effet, pa r le po in t x passe u n e géné ra t r i ce G du cône , l aque l le est t angen te i 

la s p h è r e S au po in t m , po in t en lequel cet te généra t r i ce G c o u p e le parallèle A 

<>n a donc xfz=xm^pli--"pn ~r <dt, mais à cause q u e la d ro i t e B est paral lè le a 



lu droite G, , les deux triangles pae et gak sont isocèles et donnent pa^-cw, 

oh^zag, l'on a donc xf~ge. 

Cette courbe P a reçu le nom de parabole, le point a en est le sommet, et l'on a 

évidemment af=cœ. La droite B est dite «.re de la courbe. 

292. La différence des distances d'un point quelconque de la section conique, compo

sée de deux branches infinies , à deux points fixes situés sur son axe transverse est 

constante et égale à la longueur de cet axe. 

Soient ( H , H ' ) les deux branches infinies de la section faite par un plan parallèle 

à deux génératrices (fig. 1 9 2 ) , coupons le cône par un plan méridien M parallèle 

au plan vertical de projection et perpendiculaire au plan sécant; inscrivons deux 

cercles G et C , tangents aux droites B, G,, G a , situées dans le plan M ; supposons 

que ces cercles tournent autour de l'axe A et engendrent les sphères S et S' tan

gentes au cône le long des parallèles A et A ' et au plan de la section aux points 

/ e t / ' . 

Prenons un point que l conques sur la courbe ( H 3 H ' ) , menons xf et xf, j e dis 

que xf—xf=^const.=ab. Eneffet, par le point x passe une génératrice G tangente 

aux sphères S et S' aux points m et m, où elle rencontre les parallèles A et A ' ; 

on a donc 
xf— xm, xf = xm' 

d'où 
xf— xf= xm1 — xm = mm'= constante 

puis 
mm' — pp'=qq' 

niais 

pp = ap —ap = af — af— ah -f- bf — af, qq'— bq — bq1— h/— bf ~-- ab -\-af—l>f 

donc 
bf—af—af—bf 

d'où 
-2bf' = 2af et bf' = af 

par conséquent pp', ou 
xf—xf=af —bf— ab 

Celte courbe a reçu le nom d'hyperbole, les points a et b en sont les sommets, 

/ e t / ' les foyers, et le point o, milieu de ab, en est le centre; si par le point o ou 

élève une perpendiculaire à ab on a la droite désignée en analyse sous le non» 

d'axe imaginaire de l 'hyperbole, et la droite ab est dite axe réel ou transverse de 

l 'hyperbole, 

293. Les plans des parallèles A et A ' coupent l 'axe B aux points e et e, et ces 

points sont tels que l 'on a ae — be. En effet, les triangles semblables ebq, bq'e et 

aep, aëp donnent be1 : bq' :; ee : qq et ae : ap y. ee1 : pp% mais bq'= bf'z=s qf= ap , 

qq'^pp, donc be'^ae, ce qu ' i l fallait démontrer . 



Cela pose , si des points e et ë on élève les droites D et D ' perpendiculaires a lu 

droite B, ce seront les directrices de l 'hyperbole, qui jouissent de cette propriété, 

savoir : que les distances d'un point quelconque de C hyperbole à un foyer et à la directrice 

voisine sont dans un rapport constant. En effet, par le point x faisons passer un paral

lèle K,son plan coupera îe plan de la courbe ( H , H ' ) suivant une droite a# perpen

diculaire au plan méridien M , et perpendiculaire par conséquent à la droite B, et 

dès lors parallèle aux directrices D et D ' , donc çje et gë sont les distances du 

point x à ces directrices D et D ' , et les triangles semblables hag, aep donnent hp: 

qeilaplae; mais hpz=.xm^xf, donc xf\ ge il api ae, de môme les triangles sem

blables bgh', be'q donnent/ i7/ ' :#e 'Mbq'ib'ë; mais h'q]=.xmxf', bq'=ap, be=r-ac. 

donc xfIgë il api ae, ce qu' i l fallait démontrer . 

L 'angle eap est plus petit que psq, donc si par le point a on mené une parallèle 

à la génératrice G, du cône et rencontrant pe en i, on aura aiz=zap et la droite ae 

passera dans l ' intérieur de l 'angle pai, l'on aura donc ae plus petit que ap. 

Dès lors, pour l 'hyperbole un point quelconque de la courbe est plus éloigne 

du foyer que de la directrice correspondante à ce foyer. 

294. Un cône de révolution ne pouvant être coupé par un plan que suivant 

une ellipse, une parabole, ou une hyperbole, ces trois courbes ont reçu le nom 

commun de sections coniques, on les nomme aussi courbes du second degré parce 

que leurs équations sont du second degré. L'ell ipse comprend ie cercle , comme 

cas particulier, et l 'ellipse devient un cercle lorsque la distance focale est nulle, 

ou que ses deux axes sont égaux. 

294 bis. Concevons un cône de révolution A dont l'axe de rotation A se trouve 

placé dans le plan vertical de projection et perpendiculaire au plan horizontal de 

projection. Désignons par s îe sommet de ce cône et coupons-le par une suite de 

pians P , P', P" , etc. , parallèles entre eux et perpendiculaires au plan vcrth-al de 

projection qui sera un pian méridien M du cône A . 

Ce plan M coupera la surface A suivant deux génératrices droites G et G et les 

plans P, P f , P " , e tc . , suivant des droites parallèles entre elles, et qui ne seront 

autres que les traces verticales V , V , V " , de ces plans, lesquels couperont (e 

cône A suivant des sections coniques semblables E, E', E", etc. (qui seront toutes 

des ellipses, ou des paraboles, ou des hyperboles, suivant la direction donnée aux 

plans sécants P, P', P" , e t c . ) . 

Traçons dans le plan M des cercles C, C , C", etc. , tangents aux droites G et ( « . 

et aux droites V" , V 1 ' , V 1 " , etc. Ces cercles toucheront les traces V", V " , V " , en-., 

respectivement en des po in t s / , , / ' , / " , etc. , qui seront les foyers homologues de> 

sections coniques E, Iv lv", etc. 



^eia pose ; 

Je dis que îe sommet s du cône et les divers foyers homologues / , / ' , / " , e<v. 

•sont en ligne droite. 

Et en effet,/îgr. 192 bis. 

Les rayons of, o[p, o"f", etc. , des cercles C, G', C", etc. , seront parallèles entre 

eux, comme perpendiculaires aux tangentes parallèles entre elles V , Y 1"', Y r " , etc. 

De même les rayons op, o ' / / , o"p", etc. , seront parallèles entre eux comme 

perpendiculaires à la droite G, qui est une tangente commune aux cercle4-

G. C', C ? , etc. 

On aura donc : 
KO : so' : so" : etc. :; op ; o'p' : o"//' ; etc. 

ou 

; so' : so" : etc. ".: of-: o'f ; o"f" ; etc. 

proportions qui démontrent que le point s et les p o i n t s / " , / " > e tc . , sont en l igne 

droite. 

Si donc deux ellipses, ou deux paraboles, ou deux hyperboles étant semblables 

et sembîableuicnt placées, le pôle de similitude est le foyer de l 'une des courbes 

il sera en même temps le foyer de la seconde courbe. 

295, Une section conique quelconque peut toujours être placée sur une infinité 

de cônes de révolu t ion , dont les sommets sont les différents points d'une autre 

section c o n i q u e , comme nous allons le démontrer : 

î° Soit donnée une ellipse E (fig. 1 9 3 ) , dont ab et cd sont les axes, / e t / ' les 

loyers; considérons ieplan de la courbe E comme horizontal,, et par l'un des foyers / 

élevons la verticale ff sur laquelle nous prendrons un point r que lconque ; de 

ee point r, comme centre, et avec le rayon fr décrivons un cercle G dans le plan 

M'Hiea! M passant par le grand axe aff'b de l 'ellipse E ; puis des points a et /; me

nons des tangentes à ce cercle, elles se couperont en un point s, qui sera îe som

met d'un cône de révolution A ayant sr pour axe, sa et sb pour génératrices situées 

dans le plan M. Sur ce cône A est placée l 'ellipse E ; en effet , cette surface 

«'unique A sera coupée par le pian horizontal suivant une ellipse ayant même 

axe ab, et mêmes f o y e r s / e t / 7 que E , car en comparant la figure actuelle avec la 

ligure 190, on voit que le cercle C est précisément celui qui par son point de 

eon tae t / avec «adonnera i t le foyer de la section; mais deux ellipses ayant même 

axe «-l mêmes foyers sont évidemment ident iques , donc l 'ellipse E est placée sur 

la >urtace conique A que nous venons de considérer 

F.i) choisissant un autre point r' sur la verticale, on obtiendra une autre suri'aee 

•••unique A f , ayant pour sommet un point s' ; on pourrait aussi élever la verticale 

par h: seeom! fo\er / ' . et l'on obtiendrait ainsi une série de sommets a. s\ eic 



tous Situes sur une courbe ( H , I l r ) , que j e dis être une hyperbole ayant pour som

mets les f o y e r s / e t / ' de l 'ellipse E , et pour f o y e r s , les sommets a et b de cette 

ellipse. En effet, on a évidemment d'après la figure, pour un point quelconque >• 

de cette courbe ( H , I I ' ) . 

sb — sa — sq -\-qb~ sp—pa = bq — ap = bf— af — bf— bf = ff 

290. De ce qui précède on peut conclure différentes propriétés de l 'hyperbole. 

On voit d'abord que si l 'on construit un cercle G de rayon quelconque tangent 

a l'axe transverse de l 'hyperbole ( H , H ' ) au sommet / , et que des foyers a et b on 

mène des tangentes à ce cercle, ces tangentes vont se couper en un point s de 

l 'hyperbole situé sur la branche qui passe par le sommet / , ce qui fournit un moyen 

de construire par points une hyperbole dont on connaît les sommets et les foyers. 

Réciproquement si l'on mène les rayons vecteurs sa, sb d'un point quelconque s 

de l 'hyperbole, et que l 'on inscrive un cercle dans le triangle asb, ce cercle tou

chera l'axe transverse au sommet / de la branche d 'hyperbole sur laquelle est 

situé le point s. 

Les points de contact des cercles ainsi construits et des rayons vecteurs abou

tissant au même foyer a sont sur une circonférence de cercle décrite de ce foyei 

comme centre et avec la distance af pour rayon. Car pour tous ces cercles on a -

apzzz«/comme tangentes issues d'un même point. 

297. Si l 'on suppose que le cercle C tourne autour de l 'axe sr, il engendrera 

une sphère tangente à la surface conique le long du parallèle A , dont le plan 

coupera i'axe ab de l 'ellipse E en un point e appartenant à la directrice D de cette 

eourbe (n° 289) , on aura donc pour un point quelconque x de E la proportion 

xfigeiiaf lae. Si l'on prend un autre sommet s, sur la m ê m e branche II de l 'hy

perbole , qu'on fasse les mêmes constructions par rapport au nouveau cône, le 

plan du parallèle de contact A coupera ab en un point , que j e désigne pour un 

instant par ex, et l 'on aura xfige/.iaflae/, de ces deux proportions on tire ge: 

ae II ge/. ae,, d'où ge—aelae::ges—ae/.ae/, mais ge — ac~ag=ge, — « c , donc 

ae^ae,. Donc tous les plans de parallèles de contact tels que A coupent îe plan 

de ie i l ipse E suivant la même droite D et ne déterminent ainsi qu'une seule di

rectrice de cette courbe E. Si l'on considère les cônes ayant leurs sommets sur 

l'autre branche 11' on obtiendra de la même manière la seconde directrice D' d. 

l 'ellipse E. 

208. On démontre par Vanalyse appliquée à la géométrie que la tangente à 

1 hyperbole divise en deux parties égales l'angle des rayons vecteurs du point de 

•"•nîact ; or, l'axe sr du cône de révolution divise l 'angle asb en deux parties é;-a -

file://-/-qb~


donc iî est tangent à l 'hyperbole ( H , H 7 ) au point s. D'où l'on déduit cette pro

priété que les axes des cônes de révolution sur lesquels on peut placer une ellipse sont 

tangents à la courbe lieu de leurs sommets. Mais cette propriété se trouvera démon

trée par la géométrie descriptive sans avoir besoin de recourir à Y analyse, car plus 

loin nous démontrerons directement la propriété suivante, savoir : la normale 

en un point d'une section conique divise en deux parties égales l'angle des rayons vec

teurs ayant le point considéré pour sommet. 

En augmentant le rayon fr, les tangentes ab et bq approchent du parallélisme; 

lorsque ces droites seront parallèles, le sommet s sera transporté à l ' inf ini , et 

le cône se transformera en un cyl indre . On aurait un second cyl indre en décri

vant un cercle égal langent au point mais il est facile de reconnaître que ces 

deux cylindres sont supcrposables et qu'ainsi on peut placer sur un cylindre 

( n ° 2 8 7 ) de révolution l 'ellipse proposée E , de deux manières différentes, cette 

courbe E affectant dès lors sur le cyl indre deux positions que l 'on obtient 

(fig. 488) en faisant tourner le plan P de l 'ellipse E autour de cd d'un côté ou 

d'autre et d'un même angle . 

Dans le cas que nous considérons, l 'axe du cyl indre passe par le centre o 

{fig. 193) de E et par le point de l 'hyperbole ( H , H ' ) situé à l ' infini , donc il sera 

l'asymptote de celte hyperbole, car nous démontrerons plus loin que les asymp

totes de l 'hyperbole passent par le centre. 

299. 2 ° Soit donnée une parabole P (fig. 1 9 4 ) , dont a est le sommet et / ie 

foyer; considérons le plan de P comme horizontal , et par le foyer élevons la ver

ticale fr sur laquelle nous prendrons un point quelconque r pour centre d'un cer

cle G tangent à l 'axe infini de la parabole et au point / , puis ayant prolongé fr 

jusqu'en q, menons par les points a et q des tangentes à G , elles se couperont en 

un point s, qui sera le sommet d'un cône de révolution ayant fr pour axe, sa et 

sq pour génératrices droites, et sur lequel est placée la parabole P . En effet, le 

plan horizontal , parallèle à la génératrice sq, coupe cette surface conique suivant 

une parabole ayant même sommet a et même foyer / que la courbe donnée P 

( n a 2 9 0 ) , donc ces deux paraboles sont identiques. Donc, enfin, la parabole P est 

placée sur la surface conique que nous venons de considérer. 

En prenant d'autres centres r sur la verticale élevée au po in t / , on trouvera une 

infinité d'autres surfaces coniques, sur lesquelles sera également placée la para

bole P, et j e dis que les sommets s sont les différents points d'une parabole P 

ayant son sommet e n / e t son foyer en a. En effet , la figure montre évidemment 

que pour un point quelconque s de P ' on a : 

m ~ sp - f pa = sp - f af— sp -f fe'sq• -f- ql — si 



300. On voit par ce qui précède que si l'on construit un cercle G d'un rayon 

quelconque et tangent à l'axe infini d'une parabole P ' au sommet f, que l'on mène 

une tangente à ce cercle C par le foyer a et une autre tangente à ce même cercle , 

mais parallèle à l 'axe infini, ces deux tangentes se rencontrent en un point s de 

la parabole P', ce qui fournit un moyen de construire par points une parabole 

dont on connaît le sommet et le foyer. Réciproquement , si par un point quel

conque s de la parabole P ' on mène le rayon vecteur et une parallèle à l'axe 

infini et extérieurement à la courbe P ' , le cercle langent à ces trois droites tou

chera l'axe infini de la parabole P r au sommet de cette courbe P ' . 

Les points de contact des cercles ainsi construits et des rayons vecteurs sont 

sur une circonférence de cercle décrite du foyer comme centre et avec la distance 

« / p o u r r ayon , car pour tous ces cercles on a ap = af. 

301. Si l'on suppose que le cercle C tourne autour de l'axe sr, il engendrera 

une sphère tangente à la surface conique le long d'un parallèle A dont le plan 

coupe le plan de la parabole P suivant la directrice D (n° 290) , de sorte que l 'on a 

ae^=af; pour tout autre sommet s, on trouvera un autre parallèle A dont le plan 

devra couper le plan de la parabole suivant la même droite D, puisque af est 

constant. 

302. Par Vanalyse appliquée à la géométr ie on démontre que la tangente à la 

parabole divise en deux parties égales l 'angle du rayon vecteur et du diamètre , 

donc l'axe sr est tangent à la parabole P ' , on en conclut évidemment que la sous-

tangente est double de l'abscisse, car on a nf=zqs; mais nous démontrerons di

rectement cette proposition ( n ° 3 2 1 ) , et ensuite nous démontrerons que cette même 

propriété existe pour l 'ellipse et l 'hyperbole en la faisant passer de la parabole 

sur ces deux courbes. 

303. A mesure que le sommet s s 'éloigne sur la parabole P f , le rayon fr du 

cercle augmente indéfiniment , de sorte que le cône ne pourrait dégénérer en 

cylindre qu'en supposant fr inf ini , c'est-à-dire qu'une parabole P ne peut jamais 

être placée sur un cylindre de révolution. Donc aussi un cylindre de révolution 

ne peut pas être coupé par un plan suivant une parabole. 

304. 3° Soit donnée une hyperbole ( i l , I I ' ) (fig. 195) dont a et b sont les som

mets, / e t / ' les foyers ; considérons le plan de ( I I , I I ' ) comme plan horizontal , et 

par l'un des foyers / é l e v o n s la verticale fr et d'un centre quelconque r décrivons 

le cercle G tangent e n / à l'axe réel ou transverse ab, par les sommets a et b m e 

nons des tangentes à ce cercle, elles se couperont en un point s qui sera le som

met d'un cône de révolution avant sr pour axe, sa et sb pour génératrices droites 

et sur lequel sera située l 'hyperbole ( I I , H f ) . En effet, cette surface conique sera 

'•oupée par le plan horizontal suivant une hyperbole ayant mêmes sommets a cl b 



et mêmes l o y e r s / e t / ' que l 'hyperbole proposée, et qui par conséquent sera iden 

tique avec c ! l e . 

Mais en choisissant un autre point r, on trouvera par la même construction un 

autre sommet s d'un cône de révolution sur lequel sera située l 'hyperbole p r o 

posée ( H , H r ) ; le lieu de ces sommets est une ellipse E ayant pour sommets les 

foyers / e t / ' de l 'hyperbole ( H , H ' ) et pour foyers les sommets a et b de celte hyper

bo le ; en effet, pour l'un quelconque de ces sommets s, on a év idemment : 

sa + sb — sp -f- pa -f- qb — sq = ap -f- bq — af-\- bf = bf -f- bf ~ ff 

305. Nous voyons par ce qui précède que si l 'on décrit un cercle d'un rayon 

quelconque tangent au grand axe d'une ellipse E et en son sommet; que si des 

foyers a et b on mène des tangentes à ce cercle, elles vont se couper en un point & 

de l'ellipse E ; ce qui fournit un moyen de décrire par points une ellipse dont on 

connaît les sommets et les foyers. Réc iproquement , si l 'on décrit un cercle tan

gent : 1° au grand axe d'une ellipse E , 2° à l'un des rayons vecteurs mené à un 

point x de cette ellipse et 3° au prolongement de l'autre rayon vecteur mené au 

même point x , le point de contact avec i 'axe sera au sommet de la courbe E. 

Les points de contact des cercles ainsi construits et des rayons vecteurs abou

tissant au même foyer a sont sur une circonférence décrite de ce foyer comme 

centre et avec la distance o /pour rayon , car pour chacun de ces points on a tou

jours aj'=ap. 

306. Si l 'on suppose que le cercle C tourne autour de l 'axe sr, il engendrera 

une sphère tangente à la surface conique îe long d'un parallèle A , dont lcplan cou

pera le plan horizontal suivant une droite D , directrice de l 'hyperbole ( H , 11') 

(n° 292) . 

Si l 'on construit donc des cônes ayant leurs sommcîs en chaque point de l 'el

lipse E et les sphères correspondantes, tous les plans des parallèles de contact se 

couperont suivant la môme droite D . 

307. On démontre par Y analyse appliquée à la géométrie que la tangente à 

l 'ellipse divise en deux parties égales l 'angle supplémentaire des rayons vecteurs 

menés au point de contact. Or, l'axe sr du cône remplit cette condit ion, donc il 

doit être langent à l 'ellipse. 

Plus loin nous démontrerons directement cette propriété, en démontrant que 

la normale en un point d'une ellipse divise en deux parties égales l 'angle des 

rayons vecteurs passant par ce point. 

Si le point s est au sommet du petit axe de l 'ell ipse, l'axe sr du cône est paral

lèle à ab, ce qui est évident , car alors les angles *7ab, 'sba sont égaux , par suite 



la bissectrice de l 'angle extérieur est parallèle à la base, donc dans ce cas parti

culier il est démontré que l'axe du cône est tangent à l 'ellipse. 

En augmentant encore le rayon fr, le sommet s se rapproche de f , et jamais le 

cône ne dégénère en cylindre ; donc une hyperbole ne peut jamais être placée sur 

un cylindre de révolution. Donc aussi un cyl indre de révolution ne peut jamais 

être coupé par un plan suivant une hyperbole . 

3 0 8 . PROBLÈME III . — Placer une section conique donnée sur un cône de révolu

tion donné. 1° Si la section conique est une ellipse E (fig. 4 9 3 ) en prenant un 

point quelconque de 1 hyperbole ( H , H ' ) on voit que l 'angle asb peut varier d<* 

480° à 0° , donc on pourra placer la courbe E sur le cône donné quel que soit son 

angle au sommet; et pour placer la courbe E sur le c ô n e , ayant mené un plan 

méridien de ce cône, il suffira d' inscrire dans l 'angle des génératrices extrêmes 

unedroite ab égale au grand axe de l 'ellipse, ou autrement ayant construit comme 

ci-dessus (n° 2 9 4 ) la courbe ( H , IV), puis sur ab et dans le plan de cette hyperbole 

( I I , I F ) ayant décrit un segment capable de l'angle asb ( formé par les génératrices 

extrêmes du cône donné) , il coupera l 'hyperbole en deux points symétriquement 

placés, les unissant l'un et l'autre aux points a et b on aura deux triangles identi

ques-, soit sab l'un d'eux, on coupera le cône donné par un plan, mér idien et i o n 

portera respectivement sur les deux génératrices qui y seront contenues les dis

tances sa, sb, puis conduisant par les deux points ainsi obtenus un plan perpen

diculaire au plan mér id ien , il coupera le cône suivant une ellipse identique à fa 

courbe proposée. 

2° Si la section conique donnée est une parabole P (fig. 4 9 4 ) , on construira en

core la parabole P R (n° 2 9 8 ) ; du sommet a, on mènera une droite faisant avec l'axe 

infini de la courbe P ' un angle supplément de l 'angle au sommet du cône proposé, 

elle coupera P ' en un point s, portant la distance as sur une génératrice du cône, 

et par le point ainsi obtenu menant une parallèle à la génératrice opposée du cône, 

puis par celte droite un plan perpendiculaire au plan méridien correspondant, 

il coupera le cône suivant une parabole identique à la courbe proposée. Il est 

évident que cette construction est possible quel que soit l 'angle au sommet du cône 

proposé. Donc une parabole quelconque peut être placée sur un cône quelconque 

de révolution. 

3° Si la section conique donnée est une hyperbole ( I I , I I ' ) (fig.idb), ayant 

construit l 'ellipse E (n° 3 0 3 ) , on décrira sur ab, et dans le plan de cette ellipse, un 

segment capable du supplément de l 'angle au sommet du cône donné, il coupera E 

en un point 6", prenant alors deux génératrices opposées du cône donné et sur ces 

génératrices, mais dans des nappes différentes pour l'une et l'autre, portant les 



distances sa, sb] menant ensuite par ab un plan perpendiculaire au plan méridien 

correspondant, il coupera le cône donné suivant une hyperbole identique à la 

courbe proposée. I l est évident que le segment décrit sur ab ne coupera pas tou

jours l 'ellipse E , il faut que l 'angle au sommet du cône, soit plus grand que le 

supplément de l'angle des rayons vecteurs menés du sommet du petit axe de l ' e l 

lipse E . Donc une hyperbole quelconque ne peut pas toujours être placée sur un 

cône quelconque de révolut ion, elle ne peut se trouver que sur un cône dont 

l 'angle au sommet est au moins égal au supplément de celui d'un triangle isocèle 

ayant pour base l'axe transverse ab et pour côté la demi-distance des foyers o /de 

cette hyperbole . 

Des focales des sections coniques. 

309. Dans l 'ellipse chaque foyer peut être remplacé par un point quelconque 

de la branche d 'hyperbole (n°294:) qui y passe et la propriété fondamentale de 

cette courbe ( savoir : que la somme des rayons vecteurs menés à un point quel

conque de lacourbe est constante) est encore satisfaite. En effet, prenons les points s 

e t / (fig. 493) respectivement situés sur les deux branches de l 'hyperbole ( H , H ' ) et 

considérons un point oc quelconque de l 'ellipse E ; les génératrices sx et s'x ren

contrent les parallèles A et A ' en les points t et ï et l 'on a st — sp, s't'zzzs'p1, xt=zxfy 

xt'=zxf comme tangentes à une môme sphère et issues d'un même poin t ; donc 

Ton a : 

sx - f s'x ~st~\- (x-\-s't'->rt'x — sp -f- s'p'-f- xf-\-xf — ab -f - sp -f- s'p' = constante 

Donc ces points s et s' pourraient aussi être nommés foyers de l'ellipse E et sous 

ce point de v u e , l 'hyperbole ( H , H ' ) est le lieu des foyers de l 'ellipse E , ce qui 

lui a fait donner le nom de focale de l'ellipse. 

Il est évident que si l 'on prend les deux foyers sur la même branche de l ' hy 

perbole ( H , H ' ) , on trouvera que c'est la différence des rayons vecteurs qui est 

constante et non leur somme, car on aurait dans l'expression de chaque rayon 

vecteur le terme xf ou xf','quc l 'on ne pourrait faire disparaître que par soustrac

tion ; e t , en effet, en considérant le même f o y e r / , on voit que (xf-f-xf) n'est 

plus constant, mais bien (xf—xf), puisque l 'on a xf—xf=zO. 

310. Si de même pour la parabole P on remplace le f o y e r / (fig. 194) par un 

point quelconque s de la parabole P ' (n° 2 9 8 ) , et si l 'on prend en môme temps au 

heu de la directrice D, une parallèle à cette droite et menée par le point où af est 

coupée par une parallèle à passant par le point s, on voit de suite qu'un point 

quelconque de la parabole P sera encore également distant du foyer s et de la 

directrice correspondante. En effet, on a : 

xs = xt + is = xf-\- sq —xg-h gg"=*9" 



La parabole P ' est donc le lieu des foyers de la parabole P, elle est dite pour 

cela la focale de cette courbe. 

311 . Enfin, si l'on remplace les foyers de l 'hyperbole ( H , H ' ) (fig. 195) par deux 

points quelconques s, s1 de l 'ell ipse E (n° 303) , la différence des distances d'un 

point quelconque de l 'hyperbole à ces deux points sera encore constante. En 

effet, considérons deux points m et m' de l 'hyperbole situés l'un sur une branche 

et l'autre sur l'autre branche de l 'hyperbole , on sait que si la courbe E est le lieu 

des sommets des cônes de révolution sur lesquels on peut placer l 'hyperbole ( H , H ' ) , 

réciproquement la courbe ( H , H r ) sera le l ieu des sommets des cônes de révolution 

sur lesquels on peut placer l 'ellipse E ( n o s 294 et 303 ) , donc la courbe ( H , H ' ) sera la 

focale de la courbe E (n° 308) et l 'on aura : 

sm -f- sm' = s'm -J- s'm' d'où ms — m s' — m's' — m's = constante 

Si l 'on prend deux points m et m" sur une môme branche de l 'hyperbole, on 

aura (n° 308) : 

ms —m" s = ms'— m" s' d'où m" s — m" s' = ms — ms' = constante 

Donc l 'ellipse E est la focale de l 'hyperbole ( H ^ ' ) . 

L e mode de démonstration que j ' a i employé pour obtenir les propriétés des 

foyers et des focales des sections coniques a été exposé pour la première fois par 

MM. Dandelin et Quételet ( * ) . 

Diverses propriétés de l'ellipse 

312. Nous avons vu (n° 280) qu'une surface cy l indr ique de révolution est 

coupée suivant une ellipse par un plan incliné à l'axe de ce cylindre, de sorte qu'en 

supposant cet axe ver t ical , la projection horizontale de l 'ellipse sera un cercle. 

Cela posé, si l 'on conçoit que toutes les droites tracées sur le plan horizontal 

soient les projections de droites tracées sur le plan de l 'e l l ipse, il est évident que 

les cordes du cercle sont les projections de cordes de l 'ellipse ; que le milieu de 

la corde du cercle est la projection du point milieu de la corde de l 'ellipse ; que 

deux droites parallèles sur le plan du cercle sont les projections de deux droites 

parallèles sur le plan de l 'ellipse ; qu'une tangente au cercle est la projection d'une 

tangente à l 'ell ipse ; que deux droites qui se coupent dans le plan du cercle sont 

les projections de deux droites qui se coupent dans le plan de l 'ell ipse. Mais l'angle 

des projections de deux droites n'est pas égal à l 'angle des droites projetées, à 

moins que ces droites ne soient l'une une horizontale et l'autre une ligne de plus 

grande penteduplan de l 'ellipse, auquel cas ces droites dans l'espace et leurs pro

jections sur le plan du cercle sont également perpendiculaires entre elles. 

''*) y oyez les Mémoires de l'Académie royale des sciences de Bruxelles 



313. D'après cela nous conclurons facilement ce qui suit : 

4° Nommant diamètre d'une courbe une l igne qui divise en deux parties égales 

un système de cordes parallèles, les diamètres du cercle sont des droi tes , donc 

!es diamètres dune ellipse sont des droites. 

2 n Tous les diamètres d'un cercle passent par le centre et y sont coupés en deux 

parties égales : donc les diamètres dune ellipse concourent en un point, qui est leur 

milieu commun et quon nomme centre de l'ellipse. 

3° Les diamètres d'un cercle sont perpendiculaires aux cordes qu'i ls divisent en 

deux parties égales; mais il n'en sera pas de môme dans l 'e l l ipse, excepté toute

fois pour le diamètre dirigé suivant une l igne de plus grande pente du pian et 

pour le diamètre horizon'al . Ces deux derniers diamètres sont nommés les axes 

de l ellipse. 

4° De deux droites, qui ont des projections égaies, la plus grande est celle q io 

fait avec le plan de projection le plus grand angle -, or , tous les diamètres du cercle 

sont égaux, donc le plus grand diamètre de l 'ellipse est celui qui est dirigé suivant 

la l igne de plus grande pente de son p l an , e t le plus petitest le diamètre horizon

tal; c'est-à-dire que les axes d'une ellipse sont ses diamètres maximum et minimum 

5° On nomme diamètres conjugués deux diamètres, dont chacun est parallèle aux 

cordes divisées par l'autre en deux parties éga les ; dans le cercle les diamètres 

conjugués sont perpendiculaires entre eux; mais il n'en sera pas de môme dans 

l'ellipse, excepté pour les axes, qui forment le seul système de diamètres conju

gués de l'ellipse perpendiculaires entre eux. 

6° Les diamètres du cercle qui font des angles égaux avec la projection de l'un 

des axes sont les projections de diamètres égaux de l 'e l l ipse, car ils sont égale

ment inclinés sur le plan horizontal et ont des projections égales; mais ces dia

mètres ne sont conjugués qu'autant qu'ils font avec la projection de l'un des axes 

des angles demi-droits ; donc il n'y a dans l'ellipse qu'un seul système de diamètres 

conjugués égaux. 

7° La tangente au cercle est parallèle au diamètre conjugué de celui qui passe 

par le point de contact; donc aussi la tangente à l 'ellipse est parallèle au diamètre 

conjugué de celui qui passe par îe point de contact; et par conséquent les tan

gentes aux extrémités d'un môme diamètre sont parallèles. 

8° On nomme cordes supplémentaires deux cordes qui partant d'un môme point 

de la courbe aboutissent aux extrémités d'un môme diamètre ; or, dans le cercle 

les cordes supplémentaires sont perpendiculaires entre elles et par conséquent 

parallèles à deux diamètres conjugués; donc aussi dans l'ellipse les cordes sup

plémentaires sont parallèles à deux diamètres conjugués, mais les cordes sup

plémentaires parallèles aux axes sont seules perpendiculaires entre elles 



9° Dans le cercle les tangentes aux extrémités d'une corde concourent en un 

point du diamètre conjugué de cette corde, c'est-à-dire en un point du diamètre 

qui passe par le milieu de la corde qui unit les points de contact; donc aussi 

dans l'ellipse les tangentes aux extrémités d'une corde concourent en un point du 

diamètre conjugué de cette co rde ; et par conséquent si l'on mène des tangentes 

aux extrémités de tant de cordes parallèles que l'on voudra , ces tangentes con

courront deux à deux en des points situés sur le diamètre conjugué de ces cordes 

parallèles. 

10° Si d'un point extérieur à l 'ellipse on mène deux tangentes à cette courbe, 

ensuite la corde qui unit les points de contact, et enfin une parallèle à cette corde, 

les portions de cette parallèle comprises entre les tangentes et la courbe sont 

égales entre elles ( c ' e s t évident d'après la figure). 

314. Il résulte de ee qui précède les constructions graphiques de plusieurs p r o 

blèmes, qu ' i l est utile de savoir résoudre lorsqu'une ellipse est donnée par son trace. 

1° Pour trouver le centre d'une ellipse E il suffit de mener deux cordes paral

lèles C et C r , de construire leur diamètre conjugué D qui passe par les points d 

et d'milieux de ces cordes G et G' et de prendre le milieu du diamètre D . 

2 ° Pour trouver les axes d'une ellipse E, on construit un de ses diamètres ï> 

q u e l c o n q u e , sur l eque l , comme diamètre , on décrit une circonférence de cer

cle B, laquelle coupe l 'ellipse en un point m que l'on unit aux extrémités du dia

mètre D; on a deux cordes supplémentaires rectangulaires entre elles et auxquelles 

les axes de l 'ellipse sont par conséquent parallèles (n° 313, 8 ° ) . 

8° Les diamètres conjugués égaux sont parallèles aux cordes supplémentaires 

menées d'une extrémité d'un axe aux extrémités de l'autre axe. 

4° Pour construire la tangente en un point m d'une ellipse E , on mène Je dia

mètre D qui passe au point m , ensuite une corde G parallèle à D , enfin on unit 

les mil ieux des droites C et D par une droite D 'à laquelle la tangente demandée 

est parallèle (n° 313, 7°) , car D et D ' sont deux diamètres conjugués. 

5° On peut aussi} construire la tangente de la manière suivante : on mène le 

diamètre D qui passe au point m , ensuite une corde G parallèle à D , enfin la corde 

V/ supplémentaire de G, et la tangente est parallèle à la corde G'(n" 318, 7" et 8 ' ) . 

0° Les mêmes opérations graphiques s'appliquent à la construction de la tan

gente parallèle à une droite donnée, car on obtient le point de contact en menant 

un diamètre parallèle à la droite donnée, puis son conjugué. 

315. La projection horizontale dune droite est égale à la droite projetée multipliée 

par le cosinus de l'angle qu'elle fait avec sa projection; car la droite ab (fig. 11)6) est 

-l'hypothénuse d'un triangle rectangle dont la projection ou une parallèle ac à 

cette projection est un coté de l 'angle droit ; on a donc : ac=iab x cos ?.. 

2'- :v.!.ni:. 10 



La môme relation existe entre la surface ou aire d'une figure plane quelconque 

et la sruface ou aire de sa project ion. En effet, soit 1° un triangle abc (fig. 1 9 7 ) 

ayant un côté ab sur le plan de project ion, nous avons en représentant l 'aire du 

triangle cab par A et l 'aire de sa projection a6c/par Ah: 

&. = ~abxce, ^'—'.abxed, mais ed= ceX cos« 
donc 

àh=iab X ce X cos a = A X cos* 

2° Soit le triangle «6c 198 ) ayant un seul sommet a sur le plan deproject ion, 

prolongeons le coté opposé bc et sa projection de jusqu'à leur rencontre en / et 

joignons par la droite af les deux points a e t / ; nous aurons 

abc ~afv — abf\ ade — afe — afd,'[^ mais afe—afcX cos a, afd = afbx cos a 

donc 
ade — abc X cos a 

On peut n'ojours se ramener à ce dernier cas , en menant par l 'un des som-

ïaets un p" xi ^nvi l ïè îe au plan de project ion. 

i ne dj> K ! re plane peut toujours se décomposer en triangles de grandeur 

i.me ou 1 i i nt petite, et par conséquent la proposition précédente lui serait 

qq)i<caiiie m e , si en générai on représente Faire d'une figure plane par K , 

l\a> W t ' 1 1 ' < a projection et par a l 'angle que fait son plan avec le plan de 

'uojct .'•> a . .ra K ? ' = K . cos y. On peut donc énoncer ce qui suit: 

î i - q narrés circonscrits au cercle sont égaux, donc les parallélogrammes 

. r eo i iM i ; ' -'.i - Ilipse, dont ils sont les projections, sont équivalents entre eux. 

"2 L ^ , \ . i l'aies inscrits au cercle ont pour diagonales des diamètres; donc 

» - dij*,o'îa ! " des parallélogrammes inscrits à l 'ellipse sont aussi des diamètres. 

» T s . ' inscrits au cercle sont égaux et leurs diagonales sont des clia-

"i-èlr<^ VI' u e s ; donc les parallélogrammes inscrits à l 'ellipse et dont les dia-

ma! > ^ • V diamètres conjugués, sont tous équivalents entre eux. 

- " •» I l 'aire de l 'ellipse, % l 'angle de son plan avec3c plan du cercle C, 

' L ! > . t . . s e cercle C projection de l 'el l ipse, on a - i r = E . cos c.\ et si A et B 

' « • ! 1 !• < .mi axe et le demi-petit axe de l 'e l l ipse, on aura : R : = : B e = 3 V cos y., 

- ! ' . 8 . e o s x - ~ E . c o S : : ; ; donc, Ciiliii, - A I L Ainsi l'aire d e l'cliipbC 

- 1 - a * d'un cercle dont le diamètre serait m o ) e n proport ionnel entre les 

: - _ _ • I . ! , i , 3 e . 

1 * 1 - S "'iix cercles concentriques les cordes sous-tendues par des angles 

O ' U A " l U '" elles comme les rayons et sont par conséquentproport ionnelles 
, l , r ' ' < v ' • «m».ie on considère ces deux cercles comme les projections de deux 

'! Î v i . ,- ur un même plan , et* ellipses seront concentriques et jouiront de 



cette propriété, savoir que leurs diamètres homologues et leurs cordes homologues 

sont proport ionnels; donc les axes de ces ellipses sont proportionnels et on dit 

que ces ellipses sont des ellipses semblables, semblablement placées et concentriques. 

On pourrait transporter l'une de ces ellipses parallèlement à e l le-même dans 

son plan, ou dans un plan parallèle; elle aurait toujours pour projection un cercle 

et resterait semblable et semblablement placée par rapport à l'autre ell ipse. 

Je dis que deux ellipses situées dans un même plan, ou dans deux plans parallèles, et 

qui ont pour projections des cercles, sont semblables et semblablement placées. En eiïel 

soient R et R r les rayons des deux cercles projections ; À et B deux diamètres do 

l 'une des el l ipses; A ' e t B' les diamètres parallèles de l'autre ellipse; les droites 

A et A r feront avec le plan horizontal un même angle a, et aussi les droites B et W 

feront avec le plan horizontal un même angle |5, et par conséquent on aura 

R = A cos a = B cos p, R' = A ' cos a = B' cos S 

d'où A : B : : A ' : B'; donc les deux ellipses sont semblables et semblablement placées. 

318. Pour mener la tangente au cercle G (fig. 1 9 9 ) par un point extérieur a. 

on décrit sur oa comme diamètre un cercle G' qui coupe le cercle C aux points de-

contact b et c des tangentes ab et ac, et si par le point a on mène une sécante; 

quelconque, la partie df comprise dans îe cercle C est coupée en deux parties égales 

en e par le cercle G', car si l 'on joint oe l 'angle oea est droi t . Donc pour mener la 

tangente à l 'e l l ipse , dont G serait la projection , par un point projeté en a ( pour 

abréger le discours nous nommerons, les projections au lieu des lignes projetées),, 

sur oa comme diamètre homologue de gh, nous décrirons une ellipse G' semblable 

à l 'ellipse G et semblablement p lacée , elle coupera l 'ellipse G en deux points b et 

c, qui seront les points de contact des tangentes ab et oc, et si l 'on mène une sécant*1 

quelconque la partie d/"comprise dans l 'ellipse C est coupée en deux parties égales 

en e par l 'ell ipse C' . 

319. Ce qui a été dit (n" 281 ) , conduit à la méthode suivante pour mener la 

tangente en un point m d'une ellipse E. On construira le petit axe de l'ellipse E 

et sur ce petit axe comme diamètre on décrira un cercle G. Du point m on abais

sera sur ce petit axe une perpendiculaire qui coupera le cercle G en n, on mèner.s 

la tangente en n au cercle G, elle coupera le petit axe prolongé en ,v, joignant les 

points s et m, on aura la tangente demandée. 

On peut décrire le cercle sur le grand axe et opérer de la même manière; mais 

auparavant il faut démontrer qu'un cylindre oblique est coupé par un plan 

suivant une e l l ipse , et que par suite un cercle se projette suivant une el l ipse, 

c'est ce que nous verrons plus loin. 



320. Si dans un cercle C (fig. 2 0 0 ) on inscrit un hexagone dont les côtés de, ef 

soient respectivementparallèles aux côtés opposés ab, be, j ed is que les autres côtés cd 

et q/sont parallèles ; en effet , les angles abc et def'sont égaux comme ayant les côtés 

parallèles et dirigés en sens contraires ; donc les arcs afedc et fabcd qu'ils sous-

tendent sont égaux; donc leurs suppléments à la circonférence entière fed et abc 

sont égaux ; si l 'on prend les mil ieux g et h des arcs restants af et cd, on aura aussi 

gabli — gf-lk, donc gh est un diamètre perpendiculaire aux deux cordes af et cd, 

donc af et cd sont parallèles. I l en résulte que si dans l'ellipse, dont le cercle C serait 

la project ion, on inscrit un hexagone dont deux côtés soient parallèles à leurs opposées, 

les deux autres côtés seront parallèles entre eux. 

321 . PROBLÈME A. Par un point extérieur mener une tangente à une ellipse donnée 

par ses axes. Soient ab et cd(fig. 201 ) les axes d'une ellipse E et un point m par l e 

quel il faut lui mener une tangente. Prenons le plan de l 'ellipse pour plan hor i 

zontal et Yzxeab pour l ignede t e r re , sur cd décrivons un cercle C que nous considé

rerons comme la base d'un cylindre A vertical et de révolut ion; le plan du cercle 

restant f ixe , supposons que le plan de l 'e l l ipse tourne autour de cd jusqu'à ce que 

l 'ellipse soit placée sur le cyl indre A (n° 287) enE ' , le point m entraîné dans ce m o u 

vement viendra en m, puisqu' i l est sur le plan P ' ; menant de m'h une tangente 

à E'h, puis ramenant le point x en x par un mouvement en sens contraire , et 

joignant xm, nous aurons la tangente demandée. On construirait de même la tan

gente parallèle à une droite donnée, etc en ramenant toujours les construc

tions à s'effectuer par rapport au cercle C décrit sur le petit axe (ce rc le qui est 

la projection de l 'ellipse E ' ) , puis ensuite én rapportant les points sur le plan de 

cette courbe E' . 

La môme opération graphique fera connaître les points d'intersection d'une 

droite et d'une ellipse donnée par ses axes; car, ayant amené l'ellipse donnée dans 

la position E ' et la droite D en D' , Découpera E'A en deux points que l 'on ramè

nera sur le plan horizontal par un mouvement contraire; ils appartiendront à D 

et seront les points demandés. 

Diverses propriétés de la parabole. 

322. Les propriétés de l 'ellipse qui ne sont pas une conséquence de ce que 

la courbe est fermée s'appliquent également à la parabole, on peut les faire passer 

de l'une de ces courbes sur l'autre par la construction suivante : soient un cône 

de révolution (s, B ) (fig. 2 0 2 ) , et P une parabole donnée par un plan sécant paral

lèle à la génératrice sn . En un point quelconque m menons la tangente © et le 

plan tangent T le long de la génératrice sm. ; par le po in t s menons uneparallèle O 



à 0 , elle sera située dans le plan T et par conséquent tout entière hors de la surface 

conique, et un plan perpendiculaire au plan tangent T conduit par D n'aura quc le 

sommet s de commun avec le cône ; si donc par 0 on lui mène un plan parallèle, 

il coupera le cône suivant une ellipse E , qui aura aussi pour tangente 0 . Cela 

posé , il est évident que si l 'on fait passer des plans par le sommet s et par une série 

de cordes de l 'ellipse parallèle à 0 , ces plans couperont le plan de la parabole P 

suivant une série de cordes de cette courbe et toutes parallèles à 0 et le plan pas

sant par le sommet s et par le milieu des cordes de l 'ellipse passera aussi par les 

milieux des cordes de la parabole. Doncles diamètres de la parabole sont des droites. 

Si par la droite D on construit un second plan tangent à la surface conique , i l 

sera parallèle au plan delà parabole, car le plan T ' t a n g e n t le long des??,'et le plan de 

la parabole Pétant parallèles entre eux sonteoupéspar îe plan T suivantdeux droites 

parallèles, mais l 'une des intersections est 0 , donc l'autre est parallèle à 0 , et 

comme elle passe par le sommet s, elle n'est autre que D ; la g é n é r a t r i c e s ' coupe 

l 'ellipse en m' et le plan T ' coupe le plan de l 'ellipse E suivant une tangente 0 ' 

parallèle à D et par conséquent parallèle à 0 ; donc mm est le diamètre de l 'ellipse 

conjugué de la tangente 0 ; la génératrice «n'étant parallèle à pq, le pian snricoupe 

le plan de la parabole P suivant une parallèle à sn ou pq, donc le diamètre de la 

parabole passant par m est parallèle à l 'axe pq. En menant la tangente 0 par un 

autre point de la parabole, on arrivera à des conséquences semblables; donc tous 

les diamètres de la parabole sont parallèles à l 'axe infini de cette courbe. Donc 

la parabole n'a pas de cen t re , o u , ce qui expr ime la môme i d é e , le centre de la 

parabole est situé à une distance infinie. 

Par ce qui p récède , on voit de suite que la tangente à l 'extrémité d'un diamètre 

est parallèle aux cordes divisées par ce diamètre en deux parties égales. 

Si on mènela tangente 0 au point p, elle sera hor izonta le , car les plans tangents 

au cône suivant les génératrices sp et s?i' ont leurs traces horizontales parallèles et 

se coupent par conséquent suivant une hor izonta le , cette tangente0 serait donc 

perpendiculaire à l 'axe pr/; dans tout autre cas la tangente fait avec le diamètre 

conjugué un angle différent d'un d ro i t ; donc l 'axe de la parabole est le seul 

diamètre perpendiculaire aux cordes qu ' i l divise en deux parties égales. 

On voit de suite : 1° que puisque les diamètres sont infinis , de deux cordes 

supplémentaires l 'une est toujours parallèle à l ' axe , et 2° que les tangentes aux 

extrémités d'une corde se croisent sur le diamètre conjugué de cette corde. 

323. Be là on conclut que pour trouver l 'axe d'une parabole il suffit de mener 

deux cordes parallèles, d 'unir leurs milieux par une droite qui sera un diamètre 

de la parabole , de mener une corde perpendiculaire à ce diamètre et par le milieu 

de cette corde une parallèle au premier d iamètre , et cette parallèle sera l 'axe. 



Pour mener la tangente à la parabole en un point m , on peut construire le 

diamètre D qui passe au point m, ensuite deux autres diamètres D ' et D f / égale

ment distants de D , puis unissant les sommets ni et m" de ces diamètres par une 

corde, elle sera divisée par D en deux parties égales et par conséquent cette corde 

sera parallèle à la tangente cherchée ; la tangente demandée s'obtiendra donc en 

menant par le point m une parallèle à cette corde. 

324. Dans la parabole la sons-tangente est double de l'abscisse. En effet, ayant 

construit (fig. 49-4) la focale P ' de la parabole P et la tangente T au point m, si 

l 'on abaisse l 'ordonnée mn, que l'on décrive de a comme centre et du rayon an un 

cercle qui coupe la focale en s , ce point s sera le sommet d'un cône dont sn est l 'axe ; 

élevant la verticale fq, qui coupe sn en r, puis décrivant le cercle G du centre r et 

du rayon rf, il sera tangent en même temps à l 'axe an, à la droite as et à la géné

ratrice si parallèle à l 'axe. L e plan tangent au cône suivant la génératrice sm a 

pour trace horizontale T et pour trace verticale se", et comme il est aussi tangent 

à la sphère engendrée par le cercle G tournant autour de sn et qu ' i l est par consé

quent perpendiculaire au rayon qui passe par le point de contact ( leque l point de 

contact se projette verticalement sur rs), la droite se" est perpendiculaire sur la 

droite sr ou parallèle à gpe, donc les triangles ope et ase" sont semblables et comme 

aezzzap, on a 

ae" = as — an, d'où ne" = 2an 

Mais les triangles égaux nrf et rqs donnent sq=-fn, donc ns est tangente à la 

courbe P ' ( n ° 3 0 2 ) , donc la tangente à la parabole divise en deux parties égales le 

supplément de l 'angle du rayon vecteur et du diamètre , et par conséquent la nor

male divise en deux parties égales l 'angle du rayon vecteur et du diamètre. 

I I résulte de là un moyen de construire une parabole dont on connaît l 'axe A 

(fig. 2 0 3 ) , le sommet a et i i n point m, car abaissant l 'ordonnée mp, prenant 

aq=.ap, mq sera tangente à la parabole; donc le diamètre A ' et le rayon vecteur R. 

doivent faire avec mq, ou avec la normale N , des angles égaux; R vient couper A 

au f o y e r / , prenant asz=zaf, et menant D perpendiculaire à A , ce sera la direc

t r i ce ; connaissant alors le foyer / e t la directrice D , on peut facilement construire 

la courbe par points, ou par un mouvement continu. 

Diverses propriétés de l hyperbole. 

325, Parmi les surfaces coniques en nombre infini sur lesquelles on peut pla

cer une hyperbole donnée, il y en a une dont Taxe est parallèle au plan de la 

courbe , c'est celle dont îe sommet est placé à l 'extrémité de l'axe vertical de la 

focale (n° 3 0 0 ) . 



Nous considérerons donc une hyperbole sur cette surface conique particulière 

et nous déduirons les diverses propriétés qui appartiennent à l 'hyperbole de 

celles que nous avons précédemment reconnues appartenir à l 'ell ipse, en d'au

tres termes nous ferons passer les propriétés de l 'ell ipse sur l 'hyperbole et de la 

manière suivante : 

1° Soient (fig. 2 0 4 ) s le sommet et B la base d'un cône de révolution coupé par 

un plan P mené parallèlement au plan vertical de projection, la section sera une 

hyperbole K , rencontrant le plan horizontal en « et b et dont le sommet se p r o 

jette horizontalement en ?/', pour avoir p r ; nous ramènerons la génératrice Ql qui 

contient ce sommet en G / dans le plan méridien M (parallèle au plan vert ical de 

projection ) , viendra en p"\ on en conclura / / 0 , puis on reviendra de là à p". 

2° L e plan P étant parallèle aux génératrices G/ et G, , les asymptotes de l 'hy

perbole K seront les intersections du plan P et des plans tangents T et T\ menés 

suivant ces génératrices; or , ces plans sont perpendiculaires au plan vertical , et 

leurs traces verticales passent par sv centre de l 'hyperbole K p , donc les asymptotes 

de l 'hyperbole passent par le centre de cette courbe, ( L 'hyperbole K u étant iden

tique avec l 'hyperbole K , les propriétés de l 'une appartiendront à l 'autre . ) 

3° En un point m menons une tangente 0 à l 'hyperbole , puis par cette droite 

faisons passer un plan Q perpendiculaire au plan vertical de project ion, il cou

pera la surface conique suivant une ellipse E passant par m ci qui aura la même 

droite © pour tangente en ce po in t , mais le grand axe de E / ( est sur H* et parallèle 

à 9% donc mf t est l 'extrémité du petit axe et oh le centre de la courbe E / !; donc oh est. 

le milieu de la droite chdk et par suite o" ou mv est le milieu de cvdu, donc le point 

de contact divise en deux parties égales la portion de chaque tangente à l 'hyper

bole comprise entre les asymptotes. 

4° Soit une corde G de l 'ellipse et parallèle à 0 , el le rencontre cette courbe aux 

points e et g, et l 'on sait que ecmv=zmvgv, si par les génératrices G 3 et G, qui passent 

en ces points on conduit un p lan , il coupera le plan P suivant une droite A paral

lèle à 0 et à C, et passant par les points h et / de l 'hyperbole où elle est coupée par 

G et G... Cela posé, menant la droite G" par sv et « r e l i e coupe A" eu r , et puisque 

c' uï — m'./, on a aussi k''rz=zvrt, donc G' ; passe par les milieux de toutes les cordes 

parallèles à B ; ' ; c'est donc un diamètre de la courbe. Donc les diamètres de l 'hy

perbole sont des tirades qui passent par son centre. 

;v Les iiuigciiics aux extrémités d'un diamètre sont parallèles aux cordes qu'il 

divise en lie-ax parties égales. 

G" L 'axe Ira us verse est le seul diamètre perpendiculaire à ses cordes conju

guées ( les cordes coupant une seule branche de F h y p e r b o l e ) . Si l 'on mène des 

cordes coupant les deux brandies de f hyperbo le , leurs mil ieux sont encore en 



l igne droite et l'on obtient ainsi d'autres diamètres, parmi lesquels un seul est 

perpendiculaire à ses cordes conjuguées, c'est celui qui fait un angle droit avec 

l'axe transverse. 

7° Des diamètres conjugués de l 'hyperbole un seul coupe la courbe, l'autre ne 

la rencontre jamais . 

8° Chaque asymptote forme à elle seule un système de deux diamètres conju

gués, car l 'angle de deux diamètres conjugués diminue indéfiniment à mesure que 

le point m s'éloigne, et cet angle finit par devenir nul quand ce point est transporté 

à l'infini sur Tune des branches de l 'hyperbole . 

9° Les cordes supplémentaires de l 'hyperbole sont parallèles à deux diamètres 

conjugués. 

40° Les tangentes aux extrémités d'une corde concourent .en un point de son 

diamètre conjugué. 

11° Revenons aux cordes G et A , nous avons c W s=sm vd v , donc nvr'•'=.r'ï/% 

mais krrvz=zrvlv, donc nvkl; = / V ' . Donc les parties d'une corde interceptées entre 

l 'hyperbole et ses asymptotes sont égaies. 

326. D'après ce qui précède, lorsqu'une hyperbole est donnée par son tracé : 

i ° Pour avoir le centre, il suffit de mener deux cordes parallèles et d'unir leurs 

milieux , puis de mener deux autres cordes parallèles et d'unir leurs mi l i eux , on 

a ainsi deux diamètres qui se coupent au centre de l 'hyperbole. 

2° Pour avoir les axes, on construit un diamètre transverse quelconque D , sur 

lequel on décrit comme diamètre une circonférence, laquelle coupe l 'hyperbole 

en un second point que l'on unit à chacune des extrémités du diamètre D, et 

l'on a un système de cordes supplémentaires rectangulaires entre elles cl auxquelles 

les axes sont parallèles. 

3° Pour construire la tangente en un point m de l 'hyperbole , on mené le d ia

mètre D qui passe au point m, ensuite une corde G parallèle à ce diamètre, on unit les 

milieux de ces droites et l'on a un second diamètre auquel la tangente est parallèle. 

Lorsque les asymptotes sont construites, désignant par o le point en lequel elles se 

coupent (et ce point oesf le centre de la c o u r b e ) , on peut par le point m , situé sur 

l 'hyperbole, mener une parallèle à l 'une des asymptotes, elle rencontre la second! 1 

asymptote en un point n, qui doit être un point milieu entre le point o et le point 

p en lequel cette seconde asymptote est coupée par la tangente, i l est donc facile 

de construire ie point p et par suite la tangente au point m. 

On peut aussi employer les cordes supplémentaires. 

Les mêmes constructions servent à mener une tangente parallèle a une droite 

donnée, car menant une corde parallèle à la droite donnée et construisant le dia-



mètre conjugué de cette corde, ce diamètre coupe 1 hyperbole au point de contact. 

On voit de suite que ce problème a deux solutions quand la corde ne rencontre 

qu'une branche de l 'hyperbole et qu ' i l n'a pas de solution quand la corde r en 

contre les deux branches de l 'hyperbole . 

4° Lorsqu 'on connaît les asymptotes d'une hyperbole et un point m de la courbe, 

on trouve tant d'autres points de la courbe que l 'on veut en menant par ce point 

m des droites B , B', B", coupant les asymptotes et prenant sur chacune de ces 

droites B un second point n dont la distance à une asymptote et comptée sur cette 

droite B , soit égale à la distance du point m à l'autre asymptote. 

5° L 'hyperbole étant tracée, et connaissant son axe transverse et ses foyers, pour 

avoir ses asymptotes il faut sur la distance des foyer s , comme diamètre, décrire 

une circonférence de cercle C, élever aux sommets de l 'hyperbole des perpendi

culaires à l 'axe transverse, ces perpendiculaires vont couper la circonférence G' en 

des pointsappartenant aux asymptotes. En effet, choisissant toujours pour le cône 

de révolution passant par l 'hyperbole donnée, celui dont l'axe est parallèle au plan 

de l 'hyperbole , soit s (fig. 2 0 5 ) le sommet de ce cône ; prenons pour plan vertical 

de projection le plan méridien M perpendiculaire au plan sécant P, de sorte que Y r 

soit parallèle à l 'axe du cône, l 'asymptote A sera parallèle à la génératrice droite G 

suivant laquelle le cône est coupé par le plan méridien M ; soit G le cercle qui 

donne le f o y e r / , et concevons au sommet a une perpendiculaire à l 'axe ab de 

l 'hyperbole. Cela posé , si l 'on rabat les plans M et P sur le plan vertical en les 

faisant tourner autour de leurs traces verticales respectives, les droites parallèles 

G et A se rabattront suivant des droites parallèles entre elle? G' et A ' dont la pre

mière est tangente au cercle G ; cela posé, les trianglesops et acs sont égaux comme 

rectangles en p et c et ayant un côté égal chacun à chacun, savoir : op=sc et l 'angle 

osp = sac, donc sa = os—cf, mais cm'—sa, donc cm'z=: cf. Donc le point m'est 

l 'intersection de l 'asymptote , du cercle décrit du centrée avec le rayon cf, et de la 

perpendiculaire menée par le point a sur î 'axe de l 'hyperbole . 

327. Si de divers points de C hyperbole on mène des parallèles à. ses asymptotes, ou 

forme des parallélogrammes qui ont tous même aire , propriété qui est exprimée par 

l'équation xy=constante. En effet, soit le cône (s, B) (fig. 2 0 6 ) , dont Taxe est paral

lèle au plan de l 'hyperbole K (n° 3 2 4 ) , prenons pour plan vertical de projection le 

plan méridien sab parallèle au plan de l 'hyperbole, cette courbe se projettera suivant 

une hyperbole identique K v (n° 56, 1°) ayant pour asymptotes les génératrices sa, 

sb; si l'on coupe le cône par deux plans perpendiculaires à Taxe, ou obtiendra 

deux cercles C et C rencontrant l 'hyperbole k en des points m, n et m, n', dont 

les projections sont les intersections de R v par Gv et C ' v . Gela posé, on a dans le 

cercle G, (nri)"' = cri' X dri', et dans le cercle i ' / , (;ri n"')'z=z c'n"' x d'n'% mais nri 

2° PAUTI fc . 11 



= 7i'nv, donc cri x dri == en'" x f/'??/". ou cri'*.c'n"'iui'rivl(bfi mais si l 'on mène 

ife et w ' V parallèles à .w, on aura les quatre triangles csd, cs'd', dri'e, d'rivë qui 

seront semblables, et l 'on en conclura les proportions : 

cri', se : : n il '.dey. nn'd! l d'e :: c'n'v : se' 
donc 

cri : c'riv : : se : .<?</ : : d'n'r' : : : «'n'" : en'1 

ou 
se : se' : : e'w"; : m' J d'où se X eri — se' X 

ce qui conduit à l 'équation xy = constante. 

328. On conclut de ce qui précède que si l 'on a plusieurs paraboles P , P : , 

P " , . . . . . etc. (fig. 2 0 7 ) , les abscisses des points ayant même ordonnée sont dans un 

rapport constant. C'est-à-dire que si, après avoir placé toutes les paraboles de ma

nière à ce qu'elles aient même axe A et même sommet a ( c e qui est évidemment 

toujours poss ib le ) , l 'on mène des droites B, C , etc parallèles à l'axe À , les

quelles couperont les paraboles en les points m, m, m", et n, ri, n", etc. , 

et que l 'on abaisse les ordonnées de ces points, on aura 

ap : ap' : ap" : :: aq'. aq' : aq" : 

En effet, toute parabole pouvant être placée sur un cône quelconque de révo

lution (n° 307, 2°) on peut concevoir les paraboles P, P ' , P " . . . , , comme obtenues 

par des sections parallèles faites dans un même cône de révolution (fig. 2 0 8 ) ; si 

l'on coupe ensuite le cône par des plans parallèles au plan méridien seb, ils détermi

neront les hyperboles B, C, . qui rencontrent les paraboles en des points m, m. 

n, ri, . . . . . e n abaissant de ces points des perpendiculaires sur les axes A , A ' , 

elles seront en même temps perpendiculaires au plan méridien esb, par con

séquent les pieds p, (f, ..... p', g . . . . . etc seront sur les projections des hy

perboles B, C , . . . . . dont se et sb sont lés asymptotes, on aura donc (n° 327) , 

sa x ap — sd X dp'— ele ci sa X aq = sa' X dq' — ete. 

Sî l 'on divise membre à membre ces deux séries d 'égali tés , on aura 

ap dp' > >.. , • —. =:-(-tr .. . . ...i ^ : .uj y.ap : aq . . e t c . . . . 
aq aq 

iVaulros h \ perboles donneraient des suites, semblables lices entre elles par d-\s 

.•siitéeedeitls communs, on aurait donc entin 

"p l dp' : n"p" ; ; : aq : a'q ; a q" : .... 



Il est facile de reconnaître que la ligure 207 nous offre la projection de la l i 

gure 208 sur un plan perpendiculaire à la génératrice sb, et par conséquent au 

plan méridien c-sb et aux plans des hyperboles , de sorte que ces courbes se pro

jettent suivant des droites. 

Les asymptotes de l'hyperbole se croisent en son centre. 

328 bis. Nous avons procédemmen l démontré que les asymptotes de l 'hyperbole 

passaient par îe centre de cette courbe , et cela en plaçant celte courbe sur le cône 

de révolution qui avait son axe de rotation parallèle au plan de l 'hyperbole ; démon

trons maintenant que , que lque soit le cône de révolution sur lequel l 'hyperbole se 

trouve p lacée , les asymptotes se croisent toujours au centre de la courbe. 

Mais au préalable, démontrons que 1° l 'on peut toujours mener à l 'ellipse deux 

tangentes parallèles-à une droite donnée, quelle que soit la direction de cette droite 

dans ïe plan de la courbe ; 

2 ° L 'on ne peut mener à la parabole qu'une tangente parallèle à une droite don

née, quelle que soit la direction de cette droite dans Je plan de la courbe; 

3° Que l 'on peut mener à l 'hyperbole deux tangentes parallèles à une droite 

donnée, mais que le problème n'est possible qu'autant que la droite affecte cer

taines directions dans le plan de îa courbe. 

î ; Solution du problème pour l'ellipse. 

Soit donné un cône de révolution A dont l'axe A est vert ical , ayant le pointé." 

pour sommet et le cercle B pour base ou trace horizontale; coupons ce cône par 

un plan P perpendiculaire au pian vertical de projection et de manière à avoir 

pour section une ellipse E , plaçons dans le plan P une droite D quelconque, D v 

ne sera autre que V et D" sera quelconque. 

Cela posé (fig. 208 bis) : 

Pour construire à la section E une tangente ï parallèle à la droite D , il faudra 

mener par le sommet s du cône A une droite K parallèle à D, et dès lors K sera 

parallèle au plan P ; on aura donc i i parallèle à D v ou V et passant par le point 

s" et k'' parallèle à D" et passant par le point Comme le plan P coupe toutes 

les génératrices du cône A (puisque la section E est une e l l ipse) , la droite K sera 

extérieure au cône et telle que l'on pourra mener par elle deux plans tangents 0 

et 0 ' au cône A . 

L e problème a donc deux solutions, puisque, quelle que soit la direction de la 

droite 1) et par suite celle de la droite k , cette droite k étant toujours extérieure 

au cône A, les deux plans tangents existeront toujours. 



Et les tangentes demandées T et T seront données par l ' intersection du plan P 

avec les deux plans tangents 0 et 0 ' . 

2 ° Solution du problème pour la parabole. 

Soit donné un cône de révolution A ayant son axe A perpendiculaire au pian 

horizontal de project ion, ayant un point s pour sommet et pour base ou trace 

horizontale un cercle B. 

Coupons ce cône par un plan P perpendiculaire au plan vertical de projection 

et de manière à avoir pour section une parabole E. L e plan méridien M parallèle 

au pian vertical de projection coupera le cône A suivant deux génératrices droites 

G et G, dont l 'une G sera parallèle au pian P . Ainsi Y " sera parallèle à G Y et H"*1 sera 

perpendiculaire à G \ 

Cela posé (fig. 208 ter) : 

Si l'on place sur le plan P une droite D que lconque , on aura D / l quelconque et 

D Y qui ne sera autre que V% et si l 'on mène par le sommet s une droite K pa

rallèle à la droite D on aura K v qui ne sera autre que G v et K / ! q u i , passant par 

le point sera parallèle à G \ 

Or , .par la droite K on pourra mener deux plans tangents au cône A , savoir : 

0 et 9 ' , mais l'un d'eux 0 , par exemple , sera tangent au cône A suivant la droite 

G' et sera dès lors parallèle au plan P et cela aura lieu quelle que soit la direction 

de la droite D dans le plan P, le plan 0 sera toujours le m ê m e ; il n'y aura que le 

plan 0 f qui variera de position dans l'espace avec les changements de position de 

la droite D sur le plan P . 

Par conséquent , des deux tangentes à la parabole E parallèles à la droite D , 

Lune existe toujours, c'est celle qui est l ' intersection du plan P et du plan tan

gent 0 ' , l 'autre est tout entière située à l ' inf ini , puisqu'el le est l ' intersection 

des deux plans parallèles P et 0 . 

3° Solution du problème pour t'hyperbole. 

Soit donné un cône de révolution A ayant son axe A perpendiculaire au plan 

horizontal de projection et ayant le point s pour sommet et le cercle B pour base 

sur le plan horizontal . 

Coupons les deux nappes de ce cône par un plan P, nous aurons pour section 

une hyperbole E ; si nous prenons le plan P perpendiculaire au plan vertical do 

project ion, une droite D située dans ee plan P et y ayant une direction arbitraire, 

aura sa projection D'' quelconque, et sa projection D v ne sera autre que V : si par 

le sommet s on mène une droite k parallèle à D , la droite K sera dans un plan Q 

parallèle au plan P ; o r , le plan Q coupera le cône A suivant deux génératrices 



droites G et G r parallèles au plan P et les plans R et R 7 , tangents au cône A , l'un 

suivant G et l 'autre suivant G', couperont le plan P suivant deux droites X et X f 

qui seront les asymptotes de l 'hyperbole E . 

Cela posé (fig. 2 0 8 quater) : 

11 pourra arriver trois cas, ou que 1° la droite K soit située dans l ' intérieur 

du cône A , et alors les plans 0 et 0 ' menés par la droite K tangentiellement au 

cône A ne pourront exister, et le problème sera imposs ible ; ou que 2° la droite K 

soit située hors du cône A , et alors les deux plans tangents 0 et 0 ' existeront, et 

le problème aura deux solutions; ou que 3° la droite K soit située sur le cône A , 

auquel cas cette droite K ne sera autre que ta génératrice G ou autre que la g é n é 

ratrice G', et dès lors il n'y aura qu'une seule solution. 

On voit de suite que si par le point x en lequel se coupent les asymptotes 

X et X r on mène une droite D ' parallèle à la droite D , il pourra arr iver trois cas : 

ou 1° la droite D ' coupera l 'hyperbole E , et alors le problème sera impossible ; 

ou 2° la droite D ' se confondra avec X ou X ' , et alors le problème n'aura qu'une 

solution; ou 3° la droite D ' ne coupera pas l 'hyperbole E , et alors le p rob lème 

aura deux solutions. 

328 ter. Démontrons maintenant que quel que soit le cône de révolution sur 

lequel se trouve placée une hyperbole E (et par conséquent quelle que soit la di

rection du plan de la courbe par rapport à i axe du c ô n e ) , les deux asymptotes se 

croisent toujours au centre de la courbe E. 

Soit donné un cône de révolution A , dont l 'axe A se trouve dans le plan verti

cal de projection et perpendiculaire à îa l igne de terre, coupons les deux nappes 

de ce cône (fig. 2 0 8 , a) par un pian P perpendiculaire au plan vertical de p ro 

jec t ion . 

L 'axe transverse de l 'hyperbole sera en ad sur le plan vertical, et l e centre de 

l 'hyperbole sera en r mil ieu de ad; unissons le point r et le sommet s par une 

droite K , puis menons par le po in ta un plan Q perpendiculaire au plan vertical 

de projection cl parallèlement à la droite K , on aura dès lors Y Q parallèle à K et I L 

perpendiculaire à L T . 

L e pian O coupera le cône A suivant une ellipse e, et si nous construisons à 

cotte cilipse e deux tangentes T et T ' parallèles à K , la droite qui unira les points 

m et m contact de e avec T et T ' se ra un diamètre qui passera par le centre o de 

la courbe i. 

Or, il est évident que les droites T et T ' seront parallèles au plan vertical de 

project ion, puisque K est parallèle à ce p lan , par conséquent les points m et m se 

projetteront sur le pian vertical au point o milieu de ab, car ab est le grand axe 

de la courbe t. 



Les plans 0 et 9 ' tangents au cône A et menés par la droite K et qui , par leur 

intersection avec le plan Q , déterminent les tangentes T et T f , auront pour géné

ratrices de contactjkivce le cône A , les droites G et G" qui se projetteront vert i

calement suivant la droite so. 

Démontrons maintenant, qu'en vertu des constructions précédentes, la droite 

so est parallèle à Y p . 

En effet : 

La .droite«6 a été menée parallèle à K et la droite K passe par le mil ieu r de ad , 

donc Ton a : ds~sb. 

L e point o est le mil ieu de ab, donc l 'on a oa=o0; donc so est parallèle à ad, 

donc le quadrilatère rsoa est un paral lé logramme. 

De ce qui précède on doit conclue que le pian des deux droites G et G' est pa

rallèle au plan P ; les plans tangents 0 et 0 ' coupent donc le pian P suivant le*, 

asymptotes X et X ' de l 'hyperbole E ; mais les plans 0 et 0 ' passent tous deux par 

la droite K , donc X et X f se croisent au point r centre de l 'hyperbole E . 

Dans les sections coniques la tangente fait des angles égaux avec les rayons vecteurs, 

328 quater. On démontre facilement, ainsi qu 'on l'a vu précédemment (n° 32-4), 

que la normale en un point d'une parabole divise en deux parties égaies l 'angle 

des rayons vecteurs en ce point ; et nous avons démontré l 'existence de cette p ro 

priété dont jouit la parabole , en nous servant de sa focale. Plus lo in , nous dé

montrerons la même propriété sans recourir à sa focale. Toute fo i s , voyons si la 

même propriété subsiste pour l 'ellipse et F hype rbo le , s'il ne nous est pas possible 

de faire passer la proprié té de la parabole et sur l 'ellipse et sur l 'hyperbole . 

Concevons un cône de révolution A ayant son sommet en un point * , et pour 

axe une droite A et pour base un cercle C (fig. 208 b). 

Coupons ce cône A par un plan P donnant pour section une ellipse E. 

Désignons p a r / e t / ' les foyers de celte courbe E. 

Prenons un point m sur la courbe E ; faisons passer par ce point m une généra

trice G du cône A , laquelle percera le cercle G en un point p. 

Désignons par 0 le plan tangent au cône A îe long de la génératrice G. 

Désignons par X le plan méridien passant par la génératrice G et Taxe A du 

cône A . 

Si du f o y e r / d e l 'ellipse E , on mène une perpendiculaire N au plan P de cette 

courbe , cette normale coupera l'axe A en un point q qui scia le centre de la 

sphère 1 tangente au plan P en le point / et au cône A suivant un parallèle o qui 



passera pa r l e point, n de la génératrice G , point que l 'on obtiendra en abaissant 

du centre q une perpendiculaire R sur cette droite G. 

A i n s i , on zfizrzqn, et la droite an on R est perpendiculaire au plan tangent 0 , 

Si par le point m de l 'ellipse E .e t par la n o r m a l e / / ou N , on fait passer un 

plan Y , ce plan coupera le plan X suivant une droite L , passant par les points m 

et q, et cette droite L jouira de la propriété suivante, savoir : si d'un point q u e l 

conque de la droite L , on abaisse deux perpendiculaires sur les plans P et 0 , ces 

perpendiculaires seront égales entre el les , et de plus leurs pieds sur les plans P 

et 0 seront si tués, pour le plan 0 sur la droite G, et sur le plan P sur la 

droite fin. 

Cela posé : 

On pourra toujours construire -une in imité de cônes de révolution tangents au 

cône A suivant la génératrice G , et dont les axes seront situés dans le plan X . 

Les plans des cercles ou parallèles de ces divers cônes de révolution étant 

assujettis à passer par la tangente 9 au point p du cercle C seront tous perpen

diculaires au plan X , et leurs centres seront situés sur une demi-circonférence 6 

tracée dans le plan X et sur la partie so de l'axe A du cône A comprise entre le 

sommet s de ee cône A et le centre 0 de la base C. 

Gela posé : 

Si par le sommet 5 du cône A on mène une droite F, parallèle au rayon vecteur fm 

de Feiiipse E ; et si par cette droite l\ on mène un plan P, parallèle au pian P de 

l 'ellipse E ; et si par le point s on mène dans le plan X une droite L r parallèle à la 

droite L , cette droite E jouira de la même proprié té par rapport aux plans P, 

et 0 , dont jouissait la droite L par rapport aux plans P et 0 . 

Cela posé : 

S; du second foyer f' de l 'ell ipse E , on mène une droite X ' perpendiculaire 

av>. plan P, elle coupera l'axe A du cône A en un point q, et si l 'on abaisse de ee 

point q une perpendiculaire R ' sur le plan 0 , cel le droite R ' percera le plan 0 e n 

un point ri situé sur la droite G, et l'on aura en q' le centre de la sphère l'tangente 

au pian P en le p o i n t / ' et au cône A suivant un cercle ou parallèle 0 passant par 

le point ri, et l'on aura : q'f'z=zq'ri. 

Cela posé : 

Si l'on unit les points m et q' par une droite D, elle coupera la droite L , en un 

poil s ? q ; et si de ce point <>{ on mène deux perpendiculaires, l'une N t au plan P 

et fau i rc 11, au pian « - ) , les pieds de ces perpendiculaires seront sur le plan P 

en un point / . et sur plan 0 en un point et ces points f, et // seront évidem

ment situes, savoir : le point //. sur la génératrice G et le point f\ sur la droite / / / ' 

p r o l o n g é ^ 



Cela posé : 

La droite L , pourra être considérée comme l'axe d'un cône de révolution A, 

ayant le point s pour sommet et pour génératrices droites les droites F , cl G, et 

pour plans tangents les plans P, suivant la droite F t et 0 suivant la droite G . 

Or, comme la droite F, est parallèle au plan P , puisqu'elle est parallèle à la 

droite mf de ce p l an , il s'ensuit que le plan P coupera le cône A , suivant une 

parabole y passant par le point m et ayant môme tangente en ce point m que 

l 'ell ipse E . 

Et si l 'on mène par l 'axe L t du cône A t et par sa génératrice F ; un plan Y , 

( l e q u e l en vertu de ce qui précède sera parallèle au plan Y ) , ce plan Y\ coupera 

le plan P suivant une droite D parallèle cà la droite F, et à la droite mf, et cette 

droite D sera l 'axe infini de la parabole y -, cette droite D passera donc par le foyer 

de cette parabole y . 

Cela posé : 

On sait que pour déterminer le foyer de la parabole y il fa-ut chercher sur l 'axe 

L , du cône A, un point tel que ses distances au plan P et à la droite G ( généra

trice de contact des deux cônes A et Assoient égales entre elles. 

Or, nous avons vu précédemment que le point cjt était précisément ce p o i n t , 

et de plus il est facile de voir que le point f est situé à l 'intersection des deux 

droites D et mf prolongée. Ce p o i n t / sera donc le foyer de la parabole y. 

Cela posé : 

La parabole y ayant son f o y e r / situé sur le rayon vecteur mf de l 'ellipse E , 

et ayant son axe infini D parallèle au second rayon vecteur mf de cette ellipse E 

et étant tangente au point m à cette ellipse E , il s'ensuit que les droites mf et mf 

sont aussi les rayons vecteurs de cette parabole y, et sa normale (qui sera en même 

temps celle de l 'ellipse E ) , divisant en deux parties égales l 'angle mf, mf de ses 

rayons vecteurs il se trouve démont ré , que : pour un point quelconque d'une 

ellipse sa normale divise aussi en deux parties égales l 'angle de ses rayons vecteurs 

en ce poin t . 

La même démonstration s'appliquerait mot pour mot à Yhyperbole. 

328 quint. Nous avons vu ci-dessus que l 'on pouvait toujours construire une 

parabole P tangente en un point m d'une ellipse E ou d'une hyperbole I I , cette 

parabole étant telle que son axe infini serait parallèle à l'un des rayons vecteurs 

de la courbe E ou H et passant par le point m, et que son foyer serait situé sur 

l'autre rayon vecteur passant par le même point m. 

Démontrons maintenant que pour l 'ellipse E (fin. 208. c) toutcs_lcs paraboles 

tangentes en m et ayant chacune leur foyer ft sur le rayon vecteur mf, ne pourront 

provenir de l ' intersection d'un cône de révolution par le plan de l 'ellipse E don-



née , qu'autant que ce foyer / sera au delà du f o y e r / d e l 'ellipse par rapport au 

point m. 

En effet : 

L 'hyperbo le ( I I , H ' ) focale de l 'ellipse donnée E seproje t te sur le plan de cette 

ellipse en les deux portions de droites indéfinies/^ et fa (marquées par un trait fort 

sur la figure ) . 

L e cône de révolution qui sera coupé par le plan de l 'ellipse E suivant une pa

rabole P tangente en m à cette ellipse E devra donc avoir son sommet z situé sur 

la focale ( H , H ' ) , et par conséquent zh sera sur la droite H \ 

I l est donc dès lors évident que le foyer / de l 'ellipse E sera le dernier-

point qui , situé sur le rayon vecteur mf, pourra être le foyer de la parabole tan

gente en m à l 'ellipse E. 

On aura deux séries de paraboles tangentes en m à l'ellipse E , la première série 

comprendra les paraboles P ayant leurs foyers situés sur le rayon vecteur mf, la 

seconde série comprendra les paraboles P, ayant leurs foyers situés sur le rayon 

vecteur mf, ainsi que l ' indique la figure. 

Démontrons maintenant que pour l 'hyperbole les foyers des paraboles tan

gentes en un point m de cette courbe, seront situés entre le point m et le foyer / 

de l 'hyperbole et sur le rayon vecteur mf, ou entre le point m et le foyer / ' de 

l 'hyperbole et sur le rayon vecteur mf. 

Et en effet {fig. 208 d) : 

La focale de l 'hyperbole H est une ellipse E qui se projette sur le plan de cette 

hyperbole suivant la droite ff, le sommet z du cône de révolution qui doit être 

coupé par le plan de l 'hyperbole H suivant une parabole tangente en m à cette courbe 

I I , devra donc être situé sur la focale E, et par suite zh sera sur la d r o i t e / / ' . 

La ligure démontre que îe foyer / de la parabole P tangente en m doit être si

tué sur le rayon vecteur mf ai entre les points m et / . 

On aurait encore comme pour l 'ellipse deux séries de paraboles tangentes au 

point m, les unes ayant leurs foyers situés sur le rayon vecteur mf et leurs axes 

infinies parallèles entre eux et au second rayon vecteur mf ^ les autres ayant leurs 

foyers situés sur le rayon vecteur mf et leurs axes infinis parallèles entre eux cl 

au premier rayon vecteur mf. 

La tangente m un point d'une section conique fait des angles égaux avec les rayon* 

vecteurs passant par ce point. 

328 .sexto. Dans ce qui précède, nous avons démontré la propriété dont joui t 

toute section con ique , savoir que sa tangente en un point ( e t par suite que sa nor-
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maie en ce point) fait des angles égaux avec les deux rayons vecteurs passant par ce. 

point, et cela, en nous servant de la focale de la section conique (n° 328 quater), 

maintenant démontrons directement cette propriété remarquable ; et ainsi, sans 

avoir besoin de recourir à la focale , 

Soit donné un cône de révolution 2 (fig. 208 x ) ayant le point s pour sommet, 

fa droite A pour axe et coupée par un plan méridien M suivant les deux généra

trices droites G et G'. Coupons ce cône 2 par un plan P suivant une ellipse E et 

soit ah son grand axe ; construisons deux sphères , l 'une S tangente au plan P a u 

p o i n t / e t au cône I suivant le cercle ou parallèle à et l 'autre S ' tangente au plan 

r au point r et au cône 2 suivant le cercle ou parallèle d'. 

Cela pose : 

Nous savons que les p o i n t s / e t / ' situés sur le grand axe ab sont les foyers de 

l 'ellipse de section E et que si nous considérons sur cette ellipse un point m 

( q u e l c o n q u e ) la génératrice droite G, du cône 2 passant par ce point m touche 

la sphère S en un point p situé sur le parallèle a et la sphère S' en un po in t / / situé 

sur le parallèle o 

Nous savons encore que l 'on a mp — mfeïmp'^mf, car les droites mp et mf, 

mp et mf, sont des tangentes issues d'un même point extér ieur , les premières 

à la sphère S et les secondes à la sphère S'. 

Cela posé : 

Menons le plan 0 tangent au cône 2 suivant la génératrice G I } ce plan 0 coupera 

le plan P suivant une droite B tangente en m à l 'ellipse E et cette droite 9 coupera 

le grand axe«t? ( situé dans le plan M ) en un point q. 

Abaissons du point / une perpendiculaire sur 9 et la coupant au point d, j o i 

gnons les points p et o* par une droi te pd, cette droi te pd sera perpendiculaire à Ç, 

La d r o i t e / / sera dans le pian P et la droite pd sera dans le plan 0 . 

L e s deux triangles pmd et fmd seront égaux et rectangles en d. 

Si du p o i n t / ' on abaisse une perpendiculaire sur 3 et la coupant au point d'et 

si l 'on jo in t les points p et cf par nne droi te pd', cette droite pd' sera perpendi

culaire sur 

La droite fa sera dans le plan P et la droite pd' sera dans le plan 0 . 

Les deux a «angles pmd' ctfmdJ seront égaux et rectangles en d'. 

Cela posé : 

Il est évident par la figure que les angles pmd et pmd' (opposés par le sommet 

et donnés par les droites G, et 0 situées dans le plan tangent 0 ) sont égaux; dès 

tors les angles, fmd et fmd' sont égaux, Donc etc. 

11 est évident que l'on démontrerait de la même manière que la propriété subsiste 



pour l ' hyperbole , puisque l 'hyperbole a deux foyers et que l 'on aurait encore à 

considérer deux sphères S et S' tangentes en même temps et au cône de révolution 

2 et au plan sécant P . 

Mais pour la parabole l 'un des foyers est transporté à l ' in f in i , et dès lors d 

n'existe réel lement qu'un seul foyer et une seule sphère tangente à la fois et au 

cône de révolution 2 et au plan sécant P . 

Soit donné un cône de révolution 2, ayant le point s pour sommet et la droite 

A pour axe (fig. 2 0 8 y), et coupons ce cône d'abord par un plan méridien M sui

vant deux génératrices droites opposées G et G I ? et ensuite par un plan P perpen

diculaire au plan M et parallèle à la droite G, la section sera une parabole E. 

Imaginons la sphère S tangente au cône 2 suivant un cercle ou parallèle è et au 

plan P en un point / q u i sera le foyer de la parabole de section E. 

Gela posé : 

Prenons un point m quelconque sur la courbe E , et traçons la génératrice 

droite G, ( du cône 2) passant par ce point m , elle coupera le parallèle 3 en un 

point p, et nous savons que l 'on a : 

mp—mf. 

Menons le plan 0 tangent au cône 2 suivant la génératrice G i ; ee plan 0 cou

pera le plan P suivant une droite 9 qui sera tangente en m à la parabole E, et cette 

tangente 0 coupera l 'axe infini ab de la parabole en un point q. 

Joignons les points p et g par une droi te pq. 

Abaissons du point / une perpendiculaire sur la droite G et la coupant au 

point d. 

Joignons les points p et (/ par une droite pd. 

L a d ro i t e / ( / se ra dans le plan P , et la droite pd sera dans le plan 0 . 

Les deux triangles pmd et fmd tous deux rectangles en d seront égaux , puisque 

l'on a : p m = = / m , les deux droites pm et fm étant égales comme tangentes à une 

m ê m e sphère et issues d'un même point extérieur. 

Par suite les deux triangles pmg et fmq sont égaux. 

Cela posé : 

Menons par le point m, d 'abord une droite mr qui , située dans le plan sécant P. 

soit parallèle à l 'axe infini ab de la parabole E , ensuite une droite mf qui , située 

dans le plan tangent 0 , soit parallèle à pq. 

Si nous faisons tourner le plan 0 autour de la tangente G comme charn iè re , 

pour le rabattre sur le plan P , le point p viendra se superposer sur le point. / , 

et dès lors les droites pq et fq, mf et mr se superposeront. 

Or pour le point m les rayons vecteurs de la parabole E sont précisément mf 



cl mr, pu isque /es t le foyer et que la droite mr est parallèle à l 'axe infini ab, de la 

parabole E. 

Si donc l 'on démontre que les droites pq et pm sont égales entre e l les , on aura 

démontré que le triangle fmq est isocèle, et l 'on aura dès lors démontré que les 

angles/mr/ etfqm sont égaux et par suite que les angles fmq et qmr sont égaux; ou 

vice versa, si l 'on démontre que les angles fqm et fmq sont égaux on aura démontré 

que le triangle fmq est isocèle. Or pour démontrer qu'en effet pqz=.pm, concevons 

un plan T tangent au cône 2 suivant la génératrice G. Ce plan T sera parallèle au 

plan sécant P , dès lors il coupera le plan 0 ( tangent au cône 2 tout le long de la 

génératrice G t ) suivant une droite sx parallèle à la tangente 9. 

Les angles xsm et smq seront donc égaux et aussi les angles Gsx etfqm. 

Mais le plan A du parallèle d coupe le plan T suivant une tangente % à ce cercle d 

et au point r en lequel ce plan A coupe la génératrice droite G, et ee même plan 

A coupe la génératrice G, au point p et îe plan 0 suivant une droite % tangente en 

p au cercle 3; or il est évident que ces deux tangentes £ et % vont se couper en un 

point k situé sur la droite sx\ et que l 'on aura : krz=zkp. 

Les deux triangles srk et skp seront égaux et dès lors les angles rsk et ksp sont 

égaux. 

On a donc : 

rsh — ksp — smq — fmq 
Ci 

rsk = fqm 

^•v . -—*. 
fmq = fqm 

donc, le triangle fmq est isocèle, donc foi = 

Donc, etc. 

Des sections coniques considérées comme le LIEU des points également distants 

d!un point fixe et d'un cercle. 

328 septi. L Étant donnés une ellipse E et ses f o y e r s / e t / " (fig. 208. e), si du 

l o y e r / ' comme centre et avec un rayon égal à R on décrit un cercle C'; si d'un 

point m quelconque de l 'ellipse on mène les deux rayons vecteurs ? » / c l mf et 

qu'on prolonge le rayon vecteur mf jusqu'au cercle C', on aura les deux points 

>/ et q , 



Cela posé, design uni par A le grand axe de l 'ellipse E , on aura 

mf-\-mf' = A. 

d'où 

mf= A — mf 

et 

mn' — J\— jii f 

et 
mq: —Y\ -\-mf 

d'où l 'on déduit 

1° m n' — mfzzzTi.— A 

el 

2" m q ' - j - m f = R -|- A. 

Si R — A , on aura: 
1° mit—mf 

et 
2 ' w?g'-{-?*?/•= 2 A 

On peut donc énoncer les deux théorèmes suivants : 

Théorème \, Étant donnés un cercle C ayant pour centre un p o i n t / et un 

rayon égal à A , et un point / situé dans Y intérieur du cercle C , le lieu des points 

également distants du cercle C/ et du point f ixe / se ra une ellipse E ayant les points 

/ e t j " pour foyers et son grand axe égal au rayon A du cercle C . 

Ce théorème est pour l 'ell ipse l 'analogue de celui qui existe pour la parabole, 

savoir : que, un point de la parabole est également distant du foyer et de la d i 

rectrice dro i te . 

Théorème 2 . Étant donnés un cercle C ayant pour centre un p o i n t / ' et un 

rayon égal à À , et un p o i n t / intérieur au cercle C , le lieu des points dont la diffé

rence des distances au cercle C/ et au point fixe / sera constante et égale au dia

mètre 2 A du cercle C , sera une ellipse E d o n t les p o i n t s / e t / ' seront les foyers 

et dont le grand axe sera égal au rayon A du cercle C . 

I I . Étant donné, une ellipse E et ses foyers / e t / " , si de chacun des foyers 

eomme centre et avec des rayons R et I I ' , on trace les cercles C et C (fig. 208. e) 

el que par un point m quelconque on conçoive les rayons vecteurs mf et mj", 

lesquels prolongés seront tels que l ° l e rayon mf coupera le cercle C en les points 

h et p et le cercle C en les points li et / / ; et 2° le rayon mf" coupera le cercle C 

en les points n et </ et le cercle C en les points n' et // ' . 



On aura 
mn'= I I '— mf 

m f / = R r - f m f 
mh — R—mf 

mp = ~R-\-mf 
d'où l'on tire : 

1° mn'-\-mh 
2° mq'-\~mp 

Si R = R ' = A , on aura: 

mn'4-mh — A 
îng'-j- = 3 A 

» M ' - F - mq'—mh-\- mp = 2 A 

On peut donc énoncer le théorème suivant : 

Si de chacun des foyers d'une ellipse, comme centre, et avec un rayon égal au grand 

axe de cette ellipse, on décrit un cercle, la somme des distances d'un point quelconque de 

f ellipse aux deux cercles décrits sera constante. 

Et cette somme sera encore constante lorsque les rayons des cercles seront 

inégaux entre eux et plus grands ou plus petits que le grand axe de l 'e l l ipse. 

Et lorsque ces rayons sont nu l s , ou en d'autres termes lorsqu'ils ont une lon

gueur égale à zéro, on retombe sur la propriété connue des foyers , savoir : que le 

somme des rayons vecteurs est constante et égale au grand axe de l'ellipse. 

328 octavo. I . Étant donnés une hyperbole H (fig. 208. h) et ses deux loyer* 

/ et / ' , si du foyer / ' comme centre et avec un rayon égal à R on décrit un cercle 

C ; si d'un point m quelconque pris sur la branche qui a pour foyer le point / 

on mène les deux rayons vecteurs mf cl mf et qu'on prolonge le rayon vecteur 

mf jusqu'au cercle C , on aura les deux points n1 et qf. 

Cela posé, désignant l 'axe transverse de l 'hyperbole par A , on aura : 

d'où 

mf—mf = A 

et 
mf=.mf-\-i\. 

et 
mn' — Ik—mf 

d'où l'on déduit : 
1° t ?m ' - j -m /=R- fA 

et 

mq' — î « / = R — A 



Si R = A , on aura : 

I e mn'-\- mf— 2 A 

2 ? mq'— mf 

On peut donc énoncer les deux théorèmes suivants ; 

Théorème 1. Étant donnés un cercle G/ ayant pour centre un point / ' et un 

rayon égal à À , et un p o i n t / extérieur au cercle G', le lieu des points dont la 

somme des distances au cercle G f et au point f i xe / s e r a constante et égale au dia

mètre 2 A du cercle G', sera une hyperbole II dont les p o i n t s / e t / ' seront les foyers 

e; dont l 'axe transverse sera égal au rayon A du cercle C \ 

Théorème 2, Étant donnés un cercle C/ayant pour centre un p o i n t / et un rayon 

égcd à A , et un p o i n t / s i t u é en dehors du cercle G/, le lieu des points également 

distants du cercle G f et du point fixe / sera une hyperbole I I ayant les points 

( ci r pour foyers et son axe transverse égal au rayon A du cercle G', 

Ge théorème est pour l 'hyperbole l 'analogue de celui qui existe pour la pa-

s aboie, savoir : que tout point de la parabole est également distant du foyer et de 

U directr ice droite, Pour la parabole, la directrice droite est un cercle de rayon 

mis m , puisque son centre n'est autre que le second foyer qui est situé à l 'infini 

Î L Étant donnés une hyperbole II et ses deux f o y e r s / e t / , si de chacun des 

« ?i ers comme centre et avec des rayons R et R f on trace les cercles G et C 

208. î ) , et que pour un point m quelconque on conçoive les rayons vecteurs 

et mf, lesquels prolongés seront tels que le rayon mf coupera le cercle G aux 

points n et p et que le rayon mf coupera le cercle C/ aux points ri et / / , on aura 

mn' — R'—mf 

mp —l\'-\-mf 

mn — mf — I l 

mp = m / - f - R 
l'on l'on tire : 

1 e mri 4- mp' — 2IV 

2 J mri 4- ma = R ' — R - f - ( mf—mf" ) = R ' — R -f- A — coustaij > • 
:1 mp —mn = 2R 

t* mp-—mn = R- 4- R — A = constante 

•si R = R ' = A , on aura : 

mri 4- mp' = mp — m n — 2 A 

mp' — mn = A 

mn'-\~nui ~ A 

peut donc énoncer le théorème suivant 



SI de chacun des foyers d'une hyperbole comme centre, el avec un rayon égal à l'axe, 

iransverse de cette hyperbole, on décrit un cercle, la différence des distances d'un point 

quelconque de l'hyperbole aux deux cercles décrits sera constante et égede à l'axe tram-

verse lorsque les foyers seront l'un et l'autre entre le point et les cercles, et l'on aura an 

contraire la somme des dislances égale à l'axe transverse lorsque l'an des foyers seule

ment sera entre le point et le cercle correspondant , l'autre foyer étant au delà du point, 

par rapport à son cercle. 

Si l'on suppose que les rayons des cercles sont nuls , alors on retombe sur la pro

priété connue des foyers, savoir : que la différence des rayons vecteurs est égale à 

l 'axe transverse de l 'hyperbole ( * ) . 

De la courbe lieu des perpendiculaires abaissées d'un foyer sur les tangentes 

à une section conique. 

328 nono. 1° Si de chacun des foyers d'une ellipse on abaisse une perpendiculaire 

sur chacune des tangentes à cette courbe, le lieu des pieds de ces perpendiculaires • '•:r 

les droites tangentes sera un cercle décrit sur le grand axe de l'ellipse comme diamètre. 

Soient donnés une ellipse E ayant son centre e n o et pour grand axe «a et pour 

(*) Ou voit donc que si l'on a deux points /' et o {fig. 208 A ) , et que du point o on décrive avec U i t 

rayon op un cercle C , le point m également distant du cercle C et du point f sera sur une ellipse E dont 

les points / 'et o seront les foyers et dont le grand axe sera égal au rayon op du cercle C , car l'on « 

>::d—oa = op. 

Si l'on mène la droite pf, et que du point m on abaisse une droite mq perpendiculaire a pf, cette 

droite mq sera la tangente en m à l'ellipse E ; et en effet, puisque l'on a mp = mq et que les deux trian

gles pmq et fmq sont tous les deux rectangles , les angles pmq el qmf seront égaux. Or, les droites u>( 

et mo sont les rayons vecteurs de l'ellipse E pour le point m , donc, etc. 

On pourrait, d'après ce qui précède, construire un compas à ellipse qui jouirait d'une propri>..-<.'; 

fort utile et qui n'a point encore été réalisée. 

Tous les compas à ellipse construits jusqu'à ce jour ne permettent pas de diriger le bec du tire-Item, 

dans le plan de la tangente à la courbe. Parle procédé suivant, on obtiendrait ce résultat. 

•Soient trois règles A , B , D, fendues dans leur longueur ; A et B tourneront autour des pomts / et c 

fig. 208 B) le point p placé sur la règle B à une distance fixe op du pivot-centre o , pourra glisser da/i-

îa rainure pratiquée dans la règle A. 

La règle D portera un pivot q qui pourra glisser dans la rainure de la règle A , mais la régie D >e>.-;.: 

tellement ajustée sur la règle A , qu'elle lui sera toujours perpendiculaire. 

Le tire-ligne m glissera carrément dans la rainure pratiquée sur la règle D et portera un pivot qa; 

pourra glisser dans la rainure pratiquée sur la règle B. 

Par ce moyen , en faisant tourner la droite B autour du pivot-centre o , le point p décrira un cercle <.. 

Sa règle A tournera autour de son pi\ot-centre /' et le tire-ligne m , dont le bec aura son plan toujoaw 

parallèle à la règle D. décrira l'ellipse E. 



petit axe bb' (fig. 208 k), et ses foyers e n / e t / 7 . Prenons un point m sur la courbe 

E, et traçons la tangente mp en m à cette courbe E . 

La normale mq divisant en deux parties l ' ang le /m/ ' des rayons vecteurs menés 

au point m ( n ° 3 2 8 quater), il s'ensuit que si l 'on prolonge le rayon vecteur mf 

d'une quantité mg = m / ' en unissant les points / e t g on aura une droite fg per 

pendiculaire à la tangente mp, et le point n en lequel les droites fg et mp se 

coupent sera le milieu defg. 

Or le point o est îe mil ieu de ff, donc la droite on sera parallèle à fg et do 

plus on aura : 

ôn= \. fg 
Or 

fg = f m -}- [m — a a' 

Donc o « = lc demi grand axe de l 'ellipse E. 

Quel que soit le point m que Ton considère sur l 'ellipse E, on arrivera toujours 

au môme résultat. 

Ainsi le point n est sur un cercle C décrit sur le grand axe «a ' de l 'ellipse E 

comme diamètre . 

2° Si de chacun des foyers d'une hyperbole on abaisse une perpendiculaire sur cha

cune des tangentes à cette courbe , les pieds des diverses perpendiculaires abaissées 

sur ces tangentes , seront sur un cercle décrit sur l'axe transverse de Vhyperbole pris 

pour diamètre. 

Soit donnée une hyperbole E (fig. 208 l) ayant le point o pour centre, les points 

/ e t / ' pour foyers et dont ad sera l'axe transversc. 

Prenons un point m sur la courbe ; la droite mp étant la tangente en ce point m, 

cette droite mp divise en deux parties égales l 'angle fmf" des deux rayons vecteurs 

menés en ce point m. 

Abaissons du f o y e r / 7 une perpendiculaire sur la tangente mp ; cel le perpendi

culaire coupera la tangente mp en n' et le rayon vecteur mf en g 

Or , il est évident que mg =: mf. 

Donc/</ = » » / — w î / ' = r a x e transversc ad de l 'hyperbole donnée. 

L e point ri est le milieu de la droite gf. 

L e point o est le milieu de la droite ff. 

Donc la droite on' est parallèle à/</ et égaie à la moit ié de fg et par conséquent égaie 

à. la moitié de l'axe transverse ad de l 'hyperbole donnée. Or quel que soit le point 

m, le résultat obtenu sera le même ; donc les points n' seront sur un cercle G décrit 

du point o comme centre et sur l'axe transverse ad comme diamètre. 

2 e î A I I Ï I E . 1 •> 



3° Si du foyer dune parabole on abaisse une perpendiculaire sur chacune des tan

gentes à celle courbe, les pieds des diverses perpendiculaires abaissées sur ces tangentes 

seront sur une droite tangente au sommet de la parabole. 

Soit donnée une parabole E ayant îe p o i n t / p o u r foyer , le point s pour som

met et la droite D pour directrice. Menons en un point m de la courbe E une tan

gente mp (fig. 208 m). 

Abaissons du foyer / une perpendiculaire sur cette tangente mp, el le coupera 

la droite mp en un point n et la droi te mq (parallèle à l 'axe infini sf de la para

bo le ) en un point g. 

On aura : ma = mf Qt le point n sera le milieu d e / / . 

Or la droite D étant la directrice de la parabole, on a : mq— mf; donc les points g 

et q se confondent , et comme j f = = s r et que le point n est le mil ieu defq, on en 

conclut que le point n est situé sur la droite G menée par le sommet s de la para

bole , parallèlement à la directrice D, 

Et comme quel que soit le point m pris sur la parabole, on arrivera toujours au 

môme résultat, on doit en conclure que les pieds des perpendiculaires abaissée 

sur les tangentes sont sur la droi te G , tangente au sommet s de la parabole. 

Propriété remarquable du tore irrégulier ou excentrique. 

328 deci. Étant donné un cercle G sur le plan horizontal menons par un point 

p silué en dedans ou en dehors du cercle C une verticale Y ; menons par la droite 

V un pian M coupant le cercle C en un point q, et traçons dans ce plan M un 

cercle d ayant le point q pour centre et pq pour rayon ; en faisant tourner îe plan 

Ri autour de l'axe Y et supposant que le cercle o varie de rayon et que son centre 

parcoure le cercle G , ce cercle 3 mobile ( e t variable de grandeur suivant une 

Ici d o n n é e ) décrira une surface 2 , qui en vertu de son mode de génération sera 

coupée par tout pian passant par l 'axe Y suivant deux cercles à, et &t de rayons 

inégaux, ayant leurs centres sur le cercle G et étant tangents l'un à l'autre au 

point p. La surface 2 affectera la forme d'un tore qui sera dit : irrégidier ou 

exccntr'apie. 

Je dis que cette surface 2 peut encore être coupée par une seconde série de 

pians suivant des cercles. 

Premier cas. Supposons que le point p est situé dans l 'intérieur du cercle C , 

unissons le point p et le centre o du cercle G par une droite coupant (fig. 208 p. ) 

le cercle G en les deux points a el a\ portons sur le diamètre ad une longueur 

dp' —ap et regardons les deux points p e t / / comme les foyers d'une ellipse E 

U}unt son centre en o et la droite ad pour grand axe. 



Faisons passer par la droite aa1 un plan R perpendiculaire au plan horizontal 

sur lequel se trouvent tracées les courbes C et E, et traçons dans ce plan R h focale 

de l 'el l ipse E, on aura une hyperbole ( H , H ' ) ayant les points p et p1 pour som

mets et les points a et a1 pour foyers ( n° 309 ) . 

Cela posé : 

On sait 1° que si l 'on prend un point x sur l 'ellipse E et qu 'on le regarde 

comme le sommet d'un cône X ayant l 'hyperbole H pour di rect r ice , ce cône X 

est do révolution. 

2 ° Que si l 'on prend un point z sur Mrs perboîe II et qu'on îe regarde comme 

le sommet d'un cône Z ayant l 'ellipse E pour directr ice, ce cône Z est de révo

lution. 

3° Que si l 'on mène les tangentes 9 en x à la courbe E e t T en zk la courbe H , 

ces tangentes seront respectivement les axes de rotation des surfaces coniques 

X et Z ; ainsi G sera l'axe du cône X et T l'axe du cône Z . 

Gela posé: 

Si du point p foyer de l 'ell ipse E , on mène un plan M perpendiculaire 

à la tangente 0, ce plan M coupera le cône X suivant un ce rc le o qui aura son 

centre au point q en lequel le plan M coupe la droite 9, et ce cercle u aura pour 

rayon la droite pq. 

En considérant une suite de plans M , on aura une série de cercles ô qui déter

mineront la surface 2 précédente et désignée par le n o m de love iirégulter. 

Cela posé : 

Construisons une sphère S tangente au cône Z et au plan de l 'ell ipse Eau loye» 

p ; le cône Z touchera ïa sphère S suivant un cercle £. Et si l 'on considère les di

vers points z, z', s",etc. , de l 'hyperbole I I , on aura une suite de cônes Z , Z 7 , Z f , , e l< ; , 

el par suite une série de cercles 0, g', g 7 7, e tc . 

Tous ces cercles g, g7, S", etc. , engendreront une surface qui ne sera min 

que la surface 2 précédente , et en effet : 

Considérons la génératrice droite zx du cône X, cette droite coupe le cercle c-

en un point n et l 'on a xn=ixpt or tous les points du cercle d sont distants du 

sommet # d'une quantité égale à xp \ le point est donc un. point du cercle ; ) 

Si l 'on considère un second cercle g 7 tracé sur un cône ayant le point z poui 

sommet , la génératrice xz du cône X couperait le cercle (B' en un point n' et Von 

aurait xu'—xp; ainsi le point rc' sera sur le cercle o. 

On trouverait de môme que les divers cercles à, u " , c î c , coupent respective

ment , et chacun en un point , les divers cercles g, €, S7', etc. Ainsi les cercles g, 

g', 6" etc . , sont situés sur la surface 2 formée par les cercles a, ô', d", etc 



Deuxième cas. Supposons que le point p est situé hors du cercle C, 

Menons par le point p et le centre o du cercle C une droite B, et par cette 

droite B un plan M perpendiculaire au pian du cercle G ; cette droite B coupera 

le cercle G en deux points (fig. 208 q) a. et a'. 

Portons o'p'—ap et traçons : l °dans le plan M une ellipse E ayant les points p et 

p pour sommets et les points a et d pour foyers, et 2° dans le plan du cercle G une 

hyperbole ( H , IV) ayant les points p et p' pour foyers et les points a et d pour 

sommets , la surface engendrée par le cercle mobile à dont le centre parcourt le 

cercle G et dont le plan méridien M passe toujours par la droite Y menée per 

pendiculairement au plan du cercle C par le point-m, sera coupée par des plans 

perpendiculaires au plan de l 'ellipse E et normaux aux tangentes de cette ellipse 

suivant d'autres cercles 6. 

Troisième cas. Supposons qu'au l ieu d'un c e r c l e , on se donne une droi te C , 

(fin. 208 s) et ensuite un point p; si l 'on mène par ce point p une suite de diver

gentes coupant la droite C en des points o, et si l'on considère chaque point o comme 

le centre d'un cercle o situé dans un plan perpendiculaire au plan ( p , C ) e t ayant op 

pour rayon, la surface engendrée par les cercles 3 pourra être coupée suivant une se

conde série de cercles o. Et en effet : abaissons du point p une perpendiculaire sur 

la droite G , on aura îe point s; construisons dans le plan (p, G ) une parabole P 

ayant le point s pour sommet et le point p pour foyer , puis par la droite ps m e 

nons un pian M perpendiculaire au plan (p, G ) , et traçons dans ce plan M une 

parabole P' ayant le point p pour sommet et le point s pour foyer . 

La courbe P ' sera la focale de P, et l 'on trouvera, par des raisonnements analo

gues à ceux employés dans le premier cas, que les plans des cercles S seront per

pendiculaires au plan M et normaux aux tangentes de la parabole P . 

La propriété dont jouit chacune de ces trois espèces de surfaces, d'être doub Io

nien t circulaire, nous permet de construire avec facilité le plan tangent en un 

point de chacune d'elles. 

En effet : étant donné un point m de cette surface , on mènera par ce point et 

par l'axe Y un plan , et l 'on aura le cercle a , et en menant par le point m et par 

la droite D par laquelle passent tous les plans des cercles 6 ( n o s 2 9 7 , 301 et 306 ; 

fig. 193, 494 et 4 9 5 ) un plan sécant, on aura le cercle o. Les tangentes aux deux 

cercles o et S se croisant au point m, détermineront le plan tangent en ce point m. 

Lorsque le point p est précisément le centre du cercle G , alors la droite Y est 

précisément l'axe du cercle G , et dans ce cas on a pour surface le tore régulier, 

surface qui est de révolution et engendrée par un cercle o de rayon constant et 

égal à celui du cercle G -, dans ce cas, la surface est coupée suivant une seconde 

série do cercles c par des plans parallèles entre eux et perpendiculaires à l'axe Y . 



Or, l'axe Y est la focale de cercle G, on voit donc que Y analogie subsiste entre 

les ouatre surfaces que nous avons examinées, savoir : les trois tores irrcgidiers et 

le lorc régulier (*). 

Du pôle et de la polaire d'une section conique. 

329. Dans toute section conique si l 'on trace une série de cordes parallèles et 

(fu'on mène les tangentes aux extrémités de chaque corde, elles concourent en des 

points qui sont tous situés sur le diamètre conjugué de cescordes. Réciproquement 

si par tous les points d'un diamètre d'une section conique on mène des tangentes 

à cette courbe , les cordes qui unissent les points de contact des tangentes issues 

l 'un même point sont toutes parallèles au diamètre conjugué du diamètre donné 

( n 0 S 3 1 2 , 9 ° ; 3 2 1 ; 3 2 1 ) . 

330. Soient une section conique E (fig. 209) et une droite quelconque P, qui 

b coupe en deux points q et r, les tangentes en ces points concourent en un point 

>.-, j e dis que si par un point quelconque x de P , on mène les tangentes xy et xz à la 

section conique E , la corde yz prolongée passera par le point p . En effet soit s un 

point de la focale de E_, prenons-le pour sommet d'un cône A de révolution sur 

lequel la courbe E soit placée, jo ignons sp et sx et menons les génératrices droites 

5,7j sr, sy, sz du cône À . La droite sp étant tout entière hors de la surface co

nique, un plan Z qui lui sera parallèle coupera toutes les génératrices du 

cône et donnera par conséquent pour section une ellipse E ' ; pour simplifier la f i 

gure nous tracerons cette ellipse à part (fuj. 2 1 0 ) , les points q, r', y , z' sont 

les intersections de ce plan Z avec les génératrices sq, sr, sy, sz; cela posé 

Ses plans tangents (srp) et (spq) coupent le plan Z qui contient la courbe E' , 

suivant des tangentes à E' en les points r et q et parallèles à sp, donc qr est un 

diamètre de E', et comme il est dans le plan ( sqr) qui contient la droi te sx, il 

coupera cette droite en un point x', puis les plans tangents (sxy) et (sxz) coupent 

le plan Z aussi suivant des droites y'x et z'x tangentes à la courbe E' et aux 

points y ' et z , et ces tangentes concourent aux points a;', intersection des trois 

plans Z , (sxy) et (sxz) 5 donc la corde (y'z') est parallèle à sp, elle rencontre le plan 

horizontal en un point p de yz puisqu'elle est dans le plan (syz), et comme ce 

plan [syz) contient aussi sp, la droite yz passe nécessairement par le point p. 

C) Plus loin, nous verrons que l'on peut transformer les quatre tores circulaires en des tores 

elliptiques; ces nouvelles surfaces jouissent de la propriété d'être coupées par une suite de plans 

passant par l'axe Y , suivant des ellipses, et par une suite de plans passant parla droite D , suivant 

d'autres ellipses. 



Réciproquement si par un point p (fig. 209) extérieur à une section conique on 

mène les deux tangentes pq et pr et tant de sécantes py que l'on voudra, qu'aux inter

sections y et z de chaque sécante et de la courbe on mène des tangentes à cette courbe, 

ces tangentes concourent en des points x situés sur la droite P, qui joint les points de con

tact q et r. L e point p est dit le pôle conjugué de la droite P , et !a droite P est 

dite la polaire conjuguée du pôle p. Si Ton prend le p o i n t s à l 'infini, les tangentes 

sont parallèles à la droite P , la corde qui unit les points de contact est un diamètre 

passant par le point p, donc le pôle pest sur le prolongement du diamètre conjugue 

du diamètre qui est parallèle à la polaire P . 

3 3 1 . Si par un point p ( fig. 2 1 1 ) intérieur à une section conique E on mène tant iïc 

cordes nue ton voudra, et qu'aux extrémités de chaque corde, on construise les tangente $ 

à la courbe E , elles concourent en des points situés sur une droite extérieure à la section 

conique E. En effet par le point p menons trois cordes ab, al), a"b", les tangentes en 

a et b se coupent en un point r, celles en d et 6 r se coupent en f, eniin celles en d' 

et b" se coupent en / ' ; deux de ces trois points r et r' déterminent une droite P. 

I l faut démontrer que cette droite P passe par îe point r" ; pour cela concevons h 

focale de îa courbe E et le cône A qui aurait son sommet en un point s de ceue 

focale , menons les génératrices sa, sb, sa, sb1, sa", sb" du cône A et les droites sr, 

sr1, sr", le plan (s, P ) n'ayant que le sommet s de commun avec Le cône, un plan 

Z qui lui sera parallèle le coupera suivant une ellipse E f , que pour plus de dent 

nous construisons à part (fig. 212) , i l coupera aussi les plans tangents (sar ) , (dr) 

suivant deux tangentes en a et [3 à la courbe E r et parallèles à sr, donc a5 est uu 

diamètre de l 'ell ipse E' et il est situé dans le plan (sab ) ; de même le pian sceau£ 

Z coupe les plans tangents ( sdr! ) , (sl/f) suivant des tangentes en <d et fis' à la 

courbe E' et parallèles à srJ ; donc c/[5f est aussi un diamètre de l 'ellipse E' et il est 

situé dans le plan ( s d b f ) ; mais les plans (sab) et (sdd) se coupent sui

vant la droite <$•/), qui contient par conséquent le point d'intersection T. des dia

mètres et « r 3 r , ou le centre de l 'ell ipse E'; cela posé le plan (sa,fb,r) coupe le pùu 

Z de îa courbe E f suivant un diamètre dr$", donc les intersections du pian Z (sa. 

lequel est tracée l 'ellipse E f ) et des plans tangents (sa"r"), (sb"rrr) sont des tan

gentes en a" et j3 , f à l 'ellipse E ' et parallèles entre elles et par conséquent à Y m-

tersection sr"dcs deux pians tangents; donc sr" est située dans le plan (s, î ' ) 

parallèle au plan de i 'ellipse E f ; donc eniin le point r" est sur la droite P . 

Réciproquement si pur chacun des points d'une droite P (fig. 211 ) extérieure •: .'„• 

section conique E, o/z »ic j hc tangentes à cette courbe el qu'on joigne les point - <Ô. 

contact par une corde, toutes ces cordes se croiseront en un point p intérieur à laseai-oh 

conique E. 

La droite P est la polaire du pôle p . Si l 'on prend le point r à l 'infini, les tangente-



à la courbe E a u x points a etb seront parallèles entre elles et à la droite P , doncla 

corde qui unira les points de contacta et b sera un diamètre passant par le point p, 

Donc le pôle p est sur le diamètre conjugué du diamètre parallèle à la polaire P, 

Des propriétés de certains polygones inscrits à une section conique. 

332. Si l'on prolonge les côtés opposés d'un hexagone abedef (fig. 213 ) inscrit dans 

une section conique, ils se coupent en trois points r, r r , r,f qui sont en ligne droite. En effet 

concevons la focale de la section conique E , soit s un point de cette focale que nous 

prendrons pour sommet de F une A des surfaces coniques de révolution sur lesquelles 

la courbe E peut être placée ; menons les génératrices sa, sb, se, sd, se, s/du cône 

à et les droites sr, sr1, sr" ; les points r et r ? déterminent une droite D , qui passe 

par le point r'. Pour le démontrer coupons la surface conique par un plan Z pa

rallèle au plan ( .s, D ) , la section sera une ellipse E' , les intersections de ce plan 

sécant Z avec les plans (saf), (sed ) sont deux cordes a'f etc'd' parallèles à s r ; le 

m ê m e plan Z est coupé par les deux plans (sfe), (sbc) suivant deux autre? 

cordes fe1 et b'cr parallèles à srf ; enfin les intersections du môme plan Z ( q u i con

tient la courbe E ' ) avec les plans (sad), (sab) sont deux autres cordes c'd' et db\ 

qui avec les quatre précédentes forment un hexagone inscrit dans l 'ellipse E ' ; et 

puisque les quatre premiers côtés sont parallèles deux à deux, les deux derniers 

côtés sont aussi parallèles entre e u x ( n 3 2 0 ) et par conséquent parallèles à F in

tersection sru des deux p lans , donc cette intersection est située sur le plan ( s , D ) 

parallèle au plan Z de la courbe E ' ; donc enfin le point r'! est sur la droite D . 

C'est la propriété connue sous le nom d'hexagramme de Pascal. 

i l résulte de là un moyen de construire une section conique par points, car si 

l 'on donne les c inq points a, b, c, d, e, on mènera les droites ah, bc, cd qui seront 

trois côtés d'un hexagone inscrit dans la section conique cherchée, puis le qua

trième côté ed ira couper ab en un point r". Pour trouver un point compris entre les 

points e et a, l 'on mènera donc une droite er\ qui rencontrera ab au delà du point 

( t , l 'on joindra les points r" et ?,r par une droite D coupant ed en un point r, que 

l 'on joindra avec a, les droites ra et r'e se croisent en un p o i n t / qui appartiendra 

à ia section conique passant par les cinq points donnés. On obtiendrait de même 

des points compris entre deux quelconques des points donnés et autant qu'on 

en voudra 

L un des cotés ed, par exemple , pourrait devenir infiniment petit, la propriété 

de l 'hexagone inscrit n'en serait pas moins vraie; niais alors la droite er", ou Fini 

dos côtés de l 'hexagone étant p ro longé , deviendrait tangente à la courbe E. On con

clut donc de ià que pour mener la Lai génie en un point m d'une section conique, 



il faut d'abord inscrire un pentagone dont l'un des sommets soit en m, ensuite 

prolonger le côté opposé au point m et les quatre autres côtés jusqu'à la rencontre 

des côtés non adjacents, et enfin unir les points de concours par une droite qui 

ira couper le côté opposé au point m en un point x et menant la droite xm, on aura 

en cette droite la tangente demandée. 

333 . Soient abcd (fig. 2 1 4 ) un quadrilatère inscrit dans une section conique 

quelconque, p et g les points de concours des côtés opposés; les diagonales ae et 

bd. se coupent en un point o, joignant ce point o aux points p et q par les droites Q 

et P , j e dis que le point p est le pôle conjugué de la polaire P , et que le point q est le 

pôle conjugué de la polaire Q, c'est-à-dire que si du point p on mène les tangentes 

pe, pf, à la courbe E , la droi te P passera par les points de contact e et f de ces 

tangentes; et de même si du point q, on mène les tangentes qg et qh, la droite Q 

passera par les points de contact g et h de ces tangentes avec la courbe E. En effet 

concevons là focale de la section conique E et soit s le sommet de l 'un A des cônes 

de révolution, sur lesquels on peut placer cette courbe E ; menons les génératrices 

sa, sb, se, sdàu cône A et les droites sp, sq, puis coupons tout le système par un 

plan Z parallèle au plan (spq), la section conique sera une ellipse E r , et ia pyra

mide sabcd sera coupée suivant un paral lélogramme a'b'c'd' ( n°156 ) , dont les côtés 

oJb1 et c'd! sont parallèles à sp el dont les côtés b'c' et a'd' sont parallèles à sq; donc e'c1 

et b'df sont des diamètres de l 'ellipse E ' ( n ° 31G, 2° ) , le point o1 en est ie centre 

et se trouve sur la droite so intersection des plans (sbd) et (sac). Les cordes arbr 

et b'c' sont supplémentaires ( n ° 3 I 3 , 3 ° ) et par conséquent parallèles à des dia

mètres conjugués; or les plans tangents (sep) et ( sfp ) sont coupés par le plan. 

Z de l 'ellipse E' suivant des tangentes parallèles à sp et par conséquent parallèles 

à a'b', donc ie diamètre qui unit les points de contact est parallèle à b'c' (n° 313 ,7° ) 

ou à sq, mais ce diamètre est dans le plan (sef), donc ce plan contient aussi sq, 

mais il contient so, donc les quatre points e,f, g, o sont sur la trace horizontale P 

de ce plan (sef) et par conséquent en l igne dro i te ; donc enfin le point p est le pôle 

conjugué de la polaire P . De même les plans tangents ( sqg ) et (sqli) sont coupés 

par îe plan Z suivant des tangentes à la c o m b e E 7 et parallèles à b'c el par une 

suite de raisonnements semblables à ceux ci-dessus on conclura que le point q 

est le pôle conjugué de la polaire Q. 

Si abcd est un trapèze (fig. 2 1 5 ) les côtés parallèles ab et cd se couperont à 

l ' infini, alors Sa polaire Q sera parallèle aux côtés ab et cd du trapèze et elle coupe 

la courbe Eaux points g, k\ menons en ces points des tangentes à la courbe E, 

elles iront concourir en un point du diamètre conjugué de 0 , qui n e s c r a autre 

que îe.point de concours q des côtés non parallèles bc et ad, et le point o est év i 

demment le milieu de gk. 



On déduit de l à un moyen simple e t fac i lepour mener une tangente en un point 

donné d'une section conique; en effet, soit la section conique E à laquelle on veut 

mener la tangente au point h, p a r c e point menons une droi te quelconque Q , 

prenons le milieu o de la corde gh, par ce point o menons deux sécantes quelcon

ques ae, bd qui coupent la courbe E en les points a et e, b et d, joignons les points 

a et d, 6 et e, par des droites qui se coupent au point q, traçons la droite qh, on 

aura la tangente demandée. 

333 bis. I . On peut regarder un quadrilatère inscrit à une section conique, 

comme étant un pentagone inscrit en considérant la tangente à la courbe en l'un 

des quatre sommets. Alors le c inquième côté du pentagone est l 'élément recti-

ti l igne de la courbe au sommet du quadrilatère par lequel passe la tangente. 

I I . On peut regarder un quadrilatère inscrit à une section conique, comme 

étant un hexagone inscrit en considérant deux tangentes à la courbe, en deux des 

quatre sommets. Alors le c inquième et le sixième côté de l 'hexagone sont les é l é 

ments rectilignes delà courbe en les deux sommets du quadrilatère, par lesquels 

passent les deux tangentes. 

Soient donnés une section conique E et un quadrilatère inscrit a, b, e, d, et au 

point a la tangente T à la courbe E (y îg . 215 bis) : 

L e pentagone aura quatre côtés de longueur finie, ad, de, cb et ba, et le c in

quième côté sera ad, infiniment petit rect i l igne. 

Dès lors si l 'on voulait construire la tangente au pointa de la section conique E, 

on devrait considérer cette tangente comme étant le prolongement du sixième 

côté d'un hexagone, ayant en a un côté infiniment petit ad et en b un côté infini

ment petit bb' 

Dès lors les côtés opposés de l 'hexagone étant ad, bb' et cb, ad et ed, b'd, le côté cb 

prolongé coupera la tangente T (ou ad p ro longé ) au point les droites edet db' 

( q u i n'est autre que ab) étant prolongées se couperont en un point r ; unissant les 

points r et r par une droite D, elle coupera ad prolongé en un point r", et la 

droite r"b sera la tangente T ' demandée. 

On peut donc par cette méthode construire la tangente en un point b d'une 

section conique donnée par son tracé, lorsque l'on connaîtra une tangente T à cette 

courbe et le point de contact a de la tangente T . 

On peut toujours inscrire à une ellipse E un rectangle dont les côtés soient 

respectivement parallèles aux axes de la courbe, et si l'on construit aux quatre 

sommets du rectangle des tangentes à la courbe, on aura un rectangle circonscrit; 

or (fuj. 215 ter), il est évident 

4° Que les diagonales du rectangle inscrit sont parallèles aux côtés du rectangle 

circonscri t ; 

2 E P A R T I E . t i 



T Que chaque côté du rectangle circonscrit étant prolongé coupe les côtés du 

rectangle inscrit qui lui sont opposés en deux points, en sorte que l 'on n huit 

points marqués sur la figure par les lettres p, p, p", p", ply, px, pyi, pxu. 

Ces points sont deuxà deux sur quatre droites qui forment un rectangle q, cl ? 

q", q", dont les sommets sont situés sur les diagonales du rectangle inscrit. 

Chacun des 8 points p se trouve en l igne droite avec l'un des A points q et l'un 

des 4 sommets f du rectangle circonscrit ; 

3° Les diagonales du rectangle circonscrit se coupent au point o en lequel se 

coupaient les diagonales du rectangle inscrit. 

Il est évidentque si l'on construit un parallélogramme inscrit à. une ellipse et le 

paral lélogramme circonscrit, on obtiendra les mêmes relations indiquées par la 

fig. 215 ter, seulement les lignes rectangulaires entre elles dans le cas du rec

tangle ne le seront plus dans le cas du para l lé logramme; mais , celles q » ; ! sont 

parallèles resteront parallèles et les points qui étaient en l igne droite, resteront 

en l igne droite. 

Cela posé : 

Étant donnés une section conique E et deux quadrilatères l'un inscrit et l 'autre 

circonscri t , il est facile de trouver les propriétés qui existent entre ces deux qua

drilatères, car il suffira de prendre un point s sur la focale de l acourbeE , de regarder 

ce point comme le sommet d'un cône A ayant la courbe E pour base, ce cône sera 

de révolution ; en le coupant par un plan Z parallèle aux deux droites unissant le 

sommet s avec les points de concours des côtés opposés du quadrilatère inscrit, on 

obtiendra une ellipse E ' dans laquelle on aura deux paral lélogrammes, l'un inscrit 

et l'autre circonscrit, commel ' ind ique la f ig . 215 ter. Si donc par le sommet s du cône 

A et par chacun des points de la fig. Iloter ( l igure que l 'on suppose maintenant sur 

le plan Z ) on fait passer des droites , et si par ce môme sommet s et par chacune 

des droites de la fig. 215 ter on fait passer des plans, ces droites perceront Se plan de 

la courbe E en des points et ces plans couperont le plan de la courbe E en des 

droites, qui seront telles que toutes les relations existant sur la figure située dans 

le plan Z , subsisteront sur le plan de la courbe E , seulement les droites qui sont 

parallèles dans la première figure située sur le plan Z , concourront en un point 

pour la figure tracée sur le plan de la section conique E. 

Un triangle inscrit dans une. section conique peut être considéré comme un 

quadrilatère inscrit , ou comme un pentagone inscrit, ou comme un hexagone 

inscrit. 

En lo considérant comme un hexagone inscrit, on est conduit à considérer en 

même temps (/?V/.215 quater) e l l e triangle inscrit donné et le triangle circonscrit 

qui est formé par les tangentes à la courbe aux sommets du triangle inscrit. 



Alors l 'hexagone inscrit a trois côtés infiniment petits « a , bb',cc et trois côtés 

finis qui sont ceux du triangle inscrit. 

On déduit de ce qui précède la propriété suivante , savoir : si l'on prolonge cha

cune des trois tangentes menées à une section conique en chacun des trois sommets d'un 

triangle inscrit et le côté du triangle inscrit, on obtient trois points de concours s, s r, s f ,

3 

qui sont nécessairement en ligne droite. 

Cette propriété permet de construire la tangente en un point d'une section c o 

nique lorsque la courbe est donnée par son tracé et que l 'on connaît deux tan

gentes à cette courbe et les points de contact de ces tangentes. 

En effet : 

Soient tracés la section conique E , les deux tangentes ar elbr, et les points 

de contact a et b, proposons-nous de construire la tangente au point c de la 

courbe E. 

On tracera le triangle inscrit abc, les droites ra et bc prolongées donneront le 

point s; les droites rb et ac prolongées donneront le point s'; on unira les points s 

el s' par la droite (s, s ' ) , laquelle sera coupée au point s" par la droite ab p ro lon

g é e : unissant les points c et s" on aura la tangente demandée. 

333 ter. L 'hexagramme de Pascal démontre : 

1° Que cinq points déterminent une section conique et n'en déterminent 

qu 'une seule-, 

2° Que deux sections coniques ne peuvent s 'entre-couper en plus de quatre 

points sans se confondre; 

3° Que deux sections coniques qui ont un point de contact ne peuvent se couper 

au plus qu'en deux autres points ; 

4° Que deux sections coniques qui ont deux points de contact ne peuvent avoir 

d'autres points communs. 

333 quai. Les propriétés, employées pour la construction d'une tangente en un 

point d'une section conique, dont jouissent l 'hexagone, le pentagone, le quadrila

tère et le triangle inscrits à cette section conique, démontrent : 

1° Que cinq points déterminent une section conique ; 

2° Que quatre points et une tangente déterminent une section conique; 

3" Que trois points et deux tangentes déterminent une section con ique ; 

A Oue deux points et trois tangentes déterminent une section conique, et que 

dans les quatre cas on ne peut construire qu'une seule section conique. 

Mais il faut ajouter que parmi les points donnés il faut toujours qu ' i l y en ait 

un situé sur chaque tangente , et qu' i l soit donné comme point de contact de la 

tangente à la section conique à construire par points. 



Des quadrilatères inscrits à une section conique et conjugués entre eux. 

333 quint. D'après ce qui précède on peut énoncer ce qui suit : 

4° Étant données une section conique E (fig. 215 a) et une droite X , et ayant 

déterminé le pôle o de la polaire X . 

Si de deux points s et s pris sur la polaire X on mène des tangentes sp, sq et 

•sp', sq' à la courbe E, on sait que les points s', p, q, sont sur une droite Z et que 

les points s, p, q' sont sur une droite Y et que les deux droites Z et Y se coupent 

au pôle o. 

Les droites Z et Y ont respectivement pour pôle les points s et s', en sorte que 

l'on peut donner au triangle oss' le nom de triangle polaire de la courbe E. 

Si l 'on inscrit dans la section conique E un quadrilatère ahcd, dont les côtés 

opposés prolongés passent par les points s et s', les diagonales de ce quadri latère 

se croiseront au pôle o. 

Si du point s on mène une sécante quelconque, coupant la courbe E aux points 

d etb'\ si l 'on mène la droite b'o coupant la courbe E au point d!si l 'on mène la 

droite sri" coupant la courbe E au point c\ les p o i n t s / , b' et c seront en l igne 

droite, ainsi que les points s, d'et a', ainsi que les points d, o etc. 

Les deux quadrilatères inscrits ahcd, db'c'd', seront dits conjugués et ils auront 

pour triangle polaire le triangle ss'o. 

2° Étant données (fig. 215 b) la section conique E, la droite X , et ayant c o n 

struit le pôle o (dont la droite X est la polaire), et le quadrilatère inscrit abcd, si 

l 'on prend deux points arbitraires s et sf sur la droite X , et que l'on construise 

le quadrilatère inscrit db'c'd', les deux quadrilatères abcd et ddcd', pourront 

encore être dits conjugués; mais ils auront seulement même pôle o et même polaire 

X 5 le premier aura pour triangle polaire le triangle ss'o, et le second aura le trian

gle s^fi pour triangle polaire. 

3° Si Ton a une série de quadrilatères conjugues par un triangle polaire, ainsi que 

le sont les quadrilatères abcd et db'c'd' (fig. 215 a), 

Les diagonales du petit quadrilatère db'ab se croiseront en un point situé sur 

la droite Z ; les tangentes en les points d et b1 se couperont sur la droite Z ; les 

tangentes en les points a et b se croiseront sur la droite Z . 

On peut donc énoncer ce qui suit : 

Si l'on a une section conique E cl que l 'on ait construit le pôle s et la polaire Z , 

si du pôle s on mène une suite de divergentes, D , D ' , D " , etc. , coupant la courbe 

E , savoir : D c n « e t b, D ' en d etu, D" en a" etb", etc. 

1° Les tangentes à la courbe E , pour les points a et b, d et 6', d'et b'', e tc . , se 



couperont sur la droite Z ; 2 ° les diagonales unissant les sommets des quadrilatères 

donnés par deux divergentes quelconques se croiseront sur la droite Z . 

Et réciproquement 3° si d'un point arbitraire de la droite Z on mène deux tan

gentes à îa courbe E, la corde de contact étant prolongée passera par le pâle s. 

Nous trouverons , pour les surfaces du second ordre , une propriété analogue. 

Mais alors les quadrilatères seront remplacées par des troncs de pyramides quadran-

gulaires. 

Des sections coniques semblables entre elles el semblablement placées sur des plans 

parallèles entre eux. 

331 . Si l 'on coupe un cône de révolution par deux plans paral lèles, les sections 

seront des courbes semblables ayant pour pôle commun de similitude le sommet 

du cône ( n° 262 ) , et ce sommet sera un pôle de similitude directe ou de s imi l i 

tude inverse suivant que les deux plans couperont la même nappe ou des nappes 

différentes du cône ( n ° 5 5 9 ) ; si les sections sont des ellipses ou des hyperboles, 

les centres de ces courbes sont des pôles conjugués de similitude (m 0 3 6 0 ) ; ces 

courbes peuvent dès lors être situées sur une seconde surface conique (n° 261) 

{fig. 2 1 6 ) ; enfin les sommets s et . / des deux surfaces coniques sur lesquelles 

peuvent être placées en même temps les ellipses ou hyperboles E et E' semblables 

et semblablement placées sur deux plans parallèles, et les centres o et o' de ces 

courbes sont sur une môme droi te , intérieure aux deux surfaces coniques lorsque 

les courbes E et E' sont des e l l ipses , et extérieure aux deux surfaces coniques 

lorsque les courbes E et E ' sont des hyperboles. 

Lespoin tsse t sr doivent se trouver en même temps sur les focales des courbes E 

e t E ' ( n 0 S 295, 304, 309, 311) , pour que les surfaces coniques soient de révolution ; 

mais comme deux hyperboles ou deux ellipses se coupent généralement en quatre 

points, on pourrait croire q u e , pour une position donnée de deux ellipses ou de 

deux hyperboles semblables et semblablement placées, il y a quatre surfaces c o 

niques de révolution capables de les contenir en même temps ; mais dans ce cas les 

focales des courbes proposées ne se coupent qu'en deux points comme le montre 

le raisonnement suivant. 

Si l'on fait mouvoir l'une des deux courbes parallèlement à el le-même, de ma

nière que son centre parcourt la droite oo', les cônes sur lesquels elles seront 

placées auront encore leurs sommets sur la même droite oo\ mais en des points 

autres que s et s\ or la fatale de l 'ellipse ou de l 'hyperbole ne pouvant être ren

contrée par une droite qu'en deux points, de toutes les surfaces coniques ainsi 

obtenues deux seulement seront de révolution^ les autres seront des cônes obliques. 



D'où l 'on pourrait conclure qu'un cône obl ique peut être coupé par un plan sui

vant une ellipse ou une hyperbole. 

Les paraboles n'ayant pas décen t re , deux paraboles semblables et placées sur 

deux plans parallèles ne peuvent être situées que sur une seule surface conique 

dont le sommet s sera au delà des deux paraboles, si elles ont leur courbure diri

gée du même coté, ou si elles sont scmblablement placées, et entre les deux para

boles dans le cas contraire, c'est à-dire si elles sont inversement semblables. Si 

l'on fait mouvoir l 'une des deux courbes parallèlement à e l le-même, de manière 

que F extrémité d d'un diamètre parcourt la droite a, d, le sommet s de la surface 

conique changera de place en restant toujours sur la même droite ad, mais la 

focale d e l à parabole ne peut être rencontrée qu'en deux points par une dro i te ; 

donc de toutes les surfaces coniques ainsi obtenues, deux seulement pourront être 

de révolution, les autres seront obl iques ; on pourrait conclure de là qu'un cône 

obl ique peut ê t re coupé suivant une parabole. 

335. Si les deux sections coniques sont identiques, les droites qui unissent 

deux points homologues quelconques sont parallèles, et le cône se transforme en 

un cyl indre . Donc deux sections coniques identiques peuvent toujours être pla

cées sur une même surface cy l indr ique . 

336. Deux paraboles quelconques sont deux courbes semblables, car si l'on 

fait coïncider les foyers de ces paraboles, et si l 'on mène un rayon vecteur quel

conque qui les coupe en x et x , les diamètres et les rayons vecteurs de ces points 

sont parallèles, donc les bissectrices des angles de ces droites sont aussi parallèles; 

mais ces bissectrices ne sont autres que les tangentes aux paraboles (n° 3 2 4 ) . 

donc les deux paraboles ont leurs tangentes parallèles et sont par conséquent 

deux courbes semblables (n° 259) ayant pour pôle commun de similitude leurs 

foyers communs ; si l 'on déplace ces paraboles de sorte qu'el les n'aient plus 

même foyer, leurs foyers deviennent alors des pôles conjugués de s imil i tude. 

337. Lorsqu'un cône est coupé par deux plans parallèles suivant des ellipses 

E, E' {fuj. 2 1 6 ) , on peut faire mouvoir l 'une d'elles de manière que son centre 

parcourt la droite od jusqu'à ce qu ' i l vienne coïncider avec le centre de l 'autre; 

on a alors deux ellipses semblables scmblablement placées et concentriques, de 

sorte que les diamètres homologues se confondent en une même droi te . 11 en 

résulte que si l 'on mène une tangente à l 'ellipse intérieure prolongée de part et 

d'autre jusqu'à l 'ellipse extérieure, le point de contact sera le milieu de cette 

droite, car il appartient au diamètre conjugué de cette corde ( i r 313, 7°) , et si 

l 'on coupe les deux ellipses par une sécante quelconque les parties de cette droi te , 

interceptées entre elles, sent égales, car le même point est le milieu de la corde 

correspondant à chaque s.lipse. Les cordes supplémentaires, par rapport à deux 



diamètres homologues, et issues de points homologues, sont parallèles ; les paral

lélogrammes avant pour diagonales des diamètres homologues ont leurs côtés 

parallèles et sont semblables. Des propriétés analogues existent pour deux hyper

boles semblables, semblablement placées et concentriques. Deux paraboles qui 

jouissent des mêmes propriétés ne sont plus deux courbes semblables, mais bien 

deux paraboles identiques, qui coïncideraient si, en leur conservant même axe, 

on les amenait à avoir même sommet. 

On peut conclure de là que si deux courbes jouissent de cette propriété, que les 

parties d'une sécante quelconque, comprises entre les deux courbes, sont égales, 

et que le point de contact d'une tangente à îa courbe intérieure soit le milieu de la 

portion comprise dans la courbe extérieure, si l 'une des deux courbes est une 

ellipse ou une hyperbole, l'autre sera une ellipse ou une hyperbole semblable, 

semblablement placée et concentrique, et si l 'une des deux courbes est une para

bole, l 'autre sera une parabole identique ayant même axe infini que la première . 

338 Si l 'on coupe une surface conique de révolution par deux plans parallèles 

de manière que les sections soient des hyperboles ; on peut, par le sommet , faire 

passer un plan parallèle aux plans sécants, il coupera la surface conique suivant 

deux génératrices, et l 'on sait (n° 326, 5°) que ces génératrices sont parallèles aux 

asymptotes des hyperboles, donc les asymptotes de l'une des hyperboles sont pa-

parallèles aux asymptotes de l'autre hyperbole . S i , par conséquent, on fait mouvoir 

l'un des plans sécants parallèlement à l u i - m ê m e , de manière que le centre d de 

l 'hyperbole correspondante se meuve sur la droite od et vienne coïncider avec le 

centre o d e l'autre hyperbole , les asymptotes de la première hyperbole viendront 

s'appliquer sur les asymptotes de la seconde, et l 'on reconnaîtra facilement que 

les deux courbes se trouveront dans les mêmes angles de leurs asymptotes com

munes. 

Les asymptotes des deux hyperboles et les génératrices parallèles de la surface 

conique déterminent deux plans, dont l ' intersection passe par ie sommet du cône 

et par les centres des hyperboles; il est évident que les deux hyperboles sont situées 

dans les mêmes angles dièdres opposés de ces deux plans. 

Si donc on conçoit deux plans parallèles P et l y , dans le plan P deux droites A 

et B et une hyperbole II dont ces droites seraient les asymptotes, dans le plan P ' 

deux droites A ' et B ' respectivement parallèles à A et B, cl une hyperbole 11' sem

blable à I I , et dont A ' et B' seraient les asymptotes, et si l 'on imagine les plans 

( A , A ' ) et ( B , IV) ils se couperont suivant une droite 1 passant par les centres des 

deux hyperboles. Cela posé, si les courbes 11 et H ' son t dans les mêmes angles 

dièdres opposés des plans ( A , A ' ; et ( l >,!>'), cesdeux hy pcrboles pourront être placées 

sur deux surfaces coniques ayant leurs sommets sur 1 ; mais si la courbe 11 est située 



d a n s deux ang les d i èd re s opposés , et q u e h cou rbe H' soit dans les deux a u t r e s , 

ces deux h y p e r b o l e s ne p e u v e n t ê t r e s i tuées en m ê m e t e m p s s u r a u c u n e sur face 

c o n i q u e . C e p e n d a n t , d a n s ce d e r n i e r cas , si l 'on un i t p a r u n e c o u r b e les ex t r émi t é s 

des d i a m è t r e s imag ina i r e s de l ' u n e des hyperbo les H' on a u r a une nouvel le h y 

p e r b o l e H', q u i p o u r r a se t r ouve r avec H su r deux surfaces c o n i q u e s 5 de m ê m e 

l ' h y p e r b o l e H, , d o n t les d i a m è t r e s rée l s s e r a i en t les d i a m è t r e s imag ina i r e s de H , 

p o u r r a ê t r e s i tuée avec la c o u r b e E' s u r deux au t r e s surfaces c o n i q u e s , et les 

s o m m e t s de ces q u a t r e surfaces c o n i q u e s sont tous su r la d r o i t e I. Les h y p e r b o l e s 

tel les q u e II et H x a y a n t m ô m e s a sympto t e s et qu i sont te l les q u e les d i a m è t r e s 

i m a g i n a i r e s d e l ' u n e son t les d i a m è t r e s réels de l ' au t r e et r é c i p r o q u e m e n t , p e u v e n t 

ê t r e n o m m é e s complémentaires; n o u s r e m a r q u e r o n s q u e c h a q u e a sympto t e d ' u n e 

h y p e r b o l e forme à elle seule u n sys tème de d i a m è t r e s con jugués (n° 3 2 5 , 8°). 

11 r é s u l t e de ce qu i p r é c è d e q u e si l 'on d o n n e deux h y p e r b o l e s semblab les H et 

H ' a y a n t l eu r s a s y m p t o t e s pa ra l l è les , et s i tuées d a n s deux p lans para l lè les , ces 

deux hype rbo les et l e u r s c o m p l é m e n t a i r e s H ! et I I r

r d é t e r m i n e n t q u a t r e surfaces 

c o n i q u e s ayan t l e u r s s o m m e t s su r la d ro i t e qu i u n i t les cen t r e s des hype rbo les 

p r o p o s é e s . 

3 3 9 . Si l 'on a d e u x cerc les c o n c e n t r i q u e s С et G' (fig. 2 1 7 ) q u e l 'on m è n e a u 

cerc le i n t é r i e u r С les t angen te s pa ra l lè les ab, cd, t e r m i n é e s au cerc le e x t é r i e u r C'; 

q u e l 'on t i r e les c o r d e s ac, bd; q u e d u c e n t r e 0, o n m è n e le d i a m è t r e ef pa ra l l è l e 

aux t angen te s ab et cd, il coupe ra les co rdes ac e t bd en l e u r s mi l i eux g et h e t il est 

év iden t q u e tous les po in t s g et h a ins i o b t e n u s son t s u r u n e c i r confé rence de 

ce rc le C" c o n c e n t r i q u e à G et G'. Si Ton c o n s i d è r e ces t ro i s cerc les c o m m e les p r o 

j e c t i o n s de t ro is e l l ipses t r acées s u r u n m ô m e p l a n , n o u s savons ( n ° 3 1 7 ) q u e ces 

e l l ipses n e p e u v e n t avoir p o u r p ro jec t ions des cerc les q u ' a u t a n t qu ' e l l e s sont 

s e m b l a b l e s et s e m b l a b l e m e n t p l a c é e s ; il est év iden t de p lus q u e d a n s ce cas-ci 

el les son t c o n c e n t r i q u e s . Donc si l 'on a deux el l ipses С et C' semblab les , s e m b l a 
b l e m e n t p lacées et c o n c e n t r i q u e s , q u ' o n insc r ive d a n s la p lus g r a n d e un p a r a l 

l é l o g r a m m e don t deux côtés soient t a n g e n t s à la p lus pe t i t e , les deux a u t r e s côtés 

s e r o n t t a n g e n t s à u n e t ro i s i ème e l l ipse С s e m b l a b l e , s e m b l a b l e m e n t p lacée et 

c o n c e n t r i q u e a u x d e u x p r e m i è r e s . 

ЗЛО. Si l 'on a d e u x cercles c o n c e n t r i q u e s G et С/, q u e l 'on m è n e deux t angen tes 

ab, np au cercle i n t é r i e u r C, aux po in t s k, m, les co rdes «H, mk, bp sont para l lè les ; 

car l 'on a kp = mp, ik = im et p a r c o n s é q u e n t ia—'ui. Donc si l 'on cons idè re ces 

ce rc les c o m m e les p ro jec t ions de deux el l ipses s emb lab l e s , s e m b l a b l e m e n t p l a 

cées et c o n c e n t r i q u e s , on en conc lu ra q u e d a n s de tel les el l ipses d e u x t angen tes 

à l 'e l l ipse i n t é r i e u r e c o u p e n t l 'e l l ipse ex t é r i eu re en q u a t r e p o in t s liés deux à d e u x 

p a r deux cordes para l lè les à celle q u i un i t les po in t s de con tac t . D é p l u s si l 'on 



m e n a i t les co rdes bn, pa, il est év ident qu elles i ra ien t se coupe r su r la d ro i t e ou 

d o n c aussi cela au ra i t l ieu d a n s les e l l ipses . Il est év iden t q u e les r é c i p r o q u e s de 

ce t te p ropos i t ion et de la p r é c é d e n t e ne sont pas g é n é r a l e m e n t v ra ie s . 

3 4 4 . Si l 'on a deux cercles c o n c e n t r i q u e s C e t G"(fig. 217 ) , que l 'on c o n s t r u i r e 

le r ec t ang le abcd (n° 3 3 9 ) , les d iagonales ad, bc s e ron t des d i a m è t r e s du cerc le C -, 

si l 'on c o n s t r u i t s u r le d i a m è t r e kl les co rdes s u p p l é m e n t a i r e s km et Im, elles font 

e n t r e elles u n angle d ro i t , si des ex t rémi tés a et c/du d i a m è t r e ad on l eu r m è n e des 

para l l è les an, dn, el les feront aussi e n t r e elles u n ang le d ro i t et se c o u p e r o n t p a r 

c o n s é q u e n t en u n p o i n t n de la c i rconférence C'; de m ê m e si des p o in t s /; et c on 

l eu r m è n e des para l lè les bp, cp, elles se c o u p e r o n t en u n po in t p de la c i rconfé

r e n c e G'; et les trois po in t s n, m, p son t s u r u n e l igne d r o i t e t a n g e n t e en m au 

cerc le C. E n effet, les d ro i tes pc, dn é t a n t para l lè les , les a rcs dp, wesont égaux et 

dès lors les co rdes dp et ne sont égales et l 'on a pdc^pîic, d o n c les t r i ang le s ped, 

npc sont égaux et l 'on a np—cd, donc la d r o i t e np est t angen te au cerc le G. De p lus 

j o i g n a n t om, on, op, nm, les t r i ang les rec tang les onm e t odl sont ég au x , car om — 

ol et od=on,donconmr=odl, mais ond=zodn, d o n c dnm-=ndl, ma i s ndc=zdnp, donc 

dnm-=dnp, d o n c les dro i tes nm etpn co ïnc iden t , d o n c la t angen te pn passe pa r le po in t 

m q u i est le p o i n t de con tac t . Si l 'on avait m e n é les dro i tes an, dn et bp, cp, para l lè les 

à im e t km, on au ra i t o b t e n u p'n' t a n g e n t e au cerc le C en u n po in t m d i amét ra le 

m e n t opposé au po in t m, de sor te q u e les d ro i t e s pn et pn sont para l lè les . Les 

dro i tes np , pn se ra ien t t angen tes au cerc le G" (n° 339 ) . 

E n c o n s i d é r a n t les cercles G et G' c o m m e les p ro j ec t ions de deux el l ipses s e m 

blab les , s e m b î a b l e m e n t p lacées et c o n c e n t r i q u e s , on t r a n s p o r t e r a \ p r o p r i é t é 

des cercles s u r les deux ellipses, s e u l e m e n t les cordes s u p p l é m e n t a i r e s n e s e ron t 

p lus p e r p e n d i c u l a i r e s e n t r e el les . 

3 1 2 . Si deux c o u r b e s semblab les et s e m b î a b l e m e n t p lacées E et E ' (fig. 2 1 8 ) 

son t tel les q u e les par t ies d ' u n e sécan te q u e l c o n q u e c o m p r i s e s e n t r e les d e u x 

c o u r b e s son t éga l e s , et q u ' u n e t angen te q u e l c o n q u e à la c o u r b e i n t é r i e u r e E et 

t e r m i n é e de p a r t et d ' a u t r e à la c o u r b e ex t é r i eu re E ' est divisée pa r le po in t de 

con tac t en deux par t i es égales -, les deux c o u r b e s E et E', sont deux sect ions c o 

n i q u e s s e m b l a b l e s , s e m b î a b l e m e n t placées et c o n c e n t r i q u e s . 

E n effet soit o le pôle c o m m u n de s imi l i tude des deux c o u r b e s E et E', m e n o n s 

u n e t angen te q u e l c o n q u e e[f à la c o u r b e E et ayan t le p o i n t a p o u r p o i n t de con tac t 

avec E , on a u r a , pa r bypol l ièse , ae' — af: m e n a n t les r ayons vec teurs oc' et of qui 

c o u p e n t la c o u r b e E en c e t / , la corde e / s e r a para l lè le à e'f à cause de la s imi l i 

t ude des c o u r b e s E et E' , d o n c la d r o i t e oa , qu i divise e'f en deux par t i e s égales, 

divine aussi efen deux par t i e s égales , et p u i s q u e ci' = / o ou aura mz = »{9 '• p r e -

2" J'AUÏIE . * J 



n a n t deux p o i n t s q u e l c o n q u e s u, v, tels q u e au = av, si Ton m è n e les r ayons 

vec teurs ou, ov, p u i s les co rdes glt, (/h', ces d e r n i è r e s sont para l lè les à uv, car o 

é tanl le cen t r e de s imi l i tude on a 

d o n c la d ro i t e oa, passan t p a r le mil ieu de uv, passe aussi par les mil ieux de ( / / t ' e lde 

<//Î . E n p r e n a n t d ' a u t r e s p o i n t s u' et i>' on t r o u v e r a d ' au t r e s cordes para l lè les à e'f, 

et don t les mi l ieux s e r o n t s i tués s u r la m ê m e d ro i t e oa , on t rouvera i t de m ê m e 

q u e les co rdes para l lè les à u n e a u t r e t angen te on t l eu r s mil ieux en ligue d ro i t e . 

Or ce l te p r o p r i é t é savoir : q u e tou tes les lignes diamétrales sont des d ro i t e s ? appa r 

t i en t exc lus ivement aux sect ions c o n i q u e s , car exp r imée analijiiqucment oSic c o n 

d u i t à u n e é q u a t i o n du second degré ( nous d é m o n t r e r o n s d i r e c t e m e n t ce t te p r o 

p o s i t i o n , n° 3 4 2 1er, sans avoir besoin de r e c o u r i r à l'analyse). Les c o u r b e s L et E ! 

son t d o n c deux sec t ions c o n i q u e s semblab les et s e m b l a b l e m e n t p lacées et c o m m e 

deux sec t ions c o n i q u e s ne jou i s sen t de la p r o p r i é t é , d ' ê t r e coupées p a r u n e sécan te ' 

q u e l c o n q u e de m a n i è r e à ce q u e les pa r t i e s in te rcep tées soient égales e n t r e e l les , 

q u ' a u t a n t qu ' e l l e s son t c o n c e n t r i q u e s , on en conc lu t q u e les deux c o u r b e s p r o 

posées E et E ' ne sont a u t r e s q u e deux sec t ions c o n i q u e s semblab les et s embla 

b l e m e n t p lacées et c o n c e n t r i q u e s . 

Théorèmes relatifs aux sections coniques concentriques et semblables. 

342 bis. l ° S i l 'on c o u p e deux surfaocs Ictl'par un plan P e t q u ' o n o b t i e n n e deux 

cou rbes ë et o t telles q u e l 'on sache q u e la c o u r b e o est u n e sec t ion c o n i q u e et 

q u e Ton ait d é m o n t r é q u e la c o u r b e £ t jou i t de la p r o p r i é t é su ivante , , savoir : 

q u e m e n a n t u n e t a n g e n t e q u e l c o n q u e 0 à cet te c o u r b e S,, et c o u p a n t ja sec t ion 

c o n i q u e l en deux p o i n t s q e t q, le po in t m de con tac t des l ignes 0 e t c, est le 

mi l i eu de la corde f/r/, a lors on peut affirmer q u e la c o u r b e S, n ' es t a u t r e q u ' u n e 

sect ion con ique c o n c e n t r i q u e et semblab le à la section c o n i q u e o. 

Dans ce cas la sect ion c o n i q u e c enve loppe la c o u r b e S, ou , en d ' au t r e s t e r m e s , 

lui est extérieure. 

2' J S i l 'on c o u p e deux s u r laces 2 et l ! par un p l an P et q u ' o n o b t i e n n e d e u x 

cuint tes Z et o telles q u e l 'on sache q u e ta c o u r b e î est u n e seciion c o n i q u e et q u e 

la courbe Z, jou i t de la p r o p r i é t é s u i v a n t e , savoir : q u e si l 'on m è n e u n e t a n g e n t e 

q u e l c o n q u e o à la seci ion c o n i q u e c, cel le d ro i te ô c o u p e i a c o u r b e S, e n deux points 

}> et /)' te 1 '- q u e dés ignan t pa r m le poin t de "ou tac t des l ignes 0 et c on a psrr^-p'm ; 

alors o n i»'-ul ailirm . ' i q u e la c o u r b e c, n'e>i nu i re q u ' u n e sc«-ti«m c o n i q u e eon-

' 'èeir iqo» et senddab le à l;i c u r l c ? : d'u:s t e a s !a *<-ci!<aj e< a i i q u e c v -i eliVe'-



ioppée par la c o u r b e S , o u , en d ' a u t r e s t e r m e s , la sect ion c o n i q u e o est intérieure 

p a r r a p p o r t à la c o u r b e 

Prou ter cas. Cons idé rons d ivers po in t s m, m,, m, , d e l à c o u r b e gx et les t a n 

gen tes a cet te c o u r b e c,, savoir : 

G t angen te en m et c o u p a n t g aux po in t s p e t ; / , 

G, t angen te en mt et coupa ni. g aux po in ts pl et pt\ 

X t a n g e n t e en ?» cl coupan t g aux po i n t s ;>5 et />./, 

e t c . , e t c . , e t c . 

p a r h y p o t h è s e on a : mp=zmp, mipl = m1pl

{, mxpt = niflj, e t c . 

Cela posé : 

On p o u r r a p r e n d r e le c e n t r e o de la sec t ion c o n i q u e g (_/?</. 2 1 8 a ) , et c o n 

s t r u i r e une section c o n i q u e o t angen te en m à la d ro i t e 0 et c o n c e n t r i q u e et 

semblab le à la c o u r b e g. 

On p o u r r a é v i d e m m e n t c o n s t r u i r e u n e sé r i e de sec t ions con iques $t9 'X, e t c . , 

tangentes respec t ivement aux d ro i t e s G,, X> e t c . , en les po in ts respect ifs mn m 2 , e t c . , 

et c o n c e n t r i q u e s et semblab les à la c o u r b e g. Ou a u r a d o n c u n e sé r ie de sec t ions 

c o n i q u e s X? X? e t c . , c o n c e n t r i q u e s et sc inb lab ' cs cl t angen t e s à la c o u r b e g , , 

ce t te c o u r b e g, sera d o n c l'enveloppe des d iverses c o u r b e s X X , <X> e t c . 

E t c o m m e la c o u r b e g I e x i s t e , elle doit i m p é r i e u s e m e n t ê t re t enveloppe des d i 

verses c o u r b e s X <X, <X, e t c . ; ce s cou rbes X <X, X? e ^ - ? do iven t d o n c fo rcément ê t r e 

i elles (pie cet te cond i t ion se t rouve r e m p l i e . 

O r il est év iden t q u e cet te condi t ion ne p e u t ê t r e r e m p l i e , q u ' a u t a n t q u e les d i 

verses sect ions c o n i q u e s , o_, <X, X> e t c . , ne sont q u ' u n e seule et m ê m e sect ion c o 

n i q u e X- c o n c e n t r i q u e et semblab le à la sect ion c o n i q u e g; e t cela devient d ' au 

tan t p l u s évident q u e l 'on sait q u e les enveloppées successives 5 , X , X ? •••• d ' u n e 

envclopiX: X doivent se couper deux à deux en des po in t s qu i a p p a r t i e n n e n t à cet te 

enveloppe X- Or (dans le cas actuel ) les cou rbes y , X , X> e t c . , ne peuven t se c o u p e r 

pu i squ ' eHes sont c o n c e n t r i q u e s et s emblab le s . 

La o u r b e g, n ' e s t d o n c a u t r e q u e la sect ion c o n i q u e y; d o n c , e t c . 

Deuxième cas. Cons idé rons un po in t q u e l c o n q u e ni [fig. 2 1 8 b ) de la sect ion 

c o n i q u e o. La t angen te 9 en m coupe la cou rbe g, en les po in ts <j et </' et par h y p o 

thèse vu a : mq-^nuf; et cela subs is te p o u r tous les p o i n t s m de la c o u r b e g; 

p r e n o n s le c e n t r e o de la sec t ion c o n i q u e S ; m e n o n s la d ro i t e o<f, elle coupera 

g en r : m e n o n s rr para l lè le â r/e/, elle coupera S e n / ; j o ignons les po in t s o et 

•.m, un a u r a u n e doi le O.Í¿ coupan t la co rde r / e n un poin t s qu i sera le mi l i eu d e r r ; 

un i ssons les poin ts o et r , on a u r a une d ro i t e or c o u p a n t la d ro i t e 0 en un point 

et c o m m e Ô T = S Î ' ' on au ra jm/ ' _///./,. 

Mais par hypo thèse M I Î / ' = « H / , donc les po i n t s </ et </, se con fonden t . 



Or l 'on a : or: oq\\ or': oq', (et cela a u r a l ieu p o u r tous les po in t s m de la courbe ê) 

donc les c o u r b e s o et S, sont semblab les et c o n c e n t r i q u e s . 

Or la c o u r b e semblab le à u n e sect ion c o n i q u e est u n e sect ion c o n i q u e d u m ê m e 

g e n r e . 

Donc les deux c o u r b e s 6 et o, son t deux sect ions c o n i q u e s , c o n c e n t r i q u e s et 

s emblab le s . 

3° T r a ç o n s su r u n p l an deux hype rbo le s H " et H ' c o n c e n t r i q u e s et s e m b l a b l e s ; 

ces c o u r b e s a u r o n t p o u r c e n t r e c o m m u n le po in t o e t p o u r a sympto t e s c o m 

m u n e s les dro i tes À et B ; d ' u n po in t s de l ' h y p e r b o l e e x t é r i e u r e H " m e n o n s deux 

t angen tes à l ' hype rbo le i n t é r i e u r e H', on au ra la corde de con tac t mn et le po in t x 

( m i l i e u de la co rde mn ) , le po in t s et le c e n t r e o s e ron t su r un d i a m è t r e c o m 

m u n aux c o u r b e s H' ' et I I ' et c o u p a n t l ' h y p e r b o l e H' au p o i n t p. 

Cela posé : (fig. 2 1 8 c ) . 

P r e n o n s s u r la c o u r b e H", u n po in t s successif et i n f in imen t voisin du po in t s. 

Le d i a m è t r e os' se ra le success i f d u d i a m è t r e os et coupe ra l ' hype rbo le H' en u n 

p o i n t p successif d u po in t p. 

Si du poin t s' on m è n e deux t angen te s à la c o u r b e H' , la co rde m ri se ra la suc 

cessive d e l à c o r d e mn, et dès lo r s son mi l i eu x sera u n po in t success i f d u po in t x 

mi l i eu de la co rde mn. Si d o n c l 'on u n i t les d ivers po in ts x, x , e t c . , on a u r a u n e 

c o u r b e IL D é m o n t r o n s q u e les c o r d e s mn, mn', e t c . , son t des t a n g e n t e s s u c c e s 

sives de la c o u r b e I I . 

P u i s q u e s e t s' sont des p o i n t s success i fs , ils d o n n e n t l ' é l émen t r e c t i l i g n e d e la 

c o u r b e H" , é l émen t q u i p r o l o n g é d o n n e r a la t a n g e n t e 9" à ce t te c o u r b e H" au 

p r e m i e r poin t s. 

Or l 'on sai t q u e la t a n g e n t e B" et la co rde mn sont pa ra l l è l e s . 

P u i s q u e les po in t s p et p son t success i fs ils d o n n e n t l ' é l émen t rec t i l igne de la 

c o u r b e H', é l é m e n t q u i p r o l o n g é d o n n e r a la t a n g e n t e G' à ce t te c o u r b e H ' et a u 

p r e m i e r po in t p . 

Or l 'on sait q u e la c o r d e mn, e t les t a n g e n t e s B' et B" son t p a r a l l è l e s ; le d ia

m è t r e os' coupe ra d o n c la c o r d e mn en un po in t x' q u i sera le success i f du 

p o i n t x. 

Si l 'on p r e n a i t un t ro i s i ème po in t s" s u r H" et successif d u p o i n t s ' , on au ra i t u n e 

co rde m"n" success ive de mn e t la c o u p a n t en un p o i n t x" successif d u p o i n t s ' . 

Et c o m m e le poin t s' se ra i t le p r e m i e r p o i n t de l ' é l ément rec t i l igne s's", il s 'en 

suivra q u e le d i a m è t r e os" c o u p a n t l ' hype rbo le M ' e n un po in t p", le po in t p' sera 

le p r e m i e r p o i n t de l ' é l émen t rec t i l igne p'p" et dès lors le po in t x" en l eque l se 

c o u p e n t les cordes success ives m'ri et m"ri' sera le successif du poin t x1 et le point 

x' sera le p r e m i e r po in t de l ' é l é m e n t rec t i l igne x'x". 



La c o u r b e H sera d o n c d é t e r m i n é e pa r ces d ivers p o in t s x, x\ x", e t c . , et les 

co rdes mn, m'ri, m"n", e t c . , lui s e ron t des t angen tes success ives . D o n c , e t c . 

Or c o m m e n o u s avons d é m o n t r é q u e l o r sque l 'on avait d e u x c o u r b e s H 1 e t H 

te l les q u e H' é t an t u n e sec t ion c o n i q u e , les tangentes?????, m'n' a u x po in t s x,x\ e t c . 

de la c o u r b e H , d o n n e n t xm^xn, x'm' = x'n', e t c . ( n° 3 4 2 bis 1° et 2° ) , la 

c o u r b e H est u n e sec t ion c o n i q u e c o n c e n t r i q u e et s emblab le à la sec t ion c o n i q u e 

I I r , n o u s pouvons énonce r ce qu i s u i t , car la d é m o n s t r a t i o n p r é c é d e n t e p e u t évi

d e m m e n t s ' a p p l i q u e r et aux el l ipses et aux p a r a b o l e s . 

1 . Si l 'on a deux sec t ions con iques c o n c e n t r i q u e s et semblab les E " e t E r , si de 

c h a c u n des po in t s de la c o u r b e e x t é r i e u r e E " , on m è n e d e u x t a n g e n t e s à la c o u r b e 

i n t é r i e u r e E r , la c o u r b e enve loppe des cordes de con tac t sera u n e sect ion c o n i q u e 

E c o n c e n t r i q u e et s emblab le aux c o u r b e s E r f et E f . 

2 . Si l 'on a deux sec t ions c o n i q u e s E et E' c o n c e n t r i q u e s et s emblab le s , si l 'on 

m è n e des t angen te s 0, G', à la c o u r b e i n t é r i e u r e E c o u p a n t la c o u r b e ex t é r i eu re E ' 

en les po in t s ??? et ??, ???' et n', e t c . et si l 'on m è n e aux po in t s m et n des t angen te s 

\ et £ r à la c o u r b e Er, ces t angen te s \ et £ r se c o u p a n t en u n p o i n t s ; et aux 

p o i n t s m\ n) des t angen t e s £f et £ f, à c e t t e m ê m e c o u r b e E' . ces t a n g e n t e s £' e t \ \ 

se c o u p a n t en u n po in t s r ; e t a ins i de su i t e . 

Les d ivers po in t s s, sr, e t c . s e ron t su r u n e sec t ion c o n i q u e E r f c o n c e n t r i q u e et 

s emblab le aux c o u r b e s E et E ' . 

Les t h é o r è m e s p r é c é d e n t s peuven t se d é m o n t r e r p o u r l 'e l l ipse et la p a r a b o l e 

sans avo i r besoin de r e c o u r i r à la t héo r i e des infiniment petits c o m m e n o u s venons 

de le faire c i -dessus . 

E t en eifet : 

1° E t a n t d o n n é s (fig. 2 1 8 d) deux ce rc les c o n c e n t r i q u e s C r r et C , si d ' u n p o i n t 

é1 d u cerc le ex té r i eur C" on m è n e deux t angen tes a u cerc le Cf, la c o u r b e t a n g e n t e 

à la c o r d e de con tac t pq sera u n cerc le C c o n c e n t r i q u e aux ce rc les d o n n é s 

et C . 

Si d o n c l 'on r e g a r d e les cerc les c o n c e n t r i q u e s C , G', C r f c o m m e les bases d e 

t ro is c y l i n d r e s de révolu t ion 2, £ r , I", ces cy l ind res s e r o n t coupés p a r un p lan P 

su ivan t t ro is el l ipses c o n c e n t r i q u e s et s emblab le s E , E r , E", (fig. 2 1 8 e ) q u i 

j o u i r o n t de la m ê m e p r o p r i é t é don t j o u i s s e n t les ce rc les c o n c e n t r i q u e s G, C', C" . 

2° Si l 'on a deux pa rabo les c o n c e n t r i q u e s et semblab les P f et P (fig. 2 1 8 / ) e t 

q u e l 'on m è n e u n e t angen te au point??? à la c o u r b e P , ce t te t angen te coupe ra la 

pa rabo le ex té r i eu re V en deux poin ts p et i\. Menant p a r le po in t m un d i a m è t r e 

c o m m u n aux pa rabo le s P et P r et q u i dès lo r s sera para l lè le à l 'axe infini Z de ces 

deux parabo les , ce d i amèt re coupe ra la pa rabo le P f en un p o i n t n e t l 'on sait q u e 

la t angen te G en n à la c o u r b e P ' est paral lè le à la co rde pq. 



Cela pose : 

Si Fou m è n e aux po in t s p et q des t angen tes à la pa rabo le P ' , e l les se c o u p e r o n t 

en un point s s i t ué s u r le d i a m è t r e mn p r o l o n g é . 

Or l 'on sait q u e p r e n a n t u n d i a m è t r e mn p o u r axe des abscisses et la t a n g e n t e 9 

p o u r axe des o r d o n n é e s , la s o u s - t a n g e n t e ms est d o u b l e de l ' abscisse mn, c o m m e 

il sera d é m o n t r é c i -après (n° 314- bis). On a donc mn— ns et ce résu l ta t a u r a l ieu 

que l q u e soit le poin t m p r i s su r la pa rabo le P . 

Or c o m m e P et P r sont des pa rabo le s i d e n t i q u e s ou supc rposab î c s , p u i s q u ' o n 

a c iabl i p o u r c o n d i t i o n , qu ' e l l e s é ta ien t deux pa rabo les c o n c e n t r i q u e s et s e m 

b l a b l e s , il s ' ensu i t q u e si p o u r tou t a u t r e point m! de P on fait les mômes c o n 

s t r u c t i o n s on a u r a : m'ri = u's' et c o m m e on a u r a : mn — m'n'=i e t c . , 

Il s ' ensui t q u e la c o u r b e P " lieu des po in t s s, s', e t c . , sera u n e pa rabo le c o n 

c e n t r i q u e et s emblab le aux pa rabo les d o n n é e s P et P ' . D o n c , e t c . , et il se t rouve 

en mun ie t e m p s d é m o n t r é , q u e les t ro is pa rabo les P , P ' , P r r sont é q u i d i s l a n l c s 

e n t r e el les , 

3 4 2 ter. S a n s avoir r e c o u r s à l'analyse on p e u t d é m o n t r e r r i g o u r e u s e m e n t 

q u e umic courbe dent les diamètres sont des lignes droites, ri est .autre qu une section 

conique. 

Et en effet : 

i° É i a n i d o n n é e u n e c o u r b e G, don t on ignore la n a t u r e g é o m é t r i q u e , mais qu i 

j ou i t de la p r o p r i é t é d 'avoi r p o u r l ignes d i a m é t r a l e s des l ignes d r o i t e s , j e d i s 

q u e cei te c o u r b e a n é c e s s a i r e m e n t un c e n t r e s i tue à d i s tance Unie ou à- l ' inf ini . 

P o u r d é m o n t r e r ce t te p ropos i t i on , m e n o n s deux cordes para l lè les vin, pq, l eu r s 

mi l ieux se ron t su r u n e d ro i t e A et le mi l i eu de tou te c o r d e para l lè le à mn s e r a 

s i tué sur Â. 

Menons deux a u t r e s co rdes para l lè les m'ri et pq', l e u r s mi l ieux se ron t s u r u n e 

d r o i t e A et le m i l i eu de tou te c o r d e pa ra l l è l e à m'ri se ra s i tué s u r A'. 

Les deux d i a m è t r e s (fig '218 bis) A et A' se c o u p e n t en u n po in t o ; si pa r ce 

po in t o on m è n e u n e c o r d e M para l lè le à mn, ce po in t o en sera le m i l i eu , et si p a r ce 

po in t o on m è n e u n e c o r d e Mr para l lè le à ri m', ce po in t o en se ra aussi le mi l i eu ; or la 

c o r d e M coupe la c o u r b e G eu deux p o i n t s a el et la c o r d e M' coupe la c o u r b e C 

en deux poin ts a' et o', les co rdes aa' cïbb', ab' et bar, s e r o n t d o n c para l l è les , leurs 

mi l i eux se ron t d o n c s u r deux d ro i t e s P et P ' se c r o i s a n t au po in t o, e t tou tes les 

cordes paral lèles à aa' a u r o n t leurs mi l ieux su r P et tou tes les co rdes paral lè les à 

ab' a u r o n t leur mi l i eu su r P ' . 

Mais c o m m e les q u a t r e p o i n t s a, a , b, b', fo rment un p a r a l l é l o g r a m m e , il s 'en

sui t que le po in t o en est le c en t r e et q u e les dro i tes P et P ' son t r e spec t ivement 

p a r a b e î o aux cotes para l lè les aa', l>b', et ab', ab, pa r c o n s é q u e n t la d ro i te P coupe 



la c o u r b e С en deux po in t s s et r et le po in t о est le mil ieu de la corde sr, la 
dro i te l y coupe la c o u r b e G en deux po in t s s' et r', et le poin t о est le mi l ieu de la 
co rde s'r; les q u a t r e poin ts s, s', r, r' fo rment un p a r a l l é l o g r a m m e dont le point 

p est le c e n t r e , les mi l i eux des côtés para l lè les s e ron t d o n c s u r deux dro i tes 11 et 

R ' se c o u p a n t au po in t о et en l eu r m i l i e u , et a ins i de su i t e . 
Ains i l o r s q u e deux d i amè t re s A et A 7 se c o u p e n t , le po in t о de leur r e n c o n t r e 

est le c e n t r e de la c o u r b e C. 
Si les d ro i t e s A et A ' a r b i t r a i r c i r c n t choisies é ta ient para l lè les et si dès lors ic 

po in t о é tai t s i t ué à Г infini, les d ro i t e s A et A' ne p e r c e r a i e n t c h a c u n e la c o u r b e С 
q u ' e n un poin t et dès lors tou tes les d ro i t e s , P, P ' . . . . et I I , K', e t c . , se ron t para l lè les 

e n t r e elles et aux dro i tes A et A'; et en effet l o r sque deux d i a m è t r e s se c ro i sen t 

en un po in t o, n o u s avons d é m o n t r é q u e tous les d i a m è t r e s passa ien t pa r ce 

po in t o. Si donc deux d i amè t re s se confient à l ' in f in i , t ous les au t r e s d i a m è t r e s 

les c o u p e r o n t à l ' infini ou en d ' au t r e s t e rmes l eu r s se ron t pa ra l l è l e s . 

2" Trois points et le centre déterminent une ellipse ou une hyperbole; d é s i g n o n s 

les t ro i s po in t s p a r a, b, с et le c e n t r e p a r о 5 s u r les d ro i t e s ao, bo, со , p re 
n o n s des po in ts a',b',c, tels q u e l 'on ait do — ao, do — bo, со — со, les six p o i n t s 
a, a', b, d, с, с d é t e r m i n e r o n t u n e el l ipse ou u n e h y p e r b o l e , en effet: p r e n o n s d a n s 

l 'espace un poin t s, m e n o n s les dro i tes sa, sa', sb, sd, se, se, et c o u p o n s la p y r a 

mide qu i a p o u r s o m m e t le po in t s et pour base l ' hexagone abca'b'c', don t les côtés 

opposés son t para l lè les , par un p lan Z , on a u r a un hexagone i r r égu l i e r afi.c.a/b'/, 

don t les côtés opposés i r o n t se coupe r en t ro is po in t s s i tués en l igne d ro i t e . 

On p o u r r a d o n c faire passer u n e sect ion c o n i q u e E et u n e seu le pa r les six 

po in ts аЬрд']b'tc\ pu i squ ' i l s satisfont à la condi t ion de l ' h e x a g r a m m e de Pascal., 
te cône Л qui a u r a p o u r base la section c o n i q u e E et p o u r s o m m e t le po in t $ sera, 
donc coupé p a r le p lan Z suivant u n e sect ion con ique E ' passant p a r les six 
•points abca'b'c', d o n c , e t c . 

Mais il faut a d m e t t r e q u e tou t cône ayan t p o u r base u n e section c o n i q u e E , 
( ce cône n ' é t a n t pas de r é v o l u t i o n ) , est tou jours c o u p é p a r u n plan suivant u n e 
sect ion c o n i q u e , p ropos i t ion q u e nous d é m o n t r e r o n s u n peu plus lo in . 

3° Trois points et la direction de С axe infini déterminent une parabole; d é s i g n o n s 

pa r a, b, c, les t rois po in t s d o n n é s et par A la d ro i t e à laquel le l 'axe infini de la 

parabou- doit ê t r e p a r a l l è l e , dés ignons pa r X le pian, s u r lequel se t r o m e n l placez-

la d ro i t e À et les t rois po in t s . P r e n o n s un poin t s ho r s du plan X et т е ж п ь pai 
ce poin- .v u n e d ro i t e G paral lè le à Л et les t rois dro i tes sa, sb, se, et par la d ro i te 
C. un p ' o i О paral lèle au plan \ . <loupons les q u a t r e dro i tes par un p lan Z , n o m 

a u r o n s u - q u a t r e po in t s e. a\ V, ci» plan Z coupera en m u r e le plan n s u n a n l . 

u n e (!.;•{;:[(• {A passaii! p:ir po 'o t •-/: les .-praire points '4 la d ro i t e 0) d- oa miru-



ronr u n e section c o n i q u e ( et u n e s e u l e ) E passan t p a r ces q u a t r e po in ts et ayant 

0 p o u r t angen te au po in t g ( n ° 3 3 3 qualcr) et le cône A ( o b l i q u e et n o n de r é 

vo lu t ion) ayan t E p o u r base et s p o u r s o m m e t sera coupé par le p lan X suivant 

u n e pa rabo le passant p a r les po in t s a, b, c, et ayan t son axe infini para l lè le à la 

géné ra t r i ce G du cône A , a ins i q u e n o u s le d é m o n t r e r o n s p lus lo in ( n° 3 4 6 ) . 

Ce q u i p r é c è d e é tan t p o s é , d é m o n t r o n s la p ropos i t ion é n o n c é e , savoir : q u ' u n e 

c o u r b e C, q u i a des d ro i t e s p o u r l ignes d i amé t r a l e s et u n c e n t r e o , n 'es t a u t r e 

q u ' u n e sect ion c o n i q u e , ellipse ou hyperbole. 

P r e n o n s su r la c o u r b e C t rois po in t s a, b, c, u n i s s o n s les po in t s a et b et pa r le 

p o i n t c m e n o n s u n e para l lè le à la co rde ab et c o u p a n t p a c o u r b e C au p o i n t d. Pa r 

h y p o t h è s e (en t an t q u e c o n s i d é r a n t la c o u r b e C ) les po in t s mi l i eux des co rdes 

pa ra l l è l e s ab et cd et le po in t o s o n t en l igne d ro i t e . 

Mais p a r les t ro i s po in t s a, b, c on p e u t faire passer u n e sect ion c o n i q u e E ayan t 

le po in t o p o u r c e n t r e , le p o i n t d se ra d o n c su r la c o u r b e E , p u i s q u e les c o u r b e s 

E et C on t m ê m e c e n t r e o et m ê m e d i a m è t r e p a r r a p p o r t à la co rde ab. Si p a r les 

t ro i s po in t s a, b e t d on fait passe r u n e sect ion c o n i q u e E r ayan t le po in t o p o u r 

c e n t r e , elle ne sera a u t r e q u e E p u i s q u e E et E ' on t m ê m e c e n t r e o et t rois p o i n t s 

c o m m u n s a, b, d. Un i s san t les p o i n t s a et cl et m e n a n t p a r le po in t b u n e para l lè le à la 

c o r d e ad, ce t te p a r a l l è l e c o u p e r a la c o u r b e C en u n po in t e, e t les mi l i eux des c o r d e s 

adei be s e r o n t en i i g n e d r o i t e avec le c e n t r e o, le po in t e sera d o n c aussi un po in t de 

la sect ion c o n i q u e E laquel le passe dès lors par les c i n q pointsabede de la c o u r b e C; 

en c o n t i n u a n t de la m ê m e m a n i è r e on voit q u e la sec t ion c o n i q u e E passe ra pa r 

tous les po in t s de la c o u r b e C , cet te c o u r b e C n ' e s t d o n c a u t r e q u ' u n e sec i ion co

n i q u e ayan t un c e n t r e , elle n ' e s t d o n c a u t r e q u ' u n e el l ipse ou u n e h y p e r b o l e . 

Si la c o u r b e C avait tous ses d i a m è t r e s pa ra l l è l e s e n t r e e u x , elle ne serai t a u t r e 

q u ' u n e parabole-, et en eifet,, d é s ignons p a r A la d ro i t e à laque l le se t r o u v e n t p a 

ral lèles tous les d i a m è t r e s rec t i l ignes de la c o u r b e C et p r e n o n s s u r C t rois 

p o i n t s a, b, c. 

Par ces t rois po in t s n o u s p o u r r o n s fa i re passe r u n e p a r a b o l e P ayan t son axe 

infini para l lè le à A. 

Jo ignons les p o i n t s a et b, m e n o n s pa r le po in t c u n e paral lè le à la c o r d e ab, la 

d r o i t e passan t p a r le po in t c coupe ra la c o u r b e C au po in t d, les mi l i eux des 

co rdes ab et ce", s e ron t p a r h y p o t h è s e ( e n tan t q u e cons idé r an t la c o u r b e C) s u r 

u n e dro i te paral lè le à A, le p o i n t d a p p a r t i e n d r a d o n c en m ê m e t emps à la c o u r b e 

C et à la pa rabo le P . 

En p r e n a n t les t ro i s po in t s a , b, c' e t j o i g n a n t ad et m e n a n t pa r b une pa ra l 

lèle bb1 à ad et coupan t la c o u r b e C au po in t o, on au ra i t u n e pa rabo le P r q u i ne 



sera i t a u t r e q u e P , et l 'on t rouvera i t q u e la section c o n i q u e P a en c o m m u n avec 

la c o u r b e C les po in t s a, b, c r , e t ainsi de s u i t e . 

La pa rabo le P passe d o n c p a r les d ive rs p o i n t s de la c o u r b e G , d o n c , e t c . 

La p ropos i t ion p r é c é d e n t e n o u s servi ra l o r s q u e nous c h e r c h e r o n s les p r o 

p r i é t é s d o n t j o u i s s e n t les surfaces du second o r d r e . 

De la transformation cylindrique d'une section conique en une autre seciion conique, 

3 4 3 . Soit u n e el l ipse E (fig. 2 1 9 ) c o m p r i s e e n t r e les t angen t e s pa ra l l è les T , T , ; 

c o u p o n s ces t angen te s p a r u n e d ro i t e q u e l c o n q u e « 7 / ; p a r les d ive rs pok i t s c, d, 

o, e , g, d u d i a m è t r e ab m e n o n s des para l lè les à T et q u i c o u p e n t ab' aux p o in t s 

c, d', o', e, g') p a r ces po in t s et sous un angle q u e l c o n q u e m e n o n s des d r o i t e s 

para l lè les e n t r e elles s u r lesquel les n o u s p r e n d r o n s des l o n g u e u r s tel les q u ' o n ait 

P a r tous les p o i n t s a', h', k' faisons passe r u n e c o u r b e E', j e dis q u e cet te 

c o u r b e est u n e e l l ipse . En effet s o i t u n e d r o i t e q u e l c o n q u e ?\s passan t pa r le c e n t r e o, 

les t r ans fo rmés des po in t s ? y o , s , sont r', o', s', po in t s qu i sont en l igne d r o i t e ; et 

en effet, les t r i ang les roi, soj sont é g a u x , d o n c oi = oj, donc auss i o'i'=.o'f, mais 

ir=jset h", i'r' '.'.js'.j's', d o n c i , r f = = j V ; de p lus r'i'o' = sfd, d o n c les t r i a n g l e s d ï r 

et o'j's' sont égaux , p a r c o n s é q u e n t r'dï s'o'f, d o n c enfin les d ro i t e s r'd et os ne 

f o r m e n t q u ' u n e seule et m ê m e l igne d r o i t e , et de p l u s on a o'r' — o's'. 

La m ê m e d é m o n s t r a t i o n s ' a p p l i q u e é v i d e m m e n t à tous les a u t r e s d i a m è t r e s de 

l 'e l l ipse E , d o n c le p o i n t o 'divise en deux pa r t i e s égales tou tes les cordes d c E f qui y 

p a s s e n t . Soit m a i n t e n a n t u n e dro i te per/ para l lè le au d i a m è t r e rs, les po in t s p,c, q se 

t r a n s f o r m e n t en pr,d, q' et j e dis q u e ces po in t s sont en l igne d ro i t e , c a r i e s t r iangles 

s emblab le s ciip, cvq d o n n e n t eu '.cv'.'. up 1 vq ; ma i s eu '.cv'.l du' : c'd et up :vq'.\ u'p' : v'q' ; 

d o n c cu'lcd'..u'p';vq ; d ' a i l l eu r s les ang les p'u'c et dv'q' son t é g a u x , d o n c les 

t r i ang l e s pluJc et q'v'd sont s emblab le s , d o n c p'du'—q'cd, et dès lors p'ddldq' sont 

en I i g n e d r o i t e . Je dis de p lus q u e p'q' est para l lè le à rs', en effet les t r i ang les ori. et epu 

son t semblab les et d o n n e n t oi : eu '. : ir : up : m a i s oi '.eu'.', o'i' : du' et ir : up '. : i'r' l up' ; 

d o n c o'i''.du':: i'r''.u'p ; de p lus o'i'r''z=du'p'; donc les t r i ang les o'r'i' e t du'p' sont 

s emblab le s etr'o'i' =.p'du', et p a r c o n s é q u e n t r's' et p'q' sont pa ra l l è l es . Donc toutes 

les co rdes para l lè les de l 'e l l ipse E se t r a n s f o r m e n t en des co rdes para l lè les de la 

c o u r b e E f et les t a n g e n t e s de E se t r a n s f o r m e n t aussi e n des t angen tes de E' p a r a l 

lèles au d i a m è t r e con jugué de celui qui passe par le point de contac t . 

2° PARTIE. 16 



P a r ce qu i p r é c è d e , on voit de su i t e q u e l 'on p o u r r a faire passer su r la c o u r b e 

E ? , t ou tes les p r o p r i é t é s de l 'e l l ipse E , qui ne sont pas m é t r i q u e s ; ainsi on 

p o u r r a faire passer de la c o u r b e E su r la t r ans fo rmée E' toutes les p rop r i é t é s 

d e re la t ion d é p o s i t i o n ; ainsi ayan t d é m o n t r é q u ' u n e dro i te D se t r a n s f o r m e en 

u n e d ro i t e D f et q u e deux dro i tes A et B se c o u p a n t en un po in t o, se t r a n s f o r m e n t 

en deux droi tes A f et B' se c o u p a n t en un po in t d qu i est le t r ans fo rmé du po in t o, 

o n voit de sui te q u e tou tes les p r o p r i é t é s de l ' h e x a g r a m m e de Pascal subs i s t e ron t 

p o u r la t r ans fo rmée E f c o m m e p o u r la c o u r b e p r imi t ive E . Dès îors si Ton p r e n d 

c i n q po in ts a rb i t r a i r e s su r la c o u r b e E ' on p o u r r a au moyen de l ' h e x a g r a m m e de 

Pascal i*e t rou ver un s ix ième po in t a p p a r t e n a n t à cet te c o u r b e E \ 

Ees deux c o u r b e s E et E ? sont é v i d e m m e n t de m ê m e espèce et p a r c o n s é q u e n t 

la c o u r b e E' est u n e el l ipse. 

Il est év ident q u e des r a i s o n n e m e n t s semblab les s e r a i e n t app l icab les si la c o u r b e 

E étai t u n e pa rabo le ou u n e h y p e r b o l e . Donc la t r ans fo rmée d ' u n e section c o n i q u e 

est u n e sec t ion c o n i q u e de m ê m e espèce . 

11 n ' e s t pas nécessa i re q u e les dro i tes ad et Ob' soient t angen tes à l 'ellipse E , 

on peu t les m e n e r sous telle inc l inaison q u e l 'on voudra , p o u r v u qu 'e l les soient 

para l lè les e n t r e elles ( fuj. 2 2 0 ) . Si l 'on p r e n d u n e c o r d e q u e l c o n q u e zy con juguée 

d u d i a m è t r e ab et le c o u p a n t en u n po in t x, si l 'on mène xx' para l lè le à ad et 

c o u p a n t la d ro i te q u e l c o n q u e dd en x' et m e n a n t p a r a l a d ro i t e ij'z' sous tel angle 

q u e l 'on voudra et p r e n a n t x'y''.xy'.'.dc' '.oc'.'. si pa r tous les po in t s a\ y\ 

d, d, d', on fait pas se r u n e c o u r b e E ' , on d é m o n t r e r a encore , c o m m e 

p r é c é d e m m e n t , q u e cet te c o u r b e F/ est u n e e l l i p s e , et si au lieu de l 'e l l ipse E on 

p r e n a i t u n e pa rabo le ou u n e h y p e r b o l e , on t rouvera i t aussi que la c o u r b e E ' e s t 

u n e p a r a b o l e ou u n e h y p e r b o l e . 

R e m a r q u o n s q u e r ien d a n s la d é m o n s t r a t i o n ne s u p p o s e q u e les d ro i t e s de 

t r ans fo rma t ion so ien t d a n s le plan de la c o u r b e E, il su AU q u e la c o u r b e E ' soit 

p l a n e et q u e les d ro i t e s de t r ans fo rma t ion soient para l lè les e n t r e e l l e s , on peu t 

d o n c c o n s t r u i r e la t r a n s f o r m é e E ' p a r t o u t où l 'on voudra d a n s l ' e space . 

3 f i . Ce q u i p r é c è d e p e r m e t de d é m o n t r e r le t h é o r è m e su ivant relat i f a la 

p a r a b o l e . 

E t a n t d o n n é e u n e p a r a b o l e P (fuj. 2 2 0 r/) ayan t p o u r s o m m e t le poin t s et p o u r 

axe infini la d ro i t e Z , si de c h a q u e po in t m de la pa rabo le P on abaisse u n e 

p e r p e n d i c u l a i r e mp s u r Z , si en c h a q u e po in t m on m è n e u n e t angen te ï à la 

p a r a b o l e P et c o u p a n t l 'axe Z au po in t r, si e n s u i t e on m è n e p a r c h a q u e po in t p 

des d ro i tes paral lèles e n t r e elles et faisant avec nvp u n angle a r b i t r a i r e y., et si 

s u r ces droi tes on p r e n d des po in t s m. te!< que l 'on ait^—- = cons tan te — h , tous 
jliU 



les po in t s mL d o n n e r o n t u n e pa rabo le 1», passan t par le p o i n t 6 s o m m e t de lu 

pa rabo le P et la t angen te T en m à P sera t r ans fo rmée en u n e t a n g e n t e I \ on m.à 

P. et T, coupera l 'axe Z au po in t r en leque l la t angen te T le coupa i t . 

Et la t angen te 9 au s o m m e t s de la pa rabo le P , laquel le t a n g e n t e étai t pa ra l l è l e 

a mp, sera t r ans fo rmée^en u n e d ro i t e G, paral lè le à pn\ et t angen te en s à la p a 

rabole P,; or p o u r la pa rabo le P , on a d é m o n t r é (n° 321) q u e l 'on avait p — 2 . ps, 

la m ê m e chose a u r a lieu p o u r la p a r a b o l e P , , en ver tu d u m o d e de t r a n s f o r m a -

l ion cylindrique y on peu t d o n c é n o n c e r ce qu i sui t : 

É t a n t d o n n é e u n e p a r a b o l e P f et un de ses d i a m è t r e s Z la c o u p a n t au po in t s, 

ayan t c o n s t r u i t p o u r le po in t s la t angen te Oi, si l 'on p r e n d u n po in t m, s u r ce t t e 

c o u r b e P ; et q u e l 'on m è n e l ' o r d o n n é e pm, pa ra l lè le à 0L ( l a d r o i t e Z é t an t l 'axe 

des absc i s ses ) ; si ensu i te on m è n e en ni, la t a n g e n t e T\ à la c o u r b e P, et c o u p a n t 

l 'axe Z des abscisses au po in t r: on a u r a : /;r = 2 . ps; ce q u e Ton e x p r i m e r a d e 

la m a n i è r e su ivan te : 

La sous - tangen te pr est d o u b l e de l 'abscisse ps. 

Ainsi se t rouve d é m o n t r é p a r la méthode des projections, le t h é o r è m e q u e la 

s o u s - l a n g e n l c est doub le de l 'abscisse p o u r la p a r a b o l e , q u e cet te c o u r b e soit 

r a p p o r t é e à des c o o r d o n n é e s r ec t angu la i r e s ou o b l i q u e s , l 'axe des abscisses dans le 

p r e m i e r cas é tan t l 'axe i n l i n i , et dans le second cas u n d i a m è t r e de la c o u r b e , e t 

l 'axe des o r d o n n é e s é t an t la t a n g e n t e con juguée de l 'axe inl ini dans le p r e m i e r 

cas et la t angen te con juguée d u d i a m è t r e d a n s le second cas . 

3 44 bis. C o m m e cas p a r t i c u l i e r on p e u t suppose r les d ro i t e s aa' 7 x.v 

p e r p e n d i c u l a i r e s au plan de la c o u r b e E,a'b' ayan t d ' a i l l eu r s telle inc l ina ison q u e 

l 'on voudra su r ce p l a n ; on peu t aussi d i r i ge r les d ro i t e s z'y', c'd' sous telle 

inc l ina ison q u e l 'on v o u d r a , ma i s de m a n i è r e q u e les dro i tes yy',zz', ce' so ient 

enco re p e r p e n d i c u l a i r e s au p lan de E , l 'on ob t i end ra de m ê m e une ell ipse E r , 

mais a lors l 'el l ipse E sera la p ro jec t ion o r thogona le de l 'e l l ipse E ' . Si la c o u r b e 

E , au lieu d ' ê t r e u n e e l l i p s e , était u n e pa rabo le ou u n e h y p e r b o l e , la c o u r b e 

t r ans fo rmée E ' se ra i t aussi une pa rabo le ou u n e h y p e r b o l e . Donc la p ro jec t ion 

o r thogona le ( sur un p lan) d ' u n e sec t ion con ique est u n e sect ion c o n i q u e de m ê m e 

espèce . 

Les droi tes aa\ xx\ yy' p e u v e n t cesser d ' ê t r e p e r p e n d i c u l a i r e s au p l an 

de la c o u r b e E , mais res te r t ou jou r s paral lè les e n t r e e l l e s , la c o u r b e E sera 

a lors une pro jec t ion c y l i n d r i q u e ob l ique de E ' . Donc toute pro jec t ion e \ l i n -

d r i q u e ( s u r un p l an ) d ' u n e sect ion c o n i q u e est u n e sec t ion c o n i q u e du m ê m e 

g e n r e . 

3 4 5 . Il résul te enco re de là qu'un cylindre a base section conique est toujours 



coupé par wi pian, suivant une section conique au тете genre que la base (*). 
3 4 5 bis. Concevons s u r le p lan ho r i zon t a l (fig. 2 2 0 bis) u n e el l ipse E don t le 

g r a n d axe soit p e r p e n d i c u l a i r e à la l igne de t e r r e L T . R e g a r d o n s cet te c o u r b e E 

c o m m e la sect ion d ro i t e d ' u n cy l i nd re ve r t i ca l 2 et c o u p o n s ce c y l i n d r e 2 p a r u n 

p lan P p e r p e n d i c u l a i r e au p lan vert ical de p r o j e c t i o n , ayant soin de p r e n d r e 

p o u r t r ace H r le g r a n d axe de l 'e l l ipse E . 

D ' ap rè s ce qu i p r é c è d e , le p ian P , que l le q u e soi t son inc l ina i son su r l e p l a n h o r i 

z o n t a l , coupe ra le cy l ind re 1 su ivan t u n e el l ipse E ' qu i se p ro je t t e ra s u r l e p l a n 

hor i zon ta l en la c o u r b e E. P a r m i tous les sys tèmes de d i a m è t r e s con jugués de E ' , 

il en exis te ra un et un seul d a n s lequel les d i a m è t r e s con jugués se ron t r ec t angu

l a i r e s e n t r e eux et s e ron t dès lors les axes de l 'el l ipse de sec t ion E ' ; or il est évi-

(*) De ce qui précède on peut conclure ce qui suit : 

1° Si l 'on a u n cercle C, si l 'on trace u n diamètre B de ce c e r c l e , si de chaque point m de ce cercle o n 

abaisse u n e perpendiculaire N sur l e diamètre B et le coupant e n u n point p', et si l 'on prend sur la 

droite N u n point m, tel que l 'on ait : 

tous les points m, ainsi obtenus dé termineront u n e courbe E qui sera u n e el l ipse. 

L'el l ipse E aura son grand axe égal au diamètre B du cercle C, si K est < 1 ; et si au coutraire K 

est > 1 , le diamètre B sera le grand axe de cette el l ipse E. 

2° Si l 'on a deux cercles C et C situés sur u n m ê m e p lan , o u dans des plans paral lè les , ou dans des 

plans se coupant suivant u n e droite D ; si l'on m è n e dans chaque cercle un diamètre perpendiculaire à 

la droite D et ainsi u n diamètre B pour le cercle C et le diamètre B' pour le cercle C . 

Les ell ipses E et E', transformées cyl indriques ( p a r des droites paral lèles à D ) des cercles C et C , 

seront semblables . 

o° Si l'on a u n cercle C tracé dans u n plan M et u n plan P coupant l e plan M suivant u n e droite Y, si 

de chaque point, m du cercle G o n abaisse sur le plan P u n e perpendiculaire N et le perçant en u n 

point p. 
. pm 

Si sur la droite ÎST on prend u n point m, tel que l'on ait — — K , l e heu de tous les points m, sera 
pml 

u n e ell ipse E dont le p l a n M T passera par la droite Y. 

En vertu de ce qui v ient d'être é n o n c é , on peut transformer fac i lement le tore régul ier circulaire 
(n" 328 deci. page 100) en u n tore régul ier elliptique, et les trois tores irréguliers circulaires (n° 328 déci, 

l«-r, 2 e , 3 e cas) e n trois n o u v e a u x tores irréguliers elliptiques. 
Et en effet : 

En nous rappelant le m o d e de générat ion des tores circulaires et en conservant la m ê m e notation 

(n° 328 déci.), l'on voit : 1 ° que les cercles situés dans les plans passant par l'axe Y se transformeront en 

des ellipses dont les plans passeront tous p a r c e m ê m e axe Y , le plan de chaque ell ipse étant différent 

d u plan du cercle dont el le est la transformée cyl indrique. 

Et 2° que les cercles situés dans les divers plans qui se coupent suivant la droite D se transformeront 

e n des ell ipses toutes semblables entre el les et chacune d'elles étant située dans le plan du cercle dont 

e l le est la transformée cyl indrique. Mais il ne faut pas oublier que les droites de transformation sont 

toutes perpendiculaires au plan m e n é par l'axe Y perpendicu la i rement à la droite D. 



d e n t q u e si l 'on la i t passer deux p l ans ver t icaux et r e s p e c t i v e m e n t p a r les axes 

de l 'e l l ipse ces deux p l ans Q et Q' c o u p e r o n t le p l an P ( q u e l l e q u e soit l ' incl i 

na i son de ce p lan P) su ivan t deux dro i tes A et A r q u i s e ron t r ec t angu la i r e s e n t r e 

el les . 

Or si pa r les e x t r é m i t é s des axes de l 'el l ipse E , on fait passer des géné ra t r i ce s 

dro i tes d u cy l i nd re 2 et q u e l 'on m è n e les q u a t r e p lans t a n g e n t s au cy l ind re 2 

passan t r e spec t ivemen t p a r ces q u a t r e g é n é r a t r i c e s , ces p l ans t angen t s c o u p e r o n t 

le p lan ho r i zon ta l su ivant q u a t r e d ro i t e s fo rman t u n rec tang le c i r consc r i t à l 'e l l ipse 

E e t d o n t les côtés se ron t t a n g e n t s en les s o m m e t s de ce t te el l ipse E-, et de m ê m e 

ces p l a n s t a n g e n t s c o u p e r o n t le p lan P su ivant u n rec tang le c i r c o n s c r i t à l 'e l l ipse E ' 

e t don t les côtés s e ron t d e u x à deux para l lè les aux d ro i t e s A et A ' , et ce r ec tang le 

a u r a ses côtés t angen t s à l 'e l l ipse E' en les q u a t r e s o m m e t s de ce t t e c o u r b e E ' . 

Cela p o s é , on p e u t d e m a n d e r si le p lan P ne p e u t pas avoir s u r le p l an h o r i 

zon ta l u n e inc l ina i son a telle crue la sec t ion E r so i t u n c e r c l e . 

P o u r q u e E ' soi t u n ce rc le il faut q u e ses deux axes so ien t égaux en l o n g u e u r . 

O r , en d é s i g n a n t p a r a e t b les demi-axes de l 'e l l ipse E (a é t a n t le d e m i g r and 

a x e ) et p a r a, e t bt les demi - axes de l 'el l ipse E ' ( a , é t a n t le d e m i g r a n d a x e ) et 

p a r a l ' angle q u e le p l an P fait avec le p lan ho r i zon t a l , on a : 

P o u r q u e l 'e l l ipse E f soi t u n cercle il faudra q u e l 'on ait = a,—a et dès lors 

on devra avoir : 

L ' ang le a p o u r r a d o n c ê t r e c o n s t r u i t de la m a n i è r e s u i v a n t e . 

F a i s a n t passer un p lan ver t ical M par le pe t i t axe a de l 'e l l ipse E, ce p l an c o u p e r a 

l e c y l i n d r e 2 su ivan t deux g é n é r a t r i c e s d ro i t e s G et G r ; si du c e n t r e o de l 'e l l ipse 

E et avec u n rayon égal à a ( o u au demi g r a n d axe de la c o u r b e E ) on déc r i t 

d a n s le p lan M u n cerc le o, ce cercle coupe ra la d r o i t e G en deux po in t s x e t x1 

é g a l e m e n t d i s t an t s d u p lan h o r i z o n t a l et l 'angle q u e la d ro i t e xo ou x'o fera avec 

le p lan h o r i z o n t a l sera l ' ang le « d e m a n d é . 

Geci d é m o n t r e q u ' u n cy l ind re qu i a p o u r sect ion d ro i t e u n e el l ipse , p e u t ê t r e 

c o u p é su ivan t u n cerc le de deux m a n i è r e s différentes pa r u n p l a n . Ces sec t ions 

sont d i t es les sections circulaires du cy l indre e l l ip t ique . 

Ayan t d é t e r m i n é l 'angle % q u e doit faire le plan P avec le p l an h o r i z o n t a l p o u r 

q u e ce p lan P puisse c o u p e r le cy l ind re e l l i p t i q u e 2 su ivant u n c e r c l e , on p e u t 

faire t o u r n e r ce p lan P a u t o u r de IL c o m m e c h a r n i è r e p o u r le r a b a t t r e su r le p lan 



i iorizoïi laï 5 alors le cerc le de sec t ion E ' se r a b a t t r a en un cerc le E t t racé su r ic 

g r a n d axe de l 'e l l ipse E c o m m e d i a m è t r e , et Ton p o u r r a c o n s t r u i r e la t angen te 

en un p o i n t m de l 'e l l ipse E en r e g a r d a n t cet te e l l ipse c o m m e la projec t ion h o r i 

zonta le du cerc le E ' r aba t t u en le cerc le E x . 

Et les c o n s t r u c t i o n s s e r o n t i d e n t i q u e m e n t les m ê m e s q u e celles q u e nous 

avons effectuées l o r s q u e n o u s avons cons idé ré u n cerc le C c o m m e la p ro jec t ion 

d ' u n e el l ipse E , le pe t i t axe de cet te el l ipse é tan t u n d i a m è t r e . d u cerc le G, car il 

suffit do r e m p l a c e r le cerc le G sect ion dro i te du c y l i n d r e de r évo lu t ion p a r l 'el

lipse E sec t ion d ro i t e du cy l ind re ob l ique et l 'e l l ipse G' sect ion du c y l i n d r e de 

' é v o l u t i o n pa r le p lan P p a r le ce rc le E f sect ion du c y l i n d r e o b l i q u e pa r le p lan P 

On p o u r r a d o n c pa r cet te nouvel le cons idé r a t i on ( du cerc le t racé s u r le g r and 

axe d ' u n e ell ipse c o m m e d i a m è t r e ) , r é s o u d r e les p r o b l è m e s s u i v a n t s . 

•1" E n un po in t m d ' u n e el l ipse E c o n s t r u i r e la t angen te (fig. 2 2 0 ter). 

2° P a r un p o i n t p p r i s h o r s d ' u n e e l l ipse E c o n s t r u i r e les deux t angen t e s â 

l 'e l l ipse (fig. 2 2 0 quat.). 

3° C o n s t r u i r e u n e t a n g e n t e à u n e el l ipse E para l lè le à u n e d ro i t e d o n n é e I) 

( o u fa isant u n angle « avec u n e d ro i t e d o n n é e ) (fig. 2 2 0 q u i n t . ) . 

3-45 ter. Soi t d o n n é e u n e el l ipse E s u r le p l an h o r i z o n t a l , d é s i g n o n s le d e m i 

pet i t axe oi pa r b et le demi g r a n d axe ok p a r a ; p r e n o n s deux l ignes de t e r r e 

l ' u n e LT para l lè le au g r a n d axe , et l ' au t r e h'V pa ra l l è le au pe t i t axe de l 'e l l ipse E, 

Décr ivons su r le pe t i t axe c o m m e d i a m è t r e u n ce rc le C et s u r le g r a n d axe 

auss i c o m m e d i a m è t r e u n cerc le C' ; 

Gela p o s é , 

Cons idé rons le cerc le C c o m m e la sec t ion dro i te d ' u n c y l i n d r e ver t ical de révo

lu t ion 2 et l 'e l l ipse E c o m m e le r a b a t t e m e n t s u r le p lan hor i zon ta l de l 'e l l ipse 

de sect ion faite dans le cy l i nd re 2 pa r un p lan P p a s s a n t p a r le pe t i t axe 2b de 

l 'el l ipse E. 

Cons idé rons l 'e l l ipse E c o m m e la sect ion d ro i t e d ' u n c y l i n d r e vert ical et n o n 

de r évo lu t ion 2 ' et le cerc le C f , c o m m e le r a b a t t e m e n t s u r le p l an ho r i zon t a l d u 

cerc le de sect ion faite dans le c y l i n d r e 2' pa r u n p lan R passan t p a r le g r a n d axe 

2a de l 'e l l ipse E . 

Cela posé , 

Je dis q u e les p lans P et R lon t avec le plan h o r i z o n t a l des angles é g a u x ; et 

en effet : 

P o u r le p lan P on au ra cos a = ^ et p o u r le p lan R on aura ; 



P r e n o n s u n po in t m s u r l 'e l l ipse de sect ion s i tuée d a n s le p lan P , mh sera 

su r le cerc le C et iri s u r V p . 

Du po in t mh aba issons deux p e r p e n d i c u l a i r e s l ' u n e mh s u r le d e m i g r a n d axo 

f>k et l ' au t r e whp s u r le d e m i pe t i t axe de l 'e l l ipse E , on a u r a : 

R a b a t t a n t le p lan P s u r le p lan h o r i z o n t a l , le p o i n t m v iendra se p l ace r en m 

s u r l 'e l l ipse E et les t ro i s p o i n t s q, m'1 et m s e ron t en l igne d r o i t e . 

Abaissons d u p o i n t m, u n e p e r p e n d i c u l a i r e mrq s u r le d e m i g r and axe oh de 

l 'e l l ipse E , on a u r a oq — oV, d o n c on p e u t éc r i r e : 

Cons idé rons m a i n t e n a n t le p o i n t ni' de l ' e l l ipse E c o m m e la p ro jec t ion h o r i z o n 

t a l e ? / d ' u n p o i n t n s i t ué su r le cerc le de sect ion d u plan R et du c y l i n d r e ob l i que 2 ' . 

Le po in t n ap rè s le r a b a t t e m e n t du p l an R su r le p lan ho r i zon t a l v i end ra en ri 

su r le cerc le C' sect ion c i r cu l a i r e ( r aba t t ue ) d u c y l i n d r e 2f et les t ro is po in t s <y, 

ri (ou m ) , e t ri s e r o n t en l i g n e d r o i t e . 

Or on a : 

Et c o m m e nhqt=imhr 

Et q u e (r'ïri— riq, on p o u r r a éc r i r e : 

On a d o n c la p r o p o r t i o n : 

Par c o n s é q u e n t les trois po in t s o , mf' e t / / s o n t en i i g n e d r o i t e . D e l à on dédui t 

u n e c o n s t r u c t i o n s imple et p a r points d ' u n e ell ipse don t on conna î t les a \ e s et qui 

••s! la su ivan te : 

E tan t d o n n e le c en t r e o de l 'el l ipse »it ses deux demi -axes oi et oh. ayant !r;a.<-

b ' N deux cerc les c o n c e n t r i q u e s C et (7 >ur chacun des axes c o m m e d i a m è t r e , un 



m è n e r a u n rayon q u e l c o n q u e p a r le c e n t r e o , ce r a y o n c o u p e r a le cerc le C a u 

p o i n t n et le cerc le C au po in t ri. 

Du po in t n on m è n e r a u n e p e r p e n d i c u l a i r e np au pet i t a x e , du p o i n t ri on 

m è n e r a u n e p e r p e n d i c u l a i r e riq au g rand axe de l ' e l l ipse E à t r a c e r , ces d e u x 

p e r p e n d i c u l a i r e s se c o u p e r o n t en u n po in t m qu i a p p a r t i e n d r a à l 'e l l ipse E . 

Si l 'on m è n e en n et ri les t a n g e n t e s aux cerc les C et C r on a u r a deux d r o i t e s 

para l lè les e n t r e el les c o m m e é tan t p e r p e n d i c u l a i r e s au m ê m e r a y o n onri. L a 

t a n g e n t e au cerc le C coupe ra le pe t i t axe (p ro longé) de l ' e l l ipse E au po in t s; 

la t angen te au cerc le C coupe ra le g r a n d axe (p ro longé) de l 'e l l ipse E au po in t s f 

et la d ro i t e ss' se ra t angen te au po in t m à l 'e l l ipse E . 

3 4 5 quater. Si l 'on a u n e s é r i e d 'e l l ipses E , E ' , E'!, e t c . (fig. 2 2 0 a), ayan t u n 

d i a m è t r e c o m m u n qr et l eu r s d i a m è t r e s con jugués de qr, s i tués su r u n e m ê m e 

d r o i t e A , ces el l ipses a u r o n t é v i d e m m e n t m ê m e c e n t r e o ; de p l u s el les a u r o n t en 

les p o i n t s q et r m ô m e s t a n g e n t e s . Cela posé : si l 'on m è n e u n e d ro i t e B p a r a l 

lè le à la d r o i t e A , e t c o u p a n t les c o u r b e s en les p o i n t s m , m r , m", e t c . , et si l 'on 

m è n e en c h a c u n de ses po in t s u n e t a n g e n t e à c h a c u n e des e l l ipses , j e d is q u e 

tou tes ces t angen tes i r o n t se coupe r en un seul et m ô m e p o i n t p s i tué su r le dia

m è t r e c o m m u n qr p r o l o n g é . 

E t en effet : 

Nous p o u v o n s concevoi r l ' e l l ipse E c o m m e la ba se s u r le p lan h o r i z o n t a l d ' u n 

c y l i n d r e o b l i q u e et e l l i p t i q u e 2 don t les g é n é r a t r i c e s d r o i t e s se p r o j e t t e r o n t h o r i 

z o n t a l e m e n t su ivant des d ro i tes para l lè les à A -, la d r o i t e B p o u r r a d o n c ê t r e c o n 

s i d é r é e c o m m e é t a n t la p ro jec t ion G'1 de la g é n é r a t r i c e G passan t p a r le p o i n t m 

de la base E . 

Chacu n des po in t s mr, m1', e t c . , p o u r r a ê t r e c o n s i d é r é c o m m e la p ro jec t ion 

ho r i zon ta l e des po in t s x\ x'\ e t c . , en l eque l la d ro i t e G est coupée respec t ive

m e n t p a r des p l ans sécan t s X , X f , X", e t c . , a y a n t p o u r t race ho r i zon ta l e c o m 

m u n e le d i a m è t r e qr. 

Or tous ces p l ans X , X r , X r r , e t c . , c o u p e n t le cy l i nd re ob l i que suivant des 

el l ipses d', o", e t c . , q u i se p r o j e t t e r o n t s u r le p l a n h o r i z o n t a l su ivan t des e l 

lipses E ' , E " , E ' " , e t c . , et la t a n g e n t e 9 au po in t m de la base E du c y l i n d r e 1 

p e u t ê t re cons idé rée c o m m e la t race H T du p lan T t a n g e n t à 2 t o u t le long de la 

d ro i t e G. 

Dès lors les t angen tes 0', Q", V", e t c . , aux po in t s m\ m", m'", e t c . , des el l ipses 

E ' , E", E '" , e t c . , p euven t ê t r e r ega rdées c o m m e les p ro jec t ions ho r i zon ta l e s des 

t angen te s aux po in t s x', x", x"!, e t c . , des e l l ipses de l ' espace o, 3", 3 ' " , t i c , donc 

e l les doivent se c o u p e r au po in t p. 

Si l 'on avait u n e sér ie de pa rabo les V. P ' , l", axan t m ô m e d i a m è t r e q> 



(fig. 2 2 0 b) et au po in t q u n e t a n g e n t e c o m m u n e Gk, la m ô m e p r o p r i é t é subs is te

rai t : il suffît de r e g a r d e r l ' u n e des pa rabo le s P ( p a r e x e m p l e ) c o m m e la base 

d ' un c y l i n d r e ob l i que et p a r a b o l i q u e 2 don t les géné ra t r i ce s dro i tes se ron t p r o 

jetées h o r i z o n t a l e m e n t su ivan t des para l lè les à la t angen te c o m m u n e G \ et de 

r ega rde r le d i amè t re c o m m u n qr c o m m e la t race ho r i zon ta l e c o m m u n e d ' u n e sér ie 

de p lans sécants X , X', X' 7 , e t c . , c o u p a n t le c y l i n d r e 2 su ivant des pa rabo le s è\ 

e t c . , p ro je tées ho r i zon t a l emen t en les pa rabo les d o n n é e s P ' , P " , P" ' , e t c . 

Si l 'on avait u n e sér ie d ' h y p e r b o l e s ayan t un d i a m è t r e réel en c o m m u n , la 

m ê m e p r o p r i é t é subs i s t e r a i t ; mais d a n s ce cas on a u r a i t à cons idé r e r un cy 

l i nd re o b l i q u e et h y p e r b o l i q u e . 

Si (figure 2 2 0 ci) on m è n e u n e d r o i t e s# c o u p a n t l 'e l l ipse E en les po in ts x et y et 

q u e p a r c h a c u n de ces po in ts on m è n e des dro i tes para l lè les à la dro i te À coupant 

les ell ipses E', E" , e tc . , en les po in t s x', y, et x,!, y", e t c . , il est év ident q u e les 

co rdes xy et x'y', e t c . , p ro longées i ron t toutes passer p a r le po in t s en lequel 

le d i amè t re c o m m u n qr est coupé p a r la d ro i te sx. Et en effet : on p o u r r a cons i 

dé re r la d ro i t e sx c o m m e la t r a c e ГР d ' u n plan sécan t R c o u p a n t le c y l i n d r e 2 

su ivan t deux g é n é r a t r i c e s dro i tes ayan t l eurs t races ho r i zon t a l e s r e spec t ivemen t 

en les po in t s x et y, e t c . 

La m ô m e chose au ra lieu pour une série d ' h y p e r b o l e s ayan t un d i a m è t r e réel 

c o m m u n ; la m ô m e chose a u r a lieu p o u r u n e série de pa rabo le s ayan t un d i a 

m è t r e c o m m u n (fig. 2 2 0 b). 

3 4 5 quint. Concevons u n e ellipse E t racée s u r le p l an hor i zon ta l et deux tan 

gen tes T et T ' à celle e l l i p se , ces tangentes é tan t pa ra l l è l e s e n t r e el les . 

En u n po in t m de E m e n o n s à ce t te c o u r b e u n e t angen te R . 

Cela fait : concevons la c o u r b e E c o m m e la base ou la t race h o r i z o n t a l e d ' u n 

cy l indre 2 ayan t ses géné ra t r i ce s d ro i tes G pro je tées h o r i z o n t a l e m e n t su ivant des 

paral lè les aux tangentes T et T ' ; il est év ident dès lors q u e ces dro i tes T et T 

p o u r r o n t ê t r e cons idérées c o m m e les t races H 0 et I I . 0 ' de deux p lans vert icaux 0 et 

9 ' t a n g e n t s au c y l i n d r e 2. 

P a r la d ro i t e H Taisons passe r u n e sé r i e de p l ans X r , X" , X ' " , e t c . , lesquels cou 

p e r o n t le cy l ind re 2 su ivant des e l l ipses E r , E" , E" ' , e t c . , q u i é v i d e m m e n t se 

p ro je t t e ron t su r le plan ho r i zon ta l en des el l ipses E'h, E"h, E"lh, e t c . , qu i p a s s e 

ron t tou tes par le po in t m et a u r o n t en ce po in t m la d ro i te R p o u r t angen te 

c o m m u n e et de p lus ces el l ipses seront t angentes aux dro i tes T et T ' . 

Cela posé , il est év iden t p a r tou t ce qu i p récède q u e : 

1° Si l 'on m è n e une dro i te Y para l lè le aux dro i tes T et T r e t c o u p a n t les courbes 

E"', E"", E"" ! , e t c . , en les po in t s : e', c\ et e", ë\ e t е1И, с"1\, e t c . , les t angen tes à 
la c o u r b e E'" en les po in ts e et e',, les t angen tes à la c o u r b e E"h en les po in ts 



cl et a insi de s u i t e , i r on t toutes c o n c o u r i r en u n point p s i tue sur b 

dro i te R. 

2° Si Ton m è n e deux d r o i t e s ! et 'Y, p a r a l i è l e s a u x droi tes T et T ' , et coupan t 

îes ell ipses E'*, E / / / l , E""1, e t c . , en des p o i n t s s i tués r e s p e c t i v e m e n t , savoir : 

y1, x! et y', x[ sur la c o u r b e E' 7 ', 

y", x" et y", x", s u r la c o u r b e E'"\ 

y", x" et y!", x!" sur la c o u r b e E'"". 

e tc . e t c . e t c . 

les cordes ?/'yd, x'x,' eli/'y'', xflx," et y"'yt'", x'"x,"', e t c . , p ro longées , i ron t se c o u 

p e r en un m ê m e po in t r/ s i tué s u r la c o r d e 11. 

La m ê m e chose a u r a l ieu p o u r u s e sé r ie de parabo les et aussi p o u r u n e sér ie 

d ' h y p e r b o l e s . 

3 4 5 sei\Concevons une el l ipse E , deux t angen te s à ce t te el l ipse et paral lè les e n t r e 

telles, savoir : T et T et u n e d r o i t e R c o u p a n t l ' e l l ipse E en deux p o in t s r et / , de 

ici le sor te q u e la d ro i t e rr' se t rouve ê t r e u n e co rde de la c o u r b e E, 

D ' a p r è s ce qui précède , , il est évident q u e si l 'on a u n e su i t e d 'e l l ipses E " , 

E"'", E""\ e t c . , t angen tes aux d ro i t e s T et T f et passan t tou tes p a r les p o i n t s r et r-

l" Si l 'on m è n e une d ro i t e V paral lè le aux d ro i t e s T et T', et c o u p a n t 

E"' en les poin ts e' et c,', 

E'"' — c" et e,", 

F'"- — e" et <>:\ 

e t c . — e tc . 

les t angentes en les po in t s e , c,', <r, cy\ e t c . , i ron t toutes c o n c o u r i r en un m ê m e 

noni t p s i tué su r la d r o i t e R ; 

T Que si l 'on m è n e deux d ro i t e s Y et Y, , para l lè les e n t r e elles et aux dro i tes T 

(.•: b . ces dro i tes c o u p a n t , savoir ; 

Y la c o u r b e E'" en les po in t s y' et »;'. 

Y\ — — ys' et x,\ 

Y la c o u r b e E"" en les po in t s y" et x", 

Y, — — u," et x,"y 

e tc . — —- e tc . 

les cordes y"y'\ e tc . , et les co rdes x'x,, x"x,'f, e t c . , p ro longée» , i roni 

"oncouriiMHi un m ê m e po in t i\ s i t ué s u r la d ro i t e R , o u , en d ' au t r e s t e r m e s , sur 

la corde rr p ro longée et c o m m u n e à tou tes les e l l ipses E, E"', E"h, e t c . 

La m ê m e chose a u r a l ieu p o u r u n e sér ie de p a r a b o l e s , et auss i p o u r u n e sér ie 

d hyperbo les ; ma i s l o r squ ' on aura une série d ' h y p e r b o l e s , il faudra q u e le? 



poin ts r et r soient : 1° tous deux s i tués s u r u n e m ê m e b r a n c h e de c h a c u n e des 

h y p e r b o l e s ; ou 2° s i t u é s , l 'un r s u r u n e b r a n c h e e t l ' a u t r e r' su r l ' au t r e b r a n c h e , 

et cela p o u r toutes les h y p e r b o l e s . 

3 1 5 sept. Les p rop r i é t é s cpie n o u s venons de d é m o n t r e r exis ter p o u r u n e sér ie 

d 'e l l ipses , ou u n e sér ie de pa rabo le s , ou u n e sér ie d ' hype rbo l e s ( n o s 3 4 5 qualer, 

quint, eisex.) exis tent e n c o r e p o u r d ' a u t r e s c o u r b e s e n t r e lesquel les subs i s ' e 

une cond i t i on p a r t i c u l i è r e et q u i est la su ivan te : 

Concevons u n e c o u r b e p l ane C a r b i t r a i r e et u n e d ro i t e X s i tuée dans le pia^ 

de la c o u r b e C et dans u n e d i r ec t i on a rb i t r a i r e par r a p p o r t à cet te c o u r b e C 

Concevons u n e seconde d ro i t e Y d a n s le plan de la c o u r b e C et coupan t la 

d ro i t e X sous u n angle a rb i t r a i r e a. 

De c h a c u n des p o i n t s m de la c o u r b e C , m e n o n s u n e pa ra l l è l e à la d ro i t e Y es 

c o u p a n t X en un po in t p, p r e n o n s s u r la d ro i t e X un po in t o a r b i t r a i r e ; dés ignon 

pm pa r y et op p a r x , n o u s c o n n a î t r o n s les diverses abscisses x et les diverse;-

o r d o n n é e s y (le la c o u r b e C. 

Cela posé : 

Cons idé rons deux po in t s q u e l c o n q u e s m et m' de la c o u r b e C , n o u s c o n n a î t r o n s 

les c o o r d o n n é e s x et y du point m, x' et y d u p o i n t m'. Un i s sons les deux po in ts 

m et iri pa r u n e d r o i t e L , elle i ra coupe r la d ro i te X en u n po in t / 

Cela posé : 

P r e n o n s su r y ou mp un po in t m, tel q u e S 

/ —7' • / 1 "Ul'ï) 

P r e n o n s su r y ou mp un po in t m t tel q u e — S 

La corde p ro longée ira coupe r la d r o i t e X au m ê m e poin t / ; de là on peu; 

conc lu re ce qu i su i t : 

É t a n t d o n n é e u n e c o u r b e a r b i t r a i r e C , si l 'on cons t ru i t u n e c o u r b e C, telle q u e 

p o u r les m ê m e s abscisses c o m p t é e s s u r la d ro i t e X et à p a r t i r de la m ê m e or ig ine o, 

les o r d o n n é e s c o r r e s p o n d a n t e s des c o u r b e s C et C, s o n t d a n s u n r a p p o r t cons tan t , 

les cordes mm' de C et mjnj de C, passant p a r des po in t s ayan t mêmes abscisses 

i ront concour i r en u n m ê m e poin t s i tué su r la d ro i t e X. 

Et il est év iden t q u e cet te p r o p r i é t é s u b s i s t a n t , que l le q u e soit la différence 

qu i existe e n t r e les abscisses x et x des po in t s m, ml et m, m / des c o u r b e s C 

et C,, elle subs i s te ra encore l o r sque les poin ts m et m' s e ron t successifs et inf ini

m e n t v o i s i n s , et q u e par su i te les po in t s m, et m/ se ron t aussi successifs ci 

inf in iment vois ins . 

Si l 'on a donc deux c o u r b e s G et C, telles que l eu r s o r d o n n é e s sont dans un 

r a p p o r t c o n s t a n t , pour deux poin ts m de C et m, de Ç, ayan t m ê m e a b s c i s s e s , 



les t angentes menées en ces po in t s m e t m, à ces deux c o u r b e s C 01 c, h-ont 

c o n c o u r i r en un m ô m e p o i n t s i tué su r Taxe X des abscisses . 

3 4 5 octavo. Nous savons q u e l o r s q u e l 'on a deux sec t ions con iques de m ê m e 

espèce E e t E ' et ainsi deux el l ipses ou deux pa rabo le s ou deux hyperbo les qui on t 

m ê m e axe ad (fig. 2 2 0 c), et dès lors en l e u r s s o m m e t s a et d m ê m e s t angen tes S 

e t r/ p o u r u n e m ê m e abscisse m/, les o r d o n n é e s gy et gy' sont d a n s un r a p p o r t 

cons tan t , et que si d ' un p o i n t s a r b i t r a i r e m e n t p r i s sur l 'axe c o m m u n aa ' p ro longe 

on m è n e des t angentes sk, si aux cou rbes E et E l e s poin ts de contact h et / sent 

sur une p e r p e n d i c u l a i r e à la d ro i t e ads. 

S! est év iden t q u e la d ro i t e kl p ro longée ( q u e n o u s dés ignerons p a r Y) est la 

polaire c o m m u n e aux deux c o u r b e s E et E', le pôle é t an t le p o i n t s . 

Cela posé : si par le po in t x, en lequel se c o u p e n t les d ro i t e s Y et ad, on m è n e 

une d ro i t e q u e l c o n q u e xq c o u p a n t la c o u r b e i n t é r i e u r e E en les po in t s q et m, 

••Ï si l 'on m è n e la d ro i t e qs c o u p a n t E en p et la d ro i te ms c o u p a n t E en //, le 

quad r i l a t è r e pqmn ne sera a u t r e q u ' u n t r a p è z e r égu l i e r don t les côtés pm et qu 

s e r o n t para l lè les et coupés p a r la d ro i t e ad en l eu r s mi l i eux v et h. 

On p e u t tou jours c i r c o n s c r i r e u n cerc le C à un t r a p è z e r égu l i e r . 

Cons t ru i sons ce ce rc le C c o u p a n t la d ro i t e Y aux po i n t s / e t / ' . 

Je d is q u e les d ro i tes si et si' s e ron t t a n g e n t e s en l et e n l' au cerc le C, 

Et en efï'et : le p o i n t s sera le pôle et la d r o i t e Y la polaire pa r r a p p o r t au cercle 

en vertu de la p r o p r i é t é des q u a d r i l a t è r e s insc r i t s à u n e sect ion c o n i q u e . 

D 'après ce q u i v ient d ' ê t r e d i t , on voit qu ' i l sera d o n c tou jours poss ib le de 

c o n s t r u i r e u n e sect ion c o n i q u e E ' (de môme g e n r e q u e E) ayan t m ê m e axe ad q u e 

E et t angen te en / et /' au«cerele C. 

Nous ferons usage de ce t te p r o p r i é t é , l o r s q u e ( c h a p i t r e Xï l ) n o u s c h e r c h e r o n s 

'es sections circulaires des surfaces du second o r d r e . 

La. section plane du cône oblique est une section conique. 

3 1 6 . Ihi cône , n o n de révo lu t ion , à base sect ion c o n i q u e est t ou jou r s coupé par 

un p ian de d i rec t ion a r b i t r a i r e suivant u n e sect ion c o n i q u e . En effet, soit.s1 le 

commet d ' u n e surface c o n i q u e (fig. 2 2 1 ) ayant p o u r base l 'ell ipse E , et soit u n 

pian sécant P ; on p e u t t ou jou r s chois i r le p lan vert ical de pro jec t ion p e r p e n d i 

cula i re au pian P . Cela p o s é , m e n o n s à l 'el l ipse E deux tangentes p e r p e n d i c u 

laires a LT et cons t ru i sons u n e t r ans fo rmée E ' de l 'e l l ipse E de m a n i è r e qu 'e l le 

son g r and axe db' pa ra l l è le à L T ; p a r le po in t s , aba i s sons u n e p e r p e n d i c u 

laire au plan vert ical de pro jec t ion et coupan t le p lan vertical élevé sur db' en 

un |K) in l s, et c o n s i d é r o n s le cône ayan t son s o m m e t en s' et p o u r base l 'ellipse 



I-/; ce c ô n e est coupe pa r le p lan P su ivan t u n e c o u r b e G', qu i se dédui t de i<; 

cou rbe C , in te r sec t ion du cône (s, E ) pa r le m ê m e p lan P , de la m ê m e man iè r e 

q u e E' se dédui t de E, car les deux surfaces con iques sont c o m p r i s e s e n t r e deux p lans 

t angents c o m m u n s pe rpend i cu l a i r e s au p lan vertical de pro jec t ion , donc les cou rbes 

G et C/ son t compr i se s e n t r e deux t angen tes p e r p e n d i c u l a i r e s à ce p lan ; de p lus , 

tout p lan m e n é p a r la d ro i t e ss! coupe le p lan P et le p lan ho r i zon ta l suivant des 

para l lè les à cet te d r o i t e , et les co rdes des c o u r b e s C et G' son t p ropo r t i onne l l e s 

aux cordes des el i ipses E et E ' , m a i s tou tes les co rdes de ces el l ipses s i tuées sui

des m ê m e s d ro i t e s p e r p e n d i c u l a i r e s à LT sont d a n s un r a p p o r t cons t an t ; donc 

aussi les co rdes c o r r e s p o n d a n t e s des c o u r b e s G et G' sont dans un r appo r t 

cons t an t . 

En o u t r e , cons t ru i sons l ' hype rbo le ( h , K') focale de l 'el l ipse E'; par le point .s", 

m e n o n s u n e para l lè le à la l igne de t e r r e et c o u p a n t cet te focale en ,9" et cons idé 

rons le cône de révolu t ion ayan t p o u r s o m m e t ce po in t s" et p o u r base l 'e l l ipse E'; 

p r e n o n s deux po in t s q u e l c o n q u e s m', mj de la base c o m m u n e E', et c o n d u i s o n s 

les g é n é r a t r i c e s G' et G / , G" et G/ ' des deux surfaces con iques et abou t i s san t en 

ces po in t s m et m/, les p r e m i è r e s sont coupées par le p lan P aux po in t s x et 

x,', a p p a r t e n a n t à la c o u r b e G'; pa r ces p o i n t s , m e n o n s des para l lè les à LT ou à 

.vV j u s q u ' à la r e n c o n t r e de G / ? e t G / ' aux po in t s x" et x,"] les p ro jec t ions ver t i 

cales x"v et x"", son t s u r u n e l igne dro i te passant p a r p (n" 1 0 5 ) . on peu t donc 

cons idé r e r ce t te d ro i t e c o m m e la t race vert icale d ' u n p lan P ' p e r p e n d i c u l a i r e au 

plan vert ical de p ro j ec t i on , et c o u p a n t le cône de révolu t ion (s", E') su ivant une 

cou rbe G'' d é t e r m i n é e p a r des po in t s tels que x'! et xj'. Cette c o u r b e C" se dédu i t 

de G' par le p r o c é d é général de t r ans fo rma t ion i n d i q u é c i -dessus et d i t transfor

mation cylindrique, elle en est la t r ans fo rmée , ou r é c i p r o q u e m e n t C f est la t r ans fo r 

mée de C , mais C" est u n e sect ion c o n i q u e (*), d o n c C' est aussi u n e sect ion 

c o n i q u e . Enfin C' est la t r ans fo rmée de G , ou r é c i p r o q u e m e n t G est la t r ans fo rmée 

de C r , d o n c G est u n e sect ion c o n i q u e ; les t r o i s sect ions c o n i q u e s C, G', C ' s o n t 

de m ê m e e s p è c e ; m a i s C" peu t ê t r e une e l l ipse , u n e p a r a b o l e , ou u n e h y p e r b o l e 

suivant la d i rec t ion du p lan sécant P f , donc aussi C p e u t ê t r e u n e ell ipse , u n e pa 

rabole ou u n e h y p e r b o l e . Si m a i n t e n a n t on conçoi t dans un cône à base e l l ipü-

q u e u n e sect ion pa r abo l i que et u n e sect ion h y p e r b o l i q u e , il est évident q u e l 'on 

p o u r r a p r e n d r e l ' u n e q u e l c o n q u e de ces t ro is c o u r b e s p o u r base et les au t r e s pour 

.les sect ions p lanes ; d o n c en généra l les sect ions p lanes d ' u n cône à base sect ion 

con ique sont des sec t ions con iques qu i peuven t ê t r e de l ' u n e des trois espèces . 

ellipse, parabole , hyperbole , quel le q u e soit la n a t u r e de la base . 

l'uisqi'.'clle est la section d'un cône de révolution par un plan. 



Il resul te de là q u e la projection conique d'une section conique (¡uelconque est 

encore une section conique, mais elle n 'es t p lu s nécessa i rement de m ê m e espèce q u e 

la sect ion c o n i q u e p ro j e t ée . 

3 4 0 bis. Concevons un cône ob l ique 2 ayan t p o u r t race h o r i z o n t a l e ou base su; 

l e p l a n hor izonta l u n e sect ion c o n i q u e E , et p o u r s o m m e t un po in t s de l ' e s p a c e , et 

concevons q u e le p o i n t s soit tel q u e sa p ro jec t ion sh so i t en d e h o r s de la c o u r b e E , 

de sor te q u e l 'on pu i s se de ce po in t sh m e n e r deux t angen tes 0 et G fà la c o u r b e E. 

les po in t s de con tac t é t a n t dé s ignés p a r q ci r. 

Par la d r o i t e qr, faisons passe r u n e sui te de p l ans X', X" , X/", e t c . , c h a c u n de 

ces p lans coupe ra le cône 2 s u ivan t u n e sec t ion con ique 3 r , 3" , o", e t c . , qui se 

p ro je t t e ra h o r i z o n t a l e m e n t su ivant u n e seci ion E ' , E" , E" ' , e t c . , de m ô m e n a t u r e , 

c ' es t -à -d i re q u e si o' est u n e e l l ipse , E ' sera une e l l i p s e ; si 3'' e s t i m e parabole , V/ 

sera une pa rabo le ; si d"r est u n e h y p e r b o l e , ¥JU se ra u n e h y p e r b o l e . 

Or , il est év iden t que ' . toutes les p ro jec t ions E ' , E " , E f f f , e t c . , p a s se ron t p a r les 

point q et r, et a u r o n t en ces po in t s p o u r t angen te s c o m m u n e s les d ro i t e s S et G', 

car ces d ro i t e s 9 e t S' p e u v e n t ê t r e cons idé rée s c o m m e les t r aces h o r i z o n t a l e s de 

deux p l ans ve r t i caux T e t T ' t angen t s au cône 2, le p r e m i e r su ivan t la g é n é r a t r i c e 

d ro i t e sq, et le second s u i v a n t la g é n é r a t r i c e sr . 

Gela posé : 

Si l 'on m è n e p a r le s o m m e t s un p ian sécant et vert ical Y, c o u p a n t le cône > 

suivant u n e g é n é r a t r i c e G a y a n t p o u r t r ace ho r i zon t a l e le poin t m de la base E du 

cône 2 et p o u r p ro jec t ion G 7 ' l a d ro i t e shm (fig. 2 2 1 bis), cet te d ro i t e G sera coupée 

par les p l ans X ' , X " , X ' " , e t c . , en des p o i n t s ejui se p r o j e t t e r o n t en les p o in t s m, 

m'1, m"!, e t c . , en l esque l s les sec t ions con iques E!, En, E m , e t c . , sont coupées pai

la d r o i t e s s h m . E t dès l o r s , il est év ident q u e les t a n g e n t e s mp, mp,m"p, e t c . , m e 

nées aux po in t s m, m, m", e t c . , des c o u r b e s E , E' , E" , e t c . , i r on t se co u p e r en un 

p o i n t / ; s i tué s u r la d ro i t e qr p r o l o n g é e , car ces t angen t e s n e se ron t au t r e s que 

les p ro jec t ions ho r i zon t a l e s des i n t e r s ec t i ons des p l ans X' , X " , X " ' , e t c . , avec le 

plan t a n g e n t m e n é au cône 2 p a r la g é n é r a t r i c e G . 

D'après ce q u i p r é c è d e , il es t év iden t q u e si l 'on m è n e u n e d ro i t e a r b i t r a i r e 

e o u p a n t la c o u r b e E aux poin ts xet y et la d ro i t e gr p r o l o n g é e au po in t /, et si l'on 

m è n e les d ro i t e s shx et shy c o u p a n t les c o u r b e s E ; , E" , E!", e t c . , aux po in t s a-', 

x", e t c . , e t ? / , y " , e t c . , l e s droi tes îc 'Î / ' , x"yn, e t c . , é t a n t p ro longées pas se ron t tou tes 

par le po in t /. 

34G ter. Concevons u n e sec t ion c o n i q u e E ( e l l i p s e , pa rabo le ou hype rbo le ) 

deux t angen tes T et T ' à ce t te c o u r b e , ces deux t angen te s se coupan t en u n po in t 

.s-'1, et t ouchan t la c o u r b e E la p r e m i è r e T au po in t t et la seconde T' au po in t 

Menons u n e d ro i t e PI a r b i t r a i r e et t angen te à E en u n point m. 



Cela pose : 

Concevons u n e série de sec t ions con iques E'", E"' 1, E""\ e t c . , t a n g e n t e à R au 

po in t m e t ayan t p o u r t a n g e n t e s les d ro i t e s T et ï ' . Je dis q u e si Ton m è n e par le 

po in t su u n e d ro i t e K coupan t les c o u r b e s E , E;h, E"'\ e t c . , en les p o in t s c, e, et 

* \ * f , et c" , c", , e t c . , les t angen te s à E en Ses po in t s e et e, 

E'h ~~ c' et e\ 

E"h — e" et e", 

e t c . , — etc . 

n-ont toutes c o n c o u r i r en un m ê m e po in t p s i tué s u r la d r o i t e R qu i est mit-

t angen te c o m m u n e et en le po in t c o m m u n m aux diverse? sec t ions con iques E , 

E"', E"*, E'"h, e t c . ( qu i p o u r r o n t ê t r e i n d i s t i n c t e m e n t des e l l i p s e s , d e s p a r a b o l e s , 

'•t des h y p e r b o l e s ) . 

E t en effet : 

La c o u r b e E p o u r r a ê t r e c o n s i d é r é e c o m m e la base ou t race ho r i zon t a l e d 'un 

cône 2 a y a n t p o u r s o m m e t d a n s l ' espace u n po in t s ayan t sh p o u r p ro jec t ion ho

r i z o n t a l e ; les t angen te s T e t T ' p o u r r o n t ê t r e cons idé rée s c o m m e les t r aces H ° et 

H'"v de deux p l ans ver t icaux 0 et 0 ' t a n g e n t s au cône 2 su ivan t les géné ra t r i ce s 

d ro i tes st et sir: la d ro i t e R p o u r r a ê t r e cons idé rée c o m m e la t r a c e hor izon ta le 

! P \ , l F r ' , r T m , e t c . , d ' u n e sér ie do p l ans X' , X " , X m , e t c . , c o u p a n t le cône 2 r e spec

t ivement su ivan t des sec t ions c o n i q u e s E ' , E r r , E ' " , e t c . , a y a n t p o u r project ion 

h o r i z o n t a l e les c o u r b e s E"\ E"h, E,,fh, e t c . , qu i d e v r o n t é v i d e m m e n t sat isfa i re aux 

condi t ions su ivan tes , savoir : pas se r tou tes p a r le p o i n t 7? Î ; avoir tou tes en ce 

poin t m, la d ro i t e R p o u r t a n g e n t e ; et ê t r e t angen tes aux d r o i t e s T ou H i ! , 

T ou H 0 ' . La d r o i t e K p e u t ê t re cons idé rée c o m m e la p ro j ec t ion ho r i zon t a l e (V 

et G/' de deux g é n é r a t r i c e s d r o i t e s G et G, du c ô n e 2 ; dès lors la p rop r i é t é 

énoncée c i -dessus n 'es t q u ' u n e c o n s é q u e n c e de la c o n s t r u c t i o n c o n n u e et e m 

ployée l o r squ ' i l s 'agit de m e n e r la t angen te en un po in t d ' u n e sect ion faite dans 

un cône par un p l an . 

Par la m ê m e ra ison , si par le poin t s" on m è n e deux dro i tes } et Y, coupan t les 

c o u r b e s E, E"', E"*, e t c . , savoir : Y la c o u r b e E en les poin ts y et x 

Y, — y, et x: 

Y la c o u r b e E'h en les po in ts y' et x! 

Y, — y.'cixi 

e t c . , — e tc . 

les co rdes yyj,xx[ et y'yx\ x'x,' e t c . , é t an t p ro longées i ron t c o n c o u r i r en un point <i 

de la d ro i t e R. 

3 4 6 quater. Concevons u n e sec t ion c o n i q u e E (el l ipse, pa rabo le ou h y p e r b o l e ) , 

vieux t angen tes T et V à ce t te c o u r b e et en les po in t s t et /' ; menons u n e dro i te 



Il coupan t E en les po in t s r et r ' ; t r açons u n e sé r ie de sec t ions c o n i q u e s E"', E " \ 

K"'"', e t c . ( e l l i p s e s , pa rabo les et h y p e r b o l e s ) , passan t pa r les p o i n t s r et r' ci 

t angentes aux d ro i t e s T et V ; j e dis : I o si p a r le po in t sh en lequel se coupen t 

les dro i tes T et V on m è n e u n e d ro i t e Y c o u p a n t les cou rbes E" 1, E r " \ E r r f ? l , e t c . , 

en les po in t s y' et x', y" et x", y'" et x'", e t c . , les t angen tes en ces divers po in t s 

aux courb.es su r lesquel les ils sont s i t u é s , i ron t c o n c o u r i r en un m ê m e p o i n t / / 

s i tué su r la dro i te R , et 2° si pa r le po in t sh on m è n e deux droi tes Y et Y, coupan t 

les c o u r b e s E ' \ E r"' , E'nh, e t c . , en les po in t s tj\ x' et y\, x/ ; y", x'! et y", , x"t ; y1", 

v'" et yu\> xu\ ; les co rdes yhj\, x'x\; y"y",, x"x",; y'"yin

t9 x w x w , ; e t c . , i ron t 

( é t a n t p ro longées) c o n c o u r i r en u n po in t q s i tué su r la d ro i t e R , ce qu i est évident 

d ' après ce qu i a é ié ciit(n° 3 4 6 1er. ) . 

Construction d une section conique satisfaisant à certaines conditions, 

3-47. P o u r c o n s t r u i r e une sect ion c o n i q u e (fig. 222 ) t angen te à deux dro i tes 

données A et B en les po in ts a et b et passan t p a r u n po in t m c o m p r i s dans l 'angle 

des par t ies des d ro i t e s A et B qu i c o n t i e n n e n t les po in t s de c o n t a c t , n o u s la con

s idé re rons c o m m e la t race ho r i zon t a l e d ' u n e surface c o n i q u e a y a n t p o u r d i rec t r i ce 

un cerc le C c o n s t r u i t su r ab c o m m e d i a m è t r e et s i tué dans un p lan ver t ica l , A et 

B é tan t les t races h o r i z o n t a l e s de deux p lans ve r t i caux t angen t s à cet te surface , 

de sor te q u e la pro jec t ion ho r i zon ta l e du s o m m e t est en / . La géné ra t r i ce G de 

>ette surface c o n i q u e passan t p a r l e po in t m , coupe le cerc le G en un po in t x* dont 

on t rouve la h a u t e u r a u - d e s s u s du p ian ho r i zon ta l en r aba t t an t le p ian du cerc le 

G, d o ù l 'on dédu i t x", et j o i g n a n t xv tri n o u s a u r o n s la pro jec t ion G' ; s u r laquel le 

se t rouve conna i s san t a lors le s o m m e t s e t la d i r ec t r i ce C de la surface co

n ique u s e r a facile d 'en c o n s t r u i r e a u t a n t de géné ra t r i ce s dro i tes q u e l 'on voudra 

et d 'avoir les t races ho r i zon ta l e s de tou tes ces g é n é r a t r i c e s ; et ces t races seront 

a u t a n t de p o i n t s de la seci ion c o n i q u e d e m a n d é e . 

Si les d ro i t e s A et B (fig. 2 2 3 ) sont p a r a l l è l e s , le p o i n t / e s t t r an sp o r t é à l'iii-

i in i , dès lors le cône est t r a n s f o r m é en un c y l i n d r e et Gh est para l lè le aux dro i tes 

d o n n é e s A et B ; du reste les cons t ruc t i ons sont les m ê m e s q u e dans le cas p r é c é 

den t , mais d a n s le cas ac tue l la c o u r b e est néce s sa i r emen t u n e el l ipse ou u n e p a 

rabo le . L o r s q u e le po in t m est h o r s de l 'angle dé s igné , on peu t r e m p l a c e r le 

cercle C par u n e hype rbo le é q u i î a t è r e don t ab sera l 'axe t r a n s v e r s e ; car dans ce 

cas ta sect ion c o n i q u e d e m a n d é e est u n e h y p e r b o l e . 

3 4 8 . On dédu i t de l a i e m o y e n de d é c r i r e u n e el l ipse s u r deux d i a m è t r e s conju

g u é s , ab et mn (fig. 22 4), car si des ex t r émi t é s a et b, d u d i amè t re ab, on m è n e les 

d ro i t e s A et B para l lè les à mn, ces d ro i tes se ron t t angentes à l 'ell ipse ( n° 3 1 3 , 7° ) 
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en a et b, on est condu i t à c o n s t r u i r e u n e el l ipse t a n g e n t e en a e t b aux droi tes 

paral lè les A ei B et passant par le po in t m, elle passera néce s sa i r emen t par l ' au t re 

poin t n (*). 

C H A P I T R E VII . 

INTERSECTIONS DES SURFACES ENTRE ELLES. 

Lorsque l 'on a deux surfaces 2 et 2', et q u e l 'on veut c o n s t r u i r e leur i n t e r 

section J , on doit examine r si , en ve r tu des l ignes t r acées s u r les p l ans de p r o 

jec t ion , et qu i suffisent p o u r définir les deux sur faces , en ce sens q u e l 'on peut 

t ou jou r s c o n s t r u i r e les p ro j ec t ions d ' u n p o i n t a p p a r t e n a n t à l ' u n e ou à l ' au t r e 

des surfaces données , en n e s ' a p p u y a n t q u e s u r les l ignes t racées et su r le m o d e 

de géné ra t ion i n d i q u é p o u r c h a c u n e des surfaces ; il faut e x a m i n e r , d i s - j e , si l 'on 

peu t i m m é d i a t e m e n t c o n s t r u i r e les pro jec t ions des p o i n t s a p p a r t e n a n t à la l igne J . 

La chose p e u t ê t re poss ib le d a n s q u e l q u e s cas , m a i s , en g é n é r a l , on ne peu t 

pas d é t e r m i n e r i m m é d i a t e m e n t les po in t s de la l igne J ; dès lors on est obligé 

d ' e m p l o y e r u n e sér ie de surfaces auxi l ia i res X , X ' , X " , e tc .e t de la m a n i è r e su ivante : 

La sur face X coupe la sur face 2 su ivan t u n e l igne C, et la surface 2 ' su ivant u n e 

ligne G', et les deux l ignes C et G' se c o u p e n t en u n po in t m a p p a r t e n a n t à la 

l igne J. Or, les l ignes G e t G' son t c o n n u e s pa rce q u e l 'on conna î t l eurs p ro j ec 

t ions Gv et C / l , G'v et C'*, e t c o m m e les cou rbes C et G' sont s u r u n e m ê m e surface 

X , si elles se coupen t en un po in t m , les p r o j e c t i o n s mv et mh de ce poin t se ron t 

les p o i n t s d ' i n t e r sec t ion des c o u r b e s et C / y , Gh et C"*. 

Ainsi d o n c , ayan t cons t ru i t les c o u r b e s Cv, C^etC '" , C № , si le po in t en lequel 
G* et G'v se c o u p e n t ne se t rouve pas s u r u n e m ê m e p e r p e n d i c u l a i r e à la l igne 

de t e r r e avec le po in t en lequel G;' et G'h se c o u p e n t , les cou rbes C et C ' d e l ' e s 

pace ne se c o u p e r o n t pas , et l 'on r econna î t r a q u e la surface auxi l ia i re X ne coupe 

pas , en la pos i t ion q u ' o n lui a d o n n é e pa r r appo r t aux surfaces 2 et 2r, la l igne 

d ' in te r sec t ion c h e r c h é e J . 

:*)f''oyez dans l'ouvrage q u i a pour titre : Développements de géométrie descriptive, chapitre V, 

page 289 e l suivantes, ce qui est relatif à la construction d'une section c o n i q u e d o n n é e par cinq conditions 

. points et tangentes ) 
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Ensu i t e , en s u p p o s a n t q u e la surface auxi l ia i re X coupe la c o u r b e J , ü faudra 

q u e cet te surface X soit chois ie , et q u a n t à sa n a t u r e g é o m é t r i q u e , et q u a n t à sa 

posi t ion pa r r a p p o r t aux sur faces d o n n é e s 2 et 2', de telle sor te q u e la cons t ruc 

t ion des c o u r b e s C et G' soi t i m m é d i a t e m e n t poss ib le . C'est a insi q u e , p o u r deux 

p lans d o n t les t races ho r i zon ta l e s e l l e s t r aces vert icales se c o u p e n t , on ob t ien t 

i m m é d i a t e m e n t les p ro jec t ions de la d ro i t e J d ' i n t e r s e c t i o n ; mais si les t races de 

ces p l a n s n e se c o u p e n t p a s , on ne p e u t p l u s ob t en i r i m m é d i a t e m e n t les p r o j e c 

t ions de la dro i te J . Il faut r e c o u r i r aux surfaces aux i l i a i r e s , et il est évident q u e 

l 'on do i t chois i r des p l a n s , et ensu i t e il faut d i r i g e r ces p lans de m a n i è r e à ce q u e 

leurs t races c o u p e n t les t races des p l ans d o n n é s , p o u r pouvoi r i m m é d i a t e m e n t 

c o n s t r u i r e les in t e r sec t ions C et C de c h a c u n des p l a n s d o n n é s avec c h a c u n des 

p lans auxi l ia i res . 

Su ivan t la n a t u r e g é o m é t r i q u e et le mode de g é n é r a t i o n des surfaces données 

2 et 2r, on devra réfléchir au choix à faire p o u r les surfaces aux i l i a i res à emp loye r 

et à la d i rec t ion à l e u r d o n n e r d a n s l 'espace pa r r a p p o r t aux pos i t ions qu'affec

tent d a n s l ' espace les surfaces 2 e t 2f. 

Les surfaces don t o n devra c h e r c h e r l ' in te r sec t ion son t o r d i n a i r e m e n t des sur 

faces con i (jues et c y l i n d r i q u e s , et des surfaces de r évo lu t ion . On a souven t enco re 

à c o m b i n e r e n t r e elles d e s surfaces déve loppables et g a u c h e s , et aussi à les c o m 

b i n e r avec les surfaces c o n i q u e s , c y l i n d r i q u e s et de révolu t ion : o r , c o m m e les 

surfaces déve loppables et gauches sont des surfaces r é g l é e s , on voit de sui te 

q u e les p r e m i e r s p r o b l è m e s à se p r o p o s e r sont ceux où il s 'agit de c o n s t r u i r e les 

po in t s d e r e n c o n t r e ou d ' in te rsec t ion d ' u n e d ro i t e avec des surfaces con iques , cyl in

d r i q u e s et de r évo lu t ion . 

De l'intersection des surfaces coniques et cylindriques. 

3 4 9 . PROBLÈME 1. Trouver les génératrices parallèles de deux surfaces coniques 

N o m m o n s 5 et s' les s o m m e t s , B et B ' les bases des deux surfaces c o n i q u e s (ces 

bases é t an t su r le p lan ho r i zon t a l de p ro jec t ion , et dès lors n ' é t an t a u t r e s q u e les 

t races ho r i zon t a l e s des deux sur faces con iques ) . 

il est év ident q u e si l 'on fait mouvoi r la surface c o n i q u e (<?', B') pa ra l l è lement 

a e l l e -même, son s o m m e t p a r c o u r a n t la d ro i t e s's j u s q u ' à ce q u e ce s o m m e t coin 

r ide avec le s o m m e t s de la surface (s, B), les géné ra t r i c e s pa ra l l è l es , s'il en exis te ; 

se s u p e r p o s e r o n t , et elles s e ron t données pa r les po in t s d ' i n t e r sec t ion des bases 

B et B". La base B" de la surface c o n i q u e ( / , B'), ap rè s ce t r a n s p o r t , sera s e m 

blable à !i\ base B' (n° 2 6 2 ) , et se cons t ru i r a faci lement au moyen de îa nouvelle 

posit ion d ' une généra t r i ce q u e l c o n q u e (n° 2 0 3 , 2°); d ' a i l l eurs , on sait (pie le pok 



de simil i lude des courbes B1" et B' n 'es t a u t r e q u e la t race ho r i zon laie de la d roi le ss . 

3 5 0 . Si Fou d e m a n d a i t la g é n é r a t r i c e du eône (s, B) para l lè le à celle d ' un c y 

l i nd re , il suffirait de m e n e r pa r le s o m m e t s une para l lè le D aux géné ra t r i c e s du 

c y l i n d r e ; si la dro i te D r e n c o n t r a i t la d i r ec t r i ce B , ce serait la géné ra t r i ce deman

dée ; si elle ne r e n c o n t r e pas cet te d i rec t r ice , c 'est u n e p r euve qu ' i l n ' ex i s te pas 

sur la surface con ique de géné ra t r i ce para l lè le à celles de la surface с y 11 n d r i q u с. 
3 5 1 . PROBLÈME ç2. Trouver le point de rencontre d'une droite D el d'une surface co

nique ou cylindrique. Dans le cas d ' u n e sur face c o n i q u e , il suffit é v i d e m m e n t de 

c o n d u i r e un p lan P p a r la d r o i t e D e t l e s o m m e t du cône ; ce p l a n n e p e u t c o u p e r 

la surface q u e suivant des géné ra t r i ce s d ro i t e s ; les p o i n t s d ' in te r sec t ion de ces 

géné ra t r i ces et de la d ro i te D d o n n é e son t les po in t s che rchés . Si le plan P est, par-

hasard , t angen t au cône , la d r o i t e D est aussi t a n g e n t e au cône , et si le plan P n 'a 

de c o m m u n avec la surface c o n i q u e q u e le s o m m e t de cet te s u r f a c e , la d ro i te D 

ne r e n c o n t r e p a s la surface c o n i q u e , à m o i n s qu ' e l l e n e passe p a r le s o m m e t de 

e c l t e s u r f a c e . Dans le cas de la surface c y l i n d r i q u e , on fera passer p a r la d ro i t e D un 

plan P para l lè le aux géné ra t r i c e s d ro i tes du c y l i n d r e . Ce p lan P coupera la surface 

suivant des géné ra t r i ces d ro i t e s d o n t les r e n c o n t r e s avec la d ro i t e d o n n é e D sont 

les po in t s d e m a n d é s . La d ro i t e D peu t aussi ê t r e t angen te ou sécan te à la sur face 

cy l i nd r ique , ou ne pas r e n c o n t r e r ce t te sur face . 

3 5 2 . PROBLÈME 3 . Trouver l'intersection de deux surfaces coniques. Si les surfaces 

c o n i q u e s avaient m ê m e s o m m e t , elles ne p o u r r a i e n t se c o u p e r q u e suivant u n e ou 

p l u s i e u r s g é n é r a t r i c e s d ro i t e s , q u e l 'on o b t i e n d r a i t en c o u p a n t les surfaces pa r 

u n p l an , et j o ignan t les poin ts c o m m u n s aux deux sec t ions p l anes ( c o n s i d é r é e s 

c o m m e bases des cônes) avec le s o m m e t . Mais si les surfaces n ' o n t pas m ê m e s o m 

met , les t n . : ; s e c t i o n s sont des c o u r b e s , géné ra l emen t à doub l e c o u r b u r e , et 

q u ' o n ne peu* c o n s t r u i r e q u e p a r p o i n t s ; il est év ident q u e des p l ans s é c a n t s , 

a r b i t r a i r e m e n t m e n é s au t ravers des deux surfaces , c o m m e n o u s venons de Г indi
quer, feraient conna î t r e chacun un cer ta in n o m b r e de po in t s de l ' i n t e r s e c t i o n ; 
mais les * ma-bes de section des cônes pa r ces p l ans auxi l ia i res sont en généra l 
difficiles à c o n s t r u i r e , et d 'a i l leurs la m é t h o d e qu 'e l les exigent p o u r leur cons t ruc 
tion ou la r e che rche de leurs po in t s p e u t s ' a p p l i q u e r d i r e c t e m e n t à la dé te rmi 
nat ion de \ micrsiîcmn о es deux cônes d o n n é s . 

i m d i t ) i \ marquer q u e , par c h a q u e point de l ' in tersect ion С des 
j e u x côm , e >, 1 < S _S с t :é. ii passe u n e géné ra t r i c e d ro i t e de chacune de ces deux 
surface* ^ • . qip с géné ra t r i ce s sont s i tuées dans un m ê m e plan passant 

a la focs s M1 ><u- ( . . п и л des deux surfaces con iques d o n n é e s ; donc il faudra 
m e n e r u n e .y rie ne p ians oar les s o m m e t s des deux sur faces , ou p a r la d ro i t e qu i 
les un i t , d a n ш> i\'-n\ coupera les surfaces con iques Д et Д', su ivant une ou p lu -



s ieurs géné ra t r i ces dro i tes don t les in te r sec t ions f o u r n i r o n t des poin ts de la 

c o u r b e C c h e r c h é e . 

3 5 2 bis. Si l 'on d o n n e u n e surface c o n i q u e et u n e surface c y l i n d r i q u e , ce p rocédé 

se r édu i t à m e n e r par le s o m m e t de la surface c o n i q u e u n e para l lè le aux g é n é r a 

tr ices dro i tes d u c y l i n d r e , et par ce t te d ro i t e u n e sér ie de p lans aux i l i a i res . 

3 5 2 ter. Si enfin l 'on d o n n e deux surfaces c y l i n d r i q u e s , c e m ê m e p r o c é d é cons i s te 

à m e n e r u n e sé r ie de p l ans auxi l ia i res paral lè les aux g é n é r a t r i c e s d ro i tes des deux 

surfaces c y l i n d r i q u e s d o n n é e s . 

Des formes diverses et générales que peut offrir la courbe-intersection. 

3 5 3 . Le p rocédé fort s i m p l e , exposé c i -de s sus , a besoin de q u e l q u e s p r é c a u t i o n s 

pour u n i r c o n v e n a b l e m e n t les po in t s o b t e n u s ; l 'on doit aussi d i s t ingue r p l u s i e u r s 

cas d a n s la d i spos i t ion re la t ive des d e u x sur faces . So ien t : I o B et B ' (fig. 2 2 5 ) 

les bases ou t races hor izon ta les des deux surfaces c o n i q u e s et a la t r ace h o r i 

zonta le de la d ro i t e qu i un i t l eu r s s o m m e t s s et s', les t r aces ho r i zon ta l e s des 

p l ans auxi l ia i res do iven t toutes passer p a r ce po in t a et r e n c o n t r e r les bases B 

et B ' des surfaces con iques ; d ' a p r è s cela il es t év ident q u e les t r aces H x et H v 

se ron t les l imi tes des t races ho r i zon ta l e s des p lans aux i l i a i res q u e l 'on peut 

emp loye r . Dans le cas de cet te figure 2 2 5 , la c o u r b e d ' i n t e r s ec t i on p o r t e le 

nom de courbe d'arrachement. Pour la c o n s t r u i r e , su p p o so n s q u e l 'on c o m 

m e n c e p a r l ' un des p l ans l imi tes Y ; il l ouche le cône ( / , B') su ivant u n e géné 

ra t r i ce d ro i t e et coupe le cône (s, B) su ivan t deux généra t r i ces d r o i t e s ; on au ra 

donc deux po in t s de l ' in te rsec t ion C des deux cônes d o n n é s , mais c o m m e 

ces d e u x p o i n t s n ' a p p a r t i e n n e n t pas à deux g é n é r a t r i c e s d ro i t e s v o i s i n e s , j e n ' e n 

cons idère d ' a b o r d q u ' u n , j e c o m b i n e a ins i les deux géné ra t r i ce s no tées 1 , et 

j ' ob t i ens u n p r e m i e r p o i n t q u e j e n u m é r o t e 1 . P r e n a n t ensu i t e u n p lan V qu i 

coupe les deux surfaces con iques su ivan t deux g é n é r a t r i c e s d r o i t e s , j e ne cons i 

dè re su r le cône ( s , B) q u e celle voisine de 1 , et j e la c o m b i n e avec u n e seule 

des deux géné ra t r i ce s du cône B' , j ' o b t i e n s a ins i un second po in t n u m é r o t é 2 . 

Con t inuan t a ins i en p r e n a n t des p lans de p lus en p lus éloignés de Y, j e parv ien

dra i au second plan l imi te X , qu i me d o n n e r a les géné ra t r i ce s i à l ' a ide d e s 

quel les j ' o b t i e n s u n po in t q u e j e m a r q u e A. A la su i t e de la géné ra t r i ce A du 

cône (s, B), en t o u r n a n t tou jours dans le m ê m e s e n s , j e t rouve la généra t r i ce 5 , 

qu i est la seconde géné ra t r i ce s i tuée dans le p lan Z , il faut de nouveau la c o m 

b i n e r avec la géné ra t r i ce 3 ou 5 voisine de A dans le cône B ' , et j ' o b t i e n s ainsi 

un po in t 5 , et a in s i de s u i t e , en p r e n a n t success ivement les géné ra t r i c e s dans 

l 'o rdre des n u m é r o s , j u s q u ' à ce q u ' o n rev ienne s u r les deux généra t r ices i . Les 



poin t s ainsi o b i e n u s p o r t e n t les m ê m e s n u m é r o s q u i i n d i q u e n t les géné ra t r i ces q u i 

les fourn issent et on les uni t ensu i t e par un t r a i t c o n t i n u d a n s l ' o r d r e des n u m é r o s . 

2° Il p e u t a r r ive r q u e les t r aces des p l a n s l imi tes soient t angen te s à la m ê m e 

base B et sécantes à l ' au t r e base B' (fig. 2 2 6 ) , d a n s ce cas on dit qu ' i l y a péné

tration. L ' in t e r sec t ion se c o m p o s e de deux c o u r b e s d i s t inc tes q u ' o n n o m m e , l ' u n e 

courbe (Centrée, l ' au t r e courbe de sortie. Les n u m é r o s placés aux p i eds des g é n é r a 

t r ices m o n t r e n t d a n s que l o r d r e les po in t s doivent ê t r e o b t e n u s et n u m é r o t é s p o u r 

t racer e n s u i t e les p ro jec t ions de la c o u r b e d ' i n t e r sec t ion avec e x a c t i t u d e , en r e 

m a r q u a n t q u e les n u m é r o s sans accent dans c h a q u e base son t les t races h o r i z o n 

tales des géné ra t r i ce s don t les i n t e r sec t ions fou rn i s sen t l ' une des c o u r b e s ou 

b r a n c h e d ' e n t r é e ou de s o r t i e , et q u e les n u m é r o s accen tués sont les t r aces h o r i 

zonta les des géné ra t r i ce s qui fourn i s sen t l ' au t r e b r a n c h e de la c o u r b e d ' i n t e r 

s e c t i o n , b r a n c h e de sor t ie ou d ' e n t r é e . 

3° L ' u n e des t races l imi tes p e u t ê t r e t a n g e n t e à la fois aux deux bases (fig. 2 2 7 ] , 

a lo r s l ' in te rsec t ion p r é s e n t e un n œ u d au p o i n t d ' i n t e r sec t ion des g é n é r a t r i c e s 

d ro i t e s s i tuées su r ce p lan t a n g e n t c o m m u n . E n effet, on ob t ien t deux fois ce po in t 

en c o m b i n a n t les géné ra t r i ce s d a n s l ' o r d r e 3 , 4 , 5 et d a n s l ' o rd re 9 , 4 0 , 4 4 , ce qu i 

d o n n e é v i d e m m e n t d a n s les deux cas des p o i n t s vois ins du po in t c o m m u n et diffé

r en t s e n t r e eux . Ce cas d o n n e enco re u n e cou rbe d 'arrachement; mais offrant u n 

po in t multiple. 

4° E n f i n , les p l ans l imites peuvent ê t r e l 'un et l ' a u t r e t a n g e n t s à la fois aux 

deux surfaces c o n i q u e s (fig. 2 2 8 ) , l ' i n te r sec t ion se compose a lors de deux c o u r b e s 

ou b r a n c h e s q u i se c ro i sen t aux deux po in t s d ' i n t e r s e c t i o n des g é n é r a t r i c e s 

d ro i t e s s i tuées s u r ces p l a n s t angen t s c o m m u n s . On p e u t vérifier la posi t ion des 

points c o m m e il a été dit p r é c é d e m m e n t . Dans ce c a s , ap rès avoir fait Je tour-

comple t des bases B et B ' , on r ev i en t s u r les généra t r i ces 4, et l 'on n ' a enco re 

c o m b i n é q u e les deux généra t r i ces 4 ou 3 e n s e m b l e , il faut aussi c o m b i n e r la 

généra t r i ce 4 avec 3 , ce q u i c o n d u i t à faire le t o u r d a n s le sens des n u m é r o s 

a c c e n t u é s . Ce cas p r é s e n t e u n e c o u r b e de pénétration, ma i s d o n t les deux b r a n 

ches se c ro i sen t en deux p o i n t s . Il n ' e s t pas inu t i l e de faire r e m a r q u e r q u e les 

p ro jec t ions des cou rbes d ' in te r sec t ion peuven t avoir des n œ u d s , sans qu ' i l en ré

su l te q u e les c o u r b e s dans l 'espace en a i e n t ; n o u s r e v i e n d r o n s p lus loin su r ces 

n œ u d s q u e les p ro jec t ions d ' u n e c o u r b e de l 'espace peuven t p r é s e n t e r . 

3 5 4 . L ' i n t e r sec t ion d ' u n e surface c o n i q u e avec une surface c y l i n d r i q u e p r é 

sen te exac tement les mômes c i rcons tances : les figures r e s t en t les m ê m e s , le poini 

« r e p r é s e n t a n t a lors la t race hor i zon ta le de la d ro i te menée p a r l e s o m m e t du cène 

pa ra l l è l emen t aux généra t r i ces dro i tes d u cy l i nd re . 

354 bis. Le cas des deux surfaces cy l ind r iques offre aussi les mêmes c i r c o n s t a n c e s , 



m a i s a lors les t races hor i zon ta les des p lans sécants son t para l lè les à celle d ' u n plan 

m e n é pa r deux dro i tes r e spec t i vemen t para l lè les aux géné ra t r i ces d ro i tes de c h a c u n 

des deux cy l ind res : le p o i n t a est a lors t r a n s p o r t é à u n e d i s t ance infinie. 

3 5 5 . P o u r avoir la t a n g e n t e en un po in t de l ' i n t e r s e c t i o n , il suffit de r e m a r 

q u e r q u ' e l l e est à la fois d a n s le p lan t a n g e n t , m e n é à c h a c u n e des deux s u r f a c e s . 

p a r le p o i n t c o n s i d é r é ; elle est d o n c l ' in te rsec t ion de ces deux p l ans que n o u s avons 

app r i s à c o n s t r u i r e ( c b a p . 2 ) . 

35G. P o u r r e c o n n a î t r e la n a t u r e des sec t ions p l anes d ' u n e surface con ique 

(n° 2 8 4 ) , nous avons m e n é par le s o m m e t de ce cône un p lan para l lè le au plan 

s é c a n t , ce qui revenai t é v i d e m m e n t à t r a n s p o r t e r le p l an sécant pa ra l l è l emen t à 

l u i - m ê m e j u s q u ' à ce qu ' i l passât p a r le s o m m e t de la surface c o n i q u e p r o p o s é e , et 

nous avons ainsi r e c o n n u q u e les c o u r b e s d ' i n t e r sec t ion peuven t ê t r e de t rois espèces : 

1° Courbes fermées ou elliptiques; 

2° Courbes à branche infinie sans asymptote, ou courbes paraboliques ; 

3° Courbes à branche infinie avec asymptote, ou courbes hyperboliques. 

Deux surfaces c o n i q u e s peuven t auss i se c o u p e r su ivan t des c o u r b e s de Г une 
de ces t ro i s e spèces , ou qu i peuven t p a r t i c i p e r à la fois des u n e s et des a u t r e s . P o u r 

r e c o n n a î t r e la n a t u r e de l ' i n t e r s e c t i o n , n o u s t r a n s p o r t e r o n s l ' une des surfaces 

con iques p a r a l l è l e m e n t à e l l e - m ê m e , j u s q u ' à ce q u e son s o m m e t co ïnc ide avec le 

s o m m e t de l ' au t r e surface (*) : 4° s i , dans ce t te pos i t ion , les deux sur faces ( leurs 

bases é t a n t des c o u r b e s fermées) n ' o n t a u c u n e géné ra t r i c e c o m m u n e , elles se cou

pe ron t su ivant u n e c o u r b e f e r m é e , car a lors les surfaces co n iq u es p roposées 

n ' on t pas de géné ra t r i c e s para l lè les , d o n c l ' in te rsec t ion n ' a u r a pas de p o i n t s i tue 

à l ' in f in i ; l ' in te rsec t ion est a lors d i t e elliptique; 2° si les deux surfaces ayan t 

m ê m e s o m m e t on t u n e géné ra t r i ce d ro i t e de con tac t et p a r c o n s é q u e n t un plan 

tangent c o m m u n , les surfaces p roposées o n t d e u x p lans t angen t s para l lè les menée 

le long de géné ra t r i ces d ro i t e s qu i e l l e s -mêmes son t p a r a l l è l e s , et p a r c o n s é q u e n t 

l ' i n te r sec t ion a u n e b r a n c h e infinie sans a s y m p t o t e , o u , en d ' au t r e s t e r m e s , l ' i n 

tersect ion est parabolique ; 3° si les deux surfaces ayan t m ê m e s o m m e t on t une 

généra t r i ce d ro i t e d ' i n t e r s e c t i o n , les surfaces p r o p o s é e s on t deux g é n é r a t r i c e s 

dro i tes paral lè les e n t r e elles et auxque l l e s c o r r e s p o n d e n t des p lans t angen t s q u i se 

c o u p e n t , l ' i n t e r sec t ion des deux surfaces a u n e b r a n c h e infinie avec a sympto t e (**;: 

f) It faut bien remarquer que , pour reconnaître les formes diverses que l ' intersection de deux cône:-: 

peut présenter, nous employons le m ê m e m o y e n que celui employé lorsque nous avons vou lu recon

naître les formes diverses de la section faite dans u n cône par u n plan , et cela doit être puisqu'un plan 

peut être r igoureusement considéré c o m m e u n e surface conique . 

(**) Voyez dans le chapitre VII de l 'ouvrage qui a pour titre : Développements de géométrie descrip

tive, ce qui est relatif à la manière d'être de la courbe, intersection de deux cônes , par rapport à s o n 

*>\-mptote. 



qui est d i te hyperbolique ; A0 les deux surfaces con iq u es ayan t m ê m e s o m m e t p e u 

ven t avoir à la fois des géné ra t r i ces d ro i tes de contac t et des géné ra t r i ce s d ro i tes 

d ' i n t e r s e c t i o n , la cou rbe d ' in te rsec t ion des deux surfaces con iques p roposées p r é 

sen te ra a lo r s en môme t e m p s des b r a n c h e s paraboliques c o r r e s p o n d a n t c h a c u n e à 

u n e géné ra t r i ce d ro i te de c o n t a c t , et des b r a n c h e s hyperboliques c o r r e s p o n d a n ! 

c h a c u n e à u n e géné ra t r i ce d ro i te d ' i n t e r sec t ion . 

3 5 6 bis. Construction de la tangente en un point de la courbe intersection de deux 

cylindres, d'un cylindre et d'un cône, de deux cônes. Dés ignan t pa r В et B' les bases 
ou t races h o r i z o n t a l e s des deux sur faces , et p a r x le po in t de la c o u r b e d ' i n t e r sec 
t ion C, à laquel le on veut c o n s t r u i r e la t a n g e n t e , il suffira de m e n e r p a r le p o i n t x 

deux d r o i t e s , l ' une g é n é r a t r i c e de la p r e m i è r e sur face et p e r çan t sa base В au po in t 
b, l ' au t r e géné ra t r i ce de la seconde s u r f a c e , et p e r çan t sa base B' au po in t b', et 

de c o n s t r u i r e en b u n e t angen te à la c o u r b e B, laquel le por te ra le symbole H 0 c o m m e 

t race h o r i z o n t a l e du p lan 0 t angen t en x à la p r e m i è r e sur face , et en b' u n e tan

gen te à la c o u r b e B ' , l aque l le p o r t e r a le symbole IF'*', c o m m e t race ho r i zon ta l e 

du p lan ©' t angen t en x à la seconde sur face . Les dro i tes H 0 et H 0 ' se c o u p e r o n t 

en un po in t г, q u i sera la t race ho r i zon ta l e de la t angen te T d e m a n d é e , laquel le 

sera l ' i n te r sec t ion des deux p i ans 0 et 0 ' . 

Il est facile de voir q u e l o r s q u e le p lan auxi l ia i re t o u c h e la p r e m i è r e surface 

su ivan t u n e géné ra t r i ce G et coupe la seconde surface su ivan t diverses géné ra t r i ce s 

К , К' , K", e t c . , il es t facile de voir, d is - je , q u e ces d ro i tes К , К' , К", e t c . , sont t a n 
gen tes à la c o u r b e d ' i n t e r sec t ion С des deux surfaces en les po in t s a, a', a", e t c . , en 
l esque l s la d r o i t e G est coupée pa r les d ro i t e s К, К', K", e t c . ; mais l o r s q u ' u n p lan 
aux i l i a i r e est t angen t en m ê m e t e m p s à la p r e m i è r e et à la seconde surface , suivant 

les géné ra t r i c e s respect ives G et K, lesquel les se c o u p e n t en un p o i n t a , qu i a p p a r 

t i en t à la c o u r b e d ' i n t e r sec t ion G des deux su r faces , et qui est t e l , ce p o i n t a , q u e 

deux b r a n c h e s de la c o u r b e G s'y c ro i sen t , ce q u e l 'on e x p r i m e en d i san t q u e la cou rbe 

G a en ce po in t a un point multiple, a lors les m é t h o d e s o rd ina i r e s de la géomét r i e 

descr ip t ive sont en défaut p o u r la c o n s t r u c t i o n des t angen tes .au po in t a, p u i s q u e , 

dans ce cas, le plan aux i l i a i re é t an t à la fois t a n g e n t à l ' une et à l ' au t re surface . 

les deux p l ans t angen t s q u i , m e n é s au p o i n t a , dev ra i en t d o n n e r pa r leur in te r 

sec t ion la t a n g e n t e d e m a n d é e , se confonden t en un seul p ian . La so lu t ion de 

cet te q u e s t i o n exige des conna i s sances p lus avancées en géomét r ie de l ' espace , on 

ne peu t la r é s o u d r e q u e par la cons idé ra t ion des surfaces oscula t r iccs ('*). 

O Voyez à ce sujet dans l 'ouvrage qui a pour titre : Complément de géométrie descriptive., le mé

moire qui a pour titre : Construire la tangente en un point d'une courbe donnée par son trace et 

dont on ignore l'équation ; mémoire que j'ai publie pour la première fois dans le ?!<• cahier du .tourna! 

de l'Ecole polytechnique. 
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Mais il faut b i en r e m a r q u e r q u e l o r s q u e n o u s d isons q u e la m é t h o d e o rd ina i r e 

est en défaut , n o u s e m p l o y o n s u n e express ion a d o p t é e , qu i veut d i r e q u e la m é 

thode n e peu t s ' app l iquer à ce cas p a r t i c u l i e r ; car , en ver tu de la p a r t i c u l a r i t é de 

ce p o i n t , la géomé t r i e n ' e s t p o i n t en défau t . Il ne se passe p o u r ce po in t q u e ce 

q u i doi t ê t r e en effet : au l ieu d ' u n e t a n g e n t e en ce po in t , il en existe d e u x , et 

deux p i ans ne peuven t d é t e r m i n e r deux d ro i t e s d is t inc tes ; ces deux p l ans doivent 

d o n c se confondre , p u i s q u e l ' un et l ' au t r e d e ces p l ans t angen t s doit c o n t e n i r les 

d e u x t angen te s q u i ex i s ten t p o u r ce po in t pa r t i cu l i e r , a u q u e l on a d o n n é le nom 

de po in t multiple. 

3 5 7 . Deux surfaces coniques qui ont pour base commune une section conique se cou

pent suivant une seconde courbe plane. En effet , soit E (fig. 2 2 9 ) la base c o m m u n e 

des deux sur faces c o n i q u e s ayan t l eu r s s o m m e t s e n s et s\ la d ro i te D des soin-

mets p e r ç a n t le p lan ho r i zon ta l au p o i n t a, les t angen te s H r e t H p ' , m e n é e s de ce 

p o i n t a à la c o u r b e E , s e r o n t les t races des p l ans t angen t s c o m m u n s aux deux 

s u r f a c e s , et la d r o i t e A q u i un i t les po in t s de con tac t p et p' est la polaire con ju 

guée du pôle a (n° 3 3 0 ) . Si l 'on condu i t pa r la d ro i t e D u n plan sécant que l 

conque R , il coupera les surfaces c o n i q u e s su ivant des g é n é r a t r i c e s d ro i t e s G et G' 

qu i se c ro i s en t en u n po in t x de la s econde c o u r b e d ' i n t e r s ec t i on d e m a n d é e , la 

t angen te à ce t te c o u r b e au p o i n t x est l ' i n t e r sec t ion des p lans t a n g e n t s aux surfaces 

con iques et m e n é s le long des généra t r i ces G et G', mais les t races H 1 et H T / de ces 

p lans sont t angen t e s à la c o u r b e E a u x po in t s b et b\ et se c ro i sen t p a r c o n s é q u e n t en 

un po in t c de la d r o i t e A (n° 3 3 0 ) , d o n c la t a n g e n t e 0 r e n c o n t r e la pola i re A ; il eu 

serai t de m ê m e des t angen t e s en t ous les a u t r e s po in t s de la c o u r b e c h e r c h é e , donc 

toutes ces t angen t e s fo rmen t u n e surface p l a n e ; car si l 'on cons idè re les p o i n t s 

s u c c e s s i f s ^ , x', x", x"'... de la c o u r b e , et les t angen tes c o r r e s p o n d a n t e s 0 , 0 ' , 0 , f , 

0 '" . . . . deux t angen t e s success ives se c o u p e n t , e t s o n t p a r c o n s é q u e n t dans u n m ê m e 

p l an . Mais tou tes les t angen te s r e n c o n t r e n t la po la i re A en des po in t s différents : 

d o n c le p lan d e d e u x t a n g e n t e s success ives q u e l c o n q u e s c o n t i e n t c e t l e d ro i t e tout en 

t i è r e ; d o n c le p l an de 0 et 0 ' con t i en t la d r o i t e A ; le p l an de 0 ' et 0 '- con t i en t aussi 

A, ces deux p l ans ayan t en c o m m u n 0 ' et A se confonden t d o n c ; il en sera de m ê m e 

de tous les a u t r e s (n° 2 1 3 bis); d o n c enfin tou tes les t angen tes à la seconde c o u r b e 

d ' i n t e r sec t i on des deux cônes , sont dans un m ê m e p l a n , d o n c ce t te c o u r b e est 

p lane et elle est p a r c o n s é q u e n t u n e section c o n i q u e (n° 3 4 6 ) . 

3 5 8 . Cet te seconde sect ion c o n i q u e passe é v i d e m m e n t p a r les po in ts p et p'; elle 

aura d o n c avec la sect ion c o n i q u e £ la co rde pp c o m m u n e ; d o n c deux sect ions con i 

ques non s i tuées dans u n m ê m e plan et ayan t u n e co rde c o m m u n e , peuven t tou jours 

è t r e c o n t e n u e s ou enveloppées par deux surfaces c o n i q u e s . P o u r ob ten i r ces c ô n e s , 

nous r e m a r q u e r o n s que si, aux ex t rémi tés p et p' de la corde c o m m u n e , on mène 



des tangentes à la sect ion E, el les vont se couper en un poin t a, les t angentes à la 

sect ion F/ se c o u p e n t en un a u t r e po in t et, ces deux poin ts sont su r une d ro i t e L>. 

qu i con t i en t les s o m m e t s ; si d o n c , p a r ce t te d ro i t e , on fait passer un plan coupani 

les c o u r b e s E et E ' aux p o i n t s b et b', x elx , les d ro i t e s bx et b'x' se ron t deux 

généra t r i ces d ro i t e s de T u n e des surfaces c o n i q u e s , d o n t elles d é t e r m i n e r o n t le 

s o m m e t s, les d r o i t e s e t bx s e r o n t deux géné ra t r i ces dro i tes de l ' au t r e surface 

c o n i q u e , et el les en d é t e r m i n e r o n t le s o m m e t Si l 'on p rena i t su r la d r o i t e D 

un t ro i s i ème po in t s" p o u r s o m m e t d ' u n e surface c o n i q u e ayan t p o u r base la 

m ê m e c o u r b e E , elle c o u p e r a i t é v i d e m m e n t c h a c u n e des deux surfaces (s, E , s, E) . 

su ivan t u n e sec t ion c o n i q u e différente de E' ; d o n c les deux sect ions E et E ' ne p e u 

vent ê t r e placées q u e s u r deux surfaces c o n i q u e s . 

3 5 8 bis. Ce cpii p r é c è d e n o u s p e r m e t de c o n s t r u i r e avec facili té les d ivers 

poin ts d ' u n e ell ipse don t on d o n n e le c e n t r e , la l o n g u e u r de deux d i a m è t r e s 

con jugués e t l ' ang le q u e ces d i a m è t r e s c o m p r e n n e n t e n t r e eux . 

Soit (//'¿/.229 bis)ola c e n t r e de l ' e l l ipse et ses deux d i a m è t r e s con jugués ab etpq. 

On sait q u e les d ro i t e s 0 et 0 ' menées aux po in t s a et b pa ra l l è l emen t au d i a 

m è t r e pq, s e ron t t angen te s en a e t b à l 'el l ipse E ci tracer. 

S u r pq c o m m e d i a m è t r e déc r ivons un cerc le C ; p o u r le p o i n t a la t angen te T de 

ce ce rc le sera p e r p e n d i c u l a i r e à ba. Du poin t o m e n o n s om p e r p e n d i c u l a i r e à ba „ 

j o i g n o n s le po in t m du cerc le C avec le poin t q. 

Cela posé : m e n o n s p a r un po in t r a r b i t r a i r e m e n t p r i s su r la d ro i t e ba deux 

dro i tes , l ' une n/ para l lè le à oqel l ' au t r e rx para l lè le à T , e n s u i t e m e n o n s p a r l e point 

x du cerc le C u n e para l lè le xij à mq, la d ro i te xy coupe ra la d ro i t e ry en u n point 

i / qu i a p p a r t i e n d r a à l ' e l l ipse E d e m a n d é e . 

Et en effet le cerc le C peu t ê t re cons idé ré c o m m e la p ro jec t ion s u r le 

p lan hor izon ta l d ' u n e ell ipse o c o u p a n t l 'el l ipse E aux p o in t s a et b, les deux 

c o u r b e s o et E p o u r r o n t d o n c ê t r e enve loppées par u n e sur face c o n i q u e et il est 

évident q u e dans le p r o b l è m e qui nous occupe en ce m o m e n t , la surface c o n i q u e 

sera un c y l i n d r e d o n t les g é n é r a t r i c e s d ro i t e s se p ro je t t e ron t hor izon ta lement 

su ivant des para l lè les à la dro i te mq. 

D'après ce qu i p récède on peu t r é s o u d r e les p r o b l è m e s su ivan t s . 

É t a n t d o n n é u n sys tème de d i a m è t r e s con jugués d ' u n e e l l i p s e , c o n s t r u i r e sa/n 

tracer la courbe: 

V Par un point pr is hors de la c o u r b e la t angen te 9 (fig. 2 2 9 ter). 

2° Une t angen te 9 para l lè le ou faisant un angle d o n n é avec u n e dro i te D 

{fig. 2 2 9 quater "). 

3° Les po in t s d ' i n t e r sec t ion y et y' avec u n e dro i te B (fig. 2 2 9 quint. ) , 

3 5 9 . Si l 'on coupe les deux surfaces con iques par des p lans différents ou par un 
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m ô m e p lan , les c o u r b e s q u e bon o b t i e n d r a se ron t des sect ions c o n i q u e s , on p o u r r a 

les p r e n d r e p o u r bases des d e u x surfaces et l 'on en conc lu ra q u e deux sur faces con i 

q u e s à bases sec t ions c o n i q u e s et ayan t deux p lans t angen t s c o m m u n s se coupen t 

su ivan t deux c o u r b e s p l a n e s , qui son t p a r c o n s é q u e n t des sec t ions c o n i q u e s . 

î l est facile de voir q u ' o n pa rv i end ra i ! aux m ê m e s c o n s é q u e n c e s en c h e r c h a n t 

l ' i n t e r sec t ion d ' u n e surface c o n i q u e avec u n e sur face c y l i n d r i q u e , ou de deux 

surfaces c y l i nd r ique s . 

Si l 'on c o u p e u n e sur face c o n i q u e , , à base sect ion c o n i q u e pa r deux p l ans , et 

qu ' on p r e n n e les sec t ions p o u r bases de deux a u t r e s surfaces c o n i q u e s , don t les 

s o m m e t s se ra ien t en l igne d ro i t e avec celui de la p r e m i è r e su r face , on t r o u v e r a i t , 

par u n r a i s o n n e m e n t s emblab le à ce lui du n° 3 5 7 , q u e l ' u n e des c o u r b e s d ' i n 

t e r sec t ion des deux d e r n i è r e s surfaces c o n i q u e s est p l a n e (*). 

3 6 0 . Mais la r é c i p r o q u e de ce t te p r o p o s i t i o n n ' e s t p a s g é n é r a l e m e n t , v r a i e , 

c ' e s t - à -d i r e q u e deux sur faces c o n i q u e s ou c y l i n d r i q u e s p e u v e n t fort b i e n se 

coupe r su ivan t deux c o u r b e s p l anes sans avoir p o u r cela deux p l ans t a n g e n t s 

c o m m u n s . E n etfet supposons deux surfaces c y l i n d r i q u e s ayan t p o u r bases les 

pa rabo le s P et P ' ( fig. 2 3 0 ) s i tuées clans des p l ans ve r t i caux p e r p e n d i c u l a i r e s 

e n t r e eux et d o n t les axes son t s u r le p lan h o r i z o n t a l . Si l 'on coupe les deux c y 

l indres par des p i ans h o r i z o n t a u x X,, X 2 on a u r a ( n ° 3 2 8 ) ao l ao1 II ap l ap' 

Il e t c . , d o n c les po in t s a, bh, c1,.... s o n t en l igne d ro i t e , d o n c la c o u r b e E in te r 

sec t ion des deux sur laces cy l i nd r iques est p l a n e , q u o i q u e les deux surfaces 

n ' a ien t pas de p lan t a n g e n t c o m m u n , 

De i'intersection des surfaces de révolution. 

3 6 1 . PROBLÈME à. Trouver l'intersection d'une surface de révolution par un plan. On 

peu t t o u j o u r s p a r des c h a n g e m e n t s de p lans r a m e n e r la sur face de r évo lu t ion de 

m a n i è r e q u e son axe soit p e r p e n d i c u l a i r e au p l a n h o r i z o n t a l . Cela é t a n t , on doi t 

emp loye r des sur faces aux i l i a i r e s c i cho i s i r celles q u i d o n n e n t les sec t ions les 

p lus s imp le s ; ce sont é v i d e m m e n t des p lans h o r i z o n t a u x , q u i c o u p e n t c h a c u n la 

surface de révolu t ion su ivan t u n parallèle, don t la project ion ho r i zon t a l e est un 

cerc le i d e n t i q u e , et q u i c o u p e n t chacun le p lan d o n n é su ivan t u n e d ro i t e facile à 

o b t e n i r , les po in t s de r e n c o n t r e de ces deux l ignes (cerc le et d ro i te ) a p p a r t i e n n e n t 

à l ' i n t e r sec t ion d e m a n d é e . 

C) Voyez dans l 'ouvrage qui a pour titre ; Complément de géométrie descriptive, le mémoire qui a 

pour titre : Propriétés des courbes du second degré considérées dans l'espace. Ce mémoire a été publié 

pour la première fois dans la Correspondance do mathématiques et de physique des Pays-Bas, rédigée 

par M. Quételet , vol . 3 , n° 3. 



La t a n g e n t e en un point de la c o u r b e est l ' i n te r sec t ion du p lan sécant et du 

p lan t a n g e n t à la sur face en ce p o i n t , p lan t a n g e n t q u e nous avons a p p r i s à dé-

t e r m i n e r ( n° 2 5 2 ) . 

Ce p r o b l è m e se r é sou t t ou jou r s de la m ê m e m a n i è r e , q u e la surface soit donnée 

par u n e courbe méridienne ou p a r u n e ligne génératrice d r o i t c o u c o u r b e et q u e l c o n q u e 

3 6 2 . PROBLÈME 5 . Trouver Íintersection (Tunedroite et d'une surface de révolution. \\ 

est év ident qu ' i l suffit de faire passer un plan par la d r o i t e et de c h e r c h e r son 

in te r sec t ion avec la s u r f a c e , le poin t c h e r c h é est à la r e n c o n t r e de cet te i n t e r 

sec t ion et d e la d ro i t e d o n n é e , P o u r p lu s de s implici té on p o u r r a emp loye r l 'un 

des p l a n s p ro j e t an t s de la d r o i t e . L o r s q u e la d ro i t e d o n n é e est dans un m ô m e 

p lan avec l ' a x e , il convien t de chois i r ce plan p lu tô t q u e tou t a u t r e , s u r t o u t 

l o r s q u e la surface de révo lu t ion est d o n n é e p a r u n e courbe méridienne. 

Si la sur face d o n n é e est u n e surface s p h é r i q u e , on c o n d u i r a le p lan pa r la 

d ro i t e et le c e n t r e de la s p h è r e , p a r e e q u e a lors la sec t ion sera un g r a n d cercle 

q u e l 'on a m è n e r a à c i r e d a n s la posi t ion para l lè le à F u n d e s p lans de p ro jec t ion , soit 

pa r des c h a n g e m e n t s de p l a n s , soit p a r des m o u v e m e n t s de r o t a t i o n convenab les . 

3 6 3 . PROBLÈME 6 . Trouver l'intersection d'une surface conique et d'une surface de 

révolution. Les p l ans m e n é s p a r le sommet dis cône le coupe ra i en t su ivant des 

d r o i t e s , ma i s ils coupe ra i en t la surface de révolu t ion suivant des cou rbes q u ' o n 

sera i t obl igé de c o n s t r u i r e pa r po in ts ( n ° 3 6 i ) . Nous emplo i e rons e n c o r e des 

p lans h o r i z o n t a u x coupan t la sur face de révolu t ion su ivant des parallèles et la 

sur face c o n i q u e suivant des cou rbes semblab les à la base ( n ° 2 6 2 ) , d o n t les p r o 

j ec t i ons p o u r r a i e n t p a r c o n s é q u e n t s 'ob ten i r avec faci l i té , car elles se ra ien t s e m 

blables à la b a s e , et a u r a i e n t p o u r pôle c o m m u n de s imi l i tude la p ro jec t ion h o r i 

zonta le du s o m m e t (n° 26i ) , mais on peut, m ê m e éviter de c o n s t r u i r e ces c o u r b e s 

en e m p l o y a n t la m é t h o d e su ivan te : Cons idé rons un p lan auxi l ia i re X, il c o u p e r a 

la surface de révolu t ion su ivan t un parallèle C , et la surface c o n i q u e , su ivant une 

c o u r b e K semblab le à la base B. On p r e n d le parallèle C p o u r d i rec t r i ce d ' u n e surface 

c o n i q u e a u x i l i a i r e a y a n l m ê m e s o m m e t «s-que la surface c o n i q u e p r o p o s é e , a lors ces 

deux surfaces se coupei on t néces sa i r emen t su ivant u n e ou p lu s i eu r s généra t r i ces 

d ro i t e s passan t p a r les po in t s d ' i n t e r sec t ion du parallèle C et de la c o u r b e K; or 

la t race de cet te nouve l le surface c o n i q u e sera un cercle C don t on ob t i endra i m 

m é d i a t e m e n t le c en t r e et un po in t de la circonférence,- íes p o in t s où ce ce rc le C c o u 

pera la base B de la sur face c o n i q u e d o n n é e a p p a r t i e n d r o n t aux géné ra t r i ces dro i tes 

d ' i n t e r sec t ion des deux cônes et celles-ci v iendront c o u p e r le cerc le ou parallèle C 

aux p o i n t s d e m a n d é s . En répé tan t la m é m o cons t ruc t i on p o u r u n e sé r i e de p lans 

h o r i z o n t a u x , on o b t i e n d r a tan t de po in t s q u e l 'on voudra de la c o u r b e c h e r c h é e . 

Si l 'on p roposa i t de c h e r c h e r la c o u r b c - i n îe r sec i ion d ' u n e surface de révo lu t ion 



et d ' u n e surface c y l i n d r i q u e , a lors on cons idé re ra i t le cercle ou parallèle C c o m m e 

la d i rec t r ice d ' u n e surface c y l i n d r i q u e aux i l i a i r e don t les géné ra t r i ces d ro i t e s 

se ra ien t paral lè les à celles de la surface c y l i n d r i q u e p roposée (*). 

3 6 4 . PROBLÈME 7 . Trouver t intersection de deux surfaces de révolution dont les axes 

sont sur un même plan. Si les axes se c o n f o n d e n t , il est visible q u e les surfaces ne 

peuven t se c o u p e r q u e su ivan t un ou p lu s i eu r s cerc les ou parallèles déc r i t s p a r les 

po in t s d ' in te rsec t ion des deux cou rbes m é r i d i e n n e s . Si les axes sont para l lè les , on 

les r e n d r a ver t icaux ( p a r des c h a n g e m e n t s de p i ans de pro jec t ion ou des m o u v e 

men t s de r o t a t i o n ) , p u i s des p lans h o r i z o n t a u x c o u p e r o n t les deux surfaces s u i 

vant des c e r c l e s , d o n t les p ro j ec t i ons ho r i zon ta l e s se ron t des cerc les i d e n t i q u e s . 

Mais si les axes se c o u p e n t , on p o u r r a t ou jou r s r e n d r e l ' un des deux v e r t i c a l , et 

l ' au t re para l lè le au p ian ver t ical de p r o j e c t i o n ; d a n s ce cas les p lans h o r i z o n t a u x 

c o u p e r o n t la p r e m i è r e sur face su ivant des cerc les ou parallèles, et l ' a u t r e su ivant 

des cou rbes q u ' o n se ra i t obl igé de c o n s t r u i r e p a r p o i n t s . Il faut d o n c chois i r une 

surface auxi l ia i re qu i coupe à la fois les deux surfaces p roposées su ivant des ce r 

cles ou parallèles, et p o u r cela i! faut e m p l o y e r u n e sur face de révolu t ion qu i a i t 

m ê m e axe de ro ta t ion q u e c h a c u n e des surfaces d o n n é e s . On voit de su i te q u ' u n e 

s p h è r e ayan t son c e n t r e au po in t d ' i n t e r s ec t i on des d e u x a x e s , r empl i t ce t t e c o n 

dit ion , et. d ' â i U î ^ i - Ls, çph/ke, e/Lila, S&IIA ¡yu: foca <]& r é v o l u t i o n q u i ait u n e infi

ni té d 'axes de ro t a t i on , c h a q u e d i a m è t r e é tan t un tel axe . 

ISous cho i s i rons d o n c u n e série de semblab les sphè re s p o u r surfaces aux i l i a i r e s . 

Soient donc Á (f<j. 2 3 1 ) l 'axe , M la c o u r b e m é r i d i e n n e de la p r e m i è r e surface : 

A ' l ' a x e , M ' l a c o u r b e m é r i d i e n n e de la seconde surface et s le po in t d ' i n t e r sec t ion 

des deux axes ; soit S' la project ion vert icale du g rand cerc le de l ' une des s p h è r e s 

et paral lè le au plan ver t ical de p ro j ec t i on , S'' coupe M1' et M'" aux p o i n t s xv et x" des

que ls nous aba i s se rons s u r A" et A'" les p e r p e n d i c u l a i r e s A" et A ' w q u i nous r e p r é 

s e n t e r o n t les p ro jec t ions vert icales des c o u r b e s ou parallèles d ' in te r sec t ion des 

surfaces de révolu t ion pa r la sphè re a u x i l i a i r e ; Ah se ra un cerc le ayan t son c e n t r e 

en A'1, A"1 sera i t une c o u r b e p lus difficile à c o n s t r u i r e , mais on n ' en a pas beso in . 

En effet les p lans des parallèles A et A' son t p e r p e n d i c u l a i r e s au plan ver t i ca l , 

leur in te r sec t ion I est donc e l l e - m ê m e p e r p e n d i c u l a i r e â ce p l a n , et se pro je t te 

au po in t i" in te r sec t ion de A" et A' -'; or les po in t s d ' in te r sec t ion de A et A' se t rou

vent néces sa i r emen t su r 1, d o n c leurs p ro jec t ions vert icales se confonden t avec 

le p o i n t ! 1 , et l eurs p ro jec t ions hor izon ta les sont en M'* et uh, aux in te rsec 

iious de A* et ! \ Il est évident que l 'on n ' ob t i en t des po in t s d ' in te r sec t ion des 

Voyez i c l o m e I I ' . page -137, de l&Correspoiidoiifr de l'Krnle polytechnique p u b l i é e pa r i laHïetu-



deux surfaces q u ' a u t a n t que V est dans l ' i n t é r i eu r du cerc le S ' ; dans le cas cou 

t r a i r e , les po in t s T a p p a r t i e n d r a i e n t e n c o r e à la c o u r b e q u i reçoi t la p ro jec t ion 

vert icale de l ' i n t e r sec t ion , m a i s ils n ' a u r a i e n t pas de p ro jec t ions hor izonta les 

c o r r e s p o n d a n t e s . Ces po in t s se t rouve ra i en t su r l ' i n te r sec t ion de surfaces de m ô m e 

n a t u r e q u e les p r o p o s é e s , mais enf lées , p o u r ainsi d i r e , su ivan t u n e loi telle q u e 

la p ro jec t ion vert icale de leur in te r sec t ion soit r e ç u e su r la m ô m e c o u r b e q u e la 

p r é c é d e n t e , m a i s en e m b r a s s e un p lus g r a n d a r c . Il est facile de voir q u e la 

cou rbe d ' in te r sec t ion doit ê t re s y m é t r i q u e p a r r a p p o r t au plan des deux axes ; de 

sor te qu ' i l exis te tou jours deux p o i n t s s i tués de pa r t et d ' a u t r e de ce p lan qu i ont 

m ê m e pro jec t ion ve r t i ca l e ; c 'est p o u r q u o i la p ro j ec t ion ver t icale semble se te r 

m i n e r b r u s q u e m e n t aux po in ts d ' i n t e r sec t ion des cou rbes M" et M'", mais elle forme 

u n e cou rbe q u i se p ro longe au delà de ces po in t s , c o m m e nous l 'avons d i t c i -dessus , 

et les po in t s s i tués su r le p r o l o n g e m e n t de la c o u r b e don t un a rc est la p ro jec t ion 

ver t ica le de la courbe - in te r sec t ion des deux surfaces de révolu t ion d o n n é e s , se 

c o n s t r u i s e n t par des opé ra t ions tout à fait i den t i ques à celles qu i n o u s on t fait c o n 

n a î t r e les p o i n t s d e l à p r e m i è r e pa r t i e de ce t te c o u r b e , et ces opé ra t ions g r a p h i q u e s 

peuven t ê t r e et son t exécutées i n d é p e n d a m m e n t de la figure ou système de l 'espace. 

3G5. Si les surfaces données sont deux surfaces con iques de r é v o l u t i o n , on 

p o u r r a r e m p l a c e r les sphè re s auxi l ia i res par des p lans passan t pa r la d ro i t e qui 

un i t les deux s o m m e t s ; si l 'on d o n n e u n e surface c o n i q u e de révo lu t ion et u n e 

sur face c y l i n d r i q u e de révolu t ion , on p o u r r a employe r des p lans auxi l ia i res 

passan t p a r le s o m m e t d u c è n e , et para l lè les aux géné ra t r i ces d ro i t e s d u 

c y l i n d r e . Si l'on d o n n e deux surfaces c y l i n d r i q u e s de r é v o l u t i o n , on p o u r r a e m 

ployer des p lans auxi l ia i res para l lè les aux géné ra t r i ces d ro i t e s des deux surfaces . 

Si l 'on d o n n e u n e surface con ique de révolu t ion , cl u n e surface s p h é r i q u e , on 

p o u r r a emp loye r des p lans auxi l ia i res pa s san t pa r la d ro i t e qui un i t le somme? du 

cune au c e n t r e de la s p h è r e . Enfin p o u r une sur face c y l i n d r i q u e de révolut ion et 

une surface s p h é r i q u e on p o u r r a faire passer par le cen t r e de la s p h è r e des pl;ms 

auxi l ia i res paral lè les aux généra t r i ces d ro i tes du c y l i n d r e . Les motifs qui dé te r 

m i n e n t la d i rec t ion spéciale à d o n n e r à ces divers p lans auxi l ia i res su ivant U>> 

surfaces don t on doi t c o n s t r u i r e l ' i n t e r s e c t i o n , sont év idents . Au r e s t e , t ous c e s 

p r o b l è m e s peuven t se r é s o u d r e en e m p l o y a n t des s p h è r e s p o u r surfaces auxi l ia i res 

l o r s q u e les axes de révolut ion des surfaces con iques et cy l ind r iques se c o u p e r o n t : 

dans le cas c o n t r a i r e on ne p o u r r a employer «que des p lans aux i l i a i r e s . L o r s q u ' o n 

a u r a une s p h è r e et un cône de révolu t ion ou un c y l i n d r e de r é v o l u t i o n , on p o u r t j 

t ou jou r s employe r des s p h è r e s auxi l ia i res , car il s u t u r a de m e n e r par le cen t r e de l.i 

s p h è r e d o n n é e un d i a m è t r e coupan t f a x e de rota t ion de l à surface con ique ou cylin

d r i q u e , et de r ega rde r ce d i a m è t r e connue Taxe de rota t ion de la sphè re d o n n e r 



3 6 6 . La t angen te en un po in t de l ' in te rsec t ion de deux surfaces de révolut ion 

don t les axes se coupen t e s t , c o m m e d a n s tous les p r o b l è m e s de ce g e n r e , l ' i n 

te rsec t ion des p i ans t angen t s m e n é s aux deux surfaces en ce p o i n t ; on est donc 

condu i t à c o n s t r u i r e p o u r c h a c u n e des surfaces de révolu t ion le plan t angen t au 

po in t d o n n é (n° 2 5 2 ) , e t à c h e r c h e r l ' i n t e r sec t ion de ces deux p lans t a n g e n t s . La 

dé t e rmina t i on du plan t angen t à u n e surface de révolu t ion peu t faci lement se dé 

d u i r e de la n o r m a l e à laquel le il est p e r p e n d i c u l a i r e . Enfin on peu t o b t e n i r la 

t angen te sans c o n s t r u i r e les p lans t a n g e n t s ; car si l 'on m è n e au po in t d o n n é les 

no rma les à c h a c u n e des deux surfaces (et il est facile de r e c o n n a î t r e q u e p o u r une 

surface de révolu t ion on n'a pas beso in de passe r p a r le plan t angen t p o u r c o n s t r u i r e 

la n o r m a l e en un p o i n t de ce t te s u r f a c e ) , elles d é t e r m i n e n t i m p l a n qui est un plan 

n o r m a l en m ô m e t emps aux deux sur faces , et par c o n s é q u e n t no rma l à leur in tersec

t ion. Donc la t angente d e m a n d é e est p e r p e n d i c u l a i r e à ce p lan des deux n o r m a l e s . 

Si l 'on cons idè re les c o n s t r u c t i o n s qu i do iven t ê t r e effectuées su r le p lan ver 

tical p o u r avoir la p ro jec t ion vert icale de la t a n g e n t e , i n d é p e n d a m m e n t de la figure 

ou système de l ' e space , on en conc lu ra un p r o c é d é de g é o m é t r i e p lane p o u r mene r 

la t angen te à ce t te c o u r b e , et ce p r o c é d é sera exac temen t app l i cab le aux po in ts 

ex t r êmes de cet te p r o j e c t i o n , p o u r l esque l s les cons idé ra t ions p r écéd en t e s s e 

ra ien t insuffisantes. Il est é v i d e n t , d ' a i l l eu r s , q u e ces opé ra t ions g é o m é t r i q u e s 

do ivent d o n n e r ce t te t angen te , p u i s q u ' o n peu t enfler les deux surfaces de m a n i è r e 

q u e ces po in t s a p p a r t i e n n e n t t o u j o u r s à la project ion ver t ica le de l ' i n t e r sec t ion , 

mais n ' en soient p l u s les po in t s e x t r ê m e s . La cons idé r a t i on d 'enfler les deux s u r 

laces p o u r q u e les po in ts e x t r ê m e s pa r r a p p o r t a u x deux p r e m i è r e s s u r f a c e s , ne 

so ient p lus les p o i n t s ex t r êmes p a r r a p p o r t aux deux nouvel les surfaces e n f l é e s . 

m o n t r e d ' u n e m a n i è r e ne t te et exacte q u e la m é t h o d e des n o r m a l e s , app l iquée à 

un po in t q u e l c o n q u e de la p ro j ec t ion ver t icale de l ' i n te r sec t ion des deux surfaces , 

peu t ê t re r i g o u r e u s e m e n t a p p l i q u é e aux po in t s e x t r ê m e s de ce t te pro jec t ion (*). 

De quelques propriétés dont jouissent deux ou plusieurs cercles tracés sur une sphère. 

3 6 7 . Par deux cercles qui se coupent ou qui n ont pas de points communs, et qui sont 

situés sur une sphère, on peut toujours faire passer deux surfaces coniques. E n effet, 

par le c en t r e de la s p h è r e , on peu t t ou jou r s m e n e r un p lan p e r p e n d i c u l a i r e à l ' i n -

(*} Lorsqu'on emploie la considération des infiniments petits pour démontrer que la construction 

géométr ique , employée pour u n point courant de la courbe , s'applique exactement aux points extrêmes , 

il faut s'appuyer sur ce qu'une surface gauche p e u t , en vertu d'une génération toute particulière , pré

senter une courbure développable tout le long d'une ou de plusieurs de ses génératrices droites Voyez 

.i '-e sujet l'ouvrage qui a pour litre : Urreloppeuteute de géométrie dcucripHee . chnpitie V. page ?f.'s. 



lersect ion des [dans des deux cerc les , il c o u p e r a la sphè re suivant un g r a n d cercle 

C (fig. 2 3 2 ) , et les p lans des cercles A et A' su ivan t des d i a m è t r e s D et D ' , et si 

l 'on u n i t les ex t rémi tés m, m ' , e t n, ri pa r des d r o i t e s , elles se coupen t en un 

poin t s, q u i est le s o m m e t d ' u n e surface c o n i q u e s u r l aque l l e son t p lacées les 

deux c i rconfé rences A et A'. P o u r le d é m o n t r e r , il suffit de faire voir q u ' u n e 

d ro i t e m e n é e d u po in t s à u n poin t q u e l c o n q u e y de A, r e n c o n t r e A'. Or, ms et 

ns sont les t races de deux p l ans ver t icaux t angen t s à la fois aux deux cerc les A et A'; 

si l 'on suppose q u e l ' un de ces p lans se m e u v e en res tan t t ou jou r s t angen t à ces 

deux ce rc l e s , il e n g e n d r e r a p a r ses i n t e r sec t ions successives u n e surface dévelop-

pab le , q u i es t é v i d e m m e n t c o u r b e . Si d o n c n o u s d é m o n t r o n s q u e t ou t e s ses géné

ra t r i ces r e n c o n t r e n t u n e m ê m e d r o i t e , e l les la r e n c o n t r e r o n t néce s sa i r emen t au 

m ô m e po in t , et fo rmeron t p a r c o n s é q u e n t u n e sur face c o n i q u e (n° 2 1 3 Ois)] or 

les p l ans de A et A' se c o u p e n t su ivant u n e d r o i t e ï , s u r laque l le p r e n a n t un 

po in t x, et de ce po in t m e n a n t les t angentes xy, xz au cerc le A, et les t angen tes xy', 

xz' au ce rc le A', xy e t xy d é t e r m i n e n t u n e posi t ion du plan t a n g e n t , et d o n n e n t 

u n e géné ra t r i c e yy; de m ô m e xz c l xz font c o n n a î t r e u n e a u t r e géné ra t r i ce zz, et 

ces deux géné ra t r i ces son t d a n s un môme p l a n q u i est la seconde posi t ion d u plan 

t a n g e n t ; en p r e n a n t un a u t r e p o i n t a , on ob t i end ra i t d ' au t r e s géné ra t r i c e s . Mais 

tou tes les co rdes xz se c o u p e n t en u n m ô m e po in t o (n° 3 3 1 ) , tou tes les cordes yz 

se c o u p e n t en u n m ô m e p o i n t d, d o n c tous les p l ans des géné ra t r i ce s yyr, zz' se 

c o u p e n t su ivan t u n e m ê m e d r o i t e od, q u i sera r e n c o n t r é e ou c o u p é e p a r tou tes 

les géné ra t r i ces de la surface déve loppable enve loppe des p lans t a n g e n t s , d o n c ce t te 

surface est u n e surface c o n i q u e (n° 2 1 3 bis). On a u r a i t u n e seconde surface c o n i q u e 

en un i s san t les po in t s m, n'elm', n, p u i s en c o m b i n a n t ensemble les t angen tes 

La m ê m e chose a u r a i t l ieu si les deux cercles A e t A' se c o u p a i e n t . 

Mais si les deux cerc les A et A' é t a ien t t angen t s , ce qu i au ra i t l ieu s i , par e x e m 

p l e , les po in t s n e t ri se s u p e r p o s a i e n t , il est visible q u ' a l o r s le po in t s' coïncide

rai t aussi avec n cl ri, et par c o n s é q u e n t il ne res tera i t p lus q u ' u n e seule surface 

c o n i q u e enve loppan t à la fois les deux cerc les A et A'. 

3 0 8 . Il r é su l t e de là q u e si une sphère el un cône se coupent suivant un cercle A, ils 

se coupent suivant un second cercle; car , pa r le s o m m e t s d u c è n e et par le c e n t r e de 

la s p h è r e , faisant passer u n p lan p e r p e n d i c u l a i r e au p ian d u cercle A, \[ coupe ra 

la s p h è r e su ivant un g r a n d cercle G, le p lan du ce rc le A su ivant un d i a m è t r e D, et 

la seconde c o u r b e d ' i n t e r sec t ion en deux p o i n t s n et ri y si l 'on conçoi t par nn' ou 

13' un p l a n vert ical c o u p a n t la s p h è r e su ivan t le cerc le A', les deux cercles A et A' 

son t s u r u n e m ê m e surface c o n i q u e , don t le s o m m e t est au p o i n t d ' in te r sec t ion 

des d ro i t e s mm' et nn' ; mais ce point est p réc i sémen t le s o m m e t s du cône p roposé . 



.'loue le ce rc le A' est s i tué à la fois su r la sphè re et su r le c ô n e , donc ii est leur 

seconde c o u r b e d ' i n t e r sec t ion . Tou t p ian para l lè le à l 'un des p l ans de ces doux 

cercles coupe la surface c o n i q u e su ivan t un cerc le ; on peu t d o n c coupe r ce r t a ins 

cônes ob l iques su ivant des cerc les par deux sér ies différentes de p l ans para l lè les ; 

on les n o m m e sections anti-parallèles ou sous-contraires du cône oblique ; mais il res te à 

d é m o n t r e r que tout cône (non de révolu t ion) ayan t p o u r base u n e sect ion c o n i q u e , 

j ou i t de la p r o p r i é t é d 'avoir des sections •circulaires: c 'est ce q u e n o u s d é m o n t r e 

rons p lus lo in . 

3 0 9 . C'est su r cet te p r o p r i é t é q u e repose la cons t ruc t i on des m a p p e m o n d e s et 

aussi su r la propos i t ion su ivan te , savoir : q u e s':, dans un cercle, on tire un diamètre, 

ijne par le milieu de l'une des demi-circonférences on mène deux cordes, elles coupent 

le diamètre et le cercle en quatre points qui sont sur une même circonférence de cercle. 

ce q u i r é su i t e i m m é d i a t e m e n t de la p r o p r i é t é des q u a d r i l a t è r e s in sc r ip t ib l e s . 

3 7 0 . PROBLÈME 8 . Connaissant les trois angles dièdres d'un angle trièdre, con

struire tes trois angles plans. P r e n o n s p o u r p lan ho r i zon ta l le p lan de l ' une des 

faces (fig. 233) et le plan vert ical de p ro jec t ion p e r p e n d i c u l a i r e à u n e seconde face 

don t le p lan dés igné p a r P fera avec le plan h o r i z o n t a l , l 'un des angles d o n n é s (3; 

d o n c Y1' fera avec LT cet ang le ¡3. E n cho i s i s san t le po in t a de H p p o u r s o m m e t de 

l 'angle t r i è d r e , il faut pa r ce point a mene r un p lan Q , faisant avec le p l a n ho r i 

zonta l l ' angle d o n n é y, et avec le p lan P l ' a u t r e angle d o n n é « ; ce p lan Q doit 

d o n c ê t r e t angen t à deux sur faces con iques de révolut ion a y a n t l eu r s s o m m e t s au 

p o i n t a (n° 2 3 0 ) , d o n t l ' une a i t p o u r axe u n e ver t icale A , et p o u r g é n é r a t r i c e u n e 

d ro i t e G faisant avec le p lan hor izonta l l ' angle y, et d o n t l ' au t r e ait p o u r axe une 

d ro i t e A f p e r p e n d i c u l a i r e au p lan P , e t p o u r g é n é r a t r i c e u n e d ro i t e G!, fa isant 

avec ce p lan , l ' angle a. Si l 'on coupe ces deux surfaces con iques pa r u n e s p h è r e , 

les parallèles A et A f s e ron t s u r u n e t ro i s i ème surface c o n i q u e 2, à laquel le le 

p ian Q est aussi t a n g e n t , pu i squ ' i l con t i en t une t angen te à chacun des cerc les 

ou parallèles A et A f (n° 367 ) ; d o n c H° sera t angen te à la base B de cet te sur face 2, 

laquel le base B est un cerc le semblab le à A, et don t on t rouve fac i lement le c en t r e 

et le r a y o n , car on conna î t le s o m m e t de la surface c o n i q u e 2. 

Ce p r o b l è m e a d m e t é v i d e m m e n t deux so lu t i ons . 

3 7 1 . Si une surface cylindrique coupe une surface sphérique suivant un cercle, elle le 

coupera suivant un second cercle de même rayon que le premier. Pa r le c e n t r e de la 

sphè re , on peu t toujours m e n e r un plan R para l lè le aux généra t r i ces dro i tes du 

cy l ind re , et p e r p e n d i c u l a i r e au p lan du cerc le B d ' in t e r sec t ion des deuv. sur faces . 

Si l 'on p r e n d ce plan R p o u r p lan hor i zon ta l de pro jec t ion , la s p h è r e sera coupée 

par ce plan B suivant un g r and cerc le G ( fig. 2 3 4 ) , et le plan de la base B é tan t 

pe rpend icu la i r e au plan h o r i z o n t a l , B'' sera u n e d ro i t e r e n c o n t r a n t le cercle G a u \ 



poin t s a et b , par lesquels passent deux généra t r i ces du c y l i n d r e , mais ces g é n é 

ra t r ices devant ê t r e para l lè les au p lan hor izon ta l et ayan t c h a c u n e un po in t d a n s ce 

p lan y s e ron t tout en t iè res ; d o n c elles c o u p e r o n t la s p h è r e en des po in t s a et b' du 

cerc le C. 

Si l 'on cons idè re u n e g é n é r a t r i c e d ro i t e q u e l c o n q u e G menée p a r un p o i n t x 

du cerc le B, elle coupe ra la s p h è r e en u n second p o i n t x' p ro je té e n x"1, et j e d is 

q u e les t ro is po in t s x', x'h, b' sont en l igne d ro i t e ; p o u r le d é m o n t r e r , pa r le c e n t r e 

o d e la s p h è r e j e m è n e un p l a n P p e r p e n d i c u l a i r e aux géné ra t r i ce s d u c y l i n d r e , ce 

plan c o u p e r a en deux par t i e s égales tou tes les co rdes aa', bb', xx de la s p h è r e , 

qu i lui son t p e r p e n d i c u l a i r e s 5 d o n c H p d ivise aussi en deux pa r t i e s égales les 

p ro jec t ions ad, bb', xhx'h ; mais les po in t s mi l i eu a", b", x"h; sont en I i g n e d r o i t e , 

ainsi q u e les poin ts e x t r ê m e s a, b, xh; d o n c il en est de m ê m e des au t r e s e x t r é 

mi tés a!, b', x"1, d e ces d r o i t e s . La m ê m e chose aura i t lieu p o u r t o u t e a u t r e géné 

r a t r i c e , d o n c la p ro jec t ion de la seconde c o u r b e d ' i n t e r sec t ion sera la d ro i te a'b'. 

cet te c o u r b e B' est d o n c p l ane , et c o m m e elle est s i t uée su r une s p h è r e elle ne 

peu t ê t r e q u ' u n ce rc le . Nous voyons de p lus q u e les dro i tes aa' et bb' étan t 

para l lè les , les co rdes ab et a'b' son t é g a l e s ; mais ces co rdes sont des d i a m è t r e s 

des deux cerc les B e t B ' , donc ces cerc les son t é g a u x , d é p l u s l e u r s p lans s o m 

p e r p e n d i c u l a i r e s à un m ê m e p i a n , para l lè le aux g é n é r a t r i c e s du c y l i n d r e e ; 

qu i n ' e s t a u t r e q u e le p lan R . 

ISous p o u v o n s d o n c géné ra l i se r le t h é o r è m e é n o n c é et de la m a n i è r e su ivan te : 

si un cylindre entre dans une sphère par un cercle, il en sort par un second cercle 

égal au premier, les plans de ces deux cercles étant perpendiculaires èi un même plan 

mené par le centre de la sphère parallèlement aux génératrices droites du cylindre. Si 

l 'un des cerc les est un g r a n d cerc le de la s p h è r e , l ' au t r e s e r a aussi un g rand 

cerc le , et l 'on voit aussi q u e pa r deux pe t i t s cerc les égaux s i tués s u r une s p h è r e on 

p o u r r a faire passer u n c y l i n d r e et u n cône si les deux ce rc l e s ne se c o u p e n t pas 

ou se c o u p e n t en deux p o i n t s , et q u ' o n n e p o u r r a faire passer par les deux cercles 

q u ' u n seul c y l i n d r e , si les deux ce rc les se t o u c h e n t . Si les deux cerc les sont 

des g r a n d s cerc les de la s p h è r e on p o u r r a tou jou r s faire p a s s e r , pa r e u x , deux 

c y l i n d r e s . On peu t c o n c l u r e de là qu ' i l exis te des cy l ind res ayan t p o u r base u n e 

el l ipse (e t n ' é t a n t pas de r évo lu t ion ), qu i p e u v e n t ê t r e coupés par deux p l ans de 

d i rec t ion opposée su ivant des cerc les égaux , a u x q u e l s on a d o n n é le n o m de 

sec t ions sous-contraires ou anti-parallèles ; mais il r es te à d é m o n t r e r q u e tou t cy

l i n d r e ayan t p o u r base u n e ell ipse jou i t de la p r o p r i é t é d 'avoir des sections-cir

culaires, c 'es t ce q u e n o u s d é m o n t r e r o n s p l u s loin (n° 3 7 3 ter ) . 

3 7 1 bis. E t an t d o n n é e s une s p h è r e S et u n e d ro i t e D extérieure à cel te surface, on 

peut m e n e r pa r cette d ro i te D deux p lans 0 et 0 ' t angen t s à la sphè re S, les po in t s 
2 e i - A U T i r . *20 



de con t ac t é t an t m et m' ; la d r o i t e mm q u e n o u s d é s i g n e r o n s pa r D, est d i te 

polaire réciproque de la d ro i t e D en ve r tu de la p r o p r i é t é su ivan te . 

Si pa r la d ro i t e D on m è n e u n e sér ie de p l a n s P , P ' , P " , e t c . , eoupan* la s p h è r e 

S su ivan t les ce rc les C, G', G", e t c . , ces cerc les s e r o n t un i s deux à deux p a r des 

cônes d o n t les s o m m e t s s e r o n t s u r la d r o i t e D, ; et réciproquement si p a r la d ro i t e 

D, on m è n e u n e sé r ie d e p l ans P , , P ' , , P " , , e t c . , c o u p a n t la s p h è r e S su ivan t les 

cercles G,, C',, C " F , e t c . , ces ce rc les s e r o n t un i s deux à deux p a r des cônes don t 

les s o m m e t s s e r o n t s u r la d r o i t e D . 

Nous a l lons d é m o n t r e r l ' ex is tence de ce t te p r o p r i é t é r e m a r q u a b l e . 

P a r u n e d ro i t e D e x t é r i e u r e à u n e surface s p h é r i q u e S on n e p e u t m e n e r q u e 

deux p l ans 0 et 0 ' t angen t s à cet te s p h è r e S. P o u r t r ouve r les po in t s de con tac t 

on p r e n d deux po in t s d et d'sur la d r o i t e D et on les r e g a r d e c o m m e les s o m m e t s 

de deux cônes A et A' t a n g e n t s à la sphè re S su ivan t les cercles C et G ' , l esquels 

se c o u p e n t en d e u x po in t s m et m q u i son t les p o i n t s de con tac t d e m a n d é s des 

p lans © e t © ' . 

Et c o m m e il n ' ex i s t e q u e deux p l a n s t a n g e n t s 0 et ©' passan t p a r la d ro i t e I ) , 

il s ' ensu i t q u e que l le q u e soi t la posi t ion des po in t s c'et d'sur l a d r o i l e D, on r e t r o u 

vera t ou jou r s les m ê m e s p o i n t s m et ni ; on p e u t donc é n o n c e r ce q u i su i t : 

1° Si l'on construit une série de cônes A, A', A", etc., tangents à une sphère S suivant 

les cercles C, C', G", etc., ces cônes ayant leurs sommets situés sur une droite D exté

rieure ci la sphère S , tous ces cercles G , C ' , C", etc., se couperont en deux points 

m et m ' . 

Un i s sons les p o i n t s m et m ' p a r u n e d r o i t e D t , si l 'on p r e n d s u r ce t t e d r o i t e I), 

un po in t a r b i t r a i r e dt et q u ' o n le r ega rde c o m m e le s o m m e t d ' u n cône A, t angen t 

à la s p h è r e S su ivan t un ce rc le C I 9 j e d i s q u e le p lan P, d u cerc le G, passe ra pa r 

la d r o i t e D. 

Et en effet : 

Menons p a r la d ro i t e D, et le po in t d s i tué s u r D u n p l an P A , il c o u p e r a la s p h è r e 

S su ivan t u n cerc le C, ayan t p o u r pôle le po in t d et p o u r polaire la d ro i t e mm ou D,. 

Or si d ' u n p o i n t de D, on m è n e deux t angen t e s au cerc le C, les p o i n t s de 

con tac t et le po in t d s e r o n t en l igne d r o i t e , en ver tu de ce q u i a é té di t ( n ° 3 3 1 ) . 

Dès l o r s , on voit q u e le p lan P, c o u p e r a tous les cerc les C t , su ivan t des c o r d e s 

qu i p ro longées i ron t s ' appuye r s u r la d r o i t e D. 

Le p lan P_ passe d o n c p a r la d r o i t e D. 

De p l u s , le po in t pt, en l eque l le p l a n P , coupe la d ro i t e D , , sera le pôle d u 

cerc le C , , la polaire é t an t la d ro i t e D . 

A ins i , il se t r ouve d é m o n t r é : 

2° Que si ayant une sphère S et une corde m m ' qui prolongée sera désignée par l ) , . 



Von construit une série de cônes À, , A / , A / f , etc. , tangents à la sphère S , suivant 

les cercles C , , G / , C," , et ayant leurs sommets d , , d / , d,", e i c , situés sur la droite 

D , , /es p/cms P , , P / , P / ' , e ic . , de tous ces cercles C,, C / , C,", e/c. , passeront par la 

droite D , intersection des deux plans 0 et 0 ' tangents à la sphère S points m etm'. 

Et de p l u s , ces plans P , , P / , P / ' , e/c., couperont la droite en des points p , , p / , 

p/ ' ' , eie , </z« seront les pôles des cercles G,, C / , C/ ' , e ic . , par rapport à leur po l a i r e 

c o m m u n e D. 

Et c o m m e i! a été d é m o n t r é (n° 367 ) q u e si Ton avai t deux cerc les ( q u i n e se 

c o u p e n t pas) et G/ d ' u n e s p h è r e S , ces deux cerc les pouva ien t ê t r e enveloppés 

par deux cônes a y a n t l e u r s s o m m e t s s u r la d r o i t e D, qu i un i s sa i t l e u r s pôles p, e t 

p / p a r r a p p o r t a la polaire D q u i est l ' i n t e r sec t ion de l eu r s deux p lans , il s ' ensu i t q u e 

l 'on peu t é n o n c e r ce qui suit : 

3° Étant données une sphère S et une droite D e x t é r i e u r e ci cette surface, si l'on fait 

passer par D une série de plans P , P ' , P " , etc., coupant la sphère S suivant les cercles 

C j C', C", etc., les pôles p , p ' , p " , etc., de ces cercles , par rapport à la po la i re D , 

seront sur une droite D,_, et ces cercles pourront être enveloppés deux à deux par des 

cônes dont les sommets seront situés sur D,. 

Et c o m m e il a é té d é m o n t r é c i - d e s s u s : I O q u e si l 'on avait deux cerc les G et G', 

se c o u p a n t en deux po in t s m e t iri et s i tués s u r u n e s p h è r e S , ces deux cerc les 

pouva ien t ê t r e enveloppés p a r deux cônes don t les s o m m e t s d e t d'étaient e x t é 

r i e u r s à la surface S , e t q u e les po in t s m e t tri é t a i en t les p o i n t s d e con tac t des 

deux p l a n s t angen t s 0 et 0 ' , qu i se c o u p a i e n t su ivan t la d ro i t e D q u i un i s sa i t les 

po in t s d et (/'; 2° q u e tou t plan P passant pa r D coupe la s p h è r e S su ivan t un cerc le 

G, et la d r o i t e mm ou D, en u n po in t p , , q u i es t le pôle d e G, p a r r a p p o r t à la 

polaire D , iî s ' ensu i t q u e ce p lan P , c o u p e les cerc les C et C' en q u a t r e p o i n t s 

// et n, g e t ri qu i fo rmeron t u n q u a d r i l a t è r e insc r i t au ce rc le C, , et d o n t les 

d iagonales se c ro i se ron t au point pr 

Dès l o r s , en vertu de ce qu i a é té di t (n" 3 3 3 ) s u r les q u a d r i l a t è r e s insc r i t s à 

u n e sec t ion c o n i q u e , les côtés opposés qq, nri p ro longés i ron t se c o u p e r s u r la 

polaire D. 

On peu t donc énonce r ce qu i suit : 

i° Si par une droite D coupant une sphère S en deux points m et nï, on mène une 

série de plans P , P ' , P " , etc., coupant la sphère S suivant les cercles C , C', C", efc., ces 

cercles pourront être tn-is deux ti deux par des cônes dont les sommets seront situés sur 

la droite D , Ínter seciion des deux plans & et & tangents à la sphère S aux points 

m et m ' . 



C H A P I T R E V U E 

nÉVELOPPEMEKT DES SURFACES CYLINDRIQUES ET CONIQUES. 

3 7 2 . Si n o u s imag inons u n e sé r ie de p lans t angen t s m e n é s à u n e surface réglée 

et déve loppable p a r tou tes ses généra t r i ces d r o i t e s , tous ces p lans ( q u e n o u s 

supposons successifs et in f in iment vo i s i n s ) se c o u p e r o n t deux à deux su ivant 

des d ro i t e s , q u i ne s e ron t a u t r e s q u e les d iverses géné ra t r i c e s d ro i t e s ou carac

téristiques de la surface d é v e l o p p a b l e , et en i m a g i n a n t q u e chacun t o u r n e respec

t ivement a u t o u r de c h a c u n e de ces d ro i t e s p o u r venir s ' app l ique r success ive 

m e n t su r celui qu i le p r é c è d e , on voit q u ' e n ne conse rvan t de c h a c u n de ces 

p lans q u e l ' é l ément de la surface qu i y étai t c o n t e n u , tous les é l é m e n t s de la 

surface c o u r b e se t r ouven t r a p p o r t é s et é t e n d u s su r un m ê m e p l a n ; tou tes les 

courbes t racées su r la surface développable se t r a n s f o r m e r o n t su r le p lan du déve

loppement en d ' au t re s c o u r b e s . On o b t i e n d r a a ins i ce q u e l 'on n o m m e la trans

formée d ' u n e c o u r b e C à doub l e c o u r b u r e et t r a cée s u r u n e surface déve loppab le . 

Il est à r e m a r q u e r q u e si nous s u p p o s o n s u n e t angen te 0 à la c o u r b e C en un ce r 

tain p o i n t , elle sera e n c o r e t a n g e n t e à îa t r ans fo rmée C, ap rès le d é v e l o p p e m e n t 

effectué s u r le p lan t angen t T m e n é p a r la t a n g e n t e 0, ca r l ' é l ément rec t i l igne q u e 

la t a n g e n t e G avai t de c o m m u n avec la c o u r b e C n ' a pas cessé d ' ê t r e c o m m u n à la 

langenteO et à la c o u r b e C,. Si d a n s le p lan t angen t T, su r lequel on effectue le déve

l o p p e m e n t de la sur face d é v e l o p p a b l e , on s u p p o s e u n e p e r p e n d i c u l a i r e à la t a n 

gen te 0, elle est aussi p e r p e n d i c u l a i r e à la c o u r b e C avant et a p r è s le déve loppemen t , 

d o n c la t angen te n ' a pas cessé d ' ê t r e t a n g e n t e p a r l e m o u v e m e n t des p lans t a n g e n t s , 

et la n o r m a l e e n t r a î n é e d a n s le m ê m e m o u v e m e n t n e cesse pas d ' ê t r e n o r m a l e . 

D 'après cela , il sera b i en facile de r a p p o r t e r s u r le déve loppemen t d ' u n e s u r 

face déve loppable u n e c o u r b e et sa t angen te , ce qui est p r e s q u e tou jours le but 

q u ' o n se p r o p o s e . Au lieu de c o n s t r u i r e t ous les p l ans t angen t s p o u r les r aba t t r e 

s u c c e s s i v e m e n t , et les r e c o u c h e r les u n s s u r les au t r e s p o u r ne fo rmer q u ' u n 

seul p l a n , on coupe la sur face p r o p o s é e p a r une a u t r e surface q u i soi t p e r p e n 

d icu la i re à tou tes ses géné ra t r i ce s , ou b ien on c h e r c h e su r la surface u n e c o u r b e 

don t la t r ans fo rmée s ' ob t i enne i m m é d i a t e m e n t , et don t la l o n g u e u r ou le déve

loppement soit facile à t rouver et qu i soit telle q u e l 'on conna i s se facilement l 'angle 

q u e fait c h a q u e géné ra t r i ce dro i te de la surface avec cet te c o u r b e . A i n s i , un 

c y l i n d r é e ! un cone dro i t s à bases c i r cu la i r e s peuven t se développer f ac i l emen t . 



c a r i e p r e m i e r ayan t toutes ses g é n é r a t r i c e s p e r p e n d i c u l a i r e s su r la c i rconférence 

de sa base et paral lè les e n t r e e l l e s , ap r è s le d é v e l o p p e m e n t de la su r face , ces g é n é 

ra t r ices res te ron t pai alîèles et s e ron t p e r p e n d i c u l a i r e s à la t r ans fo rmée de la b a s e , 

de sor te q u e l 'on a u r a le déve loppemen t du c y l i n d r e en p r e n a n t u n e dro i te égale 

en l o n g u e u r à la c i rconfé rence de sa base et lui é levant ( p a r les d ivers po in ts de 

cet te d r o i t e ) des p e r p e n d i c u l a i r e s . 

Le cône de révolut ion a tous les po in t s de la c i r confé rence de sa base égale

m e n t d i s tan t s du s o m m e t , et ce t te c i r confé rence c o u p e sous l ' ang le d ro i t toutes 

les g é n é r a t r i c e s d ro i tes du cône ; il suffira d o n c de la déve lopper s u r u n e a u t r e 

c i rconfé rence de cerc le d é c r i t e avec un rayon égal à ce t te d is tance ou à Y apo

thème du cône dro i t d o n n é . 

La généra t ion de l 'hél ice p r o u v e q u e sa t r a n s f o r m é e est u n e l igne d ro i t e et 

se confond p a r c o n s é q u e n t avec sa t a n g e n t e en c h a c u n des ses po in t s ; c 'est m ê m e 

la cons idé ra t ion d o n t on se ser t p o u r c o n s t r u i r e la t a n g e n t e à l 'hél ice c y l i n d r i 

q u e , c o m m e n o u s le ve r rons au c h a p i t r e IX. On p o u r r a d o n c employe r l 'hél ice 

c y l i n d r i q u e , au lieu d e l à sect ion d r o i t e , p o u r déve lopper un c y l i n d r e , p u i s q u e 

Ton sait q u e la t r a n s f o r m é e de l 'hélice est u n e d r o i t e ; mais il faudra a lors con

na î t re à priori la l o n g u e u r d ' u n e spire de ce l le c o u r b e et Y angle sous lequel elle 

coupe les géné ra t r i c e s d ro i t e s d u c y l i n d r e . 

Nous n ' e x a m i n e r o n s ici q u e le déve loppemen t des surfaces c y l i n d r i q u e s et 

c o n i q u e s générales. 

3 7 3 . Développement d'un cylindre. Cette q u e s t i o n p e u t se d é c o m p o s e r en p l u 

s i eu r s a u t r e s q u e n o u s a l lons d i s t i ngue r , p o u r r e n d r e l ' opéra t ion p lus s imple et 

{dus facile à sa is i r . 

1" Construire la section droite d'un cylindre. Il faut c o u p e r Je cy l indre par une 

surface n o r m a l e à tou tes ses g é n é r a t r i c e s ; la c o u r b e de section est ce q u ' o n 

n o m m e la section droite du c y l i n d r e ; il est évident que le p lan est la surface qu i 

s a t i s f e r a i la c o n d i t i o n d e m a n d é e , p u i s q u e toutes les généra t r i ces droi tes d 'un 

c y l i n d r e sont pa ra l l è l e s . 

Première méthode. Soit A {fig. 235) la d i rec t r i ce d ro i t e du cy l indre et U sa 

b a s e , soit ï l p la t race ho r i zon ta l e du p lan de sect ion d r o i t e , elle est p e r p e n d i 

cu la i re aux pro jec t ions hor izon ta les des géné ra t r i c e s ( n° 8 1 ) . Nous n ' avons 

pas besoin des pro jec t ions de cet te s e c t i o n , il nous suffit d 'en t rouver le r aba t 

tement ; p o u r cela nous r e m a r q u o n s que les p lans q u i p ro j e t t en t ho r i zon ta l e 

m e n t les géné ra t r i ce s r e n c o n t r e n t le p lan P su ivant des d ro i t e s p e r p e n d i c u l a i r e s 

aux généra t r i ces c o r r e s p o n d a n t e s , d o n c p o u r la géné ra t r i ce droit* 1 G , par 

e x e m p l e , r aba t t ons son plan proje tant , en le faisant t o u r n e r a u t o u r de sa. 

t race ho r i zon ta l e ou Gh c o m m e a x e : au moyen du po in t m qui se rabat en m '.. 



sera r aba t t ue en G' , l ' i n t e r sec t ion du plan p ro je t an t G et du plan P sera 

r aba t t ue en la d ro i t e mhri p e r p e n d i c u l a i r e sur G', et n' sera le r a b a t t e m e n t d 'un 

point m de la sec t ion d r o i t e . P o u r d é t e r m i n e r tous les a u t r e s , il suffît d 'obse rver 

q u e tou tes les géné ra t r i ces font le m ê m e angle avec le p lan h o r i z o n t a l , ou , ce 

qu i est la m ê m e chose , avec leurs p ro j ec t i ons ho r i zon t a l e s , donc d a n s les r aba t 

t emen t s des d ivers p lans p r o j e t a n t s , toutes ces géné ra t r i ce s sont para l lè les et il 

en sera de m ô m e de l eu r s p e r p e n d i c u l a i r e s , il suffira donc de r épé te r su r c h a c u n e 

les c o n s t r u c t i o n s faites su r G et n o u s d é t e r m i n e r o n s u n e c o u r b e K', qu i n 'es t pas 

le r a b a t t e m e n t de la sec t ion d r o i t e , m a i s qui se rv i ra à la c o n s t r u i r e . 

En effet la d r o i t e mhn est p e r p e n d i c u l a i r e à H p , pu i squ ' e l l e est su r un p lan pe r 

pend i cu l a i r e à la fois au p lan P et au p l a n ho r i zon ta l et pa r c o n s é q u e n t à l eur 

i n t e r s e c t i o n , elle sera d o n c le r ayon de r a b a t t e m e n t du po in t n, q u i se po r t e r a 

en ri. On d é t e r m i n e r a i t de la m ô m e m a n i è r e tous les p o i n t s du r a b a t t e m e n t G' 

de la sect ion dro i te G. 

Deuxième méthode. La cons t ruc t i on se s impl i f iera i t en p r e n a n t un nouveau plan 

vertical de pro jec t ion para l lè le aux g é n é r a t r i c e s d ro i tes de la surface c y l i n d r i q u e , 

et ensu i t e en r aba t t an t le p lan de sect ion d ro i t e , s u r le plan hor izon ta l ou en consi

d é r a n t l e p l a n de sect ion dro i te c o m m e un nouveau p lan ho r i zon t a l de p ro jec t ion . 

2° Développer le cylindre. P u i s q u e toutes les g é n é r a t r i c e s sont p e r p e n d i c u l a i r e s 

à la sect ion d r o i t e , p r e n o n s - e n la t r a n s f o r m é e rec t i l igne a y.", p u i s é levons des 

p e r p e n d i c u l a i r e s ri ri, ri'ri' aux e x t r é m i t é s , elles c o m p r e n d r o n t e n t r e elles la s u r 

face c y l i n d r e d é v e l o p p é e ; en s u p p o s a n t toutefois q u ' o n n 'effectue le d é r o u l e m e n t 

du cy l i nd re q u ' u n e seu le fois. 

3° Rapporter sur le développement une courbe située sur le cylindre et dont on con

naît les projections. Les c o n s t r u c t i o n s p r é c é d e n t e s n o u s c o n d u i s e n t d i r e c t e m e n t à 

la t r a n s f o r m é e de la base du c y l i n d r e ; en effet , n o u s avons c o n s t r u i t les r a b a t t e 

m e n t s de toutes les p o r t i o n s d e s g é n é r a t r i c e s c o m p r i s e s e n t r e ce t te base et la 

sect ion d r o i t e ; si d o n c ayan t ouve r t le cy l i nd re en un po in t y. de la s e c t i o n , ou 

suivant la g é n é r a t r i c e d ro i t e G,, qu i y p a s s e , n o u s p r e n o n s s u r la t r ans fo rmée de 

la sect ion d r o i t e des pa r t i e s riri^=ari, et en assez g r a n d n o m b r e , e n s u i t e q u e par 

tous les p o i n t s a ins i o b t e n u s n o u s élevions les p e r p e n d i c u l a i r e s riri, n'p', -/c',.... 

qui n o u s r e p r é s e n t e r o n t les g é n é r a t r i c e s G, , G . . . . il n 'y a u r a p lus qu ' à p o r t e r 

s u r elles les d i s tances compr i s e s e n t r e la base et la section dro i te , d i s lances qu i 

sont d o n n é e s en pri , la c o u r b e B' q u i passe pa r les e x t r é m i t é s de ces droi tes 

est la t r ans fo rmée de la base d u c y l i n d r e . 

Au moyen de la t r ans fo rmée de la base du c y l i n d r e , on ob t ien t faci lement les 

t r ans formées de tou tes les au t r e s c o u r b e s t racées s u r le c y l i n d r e , et cela en p o r 

tant sur les géné ra t r i ces au déve loppemen t et en p a r t a n t des divers points de la 



t r ans fo rmée de la base des l o n g u e u r s égales aux pa r t i e s c o m p r i s e s e n t r e ce t te base 

et la c o u r b e don t on c h e r c h e la t r a n s f o r m é e . 

A" Enfin mener la tangente en un point de la transformée. Obse rvons q u e la t a n 

gen te au po in t m, doit ê t r e su r le p lan langent d o n t l ' in te rsec t ion avec le p lan 

de sect ion d ro i t e est u n e t a n g e n t e à la sec t ion d ro i t e . Menons la t r ace d u p lan 

t a n g e n t , elle r e n c o n t r e celle du p lan P en i, mais la t a n g e n t e à la sect ion d ro i t e , 

qu i est l ' i n t e r sec t ion de ces d e u x p lans , r e n c o n t r e r a le p lan ho r i zon ta l en ce m ê m e 

poin t i, q u i ne var iera pas p e n d a n t le d é v e l o p p e m e n t , d o n c cel te t angen te sera 

d o n n é e en 0 ' . Or , d a n s le d é v e l o p p e m e n t ; la t angen te à u n e c o u r b e lui d e m e u r e 

t a n g e n t e , d o n c 0 ' se confondra avec dd', le po in t i se t r ouve ra tou jours à u n e 

d i s t ance inr du p o i n t s vers le p o i n t a , il faudra d o n c p r e n d r e ntit=inri, j o i n d r e 

i'p\ ce sera la t a n g e n t e 0 r a p p o r t é e s u r la transformée. 

31S bis. Nous avons i n d i q u é deux m é t h o d e s (n° 3 7 3 , 1°) p o u r c o n s t r u i r e la 

sect ion d ro i t e d ' u n c y l i n d r e , celle q u e l 'on doi t p r é f é r e r est sans con t red i t la 

seconde q u i cons i s t e à c h a n g e r de p lan ver t ica l d e p ro jec t ion , ce qu i est facile , 

lo r squ ' i l s 'agit d ' u n c y l i n d r e d o n n é par sa base ou t race ho r i zon ta l e et les p r o j e c 

t ions de la d ro i t e D à laquel le ses géné ra t r i ce s d ro i t e s son t p a r a l l è l e s , p u i s q u ' i l 

suffit de c o n n a î t r e la p ro jec t ion Dv/ de la d ro i t e D su r le nouveau p lan vert ical 

de pro jec t ion don t la l igne d é t e r r e L/T ' est p r i se para l l è le à D \ 

Mais si n o u s avons exposé la p r e m i è r e m é t h o d e , c 'est qu ' e l l e n o u s p e r m e t de 

m o n t r e r u n e app l i ca t ion d u p r i n c i p e d o n t n o u s avons p a r l é d a n s la p r e m i è r e pa r t i e 

de ce cou r s ( n° 1 5 6 , page 87 ) , et q u i cons i s t e , l o r squ ' i l s 'agi t d ' u n p r o b l è m e 

p l an , à faire passer u n e pa r t i e d u sys t ème d a n s l 'espace p o u r a r r ive r souvent avec 

facilité à la so lu t ion d u p r o b l è m e p r o p o s é s u r le s y s t è m e p l a n . 

La fig. 2 3 5 n o u s en offre un exemple r e m a r q u a b l e . 

Et en effet : so ien t d o n n é e s ( fig. 2 3 5 bis) u n e c o u r b e B et q u a t r e d ro i t e s A , K , 

L et D , tel les q u e A soi t d i r igé a r b i t r a i r e m e n t p a r r a p p o r t à la c o u r b e B , et q u e 

les d ro i t e s A et K soient r ec t angu la i r e s ou n o n e n t r e e l l e s , et q u e les d r o i e s L et 

D so ien t aussi r e c t angu l a i r e s ou n o n e n t r e e l les . 

Cela posé : 

Menons pa r un p o i n t b' d e l à c o u r b e B u n e d ro i t e 67/' c o u p a n t la d ro i te A au 

poin t d, et p a r ce m ê m e po in t b' u n e d ro i t e b'd! para l lè le à la d ro i t e D , pu i s pa r le 

po in t a' u n e d ro i t e dd' para l lè le à la d ro i t e L , les d ro i t e s b'd' et dd se c o u p e r o n t 

en u n po in t d'. 

Fa i san t la m ê m e c o n s t r u c t i o n p o u r c h a c u n des po in t s b, b', b", e t c . , de la c o u r b e 

B, on t r ouve ra u n e su i te de po in t s d, d', d", e t c . , q u i d é t e r m i n e r o n t u n e c o u r b e B'; 

on d e m a n d e : la courbe B étant une section conique, quelle sera la courbe B' ? 

La c o u r b e B' sera u n e sect ion c o n i q u e de m ê m e espèce q u e la cou rbe B . ainsi 



u n e e l l ipse , si В est u n e el l ipse, u n e pa rabo le si В est u n e p a r a b o l e , e tc . ; et en effet : 
Dés ignons la d r o i t e A p a r H r , la d r o i t e D p a r G", la d r o i t e К р а г H x , la d ro i te 

L pa r P et le p o i n t d pa r xh, et la c o u r b e B' par C h ; il est év ident q u e la courbe 
G h est la p ro jec t ion hor izon ta le de la c o u r b e С sec t ion faite d a n s u n cy l indre 
ayant la c o u r b e В p o u r t r ace h o r i z o n t a l e et ses g é n é r a t r i c e s d ro i tes p ro je tées 

h o r i z o n t a l e m e n t su iven t des para l lè les à G \ par un p lan P coupé p a r les p l ans 

auxi l ia i res X (pa r a l l è l e s e n t r e eux et passan t par les géné ra t r i c e s G du c y l i n d r e ) 

su ivant des d ro i t e s I para l lè les e n t r e el les et pro je tées su r le plan h o r i z o n t a l en 

des para l lè les à la d r o i t e 1*. 

Quel le q u e soit la n a t u r e g é o m é t r i q u e de la c o u r b e В , la c o u r b e B' sera de 
m ê m e n a t u r e , car si la c o u r b e В a u n e a sympto t e , la c o u r b e B' a u r a u n e a s y m p t o t e ; 
si la c o u r b e В est f e r m é e , la c o u r b e B' sera f e r m é e ; si la c o u r b e В est coupée 

pa r u n e d ro i t e e n n p o i n t s , la c o u r b e B' sera aussi telle q u ' e l l e sera c o u p é e p a r 

u n e d r o i t e en n p o i n t s . 

De certaines propriétés dont jouit le cylindre à base-section conique. 

3 7 3 1er. T o u t c y l i n d r e o b l i q u e ( n o n de r é v o l u t i o n ) ayan t p o u r sect ion d ro i t e 

u n e ell ipse ou u n e h y p e r b o l e j ou i t de la p r o p r i é t é d 'avoir u n axe et le c y l i n d r e 

e l l ip t ique est le seul des t ro i s cy l i nd re s o b l i q u e s qu i pu i sse ê t r e coupé p a r deux 

p lans de d i r ec t i ons c o n t r a i r e s su ivan t des cercles. 

1° De taxe du cylindre elliptique ou hyperbolique. 

Concevons u n e dro i te A para l lè le aux géné ra t r i c e s d ' u n c y l i n d r e ayan t p o u r 

base u n e sect ion c o n i q u e E q u e l c o n q u e , faisons passer pa r la d r o i t e A u n e su i t e 

de p l a n s M , M', M'', e t c . , c h a c u n de ces p l a n s c o u p e r a le c y l i n d r e s u i v a n t deux 

géné ra t r i ce s droites» 

A i n s i , le p lan M suivant les dro i tes G et G , , 

— M r — G' et G,\ 

— M" — G" et G,", 

— e t c . — e tc . 

Si la d ro i te A est e n t r e les coup les de d ro i t e s G, G, et G", G / ' , e t c . , et si de 

p lus elle est é q u i d i s t a n t e de c h a c u n e des d ro i t e s dans c h a q u e couple , on dit q u e 

la d ro i t e A est Y axe du c y l i n d r e . 

Concevons la sect ion d r o i t e d ' u n c y l i n d r e o b l i q u e , ce t te sect ion sera u n e 

ell ipse E , ou u n e h y p e r b o l e H, ou u n e pa rabo le P . Or , si l 'on p r e n d le plan de 

sec ion dro i te pour plan h o r i z o n t a l , la d ro i t e A sera v e r t i c a l e ; et p o u r q u e la 



dro i t e A soit un a x e , il faudra q u e sa t race ho r i zon ta l e a soit le mil ieu de toutes 

les cordes des cou rbes E ou H ou P passan t p a r e l l e . 

Or , il est évident q u e cela ne p e u t avoir l ieu q u ' a u t a n t q u e le po in t a sera le 

c e n t r e de la sec t ion d ro i t e . 

A i n s i , il est d é m o n t r é q u e p a r m i les t rois cy l ind res o b l i q u e s , deux s e u l e m e n t , 

savoir : l ' e l l ip t ique et l ' h y p e r b o l i q u e , peuven t avoir et on t en effet u n axe qu i est 

la d ro i t e passan t par le c e n t r e de la sec t ion d ro i t e et para l lè le aux généra t r i ces 

dro i tes du c y l i n d r e ; e t il est év ident q u e t o u t e sec t ion faite pa r un plan q u e l 

c o n q u e à t r ave r s l 'un ou l ' a u t r e de ces deux cy l i nd re s , a u r a son c e n t r e s u r Vaxe 

2° Sections circulaires du cyliîîdre elliptique. 

L o r s q u e l 'on c h e r c h e si u n e sur face p e u t ê t r e coupée p a r un p lan suivant 

un cerc le , il faut néce s sa i r emen t p a r t i r de ce t te idée géométrique q u e le cerc le est 

u n e e l l ipse don t les deux axes son t égaux . 

C o m m e d a n s un cerc le tous les sys tèmes de d i a m è t r e s con jugués sont r e c t a n 

gu la i res e n t r e e u x , il faut a lors faire passer le p l an ( d o n t l ' i nc l ina i son doit ê t re 

ca lcu lée de m a n i è r e à o b t e n i r u n e sect ion c i r c u l a i r e ) p a r u n e t angen te G à la 

sur face et p a r u n e d ro i t e R p e r p e n d i c u l a i r e à ce t te t a n g e n t e 0 , ce t te d r o i t e R 

é t an t telle qu ' e l l e pu i s se con ten i r le c e n t r e du cerc le à c o n s t r u i r e . 

Cela posé : 

Si l 'on coupe p a r un p lan P q u e l c o n q u e u n c y l i n d r e e l l i p t i q u e , on sait q u e la 

sec t ion E a u r a tou jours p o u r cen t r e le po in t o en l eque l Vaxe du cy l ind re es! 

c o u p é p a r le p lan P . 

Cela posé : 

Si l 'on p r e n d un p o i n t m su r le c y l i n d r e 2 et si l 'on c o n s t r u i t le p lan T tan

gent en m à ce t te sur face 2, il faudra q u e le p lan (m, A ) pas san t pa r le po in t m 

et l 'axe A du cy l ind re 2 soit p e r p e n d i c u l a i r e au p lan T, p o u r q u e m e n a n t pa r le 

po in t m un p lan P q u e l c o n q u e c o u p a n t le p lan T suivant u n e t angen te 9 e l l e plan 

( m, A ) su ivant u n e d ro i t e R , les deux dro i tes R et 0 so ien t r ec t angu la i r e s e n t r e 

el les , p u i s q u e la d ro i t e R doi t con ten i r le c e n t r e du cerc le C, sec t ion faite dans la 

surface 2 pa r le p lan P . 

Il est d o n c év ident q u ' a y a n t cons t ru i t la seci ion dro i te E du c y l i n d r e e l l ip t ique 

le po in t m devra ê t re l 'un des q u a t r e s o m m e t s de ce t te e l l ipse E . 

Cela posé : 

Dés ignons par a e t a' les ex t r émi t é s du g r a n d axe et pa r b elb' les ex t rémi tés du 

petit axe de la section d ro i t e E , et cons t ru i sons les q u a t r e p lans T, T' , 0 , 0 ' r e s p e c 

t ivement t angen t s au cy l ind re 2 en c h a c u n des sommet s a , a\ b. Ir de l 'ellipse K 

2 e i-Airru: i\ 



Ces q u a t r e p l ans d é t e r m i n e r o n t p a r l eurs i n t e r sec t ions deux à deux un prisme-

dro i t A ayant p o u r sect ion d r o i t e le r ec tang le c i r consc r i t à l 'el l ipse E et cons t ru i t 

su r ses axes . 

P o u r ob t en i r u n e sect ion c i r c u l a i r e il faudra c o u p e r le p r i s m e A p a r un p lan P 

d i r igé de telle façon QUE la sect ion soit u n c a r r é . 

Or l 'on n e p e u t c o u p e r deux p l ans ver t icaux T et 0 r e c t a n g u l a i r e s e n t r e eux , 

su ivan t d e u x d ro i t e s p e r p e n d i c u l a i r e s e n t r e e l l e s , q u e p a r u n p lan p e r p e n d i c u 

laire à l 'un des p lans d o n n é s T ou 0 . 

Le p l an P qu i d o n n e r a u n e sect ion c i r cu l a i r e d a n s le c y l i n d r e e l l i p t ique 2 

devra d o n c passer pa r l 'un des axes de la sec t ion dro i te E ou ê t r e para l lè le à l 'un 

de ces axes . 

Cela posé : 

Il est év iden t q u e p o u r q u e la sect ion faite d a n s le p r i s m e r e c t a n g u l a i r e A soit 

un c a r r é , il faut q u e le p lan sécan t soit pa ra l l è le au g r a n d cô té du r ec tang le base 

de ce p r i s m e A. 

Dès lors dé s ignan t p a r a le d e m i - g r a n d axe et p a r b le d e m i - p e t i t axe de l 'e l l ipse 

E et pa r a l ' ang le q u e le p lan P passan t p a r le g rand axe de l 'el l ipse E doit faire 

avec le plan de cet te c o u r b e E , on devra avoir : 

b 
COS a = -

a 

P o u r q u e le plan P c o u p e le p r i s m e A su ivan t u n c a r r é , ou le cy l ind re 2 su i 

vant u n cerc le C a y a n t son r ayon égal à a. 

3 7 3 quater. Des plans diamétraux conjugués du cylindre oblique à base section-

conique. 

Il est év ident q u ' u n cy l i nd re é tan t coupé par des p lans para l lè les su ivant des 

courbes identiques, ou en d ' au t r e s t e r m e s superposables, si l 'on conçoi t u n e s é r i e de 

cordes para l lè les d a n s u n cy l i nd re 2 ayant p o u r sec t ion d ro i t e u n e ell ipse ou u n e 

hype rbo le ou u n e p a r a b o l e , les mi l i eux de t o u t e s ces co rdes s e r o n t s u r un plan 

qui p r e n d le nom de plan diamétral d u cy l i nd re 2 o b l i q u e et à base s e c t i o n - c o n i 

q u e ; et les cordes d o n t les mi l ieux son t s u r le p lan d i a m é t r a l , son t di tes cordes con

juguées du p lan d i a m é t r a l , ou le p l an d i amé t r a l est di t : plan diamétral conjugue 

des cordes p a r a l l è l e s . 

A c h a q u e plan d i a m é t r a l c o r r e s p o n d un sys t ème de co rdes c o n j u g u é e s , et 

r é c i p r o q u e m e n t à c h a q u e s y s t è m e de cordes para l lè les c o r r e s p o n d u n plan d ia 

mét ra l con jugué . 

Cela posé : 

Concevons , dans le cy l ind re 2, u n sys tème de co rdes p a r a l l è l e s , Y , Y', Y", e t c . , 

et le p lan d i amé t ra l P con jugué de ces c o r d e s . 



Traçons dans Je plan P une d r o i t e q u e l c o n q u e D , et i m a g i n o n s , dans le cy

l ind re 2, u n e sui te de co rdes X , X ? , X", e t c . , para l lè les à D, les mi l ieux de ces 

cordes se ron t su r un p lan Q qu i sera le p lan d iamét ra l con jugué de ces cordes 

\ , X ' , X" , e t c . 

Cela posé : 1° Les deux p lans P et Q se c o u p e r o n t su ivan t T a x e A d u cy l indre 2. 

Et en effet. Nous p o u r r o n s t ou jou r s m e n e r u n p l an Z pa ra l l è l e aux co rdes 

Y et X ; ce plan Z coupera le cy l i nd re 2 su ivant u n e sect ion c o n i q u e E ' don t le 

c e n t r e sera su r l 'axe A si le c y l i n d r e 2 est e l l ip t ique ou h y p e r b o l i q u e , et ce m ê m e 

p lan Z coupe ra les p l ans P et Q su ivan t deux dro i tes Y, et X, r e spec t ivemen t p a 

ral lèles aux cordes Y, V , Y" , e tc . , et X , X', X", e t c . E n ver tu de ce q u e le p lan 

P est diamétral p a r r a p p o r t aux co rdes X , la d ro i t e Y, passera p a r le m i l i eu de la 

co rde X , , et en ver tu de ce q u e le p lan Q est diamétral par r a p p o r t aux cordes Y, 

la d r o i t e X, passera p a r le m i l i e u de la co rde Y , ; les deux co rdes X, et Y, se 

c ro i sen t d o n c au c e n t r e de la c o u r b e el l ipse ou h y p e r b o l e E ' ; les deux p l ans P 

et Q se c o u p e n t d o n c suivant l 'axe A. 

De p lus les d i a m è t r e s X, et Y, sont é v i d e m m e n t des d i a m è t r e s con jugués de ia 

c o u r b e E ' : donc dans le cas où E ' est u n e e l l i p s e , les p lans t a n g e n t s T et T' au 

c y l i n d r e 2 et para l lè les au pian d i a m é t r a l P e t les p ians t angen t s 0 et 0 ' au m ê m e 

cy l indre 2 et paral lè les au p lan d i a m é t r a l Q s e ron t coupés par tou t p lan sécant 

Z, su ivant un pa r a l l é l og ramme c i rconsc r i t à la sect ion E ' d o n n é e p a r ce p lan Z 

dans le cy l i nd re e l l i p t ique 2. 

Et dans le cas où la c o u r b e E ' est u n e h y p e r b o l e , les p l ans d i a m é t r a u x P et Q 

son t coupés par tout p lan Z su ivan t les d i a m è t r e s con jugués de la sect ion E ' . 

Mais n o u s avons m e n é dans le p i an P u n e d ro i t e D a r b i t r a i r e ; p o u r c h a q u e 

posi t ion nouvel le D 0 de la d ro i te D , on a u r a un sys t ème différent de co rdes p a r a l 

lèles X 0 , X o

r X 0 " , e t c . ; ma i s é v i d e m m e n t les mi l ieux de tou tes ces cordes para l lè les 

au plan P , que l l e q u e soit l eur d i rec t ion , s e ron t t ou jou r s su r un seul et m ê m e 

plan , qu i sera le p lan Q. 

Les p l a n s tels q u e P et Q sont di tsp/fms diamétraux conjugués. P o u r u n c y l i n d r e 

p a r a b o l i q u e , on ver ra faci lement q u e tous les p lans d i a m é t r a u x son t paral lè les 

e n t r e eux et q u e deux p l ans d i a m é t r a u x ne peuven t ê t r e con jugués e n t r e eux ; ma i s 

a c h a q u e p lan d i amé t r a l P c o r r e s p o n d r a u n e infini té de p l a n s Q, Q' , Q" , e t c . , 

para l lè les e n t r e eux et passan t c h a c u n p a r u n e des cordes para l lè les e n t r e elles 

et con juguées au p lan P ; en sor te que le p lan P coupe ra les p l ans Q , Q ' , Q " , e t c . , 

su ivant des d ro i t e s para l lè les e n t r e elles et aux géné ra t r i ce s d ro i t e s du cylindre-

p a r a b o l i q u e 2 ; et tout plan Z coupera : 1° le cy l indre 2: su ivant u n e parabole E ' , 
L2° ic plan P su ivant u n d i amè t r e Y de E' et 3° les p lans 0 , Q' , Q" , e t c . , su ivant des 

cordes de E ' et con juguées du d i a m è t r e infini Y . 



Si Ton cons idè re la sect ion d r o i t e du c y l i n d r e 2 , on a u r a u n e ell ipse ou une 

h y p e r b o l e , ou u n e p a r a b o l e , et il est év iden t q u e p a r m i les d ivers sys tèmes des 

p lans d i a m é t r a u x con jugués P et Q, d a n s le cas du c y l i n d r e e l l ip t ique ou h y p e r 

b o l i q u e , ou p a r m i les sys tèmes composés d ' un p lan d i amé t ra l P et de p l a n s - c o r d e s 

U> O'? 0 ' r , e t c . (les p lans P et Q, Q', é t an t con jugués e n t r e e u x ) d a n s le cas 

du c y l i n d r e p a r a b o l i q u e , il existera t o u j o u r s un sy s t ème r e c t a n g u l a i r e , qu i sera 

d o n n é : 1° p a r les p ' a n s d i a m é t r a u x P, et Q, passan t pa r les axes de l 'e l l ipse ou de 

l ' hyperbo le sect ion d r o i t e , ou 2° pa r le p lan d i amé t r a l P, et les p l a n s - c o r d e s Q„ 

Q'„ Q ' o e t c - •> pa s san t le p lan P, p a r l 'axe infini de la pa rabo le sec t ion d ro i t e , e t les 

p i ans - co rdes Q t , Q' , , Q " , , e t c . , pa r les co rdes con juguées de l 'axe i n f i n i , co rdes 

qui s e r o n t dès lors p e r p e n d i c u l a i r e s à cet axe infini de la pa rabo le sec t ion d ro i t e . 

On d o n n e au p l a n P t le n o m de plan principal, a insi q u ' a u plan Q r , q u a n d ce 

pian Q, est un p l an d i a m é t r a l . 

Ainsi les c y l i n d r e s e l l i p t iques et h y p e r b o l i q u e s ont deux p lans diamétraux 

principaux, et le c y l i n d r e p a r a b o l i q u e n ' a q u ' u n seul p l an diamétral principal. 

Ainsi l 'on peu t d i r e q u e le plan d i amé t r a l p r inc ipa l est celui qu i c o u p e r ec t an -

tp i la i rement le sy s t ème des cordes pa ra l lè les e n t r e elles et qu i lui sont conjuguées. 

Du développement d'un cône quelconque. 

3 7 4 . Développement d'un cône. Nous d é c o m p o s e r o n s cet te ques t i on , c o m m e la 

p r é c é d e n t e re la t ive au c y l i n d r e , en c inq p a r t i e s . 

1° Section droite. T o u t e s les géné ra t r i ce s d ro i t e s d ' u n c ô n e c o n c o u r a n t en un 

m ê m e po in t qu i est le s o m m e t d u c ô n e , u n e s p h è r e d ' u n r a y o n a r b i t r a i r e , mais 

ayant p o u r c e n t r e le s o m m e t du cône p r o p o s é r é s o u d r a la ques t i on pa r t i e l l e qui 

n o u s o c c u p e . Soi t s le s o m m e t et B la base du cône (fig. 2 3 6 ) ; du s o m m e t s, avec 

un r ayon q u e l c o n q u e , d é c r i v o n s u n e s p h è r e : el le c o u p e le cône su ivan t u n e c o u r b e 

q u ' o n d é t e r m i n e fac i lement . En effet, M é tan t le p l a n m é r i d i e n p r i n c ip a l de la 

s p h è r e , p o u r avoir le po in t où la g é n é r a t r i c e d ro i t e G d u cône r e n c o n t r e la s p h è r e , 

• >n suppose le p lan vertical p ro je t an t h o r i z o n t a l e m e n t ce t te g é n é r a t r i c e , et on le 

fait t o u r n e r a u t o u r de son in t e r sec t ion avec le p lan M , j u s q u ' à ce qu ' i l soit de 

venu para l lè le au plan vert ical de p r o j e c t i o n , ou en d ' au t r e s t e r m e s , j u s q u ' à ce 

qu ' i l soit venu se confondre avec le p lan M; a lo rs le p o i n t m se po r t e en m', et sa 

project ion vert icale est en m " , la géné ra t r i c e d ro i t e G p r e n d la pos i t ion G' et r e n 

con t r e en n' la sect ion m é r i d i e n n e p r i nc ipa l e de la s p h è r e ; d a n s le r e t o u r du p lan 

(que nous venons de c o n s i d é r e r ) , le p o i n t nr conse rve ra la m ê m e h a u t e u r a u -

dessus d u plan ho r i zon ta l de p ro j ec t ion et sera t o u j o u r s le po in t de r e n c o n t r e de 

la d ro i te G ( p e n d a n t son m o u v e m e n t de r o t a t i o n ) avec la s p h è r e . Donc cet te r e n -



con t r e au ra lieu en n; on t rouvera i t a insi tous les a u t r e s p o i n t s de l ' in tersect ion G 

des deux surfaces c o n i q u e e t s p h é r i q u e . 

2° Trouver le développement de la section droite. La c o u r b e C q u e nous venons de 

d é t e r m i n e r é t an t à doub le c o u r b u r e , on ne p e u t pas en ob t en i r la vraie g r a n d e u r 

a r un r a b a t t e m e n t ; dès lors on la suppose t racée s u r un cy l ind re vert ical a y a n t 

p o u r base sa pro jec t ion ho r i zon t a l e Ch, et on déve loppe ce cy l i nd re par le p rocédé 

q u e nous avons i n d i q u é c i - d e s s u s , en obse rvan t q u e la base Ch est a lors la sect ion 

d ro i t e de ce c y l i n d r e ; la d r o i t e a ^ a / e s t égale au p é r i m è t r e de la c o u r b e C / l rectifiée; 

la transformée de îa c o u r b e à d o u b l e c o u r b u r e C s 'ob t ien t en p r e n a n t des p e r p e n 

d i cu l a i r e s égales aux h a u t e u r s inv de ses d ive rs po in ts n a u - d e s s u s du p l an hor i 

zon ta l . La c o u r b e G / d o n n e îa vraie l o n g u e u r d e l à sect ion d ro i t e et s p h é r i q u e G. 

3° Développer le cône. T o u s les po in t s de la sec t ion d r o i t e sont s i tués sur la su r 

face s p h é r i q u e , et par c o n s é q u e n t éga lement éloignés du s o m m e t d u cône , donc 

cet te c o u r b e se déve loppera su r un a r c de cerc le déc r i t du môme r ayon q u e la 

s p h è r e et t r acé en a n'a'. La n a p p e s u p é r i e u r e du cône se ra i t d o n n é e , au déve lop 

p e m e n t , p a r le s ec t eu r c o m p r i s e n t r e les p r o l o n g e m e n t s des r a y o n s e x t r ê m e s s'y.1 

et s1 y!' l e sque l s c o m p r e n n e n t le déve loppemen t de la n a p p e in fé r i eu re du cône, 

i ° Décrire la transformée d'une courbe quelconque X située sur le cône. Il faut par les 

d ivers po in t s de C', m e n e r des r ayons qu i r e p r é s e n t e r o n t les géné ra t r i c e s dro i tes 

d u cône a u déve loppemen t , et p r e n d r e su r eux des l o n g u e u r s égales à la pa r t i e 

c o m p r i s e e n t r e le s o m m e t s d u cône et c h a c u n des p o i n t s de la c o u r b e X t racée 

s u r ce c ô n e , p u i s j o i n d r e les ex t r émi té s de ces l o n g u e u r s a ins i po r t ées p a r u n e 

l igne qu i se ra la t r a n s f o r m é e X1 de la c o u r b e X ; n o u s o b t i e n d r i o n s la t r ans fo rmée 

d e l a b a s e o u t race h o r i z o n t a l e du cône d o n n é pa r la c o n s t r u c t i o n p r é c é d e n t e , en 

r e m a r q u a n t q u e p o u r c h a q u e p o i n t , on a stmtz=$vm'v (*). 

5° Mener la tangente à la transformée. La t a n g e n t e à la t ransformée! au po in t m'n'est 

a u t r e chose q u e la pos i t ion q u e vient p r e n d r e su r le p lan d u déve loppemen t la tan

gen te mp à la base , or cet te t angen te et la t a n g e n t e au po in t nk la c o u r b e G sont dans 

un m c m e p l a n t a n g e n t à la surface c o n i q u e le long de la g é n é r a t r i c e d r o i t e G, et cet te 

t angen te est l ' i n t e r s ec t i on d e ce plan t angen t avec le p l an t angen t à la s p h è r e au 

poin t n. Nous pouvons c o n s t r u i r e ce d e r n i e r p lan de deux m a n i è r e s : 1° en e o n s i -

(*) La transformée d'une courbe tracée sur u n e surface cyl indrique ou conique et en général siu 

u n e surface développable peut présenter des points d'inflexion , voyez à ce sujet dans l 'ouvrage qui a 

pour titre : Complément de géométrie descriptive, le mémoire qui a pour titre : Construction de-

points d'inflexion de la transformée d'une courbe plane ou à double courbure tracée sur une surfao 

développable. J'ai publié pour la première fois ce mémoire dans le 2 2 e cahier du Journal de i ' K c o l . 

polytechnique. 



duran t la s p h è r e c o m m e une surface de révo lu t ion ayan t p o u r axe son d i amè t r e 

ve r t i c a l , m e n a n t d o n c ( n° 2 5 2 ) la t a n g e n t e en ri au cerc le A , c h e r c h a n t sa 

t r ace h o r i z o n t a l e p', la r a m e n a n t en p et m e n a n t H p / p e r p e n d i c u l a i r e à shnh, ce sera 

la t r ace h o r i z o n t a l e du plan t a n g e n t c h e r c h é . 2° Le p lan t angen t à la s p h è r e est 

p e r p e n d i c u l a i r e à l ' ex t r émi t é du r a y o n , qui abou t i t au po in t de c o n t a c t , n o u s 

s o m m e s d o n c c o n d u i t s à m e n e r p a r le po in t n un p lan p e r p e n d i c u l a i r e au rayon 

sa ( i C 8 3 ) , m a i s c o m m e n o u s ne c h e r c h o n s ici q u e la t r ace ho r i zon ta l e d u p lan 

j a u g e n t , n o u s c o n s t r u i r o n s au po in t n u n e ver t ica le d u p l a n , pu is par la t race de 

cet te d ro i t e m e n a n t u n e p e r p e n d i c u l a i r e à shnh, on a u r a H p / . Les t races H p et H 1 7 

se c o u p e n t en un poin t p, et la d r o i t e pri sera la p ro jec t ion ho r i zon t a l e T 1 d e l à 

t angen te T à la c o u r b e C au po in t n, on en c o n c l u r a T". Cela p o s é , on a d a n s 

l 'espace un t r i ang le mpn r ec tangle en n, or le cô té mn est c o n s t r u i t s u r le déve

l o p p e m e n t en m'ri, la t a n g e n t e T à la c o u r b e C vient se p o r t e r en T t a n g e n t e à 

C', pu is la l o n g u e u r de l ' h y p o t é n u s e é t a n t d o n n é e en mp, si d u po in t iri c o m m e 

c e n t r e et avec un r a y o n égal à mp on décr i t un a r c de cerc le c o u p a n t T ' en p\ la 

d ro i t e m'p1 sera la t a n g e n t e d e m a n d é e . 11 faut avoir soin de p r e n d r e le po in t p1 du 

côté convenab le p a r r a p p o r t au po in t ri, et p o u r cela il suffît d ' e x a m i n e r si le 

po in t p se t r ouve du côté de la g é n é r a t r i c e d r o i t e su ivan t l aque l l e on au ra i t fendu 

le cône ou du côté o p p o s é . 

R e m a r q u o n s q u e le plan q u i d o n n e la sect ion d ro i t e d u c y l i n d r e est ce q u e 

dev ien t la sphère employée d a n s le p r o b l è m e a c t u e l , q u a n d le s o m m e t du cône 

s 'éloigne à l ' inf in i . 

3 7 4 bis. Toute surface conique oblique ( ci base-section conique) jouit de la propriété 

•l'avoir un AXE. 

Menons p a r le s o m m e t s d ' u n c ô n e I ayan t p o u r t r ace s u r le p lan h o r i z o n t a l 

une sect ion c o n i q u e E , u n e d ro i t e A s i tuée d a n s l ' i n t é r i eu r de ce c ô n e : par 

cette dro i te A m e n o n s u n e sér ie de p l ans M, M', M", e t c . , le plan M c o u p e r a le 

cône su ivan t deux g é n é r a t r i c e s d ro i tes G et G , , le p l a n M f su ivan t G r et G',, le 

plan M" su ivant G r f , G", et a ins i de su i te . 

Si la d r o i t e A est tel le qu ' e l l e divise en deux p a r t i e s égales les angles: 

G, G ; et G f , G', et G", G r ' I ? e t c . , a lors ce t t e d ro i t e A sera d i te axe du cône I. 

E x a m i n o n s donc si u n e semblab le d ro i t e A p e u t exis ter . 

Le cône 2 peut t o u j o u r s ê t r e coupé par un p lan P su ivant u n e el l ipse E . P r e 

nons ce p lan P p o u r p lan h o r i z o n t a l de pro jec t ion m e n o n s p a r le s o m m e t s du 

cône u n e d ro i t e D e x t é r i e u r e à ce cône et coupaiH dès lors le p lan P en un p o i n t d 

extér ieur à l 'e l l ipse E . 

Par ce po in t ( / m e n o n s (fig. 2 3 0 bis) deux t angen t e s à l 'e l l ipse E et dés ignons 

par v- et m les poin ts de contac t . 



Gela posé : 

Par la d ro i t e D faisons pas se r une su i te de p l ans Q, Q', Q". e t c . , les t races H% 

H Q ' , H Q " , e t c . , pas se ron t tou tes p a r le po in t det c h a c u n e de ces t r aces coupera 

l 'el l ipse E en deux p o i n t s , a insi : 

H Q c o u p e r a E en les po in t s q et q: 

H u f — q' et q', 

H û " — q" et q"t 

e t c . , e t c . 

Divisons en deux par t i es égales les ang les qsq1} q1sq\, q"sq":, e t c . , p a r les d ro i t e s 

I , Vf I " , e t c . , q u i v i end ron t c o u p e r r e spec t i vemen t les co rdes qqn q'q\, qnq"„ e t c . , 

de l ' e l l ipse E en les po in t s j , / , j " , e t c . 

Il est év iden t q u e les po in t s m, j , f, j " , e t c . , e t m' s e r o n t su r un a rc de 

c o u r b e y. 

Cela fait : 

P a r la géné ra t r i c e d r o i t e sm d u cône 2 faisons passer u n e su i te de p l ans K , 

R ' , R " , e t c , les t r aces H", H R / , H R " , e t c . , de ces p lans pa s se ron t t ou te s p a r le point 

m et c h a c u n e d 'e l les coupe ra l 'e l l ipse E e n un second p o i n t r , r\ ru, e t c . 

Divisons les ang les rsm, r'sm, r"sm, e t c . , e n deux pa r t i e s éga les par les d ro i t e s 

L , L ' , L" , e t c . , ces d ro i tes c o u p e r o n t les co rdes rm, r'm, rnm, e t c . , de l ' e l l ipse 

E , r e s p e c t i v e m e n t en les po in t s / , e t c . , et tous ces po in t s f o r m e r o n t évi 

d e m m e n t u n e c o u r b e fe rmée 3 passan t pa r le po in t m et t a n g e n t e en m à l 'e l l ipse E. 

Or , il es t év ident q u e les deux c o u r b e s § et y en ver tu de l eu r forme et de leur 

c o n s t r u c t i o n se c o u p e r o n t en deux p o i n t s , don t l ' un sera l e p o i n t m et n o u s dés igne

r o n s le second p o i n t p a r a. 

Je dis q u e la d ro i t e sa es t Vaxe du cône 2 . 

E t en effet : 

Menons un p l an Y p e r p e n d i c u l a i r e à la d ro i t e sa, c o m m e cet te d ro i t e sa est 

é v i d e m m e n t d a n s l ' i n t é r i e u r d u cône 2, ce p lan Y coupe ra le c ô n e su ivant u n e 

el l ipse R. 

Ma in t enan t : si n o u s m e n o n s p a r l e s dro i tes D et sa u n p l a n , il coupera le cône 

su ivant deux géné ra t r i c e s d ro i t e s G a e l G 3 ' et la d ro i t e sa d ivisera en deux par t ies 

égales l 'angle G*sGJ. 

Si n o u s m e n o n s pa r les d ro i t e s sa et sm un plan il coupe ra le cône su ivan t deux gé

né ra t r i c e s d ro i t e s K et K' et la d ro i te sa d iv isera en deux par t ies égales l ' angle h\vk'. 

Cela posé : 

Le plan Y coupe ra la d ro i t e sa en un po in t o et les dro i tes G, , G'a et K, K' en les 



points g, g'j k, k1, et l 'on a u r a é v i d e m m e n t en l igne d ro i t e les po in t s g, g' et o, 

A, k' et o, et d e p l u s , é v i d e m m e n t aussi on ago—g'o et ko—k'o. 

Le po in t o est d o n c le c e n t r e de l 'e l l ipse B. 

Dès lors , il est d é m o n t r é q u e la d r o i t e sa est Y axe du cône I, et en m ê m e 

t emps il est d é m o n t r é q u e tout cône à base-sec t ion c o n i q u e j o u i t de la p r o p r i é t é 

' a v o i r un axe. 

Des plans diamétraux conjugués du cône oblique à base-section conique. 

37 4 ter. P u i s q u e toute surface c o n i q u e à base-sect ion c o n i q u e possède un axe 

À , nous p o u v o n s r e p r é s e n t e r u n e surface c o n i q u e pa r sa base e l l ip t ique E et 

son axe A m e n é pa r le c e n t r e 0 de ce t te el l ipse et p e r p e n d i c u l a i r e m e n t au p lan de 

ce t te c o u r b e q u e n o u s p r e n d r o n s p o u r plan h o r i z o n t a l de pro jec t ion ; le s o m m e t 

v du cône sera s i tué su r l 'axe A. 

Cela posé : 

Menons u n e d ro i t e D c o u p a n t la nappe in fé r i eu re d u cône en deux po in t s d et 

d': s uppos ons u n e su i t e de d ro i t e s D', D' ' , Y)n', e t c . , pa ra l lè les e n t r e elles et à la 

d ro i te D ; p r e n o n s les mi l ieux p des co rdes i n t e r cep t ée s pa r la n a p p e infér ieure 

et la n a p p e s u p é r i e u r e su r c h a c u n e de ces dro i tes pa r a l l è l e s ; tous les po in t s p 

s e r o n t su r u n e sur face A passan t pa r le s o m m e t s d u cône . 

Cela p o s é , j e dis q u e la surface A n 'es t a u t r e q u ' u n p lan , 

Et en effet : 

Menons u n e sui te de p l ans X , X , X ' e t c . , para l lè les e n t r e eux et aux c o r d e s D. 

ces p l ans c o u p e r o n t le cône r e s p e c t i v e m e n t su ivant des sec t ions c o n i q u e s 0 , d!, 

0", e t c . , qui s e r o n t semblab les et s e m b î a b l e m e n t p lacées . Tou te s les co rdes de 0 

paral lè les à D a u r o n t l eu r mi l i eu s u r u n d i a m è t r e « con jugué de D ; tou tes les 

cordes de 0 pa ra l l è les à D a u r o n t l eu r mi l ieu su r un d i a m è t r e a' con jugué de D. 

et a ins i de s u i t e . 

Or , en ver tu de la t h é o r i e de la s i m i l i t u d e , il est év iden t q u e tous les dia

mè t r e s a , a', a", e t c . , sont para l lè les e n t r e eux et d a n s un p lan P pa s san t pa r le 

s o m m e t s du c ô n e . 

Ainsi, le cône à base - sec t ion c o n i q u e a u n e infinité de plans diamétraux. 

Concevons un plan d i amé t r a l P et le sys t ème de co rdes D qu ' i l d ivise en deux 

par t ies é g a l e s , on d i t q u e les cordes D e t le p lan P sont conjugués e n t r e eu*. 

Cela posé : 

E tan t d o n n é s un p lan d i amé t r a l P et le sys t ème de cordes con juguées D , 

m e n o n s dans le plan P (qui est i n t é r i e u r au cône et le coupe su ivan t deux géné 

ra t r ices d ro i t e s ) deux dro i tes a r b i t r a i r e s , l ' une B coupan t la n a p p e infér ieure 



du cône en deux p o i n t s , et l ' au t r e k c o u p a n t la n a p p e in fé r ieure et supé r i eu re 

du cône et chacune en un po in t . 

Toutes les cordes para l lè les à B a u r o n t un plan d i amé t ra l con jugué Q et qu i 

sera i n t é r i e u r au cône , et t ou tes les co rdes para l lè les à K a u r o n t u n p lan d iamé

tral con jugue R et qui sera é v i d e m m e n t ex té r i eu r au c ô n e . 

Ces t ro i s p lans P , Q, R , son t dits p lans diamétraux conjugués ; et ils se coupen t 

deux à deux suivant trois d ro i t e s X'', Y' , Z' , q u i sont d i tes diamètres conjugués du 

•cône. , 

Tro i s p lans d i a m é t r a u x con jugués d ' un cône j o u i s s e n t donc de la p r o p r i é t é 

su ivante ; 

Savoir : q u e les d i amè t r e s con jugués X', Y', 7/, su ivan t lesquels ils se c o u p e n t 

deux à d e u x , sont r e spec t ivemen t para l lè les aux sys tèmes de co rdes paral lè les 

e n t r e elles et divisées c h a c u n e en deux par t ies égaies par les p l ans d iamét raux 

con jugués , 

Si nous faisons passer p a r Taxe A deux p l ans P et Q coupan t l 'e l l ipse E su ivant 

des d i a m è t r e s con jugués de cet te c o u r b e , le p l an R sera p e r p e n d i c u l a i r e à Taxe 

A , et par c o n s é q u e n t p e r p e n d i c u l a i r e aux p lans P et Q ; si les p lans P et Q cou

pent le p lan de l 'el l ipse E su ivan t les axes de cet te c o u r b e , les t r o i s p lans con jugués 

P . , 0,- ? Rr (ainsi d é t e r m i n é s ) s e ron t r ec tangu la i res e n t r e eux et ils se c o u p e r o n t 

deux à deux suivant trois d ro i t e s A , X , Y, qu i se ron t r ec tangu la i r e s e n t r e el les. 

Ainsi , un cône a d m e t u n e infinité de sys t èmes de p l ans d i a m é t r a u x con jugués 

ob l iques et un seul sys tème de p lans d i a m é t r a u x con jugués r e c t a n g u l a i r e s ; ces 

de rn i e r s p r e n n e n t le n o m de p lans diamétraux principaux. 

A i n s i , une surface c o n i q u e j ou i t de la p r o p r i é t é d 'avoir trois p l ans diamètraiu 

principaux. 

Les dro i tes X , "s, r ec t angu la i r e s e n t r e elles et à l 'axe A jou i s sen t é v i d e m m e n t 

de la m ê m e p r o p r i é t é q u e cet axe A , savoir : q u e tou t plan m e n é p a r c h a c u n e 

d'elles coupe la surface c o n i q u e suivant deux géné ra t r i c e s dro i tes don t l 'angle 

Sonné pa r les . - a o i t s s i tuées p o u r l ' une su r la n a p p e in fé r i eure et p o u r l ' aut re 

sur la nappe s u p é r i e u r e du cône est divisé en deux par t ies égales pa r cette d ro i t e 

X ou Y. 

A i n s i , une surface con ique à base-sec t ion c o n i q u e joui t de la p rop r i é t é d 'avoir 

trois axes r e c t angu la i r e s e n t r e e u x , don t l 'un A est dans l ' i n t é r i eu r du cône et 

d o n t les deux au ires Z et Y sont ex t é r i eu r s au cône . 

Il su i t encore- de ce qui p r écède que si Ton a un sys tème de d i a m è t r e s con jugues 

V , Y ,

? 7J ( le d i a m è t r e Z' é tan t i n t é r i eu r au c ô n e ) , si l 'on m è n e pa r X' deux 

plans T et T' t angents au cône suivant les droi tes G et G', les trois d ro i tes G G 
/ ; --.e; ON-, 1 o: -' -\\ d i a m é u -Û P passan t par V" 



Et de m ê m e , si par la d ro i t e Y' on m è n e deux p lans 0 et 0 ' t angents au 

cône su ivan t les droi tes K et K', les t rois droi tes K, K f , Z' se ron t dans un plan 

d i amé t ra l Q passan t par X f , et les t ro i s p i ans (Z' , X/) ou Q , (Z ' 5 Y') ou P et (X ' , Y') 

ou R se ron t t rois p lans d i a m é t r a u x con jugués d u cône . 

3 7 4 quater. Les p lans d i a m é t r a u x p r i n c i p a u x P r , Q, e t R , d ' u n e surface c o n i q u e 2 

à base s e c t i o n - c o n i q u e , c o u p e n t c h a c u n ce t te surface en deux par t i es s y m é t r i 

ques ; dès l o r s , si l 'on déc r i t du s o m m e t s du cône c o m m e c e n t r e avec un r ayon 

a r b i t r a i r e une sphè re S , les deux surfaces S et 2 se c o u p e r o n t su ivant u n e c o u r b e 

X, laque l le sera s y m é t r i q u e pa r r a p p o r t aux deux p l ans d i a m é t r a u x p r i n c i p a u x P, 

et Q, qu i se c o u p e n t su ivan t l 'axe i n t é r i e u r A du cône 2. 

Si d o n c on coupe la c o u r b e X pa r un p lan R ' p a r a l l è l e au p lan R, , on o b t i en d ra 

su r cet te c o u r b e q u a t r e po in ts n, ri, ri', ri", qu i s e ron t les s o m m e t s d ' u n r e c 

t ang l e ; et si l 'on cons t ru i t en c h a c u n de ces poin ts u n e t a n g e n t e à la c o u r b e X, 

on a u r a ies t angentes : 0 en n, B' en ri, Q" en n", Q'" en ri". 

Or, en ver tu de ce q u e la c o u r b e X est s y m é t r i q u e p a r r a p p o r t aux p l ans P et 

Q, i! est év ident q u e ces t angen tes se c o u p e r o n t deux à deux en des p o in t s s i tues 

sur les p l a n s P, et Q , , de telle m a n i è r e q u e les q u a t r e t a n g e n t e s 9, 9', 0", S"', for

m e r o n t u n q u a d r i l a t è r e g a u c h e . 

Si p a r deux t angen tes q u i se c o u p e n t , o u , en d ' a u t r e s t e r m e s , si par deux côtes 

adjacents du q u a d r i l a t è r e gauche on fait pas se r un p l a n , on a u r a q u a t r e p lans 

passant r e spec t i vemen t p a r les q u a t r e côtés du r ec tang le (nriri'ri") et qu i se ron t 

c h a c u n t angen t en deux po in t s à la c o u r b e X. 

Dès l o r s , on voit q u e si l 'on fait r o u l e r un p lan su r la c o u r b e X de manier . ; a 

ce qu ' i l soit t angen t à ce t te c o u r b e et en deux po in t s de cet te c o u r b e , on o b 

t iendra p o u r surface enve loppe un c y l i n d r e ; et c o m m e l 'on peut faire r o u l e r 

un semblab le plan de deux m a n i è r e s différentes s u r la c o u r b e X , on p o u r r a tou

jours p lace r ce t te c o u r b e X s u r deux c y l i n d r e s <| et don t l 'un a u r a ses g é n é 

ra t r ices para l lè les à Y axe X et don t l ' au t re au ra ses généra t r i ces para l lè les a 

'(axe Y du cône 2-

De sor te q u e les deux cy l ind re s ^ et <|/ sont r ec t angu la i r e s e n t r e eux . 

Mais si l 'on r e m a r q u e q u e la c o u r b e - i n t e r s e c t i o n de la s p h è r e S et du cône 2. 

se compose de deux b r a n c h e s X et X' : l ' une X s i tuée su r la n a p p e i n f é r i e u r e , et 

! au t r e X' s i tuée su r la n a p p e s u p é r i e u r e du cône 2, on voit de su i te q u e ces 

deux b r a n c h e s X et X' sont s y m é t r i q u e s par r a p p o r t à chacun des t ro i s p l ans d i a 

mét raux pr inc ipaux P î 5 Q, et R , , et q u e l'on peu t faire rou le r de deux m a n i è r e s 

différentes un p lan langent à l ' une et à l ' au t re de ces b r a n c h e s ; en sor te que par 

l e s b r a n c h e s X et X'on peut faire passer t ro is cy l i nd re s d o n t les g é n é r a t r i c e s seront 

respec t ivement paral lèles aux trois axes A . X , Y du cône v. 



Des nœuds que peut offrir tune des projections de ta courbe-intersection d'un cour 

et d'une sphère. 

3 7 5 . 11 a r r ive que lquefo is q u e la projec t ion vert icale de l ' in tersect ion d ' u n e sur

lace c o n i q u e par u n e s p h è r e c o n c e n t r i q u e possède un n œ u d , sans q u e la c o u r b e 

dans l 'espace p r é sen t e ce t te c i r c o n s t a n c e . Cela doit é v i d e m m e n t a r r ive r l o r s q u e 

le p ian m e n é par le s o m m e t du cône pa ra l l è l emen t au p lan vertical coupe à angle 

d ro i t et en deux pa r t i e s égales u n e co rde de la base d u c ô n e ; car si l 'on un i t les 

ex t r émi t é s de cet te c o r d e avec le s o m m e t du c ô n e , on au ra deux généra t r i ces 

d ro i tes d e l à sur face c o n i q u e s y m é t r i q u e m e n t p lacées p a r r a p p o r t à ce p l an m é r i 

dien , de so r t e qu ' e l l e s on t m ê m e pro jec t ion v e r t i c a l e , et elles vont dès lo r s couper 

la s p h è r e en deux po in t s s i tués aux ex t rémi tés d ' u n e co rde p e r p e n d i c u l a i r e à ce 

pian m é r i d i e n et qui ont par c o n s é q u e n t m ê m e projec t ion ve r t i ca l e , d o n c la 

p ro jec t ion vert icale de l ' i n t e r sec t ion p r é s e n t e r a p o u r ce p o i n t u n yiœudqvC'û est 

facile d ' ap rè s cela de c o n s t r u i r e d i r e c t e m e n t . On conçoi t q u e si ce t te s y m é t r i e se 

p r é sen t a i t p lu s i eu r s fois , la p ro jec t ion offrirait a u t a n t de n œ u d s . Enfin si la base 

de la sur face c o n i q u e est u n e sec t ion c o n i q u e ayan t un axe s u r la t race de ce pian 

m é r i d i e n , la projec t ion vert icale sera u n e c o u r b e non fe rmée , pa r ce q u e la c o u r b e 

d a n s l 'espace est divisée pa r ce p ian en deux par t ies , qu i ont m ê m e project ion 

vert icale . 

3 7 6 . En g é n é r a l , ayan t deux surfaces S et S' qu i se c o u p e n t su ivan t un c o u r b e 

C , on p e u t se p r o p o s e r de d é t e r m i n e r les nœuds des pro jec t ions de cet te c o u r b e 

d ' in te r sec t ion G , si toutefois ces n œ u d s ex i s t en t . C h e r c h o n s , p a r exemple , les 

n œ u d s de la p ro jec t ion vert icale C t - ; p o u r cela, dans l ' u n e des surfaces S , n o u s 

m è n e r o n s u n e sé r i e de co rdes p e r p e n d i c u l a i r e s au plan ver t ica l de p r o j e c t i o n , 

et nous ferons passer u n e surface 2 pa r les mi l i eux de tou tes ces c o r d e s ; dans 

l ' au t re surface S' nous m è n e r o n s de m ê m e u n e sér ie de cordes p e r p e n d i c u l a i r e s 

au p lan vert ical de p ro jec t ion ct nous ferons passer une surface l' p a r les mil ieux 

de t ou t e ces c o r d e s , et la p ro jec t ion ver t ica le de l ' i n te r sec t ion des deux surfaces 

I et 2r passera pa r les nœuds de C1', s'il e n existe ; on t rouvera i t de m ê m e les nœuds 

de Ch (*). 

*) ^ oyez l 'ouvrage qr.i a pour titre : Développements de géométrie descriptive, chap. III, page 160 



C H A P I T R E IX. 

DES SURFACES TANGENTES , APPLICATION AUX OMRRES ET A LA PERSPECTIVE. 

3 7 7 . Deux surfaces sont di tes t angen tes l ' une à l ' au t r e en un po in t m, l o r s q u e n 

ce po in t le p lan t angen t à l 'une des surfaces est en m ê m e t emps tangent à l ' au t r e . 

Deux surfaces se ron t d i tes t angen te s l ' une à l ' au t r e le long d ' u n e c o u r b e C , lors

qu 'on c h a c u n des po in t s de cet te c o u r b e les deux surfaces a u r o n t m ê m e pian tangen! . 

Si d o n c l 'on coupe les deux surfaces p a r un p lan passan t par un poin t de con t ac t , 

les c o u r b e s d ' i n t e r sec t ion a u r o n t en ce po in t m ê m e tangen te . Si Tune des s u r 

faces est rég lée , on p e u t m e n e r le plan sécant p a r la géné ra t r i ce d ro i te G passan t 

pa r le p o i n t m con tac t des deux surfaces d o n n é e s ; ce t te g é n é r a t r i c e G sera donc 

t angen te à l ' au t re sur face . 

D 'après ce l a , on voit q u e p o u r c o n s t r u i r e u n e surface c o n i q u e ayan t pour soin • 

m e t un po in t d o n n é s et q u i soit t a n g e n t e à u n e surface d o n n é e S , la méthode 

générale cons is tera i t à c o n d u i r e pa r le po in t s u n e sér ie de p lans sécants coupant 

r e s p e c t i v e m e n t la surface S suivant des cou rbes B , B r . . . et à m e n e r par ce poin t > 

des t angen te s à c h a c u n e de ces c o u r b e s de sect ion B ' . . . . . et ces t a n g e n t e s seront 

les généra t r i ces dro i tes de la surface c o n i q u e d e m a n d é e . 

Si la surface S est u n e s p h è r e , on fera passer les p ians sécan ts par le po in t .* 

et p a r le cen t r e de la s p h è r e ; dans ce c a s , îa surface d o n n é e est de r é v o l u t i o n , 

et le po in t s est s u r l 'un des axes de ro ta t ion de cet te surface , donc le cône tan

gent sera de révo lu t ion et au ra m ê m e axe q u e la surface p roposée , e t il touchen t 

la s p h è r e tou t le long d ' un cerc le ou parallèle ( n ° 2 4 8 ) . 

P lus loin nous ve r rons c o m m e n t la m é t h o d e g é n é r a l e , i n d i q u é e c i -dessus , 

doi t ê t re modifiée su ivant le mode de géné ra t i on pa r t i cu l i e r de la surface S 

donnée . 

3 7 8 . La sér ie des po in t s de con tac t de c h a q u e g é n é r a t r i c e d ro i t e du cône t a n 

gen t à une surface q u e l c o n q u e S forme ( s u r cet te surface S) u n e cou rbe C , (pu 

p r e n d en généra l le n o m de courbe de contact. 

Mais si l 'on suppose q u e le po in t s est un point lumineux , il est évident que toute 

la par t ie de îa surface S compr i se dans l ' i n t é r i eu r de Sa surface con ique et d i r igée 



vers î e s o m m e t s sera éc la i r ée , et q u e l ' au t re par t ie sera d a n s l ' ombre , car elle ne 

p o u r r a recevoir a u c u n rayon de l u m i è r e ; c 'est p o u r q u o i , dans ce cas , la cou rbe C 

p r e n d le n o m de ligne de séparation d'ombre et de lumière (n° 181) . Si la surface co

n i q u e , qu i p r e n d le nom de cône lumineux, est p ro longée et coupée p a r u n plan ou 

u n e sur face q u e l c o n q u e S r su ivant u n e c o u r b e C', il est c la i r q u ' a u c u n po in t de 

cet te surface c o m p r i s dans la c o u r b e d ' i n t e r sec t i on C f ne peu t recevoir de r ayons 

l u m i n e u x , le res te de la surface é t an t éc la i ré ; l 'existence de cet te o m b r e p r o 

vient d o n c de l ' i n te rpos i t ion de la surface S , ct l 'espace de la surface S ' r e n f e r m é 

par la c o u r b e G' p r e n d le n o m d'ombre portée de la surface S sur la surface Sf. 

Si l 'on suppose q u e le p o i n t s soit Yœil d ' un obse rva t eu r r e g a r d a n t la surface 

S , c h a q u e g é n é r a t r i c e du cône p r e n d le nom de rayon visuel, a u c u n rayon visuel 

ne pouvan t pa rven i r à l 'œil de l ' obse rva teu r des d ivers po in ts s i tués au delà de la 

c o u r b e G , la surface semble p o u r l ' obse rva teur t e r m i n é e à ce t te c o u r b e , qui 

p r e n d par cet te ra i son le n o m de contour apparent. Si l 'on coupe la surface con ique 

par u n e a u t r e surface q u ' o n n o m m e tableau ( laquel le est g é n é r a l e m e n t un plan 

s i tué e n t r e l 'œil s ct la surface S ) , tous les r a y o n s visuels v i endron t p e i n d r e su r le 

tab leau l ' image des d ivers poin ts de la s u r f a c e , de sor te q u e si l 'on enlevai t le 

co rps l u i - m ô m e , mais en conse rvan t l ' image a ins i pe in te s u r le tableau , l 'œil de 

l ' observa teur placé en s ép rouve ra i t enco re les m ô m e s s e n s a t i o n s ; ce t te image a. 

reçu le nom de perspective de la surface S. 

3 7 9 . Si le po in t s s 'é loigne à l ' i n f in i , la surface c o n i q u e d é g é n è r e en u n e s u r 

face c y l i n d r i q u e t angen te à la surface S îe long d ' u n e c o u r b e C, qui p r e n d encore 

les n o m s de courbe de contact, ligne de séparation d'ombre et de lumière, contour 

apparent, su ivan t q u e l 'on cons idè re la ques t ion sous l 'un des t ro is po in t s de 

vue p r é c é d e n t s , savoir : 1° poin t de vue p u r e m e n t g é o m é t r i q u e ou 2° et 3 Û po in t 

de vue d ' app l i ca t ion aux o m b r e s et pe r spec t ive . Mais au poin t de vue g é o m é t r i 

q u e , si Ton p ro longe la surface cy l i nd r ique t angen te ct q u ' o n la coupe p a r un 

plan p e r p e n d i c u l a i r e aux g é n é r a t r i c e s , l ' i n te r sec t ion p r e n d le n o m de projection 

complète de la surface S ( n° 491 ). 

3 7 9 bis. H faut é tab l i r d ' u n e m a n i è r e ne t te et p réc i se la différence qu i e x i s t e , 

l o r sque l 'on emploie la l angue g r a p h i q u e , e n t r e , dire: q u ' u n e surface est com

p lè t emen t définie et écr i te , ou dire : q u ' u n e surface est c o m p l è t e m e n t pro je tée s u r 

l 'un des p lans de pro jec t ion . 

Pour r é s o u d r e les p rob l èmes p roposés sur une s u r l a c e , il n 'es t point nécessaire 

q u e cet te surface soit c o m p l è t e m e n t p r o j e t é e , mais il faut tou jours qu ' e l l e soit 

c o m p l è t e m e n t dess inée et éc r i t e . 

Nous l 'avons déjà d i t , u n e surface est c o m p l è t e m e n t dess inée et écr i te , lors

qu 'e l le csi d o n n é e p a r les p ro jec t ions de ce r t a ines l ignes q u i suffisent p o u r pou-



voir d é t e r m i n e r ies p ro jec t ions d ' un po in t q u e l c o n q u e s i tué su r cet te surface, 

On dés igne p a r le nom de projection complète sur un plan P d ' u n e surface donnée 

2, la projec t ion su r ce plan P de la c o u r b e de contac t de la surface 2 et d ' un 

cy l ind re q u i , ayant ses géné ra t r i ce s p e r p e n d i c u l a i r e s au p lan P , se ra i t langent 

H cet te surface 2. 

Les deux p ro jec t ions complè tes d ' u n e surface é t an t d o n n é e s su r le plan hor i 

zontal et sur le plan vertical de pro jec t ion ne p e u v e n t d o n c é v i d e m m e n t suffire 

p o u r r e p r é s e n t e r c o m p l è t e m e n t la s u r f a c e , p o u r la déf inir , car é v i d e m m e n t p l u 

s ieurs surfaces différentes en t r e elles peuven t avoir les m ê m e s p ro jec t ions com

plètes , p u i s q u e l 'on peu t sans pe ine concevoir p l u s i e u r s surfaces t angen te s en 

m ê m e t e m p s à deux cy l ind res d o n n é s de forme et de pos i t ion d a n s l ' espace. 

Aussi , la p ro jec t ion complè te d ' u n e sur face su r l 'un des p l ans de projec t ion 

hor i zon ta l e ou vert icale ne p e u t ê t r e u t i le q u e lo r squ ' i l s 'agira de c o n n a î t r e les 

po in t s du p lan hor izon ta l ou d u plan vert ical de p ro jec t ion qu i sont nécessa i re 

m e n t les p ro jec t ions hor izon ta les ou ver t ica les de po in t s a p p a r t e n a n t à la surface 

d o n n é e . 

D ' a p r è s ce q u i vient d ' ê t r e d i t , on voit q u e la p ro jec t ion complè t e d u n e s u r 

face su r l 'un des p l ans de pro jec t ion est u n e c o u r b e qu i r en fe rme su r ce pian 

un espace tel q u e c h a c u n de ses po in t s est nécessa i r emen t la p ro jec t ion d ' u n po in t 

de la sur face d o n n é e . 

L o r s q u e l 'on veut d o n n e r u n e r e p r é s e n t a t i o n complè t e d ' un c o r p s , on est 

obligé de c o n s t r u i r e la p ro jec t ion complè t e de ce c o r p s . 

L o r s q u e i o n c h e r c h e les i n t e r s ec t i ons de p lu s i eu r s surfaces e n t r e e l l e s , il est 

uti le de p ro je t e r c o m p l è t e m e n t ces s u r f a c e s , pa r ce q u e les p ro jec t ions des 

courbes d ' i n t e r sec t i on peuven t ê t re p lu s fac i lement d é t e r m i n é e s , lo r squ 'e l l e s 

doivent ê t r e t angen t e s aux c o u r b e s d i tes p ro jec t ions complè tes des su r f aces , 

ce q u i ar r ive lo r squ 'e l l e s on t des po in t s c o m m u n s avec ces c o u r b e s ; et d 'a i l leurs 

il est évident q u e cela do i t ê t r e , car dés ignons par 2 et 2f deux surfaces se cou 

pan t suivant u n e c o u r b e C-, dés ignons par J et ï les c o u r b e s de con tac t des 

surfaces 2 et 2 avec les c y l i n d r e s t angen t s et p ro je t an t c o m p l è t e m e n t ces surfaces 

su r le p lan ho r i zon ta l de p r o j e c t i o n , on a u r a les c o u r b e s C \ J \ J"1. 

Si la c o u r b e G coupe les c o u r b e s J et J' , la p r e m i è r e au point m et la seconde 

au poin t m', on a u r a mh s i tué à la fois su r G''et i h et m* s i tué auss i à la fois sur 

G" et J ' \ 

Mais ii est évident q u e le p lan T t angen t en m à la surface 2 sera p e r p e n d i c u 

laire au p lan hor izon ta l de p r o j e c t i o n , donc H T se ra une d ro i t e t angen te à la fois 

a C" et J h e t au poin t mh ; il en sera de m ê m e pour le point m'h c o m m u n aux courbes 

c et J 



Les po in t s tels q u e mh et m'1', en lesquels les p ro jec t ions hor izon taies des contours-

a p p a r e n t s J et J' sont t angen te s à la project ion C* de la c o u r b e C in te rsec t ion d e s 

deux surfaces d o n n é e s , son t di ts points t'imites de la project ion C f e ; on obtiendrai!! 

de la m ê m e m a n i è r e les points limites de la c o u r b e C". 

8 8 0 . On a vu dans ce qu i p r é c è d e que le p r o b l è m e de m e n e r un cône 

langent à u n e surface p e u t ê t r e résolu sous trois po in t s de vue différents : 

I.° c o m m e p r o b l è m e de géomét r i e d e s c r i p t i v e , c ' e s t - à - d i r e sous le point de vue 

théorique; 2° c o m m e p r o b l è m e d ' o m b r e , il est a lors lié à la d é t e r m i n a t i o n de 

l ' ombre p o r t é e ; 3° c o m m e p r o b l è m e de p e r s p e c t i v e , il doi t a lors ê t r e accompa

gné de la d é t e r m i n a t i o n de la figure t racée su r le t ab leau . Nous al lons l ' examine r 

sous ces t rois faces , ma i s n o u s ferons tou t d ' abo rd r e m a r q u e r q u e dans le de rn i e r 

c a s , la surface t angen te est néces sa i r emen t u n e surface c o n i q u e , ct q u e dans 

les deux p r e m i e r s , on p e u t suppose r q u e la surface t a n g e n t e est u n e surface cylin

d r i q u e , o u , en d ' au t r e s t e r m e s , es t un cône don t le s o m m e t est t r a n s p o r t é à 

l 'infini s u r u n e dro i te d o n n é e de d i r ec t ion . 

Problème de géométrie théorique. 

3 8 1 . La mé thode généra le (n° 377) ne doi t pas t o u j o u r s ê t re p ré fé rée , il faut 

se gu ide r s u r la n a t u r e p a r t i c u l i è r e de la surface S. Une surface peu t tou jours 

ê t re cons idé rée c o m m e e n g e n d r é e p a r le m o u v e m e n t c o n t i n u d ' u n e ligne ; cela 

p o s é , on peu t d i s t ingue r t ro is modes p r inc ipaux de ce m o u v e m e n t . 

1° La surface 2 é tant e n g e n d r é e pa r u n e c o u r b e C se m o u v a n t pa ra l l è l emen t à 

. " I le-même, un de ses po in t s m p a r c o u r a n t u n e c o u r b e gauche D sera l ' enve loppe 

d 'un cy l i nd re mobi le A ayan t p o u r généra t r i ces des dro i tes success ivement pa ra l 

lèles aux d iverses t angen tes de la d i rec t r i ce D. Gela p o s é , si l 'on conçoi t le cône 

tangent S d e m a n d é , ce cône é t an t t angen t à la surface 2 su ivan t u n e c o u r b e K 

{ci construire par points), cet te c o u r b e K ira coupe r en divers p o in t s p , p1...,. fa 

cou rbe C dans ses diverses p o s i t i o n s ; p o u r c h a q u e po in t p d ' intersection«, la 

surface 2 , la surface c y l i n d r i q u e A et la surface con ique S sont tangentes e n t r e 

e l l e s , et on t par c o n s é q u e n t m ê m e pian t a n g e n t ; or , îe p lan tangent à la surface 

e o n i q u e S doit passe r par son s o m m e t s ; si donc p a r ce po in t s on m è n e le plan t an 

gent à la surface cy l i nd r ique A ( o ° 2 8 5 ) , la géné ra t r i ce d ro i t e de contac t ira coupei 

ia c o u r b e C en un po in t p, qu i sera par c o n s é q u e n t u n po in t de la cou rbe K ; en 

r épé t an t cet te cons t ruc t ion p o u r un g r and n o m b r e de pos i t ions d e l à c o u r b e C, ou 

obt iendra au tant de po in t s p que l 'on voudra de cet te c o u r b e de contac t K, la

quel le , avec le son-un et *, d é t e r m i n e r a complé t emen t la surface c o n i q u e d e m a n 

dée S 



2° La surface v peut ê t re e n g e n d r é e pa r u n e c o u r b e C se m o u v a n t para l lè lement 

a e l l e - m ê m e , de m a n i è r e à change r de g r a n d e u r en res tan t tou jours semblab le 

et s emb îab l emen t p lacée , l 'un de ses points»? p a r c o u r a n t une c o u r b e g a u c h e D. La 

sur face 2 est a lors l ' enveloppe d ' un cône mobi l e A, et si l 'on conçoit le cône 8 

t angen t à la surface 2, la c o u r b e de contac t K du cône S et de la surface 2 c o u 

pera respec t ivement la c o u r b e G en c h a c u n e de ses d iverses pos i t ions ; dés ignons 

par p , p les poin ts de r e n c o n t r e de la c o u r b e R et des diverses pos i t ions G, 

G' . . . . de la c o u r b e mobi l e et géné ra t r i c e C ; p o u r c h a q u e point p d ' in te rsec t ion , 

la surface 2 et les deux surfaces c o n i q u e s A et S sont t angen tes en t r e e l l e s , et 

on t pa r c o n s é q u e n t m ê m e plan t angen t . Or , le p lan t angen t à la surface c o n i q u e 

S d e m a n d é e doi t passer pa r son s o m m e t s. Si d o n c pa r ce po in t s on m è n e le 

p lan t angen t à la surface c o n i q u e A d é t e r m i n é e p a r deux pos i t ions success ives de 

la cou rbe géné ra t r i c e G (n° 2 2 5 ) , la géné ra t r i c e d ro i t e de contac t i ra c o u p e r la 

c o u r b e G en un po in t p, qu i sera p a r c o n s é q u e n t un po in t de îa c o u r b e K. En 

r épé tan t cet te cons t ruc t ion p o u r un g r and n o m b r e de pos i t ions successives de la 

c o u r b e C , on a u r a a u t a n t de po in t s q u e l 'on voudra de la c o u r b e K , q u i , avec 

le s o m m e t s , fera c o n n a î t r e îa sur face c o n i q u e d e m a n d é e S. 

3° Enfin , la surface 2 peut ê t r e e n g e n d r é e p a r u n e c o u r b e p lane G, se mouvant 

de m a n i è r e q u e l 'un de ses po in t s m p a r c o u r e u n e c o u r b e gauche D , et q u e son 

p l a n ' r c s t e tou jours n o r m a l à cet te c o u r b e D. Deux pos i t i ons successives P et P ' du 

plan de la cou rbe génératrice Cse c o u p e n t su ivan t u n e d r o i t e A p e r p e n d i c u l a i r e au 

plan osci l la teur à la c o u r b e D et au po in t wi, en leque l le plan P coupe cet te c o u r b e direc

trice D ; dans le m o u v e m e n t in f in iment pe t i t a effectuer p o u r passer de la posi t ion 

P à la posi t ion P ' , îa c o u r b e G peu t ê t r e c o n s i d é r é e c o m m e t o u r n a n t a u t o u r de l 'axe 

A et e n g e n d r a n t dès lors u n e por t ion in f in iment pet i te de surface de révolu t ion ; 

de sor te q u e dans ce cas ia surface 2 peut ê t r e cons idé rée c o m m e composée d ' une 

infinité de po r t i ons inf in iment pe t i t e s de surfaces de révolu t ion <I>, don t les m é r i 

d i e n n e s sont toutes égales à la c o u r b e C et d o n t les para l lè les son t des cercle;, 

t angen t s aux cou rbes ana logues à 1) p a r c o u r u e s par ies divers po in t s de la géné

rat r ice C. La surface 2 est alors l ' enveloppe de cet te surface de révolut ion mobi le <I> 

Si i o n conçoi t le cône t angen t S d e m a n d é , la c o u r b e de con tac t K de ce cône 

et de la surface d o n n é e 2 coupe ra la c o u r b e C en c h a c u n e de ses pos i t ions C , 

G , G" et r e spec t ivement en les po in t s p, p\ p" pour c h a q u e po in t p la 

surface 2, la surface de révo lu t ion <I> et la surface c o n i q u e S sont t angen tes t 

c ' e s t - à -d i r e qu 'e l les on t m ê m e plan t a n g e n t ; m a i s le plan l angen t à la surface co~ 

n i q u v S mm" y.or- son sommet s ; si donc par le po in t « on m è n e un p lan tangent 

a la si;,-!-.'u,e d.- : é v d a o e o ç le point de contact s-n'a un po in t de la c.-.urb-o K. 

... . •• ; '•• '•" : ••• e :•<!•.' sieda-'C de rvy ^ .m b"-i !l' : r^ .uoc u n e 



infinité de p lans tangents à ce t te surface et ont p o u r enveloppe un cône tangent à 

cette surface <p. Il faudra donc dès lors p a r le po in t s, c o m m e s o m m e t , c o n s t r u i r e 

un cône M tangen t à l a surface d e r é v o l u t i o n $ ; I acourbe de con tac t Bdes d e u x s u r -

faces Oet M ira coupe r la c o u r b e G en un po in t qui a p p a r t i e n d r a à la c o u r b e K (*) 

2 8 2 . PROBLÈME I , Construire à une surface de révolution 2 un cône S tangent et ayant 

son sommet en un point donné. On d o n n e le s o m m e t s d e l à surface c o n i q u e S , elle sera 

donc e n t i è r e m e n t d é t e r m i n é e , si l 'on t rouve sa d i rec t r i ce ou sa c o u r b e de contac t 

K avec la surface de révolut ion 2 ; or , pa r c h a q u e po in t de cet te c o u r b e K passe 

un parallèle et un méridien de la surface de révolu t ion ; on p o u r r a d o n c d é t e r m i n e r 

cet te c o u r b e K de deux m a n i è r e s : 1 ° en c h e r c h a n t s u r c h a q u e cerc le ou parallèle les 

po in t s q u i a p p a r t i e n n e n t à cet te c o u r b e K de contac t ; 2° en faisant la m ô m e 

r e c h e r c h e p o u r c h a q u e c o u r b e méridienne de la surface de révolu t ion 2. 

1 ° P o u r emp loye r la p r e m i è r e m é t h o d e , di te méthode du parallèle, n o u s r e m a r 

q u o n s q u e la surface de révolu t ion p e u t ê t r e cons idé rée (n° 2 5 0 , 6 e mode) c o m m e 

l ' e n v e l o p p e d ' u n cône mobi le ayan t son s o m m e t s u r Taxe de révolu t ion de Iasurface 

de révolu t ion d o n n é e 2 et don t les géné ra t r i ce s droi tes font avec cet axe un angle 

va r i an t su ivant u n e loi d é t e r m i n é e . Si p a r le po in t s on m è n e u n p lan tangent à 

c h a c u n e de ces surfaces con iques S que l 'on doit cons idé re r c o m m e des enveloppées, 

les géné ra t r i ces d ro i t e sde con tac t i r on t coupe r le parallèle c o r r e s p o n d a n t en un po in t 

de la c o u r b e K. La m é t h o d e exposée (n° 225 ) p o u r c o n s t r u i r e ce p lan t angen t exige 

q u e l 'on conna isse le s o m m e t du cône §, m a i s on p e u t y s u p p l é e r c o m m e il sui t : 

Soit (fig. 237) A l ' a x e , C la c o u r b e m é r i d i e n n e de la surface de révolut ion 

d o n n é e et A le parallèle su r lequel n o u s c h e r c h o n s les po in t s a p p a r t e n a n t à la 

c o u r b e de con tac t K. Le parallèle A coupe la m é r i d i e n n e G en un po in t mj en menan t 

en ce p o i n t m la t angen te 0 à la c o u r b e C, on au ra la g é n é r a t r i c e d ro i te de Y en

veloppée c o n i q u e pa r t i cu l i è r e § à l aque l le on doit m e n e r le p lan t a n g e n t ; p o u r 

c e l a , pa r le po in t s on fait pas se r un p l an h o r i z o n t a l , qu i coupe les d ro i t e s A et 

0 en des po in t s o e t p, et la surface c o n i q u e B su ivant un ce rc l e , ayant son cen t r e 

e n o et p o u r r a y o n op; pu i s p a r le point s on m è n e des tangentes à ce cercle ; on 

uni t les p ro jec t ions ho r i zon ta l e s des po in t s de contac t avec le po in t A*, qu i est en 

m ê m e t e m p s la projec t ion hor izon ta le d u s o m m e t du cône d , et l 'on a les g é n é r a 

tr ices de contac t des p lans t angen t s m e n é s par le po in t s, elies vont co u p e r Ah 

en des po in t s xh et x"1 q u e l 'on p ro je t t e ver t i ca lement en xc et x \ et l 'on a a ins i 

deux po in ts x ct x de la c o u r b e K c h e r c h é e . 

2° Q u a n t à la seconde m é t h o d e d i te méthode du méridien, on r e m a r q u e q u ' u n pian 

mér id i en coupe tous les parallèles en des p o i n t s tels q u ' e n m e n a n t en ces poin ts 

{*) Voyez pour plus amples détails sur les divers modes de générat ion d'une surface , l'ouvrage qui 

A pour titre : Développements de géométrie descriptive, chapitre VII et dernier. 
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des t angen tes à ces pa ra l l è l es , ces t angen tes son t para l lè les e n t r e elles et p e r 

pendicu la i res au p l a n mér id ien ; elles fo rment d o n c u n e surface c y l i n d r i q u e g qui 

f avant u n e c o u r b e m é r i d i e n n e G p o u r b a s e ) est t angen te à la surface de révolu

tion 2 e t tou t le long de cet te m é r i d i e n n e G : si d o n c p a r le p o i n t s , o n m è n e un 

plan t angen t à cet te surface cy l i nd r ique S , lequel p lan sera p e r p e n d i c u l a i r e au 

plan m é r i d i e n c o r r e s p o n d a n t à la c o u r b e G, la géné ra t r i c e d ro i t e de contac t c o u 

pe ra la m é r i d i e n n e G en u:i po in t de la c o u r b e K c h e r c h é e . Ici enco re on p e u t 

avan tageusemen t modifier la m é t h o d e géné ra l e . En effet, si l 'on fait t o u r n e r a u t o u r 

de l 'axe A (fig. 238 ) le sys t ème formé de la surface de révolu t ion 2 , du cy l ind re 

tangent 6 et d u po in t s , j u s q u ' à ce q u e le p lan mér id i en M soit venu en M' p a r a l 

lèle au p ian vert ical de p ro j ec t ion , le p lan t angen t T à la surface c y l i n d r i q u e c 

sera a lo rs venu en T ' p e r p e n d i c u l a i r e au pian ver t ical de p ro jec t ion (n" 2 4 7 ) , 

doncs- ' 0 se t r ouve ra su r V T / ; de m ê m e , l ' i n te r sec t ion 0 ? de ce p l a n T' p a r le plan 

m é r i d i e n M' se p ro je t te ra su r V T ' ; ma i s 0 ' est t a n g e n t e à la c o u r b e m é r i d i e n n e 

s i tuée dans le p lan M' ; d o n c si du point s"} on m è n e u n e t a n g e n t e 0 f " à la p ro jec

t ion ver t icale de ce t te m é r i d i e n n e , le po in t de c o n t a c t # r r e p r é s e n t e r a u n po in t x de 

la c o u r b e c h e r c h é e , ce po in t x é t a n t r a m e n é en x dans le p lan mér id i en M r , qu i est 

parallèle au plan vertical de projection; si d o n c on r a m è n e la t angente 0 ' d a n s sa 

posi t ion na tu r e l l e , à savoir celle où elle passe par le p o i n t s, le po in t x' v i endra 

p r e n d r e la posi t ion x, et ce po in t a; sera un po in t de la c o u r b e K c h e r c h é e ; en ré

p é t a n t la m ê m e cons t ruc t ion p o u r d ' au t r e s c o u r b e s méridiennes, on a u r a t an t de 

po in ts q u e l 'on voudra de la c o u r b e de contac t K d e m a n d é e . Je ferai r e m a r q u e r 

«pic dans le m o u v e m e n t de ro ta t ion le poin t s déc r i t u n cerc le B , et pour avoir 

a posit ion ,y', il suffit de p r e n d r e s u r P/' Tare shsh=iad. 

Si l 'on voulait avoir le po in t s i tué su r le plan m é r i d i e n pas san t par a", il fau

d ra i t p r e n d r e sh$"hz=;d!d, et a ins i de su i te . Les po in t s a,d\ e t c . . . . . é t an t les 

in te r sec t ions d u cerc le B h pa r des d i a m è t r e s de ce cerc le B , ( , son t aussi b ien 

dé t e rminés q u e p o s s i b l e , c 'est p o u r q u o i j e crois la m é t h o d e q u e j e viens d'ex

p l iquer préférable (sous le p o i n t de vue g r aph ique ) à celle q u e l 'on d o n n e o rd i 

na i rement et qu i c o n d u i t à déc r i r e le cercle B, su r le d i a m è t r e A V et à p r e n d r e 

>es in te rsec t ions ph avec les t r a ce s ho r i zon ta l e s des d ivers p l ans m é r i d i e n s , le 

point p é tant a lors le pied d ' u n e p e r p e n d i c u l a i r e au p lan m é r i d i e n M et dès lors 

ce poin t p a p p a r t i e n t à la t angen te 0 . 

3 8 3 . PROBLÈME 2 . Par une droite donnée mener un plan tangent ci une surface 

donnée. Il est évident q u e le p r o b l è m e est que lque fo i s imposs ib le su ivan t la 

n a t u r e de la surface et la pos i t ion de la d ro i te pa r r a p p o r t à e l le . S i , pa r exemple , 

la surface est d é v e l o p p a b l e , le plan t a n g e n t doi t c o n t e n i r une g é n é r a t r i c e d ro i t e 

de la su r face : si donc la d ro i t e donnée n 'es t pas para l lè le à cet te g é n é r a t r i c e elle la 



coupera et sera n é c e s s a i r e m e n t t angen te à la surface d o n n é e au point d ' in te r sec t ion : 

il faudra d o n c p a r la d ro i te d o n n é e faire passe r un plan coupan t la sur face d o n n é e 

suivant u n e c o u r b e y , si la d ro i t e est t angen te à ce t te c o u r b e y en u n po in t g, on c o n 

s t r u i r a la géné ra t r i ce d ro i t e G de la surface p a s s a n t pa r le po in t de contac t g et le 

plan de cet te géné ra t r i ce et de la d ro i t e d o n n é e sera le p lan t angen t d e m a n d é ; mais 

si la d r o i t e d o n n é e coupe la c o u r b e d ' in te r sec t ion y le p r o b l è m e sera imposs ib le . 

Si la surface est g a u c h e , on c h e r c h e r a le p o i n t où elle est coupée par la d ro i t e 

d o n n é e , on c o n s t r u i r a la g é n é r a t r i c e d ro i t e passan t pa r ce point . ; cet te g é n é r a t r i c e 

et la d ro i te d o n n é e d é t e r m i n e r o n t un plan qui sera néces sa i r emen t t angen t à la 

surface (n° 2 4 0 ) ; d a n s ce c a s , le p r o b l è m e est tou jours poss ib le et g é n é r a l e m e n t 

suscept ib le de p lu s i eu r s so lu t ions l o r s q u e la d ro i t e d o n n é e r e n c o n t r e la sur face , 

Si la surface est de r é v o l u t i o n , le p r o b l è m e n 'es t pas tou jou r s poss ible ; dans le 

cas où le p lan tangent ex i s te , on p e u t l ' ob ten i r p a r les d iverses m é t h o d e s su ivan tes 

I o P a r u n po in t q u e l c o n q u e s de la d ro i t e d o n n é e I ) , c o m m e s o m m e t , on c o n 

s t ru i t u n e surface c o n i q u e t angen te à la surface de révolu t ion (n° 3 8 2 ) ; tou t p lan 

t angen t à cet te surface con ique sera en m ô m e t e m p s tangent à la surface de r é v o l u 

t ion e t a u p o i n t où la géné ra t r i ce d ro i t e de contac t du cône et du p lan t angen t coupe 

la c o u r b e de contactóles deux surfaces ; le p r o b l è m e sera d o n c poss ib le c h a q u e fois 

q u e pa r la d r o i t e D on p o u r r a m e n e r un p lan tangent à la surface c o n i q u e , 

2° Le po in t s peu t ê t re choisi à l ' infini su r la d ro i t e D , alors la surface c o n i q u e 

dégénè re en u n e surface c y l i n d r i q u e don t les géné ra t r i ce s sont pa ra l l è l e s à la 

d ro i te d o n n é e D ; m e n a n t donc par cet te d ro i te D un plan t a n g e n t à cet te surface 

c y l i n d r i q u e , on a u r a le plan t angen t d e m a n d é , 

3 ° Le c y l i n d r e employé d a n s la s econde m é t h o d e sera i t d é t e r m i n é , si l 'on 

connaissa i t sa c o u r b e de contac t C avec la surface de révo lu t ion ; o r , ce t te c o u r b e 

r e n c o n t r e u n parallèle A de la surface de révolu t ion en un po in t par l eque l passe 

u n e géné ra t r i c e d ro i t e , qu i appa r t i en t en m ê m e t e m p s à un a u t r e surface cy l in 

d r i q u e ayant p o u r d i r e c t r i c e ce parallèle A et p o u r généra t r i ces dro i tes des pa ra l 

lèles à la d ro i t e D, et il est év iden t q u e ces deux surfaces c y l i n d r i q u e s au ron t 

m ê m e p lan tangent su ivan t su ivant l eur géné ra t r i ce c o m m u n e , p u i s q u e l ' une et 

l ' au t re a u r a i e n t en ce poin t m ê m e plan t angen t q u e la surface de r é v o l u t i o n , ce 

plan é t an t d é t e r m i n é p o u r l ' une p a r la géné ra t r i ce et la t angen te à la c o u r b e G, 

p o u r l ' a u t r e p a r l a géné ra t r i ce et la t angen te au para l lè le A ; d o n c les bases de ces 

surfaces c y l i n d r i q u e s son t t a n g e n t e s . En faisant donc passer pa r tous les parallèles 

de la surface de révolu t ion des surfaces cy l i nd r iques ayan t l eu r s géné ra t r i ces d ro i t e s 

paral lè les à la d ro i t e d o n n é e D , p u i s t r açan t u n e c o u r b e B qui enveloppe toutes 

ieurs bases h o r i z o n t a l e s , cet te c o u r b e B sera la base ho r i zon t a l e d 'un cy l ind re 

t angen t à la surface de révolut ion ; dans l ' exécut ion , on ne p o u r r a c o n s t r u i r e q u ' u n 



cer ta in n o m b r e de cy l i nd re s enveloppées et la c o u r b e B enveloppe de l eu r s bases 

fendra d ' au t an t p lus à se con fondre avec la vé r i t ab le base du cy l indre t angen t que 

l 'on a u r a emp loyé u n p lus g r and n o m b r e de parallèles; il faudra ensu i t e m e n e r 

par la d ro i t e D u n plan t angen t à la surface c y l i n d r i q u e ayan t p o u r base cet te 

cou rbe B et p o u r géné ra t r i ces d ro i t e s des para l lè les à D ; il sera facile de t rouver 

le po in t de contac t avec la surface de r évo lu t i on , en c h e r c h a n t le poin t où elle est 

r e n c o n t r é e p a r la géné ra t r i ce d ro i t e de c o n t a c t , ou encore en cons t ru i san t le pa

rallèle d i r ec t eu r du c y l i n d r e qu i est Y enveloppée c o r r e s p o n d a n t e . 

4° E n f i n , Monye a résolu le p r o b l è m e en concevant u n e seconde surface de 

révolu t ion e n g e n d r é e par la d ro i te D t o u r n a n t a u t o u r de l 'axe A de la sur face de 

révolut ion p r o p o s é e ; cet te seconde surface est g a u c h e , de so r t e q u e le plan 

c h e r c h é passant pa r la géné ra t r i c e D, sera u n p lan t angen t à cet te su r f ace , et pa r 

c o n s é q u e n t ce sera u n pian t angen t c o m m u n aux deux surfaces de r évo lu t ion . Si 

l 'on c h e r c h e la c o u r b e m é r i d i e n n e de cet te s econde su r f ace , et si l 'on const ru i t 

une t angen te c o m m u n e aux d e u x cou rbes m é r i d i e n n e s s i tuées dans un m ê m e plan 

m é r i d i e n , cet te t a n g e n t e , en t o u r n a n t a u t o u r de l 'axe A , e n g e n d r e r a u n e surface 

c o n i q u e de révo lu t ion t a n g e n t e à la fois aux deux surfaces de révolu t ion p r é c é d e n t e s 

(n° 2 4 8 ) . Si par la d ro i t e D on peu t m e n e r u n p lan t angen t à ce t te surface con ique , 

ce sera l e p l a n d e m a n d é ; dans le cas c o n t r a i r e , le p r o b l è m e est imposs ib l e . 

3 8 3 bis. Si la surface est e n g e n d r é e p a r un cerc le B de r ayon cons tan t R , don t le 

«en t r e p a r c o u r t u n e c o u r b e gauche C , le plan d u cerc le m o b i l e é tan t n o r m a l en 

toutes ses pos i t i ons à la c o u r b e directrice C, ce t te surface p r e n d le nom de surface-

canal , et l 'on p o u r r a , p o u r la so lu t ion du p r o b l è m e : Mener un plan tangent par 

une droite D à une surface-canal, emp loye r la m é t h o d e i n d i q u é e c i -des sus ( p a r a 

g r a p h e 3°) et en effet : 

I m a g i n o n s d a n s l ' espace un cerc le B du r a y o n R et ayan t son c e n t r e o sur 

u n e dro i te A et son p lan P é t an t p e r p e n d i c u l a i r e à la d r o i t e A, concevons ensu i t e 

u n e dro i te D faisant un angle q u e l c o n q u e a avec la d r o i t e A. 

Cela posé : concevons q u e le cerc le B est la d i r ec t r i ce d ' u n c y l i n d r e 2 don t les 

diverses généra t r i ces d r o i t e s G s e r o n t paral lè les à la d ro i te D , et c o u p o n s ce 

cy l indre 2 p a r u n p lan q u e l c o n q u e Q. 

Ce p lan Q coupera le c y l i n d r e ob l i que I su ivan t une ell ipse E. Or si nous t ra

çons su r le cerc le B deux d i a m è t r e s M et N r ec t angu la i r e s e n t r e e u x , ils s e ron t 

pro je tés o b l i q u e m e n t su r l ' e l l ipse E p a r le cy l i nd re 2 en des d i a m è t r e s M 0 et N" 

qui seront conjugués e n t r e eux . P a r m i les sys tèmes de d i a m è t r e s r ec t angu la i r e s 

M et N du cerc le B on peu t chois i r celui p o u r lequel le d i a m è t r e M est hor izon ta l ; 

a lors sa project ion ob l ique M 0 lui sera égale en l o n g u e u r et le d i amè t r e N étant, 

une l igne d é p l u s g r ande pen te du plan P sera p ro je té o b l i q u e m e n t su r le plan Q. 



par un plan X paral lè le à la d ro i te D , suivant u n e d ro i t e X' para l lè le a la 

p ro jec t ion o r t hogona l e D / l de la d ro i t e D su r ce p lan Q ( cons idé ran t h: 

plan Q c o m m e un p l an h o r i z o n t a l de pro jec t ion ) et la l o n g u e u r de № sera égale 

à —— en dés ignan t pa r a l ' angle q u e le p lan P fait avec le p lan Q. 

De p l u s , le d i a m è t r e M 0 , qu i es t para l lè le au- d i a m è t r e Me t égal à 2 R , sera d i 

r igé p e r p e n d i c u l a i r e m e n t à la p ro jec t ion o r thogona l e Afc de la d ro i t e A p a r le plan Q 

Cela posé : on devra p o u r r é s o u d r e le p r o b l è m e é n o n c é , p ro je te r o r t h o g o -

na lemen t la c o u r b e C en Ch s u r le p lan ho r i zon t a l et G" su r le plan ve r t i ca l , et 

encore o b l i q u e m e n t en C° su r le p l an hor izon ta l pa r des d ro i tes para l lè les à la 

dro i te D ou pa r u n cy l ind re ob l i que A. 

Les cercles B s e r o n t pro je tés o b l i q u e m e n t p a r des cy l ind res ob l iques 2 et para l 

l è lement à l a d r o i t e D su ivan t des el l ipses E , c|ui a u r o n t l eurs c e n t r e s su r la cou rbe 

C° et don t u n sys tème de d i a m è t r e s con jugués sera d o n n é p a r u n e d ro i t e X° pa-
2R 

rallèle à ï)h et égale à — - ( a p r e n a n t des va leurs d i f f é ren tes , ou , en d ' a u t r e s 
COS c/-

t e r m e s , var iant su ivant les inc l ina i sons des p lans des cercles B s u r le p lan hor izon

tal ) et pa r u n e d ro i t e M 0 p e r p e n d i c u l a i r e à la p ro jec t ion Th de la t angen te T à la 

cou rbe C au po in t o c e n t r e d u cerc le B c o n s i d é r é et ce l te d ro i t e № é tan t égale 

à 2 R ou au d i a m è t r e du ce rc le B. 

-1° On voit d o n c q u e p o u r les d iverses el l ipses E , E' , E", e t c . , on a u r a un dia

m è t r e cons tan t 2 R , m a i s var iable de pos i t ion pa r r a p p o r t a la l igne de t e r r e ( p u i s 

q u e les t angen te s T , T , T" , e t c . , à la c o u r b e C se p ro je t t en t n é c e s s a i r e m e n t 

su ivan t des d ro i t e s T*, Th, T"h, e t c . , qui ne sont po in t paral lè les e n t r e elles), et un 
2 R 

d i a m è t r e de l ongueu r var iable ( p u i s q u e l 'angle a v a r i e , les t angen tes T , T', 

T ' ' e t c . , de la c o u r b e C ne faisant pas u n angle cons t an t en général, avec le plan 

hor izon ta l de p r o j e c t i o n ) , ma i s de d i rec t ion cons t an t e p u i s q u ' i l sera toujours 

paral lè le à la d ro i t e D \ 

Ayant cons t ru i t u n e sér ie d 'e l l ipses E , E f , E" , e t c . , on les enve loppera pa r une 

c o u r b e K et en m e n a n t par la t r ace ho r i zon t a l e de la d ro i t e D u n e t angen te à la 

c o u r b e K on a u r a la t race H® du p lan 0 d e m a n d é . 

2° La c o n s t r u c t i o n des ell ipses E , E ' , E " , e t c . , se ra i t l o n g u e , car ce sont des 

ellipses différentes e n t r e e l l e s , mais si la c o u r b e G é ta i t p l ane et de p lu s h o r i z o n 

t a l e , et q u e l 'on e û t , p a r e x e m p l e , u n e surface c o m m e le tore ou surface annu

laire, a lors les c o n s t r u c t i o n s s e ra i en t simplifiées , car tou tes les el l ipses E , E'., 

E" , e t c . , a u r a i e n t n o n - s e u l e m e n t l eu r s d i a m è t r e s M 0 égaux e n t r e e u x , ma i s encore 

les d i amè t re s X°, p u i s q u e l 'angle a sera i t c o n s t a n t , é t an t égal à un angle droi t 

p o u r chaque cercle B. Mais les d i amè t re s con jugués M 0 et № de l 'e l l ipse E , ne 



c o m p r e n d r a i e n t pas e n t r e eux le m ê m e angle q u e les d i amè t r e s M' 0 et JN'° de l ' e l -

iipse E ' , en sor te q u e q u o i q u e les c o n s t r u c t i o n s se t rouven t simplifiées, la so lu t ion 

g r a p h i q u e en définitive exige t ou jou r s la c o n s t r u c t i o n séparée de c h a c u n e des 

el l ipses E , E f , E" , e t c . , c h a c u n e de ces el l ipses é tan t d o n n é e par un sys tème de 

d i a m è t r e s con jugués . 

3° Mais si le p lan Q ou p l an hor i zon ta l de p ro jec t ion était p e r p e n d i c u l a i r e à la 

d ro i te D , le plan du cerc le C l ieu des cen t r e s des cerc les B de la surface a n n u 

laire é tant ob l ique à ce p lan Q , a lors les diverses el l ipses E , E r , E" , e t c . , seraient 

d o n n é e s p a r l eu r s axes et n o n par un sys tème de d i a m è t r e s con juguées . 

Et en effet : 

P ro je tons o r t h o g o n a l e m e n t le cerc le C su r le p l an Q on a u r a C ' , le c e n t r e o d ' u n 

cerc le B se p ro j e t t e r a en oh s u r C f t , et le d i a m è t r e h o r i z o n t a l M de B s e p r o j e t e r a 

en u n e d ro i t e M* égale à 2 R e t n o r m a l e à C*. Le d i a m è t r e N de B et p e r p e n d i c u 

laire à M sera u n e l igne de p lus g r a n d e p e n t e du p l an P du cerc le B ; il fera donc 

avec le p lan h o r i z o n t a l u n angle a q u i sera celui q u e le p lan P fait avec le plan 

hor i zon ta l Q , ci cet angle a. var ie ra p o u r c h a q u e cerc le B p u i s q u e le cerc le C n 'es t 

pas hor izon ta l ; ma i s ce d i a m è t r e N sera p e r p e n d i c u l a i r e à la t a n g e n t e T m e n é e au 

p o i n t e au cerc le C, et le p lan (T , N ) s e r a p e r p e n d i c u l a i r e au p lan Q, il ne sera donc 

a u t r e que le p l a n p r o j e t a n t T en T' 1, Th é t an t t angen te en oh à C/'. P a r c o n s é q u e n t 

le d i a m è t r e N se p ro j e t t e r a s u r T*; or T f t e t M'1 son t p e r p e n d i c u l a i r e s e n t r e eux 

"ils s e ron t d o n c les axes de Pel l ipse E ou B \ 

il est év ident q u e tou tes les e l l ipses E , E' , E" , e t c . , q u e l 'on o b t i e n d r a su r le 

p ían Q a u r o n t t ou te s l eu r s axes n o r m a u x à la c o u r b e Ch égaux e n t r e e u x , ma i s 

l eu r s axes d i r igés su ivan t les t angen tes à ce t t e c o u r b e C" se ron t inégaux pa r ce 

q u e l ' angle a var ie en passan t d ' u n cerc le B à son voisin B' . 

il faudra i t d o n c t r a c e r u n e su i te d 'e l l ipses su r des axes inégaux ce qu i serait 

assez l o n g , pu i s enve lopper ces el l ipses p a r u n e c o u r b e K. 

i û Si le cerc le C étai t h o r i z o n t a l , la d ro i t e D é tan t v e r t i c a l e , a lo r s tous les cer

cles B , se p ro je t t e r a i en t su r le p lan h o r i z o n t a l Q su ivan t des l ignes d ro i tes n o r 

males à Ch, et Ch ne sera i t a u t r e q u ' u n cerc le i d e n t i q u e à C. 

Dans ce cas pa r t i cu l i e r la c o u r b e K sera i t facile à t r ace r , car il suffirait de m e n e r 

par c h a q u e p o i n t oh de la c o u r b e Ch u n e n o r m a l e Z à cet te c o u r b e et de p o r t e r 

su r Z à d ro i t e ct à gauche du po in t c/1, le r a y o n R du cerc le R , on au ra i t deux 

po in ts z et z' qu i a p p a r t i e n d r a i e n t à la c o u r b e K ; et l 'on voit de su i t e q u e d a n s ce 

cas la c o u r b e K est fo rmée de d e u x b r a n c h e s K' et K" para l lè les et equ id i s t an t e s 

de la"courbe C \ en sor te q u e les t ro is c o u r b e s K ' , K", Ch on t m ê m e développée. 

5° Mais la c o u r b e K peu t ê t r e t rès - fac i lement c o n s t r u i t e d a n s tous l e seas p r é c é 

d e m m e n t examines , si l 'on r e m a r q u e q u e la surface e n g e n d r é e pa r un cerc le h 



de rayon R cons tan t et don t le c en t r e p a r c o u r t u n e c o u r b e gauche C, son pian clans 

n o r m a l à ce t te c o u r b e directrice C , p e u t ê t r e c o n s i d é r é e c o m m e l ' enveloppe de 

l 'espace p a r c o u r u pa r u n e s p h è r e de r a y o n cons tan t d o n t le c e n t r e p a r c o u r t h 

cou rbe d i r e c t r i c e , g a u c h e ou à d o u b l e c o u r b u r e C (*). 

Car , é tan t d o n n é e u n e s p h è r e S du r ayon R, concevons son c e n t r e en un po in t >, 

d ' u n e d r o i t e T 5 si îa s p h è r e S, passe en u n e pos i t i on success ive et inf in iment 

voisine S' , le c e n t r e sera p lacé au p o i n t d qu i s u r la d ro i t e T sera le successif et 

in f in iment voisin de 0. 

Les deux s p h è r e s S et S' se c o u p e r o n t su ivant un g rand cerc le B ( dès lors du 

rayon R ) et don t le p lan sera p e r p e n d i c u l a i r e à la d ro i t e T et don t le c e n t r e 

sera le po in t 0 ou le p o i n t d, su ivant q u e l 'on m a r c h e r a de gauche à d r o i t e sur 

la d r o i t e T ou de d ro i t e à g a u c h e s u r ce t te d r o i t e . 

Cela é tabl i : 

Cons idé rons u n e s p h è r e S du r ayon R ayan t son c e n t r e en un p o i n t 0 de le 

d i r ec t r i c e C , la caractéristique de la sur face sera le cerc le B d u rayon R don t le 

p lan sera perpendiculaire au p o i n t 0 à la t angen te T en 0 à la c o u r b e d i rec t r i ce C. 

En s o r t e q u e la surface p e u t ê t r e cons idé rée c o m m e e n g e n d r é e ou par son en

veloppée s p h é r i q u e S ou p a r sa caractéristique c i r cu l a i r e B, 

Cela posé : 

Si n o u s concevons u n c y l i n d r e A t angen t à la surface et d o n t les géné ra t r i ce s 

d ro i t e s se ron t pa ra l l è les à la d ro i t e D , ce c y l i n d r e t o u c h e r a îa su r face su ivant 

une c o u r b e 5 et sera coupé p a r le p lan Q suivant la c o u r b e K. 

Si n o u s concevons un c y l i n d r e A t t angen t à la s p h è r e S et d o n t les g é n é r a t r i c e s 

dro i tes so ien t para l lè les à la d ro i t e D , ce c y l i n d r e t o u c h e r a la s p h è r e S suivant 

u n g r a n d cerc le X don t le p lan sera p e r p e n d i c u l a i r e à la d r o i t e D, Si par le 

cerc le B on m è n e u n cy l ind re A, , don t les géné ra t r i ces d ro i t e s soient para l lè les 

à D, ce cy l ind re sera coupé p a r le p lan Q su ivant u n e el l ipse E. 

Or les deux c y l i n d r e s A2 et A, se c o u p e r o n t su ivan t deux géné ra t r i ces dro i tes 

passan t p a r les po in t s x et x' en lesque ls se c o u p e n t les deux cerc les X et B : 

la dro i te xx} passera pa r le c en t r e o e t sera p e r p e n d i c u l a i r e au plan V m e n é par

la t a n g e n t e T en 0 à la c o u r b e C et p a r a l l è l e m e n t à la d ro i t e D, p u i s q u e le cerc le 

X est p e r p e n d i c u l a i r e à D et q u e le cerc le B e s t p e r p e n d i c u l a i r e à T . 

Et j e dis q u e les deux cy l ind res A, et A* se t ouchen t pa rce q u e n o u s avons 

d é m o n t r é c i -dessus q u e les c y l i n d r e s A2 et A se t oucha ien t et qu ' i l est évident que 

(*) Voyez dans l 'ouvrage qui a pour litre Développements de géométrie descriptive ce que n<>n> 

a \ons dit dans le chapitre 7 e et dernier au sujet des surfaces des canaux. 



ios cy l indres A, et A se t o u c h e n t ; et les po in t s x et x' ne peuven t ê t r e au t r e s 

q u e ceux en l esque l s les t ro i s c o u r b e s X , B et <5 se c ro i sen t . 

Par c o n s é q u e n t en m e n a n t p a r les po in t s x et x' des dro i tes para l lè les à D , 

elles i ron t c oupe r le p lan Q en des po in t s qu i a p p a r t i e n d r o n t à la c o u r b e K. 

Mais c o m m e les po in t s x et x' sont su r u n e d ro i t e I p e r p e n d i c u l a i r e au p lan q u i 

passant p a r T est para l lè le à D , p lan q u e n o u s dés igne rons par ( T ) , il s ' ensu i t 

qu ' i l faudra m e n e r pa r la pro jec t ion o b l i q u e o° du po in t o de la c o u r b e G u n e 

dro i te I o p e r p e n d i c u l a i r e à la t race ho r i zon ta l e ( s u r le p l an Q ) d u p lan (T) et 

R 
po r t e r à d ro i te et à gauche d u po in t o° su r I o u n e l o n g u e u r égale à , a é t an t 

l 'angle q u e la d r o i t e 1 fait avec le p lan Q ; et l 'on ob t i end ra ainsi deux p o in t s a p 

p a r t e n a n t l ' un à la b r a n c h e K' et l ' au t r e à la b r a n c h e K" d o n t se compose la 

c o u r b e K. 

6° Si le plan Q était p e r p e n d i c u l a i r e à la d ro i t e D , a lors le cerc le X serai t ho r i 

zonta l et les p o i n t s x et x' s e r a i en t s i tués su r u n e ho r i zon ta l e Í p e r p e n d i c u l a i r e à 

la t angen te T e n o à la d i rec t r i ce C. Dès lors il suffira p o u r avoir les p o i n t s de la 

c o u r b e K , de p o r t e r à d ro i t e et à gauche du po in t o° su r la n o r m a l e l / l à Ch en ce 

po in t oh, u n e l o n g u e u r égale au r a y o n R . 

L 'on voit d o n c q u e la cons idé ra t ion des s p h è r e s enveloppées n o u s a c o n d u i t à 

s implif ier la c o n s t r u c t i o n de la c o u r b e K , et de p lu s le cas pa r t i cu l i e r qu i vient 

d ' ê t re résolu n o u s p e r m e t d e c o n c l u r e ce qu i s u i t , savoir : q u e l o r s q u ' o n a u n e su i t e 

d 'e l l ipses E , E' , E",.... successives et in f in iment vo i s ines , d o n t les c e n t r e s sont 

s i tués s u r u n e c o u r b e C f t et q u e ces el l ipses son t telles q u e l eu r s axes d i r igés 

suivant des n o r m a l e s à la cou rbe 'C ' 1 son t égaux e n t r e eux (quel q u e soit le r a p p o r t 

qu i existe e n t r e l eu r s axes d i r igés su ivan t les t angen te s à la c o u r b e Ch), ces 

e l l ipses se c o u p e n t deux à deux en des po in t s q u i son t s i tués su r des n o r m a l e s à 

la c o u r b e G f c, en sor te q u e Y enveloppe de ces el l ipses est u n e c o u r b e K para l lè le 

ou e q u i d i s t a n t e de la c o u r b e C f c ; en d ' a u t r e s t e r m e s les c o u r b e s K et G'4 sont 

¡les déve loppan tes d ' u n e m ê m e développée. 

3 8 3 ter. Si la surface est d o n n é e par des sect ions h o r i z o n t a l e s , q u ' o n d é s i g n e sous 

le nom de courbes de niveau et q u e l 'on veuille p a r u n e d ro i t e m e n e r u n p lan t a n 

gent à ce t te su r f ace , il faudra t o u j o u r s , p a r un po in t s de la d ro i t e d o n n é e , m e n e r 

un cône t a n g e n t à la s u r f a c e , p u i s u n p lan t angen t à ce t te surface c o n i q u e ; mais 

pour d é t e r m i n e r le cône il s 'agit de c o n s t r u i r e sa c o u r b e de con tac t avec la surface 

d o n n é e . P o u r c e l a , pa r le p o i n t s , on f a i tpasse r u n e série de p l ans ver t i caux qui cou

pen t les d iverses courbes de niveau en des po in t s et l 'on un i t p a r u n e c o u r b e con t i 

nue t o u s l e s p o i n t s f o u r n i s p a r u n m ê m e plan sécant , et à ce t te cou rbe on m è n e par 

le po in t s u n e t a n g e n t e , le poin t de contac t est u n des po in t s de la c o u r b e c h e r c h é e , 



O r d i n a i r e m e n t on se p ropose s eu l emen t de d é t e r m i n e r le po in t de c o n t a c t ; on 

cons t ru i t a lors les courbes de con tac t de deux surfaces c o n i q u e s ayant l eu r s s o m 

mets en deux po in t s s et s' de la dro i te d o n n é e D avec la surface d o n n é e ; le po in t 

de contac t devant se t rouver à la fois su r les deux c o u r b e s sera à leur i n t e r s e c 

t ion. Mais dans ce cas qu i d o n n e la so lu t ion du p r o b l è m e de fort i f icat ion, qui a 

p o u r bu t de t rouver le p lan de site et p a r sui te le p lan de défilement, on emplo ie 

les p lans cotés (*) 

Soient donc (fiq. 239) la surface du t e r r a in d o n n é e par des sec t ions ho r i zon ta l e s 

e q u i d i s t a n t e s et D la dro i te par laque l le do i t passer le plan de s i t e , ce p lan devant 

dès lors ê t r e t angen t s à la m o n t a g n e et p o u r m e t t r e à couver t les h o m m e s et les 

t ravaux placés d e r r i è r e le pa rape t à élever dans la d i rec t ion de la dro i te D, il faut 

p a r u n e d ro i t e D' , posi t ion q u e la d ro i t e D p rend en s 'é levant ve r t i ca l emen t d ' u n e 

cer ta ine h a u t e u r h, m e n e r un p l a n t a n g e n t , non au t e r r a i n , mais à la surface 2 

q u e Ton ob t i endra i t en s u p p o s a n t q u e le t e r r a in est relevé ve r t i ca l emen t de la 

h a u t e u r h. Le p lan passan t p a r la d ro i t e D' ct t angen t à la surface I est d i t plan de 

défilement ; en sor te q u e les p l ans de site et de défilement sont paral lè les e n t r e eux . 

Gela posé, p o u r r e s ó n d r e l e p r o b l è m e p r o p o s é , on coupe îe t e r r a in p a r u n e sér ie 

de p l ans ver t i caux P passant p a r un po in t s de la d ro i t e D ; on r a b a t c h a c u n des 

p lans P a u t o u r de son in t e r sec t ion avec le plan de compara i son , in te r sec t ion q u i 

est paral lè le à IP(n° 157) ( j e p r e n d s ici u n e dro i te K q u i lui est para l lè le ct ayant 

pour cote Am), pu i s par les po in t s d ' in te rsec t ion de H r avec les p ro jec t ions des c o u r 

bes de niveau, on élève des p e r p e n d i c u l a i r e s j u s q u ' à la r e n c o n t r e de K , et on po r t e 

les d is tances b'b—om— •i œ = l r a , e ' c = : 2 r a , c l c . . . ¿/<y = 5 m ; p a r Je poin t s de ia droi te 

h . on m è n e u n e tangente à la cou rbe a'bed et on pro je t te sur le p lan hor i zon ta l 

le po in t de contac t m , et i on t rouvera ainsi t an t de points q u e Ton voudra de la 

project ion ho r i zon ta l e G" de la c o u r b e de contac t C du t e r ra in avec u n e surface co 

n i q u e ayant son s o m m e t au poin t s de la dro i te D, ce po in t s avant p o u r cote 9"', 

Dans les appl ica t ions su r le t e r r a i n , il a r r ive t r è s r s o u v e n t , et p r e s q u e tou jour s , 

q u e la c o u r b e a'bed.... est assez ap la t ie , de sor te q u e la posi t ion du poin t de c o n 

tact m de la t angente m e n é e à cet te courbe abed pa r le po in t s, peu t offrir 

quo ique i n c e r t i t u d e ; p o u r obvier à cet i nconvén ien t on d é c u p l e l 'échel le des 

h a u t e u r s ve r t i ca les , et dès lors on cons t ru i t u n e c o u r b e o a y a n t m ê m e s abscisses 

que la cou rbe a bed... mais dont les o r d o n n é e s sont dix fois p lus g r andes q u e celles 

de la c o u r b e de section a bed le point de contac t n de la t angen te m e n é e à la 

courbe o pa r le point s aura m ê m e pro jec t ion hor i zon ta l e q u e le po in t m 

>; ' n ' oío sept* ). Or, il est évident q u e les inflexions insens ib les de la c o u r b e a bvd... 

Voyez dans ia j-romtere paru-- ne M - c o u r s co qui a "U\ dit relative to eut aux plans cotés ct nivelés 



dev iend ron t d ' a u t a n t p lus sens ib les su r la cou rbe d, q u e le r a p p o r t e n t r e l e s o r d o n -

nécs des c o u r b e s 5 et a'bcd... sera p lu s g r a n d . 

P r e n a n t le po in t s'situé su r la d ro i te D et d o n t la cote est 7 m p o u r s o m m e t d ' u n e 

seconde surface c o n i q u e , n o u s c o n s t r u i r o n s de la m ô m e m a n i è r e la c o u r b e de 

contac t C de ce second cône avec le t e r r a i n , et le po in t d ' in te r sec t ion xdes deux 

c o u r b e s de con tac t C et G' sera le po in t de con tac t d e m a n d é . P o u r avoir la cote de 

ce po in t x , n o u s p o u v o n s faire passer un p lan vert ical p a r ce po in t et le s o m m e t ,s 

ou s de l ' une des deux sur faces c o n i q u e s . Nous c o n s t r u i r o n s c o m m e p r é c é d e m 

m e n t la c o u r b e d ' i n t e r sec t i on B d u t e r r a i n par ce p lan et le po in t t é t a n t su r cette 

c o u r b e B , n o u s en c o n n a î t r o n s faci lement la cote; r e m a r q u o n s que l 'on a u n e vé

rification de l ' exac t i tude g r a p h i q u e des cons t ruc t i ons e x é c u t é e s , ca r si l 'on jo in t 

les p o i n t s s et x p a r u n e d r o i t e , elle doi t ê t r e t angen te à la c o u r b e B. Mais on peu t 

aussi m e n e r p a r le pointa?' 1 u n e d ro i t e à peu p r è s d a n s la d i rec t ion p e r p e n d i c u l a i r e 

à l ' une des c o u r b e s de n iveau e n t r e lesquel les il est s i t u é , et l 'on suppose ra q u e 

ce soit la p ro j ec t i on d ' u n e d ro i t e passan t p a r le po in t x et s ' a p p u y a n t su r ces 

deux c o u r b e s de n iveau , on a u r a a lors p o u r ce poin t x u n e cote peu différente de 

celle qui lui a p p a r t i e n t r é e l l e m e n t , et qu i sera suffisante d a n s les app l i ca t ions . 

3 8 4 . PROBLÈME 3 . Mener à une sphère donnée un plan tangent faisant avec les plans 

de projection des angles donnés. L e p lan d e m a n d é T (fig. 240) devan t faire avec 

le p lan h o r i z o n t a l de pro jec t ion u n angle a doit ê t r e t angen t à u n e surface c o n i q u e 

de révolu t ion d o n t l 'axe A serait vert ical et d o n t les géné ra t r i ce s d ro i t e s feraient 

avec le plan ho r i zon t a l cet angle a ( n" 2 3 0 ) ; de m ê m e il devra ê t r e t a n g e n t à u n e 

seconde surface c o n i q u e de révo lu t ion d o n t l 'axe A ' sera i t p e r p e n d i c u l a i r e au plan 

vertical de p ro j ec t i on et d o n t les g é n é r a t r i c e s d ro i t e s feraient avec ce p lan vertical 

de pro jec t ion le second angle d o n n é (3; on c o n s t r u i r a d o n c ces deux surfaces co

n iques t angen t e s à la s p h è r e , et on l eur m è n e r a un p l an t angen t c o m m u n , ce sera 

le plan d e m a n d é . Les axes des deux surfaces c o n i q u e s dev ron t ê t r e m e n é s pa r le 

c en t r e de la s p h è r e , c e n t r e q u e dans notre figure nous avons s u p p o s é s i tué su r la 

l igne de t e r re -, la s p h è r e est a lors coupée p a r le p lan hor i zon ta l su ivant le cercle 

G et par le plan ver t ical su ivan t le cerc le G r , ces deux cerc les essent ie l lement 

différents su r la s p h è r e se con fonden t su r h figure ou Y épure ap rè s le r a b a t t e m e n t 

du p ian ver t ical su r le p lan hor izonta l de p ro jec t ion . 

Gela p o s é , u n e g é n é r a t r i c e d ro i t e G de la p r e m i è r e surface c o n i q u e es t s i tuée 

dans le plan ve r t i ca l ; elle doit ê t r e t a n g e n t e à C' et faire avec LT l 'angle a, elle 

l'ait c o n n a î t r e le s o m m e t s de ce t te surface c o n i q u e et un po in t m du para l lè le A 

su ivant lequel elle touche la s p h è r e ; de m ê m e , u n e géné ra t r i ce d ro i t e G' de la 

seconde surface c o n i q u e est s i t uée d a n s le p lan h o r i z o n t a l , el le est t a n g e n t e à G 

et l'ail avec LT l 'angle (5; elle fait c o n n a î t r e le s o m m e t s de ce l te surface con ique 



et un po in t m' du para l lè le A' suivant lequel elle l ouche la s p h è r e . Les deux 

paral lèles A et A' se c o u p e n t en d e u x p o i n t s x et y, qui sont les po in t s de con tac t 

de la s p h è r e par deux p lans t a n g e n t s à la fois aux deux surfaces c o n i q u e s , et par 

c o n s é q u e n t faisant avec les p lans de pro jec t ion les angles d e m a n d é s : n o u s n ' a 

vons cons t ru i t su r la figure ou Xépure q u e le p lan t angen t au po in t y. 

Dans cet te figure n o u s avons m e n é G au-dessus et G' a u - d e s s o u s de L T , les 

p lans t angen t s a insi o b t e n u s pas sen t pa r u n e d ro i t e ss s i tuée d a n s l ' angle A , S ; 

mais si l 'on avait cons t ru i t ces deux t angen t e s au -des sus de L T , le po in t s se 

serai t t rouvé su r la pa r t i e p o s t é r i e u r e du p lan h o r i z o n t a l de p ro jec t ion et d a n s u n e 

posi t ion s y m é t r i q u e à la p r é c é d e n t e , et la d r o i t e ss r a u r a i t é té s i tuée dans l 'angle 

P , S ; si au c o n t r a i r e les d e u x t angen t e s avaient é té c o n s t r u i t e s au-dessous de L T , 

le p o i n t s se se ra i t t r ouvé s u r la pa r t i e in fé r i eu re du p lan vert ical de p ro jec t ion 

et la dro i te ss' d a n s l 'angle À, I ; enfin si l 'on avait m e n é la t angente G a u - d e s s o u s 

et G' au-dessus de LT , le p o i n t s se serai t t r o u v é su r la p a r t i e in fé r i eu re et le 

p o i n t s ' s u r la pa r t i e p o s t é r i e u r e du p lan hor i zon ta l de p ro jec t ion , et p a r conséquen t 

la d r o i t e ss se ra i t d a n s l 'angle P , I. Dans c h a c u n e de ces q u a t r e pos i t ions , on peu t 

g é n é r a l e m e n t pa r la d r o i t e s / m e n e r deux p l a n s t a n g e n t s à la s p h è r e , ce q u i fait 

en tou t hu i t p lans sal i faisant aux cond i t ions ex igées ; il n ' y en au ra i t p lus q u e 

q u a t r e si les q u a t r e d ro i t e s ss1 é t a i en t t angen tes à la s p h è r e , ce qu i a u r a t o u j o u r s 

lieu p o u r ces q u a t r e d ro i t e s en m ô m e t e m p s , l o r s q u e les cerc les Ah et A'v a u r o n t 

r e spec t i vemen t p o u r t angen te s les d ro i t e s A'h e t A" ; enfin le p r o b l è m e sera i m p o s 

sible l o r s q u e les dro i tes ss' c o u p e r o n t la s p h è r e ; cas q u i sera i n d i q u é pa rce q u e les 

d ro i t e s A'h et Av ne c o u p e r o n t pas les cerc les Ah et A'". 

Dans tous les c a s , il e s t év iden t q u e les po in t s s et sr son t r e spec t ivemen t les 

t races vert icale et ho r i zon ta le de la d ro i t e ss', p a r c o n s é q u e n t la t r ace H T doit 

passer p a r le po in t s' et la t race Y T pa r le po in t s, et ces t races doivent ê t r e r e s 

pec t ivement p e r p e n d i c u l a i r e s aux pro jec t ions Rh et R" du rayon R m e n é au point 

de con tac t . 

Sections circulaires du cône oblique à base section-conique. 

3 8 4 bis. T o u t e surface con ique à base s ec t i on -con ique (non de révolu t ion) ayant 

un axe A i n t é r i e u r (n° 374 bis) à ce t te su r f ace , n o u s p o u r r o n s tou jours d o n n e r un 

cône o b l i q u e pa r sa base e l l i p t ique E t r acée s u r le p lan ho r i zon ta l (fig. 2 6 0 bis), 

e t p a r s o n axe A vert ical et passan t par l e c e n i r e o de l 'e l l ipse E et p a r son s o m m e t s 

s i tué su r la d ro i t e A. Ains i , en faisant var ier de g r a n d e u r les axes de l 'ell ipse E 

et la posi t ion du s o m m e t s s u r l 'axe A , on au ra tous les cônes ob l iques qu i p e u 

vent exis ter . 



Cela posé : p r e n o n s deux p lans ver t icaux de pro jec t ion , l ' un LT paral lè le au gmnû 

i w e a a de l 'el l ipse E , l ' au t re L 'T ' pa ra l l è l eau pet i t axe bb' de cet te m ê m e ell ipse 

L e p l a n mér id i en M para l lè le au p l an vert ical LT coupera le cône su ivan t les 

géné ra t r i ces dro i tes G et G' et le p lan m é r i d i e n M' para l lè le au plan vert ical L'T 

coupe ra le cône suivant deux généra t r i ces dro i tes K et K'. 

Or, il est évident q u e les deux généra t r i ces in te r sec t ion du cône par tout pian pas-

sau t pa r Taxe A , feront e n t r e elles u n angle p lu s pet i t q u e l 'angle G , G' et plus 

g rand q u e l 'angle K , K\ 

, Cela posé : 

Abaissons du c e n t r e o de l 'e l l ipse E deux p e r p e n d i c u l a i r e s om et om1 sur les 

droi tes G et G', et aussi deux p e r p e n d i c u l a i r e s on et on' s u r les droi tes K et K' ; 

il est évident q u e l 'on a u r a om^om1, on = on\ et q u e l 'on a u r a aussi onOon. 

Décrivons d u po in t o c o m m e c e n t r e et avec le rayon om u n e s p h è r e S. Cette 

sphère S sera coupée p a r les p lans M et W su ivant deux cercles C et G' de m ê m e 

rayon om. 

Le cerc le C sera t angen t aux d ro i t e s G et G' en les p o i n t s m et m1, et le cercle 

C coupera la d ro i t e K en les p o i n t s p et a et la d r o i t e K f en les po in ts p' et <{. 

Cela posé : 

Les p lans M et M' son t des p lans de symé t r i e pa r r a p p o r t au cône et a la s p h è r e : 

par c o n s é q u e n t la c o u r b e 3 su ivan t l aque l l e le cône et la s p h è r e se coupent sera 

sv m é t r i q u e par r a p p o r t à ces deux p lans M et M'. Cette c o u r b e è passe ra p a r les 

poin ts m, m\ p, q, />', (j : elle se p ro je t t e ra sur le p lan L 'T ' su ivan t deux lignes 

q'''mr'p'"' et qrj'iri'p:'. Or , je d is q u e ces lignes ne sont au t r e s q u e des l ignes droites. 

VA en effet : 

Concevons la sphè re S du r ayon om et ayant son c e n t r e en v coupé p a r l e s deux 

plans M et M' suivant les cercles C ct C ; du p o i n t s m e n o n s d a n s le plan M' les 

deux droi tes K et K'" c o u p a n t le cerc le C en les po in t s p et </, / / et g ' . 

Unissons les po in ts q et p' pa r u n e dro i te et cons idé rons cet te d ro i t e qp1 c o m m e 

la trace V u d ' un plan R p e r p e n d i c u l a i r e au p lan vert ical L 'T ' , et coupan t dès 

tors la s p h è r e S suivant un cerc le o p ro je té ver t ica lement su r le plan L'T" en la 

corde lfTp'7'. 

Imaginons un cône 2 a y a n t le po in t * pour s o m m e t et le cerc le d p o u r d i rec t r ice 

Go cône 2 coupera la s p h è r e suivant u n au t re cerc le q' qu i se pro je t te ra sur le 

plan vertical L 'T ' en la co rde f ' q h l . 

Les deux cordes ' / ' / / " et q'"p'v se c o u p e r o n t en un point qu i sera la projec t ion 

vert icale x r ' et x ' v ! des deux poin ts x et x r en lesquels se c o u p e n t dans l 'espace le^ 

deux cercles o et o . 



Or, U évident q u e les po in t s # et x s e ron t s i tués su r le plan M ; et il est encore 

^vident q u e les dro i tes sx et sx q u i sont des géné ra t r i ce s d u cône 2, s e ron t s i tuées 

dans le p lan M et t angen te s au ce rc le C sect ion de la s p h è r e S pa r ce p lan M. 

Ces dro i tes sx et sx se p r o j e t t e r o n t d o n c su r le p lan vert ical LT su ivan t ies 

d ro i t e s G v et G,v, 

Le cône 2 sera n é c e s s a i r e m e n t coupé par le p lan hor izon ta l su ivant une 

ellipse E' qu i a u r a p o u r c e n t r e le p o i n t o, c e n t r e de la s p h è r e S , et p o u r axe 

an' et bb', les p o i n t s a et a', b et b' é t an t ceux en lesque ls le p lan hor i zon ta l 

coupe les g é n é r a t r i c e s d ro i t e s K, K', sx ou G, sx1 ou G', de ce cône 2 . 

Or , l ' e l l ipse E d o n n é e a p o u r c e n t r e le p o i n t o et p o u r axes les m ê m e s longueur?-

an1 et bb': d o n c les el l ipses E et E r se con fonden t ; d o n c le cône 2 n ' e s t a u t r e que 

le cône p roposé ; d o n c le cône p roposé coupe la s p h è r e S suivant deux cerc les í 

et y-'; d ó n e l e s po in t s x etx' ne son t au t r e s q u e les po in ts m et m ] donc les po in t s 

</'"', tri'1, / / " et qn', mv!, p';' sont en l igne d r o i t e . 

Donc enfin, tout cône ob l ique à base s e c t i o n - c o n i q u e jou i t de la p r o p r i é t é d 'ê t re 

coupé par deux sér ies de p l ans (para l lè les e n t r e eux et éga l emen t inc l inés à l 'axe, 

mais en sens c o n t r a i r e ) su ivant des cercles; et de p lu s il est d é m o n t r é q u e ies 

jdans des sections circulaires du cône ob l ique sont p e r p e n d i c u l a i r e s a u p lan M' qui 

passe pa r le pe t i t axe de l ' e l l ipse E sect ion du cone o b l i q u e par un p lan p e r p e n 

d icu la i r e à Y axe i n t é r i e u r A de ce cône ob l ique . 

3 8 5 , PROBLÈME 4 . Construire un angle trièdre dont on connaît les trois angles dièdres, 

\ y a n t choisi p o u r p lan ho r i zon ta l de p ro jec t ion le p lan de l ' une des faces, e t u n p lan 

vertical p e r p e n d i c u l a i r e à l ' une des a r ê t e s , ce t te a rê te II "sera en m ê m e t e m p s la 

t race h o r i z o n t a l e du p lan de l ' une des a u t r e s faces, d o n c V p doi t faire avec LT l 'un 
/ \ 

des angles d i èd re s d o n n é s y, le p lan Q de la t r o i s i ème face doi t faire avec le plan 
/ N T / \ • 

hor izonta l u n a n g t e d o n n é Ci et avec le p lan P u n a u t r e angle d o n n é «. P o u r c o n s t r u i r e 

le p lan Q , n o u s p r e n d r o n s u n e s p h è r e de r ayon a r b i t r a i r e , ayan t son cen t r e sur 

LT au p o i n t de r e n c o n t r e des t races du plan P , elle sera coupée par le plan h o 

r i zon ta l su ivan t un g r and cerc le G et pa r le p lan ver t ical su ivant un a u t r e grand 

«tercie G', q u i r aba t tu se confond avec C. P r e n a n t ensu i t e u n e surface co

n i q u e 2 don t l 'axe ÍÍ soit vertical et don t la géné ra t r i ce d ro i t e G fasse avec le 

p lan hor izon ta l l 'angle ¡3, ce t te surface c o n i q u e 2 é tan t t angen te à la s p h è r e , le 

plan Q devra ê t r e t angen t à ce cône 2, il sera de m ê m e t a n g e n t à u n e seconde 

surface c o n i q u e 2', t angen te à la s p h è r e S, l 'axe K' de ce cône 2' é t an t p e r p e n d i c u 

laire au p lan P et ses généra t r i ces d ro i tes G' faisant avec ce p lan P l 'angle C*; la 

t race \ / u devra donc passer par les s o m m e t s s et s' des deux cônes 2 et 2' et ê t re 

p e r p e n d i c u l a i r e à I I ' , pu i s 11°doit ê t re p e r p e n d i c u l a i r e à R \ Il est évident que ce 

file:///yant


p r o b l è m e est suscep t ib le de p l u s i e u r s so lu t i ons q u e l 'on o b t i e n d r a i t en var iant 

les pos i t i ons des géné ra t r i ce s G et G r p a r r a p p o r t à LT. Ce p r o b l è m e ne diffère du 

p r é c é d e n t q u ' e n ce q u e le p l an ver t ical de pro jec t ion est r e m p l a c é par un p lan p 

ayant u n e d i r ec t ion o b l i q u e d a n s l ' e space . 

Ce p r o b l è m e a déjà é té réso lu ( n ° 3 7 0 ) , mais la so lu t ion p r é c é d e n t e m o n t r e 

c o m m e n t à m e s u r e q u e l 'on a v a n c e , on pa rv ien t à simplifier ce r ta ines ques t i ons 

Construction d'une section conique donnée par diverses conditions, 

l'une de ces conditions étant un foyer. 

3 8 5 bis, É t a n t d o n n é le foyer d ' u n e sec t ion c o n i q u e , combien de c o n d i t i o n s . 

droites tangentes et points, p e u t - o n se d o n n e r p o u r q u e cel te sect ion c o n i q u e soii 

c o m p l è t e m e n t d é t e r m i n é e ? 

P u i s q u e l 'on sait q u e p o u r tou t c ô n e de révo lu t ion Z coupé par un p lan P suivant 

u n e sect ion c o n i q u e E , la s p h è r e S t angen te à ce cône 2 et au p lan P , t ouche ce 

plan P en u n po in t s q u i est le foyer de la c o u r b e E , on voit de su i t e q u e le s o m 

m e t s d u cône 2 s e r a d é t e r m i n é p a r t ro i s cond i t i ons et q u e p a r c o n s é q u e n t on peut 

énonce r les p r o b l è m e s s u i v a n t s , d o n t les données sont d a n s u n p l a n . 

1. É t a n t d o n n é s le foyer f et t ro i s d ro i tes D , D r , D", c o n s t r u i r e la sect ion c o 

n i q u e t a n g e n t e à ces t ro is d r o i t e s . 

2 . É t a n t d o n n é s lefoyerf et deux d ro i t e s D et D f e t un po in t m , c o n s t r u i r e la 

sect ion c o n i q u e pas san t p a r le p o i n t m et t angen te aux d ro i t e s D et D' . 

3 . É t a n t d o n n é s le foyer f et u n e d r o i t e D et deux po in t s met m r c o n s t r u i r e la 

section c o n i q u e pas san t p a r les d e u x p o i n t s m et m f e t t a n g e n t e à la d r o i t e D. 

4 . É t a n t d o n n é s le foyer f et t ro i s po in t s m , m', m", c o n s t r u i r e la section 

c o n i q u e passan t p a r les t ro is p o i n t s m, m' , m " . 

5 . É t a n t d o n n é s le foyer f et deux d ro i t e s D et D r , et u n po in t a s u r la d ro i te D, 

c o n s t r u i r e la sec t ion c o n i q u e a y a n t p o u r t angen te s les d ro i t e s t ) et D r et p o u r 

po in t de con tac t avec D le p o i n t a. 

6 . É t a n t d o n n é s le foyer] f et u n e d ro i t e D et un p o i n t a s u r D et un po in t m 

h o r s d e D , c o n s t r u i r e la sec t ion c o n i q u e passan t p a r le po in t m et t a n g e n t e à la 

d ro i t e D au p o i n t a. 

L o r s q u e l 'on exige q u e la sect ion c o n i q u e soit u n e p a r a b o l e , a lors on ne peut 

se d o n n e r , o u t r e le foyer / , q u e d e u x cond i t i ons , droite-tangente ou point, p a r ce q u e 

le s o m m e t s du cône 2 do i t ê t r e su r un p lan T m e n é t angen t i e l l emen t à la sphè re 

S et pa ra l l è l emen t au p lan P de la sect ion c o n i q u e ( p a r a b o l e ) . On peu t donc 

se p ropose r les p r o b l è m e s su ivan t s . 



7. E tan t d o n n é s le foyer j et deux d r o i t e s D , c o n s t r u i r e la parabole t angen te : 

ces deux d ro i t e s . 

8. É t a n t d o n n é s le foyer f et u n e dro i te D et u n po in t m, hors de cet te droi te 

cons t ru i r e la parabole passan t par le po in t m et t angen te à la d ro i t e D. 

9 . É t a n t d o n n é s le foyer f e t deux p o i n t s m et m', c o n s t r u i r e la parabole passant 

par ces deux p o i n t s . 

10 . É t a n t d o n n é s le foyer f u n e d ro i t e D et u n p o i n t a s u r D , c o n s t r u i r e la 

parabole t angen te à la d ro i t e D et au po in t a. 

Solution des dix problèmes précédents-

Pour tous les p rob l èmes p roposés nous c o n s t r u i r o n s p r é a l a b l e m e n t u n e sphè re 

S d ' u n r a y o n a r b i t r a i r e et t a n g e n t e en un p o i n t / a u p lan P su r lequel les données 

son i; t r acées . 

Problème 1. Par c h a c u n e des d ro i t e s D , D' , D , r , n o u s m è n e r o n s des p l ans (-), 

i?)', 0 " , t a n g e n t s à la s p h è r e S. Ces trois p l ans se c o u p e r o n t en u n po in t s qu i 

sera le s o m m e t du cône 2 q u i t angen t à la s p h è r e S se ra c o u p é p a r le p lan p , 

-u ivan t la sec t ion c o n i q u e d e m a n d é e . Le p r o b l è m e est t o u j o u r s poss ib l e . 

Problème 2 . P a r c h a c u n e des d ro i t e s D et D ' n o u s m è n e r o n s les p lans 0 et B 

t angen t s à la s p h è r e S , ces d e u x p lans se c o u p e r o n t su ivan t u n e d ro i t e I ; p a r le 

point m d o n n é cl par la d r o i t e I n o u s ferons passe r un p lan qu i c o u p e r a la s p h è r e 

S su ivant un cerc le d; du po in t m nous m è n e r o n s d e u x t angen te s au cercle 

-3, lesquel les c o u p e r o n t îa d ro i t e ï en d e u x p o i n t s s et s' q u i s e r o n t les s o m m e t s 

île deux cônes 2 et 2' qui t angen t s à la s p h è r e S s ' e n t r e c o u p e r o n t su ivant deux 

cou rbes p lanes d o n t l ' une sera s i tuée s u r le p lan P et sera la sect ion c o n i q u e de 

m a n d é e . 

Le p r o b l è m e a u r a tou jours u n e so lu t ion , car îa possibi l i té du p r o b l è m e dépend 

s e u l e m e n t de la c o n d i t i o n de pouvoi r m e n e r du po in t m u n e t a n g e n t e au cercle 

a, or le po in t m é t an t su r le p lan P et ce p lan P é tan t t a n g e n t e n / à la s p h è r e S, 

le po in t m sera tou jours ho r s de la s p h è r e S et dès lors e x t é r i e u r au cerc le <5. 

Problème 3 . Par la d ro i t e D n o u s m è n e r o n s u n p lan 0 t angen t à la sphè re S , 

puis n o u s r e g a r d e r o n s c h a c u n des p o i n t s m et m1 c o m m e le s o m m e t de deux cônes 

A et A r t angen t s à la s p h è r e S ; ces deux cônes de révolu t ion A et Af se ron t 

coupés p a r l e plan © s u i v a n t d e u x sect ions g et g ' q u i n e se ron t j a m a i s des para

boles p u i s q u e le plan 0 n ' e s t pas para l lè le au plan P qu i est r e spec t ivement 

t angen t aux cônes A et A' s u i v a n t les généra t r i ces d ro i tes de ces cônes fin et fm. 

Ces cou rbes 6 et c' se c o u p e r o n t donc en deux ou quatre po in t s ou n ' a u r o n t au 

cun po in t c o m m u n . 



Chaque po in t sera le s o m m e t s d ' u n cône 2 qu i l angen t a la s p h è r e S sera 

coupe pa r le p lan P su ivan t u n e sec t ion c o n i q u e E ( e l l i p se ou h y p e r b o l e ) s a t i s 

faisant à la ques t ion p r o p o s é e . 

Problème A. On r e g a r d e r a c h a c u n des po in t s d o n n é s m , m1, m", c o m m e le s o m 

met de trois cônes A, A r, A", t a n g e n t s à la s p h è r e S -, ces cônes cons idé rés deux a 

d e u x , a u r o n t deux p l a n s t angen t s c o m m u n s , ils se c o u p e r o n t donc su ivan t deux 

courbes p lanes ou sec t ions c o n i q u e s . 

Ainsi les cônes A et A f se c o u p e r o n t su ivan t les c o u r b e s » , » 

— A' et A" — — ê , c. 

— A et A ? ' — — y , • / 

Nous dés igne rons p a r A et A' les p i ans des c o u r b e s c. e t ri 

— B et B' — ê et g' 

K et K ? — y et y ? 

Les six c o u r b e s x, ri, 6 , ê f , y , / c o m b i n é e s t ro is à t ro is s ' e n t r e c o u p e r o n t o -

hu i t po in t s qui ne s e r o n t a u t r e s q u e ceux en lesque ls se c o u p e r o n t t ro i s à t ro i s 

les p lans A , A', B, B' , K, K', ces p l a n s é t an t c o m b i n é s de la m a n i è r e su ivan te 

( A , B , K ) , ( A ' , B , K ) , ( A , B' , K ) , ( A ' , B' , K ) 

(' A . B , K ' ) , ( A ' , B , K ' ) , ( A , B', K f ) , ( A ' , B r , K ' ) 

Chacun des h u i t po in t s p o u r r a ê t r e c o n s i d é r é c o m m e le s o m m e t s d ' un eom. 

2 q u i , t angen t à la s p h è r e S, sera c o u p é p a r l e p l a n P su ivan t u n e sect ion con ique 

F. sat isfaisant au p r o b l è m e q u i en géné ra l pa ra î t a d m e t t r e hu i t so lu t ions . 

Problème 5. P a r c h a c u n e des d ro i tes D et D r n o u s m è n e r o n s deux p l a n s 0 et f) 

t angen t s à la*sphère S ; ces deux p lans se c o u p e r o n t su ivan t u n e d r o i t e ï 5 par k 

point a et la d ro i t e I n o u s m è n e r o n s un p l a n qu i c o u p e r a la s p h è r e S su ivan t un 

cercle o et p a r le po in t a n o u s m è n e r o n s u n e t a n g e n t e 9 au cerc le o, laquel le 

d ro i te 5 coupe ra la d ro i t e l en un po in t s qu i sera le s o m m e t d ' u n cône 2 qu i , tan

gent a la sphè re S, sera coupé p a r le p l an su ivan t la sect ion c o n i q u e d e m a n d é e 

Le p r o b l è m e est tou jours poss ib le . 

Problème 6. Pa r la droi te D n o u s m è n e r o n s u n p lan 0 t angen t à la sphè re S , 

n o u s c o n s i d é r e r o n s les po in t s a et m c o m m e les s o m m e t s de deux cônes A et à1 tan

gen ts a la sphè re S 5 ces deux cônes A et A ' a u r o n t deux p l ans t angen t s c o m m u n s ci 

se c o u p e r o n t suivant deux c o u r b e s p lanes ou sec t ions con iques « e t a', et comme 

le plan 0 est t angen t au cône A a y a n t le po in t a p o u r s o m m e t ( p u i s q u e ce poin t 

j est s i tue su r le p lan 0 ) il s ' ensu i t q u e le p lan 0 t ouche ra c h a c u n e des courbes 

et ri en un p o i n t , et ces deux po in t s s e ron t les s o m m e t s de deux cônes 2 et ; 



qu i t a n g e n t s à la s p h è r e S se ron t coupés p a r le p lan P , chacun su ivan t u n e sec

tion c o n i q u e E et E' résolvant le p r o b l è m e p r o p o s é . 

On a u r a i t pu r é s o u d r e le p r o b l è m e en c o n s i d é r a n t u n c y l i n d r e ^ t angen t à la 

s p h è r e S suivant un g r and cerc le C , les géné ra t r i ce s de ce cy l indre ^ é tan t p a 

ral lèles à la d ro i t e J un i s s an t les po in t s a et m ; ce c y l i n d r e ^ sera coupé pa r le 

plan 0 su ivant u n e el l ipse y. 

Menant par le po in t a deux t a n g e n t e s à la c o u r b e y, les p o i n t s de contact 

s e ron t les s o m m e t s des deux cônes 2 et 2' p r é c é d e n t s . 

Il sera facile de r e c o n n a î t r e s u r le c h a m p , dans ies six p r o b l è m e s p r é c é d e n t s , 

si la section c o n i q u e E , qu i r é sou t le p r o b l è m e , doi t ê t r e u n e ellipse, u n e para

bole ou u n e hyperbole, ca r il suffira de m e n e r u n p lan X t angen t à îa s p h è r e S et 

para l lè le au p lan P s u r l eque l la c o u r b e E doit ê t r e t r a c é e : si le s o m m e t s du 

cône 21 ( qu i t a n g e n t à îa s p h è r e S doi t ê t r e coupé par le plan P su ivant la c o u r b e 

E d e m a n d é e ) est a u - d e s s u s du p lan X , la c o u r b e E sera u n e ellipse ; si le po in t s 

est su r le plan X , la c o u r b e E sera u n e parabole; si le po in t s est e n t r e les p lans 

X et P , la c o u r b e E sera u n e hyperbole. 

D'après ce q u i vient d ' ê t r e d i t , on voit q u e , p o u r r é soud re ies q u a t r e p r o 

b lèmes 7 e , 8 e , 9 e et 10% où l 'on se p ropose de c o n s t r u i r e u n e parabole, d o n t ie 

foyer f est d o n n é , il faudra q u e le s o m m e t s du c ô n e 2, t angen t à la s p h è r e S , 

soit s i tué s u r le p ian X , qu i t a n g e n t à la s p h è r e S sera para l lè le au plan P de la 

c o u r b e c h e r c h é e . 

Problème 7 . Pa r les d ro i t e s D et D' on mène ra d e u x p l ans 0 et 0 ' t angen t s à la 

sphè re S ; ces deux p l ans se c o u p e r o n t su ivant u n e d r o i t e 1, l aque l le p e r c e r a le 

plan X en u n po in t s qu i sera ie s o m m e t du cône 2. 

Problème 8 . Pa r la d ro i t e D on m è n e r a un p lan 0 l angen t à la s p h è r e S ; ies 

deux p l ans 0 et X se c o u p e r o n t suivant u n e d ro i t e L ; par la d ro i t e L et le poin t ?» 

on m è n e r a u n p lan c o u p a n t la s p h è r e S su ivant un cerc le o; p a r le po in t m on 

mène ra u n e t angen te 8 au cerc le o, l aque l le coupe ra la d ro i t e L en un po in t \ 

qu i sera le s o m m e t du cône 2. 

Problème 9 . On c o n s t r u i r a deux cônes A et A' t a n g e n t s à îa s p h è r e S et ayan t 

pour s o m m e t respect i f ies po in t s d o n n é s m et m; ces deux cônes A et A ' s e r o n t 

coupés p a r le plan X su ivan t deux pa rabo les S et S'; la p r e m i è r e a son axe infini 

para l lè le à îa d r o i t e mf, îa seconde a u r a son axe infini para l lè le à la d ro i te m'j, 

car ces d ro i t e s son t des géné ra t r i c e s para l lè les au plan X et sont s i tuées d a n s le 

plan P , t angen t à la fois aux deux cônes A et A'. 

Ces deux paraboles p o u r r o n t se coupe r en deux ou q u a t r e p o i n t s ; au t an t il \ 

a u r a de poin ts d ' in te rsec t ion , a u t a n t il y au ra de paraboles E sat isfa isant à la con

di t ion d 'avoir le po in t / p o u r foyer et de passer par les deux po in ts m et m. 
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Problème 10 . Par la d ro i t e D on mène ra un plan 0 t angen t à la s p h è r e S : lu-

p i a n s © et X se c o u p e r o n t su ivan t une dro i te L ; les deux d ro i t e s L et D seront 

para l lè les , il suffira d o n c de m e n e r u n e dro i te G par le po in t a et le po in t t en 

'lequel le pian 0 t o u c h e la sphè re S, et ce t te d ro i t e G coupera la d ro i t e L en 

un point s qu i sera le s o m m e t d u cône I. 

Application aux ombres. 

3 8 6 . La d é t e r m i n a t i o n de la pa r t i e éc la i rée et de la p a r t i e d a n s l ' ombre d u r 

rorps d o n n é est u n e c o n s é q u e n c e i m m é d i a t e de ce qui a été dit p r é c é d e m m e n t 

s u r les surfaces t a n g e n t e s e n t r e elles p a r u n e c o u r b e ; car si l 'on suppose le 

corps éc la i ré p a r u n po in t l u m i n e u x , il suffira de m e n e r par ce po in t un 

cône t angen t au co rps d o n n é ; si le co rps est t e r m i n é pa r des sur faces p l anes -

celles-ci s e ron t e l l es -mêmes l im i t ée s p a r des d ro i tes ou des c o u r b e s p a r lesquel les 

et pa r le po in t d o n n é on fait passer des p lans ou des surfaces c o n i q u e s ; les par t ies 

de ces sur faces compr i s e s d a n s l ' i n t é r i eu r d ' a u t r e s po r t i ons de surfaces n e d o n 

n e n t a u c u n e pa r t i e de la c o u r b e de sépara t ion d ' o m b r e et de l u m i è r e . Dans le cas 

où le po in t éc la i ran t est à l ' i n f i n i , les r a y o n s l u m i n e u x doivent tous ê t r e p a r a l 

lèles à u n e m ê m e d ro i t e d o n n é e de d i r e c t i o n , et le cône l angen t dégénè re en un 

c y l i n d r e d o n t les géné ra t r i c e s son t para l lè les à ce t te m ê m e d r o i t e d o n n é e . 

La d é t e r m i n a t i o n de l ' ombre p o r t é e est enco re u n e appl ica t ion d i rec te d u o 

p r o b l è m e déjà r é so lu ( chap . VI ), car il s 'agi t s e u l e m e n t de t rouver l ' i n te r sec t ion 

du cône ou du c y l i n d r e l u m i n e u x avec la sur face s u r laquel le on s u p p o s e q u e le 

corps po r t e o m b r e . Nous pouvons r e m a r q u e r auss i q u e cet te o m b r e p o r t é e n 'es t 

a u t r e chose q u ' u n e pro jec t ion c o n i q u e ou o b l i q u e du c o r p s , de sor te q u e le corps 

est c o m p l é m e n t d é t e r m i n é par sa p ro jec t ion h o r i z o n t a l e , par e x e m p l e , et son 

o m b r e por t ée s u r le p lan hor i zon ta l ( n 0 i 458 et 459) , q u a n d d ' a i l l eurs on conna î t 

la pos i t ion du po in t l u m i n e u x , ou la d i rec t ion et l ' inc l ina ison des r ayons de lu

mière si îe po in t l u m i n e u x est supposé à l ' infini . 

Nous avons i n d i q u é ( 1 " p a r t i e , c h a p . V) c o m m e n t on t rouve la l igne de 

séparat ion d ' o m b r e et de l umiè r e et l ' ombre p o r t ée d ' un po lyèdre su r le p lan 

hor izon ta l ; nous al lons d o n n e r ici q u e l q u e s exemples de surfaces c o u r b e s . 

3 8 7 . PROBLÈME 5 . Trouver l'ombre a un cône de révolution dont Vaxe est vertical. 

Soient (fig. 241 )s le s o m m e t et Pi la base de ce c ô n e , R la d i rec t ion des rayons 

l u m i n e u x et supposés para l lè les , il est évident que si l 'on m è n e au cône deux plans 

t angen t s paral lè les aux r a y o n s R (n* 2 2 8 ) , les géné ra t r i ce s de contact G et G' for

m e r o n t la ligne de sépara t ion d ' o m b r e et de l u m i è r e ; de sor te q u e le secteur 

j'acb s e n t la project ion hor izon ta le de la par t ie du cône qui ne peut recevoir au-



•un rayon de l u m i è r e ; mais en pro jec t ion ver t ica le la p a r t i e es© est cachee , de 

sor te q u e l 'on ne doi t m a r q u e r d a n s l ' o m b r e q u e avsvbv. Enfin le t r i ang le mixt i -

ngne pacb est év idemmen t l ' o m b r e por t ée du cône s u r le p lan ho r i zon t a l , 

3 8 8 . PROBLÈME 6 . Trouver t'ombre d'un trou de-loup ou puits militaire. Nous c o n 

s idé rons le t rou pro longé j u s q u ' a u s o m m e t du c ô n e ; soient donc A (fig. 2 4 2 ) 

l 'axe ve r t i ca l , B la base et s le s o m m e t de la sur face c o n i q u e , R la d i rec t ion des 

.-ayons l u m i n e u x . L ' o m b r e sera d é t e r m i n é e pa r la surface c y l i n d r i q u e l u m i n e u s e 

ayant p o u r base B , nous s o m m e s d o n c c o n d u i t s à c h e r c h e r l ' i n te r sec t ion d ' u n e 

surface c y l i n d r i q u e avec u n e sur face c o n i q u e ( n ° 3 5 2 ). P o u r cela, p a r le sommet 

s, nous m è n e r o n s u n e para l lè le K aux r ayons de l u m i è r e R , p u i s p a r la t race ho

r i zon ta le c m e n a n t u n e sér ie de d r o i t e s , elles s e ron t les t r aces hor izon ta les de 

p lans aux i l i a i res c o u p a n t les deux surfaces suivant des géné ra t r i c e s d r o i t e s ; mais 

si nous r e m a r q u o n s q u e la p a r t i e d u cerc le B s i tuée d u côté du poin t a p e u t seule 

p o r t e r o m b r e , n o u s v e r r o n s qu ' i l faut p r e n d r e a p o u r t race h o r i z o n t a l e de ia g é 

né ra t r i c e D du c y l i n d r e l u m i n e u x , e t le po in t ©pour t race ho r i zon ta l e de ia géné 

ra t r i ce G de la surface c o n i q u e , ces deux g é n é r a t r i c e s se c o u p e n t en un poin t x 

de la c o u r b e che rchée et qu i sera l ' o m b r e p o r t é e s u r la sur face c o n i q u e du c r e u x . 

Si l 'on voulai t c o n s t r u i r e en ce point la t angen te à ce t te c o u r b e d ' i n t e r sec t ion 

des surfaces c o n i q u e et c y l i n d r i q u e , il faudra i t m e n e r des p lans t angen t s à ces 

deux surfaces et l eu r s t races h o r i z o n t a l e s se ra ien t des t a n g e n t e s à B aux po in ts 

a. et b; ces t angen te s ne son t pas p a r a l l è l e s , e l les se c o u p e r o n t d o n c en un 

po in t q u i sera îa t race ho r i zon ta l e de la t angen te c h e r c h é e . 

Si l 'on voulait avoir le po in t de ia c o u r b e p o u r l eque l îa t a n g e n t e est h o r i z o n 

tale , on r e m a r q u e r a i t qu ' e l l e doi t ê t r e d o n n é e par l ' in te r sec t ion de deux p lans 

t angen t s ayan t l eurs t races hor izon ta les parallèles] (n° 00) , et p a r conséquen t tan

gen te s à B aux ex t r émi t é s d ' u n m ê m e d i a m è t r e ; il faudroi t d o n c m e n e r le p lan P 

tel q u e H"' passe par le c en t r e du cerc le B , a' et b' s e r o n t les t races ho r i zon ta l e s 

des géné ra t r i ce s D' e t G' qui se c o u p e r o n t au po in t x- d e m a n d é . 

3 8 9 . PROBLÈME 7. Trouver Íombre de la niche. Une n iche est un c reux d e m i -

c y l i n d r i q u e p r a t i q u é dans un m u r et r ecouver t pa r un q u a r t de surface sphé 

r i que . 

Soient pqr$(fig. 243) la base du m u r dans lequel la n iche est p r a t i q u é e , B la base 

du cy l indre de r évo lu t ion , C le g r a n d cercle ho r i zon ta l et G' le g r and cerc le ver

tical de la s p h è r e , L la d i rec t ion des r ayons l u m i n e u x supposés p a r a l l è l e s , nous 

p r e n o n s p o u r plan hor izon ta l de project ion le plan de la base du c y l i n d r e et p o u r 

pían vertical de pro jec t ion le plan du p a r e m e n t du m u r ; mais c o m m e les p ro jec t ions 

hor izonta les et verticales se confondra i en t en p a r t i e , nous supposons uu on an 



recu lé toutes les cons t ruc t i ons re la t ives au p l an vert ical de m a n i è r e q u e la l igne 

de t e r r e LT soit venue d a n s la pos i t ion para l lè le LT et q u e les po in t s c o r r e s p o n 

dan t s se t rouven t e n c o r e su r u n e p e r p e n d i c u l a i r e c o m m u n e aux d ro i t e s LT et LT , 

en sor te q u e d a n s nos c o n s t r u c t i o n s t ou t e p ro j ec t i on hor i zon ta l e devra ê t r e r ap 

por tée à la l igne de t e r r e p r imi t i ve LT ct toute pro jec t ion vert icale à la l igne de 

t e r r e t r a n s p o r t é e L T . Cela p o s é , si p a r les po in t s de l ' a rê te vive ou sa i l lante A 

on m è n e des para l lè les à L , el les fo rmeron t un plan P d o n t la t r ace I F d o n n e un 

s e g m e n t de cerc le qui forme l ' o m b r e po r t ée s u r le plan du cercle B , et qu i coupe 

le c y l i n d r e su ivant u n e g é n é r a t r i c e d ro i t e G, qui forme la l igne de sépara t ion 

d ' o m b r e et de l u m i è r e d a n s le cy l ind re c r e u x de la n iche et j u s q u ' a u po in t 6, où 

elle r e n c o n t r e le r ayon l u m i n e u x 11 m e n é du po in t a le p l u s élevé de l 'arê te A: 

à pa r t i r de ce p o i n t , si l 'on c o n t i n u e à m e n e r des r a y o n s l u m i n e u x par tous les 

p o i n t s du cerc le G' , i ls f o r m e r o n t u n e surface c y l i n d r i q u e , d o n t l ' in te rsec t ion 

bx avec îe cy l i nd re de la n i che d o n n e r a la c o n t i n u a t i o n de cet te l igne de sépa

ra t ion d ' o m b r e et de l u m i è r e . Cette i n t e r sec t ion s ' ob t i endra fac i lement ( n ° 3 5 2 ) , 

en m e n a n t d iverses géné ra t r i c e s du cy l ind re l u m i n e u x , et c h e r c h a n t l e u r s i n t e r 

sect ions avec le c y l i n d r e de la n i c h e . 

Nous r e m a r q u e r o n s q u e la c o u r b e bx a p o u r t angen te au p o i n t b la géné ra t r i ce 

G , ca r en ce p o i n t b les p l a n s t angen t s aux deux c y l i n d r e s sont ve r t i caux , pu i s 

qu ' i l s doivent passe r , l ' un pa r la g é n é r a t r i c e ver t ica le G e t l ' au t r e p a r la t a n g e n t e 

ver t icale du cerc le C' au p o i n t a, d e so r t e q u e G est l eur i n t e r s ec t i on . A p a r t i r 

du po in t x, le cy l ind re l u m i n e u x c o u p o l e q u a r t de s p h è r e ; o r , ce c y l i n d r e p é 

n é t r a n t dans la s p h è r e p a r u n g rand cerc le G' ne p e u t en so r t i r q u e p a r u n a u t r e 

g r a n d cercle E (n° 3 7 1 ) , don t la p ro j ec t ion ver t ica le sera u n e e l l ipse . P o u r la c o n 

s t r u i r e , r e m a r q u o n s q u e les cercles C' e t E , ce d e r n i e r cerc le é tan t l ' i n te r sec 

t ion du cy l indre l u m i n e u x et de la s p h è r e , sont p e r p e n d i c u l a i r e s à un m ê m e 

plan paral lè le aux r ayons l u m i n e u x , et q u e nous p r e n d r o n s c o m m e un nouveau 

plan ho r i zon ta l de p ro j ec t i on , de sor te q u e L 'T ' doi t ê t r e para l lè le à L" ; la 

sphè re se p ro j e t t e su r ce p l an su ivant u n g r a n d cerc le Cnh'. Le rayon l u m i n e u x II, 

passant pa r l ' ex t r émi t é o du d i a m è t r e de ce cerc le para l lè le à L r T ' se pro je t te 

suivant R / l /

3 q u e l 'on a en p r e n a n t oh'dh, = ohdh et j o i g n a n t ch'dhl, il coupe le 

cerc le G" en u n second p o i n t e q u i d é t e r m i n e le pet i t axe oe de l 'el l ipse E", ol 

é tan t le g rand axe , car il est îe seul d i a m è t r e du cerc le , d o n n é en vraie grandeur , , 

et par c o n s é q u e n t le p lu s g r a n d d i a m è t r e de la c o u r b e E \ 

Les courbes bxot E vont se c r o i s e r en un po in t x du cerc le C, q u e l 'on peut 

ob ten i r d i r e c t e m e n t ; en effet, ce poin t a p p a r t i e n t à l ' i n te r sec t ion du p lan S du 

cercle C et du plan Q du cerc le E ; or le p lan S est p e r p e n d i c u l a i r e au plan ver

tical de projec t ion et le plan Q est p e r p e n d i c u l a i r e au second plan hor izonta l de 



p r o j e c t i o n , d o n c l eu r in te rsec t ion I a ses* pro jec t ions r e spec t ivement s i tuées 

su r II ' et s u r Y 5 ; p o u r avoir sa p ro jec t ion ho r i zon t a l e su r le p lan hor izon ta l de 

projec t ion p r i m i t i f , n o u s p r e n d r o n s un p o i n t m su r ce t te in te r sec t ion ï , et 

ayan t abaissé mvi p e r p e n d i c u l a i r e su r L T , n o u s p r e n d r o n s imh = i'mh', l ' i n te r sec

tion 1 des deux p l ans passe d ' a i l l eurs é v i d e m m e n t par le c e n t r e de la s p h è r e , 

donc on conna î t l f t; le po in t x devan t se p ro je te r à la fois su r lh e t su r G'', on 

connaî t xh, d 'où l 'on conc lu t xv. La d ro i t e A et le cerc le G se raccordant (é tant 

t angen tes l ' une à l ' au t re) au poin t a, il est év ident q u e G u et bvxv do ivent se rac

corder au po in t bv et de m ô m e bvxv et E u do ivent se raccorder au poin t x°. 

3 9 0 . R é c i p r o q u e m e n t , é tan t d o n n é e u n e n i c h e o m b r é e , on p e u t se d e m a n d e r 

de t rouver la d i r ec t ion des r ayons l u m i n e u x . P o u r cela , r e m a r q u o n s q u e la géné 

ra t r ice G fait c o n n a î t r e i m m é d i a t e m e n t R'1, et p a r sui te Lh, pu i s le po in t / d o n n e 

l 'axe ol de i 'cîlipse E", a u q u e l R 1 ou L c est p e r p e n d i c u l a i r e . 

Geia p o s é , îa p ro jec t ion ver t ica le de la l igne de s épa ra t i on d ' o m b r e et de lu

m i è r e p e u t affecter six formes différentes : 1° elle peu t ê t r e composée d u n e 

dro i te G" et de deux arcs de c o u r b e bvxx et xxl ayant l eur convexi té t o u r n é e du 

côté de l ' o m b r e ; 2° elle peu t ê t r e composée d ' u n e d ro i t e G", d ' u n a r c de c o u r b e 

bKo ayan t sa convexi té t ou rnée d u côté de l ' o m b r e , et enfin d ' u n e a u t r e d ro i t e ol : 

3° on peu t avoir u n e d ro i t e Gv, un a rc de c o u r b e tel q u e bl'xv ayan t sa convexîu' 

t o u r n é e vers l ' o m b r e , et u n a r c d 'e l l ipse a y a n t au c o n t r a i r e sa concavi té t o u r n é e 

vers l ' o m b r e ; d a n s ces t ro is c a s , le rayon l u m i n e u x est d i r igé c o m m e d a n s la 

l igure 2 4 3 , s e u l e m e n t il est p lus ou m o i n s inc l iné su r le p ian vertical de pro

j ec t ion ; 4° la projec t ion vert icale de la l igne de sépara t ion d ' o m b r e et de l u m i è r e 

p e u t se compose r d ' u n e d r o i t e G 1 et d ' u n a rc d 'e l l ipse x'I ayan t sa convexité 

t o u r n é e vers l ' o m b r e ; 5° elle p e u t se r é d u i r e à une seule d ro i t e passant par o: 

6° elle peu t ê t r e formée d ' u n e dro i te G" et d ' un a rc d 'e l l ipse ayan t sa concavité 

t o u r n é e vers l 'ombre,- dans ces t ro i s c a s , les po in t s bv et xv c o ï n c i d e n t , Taxe ol de 

E' - est p e r p e n d i c u l a i r e à LT , et le rayon l u m i n e u x est para l lè le au p lan hor izonta l 

d e p ro j ec t ion . On p o u r r a i t var ier la forme de la n i c h e , et l 'on p a r v i e n d r a par 

des m é t h o d e s ana logues à la d é t e r m i n a t i o n de l ' o m b r e p o r t é e . 

3 9 1 . PROBLÈME 8 . Construire la ligne de séparation d'ombre et de lumière sur la 

sphère. So ien t o (fig. 2 4 4 ) le c e n t r e d e la s p h è r e , C le g r a n d cercle para l lè le au 

plan h o r i z o n t a l , C ' le g rand cerc le para l lè le au plan v e r t i c a l , R la d i r ec t ion des 

rayons l u m i n e u x . 

La sér ie des r ayons l u m i n e u x t angen t s à la sphè re forme un cy l ind re de r évo

lu t ion , et la c o u r b e de con tac t E est un g r a n d cerc le d o n t le p lan est p e r p e n d i c u 

laire à R ; les p ro jec t ions de la c o u r b e E se ron t donc des el l ipses (n° 3 1 4 ) . 

Che rchons d ' abord Eh : les p ro jec t ions des d i amè t re s de E sont des d i amè t re s de 



K \ ct un s e u l , le d i a m è t r e ho r i zon t a l ab, se p ro je t t e en vraie g r a n d e u r , anb" sera 

d o n c le g r and axe de E \ P o u r avoir le pe t i t axe, r e m a r q u o n s q u e si par le cen t re o 

on m è n e u n e d ro i t e A para l l è l e à la d r o i t e R , ce t te d ro i t e A sera Taxe du cy l i nd re 

l u m i n e u x , ct si l 'on suppose q u e le plan p ro je t an t h o r i z o n t a l e m e n t A t o u r n e 

au tou r de l ' hor izon ta le passant p a r le c e n t r e o , A v iendra se r a b a t t r e en A ' e t le 

rayon ce, don t la project ion hor i zon ta l e est le pet i t axe c h e r c h é , se r aba t en o 'V: 

revenant ensu i te de co r a b a t t e m e n t aux p ro jec t ions , le poin t e se pro je t te ra en e'1:. 

décr ivan t u n e ell ipse s u r les deux d e m i - a x e s ohafl et oV' , on a u r a E ' ; la po r t ion aeb., 

«•tant t racée s u r la pa r t i e s u p é r i e u r e de la s p h è r e , est seule vue , et en p ro j ec 

t ion hor i zon ta l e on ne doi t o m b r e r q u e la pa r t i e ahehbhe'oh. 

"Sous o p é r e r o n s de m ê m e p o u r o b t e n i r E*, c 'est-à-dire q u e nous ferons t ou rne r 

le p lan p ro je t an t ver t i ca lement la d ro i t e A a u t o u r de la vert icale passant par le 

cen t r e o, A v i endra en A", le rayon of don t la p ro jec t ion verticale est le pet i t axe 

de E 1 se raba t en <ff", d 'où l 'on conc lu t la p r o j e c t i o n / * ; d ' a i l l e u r s , le d i amè t r e 

cd de E para l lè le au p lan vert ical de pro jec t ion se p ro je t t e seul en vraie g r a n d e u r 

et d o n n e pa r c o n s é q u e n t le g r a n d axe c"cf de E ' p o n p o u r r a d o n c t r a c e r ce t te 

el l ipse. Nous r e m a r q u e r o n s q u e la pa r t i e cbd, s i tuée s u r la moi t ié a n t é r i e u r e de 

la s p h è r e , est seule v u e , ce qui fixe la p o r t i o n q u e l 'on doi t o m b r e r su r le plan 

vertical de p ro j ec t i on . 

Ajoutons en passan t q u e si l 'on d e m a n d a i t de m e n e r pa r la d ro i t e R un pian 

t angen t à la s p h è r e , la chose serait faci le , car ayan t cons t ru i t c o m m e ci-dessus la 

c o u r b e de con tac t E d ' u n cy l i nd re t angen t don t les géné ra t r i ce s son t para l lè les 

a R , il n 'y a u r a i t p lu s q u ' à m e n e r p a r R un p lan l angen t à ce c y l i n d r e , ce qu i 

s 'effectuerait (n° 2 3 5 ) en p r e n a n t l ' i n te r sec t ion de la d ro i t e R et du plan de la 

c o u r b e E ; m e n a n t p a r ce po in t deux tangentes à E , l 'on o b t i e n d r a i t les po in t s 

de contact (*). 

3 9 2 . La d é t e r m i n a t i o n du p o i n t a ; dans l ' ombre de la n iche condu i t à ia solu

tion du p r o b l è m e suivant : Etant donnés deux diamètres conjugués d'une ellipse, en 

trouver les axes en direction et en longueur. En effet le cy l ind re l u m i n e u x est coupé 

par le p lan S su ivan t u n e el l ipse don t on p e u t faci lement o b t e n i r deux d i a m è 

tres c o n j u g u é s , car le plan t a n g e n t au cy l i nd re le long de la géné ra t r i ce passan t 

au poin t l est p e r p e n d i c u l a i r e au p lan ve r t i ca l , sa t race sut le p lan S est donc 

pe rpend i cu l a i r e à V et par c o n s é q u e n t pa ra l l è le à od; elle est d ' a i l l eu r s t an 

gente a I ell ipse au po in t y où le rayon l umineux R. coupe le plan S ; donc ou 

.'. f O'jcz , au sujet des courbes d'égales teintes réelles ei apparentes, et des points et lignes Iril-

''•'•rôties, le chapitre III de l'ouvrage qui a pour titre : Détrioppe/nents de géométrie descriptive. 



est un d e m i - d i a m è t r e ayan t son con jugué d i r igé su ivan t od; p o u r avoir la lon~ 

g u e u r de ce lu i -c i , il suffit de faire passer pa r od et u n e para l l è le aux généra t r ices 

d ro i tes du c y l i n d r e , u n p lan qu i coupe ra ce c y l i n d r e su ivant la géné ra t r i ce R , 

d o n n a n t od p o u r ia l o n g u e u r du second d e m i - d i a m è t r e . R e m a r q u o n s ensu i te 

que a, b, x sont des po in ts de l 'e l l ipse . 

Cela p o s é , soient yy et dd! (fig. 2 4 6 ) deux d i a m è t r e s con jugués d ' u n e e l l i p se , 

du cen t r e o m e n o n s ab p e r p e n d i c u l a i r e s u r le d i a m è t r e dd', concevons su r ce dia

m è t r e un cerc le ver t ical r a b a t t u en C et faisons passer la d r o i t e ab s u r le p l a n de 

ce c e r c l e , il suffit é v i d e m m e n t de m e n e r yi, puis de m e n e r d ' u n po in t q u e l c o n q u e 

/,• ies d ro i t e s kn et kp r e spec t ivement para l lè les à yi et yo, pu i s pn p e r p e n d i c u l a i r e 

à dd' et la d ro i te ou sera la d r o i t e ab r a m e n é e d a n s le p lan du c e r c l e , et elle le 

coupera en un po in t z d 'où m e n a n t zb para l lè le à yi, on d é t e r m i n e r a le p o i n t b 

q u i a p p a r t i e n d r a à l 'e l l ipse. 

Ce po in t b é tan t o b t e n u , si l 'on déc r i t un cerc le du r ayon ob, et q u e l 'on t rouve 

le pointa? en leque l il coupe l ' e l l ipse , bx et ax s e ron t deux co rdes s u p p l é m e n t a i r e s 

r ec t angu la i r e s auxque l l e s ies axes sont paral lè les ( n ° 3 1 4 , 2 ° ) . P o u r o b t e n i r ce 

po in t il faut faire les c o n s t r u c t i o n s i nd iquées d a n s l ' o m b r e de îa n i c h e ; afin 

q u ' o n en suive mieux l 'analogie n o u s p r e n d r o n s t ro is cerc les C , G", G'" (fig. 2 4 7 ) , 

r e p r é s e n t a n t les cerc les Ck, G', G'/h' de la figure 2 4 3 , ces trois cercles supe rposés 

d o n n e n t le ce rc le C de la figure 2 4 8 d a n s l aque l l e c h a q u e le t t re m a r q u e les 

po in t s p o r t a n t les m ê m e s l e t t r e s d a n s la figure 2 4 7 et qu i se sont supe rposés , il 

faut d o n c aba isser yf p e r p e n d i c u l a i r e su r ab, m e n e r la t a n g e n t e / / , q u i c o r r e s 

pond à la p ro jec t ion ver t ica le d u r ayon l u m i n e u x , m e n e r les d i a m è t r e s ol et oc, 

d 'un p o i n t q u e l c o n q u e j de ab abaisser ji p e r p e n d i c u l a i r e s u r oc, et r e n c o n t r a n t oc 

en m , élever jk p e r p e n d i c u l a i r e s u r ab et p r e n d r e jk = im, enfin j o i n d r e ko qu i 

coupe le cerc le C au po in t x d e m a n d é ; m e n a n t alors les co rdes s u p p l é m e n t a i r e s 

ax, bx et du c e n t r e o des para l lè les à ces c o r d e s , on a u r a les d i rec t ions des axes 

de l ' e l l i p se ; p o u r en t rouver les s o m m e t s , il faudra i t faire passer ces axes d a n s 

le p lan du cerc le C r (fig. 2 4 6 ) et opé re r c o m m e on l 'a fait p o u r d é t e r m i n e r 

le po in t b, on t rouvera i t ainsi les po in t s n et q d 'où l 'on c o n c l u r a i t les p o in t s /* 

et r et par sui te les l o n g u e u r s np et qr «les axes de l 'el l ipse (*). 

[') Cet article aurait dû e u e pincé après les théorèmes relatifs a deux cercles qui trac-s sur une 

«phère sont enveloppés par une surface conique. 

Mais j'ai préféré ie meUre après l 'ombre de la n i c h e , parce que c'est en examinant de pre» ce l le épdi < 

que j'ai vu que la recherche du point particulier X de l'ombre portée , conduisait à la solution du pro

b lème , Etant donné un système de diamètres conjugués d'une ellipse, trouver la direction et la gran-

!''ur d--:s axes de cette courbe, et a ce sujet je ferai les réflexions suivantes. 

3' t en géométrie descriptive apprendre a. lire V épure qui donne la solution d'un problème parlionliee 



Application ù la perspective. 

3 9 3 . Dans tou te q u e s t i o n de perspective on a deux p r o b l è m e s à r é s o u d r e . 

1° T rouve r le contour apparent d ' u n corps; il suffit p o u r cela de m e n e r par 

Y œil ou p a r le po in t en lequel on le s u p p o s e p lacé , et q u e Ton n o m m e point de viu 

(n° 159) , u n cône t angen t au co rps p r o p o s é (n° 3 1 7 ) ; d a n s ce cas , c o m m e d a n s la 

théor ie des o m b r e s , si le co rps est t e r m i n é p a r des a rê tes s a i l l an t e s , il faut pa r 

c h a q u e a rê te droite et p a r le p o i n t de vue faire passe r u n p l a n , e t p a r c h a q u e 

a r ê t e courbe faire passe r u n e surface c o n i q u e d o n t Y œil est le s o m m e t , e t ne 

conserver p o u r c o n t o u r a p p a r e n t q u e les l ignes r é p o n d a n t aux p lans ou aux 

cônes les p lu s e x t é r i e u r s . 

2° T r o u v e r la perspective d ' un objet p r o p o s é ; c 'est tout s i m p l e m e n t t r ouve r 

l ' in te rsec t ion p a r le tab leau des r ayons visuels m e n é s du po in t de vue à c h a c u n 

des po in t s de l 'ob je t . 

3 9 4 . PROBLÈME 9 . Trouver la perspective d'un cône de révolution ayant son axe ver

tical. Nous avons d o n n é ( l r c pa r t i e , c h a p . Y) la m a n i è r e de m e t t r e un po lyèdre en 

perspect ive , n o u s n ' a j o u t e r o n s ici q u e cet te ques t ion s imple , elle suffira p o u r incli 

q u e r les p r o c é d é s graphiques q u e l 'on doi t su iv re . Soient B (fig. 245) la base et s le 

s o m m e t de la surface c o n i q u e , LT la l igne de t e r r e ou base du t a b l e a u , q u e 

nous s u p p o s e r o n s t r a n s p o r t é p a r a l l è l e m e n t à l u i - m ê m e en L T ; so ien t v le point 

de v u e , ou pro jec t ion o r t h o g o n a l e de l 'œil s u r le t a b l e a u , d et d'les po in t s de 

d i s t a n c e , la d r o i t e H est la t race s u r le t ab leau d ' u n p lan h o r i z o n t a l , m e n é p a r 

f o u i , on la n o m m e ligne d horizon. 

P o u r avoir la pe rspec t ive de la base B , on lui insc r i t e t c i r c o n s c r i t des c a r r é s 

ayan t c h a c u n d e u x côtés p e r p e n d i c u l a i r e s et deux côtés para l lè les à L T ; p o u r avoir 

Je manière à e n déduire tout ce qu'e l le peut nous ense igner . Ainsi e n analyse lorsque l'on est parvenu a 

VEquation qui d o n n e la solut ion d'un prob lème , il faut interpréter cette équat ion et e n tirer tous les 

résultats qu'e l le renferme et n o n pas s eu lement celui qui était l'objet de la quest ion proposée; il faut 

s i je puis m'exprimer ainsi, interroger l'équation finale pour e n tirer tout ce qu'e l le peut apprendre 

U en est de m ê m e e n géométrie descriptive , u n e épure peut renfermer n o n seu lement la so lut ion de la 

question spéciale pour laquel le e l le a été construite , mais encore la solution de plusieurs autres q u e s 

t ions , qui paraissent n'avoir aucune connexi té avec la p r e m i è r e ; il faut donc savoir interroger u n e 

épure cl en tirer tout ce qu'el le peut apprendre. Nous en avons d o n n é plusieurs fois l 'exemple dans ce 

cours ; ainsi lorsque nous avons cherché l'intersection de deux plans donnés chacun par une trace et 

un point, nous en avons déduit plusieurs théorèmes relatifs aux transversales; lorsque nous avon* 

..•onstruit ta section droite d'un cylindre, nous en avons déduit le problème qui fait le sujet du n° 373 bis, 

plus l o i n , de l'intersection de deux surfaces coniques, nous déduirons diverses propriétés relatives d 

•/<•«.r sections coniques situées sur un même plan , e t c . . etc. 



ta perspec t ive du c a r r e c i r consc r i t abce, n o u s r e m a r q u e r o n s q u e ies d iagonales sont 
incl inées a 45° sur LT, si d o n c on p ro longe ab et ce j u s q u ' à l eu r r e n c o n t r e avec LT 
ei q u ' o n jo igne ces po in ts a et y avec v, si I o n p ro longe ca j u s q u ' à L T , q u ' o n 
proje t te ;S su r L T , et qu ' on jo igne les po in ts o et d, cet te dro i te grf coupe ra &JJ et 
vf: aux po in t s ap et cp pa r lesquels m e n a n t les hor i zon ta les aFep, cpbp p u i s les 
i rmîes é'№ et cvev

f n o u s a u r o n s la pe rspec t ive du c a r r é abce, ies d iagona les afcp 

oí 6V" se c ro i sen t au po in t o p pa r lequel on m è n e r a u n e hor izon ta le et la dro i te 

• p o u r avoir les perspect ives des po in t s de contact du cerc le B avec les 

q u a t r e côtes du c a r r é . Si n o u s p r o l o n g e o n s les côtés du ca r ré insc r i t p e r p e n d i 

taires a LT j u s q u ' à L T , et si nous jo ignons les po in t s de r e n c o n t r e au po in t v. 

nous o b t i e n d r o n s les perspec t ives des po in t s d ' in te r sec t ion du ce rc le B avec íes 

d iagonales d u c a r r é . Pour avoir la perspec t ive du s o m m e t , il faut enco re par ce 

sommet m e n e r deux hor izonta les l ' une p e r p e n d i c u l a i r e au tab leau et l ' au t r e in

cl inée u \.7 ; l eurs perspect ives son t sv et ad, elles se coupen t au p o i n t sv. Pour 

vvoo la perspect ive du c o n t o u r a p p a r e n t , il faudrai t par l 'œil m e n e r deux p lans 

t angen t s au cône (n° 2 2 5 ) et c h e r c h e r c o m m e c i -dessus les perspec t ives des t races 

les Generatr ices de con tac t e t les j o i n d r e avec sp (*). 

C H A P I T R E X. 

Ï'E CERTAINES COURBES ET SURFACES COURBES OUI SON'I SOUVENT EMPLOYÉES 

DANS LES ARTS ET LES CONSTRUCTIONS 

3 9 5 . Si l on suppose u n e c o u r b e C et u n e t angen te T a cet te c o u r b e , et que 

ia d ro i t e T r o u l e , sans gl isser , su r la cou rbe C de man iè r e à lui res ter tou jours 

t a n g e n t e , un po in t q u e l c o n q u e m de T décr i ra u n e développante de la c o u r b e t. 

*J Ou pourrait demander le lieu des points que doit occuper dans l'espace l'œil du spectateur pour 

que le cercle situé sur le plan horizontal ait pour perspective u n cercle . Voyez à ce sujet, dans l'ou

vrage qui a pour titre : Complément de géométrie descriptive , le mémoire qui a pour titre : Des pro

jections stéréogretphiques, mémoire que j'ai publié pour la première fois dans le 2 6 e cahier du Jour

nal de l'École polytechnique 

"2e PARTIE. ~2G 



(n 1 0 4 ) . La cons t ruc t ion de la déve loppan te est t r è s - s i m p l e , car ayan t tixé sus-

la cou rbe C un po in t o p o u r o r i g i n e de la déve loppan te et le sens dans lequel on 

suppose q u e le déve loppemen t do i t s 'effectuer , on m è n e r a aux d ive r s p o i n t s de 

la c o u r b e C des t angen te s s u r lesquel les on p o r t r a , à pa r t i r du po in t de contact, 

et du côté de l ' o r i g ine , des l o n g u e u r s égales à l ' a rc de c o u r b e (rectifiée), c o m p r i s 

e n t r e ce po in t d e con tac t et l ' o r ig ine . La t angen te à la déve loppan te n'offre a u 

c u n e difficulté p u i s q u ' e l l e do i t ê t r e p e r p e n d i c u l a i r e à la t angen te à la développée 

et m e n é e pa r le po in t de contac t p r o p o s é (n° 2 0 1 ). 

Mais si l 'on suppose q u e la t angen te T glisse su r la c o u r b e C en m ê m e t e m p s 

qu ' e l l e rou le s u r ce t te c o u r b e , le p o i n t m e n g e n d r e r a u n e développante raccourcie 

ou rallongée su ivan t q u e T glissera d a n s le sens d e son m o u v e m e n t s u r C ou en 

sens c o n t r a i r e (*). 

Des Hélices, 

On appel le hélice t ou te c o u r b e q u i , t racée s u r u n e surface d e v e l o p p a b i e , se 

t r an s fo rme en une d ro i t e l o r sque la surface est é t e n d u e su r un p l a n . 

3 9 6 . VHéliceque n o u s a l lons é t u d i e r est u n e c o u r b e à doub l e c o u r b u r e t racée s u r 

un cy l ind re de r évo lu t ion e t d o n t la t r ans fo rmée est u n e l igne d ro i t e , on lui d o n n e 

le nom d'hélice cylindrique et circulaire (**). Il r é su l t e de là q u e n o m m a n t C la 

base ou section d ro i t e d u c y l i n d r e , e t E l ' h é l i c e , si l 'on développe la surface cy 

l i n d r i q u e (n° 3 7 3 ) , ct q u e l 'on p r e n n e su r la d r o i t e C* t r ans fo rmée d u cerc le C 

des po in t s éga lemen t d i s tan t s les u n s des a u t r e s et q u e pa r c h a c u n de ces points 

on élève des pe rpend i cu l a i r e s à la d ro i t e C , ces p e r p e n d i c u l a i r e s r e p r é s e n t a n t 

au déve loppement les d iverses géné ra t r i c e s de la surface c y l i n d r i q u e , el ies i ront 

coupe r la t r ans fo rmée E1 de l 'hé l ice E en des po in t s équ id i s t an t s e n t r e eux et dont 

les o rdo nné e s s e ron t équidifférentes e n t r e e l l e s , d'où l 'on conc lu t : q u e l 'hélice 

t racée su r un cy l ind re de révolut ion est u n e c o u r b e telle q u e ses o r d o n n é e s r a p 

po r t ées à une sec t ion d ro i t e C , d u c y l i n d r e , son t p ropo r t i onne l l e s aux abscisses 

curvi l ignes comptées s u r C et à p a r t i r du po in t d ' in te rsec t ion des courbes C et E , 

po in t q u e l 'on n o m m e Y origine de l 'hél ice . On peu t d o n c d i r e aussi q u e l 'hélice 

t racée su r un cy l ind re de révolu t ion serai t e n g e n d r é e pa r un po in t gl issant le long 

(*) Voyez, pour les développantes planes, cylindriques > coniques et hyperboloïdiques d'un cercle, 

l'ouvrage qui a pour titre : Théorie géométrique des engrenages, e tc . , publié e n 1842. Voyez, pour le* 

développantes rallongées et raccourcies , le chapitre I e r de l'ouvrage qui a pour titre : Développement.-

de géométrie descriptive. 

(**) Si la section droite du cylindre était une parabole , ou une el l ipse, e tc . , on lui donnerait le non 

d'hélice cylindrique et parabolique, ou cyl indrique et elliptique , etc 



d ' u n e géné ra t r i ce d ro i te de la surface c y l i n d r i q u e p e n d a n t q u e ce t te généra t r i ce 

t o u r n e a u t o u r de l 'axe et de telle m a n i è r e q u e le po in t s 'élève de q u a n t i t é s égales 

p o u r des ang les de ro ta t ion égaux d é c r i t s , a u t o u r de l 'axe d u c y l i n d r e , pa r la 

g é n é r a t r i c e d ro i t e . 

L o r s q u e la géné ra t r i c e d r o i t e a u r a fait u n tour comple t a u t o u r de l 'axe du 

c y l i n d r e , elle r e p r e n d r a sa p r e m i è r e pos i t ion et le p o i n t g é n é r a t e u r se sera élevé 

d ' u n e cjuantité H q u e l 'on n o m m e le pas de r hélice; la po r t i on d 'hél ice compr i se 

e n t r e ce p o i n t et Y origine se n o m m e u n e spire. En f in , les é l émen t s rec t i l ignes de 

l 'hél ice font tous le m ê m e angle avec les géné ra t r i ce s d ro i t e s d u c y l i n d r e . Dés i 

g n o n s cet ang le p a r a e t p a r R le r ayon d u cerc le C ; a p r è s le d é v e l o p p e m e n t , la 

po r t i on de c y l i n d r e c o m p r i s e e n t r e le cerc le C , u n e sp i re d e l 'hélice et la g é n é 

r a t r i ce d ro i t e c o r r e s p o n d a n t à Y origine, de l 'hél ice d o n n e u n t r i ang le rec tangle 

ayan t p o u r base u n e dro i te égale en l o n g u e u r à 2TTR et p o u r h a u t e u r u n e dro i te 

égale à H , l ' angle au s o m m e t de ce t r i a n g l e é t an t égale a ; n o u s a u r o n s e n t r e ces 

t ro is q u a n t i t é s 2T:R , H et « la relat ion 

ce qu i m o n t r e q u e l 'hél ice es t c o m p l è t e m e n t d é t e r m i n é e q u a n d on d o n n e deux 

des t r o i s choses a , R , H. 

3 9 7 . Il r é su l t e de ce q u i p r é c è d e u n m o y e n t r è s - s i m p l e d e c o n s t r u i r e p a r 

po in t s les p ro jec t ions d ' u n e hé l ice . 

Soient A (fig. 249) l 'axe vertical d ' u n c y l i n d r e , B sa b a s e , on d o n n e le pas aa, 

de l 'hé l ice et son origine a ; si l 'on divise le cerc le B en u n ce r ta in n o m b r e de 

pa r t i e s égales et la h a u t e u r « V , en u n m ê m e n o m b r e de pa r t i e s é g a l e s , par 

e x e m p l e en 8 ; q u e p a r les po in t s de division du ce rc le B, on élève des p e r p e n d i 

cula i res à L T , et q u e p a r les po in t s de divis ion de a ¥ , on m è n e des para l lè les 

a LT , les dro i tes m e n é e s p a r des po in t s de divis ion c o r r e s p o n d a n t s et p o r t a n t 

ès lors les m ê m e s numéros se c o u p e r o n t en des p o in t s q u i a p p a r t i e n d r o n t à E" ; 

q u a n t à la pro jec t ion E h , e l le se confond é v i d e m m e n t avec le cercle B. 

3 9 8 . Soit p r o p o s é , de mener la tangente © à l'hélice E en un de ses points m, 

La pro jec t ion ho r i zon ta l e Qh est t angen te à E h au p o i n t mh(n° 2 1 7 ) ; elle es t en 

m ê m e t e m p s la t r ace ho r i zon ta l e d 'un p lan t angen t au c y l i n d r e , et si l 'on s u p 

pose q u e l 'on fende la surface c y l i n d r i q u e le long de la g é n é r a t r i c e passan t pai 

l 'or igine a de l 'hél ice et q u ' o n la dé rou le su r le p lan t angen t en m , le p o i n t a d é 

c r i r a la déve loppan te D , et le po in t a v iendra en u n po in t b q u i sera la t race de 

la d ro i t e transformée de l ' hé l i ce , et par c o n s é q u e n t aussi la t r ace hor izon ta le de 

la t a n g e n t e 0 (n° 372) ; d o n c en pro je tan t ce po in t b en 6% et le jo ignan t avec m* 



nous a u r o n s ® 1 . La m ê m e m é t h o d e devant d o n n e r la tangente on tou t a u t r e pom. 

de l ' hé l i ce , n o u s voyons q u e la déve loppante D du cerc le B ayan t m ê m e origine 

a q u e l 'hélice E est le lieu des t races ho r i zon ta l e s des t angen tes à cette courbe E . 

et pa r c o n s é q u e n t ce t te cou rbe D est la section faite par le pian hor izonta l dans la 

surface développable 2. lieu des tangentes à l ' h é l i c e ; nous r ev i endrons p lus loin 

su r cette surface 2. 

3 9 9 . C h e r c h o n s m a i n t e n a n t le p l an osc i l la teur à l 'hél ice au point x pour lequel 

le p lan t angen t au c y l i n d r e est para l lè le au p lan vert ical de pro jec t ion . Ce pían 

doi t con ten i r la t angen te au po in t x et au po in t x successif et inf iniment voisin 

du point x (n A 198) : o r , la pro jec t ion ho r i zon ta l e de la t angen te au poin t r r-a 

paral lè le à LT et r e n c o n t r e la déve loppan te D au poin t c , qu i sera un po in t de 

la t race ho r i zon ta l e d u p lan c h e r c h é ; la t angen te au po in t x successif et infini

m e n t voisin de x r e n c o n t r e r a la c o u r b e D en un po in t c successif et i nün imen? 

voisin du p o i n t c, et p a r c o n s é q u e n t la t race hor i zon ta le du p lan oscu la teur . de

vant passe r p a r deux po in t s successifs et i n f in imen t voisins de la c o u r b e I ) , In

séra t a n g e n t e , el le sera d o n c p e r p e n d i c u l a i r e à xhc (n° 3 9 5 ) , et pa r conséquent 

à L T ; d ó n e l e plan P se ra p e r p e n d i c u l a i r e au p lan vert ical de p ro jec t ion , et pas 

su i t e au p lan tangent au c y l i n d r e . Si l 'on che rcha i t le p lan oscu la t eu r en. un 

a u t r e p o i n t m, on p o u r r a i t change r de p lan vertical et p r e n d r e u n nouveau 

plan para l lè le au p lan l angen t au cy l indre en ce po in t m, et l 'on t rouvera i t le 

m ê m e ré su l t a t q u e c i - d e s s u s . Donc enfin tout plan osculateur à l'hélice est normal 

au plan tangent mené au cylindre par le point de contact. 

400. Si Ton fait gl isser u n e d ro i t e su r l 'hél ice c y l i n d r i q u e et c i rcu la i re E , ecttt 

droi te se m o u v a n t su ivant une loi te l le q u e c h a c u n de ses po in t s décr ive une 

hé l ice , elle e n g e n d r e r a u n e su r face , q u i p r e n d g é n é r a l e m e n t ie n o m de su r 

face liéliçoïde; cet te surface est g é n é r a l e m e n t gauche , m a i s p o u r cer ta ines condi

t ions imposées p o u r le m o u v e m e n t d e l à géné ra t r i ce d r o i t e , la surface sera dévelop

p a b l e ; les hél içoïdes dévcloppables son t le cône hélicoïdal, et ia surface lieu des 

t angentes à une hé l i c e , surface q u e l 'on dés igne p a r t i c u l i è r e m e n t sous le nom 

àliéliçoïde développable ; nous e x a m i n e r o n s ces deux surfaces sans e n t r e r dans tous 

les détai ls , 

Du cône hélicoïdal. 

4 0 1 . Si par un point q u e l c o n q u e on m è n e une ser ie de droi tes s a p p u y a n t sur 

l 'hélice E , on formera un cône hé l i co ïda l , mais n o u s s u p p o s e r o n s ici le sommet .v 

(fig. 2 4 9 ) p r i s s u r l 'axe A. La t r ace ho r i zon ta l e de cel te surface con ique est u n e 

spirale hyperbolique ; en effet par- ie po in t s m e n o n s un plan hor izonta l N venant 



couper l 'hél ice en un point e q u e nous p r e n d r o n s p o u r origine, et considérons» les 
généra t r i ces du cône passant par deux po in t s q u e l c o n q u e s m et x de l 'hél ice E , leurs 
îraces hor izonta les se ron t en p ct с/, p o u r lesquels les rayons vecteurs som 
op=o et o r /=-o ' ; dés ignons les angles m e s u r é s par les arcs ehmh pa r « et c V par 

supposons q u e l 'on fasse t o u r n e r les généra t r i ces ар et sq a u t o u r de Гахе л 
pour les r e n d r e para l lè les au plan vertical de project ion , les t r iangles et 

fm"k'v sont s emblab le s , a insi q u e svovq'v et svxvk'v, on a donc ovp'v : ovs": : svk'v : ; //o?/ 

et оУ:о 1 ' / : :Л ' 0 : / / с Л d 'où ?:9'::k'vxv:kV; mais d ' a p r è s la généra t ion de 

l 'hélice (n° 3 9 5 ) on a k'vx'v:k'vmv: :ehxh:ehml1, donc p : ? ' : : & / : * ) d 'où ou — o V . 

c ' e s t - à -d i r e q u e la base ou t race hor i zon ta le С du cône hél icoïdal est u n e courbe 

telle q u e p o u r c h a c u n de ses po in t s le p r o d u i t du rayon vecteur p et de l 'angle 

* est c o n s t a n t , ce qu i est le ca rac tè re de la spi ra le hyperbolique. 

402 . La t angen te en u n po in t p de ce t te spi ra le h y p e r b o l i q u e est la trace hor i 

zontale du plan tangent au cône hél icoïdal m e n é le long de la généra t r i ce G, et 

par c o n s é q u e n t m e n é au po in t m; or , ce p lan con t i en t la t angen te 0 à l 'héll 

d i r e c t r i c e , et la t race ho r i zon ta l e de 0 est en b su r la déve loppante D (n° 3<)8 . 

donc bp sera la t angen te d e m a n d é e . 

Si l 'on veut avoir' l ' a sympto te de la sp i ra le hype rbo l ique G , nous r c m a r q u e r o n 

q u e la géné ra t r i ce d ro i te du cône hél icoïdale m e n é e au po in t m de contac t pass< 

par le po in t e de l 'hél ice E , et qu ' e l l e est h o r i z o n t a l e ; il faudra donc m e n e r a le 

cou rbe E A la t angente eV, et pa r le p o i n t r , où elle r e n c o n t r e la déve loppante P 

m e n e r u n e para l lè le à sheh ou u n e p e r p e n d i c u l a i r e à ehr, ou enfin u n e t angen te 

la c o u r b e D (n° 3 9 5 ) , et ce sera l ' a sympto te d e m a n d é e , 

403 . R e m a r q u o n s q u ' e n cons idé r an t toutes les géné ra t r i ces dro i tes du cône 

hé l ico ïda l , qu i s ' appuyan t su r l 'hél ice c y l i n d r i q u e et c i rcu la i re E passent par des 

poin ts de cet te hélice s i tuée au -dessous du p o i n t e , on voit qu 'e l les coupen t le plan 

hor izon ta l en des po in t s qu i s ' app rochen t indéf in iment du po in t о sans j amais 
l ' a t t e i n d r e , et qu ' i l en est de m ê m e p o u r les géné ra t r i ce s r e n c o n t r a n t l 'hélice L 

a u - d e s s u s du po in t e. Cette seconde nappe de la surface c o n i q u e hélicoïdale don

nera i t u n e seconde c o u r b e i d e n t i q u e à la c o u r b e С mais p lacée d a n s une posi t ion 

s y m é t r i q u e ; cet te seconde b r a n c h e de la sp i ra le h y p e r b o l i q u e coupe l 'hélice F 

en u n po in t q u ' o n peu t se p ropose r de d é t e r m i n e r ; o r , il est évident q u e si 

l 'on fait t o u r n e r la généra t r i ce passan t pa r ce po in t p o u r la r e n d r e paral lè le au plan 

vert ical , elle p r e n d r a la posi t ion « V , et le po in t où elle r e n c o n t r e E sera venu >• 

po r t e r en y', n o u s le r a m è n e r o n s en y, pu is r e m a r q u a n t q u e ce p o i n t , s i tue au-

dessus du p l a n N , est su r la pa r t i e a n t é r i e u r e du c y l i n d r e , donc au-dessous du 

poin t ,v, on voit que la généra t r ice du cône passe d e r r i è r e le plan mér id i en p a -



ral iè le au p lan vert ical de pro jec t ion et q u e le po in t c h e r c h é est en a\ a l'auir» 

e x t r é m i t é d u d i amè t r e m e n é au point yh. Le po in t o est dit : point asymptote de l 

spirale hype rbo l ique (*). 

De la sur/ace dite héliçoïde développable-

404, La surface lieu des t angen te s à l 'hélice E est d i te héliçoïde développable 

et elle est coupée p a r le p lan hor izonta l de projec t ion su ivan t u n e déve loppan te D 

du cerc le B' base du cy l i nd re ( n ° 3 9 8 ) , ce t te c o u r b e ayan t p o u r o r ig ine le point 

t , en l eque l ce p l a n coupe l ' hé l ice . Mais si n o u s r a p p o r t i o n s la figure à u n a u t r e 

p lan h o r i z o n t a l de pro jec t ion para l lè le à l ' a n c i e n , il est évident q u e la m ê m e 

propos i t ion sera i t encore v r a i e , d o n c tous les plans perpendiculaires à l'axe du 

cylindre coupent V héliçoïde développable suivant des développantes du cercle qui est la 

base du cylindre sur lequel est tracée C hélice, arête de rebroussement de la surface. 

Il r é su l t e de là q u e si l 'on fait mouvo i r la déve loppan te D , de m a n i è r e q u e son 

plan res te p e r p e n d i c u l a i r e à l 'axe A , et q u e son o r ig ine a p a r c o u r e l 'hél ice E , 

elle e n g e n d r e r a l 'hél içoïde développable qu i au ra i t é té p r i m i t i v e m e n t engendrée 

par la t a n g e n t e 0 , se m o u v a n t de m a n i è r e à r es te r t ou jou r s t a n g e n t e à l 'hélice E 

4 0 5 . Dans ce m o u v e m e n t de la déve loppan te D ou de la t a n g e n t e 0 , il est évi

den t q u e tous les p o i n t s s 'é lèvent en m ê m e t e m p s de q u a n t i t é s é g a l e s , et décr iven t 

aussi en m ê m e t e m p s a u t o u r de A des angles é g a u x , d o n c le p o i n t a ou m pa rcou

ran t u n e h é l i c e , les a u t r e s p o i n t s se m o u v r o n t su r des hél ices c o n c e n t r i q u e s et de 

m ê m e pas d o n c Y héliçoïde développable est coupé par des cylindres de révolution, ayant 

même axe que celui sur lequel est tracée t'hélice arête de rebroussement, suivant des hélices 

de même pas que cette dernière. Mais la généra t r i ce 0 ne sera i t t angen te à a u c u n e 

de ces h é l i c e s , ca r R ayan t a u g m e n t é , p o u r q u e la re la t ion - g - = t ang « soit en

core sa t i s fa i te , il faut a u g m e n t e r aussi la va leur de a. Si d o n c on cons idéra i t une 

de ces hé l ices c o m m e d i r ec t r i ce de la su r f ace , 0 sera i t assuje t t ie à se mouvoi r sur 

e u e hé l ice de m a n i è r e à conse rver la m ê m e inc l ina i son a avec les géné ra t r i ce s 

lu c y l i n d r e , et à res te r c o n s t a m m e n t t a n g e n t e à u n cy l i nd re de r a y o n m o i n d r e , 

le sor te q u e H et a é t a n t c o n n u s , p o u r q u e l ' hé l iço ïde fût déve loppab le , il fau

d ra i t d é t e r m i n e r R ( rayon du cy l i nd re a u q u e l © res te t angen te ) pa r la re la t ion 

Voyez, dans l'ouvrage qui a pour titre : Développements de géométrie descriptive, ie chapitre II 

l'ai expose en détail les propriétés des trois spirales d 'Archimede, hyperbol ique et logarithmique 



et si les t rois q u a n t i t é s H, a, R , son t d o n n é e s , on r e c o n n a î t r a q u e In e l i eo id e 

est déve loppab le ou gauche su ivan t q u e ces t ro is q u a n t i t é s sat isferont ou ne sa t is 

feront pas à l ' équa t ion p r é c é d e n t e . 

Toutefois n o u s r e m a r q u e r o n s qlie d a n s le cas de l 'hé l içoïde gauche les sec t ions 

c y l i n d r i q u e s son t e n c o r e des h é l i c e s , ce q u e l 'on r e c o n n a î t r a faci lement ; m a i s 

les sec t ions faites p a r des p lans pe rpend icu l a i r e s à Taxe ne sont p l u s des dévelop

p a n t e s . E n effet , si H et R é t an t i n v a r i a b l e s , la va leur d e a est p l u s g r a n d e q u e 

celle qui satisfait à l ' équa t ion de c o n d i t i o n , la g é n é r a t r i c e passe au-dessus de l a 

t angen te à l ' h é l i c e , e t les po in t s de la c o u r b e d e sec t ion s o n t e n d e h o r s de la d é 

v e l o p p a n t e , ce t te c o u r b e est a lors u n e développante rallongée; si au con t r a i r e la 

valeur de a e s t p lu s pe t i t e q u e celle q u i satisfait à l ' équa t ion d e condi t ion , la 

géné ra t r i c e passe a u - d e s s o u s de la t angen te à l ' h é l i c e , et les po in t s de la c o u r b e 

d e sect ion sont en dedans de la d é v e l o p p a n t e , ce t te c o u r b e est a lors u n e dévelop

pante raccourcie. 

Je ne m ' é t e n d r a i pas davantage ici s u r les p rop r i é t é s relat ives à ce r t a ines s u r 

faces g a u c h e s , les p r o p r i é t é s don t jou i s sen t en généra l les surfaces gauches ne 

peuven t ê t r e d o n n é e s c o m p l è t e m e n t q u e dans un c h a p i t r e spéc ia l , et q u i sera 

le chap i t r e XL C'est d a n s ce chap i t r e XI q u e n o u s é t u d i e r o n s les conoïdes, la 

surface du biais-passé et les surfaces héliçdides gauches qu i t e r m i n e n t et fo rmer^ 

les filets des vis carré et triangulaire; l ' emploi de ces d iverses surfaces gauches est 

f r équen t d a n s les a r t s et les c o n s t r u c t i o n s . 

4 0 6 . Le p l an t angen t à i 'hé l içoïde développable doi t c o n t e n i r deux t angen tes à 

F hélice E qu i est l 'arê te de r e b r o u s s e m e n t d e la su r face , il est d o n c oscu la t eu r à cet te 

c o u r b e , et p a r c o n s é q u e n t n o r m a l à la surface c y l i n d r i q u e su r l aque l l e elle est si

t uée (n° 3 9 9 ) . Ce p lan coupe le cy l i nd re su ivan t u n e el l ipse F (n° 287) , don t le pet i t 

axe est ho r i zon ta l et passe au p o i n t de c o n t a c t , mais les t r o i s p o in t s successifs m, m', 

m" de E é t an t s u r le p lan sécant a p p a r t i e n n e n t aussi à l 'e l l ipse F , les cou rbes E et F 

sont d o n c oscu la t r i ces au po in t m ( n ° 1 9 7 ) , elles on t donc au po in t m m ê m e cercle 

o s c u l a t e u r ; or , que l le q u e soit la posi t ion du po in t m le p lan sécant sera tou jours 

éga lement inc l iné su r l 'axe du c y l i n d r e , d o n c tou tes les el l ipses se ron t égales ei 

elles a u r o n t p o u r demi -pe t i t axe le rayon R et p o u r d e m i - g r a n d a x e ^ - ; mais 

le rayon p du cerc le o scu la t eu r à l 'e l l ipse à l ' ex t rémi té du pet i t axe est égal au 

c a r r é d u d e m i - g r a n d axe divisé pa r le d e m i - p e t i t axe (*), on a u r a d o n c pour la 

C) Voyez, dans l'ouvrage qui a pour titre : Complément de géométrie descriptive , le mémoire qui 

a pour titre : Construction du cercle osculateur en un point d'une section conique, mémoire que j'ai 

publié pour la première fois dans le Journal de mathématiques pures et appl iquées , de M. Linuvi)k>. 



valeur du i a y on du cerc le osci l la teur à l 'hél ice cy l ind r ique et c i rcu la i re et eu 

un point q u e l c o n q u e de cet te hélice 

De la on peut conc lu re q u ' e n déve loppan t (ou é t e n d a n t sur un plan) u n e s u r 

face héliçoïde et développablc 2 , son a rê te de r e h a u s s e m e n t se t r ans fo rmera 

en u n cercle du rayon o a u q u e l les géné ra t r i ce s d ro i tes de la surface 2 d ev i en 

d ron t toutes t angen tes au déve loppemen t . Les diverses au t r e s hél ices de la su r 

face 2, venant coupe r tou tes les géné ra t r i ce s d ro i tes de cet te surface 2 en des 

points é g a l e m e n t d is tan ts des po in t s de contac t c o r r e s p o n d a n t s , a u r o n t toutes 

pour- transformées des cercles c o n c e n t r i q u e s . 

4 0 7 . J 'a i employé la surface hé l iço ïde déve loppan te , ayan t une hé l ice cylin

d r i q u e et c i r cu la i r e p o u r a rê te de r e b r o u s s e m e n t , p o u r former les den t s de l 'une 

des r o u e s de l ' engrenage des t iné à t r a n s m e t t r e le m o u v e m e n t de ro ta t ion u n i 

forme e n t r e deux axes non s i tués d a n s u n m ê m e plan (* f. 

Concevons la p lu s cour t e d i s t ance D des deux axes A et A' non s i tués d a n s un 

m ê m e plan (fig. 2 5 0 ) , p r e n o n s s u r la d ro i te D un po in t m; cons idé rons ont et 

om c o m m e les r ayons de deux cy l ind re s de révo lu t ion ayan t respec t ivement pour 

axes A et A', ces deux cy l ind re s se ron t t angen t s au po in t m ; cons idé ran t le plan 

du cercle C p e r p e n d i c u l a i r e à l 'axe A c o m m e u n p lan hor izon ta l de pro jec t ion > 

fi sera la t r ace d u p lan t angen t c o m m u n à ces deux cy l ind res don t G et K se

r o n t respec t ivement les géné ra t r i ce s d ro i t e s de con tac t . Dans le p lan P, m e n o n s 

u n e d ro i t e 0 p e r p e n d i c u l a i r e au p lan h o r i z o n t a l de p r o j e c t i o n , pu is faisons rou

ler ce plan P su r le cy l i nd re ayan t A' p o u r axe ; la d ro i te G , faisant t ou jou r s 

le m ê m e angle avec les généra t r i ces K de ce cy l ind re ( A 7 ) , res te ra t angen te a 

une hél ice E et formera u n hél içoïde développable 2, Fa i sons de m ê m e rou le r h 

p lan P su r le cy l i nd re (A) ayan t la d ro i te A p o u r a x e , la dro i te 0 res tera tou jours 

t a n g e n t e à G et e n g e n d r e r a u n e surface c y l i n d r i q u e S ayant p o u r sect ion dro i te 

la déve loppan te D d u cercle C décr i t e p a r le po in t z , t race ho r i zon ta l e de la 

droi te 0 . 

Gela p o s é , le p lan tangent T à ce cy l ind re S con t i end ra la géné ra t r i ce 0 et ta 

tangente H T à D , e t e e s deux droi tes se ron t p e r p e n d i c u l a i r e s à IE ; ce p lan T sera donc 

pe rpend icu la i r e au plan P , ou no rma l au cy l ind re (A ' ) ; ce plan T sera donc t an -

Voyez l'ouvrage qui a pour titre : Théorie géométrique des engrenages destinés a transmettra 

le mouvement de rotation uniforme, entre deux axes situés on non dans un même plan 181?; 



gent à lTiéliçoïde I ; les deux surfaces 2 et S sont d o n c t angen te s le long de l e u r 

g é n é r a t r i c e c o m m u n e 0 . 

Si Ton i m p r i m e u n m o u v e m e n t de ro t a t ion a u cy l i nd re (À") a u t o u r de son 

axe A ' d e m a n i è r e q u e la géné ra t r i c e d ro i t e K' v ienne en K , le po in t y de l ' h é 

lice E v i endra en y' et la t a n g e n t e en y à l 'hél ice E v iendra p r e n d r e u n e posi t ion 

ve r t i ca le , ca r a lo r s elle sera d a n s le p lan P et pa ra l l è le à 0 et elle r e n c o n t r e r a dès 

lo r s H" en z ' ; la déve loppan te D aura é té e n t r a î n é e et se ra venue en D' , de sor te 

q u e les surfaces 2 et S a u r o n t p r i s de nouvel les pos i t ions 2' et S ' a y a n t e n c o r e 

u n e géné ra t r i c e c o m m u n e 0', et l 'on d é m o n t r e r a i t c o m m e c i -dessus q u e ces deux 

surfaces sont t a n g e n t e s l ' une à l ' au t r e le long de cet te g é n é r a t r i c e c o m m u n e 0'. 

Les deux surfaces 2 et S é t an t employées p o u r les surfaces des den t s de deux 

r o u e s d e n t é e s ou r o u e s d ' e n g r e n a g e , ces r o u e s se c o n d u i r o n t u n i f o r m é m e n t et 

l 'on p o u r r a ainsi t r a n s m e t t r e à l 'axe A u n m o u v e m e n t de ro t a t ion i m p r i m é d i 

r e c t e m e n t à l 'axe A' . 

Des cycloïdes et des épicycloïdes. 

4 0 8 . Si u n cerc le G r o u l e , sans gl isser , s u r u n e d ro i t e D , u n po in t q u e l c o n q u e d u 

p lan de ce cerc le déc r i t u n e c o u r b e , q u ' o n dés igne en g é n é r a l sous le n o m de 

cycloïde. Si le po in t générateur est su r la c i rconfé rence du c e r c l e , on ob t i en t la 

cycloïde parfaite, q u e l'on n o m m e s i m p l e m e n t cycloïde; si le po in t g é n é r a t e u r est 

ho r s du cerc le on o b t i e n t u n e cycloïde rallongée; si le p o i n t g é n é r a t e u r est d a n s 

le cerc le la cycloïde est raccourcie. Si ie cerc le se m e u t en r e s t an t t ou jou r s d a n s 

u n m ê m e p l a n la cycloïde est plane, si ie p lan d u cerc le varie d ' inc l ina i son par 

r a p p o r t à u n p lan fixe passan t p a r la d ro i t e D p e n d a n t le m o u v e m e n t de ro ta t ion 

d u cerc le G, la cycloïde est gauche. On peu t se p r o p o s e r de t rouve r les p ro jec t ions 

de cet te c o u r b e (cycloïde plane ou gauche) et de lu i m e n e r u n e t angen t e . 

4 0 9 . L o r s q u ' u n cerc le G r o u l e , sans g l i s se r , s u r u n a u t r e cerc le C' fixe, u n po in t 

q u e l c o n q u e du p lan d u ce rc le mobi l e déc r i t u n e c o u r b e q u ' o n dés igne en généra l 

sous le n o m d'épicycloïde. Si le po in t g é n é r a t e u r est s u r la c i r confé rence du cerc le 

mob i l e l 'on ob t ien t l 'épicycloïde parfaite; si le po in t est ho r s du cerc le l ' ép icy-

cloïde est rallongée ; s'il est d a n s l ' i n t é r i eu r d u ce rc le l ' épicycloïde est raccourcie; 

si le cerc le fixe et le Cercle m o b i l e son t d a n s u n m ê m e p lan p e n d a n t tout le t e m p s 

du m o u v e m e n t de roulement, l ' ép icyclo ïde est plane; si les deux cerc les ne sont 

pas tou jou r s d a n s u n m ê m e p lan l 'épicycloïde est gauche. Si les d e u x cercles 

son t t angen t s l ' un à l ' au t r e et e x t é r i e u r e m e n t , l ' épicycloïde est extérieure; si les 

deux cerc les sont t angen t s l 'un à l ' au t r e et i n t é r i e u r e m e n t , l ' ép icycloïde est 

intérieure. 
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On p o u r r a i t généraliser le m o d e de géné ra t i on des cycloïdes et des épicycloïdes 

en p r e n a n t le po in t g é n é r a t e u r s i tué ou non dans le p lan d u cerc le m o b i l e , pou rvu 

q u ' o n le suppose inva r i ab lemen t lié à ce c e r c l e . 

•410. L o r s q u e les p lans des deux cerc les C et C font u n ang le cons t an t p e n d a n t 

tout le t e m p s du m o u v e m e n t de r o u l e m e n t de l ' un d e ces cerc les G su r l ' au t r e cerc le 

G', on p e u t cons idé re r ces deux cerc les C et G' c o m m e les bases de deux surfaces 

c o n i q u e s de révolu t ion a y a n t m ô m e s o m m e t et en con t ac t p a r la g é n é r a t r i c e p a s 

sant au po in t de contac t des deux cerc les G et G', de sor te q u e tous les p o i n t s des 

deux bases G et G' de ces cônes son t à la m ô m e d is tance d u s o m m e t c o m m u n à 

ces deux c ô n e s , et p a r c o n s é q u e n t les deux cerc les G et G ' s e t r o u v e n t su r u n e 

s p h è r e ayan t son c e n t r e e n le po in t qu i est îe s o m m e t c o m m u n . Tous les p o i n t s 

de l 'épicycloïde sont a lors s i tués s u r ce t te sur face s p h é r i q u e , de là le n o m d'épi-

cyclo'ide sphérique sous l eque l on la dés igne (*). 

•411. Si le cône mob i l e se r é d u i t à u n plan t angen t au cône fixe, et q u e le cerc le 

s i tué su r ce p lan t angen t ait son c e n t r e au s o m m e t du cône f ixe, l ' ép icyc lo ïde e n 

g e n d r é e p a r u n po in t de sa c i rconfé rence p r e n d le nom de développante sphérique. 

L e - s o m m e t d u cône de r é v o l u t i o n , q u i a p o u r base îe ce rc le f ixe , é t a n t a r b i 

t r a i r e , on voit q u ' e n géné ra l la déve loppan te s p h é r i q u e sera e n g e n d r é e p a r u n 

po in t d ' u n e c i rconfé rence d o n t le c e n t r e se ra i t s i tué en u n po in t a r b i t r a i r e m e n t 

choisi s u r u n e p e r p e n d i c u l a i r e m e n é e au p l an d u ce rc l e fixe et élevée p a r le c e n t r e 

de ce cerc le (**). 

Les c o n s t r u c t i o n s nécessa i res p o u r t r ouve r les p ro j ec t i ons de l ' ép icyc lo ïde 

s p h é r i q u e o r d i n a i r e et de la déve loppan te s p h é r i q u e , é t a n t i d e n t i q u e m e n t les 

m ê m e s , a ins i q u e celles q u i c o n d u i s e n t à la t a n g e n t e à ce t t e c o u r b e , n o u s n o u s 

c o n t e n t e r o n s de les exécu te r p o u r la déve loppan te s p h é r i q u e q u i d o n n e r a l ieu à 

une r e m a r q u e , q u i lui e s t spéc ia le . 

4 1 2 . P r e n o n s p o u r p lan ho r i zon ta l de p ro jec t ion le p lan du cerc le fixe B 

[fig. 2 5 1 ) , et p o u r plan vert ical de p ro jec t ion îe p lan passan t p a r l 'axe A d u c ô n e , 

et p a r le po in t a de con tac t d a n s la pos i t ion ac tue l le des d e u x c e r c l e s ; la s p h è r e 

(S) qu i con t i en t les deux cerc les B et C est c o u p é e p a r le p l an ve r t i ca l su ivan t 

le g r a n d cerc le S. R a b a t t o n s le p lan P du cerc le mobi le C a u t o u r de H p , le po in t 

s, s o m m e t du cône fixe et c e n t r e d u ce rc le mobi le C , vient en s', et le ce rc le C 

(*) Voyez , dans l 'ouvrage qui a pour titre : Développements de géométrie descriptive , ce qui est 

relatif aux épicycloïdes annulaires , chapitre V, page 219 . 

(**) Voyez, dans l 'ouvrage qui a pour titre : Complément de géométrie descriptive, le m é m o i r e qui 

a pour titre : De la surface enveloppe des plans normaux à l'épicycloïde sphérique, mémoire que j'ai 

publié pour la première fois dans le 2 3 e cahier du Journal de l'École polytechnique, 



en G' ; s o i t o l 'o r ig ine de l ' ép icyclo ïde ou déve loppan te s p h é r i q u e , il est évident 

q u e le po in t générateur de la déve loppan te s p h é r i q u e , qu i était p r i m i t i v e m e n t 

en o , est d i s t an t m a i n t e n a n t d u p o i n t de con tac t a d ' u n a r c am' égal à l ' a rc on 

rec t i f ié ; r a m e n a n t ensu i t e ce po in t m d a n s le p lan P , il décr i t un a rc de cerc le 

d a n s u n p lan para l l è le au p lan ver t ical de p r o j e c t i o n , e t vient se p l ace r en m , 

p u i s q u e le p lan P 'es t p e r p e n d i c u l a i r e au p ian vert ical de p ro j ec t ion . 

P o u r avoir la pos i t ion du po in t g é n é r a t e u r q u a n d les cerc les sont en contact 

au p o i n t b, on p o u r r a i t change r de p l an vert ical de pro jec t ion en p r e n a n t p o u r 

nouvel le l igne de t e r r e le r a y o n sHb, ma i s ces n o m b r e u x c h a n g e m e n t s de p lans 

c o m p l i q u e r a i e n t la f igu re ; c 'es t p o u r q u o i n o u s a d o p t e r o n s la m é t h o d e des m o u 

vements de ro ta t ion ainsi qu ' i l sui t : 

Concevons q u ' o n fasse t o u r n e r le n o u v e a u p l an vert ical de p r o j e c t i o n , ayan t 

s*6pour l igne de t e r r e L/T' , a u t o u r de l 'axe À p o u r le r a m e n e r su r l ' ancien plan 

vert ical ayan t LT p o u r l igne de t e r r e , et q u e d a n s son m o u v e m e n t il e n t r a i n e t ou t e 

la f igure, le po in t de con tac t b v iendra en a, et r a b a t t a n t a lors le cerc le mobi le en C ; , 

l e p o i n t g é n é r a l e u r s e t r o u v e r a d i s t a n t du p o i n t a d ' u n a r c an" , qu i rectifié sera égal 

à l 'a rc ob r ec t i f i é ; r a m e n a n t le cerc le C' d a n s le p l a n P , le poin t n" v iendra en ri, 

p u i s p o u r r a m e n e r ce p o i n t ri dans la pos i t ion n qu ' i l doit occupe r p a r r a p p o r t au 

p lan ver t ical L r T ' , il faut faire t o u r n e r le p ian vert ical L T a u t o u r de l 'axe A ; d a n s 

ce m o u v e m e n t le po in t ri déc r i r a u n angle égal à bsha; ma i s r e m a r q u o n s q u e rihi 

est la p ro j ec t ion hor izon ta le d ' u n e p e r p e n d i c u l a i r e I au p lan vert ical LT aba issée 

d u po in t ri, cet te p e r p e n d i c u l a i r e t o u r n a n t en m ê m e t e m p s q u e le p l an vert ical 

L T ne cessera pas de lu i ê t r e p e r p e n d i c u l a i r e , d o n c en sa nouvel le pos i t ion T sa 

p ro jec t ion ho r i zon ta l e sera p e r p e n d i c u l a i r e au r ayon shb ou L " F , et le poin t i' p ied 

de cet te p e r p e n d i c u l a i r e s u r le p lan ver t ical LT v iendra eh u n po in t i p ied de ia 

nouve l le pos i t ion V (de la p e r p e n d i c u l a i r e I ) su r le p lan vert ical L 'T f , et ce point / 

sera tel q u e l 'on a u r a : shi=:shir; dès lors p r e n a n t inh ~ ï'n'h nous a u r o n s en nh la 

p ro jec t ion ho r i zon ta l e du po in t n, sa pro jec t ion ver t icale doit ê t r e à ia r e n c o n t r e 

d ' u n e p e r p e n d i c u l a i r e et d ' u n e para l lè le à L T , m e n é e s respec t ivement pa r les 

po in t s nh et n'v. On ob t i end ra de la m ê m e m a n i è r e t an t d ' a u t r e s po in t s q u e l 'on 

v o u d r a , e t en l es un i s san t pa r une c o u r b e D , on a u r a la déve loppan te s p h é r i q u e 

d e m a n d é e . 

4 1 3 . P r o p o s o n s - n o u s m a i n t e n a n t de c o n s t r u i r e la t angen te à ce t te c o u r b e ï> 

au poin t m. P o u r cela r e m a r q u o n s q u e la déve loppan te s p h é r i q u e 1) est s i tuée 

s u r la surface s p h é r i q u e (S) , d o n c sa t angen te au p o i n t m est c o n t e n u e dans le p lan 

t angen t m e n é à ce t te s p h è r e et au po in t m. Les deux c e r c l e , ii et C , é t an t en con

tact p a r le po in t a , o n t deux poin ts a et ri successifs et inf iniment voisins en corn-



m u n , et l o r s q u e le ce rc le C se m e u t , l ' u n de ces deux p o i n t s , e t a insi a, cesse 

de l eu r ê t r e c o m m u n , et ils on t a lors en c o m m u n le second po in t a et u n t r o i 

s ième p o i n t a 7 successif et in f in iment voisin de a r ; de sor te q u e p e n d a n t u n in s t an t 

in f in iment p e t i t , le po in t g é n é r a t e u r s 'est m u a u t o u r d u po in t a ' o u a ( * ) , e t p a r c o n 

s é q u e n t est res té s u r u n e surface s p h é r i q u e I ayan t son c e n t r e en ce p o i n t ; d o n c 

l ' é lément rec t i l igne de la c o u r b e D, é l é m e n t rec t i l igne qu i p ro longé d é t e r m i n e la 

t a n g e n t e T , é t a n t s u r ce t te sur face s p h é r i q u e , la t a n g e n t e T sera s i tuée d a n s le 

p lan t a n g e n t m e n é à c e t t e nouvel le surface Het au p o i n t m. Donc enfin la t a n g e n t e 

à la c o u r b e D est l ' i n te r sec t ion des p l ans t a n g e n t s à deux sur faces s p h é r i q u e s , p a s 

sant l ' une et l 'au ( re p a r le po in t m, et ayan t r e spec t i vemen t p o u r c e n t r e les p o i n t s * 

et a. Ces p l ans t a n g e n t s é t an t p e r p e n d i c u l a i r e s aux rayons q u i passen t p a r le p o i n t 

de con tac t m, la t angen te en ce po in t m est p e r p e n d i c u l a i r e à ces m ê m e s r a y o n s , et 

p a r c o n s é q u e n t à l eu r p l a n ; or le r ayon R, d e fa s p h è r e ( S ) , a sa t r ace h o r i z o n t a l e 

en c , et sa t r ace vert icale en s s u r Y% le po in t a est é v i d e m m e n t la t race h o r i z o n 

tale , et en m ê m e t e m p s la t r ace vert icale du r a y o n de la seconde s p h è r e 2 , d o n c le 

p l an N de ces r a y o n s est c o n n u , et d a n s le cas ac tue l il n ' e s t a u t r e q u e le p lan P 

l u i - m ê m e ; p a r c o n s é q u e n t H" est p e r p e n d i c u l a i r e à L T ; d o n c Th est para l lè le à 

L T , e t p a r c o n s é q u e n t la t angen te T est para l lè le au p lan ver t ical de p r o j e c t i o n ; 

Tv est p e r p e n d i c u l a i r e à la géné ra t r i c e de con tac t sa, et elle fait avec la l igne de 

t e r r e l ' angle q u e fait la t angen te T avec le p lan ho r i zon ta l de p r o j e c t i o n , or cet 

angle mvza est le c o m p l é m e n t de l ' ang le mvaz q u e fait la g é n é r a t r i c e d u c ô n e avec 

le m ô m e p l a n h o r i z o n t a l . 

En o p é r a n t de m ê m e , p a r r a p p o r t à t o u t a u t r e po in t de la déve loppan te s p h é r i q u e , 

on t r o u v e r a tou jours q u e la t angen te en ce po in t et la g é n é r a t r i c e c o r r e s p o n d a n t e 

du cône font avec le p l an h o r i z o n t a l des ang les c o m p l é m e n t a i r e s . Mais le c ô n e 

é tan t de r é v o l u t i o n t ou t e s ses géné ra t r i ce s font avec le p lan h o r i z o n t a l u n m ê m e 

a n g l e , d o n c aussi tou tes les t angen tes à la d é v e l o p p a n t e s p h é r i q u e font avec le 

p lan h o r i z o n t a l un m ê m e angle ; d o n c enfin la déve loppan t e s p h é r i q u e est u n e 

hél ice c y l i n d r i q u e , en se r a p p e l a n t la déf ini t ion d o n n é e ( n ° 3 9 6 ) p o u r l ' h é l i c e , 

et a ins i n o m m a n t hélice t o u t e c o u r b e t r acée s u r u n e surface déve loppab le et q u i 

a p o u r transformée u n e d r o i t e . Il est év iden t q u e la p r o p r i é t é r e m a r q u a b l e d o n t 

nous venons de d é m o n t r e r l ' ex i s tence p o u r la déve loppan te s p h é r i q u e ne p e u t 

exis ter p o u r u n e ép icyc lo ïde s p h é r i q u e q u e l c o n q u e ; d ' a i l l e u r s , il est facile d e 

O Car l'on peut supposer que le cercle C, avant d'être en contact avec le cercle B par l 'é lément rec

tiligne aa', était en contact par l 'é lément précédent . 



le d é m o n t r e r ou m i e u x de s 'en conva inc re en exécu tan t Y épure p o u r u n e é p i c y 

cloïde s p h é r i q u e et en lisant a t t e n t i v e m e n t cet te é p u r e . 

4 1 4 . L 'ép icyc lo ïde s p h é r i q u e est le cas général des ép icyclo ïdes , des cycloïdes , 

et des déve loppan tes soit p l a n e s , soit gauches ou à doub l e c o u r b u r e 5 ca r si Ton 

suppose q u e l 'angle au s o m m e t d u c ô n e mobi le a u g m e n t e j u s q u ' à deven i r égal à 

deux d r o i t s , on ob t i en t la déve loppan te s p h é r i q u e ; si c 'est le cône fixe q u i d é 

g é n è r e en un p l a n , l ' ép icyc lo ïde dev i en t , p a r r a p p o r t aux épicycloïdes s p h é r i q u e s 

o r d i n a i r e s , ce q u ' e s t la cyclo ïde p l ane p a r r a p p o r t aux épicycloïdes p l a n e s . Si 

l 'on s u p p o s e q u e le s o m m e t c o m m u n du cône fixe et d u cône mobi le s ' é lo igne 

j u s q u ' à l ' i n f in i , les cônes se t r a n s f o r m e n t en c y l i n d r e s , les deux cercles B fixe e t 

C mobile son t a lors d a n s u n m ê m e p l a n , et l 'on ob t i en t l 'épicycloïde p l ane . Si en 

m ê m e t e m p s q u e le s o m m e t s 'est t r a n s p o r t é à l ' in f in i , le cône fixe a d é g é n é r é en 

u n p l a n , et si dès lors le cerc le fixe B e s t devenu u n e d ro i t e fixe, a lors un po in t du 

cerc le mobi l e G e n g e n d r e la cycloïde o r d i n a i r e ; si c 'est au c o n t r a i r e le cône m o 

b i l e , q u i devient u n p l a n , le cerc le mobi le se r é d u i t à u n e t a n g e n t e a u ce rc le 

fixe B , et p a r c o n s é q u e n t u n des p o i n t s de ce t te t a n g e n t e décr i t u n e déve loppan te 

de c e r c l e . 

4 1 5 . L o r s q u e l 'on c o n s i d è r e deux c o u r b e s q u e l c o n q u e s U et U ' t a n g e n t e s l ' u n e 

à l ' au t r e en u n po in t a, elles on t en ce po in t u n é l émen t rec t i l igne en c o m m u n , 

et a ins i elles o n t en c o m m u n deux po in t s a et a' successifs et in f in iment vois ins , 

Si l 'on suppose q u e la c o u r b e U res te fixe et q u e la c o u r b e U' se meuve d ' u n e 

m a n i è r e a r b i t r a i r e , mais en r o u l a n t s u r la c o u r b e U , a lors u n po in t a", a p 

p a r t e n a n t à la c o u r b e 13' e t i n f in imen t vois in d u po in t a! v iendra se s u p e r p o s e r 

avec u n p o i n t a" a p p a r t e n a n t à la c o u r b e U et in f in imen t voisin du po in t a ' . 

P e n d a n t le m o u v e m e n t de r o u l e m e n t , la c o u r b e U' p ivote donc s u r le po in t a! 

et tou t le t e m p s nécessa i re p o u r q u e les deux p o i n t s a" et a", v i ennen t se s u p e r 

p o s e r . Dès l o r s , il est év ident q u ' u n p o i n t x s i tué d a n s l ' espace d ' u n e m a n i è r e 

a r b i t r a i r e , m a i s l ié à la c o u r b e U' d ' u n e m a n i è r e i n v a r i a b l e , d é c r i r a u n e c o u r b e 

D et q u e p e n d a n t le t e m p s in f in iment p e t i t ct emp loyé p a r l e p o i n t a", à ven i r se 

s u p e r p o s e r s u r le po in t a", le po in t x d é c r i r a dans l ' espace un élément sphérique, 

ayan t le p o i n t a! p o u r c e n t r e et a y a n t p o u r r ayon la d ro i t e a'x. 

Ainsi , l 'on p e u t d i r e q u e la c o u r b e D a u r a son é l émen t rec t i l igne xx! s i tué s u r 

une s p h è r e S ayan t le p o i n t a p o u r c e n t r e et ax p o u r r a y o n . 

Et cela a u r a l i eu , que l les q u e so ien t les c o u r b e s U et U' et que l le q u e s o i t la pos i t ion 

du po in t x pa r r a p p o r t à la c o u r b e mobi le D', ce po in t # é t a n t d ' a i l l eurs ( c o m m e 

point g é n é r a t e u r de la c o u r b e D ) supposé lié à )a c o u r b e E ' d ' u n e m a n i è r e inva

r i a b l e , et que l les q u e so ient les oscillations q u e fera la c o u r b e U' en r o u l a n t s u r la 

c o u r b e U ; ainsi si l 'on cons idè re deux cerc les G et G' et q u e l 'on i m a g i n e q u e le 



p lan du cerc le C soit t angen t à u n e surface c o n i q u e ob l ique 2 ayan t le cerc le C 

p o u r b a s e , et q u e ce p lan r e s t e t angen t à ce t te surface 2 p e n d a n t q u e le ce rc le C 

rou l e sur le cerc le C , u n po in t x fixé au cerc le C f e n g e n d r e r a u n e c o u r b e D 

don t l ' é l émen t r ec t i î i gne xx] sera su r une s p h è r e S ayant p o u r c e n t r e le po in t a 

con tac t des deux cerc les C et C et p o u r rayon la d r o i t e ax. Cette s p h è r e S var ie ra 

de posi t ion et de r a y o n , p u i s q u e le po in t a dev iendra success ivement c h a c u n des 

p o i n t s du cerc le C. 

Ainsi p o u r c h a q u e p o i n t de la c o u r b e , D e n g e n d r é e par le po in t x, on c o n n a î t r a 

u n e n o r m a l e à cel te c o u r b e , et cela en ver tu de ce q u e la c o u r b e C' rou le s u r la 

c o u r b e C. 

Il sera facile de m e t t r e en pro jec t ion les d ive r s p o i n t s de la c o u r b e D , ma i s îa 

eonstruction graphique de la t a n g e n t e en u n po in t de cet te c o u r b e D ne para î t p o s 

sible q u e p o u r des cas t r è s - p a r t i c u l i e r s , et qu i se ra ien t tels q u ' e n ver tu des don

nées n o u s p o u r r i o n s r e c o n n a î t r e la n a t u r e g é o m é t r i q u e ou le m o d e de g é n é r a 

t ion d ' u n e seconde sur face A , s u r laque l le la c o u r b e D sera i t t ou t e n t i è r e 

t r a c é e , ou s u r laque l le se t rouvera i t p lacé l ' é l émen t rec t i î igne de la c o u r b e D 

c o r r e s p o n d a n t au p o i n t en leque l on veut m e n e r la t a n g e n t e ; ca r a lors le p l a n 

t a n g e n t à la s p h è r e m o b i l e S et le p l an t angen t à la sur face A ( p o u r le po in t 

c o n s i d é r é su r îa c o u r b e D ) se c o u p e r a i e n t su ivan t la t a n g e n t e d e m a n d é e . 

Mais si les deux c o u r b e s U et Xj' son t p l a n e s et s i tuées d a n s u n m ô m e p l a n P , 

la c o u r b e D e n g e n d r é e par u n p o i n t x s i tué dans le p lan P et lié à la c o u r b e U ' 

d ' u n e m a n i è r e invar iab le e n g e n d r e r a u n e roulette plane D et p o u r le p o i n t x de la 

c o u r b e D n o u s c o n n a î t r o n s la n o r m a l e , ca r elle sera la d r o i t e ax, le p o i n t a é t a n t 

le p o i n t de con tac t des c o u r b e s U et U' à l ' i n s t a n t où le p o i n t générateur de la 

c o u r b e D se t rouve o c c u p e r la pos i t i on x s u r le p l an P . 

On conna î t r a d o n c p o u r ce p o i n t x la t a n g e n t e à la c o u r b e D , car ii suffît de 

c o n n a î t r e la n o r m a l e d ' u n e c o u r b e p l a n e p o u r c o n n a î t r e sa t a n g e n t e . 

Mais p o u r u n e c o u r b e à d o u b l e c o u r b u r e , il faut c o n n a î t r e le plan n o r m a l de 

ce l te c o u r b e gauche p o u r c o n n a î t r e sa t a n g e n t e , il faut dès lors c o n n a î t r e p o u r le 

poin t c o n s i d é r é s u r ce i te c o u r b e deux n o r m a l e s à ce t te c o u r b e . 

Tou tes les fois q u e les deux c o u r b e s U et U' à d o u b l e c o u r b u r e p o u r r o n t ê t re 

placées s u r deux surfaces déve loppables r o u l a n t l ' une s u r l ' a u t r e , a lo r s on p o u r r a 

c o n s t r u i r e la tangen te à la roulette gauche D ; et en effet, concevons la surface dévelop

p a b l e V su r laquel le se t rouve placée la c o u r b e fixe U et la surface développable V 

s u r laquel le se t rouve placée ia c o u r b e mobi le V ; d é s i g n o n s p a r E et E ' les a rê tes 

de r e b r o u s s e m e n t des d e u x sur faces déve loppab le s , concevons ies courbes U et 

U' en contac t en un point a et les deux su r faces V cl V ' en con tac t par u n e d ro i t e G 

passan t p a r ce po in t a et t angen te à E en b et à E ' en b' ; il faudra p o u r q u e les 



surfaces V et V pu i s sen t rou le r l ' une su r l ' au t r e q u e les po in t s b ct b1 se c o n 

f o n d e n t , il faudra d o n c q u e les a rê te s de r e b r o u s s e m e n t E et E ' so ien t t a n g e n t e s 

l ' u n e à l ' a u t r e ct r o u l e n t l ' u n e s u r l ' au t r e p e n d a n t q u e les c o u r b e s U et U r r ou l e 

r o n t l ' une su r l ' au t r e . Dans ce cas on voit q u ' u n po in t x de l ' espace et fixé d ' u n e 

m a n i è r e invar iab le à la c o u r b e U' p o u r r a ê t r e cons idé ré c o m m e lié d ' u n e m a n i è r e 

i nva r i ab l e à la c o u r b e E f et dès lors le po in t x d é c r i r a d a n s l 'espace u n e roulette 

gauche D don t l ' é lément rec t i l igne xx' sera s i tué l ° s u r u n e s p h è r e S ayan t son 

c e n t r e au p o i n t a contac t des c o u r b e s U e t U ' , et 2° su r u n e s p h è r e A ayan t son 

c e n t r e au p o i n t b con tac t des c o u r b e s E et E ' . 11 est év iden t q u e l ' é l émen t r e c t i 

l igne xx' a p p a r t i e n d r a a u cerc le 3 in t e r sec t ion des d e u x s p h è r e s S et A e t q u e d è s 

lo r s la t a n g e n t e 9 au p o i n t x de la roulette gauche D , fera u n angle d r o i t avec la 

g é n é r a t r i c e d ro i t e G su ivant laque l le les surfaces déve loppab les V et V son t en 

c o n t a c t , p u i s q u e ce l te d r o i t e G u n i t les c e n t r e s a et b des d e u x s p h è r e s S et A. 

Il est facile de r e c o n n a î t r e q u e la développante sphérique est u n cas p a r t i c u l i e r 

du cas géné ra l q u e n o u s venons d ' e x a m i n e r ; la sur face déve loppab ïe V est le c ô n e 

fixe ayan t p o u r base le cerc le B qu i r e m p l a c e la c o u r b e U , le p l an du cerc le 

mobi le C est la surface déve loppab ïe Y ' , le ce rc le m o b i l e C' r e m p l a c e la c o u r b e 

mobi le U f et le s o m m e t s du cône fixe q u i est en m ê m e t e m p s le c e n t r e du ce rc le 

mobi le G r emplace les deux a rê tes de r e b r o u s s e m e n t E et E ' . 

4 1 6 . L o r s q u e ( n ° 4 1 4 ) n o u s avons c o n s t r u i t g r a p h i q u e m e n t la t a n g e n t e e n 

u n p o i n t de la déve loppan te s p h é r i q u e , n o u s avons e m p l o y é d e u x n o r m a l e s à 

ce t te c o u r b e , mais ce t t e m é t h o d e ( d i t e par leplan normal) n ' e s t pas la seu le q u e 

l 'on pu i s s e e m p l o y e r ; on p e u t c o n s t r u i r e la t a n g e n t e en u n po in t d ' u n e épiegeloïde 

sphérique p a r t ro i s a u t r e s m é t h o d e s . 

1° L 'ép icyc lo ïde s p h é r i q u e é t a n t tou t e n t i è r e s i tuée s u r u n e s p h è r e A d o n t le 

c e n t r e est le s o m m e t « c o m m u n aux deux cônes de r é v o l u t i o n , savoir : l ' un fixe 

ayan t le ce rc le fixe B p o u r base ct l ' a u t r e mob i l e a y a n t le ce rc le C m o b i l e p o u r 

b a s e , ct l ' é l émen t rec t i l igne de l ' épicycloïde s p h é r i q u e , au p o i n t en lequel on 

veut m e n e r u n e t a n g e n t e à ce t t e c o u r b e , é t a n t s i t u é s u r la s p h è r e mobi l e et d e 

r a y o n var iable S ( c i - d e s s u s i n d i q u é e ) , on voit q u e la p r e m i è r e manière graphique 

d e c o n s t r u i r e la t angen te e n u n p o i n t de l 'épicycloïde s p h é r i q u e , cons is tera à 

m e n e r a u p o i n t x de ce t te c o u r b e un p lan T t angen t à la s p h è r e invar iab le A et 

u n p lan 0 t angen t à la s p h è r e variable S ; ces deux p l ans T et 0 se c o u p e r o n t 

su ivant la t angen te d e m a n d é e . Cet te m é t h o d e est la m é t h o d e g é n é r a l e , en ce sens 

q u ' e l l e est celle qu ' i l faut e m p l o y e r p o u r mener ta tangente en un point de l'intersec

tion de deux surfaces f quel que soit le mode de génération de ces surfaces. 

La m é t h o d e q u e nous avons d o n n é e ( n n '214) et q u i est c o n n u e sous le nom de 

méthode du plan normal, r e n t r e d a n s le cas où l 'on a à c o n s t r u i r e la t angen te à la 



c o u r b e in te r sec t ion de deux surfaces de révo lu t ion . Cel te m é t h o d e doi t d o n c ê t r e 

cons idé rée c o m m e u n e m é t h o d e pa r t i cu l i è re et devan t dès lors ê t r e employée en 

ver tu du p r o b l è m e p a r t i c u l i e r q u e l 'on a à r é s o u d r e , p a r c e qu ' e l l e simplifie les 

constructions graphiques. 

2° Si l 'on se r appe l l e q u e l ' ép icyclo ïde s p h é r i q u e a en c h a c u n de ses po in t s x 

u n é l émen t r ec t i î i gne s i t ué s u r la s p h è r e invar iab le A et su r u n e des sphè re s m o 

bi les S , on voit d e su i t e q u e la t a n g e n t e au p o i n t x à cet te c o u r b e sera la t a n 

gen t e au cerc le <3 in t e r sec t ion des deux s p h è r e s A et S ; en exécu tan t les c o n s t r u c 

t ions g r a p h i q u e s d ' a p r è s ce t te i d é e , ia t angen te se t rouve t r è s - f a c i l e m e n t 

d é t e r m i n é e et d e p l u s on r e c o n n a î t de su i te q u e la p ro jec t ion de la t a n g e n t e B à 

l ' ép icyclo ïde s p h é r i q u e p o u r le p o i n t c o r r e s p o n d a n t au p lan Z qui passe p a r le 

s o m m e t s c o m m u n aux deux cônes de révolu t ion (s, B ) et (s, C ) , et le po in t a 

de contac t des deux cerc les B et C , q u e la p r o j e c t i o n , d i s - j e , de la t a n g e n t e S 

s u r Je plan Z est t o u j o u r s p e r p e n d i c u l a i r e à la d ro i t e sa que l s q u e so ien t d ' a i l l eurs 

les r ayons des cerc les B et C et l ' angle c o m p r i s e n t r e les p l ans de ces ce rc les . 

3° La m é t h o d e de Robcrval s ' app l ique avec facilité et exactitude à la cons t ruc t ion 

de la t a n g e n t e en u n po in t de l ' ép icycloïde s p h é r i q u e (*). 

(f) Voyez à ce sujet ce que j'ai dit dans tes Développements de géométrie descriptive ( chapitre V; 

iouchant^les épicycloïdes annulaires. 



C H A P I T R E X I . 

DES SURFACES CAUCIIES. 

4 1 7 . Une surface réglée est cel le q u i est e n g e n d r é e p a r !e m o u v e m e n t d ' u n e 

d ro i t e . T r o i s cond i t ions son t nécessa i res et suffisent p o u r d é t e r m i n e r , d a n s 

l ' e s p a c e , le m o u v e m e n t d ' u n e d ro i t e . 

Les surfaces réglées son t divisées en d e u x e s p è c e s , 1° les surfaces développables, 

p o u r lesquel les deux géné ra t r i ce s d ro i t e s success ives et i n f in imen t vois ines se 

c o u p e n t , et 2° les surfaces gauches, p o u r l e sque l l e s deux g é n é r a t r i c e s success ives 

et in f in iment vois ines ne se c o u p e n t p a s . 

L o r s d o n c q u ' u n e sur face rôaléc est e n g e n d r é e p a r u n e d r o i t e en ve r tu de eer~ 

laines cond i t ions auxque l l e s le m o u v e m e n t de la d ro i t e g é n é r a t r i c e est a s s u j e t t i , 

il faut d ' ap rè s ces cond i t i ons r e c h e r c h e r si la sur face - r é g l é e est développable ou 

s i elle est gauche. 

Ainsi pa r e x e m p l e , é t an t d o n n é e u n e c o u r b e à d o u b l e c o u r b u r e C , si l 'on 

conçoi t les p l ans o scu l a t eu r s successifs ? , P ' , P 7 , ? ' ' ' , .»•••• de ce t t e c o u r b e G 

et en ses po in t s successifs m, m\ m" , e t s i T o n fait mouvo i r u n p lan Q t a n -

gcn t i e l l emen t à ce t te c o u r b e G et p r e n a n t des pos i t i ons d a n s l ' e space telles q u e 

le p l a n Q t angen t au p o i n t m à la c o u r b e C soit p e r p e n d i c u l a i r e au p l a n P . 

Q' — mf ' ^ — P r . 

Q " — m" — P"< 

e t c . , — e t c . , — e t c . 

l ' enveloppe de l 'espace p a r c o u r u p a r ie p l a n Q sera u n e surface réglée I q u i 

sera développable. 

Mais si l 'on fait mouvo i r u n e d r o i t e G sur ia c o u r b e C de m a n i è r e à ce q u e ses 

d iverses posi t ions 

G passan t p a r le po in t m soit p e r p e n d i c u l a i r e au p lan P . 

G r — m7 — P ' 

G" — m" — V". 

e t c . , — e t c . , — e tc . 
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lu surface 2 , lieu des d iverses d ro i t e s G , G ' , G " , . . . . sera enco re u n e surface réglée. 

mais qu i sera gauche. 

La surface 2 est u n e sur face développabïe, p a r c e q u e les p lans Q et Q' se c o u 

p a n t su ivan t u n e d ro i t e R , les p lans Q f et Q" se c o u p a n t su ivan t u n e d ro i t e R', 

et a ins i de s u i t e , les d ro i t e s R , R ' , . . . . son t les g é n é r a t r i c e s dro i tes de la surface 

réglée 2 ; mais R et R', se c o u p e n t , car ces deux dro i tes sont s i tuées d a n s le plan 

Q f , donc la sur face 2 est développabïe. 

La surface 2t est gauche, car la d ro i t e G f passant par le po in t m de la c o u r b e G est 

p e r p e n d i c u l a i r e au plan osc i l la teur P passan t par les points suecess i f sm, m!,m", de 

ce t te c o u r b e G , la d ro i t e G' es t d o n c pe rpend icu l a i r e , à l'élément rectiligne mm' 

d e la c o u r b e C. La dro i t e G " success ive de G ? c t qu i passe p a r le po in t m'1 de la 

c o u r b e G est p e r p e n d i c u l a i r e au p lan o scu l a t cu r P ' q u i passe p a r les po in t s succes 

sifs m', m'1, mr> d e ce t te c o u r b e C , ce l te d ro i t e Glf est d o n c p e r p e n d i c u l a i r e à 

l'élément rectiligne mm" d e îa cou rbe G ; et a ins i de su i t e . O r , les deux généra 

tr ices success ives G*' oi G : r d e l à surface réglée 2t, ne se r e n c o n t r e n t p a s , p u i s 

q u ' e l l e s on t p o u r p l u s courte distance, Г é l émen t r ec t i i i gnc mm'" de îa c o u r b e 
directrice G. 

H S ( m p L I T C> - ' . ' . i l i ' i D ^ i ' u i b s * с c e - . [jk< s , s O : t ( . / loppa с 

S u i t ( { ! , U M C • v. 1> i. i .O , if . «LIT i С ii< (. L 

mai ' p t V j i ^ u P i i . 1 1 ) . о и р ы е i C l . i A U a^biijtsu J i n a n 
lueiu i ' i . J . 1 u 4 . k . к f i 'u , y [ i i 
| О ш ^ i c i c<_ ^ , > 1 i v ut i ' с o e n k ° t ч>ч< i 

P A » 1 I i X ^ I T i ) i < c s - t i i ъ i, nljL^ t i c P U » i u U L Q. . 

iacil L e 1 « / К < ' < ^ l > I 1 e Î Ï T d u m i n И . • L L pi )p» i u 
ft ud(Ci С < ^ о < ! t « ! , i с c| i * i j - • u \ u 1 ь V J . . i .LI j)i 

mitif d e g é n é r a t i o n , 
Ces deux m o d e s i ' - e m a r q u a b i o . > cons i s t en t en ce q u e l 'on p e u t cons idé re r t o u t e 

surface gauche c o m m e e n g e n d r é e : 

4° P a r u n e droit-:, ; . .ut s u r t r o i i c o u r b e s directrices G , G ? , G / ? ; 

2° P a r о л е d i - o r . c e. >o • >. .iV. 'tùi s u r d e u x c o u r b e s din-clrlwb G ci G', et pa ra l 

lè lement a u n со/te d . . - . . U . U , A. 

i l P. L a surface gauche l a [dus s imple q u e l 'on pu i sse ob ten i r p a r le p r e m i e i 
mode d e généra t ion c-*l / hgpcrboluide a une nappe q u i est e n g e n d r é e pa r u n e dro i te 
G se m o u v a n t su r trois d ro i t e s K , Iv , k". 

4 2 0 . L a surface gauche la p lus s imple q u e l 'on puisse ob t en i r p a r le second 
mode de généra t ion est le paraboloide hyperbolique qu i est e n g e n d r é par u n e d ro i t e 
G se m o u v a n t su r deux dro i tes к et k ' et pa r a l l è l emen t à un plan directeur P . 



Du premier mode de génération (Cune surface gauche. 

4 2 1 . É t a n t données les t ro is cou rbes directrices C. C', G" à s i m p l e ou à doub le 

c o u r b u r e , n o u s p r e n d r o n s s u r la c o u r b e C u n po in t a q u e n o u s r e g a r d e r o n s 

c o m m e le s o m m e t c o m m u n à deux c ô n e s , savoir : l ' un B ' a y a n t la c o u r b e G' p o u r 

directrice et l ' au t r e B " ayan t la c o u r b e C" p o u r directrice. Ces deux cônes B ' et 

B" se c o u p e r o n t su ivan t des géné ra t r i ce s d ro i tes p u i s q u e ces d e u x cônes B ' et Bu 

ont m ô m e s o m m e t a. 

Je dés igne p a r G l ' u n e de ces géné ra t r i ce s d ro i t e s , elle coupera la c o u r b e G' au 

po in t d et la c o u r b e Gf! au p o i n t a . 

P r e n o n s m a i n t e n a n t s u r îa c o u r b e C , les po in t s a,, cl, a,, e t c . , successifs e t 

i n f in imen t vois ins , e t opé rons p o u r c h a c u n d 'eux c o m m e n o u s l 'avons fait p o u r 

le po in t a, n o u s o b t i e n d r o n s les g é n é r a t r i c e s d ro i t e s G t , G, , G., e t c . , q u i s e r o n t 

successives et in f in iment v o i s i n e s , car p u i s q u e p a r h y p o t h è s e le point a, est le 

successif d u p o i n t a s u r la c o u r b e C , on n e p e u t p lace r e n t r e les po in t s a et a% 

u n po in t q u i a p p r o c h e p l u s p r è s de a q u e -a: n ' e n a p p r o c h e , dès lors on n e p e u t 

p l a c e r , d ' a p r è s ce m o d e de g é n é r a t i o n , u n e d r o i t e q u i a p p r o c h e p lus p rè s de G 

<pi k i f * ' ( ( i 1 s h G o u p m t r e spec t ivemen t les c o m b e s C r et 

> ' , ' ' " 1 le m o d e d e géné ra t i on a d o p t é , le 

( ! T e ' \ d s u r la c o u r b e C/ et q u e ie po in t 

a", ( 1 " ..r la c o u r b e G". 

* ' » f * . i ^ ' f h* ' r " a u t r e q u e l ' é l ément r ec t i î i gne aa% 

pio l )<i ' v i « in ^ r ( i 0 u\ po in t s d et a" des cou rbes G' et C " 

ne s i . i i c * 1 1 1 M u d 0 < V , et a V ; (de ces c o u r b e s G' e t C") 

p ro longés . 

Il est évident q u e les géné ra t r i ce s success ives et in f in iment voisines G et G, ne 

p e u v e n t ê t r e d a n s un m ê m e p lan q u ' a u t a n t q u e les t angen t e s 0, Gr et 0" s e r o n t 

e l l e s - m ê m e s d a n s u n m ê m e p l a n . 

Nous pouvons d o n c d i re : 

La surface e n g e n d r é e p a r u n e d r o i t e G se m o u v a n t s u r t ro i s c o u r b e s G, C, C", 

est gauche t ou t îe long de c h a c u n e d e ses géné ra t r i c e s dro i tes G , ca r pour c h a c u n 

des po in t s de cet te géné ra t r i ce G le p l a n t angen t à la surface change de pos i t ion 

dans l 'espace ( n° i l 7 ) p u i s q u e deux géné ra t r i ces d ro i t e s successives et inf ini

m e n t vois ines de ce t te surface ne sont pas dans u n m ô m e p l a n . 

Nous pouvons encore d i r e : Cnc surface gauche peut dans ce r t a ins cas p ré sen te r 

une forme développable tout le long d ' u n e de ses géné ra t r i ce s d ro i tes G , et cela 

a u r a l ieu lo r squ 'on c h a q u e P O I N T de ce t te géné ra t r i ce d ro i te G , le plan tangent 

à la surface sera le m ê m e . 



Lu deuxième mode de génération d'une surface (jauche. 

4 2 2 . So ien t d o n n é e s deux c o u r b e s C et C et u n cône A ayan t son s o m m e t en 

u n po in t s de l ' espace et p o u r directrice u n e ligne M à s imple ou à doub le c o u r b u r e . 

P r e n o n s s u r la c o u r b e C u n p o i n t a et j o i g n o n s les po in t s a et s pa r u n e dro i te 

D ; faisons glisser le c ô n e A pa ra l l è l emen t à l u i - m ô m e de m a n i è r e à ce q u e son 

s o m m e t s se t r a n s p o r t e en a , en gl issant su r la d ro i t e D ; le cône A p r e n d r a la 

pos i t ion A'. 

Cela posé : 

Cons idé rons le po in t a c o m m e le s o m m e t d ' u n cône B f ayan t la c o u r b e C p o u r 

directrice, les deux cônes A' et B ' se c o u p e r o n t su ivan t u n e ou p l u s i e u r s géné ra 

t r ices d r o i t e s , p u i s q u ' i l s on t m ô m e s o m m e t a. 

Je dés igne p a r G l ' u n e de ces g é n é r a t r i c e s d r o i t e s , elle coupe ra la c o u r b e G' 

en un po in t a1 et elle se ra s i tuée su r le cône A ' ; en r a m e n a n t le cône A f en sa 

pos i t ion p r i m i t i v e A , la g é n é r a t r i c e G p r e n d r a s u r le cône A la pos i t ion y qu i 

sera u n e d r o i t e para l lè le à G. 

Cela posé : 

P r e n o n s s u r la c o u r b e G u n e su i te de po in t s at, a2, a,, e t c . , successifs c l infi-

m e n t vo i s i n s , et o p é r o n s p o u r c h a c u n d ' e u x c o m m e n o u s l 'avons fait p o u r 

le po in t a, n o u s o b t i e n d r o n s les g é n é r a t r i c e s d r o i t e s success ives et in f in iment 

vois ines G , G , , G 3 , G 3 , e t c . , c o u p a n t la c o u r b e G' aux po in t s a1, a1,, d\, 

«" ' , , e t c . , et é t a n t para l lè les aux géné ra t r i ce s d ro i t e s successives et i n f in imen t 

vois ines y, y , , y a , y 3 , e t c . , du c ô n e A. 

La surface e n g e n d r é e pa r la d r o i t e G sera gauche t o u t le long d ' u n e q u e l c o n q u e 

de ses géné ra t r i ce s d r o i t e s G 5 ma i s si p o u r ies p o i n t s h o m o l o g u e s a et d les t a n 

gen tes S et d aux c o u r b e s directrices G et G ' son t pa ra l l è l e s , ou si elles son t s i tuées 

d a n s un m ô m e p l a n , la surface s e r a développable t ou t le long de la géné ra t r i c e 

pa r t i cu l i è r e G ( n ° 4 1 7 ) . 

4 2 3 . Une sur face gauche 2 est d o n c c o m p l è t e m e n t définie ou d é t e r m i n é e , 

l o r s q u e l ' on se d o n n e 1° les t ro i s c o u r b e s directrices G , G', C" o u 2° les deux 

courbes directrices G et G' et le cône directeur A , p u i s q u e l 'on p e u t c o n s t r u i r e 

a u t a n t de géné ra t r i ce s d ro i tes G de la sur face I q u e Ton v o u d r a . 

Mais il est u t i le de b i en faire r e m a r q u e r q u e ce n ' e s t q u e p a r la pensée q u e l 'on 

peut i m m é d i a t e m e n t cons idé re r u n e sur face g a u c h e 2 d o n n é e par l'un des deux 

modes p r é c é d e n t s de g é n é r a t i o n , c o m m e é t an t su scep t ib l e d ' ê t r e auss i e n g e n d r é e 

par l'autre mode. 

Et en effet : 

1° Si la surface 2 est d é t e r m i n é e pa r t rois c o u r b e s d i rec t r i ces C , G', G " , il 



faudra c o n s t r u i r e le cône directeur A q u i doi t r e m p l a c e r îa t r o i s i è m e c o u r b e direc

trice C " ; et p o u r c o n s t r u i r e ce cône A , il faudra : 1° c o n s t r u i r e tou tes les g é n é 

ra t r ices d ro i t e s G , G , , G, , e t c . , de la surface 2, p u i s 2° il f a u d r a , pa r u n 

po in t s a r b i t r a i r e m e n t p r i s dans l ' e s p a c e , foire passer u n e su i t e de dro i tes 

"h '/«» 7 " e t c . , r e spec t ivemen t para l lè les à ces droi tes G , G , , G a , G 3 , e t c . , 

enfin 3° il faudra c o u p e r , par u n p lan P ou u n e surface S , les d iverses d ro i t e s y , 

> i 1 7 ' ' 7a' e , ; c - 5
 e l l ' o n ob t i end ra la directrice M du cône directeur A d e m a n d é . 

2° Si la surface 2 est d é t e r m i n é e p a r deux c o u r b e s directrices C et G f e t u n 

cône directeur A , il faudra c o n s t r u i r e la t r o i s i ème c o u r b e d i r ec t r i ce C" qu i 

doit r e m p l a c e r le cône A ; et p o u r c o n s t r u i r e ce t t e cGiirbe C r r , il faudra avoir 

cons t ru i t toutes les géné ra t r i ces d ro i tes G , G I 5 G a , e t c . , de la surface 2 , p o u r les 

c o u p a n t par u n p lan P ou u n e surface S ob t en i r ce t te c o u r b e G". 

On voit d o n c q u e l o r sque l 'on exécute u n e épure on n e p e u t c o n s i d é r e r u n e 

sur face gauche q u e c o m m e é tan t d o n n é e pa r l ' u n des deux modes de g é n é r a t i o n 

p r é c é d e n t s , s ans s ' i n q u i é t e r de l ' a u t r e m o d e ; et q u e l 'on ne p e u t , en e x a m i n a n t 

u n e sur face gauche 2 , la c o n s i d é r e r i n d i s t i n c t e m e n t c o m m e é t an t le r é su l t a t de 

l ' u n ou d e l ' au t r e mode de géné ra t i on q u e l o r s q u e l 'on se p r o p o s e de t r o u v e r , 

pa r le raisonnement géométrique, les propriétés don t p e u t j o u i r ce t te surface 2 . 

De ta surface gauche engendrée par une droite s'appuyant sur trois droites non parallèles 

entre elles et non parallèles à un même plan. 

Dans l ' ouvrage q u i a p o u r t i t r e : Développements de géométrie descriptive, 

j ' a i d é m o n t r é q u e la surface e n g e n d r é e p a r u n e d ro i t e s ' a p p u y a n t su r t ro is d ro i t e s 

étai t doublement réglée; qu ' e l l e avait u n centre, u n cône asymptote, q u i avait p o u r 

d i r ec t r i c e u n e sec t ion c o n i q u e -, q u e tout p lan , que l l e q u e fût sa d i r e c t i o n , coupai t 

le cône a s y m p t o t e et la sur face g a u c h e su ivan t deux c o u r b e s concentriques, sem

blables et semblablement placées, et q u e dès lors tout p lan coupai t ce t te sur face 

g a u c h e ( à l aque l l e on a d o n n é le n o m d''hyperboloïde à une nappe) su ivant u n e 

sec t ion c o n i q u e , ellipse, parabole ou hyperbole, ct cela en ver tu des t ro is pos i t ions 

q u e pouva i t affecter ce p l an sécant p a r r a p p o r t au cône a s y m p t o t e (*). 

Nous ne r e p r o d u i r o n s d o n c p o i n t ici la d é m o n s t r a t i o n d o n n é e d ' u n e m a n i è r e 

c o m p l è t e d a n s l 'ouvrage cité c i - d e s s u s , m a i s n o u s a l lons n o u s o c c u p e r en déta i l 

de Y hyperboloïde à une nappe et de révolution , a ins i q u e n o u s l 'avons a n n o n c é 

(ir- 2 5 0 ) . 

>*} Voyez la page 231 des Développements de géométrie descriptive. 



4 2 5 . So ien t d o n n é s u n axe A p e r p e n d i c u l a i r e au p lan hor i zon ta l de project ion 

et u n e d ro i t e G ob l ique au p lan h o r i z o n t a l et pa ra l l è l e au p lan vert ical de p ro jec 

t ion (fig. 2 5 2 ) . Ces deux d ro i t e s A et G ne se r e n c o n t r a n t p o i n t , a u r o n t pour 

plus cou r t e d i s tance u n e d ro i t e op qu i sera hor izon ta le et p e r p e n d i c u l a i r e au plan 

vertical de pro jec t ion et les d ro i t e s G et A feront e n t r e elles u n angle « qu i sera 

<rrh ou d o n n é su r Xépure p a r l ' angle a. q u e font e n t r e elles ies droi tes G' et A' -. 

Gela posé : 

Fa i sons t o u r n e r la d ro i t e G a u t o u r de l 'axe A , elle e n g e n d r e r a u n e surface de 

révolu t ion 2 q u i sera réglée. 

C'est cet te s u r f a c e 2 qu i a reçu le n o m àlnjperboldide à nue nrippe et de révolution. 

4 2 6 . 'Démontrons d ' a b o r d q u e la surface 2 est d o u b l e m e n t rég lée . 

Par la d ro i te G m e n o n s un p lans Y para l lè le au p lan vertical de pro jec t ion ; p u i s , 

par ie po in t / ; pied de la p lus cou r t e d i s tance op s u r la d ro i t e G , m e n o n s d a n s ce 

plan Y les d ro i t e s À' pa ra l l è le à A et K faisant avec A' l 'angle a. 

Il est év ident q u e les dro i tes K cl A feront c n î r c elles l 'angle «. 

Si bon fait t o u r n e r la d ro i t e K a u t o u r de l 'ave A , elle e n g e n d r e r a u n e surface 

ae r é u n m i o n V , ci. ie m ; S n u e les uoux surfaces 2 e t 2' ne font q u ' u n e seule et 

môme sur face . 

" 1 c : < - i - . 1 ' ' i , ; un plan X h o r i z o n t a l , o u , en d ' a u t r e s 

en. . 1 ' x ( > ' 1 < L ' c,i A . 

C ' ' . 1 p t

 t , < G .» [ <> ')l ,n et la d ro i te K au po in t n, et l 'axe A 

» ' | • »' '• ' * ' • ' 1 ' \ , f ' ' > ' «••! et g m son t égales-en l o n g u e u r ; d o n c 

' ^ y « ' <i ' î 1 1 i )\ .Lion des d ro i t e s K et G a u t o u r de l 'axe 

A , un m ê m e cercle o. 

On peut d o n c é n o n c e r le t h é o r è m e s u i v a n t : 

Ulujpcrboloïde à nue nappe cl de révolution est une surface doublement réglée. 

427» Démoni rom: m a i n t e n a n t q u e la surface 2 est gauche . 

SI la surface 2 est g a u c h e , elle a u r a en c h a c u n des po in t s de l ' une q u e l c o n q u e 

de ses géné ra t r i ce s dro i tes G , u n p l an t angen t d i f fé ren t ; en d ' a u t r e s t e r m e s , 

elle n ' a u r a pas môme p lan t angen t en c h a c u n des p o i n t s de la d r o i t e G, co mme 

cela a lieu p o u r u n e surface déve loppab le . 

Le pian t angen t T au po in t m de la d r o i t e G passe ra p a r ce l te d ro i t e G et la 

tangente 0, au parallèle o : le plan langent 0 au po in t p de ia d ro i te G passera par 

la t angen te au cerc le C et la d ro i te G; le p lan t angen t T, au po in t g, t race h o r i 

zonta le de la d ro i t e G, passera par la d ro i t e G, et la t a n g e n t e o au po in t g d u 

cerc le P> (cercle qui es: dit ira--'' horhenude d e l à sur face 2). T o u s ces cerc les C, £, 

U étanl h o r i z o n t a u x , leur^ t angen tes se ron t h o r i z o n t a l e s ; et p o u r q u e tout le 

long de la dro i te G il existe u n p lan tangent u n i q u e ( c o m m e p o u r les surfaces 



d é v e l o p p a b l e s ) , il faudra q u e ces t a n g e n t e s soient para l lè les e n t r e e l l e s , et que 

dès lors l eu r s p ro jec t ions ho r i zon ta l e s soient pa ra l l è l e s e n t r e e l les . Or , il est évi

d e n t q u e les tangentes au po in t ph d u cerc le C \ mh du cerc le â \ g du cerc le P> ne 

peuven t ê t re paral lè les , p u i s q u e ces cercles sont c o n c e n t r i q u e s . 

A ins i , l 'on peu t é n o n c e r le t h é o r è m e su ivan t : 

La surface hyperboloïde à une nappe cl de révolution est une surface gauche. 

Du plan tangent à F hyperboloïde à une nappe cl de révolution 2. 

4 2 8 . Si bon p r e n d u n po in t x s u r îa surface 2, e t si l 'on fait t o u r n e r la géné

ra t r i ce G a u t o u r de l 'axe A , enfin elle a r r ivera en G, passan t par ce po in t x \ de 

m ê m e en faisant t o u r n e r la g é n é r a t r i c e K a u t o u r de Taxe A , enfin elle a r r ivera 

en K, passan t p a r ce m ê m e po in t x 

On a d o n c deux g é n é r a t r i c e s d ro i t e s G. du premier s y s t è m e G, , et K , , du second 

système K se c ro i s an t au «point x de la surface 2. 

Le p lan T t angen t en x à la surface 2 sera d o n c d é t e r m i n é p a r les deux 

d ro i t e s G ; et K. de s y s t è m e s différents se c ro i san t au p o i n t x. 

C o n s t r u i s o n s ce p lan T . 

Soi t d o n n é e (fig. 253 ) îa g é n é r a t r i c e d ro i t e Gt pa r ses p ro jec t ions Gh et G,v-. 

p r e n o n s su r ce t te d r o i t e G t u n p o i n t m, c t c h e r c h o n s la g é n é r a t r i c e K, d u second 

système qu i passe p a r ce po in t m . 

T o u t e s les g é n é r a t r i c e s d ro i t e s du s y s t è m e G , a ins i q u e toutes les g é n é r a t r i c e s 

d ro i tes d u sys t ème K , a u r o n t l eu r s t races h o r i z o n t a l e s g et k s i t uées su r le cercle 

B t race ho r i zon ta l e de la surface 2 . 

Toutes les géné ra t r i ces du sy s t ème G et du sys tème K se proje t ! c m s u r le 

p lan d u cercle de gorge C suivant des tan gén ies u c e ce rc l e ; dès l o r s , su r tout 

p lan p ù i d t è î e a u cerc le de gorge G , les p ro jec t ions G'" ct K" des d ro i tes G et K 

se ron t des t angen tes au cerc le G'\ D ' ap rè s ce la , il n o u s su (lira de m e n e r p a r le 

po in t tri' une t a n g e n t e K/ ' à la p ro jec t ion €/• d u - c e r c l e de gorge C et n o u s a u r o n s 

la p ro jec t ion hor i zon ta l e de la géûé.-îtU'tco K, p a s s a i t p a r le po in t ni. 

La d r o i t e K/ 1 coupe le cerc le i» en D O U X |n.dnis Lt ct r, m a i s il est évident q u e 

si l 'on fait t o u r n e r la d r o i t e G, d a n s le bons de la l léche / , ic po in t # viendra en r 

et la d ro i t e G, v iendra p r e n d r e dans l 'espace u n e pos i t ion G, tel le qu ' e l l e se 

pro je t te ra i t h o r i z o n t a l e m e n t su ivant K/' ; dè s lors les detiv dro i tes G, et G, appar

t enan t au sy s t ème G ne p o u r r a i e n t se c o u p e r , p u i s q u e les géné ra t r i ce s d ' u n 

m ê m e sys t ème ( q u e l q u e r app rochées q u ' o n les s u p p o s e ) ne peuven t se c o u p e r , la 

surface 2 é t an t g a u c h e . 

Ainsi ia géné ra t r i c e h , pe rce ra le plan ho r i zon t a l au poin t k, du cerc le B. Le 



plan T t angen t au po in t m à la surface 2 a u r a d o n c p o u r t r ace la d r o i t e H 1 , 

q u i un i t les poin ts g, e t A,. 

E n faisant var ie r la pos i t ion du po in t m s u r la d ro i t e G,, le p lan T variera de 

p o s i t i o n , car la t r ace H T pas san t tou jours pa r le po in t gj passera p a r un po in t k, 

q u i change ra de pos i t ion s u r le cercle B , c o m m e le m o n t r e la figure 2 5 3 , en 

p r e n a n t le p o i n t m au lieu d u po in t m. 

A i n s i , l 'on p o u r r a i t , p a r la f igure m ô m e e t directement m o n t r e r q u e la surface 

2 est g a u c h e , p u i s q u e p a r la d ro i t e G, on p e u t faire passer u n e infinité de p l ans 

et q u e chacun d ' eux est t a n g e n t à ce t te Surface 2, e n des p o i n t s différents 

m, 77i, e t c . , et tous s i tués su r cet te géné ra t r i ce d ro i t e G x . 

4 2 9 . P a r m i tous les p lans t angen t s T m e n é s à la surface 2 p a r l ' une de ses 

géné ra t r i ce s d ro i t e s G , il faut en d i s t ingue r d e u x , savoir : 1° ce lu i qu i est ve r t i ca l , 

o u , en d ' a u t r e s t e r m e s , q u i est para l lè le à l 'axe d e ro t a t i on A et q u i fait dès 

lors u n angle d ro i t avec le p l an ho r i zon t a l de p ro jec t ion , et 2° ce lu i q u i fait avec 

'e p lan hor i zon ta l de pro jec t ion et avec l 'axe A , des angles q u i , c o m p l é m e n t a i r e s 

r u n de l ' a u t r e , sont r e spec t i vemen t égaux à ceux q u e îa géné ra t r i ce G fait avec 

îo p lan h o r i z o n t a l de pro jec t ion et avec l 'axe A. 

Si p a r le po in t g, on fait passer u n e su i te de d ro i t e s I I T , I F ' , e t c . , c h a c u n e d 'e l les 

r e p r é s e n t e la t race d ' u n p i an t angen t T, V à la surface 2 en un po in t m , 

e t c . de îa d ro i t e G, 

P a r le poin t g, on p e u t faire passe r d e u x dro i tes p a r t i c u l i è r e s , l ' une q u i se 

confondra avec G \ et qu i r e p r é s e n t e r a la t r a c e H 0 ' , et l ' au t r e I I 0 p e r p e n d i c u l a i r e 

à G/ 1 ou à I I 0 ' . 

Le p lan 0 , e t le p l a n 9 s e ron t l 'un et l ' au t r e t angen t s à îa surface 2; d é t e r 

m i n o n s l eu r po in t de con tac t avec cet te surface 2. 

Le p lan 0 . est le p lan p ro j e t an t h o r i z o n t a l e m e n t îa d ro i t e G, 5 ce p l an 0 . est 

paral lè le à l 'axe A , et dès lors p e r p e n d i c u l a i r e au p lan d u cerc le de gorge C ; ce 

p l a n 0 , coupe d o n c îa surface 2 su ivan t deux géné ra t r i ce s d ro i tes de systèmes 

différents K r et G, se c o u p a n t au po in t p en l eque l la d ro i t e G x c o u p e le ce rc le d e 

gorge G ; ce p lan 0 , est d o n c t angen t à la surface 2 au p o i n t p. 

On peu t d o n c é n o n c e r ce q u i su i t : 

Tout plan tangent à /' hyperboldide à une nappe et de révolution, parallèle à taxe de 

rotation est tangent à cette surface en un point situé sur le cercle de gorge. 

Si pa r le point g, n o u s m e n o n s u n e d ro i t e I I e p e r p e n d i c u l a i r e à G*, elle c o u p e r a 

le cerc le B t r ace h o r i z o n t a l e de la surface 2 en u n p o i n t kt, e t m e n a n t p a r ce 

po in t u n e t angen te K h au cerc le C* p ro j ec t i on d u cerc le de gorge C , ce t te 

d ro i t e K a

h sera é v i d e m m e n t paral lè le à Gf et les deux d ro i t e s K t et G, s e ron t 

para l lè les dans l ' e space . 



Le p lan 0 qui passera p a r K, ct G, passe ra p a r le c e n t r e o du cerc le de gorge 

G et sera t angen t à la surface 2 au po in t en lequel K 2 e t G, se c o u p e n t , c 'es t -à-di re 

à l ' infini, p u i s q u e ces d ro i t e s K, et G, son t pa ra l l è les . 

O r , il est évident q u e le p lan 0 fait avec l 'axe A un angle égal à celui q u e G. 

fait avec ce m ê m e axe A. 

L 'on peu t donc é n o n c e r ce q u i sui t : 

Tout plan passant par une génératrice droite du système G ou du système K et par le 

centre du cercle de gorge est un plan asymptote de l'hyperboloïde à une nappe et de ré

volution; et ce plan asymptote fait avec iaxe de rotation un angle qui est égal èi celui que 

font avec cet axe les diverses génératrices droites de la surface. 

4 3 0 . D ' ap rès ce qu i p r é c è d e n o u s voyons , qu ' i l sera tou jours facile de r é s o u d r e 

g r a p h i q u e m e n t , au m o y e n des p ro jec t ions et en p r e n a n t l 'axe A (de l ' hypcrbo îo rde 

à u n e n a p p e et de révo lu t ion ) v e r t i c a l , o u , en d ' a u t r e s t e r m e s , p e r p e n d i c u l a i r e 

au p lan h o r i z o n t a l de p r o j e c t i o n , les deux p r o b l è m e s s u i v a n t s : 

1° Étant donnés une génératrice droite G et un point m sur cette droite > construire 

le plan tangent èi la surface hyperboloïde. 

2°Étant donnés une génératrice droite G et un plan 0 passant par cette droite, 

construire le point de contact m du plan 0 avec la surface hyperboloïde. 

Et par su i te il sera facile de r é s o u d r e le t r o i s i ème p r o b l è m e s u i v a n t : 

3° Étant donnée une génératrice droite G d'un hyperboloïde èi une nappe et de révo

lution 2, construire le plan langent 0 qui passant par G , fait avec l'axe de révolution 

A un angle a. 

Et en effet, p o u r r é s o u d r e ce t ro i s i ème p r o b l è m e , on p r e n d r a le p lan hor izon ta l 

de pro jec t ion p e r p e n d i c u l a i r e à l 'axe A et dès lors le p lan 0 dev ra faire avec ce 

p lan h o r i z o n t a l un ang le g c o m p l é m e n t a i r e de l 'angle «. On devra d o n c faire passer 

pa r la d ro i t e G un plan 0 faisant avec le p lan ho r i zon ta l un angle c ( n " 123 et 124 . 

l r e p a r t i e d e ce Cours ) . 

Du cône asymptote de C hyperboloïde èi une nappe et de révolution. 

4 3 1 . Menons (fig. 2 5 5 ) deux p l ans ver t icaux Y et Y' paral lè les e n t r e eux et a u 

plan ver t ical de p ro jec t ion et t angen t s au cerc le de gorge C aux points p et p'. Le 

plan Y coupe ra la surface h y p e r b o l o ï d e 2 su ivant deux géné ra t r i c e s d ro i t e s et 

de systèmes différents G et K se c ro isant au po in t p; le plan Y' coupera la m ê m e 

surface 2 suivant deux généra t r i ces dro i tes ct de systèmes différents G' et K' se 

cro isant au po in t p' Les d ro i t e s G et K', G' et K se ron t paral lè les et le [dan O 

passant par G et K' sera un p l an a s y m p t o t e de la surface 2 , tout c o n n u e le pian P 

2" J'AKTII.:. 



passan t p a r G' et K ; les deux p l ans P et Q a u r o n t l e u r s t r aces H p et H Q para l lè les 

e n t r e elles et p e r p e n d i c u l a i r e s aux t races H Y et H"' des p lans Y et Y' . 

Ces q u a t r e t races 1Г, 11°, H v , H ï f , se c o u p e r o n t d e u x à d e u x en u n po in t et les 

q u a t r e po in t s a ins i o b t e n u s g, kf, k, g qu i ne sont a u t r e s q u e les t r a ce s ho r i zon 

tales des d ro i tes G , К', K , G f formcntj jun r ec t ang l e don t les côtés kg et k'g' sont 

t a n g e n t s au cerc le Ch p ro j ec t i on d u cerc le de gorge C. 

Cela posé : 

Si p a r l 'axe À on m è n e u n p l a n m é r i d i e n M pa ra l l è l e aux p l ans Y et Y f , ce p lan M 

c o u p e r a le p lan P su ivan t u n e d ro i t e Ц para l lè le et é q u i d i s t a n t e aux d ro i t e s К et G f ; 
ce m ô m e p lan M coupe ra le p l a n Q su ivan t u n e d r o i t e L para l l è le et é q u i d i s 

t an te aux dro i tes G e t K', et les deux d r o i t e s L et L, se c ro i s e ron t au poin t о 
c e n t r e d u ce rc le de gorge C. 

Cela posé : 

Si l 'on fait t o u r n e r tou t le sy s t ème a u t o u r de l 'axe A , les d ro i tes G , G', К , К ' , 
e n g e n d r e r o n t l ' hype rbo lo ïde à u n e n a p p e et de r évo lu t ion 2, et les d ro i t e s L et L, 

e n g e n d r e r o n t u n cône A a y a n t le c e n t r e о du ce rc le de gorge С p o u r s o m m e t . 
Ki c o m m e les p l ans P et Q son t p e r p e n d i c u l a i r e s au p lan m é r i d i e n M , ces 

p h n s s e r o n t en l eu r s diverses pos i t i ons t a n g e n t s au cône A , et l eurs l ignes de 
con tac t avec ce cône A s e r o n t les pos i t ions r e spec t i vemen t p r i s e s p e n d a n t le mou
v e m e n t de ro t a t ion pa r les d ro i tes L, et L . 

аШ. L e cône A est d i t cône asymptote de l ' hype rbo lo ïde 2. 

Et en cfïét : le p l an P é t an t t a n g e n t au c ô n e A tou t le long de la d ro i t e L x lui 

sera t angen t au po in t s i tué à l ' infini su r L,,* m a i s le p l a n P é t an t t angen t à la 

sur face 2 en u n point s i tué à l 'infini su r les d r o i t e s para l lè les К et G' et ce po in t 
s i tue à l 'infini é t an t le m ô m e q u e ce lu i c o n s i d é r é s u r la d ro i t e L_ p u i s q u e "es t rois 

d ro i t e s G', K , e t L, sont pa ra l l è l e s , il s 'en su i t q u e le p lan P est t angen t à l 'infini 

et a ia su r l ace 2 et au c ô n e A; le cône A et la sur face 2 sont d o n c t angen t s l ' un 

и l ' au t r e en u n po in t s i tué à l ' infini su r la d ro i t e L,. 

Or ce q u e Ton vient de d i r e p o u r la d ro i t e L, on le d i ra p o u r c h a c u n e des 

posi t ions p r i s e s par ce t te d ro i t e L, p e n d a n t q u ' e l l e t o u r n e a u t o u r de l 'axe À ; les 

deux surfaces 1 et A sont d o n c asymptotes l ' une à l ' au t re ; et ainsi se t rouve dé 

m o n t r é , savoir : q u e le cône A touche la surface 2, su ivan t un parallèle ou cerc le 

d un rayon in Uni 7 ce cerc le é t an t s i tué à l ' infini et ayan t son cen t r e s i tué à l 'infini 

sur 1 Taxe A. 

Ainsi l 'on peut, é n o n c e r ce qui s u i t : 

Tout plan langeai О an aine asymptote A suivant une génératrice droite L , va^se par 
le <rentre о du c/rcle de gorge С de Г h yperboloïde 2 et coupe celte surface 1 suivant 

den.) générairh-cs droites de s garnie* différents et parallèles entre elles ci à la droite L. 



Des sections planes de l hyperboloïde a une nappe et de révolution. 

4 3 3 . D é m o n t r o n s m a i n t e n a n t q u e tout p l an , que l le q u e soit sa d i rec t ion , coupe 

l ' hyperbo lo ïde 2 à u n e n a p p e et de révolut ion su ivan t u n e section conique. 

C o u p o n s la surface 2 et son cône a s y m p t o t e A p a r un p lan q u e l c o n q u e X , ce 

p lan coupe ra le cône A su ivant u n e sect ion c o n i q u e E ( p u i s q u e ce cône est de 

r é v o l u t i o n ) et il coupe ra la surface 2 su ivan t u n e c o u r b e E, qu i enve loppera 

é v i d e m m e n t la c o u r b e E , p u i s q u e te cône A est enve loppé p a r la surface 2. 

Cela posé : 

P r e n o n s un po in t q u e l c o n q u e x su r la sect ion c o n i q u e E et m e n o n s pa r ce 

po in t un p lan 0 t angen t au cône A su ivant u n e géné ra t r i ce d ro i t e L , ce p lan 0 

pas se ra p a r le c e n t r e o d u cerc le de gorge C ct coupe ra I hyperbo lo ïde 2 s u ivan t 

deux généra t r i ces d ro i t e s de s y s t è m e s différents K et G para l lè les e n t r e e l les , et 

la d ro i t e L sera é q u i d i s t a n t e de ces deux d ro i t e s G et K. 

Le p ian 0 coupe ra le p lan X su ivan t u n e d ro i t e B t angen te en x a la sec t ion 

c o n i q u e E, et ce t te d r o i t e 9 coupe ra la c o u r b e E, en des p o in t s q et k qu i n e s e ron t 

é v i d e m m e n t a u t r e s q u e ceux en l esque l s les dro i tes G et k c o u p e n t la c o u r b e 

Or c o m m e la d ro i te L est équ id i s t an t e des d ro i t e s K et G, et qu ' e l l e est s i tuée 

avec elles d a n s le p ian 0 , il s ' ensui t q u e ce po in t x est le m i l i eu de la co rde 

gk. 

E n ver tu de ce q u i a é té di t ( n° 342 bis) la c o u r b e E n ' e s ! donc a u t r e q u ' u n e 

section conique, et les deux c o u r b e s E et E, sont dès lors deux sect ions c o n i q u e s 

c o n c e n t r i q u e s , semblab les et s e m b l a b l e m e n t p l acées . 

Ains i l 'on p e u t énonce r ce qu i su i t : 

Tout plan, quelle que soit sa direction coupe l'hyperboloïde a une nappe cl de révolution 

suivant une section conique, qui sera une ellipse, une parabob' ou une hyperbole, suivant 

que ce plan coupera le cône asymptote suivant une ellipse, une parabole ou o /c 

hyperbole. 

4 3 4 . D é m o n t r o n s m a i n t e n a n t q u e tou t p lan m é r i d i e n M coupe riiyperboloïde à 
u n e n a p p e et de révolu t ion 2 su ivant u n e hyperbo le ayant p o u r a sympto tes les 

d ro i t e s su ivan t lesquel les ce p lan M coupe le cône a sympto t e de la surface 2. 

Menons par l 'axe de ro ta t ion A un p ian m é r i d i e n M, ce p lan coupe ra le cône 

a s y m p t o t e et de révolu t ion A su ivan t deux géné ra t r i ces d ro i t e s L et L. qu i se croise

r o n t a u po in t o s o m m e t du cône A et c e n t r e du cerc le de gorge C de l ' h y p e r b o 

loïde à u n e n a p p e et de révolu t ion 2. 

Ce p lan M coupe ra la sur face 2 su ivan t u n e c o u r b e E é v i d e m m e n t composée de 



deux b r a n c h e s inf in ies , s y m é t r i q u e s : 1° p a r r a p p o r t à Taxe A , et 2° p a r r a p p o r t à 

i t d ro i t e Y su ivan t laquel le le p lan M coupe le p lan d u ce rc le de gorge C ; cette 

d ro i t e V passe pa r le c e n t r e o du cerc le C. 

Les po in t s v et v! en lesquels le ce rc l e C est coupé p a r la d r o i t e V se ron t 

ies s o m m e t s de la c o u r b e E , car la d r o i t e Y c o u p e r a en .deux par t i e s égales les 

cordes de la c o u r b e E q u i sont para l lè les à l 'axe A. 

Cela posé : 

P r e n o n s su r la c o u r b e E u n po in t q u e l c o n q u e x et m e n o n s p a r ce po in t x et 

d a n s le p lan M u n e sui te de d ro i t e s d ive rgen te s Z , Z r , Z", e t c . 

La d ro i t e Z coupe ra la c o u r b e E aux po in t s x et y 

— V — xetif 

— Z" — x et y" 

— etc . , — e t c . , 

La d ro i t e Z c o u p e r a les d ro i tes L et L, aux p o i n t s / et /, 

— V — — / ' e t / 1 

— Z" — — Z" et Z", 
— etc . , — — e tc . 

Si n o u s d é m o n t r o n s q u e l 'on a : 

~xT= ylt, xl' = y'ïn xl" — y"V'!, etc. 

en ver tu de ce q u i a é té di t ( n° 3 2 5 , 4° ) ii se ra d é m o n t r é q u e la c o u r b e E est 

u n e hype rbo le a y a n t p o u r a s y m p t o t e s les d ro i t e s L et L, . 

Or : m e n o n s pa r les d ro i t e s Z , Z ' , Z " , e t c . , des p l ans U, U r , U", e t c . , p e r p e n 

d i cu l a i r e s au p i a n M. 

Le p lan U coupera le c ô n e A su ivant u n e sect ion c o n i q u e ê, e t l ' hype rbo lo ïde 2 

-misant u n e sect ion c o n i q u e S; les c o u r b e s ê e t g, s o n t c o n c e n t r i q u e s , s e m 

blables et s e m b î a b l e m e n t p lacées , d o n c en ve r t u de ce q u i a é té d i t ( n ° 3 4 2 bis)f 

i on a xl= T / / , ; le p lan E ' coupe ra le cône A su ivan t u n e sect ion c o n i q u e 6 / e t 

l ' hyperbo lo ïde 2 su ivan t u n e sec t ion c o n i q u e & c o n c e n t r i q u e , semblab le et sem-

b b h i e m e n t p lacée p a r r a p p o r t à S,'; on a donc : 

lcT=yT,. 

Et ainsi de sui te : d o n c , e t c . 

On peu t d o n c é n o n c e r ce qu i suit : 

lu hyperboloïde à une nappe et de révolution 2 peut être engendré par une hyperbole 

I, tournant autour de son axe non transverse A, les asymptotes L et L, de f hyperbole, 

L enqendrent, le cône A asymptote de la surface 2. 



Construction des projections de la section faite p irunplan dans t hyper boloide 

a ime nappe et de revolution. 

4 3 5 . Cons t ru i sons m a i n t e n a n t les d ivers po in t s de la c o u r b e de sect ion d ' u n 

h i p e r b o l o i d e à u n e nappe et de révo lu t ion 2 p a r u n plan P . 

Un hype rbo lo ïde à u n e n a p p e et de r évo lu t ion 2 est c o n n u , c ' e s t - à -d i r e c o m 

p l è t e m e n t d é t e r m i n é , l o r s q u e l 'on conna î t I o la l o n g u e u r N de la p lus co u r t e 

d i s t ance ex i s t an t e n t r e l 'axe A de ro ta t ion et la géné ra t r i ce d ro i te G qu i p a r son 

m o u v e m e n t de ro t a t i on a u t o u r d e l 'axe A e n g e n d r e la surface 2, et 2° l ' angle a 

q u e font e n t r e elles les d ro i t e s A et G. 

fSous p o u r r o n s d o n c p r e n d r e le p lan ho r i zon t a l de p ro jec t ion p e r p e n d i c u l a i r e 

à l 'axe A et le p lan vertical de pro jec t ion para l lè le à la d ro i t e G. 

Dès lo r s l 'axe A se p ro je t t e ra h o r i z o n t a l e m e n t en le po in t A f t , e t la géné ra t r i ce 

G se p ro je t t e ra h o r i z o n t a l e m e n t en la d ro i t e Gh para l lè le à la l igne de t e r r e et à 

u n e d i s t a n c e du po in t A* tel le q u e la p e r p e n d i c u l a i r e abaissée du p o i n t A A s u r 

la d ro i t e G k s e r a égale à N ; de p lus la d ro i te G se p ro j e t t e r a ve r t i ca l emen t en 

la d ro i te Gv fa isant avec la l igne de t e r r e u n ang le 6 c o m p l é m e n t a i r e de l ' ang le 

d o n n é a (fig. 2 5 2 ) . 

Gela posé : 

On p e u t c o n s t r u i r e u n po in t de la c o u r b e E in te r sec t ion de l ' hype rbo lo ïde à 

une n a p p e et de révolu t ion 2 pa r un p lan P , en se se rvan t de q u a t r e m é t h o d e s 

différentes q u e n o u s a l lons expose r succes s ivemen t . 

Première méthode. On p e u t r e g a r d e r la surface 2 c o m m e u n e surface de révo

lution. Dès lo r s coupan t le sys t ème p a r u n p lan ho r i zon ta l X (fig.252) ce p lan 

X coupera la géné ra t r i ce G en un po in t x qui d é c r i r a un parallèle D de la surface 

2} ce p lan X coupera le p ian P su ivan t u n e d r o i t e 1 p e r p e n d i c u l a i r e au p lan v e r t i 

cal de pro jec t ion ; le cerc le D et la d ro i t e I é tan t c o n t e n u s d a n s u n m ê m e p lan X, 

l eu r s p ro jec t ions lh et D'', V et D'" se c o u p e r o n t r e spec t i vemen t en deux po in t s y", 

y et y"% y'v q u i s e ron t les p ro j ec t i ons des p o i n t s y et y' en l esque l s les lignes I et 

D se c o u p e n t d a n s l 'espace (fig. 2 5 2 ) . 

Deuxième méthode. On peu t r e g a r d e r la surface 2 c o m m e é t an t u n e surface 

réglée. Dés lors on c o n s t r u i r a les pro jec t ions ho r i zon ta l e s et ver t ica les G'1, G' et 

G" -, G'1' et G"*, G"% e t c . , des d iverses géné ra t r i ce s d ro i t e s G, G r , G", e t c . , de 

la surface 2 et l 'on d é t e r m i n e r a les p ro jec t ions yh, yv et y,h, e t y"h, y"% e t c . , 

des po in t s y , y, </", e t c . , en lesquels les diverses dro i tes G , G', G" , e t c . , p e r cen t 

r e spec t ivement le plan sécant P . 



Troisième méthode. Le p lan P coupan t l ' hype rbo lo ïde 2 et son cône a sympto t e 

A su ivan t des cou rbes E et E, c o n c e n t r i q u e s , semblab les et s e m b l a b l e m e n t 

p l a c é e s , les p ro jec t ions Eh e t E r

A , E ' e t E / ' ' s e r o n t aussi des sec t ions c o n i q u e s , 

c o n c e n t r i q u e s , s emblab le s et s e m b l a b l e m e n t p lacées . 

A y a n t donc c o n s t r u i t les p ro jec t ions E / et E/" de la sect ion E* du cône A p a r le 

p l a n P , il n o u s suffira de c o n n a î t r e les p ro jec t ions d 'un po in t y de la c o u r b e E 

p o u r c o n s t r u i r e ses d ivers p o i n t s , o u , en d ' a u t r e s t e r m e s , p o u r c o n s t r u i r e les 

d i v e r s poin ts de ses p ro jec t ions E'' et Ev. 

Quatrième méthode. On p o u r r a p a r le po in t z en lequel le p lan sécan t P c o u p e , 

Taxe A m e n e r une sér ie de d ro i t e s B , B ' , B" , e t c . , t ou tes s i tuées d a n s le p l a n P , 

e t c h e r c h e r les p ro j ec t i ons des p o i n t s en l e sque l s c h a c u n e de ces dro i tes B , W3 

.If, e t c . , p e r c e la surface 2. Le p r o b l è m e est donc r a m e n é au su ivan t . 

Etant donnés un hyperboloïde à une nappe et de révolution 2 et une droite B s'ap

puyant sur son axe A , construire les projections du point y en lequel la droite B perce 

la surface 2. 

Ce p r o b l è m e n ' e s t q u ' u n cas pa r t i cu l i e r d ' u n p r o b l è m e p lus g é n é r a l et qui 

s ' énonce ainsi : 

Trouver les projections du point ou des deux points en lesquels une droite B de direc

tion arbitraire perce un hyperboloïde èi une nappe et de révolution. 

L a d ro i t e B p e u t affecter t ro i s pos i t ions pa r r a p p o r t à Taxe de r évo lu t ion A 

de la su r face 2. 

i° La d ro i t e B peu t c o u p e r l ' axe A. 

2° La d ro i t e B p e u t ê t r e para l lè le à l ' axe A. 

3° La d r o i t e B peu t n ' ê t r e pas s i tuée d a n s u n m ê m e p lan avec Taxe A. 

De f intersection d'un hyperboloïde à une nappe et de révolution par une droite. 

4 3 6 . Nous a l lons r é s o u d r e le p r o b l è m e , d a n s c h a c u n des t ro i s cas énoncés 

c i - d e s s u s , et la so lu t ion du p r e m i e r c a s , n o u s d o n n e r a la so lu t ion du p r o b l è m e 

p r o p o s é p r é c é d e m m e n t , savoir : Trouver les projections de la courbe E section d'un 

hyperboloïde ci une nappe et de révolution 2 par un plan P . 

PREMIER CAS. La droite B coupant taxe A. 

L o r s q u e deux sur faces de révo lu t ion on t m ê m e axe de ro t a t ion A , si elles 

se c o u p e n t , elles ne peuven t se c o u p e r q u e su ivant des cerc les ( des parallèles) 

e n g e n d r é s p a r le m o u v e m e n t de ro ta t ion a u t o u r de l ' axe c o m m u n A des p o in t s 

e n lesquels se c o u p e n t l eu r s cou rbes m é r i d i e n n e s s i tuées dans un m ê m e p l a n 

m é r i d i e n . Si donc on fait t ou rne r u n e dro i te B c o u p a n t l 'axe A en u n po in t a , 



cel te d ro i te B e n g e n d r e r a u n cône 2, ayan t le p o i n t s p o u r s o m m e t et la d r o i t e A. 

p o u r axe de r évo lu t ion . 

Les deux surfaces conique 2S e t hyperbobïde à une nappe 2 se c o u p e r o n t d o n c 

( s i elles se c o u p e n t ) su ivan t des parallèles o u , en d ' a u t r e s t e r m e s , su ivan t des 

cerc les don t les p l ans se ron t p e r p e n d i c u l a i r e s à Taxe A. 

Dés ignan t p a r 8 u n de ces parallèles, on voit q u e ce para l lè le d sera c o m p l è t e 

m e n t c o n n u si l 'on conna î t u n de ses p o i n t s , p u i s q u e son c e n t r e do i t ê t r e s u r 

l 'axe A et q u e son p lan est p e r p e n d i c u l a i r e à cet axe A. 

Il n o u s suffira d o n c p o u r c o n n a î t r e c o m p l è t e m e n t les parallèles d.... su ivan t 

l esque ls les deux surfaces 2 et 2, se c o u p e n t , d e d é t e r m i n e r u n po in t de c h a c u n 

d ' e u x . 

Gela posé : 

On p e u t d é t e r m i n e r un po in t d ' un des parallèles $ su ivan t l esque l le cône 2. 

et l'hyperboloïde 2 se c o u p e n t , ou 4 ° en c h e r c h a n t Y intersection d ' u n e des g é n é r a 

tr ices d ro i t e s du cône 2, avec la surface 2, ou 2° e n c h e r c h a n t Y intersection d ' u n e 

des géné ra t r i ce s dro i tes de l ' hype rbo lo ïde 2 avec le c ô n e 21. 

J u s q u ' à p r é sen t n o u s ne savons pas t r o u v e r les po in t s de r e n c o n t r e d ' u n e 

d ro i t e c o u p a n t l 'axe A avec u n hyperbo lo ïde à u n e n a p p e ayan t cet axe A p o u r 

axe de r é v o l u t i o n , car c'est p r é c i s é m e n t le p r o b l è m e à r é s o u d r e . 

Mais n o u s savons (n° 3 5 1 ) t rouve r les po in t s de r e n c o n t r e d ' u n e d r o i t e , que l l e 

que soit sa pos i t ion d a n s l ' e s p a c e , avec u n c ô n e . 

C'est d o n c en r a m e n a n t le p r o b l è m e p r o p o s é , savoir : Trouver les points de ren

contre dxine droite B coupant l'axe A avec l'hyperboloïde à une nappe 2 au p r o b l è m e : 

Trouver les points de rencontre dune génératrice droite G d'un hyperboloïde èi une 

nappe et de révolution 2 avec le cône 2j engendré par une droite B coupant l'axe A au 

point z et tournant autour de cet axe A , q u e n o u s p o u r r o n s r é s o u d r e avec facil i té 

Se p r o b l è m e p r o p o s é . 

Et p o u r le r é s o u d r e , n o u s n ' a u r o n s q u ' à faire passer pa r le s o m m e t z du c ô n e 

2-, et la g é n é r a t r i c e G de l ' hype rbo lo ïde 2 un p l an Q ; ce plan Q coupe ra le cône 2-, 

suivant deux géné ra t r i ces dro i tes B, et B 2 , lesquel les c o u p e r o n t la d ro i te G en 

deux po in t s b, et d, et ces po in t s e n g e n d r e r o n t p a r l eur ro ta t ion a u t o u r de l 'axe 

A deux parallèles a et o,, l e sque l s c o u p e r o n t la d ro i t e B en deux poin ts y et y' q u i 

seront ceux en l esque l s cet te d ro i te B perce l ' hype rbo lo ïde à u n e nappe et de 

révo lu t ion I . 

DEUXIÈME CAS, La droite Bêlant parallèle à l'axe A. 

La d ro i t e B é tan t para l lè le à Taxe A e n g e n d r e p a r son m o u v e m e n t de roiatioi* 

m l o u r de cet axe A un c y l i n d r e de révolu t ion 2^ on au ra d o n c à c o n s t r u i r e les 



poin t s en lesquels la géné ra t r i c e d ro i t e G de l ' hyperbo lo ïde 2 pe rce ce cy l i nd re 

^ (n° 3 5 1 ) . 

TROISIÈME CAS. La droite B ri étant pas située dans un même plan avec l'axe A . 

Si l 'on fait t o u r n e r la d ro i t e B a u t o u r de l 'axe A , elle e n g e n d r e r a u n h y p e r 

bolo ïde à u n e n a p p e et de r évo lu t ion 23, et dès lors on a u r a à c h e r c h e r les po in t s 

de r e n c o n t r e de la g é n é r a t r i c e d ro i t e G de l ' hype rbo lo ïde 2 avec l ' hype rbo lo ïde 

2} ou b ien on a u r a à c h e r c h e r les po in t s de r e n c o n t r e de la géné ra t r i ce d ro i t e B 

de l ' hyperbo lo ïde 2., avec l ' hype rbo lo ïde 2. 

Le p r o b l è m e à r é s o u d r e est d o n c , d a n s ce t r o i s i è m e c a s , t ou jours le m ê m e . 

C e p e n d a n t p a r u n artifice p a r t i c u l i e r , on p e u t r a m e n e r le p r o b l è m e p r o p o s é k 

celui où il s 'agit de t r ouve r l ' i n te r sec t ion d ' u n e d r o i t e et d ' u n cône de révo lu t ion . 

El en effet : si par la d r o i t e B nous faisons passer un p ian Q c o u p a n t l ' h y p e r 

bo lo ïde 2 et son cône a s y m p t o t e A s u i v a n t deux sec t ions c on i que s E et E , les 

po in t s y e t y' en l e sque l s la c o u r b e E sera c o u p é e p a r la d ro i te B s e r o n t ceux en 

l esque l s ce t te d ro i t e B pe rce la sur face h y p e r b o l o ï d e 2. 

O r , n o u s pouvons tou jours p a r l 'axe A m e n e r un p l an m é r i d i e n M para l lè le a 

la d ro i t e B ; ce p lan M c o u p e r a le cône A su ivant d e u x géné ra t r i ce s d ro i t e s L et 

L r , ct à la m a n i è r e d ' ê t r e de la t race V° d u p lan Q pa r r a p p o r t aux d ro i t e s L et L ' 

(en p r e n a n t le plan M p o u r p lan vert ical de p r o j e c t i o n ) , on r e c o n n a î t r a (n° 284) 

si le p lan Q coupe le cône A su ivant u n e ellipse ou u n e parabole ou u n e hyperbole; 

on saura d o n c que l le espèce de sec t ion c o n i q u e on a p o u r E et E., 

Cela posé : 

Imag inons la d ro i t e B et les sect ions c o n i q u e s E et E, c o n c e n t r i q u e s , sem

blab les et s e m b l a b l e m e n t p lacées 5 cet te d ro i t e B c o u p e la c o u r b e E aux po in t s y et 

y'; j o ignons c h a c u n de ces points?/ et y' avec le c e n t r e 0 c o m m u n aux deux courbes 

E et E, , on a u r a deux dro i tes qui c o u p e r o n t E, aux po in t s y, et y!; u n i s s o n s ces 

points?/, et y / p a r une d ro i t e B,, il est év iden t q u e les d ro i tes B e t B, se ron t pa ra l l è les . 

Si d o n c n o u s p o u v o n s fac i lement d é t e r m i n e r u n po in t de B , , il suffira de 

m e n e r p a r ce po in t u n e d ro i t e para l lè le à B p o u r avoir 5 pa r su i t e il se ra facile 

de c o n s t r u i r e d i r e c t e m e n t (sans avoir beso in de c o n s t r u i r e la c o u r b e E J les po in t s 

y, et y! en lesque ls B t p e r ce le cône A ; p u i s , c o m m e il est facile de d é t e r m i n e r 

le c en t r e o d e la c o u r b e Ex s ans c o n s t r u i r e ce t te c o u r b e , il suffira de m e n e r les 

dro i tes oy: Qïoy! qu i v i end r on t r e n c o n t r e r la d r o i t e B aux po in t s c h e r c h é s y et f. 

Or, il est t rès - fac i le de se p r o c u r e r un po in t de la dro i te B, ; et en effet, a y a n t 

c o n s t r u i t le c e n t r e 0 de la c o u r b e E ( p o i n t 0 q u i est au mi l i eu de la po r t ion de 

V° compr i se e n t r e les d ro i t e s L et L ' ) , on p o u r r a c o n s t r u i r e u n po in t m de la 

c o u r b e E , sect ion de l ' hyperbo lo ïde 2 p a r i e p lan Q , pu i s c h e r c h e r le poin t mt r u 

lequel la droi te om pe rce le cône A. 



Et le r a p p o r t e n t r e les rayons vec teurs homologues des c o u r b e s semblab les 
OÏYh 

et s e m b î a b l e m e n t placées E et E t sera c o n n u , car il se ra égal à — = a. 

Si d o n c on p r e n d s u r la d ro i t e B un po in t a r b i t r a i r e p , et q u e l 'on j o igne les 

po in t s p et o p a r u n e d r o i t e , on p o u r r a tou jou r s s u r op p r e n d r e u n po in t p, 
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c o m p r i s e n t r e o et p, e t tel q u e l on ait —- = a. 

Menant p a r le p o i n t p, u n e d r o i t e para l lè le à B , on a u r a B ( . 

4 3 7 . C e p e n d a n t la so lu t ion p r é c é d e n t e p o u r r a i t offrir q u e l q u e dif f icul té , d a n s 

le cas où les c o u r b e s E et E, se ra ien t d e u x h y p e r b o l e s c o n c e n t r i q u e s , mais i n v e r 

semen t semblab les ; c 'est p o u r q u o i on c h e r c h e r a à d i r iger d ' abord le p lan Q ( m e n é 

p a r la d ro i t e B ) de m a n i è r e à avoir p o u r les sect ions E et E t d e u x c o u r b e s sem

b lab les et s e m b î a b l e m e n t p lacées , ce q u e l 'on p o u r r a t o u j o u r s faire que l l e q u e soit 

la pos i t ion d e la d ro i t e B pa r r a p p o r t à l ' hype rbo lo ïde I, et l 'on p r e n d r a le p lan M 

p e r p e n d i c u l a i r e à ce p lan Q , dès lors le p l a n M n e sera p lu s para l lè le à ia 

d ro i t e B . 

T o u t e f o i s , si le p lan Q passan t p a r la d r o i t e B était d i r igé pa r r a p p o r t à l 'hy

p e r b o l o ï d e 1 de telle m a n i è r e q u e les c o u r b e s E et E, fussent deux h y p e r b o l e s 

c o n c e n t r i q u e s et i n v e r s e m e n t s e m b l a b l e s , voyons si d a n s ce cas la so lu t ion p r é 

c é d e n t e ne p e u t pas encore ê t r e e m p l o y é e , au moyen de ce r t a ines modif ica t ions . 

Mais avant de r é s o u d r e ce t te q u e s t i o n , e x a m i n o n s les sect ions hyperboliques 

q u e l 'on p e u t o b t e n i r d a n s u n hype rbo lo ïde à u n e n a p p e et de révo lu t ion en le 

c o u p a n t p a r u n p l a n . 

Des hyperboles obtenues en coupant un hyperboloïde ci une nappe et de révolution 

par des plans parallèles. 

4 3 8 . Si l 'on m è n e par le c e n t r e o ( o u p a r le s o m m e t o du cône a s y m p t o t e A ) 

d 'un hype rbo lo ïde à u n e n a p p e et de révolu t ion 2 u n p lan P c o u p a n t le cône A 

su ivan t deux géné ra t r i ce s d ro i t e s L et L r , on sait q u e si l 'on m è n e u n p lan T 

t angen t au cône A su ivan t la d ro i t e L , il coupe ra l ' hyperbo lo ïde I su ivan t deux 

géné ra t r i ce s d ro i t e s G et K de systèmes différents qu i sont paral lè les e n t r e elles 

et à la dro i te L. 

On a u r a de m ô m e deux géné ra t r i ces d ro i t e s de systèmes différents G f et K ' de 

l ' hyperbo lo ïde i en m e n a n t u n p lan T ' t a n g e n t au cône A suivant la d ro i te L' . 

Les dro i tes G et K , G' et E ' se c o u p e r o n t en des po in t s p et p qu i s e ron t sur 

u n e dro i te Y passan t par le c en t r e o de la surface 1 . Tsous savons encore q u e le 

p ian 0 t angen t en p à la surface 2 sera para l lè le au plan 0 ' tangent en p a la 
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m ô m e surface 2 et les p l ans 0 et 0 ' s e ron t para l lè les e n t r e eux et au p lan p . 

Cela posé : 

T o u t p l a n P ' pa ra l l è l e au p lan P c o u p e r a le c ô n e A su ivan t u n e h y p e r b o l e E, et 

l ' h y p e r b o l o ï d e 2 su ivant u n e h y p e r b o l e E q u i a u r o n t m ê m e c e n t r e s i tué au po in t d 

e n lequel le p l an P f c o u p e la d r o i t e Y ou ( p, p' ) , et d o n t les a s y m p t o t e s Z et Z ' 

s e r o n t r e spec t i vemen t p a r a l l è l e s , la p r e m i è r e aux d ro i t e s G, K et L , e t la s econde 

aux d ro i t e s G r , K' et L r , ca r elles s e r o n t les i n t e r s ec t i ons des p l a n s T et T ' p a r le 

p l a n P ' . 

Cela posé : 

Il p o u r r a a r r ive r 1' q u e les c o u r b e s E et E so i en t s i tuées d a n s les m ê m e s 

a n g l e s opposés p a r le s o m m e t et fo rmés pa r les d ro i t e s Z et Z r , et a lors ces c o u r b e s 

s e r o n t c o n c e n t r i q u e s , semblables et s e m b l a b l e m e n t p l a c é e s , et c 'est ce q u i a u r a 

l i eu tou te s les fois q u e le p l a n sécan t P ' sera s i t ué e n t r e les p lans 0 c t © r ; il 

p o u r r a a r r i v e r 2° q u e les c o u r b e s E et E so ien t s i tuées d a n s les angles ad jacen ts 

f o r m é s pa r les d r o i t e s Z e t Z r , et a lo r s ces c o u r b e s s e r o n t c o n c e n t r i q u e s et i n v e r 

s e m e n t s e m b l a b l e s , et c 'est ce q u i a r r i v e r a tou tes les fois q u e le p l an sécant P r sera 

s i t u é a u delà de l ' un ou de l ' au t r e des p l a n s © et 0 r , e t cela p a r r a p p o r t au c e n t r e o 

d e la su r face 2 . 

4 3 9 . L o r s q u e les hype rbo l e s E et E, sont p lacées c o m m e l ' i n d i q u e la (fig. 225 ) 

les po in t s h o m o l o g u e s son t ceux en l esque l s ces c o u r b e s son t coupées l ' u n e et 

l ' a u t r e p a r u n e d ro i t e m e n é e p a r l eu r c e n t r e c o m m u n . 

4 4 0 . Mais l o r s q u e les h y p e r b o l e s E et E, son t p lacées c o m m e l ' i n d i q u e la 

{fig. 2 2 6 ) c o m m e n t doit-on c o n s t r u i r e l eu r s po in t s h o m o l o g u e s ? 

Menons (fig. 2 2 6 ) u n e d r o i t e q u e l c o n q u e mais para l lè le à l ' a s y m p t o t e Z ' et 

c o u p a n t l ' a s y m p t o t e Z au p o i n t r ' , la c o u r b e E au p o i n t m e t la c o u r b e E, au 

p o i n t m', les po in t s m! et m' s e r o n t d i ts points homologues. 

Menons une seconde d ro i t e para l lè le à V et c o u p a n t Z au p o i n t r , la c o u r b e E 

a u po in t m et la c o u r b e E . a u po in t mt, e n ve r tu de ce q u i a é té di t ( n° 327 ) nous 

a u r o n s : 

et 

d 'où 

L 'on sait q u e si l 'on un i t les poin ts m et m' , m, et m\ p a r des c o r d e s , ces cordes 

p r o l o n g é e s i ron t se c o u p e r en un po in t ; s i t ué s u r l ' a sympto te Z, et si f o u m è n e ]••> 



t angen tes G en m! à la c o u r b e E et 0, en m', à la c o u r b e E, , ces t angen t e s 9 et 9Z 

i r on t se c o u p e r en u n po in t i' s i t ué su r l ' a sympto te Z. 

Ma in t enan t j o ignons le c e n t r e o avec les points homologues m' e t m\ , la p a r a l 

lèle mm, à Z r coupe ra la d ro i t e B ou ( o, m ' ) au po in ta ; , et la d ro i t e B, ou (o , m', ) 

au po in t xt et j e dis q u e l 'on a u r a : 

E t cela est évivent p u i s q u e l 'on a : -p—, — h et q u e les d ro i t e s mm, et m r m/ s 

sont pa ra l l è les . 

Cela posé : 

4 4 1 . É t a n t d o n n é u n h y p e r b o l o ï d e à u n e n a p p e et de r évo lu t ion I et son c o n e 

a sympotc A et u n e d r o i t e B , si p o u r d é t e r m i n e r les po in t s m r et m" en l e sque l s 

la d r o i t e B pe r ce la sur face 2, on ob t i en t par le p lan Q passan t pa r ce t te d r o i t e 

B , p o u r sect ions d a n s la surface 2 une h y p e r b o l e E et dans le cône A u n e h y p e r 

b o l e E , , ces h y p e r b o l e s é tan t toiles qu ' e l l e s so ien t i n v e r s e m e n t s e m b l a b l e s , on 

devra o p é r e r de la m a n i è r e su ivan te p o u r o b t e n i r les p o i n t s m' et m". 

On d é t e r m i n e r a les a sympto te s Z et V des c o u r b e s E et E r ; on c o n s t r u i r a u n 

po in t q u e l c o n q u e m de îa sec t ion E faite d a n s l ' hype rbo lo ïde 2 p a r le p l an <j ; 

p a r le po in t m on m è n e r a u n e d ro i t e R para l lè le à l ' a s y m p t o t e Z r et l ' on c h e r 

c h e r a îe po in t m, en l eque l la d ro i te R pe r ce le cône A; ce po in t m, é t a n t dé t e r 

m i n é , on r e m a r q u e r a q u e la d ro i t e R c o u p e l ' a s y m p t o t e Z en un p o i n t r et la 

d ro i t e B en u n po in t x, on d é t e r m i n e r a s u r la d r o i t e 11 ou ( m , mL) u n po in t c, 

sat isfaisant à la p r o p o r t i o n : 
mr : m/ :: rx : rxt 

On u n i r a îe c e n t r e o des h y p e r b o l e s E et E, avec le po in t xt et l 'on au ra u n e 

d r o i t e B, s i tuée d a n s le p ian sécan t Q ; on d é t e r m i n e r a ie po in t m\ en l eque l le 

c ô n e A est p e r c é pa r la d ro i t e B, ; ce p o i n t m', é t a n t d é t e r m i n é , on fera passer 

p a r m \ u n e dro i te R r para l lè le à Z ' et IV coupe ra l a d ro i t e B en un po in t m! q u i 

se ra ce lu i en l eque l ce l t e d r o i t e B pe r ce l ' h y p e r b o l o ï d e I. 

La dro i te B, coupe ra tou jou r s le cône A en deux po in t s tri, et m"t p u i s q u e si 

l ' h y p e r b o l e E étai t c o n s t r u i t e , il est év ident q u e la d ro i te Br en ver tu de ce 

q u ' e l l e passe pa r le c e n t r e o de l ' hyperbo le E, c o u p e r a i t ce t te c o u r b e e n deux 

p o i n t s . 

C h a c u n des p o i n t s m', et m," servi ra d o n c à d é t e r m i n e r s u r la d ro i t e B u n p u n i t , 

e t a ins i on o b t i e n d r a s u r B les deux po in t s m' homologue de mj et m" homologue 

de m'!

t. 



Aï2. Le p r o b l è m e : trouver les points en lesquels une droite B perce un hyperboloïde 

« une nappe et de révolution 2, l'axe A de la surface 2 et la droite B ri étant pas 

situés dans un même plan, pet i t ê t r e faci lement r a m e n é à la so lu t ion d u p r o b l è m e : 

trouver les points en lesquels une droite B f perce un hyperboloïde à une nappe et de 

révolution 2\ la droite B et (axe A' de la surface 21 étant dans un même plan. 

Et en effet : 

Concevons un hype rbo lo ïde à u n e n a p p e et de révo lu t ion 2 ayan t son c e n t r e en 

u n po in t o et ayan t p o u r axe de r évo lu t ion u n e d r o i t e A. 

Menons p a r le c en t r e o un p lan P p e r p e n d i c u l a i r e à l 'axe A , n o u s c o u p e r o n s la 

sur face 2 su ivan t son cerc le d e gorge C et si n o u s faisons passer p a r l 'axe A u n 

p lan m é r i d i e n M et q u e p a r îe c e n t r e o n o u s m e n i o n s u n e d ro i t e N p e r p e n d i c u 

la i re au plan M, ce t t e dro i te N pe rce ra îe cerc le C en u n po in t 175 et si p a r le 

po in t q n o u s m e n o n s u n p lan T para l lè le au p lan M, ce p l a n T sera t angen t a u 

po in t q à îa surface 2 et la coupe ra su ivan t deux géné ra t r i ce d ro i t e s G et K d e 

systèmes différents et qu i feront avec u n e d ro i t e Y ( m e n é e pa ra l l è l emen t à l 'axe A 

par le po in t q) des angles égaux « l 'un à d ro i t e et l ' au t r e à g a u c h e , en sor te 

q u e les deux dro i tes G et K c o m p r e n d r o n t e n t r e elles u n angle égal à 2« . 

Cela posé : 

Si n o u s c o u p o n s la surface 2 pa r u n p l an Q para l lè le au p lan M ( ce p lan Q 

é t a n t s i tué e n t r e les p lans T e t M ) , ce p l a n Q c o u p e r a le p l an P s u i v a n t u n e 

d r o i t e D qu i coupe ra le cerc le de gorge C e n deux poin ts d et ri, et ce p l a n Q c o u 

pe ra la surface 2 su ivant u n e h y p e r b o l e E ayan t les po in t s d et ri p o u r s o m m e t s , 

et ses a s y m p t o t e s Z et Z ' s e ron t r e s p e c t i v e m e n t pa ra l l è les aux d ro i t e s G et K. 

Cela posé : 

Si d a n s le p lan P nous t r açons u n e sé r i e de cerc les C', G", G'", e t c . , c o u p a n t 

îe cerc le C aux po in t s dvl d'et ayan t dès lors l eu r s c e n t r e s 0', 0", 0", e t c . , s i tués 

s u r la d r o i t e N ou (o,q) et si p a r ces c e n t r e s n o u s m e n o n s les d ro i t e s A', A" , 

A '" , e t c . , para l lè le à Paye A et si p a r les p o i n t s q, qn, q,n, e t c . , en l e sque l s ces 

cerc les son t coupés par îa d ro i t e N , n o u s m e n o n s d e s d r o i t e s G' et K', G" et K" 3 

G'" e t K'" e t c . , r e spec t i vemen t paral lè les aux d ro i t e s G et K, les d ro i t e s G', G", 

G , , r , e t c . , ou K', K", K'", e t c . , en t o u r n a n t r e s p e c t i v e m e n t a u t o u r des axes A' , A", 

A'", e t c . , e n g e n d r e r o n t u n e su i te d ' hype rbo lo ïdes à u n e n a p p e et de révolu t ion 

2', 2", 2"', e t c . , qu i s ' e n t r e c o u p e r o n t tous su ivan t l ' hype rbo le E . 

Cela posé : 

Si l 'on a u n e dro i te B s i tuée d a n s le p l an Q , ce t te d r o i t e p e r c e r a l ' hype rbo lo ïde 

2 en deux poin ts y et y, s i tués su r l ' hype rbo le E (si la d ro i t e B étai t para l lè le à 

l 'une des a sympto tes de la c o u r b e E , elle ne pe r ce r a i t é v i d e m m e n t la surface 2 

q u ' e n u n seul p o i n t ) . 



P a r c o n s é q u e n t la dro i te B pe rce ra les d ive r s h y p e r b o l o ï d e s 2', 2", 2"', e t c . , 

aux m ô m e s p o i n t s y et y,. 

Si d o n c on p r e n d p a r m i les hype rbo lo ïdes 2', 2n, 2f", e t c . , ce lu i 2' d o n t le 

cerc le de gorge Ç' a la d ro i t e dd' p o u r d i a m è t r e , la d ro i t e B c o u p e r a l 'axe A' 

de cet h y p e r b o l o ï d e 2' et d é t e r m i n a n t les po in t s y et y, en l esque l s la d r o i t e B 

pe rce cet te surface 2f on a u r a les p o i n t s en lesquels el le p e r c e la sur face 2. 

Mais il faut r e m a r q u e r , q u e le plan Q peu t ê t r e en d e h o r s d u p l an T pa r r a p 

por t au p lan M, e t q u e dès lors l ' h y p e r b o l e E n ' a u r a i t pas ses s o m m e t s s i tués s u r 

le cerc le de gorge G p u i s q u e la d ro i t e D suivant l aque l le le p lan P se ra i t c o u p é 

( d a n s ce c a s ) p a r le p lan Q 7 sera i t e x t é r i e u r e à ce cerc le C. 

4 4 3 . Si ce q u i v ient d ' ê t r e di t c i -dessus a r r iva i t , n o u s ferons r e m a r q u e r q u e 

p o u r ob ten i r la so lu t ion du p r o b l è m e , il sera t ou jou r s facile de m e n e r p a r l 'axe A 

un plan P, p e r p e n d i c u l a i r e au p lan Q et le c o u p a n t su ivan t u n e d ro i t e D,; on 

p o u r r a fac i lement d é t e r m i n e r les po in ts dt et d't en lesquels la d ro i t e D, paraj lè le 

à l 'axe A pe rce l ' hyperbo lo ïde 2; ces po in t s d, et d\ s e ron t les s o m m e t s de l ' h y 

pe rbo l e E, su ivan t l aque l l e la surface 2 e s t coupée p a r le p lan Q. 

Décr ivons d a n s le p lan P , e t s u r la d ro i t e dtd', c o m m e d i a m è t r e u n cerc le C , , ce 

ce rc le a u r a son c e n t r e o, s u r la d r o i t e N in t e r sec t ion des p l ans P et P x ; ce t te 

d ro i t e N p e r c e r a le cerc le C, aux p o i n t s et f/2 et n o u s p o u r r o n s p a r le po in t q, 

m e n e r u n e dro i te G, para l lè le à G ; la d r o i t e Gi fera avec la d ro i t e D in t e r sec t ion 

des p l ans P et Q des angles c o m p l é m e n t a i r e s de ceux q u ' e l l e fait avec la d ro i t e A, 

p u i s q u e les d e u x d ro i t e s A et D son t r ec t angu la i r e s e n t r e el les . 

E n faisant t o u r n e r la d ro i t e G1 a u t o u r de Taxe D elle e n g e n d r e r a u n h y p e r b o 

loïde à u n e n a p p e et de r évo lu t ion 2 f , q u i c o u p e r a l ' hype rbo lo ïde 2 su ivan t l ' hy 

pe rbo le E , ; dès lors la d ro i t e B s i t u é e d a n s le p lan Q p e r c e r a les deux h y p e r b o 

loïdes 2 e t 2' en deux po in t s y' et y\ q u i s e ron t s i tués s u r la c o u r b e E, et n o u s 

a u r o n s ainsi r a m e n é le p r o b l è m e au cas s imp le où la d r o i t e B coupe l 'axe de 

révolu t ion D de l ' hype rbo lo ïde à u n e n a p p e et de révo lu t ion 2\. 

Reconnaître si l'hyperboloïde donné par trois droites directrices sera on non de 

révolution. 

444. P r e n o n s u n hype rbo lo ïde à u n e n a p p e et de r évo lu t ion 2, ayan t u n e d ro i t e 

\ p o u r axe de r évo lu t ion . S u r ce t te surface 2 p r e n o n s u n e géné ra t r i c e G du pre

mier système et s u r cet te d ro i t e G u n e su i t e de po in t s m , m, m", m1", e t c . I m a g i 

nons les géné ra t r i ce s dro i tes d u second système K passan t p a r m 

K' — iul 

K" — m" 

e tc . , — e t c . 



les d ro i t e s G et K font e n t r e e l les u n ang le a igu u et u n ang le o b t u s S et l 'on a : 

( a + 5 = 1 0 0 ° ) . 

Si n o u s m e n o n s les p l ans T , T ' , T " , e t c . , t angen t s à îa surface 2 aux p o i n t s 

m , m', m", e t c . , et si n o u s m e n o n s p a r c h a c u n des po in t s m , m r , Ï J I " , e t c . , deux 

p l a n s S et S r , S' et S ' , , S" et S" x , e t c . , p e r p e n d i c u l a i r e s aux p l ans T, T' , T" , e t c . , 

e t tels q u e les p l a n s S d iv isent en deux p a r t i e s égales les ang les a q u e font e n t r e 

el les la d r o i t e G et les d ro i t e s K , et q u e les p l ans S, d iv i sen t en deux p a r t i e s 

égales les angles 6 q u e font e n t r e elles la d ro i t e G et les d ro i t e s K, les p lans S 

pa s se ron t tous pa r l 'axe A et les p l a n s Sx se c o u p e r o n t deux à deux su ivant des 

d ro i t e s q u i f o r m e r o n t u n e sur face déve loppab ïe l. 

4 4 5 . Si d o n c on d o n n e t ro i s d ro i t e s K , K', K" d a n s l 'espace et si l 'on cons t ru i t u n e 

d r o i t e G s ' a p p u y a n t s u r ces t r o i s d ro i t e s et les c o u p a n t r e spec t i vemen t aux po in t s 

m, m', m", il faudra p o u r q u e ces t ro i s d ro i t e s K , K', K", a p p a r t i e n n e n t à u n hy

p e r b o l o ï d e à u n e n a p p e et de r évo lu t ion 2, q u e la sér ie des p ians S, ou la sér ie des 

p l a n s S, se c o u p e n t t o u s su ivan t u n e m ê m e d ro i t e A q u i sera l 'axe de la surface 2» 

E n sor te q u e si n o u s dés ignons pa r J les d ro i t e s d ' i n t e r sec t ion des p lans T p a r 

les p lans b i s sec teurs S des angles a et par J, les d ro i t e s d ' i n t e r s e c t i o n des m ê m e s 

p l a n s T p a r l e s p lans S t b i s sec t eu r s des angles c , tou tes les d ro i t e s J s ' a p p u i e r o n t 

s u r S'axe A , et tou tes les d ro i t e s J J s e r o n t para l lè les à un p lan Q p e r p e n d i c u l a i r e 

à l 'axe A , on vice versa. 

Transformation de l'hyperboloïde à une nappe et de révolution en un hyperboloïde à 

une nappe et non de révolution. 

146 . I m a g i n o n s u n hype rbo lo ïde 2 à u n e n a p p e et de r évo lu t ion . Dés ignons par 

A son a x e , p a r G son ce rc le de gorge et p a r G et K ses g é n é r a t r i c e s d ro i t e s de 

systèmes différents. 

Menons pa r l 'axe A u n plan mér id ien M et supp o so n s deux g é n é r a t r i c e s d r o i t e s 

G et K para l lè les au p lan M et se c o u p a n t dès lors en u n poin t p s i tué su r le ce rc l e 

de gorge G;, îe p lan ( G , K) sera p e r p e n d i c u l a i r e au p lan du cerc le G e t le c o u p e r a 

su ivan t u n e d r o i t e 0 t a n g e n t e en p à ce cerc le G. 

Nous p o u r r o n s t r a n s f o r m e r l ' h y p e r b o l o ï d e à u n e n a p p e et de révo lu t ion 2 en 

u n hyperbolo ïde à u n e n a p p e et non de révolu t ion 2, de d iverses m a n i è r e s et en 

e m p l o y a n t tou jours le m o d e de transformation cylindrique: et en eifet , c o u p o n s 

t o u t le sys t ème p a r u n e su i te de p l ans X , X' , X", e t c . , p e r p e n d i c u l a i r e s à l 'axe A. 

C h a q u e plan X coupe ra l 'axe en u n po in t q, la d r o i t e G en u n po in t m, la 

d r o i t e K e n un po in t » , la surface 2 su ivant un cerc le D ayan t le po in t q p o u r 



c e n t r e et son r a y o n é tan t égal à qm ou kqn, car on a : qm=qn, le plan M suivant 

u n e d ro i t e B. 

Cela posé : 

4 4 7 . Première transformation. Pa r un po in t q u e l c o n q u e x d u cercle D m e n o n s 

u n e p e r p e n d i c u l a i r e N au p l an M, cet te d ro i t e N coupe ra la d ro i te B en u n po in t b. 
. xh 

P r e n o n s u n po in t xx s u r N tel q u e l 'on ait — = cons t an t e — a,. 

Tous les po in t s x, s e r o n t s u r u n e el l ipse D, ayan t le d i a m è t r e du cerc le D s i t u é 

s u r le p l an M p o u r l ' un de ses axes ; et cet axe sera le pe t i t axe d e l 'el l ipse D, si 

I o n a : a, < 1 et il se ra le g r a n d axe de l 'e l l ipse D t si l 'on a : at> 1. 

T o u t e s les el l ipses D, s i tuées r e spec t ivemen t dans les d ivers p l ans X , X' 

fo rmeron t u n e surface 2, q u i sera la transformée cylindrique de la surface 2. 

Je d is q u e la surface 2, sera u n h y p e r b o l o ï d e à u n e n a p p e et n o n de r é v o l u t i o n , 

et qu ' a i n s i el le sera u n e surface d o u b l e m e n t r é g l é e , et en effet : 

Si l 'on avait p r i s le p o i n t m de la d r o i t e G et abaissé de ce p o i n t m u n e p e r 

p e n d i c u l a i r e B, s u r le p lan M, cet te d ro i t e B, a u r a i t p e r c é le p lan M au poin t />,; 
„ . , ,, b.m . . . . 

et p r e n a n t su r B, u n p o i n t mt tel q u e 1 on ait — = a,, le p o i n t m, se ra i t s i t u é 

s u r l 'e l l ipse D . 

Dés lo r s on voit q u e tou tes les d ro i t e s G , c o m m e t o u t e s les d ro i t e s K, s e r o n t 

t r a n s f o r m é e s en des dro i tes G, et en des d ro i tes K, s i tuées s u r la sur face 2t. 

Le cône a sympto t e A de la surface de r évo lu t ion 2 se ra t r a n s f o r m é en u n c ô n e 

n o n de r évo lu t ion A, a y a n t la d r o i t e A p o u r axe, et ce cône A r sera a s y m p t o t e 

de la sur face 2, t ou t c o m m e le cône de révolu t ion A l 'é ta i t de la surface 2. 

Et p a r le m o d e de t r ans fo rma t ion c y l i n d r i q u e e m p l o y é , il est év iden t q u e le 

plan ( G , K ) p e r p e n d i c u l a i r e au p lan d u cerc le G sera t r ans fo rmé en u n p lan 

( G t , K,) auss i p e r p e n d i c u l a i r e au p lan du cerc le C , et q u e le cerc le de gorge G 

sera t r ans fo rmé en u n e el l ipse de gorge C t ; et q u e la t a n g e n t e 9 au cerc le G et a u 

p o i n t p sera t r ans fo rmée en u n e dro i te 9, t a n g e n t e à l ' e l l ipse G, au po in t p , , le 

po in t ps é tant le transformé du po in t p. 

4 4 8 . Deuxième transformation. P a r c h a c u n e des dro i tes B , B' , B", e t c . , m e n o n s 

des p lans X, , X' , , X" , , e t c . , para l lè les e n t r e e u x , les p l ans X et X , , X ' et X \ 

c o m p r e n a n t e n t r e eux un angle cons tan t mais a r b i t r a i r e o. 

Gela fait : 

Par un poin t q u e l c o n q u e x du cerc le D m e n o n s u n e p e r p e n d i c u l a i r e N au p l an 

M , ce t te d ro i t e ÍN p e r c e r a la d ro i t e B au poin t b et sera s i tuée dans le p lan X ; me-



nons pa r le po in t b d a n s le p lan X, u n e d ro i t e N, p e r p e n d i c u l a i r e à îa d r o i t e B et 

p r e n o n s su r N, un p o i n t a , tel q u e l 'on ait 

hoc 
—- = constante = o, 
bx 

Tous les cercles D . . . . s e ron t t r ans fo rmés en des el l ipses D 2 . . . . qu i f o r m e r o n t 

u n e surface 2t q u i sera d o u b l e m e n t rég lée c o m m e la sur face 2. 

4 4 9 . Troisième transformation. Pa r u n p o i n t q u e l c o n q u e # d u cerc le D a y a n t m e n é 

u n e d ro i t e N p e r p e n d i c u l a i r e à la d ro i te B et la c o u p a n t en u n po in t b, n o u s m è 

n e r o n s pa r ce p o i n t b u n e d ro i t e N, s i tuée d a n s le p l a n X ( d a n s le p l an d u ce rc le 

D ) et faisant avec N un angle a r b i t r a i r e y., e t n o u s p r e n d r o n s s u r N, u n po in t x, 

tel q u e Ton ait : 
bx 
•z—' = constante = a3 

bx 

tous les po in t s xt a insi d é t e r m i n é s , f o rmeron t u n e surface £, d o u b l e m e n t réglée 

c o m m e la surface 2. 

4 5 0 . Quatrième transformation. P a r u n po in t q u e l c o n q u e x du cerc le D a y a n t m e n é 

u n e d ro i t e N p e r p e n d i c u l a i r e à la d ro i te B ct la c o u p a n t au po in t b, nous m è n e r o n s 

par ce po in t b u n e d ro i t e N, s i t uée dans îe plan X, et faisant avec la d ro i t e B non 

un angle d r o i t , ma i s un angle a r b i t r a i r e y , pu i s n o u s p r e n d r o n s su r un po in t 

x, tel q u e l 'on ait : 
bx 

= constante = a, 
bx 

t ous les p o i n t s xt f o rmeron t u n e sur face 24 q u i se ra d o u b l e m e n t réglée c o m m e 

la surface 2. 

Ainsi les q u a t r e surfaces 2,, 2 , , 23, 2/t, en lesquel les on p e u t t r ans fo rmer p a r le 

m o d e de transformation cylindrique, l ' hyperbo lo ïde à u n e n a p p e et de révolu t ion 2 , 

sont e l l e s -mêmes des hypcrbo lo ïdes à u n e nappe et n o n de révo lu t ion , j o u i s s a n t 

des m ê m e s p rop r i é t é s q u e la sur face 2, sauf les modi f ica t ions q u e le m o d e de 

t r ans fo rma t ion p e u t et do i t a p p o r t e r à c h a c u n e de ces p rop r i é t é s . 

La transformation cylindrique d'un hyperboloïde èi une nappe et de révolution en un 

hyperboloïde à une nappe non de révolution conduit « la solution du problème : trouver 

les points de rencontre dune droite et diiu hyperboloïde à une nappe non de révolution, 

4 5 1 . Si l 'on se d o n n e su r le p lan ho r i zon ta l u n e ell ipse E c o m m e t race d 'un 

hype rbo lo ïde 2t à u n e n a p p e et non de r évo lu t ion , si par le c e n t r e o de c*lté 



c ihpse E on eleve uno verticale A qui sera l 'axe de la surface 1 , , si i on mène 

un p ian hor izon ta l X coupant, l 'axe A en u n point o et q u e su r ce p ian X , on 

cons t ru i se une ellipse E ' a y a n t le point o ' p o u r cen t r e et qui soit semblab le et 

s emb îab l emen t placée à l 'el l ipse E , p r e n a n t cet te ell ipse E f p o u r l 'e l l ipse d é g o r g e 

!»• lu surface 2X et faisant mouvoi r u n e d ro i t e G. su r E et E ' et de telle m a n i è r e 

q u e G," soit t angen te à E"*, on a u r a les diverses géné ra t r i ce s dro i tes de la s u r 

face !•<• 

Gela posé : 

Si l 'on a u n e dro i te B s et q u e 1 on d e m a n d e de c o n s t r u i r e les po in t s en l e s 

quels elle pe rce la sur face 2,, on p o u r r a t r ans fo rmer la surface 2t en un 

hyperbo lo ïde à u n e n a p p e et de révolu t ion 2 ayant p o u r cerc le de gorge ie cerc le 

G décr i t su r le pet i t axe de l 'e l l ipse E1 c o m m e d i a m è t r e , et p o u r opé re r cette 

t r ans fo rma t ion , dés ignons p a r D le pet i t axe de i 'e i l ipse E ? , on abaissera d 'un 

point m de la cou rbe E f une p e r p e n d i c u l a i r e su r la d ro i te D, laque l le coupe ra la 

droi te B en un point b et le cercle C en un poin t m... on conna î t r a donc le 

r appor t 

Gela fait , on p r e n d r a deux po in t s g, et y', sur l ' u n e des g é n é r a t r i c e s d ro i tes G, 

de la surface 2,, on abaissera de ces po in ts des p e r p e n d i c u l a i r e s su r le p lan M 

d e t e r m i n é par l 'axe A et la d ro i t e D , ces pe rpend i cu l a i r e s p e r c e r o n t le p lan M 

aux po in t s p et p' ; on p r e n d r a su r la d ro i t e pg, u n po in t g et s u r la d ro i te p'g/ 

un point g-, tels q u e l 'on ait : 

et les po in t s g et g d é t e r m i n e r o n t la géné ra t r i ce d ro i te G de l ' hyperbo lo ïde i 

ayant la d ro i te A p o u r axe de rotat ion et ie cercle C p o u r cercle de gorge , 

.Nous t r a n s f o r m e r o n s de la m ê m e m a n i è r e ia d ro i t e B, en une d ro i t e B ( e n 

vertu de la t r ans fo rma t ion c y l i n d r i q u e , il ne faut pas oubl ie r q u e les d ro i tes B 

>>t B, se c o u p e r o n t en un po in t qu i sera forcément s i tué s u r le p lan M) . 11 suffira 

ensu i t e de c o n s t r u i r e , p a r l ' une des m é t h o d e s exposées c i - d e s s u s , les poin ts x 

et y en lesquels la d ro i te B p e r c e l ' hyperbo lo ïde à u n e n a p p e et de révolu t ion 2 

pour conna î t r e les poin ts x, et y. en lesquels la droi te B pe rce l ' hyperbo lo ïde a 

une n a p p e et non de révo lu t ion 2r. 



Lom traction du ce le d un hyperboloïde a une nappe et non de révolution 

S. <>. ; i : c o n s t r u i r e d i r e c t e m e n t un hype rbo lo ïde à u n e n a p p e et non de 

i ' t i m j»:.' d ivers m o d e s différents p a r m i lesquels nous i n d i q u e r o n s le -

5-OA ut 

P>' n» i construction. Concevons t rois p lans é q u i d i s l a n t s P , P ' et P" . et 

• m s ' ' nu d 'eux P f p o u r p l a n ho r i zon ta l de project ion. Menons u n e d ro i t e A 

* ,< . .d , ' Ji.u J ces t ro i s p l a n s et les c o u p a n t aux po in t s o , o' et o ' f . 

: « « ,OÏ:S i l ano I» p i an i n t e r m é d i a i r e P u n e ell ipse E ayan t le po in t o p o u r c e n t r e . et. 

n .es p lans P' et I y f t r açons aussi des el l ipses £ ' et E " ayant respec t ivement pour 

••'». k o 1 d m : o' et o"e t s upposons q u e les deux el l ipses E ' et E" son t ident ique.-

<m supe rposah îes ( en sor te q u e ces e l l ipses E ' e t E " se p ro j e t t e ron t su r le plan 

hor izonta l de pro jec t ion P ? su ivant u n e seule et m ê m e c o u r b e ) et q u e les t ro i s 

o lhpses E , E' , E " son t semblab les et s e m b l a b l e m e n t p lacées ; de p l u s admet-ton-

q u e l 'e l l ipse i n t e r m é d i a i r e E est p l u s p e i i t c q u e i 'el l ipse E ? ou E" . 

C e l a p o s é . 

En un po in t q u e l c o n q u e mk de E* m e n o n s (fig. 227) u n e t angen te 9 à E f c , elle 

e.oupera l 'e l l ipse E'h ou E"h e n deux po in t s ; cet te t a n g e n t e 9 p o u r r a ê t r e r ega rdée 

e o m m e la p ro jec t ion ho r i zon ta l e de deux dro i tes G cl K s ' a p p u y a n t su r les t roU 

ePiipses E , E' , E ' r et se c ro i san t au point m de l 'ell ipse i n t e r m é d i a i r e . 

Et cela au ra lieu pa rce q u e les el l ipses E* et E" { ou E" k é tan t c o n c e n t r i q u e s et 

s e m b l a b l e s , on a : mhp'h;= rtfq'"1 ou mhpnh = mhq,h. 

Ainsi la surface e n g e n d r é e p a r u n e d r o i t e se m o u v a n t d a n s l 'espace en s ' a p 

p u y a n t su r les t ro i s e l l ipses E , E' , E" , sera u n e sur face d o u b l e m e n t r é g l é e , et 

é v i d e m m e n t un hyperbo lo ïde a u n e n a p p e et non de r évo lu t i on . 

454 , Deuxième construction. Concevons t rois p lans para l lè les équ id i s l an t s e n t r e 

e u s Q , Q', Q", don t l 'un Q soit i n t e r m é d i a i r e ; t r açons su r le pian Q une hyperbo le 

E , e t su r les plans Q ? oi G" des hype rbo le s E ' et E " , telles q u e ces c o u r b e s se p r o 

ie t ient s u r un plan vertical de p ro jec t ion para l lè le aux p lans Q , Q', Q " , suivant 

••'«es hyperboles s e m b l a b l e s , s emb lab l emen t p lacées et c o n c e n t r i q u e s ; les deux 

hyperboles E' et E" se p ro je t t e ron t en u n e seule hyperbo le E'" ou E m et l ' hyper 

oole E se p ro je t t en t en u n e hyperbo le E* e x t é r i e u r e à l ' hyperbo le E'° ou E" e . 

Si par un po in t m" de E1' n o u s m e n o n s à cet te c o u r b e u n e t angen te 0 2 2 8 ! 

elle coupera l ' hyperbo le E!v en deux po in t s et ce t te d ro i t e 9 p o u r r a ê t re c o n s i 

dérée c o m m e la project ion vert icale de deux d ro i t e s G et K s ' a p p u y a n t su r les 

j''<-is courbes E- E ' , E " et se c ro isan t au po in t m , et cela a u r a lieu pa rce q u e les 



courbes E'' et E ' f ' íou E m ; son! deux hyperboles coticen i a q u c - s , íserübíabler»ct som~ 

b lab lement placees , et q u e l 'on a : nfp!vz=.mvq!ív ou mL'pín'z=;rrictu. 

La su r l ace e n g e n d r é e p a r u n e dro i te se mouvan t dans l 'espace sur les t ro i s 

hyperbo les E , E ' , E"' sera d o n c u n e surface d o u b l e m e n t r é g l é e , et sera évi

d e m m e n t u n hyperbo lo ïde à u n e n a p p e et non de révolu t ion , 

455. Concevons un p i an T t angen t au cône a sympto t e A d ' u n hyperbolo ïde à 

une n a p p e et de révolu t ion 2, c o p i a n c o u p e r a la surface 2 su ivant deux géné

ra t r ices d ro i t e s G et K' de systèmes différents, l esquel les s e ron t para l lè les e n t r e 

cüe>. Désignons pa r g ct k' les po in t s en lesquels ces dro i tes G et Kf coupent 

r e spec t ivemen t le cerc le de gorge G de la sur face 2. 

Gela p o s é , i m a g i n o n s deux p ians P et P ' é q u . d i s t a n t s du pian T et para l lè les 

en t r e eux et à ce p lan T , le p lan P coupe ra l ' hyperbo lo ïde 2 su ivan t u n e p a r a 

bole E et le p l an P f coupe ra aussi la surface 2 su ivan t u n e pa rabo le E f , ces 

deux pa rabo les E e t E" se ron t éga ie s , mais t o u r n é e s en sens i nve r se , et l eu r s s o m 

mets s e r o n t s i tués su r l ' hype rbo le m é r i d i e n n e q u e l 'on ob t i end ra en c o u p a n t la 

surface 2 p a r u n p lan M pe rpend i cu l a i r e aux t rois p lans P , T et Y. 

il est év iden t q u e les s o m m e t s c de la c o u r b e E et e1 de la c o u r b e E' se ron t en 

l igne d r o i t e avec le c en t r e o d u cerc le de gorge C et q u e ces deux s o m m e t s e et e 

seron t equ id i s i an l s du poin t o. 

(aida posé : 

P ro je tons s u r le p lan T pris p o u r plan hor izon ta l de p ro j ec t i on , íes d ro i t e s G 

et K . et les c o u r b e s E et E ' . 

Nous a u r o n s la fig. 2 2 9 , en supposan t un p lan vertical de pro jec t ion para l lè le 

au p i a n m é r i d i e n M, ct n o u s p o u r r o n s d é d u i r e la cons t ruc t ion su ivan te : 

Troisième construction. É t a n t d o n c données les parabo les E et E \ les d ro i tes G 

et c o m m e l ' i n d i q u e là figure 2 2 9 , si l 'on lait mouvo i r une droi te G. su r la 

d ro i te K/ et les parabo les E et E'' on e n g e n d r e r a u n e su r l ace réglée s, qu i sera u n 

hype rbo lo ïde à une n a p p e et de r é v o l u t i o n , et si l 'on fait mouvoi r une d ro i t e K, 

sur la d ro i t e G et les deux pa rabo les E et E r , on e n g e n d r e r a la m ê m e surface 2t. 

Pour d é t e r m i n e r les d ro i tes G ; et K, qu i passen t pa r un po in t m de la parabole 

V.., il est évident q u e l 'on devra exécu te r les c o n s t r u c t i o n s suivantes 

Par le po in t mh a r b i t r a i r e m e n t p r i s sur E A , on m è n e r a une pe rpend icu la i r e N 

aux dro i tes G et K' c o u p a n t K' au po in t r et G au po in t r1. 

On p r e n d r a su r la d ro i te N deux po in t s p et p' lels q u e l 'on ait : iié>-~ rp et 

,ri"=~rp' et par ces po in ts p et p ' o n m è n e r a les d ro i t e s A et A' paral lè les e n t r e 

elles et aux dro i tes G et K'. 

La d ro i t e A coupera la c o u r b e E"' en un po in t m"1 e t la d ro i te A' coupera la 

même c o u r b e E"' en un po in t m ' , \ les dro i tes G'* un i s san t les points m" et m"' et 



Mf un i s san t les poin ts iri et m'/' s e ron t les p ro jec t ions des dro i tes G, et K, géné 

ra t r ices de systèmes différents de la surface hyperbo lo ïde 2 et se croisant an 

point m. 

La d ro i t e G, coupera la d ro i t e K en un po in t n et la d ro i t e K, coupera la 

d ro i t e G en u n po in t ri, et il est évident q u e l 'on doit avoir d a n s l 'espace nmnm' 

et rim^n'm,', ce q u i est b i e n le résu l ta t ob t enu par no t re cons t ruc t i on . 

456 . En combinan t la p r e m i è r e et la seconde cons t ruc t ion exposées ei-desM . is . 

on peu t dédu i r e la q u a t r i è m e cons t ruc t i on s u i v a n t e ; 

Quatrième construction. Si ayan t deux p lans p e r p e n d i c u l a i r e s e n t r e eux P et O 

et se coupan t suivant u n e d ro i t e L on t race : 1° dans le plan Q u n e el l ipse K 

ayan t son cen t r e en un po in t o de la d r o i t e L et l 'un de ses axes d i r igé suivant 

cet te d ro i te L , et 2° dans le p lan P u n e h y p e r b o l e H ayan t le m ê m e po in t o pour 

c e n t r e , son axe t ransverse é tan t d i r igé su ivant la d ro i te L , et si de p lus les deux 

cou rbes E et H se c o u p e n t en l eu r s s o m m e t s s i tués su r la d r o i t e L . en faisan i 

mouvoi r u n e dro i te G s u r l e s . cou rbes E ei H de telle m a n i è r e q u e la project ion 

o r thogona le de G su r le p lan P soit t angen te à II ou q u e la p ro jec t ion o r thogona le 

de G su r le plan Q soit t a n g e n t e à E , l'on e n g e n d r e r a dans les deux c a s , une 

seule et m ô m e surface g a u c h e qu i sera d o u b l e m e n t réglée et qu i ne sera autr«-

q u ' u n h y p e r b o l o ï d e à u n e n a p p e et non de révo lu t ion . 

4 5 7 . Et l 'on p e u t généra l i se r cet te p ropos i t ion de la m a n i è r e su ivan te . 

On peu t p r e n d r e les deux p lans P et Q faisant e n t r e eux un a n g l e » , et l 'on peut s u p 

poser q u e la d ro i t e L soit d i r igée su ivant un d i a m è t r e de l 'ell ipse E et un d i a m è t r e 

de l ' hyperbo le H ; a lors , dés ignan t pa r m l 'un des deux po in t s en lesquels E et 11 

se c o u p e n t , et p a r 0 la t a n g e n t e en m à E , et p a r à la t a n g e n t e en m à H , il faudra 

suppose r la d r o i t e G proje tée sur le p lan P p a r des d ro i t e s pa ra l l è les à 9 et s u p 

poser aussi la d ro i t e G pro je tée su r le p lan Q pa r des d ro i t e s para l lè les à d. 

4 5 8 . On peut c oupe r un hyperbo lo ïde à une n a p p e et non de révolu t ion 2 pai 

un p lan M passant (fig. 230) par Taxe A de cet te su r face , ce plan M coupera l 'hy

perbo lo ïde 2 su ivan t u n e hyperbo le E et le cône a sympto t e A su ivant deux géné

ra t r ices d ro i t e s L et L ' ; concevons d ' abo rd le p lan T tangent au cône A tout le 

long de la géné ra t r i ce L , ce p lan coupera la surface 2 su ivan t deux géné ra t r i ce s 

droi tes G et K, de systèmes différents qu i s e ron t para l lè les e n t r e elles et à la d ro i t e 

L 5 concevons ensu i t e le p lan T' t angen t au cône A tou t le long de la généra t r ice 

L', ce plan coupe ra la surface 2 su ivant deux géné ra t r i ce s dro i tes G, et K de 

systèmes différents qu i seront para l lè les e n t r e elles et à la d ro i te V. 

Les droi tes G et K,, G, et K se c o u p e r o n t r e spec t ivemen t en des po in t s g et g , 

qui s e r o n t en l igne dro i te avec le c e n t r e o de la surface hype rbo lo ïde 2 ( ou eu 

d ' au t r e s t e rmes le sommet o du cône a sympto t e A). 



Cela posé 

Cinquième construction. D 'après ce q u i p r é c è d e , il est évident q u e si l'on Ь н 
mouvoi r : 4 E une d ro i t e G' su r l ' hyperbo le Ë et su r les d ro i tes К et K, , ou 2 i m t 
dro i te K: su r l ' hyperbo le E et su r les d ro i t e s G et G : , on e n g e n d r e r a une m* un 
•surface hype rbo lo ïde 2 qu i sera à u n e nappe et non de révolut ion . 

Ce mode de généra t ion de l ' hyperbo lo ïde à une nappe et non de r é v o l u t i o n 

condu i t a une p rop r i é t é r e m a r q u a b l e don t jou i t cet te surface 

Et en effet .* 

Si d a n s Je p lan T, on m è n e au po in t m de l ' hyperbo le E une tatu-enu:, elle 

coupera les d ro i t e s L et L' aux po in t s l et ct s i p a r ces poin ts l ct t', on mem m s 

paral lèles à la d ro i t e /y//,, elles c o u p e r o n t , l ' une les d ro i tes G et K : aux р о и л - i 
ci r. et l ' au t re les d ro i t e s G, et К aux po in t s iT et r ; et il est évident q u e l 'on яш-с : 
; ш — >,m et rm^zzr.m, p u i s q u e l 'on a : mlz=ml' en vertu de la m a n i è r e a ' . d r * 

d ' u n e t angen te à une hyperbo le pa r r a p p o r t aux a sympto t e s de cel te е о ш Ь е . et 
•Hissi on ver tu de ce q u e les d ro i t e s L et L' sont é q u i d i s t a n t e s , la p r e m i è r e u e s 

géné ra t r i ce s G et K, et la seconde des généra t r i ces G, et K. 

La dro i te U, ne sera a u t r e q u e la d ro i t e G' et la d ro i t e rr, ne sera A U T R E Q U E J., 

droi te К don t nous avons par lé ci -dessus . 

Cela posé : 

Jo ignons les po in t s g et i, gs et ii par des d r o i t e s , nous fo rmerons a ins i nu 

t é t r aèdre iggX> Et j e dis q u e quel le q u e soit îa pos i t ion du point M S U R i hy

perbole E , tous les t é t r aèd res ainsi d é t e r m i n é s a u r o n t m ê m e volume. 

Et en effet : 

Si pa r le po in t m et dans le p lan T de l hype rbo le E l 'on m è n e mp РАГ ALIEH-

a L' et mq paral lèle À L . on aura : 

op x oq constante -~ « 

Or , il est évident q u e les t ro i s po in t s g, q et i,, a insi que les trois po in t s g, . 

p et / sont en l igne d ro i t e . On a d o n c , p u i s q u e og~ogr : 

q i — 2 . oq et yi ~~ •>. op 

donc l'on a . 

g,i, X gi — constante и IL 

Abaissons du po in t y u n e p e r p e n d i c u l a i r e su r G, , cette d ro i te gb sera cons tan te . 
quel le q u e soit la posi t ion du po in t i, sur la droi te G.. Désignons cet te p e r p e n 
d icu la i re par h. 



v M I - - • -v du j <ti )î / o e pi l n d n ' d t : 1 J ydi ic pian 'F qu i cont ient 
1 1 i - " dr K i t h o , î ! e s ! iwti( C q u e 1 ou aiir« qi=XÎXd, d é tan t une 

?u 0 o î i " ' »' ' : . !i< q IO -«ut la ( » . M h o i j du point i su r la d ro i t e G; desi» 

4 n o m . jw p a r t i , 

N - ' îus p o u r r o n r mul t ip l i e r les deux n o m b r e s de l ' équa t ion (1) par la quan t i t é 

'•. .u>r,ante h ci t< mplacer gi pa r sa va leur sans changer l ' équa t ion , et bon a u r a 

v.t X *• >" H . d a, h ~~ constante 

\..\ <'tCK!i;îi.-}!'0. '/ i. p-H , ' O r^Ora : 

__, ~ -----— = c o B s l a n t c . 
•j ;? 2 , 3 d 

Ge <ru.i d é m o n t r e le t h é o r è m e énoncé (*}, 

/>«• /<> «utface. notuM • actuaire*: par une droite se mouvant parallèlement a un piant 

<n s'ppfAufjm mr deux droites non parallèles entre elles. 

'» ( < - W \ < • * < < T deux d ro i t e s K' et K' f , n o n para l lè les e n t r e elles ... 

T un p , P « < <q t . . N d> >>'!<'h aux po in t s & et a (fig, 281J 

I u - o i ' ï k c i <n u i a dn< . d sur les deux dro i tes K r e t K" , et pa ra l l è l emen t 

ni { M U 1 J , i d i < ' " G « efj nd re ra une surface gauche qui a reçu le n o m de 

nn » »» -on 6 i < <• j» s G , G'' de îa d ro i te G (1 u n e de ces pos i t ions G 

! i ! O i <• i l r t 

t .eut n o s e : 

. a s f< . • • , 4 e . { i i •dan Q para l lè le aux d ro i t e s directrices K et k , 

^ p i a n ( j <oiq . . u I. u i da i i o s G , G', G" en les po in ts d, d, d", et j e d is que 

• s t (.r p o u . ! - . ' I . d a n e , et j e dés ignera i cet te d ro i te pa r K. 

I I u i ' »V t 

I < plan <• • «j" '» { 1 . ' î s u i v a n t la d ro i t e L. 

Ci-apres, chapi i i f A ï ï , nous» donne» ou* le* diverses autres propriétés dont jouit V hyper tu Uoulc n 

uni' nappe. Oi; pi: va engendrer plusieui s espèces de s m faces gauches en faisant mouvoir une droite sm 

doux droites données de posinc.o dnus l'espace et paral lè lement à u n cône ayant pour directrice une 

v>etiou conique , ce o i n c étant aussi d o n n é de position dans l'espace. Voir dans l'ouvrage qui a pour titre 

Complément de gè'ancirtv Hvriupd,-,- t u .w!i ...ù eetu question est examine;/ et que j'ai publiée pou: 

'•• r»r.>nùi.re **--*îî» d«-'i.-- L l.t'.Heti-n >i< i.. Sfc-Jtc pkih>matique . séance du 2(> ma» année 183^ 



Si nous m e n o n s par les droit* - h < f ^ îeo ; . . - < , » ' ' > . i' !!• . • i 

O , ils coupe ron t Je pian P suivant dosu h m ),•- m ; . • • • , ! , [ , 

paral lè le à la d ro i t e L , et L' passant j»*, ! n u 1 I J t m e * t , b • 

Si. nous m e n o n s par c h a c u n e d< •> d • * • . ' . » 

par la dro i te e / 'V et ie second p I !.I lu i . > ' i i-, ». » 

q u e les dro i tes d V ? et IFR R son t pi q mut i < o, I
 f » o , '< I, ; , < ••> d< a > , i n-

c o u p e r o n t respec t ivement le p lan P u ' » ' ' - - » s ,u> s*<i , ^ 

pecti veinent paral lè les aux d r o i t e ' • ' ' 5 - < < - . U / 

ou G"' et rfr'" ou G ? : qu i s e r o n t , S U I S j < s » • <) 

a L . 

Cela posé : 

ïl est évident q u e l 'on au ra : 

a"p ' f = b''q" = d'y" K c< p — /.=7.'. * 

^le p lus les t ro i s dro i tes Gw\ Glh et G s i tuées dans le plan P Hnn{ c»upt*e» l es 

trois dro i tes para l lè les e n t r e elles L , L'. V, d o n n e r o n t : 

p"a : p'u ; : //'6 : -̂'6 : : f'd : ^'</ 

Or, ies t r iangles semblables d'p'a, dp a et /A/ '*?. ' /7 ' / ; do rmen t 

«"p" : « y ; : p"a ; / /a 

6"<7" : b'(f g"b : q'b 

Vus s a u r o n s donc ; 

d"r' : d'r' : ; r"d : ni 

Ainsi les t rois points d, d\ d" sont en effet sur une i tgae d ro i t e K. 

De ce qu i p r é c è d e on peu t d o n c énonce r ce q u i suit : 

La surface engendrée par une droite G sf
 appuyant sur deux droites non parallèle* 

'•nlre elles li" et K' et se mouvant parallèlement à un pion f\ lequel coupe les deux droit n 

directrices K" et Ko est doublement réglée. 

Du plan tangent en un point d un paraboloïdc hyperbolique. 

460 . Des lors si en un po in t m d ' un parabolo ïde h y p e r b o l i q u e 1 on \ e u l con

s t ru i r e le plan t angen t T à cet te su r l ace il suffira de cons t ru i r e ies deux géné

ra t r i ces dro i tes de systèmes différents G et K se croisant en ce point m et h- plan J 

* p r a d é t e r m i n é pa r ces deux d ro i t e s G et K. 



i ô j Le plan P para l lè le aux généra t r i ces G (lu premier système et le p lan G 

paral lè le aux généra t r i ces K. du second système sont d i ts plans directeurs du para 

!>oiou.k- h y p e r b o l i q u e I. 

Il est év ident q u ' e n se d o n n a n t les directrices d ro i tes K" et Kr d ' u n paraboloio* 

hype rbo l ique 2 on se d o n n e à posteriori îe plan directeur Q qu i l eur est pa ra l l è l e ; 

«-est p o u r q u o i un pa rabe lo ide h y p e r b o l i q u e l e s t complè t emen t d é t e r m i n é l o r sque 

l 'on se d o n n e à priori le plan directeur P des géné ra t r i ces G (à c o n s t r u i r e ) et deux 

directrices d ro i t e s K" et K ' ; et a lors on conna î t les deux p lans directeurs. 

/." sur/ace engendrée par une droite se mouvant sur trois droites devient un parabo-

Oïuie Hyperbolique , si. le* trois droites directrices sont parallèles â un même plan 

402, Nous savons que l o r sque l 'on fait mouvo i r u n e d ro i t e G s u r t ro is dro i tes K 

h , K.'' non para l lè les à un m ê m e p l a n , la surface est u n hyperboloïde ci une nappe. 

mais si les t rois droi tes d i rec t r i ces K, K', K" sont paral lè les à un m ê m e p lan G 

la surface e n g e n d r é e sera u n paraboldide hyperbolique. 
Et en effet ; 

(Concevons deux pos i t ions G et G' de la géné ra t r i ce G, n o u s p o u r r o n s mene r 

un pian P para l lè le aux d ro i t e s G et G'. F a i s o n s mouvo i r s u r K et K f une droi te 

G para l lè le au p lan P , elle e n g e n d r e r a u n pa rabo lo ïde h y p e r b o l i q u e q u i sera 

coupé p a r tout plan para l lè le à Q suivant des d ro i t e s . D o n c , e tc . 

Cette seconde m a n i è r e d ' e n g e n d r e r un parabolo ïde h y p e r b o l i q u e , et p o u r la 

que l le on n e conna î t à posteriori q u ' u n des deux p lans directeurs, est t rés -u t i le 

dans les applications. 

Du sommet, de l'axe et des pians diamétraux principaux du paraboloïde hyperbolique 

4 6 3 0 É t a n t d o n n e s deux d i rec t r ices d ro i t e s li et K' ( et p a r sui te le plan direc

teur 0 des géné ra t r i ces du sys tème K ) et le plan directeur P a u q u e l do ivent êtr< 

para l lè les les g é n é r a t r i c e s du sys t ème G qu i se meuvent su r les d i r ec t r i ce s K et K', 

on p o u r r a toujours c o n s t r u i r e u n e géné ra t r i ce d ro i t e du système K p e r p e n d i c u 

laire à la d ro i te L , in te r sec t ion des deux p ians directeurs P et Q , et l 'on p o u r r a 

aussi tou jours c o n s t r u i r e u n e géné ra t r i ce d ro i t e du système G p e r p e n d i c u l a i r e a 

cet te m ê m e dro i te L 

Et en effet : 

Par un point / de la d ro i t e L m e n o n s dans le plan l J une d ro i t e D p e r p e n d i c u 

laire a L , par le m ê m e poin t / m e n o n s dans le plan (j une d ro i t e D ' p e r p e n d i c u 

laire a L , cela ta!» (-onstruisons une dro i te G, q u i , s a p p u y a n t su r K et K', sou 



paral lèle ;J J». elle sera é v i d e m m e n t para l lè le au plan P et elle -ce* i i - - é o - r - n ? 

s 'eneratriee droi te du système G du parabo lo ïde hype rbo l ique 2 

P o u r c o n s t r u i r e la d ro i t e G, il n o u s suffira de mener pai h h h ' doux pi;.«n>> 

} et Y' r e spec t ivement paral lèles à la d ro i t e D, ces p lans se couperon t suivant L-

J ROI te < » d e m a n d é e . 

Par la m ê m e ra i son , si l 'on a cons t ru i t d e u x généra t r i ces dro i tes q u e l c o n q u e s 

G et O' du parabolo ïde 2, ces géné ra t r i ce s s ' a p p u y a n t su r K ei K', il suffira de 

mene r par G et G' deux p lans X et X', r e spec t ivemen t para l lè les s la d ro i t e Dé et 

ces p lans se c o u p e r o n t su ivan t la d ro i te K, d e m a n d é e . 

Les deux droi tes G, et K se c o u p e n t en un po in t s, c e s ! a ce point q u ' o n > 

d o n n e le nom de sommet du parabolo ïde hype rbo l ique , et ia dro i te Z m e n é 

p a r l e s o m m e t s] et pa r a l l è l emen t à la d ro i t e L , a reçu le nom d 'axe du pa i a -

bo \ oïde hype i bol i q u e . 

Si nous concevons un plan R p e r p e n d i c u l a i r e à la d ro i te L . les géné ra t r i ces 

K, Ko, K", e t c . , se p r o j e t t e r o n t o r t h o g o n a l e m e n t sur ce plan R, su ivant des droi tes 

10", K" ;\ K'"", e t c . , para l lè les e n t r e elles et à la dro i te D ' ; de m ê m e les g é n é r a 

t r ices G, G r , Gn, e t c . , se p ro j e t t e ron t o r t h o g o n a l e m e n t sur ce plan R . su ivant 

ries dro i tes G" , G'vf, G"v!, e t c . , paral lè les e n t r e elles et à la droi te l e 

En. sor te q u e les d ro i t e s K" . . . et G 1 ". . . . d é t e r m i n e n t s u r ie plan R u n e sér ie 

de pa r a l l é l og rammes . 

Rien ne nous e m p ê c h e de suppose r q u e le plan R passe par les droi tes Ce 

et h , , des lors ce p lan sera un p lan tangent à la surface parabolo ïde 2 en son 

commet s. 

Cela pose : 

Menons p a r Taxe Z deux p i ans M et M' lesquels d iv isent en deux par t i es éga l e s , 

savon : le p ian M l 'angle § , q u e font e n t r e el les les d ro i tes G et K , , et le plan 

M l 'angle s u p p l é m e n t a i r e de 6. 

Ces deux p l ans se ron t p e r p e n d i c u l a i r e s au p lan R , paral lèles a la d ro i t e L . et 

r ec tangu la i res e n t r e eux. 

464. Cela p o s é , d é m o n t r o n s m a i n t e n a n t q u e la surface parabolo ïde 2 est s y m é 

t r i q u e p a r r a p p o r t à c h a c u n des deux p l ans M et M'. 

P r e n o n s le p lan R p o u r p ian vertical de pro jec t ion (fig. -232), ies droi tes G, 

et K s e ron t d a n s ce plan ; l 'axe Z sera p e r p e n d i c u l a i r e au pian R et passera par 

ie p o i n t s q u i est l ' in tersect ion des dro i tes G, et K,. 

P r e n o n s su r K, deux po in t s a et u1 équ id i s l an t s du po in t s,, on a u r a deux 

géné ra t r i ces G et G' passan t r e spec t ivement par a et a', lesquel les se ron t paral lèles 

y G, et p ro je tées en G a et G"\ 

P r enons su r G, deux po in t s b et b' équ id i s t an t s du point s et tels q u e sb = s a , 



on aura deux géné ra t r i ces K et K' passan t r e spec t ivemen t par b et bdesquelles 

se ron t para l lè les à K, et projetées en K* et K'". 

Les généra t r i ces G et K se c o u p e r o n t en un po in t p, 

— G f et K ? — p, 

K' et G — q, 

— K' et G' — q'. 

Le poin t p' é t an t en avant du p lan (G , , K, ) ou R , le po in t q sera d e r r i è r e 

oc p lan R. 

Le point p é tant aussi en avant du plan R , le po in t q sera d e r r i è r e ce plan R : 

en sor te q u e les po in t s p et p' é t an t p lacés en avant du p lan R , les po in t s q et q 

se ron t tous les deux s i tués d e r r i è r e ce p l a n R, 

Or . c o m m e on a p r i s as = a's = sb =: sb', il s ' ensu i t q u e les po in ts p', p ' et 

.* sont su r u n e dro i te Y M , et que les p o i n t s q'v, qv et s son t aussi su r u n e dro i te 

Y*', ces droi tes VM et Y M / divisant en deux par t i es égales les angles q u e font en t r e 

elles les d ro i tes G,et K , p u i s q u e asbpv, asb'p", a'sb'q" et a!sbq!v son t des losanges . 

Et c o m m e les po in ts pv, p", qv, qv sont les p ro jec t ions o r thogona les su r le p lan 

R des p o in t s p, p', q, q?, il s ' ensui t q u e les dro i tes VM et Y*" sont les t races su r le 

plan R de deux p lans M et M' p e r p e n d i c u l a i r e s au p lan R et passant le p lan M 

par les po in ts p et p\ et le p lan M ' p a r les po in t s q et q\ ces p l ans M et M' é tan t 

de p lu s les p lans b i s s e c t e u r s des angles q u e font e n t r e elles les dro i tes G, et K 

Et c o m m e apv = sb =~a'p'% on a : ap = a f p f , dès lors ppvz=zp'p'v, 

La dro i t e pp, s i tuée dans le p lan M , est donc para l lè le à V" ou au p lan R : et 

dès lors la d ro i t e Z q u i , passan t p a r le po in t s, est p e r p e n d i c u l a i r e au p lan R , 

coupera la dro i te pp en un po in t o, et l 'on a u r a op~op\ p a r c e q u e l 'on a 
i, /).• 

yzzzsp . 

On d é m o n t r e r a i t de m ê m e q u e la d r o i t e qqf, s i tuée d a n s le p lan M', est paral 

lèle à \ " f ou au p lan R et qu ' e l l e est coupée p a r l 'axe Z en u n po in t o\ mil ieu 

de qq', ct que le po in t o é tant en avant du p lan R le po in t o sera d e r r i è r e ce 

plan R , et que l 'on aura : 
os — o's 

On voit donc q u e le plan M coupe ra le parabolo ïde h y p e r b o l i q u e suivant , u n e 

courbe y c o m p o s é e d ' u n e b r a n c h e infinie et s y m é t r i q u e p a r r a p p o r t à la d ro i t e Z , 

pu i sque tontes les cordes pp'... pe rpend icu l a i r e s à Z se ron t coupées en leur m i 

lieu o... pa r cet te d ro i te Z. 

De m ê m e le pian M' coupera le parabolo ïde hype rbo l ique su ivan t une cou rbe 

composée d u n e b r a n c h e infinie et s y m é t r i q u e p a r r a p p o r t à la d ro i t e Z , et 

I. s courbes y ct y' .seront i n v e r s e m e n t placées pa r r a p p o r t au plan R , l ' une , 

é tant en avant de ce plan R , et l ' au t r e -/ d e r r i è r e ce p lan R. 



Cela posé : 

On voit q u e si su r la d r o i t e K, on p r e n d un point o a r b i t r a i r e et su r ia d r u m 

G, un po in t b\ tels q u e c h a c u n de ces points soit éga lement d is tant du sommet * 

et ayan t dès lors sa = sb!, les d ro i t e s G ( d u système G ) passan t pa r le po in t « et 

K' (dusystème K ) passant p a r le point b\ se coupen t su r le p i an M'; on voit aussi 

q u e si su r la d ro i t e G on p r e n d un point a r b i t r a i r e p, et su r la dro i te K' un poin t 

p', tels q u e l ' on ait : ap, = ///>',, la d ro i t e qu i u n i r a les po in t s p , e t p\ sera parai 

lèle a la d ro i te VM et sera divisée en deux pa r t i e s égales pa r le p lan M' auque l e ' h 

sera per pen dicula i r e . 

On p e u t d o n c é n o n c e r ce qu i sui t : 

Si ton mène le plan tangent R au sommet s d un paraboloïde hyperbolique 2 et si l ' o n 

construit les plans M et M' bissecteurs des angles que font entre elles les génératrices 

G, et Kj de systèmes différents se croisant au sommets, ces plans M et Mf diviseront 

en deux parties égales les cordes de la surface 2, menées , les unes parallèlement an/ 

plans R et M' et les autres parallèlement aux plans R et M. 

Ces deux p lans M et M' son t d i t s plans diamétraux principaux du parabolo ids 

h y p e r b o l i q u e . 

Et il est évident pa r ce qu i p r é c è d e q u e ie pa rabo lo ïde h y p e r b o l i q u e est s y m é 

t r i q u e pa r r a p p o r t à c h a c u n de ces p lans M et M'. 

405 . Les d ro i tes G, et K, qu i se c ro isent au s o m m e t s du parabolo ïde 2 com

p r e n n e n t e n t r e elles un ang le qu i est égal à l ' angle o q u e font e n t r e eux ies deux 

plans directeurs P et Q de la surface 2. 

Si d o n c les p l a n s directeurs P et Q sont r ec t angu la i r e s e n t r e eux , ies dro i tes G 

et K, se ron t auss i r e c t angu l a i r e s en t r e elles et d a n s ce cas toutes les géné ra t r i ces 

du système K c o u p e r o n t la géné ra t r i ce d ro i t e G, sous l 'angle d r o i t et aussi toute> 

les généra t r i ces du système G c o u p e r o n t la géné ra t r i ce d ro i t e K, sous l 'angle droi t 

Lo r sque les plans directeurs font e n t r e eux un angle q u i n 'es t pas d r o i t , le 

parabolo ïde est di t : oblique. 

Lorsque ies p lans d i r e c t e u r s font e n t r e eux u n angle d r o i t , le parabolo ïde est 

dit : droit ou rectangulaire. 

Des plans asymptotes du paraboloïde hyperbolique. 

4 6 6 , D 'après la génération du pa rabo lo ïde h y p e r b o l i q u e on voit q u e toutes les 

généra t r i ces du système K s ' appuyan t su r G, t enden t à m e s u r e qu ' e l l e s s 'é loignent 

de K<, à faire avec K, des angles a p p r o c h a n t de p lu s en p l u s de l 'angle d ro i t , et 

ce n ' e s t q u e p o u r le po in t s i t ué à l'infini s u r l ' une q u e l c o n q u e des géné ra t r i ce s 

du système G q u e la g é n é r a t r i c e du système K passan t par ce point s i tué à l i n -



fini l'ait un angle droi t avec K, ou en d ' au t r e s te rn ies est para l lè le a la d r o i t s f 

in tersec t ion des deux p lans directeurs P ct Q . 

En sor te q u e si Ton m è n e pa r u n e géné ra t r i ce d r o i t e G q u e l c o n q u e , u n plan l 

para l lè le au plan directeur P , ce plan T sera t angen t au parabolo ïde h y p e r b o l i q u e 2 

p o u r Je po in t s i tué à l 'infini su r la d ro i t e G, 

De m ê m e si l 'on m è n e p a r u n e géné ra t r i ce dro i te K q u e l c o n q u e un plan H 

paral lè le au plan directeur Q , ce p lan 0 sera t angen t à ia surface i p o u r le point 

s i tué à l 'infini su r la dro i te K. 

On peu t donc d i re q u e tout plan parallèle à l'un des deux plans directeurs d un 

paraboloïde hyperbolique coupe cette surface suivant une seule génératrice droite et qu'il 

est dès lors un plan asymptote delà surface. 

467. On sait q u e si l 'on a une su i te de dro i tes G, G-'. G", coupées par deux 

p ians paral lè les Y ct Y' en les po in t s gctg,, r / e t g!,, g" et . . . si on les c o u p e 

par un t ro is ième plan Y " para l lè le aux p lans Y et Y ' e n les p o i n t s g,, g\, on a -, 

(/<h ' (/(/r • (ff\ • e tc . ••:ggi:g'g',:g"g»> 

en sor te que si ie point g, est au mil ieu de la d ro i t e gg,, les poin ts g,, g",— 

se ron t r e spec t i vemen t au mil ieu des d ro i t e s g'g\, g"gu,•>••• • 

On peu t donc d ' après ce qui p récède , é n o n c e r ce qui suit : 

Si ton a deux droites K et K' non parallèles et non situées dans un même plan ; et 

si ton divise la. droite K en parties égales entre elles, chaque partie ayant une longueur 

égale à 1 , par des points 1 , 2 , 3 , 4 , . , . . et si ton divise la droite K' en parties aussi 

égales entre elles, chaque partie ayant une longueur égale à Y, par des points 1', 2''. 

3 ' , A',.. . et si ton unit les points homologues i et 1 2 et 2 r

; 3 et 3 ' . . . . . par des 

droites G , G', G f ' , , ces droites formeront un paraboloïde hyperbolique 

4G8. Les po in t s de division i et 1' pouvant ê t r e a r b i t r a i r e m e n t placés su r les 

droi tes K et K F et le r a p p o r t e n t r e les l o n g u e u r s / et t é tan t a rb i t r a i r e , on VOIT 

q u e par deux droi tes non s i tuées dans un m ê m e plan on peut faire passer U N E 

infinité do paraboloïdes hyperboliques. 

Je lieu des normales menées aux divers points de la génératrice droite passant par 

le sommet d'un paraboloïde hyperbolique. est un paraboloïde hyperbol'upie tjiii est 

toujours droit 

4(39. Soi! nonne un parabolo ïde h y p e r b o l i q u e 2 droit ou rectangulaire : imagi-

' P k u l o i n , nou» d é m o n t e r o n s que le théorème relatif au paraboloïde normnl est toujoui s If 

même , quel le que s n! la génératrice droite considérée sur un paraboloïde donné s . <v paraboloïde i 

•r-'ant inditTéreîomenf. -ddique on r^i-hntfrilnin-. 



•hoos l es g é n é r a t r i c e s K, el G se c ro isant a u s o r n n m l s de ce lie s u r f a c e L e s pian.-

d i r ec t eu r s i» r\ o .je erd.to s o r f c e e X »ei o»){. re-po:-{i\e-:uont. p e r p e n d i c u l a i r e -

'l;v ,e;.»>- II i l ; -

1 • 1 -, i>I .i, ' U . m h I I , S ; . i l - ' ' . ' , , - -

•• - , I,/ 1 ' ! 1 j . ' i 1 , 1 ï « î i !1 ' ' ! • !',;| |> ii- N \ 

\ i c % ' v i >* il î , / .i , " , ' • ! . ''C ' \ \ 

V " !'.a . u - I m ; * i i î i " surj-IR-' <-^d, : e i . : je dis d 'abord q u e h<. sur».t.- e : 

^ ti .-c !
 i î f ! - s - q t >. o que i-s p />/ t O> • U E U- • -•- . 

no > n m « -, > , ic A. ' ' ! s n Î .c , , !< s N ! N ' U * i > .I 

, . . . • ' 1 . U • • < p s •"!!«•- j ... ' 

. , ( i: , i > - , v .' 'e j dt >:!> IC , T - I \ e s ( I ' U ! 

\ v a n l d é m o n t r é q u e la sur iaco 2, e s t gauche, d é m o n t r o n s qu 'e l le e s t u n p a r a -

b o l o o l e h y p e r b o l i q u e , i d e n t i q u e ou supe rposab le au parabolo ïde 2. Pour d é 

m o n t r e r , m e n o n s p a r b c p r r n t s m , m', m"..... l e s géné ra t r i ce s K , K'\... o c 

sustente K «du n u r r d ^ H ' - ^ X) c" d è s l o r s para l lè les au p l a n d i r ec t eu r Q, Le p ! o< r 

p a s s a n t p a r les dro i tes G, c l K a u r a la dro i te K p o u r l i g n e d e p l u s ê ; a r i d e c e » t u 

p a r r a p p o r t au p i a n d i r e c t e u r P.. 

Do m ê m e les plans T' o u ( G., K' o T" ou ( o , A , 1 N : I . 

I - e s p e e ' I V I - O O N T p o u r l i g n e d e p lus g r a n d e pen te par r appo r t au u i e m e ••'.m L 

les P r o i e s L I ' K" , K e t c o m m e les d ro i t e s \ , N' , "N' , IV", - - , 

I i vemc-D T p " r p=. -N d i eu lai r e s aux dro i tes K. K', K" S - D I E * -.<• H O 

: ' P I O U ?OO 

Cela p o s e : 

Si 1 on r ega rde ia dro i te G. c o m m e étant O U a \ O do rolat iou et ï O N - o q ^ T E - e 

q u e les d ro i te* N . o ' , N " , . . . . res tant fixes dans l ' e s p a c e , les droi tes K & , ?\ 

ï e u r n o n t r e spec t ivement a u t o u r de l 'axe G, et opè ren t c h a c u n e u n qua r t d e r é v o 

l u t i o n , ces droi tes K , K', K " , , . . . v i endron t en m ê m e temps se s u p e r p o x r R E S -

pee i ivement sur les N U I maies N , V , N" , et la surface .Y, a p r è s un q u a r t do M -

solution a u t o u r de l 'axe G, \ i e m l r a d o n c se supe rpose r sur la su r (ace 2. « A N I S I i,. 

surface 2.. n 'est a u t r e q u ' u n parabolo ïde h y p e r b o l i q u e . i d e n t i q u e o u - o p e E N 

sable à la surface r . 

Les deux plans d i r ec t eu r s P et Q se coupent su ivant une d ro i t e L a H I Q U C I I E 

plan P ou (G, , K,) est p e r p e n d i c u l a i r e . 

Pendant le mouvement de ro ta t ion de la surî'aee i au tou r do Taxe {, îe plan t 

é tant supposé e n t r a î n é , on o n t q u d l p r e n d r a la positif.n P, porpcndico!air<- •* la 

file:///vanl
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droi te L ou paral lè le au plan R . e t q u e cela a u r a l ieu lo r sque le q u a r t de r é i o l u -

tion sera accompl i . 

On peu t d o n c énonce r ce qu i sui t : 

La surface 2X déterminée par les normales N , iV, N" , est un paraboloide hyper-

bolique droit ou rectanqukdre, ayant pour plans directeurs le plan Q et le plan R 

De la section, faite dans le paraboloïde normal 2S par un plan parallèle au plan directeur 

du paraboloide 2, 

•470. Si Ton coupe la surface 2t d é t e r m i n é e pa r les no rmales N , N' . V , . . . . 

par u n p lan X paral lè le au plan d i r e c t e u r P , la section sera u n e hyperbole équilofere-

Et en effet : 

É t an t d o n n é e s les géné ra t r i ces d ro i t e s de systèmes différents G, et K de fa surface 

parabolo ïde 2 et se c ro i san t r e c t a n g u l a i r e m e n t au s o m m e t s de cet te s u r f a c e , si 

nous m e n o n s au po in t s une d r o i t e Z p e r p e n d i c u l a i r e au plan R ou ( G,. K, ) , on 

aura Taxe de la surface >_ 

Pour ce p o i n t s la d ro i t e Z est la n o r m a l e à la surface 2 p u i s q u e le p lan R est 

t angen t à ce t t e surface 2 au point, .v. 

Cela p o s é , on p o u r r a p r e n d r e p o u r plans directeurs de îa surface 2, les p lans 

0 ou ( K , , Z ) e t P ou ( G , , Z ) ; et l 'on p o u r r a p r e n d r e p o u r plans directeurs de la 

surface n o r m a l e 2. les p ians Q ou ( K,, Z ) et f l ou ( G,, K, ) . 

Cela posé : 

P r e n o n s u n plan Q' pa ra l l è le au p lan Q ou ( K , , Z ) p o u r plan vertical de p ro 

ject ion et le p lan P r para l lè le au p ian P , ou ( G , , Z ) p o u r plan hor izonta l de 

pro jec t ion (fig. 2 3 3 ) . 

Dans le p l an hor izonta l on aura la géné ra t r i ce G', dans ie p lan vertical on aura 

la géné ra t r i ce K , f , 

Les géné ra t r i ces K, K f , K " , . . . . passan t pa r les poin ts m , m 1 , m ' d e la géné

r a t r i ce G s p e r c e r o n t le p lan hor i zon ta l aux po in t s p, p', p",... s i tués su r G'. 

Les p lans T , T' , T " , . . . t angen t s aux po in t s m , m' , m", à la surface pa rabo

loïde 2 , a u r o n t p o u r t races ve r t i ca les , V 1 ou K v , V 1 ' ou K", V T " ou K i ? v , . . . . et p o u r 

t races ho r i zon ta l e s les d ro i t e s H 7 , H T ' , H 1 " . . . . p e r p e n d i c u l a i r e s à la l igne de t e r re 

LT et passant r e spec t ivement p a r les po in t s p , p, p" 

Les no rma le s à la surface S a u r o n t p o u r p ro jec t ions ver t ica les , les dro i tes IV, 

N'% N ' " \ . . . passan t tou tes p a r le po in t sv ou G," et r e spec t ivemen t pe rpend i cu l a i r e s 

h Y \ V T f . V T , \ . . . . et p o u r pro jec t ions hor izon ta les les dro i tes K \ K ' \ K " \ . , . . 

Cela posé , si l 'on coupe les dro i tes N . . . . pa r un p lan X para l lè le au plan h o r i 

zontal , on aura les po in ts <d, « " , . . . , formant u n e c o u r b e «5 dont la projec t ion 



hor izonta le f sera une hype rbo le é q u i l a t e r e , ayant sn p o u r cen t re et H t, 

p o u r a sympto tes . 

Et en effet : 

Les t r i ang les G;qa,! et G'y"in'\ Gl

vqa"> et G['
Jm!'hph, GSqcf et G / W " ' p l : . . . , . sont 

^ m b l a b l e s , on a donc : 
a"q : qG; ; ; G/m"" ; »<'>' 

aTq : g G 1 " : : G 1 W " , : w ? V v 

a > ; qGr

v : : G . V : w . "y 

etc 
d ' O Ù 

«"ç X m ' V ' = a'vq x m"hp'* = a*g X m'"1/)* —- etc -~ qG; X G . . V = constante = (' 

O r 

1" a"q =•- m!'ha"h et «"^ = a î f tm' fc et a''q~a/mh et ... ., 

2 • m"*p" — »»"'/>' et m" hp f t = w''/> et 

Et l 'on a , en vertu des t r iangles semblab les Kt

kmhpt K / W y , K \ m ' > ' ' , , , . 

m'-p : m 'V : m " y : etc : : K , V : K. V : K/'m"" : etc. 

On a dont 

K,'W' x ' m V = K ? m ^ X « 1 ^ = K / W * x wFV* « = c o n s t a n t e C . 

Or, p r e n a n t les dro i tes G/'1 p o u r axe des abscisses x et Z" p o u r axe des ordon

nées y. et r ep ré sen t an t les coo rdonnées du p o i n t a'1 p a r x et 2/ 

a № p a r x'' et 
a''" par x" e t 

etc 
0 1 p o u r r a écr i re les équa t ions (1) sous la forme : 

xy = x'y'~x"y" — — c o n s t a n t e — C 

Or. n o u s avons d é m o n t r é ( n° S'il) q u e la c o u r b e qui avait pont e q u a t i o n 

e?/~=~G étai t u n e h y p e r b o l e r a p p o r t é e à ses a sympto tes , 

Vinsi la c o u r b e ^ est u n e hype rbo le r appor t ée à ses asympto tes G," et Z' qui 

sont rec tangula i res e n t r e e l l e s : l 'hyperbole dk est d o n c équilatere. Et îa cou rbe - , 

étant dans un plan X para l lè le au p lan hor izonta l de p ro j ec t i on , sera u n e cou rbe 

iden t ique ou superposab le à sa project ion dh. Ainsi tout plan X paral lè le au plan 

d i rec teu r ( G , , Z ) coupe le parabolo ïde n o r m a l I, su ivant une hyperbo le q u i <• 

p o u r a sympto te s les dro i tes suivant lesquel les sont coupées p a r l e p l a n sécant S 

les plans (( .b, K, ) et (K , , Z ). 



n i -Su-H:- che rche r a conna î t r e la n a t u r e géomét r ique de la co,.;rb«: o n ¡ ; ¡ U ; Í 

FAEIH ' rm-m d é m o n t r e r q u e les d ro i t e s G/'' et 7/ sent d».-u s av. I U J ; « C ¡ C < OÍ ^ C Í O 

>-<!i;fd)é: «'•' en (die! : 

Désignons par 'N... ies géné ra t r i ce s du pre-m'-cr système de ie >-mdaee ma» n e d o 

2 e¡ pai M íes genera t r i ces du second système, 

! .os généra t r i ces M.. . au ron t pour ?;/AJI dWeeienr le pian . iv . X * «. ; Se* ¿e;. v;.t 

¡rices M..... a u r o n t p o u r ¡Aun directeur le p lan ( K,, G, ) . 

H est évident que la droi te G, sera u n e des g é n é r a t r i c e s du V K C O K M et que 

'*e\e Z c ora m e des gene ra t r i ces du sys tème ¡N. 

í .<.'.!a posé : 

! es d ivers pe in ts de la c o u r b e 6 s e ron t ceux en lesquels le pian \ q t u o-o h n n 

/•m lai c t u p c r a les diverses géné ra t r i ces N . . . . et M . , . . par conséquen t c e t t e c o u r b e 

r} a m a deux poin ts s i tués à Pin fini et qu i se ron t ceux en lesquels ie pian X cf-upe 

les dro i tes G , et Z q u i lui sont para l lè les . 

Voyons , m a i n t e n a n t , si pour ces p o i n t s si lues à I inlini la cou rbe o y des t an -

.UEII ' c s s i tuées à distar;ce Unie ou en d ' a u n e s t e rmes des ttsy-npi>.,ies 

Pc plan Y passen t par G, ct paral lè le au plan directeur ( K .. G. } est on pian 

asvmptole à la surface Z et fa t o u c h e au point s i tué a i infini su r G.. 

Le pian Y, passant pa r Z et para l lè le au pian directeur { K, , Z est UÍ¡. p ian 

îisyrnpiole à la surface Z, cl la t ouche au poin t s i tué a f infini su r Z [if 424}.. 

Le plan X coupera donc r e s p e c i i s e m e a i les pl .ms Y ct Y, qui sont roe¡angu

laires m u r e eux et qu i sont tous les deux p e r p e n d i c u l a i r e s à ce p lan X, su ivan t 

des d ro i tes A et A, q u i se ron t les a sympto te s d e m a n d é e s . 

Il est évident q u e les d ro i t e s A et G, , A : ci Z sont r e spec t ivement paral lè les 

eüír . elles. 

Dans la (fig, 233) n o u s n ' avons dess iné q u ' u n e des deux b r a n c h e s de l ' h y p e r 

bole 61 mais il est facile de se p r o c u r e r de* po'mí*. <¿e ia seconde b r a n c h e de 

cet te courbe 8 , en c o n s t r u i s a n t des n o r m a l e s à -a surface Z pour les po in t s qui. 

si tués su r G, sont en avant du pian ( Z . Iv ; 

D'après ce qui p r é c è d e , (m peu t énonce r ce (pu sui t 

Si Ion a un paraboloide hyperbolique 2 droit <>n ict.ianqi.doire, si l'on mené une 

suite de plans parallèles au plan T tangent à la s w face 1 en san sommets, ces plans 

couperont la surface 2 suivant des hyperboles eqailaîères, semblables et sembîablement 

placees, si les plans sécants sont situés d un même (été. par rapport au plan T ; et 

couperont cette surface I suivant des hyperboles èquihiteres dont les axes transvases 

seront à angle droit, si ces plores sécants sont, les uns a droite et tes autres à gauche 

du plan T: les centres de toutes les hyptrindes de wüt.-n seront situés sur laxe Z et le¿ 



asymptotes de ces courbes seront parallèles aux generatrices droites ci de systèmes 

différents G, et K, de la surface 2 qui se croisent à angle droit en son sommet s. 

Théorie du raccordement (suivant une génératrice droite) entre deux surfaces gauches 

472. Raccordement des surfaces gauches déterminées par le premier mode de 

génération, et a ins i : par une droite se mouvant sur trois courbes ; dès lors , on se d o n n e 

une surface gauche 2 pa r ses t rois d i rec t r i ces cou rbes C , C f , G", et l 'on suppose 

«pie I o n conna isse u n e g é n é r a t r i c e dro i te G de cet te surface 2. 

Gela posé : 

On p ropose de c o n s t r u i r e en u n po in t m de la géné ra t r i c e G un plan tangent 

T a la surface réglée 2. 

La dro i t e G c o u p e les directrices, savoir . G en un po in t a, G' en un po in t b' et 

G" en un po in t d. 

Concevons (fig. 234 ) la t angen te B à la c o u r b e G au po in t a 

— 6 f — G' — b 

— G " — c —; d 

Si Ton fait mouvoir su r les t ro i s d ro i t e s G, S', 6", la géné ra t r i ce d ro i te G , on 

e n g e n d r e r a u n hype rbo lo ïde à u n e n a p p e A q u i , en g é n é r a l , ne sera pas de révo

lut ion ( n J 4 2 4 ) , et si en effet cet te surface A était t angen te à la surface 2 t ou t 

le long de la géné ra t r i ce G , on voit qu ' i l suffirait de c o n s t r u i r e p o u r le p o i n t m 

le pian t angen t à la surface A , p o u r avoir le plan t angen t en m à la surface réglée 

et générale 2. 

O r , c 'est p r é c i s é m e n t ce q u i a lieu , a ins i q u e n o u s a l lons le d é m o n t r e r . 

Le p ian 0 t a n g e n t au po in t m est d é t e r m i n é , p o u r la surface réglée 2 , par la 

géné ra t r i ce d ro i t e G et la t angen te G en a à la c o u r b e C. Or, ce p lan 0 est en 

m ê m e t e m p s t angen t à l ' hype rbo lo ïde A pu i sque G et B sont ( s u r cel te surface A ) 

deux géné ra t r i ces dro i tes de systèmes différents se c ro i san t au po in t a. 

Par les m ê m e s ra isons : 

Le plan 0 ' pas san t par les d ro i t e s G et 6' est un plan t angen t c o m m u n t a u 

point b ) aux deux surfaces 2 et A. 

E t le p ian 0 " passant par G et 6" est un plan t angen t c o m m u n ( au point rf)au* 

deux surfaces 2 et A. 

Ainsi les deux surfaces 2 et A on t la généra t r i ce d ro i t e G qui leur est c o m m u n e , 

et en m ê m e t emps elles on t en les t r o i s po in t s « , b. d de, ce t te d ro i t e G trois 

p lans t a n g e n t s c o m m u n s , savoir les p lans 0 , 0 ' , Q". 

Gela posé : 

H 3 . D é m o n t r o n s le t h é o r è m e s u i v a n t : 

•r : e,;s'. . y.i 



Lorsque deux surfaces gauches ont une génératrice droite commune, et trois plans 

tangents communs en trois points arbitraires de cette génératrice, ces deux surfaces 

ont les mêmes plans tangents tout le long de cette génératrice. 

Concevons t ro i s cou rbes С , С', C" (fig. 231 ) c o m m e é t an t les directrices d ' u n e 
surface gauche 2 . 

Cons t ru i sons u n e géné ra t r i ce d ro i t e G de cet te surface 2 ; cet te généra t r i ce G 

•«игре les c o u r b e s directrices G au p o i n t a , С au po in t b, C" au point d. 

Concevons le plan 0 tangent en a à la surface 2 . 

0 ' ~~ b — 

e f ' — d — 

\ i n s i , le plan 0 passera par la géné ra t r i c e G et la t angen te 9 à la cou rbe C, 

0 ' _.. — G — 9' — G'. 

0 " - — G — h" — G". 

Cela posé : 

Traçons d a n s le pian 0 u n e dro i te 9, passan t pa r le po in t a , et imaginons une 

c o u r b e G, s i tuée d a n s l ' e s p a c e , et ayan t 9, p o u r t a n g e n t e au po in t a. 

Traçons de la m ô m e m a n i è r e , dans les p lans 0 ' et 0 " , des d ro i tes 6 / et 6/'' 

passant respec t ivement par les points b et d, et imag inons dans l 'espace deux 

courbes С / et C / ' ayant la p r e m i è r e G/ pour t angen te au po in t b, et la seconde 

•V p a u r t angen te au point d. 

En faisant m o u v o i r la d ro i t e G su r les trois cou rbes directrices G , , G / , G,", 

on e n g e n d r e r a u n e seconde surface gauche 2 , ayan t en c o m m u n , avec la p r e 

m i è r e surface gauche 2 , la d ro i t e G , et ces deux surfaces réglées 2 et 2 , a u r o n t 

mêmes p ians t angen t s © , 0 ' , 0 ' ' en les t ro is po in t s a, b, d de la généra t r i ce 

d ro i t e c o m m u n e G. 

Cela pose : 

Je dis q u e les deux surfaces 2 et 2, son t t angen tes l ' une à l ' au l re tout le lorri' 

e la droi te G, p ropr i é t é q u e l 'on exp r ime en d ' au t r e s t e r m e s , en disant q u e 

î d e u x surfaces 2 et 2. se raccordent tout le. long de la d ro i te G. 

У Л en ci lot : 

t r o i s c o m b e s d é t e r m i n a n t le m o u v e m e n t d ' u n e d r o i t e , si su r la surface 2 

engend rée par la dro i te G se mouvan t su r les t ro i s courbes C , G', G", on p r e n d 

t iois au t r e s courbes y. -/. p o u r directrices de la d ro i te g é n é r a t r i c e , on ob t ien-

d t a toujours la m ê m e surface 2. 

Cala nos.:' : 
I 

Coupons les deux surfaces 2 et 2, par t ro is plans c h a c u n de d i rec t ion a rb i t r a i r e 

file:///insi


P, P', P " , mais passan t le plan P par le point a. le p lan P ' par le po in t t>. le 

plan P , f p a r le poin t d. 

Le p lan P coupera la surface 2 su ivant u n e c o u r b e y, et la surface Z. s n h a m 

une c o u r b e ys, et le plan © s u i v a n t u n e d ro i t e t, t angen te c o m m u n e des courbe* 

7 et y, au po in t a. 

De m ô m e les p lans P' et P" c o u p e r o n t 2 et 2, suivant y ' e t y., y" et y et le-

p lans 0 ' et 0 " su ivan t les dro i tes t' et t" q u i se ron t r e spec t ivemen t u n e tangente 

c o m m u n e aux courbes -/ et y/ au po in t ù, et aux c o u r b e s y" et y,'" au poin t d 

Cela posé : 

La surface 2 p o u r r a ê t re cons idérée c o m m e e n g e n d r é e par la dro i te G se HÏÏU • 

vant s u r les trois c o u r b e s planes y, y', y", et la surface 2, p o u r r a ê t re cons idé rée 

c o m m e e n g e n d r é e par la m ê m e dro i t e G se mouvan t su r les t rois cou rbes piano.* 

/1 •> / l ? /1 • 

Or, si n o u s cons idé rons les deux cou rbes y et y , , c o m m e elles ont en a une 

t angen te c o m m u n e t, il s 'ensui t qu 'e l les ont en c o m m u n un é lément rec t i l igne «//.. 

le po in t d é t an t le po in t successif et i n f in imen t voisin du po in t n, soit su r la 

cou rbe y, soit sur la c o u r b e yt. 

Si d o n c n o u s imag inons la géné ra t r i ce G' q u i , passant par le poin t d, s ap

puie s u r les cou rbes y et y", elle coupera y' en un po in t / / in f in iment voisin 

du po in t 6, et el le coupera y" en un po in t d in f in iment voisin d u po in t (/ 

Et de m ê m e cet te d ro i te G' coupe ra les cou rbes y / et y / , la p r e m i è r e en un 

point W in f in iment voisin de b, et la seconde en un po in t d'infiniment voisin de d 

Or , bb- et dd! s e ron t r e spec t ivemen t les éléments recùlignes des cou rbes / et - / ' , 

et bb[ et dd s e ron t aussi les éléments rectitignes des courbes y/ et y / ' ; et c o m m e 

ces c o u r b e s y', y' et y", y," on t même é l émen t rect i l igne en les po in t s b et d , il 

s ' ensui t q u e les deux surfaces 2 et 2, a u r o n t en c o m m u n les deux généra t r i ces 

d ro i t e s success ives et in f in iment voisines G et G', et dès lors ces surfaces 2 ei. 2, 

on t en c o m m u n un é lément superficiel gauche c o m p r i s e n t r e les deux droi tes G 

et G'. 

Cela posé : 

Si p o u r un poin t m de la droi te G nous m e n o n s un plan de d i rec t ion a rb i 

t r a i r e y, ce plan coupera la surface 2 suivant une courbe o, et la surface 2 . sui

vant u n e c o u r b e 3 , , et la géné ra t r i ce G' en un point m qu i sera successif et infi

n i m e n t voisin du po in t m , et cela a lieu pa rce q u e e n t r e G et G' on ne peu t pas 

p lace r u n e dro i te a p p r o c h a n t p lus p rès de G que G' n ' en a p p r o c h e , d ' a p r è s le mode 

de généra t ion a d o p t é , p u i s q u e nous avons tout basé su r l ' hypothèse p r i m o r d i a l e 

et qu i ser t de point de dépar t à toutes nos cons idé ra t ions infini tésimales subsé -



q u e r i t es , savoir : q u e le poin t a' était le po in t successif et iritirn nient V O I M U O U 

poin t a. 

Dès lors la c o u r b e o et ia c o u r b e o, a u r o n t p o u r élément rectiîigne c o m m u n 

Vêlement mm q u i , p r o l o n g é , d o n n e r a u n e d ro i t e \ qu i sera p o u r îe poin t m ia 

t angen te c o m m u n e aux c o u r b e s o et r],. 

Donc , le p lan r. d é t e r m i n é par les d ro i t e s G et \ sera t angen t en le point m et 

a la surface 2 et à la surface 2 , . 

474 . On p e u t donc affirmer que lo r sque deux surfaces gauches 2 et 2, ont u n e 

généra t r i ce d ro i t e G c o m m u n e et des p ians t angen t s c o m m u n s en t ro i s points 

a r b i t r a i r e m e n t s i tués s u r ce t t e d ro i t e G , elles o n t m ê m e pian t angen t en c h a c u n 

des po in t s de cel te d ro i t e G ; ce q u e l 'on e x p r i m e en d isant : q u e les deux s u s -

faces 2 et 2 , se raccordent e n t r e elles su ivant la d ro i te G. 

De ce qu i p r écède on p e u t conc lu re ce qu i sui t : 

475 . Si l 'on a u n e surface gauche 2 e n g e n d r é e par u n e d ro i t e se mouvan t sur 

trois c o u r b e s (directrices) C, G', G", e t si l 'on cons t ru i t t rois p l ans 0 , 0 ' , 0 " passant 

par u n e des géné ra t r i c e s dro i tes G de ce t te surface 2 , ces p lans é tan t respecti

vemen t t angen t s à la surface 2 en les poin ts m, m', m", s i tués su r la géné 

ra t r ice G, 

Si d a n s le plan 0 on m è n e une d ro i t e 9 a r b i t r a i r e mais passant par ie poin t m. 

e f — <J! —• — m1. 

Q" <r — — m " . 

i ' hyperbo lo ïde à une n a p p e A e n g e n d r é par la d ro i t e G se mouvan t sur les 

trois d ro i t e s 9, 9', 9", se raccordera avec la surface 2 tou t le long de la géné ra 

t r ice G, 

El c o m m e d a n s le p lan 0 on peu t m e n e r pa r le po in t m une infinité de droi tes 

S, 9 , , 9 7 , . . . et c o m m e auss i l 'on p e u t faire la m ê m e chose p o u r les p ians 0'* 

et 0 f , on se t rouve c o n d u i t à énonce r le théorème su ivant -. 

Il existe une infinité d"hyperboloïdes ci une nappe à, A , A ' \ . . . tangents a une 

surface gauche 2 tout le long d'une génératrice droite G de cette surface gauche I. 

Construction du plan tangent en un point m de la génératrice droite d un hyperboloïde 

à une nappe A donné par trois directrices droites 9 , 9', 9". 

476 . Sur ia droi te 9, on p r e n d r a deux poin ts (à d i s t ance finie) p et g; ensu i te . 

E Par ie point p et la d r o i t e 9 , on fera passer un pian R ; par le po in t p et la 

d ro i te 9 7 / , on fera passer un p lan R ' ; les deux p lans R et R' se c o u p e r o n t su ivan t 

une dro i te G, qui s ' appuyera s u r les t ro is dro i tes 9 , 9' et 9" et qui sera dès lors 

u n e des généra t r i ces d ro i t e s du système G de l ' hype rbo lo ïde A 



-I' Pa r m poin t o oi la d ro i t e S', on fera passer u n p ian Q j pa r ie point a ei la 

droi te 9 " , on fora passer un plan Q ' ; les deux p lans Q et Q' se c o u p e r o n t suivant 

une dro i te G qui s ' appuiera su r les t rois dro i tes ; , 9', 9 f / et qu i sera dés lors um 

des géné ra t r i ces droi tes du système G de l 'bypei 'boîoïde A 

Gola fait ; 

En faisant mouvoir la d ro i te v sur G , G , , G 2 , on e n g e n d r e r a le m ê m e hvpei -

boloïde A; si donc par îe po in t m et la d ro i t e G,, on fait passer un p lan Y. p a o 

par îe m ê m e point-JH et la d ro i te G, un second p l an Y', les deux p lans Y et. > ' M -

c o u p e r o n t su ivan t u n e dro i te 9, qui s ' appu ie ra s u r les t ro i s d ro i t e s G, G... G. et 

qui sera dès lors une géné ra t r i ce dro i te du système 9 de l ' hyperbo lo ïde A . 

Le plan T d é t e r m i n é par les deux dro i tes G et 9, sera donc tangent en ?.a ;, ;do. . 

pe rbo lo ïde A. 

4 7 7 . Ce qui p rocède nous p e r m e t de r é s o u d r e ie p r o b l è m e suivant : 

Etant donnés une surface gauche 2 par trois courbes directrices C , G , G" t / aw 

génératrice droite G t/e ce/îe surface 2 et un point m sjfr G, construire en ce point m o 

p/«?? tangent T ù /« surface réglée 2, 

L'on d é t e r m i n e r a les po in t s « , a', a" en lesquels la d ro i t e G coupe respect ive

m e n t les c o u r b e s C , C", G", on cons t ru i r a à ces t ro i s courbes l eu r s tangente-- . 

savoir : 9 à C au po in t « , 9 r à G' au poin t a\ 9" à C" au po in t a"; cela fait , » t 

n ' au ra p lu s q u ' à r é s o u d r e (n" 476) le p r o b l è m e su ivan t : Construire le plan tau qui.: 

au point m de l'hyperboloïde a une nappe A ayant pour directrices les droites 9 , ••• . v 

Ce plan se ra p réc i s émen t le p lan T d e m a n d é , p u i s q u e les deux surfaces 2 et à 

raccordent e n t r e elles tout le long d e l à d ro i te G , c o m m e ayan t t ro i s p lans [ aeaeo i -

c o m m u n s en les points a. a\ a" de cet te géné ra t r i c e G de racecordement. 

Raccordement des surfaces gauches engendrées par le second mode de géneration 

ainsi : par une droite se mouvant sur deux courbes directrices et parallèlement a ea 

cône directeur, 

4 7 8 . Concevons (fig. 235) deux cou rbes C et G' s i tuées d a n s l 'espace et un eou< 

A ayant p o u r s o m m e t îe point s et p o u r directrice une c o u r b e B. 

Fa isons m o u v o : r su r les deux courbes C et G' u n e dro i te G et de telle manier t 

q u e p e n d a n t son m o u v e m e n t elle soit para l lè le au cône A, ce qu i veut d i r e qu e n 

chacune de ses posi t ions elle sera paral lè le à l ' une des géné ra t r i c e s droi tes du 

(aine A. 

Nous avons appr i s ( u° 4.22 ) à c o n s t r u i r e les d iverses généra t r i ces droi tes d: 

la surface gauche i ainsi engendrée . 

Cela posé : 

Imag inons une géné ra t r i ce dro i te G de la surface 2 coupan t les courbes din- -



tricen C et ( j ' r e spec t ivemen t aux po in t s o. el et paral lè le y u n e généra t r i ce 

droi te G, du cône directeur A. 

Concevons su r la c o u r b e C un poi n i a1 successif et m u n i m e n t voisin du p o i n t « . 

¡H imaginons la g é n é r a t r i c e d ro i t e G' de la surface 2 passant par ce point a'. 

La dro i t e G' coupe ra la c o u r b e C au po in t / / qui sera Se successif et infini

m e n t voisin du po in t b, cl elle sera para l lè le à la d ro i t e G / qui sera s u r ie cône à 

là géné ra t r i ce dro i te successive et inf in iment voisine de la généra t r i ce G,, 

Dès lors : les éléments rectilujnes aa! e t bb' é t an t p r o l o n g é s , donneront , les tan

gentes 9 et f/ au poin t a de la cou rbe G et au poin t b de la cou rbe C ? , et le p lan 

P d e t e r m i n é par les deux droi tes G, et G's sera le plan tangent au cône A su i 

vant la d r o i t e G t . 

Si l 'on fait mouvoi r la droi te G sur les deux t angen te s 0 et S' et pa ra l l è lement 

au p lan P , on e n g e n d r e r a un parabolo ide h y p e r b o l i q u e I . , , et il faut démont re r 

q u e cet te surface 2, est t angen te à la surface réglée 2 tou t le long de la d ro i te G 

ÍNous p o u r r o n s tou jours c o n s t r u i r e le p lan Q para l lè le aux dro i tes 9 et S', le 

pa rabo lo ide 1, p o u r r a donc ê t r e cons idé ré c o m m e e n g e n d r é p a r la d r o i t e S se 

mouvan t su r deux géné ra t r i c e s du système G et pa ra l l è l emen t au plan Q, 

Cela posé : 

Si en un po in t m de la géné ra t r i ce G , on voulait c o n s t r u i r e le p lan T t angen t à 

la surface réglée 2, il faudra i t t racer s u r cet te surface 2 une c o u r b e y passan t par le 

poin t m et le p í an T serai t d é t e r m i n é p a r la t angen te en m à ce t te c o u r b e y et 

par la d ro i t e G. 

Si donc n o u s c o u p o n s la surface 2 pa r un pian Q ? q u i , passant p a r le po in t m . 

sera paral lè le au p lan Q , ce plan Q' coupe ra la surface 2 su ivant u n e c o u r b e y et 

le pa rabo lo ide 2¡ su ivant u n e géné ra t r i ce d ro i t e 9, du système 9. 

Or ; j e dis q u e la c o u r b e y a p o u r t angen te au po in t m la dro i te Ç,. 

Et en effet ; 

Les d ro i tes G et G ? sont des g é n é r a t r i c e s success ives cl in f in iment v o i s i n e s , 

soit p o u r la surface réglée 2, soit p o u r le paraboloide 2,5 dès lors le plan (V cou

pe ra la d ro i te G' en un poin t m' qu i sera ie success i f et i n f in imen t voisin du poin t 

m, donc mm sera l'élément rectiligne de la c o u r b e y ; mais cet é l émen t p ro longe 

d o n n e la d ro i t e 0, : donc 0, est la t a n g e n t e en m à la c o u r b e y ; ainsi se t rouve 

d é m o n t r é q u e les deux surfaces 2 e t 2, o n t en un po in t q u e l c o n q u e m de la 

droi te G , qui leur est c o m m u n e , m ê m e p lan t angen t . Le pa rabo lo ide 2, se rac

corde donc avec la surface réglée 2 t ou t le long de la g é n é r a t r i c e d ro i t e G. 

479 . Ce qui p r écède p e r m e t de c o n s t r u i r e en un po in t m d ' u n e généra t r ice 

d ro i te G d ' une surface réglée £ , d o n n é e par deux cou rbes directrices G et C' et un 

cône directeur A , le plan t angen t T à cette surface 2 . 



Et en effet : 

Nous m è n e r o n s la géné ra t r i ce G l d u cône A, pa ra l l è l e a la géné ra t r i c e d o n n é e 

G de la surface 2 ; nous c o n s t r u i r o n s le plan P tangent au cône A suivant la géné

ra t r ice G , ; n o u s c o n s t r u i r o n s les t angen tes 5 cl r / aux c o u r b e s d i rec t r i ces C et C 

aux po in t s a el b en lesquels ces cou rbes sont coupées par la dro i te G; n o u s 

c o n s t r u i r o n s u n e d ro i t e G, (à d i s t ance u n i e ) s ' appuyan l su r 9 ei 5' et paral lè le 

au plan P ; n o u s m è n e r o n s par le point m un p lan Q' paral lè le aux d ro i t e s G et 

ce plan c o u p e r a G* en un p o i n t » , et le plan T d e m a n d é sera d é t e r m i n é par íes 

d ro i t e s G et mn. 

4 8 0 . Ayant cons t ru i t aux po in t s a et b les p lans 0 et 0 f t a n g e n t s à la surface 

réglée 2, n o u s p o u r r o n s t r ace r d a n s le plan 0 u n e dro i te ). a rb i t r a i r e , mais passant 

par le po in t a; de m ê m e n o u s p o u r r o n s t racer dans le plan 0 ' une d ro i t e >.' a rb i 

t ra i re , mais passan t par le po in t b. 

Si p a r les droi tes /. et )./ nous m e n o n s des plan?, q u e l c o n q u e s X et X' , ils c o u p e 

r o n t la. surface 2 su ivant des cou rbes C, et C , et nous p o u r r o n s faire mouvoi r la 

d ro i te G su r ces cou rbes C, et G', e t pa ra l l è l emen t au cône A et n o u s e n g e n d r e 

rons tou jours la m ô m e surface réglée 1, 

En r e m p l a ç a n t donc les cou rbes d i rec t r i ces p r imi t ives C et C' pa r les courbes 

C, et C',, nous a u r o n s un nouveau pa rabo lo ide h y p e r b o l i q u e 2,' e n g e n d r é par L 

dro i te G se mouvan t parallèleaKînt au plan P , en s ' a p p u y a n t su r les dro i tes > 

et >/, et ce parabolo ide 2\ sera tangent à la surface d o n n é e 2 ïoiu lo long do i a 

d ro i t e G. 

On peu t donc énonce r le théorème su ivant : 

Il existe une infinité de paraboloides hyperboliques 2t> 2i\, 2,",.... tangents a une 

surface gauche 2, tout le long dune génératrice droite G de celle surface 2 (celte sur

face 2 étant donnée par deux courbes directrices et un cône directeur). 

4 8 1 . Parmi tous ees paraboloides 2,... de raccordement, il en exis te év idemment 

tou jours un 27 qu i est droit ou rectangulaire, et qui a p o u r plan d i r e c t e u r Q , un 

plan p e r p e n d i c u l a i r e à la d ro i t e G de raccordement, en sor te q u e ce paraboloidi 

r e m a r q u a b l e a son sommet s i tué su r la d ro i t e G ; l 'exis tence du paraboloide 2. 

n o u s permet., en vertu de ce qui a été d i t n u 4 6 9 , d ' énonce r le t h é o r è m e sui vaut 

Si en les divers points m , m' , tu",— dune génératrice droite G d'une surface 

réglée 2 (donnée par deux courbes directrices et un cône directeur) nous menons les 

normales IN, TV, TS",..... à cette surface 2, toutes ces normales formeront un parabo

loide hyperbolique, droit ou r e c t angu l a i r e . 

1 8 2 . P a r m i tous ¡es parabolo ides h y p e r b o l i q u e s , t angen t s à une surface gauche 

( d o n n é e par deux c o u r b e s d i r ec t r i ces et un cône d i r e c t e u r ) , il existe une infi

n i té de parabolo ides di roi is eu r e c t a n g u l a i r e s , niais il n en existe q u ' u n seul 



• n a n i pour p ian d i r ec t eu r un plan p e r p e n d i c u l a i r e a la généra l n e e de r acco rde 

men t : et en effet : 

Si n o u s avons cons t ru i t le p ían P qu i Langent au cône d i r e c t e u r A est plan 

• iirecteur commun à tous les pa rabo lo ides de r a c c o r d e m e n t , nous p o u r r o n s p r e n d r e 

p o u r second p lan d i r ec t eu r Q un plan p e r p e n d i c u l a i r e à ce plan P et d é t e r m i n e r 

ios droi tes d i rec t r i ces du parabo lo ide de r a c c o r d e m e n t en m e n a n t par les po in t s a 

ci 0, en lesquels la d ro i te G coupe les c o u r b e s d i r ec t r i ce s Ce t G de la surface 2. 

îles p lans X et X ' paral lèles à Q ; ces p lans X et X ' c o u p e r o n t les p lans 0 et 0 

t angen t s en a et b à la surface 2 su ivant les dro i tes d e m a n d é e s . 

Ainsi le pa rabo lo ide 2* de r a c c o r d e m e n t , q u i est droit ou rectangulaire et doni 

1 un des p lans d i r e c t e u r s est pe rpend i cu l a i r e à la généra t r i ce G de r a c c o r d e m e n t . 

est identique ou superposiible au pa rabo lo ide formé par les n o r m a l e s N , N \ N f ' : 

m e n é e s à la surface 2 en les d ivers po in t s de la géné ra t r i ce G de r a c c o r d e m e n t , 

Ce pa r abo lo ide , lieu des no rma les ¡N , N ' , N " , . . . . a reçu le nom de paraboloide 

hyperbolique normal. 

4 8 3 . L 'ex is tence du parabo lo ide n o r m a l n o u s p e r m e t de cons t ru i r e u n e infinité 

d hyporbo lo ïdes à une nappe et de révolut ion , t angents à une surface gauche 

générale 2 , c h a c u n de ces Hyperboloides é t an t t angen t à la surface 2 tout le long 

d 'une géné ra t r i ce d ro i t e G de ce t te surface 2. 

VA en effet , p r e n o n s s u r u n e géné ra t r i ce d ro i t e G d ' u n e surface gauche v . 

trois points a rb i t r a i res a. a\ an ; c o n s t r u i s o n s t ro is no rmales à la surface 2 , savoir : 

.\ au po in t a, N f au po in t a' et IN" au p o i n t a". 

Si nous faisons mouvo i r u n e d ro i t e K su r les t rois directrices d ro i tes N, N' , N-', 

nous e n g e n d r e r o n s le parabolo ide A n o r m a l à la surface 2 tou t le long de h 

droi te G.. 

E l si nous cons idé rons c h a c u n e de ces généra t r i ces li, K', K " , . . , . . comme 

etani un axe de r o t a t i o n , en faisant t o u r n e r la d ro i t e G a u t o u r de K , ou de K'. 

ou de K f r . . . . . . on e n g e n d r e r a les hyperbo lo ïdes à une n a p p e et de révo lu t ion 2,. 

2,1, 2J' Or , il est év iden t q u e les surfaces 2 et 2,, ou 2 et 2,', ou 2 et 2,",.... 

on t m ê m e plan t angen t en chacun des trois po in t s a , a', a", pu i squ ' e l l e s ont même 

no rma le en c h a c u n de ces t ro i s po in t s ; ces surfaces se raccordent d o n c en t r e elles 

tout le long de la généra t r i ce d r o i t e G qu i leur est c o m m u n e ; d o n c , e t c . 

•4S4. C o m m e n o u s avons fait voir (n° 4 2 3 ) q u e l o r s q u ' u n e surface gauche 

eta. t donnée pa r le premier mode d e g é n é r a t i o n , on pouvai t toujours la concevoir 

c o m m e engend rée pa r le second mode, il s ' ensu i t : q u e les p rop r i é t é s q u e nous 

venons de r econna î t r e ex i s t e r , les unes p o u r les surfaces du premier mode, et 

les au t re s p o u r les surfaces d u second mode, exis tent pour les unes et les au t res , 

.Nous pouvons d o n c énonce r ce qu i sui t : 



ì fi existe une infinite d hyperboloides à une nappe et une infinité de paraboloides 

hyperboliques tangents a une surface gauche, tout le long d'une de ses génératrices 

droites. 

1 Le, lieu des normales menées à une surface gauche en les divers points d'une de ses 

génératrices droites est un paraboloide hyperbolique droit, ayant son sommet sur la géné

ratrice considérée. 

485 . D 'après tou t ce q u i p r é c è d e on voit q u e ; 

i" Si ayant d o n n é u n e surface gauche 2 p a r ses t ro is d i rec t r i ces c o u r b e s C , 

G 1, C , l 'on veu t cons t ru i r e u n e surface g a u c h e 2 , se raccordant avec 2 tou t le 

long d ' u n e géné ra t r i ce d r o i t e G , il faudra c o n s t r u i r e les p lans 0 , & , 0 r f t angen t s 

a la surface 2 aux p o i n t s a, a', a" en lesquels la d r o i t e de r a c c o r d e m e n t G coupe 

les d i rec t r i ces courbes C , C , C " et c o n s t r u i r e d a n s l 'espace t rois nouvel les 

courbes G,, C / , G," passan t r e s p e c t i v e m e n t p a r les p o i n t s a, a, a'' et a y a n t leurs 

t angen tes 9 0 9 / , 8," en ces p o i n t s a , a\ a", s i tuées r e spec t ivemen t d a n s les plans 

0 , 0 ' , 0 " ; a lors la d ro i t e G en se m o u v a n t s u r les t ro is c o u r b e s C,, C, ' , C " , 

e n g e n d r e r a u n e surface g a u c h e 2 , qu i se raccordera tou t le long de G avec 2 , 

c o m m e ayan t t ro is p l ans t a n g e n t s c o m m u n s 0 , 0 r , 0 " avec ce t t e surface 2 et en 

t ro is po in t s a, a" de la géné ra t r i ce G qu i l eur est c o m m u n e . 

•2° Ayant d o n n é u n e surface gauche 2 p a r deux c o u r b e s d i r ec t r i ce s G et C r et 

u n cône d i r e c t e u r A , si l 'on veut c o n s t r u i r e u n e surface g a u c h e 2 , se raccor

dan t avec la surface 2 tou t le long d ' u n e de ses géné ra t r i ces dro i tes G , il faudra 

c o n s t r u i r e la géné ra t r i ce G, du cône A para l lè le à la d ro i t e G ; puis il faudra 

c o n s t r u i r e les p lans 0 et 0 ' t angen t s à 2 et aux po in t s a et a' en lesquels G coupe 

les d i r ec t r i ces c o u r b e s C et G'; e n s u i t e on t racera d a n s l 'espace deux c o u r b e s C, 

et C / passan t r e spec t ivemen t pa r les p o i n t s a et a et ayan t l e u r s t angen tes S ; et 

9', en ces po in ts a et a', s i tuées respec t ivement d a n s les p lans 0 et 0 ' ; enfin on 

imaginera un cône A, ayan t m ô m e s o m m e t q u e le cône A et t angen t à ce cône A 

suivant la géné ra t r i ce G, ; en faisant mouvoi r la d r o i t e su r les deux c o u r b e s C. 

et C r

; et pa ra l l è l emen t au cône A , , l 'on ob t i end ra u n e surface gauche 2 , qu i se 

raccordera avec la surface 2 tout le long de la géné ra t r i ce dro i te G qui leur est 

c o m m u n e . 

4 8 6 . Si l 'on a u n e surface gauche 2 d o n n é e pa r ses t rois d i rec t r ices c o u r b e s C , 

C, C" et si l 'on d e m a n d e de c o n s t r u i r e le plan t angen t à cette surface 2 

p o u r un poin t m s i tué s u r u n e d ro i t e G , mais telle q u e r e n c o n t r a n t les courbes 

C et C f en des po in t s dont les p ro jec t ions se t rouven t d a n s les l imites de Y épuret 

elle ne r e n c o n t r e la c o u r b e C" q u ' e n u n po in t don t les p ro jec t ions sera ient hors des 

l imites de l 'Eure, a lors la c o n s t r u c t i o n du plan tangent d e m a n d é est impossible ; 

pa rce q u e si l'on veut employe r un hyperbo lo ïde à u n e n a p p e de r a c c o r d e m e n t , 



"fune des t ro i s d i r ec t r i ces d ro i t e s de cet hype rbo lo ïde ne p o u r r a ê t r e d é t e r m i n é e . 

;\t si l 'on veu t e m p l o y e r un parabo lo ide h y p e r b o l i q u e d e r a c c o r d e m e n t , l 'on 

ne p o u r r a pas c o n s t r u i r e le plan d i r e c t e u r c o m m u n à tous les pa rabo lo ides d^ 

r a c c o r d e m e n t . 

4 8 7 . Fa i sons r e m a r q u e r , en t e r m i n a n t , q u e s'il n 'exis ta i t pas de surfaces 

gauches d o u b l e m e n t réglées, la solut ion du p r o b l è m e : Construire le plan tangent en 

un point tí une surface gauche générale, se ra i t imposs ib le p a r la géométrie, o u , en 

d ' au t r e s t e r m e s , pa r des constructions graphiques; et dans ce cas l'analyse seule 

a u r a i t pu r é soud re le p r o b l è m e . 

Construction de la courbe de contact d'un cylindre ou dun cône tangeni 

à une surface gauche. 

4 8 8 . É t a n t donnée u n e surface réglée 2 e n g e n d r é e p a r 1' un ou ! a u t r e mode de 

g é n é r a t i o n , on d e m a n d e la solut ion des d e u x p r o b l è m e s su ivan ts : 

I o Construire la courbe de contact Ò dun cylindre A engendrée par un plan P •foulant 

langeniiellement sur la surface 2 et parallèlement à une droite donnée D. 

P o u r r é s o u d r e ce p r o b l è m e , n o u s c o n s t r u i r o n s les d iverses généra t r ices dro i tes 

G, G f , G",.--** d e l à sur face 2 ; n o u s fe rons passer r e spec t ivemen t p a r les dro i tes 

G, G', G",.--- des p lans Q, Q' , Q" , para l lè les à la d r o i t e D et n o u s c h e r c h e r o n s 

le po in t de contact de chacun des p lans Q, Q', Q" , avec la surface 2. 

2° Construire la courbe de contact y d'un cône B ayant pour sommet un point s. 

P o u r r é s o u d r e ce p r o b l è m e , n o u s c o n s t r u i r o n s les diverses géné ra t r i ce s d ro i t e s 

G, G ? , G",...,, de la surface 2 ; n o u s ferons passer r e spec t ivemen t pa r c h a c u n e 

des d ro i t e s G, G', G" , et le s o m m e t s, des p lans R , R' , R e t n o u s c h e r 

c h e r o n s le po in t de con tac t d e l à surface 2 avec c h a c u n de ces p l ans R, R', R", . . . . . . 

4 8 9 . Mont rons m a i n t e n a n t c o m m e n t l 'on p e u t fac i lement c o n s t r u i r e les po in t s 

de con tac t de la surface I, avec les p lans Q.,.., ou avec les p l ans R suivant q u e 

cet te sur face 2 est d o n n é e pa r l ' un ou l ' au t r e mode de géné ra t ion , 

I a La surface 2 étant donnée par le premier mode. 

Ayant u n e généra t r i ce dro i te G de la sur face 2 et un plan Q (n" 488 I o ) ou H 

(n°488 2 0 ) p a s s a n l p a r c e t t e d r o i t e G , on c o n s t r u i r a les l a n g e n t e s ö , O', 9"aux cou rbes 

d i rec t r ices C, C', C'' de la surface 2 et p o u r les po in t s a, a', a" en lesquels ces courbes 

G , G', C", sont respec t ivement coupées par la d r o i t e G-, e n s u i t e , on cons t ru i ra 

deux droi tes G. et G, s ' appuyan t su r 9, 9', c)" ; et le plan Q ou R coupera ces droi tes 

G, et G 3 e n les po in ts q, et q2- la d ro i te </,</, coupera la d ro i t e G en un poin t m 

qui sera le point de contac t du p lan Q ou R avec la surface 1: on p o u r r a donc 



d e t e r m i n e r au t an t de po in ts m,ni. mfl q u e i o n voudra de la c o u r b e o ou de L-

courbe v. 

2 5 La surface 2 étant donnée par le deuxième mode. 

Ayant u n e géné ra t r i ce d r o i t e G de la surface 2 et un p lan Q (n° 488 1°) ou h 

( n° 4 8 8 2°) passan t pa r cet te d ro i t e G , on c o n s t r u i r a les t angen tes S et 9 f aux deux 

cou rbes d i rec t r i ces C et C de la surface 2 e t p o u r les po in t s a et a en lesquels L 

droi te G coupe r e spec t ivemen t les directrices C et G f et la géné ra t r i ce K du cône 

d i r e c t e u r A paral lè le à la dro i te G , pu i s l 'on c o n s t r u i r a le p lan P tangenì a n 

cône A tou t le long de la d ro i t e K. 

E n s u i t e on c o n s t r u i r a deux dro i tes G, et G para l lè les au plan P ei s appo vani 

sur les d ro i t e s 9 et 5'. 

Le p lan Q ou R coupera ces d ro i tes G, et G, aux po in t s q, et q et la d ro i t e q,q 

coupera la d ro i t e G en un po in t m qu i sera le po in t de contact du p ian Q eu H 

avec la surface 2. 

On p o u r r a d o n c d é t e r m i n e r a u t a n t de po in ts m, m, m'\.... q u e Ton voudra 

de la c o u r b e ò ou de la c o u r b e y. 

4 9 0 . E n ver tu de ce qu i vient d ' e t r e exposé c i -dessus on p o u r r a tou jou r s 

I e C o n s t r u i r e la ligne de séparation d'ombre et de lumière s u r u n e surface gauche 

2 d o n n é e pa r l 'un ou l ' au t r e des deux modes de géné ra t ion , l o r sque cel te surface 

sera éc la i rée par un rayon lumineux D ou p a r un point lumineux s. 

2'-' Cons t ru i r e le c o n t o u r a p p a r e n t d ' u n e surface g a u c h e 2 en supposan t L'œii 

placé en un po in t s de l 'espace et pa r sui te ob ten i r la perspective de cel te surface 

gauche , 

3° Cons t ru i r e la projection complète e t o r t h o g o n a l e , soit su r le p lan hor i zon ta l 

de p r o j e c t i o n , soit su r le p lan vertical de p r o j e c t i o n , d ' u n e surface gauche 2 donnée 

par l 'un ou l ' au t r e m o d e de g é n é r a t i o n , p u i s q u e ce t te projection complète n 'es t 

a u t r e q u e l ' in tersec t ion du plan ho r i zon t a l de pro jec t ion ou du plan vert ical de 

project ion et d ' u n cy l ind re A t angen t à la surface gauche 2, les généra t r i ces 

dro i tes de ce cy l i nd re A é tan t p e r p e n d i c u l a i r e s au p lan hor izonta l ou au plan 

vert ical de p ro j ec t i on . 

491 - P a r m i les surfaces gauches on r e m a r q u e les conoides, la surface du biais-

passé et les héliebides. 

Nous a l lons examine r q u e l q u e s - u n e s des p rop r i é t é s don t jou i ssen t ces surfaces 

qu i se p r é s e n t e n t assez souvent dans les applications ; et p a r su i t e nous a u r o n s 

l 'occasion d ' app l ique r les p r inc ipes g é n é r a u x exposés c i -des sus , et de donne r la 

solution qraphique de p lus i eu r s p rob lèmes ut i les . 



DES CONOIDES. 

4 9 2 . On a d o n n e le n o m de conoide à une surface e n g e n d r é e par une dro i te se 

mouvant su r u n e dro i te fixe et su r une cou rbe plane ( à s imple c o u r b u r e ) ou 

(jauche ( à doub l e c o u r b u r e ) et pa ra l l è l emen t à un p lan d o n n é de posi t ion d a n s 

l 'espace. 

Toutefois on d o n n e p lus p a r t i c u l i è r e m e n t le nom de conoide à une surface 

par t i cu l i è re p o u r laquel le la directrice d ro i t e est p e r p e n d i c u l a i r e au plan directeur 

et p o u r laquel le la directrice c o u r b e est un cercle ou u n e ellipse ou une courbe 

fermée t racée su r un p lan p e r p e n d i c u l a i r e au p lan directeur. 

Souvent aussi la cou rbe directrice n ' es t pas p l a n e , ma i s à doub le c o u r b u r e et 

t racée su r un c y l i n d r e de révolu t ion ayan t la directrice d r o i t e p o u r axe de rota

t i o n ; d a n s ce cas la c o u r b e d i r ec t r i ce est t e l l e , q u e lo r sque le cy l ind re su r le

quel elle est t r acée se t rouve développé ( p l a n i f i é ) , elle se t r ans fo rme en un 

cercle ou u n e ellipse ou u n e courbe fermée, 

Construction du plan tangent en un point dune surface conoide. 

4 9 3 . I o Lorsque la courbe directrice est plane. P r e n o n s le p ian hor izon ta l de 

project ion p o u r p lan directeur; p r e n o n s la directrice d ro i te A verticale et t r ayons 

la c o u r b e directrice d a n s le p lan ver t ical de p ro jec t ion et s u p p o s o n s q u ' e l l e est un 

cercle G. 

Ayant éc r i t les p ro jec t ions de la d ro i t e A et du cerc le C, il sera t ou jou r s fa

cile é tan t d o n n é un poin t mh d e c o n s t r u i r e le po in t m' qu i sera la projec t ion 

vert icale du po in t m de la surface c o n o i d e ; et en effet : 

Le p o i n t m é tan t su r la surface conoide I, p a r ce point (fig. 2 3 6 ) m passera 

u n e géné ra t r i c e d ro i te G de cet te surface 1. 

Ainsi Qh passera par le po in t mh et le po in t A" (qu i est la t race ho r i zon ta l e de 

la directrice A ) , p u i s q u e A est u n e d ro i t e vert icale et q u e la droi te G s ' appu ie sur 

cet te directrice A. 

La droi te G percera le p lan vert ical de project ion en un p o i n t b qu i aura pom 

project ion hor izon ta le le po in t bh en lequel Gh p e r c e la l igne de t e r r e L T . 

Si donc on élève par le point / / une p e r p e n d i c u l a i r e à L T , elle coupera le 

cercle G en deux points b et b' q u i s e ron t les t races ver t icales respect ives de deux 

généra t r i ces dro i tes G et G 7 ayan t m ê m e pro jec t ion hor izon ta le en G*. 

El c o m m e les d ro i t e s G et G' doivent ê t r e paral lè les au plan hor izonta l de 

project ion , G' et G" seront paral lèles à la l i g n e de t e r r e . 



Cela fa i t , si par le po in t mh on élève u n e p e r p e n d i c u l a i r e a L T , elle coupera 

G" et G,v en les po in t s m' et m19 q u i se ron t les p ro jec t ions ver t icales de deux 

po in t s m et m' ayant m ê m e pro jec t ion hor izon ta le en m!\ et s i t u é s , l 'un m sur la 

d ro i t e G et l 'autre m' su r la dro i te G', ces d ro i tes G et G' é t an t deux généra

t r ices d ro i t e s du conoide . 

4 9 4 . É t a n t d o n n é e s les pro jec t ions mh et m' d ' un point m d ' u n c o n o i d e , con

s t ru i sons le p lan t angen t en ce po in t m. 

La géné ra t r i ce G qui passe pa r le po in t m (fig. 236) coupe la d i r ec t r i ce A au 

po in t r et elle c o u p e le cerc le C au po in t b. R e m p l a ç o n s les deux directrices A et G 

par leurs t angen tes aux po in t s r et b, n o u s a u r o n s la droi te A et la t angen te ç au 

cercle G. 

Si n o u s faisons mouvoi r la d ro i te G su r A et 5, et pa ra l l è l emen t au p lan hor i 

zonta l de project ion ( q u i est le plan d i r e c t e u r du c o n o i d e ) , nous e n g e n d r e r o n s 

un pa rabo lo ide h y p e r b o l i q u e 2 , qu i sera t angen t au conoide d o n n é i tout le 

long de la géné ra t r i ce G qui est c o m m u n e à ces deux surfaces gauches 2\ et 2. 

Cons t ru i sons donc le plan T tangent en m au parabolo ide 2 , , nous a u r o n s b 

p lan t angen t en m au conoide 2 . 

Or p o u r c o n s t r u i r e le p lan T , c h e r c h o n s la géné ra t r i c e L du second système du 

parabolo ide 2, l aque l le passe pa r le poin t m, la d ro i t e G é tan t la généra t r i ce du 

premier système de ce m ê m e pa rabo lo ide 2 , l aque l le passe aussi p a r le po in t m. 

La t angen te 9 sera une géné ra t r i ce du sys tème L , la d ro i t e A sera aussi urie 

g é n é r a t r i c e du m ê m e sys t ème L ; 9 pe r ce la l igne de t e r r e au po in t ij et en u n i s 

sant les po in ts y et A h pa r u n e d ro i t e G,, on aura u n e géné ra t r i ce du sys tème G: 

Fon a en la d ro i t e G, la t race H 2 , de la sur face pa rabo lo ide 2, et en la d ro i te •' 

la t race Y 2 , de cet te m ê m e surface pa rabo lo ide 2 ; . 

Cela posé : 

La dro i te L pe rce le plan hor i zon ta l au p o i n t / ) s i tue à l ' in te rsec t ion des droites 

L'1 et V s- ; p ro je tons le poin t p en pv s u r L T , un i s sons pv avec b, nous a u r o n s L*. 

Le p lan T sera donc d é t e r m i n é par les deux d ro i t e s G et L de sys tèmes diffé

ren t s se c ro i san t au poin t m. 

La dro i t e L sera une verticale du plan T , dès lors YT sera paral lèle a I / . I;: 

dro i t e G sera une horizontale du plan T , dès lors H T sera para l lè le à G'1. 

4 9 5 . 2° Lorsque la courbe directrice est tracée sur ÎOÎ cylindre. Soit d o n n e SUL k 

plan hor izonta l de project ion (fig. 237) un cercle B ayant son cen t r e au point V 

Rega rdons le poin t A'' c o m m e la project ion ho r i zon ta l e d ' u n e dro i te A perpen

d icu la i re au plan du cerc le B et r ega rdons le ce rc le B c o m m e la t race hor izonta le 

( e t dès lors la sect ion d r o i t e ) d ' un cy l ind re $ ayan t ses généra t r ices 'droites pa

ral lèles à l 'axe A. 



.Supposons q u e le cy l indre 9 soit développe su r un p lan , it cerc le B se t r a n s 

formera en u n e dro i te B, et su r le déve loppement t r açons un cerc le C, avant îe 

point 0, p o u r c e n t r e . 

Lorsque le plan su r lequel le cy l indre o est supposé planifié sera e n r o u l é sur 

•e cy l indre 9, la d ro i t e B, s ' en rou ian t su r ie cercle B , le cerc le C, dev iendra une 

courbe à double c o u r b u r e C don t la p ro jec t ion hor izon ta le sera un a rc du cerc le 

B. -Supposons q u e Ton m è n e au cerc le C, deux tangentes para l lè les en t r e elles et 

pe rpend i cu l a i r e s à la d ro i te B, , et e n r o u l a n t la d ro i t e xtyi s u r le cerc le B , l 'are 

r.ij sera p réc i s émen t la p ro jec t ion h o r i z o n t a l e de la c o u r b e C. 

Cette c o u r b e G sera c o m p l è t e m e n t d é t e r m i n é e pa r sa pro jec t ion hor izon ta le 

rjj et par sa t r ans fo rmée C , car si Ton p r e n d s u r l 'a rc xij un po in t zh, il sera la 

project ion hor izon ta le d u n poin t s de la c o u r b e C , et si nous conna i s sons io 

h a u t e u r zzh du po in t z au-dessus du plan hor izonta l de p r o j e c t i o n , n o u s conna î 

t rons d ' u n e m a n i è r e préc ise la posi t ion du poin t z dans l 'espace ou su r la 

courbe C. 

Or si l 'on p r e n d l a r e xzh et q u ' o n le rect if ie , et q u ' o n le po r t e a ins i rectifit 

sur la d ro i te B, depu i s le poin t xi j u s q u ' e n z! et q u e par ce po in t z on élève u n t 

pe rpend icu la i r e à la d ro i t e B,, laquel le coupe ra le cerc le C ; en un po in t s,, il est 

évident q u e le p o i n t z, sera ie transformé du po in t zi dè s lors z,zr sera égale à la 

h a u t e u r du po in t s au-dessus du plan hor izonta l de p ro jec t ion . 

On voit donc q u e les poin ts zh de l ' a rc xy n o u s d o n n e n t les p ro jec t ions hor i 

zontales des d ivers po in ts z de la c o u r b e C et q u e les h a u t e u r s de ces poin ts z 

au -dessus d u plan hor izon ta l nous sont d o n n é e s en les d i s tances zz tracées s u r 

1«? d é v e l o p p e m e n t du c y l i n d r e . 

Cela posé : 

Si n o u s m e n o n s au po in t zh u n e d ro i t e 0* t angen te au cerc le B ( ou C/) nous 

a u r o n s la projec t ion hor izon ta le de la t a n g e n t e 6 à la c o u r b e C pour le po in t s : e t 

en m e n a n t au poin t s, u n e t angen te 9, au cerc le C, n o u s a u r o n s la transformée de 

la t angen te 0. 

Or n o u s savons q u e la sous - t angen te p o u r 9, est égale à la s o u s - t a n g e n t e p o u r 

1 : nous p o r t e r o n s d o n c zq s u r 9* d e p u i s le po in t zh j u s q u ' a u po in t q et la dro i te qz 

ne sera a u t r e q u e la t angen te 9. 

Gela posé : 

Si nous faisons mouvoir u n e d ro i t e G su r l 'axe A et la courbe C et paral lèle

ment au p lan hor i zon ta l de project ion H , nous e n g e n d r e r o n s un conoide 2. 

Si nous faisons mouvoi r u n e d ro i t e G sur l 'axe A et su r la t angen te 9 et para l 

lè lement au p lan hor izonta l de project ion H , n o u s e n g e n d r e r o n s u n paraboloide 

hyperbolique 2... 



La généra t r i ce d ro i t e G passant p a r l e po in t z. de la cou rbe C 3 sera c o m m u n e 

aux deux surfaces 2 et 1, et ces deux surfaces a u r o n t m ô m e p lan directeur h. 

Si donc pour u n point m de la d ro i te G ( q u i est h o r i z o n t a l e ) on cons t ru i t un 

plan T tangent au parabolo ide 2 , , on au ra ie plan langent au po in t m au conoide 2. 

Cela posé : 

Si Ton u n i t les po in ts g et A h par une d ro i t e i l 2 ' , on a u r a la t race hor i zon ta l t 

du pa rabo lo ide 2,. 

Si par le po in t mh on m è n e u n e d ro i t e L'' paral lè le à Q1', on a u r a la project ion 

hor izon ta le de la g é n é r a t r i c e du second système du parabolo ide 2 : , la d r o i t e G 

é tan t la g é n é r a t r i c e du premier système, 

La dro i te Lh coupe IF- au po in t p qui sera la t race ho r i zon ta l e de la d ro i te L, 

On conna î t donc les deux généra t r i ces de systèmes différents G et L qu i se croi

sent au po in t m. 

Dès l o r s , on connaî t le p lan t angen t T et sa t race I F passera par le poin t et 

sera para l lè le à G'1, car la d ro i te G est u n e ho r i zon ta l e de ce pian T . 

Dans les deux cas q u e n o u s venons d ' examine r , le pa rabo lo ide h y p e r b o l i q u e de 

raccordement 2, asi rectangulaire , car dans le p r e m i e r cas les deux plans directeur* 

sont p o u r les géné ra t r i c e s du système G le p lan hor izon ta l de projec t ion , et pour 

les géné ra t r i ce s du système L le plan vert ical de p ro jec t ion . Dans le d e u x i è m e 

cas le p lan directeur du système G e s t le p lan hor izon ta l de p r o j e c t i o n , et le piau 

directeur du système L est le plan m e n é t angen t i e î î emen t au cy l ind re <> par la 

t a n g e n t e 0. 

Dans ie p r e m i e r c a s , le plan directeur du système L est ob l ique à la gene ra 

tr ice G su ivant laquel le se raccordent le conoide 2 et le paraboloide 2,-

Dans le d e u x i è m e cas , le p lan directeur du système L est p e r p e n d i c u l a i r e ;s i : i 

généra t r i ce G de raccordement. 

•496. Tout p lan X qui passe par une géné ra t r i ce d ro i te G d ' u n e surface regln i 

est t angen t à ce t te sur face 2 en un cer ta in po in t x de la d ro i t e G. 

Nous a u r o n s donc à r é s o u d r e le p r o b l è m e suivant : 

Étant donné un plan X passant par une génératrice droite G d'un conoide 2. construir, 

son point de contact x avec cette surface 2. 

1° La courbe directrice du conoide etani piane, 

497 . S u p p o s o n s le conoide 2 d o n n é a ins i qu ' i l a é té dit c i -dessus i Jig. 236 '•, et 

soient données les t races V et î i x ( fig. 238) d 'un plan X passant pa r u n e g e n e r a 

t r ice d ro i t e G du conoide 2 , ce plan X sera t angen t à la surface 2 en un certain 

point x s i tué sur la droi te G. et l 'on se p ropose de c o n s t r u i r e les p ro jec t ions . r e: 
e'* de ee nnijrij , r. 



Pour y pa rven i r , t r açons la t angen te 9 au cerc le d i r ec t eu r C et au point b qui 

«•st la t r ace ver t icale de la généra t r i ce G. 

La dro i te G pe rce la l igne de t e r r e au p o i n t q; un i ssons les po in t s q et A* par 

une d ro i t e H2*, n o u s a u r o n s la t race ho r i zon ta l e du parabolo ide Z q u i raccordi-

tout le long de la d ro i t e G avec le conoide 2. 

Les t races H x e t H- 1 se coupen t en un point p; m e n o n s pa r ce p o i n t p la d ro i te 

L* paral lèle à la l igne de t e r r e , nous a u r o n s la pro jec t ion hor i zon ta l e d e l à 

généra t r i ce du système L suivant l aque l le le plan X coupe le parabolo ide 2 , ; L" 

<oupe Gh au po in t x'1, d 'où l 'on dédu i t le poin t x% et l 'on a ainsi les pro jec t ions 

du point x en lequel le plan d o n n é X touche le conoide 2. 

"2 La courbe directrice du conoide étant tracée sur un cylindre. 

4 9 8 . S u p p o s o n s le conoide 2 d o n n é ainsi qu ' i l a é té dit (fig. 2 3 7 ) , et soil 

d o n n é e la t race H x d ' u n p l an X passant pa r u n e géné ra t r i c e d ro i t e G du conoide 

2 (fig. 2 3 9 ) , ce p lan X touchera la surface 2 en u n po in t x s i tué su r la d ro i te G , 

¡'i i on d e m a n d e de c o n s t r u i r e sa p ro jec t ion x k , ca r sa h a u t e u r a u - d e s s u s du plan 

hor izonta l est c o n n u e , pu i squ ' e l l e est égale à la d i s t ance de la d r o i t e G à ce p l a n , 

h a u t e u r q u i est d o n n é e en z,z' au déve loppement du cy l i nd re 9. 

Pour y pa rven i r , t r açons la t a n g e n t e s , au point s, du cerc le C, transformée 

( s u r le d é v e l o p p e m e n t du c y l i n d r e 9) de la c o u r b e C ; cons t ru i sons au po in t zh la 

t angen te Bh au ce rc le B ; p o r t o n s la sous- tangente z'q' s u r Bh d e p u i s zh j u s q u ' e n q\ 

t r açons la d ro i t e r /A\ nous a u r o n s la t race ho r i zon ta l e H 2 î du pa rabo lo ide 2, se 

raccordant avec le cono ide .2 tou t le long de la géné ra t r i ce d ro i te G. 

Les deux t races H x et H 2 ' se c o u p e n t en u n po in t p, e t si p a r ce p o i n t p nous 

m e n o n s u n e d ro i t e hh p e r p e n d i c u l a i r e à Gh, n o u s a u r o n s en ce t te d ro i t e Lh la 

project ion ho r i zon t a l e de la géné ra t r i ce du système L su ivant laquel le le p a r a b o 

loide 2, es t c o u p é p a r le p lan X. 

Les d ro i tes Lh et Gh se c o u p e r o n t au p o i n t xh q u i sera la pro jec t ion ho r i zon ta l e 

du po in t x q u i est le po in t de con tac t d u p lan X et du cono ide 2, 

Construire au moyen d'un conoide le plan assujetti èi passer par une droite et à être 

tangent ci une surface donnée. 

498 bis. So ien t d o n n é e s u n e d ro i t e D et u n e surface 2, imag inons u n e série 

de p lans paral lè les e n t r e eux X , X' , X" c o u p a n t r e spec t ivement la dro i te D 

aux po in ts x, x', x" et la surface 2 su ivan t les cou rbes â, 0, $", 

Proje tons o r l h o g o n a l e m e n t la d ro i t e D et les c o u r b e s $ su r un p lan H para l l è le 

aux divers p lans sécants X , n o u s a u r o n s les cou rbes ò\ ò,h, o'h, et la dro i te 

et les po in t s x\ x'\ x"h...... s i tués su r cet te d ro i te D \ 



Gela fa i t , i m a g i n o n s par le po in t x u n e d ro i t e G t angen te à la c o u r b e d et en 

un po in t (/, p a r le point x1 u n e d r o i t e G' t a n g e n t e à la c o u r b e ò' et en u n point 

'/', et a ins i de su i t e . 

Les diverses d ro i t e s G f o r m e r o n t u n conoide 2l ayant la d r o i t e D p o u r direc

trice droite et la c o u r b e y lieu des po in t s d, d', d'!, p o u r directrice courbe, et 

son p lan directeur se ra le p lan H. 

Le cono ide 2t s e ra t angen t à la sur face 2 en tous les p o i n t s d e la c o u r b e y, 

car si p a r le po in t d on conçoi t la t angen te Q à la c o u r b e y et la t a n g e n t e G à la 

c o u r b e d, ces deux dro i tes 0 et G d é t e r m i n e r o n t un plan t a n g e n t à la surface 2 

et au conoide 21 en ce po in t d. 

Si d o n c p o u r u n ce r t a in po in t m de la c o u r b e y, le p lan 0 t angen t à la s u r 

face 2passe par la d ro i t e D , ce p lan 0 sera le p l an t angen t d e m a n d é , et ce plan 

0 sera aussi t angen t au cono ide 2t. 

Mais ce p l a n 0 sera t a n g e n t , n o n p a s s e u l e m e n t p o u r le p o i n t m d e la g é n é 

ra t r i ce d ro i te Gt de ce cono ide , m a i s enco re en t o u s les po in t s de ce t t e g é n é r a t r i c e 

G, et en effet, les dro i tes G se p r o j e t t e r o n t s u r le p lan H su ivan t des d ro i t e s 

G* passan t r e spec t ivement p a r les po in t s xh et t angen tes r e spec t ivemen t 

aux c o u r b e s cf..... en les p o i n t s dh Si n o u s supposons q u e les p l a n s X , X f , . . . , . 

son t successifs et in f in iment v o i s i n s , les dro i tes G et G r , G' et G", s e ron t des 

généra t r i ces dro i tes success ives et in f in iment vo i s ines . 

P a r m i tou tes les d ro i tes Gh, G,h, G'!h, successives et i n f i n imen t vo i s ines , 

il y en a u r a u n e G , k q u i fera avec D f e un angle <x, p lu s pe t i t q u e les angles a , a', 

a", q u e fon t , d u m ê m e côté q u e « x et avec D", les d ro i t e s Gh, G ' \ G r r \ . - - - . 

Si d o n c on m è n e par les po in t s x, x', x \ des d ro i tes B , B', B " , . . . . . pa 

ral lèles à la d r o i t e Gt, ces dro i tes ne c o u p e r o n t pas les cou rbes ò, ò!, ò",..... et 

elles fo rmeron t un p lan 0 passan t pa r la dro i te D et la d ro i t e G, et ne r e n c o n t r a n t 

la c o u r b e y q u ' a u po in t m don t la p ro jec t ion mh sera su r <3/' le po in t de con tac t 

de G/ 1 e t de ce t te c o u r b e 

Le p l a n 0 sera d o n c t angen t en m e t au conoide 2, et à la sur face 2 et passera 

par la d ro i t e D , il se ra d o n c le p lan d e m a n d é . 

Au p o i n t m , cons t ru i sons la t angen te 0, à la c o u r b e y, cet te t angen te sera dans 

le plan 0 ; au po in t x,, en lequel G, coupe D , le plan t a n g e n t T au conoide 2, 

passe pa r G, et D. Or , les d ro i t e s D et 9, sont dans le p lan 0 en m ê m e t e m p s 

q u e la d ro i te G J 5 les deux p lans T et 0 ne forment donc q u ' u n seu l et m ê m e 

p l a n . 

Si l 'on voulai t c o n s t r u i r e le pa rabo lo ide h y p e r b o l i q u e 2,À se raccordant avec le 

vonoïde 2Â tout le long de G , , on devra i t faire mouvoi r la d r o i t e G, s u r les 



deux dro i tes D et B1 et pa ra l l è l emen t au p lan H , on e n g e n d r e r a i t d o n c le p lan 0 ; 

d o n c le plan 0 est t angen t au cono ide 2 , t o u t le long de la d ro i t e G,; d o n c le 

conoide I T est développable tout le long de ce t te géné ra t r i ce d r o i t e G,. 

Dans la pratique, on ne p e u t pas avoir des c o u r b e s è, à', ò", successives ef 

inf in iment v o i s i n e s , on n 'a j ama i s q u e des c o u r b e s à d i s tance finie les u n e s des 

a u t r e s , mais q u e l 'on peu t p r e n d r e assez r a p p r o c h é e s les u n e s des a u t r e s p o u r 

q u e la dro i te G2 q u i fait avec D* un angle a2 p lu s pe t i t q u e les angles a , a', a f f 

q u e font avec Ijh les d ro i tes G*, G"1, G " \ s i tuées à d i s t ance finie les u n e s des 

a u t r e s , p o u r q u e cet te d ro i t e G 2 , d i s - j e , o c c u p e à t rès -peu p r è s la pos i t ion q u e 

doi t r i g o u r e u s e m e n t et géométriquement o c c u p e r la d r o i t e dés ignée c i -de s sus 

p a r G . 

La mé thode d u conoide tangent, p o u r c o n s t r u i r e le p lan t angen t à u n e surface 

2 et assujet t i à passer p a r u n e d ro i t e D , es t d o n c u n e m é t h o d e approximative d a n s 

Y application, et de p lus elle exige q u e la surface I soit définie pa r u n e série 

de sec t ions ho r i zon ta l e s S, à", q u e Ton p r e n d o r d i n a i r e m e n t equ id i s t an t e s 

fu t r e el les . Cette mé thode est d u e à Meunier, généra l d u gén ie m i l i t a i r e ; il l 'avait 

p roposée p o u r la cons t ruc t i on du p lan de défilement ( n° 3 8 3 ter ) . 

De i intersection d'une surface de révolution avec l'un ou l'autre des deux conoides 

précédents, la surface de révolution ayant la directrice droite A pour axe de 

révolution. 

499 . Si l 'on a un conoide I d o n n é a ins i qu ' i l vient d ' ê t r e d i t c i -de s sus et u n e 

surface de révolut ion A ayan t p o u r axe de ro ta t ion la d i r e c t r i c e d ro i t e A du 

c o n o i d e , il sera facile de c o n s t r u i r e la project ion ho r i zon ta l e dh de la c o u r b e £ 

in tersec t ion de ces deux s u r f a c e s ! et A. 

Et en effet, il suffira de m e n e r u n e su i te de p l ans h o r i z o n t a u x X , X' , X " , . . . . 

lesquels coupe ron t r e spec t ivemen t le conoide 2 su ivant u n e ou p lu s i eu r s g é n é 

ra t r ices droi tes et la surface de révolu t ion A su ivant u n ou p lu s i eu r s cerc les 

•ryant tous leurs cen t r e s s i tués su r l 'axe A. 

On aura donc d a n s le p lan X des d ro i t e s G , G, et des cerc les g, c , , . . . . 

— X' — G ' , G \ , . . . . e t — g ' , 6 ' , , . . . . 

Et a insi de su i t e . 

Dès lors les d ro i tes G", G \ . . . . c o u p e r o n t les cerc les 6 \ ( q u i o n t poui 

r e n t r e c o m m u n le po in t Xh) en des po in t s x \ . . . qu i s e r o n t les pro jec t ions des 

po in ts x . . . . , en lesquels se coupen t d a n s l 'espace les d ro i t e s G , G „ *t les 

cercles g, S...... 



Les po in ts xk a p p a r t i e n d r o n t donc à ìa c o u r b e cT project ion ho r i zon ta l e d< 

la c o u r b e §, l ieu des po in ts x— Et en o p é r a n t de m ô m e p a r r a p p o r t aux 

dro i tes et aux cerc les s i tués r e spec t ivemen t d a n s les d ivers p lans aux i l i a i res V . 

X r f , . . , . on ob t i end ra les d ive r s po in t s xh,.... x'h,.... xnh,.,.. de la c o u r b e d e 

m a n d é e 5 \ 

5 0 0 . É t a n t d o n n é e u n e c o u r b e dh t r acée s u r un p lan H , on p o u r r a tou jours 

r ega rde r ce t te c o u r b e c o m m e la p ro jec t ion o r thogona le s u r ce p lan H de la 

c o u r b e 3 in te r sec t ion : I o d ' u n ce r t a in cono ide I ayant le p lan H p o u r plan direc

teur et p o u r droite directrice u n e p e r p e n d i c u l a i r e A au p lan H , et 2° d ' u n e c e r 

ta ine surface de révo lu t ion À ayan t la d r o i t e A p o u r axe de ro ta t ion . 

E t en effet : 

Menons p a r la d ro i te A u n plan M et t r a çons d a n s ce plan u n e c o u r b e a rb i t r a i r e 

y, ce t te c o u r b e y en t o u r n a n t a u t o u r de l'axe A e n g e n d r e r a u n e surface de révo

lut ion A don t elle sera la c o u r b e m é r i d i e n n e . 

D u p o i n t Ah c o m m e c e n t r e et avec un r a y o n a r b i t r a i r e I I , t r açons sur le plan 

H un ce rc le B et r e g a r d o n s ce cerc le c o m m e la sect ion d r o i t e d ' u n cy l ind re q 

ayan t la d ro i t e A p o u r axe de r évo lu t ion . 

P a r u n po in t xh de òh m e n o n s la d r o i t e G ' 'passan t pa r le po in t A'', ce t te droi te 

Gh coupera le ce rc le B en u n po in t zh ; du po in t A'1 c o m m e c e n t r e avec khxh pour 

r a y o n , déc r ivons le cerc le 6* c o u p a n t la d r o i t e FF1 en u n po in t p ; p a r ce po in t p 

m e n o n s dans le p lan M u n e ver t ica le c o u p a n t la c o u r b e y en u n po in t y. 

Cela fai t , pa r le po in t zhconcevons la g é n é r a t r i c e d ro i t e K du c y l i n d r e c et 

po r tons de zh en z s u r ce t te d ro i t e K u n e l o n g u e u r égale à py ; o p é r o n s de m ê m e 

p o u r tous les po in t s xh de la c o u r b e òh

ì n o u s o b t i e n d r o n s s u r le cy l indre ç une 

su i t e de po in t s z qu i d é t e r m i n e r o n t u n e c o u r b e à doub le c o u r b u r e C qui sera 

la directrice courbe du conoide 2 . 

Et les deux surfaces 2 et A se c o u p e r o n t suivant u n e c o u r b e $ qu i se pro je t te ra 

su r le p l an H en la c o u r b e d o n n é e ôh. 

On voit d o n c q u e la c o u r b e y est a r b i t r a i r e et q u e la c o u r b e C p r e n d une 

l'orme pa r t i cu l i è r e et qu i d é p e n d : I o de la n a t u r e g é o m é t r i q u e et de la pos i t ion sur 

le p lan M de la c o u r b e y, et 2° de la n a t u r e g é o m é t r i q u e de la cou rbe d o n n é e j \ 

et de la pos i t ion d o n n é e au po in t A \ 

5 0 1 . Les cons idé ra t i ons g é o m é t r i q u e s p r écéd en t e s nous p e r m e t t r o n t de 

c o n s t r u i r e g r a p h i q u e m e n t la t a n g e n t e en u n po in t q u e l c o n q u e d ' u n e spirale 

trigonomêtrique et de ce r t a ines au t r e s courbes don t on conna î t r a l ' équat ion 

polaire. 



DES SPIRALES TRIGONOMÉTRIQUES-

5 0 2 . Les spirales t r i g o n o m é t r i q u e s sont au n o m b r e de s e p t , don t voici le 

tableau. 

La sp i ra le I o sinusoide ayan t p o u r équa t ion p = a s in . co. 

— , 2° cosinusoide . . . p = a cos . co, 

— 3° tangentoide p = a t a n g . co» 

— 4° cotangentoide p — a co tang . co. 

— 5° sêcanloide p = a sécan t , co. 

— 6° cosécantoïde p — a coséc . co. 

— T sinus-versolde. . . . . . . . . p = a s i n . - v e r s . co. 

La cons t ruc t ion par points de c h a c u n e de ces sp i r a l e s n e peu t offrir de diffi

c u l t é , n o u s s u p p o s e r o n s d o n c q u e c h a c u n e de ces c o u r b e s est d o n n é e p a r son 

tracé. 

Le poin t A.h sera placé au pôle de la c o u r b e sp i ra le et la d ro i t e o r ig ine des 

angles coserà p r i se pe rpend icu l a i r e à H M t race du plan mér id i en M, don t n o u s avons 

par lé c i -dessus . 

Cela d i t , a p p l i q u o n s les cons idé ra t i ons g é o m é t r i q u e s exposées ( n ° 5 0 0 ) à la 

cons t ruc t ion g r a p h i q u e de la t angen te en un point de c h a c u n e de ces sept 

spirales . 

1 " De la spirale sinusoide. 

5 0 3 . L ' é q u a t i o n de la sp i ra le s inuso ide est oz=.a s i n . co, t r açons (jig. 2 4 0 ) un 

cercle B avec un rayon égal à a; m e n o n s par le c en t r e A* du cerc le B un rayon 

\"nh ia isant avec le d i a m è t r e kho un angle co 5 aba i ssons du p o i n t nh u n e pe r 

pend icu la i re su r la dro i te Xho o r ig ine des angles 00 ; p o r t o n s su r le r ayon \ h n k du 

point A* en m* u n e l o n g u e u r égale à pnh, on a u r a en mh un po in t de la spirale 

s inusoïde o \ 

Et en effet dés ignant Ahmh p a r p , c o m m e pnh=.a s inus co, on au ra par cons t ruc 

tion : p = a sin. co.; p o u r co = 0° tout c o m m e p o u r 00 = 480° et co = 360°, on a 

p = 0 , donc la c o u r b e èh passe par le c e n t r e du cercle B ; p o u r M = 90° tout 

• omine p o u r c o = 2 7 0 n , on a p = a, donc la c o u r b e òh passe par les po i n t s i et i' en 

lesquels le cercle B est coupé par le d i amè t r e -A A i p e r p e n d i c u l a i r e au d i amè t r e 

origine des angles co ; la spi ra le s inuso ïde a d o n c la forme d ' u n 8 . 

Par le point \ h élevons u n e dro i te A pe rpend i cu l a i r e au plan du cercle B et 



par cet te d ro i te A m e n o n s un plan M ayan t p o u r t race H M la d ro i te Au poin t o 

m e n o n s u n e t angen te au cerc le B et p r e n o n s cet te t angen te p o u r l igne de t e r r e 

LT ou t race ho r i zon ta l e H* d ' u n p lan N t angen t au c y l i n d r e c¡> a y a n t la d r o i t e A 

pour axe de ro ta t ion et le cerc le B p o u r sect ion d ro i t e . 

Cela posé : du p o i n t AA c o m m e cen t r e et avec un rayon égal à p = A V d é c r i 

vons un cerc le &h c o u p a n t la d ro i te H M au po in t y, les deux po in t s y et mh seront 

su r u n e pe rpend i cu l a i r e à L T . 

Dans le p l an M t r açons u n e c o u r b e y don t n o u s dés ignons p a r z les o rd o n n ées 

paral lè les à l 'axe A et p a r p t les abscisses c o m p t é e s su r H M à p a r t i r du po in t A \ 

pr is p o u r o r ig ine des c o o r d o n n é e s z et p, . 

Nous p o u r r o n s poser l ' équa t ion p 1 = / ( z ) , q u i sera l ' équa t ion de la c o u r b e y. 

P ro je tons pnh en oq et s u r la d ro i t e LT élevons u n e dro i te qnv égal au z d e la c o u r b e 

y c o r r e s p o n d a n t à l 'abscisse p , = Ahy, c o m m e oq = p m h = A f c i / = p = p 1 = a . s in . w . 

On voit q u e si l 'on t race su r le p l a n N ( o u le p lan vert ical de p ro jec t ion L T } 

u n e c o u r b e yv qu i soit la p ro jec t ion de la c o u r b e y, l ' équa t ion de yv sera xz=f(z) 

en dés ignan t oq p a r x. 

Dès lors en faisant t o u r n e r la c o u r b e y a u t o u r de l 'axe A on au ra u n e surface 

de révolu t ion A et le cy l indre p ro j e t an t y en y' coupe ra le c y l i n d r e 9 su ivan t u n e 

c o u r b e à doub le c o u r b u r e C q u i sera la directrice courbe du cono ide I ayant 

le p lan d u cerc le B p o u r p l an directeur et l 'axe A p o u r directrice droite, et ces 

deux surfaces A et 1 se c o u p e r o n t su ivant u n e c o u r b e ci qu i se pro je t te ra en òh. 

On voit d o n c q u e l 'on peu t avoir u n e infinité de systèmes de surfaces A et 2 s 'en-

t r e c o u p a n t su ivan t u n e c o u r b e d o n t la project ion soit la spirale sinusoïde, p u i s q u e 

l 'on peu t p r e n d r e p o u r / ( s ) toute fonct ion en s q u e l 'on voudra . P a r m i tous ces 

systèmes, le p l u s s imple est celui p a r lequel la courbe y est u n e l igne d r o i t e , q u i . 

t racée dans le p lan M passe par le c e n t r e A.h d u cerc le B. 

A l o r s , la surface A est un cône de révolu t ion a u t o u r de l 'axe A et ayan t son 

s o m m e t au poin t A \ et la c o u r b e d i r ec t r i c e C est la sect ion faite d a n s le cy l indre 

vert ical et de révolu t ion 9 p a r u n p lan q u i , t angen t au cône A, serai t p e r p e n d i c u 

laire au p lan M. La c o u r b e C sera donc u n e ellipse don t le cent i e sera p réc i sément 

le s o m m e t Ah d u cône A. 

Ce système p e r m e t de c o n s t r u i r e t r è s - s i m p l e m e n t la t angen te en u n point m 

de la spirale sinusoïde òh. 

Et en effet : 

Pour avoir la t angen te B au po in t m de la c o u r b e 0, il faudra : i° c o n s t r u i r e le-

plan T t angen t en m au cône A , la t race I F de ce plan sera p e r p e n d i c u l a i r e au 

rayon vecteur khmh et passera pa r le point AA ; 2° cons t ru i r e le p lan 0 tangent 

en m au cono ide I; o r , il est évident q u e la d ro i te Kh qu i passant par le point m 



sera p e r p e n d i c u l a i r e a AtLmh sera la p ro jec t ion hor izon ta le de la g é n é r a t r i c e K du 

second système du pa rabo lo ide 2 , se r a c c o r d a n t avec le conoide 2 t ou t le long de 

la géné ra t r i ce d ro i t e ho r i zon ta l e G q u i , s ' a p p u y a n t su r l 'axe A et l 'e l l ipse C , 

passe pa r le po in t m. Cette d ro i t e K pe rce ra le p lan ho r i zon ta l au p o i n t s s i tué 

sur la d ro i t e Aho ; si d o n c p a r ce po in t s on m è n e la dro i te H 0 pa ra l lè le à Ahmh 

( q u i r e p r é s e n t e Gh), o n a u r a la t race ho r i zon ta l e d u p l a n © . 

Les deux dro i tes H 1 et H e se c o u p e n t en u n po in t b qu i se ra la t race h o r i z o n 

tale de la t angen te 9 ; dès lors bmh sera la t a n g e n t e au p o i n t mu de la spirale 

sinusoïde. 

Dans la fig. 2 4 1 , n o u s avons d o n n é les seules c o n s t r u c t i o n s g r a p h i q u e s à 

exécu te r p o u r avoir la t angen te 9 en un po in t m d ' u n e spirale sinusoïde S, le 

po in t o é t an t le pôle e t la d ro i t e oR é tan t l ' o r i g ine des ang les co. 

D a n s cet te figure il est facile de vo i r q u e ms=ob; q u e bsmo est u n r e c t a n g l e ; 

q u e la t angen te 9 coupe la d ro i t e oR en un po in t p q u i est le mi l ieu de bm et de 

so, e t q u e dès lors p o u r avoir la t a n g e n t e 9 il suffit d 'é lever su r le mi l ieu r du 

rayon vecteur p = om u n e p e r p e n d i c u l a i r e à ce r a y o n vec teur , l aque l le coupe ra 

la d r o i t e oR en un p o i n t p, et la d ro i te pm se ra la t angen te 9 d e m a n d é e . 

2° De la spirale cosinuloide. 

5 0 4 . Si l 'on a cons t ru i t la sp i ra le s inuso ïde 8 (fig. 2 4 2 ) , o é t an t le pôle et oK 

la d ro i t e o r ig ine des angles co, on a l ' équa t ion 

P = a . sin. w 

Mais si au lieu de c o m p t e r les a res ( qu i d a n s le cerc le B m e s u r e n t les angles co ) 

à p a r t i r du po in t b en m a r c h a n t su r le cerc le B dans le sens i n d i q u é pa r la 

t l è c h e / , on compta i t des a rcs m e s u r a n t des angles cof c o m p l é m e n t a i r e s des angles 

co en p a r t a n t du p o i n t b' et m a r c h a n t s u r le cerc le B d a n s le s e n s i n d i q u é pa r 

flèche on voit de su i t e q u e p o u r un po in t m de la c o u r b e $ on a u r a : 

om=pn = op' or ^m = asinw et op'— a cos & 

D o n c , l 'on aura p o u r l ' équa t ion de la c o u r b e à 

ou p = a sin w ou p = a cos tu' 

La sp i ra le cos inuso ïde n 'es t donc a u t r e q u e la sp i ra le s inuso ïde . 



3 o De la spirale tangentoide. 

5 0 5 . L ' é q u a t i o n de la sp i r a l e t angen to ide est p = a t a n g . w , t r açons un cercle 

B (fig. 243 ) ( a v e c u n rayon égal ko), et m e n o n s p a r son c e n t r e kh un rayon 

Xhq c o u p a n t au po in t q la t angen te au cerc le B m e n é e au po in t o en lequel ce 

cerc le B est coupé pa r la d r o i t e kho, o r ig ine des angles &>. On a u r a : 

<yq — a. tang. w 

Po r tons oq de A f t en m% nous a u r o n s a lo rs u n p o i n t mh d ' u n e c o u r b e 3 \ dont 

l ' équa t ion sera p r é c i s é m e n t p = a . t ang o , en dé s ig n an t A W p a r p. 

Cela p o s é : 

D u p o i n t Ah c o m m e c e n t r e et avec Ahmh p o u r r a y o n , déc r ivons un cerc le t 

c o u p a n t la d ro i t e H H p e r p e n d i c u l a i r e à la d r o i t e Aho en u n p o i n t p, on a u r a . 

A'W 1 = oq = A.hp 

Dés l o r s , dé s igna n t A"» pa r p , , on p o u r r a d a n s le plan M t racer u n e c o u r b e . 

ayan t p o u r ée¡uation 

?, = f(z) 

Et dés ignan t oq p a r x, l ' équa t ion de / sera 

x=f (z) 

Si l 'on fait t o u r n e r la c o u r b e y a u t o u r de l 'axe A , on a u r a u n e su r l ace de revo

lu t ion A; et si l 'on fait mouvoi r pa ra l l è l emen t au p lan hor izon ta l de project ion 

u n e dro i te G s ' a p p u y a n t su r l 'axe A et s u r la c o u r b e «/, on a u r a un conoide 2. 

L e s deux surfaces A et 2 se c o u p e r o n t su ivan t u n e c o u r b e 8 d o n t la pro jec t ion o 

sera la spirale tangentoide. 

On p e u t p r e n d r e p o u r / (z) u n e fonction de z de telle forme q u e l 'on voudra 

on a u r a d o n c u n e infinité de systèmes de surfaces A et 2 d o n n a n t la sp i ra le t a n 

gento ide p o u r la pro jec t ion de la c o u r b e à doub le c o u r b e § su ivant laquel le elles 

s ' e n t r e c o u p e n t . 

P a r m i tous ces systèmes le p lu s s imp le sera celui p o u r lequel la c o u r b e y sera 

u n e d ro i t e passant p a r le poin t A b ; dès l o r s , la ligne yv sera u n e d ro i t e parallel* 

à la d ro i te y. 

Dans ce système pa r t i cu l i e r , la surface A sera un cône de révolut ion ayant 



s o m m e t au po in l Ah et a y a n t la droi te A p o u r axe de révolut ion et le conoide 2 

sera un paraboloide hyperbolique ayan t les dro i tes A et yv p o u r directrices et le p lan 

hor izonta l de project ion p o u r plan directeur. 

5 0 6 . La cons t ruc t i on de la t a n g e n t e en un p o i n t mh de la sp i ra le t a n g e n t o i d e 

sera facile -, car elle sera la project ion de la d ro i t e in tersec t ion du p lan T t angen t 

en m au cône A et du p lan 0 t angen t en ce m ê m e point m au pa rabo lo ide 

h y p e r b o l i q u e 1. 

J'ai i n d i q u é su r la fig. 2 4 3 tou tes les c o n s t r u c t i o n s , il sera facile de les l i r e , 

p u i s q u e nous avons appr i s à c o n s t r u i r e le p lan t angen t e n un po in t d ' u n p a r a b o 

loide h y p e r b o l i q u e . 

5 0 7 . La cons t ruc t i on de la t angen te 9 en un po in t ni d ' u n e spirale t angen to ide S , 

(fig. 2 4 4 ) don t on connaî t le pote o et la dro i te oR o r i g i n e des angles co, se r é d u i t 

d o n c en définitive aux opéra t ions g r a p h i q u e s su ivan tes : 

Pa r le poin t o on m è n e u n e d ro i t e or p e r p e n d i c u l a i r e au r ayon vec teur om ; 

par le po in t m o n m è n e u n e d ro i t e ms p e r p e n d i c u l a i r e à la d ro i t e oR et la c o u p a n t 

au po in t s ; pa r ce po in t s on m è n e une d ro i t e sr para l lè le au r ayon vecteur om 

et coupan t la d ro i te or au po in t r ; en j o ignan t les p o i n t s r et m on a la t angen te 9 

d e m a n d é e (*). 

4° De la spirale cotangentdide. 

5 0 8 . Si p o u r u n e c o u r b e S* don t l ' équa t ion est p = a cot .co , n o u s faisons les 

mômes c o n s t r u c t i o n s q u e p o u r la sp i ra le t a n g e n t o i d e , il est facile de voir q u e 

cet te c o u r b e òh sera enco re la p ro jec t ion de l ' in te r sec t ion d ' u n cône d ro i t A 

et d ' u n pa rabo lo ide h y p e r b o l i q u e 2, ces deux surfaces A et 2 é t an t p lacées 

l ' une par r appo r t à l ' au t r e a b s o l u m e n t c o m m e le cône et le pa rabo lo ide le s o n t , 

lo r sque n o u s avons examiné la sp i ra le t angen to ide . Nous pouvons d o n c affirmer 

q u e les sp i ra les t angen to ide et co tangen to ïde don t les é q u a t i o n s s o n t : 

o — a tang to et p = a cot w 

sont des cou rbes i d e n t i q u e s , en ce sens q u ' e n la i ssant l ' une fixe et faisant t o u r n e r 

l ' aut re a u t o u r du pôle, on p o u r r a supe rpose r ces deux c o u r b e s . 

(*) Voyez d a n s le Complément de géométrie descriptive , l e m é m o i r e q u i a p o u r t i t re : Construc

tion de la tangente en un point multiple d'une courbe dont l'équation est inconnue ; m é m o i r e 
q u e j ' a i publ ié p o u r la p r e m i è r e fois d a n s le 2 1 e cah ier d u J o u r n a l de l 'École p o l y t e c h n i q u e . 

Voyez aussi d a n s les Développements de géométrie descriptive le chap i t r e I I , page 124. 



5 V De la spirale sécantoïde et 6° De la spirale cosécantdide 

5 0 9 . Il suffit de j e t e r les y e u x s u r la fig. 2 4 5 p o u r r e c o n n a î t r e q u e la cou rbe 

r ep ré sen t ée par l ' équa t ion : p — o sécant co, n ' e s t a u t r e q u e la d r o i t e D t angen te er 

n au cerc le B ayan t son r a y o n é g a l a a, et q u e la c o u r b e r e p r é s e n t é e p a r l ' équa t ion 

- = a cosecant co', n ' es t a u t r e q u e la d r o i t e D' t angen te au po in t n au même 

eerc le B, 

7° De la spirale sinus-versoïde. 

5 1 0 . L ' équa t ion de la sp i ra le s inus-versoïde est : p = a sin-vers «•>; p o u r c o n s t r u i r e 

cet te c o u r b e , n o u s t r ace rons (fig. 2 4 6 ) u n cerc le B avec un rayon égal à a ; h 

l igne LT passan t p a r s o n c e n t r e AA é t an t p r i s e p o u r o r ig ine des ang les co, n o u s 

p o r t e r o n s s u r le r ayon vecteur Ahn, le s inus -verse op depu i s le po in t A ' j u s q u en 

mh e t la c o u r b e òh, l ieu des p o i n t s mh, a u r a la forme d ' u n 8 (ses b r a n c h e s se c roe 

san t au po in t Kh c e n t r e d u cerc le B et t o u c h a n t ce m ê m e cerc le B aux p o i n t s i et f 

s i tués su r le d i a m è t r e p e r p e n d i c u l a i r e à L T ) . 

Cela posé : 

Si n o u s p r e n o n s la d ro i t e LT p o u r l igne de t e r r e , n o u s p o u r r o n s t r ace r dans 

le p l an vert ical de p ro jec t ion LT u n e c o u r b e y a y a n t p o u r équa t ion p , = : / (s) 

Ayan t élevé p a r le po in t Ah la ver t icale A , la c o u r b e y a u r a u n e pos i t ion dé 

t e r m i n é e p a r r a p p o r t à cet axe A ; faisons glisser p a r a l l è l e m e n t à l u i - m ê m e l a x e 

A p o u r le t r a n s p o r t e r en A', e n ce t te pos i t ion la d r o i t e A' pe r ce la l igne de t e r re 

LT au po in t o s i tué su r le cerc le B et la c o u r b e y a u r a p r i s u n e pos i t ion para l lè le y 

Cela p o s é , faisons t o u r n e r la c o u r b e y a u t o u r d e l 'axe A , o n a u r a u n e surface 

de révolu t ion A 5 r e g a r d o n s la c o u r b e y1 c o m m e la base s u r le plan vertical L'i 

d ' u n cy l ind re \ ayan t ses géné ra t r i ces d ro i t e s p e r p e n d i c u l a i r e s au plan vertical 

L T , ce c y l i n d r e \ c o u p e r a le c y l i n d r e de r évo lu t ion <p, q u i a le cerc le B pour 

base ho r i zon ta l e et p o u r sect ion d r o i t e , su ivan t u n e c o u r b e C: et le c o n o i d e a 

sera e n g e n d r é p a r u n e d ro i t e G se m o u v a n t pa ra l l è l emen t au p lan bori/ .ontal 

de p ro jec t ion en s ' a p p u y a n t s u r l ' axe A et la c o u r b e C. 

Les deux surfaces de r évo lu t ion A et cono ide I s ' en t r ecoupe ron t suivant nun 

c o u r b e ci d o n t la p ro j ec t ion òh sera p r é c i s é m e n t la sinus-versoïde. 

P a r m i les d ivers systèmes de surfaces A et I , on peu t p r e n d r e ie p lus s imple 

q u i sera ce lu i p o u r l eque l la c o u r b e y se ra u n e d ro i t e L> passan t pa r ie point A 

c e n t r e du cerc le B. Dès lors la surface A sera un cône de révo lu t ion ayant sor 

s o m m e t au po in t A" et ayan t la d ro i te A p o u r axe de ro ta t ion , et la courbe C 

sera une ellipse, car a lors / sera u n e d ro i t e D' paral lè le à D et passant par ie 



point o , et le cy l ind re 4 sera u n p lan P p e r p e n d i c u l a i r e au p lan vertical de 

p ro jec t ion et a y a n t p o u t t race V la d ro i te D' e l l e -même. 

Le conoide 2 a u r a d o n c p o u r directrice courbe l 'e l l ipse C sect ion faite dans h 

cy l i nd re o p a r le p l a n P 

5 t î . Les sur faces pa r t i cu l i è r e s d et I p e r m e t t e n t de c o n s t r u i r e assez s imple 

m e n t la t angen te en un p o i n t mh de la s inus-versoïdcS* ; e t en effet , cet te t a n g e n t e 

sera l ' i n te r sec t ion des p l ans T t angen t au c ô n e A an p o i n t m, e t du p lan 0 t a n 

gen t au cono ide 2 en ce m ê m e p o i n t m. 

H est évident q u e H T passera pa r ie po in t A'' et sera p e r p e n d i c u l a i r e au rayon 

vec teur A f c m\ 

P o u r c o n s t r u i r e H ° , n o u s m è n e r o n s au po in t n en lequel le cercle B est coupe 

par la d ro i t e AW* une t angen te à ce cercle , laquelle, coupe ra H" en u n point 

La d ro i t e sA" sera d o n c la t race h o r i z o n t a l e d u parabo lo ide h y p e r b o l i q u e 2, se 

raccordant avec le conoide 2 tout le long de la g é n é r a t r i c e d ro i t e G pas san t par le 

p o i n t m, 

Si d o n c n o u s m e n o n s par m" u n e d ro i t e Kfc p e r p e n d i c u l a i r e au rayon vec teur 

A*mA, elle p e r c e r a la d ro i t e skh en u n p o i n t r qu i sera la t race ho r i zon ta l e de la 

g é n é r a t r i c e du second système K d u pa rabo lo ide 2 , . 

Dès lors m e n a n t pa r îe p o i n t r u n e d ro i t e I I e para l lè le à Xhmh qui n ' es t a u t r e 

q u e G \ on a u r a la t race d u p lan 0 , 

Ces deux t races H T et H e s e c o u p e n t en un po in t b et un i s san t les points b et m \ 

<m a u r a la t a n g e n t e à la c o u r b e 3 \ 

Dans la fig. 2 4 7 , n o u s n ' avons t racé q u e les l ignes s t r i c t e m e n t nécessa i res 

p o u r îa c o n s t r u c t i o n de la t a n g e n t e en un po in t m d ' u n e s inus-verso ïde 3 , d o n t 

le po in t o sera i t le pôle et la d ro i t e op Y origine des ang les &>. 

5 1 2 . A p p l i q u o n s les p r i n c i p e s exposés c i -de s sus à q u e l q u e s a u t r e s c o u r b e s 

dont l ' équa t ion p o l a i r e serai t : 

8 ' p.-j>^= a . . . . . . . sp i ra le hyperbol ique- , 

9° o — a.ui , sp i ra le d ' A r c h i m e d e ; 

10° p2 = a.<ù sp i r a l e p a r a b o l i q u e du p r e m i e r g e n r e : 

I T c = a . » 1 . . . . . . . sp i ra le pa r abo l i que du second g e n r e . 

8" Spirale hyperbolique , O<Ù = <t. 

5 1 3 . En se r appe l an t ce q u e n o u s avons di t c i - d e s s u s , on voit de su i te q u e la 

c o u r b e y t racée dans le p lan M passant par l 'axe A aura p o u r équa t ion : p, = / (>; 

Et si n o u s rectifions l 'arc a/x> du cerc le B ayan t son rayon égal à a , nous a n i o n s 



x, de s lors la c o u r b e C, transformée de la d i r ec t r i c e c o u r b e C du conoïde 5 Dura 

p o u r é q u a t i o n ~ — / (s) . 

Le sys tème le p lus s imple sera celui p o u r lequel n o u s p r e n d r o n s s p o u r / ( z ) , 

et a lors l ' équa t ion de la c o u r b e y sera p, = s et celle de la c o u r b e p lane C, sera 

/ 1 ' = xz. 

La surface de révolu t ion A sera d o n c un cone ayan t son s o m m e t au c e n t r e du 

cerc le B et ayan t la d r o i t e A p o u r axe de r o t a t i o n ; et la c o u r b e d i r e c t r i c e C du 

conoïde 2 a u r a p o u r transformée u n e hype rbo le e q u i l a t e r e a y a n t p o u r a s y m p t o t e s 

u n e vert icale et une h o r i z o n t a l e , le c e n t r e de cet te c o u r b e é t an t s i tué s u r la d ro i t e 

or ig ine des angles co. 

La cons t ruc t ion de la t angen te en u n po in t de la spi ra le h y p e r b o l i q u e seria 

fac i le , p u i s q u ' e l l e d é p e n d r a d e la t a n g e n t e à l ' hype rbo l e G, (*). 

Et en effet, soit d o n n é e la sp i ra le h y p e r b o l i q u e èh ayant le po in t AA (fig. 247 bis) 

p o u r pôle et en m ê m e t e m p s p o u r point asymptote , de ce po in t A ? i c o m m e c e n t r e et 

avec un r a y o n éga ì à a déc r ivons un cerc le B et m e n o n s au po in t 0 u n e tangen te 

L I à ce ce rc l e ( l a d ro i t e oAk é t a n t l ' o r ig ine d e s angles co ). 

Dans le pian vert ical L T , t r açons u n e h y p e r b o l e C, ayan t p o u r a s y m p t o t e s ta 

d ro i t e LT et u n e ver t ica le A% le c e n t r e de cet te c o u r b e é t an t au po in t o et soi; 

equa t ion é t an t c?=zxz, l ' équa t ion po la i re de la sp i ra le h y p e r b o l i q u e t racée suc 

le p lan ho r i zon ta l sera eco-— a. 

P o u r c o n s t r u i r e au po in t mh de la c o u r b e spi ra le h y p e r b o l i q u e â / l la t a n g e n t e f\ 

nous r e m a r q u e r o n s q u e ie r ayon vecteur Ahmh coupe le cerc le B au po in t nh, et 

q u e si l 'on rectifie l ' a rc orf p o u r le po r t e r su r LT de o en et si pa r ri on élève 

u n e ver t icale c o u p a n t l ' hyperbole G, au po in t n,, et si Ton m è n e au po in t n la 

t angen te 9, à ce t te h y p e r b o l e C, , ce l te t angen te 8, c o u p a n t LT au po in t p\ ou 

aura p'n z=znro. 

Si d o n c on m è n e au point //' la t a n g e n t e Bh au cerc le B et si l 'on p o r t e s u r 9'' , 

pa r t i r du p o i n t n'\ n''p = n'p =rio = ( a r c . omh rectifié ) et si l 'on un i t le point p 

avec le po in t A* pa r u n e d r o h e il-», on a u r a en cet te d ro i t e H- ! , la t race hor izon ta le 

du parabolo ide h y p e r b o l i q u e I, se raccordant avec ie conoïde I t ou t le long de la 

géné ra t r i ce d ro i t e G qui est ho r i zon ta l e et qu i passe p a r l e poin t m de la c o u r b e } 

in te r sec t ion du cône de révolut ion A et du conoïde 1 qu i a p o u r courbe directrice 

l ' hyperbo le C, en rou lée su r le cy l ind re q, de révolu t ion ; ia t angen te th au po in t -in 

de la sp i ra le h y p e r b o l i q u e oh sera donc la pro jec t ion de l in te rsec t ion d u p lan T 

t a ngen t en m au cône à, et du pian h t angen t en m au parabolo ide 2,. 

.*) t'oyez , dans le chap i t r e 11 des Oeceloppements de géométrie descriptive »-t qui est relatif a k 
«pua le hyperbolique. 



Or, H* passera par le point A" et sera p e r p e n d i c u l a i r e au rayon vec teur A V ; et 

p o u r avoir H 0 , nous m è n e r o n s par le p o i n t mh u n e d r o i t e Kh p e r p e n d i c u l a i r e au 

rayon vec teur A V et r e n c o n t r a n t la d r o i t e H 2 , en u n po in t q ; p a r ce po in t q 

n o u s m è n e r o n s H 0 para l lè le à A.hmh ( ou G A ) et les deux droi tes H 0 e t H T s e cou 

p e r o n t en u n po in t r ; en un i ssan t p a r u n e d ro i t e les po in t s r et m f c, on a u r a la 

t a n g e n t e t au po in t mh d e la sp i ra l e h y p e r b o l i q u e . 

R e m a r q u o n s q u e la d ro i t e ntg est égale à l ' a rc mhs r ec t i f i é , cet a r e é tan t 

c o m p t é su r le cerc le déc r i t d u po in t A \ (pôle de la sp i ra le ) c o m m e cen t r e e t 

avec u n r a y o n égal à A V ( r a y o n vecteur d e la s p i r a l e ) et le po in t s é t an t sur la 

d r o i t e o r ig ine des ang les « , 

9° Spirale d'Archimede, p = 

5 4 4 . La c o u r b e y a u r a p o u r équa t ion p , c = : / ( z ) et la c o u r b e C, au ra p o u r é q u a -

t ion x=sf(z). 

Le système le p lu s s i m p l e sera d o n c ce lu i p o u r lequel on a u r a : p, = z et x = z. 

En sor t e q u e la surface de révolu t ion A sera u n cône a y a n t son s o m m e t au c e n t r e 

du ce rc le B q u i a son r a y o n égal à a et q u i a p o u r c e n t r e le pôle de la sp i ra l e 

et la surface conoïde 2 a u r a p o u r d i r e c t r i c e c o u r b e C u n e hélice t r acée s u r le cy

l ind re de révo lu t ion 9 (*). 

10° Spirale parabolique. p~ r r a w ; 

5 1 5 . La c o u r b e y a u r a p o u r équa t ion p t * = : / ( s ) et la c o u r b e C, a u r a p o u r équa

tion xz=zf{z). 

Les surfaces les p lu s s imples à et 2seront d o n c celles q u e I o n o b t i e n d r a avec 

les é q u a t i o n s p , ' = z et x = z. 

Dès lors la surface de révolut ion A sera un pa rabo lo ide de révolu t ion ayan t la 

droi te A p o u r axe de ro ta t ion et le cono ïde 2 au ra p o u r d i rec t r i ce c o u r b e C une 

hélice t r acée su r le c y l i n d r e de révolu t ion 9, 

La cons t ruc t i on de la t angen te en u n po in t de la spi ra le p a r a b o l i q u e du pre

mier genre, n'offrira a u c u n e difficulté p u i s q u ' e l l e d é p e n d r a de la cons t ruc t ion de 

la t angen te en un po in t d ' u n e hél ice c y l i n d r i q u e et c i r cu la i r e et de celle de la 

tangente en un po in t d ' u n e p a r a b o l e . 

y oyez , dans le chap i t r e I I des Développements de géométrie descriptive , ce qui est relat i f a U 
spi ra le d 'Archimede cons idé rée c o m m e é tan t la pro jec t ion du la c o m b e d ' in t e r sec t ion d ' u n e surfa«-<-

i n r ' . j ' a i r c et d ' un conoïde . 



\ l 9 Spirale parabolique , p = a . 0 / . 

5 1 6 La c o u r b e y a u r a p o u r équa t ion p , = / ( « ) et la c o u r b e C, a u r a p o u r équa-

X* 
î ion — = / ( z ) . 

Les surfaces les p l u s s i m p l e s s e r o n t celles q u e l 'on ob t i endra en ver tu de> 

équa t ions : p , = s et ic' = az. Dès lors la sur face de révolu t ion A sera u n cône ayant 

son s o m m e t au c e n t r e du cercle B (décr i t du pôle de la sp i ra le c o m m e c e n t r e et 

avec un r ayon égal à a ) e t ayan t la d ro i t e A p o u r axe de ro ta t ion . La surface 

conoide I a u r a p o u r c o u r b e d i r ec t r i c e C u n e c o u r b e à d o u b l e c o u r b u r e tracée 

s u r le c y l i n d r e <p et d o n t la transformée sera u n e pa rabo le C, ayan t son s o m m e t 

s u r la d ro i t e or ig ine des angles w et son axe infini para l lè le à la d ro i t e A. 

La c o n s t r u c t i o n de la t a n g e n t e en un p o i n t de la sp i ra le p a r a b o l i q u e du second 

genre n 'offrira a u c u n e diff iculté, p u i s q u ' e l l e d é p e n d de la cons t ruc t ion de la t an

gen te en u n po in t d e l à pa rabo le C, '(*). 

5 1 7 . E x é c u t o n s la cons t ruc t i on de la t a n g e n t e en u n po in t de la sp i ra le para 

b o l i q u e p — creo'. 

Le c e n t r e A'1 d u cerc le B (fig. 248) s e r a le pôle de la sp i ra le et la d ro i t e oA 

sera l ' o r ig ine des angles « . Ayan t m e n é la d ro i t e L T t a n g e n t e au cerc le B au 

po in t o , n o u s t r ace rons d a n s le p lan vert ical de p ro jec t ion L T ( q u i est tangent 

u cy l ind re cp ayant le cerc le B p o u r sect ion d r o i t e ) u n e p a r a b o l e C, ayant son 

s o m m e t au p o i n t o et la vert icale Av p o u r axe i n f i n i , ce t te pa rabo le C, ayan t pour 

é q u a t i o n = az (les x sont c o m p t é s s u r LT et les s s u r A"). 

Cela posé : 

P r o p o s o n s - n o u s de c o n s t r u i r e la t a n g e n t e t au point m" de la sp i ra le 8\ Le 

rayon vec teur à V coupera le cerc le B a u p o i n t nh\ rectifions l ' a rc ore' et 

por tons- le s u r LT de o en n f ; p a r le p o i n t / / é l e v o n s u n e vert icale n'n, c o u p a n t la 

pa rabo le C, au po in t n,, ce po in t n, sera le transformé du po in t » d e la c o u r b e a 

doub l e c o u r b u r e C q u i , t racée su r le c y l i n d r e 9, sera la directrice courbe du 

conoide 2. 

Le plan T langent en m au cône de révolut ion A a u r a sa t race H 1 passant pat it 

po in t A* et p e r p e n d i c u l a i r e au rayon vecteur Ahmh. 

La t a n g e n t e S au po in t n de la c o u r b e C se p ro je t te ra en Qh t angen te en n'- au 

Fuyez, d;u»s le chap i t r e 1 1 , page 114, des Décelopptments de geometric descriptive , ce q u e . v i 
vons dit s u r ta sp i r a l e p a r a b o l i q u e a y a n t p o u r é q u a t i o n ¡¡ = a s . c o u r b e qu i n o u s a servi poru i; 

" m i t r u c l i o n d u r ^ y o n de r o t ? r h ; : r e de la sp i ra le d ' A r c h i m e d e . 



-ci cíe ß (qui n 'es t au t reeho.se q u e Ch), et la transformée 9S de 6 sera la t angen te ers 

nt à la pa rabo le C,. Or on sait q u e p o u r la pa rabo le on a : op'=pn!, dès lors po r t an t 

la s o u s - t a n g e n t e n'p' s u r 6 \ du po in t h* au po in t p , on au ra en p la t race hor izon

tale de la d ro i t e 3 ; e t en j o ignan t les po in t s p et kh p a r une d ro i t e I P 1 on a u r a 

la t race du pa rabo lo ide h y p e r b o l i q u e 2, qu i se raccorde avec le cono ide 2 tout le 

long de la géné ra t r i ce dro i te G ( ho r i zon ta l e et passant par ie point m). 

Si donc on m è n e pa r le po in t mh u n e d ro i t e mhq p e r p e n d i c u l a i r e au rayon vec

teur \mmh, ce t te p e r p e n d i c u l a i r e coupe ra H 2 ' en u n po in t q e t m e n a n t par c/ une 

d ro i t e H 6 para l lè le au r ayon vec teur A'm" ( qu i n 'es t a u t r e q u e Gh), on au ra la 

t race h o r i z o n t a l e du plan 0 t angen t en m au conoide 2 , Les t races I P e t H e se 

coupen t en un po in t r , u n i s s a n t les po in ts r e t mhon au ra la t a n g e n t e i / ; d e m a n d é e . 

R e m a r q u o n s q u e l 'on a : o n ' = ( a r e . on'1 rectifié ) , n]p^. \ on , done gmh - --

; (arc smh rect i f ié) . Ce qu i s ' accorde pa r fa i t emen t avec les résu l ta t s q u e n o u s avions 

t rouvés page 144 des développements de géométrie descriptive. A in s i , sans avoir besoin 

de r e c o u r i r à r analyse, nous pouvons t rouver p a r l a géométrie descriptive une p r o 

p r i é t é qu i nous p e r m e t de c o n s t r u i r e t r è s - s i m p l e m e n t la t angen te en un p o i n t 

de la sp i ra le pa r abo l i que du second genre, p <=^a, o \ 

5 1 8 . Si Ton a u n e c o u r b e p lane oh ayan t p o u r équa t ion p o l a i r e / ( p . oj ) = 0 , 

nous p o u r r o n s tou jours p a r le pôle, m e n e r u n e d ro i t e A p e r p e n d i c u l a i r e au plan 

P de ia c o u r b e o* et de ce pôle c o m m e c e n t r e et avec u n rayon égal à P u n i t e 

l inéai re , t r acer d a n s le plan P un cerc le B. 

Ce cerc le B sera c o u p e en un po in t b par la d r o i t e R o r ig ine des ang le s &>, en 

ee po in t b nous m è n e r o n s une t angen te au cerc le B, et n o u s p r e n d r o n s ce t te d r o i t e 

pour l igne de t e r r e LT. 

T raçons d a n s le p ian vert ical de p ro jec t ion LT u n e dro i te Z q u i , passant pa r 

le po in t b, soit p e r p e n d i c u l a i r e à la d ro i te L T ; cela fait , m e n o n s par la d ro i te A 

u n pian M pas allele au p lan vert ical de p ro jec t ion L T ; ce p lan M a u r a p o u r t r a c e 

sur le plan P la d ro i te ï p \ 

Gela posé ; 

T r a ç o n s d a n s le pian M une dro i te y avant p o u r equa t ion p, — l e s abscisses p 

étant comptées sur la d ro i t e fP et les o r d o n n é e s z é t an t comptées su r la d r o i t e A , 

le pôle de la e e u r b e o* é t an t l ' o r ig ine de ces c o o r d o n n é e s p, et z. 

Traçons ensu i te dans le plan vertical LT u n e c o u r b e C, ayant p o u r equa t ion 

F (x, ; ) ™ 0 , les abscisses x é tan t c o m p t é e s s u r la d ro i te LT et les o r d o n n é e s : 

é tant comptées sur la d ro i t e Z , le p o i n t a é t an t l ' o r ig ine de ces coo rdonnées x cl ; 

et r abscisse x é t an t égale à l 'are rectif ié, q u i , d a n s le ce rc le B , m e s u r e l 'angle w . 

On voit (pie l ' équa t ion F (x. ;)~—0 sera i d e n t i q u e à l ' équa t ion F ( » , ç ) - - 0 en 

r emplaçan t <K.ns í nue ./ i ; ; .... -:-t z par r.. 
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Ainsi l ' équa t ion de h cou rbe C, est p r é c i s é m e n t en coo rdonnées r ec t angu

la i res i d e n t i q u e de forme à l ' équa t ion po la i r e de la c o u r b e èh 

E n r o u l o n s le p lan vert ical LT s u r le cy l i nd re vert ical 9 ayan t le cercle ß pour 

liase su r le p lan P o u , en d ' a u t r e s t e r m e s , ayan t le cerc le B p o u r sect ion d ro i t e , l» 

c o u r b e p l a n e C, dev iendra u n e c o u r b e à doub l e c o u r b u r e C et le cône A de révo

lut ion a y a n t la d r o i t e y p o u r g é n é r a t r i c e d ro i t e et p o u r axe la d ro i t e A et p o u r 

s o m m e t le pôle de la c o u r b e 3 \ coupe ra le cono ïde 2 e n g e n d r é p a r u n e d ro i t e G 

se m o u v a n t pa ra l l è l emen t au p lan P en s ' a p p u y a n t su r la d ro i t e A et la c o u r b e C. 

su ivant u n e c o u r b e 5 qu i a u r a p o u r pro jec t ion o r thogona le su r le p lan P , p r é 

c i sémen t la c o u r b e 3 \ 

Cela posé : 

Si l ' équa t ion F ( p . &>) = 0 est du second d e g r é , l ' équa t i on F ( a , x)~0 sera 

aussi du second degré ; on voit donc q u e l 'on p o u r r a faci lement c o n s t r u i r e la tan

gen te en u n po in t de tou te c o u r b e <3\ d o n t l ' équa t ion po la i re sera du second de 

g r é , p u i s q u e les c o n s t r u c t i o n s à effectuer n ' ex igeron t q u e de savoir cons t ru i r e 

g r a p h i q u e m e n t la t angen te en u n po in t d ' u n e sect ion c o n i q u e C,. 

Si l ' équa t ion de la c o u r b e òh était F ( p \ w ) = 0 , a lors on p r e n d r a i t sur le plan 

M u n e pa rabo le ayan t p o u r équa t ion p , a = a et p o u r C, u n e sect ion con ique 

ayant p o u r équa t ion F ( 2 , x) : = 0 . 

Et a lors la c o u r b e u s e r a i t la p ro jec t ion de la cou rbe è i n t e r sec t ion d 'un p a r a b o 

loide de révolut ion Q ayan t la d r o i t e A p o u r axe et son s o m m e t s i tué au pôle 

de la c o u r b e òh, et d ' u n conoïde 2 e n g e n d r é pa r u n e d ro i t e G se m o u v a n t dans 

l 'espace en s ' appuyan t su r îa d ro i t e A et su r la c o u r b e C tout en res tan t hor izon ta le . 

On voit d o n c q u e n o u s p o u r r o n s t o u j o u r s c o n s t r u i r e graphiquement la t angente 

aux courbes r ep ré sen t ée s p a r les é q u a t i o n s polaires. 

1 3 p' -f- flí3w ~f~ cp - j ~ d(j> 4 - /' = 0 

2» pi - f a'p'oi - f & V + c'p aH~ d ' t» 4 - f'= 0 

519 R e m a r q u o n s q u e la c o u r b e po la i re ôh don t l ' équa t ion esl 

p5 -|- apu - j - few3 -f- cp 4- rfw -f- /' = 0 : í ; 

est la pro jec t ion de la c o u r b e , in te r sec t ion des deux surfaces qu i sont d é t e r m i n é e s 

nn vprfn <1p« rtoiiv prrnntinnc 

z* 4- azx 4- 6ar»-f cz -f <¿r 4- /' = ö .< 

>u n vertu des deux é q u a t i o n s 

z - j - axz}~-\-bx>-\-v.z - 4- dx-\~f~ 0 



Dès l o r s . il est évident q u e n o u s s au rons c o n s t r u i r e graphiquement la t á n g e m e 

à la. c o u r b e don t l ' équa t ion pola i re sera : 

car , c o m m e n o u s savons c o n s t r u i r e la t a n g e n t e a la c o u r b e pola i re ayan t p o u r 

é q u a t i o n , l ' équa t ion (1) e t cela en ve r tu des équa t ions (2) et ( 3 ) , il n o u s se ra 

facile de cons t ru i r e graphiquement la t a n g e n t e à la c o u r b e ayan t p o u r é q u a t i o n 

l ' équa t ion ( 5 ) , et cela en ver tu des é q u a t i o n s (1) et (4 ) . 

Pa r s u i t e , nous s a u r o n s c o n s t r u i r e graphiquement la t angen te en un poin t 

d u n e c o u r b e r e p r é s e n t é e en coordonnées polaires p a r l ' équa t ion (6), 
Cela posé : 

R e m a r q u o n s enco re q u e la c o u r b e polaire oh d o n t l ' équa t ion est 

p« - f «p2

 B - j_ &w> _|_ C p > _j_ d w /• — o (7; 

est la p ro jec t ion de la c o u r b e in te r sec t ion de deux surfaces q u i son t d é t e r m i n é e s 

en ver tu des deux é o u a t i o n s : 

s"* -f azx 4- hx* -\-cz-\-dx + f — Q (9) 

ou en ver tu des d e u x é q u a t i o n s : 

.s4 + az*x -f- foza -f cz'+ dx-\-f~- 0 (11) 

Des l o r s , il est év ident q u e n o u s s a u r o n s c o n s t r u i r e graphiquement la t angen te 

à la c o u r b e en coordonnées1 rectangulaires r e p r é s e n t é e p a r l ' équa t ion ( 1 1 ) , p u i s q u e 

nous savons c o n s t r u i r e la t a n g e n t e aux c o u r b e s r e p r é s e n t é e s pa r les é q u a t i o n s 

(7) et (10 ) . 

En pour su ivan t les r a i s o n n e m e n t s g é o m é t r i q u e s p r é c é d e n t s , il est facile de recon

na î t re q u ' a u moyen des t a n g e n t e s aux c o u r b e s de degrés i n f é r i e u r s , et en passan t 

graphiquement et success ivement des u n e s aux a u t r e s ( c o n s t r u c t i o n s q u i s e r o n t , 

il est v r a i , assez l o n g u e s , p u i s q u e p o u r la c o u r b e du h u i t i è m e d e g r é , p a r 

e x e m p l e , il faudra c o n s t r u i r e la t angen te à la c o u r b e du d e u x i è m e p o u r en d é 

d u i r e graphiquement la t a n g e n t e à la c o u r b e d u q u a t r i è m e , pu i s de la t angen te 

à la c o u r b e du q u a t r i è m e d e g r é , passer à la t a n g e n t e de la c o u r b e d u s ix ième 

degré , et enfin conc lu re d e cet te d e r n i è r e t angen te et graphiquement la t angen te 

à la c o u r b e d o n n é e du h u i t i è m e d e g r é ) , on p o u r r a tou jou r s c o n s t r u i r e graphi

quement la t angen te à u n e c o u r b e en coordonnées rectangulaires ayant p o u r équa

t ion 



o u 1 0 z¿n+ aznx - f bx%+ czn-\~ dx-\-[= 0 

o u 2° / + a Â - f bx*+ c/"~-f- dx - f f= 0 

et à u n e c o u r b e en coordonnées polaires ayan t p o u r é q u a t i o n : 

ou 3° f s n - f aP"u> + t o ' -f er," -f dco -f- / = 0 

ou 4° p̂  + a ^ w - f iui'-f-cp^-f-d<a-\-f=0 

L 'exposan t n é t an t égal à u n e pu i s s ance en t i è r e de 2 ; et ainsi ayant « — 2 ' ' . 

p é t a n t un n o m b r e en t i e r , pain ou i m p a i r . 

519 6z«. 11 existe deux spirales l o g a r i t h m i q u e s , l ' une a p o u r é q u a t i o n p = o° j , 

et l ' au t re a p o u r é q u a t i o n a P = w. C h a c u n e de ces c o u r b e s peu t ê t r e cons idé rée 

c o m m e la pro jec t ion hor i zon ta l e òh de l ' in te rsec t ion d ' u n e surface de révo lu t ion A 

et d ' un conoide I q u e n o u s a l lons d é t e r m i n e r : 

r P o u r la spirale p = a w , la c o u r b e m é r i d i e n n e de la sur face À ( l a p lus s imple) 

a u r a p o u r équa t ion p, = s, et la c o u r b e C, au ra p o u r équa t ion ax =:z : elle sera 

donc u n e logarithmique. 

A i n s i , la spirale sera la pro jec t ion de l ' i n t e r sec t ion d ' u n cône de révolu t ion 

et d ' u n conoide don t la directrice courbe C a u r a p o u r transformée C, u n e logarith

mique. 

2° P o u r la spirale a? = &>, la c o u r b e m é r i d i e n n e de la surface A ( la p lu s s imple ) 

au ra p o u r é q u a t i o n a?'=z q u i est celle d ' u n e logarithmique, et la c o u r b e C, aura 

p o u r équa t ion ¿ c = s ; a insi la spirale sera la p ro jec t ion de l ' i n te r sec t ion d ' u n e 

surface d e révolut ion e n g e n d r é e p a r u n e logarithmique, et le conoide a u r a p o u r 

directrice courbe u n e hél ice c y l i n d r i q u e . 

La c o n s t r u c t i o n de la t a n g e n t e en un po in t de l ' u n e et de l ' au t re des deux 

•spirales l o g a r i t h m i q u e s , d é p e n d r a d o n c de la cons t ruc t ion de la t a n g e n t e en un 

point d ' u n e logarithmique. 

5 1 9 ter. Nous avons vu c i - d e s s u s q u e l 'on pouvai t c o n s t r u i r e la t angen te en un 

point de l ' une et de l ' au t r e spirale parabolique d o n t les équa t i ons sont : 

( l ) p 2 = a.co et ( 2 ) p = a . w 1 ; 

et c e l a , en c o n s i d é r a n t c h a c u n e de ces spira les c o m m e la project ion de la cou rbe 

in te r sec t ion d ' u n e surface de révolut ion et d ' u n cono ide . 

Si l 'on t r a n s f o r m e , dans sort plan même, c h a c u n e de ces spira les en une 

e o u r b e en coordonnées rectangulaires , en r e m p l a ç a n t dans l eu r équa t ion 

p par s et co.p par y, on o b t i e n d r a les deux c o u r b e s (3) s 3 = a.î/ et (4) z ? z=za.y\. 



On saura donc c o n s t r u i r e la t angen te en l 'un q u e l c o n q u e des po in ts des 

e o u r b e s r ep ré sen t ée s par les é q u a t i o n s (3) et (A), et cela en vertu de ce q u e 

nous avons dit dans le chap i t r e II des Développements de géométrie descriptive 

page 13-4 ( * ) 

Je ne pousse ra i pas p l u s loin ces r e c h e r c h e s géométriques, car on se ra i t obl igé 

p o u r les pousse r p lus loin d ' e m p l o y e r des cons idé ra t i ons algébriques; toutefois , 

les cons idé ra t ions g é o m é t r i q u e s q u e j e viens d ' expose r c i - d e s s u s , p o u r r o n t , j e 

c r o i s , avec les d é v e l o p p e m e n t s algébriques nécessa i res , ê t r e ut i les à Y analyse. 

DE LA SU fi F Ai) E DU B I A I S - P A S S É . 

5 2 0 . La surface du biais-passé est u n e sur face gauche 2 e n g e n d r é e par une 

dro i te G s ' a p p u y a n t s u r u n e d ro i t e Â et su r deux cerc les C et G' de m ô m e rayon 

et s i tués r e spec t ivemen t d a n s deux p ians P et P f pa ra l l è l e s e n t r e eux et v e r t i 

caux et p e r p e n d i c u l a i r e s à la d ro i t e À ; de p lus les cen t r e s des cercles C et C' 

H la d ro i t e A sont d a n s un m ê m e p lan h o r i z o n t a l . 

Cette sur face 2 est d o n n é e pa r le premier mode de géné ra t ion des surfaces 

gauches; ce t te surface n'offre r i e n de p a r t i c u l i e r , ma i s en géné ra l i s an t son m o d e 

do géné ra t i on et s u p p o s a n t q u e les cerc les C et C r son t deux c o u r b e s E et lv 

telles q u e l 'on sache c o n s t r u i r e la t a n g e n t e en c h a c u n de l eu r s p o i n t s , elle 

p e r m e t de r é s o u d r e les deux p r o b l è m e s su ivan t s : 

5 2 1 . Problème 1. É t a n t d o n n é s su r u n plan un p o i n t o et deux courbes y et •/ 

( telles q u e l 'on sache l e u r c o n s t r u i r e u n e t a n g e n t e en c h a c u n de l eu r s po in t s ) , 

ayant m e n é pa r le po in t o u n e sé r i e de d ive rgen tes D , D', D" , 

La d ro i t e D c o u p a n t la c o u r b e y au po in t m e t la c o u r b e y' au po in t n, 

— D' — • — m' — — n, 
D" — m " n ' \ 

— e tc . — — etc . —. — e t c . , 

* ; Dans les Développements de géométrie descriptive n o u s avons cons t ru i t ( c h a p i t r e I I , page i 'ò-ì ) 

in t a n g e n t e à la sp i ra le d ' A r c h i m e d e ? = q.v, au m o y e n de sa transformée c u c o o r d o n n é e s r e c t a n g u 

la i res : z- =a.y, qu i est u n e parabole. 
À ce sujet j ' ava i s dit q u e ce t te p r o p r i é t é étai t c o n n u e , ma is q u e j ' i g n o r a i s qu i en étai t l ' au t eu r ( voyez-

la no t e p lacée a u bas de la p a g e 134 des Développements de géométrie descriptive); e n l isant d e r 

n i è r e m e n t les oeuvres de Pascal, r é i m p r i m é e s à Par i s en 1 8 1 9 , j ' a i v u q u e Roberval é ta i t le p r e m i e r 

q u i avai t t rouvé la p a r a b o l e compagne de la sp i r a l e d ' A r c h i m e d e . {Voyez, d a n s les OEuvres complè t e s 

de P a s c a l , t ome V e , page 1 0 1 , le pe t i t t r a i t é de l'Égalité des ligne* spirales et paraboliques, publiée:-

:,ar Pineal sous le n o m de DcttonvUle, i 0 d é c e m b r e He>K. 



et ayant pr i s su r chacune des dro i tes D, D' , D " , . . . . un point x, x\ x",,,.,, tel q u e 

Ton ait ; 

cons t ru i r e la t angen te en u n des p o i n t s de la c o u r b e o, lieu des po in t s x, .>•'. 

x",..... d é t e r m i n é s a ins i q u ' o n vient de le d i r e (fig. 2 4 9 ) . 

Pour r é s o u d r e le p r o b l è m e plan p r o p o s é , n o u s passe rons du p l an d a n s l 'espace , 

et dès lors n o u s r e g a r d e r o n s la figure t r acée su r le p lan P c o m m e é tan t la pro

j ec t ion o r thogona le s u r ce p lan P d ' u n cer ta in système Ae l ' e space . 

A ins i , t r a ç a n t s u r le p lan P u n e d r o i t e q u e l c o n q u e LT n o u s la p r e n d r o n s p o u r 

l igne de t e r re et le p lan P p o u r p lan vert ical de pro jec t ion ; deux dro i tes E ; ' et 

E"1 para l lè les à LT r e p r é s e n t e r o n t les p ro jec t ions h o r i z o n t a l e s de deux c o u r b e s 

p lanes E et E ' a y a n t p o u r p ro jec t ion v e r t i c a l e , savoir : E la c o u r b e d o n n é e / su r 

laquel le n o u s é c r i r o n s le symbole E B et E ' la c o u r b e d o n n é e y' s u r laquel le n o u s 

é c r i r o n s le symbole E ' r ; p a r le po in t o m e n a n t une d ro i t e p e r p e n d i c u l a i r e à LT . 

nous a u r o n s kh et le p o i n t o r e p r é s e n t e r a A". 

Cela p o s é , n o u s p o u r r o n s faire mouvo i r u n e d ro i t e G su r les t rois directrices A . 

E et E ' , et n o u s o b t i e n d r o n s u n e surface gauche 2. 

Si Ton c o u p e la surface 2 p a r u n p l an M para l lè le aux p l ans des cou rbes E e t 

E', l 'on ob t i end ra u n e c o u r b e B ; et les d ivers p o i n t s de cet te c o u r b e B ne scroni 

a u t r e s q u e ceux e n l e s q u e l s le p lan M coupe les diverses géné ra t r i ce s d ro i t e s G 

de la surface I. 

Or , il est év iden t q u e si n o u s d é s i g n o n s pa r z y et y' les po in t s 

en lesque ls les d ivers géné ra t r i c e s G sont r e s p e c t i v e m e n t coupées par les 

p lans para l lè les e n t r e eux M , E et E ' , on au ra ~ — . . . . . = cons tan te = «. Dès 

l o r s , on voit q u e la pro jec t ion B" de la c o u r b e B c o u p e r a les d ro i t e s D , D' , D " , . . . 

( su r lesquel les on devra é c r i r e les symbo le s G" .) en des p o i n t s zc tels q u e 

l 'on a u r a = : = cons t an t e = a. Dès l o r s , on p o u r r a considérer ' ia 
zy 

«ourbe ò c o m m e é t an t la c o u r b e B% le point m" c o m m e é tan t y% le poin t n" 

c o m m e é tan t y'v, le po in t x" c o m m e é tan t z", la d ro i te D" c o m m e é tan t G*; et 

aba i s san t des p o i n t s if et y'° des p e r p e n d i c u l a i r e s à la l igne de t e r r e j u s q u ' à leur-

r e n c o n t r e if avec la d ro i te Eh et y"1 avec la d ro i t e E"', on a u r a en un i s san t les 

po in t s if et y'h une d r o i t e qu i sera G''. 

Cela f a i t , abaissant du poin t zv u n e pe rpend icu la i r e à la l igne tie t e r re j u s q u a 

sa r e n c o n t r e en zh avec G'', on mènera par ce point :'' u n e paral lè le H' à la l igne 



de t e r r e , et l 'on au ra la t race du p lan M et en m ê m e t e m p s la project ion IV 

¡le la sect ion p lane B. 

Par c o n s é q u e n t p o u r avoir la t angen te à la c o u r b e <5 p o u r le point x", il faudra 

c o n s t r u i r e les deux t a n g e n t e s : I o G" à la c o u r b e E" (ou y) p o u r le po in t if (ou m " ) , 

et T G'" à la c o u r b e E' ! ! (ou -/) p o u r le poin t j / " ( o u n " ) e t faire mouvo i r la 

d ro i t e G su r les t ro i s d ro i tes A,. 9 et 9 r ; on e n g e n d r e r a u n h y p e r b o l o ï d e à u n e 

n a p p e 2, q u i se raccordera avec la surface 2 tout le long de la g é n é r a t r i c e d r o i t e 

G q u i leur est c o m m u n e . 

Gela fai t , on c o n s t r u i r a le p l a n T t a n g e n t au po in t z à l ' hyperbo lo ïde 2, et le 

pian M coupera le p lan T su ivant une dro i te t q u i sera la t a n g e n t e au po in t z à 

la c o u r b e B , et la p ro jec t ion f de la d ro i t e t se ra la t a n g e n t e au po in t x" de la 

cou rbe <$. 

5 2 1 bis. Problème 2 . É t a n t d o n n é e s su r nn p lan P t ro is c o u r b e s X , y et / telles 

q u e l 'on sache l eur c o n s t r u i r e en c h a c u n de l eu r s p o i n t s u n e t a n g e n t e , ayant 

m e n é à la c o u r b e X u n e sé r ie de t angen tes D, D', D " , c o u p a n t r e spec t ivement 

la c o u r b e y aux po in t s m , m, m", et la c o u r b e -/ aux po in t s n, n1, n"...... 

on divise les co rdes mn, inri, m'n", en d e u x pa r t i e s q u i soient e n t r e elles 

d a n s u n r a p p o r t c o n s t a n t , ou b i e n l ' on p r e n d s u r c h a q u e d ro i t e D un po in t 

x tel q u e l 'on ait : — = . . . . . = c o n s t a n t e = a ; le l ieu des po in ts .z sera 

une c o u r b e o p o u r laque l le on d e m a n d e de c o n s t r u i r e la t angen te en un de ses 

po in t s , 

Pour c o n s t r u i r e la t angen te au po in t x de la c o u r b e à, n o u s cons idé re rons les 

courbes y et y c o m m e les p ro j ec t ions de deux c o u r b e s E et E ' s i tuées dans des 

p lans para l lè les e n t r e eux et au p lan P q u e n o u s p r e n d r o n s p o u r p lan vertical 

de p ro j ec t i on , nous r e g a r d e r o n s la c o u r b e X c o m m e é tan t la t race vert icale d ' un 

«yl indre ® ayan t ses géné ra t r i ce s d ro i t e s p e r p e n d i c u l a i r e s au plan P, e t n o u s 

a u r o n s a lors à cons idé re r u n e surface g a u c h e 2 e n g e n d r é e pa r u n e d ro i t e G se 

mouvant su r 1rs deux c o u r b e s E et E r et t a n g e n t i e l l e m e n t au cy l ind re cp. 

La dro i te D qu i sera G u t o u c h e la c o u r b e X au po in t o q u i r e p r é s e n t e r a AK p r o 

jection vert icale de la géné ra t r i c e A du cy l i nd re © qu i passe p a r le po in t en lequel 

<e cy l indre cp est touché par la d ro i t e G. 

Cela posé : 

On achèvera les c o n s t r u c t i o n s c o m m e d a n s la fig. 2 4 9 , car à la surface 2y on 

p o u r r a s u b s t i t u e r l ' hyperbo lo ïde a u n e n a p p e 2, e n g e n d r é par la d ro i t e G se 

mouvant su r les t ro is dro i tes A , 9 et 9', c o m m e on l'a fait p o u r le problème I 

e i -dessus. 

521 ter. Ce qu i p récède nous pe rme t de d é m o n t r e r t r è s - s imp lemen t u n e p r o -



p r î é t é d on t j o u i s s e n t trois ellipses ou trois hyperboles semblables et s emblab lemen t 

placées et qui o n t u n e co rde commune» 

Si l 'on conçoi t u n hype rbo lo ïde à u n e n a p p e 2 et son cône a s y m p t o t e A , m i 

sait q u e tou t p lan T t angen t au cône A su ivant u n e géné ra t r i c e d r o i t e L coupe 

I h y p e r b o l o ï d e 2 su ivan t deux géné ra t r i ces dro i tes K et G qu i son t paral le les 

e n t r e elles et à la d r o i t e L. 

Cela posé : 

Coupons la surface 2 par trois p lans P , P ' , P " , paral lè les e n t r e e u x , ces p ians 

é tan t d i r igés dans l 'espace de m a n i è r e à c o u p e r la surface 2 su ivant des e l l i p se s , 

leur d i rec t ion é tan t d ' a i l l eu r s a r b i t r a i r e , p o u r v u q u e cet te cond i t ion soif 

sat isfai te. 

Nous a u r o n s t ro is el l ipses de sect ion E , E ' , En. Nous p o u r r o n s t ou jou r s p r o 

j e t e r o r t h o g o n a l e m e n t ces t ro i s c o u r b e s s u r u n p l an Q p e r p e n d i c u l a i r e aux droi tes 

G et K et c o u p a n t ces d ro i tes r e spec t ivemen t en les p o i n t s g et Ä. Les e l l ipses K , 

E', E " se p ro j e t t e ron t s u r le p lan Q su ivan t t ro is e l l ipses E , , E / , E , " q u i se ron t 

semblab les et s e m b î a b l e m e n t placées et q u i a u r o n t p o u r co rde c o m m u n e fa 

d ro i t e gk. 

Cela posé : 

La surface 2 p eu t ê t r e r e g a r d é e c o m m e e n g e n d r é e par la d ro i t e K se mouvant 

d a n s l 'espace en s ' a p p u y a n t s u r la d ro i t e G et su r les deux ell ipses E et E f . T h \ -

pe rbo lo ïde à u n e n a p p e r e n t r e p a r ce m o d e tou t pa r t i cu l i e r de généra t ion , dans 

la famille des surfaces d i tes du biais-passé)-, dès lors u n e posi t ion q u e l c o n q u e R' 

de la d r o i t e K se pro je t te ra o r t h o g o n a l e m e n t su r le p lan Q suivant une d ro i t e K ' 

{.assaut par le po in t g. 

Cette d ro i te K/ coupera les el l ipses E, et E . ' c n les po in t s m, et m/ qui seront 

su r le p lan Q les pro jec t ions des po in ts m et m' de l 'espace en lesque ls la d ro i te 

K r coupe les el l ipses E et E ' ; le po in t xt en lequel la d ro i t e K / coupe la cou rbe 

E / ' sera auss i la p ro jec t ion su r le p lan Q d u p o i n t x en lequel la dro i te K' coupe 

l 'e l l ipse E" . 

Or , les trois p lans P , P ' , P " é t an t para l lè les e n t r e eux , tou tes les par t i es mm'... 

des diverses dro i tes K r s e ron t coupées en p a r t i e s p ropo r t i onne l l e s par le 

X ìli 
plan P " . On au ra donc : -'—'. = . . . . . = = cons tan te = a. 
1 x,m, 

A i n s i , l 'e l l ipse E , " coupera en pa r t i e s p r o p o r t i o n n e l l e s les portions i n t e r c e p t é ^ 

su r les d ro i t e s d ivergentes du po in t g pa r les deux el l ipses E, et E / . 

Il est év iden t q u e la m ê m e p r o p r i é t é subs is te p o u r trois hype rbo le s semblables 

et s e m b î a b l e m e n t placées et qu i ont u n e c o r d e c o m m u n e . 



DES SURFACES IIÉUC.O.ÏDLS. 

5 2 2 . Concevons deux cy l ind re s de révo lu t ion et c o n c e n t r i q u e s A et A f ; cou

pons ces deux cy l ind res par u n p lan P p e r p e n d i c u l a i r e à l eu r axe c o m m u n A , 

nous a u r o n s deux cerc les C et C c o n c e n t r i q u e s , et d é s i g n o n s par R et R f l eurs 

r a y o n s ; t r açons su r le c y l i n d r e A u n e hé l ice E ayan t son pas égal à // et coupan t 

les géné ra t r i ces d ro i t e s du c y l i n d r e sous un ang le a. 

Cela f a i t , i m a g i n o n s u n e d r o i t e G se m o u v a n t t angen l i e l l emen t au cy l indre 

i n t é r i e u r A' en c o u p a n t ses g é n é r a t r i c e s d ro i tes sous un angle c o n s t a n t e et s ' ap 

puyan t p e n d a n t son m o u v e m e n t s u r l 'hé l ice E . 

La d ro i t e G en c h a c u n e de ses pos i t ions t ouche ra le cy l ind re A' en u n p o i n t m , 

et tous les po in t s m..... f o rmeron t s u r le c y l i n d r e A' u n e hé l i ce E f ayan t m ô m e 

pas h q u e l 'hél ice E . 

Dés l o r s , c o m m e p o u r l 'hél ice E , on a : h = on a u r a p o u r l 'hél ice E' 

i en dés ignan t p a r a f l ' angle sous l eque l el le coupe les géné ra t r i c e s d ro i t e s du 

c y l i n d r e A') h -. ; d 'où l 'on d é d u i t l ' équa t ion : 

A i n s i , que l q u e soit l 'angle g, l ' inc l ina ison a' de l 'hél ice E' sera cons t an t e . 

La sur face e n g e n d r é e p a r la d ro i te G a p r i s le n o m à'hélicoïde cylindrique. 

Si l ' angle ê est égal à l 'angle «! la su r face hél icoïde I sera développable et le 

plan P la coupe ra su ivant u n e déve loppan te parfaite du cerc le B 7 ; si l ' angle g 

est > ou < q u e l ' angle a, la sur face hél icoïde 2 sera gauche et le p lan P la cou

pera su ivant u n e déve loppan te imparfaite du ce rc le B f , ce t te déve loppan te sera 

raccourcie si l 'on a c < c.r, et elle sera rallongée si l 'on a S > a f (n° 3 9 6 ) . 

5 2 3 . Le mode de géné ra t i on q u e n o u s venons d ' exposer c i -dessus p e r m e t de 

r econna î t r e su r - l e -champ toutes les variétés d hél icoïdes cy l i nd r iques qui peuvent 

ex is te r . Et en effet, l ' angle g p e u t ê t r e égal à un angle d ro i t ou p lus pet i t q u ' u n 

angle dro i t , et en m ê m e t e m p s le r a y o n R ' peu t ê t r e nu l ou p lus pet i t ou égal au 

rayon R. 

Si l 'on a IV < ou = R et S = 90°, les géné ra t r i ce s dro i tes G de la surface ^ 

seront paral lè les au plan P qui sera le plan directeur de ce t te surface 1 , laquel le 



offrira un vide ou jour c y l i n d r i q u e , p u i s q u ' e l l e a l 'hél ice E ' ou E p o u r ligne de 

gorge, et elle sera gauche. 

Si l 'on a R ' < ou = R et g > ou < 90° et > ou < a ' la surface 2 sera gauche , 

elle au ra u n cône directeur qu i sera de révo lu t ion ayan t l 'axe A p o u r axe de ro ta 

tion et le demi -ang le au s o m m e t de ce cône d i r ec t eu r sera égal à g, La surface v 

offrira e n c o r e un jour c y l i n d r i q u e , car elle a u r a l 'hél ice E' ou E p o u r l igne de 

gorge. 

Si l 'on a R ' < o u = R et g = a' ou g = a , la sur face 2 sera dévetoppable , e! 

elle offrira un jour c y l i n d r i q u e , car cet te surface a u r a l 'hél ice E f ou E p o u r arête 

de rebroussement. 

Mais si l 'on a R ' = 0 , que l le q u e soit la valeur de g , la surface 2 sera gauche, 

elle n'offrira a u c u n j o u r , elle sera continue, et d a n s ce d e r n i e r cas : 

1° Si g = 90°, les généra t r i ces G se ron t para l lè les au p lan P , ou, en d ' au t res 

t e r m e s , elles c o u p e r o n t l 'axe A sous l 'angle d r o i t . La surface 2 est d i te surface 

du filet de vis carré. 

2° Si g est > ou < 90°, les géné ra t r i ces G se ron t para l lè les à un cône A î de 

révolut ion et ayan t p o u r axe de ro t a t i on l 'axe A, et le d e m i ang le au s o m m e t de ce 

cône sera égal à g. La surface 2 est d i t e surface du filet de vis triangulaire. 

A i n s i , la sur face du fdet de vis carré est u n conoïde ; elle a p o u r directrices une 

dro i te A et une hél ice E , et elle a p o u r p lan directeur un p lan P p e r p e n d i c u l a i r e 

à la d ro i t e A. 

A i n s i , la surface du filet de vis triangulaire est une . surface gauche d o n n é e par 

le second m o d e de généra t ion des sur faces gauches ; elle a p o u r directrices u n e 

dro i te A et u n e hél ice E et p o u r cône directeur u n cône de révolu t ion ayan t son 

s o m m e t en un po in t a rb i t r a i r e de la d ro i t e A et a y a n t ce t t e d r o i t e A p o u r axe de 

ro ta t ion . 

5 2 4 . Si l 'on coupe la surface gauche dite : surface du filet de vis t r angu la i r e pa r 

un p lan P p e r p e n d i c u l a i r e à l 'axe A , on ob t ien t p o u r section u n e spirale d'Ar

chimede, cou rbe d o n t l ' équat ion polaire est p = a w . 

5 2 5 . Les surfaces hél icoïdes c y l i n d r i q u e s forment donc deux familles, les unes 

o n t un plan directeur, les au t r e s o n t un cône directeur; et l 'on voit par ce q u i p re 

cède quel les liaisons géométriques ex is ten t e n t r e I o le cercle, l2° ses développantes 

parfai tes et imparfa i tes ra l longées et r accourc ies e t 3° h spirale d'Archimede (*), 

{*) Voyez , p o u r les hél icoïdes coniques et les analogies géométriques qu i ex is ten t e n t r e les héli-

i-oïdes con iques et c y l i n d r i q u e s . le c h a p i t r e p r e m i e r des Développements (le géométrie descript ÌV'-



Construction du plan tangent en un point dune surface hélicoïde cylindrique. 

5 2 6 . En ver tu du m o d e de généra t ion d ' u n e sur face hé l i co ïde , il est évident 

q u e c h a c u n des po in t s d ' u n e de ses g é n é r a t r i c e s d ro i tes G décr i t u n e hél ice t r a 

cée su r u n cy l ind re de révolu t ion a y a n t l 'axe A p o u r axe de r o t a t i o n , et il est 

e n c o r e évident q u e tou te s les hél ices ainsi déc r i t e s on t tou tes m ê m e pas, et q u e 

ce pas est égal à celui de l 'hél ice directrice E t racée su r le c y l i n d r e e x t é r i e u r 

ayan t p o u r sec t ion d r o i t e le ce rc le d u r a y o n R . 

Or si n o u s dés ignons p a r p la d i s t ance d ' u n po in t x de la g é n é r a t r i c e d ro i t e G 

à l 'axe A et p a r h le pas de l 'hél ice directrice E , on au ra : — t a n g . g. On 
h 

conna î t ra d o n c l 'angle g sous l eque l l 'hél ice X décr i t e p a r le po in t x coupe les 

géné ra t r i ces d u c y l i n d r e s u r l eque l elle est t r acée ; on conna î t r a dès lors l 'angle 

^ q u e sa t a n g e n t e L fait avec l 'axe A. 

Dés lors il sera facile de c o n s t r u i r e le p lan t a n g e n t T en un p o i n t x d ' u n e s u r 

face hél icoïde 2, q u e l q u e soit son m o d e de g é n é r a t i o n , p u i s q u e ce p lan T sera 

d é t e r m i n é p a r la g é n é r a t r i c e d r o i t e G de la sur face 2 passan t p a r le p o i n t x et 

mr la t a n g e n t e L au po in t x à l 'hél ice X d é c r i t e p a r ce po in t x. 

2 5 7 . Cela di t : n o u s a l lons m o n t r e r c o m m e n t on doit effectuer les cons t ruc t i ons 

graphiques ( e n d ' a u t r e s t e r m e s c o m m e n t on doi t exécu te r C épure) p o u r q u e la 

so lu t ion soit s imp le . 

Nous a u r o n s à e x a m i n e r quatre cas : et ainsi deux cas l o r s q u e la géné ra t r i ce 

dro i te G s ' a p p u y a n t s u r T a x e A et s u r l 'hé l ice d i r ec t r i c e E coupe l 'axe A, I o sous 

l ' angle d r o i t et 2° sous u n ang le a igu . 

FA deux cas l o r s q u e la g é n é r a t r i c e d r o i t e G s ' a p p u y a n t s u r l 'hé l ice d i rec t r i ce E 

se m e u t t angen t i e l l emen t à u n c y l i n d r e d o n t elle coupe les g é n é r a t r i c e s , 1° sous 

l 'angle d ro i t e t 2° s o u s u n ang le a igu . 

PREMIER CAS. La droite G coupant l'axe A sous l'angle droit. 

5 2 8 . Soit d o n n é e pa r ses p ro jec t ions E* et E° u n e hél ice E (fig. 2 5 1 ) , t r acée 

sur u n cy l i nd re de révolu t ion ayan t la d r o i t e ver t ica le A p o u r axe de rota t ion 

et p o u r base s u r le p lan ho r i zon ta l le ce rc le B a y a n t A h p o u r c e n t r e et ayan t son 

r ayon égal à R . 

F a i s o n s m o u v o i r u n e d r o i t e G p a r a l l è l e m e n t au p lan ho r i zon ta l de pro jec t ion 

ci s ' a p p u y a n t s u r l 'hé l ice E et s u r l 'axe A , n o u s e n g e n d r e r o n s u n e surface h é l i 

coïde g a u c h e 2 ( su r f ace du filet de vis c a r r é ) . 

P r e n o n s u n e des géné ra t r i ce s G et s u r ce t t e d r o i t e un po in t x et cons t ru i sons 

h; p lan T l angen t en ce point a: à la surface 2. 



Concevons un cy l ind re <pf de révolu t ion c o n c e n t r i q u e au c y l i n d r e 9 et passant 

pa r le po in t x; ce cy l indre 9' coupe ra la surface 2 su ivant u n e hél ice X qui au ra 

son pas h égal au pas de l 'hél ice E , e t ce t te hé l ice X se p ro je t t e ra h o r i z o n t a l e m e n t 

su r le cerc le B ' c o n c e n t r i q u e au cerc le B et d o n t le rayon p sera égal à la d i s tance 

du po in t x à l 'axe A , dès lors le po in t xh sera s u r ce cercle B ' . 

P u i s q u e les d ro i t e s G son t h o r i z o n t a l e s , les t races hor izonta les des d iverses 

hél ices X t racées s u r la surface 2, s e ron t s i tuées s u r u n e dro i te Aha, le po in t a 

é tan t l ' o r ig ine ou t r ace s u r le p lan hor i zon ta l de l 'hélice E. 

Pa r c o n s é q u e n t l 'o r ig ine ou t race su r le p lan hor i zon ta l de l 'hél ice X , sera 

au po in t a' in te r sec t ion du cercle B' et de la dro i te A \ 

La t angen te L au p o i n t s de l 'hél ice X a u r a p o u r t r ace ho r i zon ta l e le po in t q' 

q u e l 'on ob t ien t (n° 3 9 8 ) en rect i f iant l ' a rc xhaJ et le p o r t a n t de xh en qr s u r la 

t angen te Lh au p o i n t xh d u cerc le B ' . 

Si d o n c par le p o i n t q' on m è n e la d ro i te H T para l lè le à G*, on a u r a la t race 

hor i zon ta le du p lan t angen t T d e m a n d é , et ce p lan T sera c o m p l è t e m e n t d é t e r 

m i n é de pos i t ion d a n s l 'espace p u i s q u ' o n conna î t sa t r ace H T e t u n de ses 

po in t s x. 

DEUXIÈME CAS. La droite G coupant taxe A sous un angle aigu. 

5 2 9 . Nous a u r o n s (fig. 2 5 2 ) les m ê m e s d o n n é e s q u e fig. 2 5 1 , seu lemen t la 

g é n é r a t r i c e d ro i t e G é t an t o b l i q u e p a r r a p p o r t au p l an hor izon ta l e t faisant avec 

l 'axe A un angle c o n s t a n t , la sur face gauche 2 q u e l 'on a u r a à cons idé re r au ra 

u n cône directeur qu i sera de révolu t ion et q u i a u r a l 'axe A p o u r axe de ro ta t ion . 

Dans ce cas la surface hé l ico ïde 2 se ra une surface g a u c h e , di te : surface du 

ßlet de vis triangulaire. 

Cela posé : p r o p o s o n s - n o u s de c o n s t r u i r e le p lan T t angen t à la surface 2 , en 

u n po in t x de la géné ra t r i ce dro i te G. 

Pa r le po in t x passera un c y l i n d r e cp' c o n c e n t r i q u e au cy l i nd re cp et coupan t la 

surface 2 su ivan t u n e hél ice X ayan t m ê m e pas h q u e l 'hél ice directrice E et se 

p ro j e t an t h o r i z o n t a l e m e n t s u r le cerc le B' décr i t du po in t Ah c o m m e cen t r e et 

avec Ahxh = p p o u r r a y o n . 

Le p lan T passera p a r la d r o i t e G, H T passera d o n c pa r le po in t r en lequel la 

d r o i t e G pe rce le p lan hor i zon ta l de pro jec t ion ; la d r o i t e H T sera d o n c d é t e r 

m i n é e si l 'on en conna î t un second po in t . Or le p lan T passe aussi p a r la d ro i t e L 

t a n g e n t e en x à l 'hél ice X ; si l 'on connaissa i t le po in t q' en lequel la droi te L 

pe rce le plan hor izon ta l de p ro j ec t i on , la d ro i t e H T sera i t c o m p l è t e m e n t dé te r 

m i n é e et le plan T serai t fixé de posi t ion dans l 'espace p u i s q u e l 'on conna î t ra i t sa 

t race hor izon ta le H T et un de ses po in t s x. 



Pour d é t e r m i n e r le po in t 9', n o u s r e m a r q u e r o n s qu ' i l sera s i tué su r la d ro i te L 

t angen te en xh au cercle B ' ( q u i n 'es t a u t r e q u e X' 1) et à u n e d i s tance q'xh du poin t 

xh égale à l 'a rc rectif ié compr i s s u r le cerc le B' en t r e les po in t s xh et, a\ ce point 

«' é t an t celui en lequel l 'hél ice X p e r c e le p l an h o r i z o n t a l de p ro j ec t i on . 

Si donc nous cons t ru i sons (fie/. 2 5 2 bis) le t r i ang le rec tangle a3za2 d a n s lequel 

za^—h^ le pas de l 'hé l ice E , 0 ^ = 2 ^ = le cerc le B f rectifié ; en p o r t a n t sur 

za, de at en x, la h a u t e u r xvp (fig. 2 5 2 ) du point x a u - d e s s u s d u p l a n h o r i z o n 

tal ; en m e n a n t la d ro i te xjcl para l lè le à a 3a 2 elle coupera X , au po in t xx et aba i s 

sant de xt une p e r p e n d i c u l a i r e s u r o,a„ on aura , en a//, la l o n g u e u r de l ' a rc r e c t i 

fié a'xh (fig. 2 5 2 ) . 

P o r t a n t d o n c a3qt (fig. 2 5 2 bis ) su r hh ( fig. 2 5 2 ) de xh en q\ on au ra en j o i 

gnan t les po in t s r et q la d ro i te H T t race du plan d e m a n d é T . 

TUOISÎEME CAS. La droite G coupant sous l'angle droit les génératrices du cylindre 

auquel elle est tangente en chacune de ses positions. 

530 . Soit d o n n é e la d ro i t e G pa r ses deux pro jec t ions G" et Gh (fig. 2 5 3 ) , G" sera 

tangente au ce rc le B' base d u cy l ind re a u q u e l la d ro i t e G est t a n g e n t e p e n d a n t 

son m o u v e m e n t . 

Pour c o n s t r u i r e le p lan t angen t au poin t x de la surface hél icoïde 2, nous 

c o n s t r u i r o n s la t angen te L p o u r ce p o i n t x à l 'hél ice X décr i t e p a r ce m ô m e 

po in t x. 

Lh sera une tangente au point xk d u cercle X ' 1 et la d ro i t e L pe rce ra le plan 

hor izonta l de pro jec t ion en u n po in t q' s i tué s u r Lh et d i s t an t d u po in t xh de q'xh 

egal à l 'arc rectifié du cerc le X ' ' q u i m e s u r e d a n s ce c e r c l e X a u n angle égal à celui 

q u e m e s u r e l ' a rc amh d a n s le cerc le B (qui est la projec t ion Eh de l 'hélice d i r e c 

trice E ) , le po in t a é t an t s u r le plan hor i zon ta l l 'o r ig ine de- l 'hé l ice E . 

Menant par le po in t q' une d ro i t e I i T para l lè le à G* on a u r a la t r ace h o r i z o n t a l e 

ibi plan T d e m a n d é . 

QUATRIÈME CAS. La droite G coupant sous un angle aigu les génératrices du cy

lindre auquel elle est tangente en chacune de ses ¡lositiotis. 

5 3 1 . E t a n t d o n n é s deux cy l ind res A et A r de révolu t ion et c o n c e n t r i q u e s , 

ayant p o u r t r a ce s ho r i zon t a l e s l ' un (fig. 254 ) le cerc le B du rayon R et l ' au t r e le 

cercle IV du rayon R' , on fait mouvoi r u n e dro i te G t angen t i e l l emen t au cy l indre 

A' et s ' appuyan t sur u n e hél ice E t racée su r le cy l ind re A-, d ' a i l l eu r s la d ro i te G 

fait , en toutes ses p o s i t i o n s , u n angle cons t an t g avec l 'axe A c o m m u n aux deux 

cy l indres A et A . 

Cette dro i te G e n g e n d r e pa r son m o u v e m e n t u n e sur face 2 et l 'on d e m a n d e de 



c o n s l r u i r e le plan T tangent à cet te surface ^ en un point d o n n e x s u r l ' une G de 

ses géné ra t r i ce s dro i tes . 

Le p lan T aura sa t race hor izon ta le H r passant par le point r en lequel la d ro i te 

G pe rce le plan hor izon ta l de p r o j e c t i o n , il suffira donc de d é t e r m i n e r un second 

point cf de cet te t race p o u r qu ' e l l e soit c o n n u e de p o s i t i o n . 

Or le p o i n t x décr i t , s u r la surface 2, u n e hél ice X ayan t m ô m e pas h q u e l ' h é 

lice directrice E ; ce t te hélice X se t r o u v e t racée su r u n c y l i n d r e A" ayan t son 

rayon p égal à la d i s tance d u poin t x à taxe A , ainsi l 'on a : p = # \ 4 \ 

Décr ivan t d u po in t A'1 c o m m e cen t r e et avec xhXh p o u r rayon un c e r c l e , on 

au ra la p ro jec t ion Xh de la c o u r b e X . 

La t angen te L au po in t x de l 'hé l ice X se proje t tera en L A t angen te au po in t xh 

au cerc le Xh, et la t race ho r i zon t a l e q' de la d ro i t e L devra ê t r e s i tuée s u r H T . 

P o u r cons t ru i r e le po in t q, nous rect i f ierons le cerc le X a et n o u s p r e n d r o n s 

(fig. i2ùAbis), u n e d ro i t e a I ö a ==27rp; au po in t a, n o u s é lèverons u n e p e r p e n d i c u 

laire za==h e t n o u s j o i n d r o n s les po in t s z e t a, p a r u n e d ro i t e X , qui sera la trans

formée ( au déve loppement du cy l ind re A") de l 'hél ice X . 

Nous p o r t e r o n s su r zai et de a a en wa la h a u t e u r d u po in t x a u - d e s s u s du plan 

hor izon ta l de pro jec t ion , h a u t e u r qu i nous est d o n n é e su r le plan vert ical de p r o 

jec t ion (fig. 2 5 4 ) en xvp. 

Par le p o i n t n o u s m è n e r o n s u n e para l lè le à a,a^ c o u p a n t X au po in t n et p a r 

ce po in t n, n o u s aba i s se rons u n e p e r p e n d i c u l a i r e à a,a» et c o u p a n t ce t te d ro i t e 

au po in t a3, cela fa i t , n o u s p o r t e r o n s « « , su r L'1 de xh en q! et la d ro i t e rq sera la 

t race H T d u p lan T d e m a n d é . 

5 3 2 . Aux q u a t r e p r o b l è m e s p récéden t s on do i t j o i n d r e les p r o b l è m e s récipro

ques, a insi l 'on doi t savoir r é soud re le p r o b l è m e suivant : étant données ta traccia 

d un plan T et les projections G1' et Gh d'une génératrice droite G de l'un quelconque des 

quatre hélicoïdes, construire le point x en lequel le plan T touche la surface hélicoïde. 

Nous ne r é s o u d r o n s pas les q u a t r e p r o b l è m e s réciproques en employan t le.-, 

m ê m e s cons idé ra t ions géomé t r i ques q u i n o u s on t pe rmis de r é s o u d r e les q u a t r e 

p r o b l è m e s p r é c é d e n t s . Nous se rons obl igé d ' employe r un paraboloide hyperbolique 

de raccordement; ainsi n o u s c o n s t r u i r o n s un parabolo ide 2, t angen t à la surface 

gauche d o n n é e 2, t ou t le long de la géné ra t r i ce d ro i te G et nous c h e r c h e r o n s le 

po in t de contac t du plan T avec ce parabolo ide 2, et nous a u r o n s le po in t a d e 

m a n d é , et ainsi le poin t de contact du plan T avec la surface hél icoïde 2. 

Parmi tous les parabolo ides hype rbo l i ques qui se raccordent avec la surface i 

tou t le long d e l à géné ra t r i ce dro i te G , nous devrons chois i r celui qui condui ra 

aux cons t ruc t i ons graphiques les plus s imples . 



PREMIER CAS. La droite G étant horizontale et coupant à angle droit taxe A . 

5 3 3 . La dro i te G par laquel le passe le p lan T est donnée (fig. 2 5 5 ) pa r ses p r o 

jec t ions G 0 et Gh e t le p lan T est d o n n é p a r sa t race hor i zon ta le I F qui est para l lè le 

à Gh p u i s q u e G est u n e horizontale de ce p l a n . 

Cela posé : 

Nous c o n s t r u i r o n s la t angen te 9 à l 'hél ice directrice E p o u r le po in t m en lequel 

la d ro i t e G coupe ce t te c o u r b e E -, ce l l e t a n g e n t e 9 sera d é t e r m i n é e de posi t ion 

l o r sque n o u s a u r o n s cons t ru i t sa t r a c e h o r i z o n t a l e q. 

Cela fa i t , nous ferons mouvo i r la d ro i t e G s u r les dro i tes 9 et A et pa ra l l è l e 

m e n t au p lan ho r i zon ta l de p ro jec t ion , et n o u s e n g e n d r e r o n s un parabolo ide hyper 

bo l ique 2, qui se r accorde ra avec la surface hél icoïde 2 tou t le long de la d r o i t e G . 

En un i ssan t les po in t s q et Ah p a r u n e d ro i t e H 2-, n o u s a u r o n s la t race h o r i 

zonta le d u parabolo ide de raccordement 2 , -, et les d ro i tes H T et H 2 ' se c o u p e r o n t 

en un p o i n t </r. Menons p a r ce po in t q' u n e d ro i t e L A pa ra l l è le à Qh n o u s a u r o n s la 

project ion de la géné ra t r i ce L du second système c o u p a n t G en un po in t x qu i sera 

le po in t de contac t d u p lan T et du pa rabo lo ide 2 ¡ . 

Lh coupe Gh en un p o i n t a / 1 , d 'où l 'on conc lu t et l 'on a ainsi les pro jec t ions d u 

poin t de contac t x du p lan d o n n é T et de l 'hél icoïde d o n n é 2 . 

DEUXIÈME CAS. La droite G étant horizontale et faisant un angle droit avec les généra

trices du cylindre intérieur auquel elle est tangente. 

5 3 4 . Soit d o n n é e la d r o i t e G, h o r i z o n t a l e , pa r ses p ro jec t ions C e t G A ; p u i s q u e 

h d ro i t e G s 'appuie su r un cy l ind re A ' c o n c e n t r i q u e au cy l ind re A su r lequel est 

t racée l 'hél ice directrire E , la d r o i t e Gh sera t angen te au cercle B' t race hor izon ta le 

ou sect ion dro i te ) d e c e cy l indre A ' . 

Cela posé : 

On se d o n n e u n e d r o i t e EP para l lè le à G'1, cet te d ro i t e H T sera la t race d 'un 

plan T ayan t la d ro i t e G p o u r horizontale et l ' on d e m a n d e de c o n s t r u i r e le point x 

en lequel ce p l an T touche la surface hé l ico ïde 2 e n g e n d r é e par la droi te G se 

mouvan t h o r i z o n t a l e m e n t et t angen t i e l î emen t au cy l i nd re A F et s ' appuyan t p e n 

dant son m o u v e m e n t su r u n e hé l ice E t racée su r le cy l indre A . 

La droi te G touche le cy l indre A R en u n po in t n s i tué s u r la géné ra t r i ce dro i te 

& de ce cy l ind re A ' . 

La dro i te G en se mouvan t d a n s l 'espace touche le cy l ind re A ' en divers points 

*i, n', qui d é t e r m i n e n t une hél ice E' ayan t m ê m e pas / i q u e l 'hélice E. 

Si l 'on cons t ru i t la t a n g e n t e 9' au po in t n à l 'hél ice E f et la t angen te 9 au point 

>e à l 'hélice E , ces poin ts n et m é tant ceux en lesquels la droi te G coupe respee-

îivement les hélices E' et E , en faisant mouvo i r la d ro i t e G su r 9 et 9 r et pa ra l l è -



l emen t au p lan hor i zon ta l de p r o j e c t i o n , on e n g e n d r e r a un des parabolo ides de 

raccordement; ma i s ce parabolo ide p e u t ê t r e r e m p l a c é pa r u n a u t r e qui facilitera 

les cons t ruc t ions graphiques ; e t e n effet : la t angen te 9 r sera dans u n p lan ©'vert ical 

et t angen t au cy l indre A! tou t le long de la géné ra t r i ce d ro i te K; ce p lan 0 r sera 

donc l a n g e n t a u po in t n à la surface hél icoïde d o n n é e 2, pu i squ ' i l con t i endra la 

d ro i t e G et la t angen te G'feà u n e c o u r b e E ' t r acée su r la surface I et passant p a r le 

po in t 7i. Nous p o u r r o n s donc r e m p l a c e r la d ro i t e 6f (n° 4 8 0 ) p a r tou te a u t r e 

d ro i t e q u e n o u s v o u d r o n s , mais s i t u é e d a n s le p l an 0 ' et passan t p a r le po in t n 

et a ins i p a r la dro i te K . Dès l o r s , n o u s p o u r r o n s p r e n d r e p o u r pa rabo lo ide de 

raccordement I, celui qu i est e n g e n d r é p a r la d ro i t e G se m o u v a n t pa ra l l è l emen t 

au p lan hor izonta l en s ' a p p u y a n t s u r les dro i tes 0 et K. 

Si d o n c n o u s d é t e r m i n o n s la t race h o r i z o n t a l e q de la d ro i t e 9 , la d ro i t e H i qui 

u n i r a les po in t s q et nh (ou Kh) sera la t r ace ho r i zon ta l e d u parabo lo ide de rac

cordement I,. Les dro i tes IT et H 2 ' se c o u p e n t en u n poin t q \ m e n a n t pa r ce 

po in t q u n e d r o i t e Lh para l le le à 9 \ elle c o u p e r a G" en u n p o i n t xh q u i sera la 

project ion du po in t x en lequel le p lan T t o u c h e le pa rabo lo ide 2,, et pa r consé 

q u e n t en leque l ce m ê m e p lan T t o u c h e Y hél icoïde d o n n é 2. 

TROISIÈME CAS. La droite G coupant l'axe A sous un angle aigu. 

5 3 5 . Soit d o n n é e la d ro i te G p a r ses p ro jec t ions G" et G* (fig. 2 5 7 ) , cette 

d ro i t e G coupe l 'axe A en u n p o i n t n e t sous u n angle aigu 6. 

On p ropose de t rouver le point de con tac t d ' u n p lan T , passant par la d ro i te G , 

avec la surface 2 e n g e n d r é e p a r ce t te d r o i t e G se m o u v a n t : I O pa ra l l è l emen t à 

un cône de révolut ion ayan t son demi-angle au s o m m e t égal à 6 et ayan t la d ro i t e A 

pour axe de r o t a t i o n , e t 2° en s ' a p p u y a n t su r l 'axe À et su r l 'hélice E t racée 

su r un c y l i n d r e A de révolu t ion a y a n t aussi la d ro i te A p o u r axe de ro ta t ion . 

Cela p o s é , la d ro i t e G pe rce le p lan hor izonta l au po in t r ] si nous m e n o n s par 

ce point r u n e d ro i t e H R n o u s a u r o n s la t race du plan T d o n n é . 

P o u r r é s o u d r e le p r o b l è m e p r o p o s é , n o u s r e m p l a c e r o n s la surface 2 pa r un 

parabolo ide de raccordement 2¡ a y a n t p o u r directrices les d ro i tes A et 8 , 9 é tant la 

t angen te à l 'hél ice E p o u r le po in t m en leque l G coupe ce t te c o u r b e E . 

Le premier p lan d i r e c t e u r du pa rabo lo ide 2, sera ver t ica l , pu i squ ' i l doi t ê t re 

paral lè le aux d ro i t e s A et 9. Pour avoir le second p lan d i r e c t e u r de I , , nous aba i s 

se rons la d ro i te G para l lè lement à e l l e - m ê m e j u s q u ' à ce q u e le po in t m v ienne en 

k su r le p lan hor izonta l et j u s q u ' à ce q u e le point n v ienne en s su r A. 

Dès l o r s , en cet te pos i t ion de G q u e nous dés igne rons p a r i , nous a u r o n s la 

géné ra t r i ce d ro i t e du cône directeur de la surface 2, ce cône directeur ayant son 

sommet au poin t s , et ayant le cerc le B (base du cy l indre A) p o u r t race h o r i z o n -



l a ie ; dès l o i s , le plan P langent an c ô n e directeur su ivant la d ro i te I sera le 

second p lan d i r ec t eu r du parabolo ide 2 , . 

Le p lan P a u r a d o n c p o u r t race H*' la d ro i te 6" t angen te au cerc le B au point m \ 

Cela posé : 

Il nous faudra t r o u v e r la t race du plan T s u r le plan P et la t r ace d u p a r a b o 

loide 2, s u r ce m ê m e p lan P . 

La t r ace du plan T su r le p lan P sera l ' in tersect ion des deux plans T et P ; or , 

ces p lans T et P passent l 'un et l ' au t r e pa r la d ro i t e G , ce t te t race sera donc u n e 

d ro i t e D para l lè le à la d ro i te G et passan t p a r le po in t p en lequel se c o u p e n t les 

deux t races Hr et H r . 

La t r ace du parabolo ide 2 , su r le plan P , sera la d ro i t e U qu i u n i r a le point 5 

et le p o i n t q en l eque l la d ro i t e G pe rce le p lan P-, les droi tes D et U se coupe ron t 

en u n p o i n t y. 

Et si p a r ce po in t y n o u s m e n o n s u n e d r o i t e L para l lè le au premier p lan d i r ec 

t eu r ( A , G) du pa rabo lo ide 2, et s ' appuyan t su r la d ro i te G , cet te d r o i t e L coupera 

la d r o i t e G au po in t x d e m a n d é . 

QUATRIÈME CAS. La droite G faisant un angle aigu avec les génératrices droites du 

ciflindre auquel elle est tangente. 

5 3 6 . La d ro i t e G sera d o n n é e (fig. 2 5 8 ) p a r ses p ro jec t ions G" et G'' ; la d ro i t e 

Gh sera t angente au cerc le B f , t r ace hor i zon ta le (ou sect ion d r o i t e ) du cy l indre A' 

auque l ce t te d r o i t e G est t angen te p e n d a n t son m o u v e m e n t . 

La surface 2 est e n g e n d r é e p a r la d r o i t e G s ' a p p u y a n t su r l 'hél ice E t racée su r 

le c y l i n d r e de révolu t ion A ayan t le cerc le B p o u r t race hor izonta le ( ou section 

d r o i t e ) et r e s t a n t t a n g e n t e au c y l i n d r e A ' e n faisant avec l 'axe A (axe de révo lu

tion c o m m u n aux deux cy l ind res A et Af ) un angle cons t an t ë. 

Cela p o s é , on d e m a n d e de c o n s t r u i r e le po in t x en lequel la surface 2 est t ou 

chée par u n plan T passan t pa r la d r o i t e G. 

La dro i te G pe rce le plan hor i zon ta l en un po in t r; m e n a n t donc par ce point r 

une d ro i t e H% on a u r a la t race du plan T d o n n é . 

P o u r d é t e r m i n e r le po in t x , nous dev rons employe r les cons idé ra t ions géomé

triques su ivan te s , lesquel les d é t e r m i n e r o n t les cons t ruc t ions graphiques à exécu te r 

Nous r e m p l a c e r o n s la surface hél icoïde 2 pa r u n pa rabo lo ide 2, de raccordement 

ayant p o u r directrices les dro i tes K et 9 ( K sera la géné ra t r i ce d ro i t e d u cy l i nd re 

A passant par le po in t n en leque l la d ro i t e G touche ce c y l i n d r e , et G sera la 

tangente à l 'hélice E au point m en lequel la m ê m e d ro i t e G coupe cet te c o u r b e E) . 

Dès l o r s , le premier p lan d i r ec t eu r du pa rabo lo ide 2 sera ve r t i ca l , pu i squ ' i l 

doi t ê t re paral lèle aux droi tes A et G 



D é t e r m i n o n s m a i n t e n a n t le second p ian d i r e c t e u r P du parabolo ide 2 , : la s u r 

face hél icoïde I a un cône d i r e c t e u r , qu i est de révolut ion cl d o n t l 'axe de ro ta t ion 

est vertical et don t le demi-ang le au sommet est égal à S. Ce cône d i r e c t e u r peut 

ê t r e placé d a n s l 'espace p a r t o u t où l 'on v o u d r a ; j e pu is donc suppose r q u e la 

d ro i t e K sera son axe et que son s o m m e t est au po in t s q u e Ton ob t ien t en fa i 

sant de scend re pa ra l l è l ement à e l le -même la d ro i t e G d ' u n e q u a n t i t é égale à la 

h a u t e u r d u po in t m au -des sus d u p lan ho r i zon ta l , 

En sa nouvel le pos i t i on , G sera dés ignée p a r I et le cône d i r ec t eu r de la surface 

2 a u r a son s o m m e t au po in t s, et ce cône a u r a p o u r t race hor izon ta le un cerc le C 

décr i t d u p o i n t nh (ou K f t, ou sh) c o m m e cen t r e et su r la co rde , i n t e rcep tée su r G* 

pa r le cerc le B , c o m m e d i a m è t r e . 

Cela posé : 

Le p lan P tangent au cône (s, C) su ivant la d ro i t e I sera le second p lan d i r e c t e u r 

du pa rabo lo ide de raccordement 2,. 

Gela fait : Il faudra t r o u v e r : I O la trace du p lan T s u r le plan P, et 2° la trace 

du pa rabo lo ide 2, s u r ce m ô m e p lan P . 

La trace du p l an T s u r le p lan P sera la d ro i t e D para l lè le à G et passant par 

le po in t p in te rsec t ion des deux t races H T et H p . 

La trace d u parabolo ide 2 , s u r le p lan P sera la d ro i t e U unissant le po in t s 

s o m m e t d u cône d i r ec t eu r avec le poin t i en leque l la t angen te 9 (en m à l 'hélice E) 

pe rce le p l a n P . P o u r avoir cet te t race U, il n o u s faut donc m e n e r pa r le point s 

et la d r o i t e 9 un p lan Y q u i coupe ra le p l an P su ivant ce t te d r o i t e U d e m a n d é e . 

Or , p o u r d é t e r m i n e r le p lan Y, il faudra m e n e r p a r le po in t s u n e d ro i t e 6, 

paral lè le à la d ro i t e 9; ce l le d ro i t e 9, pe rce ra le p lan ho r i zon ta l de p ro jec t ion au 

p o i n t d. La d r o i t e qu i u n i r a les po in t s d ( t r a c e ho r i zon ta l e de 9, ) et q ( t r a c e ho r i 

zonta le de 8 ) sera H Y . Celte d ro i t e H* c o u p e r a H T en u n po in t z ; un i ssan t les 

po in t s z et s, on a u r a la d ro i t e U trace s u r le p lan P du parabo lo ide de raccorde

ment 2 X . Les d ro i t e s D et U se c o u p e r o n t en u n p o i n t y, et m e n a n t p a r ce p o i n t y 

u n e d ro i t e L paral lè le au premier p lan d i r e c t e u r ( K , 8) du parabolo ide 2, et 

s a p p u y a n t s u r la d ro i t e G , on a u r a en le po in t x, en leque l les dro i tes L et G se 

c o u p e n t , le po in t de con tac t du p lan d o n n é T avec le parabolo ide de raccor

dement 2 , , et par c o n s é q u e n t le po in t du contact de p lan T avec la surface 

hél icoïde d o n n é e 2 . 



C H A P I T R E X I I . 

DËS S U R F A C E S E N G E N D R É E S P A R U N E S E C T I O N C O N I Q U E , ET QUI J O U I S S E N T DE L A 

P R O P R I É T É n 'ÈTi lE C O U P É E S PAR U N P L A N , ET Q U E L L E QUE SOIT SA D I R E C T I O N . 

S U I V A N T UNE S E C T I O N C O N I Q U E . 

5 3 7 . Les surfaces q u i j ou i s s en t de la p rop r i é t é r e m a r q u a b l e d ' ê t r e coupées pa r 

un p lan su ivan t u n e section conique, e t q u e l l e q u e soi t la d i r ec t i on d u p l a n , son t au 

n o m b r e de cinq; en m e t t a n t de côté les trois cy l i nd re s elliptique, parabolique et 

hyperbolique et le cône à base section conique. 

Ces c i n q surfaces , d i tes d u second o r d r e ou du second degré ( pa r ce q u e leur 

é q u a t i o n est du second d e g r é ) , son t appe lées p a r les g é o m è t r e s , T ellipsoïde, 

2° paraboloide elliptique, 3° hyperboloïde à une nappe , A0 hyperboloïde à deux nappes , 

5* paraboloide hyperbolique. 

Nous al lons d é m o n t r e r les diverses p rop r i é t é s d o n t j ou i s s en t ces cinq surfaces , 

en ne n o u s servant q u e de la m é t h o d e des projections. 

DES E L L I P S O Ï D E S . 

5 3 8 . Concevons u n e s p h è r e S du r a y o n R , et ayan t son c e n t r e en un point o. 

Menons p a r le c e n t r e o deux p lans r ec t angu la i r e s e n t r e eux , l 'un h o r i z o n t a l , c o u 

p a n t la s p h è r e S su ivant u n g r a n d cerc le C , et l ' au t r e ver t ical et c o u p a n t cet te 

m ê m e s p h è r e S su ivan t u n g r and cerc le C , , ces deux p l ans se c o u p e r o n t su ivan t 

une d ro i t e L T . 

Menons p a r le c e n t r e o de la s p h è r e u n e vert icale Z . 

Tou t p lan M', p a s s a n t p a r l 'axe Z, coupe ra la s p h è r e S suivant un g r a n d cerc le C 

Cela posé : 

T r a n s f o r m o n s cylindriquement le cerc le C en u n e el l ipse E , ayan t le point o p o u r 

cen t r e et ayant l 'un de ses axes d i r igé su ivant la d r o i t e Z . 

Nous savons ( n° 3 4 3 ) q u e si l 'on cons idère u n po in t m du cercle C , et que 



l 'on m è n e p a r ce po in t m u n e d r o i t e para l lè le à Z, et c o u p a n t la d ro i t e LT en un 

point p et l 'e l l ipse E en un po in t n, on a u r a a ; et nous savons aussi q u e . 

si p o u r tous les po in t s m, m1,m", e t c . du cerc le C , on fait la m ê m e chose , on a u r a 

e tc . r = a = cons t an t e . 

Ainsi , p o u r la même abscisse, le cerc le G et l 'e l l ipse E on t l eu r s ordonnée* 

d a n s un r a p p o r t c ons t an t . 

5 3 9 , Si Ton fait t o u r n e r le cerc le C a u t o u r de l 'axe Z , on e n g e n d r e r a la 

s p h è r e S 5 si l 'on fait t o u r n e r l 'e l l ipse E a u t o u r de l 'axe Z , on e n g e n d r e r a u n e 

surface 2 de r é v o l u t i o n , qu i a reçu le n o m d 'e l l ipsoïde de r é v o l u t i o n , et cet te 

surface 2 a u r a é v i d e m m e n t p o u r c e n t r e le po in t o, c e n t r e de la s p h è r e S. 

Dés ignons pa r s et s', les po in t s en l e sque l s l 'e l l ipse E coupe l 'axe Z , si l 'on a 

s s > 2 R , a lors l 'el l ipse E est allongée p a r r a p p o r t au cerc le C , p u i s q u e cet te 

e l l ipse a son pe t i t axe égal à 2 R . 

Si l 'on a ^ ' < 2 R , a lors l 'e l l ipse E est raccourcie pa r r a p p o r t au ce rc le C. 

L 'e l l ipse rallongée a u r a l ieu l o r s q u e l 'on a u r a : et l 'e l l ipse raccourcie 

aura lieu l o r squ 'on a u r a : 1. 

Dans le cas où E est u n e el l ipse rallongée, la surface 2 a r eçu le n o m d !ellipsoïde 

rallongé et de révolution. 

Dans le cas où E est u n e el l ipse raccourcie, la surface 2 a r e çu le nom d'ellip 

soide aplati et de révolution. 

Cela posé : 

Si n o u s p r e n o n s un poin t x a r b i t r a i r e s u r la s p h è r e S , et q u e , p a r ce point 

n o u s m e n i o n s u n e dro i te X para l lè le à l 'axe Z , elle coupe ra la sur face 2 en deux 

po in t s y et ij' et le p lan hor izon ta l en un po in t q ( l ' o n a u r a é v i d e m m e n t yqzzzzy'q). 

et l 'on a u r a : a, et en effet : 

Pa r l 'axe Z et le p o i n t s , n o u s p o u v o n s faire passe r u n p lan M', ce p lan coupe ra 

la s p h è r e S su ivant u n g r a n d cerc le C , et la surface 2 su ivant u n e ell ipse E ' , qu i 

se ra i d e n t i q u e à l 'e l l ipse E. D o n c , e t c . 

Ainsi l 'on p e u t é n o n c e r t ou t ce q u i su i t : 

5 4 0 , I o Si l 'on m è n e u n e d ro i t e D q u e l c o n q u e et c o u p a n t la s p h è r e S en deux 

po in t s x et x , on t r a n s f o r m e r a cylindriquement cet te d ro i t e D e n u n e a u t r e d ro i t e D 

c o u p a n t la surface el l ipsoïde 2 en d e u x p o i n t s xt et x,\ q u i s e ron t les t r a n s f o r m é s 

des po in t s x e t .x ' , et dès lors les po in t s x, et x s e ron t s u r u n e para l lè le à Z et e o e -



pan i le p lan ho r i zon t a l en un po in t q, e t les po in t s x,' et x! s e ron t su r une parai 

Iòle à Z, et c o u p a n t ie p lan hor izonta l en un po in t q', et Ton a u r a : 

2° Si Ton m è n e un plan P c o u p a n t la s p h è r e S , su ivan t un pe t i t cerc le d, co 

pian sera t r a n s f o r m é cylindriquemcnl en un plan P, c o u p a n t la surface e l l ip

soïde 2 su ivant u n e c o u r b e cl,, qu i sera la transformée du cerc le d. Dès lors les 

deux c o u r b e s <3 et d, s e ron t s i tuées su r u n cy l ind re A a y a n t ses géné ra t r i ce s d ro i t e s 

paral lè les à l 'axe Z; la c o u r b e d é t an t u n cercle, la c o u r b e cl, sera u n e ellipse. 

On peu t d o n c é n o n c e r le théorème su ivant : 

t. Un ellipsoïde de révolution est coupé par tout plan, quelle que soit sa direction , 

suivant une ellipse. 

3° Si l 'on m è n e u n e su i te de p lans P, P', P'', e t c . , para l lè les e n t r e e u x , et 

coupan t la s p h è r e S su ivant des cercles 5 , 3', à", e t c . , les c e n t r e s de ces cercles 

s e r o n t s i tués su r u n e d ro i t e K passant pa r le c e n t r e o de la s p h è r e S. 

Ces p l ans se t r a n s f o r m e r o n t su ivan t des p l a n s P , , P ' , , P", , e t c . , auss i para l lè les 

e n t r e e u x , et c o u p a n t la surface el l ipsoïde I su ivan t des el l ipses ò,, ò\, ò",, e t c . , 

don t les c e n t r e s s e ron t s i tués s u r u n e d ro i t e K r , transformée de la d r o i t e K , et 

cet te d ro i t e K, passera p a r le c e n t r e o de l 'e l l ipsoïde 2, et il est évident q u e les 

el l ipses o , ,o \ , d" , , e t c . , s e ron t semblab les et s e m b î a b l e m e n t p l acées . 

On p e u t d o n c é n o n c e r le théorème su ivan t : 

I I . L'ellipsoïde de révolution est coupé par une série de plans parallèles suivant des 

ellipses semblables et sembîablement placées, et dont les centres sont situés sur un dia

mètre de la surface. 

4° Un p lan T , t angen t en un p o i n t m à la s p h è r e S , se t r ans fo rmera en un 

p lan T, , t angen t à l ' e l l ipsoïde 2 e t au po in t mt transformé du p o i n t m. 

5° Un c ô n e A t a n g e n t à la s p h è r e S , ayan t son s o m m e t en u n po in t d, et p o u r 

cou rbe de con t ac t , u n pe t i t cercle d de la s p h è r e S, se t r a n s f o r m e r a en un cône A , , 

l angen t à l 'e l l ipsoïde 2, su ivan t u n e e l l ipse 3 , , transformée du ce rc le cl, e t ayant 

son s o m m e t en u n p o i n t d,, transformé d u po in t d, et c o m m e p o u r la s p h è r e le 

cen t r e o de cet te s u r f a c e , le s o m m e t d d u cône t a n g e n t , e t le c en t r ez d u cerc le 

de c o n t a c t , son t en l igne d r o i t e , il a r r ive ra q u e les p o i n t s , o c e n t r e d e l 'e l l ipsoïde 

2, dl s o m m e t d u cône A , et i, c e n t r e de l 'el l ipse d , , s e r o n t en l igne d ro i t e . 

On peu t d o n c é n o n c e r les théorèmes su ivan t s : 

I I I . Si Con coupe un ellipsoïde de révolution Ipar un plan et suivant une ellipse <3,, et 

si Con fait rouler un plan T , sur la courbe d, et tangentiellement à la surface 2, la 

surface enveloppe de C espace parcouru par le plan T , sera un cône. 



iV Si Con prend un point d t , situé hors d'un ellipsoïde de révolution 2, et qu''on 

regarde ce point comme le sommet d'un cône A, tangent à la surface 2, la courbe de 

contact (5X sera plane et ne serados lors autre qui une ellipse, et son centre i , , le centre o 

de la surface 2 et le sommet d, du cône A , , seront en ligne droite. 

6° Si l 'on a deux cercles ò et su r la s p h è r e S , on p e u t les enve lopper p a r deux 

cônes A et A', si ces cerc les se c o u p e n t ou ne se c o u p e n t pas , et p a r un seul cône 

si ces cercles se t o u c h e n t : 

Au moyen de la transformation cylindrique, on fait passer ce t te p r o p r i é t é s u t 

l 'e l l ipsoïde de révolu t ion . 

On p e u t d o n c é n o n c e r le théorème su ivan t : 

V. Si l'on coupe un ellipsoïde de révolution par deux plans, les ellipses de seclioi<. 

a, et <3,' pourront être enveloppées par deux cônes A,e/ A / , , si ces courbes ò, et 5 / se cou

pent ou ne se coupent pas, et par un seul cône, si ces deux courbes se touchent. 

T. Si un cône A ayant p o u r s o m m e t un poin t i n t é r i e u r ou e x t é r i e u r à la 

sphè re S , a p o u r base u n cerc le <5 de ce t te s p h è r e , ce cône A coupe la s p h è r e 

s u i v a n t u n second cerc le o \ 

On p e u t d o n c énonce r le théorème s u i v a n t : 

VI. Si un cône A , , ayant pour sommet un point d ( intérieur ou extérieur à un ellip

soïde de révolution 2, a pour base une ellipse ò, ( ou un parallèle) située sur cette surface 

de révolution, ce cône A coupe l'ellipsoïde de révolution!, suivant une seconde ellipse o, 

8° S i , dans la s p h è r e S , on a u n e su i te de cordes para l lè les à u n e d ro i t e D , l e c 

mil ieux de ces cordes sont s u r u n p l an P , passan t par le c e n t r e de la s p h è r e . 

On p e u t donc énonce r le théorème su ivant : 

VII . Si ton mène, dans un ellipsoïde de révolution 2, une suite de cordes parallèle.> 

à une droite D , , les milieux de ces cordes seront sur un plan P, passant par le centra 

de C ellipsoïde. 

Ains i , p o u r l 'e l l ipsoïde de révo lu t ion 2 , tou te surface diamétrale est un plan. 

9° S i , p a r le c en t r e o de la s p h è r e , j e m è n e t ro is d i a m è t r e s X, Y, Z , r ec t angu

laires e n t r e e u x , on a u r a t ro is p l ans d i a m é t r a u x ( X , Y ) , ( X , Z ) , ( Y , Z ) , aussi 

r ec tangu la i res e n t r e eux , et q u i j o u i r o n t de la p r o p r i é t é su ivan te : 

Tou tes lés cordes para l lè les 

à Z seront coupées en pa r t i e s égales par le p lan ( X , Y ) 

à X - ' - ( Y , Z ) 

à Y — — ( X , Z ) 

Les d i a m è t r e s X , Y , Z , p e r c e r o n t la s p h è r e S en les po in t s x et x', y e t z et 

z', e t si l 'on m è n e en ces po in t s des p lans t angen t s à la s p h è r e , on a u r a les six 

plans l'x, T*', ' F , T"', T \ T*', qu i formeront un c u b e c i rconsc r i t à la sphè re . 



Un pout d o n c é n o n c e r le théorème su ivant : 

VIII . Si dans un ellipsoïde de révolution 2, on mène par le centre o un plan P cou

pant la surface suivant une ellipse S , et que l'on trace un système de diamètres conju

gués X 1 et Y, de la courbe o ; si ton construit deux plans T, et T r , tangent à la surface 2, 

et parallèles au plan P , , et que l'on unisse les deux points de contact par une droite Z, , 

les plans ( X , , Y, ) , ( X t , Z r ) , ( Y , , Z ( ) , seront des plans diamétraux, et chacun 

d'eux coupera en parties égales les cordes parallèles au diamètre par lequel il ne passera 

pas ; et si l on mène des plans tangents à la surface 2, aux points en lesquels cette sur

face est percée par les diamètres X , , Y , , Z r , ces plans seront deux ci deux parallèles et 

formeront un parallélipipède oblique circonscrit à la surface 2, e t c . 

Les t rois p lans ( X , , Y, )*, ( X , , Z, ) , ( Y , , Z, ) fo rment u n sys tème de p lans dia

m é t r a u x c o n j u g u é s e n t r e eux . 

Le d i a m è t r e Z s est di t d i a m è t r e c o n j u g u é du plan ( X , , Y, ) , e t c . 

10° Si l 'on a deux s p h è r e s c o n c e n t r i q u e s S et S ' , si l 'on m è n e u n p l a n T tangent 

au p o i n t m à la s p h è r e i n t é r i e u r e S , ce p l an c o u p e r a la s p h è r e S ' s u i v a n t un cerc le 

ò, e t si l 'on conçoi t un cône A t angen t à la s p h è r e S ' su ivant le cerc le ò, le som

met d du cône A , le po in t m c e n t r e du cerc le <5, et le po in t o c e n t r e des s p h è r e s S 

et S ' sont en l igne d ro i t e . De p l u s , si l 'on conço i t u n e sér ie de p l ans T t a n g e n t s à 

la s p h è r e S , les d ivers s o m m e t s cides cônes A t a n g e n t s à la s p h è r e S ' , s e ron t sur 

u n e t r o i s i è m e s p h è r e S " c o n c e n t r i q u e s aux d e u x p r e m i è r e s s p h è r e s d o n n é e s 

On p e u t donc é n o n c e r le théorème su ivant : 

IX. Si Ion a deux ellipsoïdes de révolution 2" et 2' concentriques et semblables, si 

l'on considère chacun des points d, de la surface 2" comme le sommet dun cône A, tan

gent à la surface 2' et suivant une ellipse ci,, on pourra construire un ellipsoïde de révo

lution 2, concentrique et semblable aux ellipsoïdes donnés 2n et 2', et qui soit tangent 

aux divers plans T, des courbes 3 , , et cet ellipsoïde 2 aura pour contact avec tes plans 

T , , des points m , qui seront les centres respectifs des ellipses 3 , . 

i\° Si l 'on coupe u n e s p h è r e S par u n plan P passan t pa r son c e n t r e o, on a 

p o u r sect ion un g r a n d cerc le 0 , et si l 'on m è n e pa r le c e n t r e o u n e d r o i t e Z p e r 

p e n d i c u l a i r e au p lan P , on sait q u e le cy l i nd re A q u i a u r a ses géné ra t r i ce s 

d ro i tes para l lè les à Z , et qu i a u r a p o u r sect ion d r o i t e le cerc le G sera t angen t à 

la s p h è r e S su ivan t ce cerc le C. 

On sait de p lu s q u e si l 'on a u n e s p h è r e S' c o n c e n t r i q u e à S , le cy l indre A 

coupera cet te sphè re S ' s u i v a n t u n pet i t ce rc le C' q u i se ra d a n s un p l a n para l lè le 

au p lan du cerc le G et i d e n t i q u e au cerc le C ( les deux cerc les C et C' é tan t super -

posab l e s ) . 

On sait enco re q u e l 'on p e u t c o n s t r u i r e u n e s p h è r e S" c o n c e n t r i q u e aux 



spheres S et S' , e t t angen te aux d ivers p l ans des cercles C et q u e les po in t s dr 

contac t s e ron t les c e n t r e s de ces cerc les C . 

On p e u t d o n c énonce r le théorème su ivant ; 

X. Ayant un ellipsoïde de révolution!, si fon mène un plandiametral P, coupant ce tu 

surface 2 suivant une ellipse diamétrale C , , si fon construit le diamètre Z, conjugue 

du plan diamétral P , , le cylindre A, qui aura ses génératrices droites parallèles à Z , , et 

qui aura pour directrice l'ellipse G , , sera tangent à l'ellipsoïde 2 suivant cette courbe C,,. 

En outre : si l'on a un second ellipsoïde 2', concentrique et semblable à l'ellipsoïde 2, 

le cylindre A, coupera la surface 2' suivant une courbe plane C , dont le plan sera paral

lèle au plan de la courbe C, et les deux ellipses C, et C , seront identiques, ou , en d"au

tres termes ,superposables. 

De plus, l'on pourra construire un ellipsoïde de révolution 2" concentrique et sem

blable aux ellipsoïdes 2el2f, et tangent aux plans des diverses ellipses C / , et les points de-

contact de ces plans et de la surface 2" ne sont autres que les centres des ellipses C , . 

12° Si l 'on a u n e d ro i t e D e x t é r i e u r e à u n e s p h è r e S ; si p a r la d r o i t e D on m è n e 

deux p lans T et T ' t angen t s à la s p h è r e aux po in t s m e t m, ces deux po in t s m et m' 

é tan t un i s p a r u n e dro i te B , les deux d ro i t e s D et B son t deux polaires réciproques . 

pa rce qu ' e l l e s j ou i s s en t ( a ins i q u e n o u s le savons) de la p r o p r i é t é s u i v a n t e , sa

voir : q u e si par la d ro i t e D on m è n e u n e sér ie de p lans X , X ' , X " , e t c . , ils cou

p e r o n t la s p h è r e S su ivan t des cerc les 3, 3', 3 ' ' , e t c . , te ls q u ' i l s a u r o n t p o u r polaire 

commune et extérieure la d r o i t e D , l eu r s pôles é t an t s i tués s u r la d ro i t e B , et n ' é t an t 

au t r e s q u e les po in t s en lesquels ce t te d ro i t e B es t coupée p a r les p l ans X , X ' ? 

X", e t c . ; et ensu i t e les cerc les 3 , 3', 3", e t c . se ron t tels q u e les cônes A, A r , A", e tc . . 

t angen t s à la s p h è r e S suivant ces cerc les , a u r o n t l e u r s s o m m e t s d, d', d", etc . 

s i tués s u r la d r o i t e B. 

Et nous savons encore q u e , si pa r la d ro i t e B on m è n e u n e sér ie de p lans Y, 

Y', Y", e t c . , ils c o u p e r o n t la s p h è r e S , su ivan t des cerc les g, g r , e t c . , tels 

qu ' i l s a u r o n t p o u r polaire commune et intérieure la d ro i te B , l eurs pôles é tan t s i tues 

s u r la d r o i t e D , et n ' é t a n t a u t r e s q u e les po in t s en l e sque l s ce t te d ro i t e D est cou

pée par les p l a n s Y, Y', Y", e t c . , et e n s u i t e les cerc les g , S', g", e t c . , s e ron t tels 

q u e les cônes ty, <{/, 41 "> e ^ c , » t angen t s à la s p h è r e S suivant ces ce rc l e s , au ron t 

l eurs s o m m e t s p, p ' , p", e t c . , s i tués su r la d ro i te D. 

On p e u t d o n c é n o n c e r le théorème su ivan t : 

XI . Si, dans un ellipsoïde de révolution 2, on mène une droite arbitraire D, cl exté

rieure à celte surface 2, et si par cette droite on mène deux plans T et T, ' , tangents èi 2 aux 

points m, et m ' , ; ces deuxpoints m, et m\ étant unis par une droite B , , les deux droites D, 

et B, seront deux polaires réciproques ; car elles jouiront de la propriété suivante, savoir : 

(]ue si par la droite D, on mène une série de plans X , , X , ' , X / ' , e t c . , coupant la 



•••nirjace 2 suivant des ellipses òl} <5'n ò"ti e t c . , ces courbes seront telles qu elles au

ront pour polaire commune et extérieure la droite D , , et que leurs pôles seront situés 

sur la droite B , , et deplus les cônes A,, A \ , A"„ e t c . , t angen t s à la surface I suivant 

les ellipses 3,, ò,', <T,, e t c . , auront leurs sommets d,, d',, d", , e t c . , situés sur la 

droite B t . 

Et réciproquement, si par ladroite B, on mène une série de plans Y , , Y ' , , Y " , , e t c . , 

coupant la surface 2 suivant des ellipses^, , ê r , , &'\ , e l c , ces courbes auront pour polaire 

commune et intérieure la droite B , , et leurs pôles respectifs par rapporta cette droite B 

seront extérieurs et situés sur la droite .D,. 

De plus les cônes 4*., <\>\, e t c . , tangents à la surface 2 suivant les ellipses c, , 

c ' \ , &\, e t c . , auront leurs sommets p , , p ' , , p r ?

t , e t c . situés sur la droite D, . 

D 'après ce qu i p r é c è d e , on voit q u e tou tes les p r o p r i é t é s de re la t ion de pos i 

t i o n , exis tant p o u r u n e s p h è r e , p o u r r o n t ê t r e t r a n s p o r t é e s au moyen d ' u n e trans

formation cylindrique s u r l 'e l l ipsoïde de r évo lu t ion . 

Nous p o u v o n s d o n c é n o n c e r les théorèmes su ivants : 

XII . Si dans un ellipsoïde de révolution 2 , on mène par te centre un plan diamétral 

quelconque P , et si Con construit le diamètre conjugué de ce plan P , diamètre qui pro 

longé donnera une droite Z , puis que Con mène une suite de plans P ' , P ' ' , P '", e t c . , paral

lèles entre eux et au plan P , et coupant la surface 2 suivant des ellipsesa!', a", a'", e t c . . 

et qu enfin on construise les cônes A', A", A'", e tc . tangents à la surface 2, suivant les 

courbes planes <*', a", a'", e t c . , les sommets d', d", d '", e tc . de ces divers cônes seront 

situés sur la droite Z . 

XIII . Étant donné un ellipsoïde de révolution 2 , si Con construit un plan diaynétral P 

et le diamètre conjugué Z , et si ton mène une Suite de plans P ' , P , r , P ' " , e t c . , parallèles 

au plan P et coupant la surface 2 suivant des ellipses semblables et semblablement placés 

a', a", a'", e tc . , ces courbes ne pourront être unis deux à deux que par des cônes dont les 

sommets seront tous situés sur la droite Z . 

XIV. Si Ion coupe un ellipsoïde de révolution 2 par une suite de plans diamétraux et 

suivant des ellipses 6 , 6 ' , ê f r , e t c . , ces courbes ne pourront être unies deux à deux 

que par des cylindres. 

XV. Une droite ne peut couper en plus de deux points un ellipsoïde de révolution. 

XV L Par une droite extérieure on ne peut mener plus de deux plans tangents à un 

ellipsoïde de révolution. 

Transformation de iellipsdide de révolution en un ellipsoïde à trois axes inégaux. 

¿ U ! . Concevons un e l l ipsoïde de révolut ion 2, ayan t p o u r axe de ro ta t ion une 

droi te Z et p o u r c o u r b e m é r i d i e n n e u n e ell ipse E , et p o u r cen t r e u n po in t o. Cou-



pons la surface 2 pa r un plan m e n é pa r le c en t r e o et p e r p e n d i c u l a i r e m e n t à la 

droi te Z , on ob t i e nd ra p o u r sect ion un ce rc le C a u q u e l on a d o n n é le nom 

(Xéqualeur. P r e n o n s le plan de l ' équa teur p o u r p lan ho r i zon t a l . 

Cela posé : 

T r a n s f o r m o n s c y l i n d r i q u e m e n t le cerc le G en u n e el l ipse E t , cet te t r a n s f o r 

mat ion s ' opé ran t dans le p lan hor izon ta l et p a r a l l è l e m e n t à une d r o i t e Y menée 

dans le p lan hor izon ta l et p a r le c e n t r e o du ce rc le C. 

Dés ignant par R le rayon du ce rc le G et m e n a n t par le c en t r e o et d a n s le plan 

h o r i z o n t a l , u n e dro i te X p e r p e n d i c u l a i r e à la d ro i te Y 7, l 'el l ipse E, a u r a l ' un de 

ses axes d i r igé su ivan t la d ro i t e X e t il se ra égal à 2 R , et l ' au t r e axe sera d i r igé 

su ivan t la d r o i t e Y. 

P r e n a n t un po in t m su r le cerc le C , et m e n a n t par ce poin t u n e paral lè le à Y , 

laquel le c o u p e r a X e n un po in t r e t l 'e l l ipse E, en un poin t m , , on aura '-™^r —l>-

Et ce r a p p o r t 6 se ra le m ê m e p o u r t o u s l e s po in t s homologues m et m, du cercle (. 

et de l 'el l ipse E , . 

Cela posé : 

Si l 'on coupe la surface el l ipsoïde et de révolu t ion 2 pa r un p lan para l lè le au 

p lan du cerc le C, et p a r c o n s é q u e n t p e r p e n d i c u l a i r e à l 'axe de ro ta t ion Z de cet te 

surface 2, on o b t i e n d r a un c e r c l e C ' , q u i , transformé c o m m e l e cerc le C , d o n n e r a 

u n e e l l ipse E \ , et les ell ipses E, et E r , s e ron t s e m b l a b l e s , p u i s q u e , dés ignan t 

par m r u n p o i n t du cerc le G' et par mj le poin t de l 'e l l ipse E' , qu i est le transforme 

du po in t m, en un i s san t ces po in ts m' et m / p a r u n e d ro i t e qui sera para l lè le 

a la d ro i t e Y et qu i c o u p e r a le d i a m è t r e du cerc le C ' ( p a r a l l è l e au d i a m è t r e \ 

du cerc le C ) en u n po in t r', on a u r a : ~r=^b. 

L'el l ipsoïde de révolut ion 2 se t rouvera dès lors t r an s fo rmé en une surface 2\ 

à laque l le on a d o n n é le n o m d'ellipsoïde à trois axes inégaux; si l 'on fait 

passer p a r les axes X , Y r , Z , de la surface 2 des p lans ( X , Y ) , ( Y, Z ) ( X , Z ) , 

ces p l ans c o u p e r o n t la surface 2'suivant t ro i s el l ipses E , , E , , E } , qu i coupe ron t 

les axes X, Y, Z , en deux p o i n t s , s avo i r : 

E, coupera X en les po in ts x et x'. 

— Y en les p o i n t s y et y'. 

E, coupe ra Y en les po in t s y et y'. 

— Z en les po in ts z et z. 

E 3 coupe ra X en les po in t s x et x\ 

— Z en les po in t s z et z'. 

Les t rois dro i tes X , Y, Z , sont r ec t angu la i r e s e n t r e elles et se coupent au 



poin t o c en t r e c o m m u n à l 'el l ipsoïde de révolu t ion 2 et à l 'e l l ipsoïde 2". Les 

p lans ( X , Y ) , ( Y , ' Z ) , ( X , Z ) , son t d o n c aussi r e c t angu l a i r e s e n t r e eux . 

L 'on a clone é v i d e m m e n t : 

ox — ox', oy = oy, 0Z = 0Z 

De p l u s , en ver tu du m o d e c y l i n d r i q u e de transformation, on a . 

ox — lì, oz — aK et oy — 6R. 

Ce sont les dro i tes xxr, yy\ zz, qu i on t r eçu le nom d'axes de l 'e l l ipsoïde 2'; et 

c o m m e ils son t inégaux en g r a n d e u r , la sur face 2 a r eçu le n o m d'ellipsoïde à 

trois axes inégaux. 

5 4 2 . Nous p o u r r o n s faire passe r , de l 'e l l ipsoïde d e révolut ion 2, s u r l 'e l l ipsoïde à 

trois axes inégaux 2', tou tes les p r o p r i é t é s q u e n o u s avons c i -dessus r e c o n n u e s 

exis ter p o u r ce t t e sur face d e révo lu t ion 2 en les faisant passe r d e la s p h è r e S s u r 

ce t te surface 2, et cela en se se rvan t du m ê m e m o d e c y l i n d r i q u e de transforma 

tion qu i a servi à t r a n s f o r m e r la s p h è r e S en la surface de révolut ion 2. 

Ainsi les seize t h é o r è m e s énoncés c i -de s sus sont vrais p o u r l 'e l l ipsoïde à trois 

axes i négaux (*). 

5 4 3 . N o u s a u r i o n s pu passer d i r e c t e m e n t de la s p h è r e S à l 'e l l ipsoïde à t rois 

axes inégaux 2' par u n e seu le transformation cylindrique. 

E t , en effet : 

Concevons d a n s le p l an hor i zon ta l u n cerc le C du r a y o n R et ayant un poin t o 

p o u r c e n t r e , et déc r ivons de ce po in t o c o m m e c e n t r e et avec le rayon R u n e 

s p h è r e S. I m a g i n o n s d a n s le p lan ho r i zon ta l deux axes X et Y se c ro i san t au 

c e n t r e o e t r e c t angu l a i r e s e n t r e e u x , et u n e d r o i t e Z élevée p a r le p o i n t o p e r p e n 

d i c u l a i r e m e n t au p lan ho r i zon t a l ; les t ro i s axes X , Y , Z , sont d o n c r ec t angu la i r e s 

e n t r e eux . 

Cela posé : 

Dés ignons p a r x et x,, y et yti z et s , les po in t s en l esque l s la s p h è r e S est c o u 

pée p a r les axes X , Y, Z . 

Menons pa r le c e n t r e o u n e d ro i t e Y' s i tuée d a n s le plan d u cerc le C et faisant 

avec la d ro i t e X u n angle a r b i t r a i r e , et p r e n o n s s u r ce t te d ro i t e Y' deux po in t s 

a rb i t r a i r e s y' el y'n mais é q u i d i s t a n t s du c e n t r e o. 

Nous pouvons c o n s t r u i r e u n e ell ipse E s u r ox et oy1 c o m m e d e m i - d i a m e t r e s 

i ; INous a u r i o n s p u é n o n c e r u n p lus g r a n d n o m b r e de théorèmes . u n i s n o u s nous s o m m e s borra-

nm p l u s i m p o r t a n t s p a r m i ceux de relation de position 



c o n j u g u é s , et Í ellipse E p o u r r a ê t r e cons idé rée c o m m e là transformée cylindrique 

du cercle C , les droi tes de t r ans fo rmat ion é t an t para l lè les à la d ro i te yif ou à la 

d ro i t e yjjj. 

Nous p o u r r o n s m e n e r d a n s l 'espace et p ir le point z une d r o i t e paral lè le à y y' 

et p r e n d r e su r cet te d r o i t e un po in t z' a r b i t r a i r e et u n i r le cen t r e o à ce po in t z 

par u n e d ro i t e Z' , 

Puis m e n e r par le po in t z' u n e dro i te 9 para l lè le à X , et t r ace r d a n s le p lan ( X , 5 

une el l ipse E' ayan t ox et oz p o u r d e m i - d i a m è t r e s con jugués . 

Nous p o u r r o n s enfin par le p o i n t s ' m e n e r u n e d r o i t e 9' para l lè le à Y', et con

s t ru i r e d a n s le p lan ( Y 7 , 9' ) une e l l ipse E " ayan t oy' et oz' p o u r d e m i - d i a m è t r e s 

con jugués . 

Les t ro i s el l ipses E, E ' ,E" , f o rmeron t un sys tème de cou rbes d i a m é t r a l e s , et 

les trois d ro i t e s ox, oy', oz', f o rmeron t un sys tème de d e m i - d i a m è t r e s con jugués 

d ' un el l ipsoïde 2, qu i sera la transformée d i rec te de la s p h è r e S. 

Et j e d is q u e la surface 2t est u n e l l ipsoïde , car cet te surface j o u i r a é v i d e m 

m e n t de tou tes les p rop r i é t é s q u e n o u s avons r e c o n n u e s exister p o u r la surface 2 

transformée de l 'e l l ipsoïde de révolut ion 2. 

Des sections circulaires de f ellipsoïde à trois axes inégaux. 

544 . Si une surface e l l i p s o ï d e ! peu t ê t re coupée pa r un p lan su ivan t un ce rc le , 

comme tou tes les s ec t i onspa ra î l è l e sd ro i t e sdans un el l ipsoïde son t des c o u r b e s sein -

b lab les , il faudra q u e l 'on pu i s se m e n e r p a r le c e n t r e o d e la sur face 2 un cer ta in 

plan P c o u p a n t cet te surface 2 su ivant un cerc le C, don t n o u s d é s i g n e r o n s le 

rayon p a r R. 

Or , si l 'on cons idè re une s p h è r e S ' a y a n t son cen t r e en o et ayan t u n rayon IV ar 

b i t r a i r e , m a i s assez g r and p o u r q u e la s p h è r e S' c o u p e la surface 2, il e s t é v i d e n t 

que les deux surfaces S ' e t 2 se c o u p e r o n t su ivan t des c o u r b e s qu i se ron t s y m é 

t r iques par r a p p o r t a c h a c u n des p l ans d i a m é t r a u x p r i n c i p a u x de la surface 2. 

Si d o n c du poin t o c o m m e c e n t r e et avec le r ayon R, n o u s décr ivons dans l ' es

pace u n e s p h è r e S , elle a u r a p o u r cerc le d i amé t r a l le cerc le C, et c o m m e les s u r 

faces S et 2 sont s y m é t r i q u e s p a r r a p p o r t aux p lans d i a m é t r a u x p r inc ipaux de la 

surface 2, il s ' ensu i t q u e si la s p h è r e S et la surface 2 se coupen t su ivant un 

cerc le C, ils devron t se r e c o u p e r su ivant un a u t r e cerc le C ayan t son c e n t r e en o 

i M son rayon éga la R, et les p lans P et P ' de ces deux cercles C et C' dev ron t ê t re 

pe rpend i cu l a i r e s à T u n d e s t ro is p lans d i a m é t r a u x p r inc ipaux de la surface 2. 

Or, I o si du cen t r e o et avec ie demi petit-axe de 2 p o u r r a y o n , on déc r i t une 

s p h è r e , elle sera t angente à la surface 2 en les e x t r é m i t é s de ce petit-axe, et elle 



n ' a u r a pas d ' a u t r e s po in t s c o m m u n s avec la surface 2 , et de p lu s elio sera in t é 

r i e u r e à cet te surface 2 . 

2° Si d u c e n t r e oavec le d e m i - g r a n d axe de l 'e l l ipsoïde 2 pour r ayon , o n décr i t 

une s p h è r e , elle sera t a n g e n t e à la surface 2 en les ex t r émi t é s de ce g r and axe , et 

elle n ' a u r a pas d ' a u t r e s po in t s c o m m u n s avec la surface 2 , et elle enve loppera la 

surface 2 . 

3" Mais si du p o i n t o c o m m e c e n t r e et avec le demi -axe moyen de la s u r f a c e 2 o n 

déc r i t u n e s p h è r e S , e l le t o u c h e r a la sur face 2 en les ex t rémi tés p et p' d e son axe 

moyen , et elle la coupe ra su ivan t u n e c o u r b e composée d e deux b r a n c h e s ò et ò' 

se c ro i san t en les po in t s p e t p r ; et les c o u r b e s ¡5 e t <5' s e r o n t s y m é t r i q u e s p a r r a p 

p o r t aux p lans d i a m é t r a u x p r i n c i p a u x de la sur face 2 ; si d o n c on pro je t t e o r t h o -

gona l emen t ces c o u r b e s ò et òr s u r le p lan d iamét ra l M passan t pa r le g r a n d axe et 

le pe t i t axe de la surface 2 ( ce plan M é t an t p r i s p o u r p lan ver t ical de p r o j e c t i o n , 

et le p lan N du pe t i t axe e t de l 'axe moyen é t an t p r i s p o u r p lan hor i zon ta l de p r o 

j e c t i o n ) , on a u r a ( fig. 2 5 9 ) deux a rcs de c o u r b e s òv et ò'v, s y m é t r i q u e s p a r r a p p o r t 

aux axes de l ' e l l ipse p r inc ipa l e E s i tuée d a n s le plan M. Or j e dis q u e ces a rcs 

de c o u r b e s ô" et ò,v sont des l ignes d ro i t e s . 

Et en effet : 

L ' e l l i p se E sera coupée p a r la sphè re S en les p o in t s mei », m' etu q u i , un i s 

d e u x à d e u x , f o r m e r o n t un rec tang le d o n t les d iagona les se c r o i s e r o n t au po in t o : 

et l 'on a u r a om—onz= om orí — R ( R é t an t égal au d e m i - a x e m o y e n de la 

sur face e l l ipsoïde 2 ) . 

Or , si p a r le po in t m et l 'axe moyen p p ' = 2 R , on fait passer un plan P, ce plan 

c o u p e r a la surface 2 su ivan t u n e el l ipse G ayan t p o u r sys t ème de d i a m è t r e s con

j u g u é s la d r o i t e mm1 et l 'axe m o y e n ppr, et ces d ro i tes pp et mm sont r e c t a n g u 

la i res e n t r e e l l e s , elles son t d o n c les axes de l 'el l ipse G ; mais ces axes pp et mm 

sont égaux , d o n c l ' e l l ipse C est un ce rc l e . 

Le plan P c o u p e r a la s p h è r e S , su ivan t un cerc le C' ayan t l 'axe moyen pp = 2 R 

p o u r d i a m è t r e , et ce cerc le pa s se ra p a r le po in t m ; d o n c les cerc les C et G' se 

con fonden t , p u i s q u ' i l s on t m ê m e c e n t r e o , et qu ' i l s passent pa r un m ê m e point m. 

et q u ' i l s son t s i tués d a n s u n m ê m e plan P. 

On p e u t d o n c é n o n c e r le théorème su ivant : 

XVII. On peut couper suivant des cercles, un ellipsoïde à trois axes inégaux, par deux 

séries de plans parallèles entre eux', l Une et l'autre série étant parallèles respective

ment à un (certain) plan diamétral passant par laxe moyen de la surface 2 . 

E t , d ' a p r è s ce qu i p r é c è d e , il sera facile de c o n s t r u i r e la d i rec t ion des p lans des 

sect ions c i r c u l a i r e s , l o r s q u ' o n conna î t r a les t rois axes ou les t ro is d i a m è t r e s p r in 

c ipaux de la surface ell ipsoid 1 2. 



fies deux modes principaux de génération de l'ellipsoïde à trois axes inégaux 

5-45. C h a c u n e des propriétés géométriques d o n t j o u i t l ' e l l ipsoïde à t ro i s axes i n é 

gaux, p e u t c o n d u i r e d a n s la pratique à u n e construction p a r t i c u l i è r e de cet te su r face , 

ou , en théorie, à un m o d e p a r t i c u l i e r de génération, et ce q u e n o u s venons de d i r e 

s ' a p p l i q u e r a aux quatre a u t r e s surfaces du second ordre. P a r m i t ous les modes de 

génération ou de construction de l ' e l l ip so ïde , on doit d i s t i n g u e r les deux su ivan t s . 

Premier mode degeneration onde construction. 

5 4 6 . Soient d o n n é e s deux dro i tes D et R , faisant e n t r e elles un angle a r b i 

t r a i r e , ces deux droi tes n ' é t a n t pas d ' a i l l eu r s s i tuées d a n s u n m ô m e p l a n . 

Concevons p a r la d ro i t e D deux p lans T e t T R c o u p a n t r e s p e c t i v e m e n t la d r o i t e 

R aux po in t s m et m ; m e n o n s p a r la d ro i t e D u n t ro i s i ème plan P c o u p a n t la 

d ro i t e R en un po in t o s i tué e n t r e les po in t s m et m'. 

Cela p o s é : 

Cons t ru i sons dans le plan P u n e ell ipse B ayan t le po in t o p o u r pôle et la d r o i t e 

D p o u r polaire. 

La cons t ruc t i on de la c o u r b e B sera facile, ca r il suffira d é m e n e r par la d ro i t e D 

un plan a r b i t r a i r e Z c o u p a n t la d ro i te R en un p o i n t s , s i t ué en deho r s des po in t s 

m et m, p u i s de m e n e r un p l an Z ' paral lè le au plan Z et c o u p a n t la d ro i t e R en 

u n point r et de t racer d a n s le p l a n Z' u n e el l ipse a r b i t r a i r e M ayan t le po in t r pour 

c e n t r e , le c ô n e ( s , M) se ra c o u p é pa r le p l a n P su ivan t u n e el l ipse B a y a n t le po in t o 

p o u r pôle et la d ro i t e D p o u r polaire ( n o s 3 2 9 et suivants). L 'e l l ipse B é tant 

c o n s t r u i t e , n o u s ferons passe r pa r la d ro i t e R u n e sé r ie de p l ans Y , Y ' , Y ' ' . . . . 

Le p lan Y coupera le p lan T su ivant u n e dro i te S et le p lan T ' su ivan t u n e d r o i t e s ' , 

et la d r o i t e D en un p o i n t y, en lequel c o n c o u r r o n t les d ro i tes 9 et B1. Ce p lan Y 

coupe ra l 'e l l ipse B en deux po in t s a et b, q u i s e r o n t en l igne d ro i t e avec le po in t 

y. S i , dans ce p lan Y n o u s déc r ivons u n e el l ipse E passan t p a r le po in t a et p a r 

les po in t s m e t m', et a y a n t en ces p o i n t s les d ro i t e s 9 et ô f p o u r t a n g e n t e s , ce t te 

el l ipse passera néces sa i r emen t p a r le po in t b. 

En faisant les m ê m e s c o n s t r u c t i o n s d a n s les divers p lans Y ' , Y " . . . . . , on a u r a une 

sé r i e d 'e l l ipses E , E', E " , . . . . q u i d é t e r m i n e r o n t un e l l ipso ïde! ; à t ro is axes inégaux . 

C o m m e cas pa r t i cu l i e r de ce m o d e de génération ou de construction, on a les 

deux s u i v a n t s : 

PREMIER CAS particulier du premier mode. 

5 4 7 . Si le po in t o est le c en t r e de l 'ell ipse B la polaire D est s i tuée à l ' in f in i ; 



alors les p l ans T et T' son t p a r a l l è l e s , ainsi q u e les dro i tes 0 et 0 \ et a lors jar-

cément les points m et m' sont é q u i d i s t a n t s du po in t o. 

Les el l ipses génératrices E , E' , E", on t donc toutes p o u r centre le po in t o ci 

la d r o i t e mm' p o u r diamètre c o m m u n , si la d ro i t e II est ob l ique au p lan P . Dans 

ce cas le plan P et les p l ans Y, V , Y" , . • •, sont, des plans diamétraux de l 'e l l ipsoïde 2 

DEUXIÈME CAS particulier du premier mode. 

5 4 8 . Tou t étant c o m m e dans le premier cas cons idé ré c i -dessus , à l ' except ion 

de la d ro i t e R, q u e l 'on suppose p e r p e n d i c u l a i r e au p lan P , on voit de su i t e 

.que le p lan P est un plan principal et q u e la d ro i te mm' est un des axes de la sur

face el l ipsoïde 2 . 

Second mode de génération ou de construction. 

5 49. Imag inons deux dro i tes D et R non s i tuées dans un môme pian , et faisant 

e n t r e elles un angle a rb i t r a i r e . 

Concevons deux p l ans T et T ' passant par la d ro i t e D et coupan t la d ro i t e H , 

r e spec t i vemen t , aux po in t s m et m. 

Faisons passer pa r la d ro i t e R deux plans Y cl Y , , le p r e m i e r plan Y coupe ra 

les p lans T et T' suivant les d ro i tes 9 et 9' et le second plan Y, coupera ces m ê m e s 

p lans T et T r su ivan t des d ro i t e s q, et 9 / . Cela fait : t r açons 4° d a n s le plan Y 

une ellipse E a rb i t r a i r e , mais passant pa r les poin ts m et m' et ayan t p o u r t a n 

gentes en ces po in ts les droi tes 9 et 9', et T d a n s le plan Y, u n e ell ipse E, aussi 

a r b i t r a i r e , ma i s passant pa r les poin ts m et m et ayan t p o u r t angen tes en ces 

poin ts les d ro i t e s9 , et 9 / . 

I m a g i n o n s un cône A ayan t son sommet s s i tué en un point de la dro i te D . et 

ayant la cou rbe E pour directrice. 

Cela posé : 

Par la d ro i te D m e n o n s une sér ie de p lans X , X, , X j 5 . . . . coupan t la d ro i te il 

e n les poin ts p, p\p",.... s i tués é n t r e l e s poin ts m et m'. Le plan X c o u p e r a l 'el l ipse E 

e n les poin ts q et q' et l 'e l l ipse E, en les po in t s r et r', et le cône A su ivan t des 

généra t r i ces d ro i t e s I et V passant r e spec t ivemen t par les p o in t s r et r'. T r açons 

dans le p lan X une ell ipse B passan t p a r l e po in t q et par les po in t s r et r et ayant 

pour t angen tes en ces poin ts r et r' les dro i tes I et V, cet te el l ipse B passera 

forcément par le poin t q', 

Faisons les m ê m e s o o n s t r u c t i o n s d a n s c h a c u n d e s p l a n s \ , , X , , X , , . . . nous o b 

t i endrons une série d 'e l l ipses B , R, , B , , B 3 , . . . ayant p o u r polaire c o m m u n e la 



líroite Del pour pôle respect if les po in t s p, p , p",... La sur face lieu des ellipses B . 

B,, B , , . . . sera un el l ipsoïde 2 à t ro is axes inégaux . 

C o m m e cas par t i cu l ie r s de ce m o d e de génération ou de construction, on a les 

deux suivants . 

PREMIER CAS particulier du second mode. 

5 5 0 . La d ro i t e D peu t ê t r e s i t u é e à l ' inf in i , alors les p lans T , T' et X, \ 

X, . . . . s e ron t paral lè les e n t r e e u x ; alors les po in t s p, p', p'',.... s e ron t les cen

tres respectifs des el l ipses B , B, , B 2 , la d ro i t e R sera un d i a m è t r e c o m m u n 

aux deux el l ipses E et E , , et le cône A sera un cy l i nd re don t les généra t r i ces 

d ro i t e s p o u r r o n t avoir tou te d i r ec t ion d a n s l ' e s p a c e , p o u r v u toutefois qu ' e l l e s 

soient para l lè les aux p lans T, T' , X , X , , . . . Dans ce ca s , la d ro i t e R é tan t ob l ique 

par r a p p o r t aux p lans T, T' , X , X , l a sur face e l l ipsoïde 2 sera e n g e n d r é e par 

u n e el l ipse B s e mouvan t p a r a l l è l e m e n t à e l le -même en var iant de g r a n d e u r , mais 

en res tan t semblab le et s e m b î a b l e m e n t p lacée . L a d r o i t e R sera dans ce cas un 

diamètre de la surface el l ipsoïde 2. 

DEUXIÈME CAS particulier du second mode. 

5 5 1 . Si tou t res te ainsi q u e d a n s le premier cas , la d ro i t e R ayant s eu lemen t u n e 

d i rec t ion tou te pa r t i cu l i è re pa r r appor t au plan T et lui é tan t p e r p e n d i c u l a i r e , 

a lors la d r o i t e R sera un des axes de l 'e l l ipsoïde 2. 

5 5 2 . REMARQUE. Dans les deux modes p r i n c i p a u x de géné ra t ion de l 'el l ipsoïde 

a t ro is axes inégaux , n o u s avons des el l ipses p o u r génératrices et une el l ipse p o u r 

directrice. 

DES PARABOLOIDES ELLIPTIQUES. 

5 5 3 . Concevons un el l ipsoïde de révo lu t ion 2, ayan t p o u r axe de rotat ion 

une d ro i t e Z , pe r ç a n t ce t te surface en les po in t s s e t z'. 

Menons un plan P p e r p e n d i c u l a i r e à l 'axe Z , et coupan t la surface 2 suivant un 

cercle C ayan t son c e n t r e n s i tué su r la d ro i t e Z. 

Cela posé : 

Menons pa r l 'axe Z un plan M c o u p a n t là surface 2 su ivant une ell ipse m é r i 

d i e n n e E ayan t p o u r c e n t r e le po in t o, c en t r e de la surface 2 , et pour s o m m e t s les 

po in t s s et z', et passant par les po in t s m et m1 en lesquels le cercle C est eoupé 

par le p lan M. 

Si n o u s a l longeons l 'axe zz' en t r a n s p o r t a n t le p o i n t s ' en z' s u r i a d r o i t e / , 

l 'e l l ipse E se t r ans fo rmera en une e l l i p s e E I ayant toujours l 'un de ses axes d i r i g e s 

su ivan t Z et égal à 33.' et passant par les points fixes z, m et ne 



La c o u r b e E , , en t o u r n a n t a u t o u r de l 'axe Z , e n g e n d r e r a un nouvel el l ipsoïde 

de révolut ion 2 t , c o u p a n t la sur face 2 su ivan t le cerc le C , et les deux surfaces 2 

et 2 : s e ron t t angen tes l ' une à l ' au t r e au p o i n t z. 

Tout p lan para l lè le à u n p l an mér id i en M coupe ra l ' e l l ipsoïde 2 ; su ivant u n e 

el l ipse q u i s e p ro je t t e ra o r thogor ia lement s u r le p lan M su ivan t u n e e l l ipse E..' 

c o n c e n t r i q u e et semblab le à l 'e l l ipse m é r i d i e n n e E,. 

Cela posé : 

Si l 'on s u p p o s e q u e le s o m m e t s ' o u s / se t rouve t r a n s p o r t é à l ' infini s u r l a x e Z, 

Yelhp.se E , s i tuée d a n s le p lan mér id ien M, sera transformée en u n e parabole E a 

ayan t son s o m m e t au po in t z e t passan t p a r les p o i n t s m e t m et la sur face e l l ip 

soïde de révolu t ion 2 , sera transformée en un pa rabo lo ide de révolu t ion 2 , , sur 

lace e n g e n d r é e p a r la pa rabo le E a t o u r n a n t a u t o u r de son axe infini Z. 

Or , en s u p p o s a n t q u e le s o m m e t z ' s o i t t r a n s p o r t é à l ' infini s u r l 'axe Z , oi: 

t r ans fo rme é v i d e m m e n t toutes les el l ipses E\ sec t ions faites d a n s l ' e l l ip 

soïde 2 , p a r des p l ans paral lè les à un p lan m é r i d i e n M e n des pa rabo le s E / . . . . . 

q u i se p ro j e t t e ron t o r t h o g o n a l e m e n t su r le plan M , su ivan t des pa rabo le s con

c e n t r i q u e s et s emblab les à la pa rabo le m é r i d i e n n e E a . 

Or , on sait q u e des pa rabo les c o n c e n t r i q u e s et semblab les ne sont a u t r e s q u e 

des pa rabo le s i d e n t i q u e s ou supe rposab l e s . 

Cela posé : 

5 5 4 , Sachan t q u ' u n pa rabo lo ide de révolu t ion ( q u e n o u s p o u r r o n s d é s i g n e r pa r 2 

dans tou t ce qu i va s u i v r e ) est coupé p a r une sér ie de p lans para l lè les e n t r e eux et à 

Faxe de ro ta t ion Z, su ivan t des pa rabo le s i d e n t i q u e s et qu ' i l est coupé pa r des p lans 

p e r p e n d i c u l a i r e s à Taxe Z suivant des c e r c l e s , d é m o n t r o n s q u ' u n p lan q u e l c o n 

q u e , mais o b l i q u e à l 'axe Z , coupe t ou jou r s ce pa r abo lo ide 2 su ivan t u n e ell ipse 

Fa i sons gl isser la surface pa rabo lo ide 2 pa ra l l è l emen t à l 'axe Z , ie s o m m e t z 

de cet te surface se t r a n s p o r t a n t en z s u r Z , et dé s ignons p a r 2 ' la nouvel le posi

tion de la surface 2 . 

Les deux surfaces 2 et 2 ' sont deux parabo lo ides c e n c e n t r i q u e s et s emblab le s . 

Tou t plan p e r p e n d i c u l a i r e à l 'axe Z c o u p e r a les d e u x surfaces 2 et 2 ' suivant 

deux cercles C e t C c o n c e n t r i q u e s . 

Tßu t plan para l lè le à l 'axe Z coupera les deux surfaces 2 e t 2 ' su ivan t deux p a 

raboles o e t o ' , qu i se ron t c o n c e n t r i q u e s et s emblab le s . 

Cela pose ; 

5 5 5 . Coupons les d e u x surfaces pa rabo lo ides 2 et 2 ' pa r u n p lan P ob l ique a 

l 'axe Z et r e n c o n t r a n t dès lors cet a x e Z en u n c e r t a i n po in t p, l 'on ob t i end ra deux 

c o u r b e s Ç et £ f , et il faut d é m o n t r e r q u e ces deux c o u r b e s ne sont a u t r e s q u e 
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deux ell ipses c o n c e n t r i q u e s et s e m b l a b l e s ; e t d ' abo rd il est év ident q u e ees deux 

cou rbes son t des c o u r b e s fermées. 

Et ensu i t e s i , e n u n p o i n t x de la surface I, on m è n e un p lan T t angen t à cet te 

s u r f a c e , ce p lan coupe ra la sur face 2 f suivant u n e c o u r b e y , d é m o n t r o n s q u e le 

po in t a; est le c e n t r e de la c o u r b e y. 

P o u r cela f a i r e , m e n o n s par le po in t x et d a n s le plan T u n e d r o i t e 9 a rb i t r a i r e , 

elle coupe ra la c o u r b e y , et p a r c o n s é q u e n t la surface 2 r en deux p o in t s q et q' : 

la p ropos i t i on énoncée sera vra ie si n o u s p a r v e n o n s à d é m o n t r e r q u e l 'on a : 

xq = xq'. 

Or : p a r la d ro i t e 9 n o u s p o u r r o n s t o u j o u r s m e n e r un p l a n Q , para l lè le à Taxe 

Z ; ce p lan Q c o u p e r a dès lors les deux surfaces 2 et 2 ' , su ivan t deux pa rabo les a 

et ô' c o n c e n t r i q u e s et s emblab le s . 

La c o u r b e <3 sera t a n g e n t e en x à la d ro i t e 9 , e t la c o u r b e ò' passera p a r fes 

p o i n t s q et q'. 

Mais deux pa rabo les c o n c e n t r i q u e s et semblables $ et ò' j ou i s s en t de la p r o p r i é t é 

su ivan te , savoir : q u e s i , e n un po in t x de la pa rabo le i n t é r i e u r e o on m è n e u n e 

t a n g e n t e 9 , cet te d ro i te coupe la p a r a b o l e ex t é r i eu re <3'en deux po in t s q et f, tels 

q u e l 'on a t ou jou r s xq = xq1. D o n c , e t c . 

Ainsi les deux c o u r b e s S e t S ' j o u i s s e n t de la p r o p r i é t é s u i v a n t e , savoir : que 

si en u n po in t q u e l c o n q u e m d e g on m è n e u n e t a n g e n t e \ à ce t te c o u r b e , ce t te 

d r o i t e % coupe ra la c o u r b e ê f en deux po in t s b et b1 tels q u e l 'on au ra : mb = mb'. 

5 5 6 . Si m a i n t e n a n t n o u s p a r v e n o n s à d é m o n t r e r q u e les deux c o u r b e s S et £' 

sont c o n c e n t r i q u e s et s e m b l a b l e s , il se ra d é m o n t r é , en ver tu du ( n° 342 bis), q u e 

ces deux c o u r b e s ne son t a u t r e s q u e deux sec t ions c o n i q u e s , c o n c e n t r i q u e s et 

s emblab le s , e t c o m m e el les s o n t / e r m e e s , il se ra d é m o n t r é qu ' e l l e s ne son t au t r e s 

q u e deux ellipses c o n c e n t r i q u e s et s e m b l a b l e s ; et dès lors il sera d é m o n t r é q u e 

tou t p lan o b l i q u e à l 'axe Z coupe u n paraboloide de révolution su ivan t u n e ellipse. 

O r , n o u s p o u r r o n s t o u j o u r s m e n e r un p lan 0 para l lè le au p lan P e t t angent en 

un po in t s au pa rabo lo ide 2 . Cela fa i t , m e n o n s par le po in t s u n e d ro i t e A paral lè le 

à l 'axe Z et p e r ç a n t le p l an P en u n po in t a. 

Si p a r la d ro i t e A n o u s faisons passer u n e su i t e de p lans V, V , V , e t c . , nous 

c o u p e r o n s la surface 2 su ivan t des pa rabo les X, >/, X", e t c . , qu i se ron t toutes 

i den t i ques ou supe rposab le s e n t r e elles et à la c o u r b e m é r i d i e n n e de la surface 1 

s i tuée d a n s le p l an mér id i en para l lè le aux d ivers p lans Y, V ' . . . . 

Ces m ê m e s p l ans V , V , V " , e t c . , c o u p e r o n t le plan 0 su ivant des dro i tes L . 

L' , V, e tc . , t angentes r e spec t ivemen t aux c o u r b e s X, X', 1", e t c . , au point *. 

Ces m ê m e s p lans V, V', V", e t c . , c o u p e r o n t le plan P su ivant des dro i tes K, h , 

K f f , e t c . , paral lè les r e spec t ivemen t aux dro i tes L , L', L" , e t c . , et ces droi te? K . 



K', K", e t c . , c o u p e r o n t la c o u r b e g et les pa rabo les X, X', X", e t c . , en deux po in t s , 

savoir : 

K coupe ra ge t X aux po in t s b et d et les c o u r b e s g et Xse coupen t en ces deux points 

K' —J 6 e t ) / — b'etd', — idem. 

! Y " — 6 e t ) / ' — b"eld", — /dem. 

e tc . — etc . — etc . — etc . 

La d ro i t e A é tan t un d i amè t r e c o m m u n aux paraboles X, )/ , X", e t c . , il s 'en 

suivra q u e le poin t a sera le mi l i eu des co rdes bd, b'd', b"d", e t c . , de la c o u r b e 5 

Si nous t r a n s p o r t o n s pa r a l l è l emen t à la d ro i t e Z le pa rabo lo ide 2 en la posi

t ion 2 ' , le p o i n t s se t r a n s p o r t e r a en ,s\ , la d ro i t e A res te ra la m ô m e , et les p a r a 

b o l e s ) , A ' , ) . " , e tc . , s e r o n t t r a n s p o r t é s d a n s l eurs p lans respect i fs V, V , V , e tc . . 

en les p a r a b o l e s X,, X/, X/', e t c . , et le p lan P coupe ra le pa rabo lo ide 2 ' suivant la 

courbe o, et le p lan 0 sera t r a n s p o r t é pa ra l l è l emen t à l u i - m ê m e en 0 , , et ce 

p lan 0 , se ra t angen t au po in t s, à la surface 2 ' . 

On d é m o n t r e r a d o n c , c o m m e c i - d e s s u s , q u e le po in t n est le mil ieu des co rdes 

V / , , 6 / d / , b,ndt", e t c . , de la c o u r b e c. 

Ainsi les deux cou rbes g et g' ont c h a c u n e un c e n t r e et elles ont le m ê m e c e n t r e . 

Cela posé : 

Si Fon fait m o u v o i r la c o u r b e g pa ra l l è l emen t à e l l e - m ê m e , son cen t r e a. p a r 

c o u r a n t la d ro i t e A , elle e n g e n d r e r a un c y l i n d r e q u i coupe ra la surface 2 ' su ivant 

u n e c o u r b e g. , q u i sera p lane et paral lè le à g et à g', et le c e n t r e a de g se se ra 

t r a n s p o r t é en a, c e n t r e de g,, 

Cela posé : 

Dés ignant par P, le p lan de la c o u r b e g,, les p l ans P et P, s e ron t paral lè les 

P r e n o n s p o u r p lan hor izon ta l de pro jec t ion un plan p e r p e n d i c u l a i r e à l 'axe Z , et 

p o u r plan vertical de pro jec t ion le p lan mér id ien M passan t p a r l e s deux d ro i t e s Z 

et A. 

Pro je tons o r t h o g o n a l e m e n t les parabo les X, ) / , ) " , e t c . , s u r le p lan M, nous a u 

rons des pa rabo le s X", Vv

il"
v, e t c . tangentes en s à la d ro i te L in te rsec t ion des 

pians 0 et M (/»(/.260 ) . 

Pro je tons aussi o r t h o g o n a l e m e n t su r le plan M les pa rabo les X,, >,', '/. ' ', nou«» 

j u r o n s des pa rabo les X/, X/"', )>,"% tangen tes e n * , à la d r o i t e L, in te r sec t ion des 

p lans O, et M. 

Les d ro i tes L e t L , s e r o n t paral lè les , la d ro i te A sera un d i amè t r e c o m m u n »-i 

u i x p a r abo l e s ) 1 ' , . . . et aux parabo les X / . . . . 

Les dro i tes K, K 7 , K", e t c . , s i tuées d a n s le plan P, se p ro je t t e ron t en une seul. 

<h m ê m e dro i te li , in te r sec t ion des p lans P et :\I. 



Les dro i tes K , , K / , K,", e t c . , s i tuées dans le plan P £ , se p ro j e t t e ron t en une 

seule et m ê m e d r o i t e R , , in te r sec t ion des p lans P, et M. 

Les dro i tes R et R, seront pa ra l l è les . 

R coupera Y en les po in t s If et cf 

R coupera }„v en les po in t s et cT 

R, coupera en les po in t s b,vet d," 

Les dro i tes b*bt

v et rf'tP i ron t c o n c o u r i r en u n point y s i tué s u r A. 

R coupera //" en les po in t s b,v et d'v 

R coupera / . / ' e n les po in ts b'1' et dj' 

R, coupera '/.,"' en les po in t s et d/ ? 

Les dro i tes bjvb'u et cZ/'V//" i ron t concour i r au m ê m e po in t y s i tué sur A. 

Et ainsi de sui te (fig. 2 6 0 ) . 

Et cela a l ieu pa rce q u e les parabolesX", X / u , X m , . . . tout c o m m e les p a r a b o l e s X ; ; 

• v ' 1 y / ' . . . . on t un d i a m è t r e c o m m u n et u n e tangente c o m m u n e ( n c 3 4 5 quater ) 

On a u r a donc 

a,bv : aJC : aX'v : etc. :: ab?: ab;v: ab,'" : etc 

Or, Ton a • 

î /A = ab , air' = ab1, a]bf — ab', etc 

Et l 'on a év idemment : 

ab* : ab'v :; a6 : a6' 
abv : a5" l i : : «6 : ab". 

etc. 
Donc i on aura : 

ab ; ö6' : ab" : etc. :: a&, : a6/ : a6," : etc. 

Ainsi les deux c o u r b e s g et ë sont c o n c e n t r i q u e s et semblables , 

5 5 7 . On peu t donc énonce r ce qui su i t : 

ü n p a r a b o l o i d e de révo lu t ion 2 j ou i t des p r o p r i é t é s su ivan tes : 

i Une droite ne peut le couper en plus de deux points. 

II. Une série de plans paralleles « l'axe de rotation Z coupe la surface 2 suivant des 

¡jurábales identiques ou superposât les. 

III. Tout plan oblique à l'axe de rotation Z coupe le paraboloide 2suivant une ellipse. 

IV . Une série de plans parallèles entre eux et obliques à laxe Z, coupent le parabo

loide 2 suivant des ellipses semblables et semblablement placées. 

\ . Si lou mène un pian 0 , tangent en un point s au paraboloide 2 , une série de 

plans parallèles au plan 0 couperont la surface 2 suivant des ellipses qui seront deux 

«i deux sur des cônes dont les commets seront situés sur la droite A menée par le point ^ 

¡utratlelemeul a laxe L, 



Cliacune de ces ellipses sera la courbe de contact d'un cône tangent a ta surface 2 et 

ayant son sommet sur la droite A . 

VI. Deux sections planes parallèles entre elles et à l'axe Z , étant deux paraboles 

identiques, on pourra les unir par un cylindre. 

Dès lors : 

l" Si l'on jail rower un plan tangent à la surface 2 et parallèlement à une droite 

donnée ,/a surface enveloppe sera un cylindre langent à la surface 2 suivant une parabole. 

2° Si Con fait rouler un plan tangent à la surface 2 en assujettissant ce plan à passer 

par un point fixe , la surf ¡ce enveloppe sera un cône tangent à la surface 2 suivant une 

ellipse. 

VII. Par une droite D oblique à taxe Z on peut mener deux plans tangents à la surface 

2; mais le problème est impossible, lorsque la droite D est parallèle à taxe Z . 

VIII. On ne peut mener à la surface 2 qu'un seul plan tangent qui son parallèle à un 

plan donné P ; et lorsque le plan P est parallèle à l'axe Z , le problème est impossible. 

Nota. C'est l ' ana logue du p r o b l è m e ; Mener u n e t a n g e n t e 9 à u n e pa rabo le o , 

qui soit para l lè le à une dro i te D ; o n sait q u e le p rob l ème est imposs ib le l o r s q u e 

la d ro i te D est paral lè le à l 'axe infini B de la pa rabo le 6 , et qu ' i l n 'es t poss ible et 

n 'a q u ' u n e solut ion l o r sque la d ro i te D coupe l 'axe infini B. 

En employan t un m o d e de d é m o n s t r a t i o n i d e n t i q u e à celui qui nous a s e n i 

pour la s p h è r e ( n" 367 ) ( s e u l e m e n t au lieu d 'avoir à cons idé re r des cercles, on 

e i ra à cons idé r e r des ellipses), on a r r ive ra aux t rois théorèmes suivants : 

IX. Deux sections planes d'un paraboloide de révolution 2 peuvent être enveloppées 

•••••r deux cônes, si ces sections ne se coupent pas , ou si elles ont deux points communs, et 

on ne pourra tes envelopper que par un seul cône, si elles se touchent par un point. 

Nota. Si les deux sect ions con iques s o n t , Tune u n e ell ipse et l ' au t r e u n e p a r a 

b o l e , ou toutes deux des e l l i p s e s , la surface q u i les enve loppera sera u n cône ; 

niais si les deux sec t ions con iques son t l ' une et l ' au t r e une p a r a b o l e , la surface 

qui les enve loppera sera u n cylindre : car , d a n s le pa rabo lo ide de r é v o l u t i o n , tou te 

section para l lè le à l 'axe de ro ta t ion Z est i d e n t i q u e à la c o m b e m è r i dien ne ( para-

hole ) q u i lui est para l lè le . 

R e m a r q u o n s encore q u e deux sect ions pa rabo l iques d 'un parabolo ide de révo

lu t ion se coupen t tou jours en un p o i n t , car les p ians de ces deux parabo les se 

coupen t suivant une paral lè le à l 'axe Z de la surface pa rabo lo ide , et par c o n s e 

quen t para l lè le à chacun des axes infinis dos deux paraboles. 

X. Si un cône A coupe un paraboloide de révolution 2 suivant une ellipse ou une para

bole, ce cône recoupera la surface 2, suivant une seconde courbe plane qui sera toujours 

vite ellipse. 

El si l'on fait passer un cylindre i* par une parabole, il recoupera (a surface para-



boloïde suivant une seconde parabole, et 2° par une ellipse , il recoupera la surface para

boloide suivant une seconde ellipse. 

XL Si par une droite D on mène deux plans 0 et 0 ' tangents à ¿m paraboloide de ré

volution 2, et si l'on unit les points de contact m et m' par une droite D,, ces deux 

droites I ) et D, seront dites polai res r é c ip roques de la surface 2, et la surface 2 

jouira, par rapport à ces deux droites D ci D, , de la propriété suivante : 

Si par la droite "D, on mène une suite de plans P . P ? , P " , e t c . , coupant la surface 

2 suivant des ellipses d, d r, ci ' ' ,etc. (et une de ces courbes sera une parabole gui sera 

donnée par celui des plans P qui sera parallèle à l'axe de rotation Z de ta surface 2 ) , 

ces courbes auront la droite D pour pola i re c o m m u n e et e x t é r i e u r e , et leurs pôles 

seront sur la droite D, ; et tous les cônes A , A', A", e t c , , tangents à la surface 2 suivaitJ 

ees courbes ci, ô r, d r r, e t c . auront leurs sommets d , d', d", e t c . , situés sur la droite D. ; 

et r é c i p r o q u e m e n t , si par la droite D¡ on fait passer une suite de plans P , , P / , 

P / ' , e t c . , ces plans couperont ta surface 2 suivant des ellipses d,, d/,ci,", etc.,(une 

d elles sera une parabole qui sera donnée par celui des plans P, qui sera parallèle ti l'axe 

Z de rotation de la surface 2 ) , ces courbes auront la droite D, pour po la i r e c o m m u n e 

e t i n t é r i e u r e , et leurs pôles seront sur ta droite D , et tous les cônes A, , A / , A,", e tc . , 

tangents à la surface 2 suivant ces courbes d,, 5 / , ci,", e t c . , auront leurs sommets d , , d, ' , 

d,", e t c . , situés sur la droite D. 

Si l 'on conçoi t deux parabo lo ides de révo lu t ion 2 et 2' c o n c e n t r i q u e s et s e m 

blables , on sai t q u e ces deux surfaces on t m ê m e axe Z de r o t a t i o n , et q u ' e n fai

san t glisser la surface 2 pa ra l l è l emen t à e l l e - m ê m e et â la d ro i te Z , el le viendra se 

supe rpose r avec la surface 2 f . 

T o u t p l a n paral lèle à l 'axe Z , c o u p a n t les deux surfaces 2 e t 2!suivant des p a 

raboles i den t i ques ou s u p e r p o s a b l e s , on peu t é n o n c e r ce q u i su i t . 

X ï ï . Si l'on conçoit un cylindre A tangent à la surface 2 suivant une parabole $. il 

coupera la surface 21 suivant une parabole d' identique ci d, et les plans des deux cour

bes d et d 'seront parallèles. 

Le m o d e de d é m o n s t r a t i o n emp loyé p o u r d é m o n t r e r q u e deux ellipsoïdes de 

révo lu t ion c o n c e n t r i q u e s et semblab les son t coupés par un plan ob l ique à l eur 

axe c o m m u n de ro ta t ion Z su ivan t d e u x ell ipses semblables et c o n c e n t r i q u e s , 

nous p e r m e t d ' é n o n c e r ce qu i suit : 

X I I Ï . Si l'on construit un plan 0 tangent en un point m au paraboloide 2, ce plan 

coupera le paraboloide 2J suivant une ellipse S ayant le point m pour centre. 

Et si par le point m on mène une droite Z' parallèle à t'axe de rotation Z , le cône A 

tangent ci ta surface 2' suivant l'ellipse ë , aura son sommet d situé sur la droite Z'. 

Le mode de t r ans fo rmat ion employé p o u r passer de l ' e l l ipsoïde de révolut ion an. 

pa rabo lo ide de r é v o l u t i o n , n o u s p e r m e t d ' é n o n c e r ce q u i sui t 



X l \ . Si l'on conçoit deux paraboloides de révolution 2! et 2" concentriques et sembla

bles , si l'on regarde les divers points d , d', d", e tc . de la surface 2", comme les som

mets de cônes A, A', A", e t c . , tangents à la surface 2' suivant des ellipses g, o', g", etc . 

Tous les centres m , m' , m" , e tc . de ces courbes g, g', g", e t c . , seront sur un 

paraboloide de révolution 2 concentrique et semblable aux surfaces données 2i et 2'!, et 

les p lans 0 , 0 ' , 0 " , e tc . des courbes g, 6', g", e t c . , seront tangents à la surface 2 et en 

les points m , m', m" , etc. 

Transformation du paraboloide de révolution en paraboloide elliptique. 

5 5 8 . Concevons un pa rabo lo ide de révolu t ion 2 ayant u n e d ro i t e Z p o u r axe de 

rota t ion ; pa r la d ro i t e Z m e n o n s deux p lans M et M r r e c t a n g u l a i r e s e n t r e e u x , et 

c o u p a n t la surface 2 su ivant deux paraboles cp e t c? ' , i d e n t i q u e s c o m m e c o u r b e s 

m é r i d i e n n e s d ' u n e surface de révolu t ion ; m e n o n s un t r o i s i è m e plan P p e r p e n d i 

cu la i re à l 'axe Z et c o u p a n t la surface 2 su ivant un cerc le C, ayan t son cen t r e a 

su r la d ro i t e Z et dés ignons son r a y o n pa r R 

Cela posé : 

La parabole cp coupe ra le cerc le C en deux po in t s p elq, et la pa rabo le cp' c o u 

pera ce m ê m e cercle C en deux po in t s p' etq'. Les d ro i tes pq et pfq' se ront deux 

d i a m è t r e s , r ec t angu la i r e s e n t r e e u x , du cerc le C, 

Cela posé : 

T r a ç o n s d a n s le p lan P u n e el l ipse E ayan t le po in t o p o u r c e n t r e , pq pour l 'un 

de ses a x e s , e t ayan t son a u t r e axe d i r igé su ivant pJq', lequel sera p l u s g r a n d ou 

p lus pe t i t q u e pq'; a insi p r e n o n s s u r p'q' deux p o in t s a rb i t r a i r e s p"et q", m a i s 

équ id i s t an t s du c e n t r e o, et p"qu sera le second axe de l 'el l ipse E . 

Dès l o r s , p o u r une m ê m e abscisse comptée su r pq, le cerc le C et l 'e l l ipse E a u 

ron t l eu r s o r d o n n é e s ( para l lè les à p'q' ) d a n s un r a p p o r t cons tan t q u i sera égal à ; 

Dès lors le demi -axe op de l 'ell ipse E sera égal à R , et le d e m i - a x e opr> de l'el

lipse E sera égal à ( a .R ). 

Cela posé : 

Si l 'on coupe le parabolo ide 2' pa r une sui te de p lans P , P' , P" , P ' " , e tc . , paral 

lèles e n t r e eux et au p lan P , on au ra u n e su i te de cercles C , C , C", C " , e t c . , dont 

les rayons R , IV, R" , R" r , e t c . , s e ron t les o r d o n n é e s de la parabole cp et de la 



parabole 9'; e t s i , dans c h a q u e p lan P , P ' , P " , e tc . , on cons t ru i t des e lhpses 

E , E' , E f f , e t c . , de la m ô m e m a n i è r e q u e nous avons cons t ru i t l 'el l ipse E par r a p 

po r t au cerc le G, ces el l ipses ayan t dès lors l eurs d e m i - a x e s s i tués dans le plan M 

égaux à R , IV, R " , e t c . , et l eu r s demi -axes s i tués dans le plan M, égaux a : ah. 

aï\-, aR'!, e t c . ; toutes ces ell ipses E, E ' , E" , e t c , se ron t semblab les et s cmblab le inen t 

p lacées , et si l 'on u n i t tous l e u r s s o m m e t s s i tués su r le p lan M ' p a r u n e c o u r b e o, • 

ce t te c o u r b e 9, ne sera a u t r e q u ' u n e parabole , p u i s q u e p o u r u n e m ê m e absc i s se , 

les o r d o n n é e s des cou rbes 9' et cp, s e ron t dans un r a p p o r t c o n s t a n t . 

Et si l 'on m è n e u n e su i te de p lans Q , Q', Q", e t c . , pa ra l l è les à l 'axe Z , ces 

p lans c o u p e r o n t la surface 2 su ivan t des paraboles i d e n t i q u e s e n t r e elles et à <? ou 

à <T/5 savoir 5 , òr, ò", 5'", e t c . , et c h a c u n e de ces pa rabo les coupera , s avo i r : 

d coupe ra le cercle G en les po in t s x et // 

— l 'e l l ipse E — x, et y, 

le cerc le C' en les po in t s x et 1/ 

—- l 'e l l ipse E ' — x' et yj 

— le cerc le C" en les p o i n t s x" et y" 

— l'ell ipse E " — x,"et y,i! 

— etc . e t c . 

0' coupera idem. . . . . . . idem. 

L e s po in ts xx, yit x/, y/, xj', y", e t c . , s e r o n t su r u n e c o u r b e à , ' qu i ne ser;-

a u t r e q u ' u n e parabole ayan t m ê m e s o m m e t q u e la pa rabo le ô, p u i s q u e , p o u r une 

m ê m e absc i s s e , les o r d o n n é e s de ces deux c o u r b e s se ron t é v i d e m m e n t d a n s un 

r a p p o r t cons t an t . 

La surface 2,, l ieu de tou tes les paraboles $ t f $ t ' } t e t c . , a r eçu le nom de 

paraboloide elliptique. 

Il est é v i d e n t , d ' a p r è s le m o d e cylindrique de t rans format ion employé pour passer 

de la surface de révolut ion 2 à la surface 2, ( q u i év idemmen t n 'es t pas de révo

lu t ion ) , q u e les q u a t o r z e théorèmes, ou propriétés d é m o n t r é e s exis ter pour la 

surface 2, subs i s t e ron t p o u r la surface 2,. 

Des sections circulaires du paraboloide elliptique. 

5 5 9 . P r e n o n s un pa rabo lo ide e l l ip t ique 2,, ayan t pour axe u n e dro i te Z ; c o u 

pons cet te sur face p a r un p lan P pe rpend icu l a i r e à Z , nous a u r o n s u n e ell ipse L 

don t les axes pas se ron t par le c en t r e 0 s i tué su r Z et se ron t d i r igés suivant deux 

droi tes X et Y, r ec t angu la i r e s e n t r e e l les . 

Désignons par A le demi-pe t i t axe d i r igé suivant X ; 



Désignons p a r B le d e m i - g r a n d axe d i r igé su ivant Y. 

Fa i sons passer pa r X et Z un plan M c o u p a n t la surface 2 , su ivant u n e pa rabo le è, 

et faisons aussi passer p a r Y et Z u n p lan M' c o u p a n t 2 , su ivant une pa rabo le # ; 

ces deux parabo les a u r o n t pour s o m m e t c o m m u n le po in t , 9 , en l eque l Faxe Z 

est c o u p é p a r la surface 2 , , et si en ce p o i n t s n o u s m e n o n s u n p l an 0 t angen t à 

la surface 2 , , les p lans M et 0 se c o u p e r o n t su ivan t u n e d r o i t e 9 t a n g e n t e en s à 

la pa rabo le d, les p l ans M' et 0 se c o u p e r o n t su ivan t u n e d ro i t e 9' t a n g e n t e au 

m ê m e poin t s à la pa rabo le d', et la dro i te Z sera l 'axe infini de l ' une et l ' au t re de 

ces parabo les d et d', p u i s q u e le p lan 0 est p e r p e n d i c u l a i r e à Z . 

Ce qu i p r écède est é v i d e n t , en ver tu d u m o d e cylindrique de t r ans fo rma t ion 

employé p o u r passer du pa rabo lo ide de révolu t ion au pa robo lo ïde e l l ip t ique . 

L e p o i n t s a r e ç u le n o m de sommet du pa rabo lo ide e l l ip t ique , et la d ro i t e Z a 

reçu le n o m à'axe de ce t te surface . 

Les p lans M et M' son t d i ts plans principaux de la surface 2 r , p a r ce q u ' i l s divi

sent r e spec t ivemen t en deux par t ies égales tou tes les co rdes de la surface 2, qui 

sont para l lè les à la d ro i t e X ou 6 et à la d ro i t e Y ou S'; c ' es t -à -d i re q u e c h a c u n dé

cès p lans M et M' divise en deux pa r t i e s égales les co rdes q u i , pa ra l l è l e s en t r e 

e l les , l e u r son t r e s p e c t i v e m e n t p e r p e n d i c u l a i r e s . 

Cela posé : 

Du p o i n t o c o m m e c e n t r e aba i ssons u n e n o r m a l e N s u r la pa rabo le d'et r e n c o n 

t ran t ce t te c o u r b e au po in t x. 

Décr ivons d u po in t o c o m m e c e n t r e , et avec ox p o u r r a y o n u n e sphère- , j e d is 

q u e ce l te s p h è r e sera t a n g e n t e en x au pa rabo lo ide 2,. 

Et en effet : 

P r e n o n s u n po in t y su r la surface 2 , ; p a r ce p o i n t y m e n o n s u n p lan V pe rpen-

pend icu la i r e à l 'axe Z ; ce p lan V coupe ra la surface 2 , su ivant u n e el l ipse a don t 

le c e n t r e a sera s u r l 'axe Z ; et si n o u s m e n o n s en le po in t y le p lan T t angen t à la 

surface 2 , , les deux p lans V et T se c o u p e r o n t su ivant u n e d ro i t e 1 t angen te au 

poin t y à la c o u r b e a-

Or, si nous m e n o n s une no rma le N à i a surface 2 , et au po in t y , elle s e p r o j e l -

t era s u r le p lan V ( p r i s p o u r p lan hor i zon ta l de p ro jec t ion ) en N*, et N f t se ra n o r 

male à la c o u r b e a au p o i n t y. 

Or , si le po in t y n ' es t pas u n des q u a t r e s o m m e t s de l 'e l l ipse « , la d ro i te N" ne 

passera pas p a r le c e n t r e a de la c o u r b e a. 

A i n s i , il n 'y a q u e les po in t s de la surface 2 , s i t ués s u r les deux pa rabo les prïn 

cipales 0 et df p o u r lesquels les n o r m a l e s à la sur face 2 , s ' appu ien t su r l 'axe Z. 

Ains i d o n c , la d ro i te ox sera n o r m a l e à la surface 2 , , et la s p h è r e S et la su r 

face 2, se ron t t angen tes l ' une à l ' au t r e au po in t x. 



Cela pose (fig. 2 6 1 ) : 

Faisons t o u r n e r le plan M ' a u t o u r de l 'axe Z p o u r le r a b a t t r e su r le plan M, lu 

parabole o' v iendra en 3 / , et les deux parabo les è et 3 / a u r o n t m ô m e s o m m e t s et 

m ê m e axe infini Z. 

Le p lan M coupera la s p h è r e S su ivant un cerc le C ayant le po in t o p o u r cen t r e , 

et ce cerc le coupe ra la c o u r b e ò en les q u a t r e po in t s m, n, m, ri, qui fo rmeron t un 

t r apèze r égu l i e r . 

Le p lan M ' c o u p e r a la s p h è r e S su ivant un g r a n d cerc le C ayan t le point o pour 

c en t r e et t angen t en x à la parabole ò', et ce ce rc le C se r a b a t t r a su r le plan M 

suivant un cerc le qui ne Sera a u t r e q u e le cercle C , et ce cerc le C sera tangent 

en x, à la pa rabo le ci/. 

En so r t e q u e si l 'on m è n e au po in t x u n e t angen te £ à la pa rabo le <3', elle 

i ra coupe r l 'axe Z en un point z, et ce t te t angen te £ se r a b a t t r a su r le plan M en 

u n e d r o i t e passant p a r le po in t z et t a n g e n t e en xt au ce rc le C et à la p a r a 

bole a / . 

Or, l 'on sait (fig. 262 ) q u e l o r s q u e l 'on a un t r apèze régu l ie r mnmri inscr i t 

d a n s u n ce rc le G , les côtés non para l lè les vont c o n c o u r i r en un p o i n t s , et 

si de ce poin t z on m è n e u n e t angen te £, au cerc le C , le point, de contac t x, et 

le po in t r en leque l se c ro i sen t les d iagonales du t r a p è z e , son t su r u n e m ô m e p e r 

p e n d i c u l a i r e à la d ro i t e Z un i s s an t le po in t z et le c e n t r e o du cerc le C. 

Dès lors il est d é m o n t r é q u e le po in t xi9 con tac t d e la p a r a b o l e Í / et du cercle G. 

se t rouve u n i au po in t r in te r sec t ion des d iagonales du t r a p è z e mnm'n\ ( d o n t les 

s o m m e t s m, n, m , n', son t les in te r sec t ions du cerc le C et de la pa robo le d ) 

par une d ro i t e rxt p e r p e n d i c u l a i r e à la d ro i t e Z , par c o n s é q u e n t la d ro i t e rx, 

s i tuée d a n s le plan M' sera p e r p e n d i c u l a i r e au plan M. 

Or , la s p h è r e S coupe é v i d e m m e n t la surface pa rabo lo ide 2 , su ivan t u n e courbe 

composée de deux b r a n c h e s g et g' s y m é t r i q u e s et pa r r a p p o r t au p lan M et par 

r appor t au p lan M', et se c ro i san t en les points x et x , con tac t s de la s p h è r e S 

avec le pa rabo lo ide 2 , . 

Les deux cou rbes g et g' se p ro je t t e ron t d o n c s u r le p lan M suivant deux a rcs 

de courbes g" et 6'* passant pa r les p o i n t s m et n', m et n, e t se c ro i san t au po in t r. 

D é m o n t r o n s m a i n t e n a n t q u e les c o u r b e s g" et o'v sont des l ignes d r o i t e s , n ' é t an t 

au t r e s q u e les diagonales du t r apèze r égu l i e r mmriii, et q u e dés lors les cou rbes S 

et g' sont p lanes et qu ' e l l e s son t dès lors des cerc les égaux . 

Concevons aux po in t s x e t x\ contac t de la s p h è r e S et de la s u r f a c e ^ , , les p lans 

t angen t s T et T ' c o m m u n s a ces deux surfaces . 

Concevons deux p lans Q el Q' p e rpend icu l a i r e s au p lan M, et passant Je pre

mie r par la diagonale m r « f e t l e second par la diagonale m'm. 



Ces deux p ians se c o u p e r o n t suivant la d ro i t e xrx', et coupe ron t : 

1* La sphè re S su ivant deux cercles D et LV de m ô m e r a y o n ; 

2 La surface I, su ivant deux el l ipses K et K ' é g a l e s ; 

:\ Les p lans T et T ' su ivan t des dro i tes I et T, J et J ' q u i s e r o n t , savoir 

,5 La tangente c o m m u n e en x et au cerc le D et à l 'ell ipse K , 

Í La t angen te c o m m u n e en x'et au cerc le D et à l 'el l ipse K , 

i' La t angen te c o m m u n e en x et au cerc le D' et à l 'e l l ipse K', 

* i I' la t angen te c o m m u n e en x et au cerc le D' et à l 'e l l ipse K'. 

Or, un cercle D et u n e e l l ipse K, qui on t q u a t r e po in t s c o m m u n s m, x, x, ri, 

et en deux de ces po in ts x et a / d e s t angentes c o m m u n e s J et I , se confondent en 

u n e seule et m ô m e c o u r b e ; l 'ell ipse K n 'es t donc a u t r e q u e le cercle D , l 'el l ipse K' 

n 'es t donc ( par les m ô m e s ra i sons ) a u t r e q u e le cercle D'. 

D 'après ce qu i p r é c è d e , il sera fac i le , é t a n t d o n n é un pa rabo lo ide e l l i p t ique I, 

par son axe infini Z et sa pa rabo le génératrice ò et l 'el l ipse directrice E don t le 

plan est p e r p e n d i c u l a i r e à l 'axe Z et don t le c e n t r e o est su r cet a x e , il sera 

faci le , d i s - j e , de c o n s t r u i r e les sections circulaires de la surface 2t. 

Des quatre modes principaux de génération dont le paraboloide elliptique est 

susceptible. 

5 6 0 . Concevons I o deux p lans T et T ' s e c o u p a n t su ivan t une dro i te D, et 2° u n e 

i l ro i l eR non si tuée d a n s un môme p lan avec la dro i te D et faisant avec elle u n angle 

a r b i t r a i r e , et c o u p a n t r e spec t ivemen t les p lans T et T ' e n les po in t s m et iri, enfin 

•S* u n e d ro i t e A s ' a p p u y a n t s u r les deux d ro i t e s D e t R , et c o u p a n t la p r e m i è r e 

au point d et la seconde au po in t r , et cet te d r o i t e A ayan t u n e d i rec t ion telle q u e 

le po in t r soit le po in t mi l ieu de la co rde mm . 

Cela posé :. 

Menons 4° p a r les d ro i tes D et A un p lan P , et 2° p a r les dro i tes R et A un 

plan Q , et enfin 3° p a r la droi te R un p lan de d i r ec t ion a r b i t r a i r e X , et coupan t 

la dro i te D e n un po in t s. 

Le plan X coupe ra les p lans T et T ' su ivan t deux d ro i t e s S et 9' se c ro i san t au 

po in t s et pa s san t respec t ivement p a r les po in t s m et iri. 

Le plan Q coupera les deux p lans T e t T ' su ivan t deux droi tes I et V se c ro isant 

ru poin t (/, et passan t respec t ivement pa r les po in t s m et m. 
Cela posé : 

Nous p o u r r o n s tou jours c o n s t r u i r e d a n s le plan Q u n e pa rabo le B passant par 

les poin ts m et m, et ayant p o u r t angen tes e n e e s po in t s les d ro i t e s I e t l ' ; la d ro i te 

A sera un d i amè t r e de la parabole B , et le po in t mil ieu de la droi te rd, sera 



un po in t de ce t te pa rabo le B , et si en ce p o i n t x on m è n e u n e d ro i t e R parallèle 

a la d ro i t e R , elle sera t a n g e n t e en ce po in t # à la p a r a b o l e B. 

Dans le p lan P nous p o u r r o n s tou jours c o n s t r u i r e u n e p a r a b o l e H a y a n t lo 

d ro i t e A p o u r d i a m è t r e et passan t p a r le po in t et ayan t en ce po in t x p o u r t a n 

gen te u n e d ro i t e D' para l lè le a la d ro i te D . 

Cette pa rabo le II sera c o u p é e p a r le p lan Z en deux p o i n t s h et tí. 

Dans le p lan X n o u s p o u r r o n s c o n s t r u i r e u n e e l l ipse E p a s s a n t pa r le p o i n t h 

et p a r les po in t s m et m\ e t a y a n t en ces p o i n t s les d ro i t e s 8 et 9' p o u r t angen tes . 

cet te c o u r b e E passe ra forcément p a r le po in t tí. 

Cela fait : n o u s savons qu ' i l exis te u n pa rabo lo ide e l l ip t ique 2 pas san t p a r les 

t rois sec t ions c o n i q u e s , E ( ellipse), B et H ( paraboles ) . 

Tous les p lans X , X', X", q u i p a s s e r o n t p a r la d ro i t e R , c o u p e r o n t la su r -

tace 2 su ivant des ellipses E , E' . E ' , . . . excepté le plan Q q u i d o n n e r a la para

bole B. 

Tous les p l a n s Y, Y', Y " . . . . q u i pa s se ron t p a r l a d r o i t e D , c o u p e r o n t la surface 

l su ivan t âcsellipses U , U', U" , . - excepté le p ían P qu i d o n n e r a la p a r a b o l e H 

T o u s les p lans Z , Z ' , Z",... q u i pa s se ron t p a r la d r o i t e A, c o u p e r o n t la sui 

tace 2 su ivant des paraboles H , H ' ? H", H ' " . . . . . 

5 6 1 . De ce q u i p r é c è d e on d é d u i t les t ro i s modes su ivan t s et p r i n c i p a u x de gêne 

ration ou de construction d ' u n pa rabo lo ide e l l i p t ique . Ainsi l 'on p e u t e n g e n d r e r u n 

pa rabo lo ide e l l ip t ique 2 : I o pa r u n e su i te à'ellipses tel les q u e E , E' , E " , . . . ayan t 

p o u r directrices les deux paraboles B et H ; 2° p a r u n e su i t e à'ellipses tel les q u e U 

C , U " , . . . . ayan t p o u r directrices h parabole B et Y ellipse E ; et 3° p a r u n e su i t e de 

paraboles telles q u e H , H' , H " , — ayan t p o u r directrice Y ellipse E , et a y a n t p o u r 

plan t angen t c o m m u n au po in t x le p l an d é t e r m i n é p a r les d ro i t e s R ' e t D'. 

C o m m e cas particuliers on p e u t suppose r : I o q u e la d ro i t e A soit p e r p e n d i c u 

laire au p lan X de l 'e l l ipse E , e t soit dès lors en m ê m e t e m p s l 'axe infini e t de la 

parabole B et de la pa rabo le H ; 2 e q u e la d ro i te D soit t r a n s p o r t é e à l ' i n f i n i , a lors 

îos p lans Y, Y', Y " , . , . , s e r o n t tous para l lè les e n t r e e u x ; e t l o r sq u ' i l s s e r o n t pa 

ral lè les au d i a m è t r e A , les el l ipses U , If , U " , . . . d e v i e n d r o n t des paraboles i den 

t iques ou s u p e r p o s a b l e s ; d a n s ce c a s , la surface pa rabo lo ide est engendre* 

par u n e p a r a b o l e cons tan te de forme et se m o u v a n t p a r a l l è l e m e n t à e l l e - m ê m e 

un de ses po in t s p a r c o u r a n t u n e seconde p a r a b o l e , ce qu i d o n n e le quatrième 

mode p r i nc ipa l de génération ou de construction du pa r abo lo ide e l l i p t ique : et lors

q u e les p l ans Y, Y", Y" , . . , c o u p e r o n t le diamètre A , a lo r s i ls d o n n e r o n t u n e su i t e 

d 'el l ipses L , U', U" , . . . . para l lè les e n t r e e l les , semblab les e! s e m b l a b l e m e n t pia 

•'-«'CS. 



5 6 2 . REMARQUE. E n v e r t u de ces divers m o d e s do généra lion du pa rabo lo ide e l l ip -

?que , on a d o n c , e n t r e Y ellipse et la parabole, les q u a t r e c o m b i n a i s o n s suivantes 

V" Ell ipses génératrices avec deux pa rabo les di rectrices. 

2 El l ipses génératrices et p o u r directrices u n e ell ipse et u n e pa rabo le 

í Pa rabo les génératrices avec u n e ell ipse directrice. 

c Paraboles génératrices avec u n e pa rabo le directrice 

DES PARABOLOIDES HYPERBOLIQUES 

558 , Mous avons vu , c h a p i t r e XI ? q u e si l 'on faisait mouvo i r une d ro i t e K sui 

deux d ro i t e s L et L ' e t p a r a l l è l e m e n t à u n p l an P , on e n g e n d r a i t u n e surface 

gauche 2 et q u e ce t te su r face était d o u b l e m e n t r é g l é e , pa rce q u e si l 'on faisait 

mouvoir la d ro i t e L s u r deux posi t ions K et K r de la d ro i t e K , et pa ra l l è l ement 

ni p lan Q c o n s t r u i t pa r a l l è l emen t aux d ro i t e s L et I / , on e n g e n d r a i t precisemeli i 

la m ô m e surface 2; cet te surface 2 est d i t e , paraboloide hyperbolique. 

Dans le c h a p i t r e XI n o u s avons aussi vu ce q u i su i t : 

Les p lans directeurs P et Q se c o u p e r o n t su ivant u n e d r o i t e I , et il existera ton 

iours u n e pos i t ion K, de la d ro i te K , tel le qu ' e l l e fera u n angle d ro i t avec L 

de m ê m e il ex i s t e ra tou jou r s u n e posi t ion L, de la d ro i t e L , te l le qu ' e l l e fera un 

angle dro i t avec la d ro i t e I , et ces deux d ro i t e s K, et L s s e ron t d a n s un plan R 

p e r p e n d i c u l a i r e à la d ro i t e ï ; et ces deux dro i tes K, et h, se c o u p e r o n t en un 

po in t s q u i sera d i t sommet d e l a sur face 2; et la d r o i t e Z m e n é e pa r le po in t s, 

para l l è l emen t à la d ro i te ï , sera di te axe de îa surface 2 ; et si l 'on p ro je t t e o r tho

gona l emen t les géné ra t r i ce s d ro i t e s K , K', R", e t c . , d i tes d u premier système, et 

les géné ra t r i ces d ro i t e s L , L ' , L", e t c . , d i tes d u second système, s u r le p lan R 

i p r i s p o u r p lan vertical de p r o j e c t i o n ) , on a u r a des d ro i tes K1', K'v, K"v, e t c . , qui 

s e ron t para l lè les e n t r e e l l e s , et on a u r a aussi des d ro i t e s Lv, h'v, Ln\ e tc . , qui 

N ^ r o n t para l lè les e n t r e e l les . 

Toutes les d r o i t e s K , lv , K" , e t c . , p ro je tées obliquement s u r le p lan directeur Q 

qui leur est pa ra l l è le ( la projec t ?on s 'eftectuant p a r des d ro i t e s para l lè les à K, )., 

d o n n e r o n t des d ro i t e s V\ L"4, L " \ e t c . , q u i se c o u p e r o n t au p o i n t k en lequel la 

droi te K, pe r ce le p îan-Q. 

Cela posé : 

564 . Fa i sons m o u v o i r la sur face 2 pa r a l l è l emen t à e l l e - m ê m e , et le long de 

Y axe Z . Le s o m m e t s se t r a n s p o r t e r a su r Z e n u n p o i n t * ' , et la sur face 2 a u r a p r i s la 

posi t ion ¿'j et c h a c u n e des dro i tes Z' , Z" , Z m , e t c . , para l lè les à Z , coupe ron t l e s 

^uriaees 2 et 2' en deux po in t s don t la d i s tance sera égale èTss' 



Cela posé : 

i J émonI rons q u e s i , en u n po in t m de la sur face ¿ , n o u s m e n o n s un plan i o 

gent T, ce p lan T coupe ra la surface 21 suivant u n e c o u r b e r] doni 'e point n» se 

le c e n t r e , 

Par le po in t m pas sen t deux g é n é r a t r i c e s d ro i t e s de systèmes différents, l i e i t 

par le p o i n t m m e n o n s u n e dro i te V para l lè le à la d ro i t e Z et par su i te à la d r o i t e .1 

P r e n o n s s u r la d ro i t e L para l lè le au p ian Q , u n p o i n t e t par e*1 point m e n o r 

la g é n é r a t r i c e d ro i t e K f de la surface 2 ; p r e n o n s s u r la d r o i t e Z' on po in t a rb-

t r a i r e m', n o u s p o u r r o n s tou jou r s c o n s t r u i r e u n e d ro i t e J p a s s a i ; pai le pour . 

my s ' a p p u y a n t s u r la d ro i t e K' et para l lè le au p lan T Cet te droWe i coupera L-

dro i te K' au po in t i'. 

S i , s u r la d ro i t e J , j e p r e n d s u n p o i n t i" d i s t an t du p o m i e c o m m e l e s i * 

po in t í', en sor te q u e l 'on ait m'ï = m'i ' ' , je dis q u e le po in t î f f sez-at >ur la surface 

de sor te q u e si l 'on m è n e p a r le p o i n t f u n e g é n é r a t r i c e K'" de Ik -'e-foee £ . eU 

coupera la d ro i t e L en u n po in t /" , tel q u e I o n a u r a - m r 

Et en effet, 

Nous savons q u e si l 'on a t ro is d ro i tes K , K', K.'', non p a r a î i o H - e n t r e el les , ímu¿--. 

paral lè les à u n p lan P , elles son t coupées en partie?, p>'c»porí"c''í?e:«!l.es pa 1 are-

suite de p l ans Q , Q ' , Q " , e t c , paral lè les e n t r e eux 

Si d o n c n o u s cons idé rons les deux genera t i i«-c¿ di u u t ^ K « . d ' b . n n e * 

qu i se c ro i sen t au po in t ra, e t si 1 e nous p r e n o n - mi. ; • • i ' ü < p> on- ' 

/ r

 T é g a l e m e n t d i s t an t s d u po in t m , < r qui e .u-- **t»ii-«i «i - o n »u « i< «. t * »• 

et K' d u p a r a b o l o i d e 2 passan t respe c u v m o n t i - a i <x<» pi io , ^ ' -, * ~e -

p r e n o n s s u r la d r o i t e K d e u x poin ts / t A i_aVu « i " .1 > ,«c > 

q u e n o u s cons t ru i s ions les générâ t ) n ( s 1 -1 L d- s "il * , < < • t 

p ec t i vemen t p a r c e s p o i n t s k' e t A - " > íes q u o t r t d r e n e s ü ; K , ¡ .* i •. ae re rò*- th 

ron t u n q u a d r i l a t è r e g a u c h e . 

Les s o m m e t s de ce q u a d r i l a t è r e seront les p o i n t s , v intei.vdeuoîi des d i -u i i s ; h' 

et L ' s i\ i n t e r sec t ion des d ro i t e s L ' e t K , ! i': infer sec'io.*, u--*. nr-nu-s K " et L* 

i ," in te r sec t ion des d ro i tes V! et K* 

Les po in t s / ' , A", sont par cons t ruc t ion les milmux i.K*s *^e-s d u , p ; ; K f r > i . r 

tere g a u c h e . 

Cela posé : 

S i , pa r la d ro i te K , n o u s m e n o n s un plan P para l lè le k Ko c e d í a n se<a p a ï a U - a 

S i , par la d r o i t e L , n o u s m e n o n s un p lan . (* pa ra l l è l a ;* i..s. '* - ' i,«o-.«.?sci--



Les deux p l ans P , et Q, é t an t r e s p e c t i v e m e n t para l lè les aux p lans directeurs P 

et 0 ì se c o u p e r o n t su ivan t la d r o i t e Z f para l lè le à la d ro i t e Í . 

Cela posé : 

Menons p a r K' e t K" les p l ans P / e t P" , para l lè les à P , ou P , m e n o n s p a r 1J et 

L" les p l ans Q / et Q / ' para l lè les à Q, ou Q , et c o u p o n s tou t le sy s t ème p a r u n 

p lan Y p e r p e n d i c u l a i r e à la d ro i t e Z ' , ce p lan sera dès lo r s p e r p e n d i c u l a i r e aux 

six p l ans P , , P / , P / ' , Q , , Q / , Q / f ; n o u s o b t i e n d r o n s s u r le p l an Y u n pa ra l l é 

l o g r a m m e qu i sera s u r ce p lan Y la p ro jec t ion o r thogona le du quad r i l a t è r e 

g a u c h e de l ' e space (Jfy. 2 6 3 ) . P a r c o n s é q u e n t la d r o i t e J q u i u n i t d a n s l 'espace 

íes po in t s i e t i \ et la d ro i t e J, q u i u n i t d a n s l ' espace les p o i n t s i\ et t", se p r o 

j e t t e r o n t su ivan t des d ro i t e s J" et J," q u i se c r o i s e r o n t au c e n t r e d u pa ra l l é lo 

g r a m m e ( ^ " ¿ / " ¿ ' " V 0 ) p ro jec t ion s u r le p l an R d u q u a d r i l a t è r e gauche (l'i/i'i"'). 

Ains i les d r o i t e s J e t J , , q u i u n i s s e n t d e u x à deux les s o m m e t s opposés du 

q u a d r i l a t è r e gauche i n t e r c e p t é p a r les q u a t r e g é n é r a t r i c e s K', K", L ' , L" , du p a 

rabo lo ide 2 , s ' a p p u i e n t s u r la d r o i t e Z ' . 

D é m o n t r o n s m a i n t e n a n t q u e ces deux d ro i t e s J et J , s o n t para l lè les au p ian ï 

d é t e r m i n é p a r les d e u x d ro i t e s K et L . 

La d ro i t e q u i u n i t les p o i n t s / ' e t k" es t d a n s le p lan T j o r ces po in t s é t an t les 

mi l i eux des côtés t'i/> d u t r i ang le ( ïi"i" ) , il s ' ensu i t q u e la d r o i t e if ou J 

est para l lè le à la d r o i t e l'k", et p a r c o n s é q u e n t au p l a n T . 

A i n s i , les deux d ro i t e s J et J, s o n t para l lè les a u p l a n T , e t de p lus elles coupen t 

la d ro i t e Z ' , savoir : J en u n p o i n t ni, e t JR en u n p o i n t m / , tels q u e l 'on a 

mnizzzmm/. 

Cela posé : 

S i pa r le p o i n t ni d e la d r o i t e Z ' n o u s m e n o n s u n p i an T ' para l lè le au p lan T , ce 

p lan T ' c o u p e r a la sur face 2 su ivan t u n e c o u r b e <3 d o n t le p o i n t m se ra le c e n t r e . 

Dès lors si n o u s faisons gl isser la surface 2 pa ra l l è l emen t à e l l e - m ê m e , et le long de 

Yaxe Z , d ' u n e q u a n t i t é égale à mm', le po in t m se s u p e r p o s e r a su r le po in t m , le 

p lan T ' se s u p e r p o s e r a s u r le p l a n T et la sur face 2 p r e n d r a la posi t ion 2 ' , et 

le p lan T c o u p e r a la sur face 2' su ivant u n e c o u r b e d' qu i ne sera a u t r e q u e la 

posi t ion q u e la c o u r b e á es t venue o c c u p e r d a n s l 'espace a p r è s le m o u v e m e n t de 

translation de la sur face 2 . 

Ainsi il es t d é m o n t r é q u e le p lan T c o u p e la sur face 2l su ivant u n e c o u r b e 3 

don t le po in t m est le c e n t r e . 

Si n o u s coupons les deux pa rabo lo ides 2 et 2 ' p a r u n p l an q u e l c o n q u e X s 

n o u s o b t i e n d r o n s deux c o u r b e s p lanes S et o ' , et s i , p a r u n p o i n t q u e l c o n q u e m, 

de b nous m e n o n s un p lan T t angen t à la surface 2 , ce p l a n T coupe ra la surface 

2' su ivan t une cou rbe ?' dont le po in t m sera le c e n t r e , et ce p lan T coupera le 



pian X su ivan t u n e d r o i t e 9 t a n g e n t e en m à la c o u r b e g; e t cet te d r o i t e 9 couper;» 

la c o u r b e g' en les po in t s t et t' qu i son t p r é c i s é m e n t ceux en lesquels se c o u p e n t 

les c o u r b e s g f e t ò' ; on a u r a d o n c : mtz=.mt'. 

P a r c o n s é q u e n t , les deux c o u r b e s g et g' j ou i s sen t de la p r o p r i é t é , savoir : que 

le p o i n t de con tac t m d ' u n e t angen te 0 à la c o u r b e g est le mi l i eu de la co rde tí 

i n t e r cep tée s u r 0 p a r la c o u r b e g r . E n ver tu de ce q u i a é té dit ( n° 3 4 2 bis et 

s u i v a n t s ) les deux c o u r b e s g e t g' son t d o n c deux sec t ions c o n i q u e s , concen t r iques 

e t s emblab le s . 

Nous p o u v o n s d o n c é n o n c e r ce q u i su i t : 

I . Tout pian, quelle que soit sa direction, coupe un paraboloide hyperbolique suivant 

une section conique. 

II . Une droite ne peut couper un paraboloide hyperbolique en plus de deux points, 

5 6 5 . D é m o n t r o n s m a i n t e n a n t q u e les sec t ions p l anes d ' u n pa rabo lo ide hype r 

b o l i q u e ne p e u v e n t ê t r e q u e des paraboles ou des hyperboles. 

Si l 'on p r e n d s u r u n e g é n é r a t r i c e d r o i t e L d ' u n pa rabo lo ide h y p e r b o l i q u e 2 un 

p o i n t m, le p l an t a n g e n t T en ce po in t m passe p a r la géné ra t r i c e d u second sys

tème K qu i passe p a r ce m ê m e po in t m. 

Or, à m e s u r e q u e le po in t m s ' é lo igne s u r la d r o i t e L du s o m m e t s du p a r a b o 

loide 2, la d r o i t e K t e n d de p lus en p l u s à deven i r para l lè le au p lan d i r ec t eu r (,.» 

a u q u e l la géné ra t r i c e L est e l le -même pa ra l l è l e ; en sor te q u e p o u r le po in t m, s i tue 

à l ' infini s u r la d ro i t e L , le p lan t a n g e n t à la surface 2 est para l lè le au p lan 'J. 

Cela posé : 

T o u t p lan sécan t X n e p o u r r a o c c u p e r q u e deux pos i t ions p a r r a p p o r t à f axe Z 

ou 1" ê t r e para l lè le à cet a x e , ou 2° coupe r cet axe . 

I o Le plan X étant parallèle à laxe Z . 

Dans ce cas il exis tera u n e g é n é r a t r i c e d u s y s t è m e K et u n e géné ra t r i c e d u 

sy s t ème L , pa ra l l è les au p l an X , mais q u i s e ron t s i tuées à l ' infini . 

L o r s q u e le p lan X sera para l lè le à l ' un des p l ans directeurs P ou Q , et a ins i ie 

p lan X é tan t para l lè le au p l an P , tou tes les géné ra t r i c e s d u sy s t ème K lui seront 

p a r a l l è l e s , et la sect ion de la sur face 2 p a r le p l an X ne sera a u t r e q u ' u n e des 

géné ra t r i ce s d ro i tes du sys t ème I L 

De m ô m e si le p lan X est pa ra l lô l eau plan Q , il coupe ra le parabolo ide 2 su i 

vant u n e géné ra t r i ce d ro i t e d u sys t ème L. 

Lorsque le p lan X coupe les deux p lans directeurs P et Q , et qu ' i l est para l lè le a 

leur in te r sec t ion I , o u , en d ' a u t r e s t e r m e s , qu ' i l est para l lè le à Yaxe Z , il esr 

év iden t qu ' i l sera para l lè le à deux généra t r i ces de sys tèmes d i f fé ren ts , ma i s s i tuées 

à l ' inf in i , car la g é n é r a t r i c e d u sy s t ème K ou d u sys tème L , s i tuée à l ' inf ini , 

est paral lè le aux deux p l ans directeurs P et Q , et dès lors à leur in te rsec t ion I. 



Le p lan X , dans ce cas , coupe ra d o n c la surface 2 su ivan t une cou rbe 6 infinie 

.Mais p o u r le po in t s i t ué à l ' infini su r la c o u r b e ê , le plan t angen t T, a la s u r 

face 1 est para l le le à l 'un des p lans directeurs, et le point s i tué à l ' infini su r la 

en-orbe c est su r u n e g é n é r a t r i c e s i tuée à l ' in f in i , pa r c o n s e q u e n t le plan T, est 

tout en t i e r à Ti nil ni * il ne peu t d o n c c o u p e r le p lan X que sui * a m u n e d r o i u 

s i tuée tou t en t i è r e à Finii n i : la c o u r b e c est d o n c une parabole 

T Le pla.-i }i wupani 1'oa.e Z 

Dans ce cas.. k p lan X coupe la d r o i t e 1 i n t e r sec t ion des deux plans directeur* 

P ey Q ; on p o u r r a don-'- tou jours c o n s t r u i r e deux géné ra t r i ce s K. •; du sys tème K ) 

et L \ du s \ s t ó r n e L ) para l lè les à ce p lan X , ces dro i tes li or L étant s i tuée* 4 

dis tance finie, et se c o u p a n t en un po in t m,. 

Le plan X coupe ra d o n c la. surface I, su ivant u n e c o u r b e c m u n i e , p u i s q u e eetn. 

c o u r b e a u r a des po in t s s i tués à l ' infini s u r les d ro i t e s K et L 

Or , si par K , n o u s m e n o n s u n p l a n ô para l lè le au p lan Q , le p lan G sera tau-

- e n t à la. surface >:, au po in t ¡situé à F infini s u r K; ce plan *A coupera dès tors n-

D i a n S su ivant u n e d r o i t e 9 t a n g e n t e à l ' infini à la sec t ion te 

Oc m e m o , si p a r L n o u s m e n o n s u n plan 0 X pa ra l l è le a u plan K c e pia?*. e< 

s.-ra t a n g e n t au p a r a b o l o i d e 2 au p o i n t s i tué à l ' infini sur L , ce plan. «->, couper:--. 

• leic ie plan. X su ivan t u n e droite. 8, t a n g e n t e à l ' infini à la sec t ion e 

La c o u r b e g ayant, deux a sympto te s h et G,., et é t an t une sect ion c o n i q u e m -

f Util e c i a« i <p '> d( 

« v. 'm»» > , vu.- » u b l i p u » u J e m m e n t q u e les d ro i t e s K et L é ta ien t pa 

. • eu \\- L o c » l ép io tes $ et B, de ITiyperboîe ! sont respe*. 

« ní I» ? « < « ¡ K v i ie systèmes différents K eC ï. 

i [ • , O Í 1 > t • >• l ' i î u «ini sui t 

ì , > ' i , ' ' >/C(ÍÍ e í r e coupé par un pían X que. siavunr aei 

'n , t , , 1 1 \ ' / , >ii'< it M li te Z ( / e / a surface 1, o« suieant úes hyper. 

' , ' Î f . \ r . / 7 7 lit l a itirface 2, 

] , ,,, l e u ' %«'* <. f ' »' 'ex hyperbole, les asymptotes de cette courût soni pu-

• t 11 - t u m " «. di s/.ò „> différents qui déterminent un plan qui taraient à 

, " 't « * / u . ( ' " f u i lau y i ont X< 

o>>. Ï j j p K s l é i o o d e de c a n ta t i cn du pa rabo lo ide h y p e r b o l i q u e 2. la forme <n 

« et te surface est te l le q u e si l 'on m e n e en son s o m m e t s le p lan t angen t T„ ce pian 

qui coupera la sur face su ivan t les deux g é n é r a t r i c e s d ro i t e s K, et L , , pa r t age ra h 

surface en deux p a r t i e s , l ' une s i tuée à d ro i t e et l ' au t re s i tuée à g a u c h e p a r r a p p o n 

\ ce p lan T , et de telle sor te que s i , 1 e Fon m è n e par l'axe Z u n e sui te de pía m 

\ . V', Y'', e tc . c o m p r i s d a n s l ' un 1 des deux angles /. et >.' ( s u p p l é m e n t a i r e s > l'orme* 

par les d ro i tes K, et L . , ces p lans c o u p e r o n t la surface 2 su ivant d**s paraboles -



•/, -/ ', e t c . , t o u r n é e s d a n s un s e n s , et q u e si 2° i 'on m e n e par ce m ê m e axe Z u n . , 

s u i t e de p l ans Y\ , \ .', V/ ' , e t c . , c o m p r i s d a n s le second angle >.', formés pa r ie:> 

dro i tes K et L x . ces p l ans c o u p e r o n t la m ê m e surface 2 su ivant des pa rabo les r 

y,'\ y/', e t c . , t o u r n é e s en sens opposé p a r r a p p o r t aux p r e m i è r e s y , / , y r ' , e tc 

Et si l 'on conçoi t deux p l ans pas san t r e spec t ivemen t pa r les d ro i t e s K r e t Z, L, et 

/ , et q u e l 'on coupe la sur face S p a r u n p lan P p e r p e n d i c u l a i r e à l 'axe Z et dès lors 

para l lè le au p lan t angen t T , ce p lan P coupe ra les p i a n s ( K , , Z ) et ( L , , Z ) suivant 

des d ro i t e s 0 et 0" qu i c o m p r e n d r o n t e n t r e eues les ang le s a et X'( s u p p l é m e n t a i r e s 

l 'un de l ' a u t r e ) , et ce rueme plan P coupe ra la surface 2 su ivan t u n e hyperbo le , 

qu i sera c o m p r i s e e n t r e ses a sympto t e s 9 et 9' d a n s l ' angle À et son oppose ,u 

s o m m e t , si Je p lan P est à gauche d u p l a n T , et au c o n t r a i r e , dans l ' ang le ' / et 

son côté opposé au s o m m e t , si le p lan P est à d r o i t e du p lan T . 

Cela posé : 

S i , en un po in t m d ' u n pa rabo lo ide h y p e r b o l i q u e 2, on m è n e u n plan tan

gen t T, ce p lan cou ne ra la surface 2 s u i v a n t d e u x g é n é r a t r i c e s d r o i t e s K ei L ue 

systèmes différents, et si , p a r le p o i n t m on m è n e u n e d ro i t e Z' para l lè le a Yu,(.r 

Z de la surface 2. et q u e pur ce t t e d r o i t e T et c h a c u n e des d ro i t e s K ci L ». ?. 

m è n e deux p l ans Q ei Q", ils s e r o n t coupés p a r u n e su i t e de p lans P , , i\, P , , eu 

para l lè les e n t r e eux et au p lan T su ivan t des d ro i tes 9, et 9/, 9a et 0 / , 93 et 9/, et», 

qu i s e r o n t les a sympto t e s des sec t ions h y p e r b o l i q u e s 6\ , g a > 6 3 , e t c . , d o n n é e s d a m -

la surface 2 p a r les p l ans P 3 , P, , P , , e t c . , et les cen t r e s o,, 0 , , 0 , , e t c . , de ces cour

b e s , s e ron t s i tués su r la d r o i t e Z ' 

Je dis q u e les c o u r b e s S , , e , . , § 3 , e t c . , sont des hype rbo le s semblab les et semi;].: .. 

b l e m e n t p l a c é e s , en a d m e t t a n t q u e les p lans P ( , P , P , , e t c . , son t t o u s s i tués d m, 

m ê m e côté p a r r a p p o r t au plan T. 

Et en effet 

Les a sympto te s 9 , 9,, &}, e t c . , sont para l lè les à la d ro i t e K , les a sympto te s 

9/, e t c . , sont paral lè les à la d r o i t e L ; p a r c o n s é q u e n t si l 'on faisait glisse ï 

pa ra l l è l emen t à e u x - m ê m e s les p l ans P , P 3 , e t c , p o u r les supe rpose r sur U~ 

plan P . , les points 0 , 0 e t c . , v iendra ien t se s u p e r p o s e r su r le po in t o,, et les 

d ro i tes 9 a, 93, e t c . , se s u p e r p o s e r a i e n t s u r 6,, les c o u r b e s ê 3 , e t c . , p r e n d r a i e n t 

Ses posi t ions g/ , g3', e i e . , et les courbes ë , , ë / , ë / , e t c . , au r a i en t m ê m e s asymp

totes 9, et 9/', elles se ra ien t donc semblab les et c o n c e n t r i q u e s : d o n c , e tc . 

Ainsi l 'on peut énonce r ce qu i sui t ; 

IV. Si /" on mene un plein îeinqent 1 en un point m d un paraboloide hyperboliifue 2 . . 

et si Con coupe cette surface 2 par une suite de plans parallèles entre eux et au pion T et 

situés tous à droite ou tous à gauche, pa r r a p p o r t à ce p l a n T , les sections seront de, 



hyperboles semblables et sembîablement placées, et dont les centres seront situés sur (a 

droite Z' qui, passant par le point m , sera parallèle à l'axe Z de la surface 2. 

V. Si l'on prend un point z extérieur à un paraboloide hyperbolique 2, et qu'on le 

regarde comme le sommet d'un céne A tangent à la surface 2, la courbe de contact ò sera 

toujours une hyperbole. 

Cela posé : 

Concevons pa r la d ro i t e Z' un p lan Y, ce p l an coupe ra les hype rbo l e s g , , g,, 

o,, e t c . , en les po in t s b, et b',b2 etbj,b3etb3',etc., e l l e s d r o i t e s o.b,, oJ?„o3b3, e t c . , 

>A f> ojbjfojbjj e t c . , s e ron t para l lè les e n t r e e l l e s ; et c o m m e les h y p e r b o l e s g , , g a î 

o,, e t c . , sont semblab les e t s e m b î a b l e m e n t p l a c é e s , les t a n g e n t e s B, en 6, à g , , 

B, en b, à g 2 , B 3 en b3 à g 3 , e t c . , s e r o n t p a r a l l è l e s ; t ou t e s ces d ro i t e s B , , B , , B 3 , e t c . , 

para l lè les e n t r e elles et au p l a n T , s e r o n t t a n g e n t e s à la sur face 2 e t f o rmeron t un 

c y l i n d r e A , t a n g e n t à la surface 2 su ivan t la p a r a b o l e d, s ec t ion faite d a n s la s u r 

face 2 p a r le p l an Y. 

On p e u t d o n c é n o n c e r ce q u i su i t : 

VI. Si l'on fait rouler un plan V tangenticllement à un paraboloide hyperbolique 2, ce 

plan V restant pendant son mouvement parallèle, à une droite, la surface enveloppe de 

l'espace parcouru par le plan V sera un cylindre ayantpour courbe de contact avec la sur

face 2 une parabole ci, dont l'axe infini sera parallèle à l'axe Z de la surface 2, 

Et r é c i p r o q u e m e n t : 

Si l'on fait rouler tangenticllement sur un paraboloide hyperbolique 2 un plan V, de 

manière que le point de contact du plan Y et de la surface 2 parcoure une parabole , 

tracée sur cette surface 2 , la surface enveloppe sera un cylindre (*). 

5 6 7 . D é m o n t r o n s m a î n t e n a n t q u e si l 'on c o u p e un pa rabo lo ide h y p e r b o l i q u e 2 pa r 

(*) Ce t h é o r è m e n o u s c o n d u i t à la d é m o n s t r a t i o n d ' u n p r o b l è m e - p l a n et q u e l ' on é n o n c e ainsi qu ' i l 

suit : 

E t a n t d o n n é e s su r u n p l a n P d e u x d ro i t e s A et B se c o u p a n t e n u n p o i n t d , p r e n o n s s u r la d r o i t e À 

d e u x po in t s a rb i t r a i r e s a et d et su r la d r o i t e B d e u x p o i n t s aussi a r b i t r a i r e s b e t b'; d e t e l l e so r t e q u e 

les d ro i t e s ad e t bb' s e ron t éga les o u inéga les e n l o n g u e u r ; d e t e l l e s o r t e q u e le p o i n t d s e ra e n d e h o r s 

ou en d e d a n s des po in t s a et d ou b et b' ; d e tel le s o r t e q u e les l o n g u e u r s ad e t bd s e r o n t égales ou 

inégales e n t r e e l les . 

Les p o i n t s a e t a ' , b e t b' é t a n t p lacés s u r les d r o i t e s À e t B , d iv isons la d r o i t e ad e n n p a r t i e s éga les et 

d ivisons aussi la d ro i t e bb' e n le m ê m e n o m b r e n d e p a r t i e s éga les e n t r e el les , u n i s s o n s les po in t s de 

divis ion de la droite* A avec c e u x de la d r o i t e B , e n c r o i s a n t o u n e c ro i san t pas les l ignes a insi q u t 

l ' i n d i q u e n t les (fig. 264 e t 265) , n o u s o b t i e n d r o n s u n e sé r ie d e d ro i t e s q u i , p a r l e u r i n t e r s e c t i o n d e u s 

a d e u x (en c o n s i d é r a n t d e u x d ro i t e s s u c c e s s i v e s , , d é t e r m i n e r o n t u n p o l y g o n e d o n t les côtés s e ron t iova 
t angen t s à u n e m ô m e p a r a b o l e . 

Kt e n effet : 

IVous savons q u e si Ton a d e u x dro i tes A, et B , , s i tuées d a n s l ' espace (don t A et B s e ron t les p r o j e c t i o n . 



u n e sui te de p ians para l lè les e n t r e eux et a Y axe Z de la surface 2, on ob t iendra 

des paraboles i d e n t i q u e s ou superposablcs.-

! \ous avons Huí \o i r ( n° H8î ) q u e lo r squ une surface 2 é ta i t e n g e n d r é e par 

u n e c o u r b e C q u i se mouvai t p a r a l l è l e m e n t à e l l e - m ê m e sans change r de forine 

ni de g r a n d e u r , l 'on pouvai t enve loppe r celte s u r f a c e 2 p a r un cy l ind re A langent 

t eet te surface suivant la ce o r b e C ; et qu ' a in s i dés ignan t p a r C , C f , C", e t c . le*--

U v e i ses pos i t ions de la courte genera l i ice C , on avait des cy l i nd re s A, A', A", e tc . 

respec t ivement t a n g e n t s à la surface 2 su ivan t les c o u r b e s C , C f, C", e tc . 

Kr la r éc ip roque es-t é g a l e m e n t v r a i e , savoir . si l ' on p e u t c o n s t r u i r e u n e su i te 

de c y l i n d r e s A, A'.. A f i . etc. t angen t s a une surface 2 suivant des c o u r b e s C . t 

O , etc., para l lè les coire . . ' s í e s , ces c o u r b e s C . C r , C ' , e t c . , s e r o n t i d e n t i q u e s ou 

M i p e r p o s a h l c s . 

Vous pouvons donc « n ^ e c e : ce (pii «mit . 

Vii, St ton coupe un per Jjoldf.de hyperbolique 2 par une suite de plans parallèle-, 

'••mrr eux et à l'axe Z ¡le e.; ::r,ì face 2, l'on auro une suite de paraboles identiques ou 
•utiirrnfixfihte s 

• o s O n d e e i.ì M ' - i c p - o ' i sal i f ie ' en employan t le m ô m e m o d e o r 

. i > u ion ) >' c \ >'•' 'on p l a n - s d ' u n pa rabo lo ide h y p e r b o l i q u e 

• • m l ce d . > , ; ï ,\ . ¡ i ' •> í „ t ) p-)int c o m m u n , on peut les enve-

»; p i « m . deir , « - « •< ii< ; - un poin t de contac t on ne pe iu 

- - " V îepper •• t - < « , i u a i s d t .mdra q u e les sec t ions so ien t tom -

• - . » !<• " t s ! m pe rbo îes , 

ie.; s e n e q u e h e . . ' - ;e~ e d mot une. res t r ic t ion p o u r le pa rabo lo ide hvpe ibe • 

ü i - j u e -

eeee o n déni).•'-•>• : <>.uh- p o u r la s p h e r e ( e n e m p l o y a n t le m ê m e mode de 

•«rtht..••>;!<•»]'.'!* s u r i e i c •,:< tu- u n e se r ie Qo p l ans Q , Q , Q' » e t c . , pa ra l l è le* e n t r e ••as: > . • 

<.-\ , t .-u i o l i i i c t-t C e n un p ^ m i i» 

-, ... ,( h 

,i. •-• t) 
i u.. — e t c 

; "U nU ' î i l ! îes» C , -r. •< !f . ;• . . U » ; . w l ' i . ; ' l > r - U C » Ci, Ci . Í», , « , f i Ö, , e tc . , OU u U U t C i l »':t— « Î S V . U : 

i ti. . <i .h. . Ct< . )i ' . ... ' i i i .. ... • CC'C u ' i lQ pal 1 tl L>uiuïd(. S . ' J t Cüliiideraii! U l i i C il . '¿Oí ' 

î - j j \ i c s u r f t . . • • ; ' e . - ; . : .» . w . n t se* c én' : ralrico:? d ro i t e s p e r p e n d i c u l a i r e s au plan p . o i n c -

..• \ ' c ; d c . -^ l i ; L -. .•• .. ; , ; ' . m û ' .me i a r a t o l e à\, ¡I sera coiipe par Ir-plan t* ni¡v.-,n'f ii-. . 

• i.'u-.'ib'.lc i • i a u u e í V . '>i • • > ¡ :•..,•< • .... ..o..-¡e .fo lu courbe o' ) . 

í ì d r . - j>, c i ' • .' • • n e .v iu«r¿ «.ione p o m t a n g e n t e s le.> d i v i s e . » ¿rw. <-.c • 
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d e m o n s t r a t i o n ) , q u e si un cône ou u n cy l i nd re coupe u n pa rabo lo ide hype rbo

l ique 2 su ivan t u n e sect ion c o n i q u e , il r e c o u p e cet te sur face 2 su ivan t une 

seconde sect ion c o n i q u e . 

570 , Il est facile de d é m o n t r e r q u e ; I o l o r s q u e l ' une des polaires réciproques 

pe rce le pa rabo lo ide h y p e r b o l i q u e 2 , l ' a u t r e polaire p e r c e auss i ce t te surface 2 . 

Et 2° l o r s q u e l ' une des polaires réciproques n e pe r ce pas le pa rabo lo ide h y p e r b o 

l ique 2 , l ' au t r e polaire ne p e r c e pas auss i ce t te sur face 2 . 

El 3° l o r s q u e l ' u n e des polaires réciproques t o u c h e le pa rabo lo ide 2 en u n po in t m, 

í a u t r e polaire lui est t angen te en ce m ê m e po in t m. 

Et 4° si l 'on a u n e d r o i t e D p e r ç a n t la sur face h y p e r b o l o ï d e 2 en u n po in t m, 

alors ce t te d ro i t e D est para l lè le à Paxe Z de la surface 2 , et elle est un d i amè t r e 

infini de la sur face . 

Cela posé : 

Si l 'on m è n e deux géné ra t r i ces dro i tes G et K d ' u n pa rabo lo ide h y p e r b o l i q u e 2 

se c ro i san t en u n po in t m de la sur face 2 , e t si l 'on m è n e p a r le po in t m u n e 

dro i te D para l lè le à l 'axe infini Z de la surface 2 , les deux p l ans ( G , D ) et ( K , D) 

se ron t t angen t s à ce l te surface 2 , et ils s e r o n t l ' un et l ' au t r e pa ra l l è les à l 'axe Z . 

Le p r e m i e r p lan ( G , D ) sera para l lè le au p lan d i r ec t eu r P des géné ra t r i ces d u 

sys tème G, et le second plan ( K , D ) sera para l lè le au p lan d i r e c t e u r Q des géné

ra t r i ces d u sys t ème K •, l ' un et l ' au t r e de ces p l ans sera d o n c a sympto t e au p a r a 

boloide 2 , la polaire D, r é c i p r o q u e de la po la i re D sera d o n c tou t e n t i è r e s i tuée à 

l ' infini . 

Ce qu i v ient d ' ê t r e é n o n c é c i -dessus est facile à vérifier, et en effet : 

Soit d o n n é e u n e d ro i t e D , de d i rec t ion a r b i t r a i r e pa r r a p p o r t à u n pa rabo lo ide 

h y p e r b o l i q u e 2 ; d é s i g n o n s pa r s le s o m m e t , e t pa r Z l 'axe infini d e la surface 2 ; 

dés ignons par G et K les généra t r i ces d ro i t e s de systèmes différents se c ro i san t au 

p o i n t s.. 

Les deux dro i tes G et K c o m p r e n n e n t e n t r e el les u n angle % et un angle S s u p 

p l é m e n t a i r e de «. 

Supposons un plan Y passant pa r l 'axe Z et pa r t agean t l 'angle » , il coupera la 

surface 2 su ivant une pa rabo le <î, et supposons u n second plan Y' passan t par 

l 'axe Z et pa r t agean t l ' angle g, il coupera la su r f ace 2 su ivan t u n e parabole<5 f . 

Or , n o u s savons q u e les paraboles 8 e t ò' s e ron t t o u r n é e s en sens opposés , l ' une § 

é tan t en dessous du plan ( G . K ) , l 'ou t re Q' é t an t en dessus de ce m ê m e plan (G, K) 

Cela posé : 

Si nous c o n s i d é r o n s un cy l ind re A tangent à la surface 2 , et don t les géné ra 

t r ices soient para l lè les à la d r o i t e D , ce cy l i nd re A touche ra la surface 2 suivant 

u n e parabole à, don t le pion con t iendra la polaire T), réciproque de D 



L't il est évident q u e si ia dro i te D pe rce la surface 2 en deux p o i n t * , Ui d r u » i ¡ ; 

D perce ra aussi la surface 2 en deux poin ts 

H est e n c o r e évident q u e si la d ro i t e D ne rencontre, pas ia surface 2 , "la d n a u -

D, ne r e n c o n t r e r a pas aussi la surface 2, 

D'a i l l eu r s on peu t faci lement c o n s t r u i r e la d ro i t e D , , ia dro i te D étant, donnée 

de posi t ion et que l l e q u e soit sa pos i t ion d a n s i espace pa r r a p p o r t au parabolo id i 

hype rbo l ique I ; car il suffit de m e n e r pa r D deux plans P et P f c o u p a n t la surface l 

suivant, des sect ions c o n i q u e s C et C \ ces deux c o u r b e s se ron t enve loppées p a = 

deux cônes don t les s o m m e t s x et x1 d é t e r m i n e r o n t la d ro i t e D , . L o r s q u e les som • 

mets x e t x s e ron t à l ' i n f in i , o u , en d ' au t r e s t e r m e s , l o r s q u e les deux cône* 

enve loppan t les deux c o u r b e s C et C f se r é d u i r o n t à un seul c y l i n d r e et quel le - p i . 

soit la d i rec t ion des p l ans P et P ' , a lors la polaire reciproque D, se ra s i tuée tout 

en t i è re à l ' inf in i ; o r , c 'est ce qu i a lieu é v i d e m m e n t l o r s q u e la d ro i t e O est p a -

rál le le à Taxe Z de la surface 2. 

5 7 1 , Nous d é m o n t r e r o n s , c o m m e n o u s l 'avons fait p o u r le pa r abo lo ide el l ip

t i q u e , les d iverses p rop r i é t é s q u i ex is ten t p o u r d e u x pa rabo lo ides h y p e r b o l i q u e s 

c o n c e n t r i q u e s e t s emb lab l e s . Les énoncés de ces p rop r i é t é s sont les m ê m e s pou» 

l 'un et l ' a u t r e paraboloide. 

On doi t d i s t i n g u e r d e u x variétés d e pa rabo lo ide h y p e r b o l i q u e : celui p o u r lequel 

les p l ans directeurs se c o u p e n t sous l 'angle d r o i t , la surface est a lors d i te rectan

gulaire , e t celui p o u r lequel les p l ans directeurs se coupen t sous un ang le aigu un 

o b t u s , a lors la sur face est d i t e oblique. 

Des divers modes de génération du paraboloide hyperbolique, par des section* ceno a ne ì • 

572 . Premier mode de génération. Concevons deux dro i tes D et R n o n s i tuées da je

un meine plan et faisant e n t r e elles un angle a r b i t r a i r e , et u n e t ro i s i ème dro i te A 

s ' appuyan t su r les deux droi tes D et R , et ayan t u n e d i rec t ion d ' a i l l eu r s a rb i t r a n e , 

dés ignons pa r d et r les po in t s en lesque ls la d ro i t e A coupe r e spec t ivemen t jes 

dro i tes D et R ; dés ignons par P le p lan ( D , A ) , pa r Q le p lan ( R , \ ) , pa r X un 

plan q u e l c o n q u e passan t par la d ro i te D , p a r Y un p lan q u e l c o n q u e p a y a n t par ?,< 

«troue R , et par Z un plan q u e l c o n q u e passant par la d ro i te \ 

Cela posé : 

P r e n o n s s u r la d ro i te R deux poin ts m et m', equ id i s t a ra s du point r , e t , ^ o - c u i ^ 

l u s s i su r la d ro i te D deux po in t s n et ri, e q u i d i s t a r a s du point d. 

Dés ignons pa r T le p lan ( D , m ) , pa r !" le plan ?'!>, m'), pa r *-> le plat- H . « • . 

f par *-»' ie plan ( 14, ri ).. 



Les p ians T et T' seront r e spec t ivemen t coupes par i<- pian ( A } D ) . ou P, s u e 

vani deux dro i tes 9 et 5'. 

Cela posé : 

1' Nous p o u r r o n s toujours c o n s t r u i r e d a n s le plan Q une parabole B pas san t par 

les po in ts m et m', et ayant p o u r t angen tes en ces points ics d ro i tes t et t', cet te 

pa rabo le a u r a la d ro i t e A p o u r diamètre, et la coupe ra au po in t -s milieu de la 

droi te dr. 

2° Nous p o u r r o n s tou jours c o n s t r u i r e d a n s le p lan P u n e parabole H passant 

par les po in t s n et n\ et ayant p o u r t a n g e n t e s en ces p o in t s les d r o i t e s G et G' ; ce t te 

pa rabo le a u r a la d ro i te A p o u r diamètre, e t la c o u p e r a au m ô m e po in t s, celui en 

lequel le d i a m è t r e A est coupé pa r la pa rabo le B (*). 

La t angen te R ' à la pa rabo le B p o u r le po in t s sera para l lè le a la dro i te R 

La t angen te D f à la pa rabo le H p o u r le po in t s sera para l lè le à ta d ro i te D, 

Le p lan ( I r , R ' ) sera d o n c t angen t en m ô m e t e m p s aux deux pa rabo les B et H 

et il sera para l lè le aux deux dro i tes R et D, 

Cela posé : 

P a r m i les p lans X passan t pa r la d ro i te p r e n o n s celui q u i sera para l lè le au 

pian ( De, R ' ) , et t r açons d a n s ce p lan X u n e h y p e r b o l e X ayan t son cen t r e au 

poin t d, et p o u r d i amè t r e t r ansve r se la d ro i te nrí, et p o u r a s y m p t o t e s deux dro i tes 

a r b i t r a i r e s L, et L se c ro isant au c e n t r e d . 

Si 1 on fait t o u r n e r le p lan P a u t o u r de la d ro i t e A c o m m e axe de ro ta t ion . c e 

plan P p r e n d r a diverses pos i t ions Z ' , TJ\ Z'", et la pa rabo le II p r e n d r a » en 

changean t de forme , les pos i t ions H', H" , i l ' " , . - d a n s c h a c u n de ces p lans Ze Z" 

Z ' ' c . . , . C h a q u e forme H', llt!

s H " ' , . , , d e la pa rabo le mob i l e et var iab le H seront 

faciles a d é t e r m i n e r , car p o u r le plan Z'., pa r e x e m p l e , ce plan Z ' c o u p e r a le 

plan ( D', R ' ) su ivan t une d ro i t e o } et l ' hype rbo le À en deux p o i n t s / et / , , et la 

parabole H" passera par les po in t s l et l,, et elle aura p o u r t angen te au point « la 

droi te Q' et p o u r diamètre la d ro i t e A, 

La parabole H p r e n d r a d ó n e l e s diverses pos i t ions i n d i q u é e s , c i - d e s s u s , s u r les 

divers p ians Z compr i s e n t r e les p l ans ( À , L,) et ( A , L , ) , c h a c u n de ces p lans Z 

coupan t en deux points l ' hype rbo le A,et l 'on voit q u ' à m e s u r e q u e le p lan Z a p 

proche d u plan ( A , L, ) ou d u plan ( A , L, ) , l a pa rabo le H t end à deven i r u n e 

l igne droi te . Ainsi pa rmi les pa rabo les II, iL , H''",... on a u r a deux dro i tes H, et H, 

tracées l u e s ie p l an Í D r , R ? )et. para l lè les r espec t ivement aux a sympto te s L , e t L , d e 

.*} p o i n t s s e r a l e mi l i eu d e l a d ro i t e dr, p o u r l ' une et p o u r l ' a u t r e p a r a b o l e B e t I I , p a r c e q u e la 

s : . U i - ¡ a n . : e n i e e s t d o u b l e d e l 'abscisse dan .* lr« p a r a b o l e , q u e ce l te p a r a b o l e soit r a p p o r t é e à d e s a x e -

. • ' . ' C u n . J u W i o o u a d e s a x e s o b l i q u e s 



i hype rbo le a , et l o r s q u e le plan Z dépasse ra le plan ( A , L, ) ou le plan í A . L.'• 

alors il ne coupera p l u s l ' hype rbo l e À; on devra d o n c , p o u r achever la su r f ace , 

concevoir q u e pa r la d ro i t e R on a m e n é u n plan Y paral lè le au p lan ( D', R ' ; et 

q u e Ton a t racé dans ce p lan Y u n e h y p e r b o l e X" ayan t son cen t r e au po in t r, pour 

d i a m è t r e t r ansverse la d ro i t e m m ' , et p o u r a sympto te s deux dro i tes L , ' et L„\ se 

c ro i san t au c e n t r e r et pa ra l l è les r e spec t i vemen t aux a s y m p t o t e s L, et L ,de î 'hv 

perbo le X. 

Alors la pa rabo le B, en se dé fo rman t p e n d a n t qu ' e l l e t o u r n e a u t o u r do l 'axe A 

e n g e n d r e r a la s econde p a r t i e d e la sur face . 

Il est év ident q u e , pa r ce mode de g é n é r a t i o n , on ob t i end ra un pa rabo lo ide 

h y p e r b o l i q u e . 

Dans ce m o d e de g é n é r a t i o n , on a p o u r génératrices des paraboles et peur 

directrices deux h y p e r b o l e s i n v e r s e m e n t semblab les . 

5 7 3 . Second mode de génération. T o u t é t an t d i sposé a ins i q u e n o u s l a v o n s dit 

c i -dessus , n o u s p o u r r o n s faire t o u r n e r le p lan X ( qui con t i en t l ' hyperbo le >.)nu-

t o u r de la d ro i te D ; ce p l a n X p r e n d r a les pos i t ions X ' , X " , X ' " , , . . . et la c o u r b e > 

p r e n d r a les pos i t i ons successives X,, X», X,?- don t la forme sera d é t e r m i n é e de b¡ 

m a n i è r e su ivan te : 

P r e n a n t la pa rabo le H et u n e seconde posi t ion H' d e c o t t e c o u r b e I I , on consiuY-

re ra ces deux pa rabo le s H et H' c o m m e directrices du m o u v e m e n t de l 'hyperbole 

génératrice X. Dès lors le plan X f c o u p e r a , 4° la c o u r b e IÍ aux p o in t s n et ri. >>\ 

2° la c o u r b e II' aux p o i n t s nx et n/, et 3° la d ro i t e R en un po in t r1. 

L ' h y p e r b o l e X,, en l aque l l e se t r ans fo rme l ' hype rbo le X en p a s s a n t du plan X 

dans le p lan X', passera par les po in t s nt , u.. n , /?'', et elle a u r a p o u r tangente* 

en les po in t s n et ri les d ro i t e s nr et rir. 

On d é t e r m i n e r a i t de la m ê m e man iè re les d iverses h y p e r b o l e s X , X,, Lut in 

l o r sque le p lan X , a p r è s avoir t o u r n é a u t o u r de la d ro i t e D , et p r i s u n e sér ie de 

posi t ions en lesque l les il coupe ra lu d ro i t e A , viendra passer pa r cet te d ro i t e A . 

l ' hyperbo le X se t r a n s f o r m e r a en la pa rabo le H, 

P a r c e mode de généra t ion , on c o n s t r u i t la surface en son e n t i e r : il düier« 

donc du p r é c é d e n t , q u i n e permei; de c o n s t r u i r e la surface q u e par moi t i é . 

Dans ce m o d e de géné ra t ion on a p o u r génératrices îles h y p e r b o l e s et p o u r dir tu

trices des pa rabo le s . 

574 . Troisième mode de génération. Le pa rabo lo ide h y p e r b o l i q u e peu t ê t r e e n g e n 

d r é pa r u n e pa rabo le o de forme invar iable se mouvan t pa ra l l è l emen t à e l l e - m ê m e , 

un de ses po in t s p a r c o u r a n t u n e pa rabo le fixe S, les axes in (ini s des deux para

boles o et 6 é tan t para l lè les e n t r e eux et Ses deux paraboles o et £ étant tournés eu 

sens inverse . 



A i n s i , dans ce m o d e de g é n é r a t i o n , on a p o u r génératrices des pa rabo le s , et 

p o u r directrice u n e pa r abo l e . 

5 7 5 . Quatrième triode de génération. É t a n t t r acée su r un p lan X u n e h y p e r b o l e t., 

on cons t ru i t u n e c o r d e c o u p a n t ses deux b r a n c h e s , l ' u n e en un po in t n et l ' au t r e 

en u n po in t ri ; pa r le mi l ieu d de la c o r d e nri, on m è n e u n e d r o i t e A de di ree 

tion a r b i t r a i r e pa r r a p p o r t au p lan X ; on p r e n d s u r la d ro i t e A un po in t a et dans 

le p l an (a, n, n f ) , on m è n e par le po in t a u n e d ro i t e B paral lè le à la co rde un , 

ensu i t e on t r a c e d a n s le plan (a, n} ri) u n e pa rabo le H passant p a r les poin ts 

n , ri et a et a y a n t p o u r t angen te au po in t a la d r o i t e S 

Cela fait, on fait m o u v o i r l ' hyperbo le a p a r a l l è l emen t à e l l e -même elle variera, 

de f o r m e , ma i s elle res te ra t ou jou r s s emblab le et s emb îab l emen t placee et de 

telle m a n i è r e q u e ses p o i n t s n e t ri d é c r i r o n t la p a r a b o l e H. 

Par ce m o d e de g é n é r a t i o n , on ne p e u t c o n s t r u i r e q u e la moit ié de la sui lace , 

p o u r o b t e n i r la seconde mo i t i é il faudra i t p r e n d r e u n e s econde pa rabo le directrice 

b r t o u r n é e en sens inverse pa r r a p p o r t à la p a r a b o l e 6 e t les h y p e r b o l e s généra

trices 1' s e r a i en t i n v e r s e m e n t semblab les aux h y p e r b o l e s ?.. 

Dans ce m o d e de géné ra t ion , on a p o u r génératrices des hyperbo les et pour 

directrice u n e p a r a b o l e . 

DES H Y P E R B O L O I D E S À DEUX NAPPES 

5 7 6 . T r a ç o n s d a n s le p lan vert ical u n e hype rbo l e H (fig. 2 6 6 ) ei p r e n o n s It 

plan ho r i zon ta l de pro jec t ion p e r p e n d i c u l a i r e à l 'axe t r ansver se de cel te c o u r b e 

Dés ignons p a r Z cet axe t r ansver se et p a r A et A ? les deux a sympto t e s de lß 

c o u r b e H , l e sque l l es d ro i t e s se c ro i sen t au c e n t r e o 

Ceia p o s é : 

Fa i sons t o u r n e r la c o u r b e II ( c o m m e c o u r b e m é r i d i e n n e ) a u t o u r de 1 axe Z 

elle e n g e n d r e r a u n e surface de révolu t ion 2 , et ses a sympto t e s e n g e n d r e r o n t un 

cône de révolu t ion A ayan t le po in t o p o u r s o m m e t . 

La surface 2 est composée é v i d e m m e n t de d e u x n a p p e s d i s t inc tes . et chacune 

d elles est infinie d a n s u n s e n s . Cet te surface 2 a r e c u l e n o m d'hyperboloïde a deux 

nappes et de révolution, et le c ô n e A est d i t cône asymptote de la surface 2, car il est 

ev iden t que , p u i s q u e les a s y m p t o t e s A et A' t o u c h e n t la c o u r b e II à l'infini . le 

cône A touchera la su r face S su ivan t deux cerc les s i tués à l ' i n f i n i . Tun de ce>> 

éreles a p p a r t e n a n t à l ' une des n a p p e s , l ' a u t r e cerc le a p p a r t e n a n t à l ' au t re nappe 

de la surface !.. 

Cela posé : 

P r e n o n s un point ¿ sur la surface 2 et faisons passer t par l a x e Z H le point j 



un pian M c o u p a n t la surface su ivan t un méridien H' et 2° par le po in t x un 

p ian P p e r p e n d i c u l a i r e à l 'axe Z et c o u p a n t la sur face 2 su ivan t u n parallèle 3 

Les t angen tes au po in t x , savoir : 9 à I I ' et \ à ò d é t e r m i n e r o n t un p lan T tan

gent au po in t x à la surface 2. 

Or, le p lan M coupe le cône A su ivant deux g é n é r a t r i c e s d ro i t e s G et G', a s y m p 

totes de l ' hype rbo le m é r i d i e n n e H ' ; d o n c 9 c o u p e G et G' en deux po in t s g et g 

tels q u e l 'on aigxzzz g'x. 

Or, le p lan P c o u p e le cône A su ivan t un cerc le C c o n c e n t r i q u e au cerc le S, 

donc i c o u p e C en deux po in t s q e t q1 tels q u e l 'on a : qx~q'x, 

Or, le p l an T c o u p e le cône A su ivan t u n e el l ipse E d o n i l e po in t x sera le c e n t r e , 

ca r les deux d ro i t e s qq' et ggi son t r ec t angu la i r e s e n t r e e l l e s , et si l 'on cons t ru i t 

les t angen tes à la c o u r b e E p o u r les po in t g et g' on t r o u v e qu ' e l l e s sont h o r i 

zon ta les ; les d e u x d ro i t e s qq1 e t gg f o r m e n t d o n c u n s y s t è m e de d i a m è t r e s 

con jugués r e c t a n g u l a i r e s e n t r e eux , elles sont d o n c les axes de l 'e l l ipse E. 

Dès l o r s , si d a n s le p lan T on m è n e p a r le p o i n t x u n e d ro i t e q u e l c o n q u e L , 

elle coupe ra l 'el l ipse E en deux po in t s / et l1 tels q u e l 'on a u r a : xl — xl'. 

Cela posé : 

Si l 'on m è n e u n plan Q de d i r ec t ion a r b i t r a i r e , mais c o u p a n t la surface 2 sui

vant u n e c o u r b e S et le cône A suivant u n e sect ion c o n i q u e g,, il sera facile 

de d é m o n t r e r q u e les c o u r b e s 6 et 6, son t c o n c e n t r i q u e s et s emblab les et q u e S 

n 'es t a u t r e q u ' u n e sect ion c o n i q u e ; et e n effet : 

Si par u n p o i n t x d e la c o u r b e g on m è n e u n plan T t angen t à la surface 2, il 

coupera le p l an Q su ivan t u n e dro i te L , laquel le pe rce ra la sec t ion c o n i q u e g, 

en deux po in t s / e t l' tels q u e l 'on a u r a ( en ver tu de ce q u i a é té d i t c i -dessus) 

ici ¡ = xl', Et cela a u r a l ieu p o u r tous les po in t s x de la c o u r b e g. 

La c o u r b e g, qu i est i n c o n n u e , est i n t é r i e u r e pa r r a p p o r t a la sec t ion c o n i q u e 

Mais il a é té d é m o n t r e (n° SAZbis, I o ) q u e l o r sque l 'on avait deux c o u r b e s telles 

q u e g et g , , el les é ta ient d e u x sect ions con iques c o n c e n t r i q u e s et s emblab le s . 

Ains i , on p e u t é n o n c e r ce q u i sui t : 

L Tout plan, quelle que soit sa direction, coupe un hyperboloïde à deux nappes et de 

revolution suivant une section conique, qui peut être ou line ellipse ou une parabole 

ou une hyperbole, suivant la direction du plan sécant par rapport au cône asymptote dt 

la surface hyperboloïde. 

IL Une droite peut percer un hyperboloïde à deux nappes et de révolution en un ou 

deux points , maiv elle ne peut le rencontrer en plus de deux points. 

Menons pa r le cen t r e o de l ' hyperbo lo ïde à deux n a p p e s et de révolut ion 2 une 

dro i te D c o u p a n t cette surface 2 en deux po in t s d et d': le poin t d sera su r Tun« 

des nappes et le point d'sera sur la seconde n a p p e . 



Pai i axe Z de révolu t ion et la d ro i t e D nous ferons passer un plan P coupan t 

ia surface 2 su ivant u n e h y p e r b o l e m é r i d i e n n e H , et ce m ô m e p lan P coupe ra le 

••one a sympto t e A su ivan t deux g é n é r a t r i c e s d ro i t e s G et G' q u i s e r o n t les a s y m p 

totes de la c o m b e H , laquel le au ra le po in t o ( cen t re de la surface 2) p o u r son 

cen t r e . 

La dro i te t) pe rce ra l ' hype rbo le H en les po in t s d et d'. 

'..eia ' .osé : 

Par la d ro i te D faisons passer une infini te de p ians R, R' , R" , e t c . , ils coupe ron t 

la sur face 2 su ivan t des sect ions c o n i q u e s « , a", a", e t c . qu i s e ron t tou tes des 

hype rbo l e s en vertu des posi t ions q u e les p lans R , R' , R", e t c . , affectent pa r r a p 

por t au cône a s y m p t o t e A; p u i s q u e c h a c u n de ces p l ans coupe le cône A suivant 

deux géné ra t r i ces d r o i t e s . 

Cons t ru i sons au p o i n t d un p lan 0 t angen t â la sur face 2 , ce p lan 0 se ra coupe 

car les p l ans R , I f , R", e t c . , su ivan t des d r o i t e s G, 6', 6", e t c . , q u i s e ron t r e s p e c 

t ivemen t t angen tes aux c o u r b e s « , a, < ¿ \ e t c . , et au p o i n t d. 

Cons t ru i sons au p o i n t d' un plan 0 , t angen t à la surface 2 , ce p ian 0 , sera 

'"oupé pa r les p l ans R , R', R ' ' , e t c . , su ivant des d ro i t e s 9,, 9/ , G,", e t c . , qui 

M i i o n t r e spec t i vemen t t angen te s aux c o u r b e s « , « f , a", et au po in t d'. 

Or, c o m m e la sur face 2 est de révolu t ion , les p l ans 0 e t 0 , s e r o n t p e r p e n d i 

cu la i r e s au p lan m é r i d i e n P-, et c o m m e la d ro i t e D est u n d i a m è t r e de l ' hype rbo le 

m é r i d i e n n e > il s ' ensui t q u e les p ians 0 e t 0 , son t pa ra l l è l es . Dès l o r s , les 

j p , p e c h ó l e s d e sect ion a, a , «•'•', t i c , a u r o n t toutes le po in t 0 p o u r c e n t r e et le 

droite 1) ou dd1 p o u r d i a m è t r e c o m m u n . 

Cela posé : 

P r e n o n s le p ian m é r i d i e n F p o u r plan vert ical de p r o j e c t i o n , et p ro je tons 

••..ìthogonalemeiìt s u r ce p lan P les c o u r b e s « , a, a', e t c . , n o u s o b t i e n d r o n s les 

hyperbo les a \ e t c . , qu i a u r o n t la d ro i t e dd' p o u r d i a m è t r e c o m m u n , et 

uni a u r o n t en del ( / ' p o u r t angen tes c o m m u n e s les d ro i t e s para l lè les e n t r e el les 

' cl X in te r sec t ion d u plan P p a r l é s plans 0 et 0 , . Or , si Ton m è n e u n e d ro i t e Y 

paral le le à elle coupe ra r e spec t i vemen t les c o u r b e s «'% a"1, e t c . , en les po in t s 

m \ m"', m f'*, e t c , , q u i s e ron t les p ro jec t ions des po in t s m, ni, m", e t c . , s i tués sui 

l e - h y p e r b o l e s ft, a", e t c . , et tous ces po in t s m, m, m", e t c . , s e ron t su r la 

«•eriion con ique y i n t e r sec t ion de la sus face 2 par le p lan X p e r p e n d i c u l a i r e au 

p* ' 1 - »J<H don t V est la t race ve r t i ca le , et é v i d e m m e n t le plan X est paral lè le aux 

pi.m» e) et o , . 

) r , i on sait : L q u e les t angen tes f, 4'% 4'", e t c . , menées r e spec t ivemen t aux 

K e u P M / / ' , -m % «;''•, i-ic,, des c-u. 'rhes ->.! . , a"* , e t c . , se coupen t en un m ê m e point ; 

-•••»' '«'• M í i " « t ' U ' í ' 1 ' q U ! e-tS. i l u - m é ¿ u e H U C S U r le p l a i t P h r ' a u e ^ ) . pai' c o i i S C • 



q u e n í les dro i tes \ , V, C , e t c . , qu i s e r o n t les t angen tes aux c o u r b e s de i espace a , 

a , a' r, e t c . p o u r les points m, m!, m", e t c . , se c o u p e r o n t en ce point z, e t c . , e tc . , 

"2° q u e si bon m è n e une seconde dro i te Y*' paral lè le à Y ' e t coupan t les • o urbes 

x% «'% a"1', e t c . , en les po in t s if, riv, n'!% e t c . , les po in t s n, ri, n", e t c . , de l 'espace 

se ron t s u r u n e sect ion c o n i q u e - / i n t e r sec t ion d u plan X' et de la sur face 2 ; en 

sor te q u e les deux c o u r b e s 7 et •/ s e ron t des sec t ions paral lè les de la surface 2, 

et les d ro i t e s 0e, ov, e tc . , qu i uniront , les p o i n t s mv et nv, mr° et m" et 

e t c . , i r on t se c o u p e r en un m ô m e po in t z, de la d ro i t e D; dès l o r s , les dro i tes 

de l 'espace <5, 5', òn, e t c . , qu i u n i r o n t deux à deux les po in t s m et n , m ' e t n\ e? f 'et 

rr", e t c . , i r on t se c o u p e r en ce m ô m e po in t z,. 

Les d ro i t e s H, E f r, e t c . , f o r m e n t d o n c un cône K tangent à la surface >: sus vani 

la sect ion c o n i q u e 7. 

Les d ro i t e s 5 , o", e t c . , f o rmen t donc un cône K, qui eoupe la surface e s u i 

vant deux sec t ions c o n i q u e s p a r a l l è l e s e n t r e elles , •> c i 

Si l 'on a u n e su i t e de p l ans X , X', X", etc. , p a r a l l e l s en t r e eux et au plan 9 , 

et dès lors p e r p e n d i c u l a i r e s au plan P , ces p lans couperont , la surface 2 s cuvant 

des sec t ions c o n i q u e s semblab les cl s e m b l a b î c m e n l placées y, 7', y", e tc . 

Ces c o u r b e s 7, 7', 7", e t c . , c o u p e r o n t l ' hype rbo le m é r i d i e n n e H en des po in t s 

/*, ii, h", e t c . , p o u r lesquels les p lans Q , Q', Q" , e t c . , t angents à la surface 2 

seron t p e r p e n d i c u l a i r e s au p lan m é r i d i e n P ; dès lo re , les t angentes aux courbes 

y. •/ . y", e t c . , e n ces po in t s /* , tí, tí', e t c . , s e r o n t p e r p e n d i c u l a i r e s au plan P : des 

l o r s , si l 'on fait mouvo i r le p lan Q t a n g c n l i e l l e m c n t à la surface 1, son point de 

contact h p a r c o u r a n t la c o u r b e 11, la surface déve ioppab le enve loppe de l 'espace 

p a r c o u r u e pa r ce plan Q sera un cy l ind re ayant l ' hyperbo le m é r i d i e n n e H pour 

section d r o i t e . 

5 7 7 . D 'après ce qui p r é c è d e , on p e u t é n o n c e r ce qu i soi t 

III. Si l'on prend un point z lion de l'hyperboloïde a deux nappes et de revolution i e 

et qu'on le regarde comme le sommet d'un cône li langent à la surlrn, 2 , la cotube de 

contact y sera une courbe plane, et dès lors une section conique. 

i Si le point 7. esi dans l'intérieur du enne asymptote e\ . la court" de cornati • v-ra 

une ellipse; 

1 Si le point L est sur le cône asymptote ? la courbe sera une paralnAe-

3 ' Si le point z est hors du cône asymptote , la courbe ¡ sa a une hyperbole. 

1Y. Si l'on jail mouvoir un plu a e) tangeniiellement a une surface Hyperboloide à deiu. 

nappes et. de révolution 2, et parallèlement a une droite lì, la courbe de contact sera 

une hyperbole diamétrale, et le problème ne sera possible qu autant qu en me riant par le. 



entre ode la surface 2, ou le sommet o du cône asymptote A, une drente B' parallele 

a B , cette droite B ' sera située dans l'intérieur du cône A. 

V. Une suite de plans parallèles coupent l'hyperboloïde à deux nappes et de révolution 

suivant des sections coniques semblables et sembîablement placées. 

En ver tu de ce q u i a é té d é m o n t r e t o u c h a n t deux sec t ions c o n i q u e s , concen

t r i ques et s e m b l a b l e s , et s e m b î a b l e m e n t p l acées , on peu t é n o n c e r ce qu i s u i t : 

VI. Si l'on a deux hyperboloïdes à deux nappes et de révolution 2 et 2! ayant même 

axe de rotation Z et concentriques et semblables; si l'on mène un plan T tangent en un 

point m àia surface intérieure 2 , ce plan T coupera la surface extérieure 2' suivant 

une section conique y dont le point m sera le centre. 

Si ton fait rouler sur la courbe y un plan tangent à la surface 2\ ce plan engendrera 

un cône K dont le sommet z sera sur une troisième surface 2n qui sera un hyper

boloïde à deux nappes et de révolution concentrique et semblable aux deux premiers 2 

et 2'. 

Si l'on a deux hyperboloïdes à deux nappes et de révolution 2i! et 21 concentriques 

et semblables, et si Ion considère chaque point z de la surface 2" comme le sommet 

d'un cône K tangent à la surface intérieure 21 suivant une section conique y, la surface 

enveloppe de tous les plans des courbes y sera un troisième hyperboloïde à deux nappes 

et de révolution 2 , concentrique et semblable aux deux premiers 2' et 2!'. 

On peu t a p p l i q u e r à l ' hyperbo lo ïde à deux n a p p e s et de révo lu t ion , et cela 

m o t à m o t , la d é m o n s t r a t i o n q u i a é té d o n n é e p o u r la s p h è r e au sujet des 

polaires réciproques ; il suffit de c h a n g e r le mot cercle en le mo t section conique 

On p e u t d o n c é n o n c e r ce q u i su i t : 

VII . Si par une droite D extérieure à un hyperboloïde à deux nappes et de révolu

tion 2, on mène deux plans T e i T ' tangents aux points m et m ' , la droite D f qui unit 

les points de contact m et m ' est la polaire réciproque de la droite D. 

Les points m et m f seront sur une même nappe de la surface 2, si la droite D coupe 

le cône asymptote A \ ces points m et m ' seront, l'un sur une des nappes et l'autre sur ta 

feconde nappe de la surface 2 , si la droite D ne rencontre pas le cône A. 

5 7 8 . Toutes les p r o p r i é t é s q u e n o u s avons r e c o n n u e s exis ter p o u r Y ellipsoïde de 

révolut ion et le paraboloide de r é v o l u t i o n , subs i s t en t p o u r Y hyperboloïde à deux 

nappes et de révolu t ion : et tou t ce qu i a é té établi r i g o u r e u s e m e n t c i - d e s s u s . 

p e r m e t t r a de les d é m o n t r e r ( ces p r o p r i é t é s ) ou de les d é d u i r e c o m m e conséquen

ces ; et il ne sera pas difficile de r e c o n n a î t r e les modif icat ions q u e doit faire 

appor t e r dans les énoncés la forme par t i cu l i è re de l ' hyperbo lo ïde à deux 

nappes 



Transformation de l hyperbolóide li deux nappes et de révolution en un liyperboloide 

à deux nappes et à trois axes inégaux. 

5 7 9 . Concevons un hype rbo lo ïde à deux nappes et. de revolut ion .2 dont t a x e 

de ro ta t ion Z soit ver t ical . 

P r e n o n s p o u r plan vert ical de p ro jec t ion , un p lan passan t pa r l 'axe Z et pour 

plan hor i zon ta l de p r o j e c t i o n , u n p lan p e r p e n d i c u l a i r e à cet axe Z. 

Le p lan vert ical coupera la sur face 2 (fig-266) su ivant u n e hype rbo le m é r i d i e n n e 

H , et le cône a s y m p t o t e A suivant deux géné ra t r i ce s d ro i t e s G et G'. Le plan 

hor izon ta l coupe ra la surface 2 su ivan t u n cerc le C et le c ô n e A suivant un cerc le 

C-: ces deux cercles G et G' s e ron t c o n c e n t r i q u e s et a u r o n t le poin t 7/ pour 

c e n t r e c o m m u n . 

Cela posé : 

T r a ç o n s dans le p lan hor izon ta l u n e el l ipse E c o n c e n t r i q u e au cercle G et ayant 

ie d i a m è t r e aa! de ce cerc le C p o u r l ' un de ses axes . 

L 'el l ipse E sera la transformée cylindrique du cerc le C . de sor te que p o u r 

une m ô m e absc isse qm°, les o r d o n n é e s mm" et m.m 1 ' s e ron t dans u n r appo r t 

cons t an t . 

Si p a r l 'axe Z on fait passer un p l an X , ce p lan coupe ra la surface de révo lu

tion 2 su ivant u n e hype rbo le m é r i d i e n n e IV q u i se p ro je t t e ra sur le p lan vertical 

de pro jec t ion en u n e hype rbo le H'' 0. 

On t r ans fo rmera cylindriquement le p lan X en u n p lan X, passan t par t a x e Z , 

et l ' hyperbo le IP en u n e hype rbo le H , ' s i t u é e dans le p lan X, ; e t cet te c o u r b e H / 

sera dès lo r s la sect ion faite p a r le plan X, d a n s le c y l i n d r e 4> ayan t H" p o u r 

section d ro i t e . 

En m e n a n t pa r Taxe Z u n e su i t e de p lans X , X', X" , e t c . , ils c o u p e r o n t l a 

surface de r évo lu t ion 2 su ivant des h y p e r b o l e s H , H' , H" , e t c . , et ces p lans se 

t r a n s f o r m e r o n t cylindriquement en des p lans d i a m é t r a u x ( p a s s a n t tous par l 'axe Z) 

\ . , X / , X / ' , e t c . , s u r lesquels s e ron t les h y p e r b o l e s H , , I I / , H , " , e t c . , transfor

mées cylindriques des diverses courbes m é r i d i e n n e s 11, IL', H" , e t c . , de la surface 2. 

Toutes ces hype rbo le s I I , , I I / , I I / ' , e t c . , d é t e r m i n e r o n t une surface 2 com

posée de deux nappes séparées e n t r e elles c o m m e p o u r la surface 2. Et il est des 

lo is ev iden t q u e tout p lan passan t p a r l 'axe Z coupera la surface 2, suivant u n t i 

h y p e r b o l e , et q u e tout plan p e r p e n d i c u l a i r e à l 'axe Z coupe ra cet te surface ¿' 

su ivant u n e el l ipse. 

Et il est enco re é v i d e n t , en ver tu du mode de transformation cylindrique e m 

p l o y e . , q u e les sec t ions faites dans la surface >, par des plans pe rpend icu l a i r e s 



¡i l 'axe Z se ron t des el l ipses semblab les et s e m b l a b l e m e n t placées* Cet te s u r 

face 2, a r eçu le nom d'Hyperboloide à deux nappes et à trois axes inégaux. 

11 est., en o u t r e , év ident q u e tou tes les p r o p r i é t é s q u e n o u s avons r e c o n n u e s ex i s 

ter p o u r l ' hype rbo lo ïde à deux n a p p e s et de révo lu t ion 2, p a s se ron t au m o y e n du 

mode de transformation cylindrique s u r l ' hype rbo lo ïde à deux n a p p e s et à t ro is axes 

inégaux 2t. A i n s i , XHyperboloide à deux nappes et ci trois axes inégaux j o u i t des 

mêmes p r o p r i é t é s q u e Y ellipsoïde à trois axes inégaux et q u e le paraboloide elliptique, 

sauf ies modif ica t ions q u e la forme de c h a c u n e des sur faces peu t et doi t y appor 

t e r , modif icat ions qu ' i l est facile de r e c o n n a î t r e . 

Ains i , en se se rvan t du m ô m e m o d e de d é m o n s t r a t i o n q u e celui employé p o u r 

ja s p h è r e , n o u s d é m o n t r e r o n s avec facilité q u e : 

4° Si un cône coupe un Hyperboloide à deux nappes et à trois axes inégaux sui

vant une section conique, il recoupe cette surface suivant une seconde section conique ; 

2° Deux sections planes dun Hyperboloide à deux nappes et à trois axes inégaux, 

peuvent toujours être enveloppées par deux cônes, si les sections planes ne se coupent 

pas ou se coupent en deux points, et par un seul cône si les deux sections planes ont un 

point de contact ; et cette propriété subsiste, les deux sections planes étant situées en 

même temps sur une seule des deux nappes de l'hyperboloïde, ou tune des sections 

planes étant sur tune des deux nappes, l'autre section plane étant sur l'autre nappe de 

t Hyperboloide.. 

Des trois axes de l'hyperboloïde à deux nappes et non de révolution. 

5 8 0 . Nous avons dit c i -dessus q u e la surface 2, avait é té n o m m é e , à trois axes 

inégaux ; c h e r c h o n s ces axes . 

il est év iden t q u e si l 'on emp lo i e le m ê m e m o d e d e t r ans fo rma t ion cylindrique, 

qui nous a servi à t r a n s f o r m e r l ' hype rbo lo ïde de révo lu t ion en un hype rbo lo ïde 

non de r é v o l u t i o n , on t r a n s f o r m e r a le c ô n e d e r évo lu t ion A a s y m p t o t e à l ' h y p e r 

boloïde de révolu t ion 2en u n cône o b l i q u e ( n o n de r é v o l u t i o n ) A, qu i sera a s y m p 

tote à l ' hype rbo lo ïde 2,. 

Les deux surfaces A, et e., s e ron t telles q u e si on les coupe par un plan Q 

pe rpend icu la i r e à YaxeZ, l 'on o b t i e n d r a deux el l ipses c o n c e n t r i q u e s et semblab les 

et s emb lab l emen t p l a c e e s , et don t le c e n t r e sera au point q en leque l le plan (J 

coupe f a x e Z 

Or , lo r sque nous avons (n 0 37 á ter ) che rché les axes d ' un cône o b l i q u e , nous 

avons d é t e r m i n e s , par ces axes c o m b i n é deux à deux , t ro is p lans qu i é ta ien t r e c 

tangu la i res e n t r e eux . et qui é ta ient de p lu s d e s p lans conjugués, c h a c u n d 'eux 



c o u p a n t , r e c t a n g u l a i r e m e n t et en pa r t i e s é g a i e s , ies cordes paral lèle? h Y axe par 

lequel il ne passa i t pas . 

Dès l o r s , on voit q u e l ' hyperbo lo ïde 2, au ra p o u r sys tèmes de p lans d i a m é 

t r aux con jugués tous ceux de son c'ône a s y m p t o t e A,. 

Dès l o r s , a u s s i , on voit q u e l ' hyperbo lo ïde 2 , n ' a u r a q u ' u n sys tème de p lans 

d i a m é t r a u x c o n j u g u é s et r ec t angu la i r e s e n t r e eux et qui sera p r é c i s é m e n t celui 

de son cône a s y m p t o t e A,. 

On p e u t d o n c é n o n c e r ce q u i su i t : 

i° Un hyperboloïde à deux nappes et non de revolution a une infinité de systèmes de 

plans diamétraux conjugués et un seul système de plans diamétraux principaux ou 

rectangulaires entre eux ; 

2° Ayant déterminé le cône asymptote d'un hyperboloïde à deux nappes, on déter

minera les trois axes rectangulaires entre eux de ce cône , et fon aura la direction dea 

trois axes rectangulaires entre eux de ï hyperboloïde à deux nappes. 

D é t e r m i n o n s m a i n t e n a n t la l o n g u e u r des axes de T hyperbo lo ïde à deux n a p p e s 

et non de r évo lu t ion . 

L 'axe Z c o u p e la sur face h y p e r b o l o ï d e 2 , en les deux po in t s d et d'( fig. 2 6 7 t 

Un plan p e r p e n d i c u l a i r e à l ' axe Z c o u p e la surface 2 , su ivant une e l l ipse E , et 

ie cône a s y m p t o t e A, su ivant u n e el l ipse E , , et ces deux c o u r b e s E et E, sont 

c o n c e n t r i q u e s et s e m b l a b l e s et s e m b î a b l e m e n t p l acées . 

Si p a r le p o i n t d on m è n e u n p l an 0 p e r p e n d i c u l a i r e à l 'axe Z , il sera t angen t 

en d à la sur face 2 , ( e n ver tu du m o d e de transformation cylindrique qu i nous a fait 

passer de l ' hype rbo lo ïde de révolu t ion 2 à la surface non de révoul ion 2 , ) et 

coupe ra le cône A, su ivant u n e el l ipse E' semblab le et s e m b î a b l e m e n t placée , par 

r a p p o r t a l 'e l l ipse E, . 

Cela posé : 

Si pa r l 'axe Z on fait passer un p l an q u e l c o n q u e , il coupe ra la surface 2, sui

vant u n e h y p e r b o l e , et le cône A, su ivant deux g é n é r a t r i c e s d ro i t e s q u i ( en vertu 

du mode de transformation employé p o u r passer des surfaces de révo lu t ion 2 et A 

aux surfaces non de révolu t ion 2, et A, ) se ron t les a sympto t e s de cet hyperbo le 

de sec t ion . 

Or , on s a i t , q u e si au s o m m e t d d ' u n e hype rbo le on m è n e une tangente 6 

a cel le c o u r b e et c o u p a n t une des a sympto t e s en un po in t n, en dés ignan t p a r e 

le c en t r e de la c o u r b e , les droitesoc/ et dn d o n n e n t les l o n g u e u r s des demi -axes 

de l ' hyperbo le 

Dès lo r s , si pa r l 'axe Z on m è n e un plan X coupan t l ' h y p e r b o l o ï d e 2 , suivant une 

hype rbo le H et la c o u r b e E' en un po in t a , les demi-axes de la c o m b e H seront 

égaux à od et da'. 



Et si 1 on conçoi t u n c y l i n d r e ayan t ì ' e l l i p seE ' p o u r sect ion d ro i t e et ayant des 

lors ses g é n é r a t r i c e s d ro i t e s para l lè les à Taxe Z , ce c y l i n d r e sera coupé par un 

p lan P passan t p a r le c e n t r e o de la surface 2 , (ou le s o m m e t o du cône a sympto t e 

às ) et m e n é p e r p e n d i c u l a i r e m e n t à l 'axe Z , su ivan t une e l l ipse o i d e n t i q u e à l 'el

l ipse E ' ; le plan X coupe ra l 'e l l ipse 8 en un po in t p , et dès lors les d e m i - a x e s de 

l ' hyperbo le II s e ron t op et od, le p o i n t o é t an t le c e n t r e de cet te c o u r b e H. 

On voit donc q u e t o u t e s les h y p e r b o l e s H, s i tuées d a n s les d ivers p l a n s X , qu i pas

sent pa r l 'axe Z , o n t un m ô m e c e n t r e o et un demi axe c o m m u n et t r ansverse od, et 

q u e le second axe q u i est non t ransverse var ie corn me les d i a m è t r e s de l 'el l ipse d. 

Si l 'on conçoi t les axes A et B de l 'el l ipse <5, les t ro i s p l a n s ( A , Z ) , ( B , Z ) et 

( A , B ) s e ron t les p l a n s d i a m é t r a u x principaux de la sur face 1 , , et ce sont les axes 

de l 'el l ipse 5 et la d ro i t e dd! s i tuée su r Z , qu i sont d i t s les axes de Thype rbo lo ide 

I, : et les po in t s ci et. ci' en son t di ts les sommets 

Des sections circulaires de l hiperboloide à deux nappes et à trois axes inégaux, 

5 8 1 . L ' h y p e r b o l o ï d e n o n de révolu t ion e t à deux n a p p e s 2, est t ou jou r s c o u p é 

par un p lan q u e l c o n q u e P su ivan t u n e sec t ion c o n i q u e E qui est c o n c e n t r i q u e e t 

s emb lab l e et s e m b l a b l e m e n t p lacé à la sect ion c o n i q u e E r o b t e n u e d a n s son cône 

a s y m p t o t e A, p a r le m ô m e p lan P . 

Or n o u s savons q u ' u n c ô n e o b l i q u e A, p e u t ê t r e c o u p é pa r un p lan et sous 

deux d i r ec t ions c o n t r a i r e s , su ivant des c e r c l e s ; dès l o r s , il est év iden t q u e les 

p lans q u i d o n n e r o n t des sections circulaires d a n s le c ô n e a s y m p t o t e A , , d o n n e 

ront auss i des sections circulaires d a n s l ' hype rbo lo ïde à d e u x n a p p e s et à t ro is 

axes inégaux 2,. 

A i n s i , il est d é m o n t r é q u e : l hyperboIoide à deux nappes et à trois axes inégaux 

jouit de la propriété d'avoir des sections circulaires et qu'on peut les déterminer faci

lement au moyen de son cone asymptote. 

De p l u s , il est; d é m o n t r é q u e : les plans des sections circulaires de l Hyperbo

loide à deux nappes et à trois axes inégaux sont parallèles à l axe moyen de cette 

surface. 

Des divers modes de génération dont est susceptible l'hyperbobïde a deux nappes 

et ti trois axes inégaux 

582, Ce q u i a e te di t au sujet des polaires réciproques, n o u s p e r m e t de voir s in -

le -ehamp que Ton p o u r r a e n g e n d r e r c h a q u e n a p p e de l ' hyperbo lo ïde à deux nappes , 

•jinrue nous avons • . • p u n i r é e parabolo ide e l l ip t ique , et qu ' i l suf l i rade r e m p l a c e r 



lesparaboles cons idérées soit c o m m e des génératrices, ou soit c o m m e des directrices 

d a n s le pa rabo lo ide e l l i p t i q u e , pa r des hyperboles, p o u r o b t e n i r l ' hype rbo lo ïde 

à deux n a p p e s . 

A i n s i , on a u r a deux modes p r i n c i p a u x de génération ou de construction, savoir 

I o p a r des el l ipses génératrices se m o u v a n t sur u n e hyperbo le directrice; 2° pat 

des h y p e r b o l e s génératrices se m o u v a n t s u r u n e el l ipse directrice. 

Dans le premier cas, c h a q u e e l l ipse c o u p e r a en d e u x po in t s la m ê m e b r a n c h e 

de l ' h y p e r b o l e . 

Dans le deuxième cas, c h a q u e h y p e r b o l e coupe ra l 'ellipse en deux poin ts et par 

u n e seu le de ses b r a n c h e s . 

OES H Y P E R B O L O I D E S A UNE N A P P E . 

5 8 3 . Nous avons v u , dans le chap i t re o n z i è m e , q u e si l 'on faisait mouvoi r u n e 

d r o i t e s u r t ro is dro i tes , on e n g e n d r a i t u n e sur face 2 q u i , 1° é ta i t d o u b l e m e n t ré 

g l ée ; 2° avait u n c e n t r e o ; 3° c e c e n t r e o était le s o m m e t d ' u n cône A i n t é r i e u r à la 

s u r f a c e 2 , et ayan t p o u r directrice ou base u n e sec t ion c o n i q u e , et il était tel q u e 

c h a c u n e de ses géné ra t r i ces d ro i t e s G éta i t para l lè le à deux géné ra t r i ces d ro i tes et 

de systèmes différents K et L de la surface 2, la p r e m i è r e g é n é r a t r i c e , K, a p p a r t e n a n t 

au premier système de géné ra t ion en l ignes d ro i t e s , la seconde g é n é r a t r i c e , L, a p p a r 

t enan t au second système de généra lion en l ignes dro i tes d e l à surface 2 ; A0 le p lan T 

langent au cône A su ivan t la géné ra t r i c e G coupai t la surface 2 su ivan t les d ro i tes 

K et L e t é tai t un p lan a sympto t e de cet te surface 2 \ 5° tout p l a n P coupai t la s u r 

face 2 et le cône A su ivan t des sec t ions c o n i q u e s , c o n c e n t r i q u e s et semblables et 

s e m b î a b l e m e n t p l acées . 

La surface 2 a reçu le nom d 'hype rbo lo ïde à une nappe et à t rois axes inégaux 

Gela posé : 

Le cône A é tan t un cône ob l ique non de r é v o l u t i o n , n o u s p o u r r o n s tou jours 

d é t e r m i n e r ses axes X, Y , Z ( n ° ' 374 bis et su ivan t s ) , et en m e n a n t u n p lan P 

p e r p e n d i c u l a i r e à l 'axe Z . nous a u r o n s p o u r sect ion d a n s le cône A u n e el l ipse 

E , et pour sect ion dans la surface 2 u n e ellipse L', et les c o u r b e s E et E ' se ron t 

semblables et s emb îab l emen t p l a c é e s , et au ron t pour cen t r e c o m m u n le po in t p 

en lequel Taxe Z est coupé par leur plan P . 

Si l 'on m è n e pa r l 'axe Z un plan Q, ce plan coupera le cône A suivant deux 

généra t r i ces droi tes G et G' ( et les angles Z, G, et Z, G' s e ron t é g a u x , p u i s q u e la 

droi te Z est un des axes du cône A ) . <'t si nous menons deux p lans t angen t s T 



oí r au cône a , le p r e m i e r par ia d r o i t e G et le second p a r la d r o i t e G ' , le 

plan T coupera l 'hyperbolo ïde 2 su ivant deux g é n é r a t r i c e s d ro i t e s K et L , e l l e 

plan T ' c o u p e r a aussi l ' hype rbo lo ïde 2 su ivan t deux généra t r i ces d ro i t e s K ' e t V Les 

d ro i t e s K et L ' , li' et L se c o u p e r o n t r e spec t ivemen t en les po in t s / ' e t / , c o m m e 

é tan t des g é n é r a t r i c e s de systèmes différents. 

La d ro i t e 7P passera pa r le c e n t r e o de la sur face 2 ou le s o m m e t o d u cône 

a s y m p t o t e A 5 le p lan 0 ' pas san t pa r K et L ' et t angen t au poin t / à la s u r f a c e ! , et 

le plan C-) 'passanfpar K' et L et t angen t au poin t /' à la surface 2, s e ron t pa ra l 

lèles e n t r e eux et au p lan Q. 

Si Ton m è n e par le c e n t r e o, ou s o n i m e l o , un plan R p e r p e n d i c u l a i r e à l 'axe Z , 

ce p lan R , qu i ne sera a u t r e q u e le p lan d i amé t r a l p r inc ipa l ( X , Y ) du cône A , 

sera p e r p e n d i c u l a i r e aux t ro i s p l ans 0 , 0 ! et Q , e t c o u p e r a la surface 2 su ivan t 

u n e el l ipse ò qu i aura le po in t o p o u r centre- , et p u i s q u e le p lan 0 e s t p e r p e n d i c u 

laire au p lan R , les d ro i tes K et V s e r o n t p ro je t ées o r t h o g o n a l e m e n t p a r le p lan 0 

s u r ce p lan R su ivan t u n e seu le e t m ê m e t a n g e n t e Q à la c o u r b e $ ; p a r la m ê m e ra i 

s o n , les d ro i t e s K ' e t L se p r o j e t t e r o n t o r t h o g o n a l e m e n t su r le p lan R su ivan t une 

dro i te 6 ' ( in t e r sec t ion des p l a n s 0 ? e t R ) qu i sera t a n g e n t e à ia c o u r b e o; et c o m m e 

é v i d e m m e n t la surface 2 est s y m é t r i q u e pa r r a p p o r t aux trois p l ans d i a m é t r a u x 

p r inc ipaux ( X , Z ) , ( Y , Z ) , ( X , Y ) de son cône a s y m p t o t e A. et q u e ces plans 

sont en m ê m e t e m p s les p l ans d i a m é t r a u x con jugués et p r i n c i p a u x de la surface 

2, il s ' ensu i t q u e les po in t s / et /' sont n é c e s s a i r c n e n t s u r l 'e l l ipse <3 et ne sont 

au t r e s q u e íes po in t s de con tac t des dro i tes G et ô' avec cet te e l l ipse §, Mais la 

chose est évidente en r e m a r q u a n t q u e les deux p l ans T et ï ' se c o u p e n t nécessai

r e m e n t suivant u n e dro i te î p e r p e n d i c u l a i r e à l 'axe Z( p u i s q u e les géné ra t r i ces G 

et G f sont d a n s un plan Q passant par l 'axe Z du cône A ) , et ce t te d ro i t e Í ne 

sera a u t r e q u e /<" 

Cela posé : 

Si l 'on coupe la surface ¿ p a r u n e su i te de p i a n s pe rpend icu l a i r e s a l 'axe Z, 

an aura une sui te d 'e l l ipses semblables et s e m b î a b l e m e n t p lacées 3 , 3' . on, e tc . , 

don t les c e n t r e s s e ron t su r l 'axe Z -, on peu t dés lors c o n s i d é r e r la surface 2 c o m m e 

e n g e n d r é e par la d ro i t e k se m o u v a n t en s a p p u y a n t s u r t ro i s de ces e l l ipses : 

or , c o m m e nous avons vu ci-dessus que la d r o i t e K é ta i t p ro je t ée o r t h o g o n a l e 

men t su r le p lan R ( qui d o n n e ô p o u r sect ion ) su ivant u n e d ro i t e S t a n g e n t e ù 

cette c o u r b e 5 au po in t f on voit q u e t o u s l e s p o i n t s de la d ro i t e K a u t r e s que le 

poi ni / d é c r i r o n t des ell ipses p lu - g r a n d e s q u e ò. 

C !o»t ce qu i a fait d o n n e r à la c o u r b e $, le nom d 'e l l ipse de gorge de l ' h y p e r 

boloïde à une nappe . 



Construction des trois axes de l'hyperboloïde à une nappe et non de révolution. 

5 8 4 . Menons p a r l 'axe Z un p lan P , ce p lan coupe ra l ' hyperbo lo ïde à u n e nappe 

2 su ivan t u n e c o u r b e a composée de deux b r a n c h e s infinies et le cône a sympto t e à 

su ivant deux géné ra t r i ce s d ro i t e s G et G'. 

D é m o n t r o n s q u e la c o u r b e a est u n e h y p e r b o l e . 

Par u n p o i n t x de la c o u r b e a , n o u s p o u r r o n s m e n e r u n e su i t e de p l ans X , X , 

X", e t c . , c o u p a n t r e spec t ivemen t le cône A et la surface 2 su ivan t des e l l ipses g , 

S\ o' f, e t c . , et 6,, g,, g,", e t c . , les c o u r b e s S et g,, g ' e t g/ , e t c . , s e ron t concen t r i 

q u e s et semblab les et s e m b l a b l e m e n t placées-, le p lan P coupe ra les p lans X , X ' , 

X", e t c . , su ivant des dro i tes L , L , L" , e t c . , e t e e s d r o i t e s c o u p e r o n t les c o u r b e s £ . 

o\ e tc . , et g , , g / , e t c . , c h a c u n e en deux po in t s , a insi : 

La d r o i t e L coupe ra g aux po in t s a et b et g, aux po in ts x et 6 

— L' — g' — a et b1 et g / — x et b' 

_ V' — 6" — a' et / / ' et g " - x et 6 ." 

— e tc . 

Les po in t s a et b, a et 6', a" et e t c . , s e ron t s i tués respec t ivement s u r les 

d ro i t e s G et G'; r a p p e l o n s - n o u s qu ' i l a é té d é m o n t r é (n° 3 2 6 , 11°) q u e si l 'on 

avait deux d ro i t e s G et G ' s i t u é e s dans u n plan P , et si l 'on p r e n a i t s u r ce p lan P 

un po in t x, et si pa r ce po in t x on m e n a i t u n e sui te de dro i tes L , V, L" , e tc . . 

c o u p a n t r e spec t ivement les d ro i t e s G et G' aux p o i n t s a et b, a' et b', a" et b", e t c . t 

pu is si l 'on por t a i t su r L , bbt=:ax; s u r L', b'bt'=:a'x; e t c . , les p o in t s b,, b,f

} 

h t

v , e t c . , d é t e r m i n a i e n t u n e h y p e r b o l e passan t pa r le po in t x et ayan t les d ro i t e s 

G et G' p o u r a sympto te s . 

O r , les c o u r b e s g et g,, g r et g / , e t c . , é tant des sect ions con iques c o n c e n t r i q u e s 

et s e m b l a b l e s , il s ' ensu i t q u e les par t i es in te rcep tées p a r el les su r les d ro i t e s L , 

L \ L ' , e t c . , sont éga l e s , on a donc : bb^ax, bbjz^a'x, e t c . , d o n c , etc . 

Cela posé : 

D é m o n t r o n s q u e ayan t m e n é par le c e n t r e o de la surface hyperbo lo ïde 1 , ou 

te s o m m e t o du cône a sympto t e A, u n plan P p e r p e n d i c u l a i r e à l 'axe Z , lequel plan 

c o u p e la sur face 2 su ivan t u n e el l ipse à (qu i est l 'e l l ipse de gorge), si l 'on conçoi t 

un c y l i n d r e B ayan t p o u r sect ion dro i te cet te el l ipse d et ayant dès lors ses géné ra 

t r ices d ro i t e s para l lè les à l 'axe Z , d é m o n t r o n s , d i s - j e , q u e ce cy l ind re B coupera 

l ' u n e et l ' au t r e des nappes d u cône A , savoir : la p r e m i è r e n a p p e suivant u n e 

el l ipse ò' i d e n t i q u e à 3 , et la seconde n a p p e su ivan t u n e e l l ipse <3r' aussi i d e n t i q u e 

* a. 



Et en eiïei . deux ell ipses semblab les et s e m b î a b l e m e n t placées son t iden t iques 

•si l eu r s d i a m è t r e s para l lè les son t égaux . 

Or , r e m a r q u a n t q u e les deux c o u r b e s p lanes $ et o on t c h a c u n e l eu r c e n t r e 

sur l 'axe Z , si n o u s m e n o n s p a r l 'axe Z u n plan Y, lequel coupe ra d en u n po in t d 

et ò! en un po in t d', la d ro i t e dd' se ra para l l è le à l 'axe Z , p u i s q u e dd' sera u n e 

géné ra t r i ce d ro i t e du c y l i n d r e B ; on aura d o n c en d é s ig n an t par 0 et o les c en t r e s 

des c o u r b e s 0 et od, = o'd' ; d o n c , e tc . 

Cela posé : le p lan Y passan t p a r l ' axe Z c o u p e r a la surface h y p e r b o l o ï d e 2 s u i 

vant u n e h y p e r b o l e a et le cône asympto te A su ivant deux géné ra t r i c e s d ro i t e s G et 

G' a s y m p t o t e s de la c o u r b e « . 

Le po in t d sera le s o m m e t de l ' hype rbo le a et dd' sera égal au demi-axe non 

t r ansve r se de cet te hype rbo le a et son axe t r ansve r se sera p r é c i s é m e n t 00' =dd'. 

Dès l o r s , il est évident q u e les d ivers p lans Y, Y', Y" , e t c . , pas san t p a r l 'axe Z 

coupe ron t la surface hype rbo lo ïde 2 , su ivant des hype rbo les a , a\ e t c . , ayant 

môme axe non t r ansve r se 00' et d o n t les demi-axes t r ansver ses od, e t c , se ron t les 

divers d e m i - d i a m è t r e s de l 'e l l ipse de gorge 0 . 

On peu t d o n c concevoir la surface hype rbo lo ïde à u n e n a p p e 2 c o m m e engen

d rée p a r u n e h y p e r b o l e a t o u r n a n t a u t o u r de son axe n o n t r a n s v e r s e , son 

s o m m e t p a r c o u r a n t u n e el l ipse <3, et ce t te c o u r b e a var ian t de forme à c h a q u e 

ins tant de son m o u v e m e n t , de m a n i è r e à ce q u e son axe t r ansve r se varie c o m m e 

les d i a m è t r e s de l 'el l ipse <5, son axe n o n t r a n s v e r s e r e s t an t c o n s t a n t . 

Cela posé : 

Le c y l i n d r e B coupe ra é v i d e m m e n t le cône A su ivant deux el l ipses ò' et 3 

i den t iques et para l lè les à 0 , les p lans (V de la c o u r b e è' et Q" de la c o u r b e à'' 

c o u p e r o n t l 'axe Z , le p r e m i e r an po in t o et le second au po in t 0 " , et l 'on au ra : 

00' — 00", 

On d o n n e le nom dì axes de l ' hype rbo lo ïde à u n e n a p p e 2 , aux deux axes de 

l 'el l ipse de gorge o( qui son t les a x e s 3 I r a n s v e r s e s de la sur face 2 ) , et à o V ( q u i 

est Taxe non t r ansver se de la surface 2 ), 

Et si l 'on dés igne pa r X et Y la d i r ec t ion des axes de l 'el l ipse de gorge 3 , les 

plans ( X , Y ) , (Y, Z) (X , Z) se ron t les p lans d i a m é t r a u x con jugues et p r i n c i p a u x 

de l 'hyperbolo ïde 2 et de son cône a s y m p t o t e A. 

Des diverses variétés des hyperboloïdes a une nappe et de révolution. 

5 8 5 . L 'e l l ipse clc gorge a peu t c i r e un c e r c l e , a lors la surface ! et son cône 

asympto te A sont des surfaces de révolut ion ayan t f a x e Z p o u r axe c o m m u n do 

ro ta t ion , 



1 L 'hyperbo lo ïde à u n e n a p p e et de révolu t ion est di t aplati, l o r sque le 

demi-angle au s o m m e t du cône a sympto te est p lus g r and q u ' u n angle demi -d ro i t ; 

2" L 'hype rbo lo ïde à u n e n a p p e et de révolu t ion est d i t allongé, l o r sque le d e m i -

angle au s o m m e t du cône a s y m p t o t e est p lus pe t i t q u ' u n angle demi-droi t : 

3° L 'hype rbo lo ïde à u n e n a p p e et de révo lu t ion est dit equilateral, l o r sque le 

derni-angle au s o m m e t d u cône a s y m p t o t e est égal à u n angle d e m i - d r o i t . 

Tou tes les p r o p r i é t é s q u e n o u s avons r e c o n n u e s exister p o u r l ' h y p e r b o l o ï d e a 

deux nappes et de révolu t ion , subs i s t en t p o u r l ' hype rbo lo ïde à une n a p p e et de 

revolu t ion ; on les d é m o n t r e r a fac i lement p a r les m ô m e s considérations géométriques 

S e u l e m e n t , on doi t r e m a r q u e r q u e ce r ta ines p rop r i é t é s n ' ex i s t e ron t qu ' avec 

des modif icat ions qui d é p e n d r o n t é v i d e m m e n t de la forme de la su r f ace , et des 

lors pa rce qu ' e l l e n ' a q u ' u n e n a p p e au lieu de d e u x , et qu ' e l l e enveloppe son 

cône a s y m p t o t e au l ieu d'en ê t r e e n v e l o p p é e ; a ins i : 

L Si u n po in t s p r i s d a n s l 'espace est r e g a r d é c o m m e le sommet d ' u n cône A 

t a n g e n t à l ' h y p e r b o l o ï d e 2, surface à u n e n a p p e et de r évo lu t i on , la courbe de-

contac t â sera t o u j o u r s p l a n e , et dès lors cet te c o u r b e sera u n e section conique; 

mais : 

i Si le po in t z est ex t é r i eu r à la surface 2 la c o u r b e h se ra u n e hyperbole t o u r 

née d a n s le m ô m e sens q u e l ' hyperbo le m é r i d i e n n e de la surface 2 \ 

T Si le p o i n t s est i n t é r i e u r à la surface 2, mais e n t r e ce t t e surface I et son 

cône a s y m p t o t e A , la c o u r b e à se ra u n e hyperbole t o u r n e e en sens inverse de 

l ' hyperbo le m é r i d i e n n e de la surface I. ; 

3° Si le point z e s t s u r la surface c o n i q u e et a sympto t e A, la c o u r b e è sera u n e 

parabole ; 

A° Si le po in t z est d a n s l ' i n t é r i eu r d u cône a sympto t e A, la c o u r b e ò sera une 

ellipse. 

il. Si l 'on m è n e le plan T t angen t en un poin t x d ' un h y p e r b o l o ï d e à u n e nappe 

et de révo lu t ion 2, ce p lan T coupe cet te surface 2 su ivant deux gene ra t r i ces 

droi tes K et L de systèmes différents. 

Si e n t r e le cen t r e 0 d e l à surface 2 et le plan T, on mene un plan T', paral le le 

it T . il coupe la surface 2 su ivant u n e h y p e r b o l e don t les asy mpto tes K ' e t L 

sont para l lè les à K et L , et les b r a n c h e s de la c o u r b e x sunt t o u r n é e s dans le 

môme sens q u e l ' hyperbo le m é r i d i e n n e . 

Si au delà du p lan T par r appo r t au cen t r e 0 de la sur face 2. ou a u n e un 

plan T " para l lè le au plan T, ce plan T" coupera la surface 2. su ivant une h y p e r 

bole x" d o n t les a sympto te s K" et L " s e ron t para l lè les à K et L . mais les b r a n 

ches de cet te c o u r b e x " s e ron t t o u r n é e s en sens oppose pai r a p p o r t a l ' h y p e r 

bole m é r i d i e n n e de la surface 2. 



II s ' ensu i t d o n c , q u e les sect ions paral lè les de l ' hyperbo lo ïde à u n e n a p p e IH 

sont pas t ou jou r s des c o u r b e s semblab les et s e m b î a b l e m e n t p lacées ; cela n 'a l ieu 

que p o u r les sect ions elliptiques, mais p o u r les sec t ions hyperboliques, la chose 

n 'a lieu q u e p o u r des p l a n s para l lè les s i tués d ' u n m ê m e côté p a r r a p p o r t au 

p lan t angen t q u i l eu r est pa ra l l è l e , et p o u r les sect ions paraboliques, cela n 'a 

lieu q u e p o u r des p lans c o u p a n t u n e seule des deux nappes du cône a s y m p t o t e A. 

5 8 6 . Dès l o r s , p a r deux sec t ions c o n i q u e s d ' u n e surface hype rbo lo ïde à u n e 

n a p p e , on ne p o u r r a pas tou jou r s faire passer un cône; l c p r o b l è m e n e sera poss ib le 

q u e dans les cas su ivan t s : 

On p o u r r a faire passe r deux cônes : 

I o Pa r deux ellipses qu i se coupen t ou ne se coupen t p a s ; 

2° Pa r u n e ellipse e t u n e parabole q u i se c o u p e n t ou ne se c o u p e n t p a s ; 

3° Pa r u n e ellipse et u n e hyperbole, si l 'el l ipse ne coupe pas l ' hype rbo le ou 

coupe u n e de ses b r a n c h e s en deux p o i n t s ; 

4° P a r u n e parabole ou u n e hyperbole, si la pa rabo le ne c o u p e pas l ' hype rbo l e 

ou coupe u n e de ses b r a n c h e s en deux poin ts ; 

5° Par deux hyperboles t o u r n é e s dans le m ê m e s e n s , et d o n t deux b r a n c h e s se 

coupen t en deux po in t s ou ne se c o u p e n t pas , 

On p o u r r a faire passer u n seul cône : 

I o Pa r deux ellipses t angen te s l ' une à l ' a u t r e ; 

2° P a r deux paraboles t angen tes Tune à l ' au t r e ; 

3° Par u n e ellipse et u n e parabole t angen te s p a r u n p o i n t ; 

4° P a r u n e ellipse et u n e hyperbole t angen tes p a r un p o i n t ; 

5° P a r u n e parabole et u n e hyperbole t angen tes en u n po in t ; 

6° Pa r d e u x hyperboles t ou rnées d a n s le m ê m e sens et t angen te s pa r u n point ; 

7° Par deux paraboles t o u r n é e s dans le m ê m e sens ou en sens opposé ; dans le 

p r e m i e r c a s , les deux paraboles se ron t s i tuées su r la m ê m e nappe d u c ô n e ; dans 

le d e u x i è m e c a s , elles se ron t s i t u é e s , Tune su r la n a p p e in fé r ieure et l ' au t r e sur la 

nappe s u p é r i e u r e d u cône . 

Mais , on n e p o u r r a pas faire passer u n cône pa r deux hype rbo les t o u r n é e s en 

sens opposés . 

Des polaires réciproques de l hyperboloïde à une nappe et de révolution. 

5 8 7 . Si l 'on a u n e d ro i t e D et un hyperbo lo ïde à u n e n a p p e et de révolut ion 2 , si 

l 'on m è n e pa r la dro i te D deux p l ans P e t P ' c o u p a n t la surface I su ivan t deux sec

t ions con iques C et C , l 'on p o u r r a t o u j o u r s enve lopper ces deux cou rbes p a r deux 

cônes don t les s o m m e t s x et x d é t e r m i n e r o n t u n e d ro i t e D, . Les dro i tes D et D, 



sen t di tes potaires réciproques, pa rce qu ' e l l e s j ou i s sen t de cet te p r o p r i é t é , savoir : si 

p a r l a d r o i t e D on m è n e u n e série de p l a n s P , P f , P " , P " f , . . . c o u p a n t l ' hyperbo lo ïde 

à u n e n a p p e 2 su ivant les sect ions con iques C , C r , C , C " , les s o m m e t s des 

cônes t a n g e n t s à la surface 2 su ivan t c h a c u n e de ces cou rbes et les sommet s 

des cônes e n v e l o p p a n t deux à deux ces c o u r b e s , son t t ous d i s t r i b u é s s u r la 

d ro i t e D , e t réciproquement, si p a r la d ro i t e D, on fait passe r une sé r i e de p lans IV 

P / , P , " , P " ' c o u p a n t l ' hype rbo lo ïde 2 su ivan t les c o u r b e s C , , C / , C," , C /" , . -

les s o m m e t s des cônes t a n g e n t s à la surface 2 su ivan t c h a c u n e de ces c o u r b e s , 

et les s o m m e t s des cônes enve loppan t deux à deux ces c o u r b e s sont tous d is t r i 

bués s u r la d r o i t e D. 

Et en effet, n o u s avons d é m o n t r é , c h a p i t r e s ix ième , q u e si l 'on avait t ro is sec

t ions c o n i q u e s C , C , C", don t les p lans se coupa i en t su ivant u n e m ô m e dro i t e D, 

et si les c o u r b e s C et C , C et C", é t a i en t su r des cônes A' et A'', les s o m m e t s x' et 

x" de ces cônes d é t e r m i n a i e n t u n e dro i te su r laque l le se t rouvai t le soin 

met x du cône enve loppan t les cou rbes C et C. 

Si d o n c l 'on a q u a t r e c o u r b e s G, C' , C", C", s i tuées su r f Hyperboloide 2, et 

don t les p lans passen t pa r la m ô m e dro i te D , c o m m e ces c o u r b e s sont nécessa i 

r e m e n t enve loppées deux à deux pa r un c ô n e , il s ' ensu i t q u e l 'on a u r a : 

Le cône A enve loppan t G et C r et ayant p o u r sommet un point x 

A' — G et C" — — x ' 

A" — C et C'" — - x" 

A, — C et C' f — — xt 

A,' — C' et C" — — x ¡ < 

A / ' — C" et G'" — — x \ " 

Ei si l 'on p r e n d un po in t y s u r la d r o i t e D , et q u ' o n le r e g a r d e c o m m e l e som

met d ' un cône B l angen t à la surface 2, le p lan Q de la c o u r b e de contac t cou 

pera les q u a t r e c o u r b e s , C , C/, C", C"', savoir : 

La c o u r b e G en les po in t s a et b 

— C — a' et b' 

C" — a" et bv 

- C'" — a ' " et 6"' 

Et ces po in t s p o u r r o n t ê t re un is deux à deux p a r des d ro i t e s qui s e ron t toute-

s i tuées d a n s le p lan Q. 

O r , il est évident : 

(jue le plan ( y, aa') sera t angen t au cône A suivant la géné ra t r i ce aa' 

— (y,aa") — A' — aa" 

— etc . — etc — etc 



Ainsi tous íes s o m m e t s x,x , x'\.,. des cônes A, A f , A " , . . . s e ron t s u r le p lan Q , 

en p r e n a n t su r ia d ro i te D un a u t r e po in t y, on t rouvera i t q u e t o u s l e s sommet s 

x, x . x'!,... son t su r le p lan Q', p l an de la c o u r b e de con tac t d ' un cône B ' t a n g e n t 

à la surface I et ayant le po in t y p o u r s o m m e t , et dès lors t o u s les s o m m e t s x, 

x', x",... sont s u r la d ro i t e D. in te r sec t ion des p l ans Q et Q'. 

Le t h é o r è m e re la t i f aux polaires réciproques é t an t d é m o n t r é en g é n é r a l , voyons 

quel le modif icat ion il subi t suivant la posi t ion pa r t i cu l i è r e q u e la d r o i t e D occupe 

dans l ' e space , par r a p p o r t à la surface hype rbo lo ïde à u n e n a p p e et de r é v o l u -

î ion 2 . 

V Si la d ro i t e D pe rce l ' hype rbo lo ïde 2 en deux po in t s p et p , on a u r a deux 

géné ra t r i ces d ro i t e s de systèmes différents G et K ( a p p a r t e n a n t à la surface 2 ) qu i 

pas se ron t par le poin t p , et n o u s a u r o n s de m ê m e deux géné ra t r i ces d ro i tes G f et 

K/ passan t par le po in t p ' . 

Les d ro i t e s G et K' se c o u p e r o n t en un po in t pt. 

Les d ro i t e s G' et K se coupe ron t en un po in t p,'. 

Et la d ro i t e D , , qu i u n i r a les po in t s pt e t pi, sera la polaire réciproque de D. 

T Si la d ro i t e D ne p e r c e l ' hyperbo lo ïde 2 q u ' e n un po in t m , on a u r a deux 

généra t r i ces G et K se c ro i san t en ce po in t . 

P u i s q u e la d ro i t e G n e p e r c e l ' hype rbo lo ïde q u ' e n un p o i n t , elle est pa ra l l è l e à 

u n e généra t r i ce d ro i te d u cône a s y m p t o t e , el le est donc paral lè le à u n plan R , 

a sympto te de l ' h y p e r b o l o ï d e 2 ; ce p ian R c o u p e r a la surface 2 su ivan t deux gé

né ra t r i ce s d ro i t e s G f et K' para l lè les e n t r e e l l e s et à la d ro i te D. 

Les d ro i tes G' et K s e c o u p e r o n t en u n po in t n ; 

Les d ro i t e s G et li' se c o u p e r o n t en un p o i n t n ' ; 

Et la d ro i t e nri ou D, sera la polaire réciproque de D. 

Or il est évident q u e la d ro i t e D, sera s i tuée d a n s le p lan a sympto te R. 

3° Si la d ro i t e D ne p e r c e pas la surface 2 , sa polaire réciproque D . n e r e n c o n 

t rera pas la surface 2. 

4° Si la d ro i te D touche la surface 2 en un po in t m, sa polaire réciproque D, 

touche la surface 2 au m ê m e po in t m. 

Dans ce cas les deux polaires réciproques D et D. sont d a n s un m ê m e plan T\ 

tangent au po in t hi à l ' hyperbo lo ïde à u n e n a p p e . 

Monge avaiì d o n n é à ces deux dro i tes le n o m de tangentes conjuguées. 
r>88. L'on p o u r r a t o u j o u r s , en emp loyan t la transformation cylindrique, t ransfor 

m e r u n by pei bo io ïde à ime n a p p e et de r évo lu t ion en u n hype rbo lo ïde à une nappe 

et à t rois axes i n é g a u x , et cela de la m ê m e m a n i è r e q u e n o u s avons t r ans fo rme 

b hyperbolo ïde à deux nappes et de- révolu t ion en un hype rbo lo ïde à deux nappes 

e t à t rois axes ; - .égaux (et à •. <> sujet il su Ili t de c o m p a r e r e n t r e elles tes fig k2t»b 



et 2 6 8 ; la p r e m i è r e est re la t ive à la t r ans fo rma t ion de l 'hyperbolo ïde à deux 

nappes et de révolu t ion en un h y p e r b o l o ï d e à deux nappes e t à t rois axes i n é g a u x , 

et la seconde est re lat ive à la t r ans fo rma t ion de l ' hyperbo lo ïde à u n e n a p p e et de 

révo lu t ion en u n hype rbo lo ïde a u n e n a p p e et à t rois axes i n é g a u x ) . 

Tou te s les p rop r i é t é s qui ex i s t en t p o u r l ' hyperbo lo ïde de révolut ion et a 

u n e n a p p e , ex is ten t d o n c p o u r l ' hype rbo lo ïde à une n a p p e et à trois axes 

i négaux . 

P o u r d é t e r m i n e r les t ro is axes de l ' hyperbo lo ïde à u n e n a p p e et non de r évo lu 

t i o n , on p o u r r a e m p l o y e r u n e cons t ruc t ion ana logue à celle q u e n o u s avons 

employée lo r squ ' i l s 'est agi de l ' hype rbo lo ïde à deux n a p p e s et non de révolut ion : 

et à ce sujet on p e u t c o m p a r e r e n t r e elles les fig, 267 et 2 6 9 , 

Des sections circulaires de C hyperboloïde à une nappe et à trois axes inégaux. 

5 8 9 . Le cône a s y m p t o t e A et l ' hype rbo lo ïde I é t an t coupés pa r u n plan suivant 

des s ec t i ons c o n i q u e s , c o n c e n t r i q u e s et semblab les et s e m b l a b l e m e n t p l a c é e s , et 

que l le q u e soi t la d i rec t ion d u p l an sécant l o r sque les sec t ions son t des ellipses ( le 

t h é o r è m e n ' é t a n t en dé fau t q u e d a n s le cas où les sec t ions son t des hyperboles), il 

s ' ensu i t q u e les p l ans des sections circulaires d u cône o b l i q u e A se ron t en m ê m e 

t e m p s les p l ans des sections circulaires de l ' hype rbo lo ïde 2 à u n e n a p p e et à t rois 

axes i n é g a u x . 

Des divers modes de génération par des sections coniques dont est susceptible 

r hyperboloïde à une nappe et à trois axes inégaux. 

5 9 0 . Ce q u e n o u s avons dit t o u c h a n t les polaires réciproques n o u s m o n t r e 

q u e l 'on p e u t e n g e n d r e r l ' hype rbo lo ïde à u n e n a p p e c o m m e l ' hyperbo lo ïde a deux 

n a p p e s , et a insi : 

i" Au m o y e n d 'e l l ipses génératrices et d une hype rbo l e directrice, 

2° Au m o y e n d ' hype rbo l e s génératrices et d ' u n e el l ipse directrice. 

Dans le premier cas, c h a q u e el l ipse génératrice zura deux po in t s c o m m u n s a\e« 

i hype rbo le directrice, mais l 'un de ces po in t s é tan t s u r l ' une des b r a n c h e s , «e 

l ' au t re de ces po in ts é t an t su r l ' au t r e b r a n c h e de l ' hype rbo le . 

Dans le deuxième cas, c h a q u e hyperbo le génératrice a u r a deux p o i n t s c o m m u n s 

avec l 'el l ipse directrice, mais l 'un de ces points a p p a r t i e n d r a à la p r e m i e t e 

b r a n c h e , et l ' au t r e de ces poin ts a p p a r t i e n d r a à la s econde b r a n c h e de I hy

perbole.. 



Et en se r a p p e l a n t ec q u i a é té di t t o u c h a n t l ' hype rbo lo ïde à deux n a p p e s , on 

voit q u e les modes de génération ou de construction p o u r l ' un et l ' au t r e des deux 

hyperbolo ïdes ( à une nappe et à deux n a p p e s ) n e diffèrent e n t r e eux q u e pa rce 

q u e ces deux po in t s son t p o u r l ' une des surfaces s i tués e n s e m b l e s u r u n e m ê m e 

b r a n c h e de l ' h y p e r b o l e , et q u e p o u r l ' au t r e des su r f aces , ces deux p o i n t s son t 

séparés et s i tués l 'un s u r u n e b r a n c h e , et l ' au t r e su r l ' au t r e b r a n c h e d e l ' hy

pe rbo le , 

Nomenclature des surfaces qui peuvent être coupées par un plan et quelle que soit sa 

direction suivant une section conique. 

5 9 1 . Nous venons d ' é t u d i e r q u e l q u e s - u n e s des p r o p r i é t é s g é o m é t r i q u e s d o n t 

j o u i s s e n t l e s c inq surfaces c o n n u e s sous le n o m d ' e l l i p so ïde , de pa rabo lo ide e l l ip 

t i q u e , de parabolo ide h y p e r b o l i q u e , d ' h y p e r b o l o ï d e à deux nappes et d ' h y p e r b o -

ioïde à u n e n a p p e . On a d é m o n t r é p a r Y analyse q u ' i l n ' ex i s ta i t q u e ces c i n q surfaces 

(en m e t t a n t d e côté l e e o n e et les t ro is c y l i n d r e s à base sec t ion c o n i q u e ) qu i j ou i s 

sa ien t de la p r o p r i é t é d ' ê t r e coupées p a r un p l a n , et que l le q u e soi t sa d i rec t ion 

su ivant u n e sect ion c o n i q u e , voyons si la méthode des projections n e p o u r r a i t pas 

nous c o n d u i r e à la d é m o n s t r a t i o n du m ê m e t h é o r è m e , et a ins i si , p a r le raisonne

ment géométrique s e u l , et en n o u s a p p u y a n t su r ce q u e nous avons d i t t o u c h a n t 

les c i n q surfaces é tud iées c i - d e s s u s , n o u s ne p o u r r o n s pas d é m o n t r e r rigoureuse

ment q u ' e n effet il n ' ex i s t e q u e ces c inq surfaces ( en m e t t a n t de cô té le c ô n e et 

les t ro is c y l i n d r e s à base sect ion c o n i q u e , q u e n o u s avons é tud i ée s d a n s le c h a 

p i t r e VIII ) q u i pu i s sen t ê t r e coupées pa r un p l a n , et que l le q u e soi t sa d i rec

t ion su ivant u n e section c o n i q u e . 

P o u r q u ' u n e sur face 2 p u i s s e ê i r e coupée par un p lan P q u e l c o n q u e su ivan t u n e 

sect ion c o n i q u e C, il faut q u e cet te sur face n ' a i t q u ' u n seul c e n t r e o , et en effet : 

Si la surface 2 avait p l u s i e u r s c e n t r e s o, o', d o n p o u r r a i t u n i r deux à deux 

ces cen t r e s par u n e d r o i t e ; je dés igne Tune de ces dro i tes ( o , o ) pa r e x e m p l e , 

pa r D . Par la d ro i t e D faisons passer u n e sér ie de p l ans Q , Q' , Q " , . " c h a c u n de 

ces p lans coupe ra la surface 2 su ivant u n e c o u r b e , et l 'on a u r a a ins i les sect ions 

C , C C f î , . . . et c h a c u n e d e ces c o u r b e s a u r a n é c e s s a i r e m e n t deux cen t r e s q u i se

ron t les po in t s o et o1. 

La surface 2 n e serai t d o n c pas coupée p a r u n plan q u e l c o n q u e su ivant u n e 

section c o n i q u e , la surface 2 ne peu t d o n c avoir q u ' u n seul centre* 

Cela posé : 

La surface 2 ayan t u n seul c en t r e o, ne p o u r r a affecter q u e trois formes d i s -

u n c t e s , et en effet : si pa r le c e n t r e o nous m e n o n s u n p lan q u e l c o n q u e Q, ce p lan 



coupe ra la surface 2suivant u n e e l l ipse E ou su ivan t u n e hype rbo le H , p u i s q u e 

p a r m i les sect ions con iques , l 'el l ipse et l ' hype rbo le sont les seu les c o u r b e s ayant 

un c e n t r e . 

Le plan Q p o u r r a p r e n d r e a u t o u r du po in t o tou tes les pos i t ions i m a g i n a b l e s , 

et il ne p o u r r a évidemment a r r i ve r q u e les t ro i s choses suivantes : 

V Quel le q u e soi t la posi t ion d u p lan Q , la section sera tou jours une ellipse; 

i2° Quel le q u e soit la posi t ion du plan Q , la section sera t ou jou r s u n e hyperbole. 

3° P o u r ce r t a ines pos i t ions du p lan Q , I a section sera u n e ellipse, et p o u r d ' a u 

t res pos i t ions du p lan Q , la sect ion sera u n e hyperbole. 

On voit d o n c q u e , d a n s le premier cas, on a u r a des surfaces ayan t la forme d 'un 

ellipsoïde. 

Dans le deuxième cas, on a u r a des surfaces ayan t la forme d ' un hyperboloïde à 

deux nappes. 

Et dans le troisième cas, on au ra des surfaces ayant la forme d ' u n hyperboloïde à 

une nappe. 

E x a m i n o n s le premier cas. 

C o m m e la surface 2 do i t ê t r e coupée p a r t ou t p lan P passan t p a r le c e n t r e o 

suivant u n e section c o n i q u e , ce t te surface ne p o u r r a ê t re coupée q u e su ivan t u n e 

ellipse, p u i s q u e la forme qu ' e l l e affecte est celle d ' u n ellipsoïde , et a insi cet te su r 

face devra pouvoir ê t re e n g e n d r é e p a r u n e ell ipse génératrice se m o u v a n t s u r u n e 

ell ipse directrice; c 'est p r éc i s émen t le m o d e de géné ra t ion qu i n o u s a d o n n é la 

surface c o n n u e sous le n o m d 'e l l ipsoïde à t ro i s axes i négaux . 

E x a m i n o n s le deuxième cas. 

Nous p o u r r o n s tou jours coupe r l ' une des deux nappes de la surface 2 pa r un 

p l a n , de m a n i è r e à ob t en i r u n e ellipse; ce t te surface p o u r r a donc ê t re engen

drée par u n e hype rbo le génératrice et u n e el l ipse directrice , u n e seule b r a n c h e de 

l 'hyperbole géné ra t r i ce s ' a p p u y a n t s u r l 'e l l ipse d i r e c t r i c e ; e t c 'es t p réc i sémen t le 

m o d e de géné ra t ion qui n o u s a d o n n é la surface c o n n u e sous le n o m d ' h y p e r b o -

ioïde à deux n a p p e s . 

E x a m i n o n s le troisième cas. 

Nous p o u r r o n s tou jours coupe r la surface pa r un p lan su ivant une ellipse, 

nous a u r o n s d o n c u n e h y p e r b o l e génératrice et une ell ipse directrice, mais c h a q u e 

b r a n c h e de l ' hyperbo le généra t r i ce s ' appu ie ra su r l 'ellipse d i r e c t r i c e , et c 'est ce 

mode de géné ra t i on qui n o u s a d o n n é la surface c o n n u e sous le nom d h y p e r b o 

loïde à u n e n a p p e . 

Or, dans l ecas d ' u n e surface ayant un seul c e n t r e , n o u s venons de combine r de 

tou tes les m a n i è r e s possibles les deux sec t ions co n iq u es ayant un c e n t r e , et nous 

ne t rouvons q u e t rois formes de surfaces possibles et ayant des m o d e s de géné ra -



tion iden t iques à ceux r e c o n n u s p r é c é d e m m e n t exister p o u r l 'e l l ipsoïde et les 

deux h y p e r b o l o ï d e s ; n ' e n do i t -on pas c o n c l u r e q u e ces t ro i s surfaces sont les 

seules surfaces ayan t u n seul c e n t r e , qu i pu i s sen t ê t r e coupées p a r u n p lan eî 

quel le q u e soit sa d i rec t ion su ivan t u n e sect ion c o n i q u e ? 

Une surface 2 peu t avoir un seul c e n t r e , mais ce cen t r e p e u t ê t r e s i tué à F in 

t i n i ; dans ce c a s , p o u r que la surface 2 soit coupée pa r t o u t p l an suivant une 

section c o n i q u e , il faut é v i d e m m e n t q u ' u n e sé r ie de p lans P , P r , P " , . . . passant 

par u n e m ê m e dro i t e D, coupen t ce t te surface 2 su ivant des paraboles <3 , á', o ' v -

ayant r e spec t ivemen t leur axe inl ini para l lè le à la d ro i te D. 

Mais les pa rabo les ò , ò', ò",... p o u r r o n t affecter les unes p a r r a p p o r t aux au t r e s 

des pos i t ions d i f férentes , et a ins i : I o ce r t a ines c o u r b e s 3 , o",... s e ron t t o u r 

nées d a n s un s e n s , et ce r t a ines a u t r e s 3 , , à,', ô , " , . . . s e ron t t o u r n é e s en sens o p p o s é ; 

ou 2° tou tes les c o u r b e s d, ò', ò'',... et ¡5/, 3 / ' , . . . s e ron t t ou rnées d u m ê m e côté . 

Dès lors il est év iden t q u e d a n s le premier cas la surface 2. est composée de deux 

p a r t i e s , don t l ' une au ra son c e n t r e s i t ué à l'infini à droite s u r la d ro i t e D , et 

don t l ' au t r e a u r a son cen t re s i tué à l ' inf in i , mais à gauche, s u r la même-dro i t e D. 

E t , dans ce c a s , un plan d i r igé de m a n i è r e à c o u p e r la .dro i te D devant d o n n e r 

pour sect ion d a n s la s u r f a c e 2 u n e sect ion c o n i q u e , on ne p o u r r a ob ten i r q u ' u n e 

hyperbole. 

On do i t d o n c avoi r , d a n s ce premier c a s , u n e surface 2 ayan t la forme d ' u n pa

raboloide hyperbolique, et c o m m e cet te surface 2 a u r a p o u r mode de généra t ion 

une pa rabo le génératrice s ' appuyan t sur u n e h y p e r b o l e directrice, on doit en con 

d u r e q u e ce t te surface 2 ne sera a u t r e q u e le pa rabo lo ide h y p e r b o l i q u e , 

il est de m ê m e év iden t , dans le deuxième cas, q u ' e n ver tu de ce q u e la sur face 2 

n'a q u ' u n c e n t r e s i t ué à l 'infini s u r la d ro i t e D , tou t p lan ob l i que à la d ro i t e D 

coupera cet te surface 2 suivant u n e ellipse, et que dès lo r s son m o d e de généra t ion 

sera d o n n é par u n e pa rabo le génératrice s ' a p p u y a n t su r u n e e l l ipse directrice , ce 

qui nous d o n n e le parabolo ide e l l ip t ique . 

Ainsi il se t rouve d é m o n t r é qu ' i l n 'ex is te q u e neuf surfaces du second o r d r e ou 

du deux ième d e g r é , savoir : le cône à base section c o n i q u e , les t ro is cy l ind res 

(parabolique, elliptique et hyperbolique ) , l ' e l l ipsoïde , les deux p a r a b o l o i d e s ( ellip 

fique et hyperbolique ) et les deux hyperbo lo ïdes ( à une n appe et à deux n a p p e s ) . 



DE QUELQUES PROPRIÉTÉS DONT JOUISSENT DEUX SURFACES DU SECOND ORDRE 

LORSQUE CES SURFACES SOXT COMBINÉES DEUX A DEUX. 

5 9 2 . Deux surfaces du second ordre se coupant suivant une courbe composée de 

deux branches, si lune des branches ( ou courbe d ' e n t r é e ) est plane , l'autre branche 

( ou courbe de so r t i e ) est aussi plane. 

Si deux surfaces du second o r d r e I et 2f se c o u p a n t ( d ' a b o r d ) su ivan t une sec

tion c o n i q u e C , se r e c o u p e n t ( e n s u i t e ) suivant u n e seconde c o u r b e C , cette 

seconde c o u r b e C n 'es t a u t r e q u ' u n e sect ion c o n i q u e . 

Et en effet : 

P r e n o n s t ro is po in t s a r b i t r a i r e s m, m', m", s u r la c o u r b e G'5 ces t rois pe in t s 

d é t e r m i n e r o n t u n p lan P , lequel c o u p e r a : I o la surface 2 su ivan t une sect ion 

c o n i q u e B , et 2° la surface I' su ivant u n e sect ion c o n i q u e B ' ; a i n s i , les deux 

sec t ions c o n i q u e s B et B ' s o n t d a n s u n m ê m e p l a n P et ont en c o m m u n trois po in t s 

m , m , m . 

Cela posé : 

Nous p o u r r o n s t o u j o u r s enve lopper , i° les deux sec t ions con iques C et B par 

un cône A, et les deux sect ions c o n i q u e s C et B ' p a r un cône A'. 

Les deux cônes A et A' a u r o n t d o n c en c o m m u n l eu r base qu i est la section 

c o n i q u e G e l l e s t ro i s po in t s m , m\ m", et c o m m e ils do iven t se r e c o u p e r (en ver tu 

de ce qu ' i l s on t déjà u n e sect ion con ique C c o m m u n e ) su ivant u n e seconde 

section con ique X , cet te sect ion c o n i q u e X passera par les t rois po in t s m , m e 

m", et sera dès lors s i tuée dans ie p lan P . 

Or les c o u r b e s X et B é t an t des sec t ions faites dans le cône A p a r un m ê m e 

plan P , se confonden t en u n e seule et m ê m e c o u r b e . 

Or les c o u r b e s X et B' é t an t auss i des sec t ions faites d a n s le cône A' par le 

m ê m e p lan P , se confondent en u n e seule et m ê m e c o u r b e . 

Ainsi les t ro i s sect ions con iques X , B et IV ne sont q u ' u n e seule et m ê m e 

c o u r b e . 

Ainsi par la sect ion c o n i q u e C et les t rois p o i n t s m , m' et m " , o n peu t tou jours 

faire passer un cône c o u p a n t l ' une et l ' a u t r e surface 2 et 2', suivant une meine 

sect ion con ique X ayan t p o u r p l a n , le p lan ( m , m, m"). 

Les deux surfaces 2 et 2 ' a y a n t en c o m m u n une c o u r b e p l ane C et les trois po in t s 

m , m r , m" ( s i t u é s ho r s du plan de ce t te c o u r b e C), se c o u p e n t donc su ivant u n e 

seconde section con ique X passant par les trois po in t s m , m, m' f ; ainsi la c o u r b e C.' 



( d e s o r t i e ) n 'es t a u t r e et ne peu t ê t r e a u t r e q u e la section con ique X. D o n c , 

e t c . , e t c . (*). 

5 9 3 . Deux surfaces du second ordre étant enveloppées par un même cône, ne peuvent 

s'entrecouper que suivant une ou deux sections coniques. 

Si deux surfaces d u second o r d r e 2 et 2 ' son t t e l l emen t p lacées d a n s l ' e s p a c e , 

l ' une p a r r a p p o r t à l ' a u t r e , qu ' e l l e s soient enve loppées p a r u n m ê m e cône A , 

elles ne p o u r r o n t s ' e n t r e c o u p e r q u e su ivan t des sec t ions c o n i q u e s . Mais la réci

proque n ' a pas l ieu . Ainsi deux surfaces du second o r d r e 2 et 2 ' p euven t s ' en t re

coupe r su ivant u n e ou deux sec t ions c o n i q u e s , sans p o u r cela pouvoir ê t r e e n v e 

loppées l ' une et l ' a u t r e p a r le m ê m e c ô n e . 

Dés ignons par d le s o m m e t d u cône A e n v e l o p p a n t , et par G la sect ion c o n i q u e 

qu i est la c o u r b e de con tac t de ce cône A et de la surface 2 , et p a r G' la section 

c o n i q u e qu i est aussi la c o u r b e de con tac t d e c e m ê m e c ô n e A e t d e la seconde s u r 

face 2 ' . Les p lans des deux c o u r b e s G et C r se c o u p e r o n t su ivan t u n e dro i te 1; j e 

dis q u e les p lans des sec t ions c o n i q u e s , su ivan t l esque l les s ' e n t r e c o u p e r o n t les 

deux surfaces 2 et 2 ' , pas se ron t pa r la d ro i t e 1. 

Tour d é m o n t r e r ce t h é o r è m e i m p o r t a n t ( ou cet te p r o p r i é t é r e m a r q u a b l e ) c o n 

c e r n a n t deux surfaces du second o r d r e , n o u s s o m m e s obl igé de cons idé r e r d ' a 

b o r d les p r o p r i é t é s de relation de position don t j ou i s sen t deux sec t ions co n iq u es 

s i tuées s u r un m ê m e p lan et a y a n t des t angen t e s c o m m u n e s . 

Des propriétés géométriques et des relations de position dont jouissent deux sections 

coniques situées sur un même plan, et ayant une , ou deux, ou trois, ou quatre tan

gentes communes (**). 

5 9 4 . Concevons d e u x sect ions c o n i q u e s G et C , s i tuées s u r un p l a n , et te l les 

qu ' on pu isse leur m e n e r , I o deux t angen tes c o m m u n e s extérieures B et 9, se c o u 

p a n t en un po in t p , et 2° deux tangentes c o m m u n e s intérieures B' et 9 / se c o u p a n t 

en un po in t p'. 

Désignons les poin ts de contac t des courbes et des t angen te s de la man iè r e 

suivante : 

(* i Voyez d a n s le Complément de géométrie descriptive le m é m o i r e q u i a p o u r t i t re : Propriétés des 

courbes du second degré considérées dans l'espace, m é m o i r e qu i a é té pub l i é p o u r la p r e m i è r e fois d a n s 

la Correspondance mathématique et physique des Pays-Bas ( Vol . I l l , n ° 3 . ) . 

(**) Je suppose , p o u r tou t ce qu i va su iv re , q u e l ' on a p r é s e n t à l 'espr i t t ou t ce qu i est re la t i f , I o a 

i-1 épure de la sec t ion d ' u n cône pa r u n p l a n ; et 2° à Y épure de l ' i n t e r sec t ion de d e u x cônes ou de P in -

le rsec l ion d ' u n t o n e et d ' u n c y l i n d r e , et qu ' a in s i o n se r a p p e l l e le m o d e de c o n s t r u c t i o n e m p l o y é p o u r dé

t e r m i n e r un point de la c o u r b e de sect ion ou d ' i n t e r sec t ion et p o u r d é t e r m i n e r la tan gen i cen ce po in t . 



9 touchera G au po in t e et G' au point e1 

V — e, — e,' 

Ç — t — ¿ 

9/ — i, — i,' 

Cela posé : 

J e dis q u e les p rop r i é t é s su ivan tes ex is ten t : 

I o Les deux cordes eel et e'e,' é t an t p r o l o n g é e s , se c o u p e r o n t en u n po in t q, et 

les deux cordes ii, et i'ij é t an t p r o l o n g é e s , se c o u p e r o n t en le m ê m e po in t g. 

2° Si p a r le po in t q on m è n e deux t angen t e s 6 et g, à la c o u r b e G , et g' et g,' à 

la c o u r b e C , les q u a t r e p o i n t s de con tac t s e ron t s u r u n e d ro i t e Q passant p a r les 

po in t s p et p'. 

3° Si p a r l e poin t p o n m è n e une sui te de d ro i t e s Y , Y', Y " , . . . . c o u p a n t c h a c u n e 

des deux sec t ions con iques Ce t C r en deux p o i n t s , les q u a t r e t angen tes cons t ru i t e s 

pour ces po in t s aux c o u r b e s C et G', se c o u p e r o n t deux à deux en six p o i n t s , 

don t deux s e r o n t , l 'un s u r la co rde de contac t ee, et l ' au t r e s u r la corde de 

contact ee'n e t don t les q u a t r e a u t r e s se ron t d i s t r ibués deux à deux s u r deux 

d ro i t e s E et l ; l ' une de ces d ro i t e s E s e r a extérieure aux deux cou rbes C et C , 

l ' au t re d r o i t e I sera intérieure à ces cou rbes C et C/ et ces deux dro i tes I et E p a s 

se ron t pa r le poin t q. 

4° Si p a r le po in t p ' o n m è n e u n e sui te de dro i tes X , X', X " , . . . . c o u p a n t cha

c u n e les deux sec t ions c o n i q u e s C et C' en deux p o i n t s , les q u a t r e t angen tes 

cons t ru i t e s p o u r ces points aux cou rbes C et C/se c o u p e r o n t deux à deux en six-

p o i n t s , d o n t deux s e r o n t , l 'un su r la co rde de contact U, et l ' au t r e su r la co rde 

de contac t t ï l t et don t les q u a t r e a u t r e s se ron t d i s t r i bués deux à deux su r les 

deux m ê m e s d ro i t e s E et l ( don t il a é té p a r l é c i -dessus ) . 

Nous a l lons é tabl i r l 'exis tence de ces diverses p r o p r i é t é s , en ne n o u s servant 

q u e de la m é t h o d e des projections orthogonales. 

PREMIER CAS. Les sections coniques C et C étant extérieures Cune à l'autre et 

n'ayant aucun point commun. 

5 9 5 . So ien t d o n n é e s sur un plan , q u e nous p r e n d r o n s p o u r p lan hor izonta l de 

project ion , deux sec t ions con iques C et C (fig. 2 7 0 ) , telles qu ' e l l e s n ' a ien t a u c u n 

point en c o m m u n , et q u ' é t a n t ex té r i eu res l ' une à l ' a u t r e , on puisse leur m e n e r 

deux t angen te s c o m m u n e s et ex t é r i eu re s G et G, se coupan t en un po in t p , et 

deux t angen tes c o m m u n e s et in t é r i eu res G' et G/ se coupan t en un po in t / / . 

Ces t angentes loucheront lo s c o m b e s C, et C f chacune en un p o i n t , et ainsi on 

aura 



r; t o u c h a n t la c o u r b e C au po in t e 

— — C — e' 

Ç, t ouchan t la c o u r b e C au po in t e, 

— __ a * e / 

<3f t ouchan t la c o u r b e C au point i 

— — C — r* 

5 , ' touchant la c o u r b e C au poin t i, 

Désignons respec t ivement p a r P, P , , P ' , P / , les cordes de contac t eetìii,,e'e< 

ces cordes é tan t supposées indé f in imen t p ro longées . 

On voit de sui te q u e p o u r la c o u r b e C : 1° le po in t p est pôle et la d ro i t e P po

laire, 2° le po in t /? ' est pd/e et la d ro i t e P, polaire; q u e p o u r la c o u r b e C : P le 

point p est pôle et la d ro i t e P ' polaire , 2° le po in t p' est pôle et la d ro i te P / polaire, 

Ainsi les deux c o u r b e s C et C sont l iées l ' une à l ' au t re p a r deux pôles p et p ' . 

qu i sont c o m m u n s aux deux c o u r b e s , et c h a c u n e de ces deux courbes a une 

pola i re d i s t i n c t e , c h a c u n e de ces pola i res c o r r e s p o n d a n t à l 'un des deux pôles 

c o m m u n s p et p'. 

Cela posé : 

I m a g i n o n s par le po in t p u n e verticale Z , et p r e n o n s su r cet te d ro i te Z un 

po in t a r b i t r a i r e s , et c o n s i d é r o n s ce point s c o m m e le s o m m e t d ' un cône A ayant, 

p o u r base ou t r ace h o r i z o n t a l e la section c o n i q u e C. 

i m a g i n o n s ensu i t e u n cy l i nd re vertical ( C ) a y a n t ses géné ra t r i c e s d ro i tes pa 

ral lèles à Z , et a y a n t p o u r base ou t race h o r i z o n t a l e ( et en m ê m e t emps pour 

section dro i te ) la sec t ion c o n i q u e C . 

Les deux surfaces A et ( C ) se c o u p e r o n t su ivant deux cou rbes p lanes .v sections 

coniques) C,et C 2 q u i s e p ro j e t t e ron t h o r i z o n t a l e m e n t et o r t h o g o n a i e m e n t su ivan t la 

cou rbe C , p u i s q u e é v i d e m m e n t ces deux surfaces on t deux p l ans t angen t s c o i n -

m u n s ( l e s q u e l s sont ver t icaux , pu i squ ' i l s passen t tous deux par la d ro i te Z ) et dont 

jes t races h o r i z o n t a l e s n e son t a u t r e s q u e les t angen te s ex t é r i eu re s 6 et S, : et de 

p lus ces deux p l a n s , q u e j e dés ignera i pa r Ö e t © , , t ouchen t V l e e o n e à , savoi r : 

le p r e m i e r su ivan t la g é n é r a t r i c e d ro i t e se et le second su ivant la géné ra t r i c e d ro i t e 

se, ; ils t o u c h e r o n t 2° le cy l i nd re ( C ) su ivant deux géné ra t r i ce s d ro i tes K et k ; qui 

sont vert icales et qui p e r c e n t le p lan ho r i zon t a l de p ro jec t ion aux po in t s e' et e./. 

Cela posé : 

Les d ro i t e s K et se se c o u p e n t en un p o i n t e'\ et les dro i tes K, et se, se c o u 

pen t en un point e , " ; et ces deux poin ts ont r e spec t ivement pour p ro jec t ions ho

r i zon ta l e s les po in t s e et e\. 

Ces po in t s e" et e:' sont é v i d e m m e n t ceux en lesquels se coupen t les ùeuv c o u r -



oes C, et G.,, et la d ro i t e c'ej' ( qui p ro longée sera dés ignée par S } sera l ' in ter

section des d e u x p lans ( C, ) et ( C 2 ) des c o u r b e s C, et Ca-, et il est év ident q u e le 

plan ( S , P ) , qui con t ien t les géné ra t r i ces dro i tes se et se, du cône A et le plan ( P ' ; 

qu i sera vert ical et qu i con t i en t les géné ra t r i ce s d r o i t e s K et K, du cy l indre ( C . 

se c o u p e n t su ivan t ia droi te S . 

Dès lors il est évident que les t ro is d ro i tes S , P et P ' v i ennen t se couper en un 

m ê m e po in t q, qu i sera la t race hor izon ta le de la d ro i t e S. 

Dès lors enco re les p lans ( C , ) e t ( C J c o u p e r o n t le p lan hor izon ta l de project ion 

su ivant des d ro i t e s 1 et E , qui devron t passer par le p o i n t q. 

Cela posé : 

Si du po in t q on m è n e deux t angen te s g et g, à la c o u r b e C, l eu r s po in t s de c o n 

tact b et 6, et le po in t p se ron t en l igne d ro i t e 5 et en effet : les d ro i t e s sb et sb, se

ron t des généra t r i ces d ro i t e s du cône A, les p lans B et B t t a n g e n t s à ce cône A s u i 

vant ses généra t r i ces sb et sb,, a u r o n t r e spec t ivemen t p o u r t races hor izon ta les les 

t angen tes g et g,; ces deux p lans t a n g e n t s B et B, se c o u p e r o n t su ivant ia d ro i t e 

sq, et dev ron t con t en i r les t angen tes en chacun des q u a t r e po in t s en lesquels les 

cou rbes C, et C 2 coupen t les g é n é r a t r i c e s d ro i t e s sb et sb,, et ces t angen tes se 

p ro j e t t e ron t h o r i z o n t a l e m e n t su ivan t des t angen tes g' et g / à la c o u r b e C ' . Des 

lors p u i s q u e ces t a n g e n t e s aux c o u r b e s C, et C 2 se p ro j e t t en t deux à deux su ivant 

une seule d r o i t e , il s ' ensui t q u e l eu r s po in t s de con tac t avec les cou rbes C, et C, sont 

deux à deux su r u n e ve r t i ca l e , et ainsi s u r u n e généra t r i ce d ro i t e du c y l i n d r e 

( C ) . On a u r a donc deux géné ra t r i ces d r o i t e s , l ' une K' p ro je tan t deux po in t s ( s i 

t u é s , l ' un su r la c o u r b e C, et l ' au t re su r la c o u r b e C J en le poin t b' contac t de la 

c o u r b e C' avec sa t angen te g'j et l ' au t r e M./ p ro je tan t deux au t r e s po in t s ( s i tues , 

l 'un sur la c o u r b e C, e t l ' a u t r e su r la c o u r b e C J en le po in t bi contac t de la courbe 

C' avec sa t a n g e n t e g',. Et ainsi il se t rouve d é m o n t r é q u e les deux généra t r i ces 

d ro i tes sb et sb, sont dans un m ê m e plan ver t ical passant par le sommet s du 

cône A et pa r les deux g é n é r a t r i c e s d ro i tes K' et K / du c y l i n d r e ( C ) . 

Nous pouvons donc a l ï i rmer que les t ro i s poin ts 6 , b, et p sont en l igne d ro i t e . 

Cela posé : 

Pu i sque ies dro i tes i et E passen t par le point c/, ainsi q u e les t angentes 5 et g, , 

il s ' ensu i t q u e les tangentes o et 6 / pas se ron t aussi pa r ce m ê m e point q, puis

qu ' e l l e s sont les pro jec t ions hor i zon ta les d e s d r o i t e s suivant lesquel les les p lans tan

gents B et B, son t coupés par les p lans ( C J et (CJ . Ainsi les c inq poin ts b,bn b\ b, 

, contact des t angen tes g , g , , g' et g / , m e n é e s du poin t q aux deux c o u r b e s C et C ) 

et le point p sont sur' une d ro i t e q u e jai déjà dés ignée c i -dessus par Q. 

Et il est év ident que le point q est un pôle c o m m u n aux deux cou rbes C et C . 

et q u e la d ro i te Q est polaire c o m m u n e à ces deux mêmes sect ions con iques C et L 



Cela posé * 

E x a m i n o n s c o m m e n t les dro i tes I et E sont liées aux c o u r b e s C et C . 

Menons p a r le po in t p une d r o i t e Y c o u p a n t la c o u r b e C aux po in t s m et n, et la 

c o u r b e C aux p o i n t s m et n r ; c o n s t r u i s o n s les t angen te s en ces p o i n t s et r e spec 

t ivemen t aux c o u r b e s C et C , on aura les q u a t r e t a n g e n t e s , savoir : M au po in t m , 

J \ au p o i n t n, M' au po in t m'y PS1' au po in t ri, et ces droi tes se c o u p e r o n t deux à 

d e u x en six p o i n t s x, x', y, y , /, /'. 

Les po in ts / et /' s e ron t é v i d e m m e n t s i t u é s , le p r e m i e r su r ia d ro i t e P polaire 

de la c o u r b e C p o u r le pôle p, e t le second su r la d ro i t e P ' polaire de la cou rbe C ! 

p o u r le m ê m e pôle p. 

Cela posé : 

J e dis q u e les q u a t r e au t r e s po in t s s e ron t s i t u é s , savoir : d e u x , x et x' su r ia 

dro i te E ; et d e u x , y et y s u r la d ro i t e I ; et en effet : 

Les g é n é r a t r i c e s d ro i t e s sm et sn d u cône A se ron t s i tuées dans u n plan sécan t 

vert ical ayan t la d ro i t e Y p o u r t race h o r i z o n t a l e . 

Ces dro i tes sin et sn c o u p e r o n t les c o u r b e s C, et C a , c h a c u n e en deux p o i n t s , en 

sor te q u e l 'on a u r a q u a t r e p o i n t s qu i se p ro j e t t e ron t h o r i z o n t a l e m e n t et deux à 

deux en les po in t s ni et n' s u r la c o u r b e C . 

Les t a n g e n t e s M' et N f à la c o u r b e C en ces poin ts m et ri s e r o n t d o n c les 

p ro jec t ions ho r i zon ta l e s des q u a t r e t angen te s m e n é e s en les q u a t r e po in t s des 

c o u r b e s C, e t C, ; ces d ro i tes M' et IV se ron t d o n c les p ro jec t ions des i n t e r s e c 

t ions des p l ans (C,) e t (C a ) avec les p l ans (M) et (N) tangents au cône A suivant 

les géné ra t r i ce s sm et sn, ces p l ans (M) et (N) ayan t r e spec t ivemen t pour t race 

ho r i zon ta l e les d ro i tes M et N ; dès lors il est évident q u e les po in t s x et x1, y cl 

y ' s e r o n t s i tués s u r l e s d r o i t e s E e t I , t races h o r i z o n t a l e s des p l a n s ( C , ) e t ( C ) . 

Ce q u e nous venons de d i re en cons idé ran t le point p, nous p o u r r o n s le d i re en 

c o n s i d é r a n t le po in t p. Ainsi n o u s p o u r r o n s i m a g i n e r par le point p ' u n e vert icale 

V et p r e n d r e s u r Z ' un po in t s' a r b i t r a i r e , et r e g a r d e r ce po in t s' c o m m e le s o m 

m e t d ' u n cône A' a y a n t la c o u r b e C p o u r base ou t race h o r i z o n t a l e ; pu i s consi

dé re r la c o u r b e C c o m m e la sec t ion d ro i t e d ' u n c y l i n d r e vert ical (C f) ; les deux 

surfaces A' et (C 7 ) ayan t deux p l ans t a n g e n t s c o m m u n s , se c o u p e r o n t suivant deux 

c o u r b e s p lanes C / e t C / , e t n o u s r e t r o u v e r o n s tou tes les p r o p r i é t é s c i - d e s s u s ex

posées ; n o u s a u r i o n s d o n c u n po in t q h o m o l o g u e du po in t q, u n e dro i te Q' h o m o 

logue de la d r o i t e Q , des d r o i t e s l ' e t E ' r e s p e c t i v e m e n t homologues des dro i tes l e t 

E , et il faut d é m o n t r e r q u e les po in t s q et q' ne sont q u ' u n seul et m ê m e p o i n t , 

e t q u e c h a q u e g r o u p e des d ro i t e s Q et O' , 1 e t V, E et E ' , n ' e s t aussi q u ' u n e 

seule et m ê m e d ro i t e Q , I et E . 

P o u r d é m o n t r e r cet te p r o p o s i t i o n , nous ferons r e m a r q u e r q u e nous s avons , 



q u e l o r sque deux sec t ions con iques sont s i tuées sur un c ô n e , si ces section.^ coni

q u e s n ' o n t a u c u n po in t c o m m u n , on peu t toujours les enve lopper par un second 

cône . Ains i en c o n s i d é r a n t la c o u r b e C et la cou rbe C, q u e nous savons ê t r e s i tuées 

sur le c ô n e A qu i a son s o m m e t placé su r la d ro i te Z passant par le po in t p, nous 

p o u r r o n s faire r ou l e r u n p lan t angcn t i e l l emen t à ces deux cou rbes C et C, mais, 

i n t é r i e u r e m e n t , e t nous o b t i e n d r o n s p o u r enveloppe de l 'espace p a r c o u r u par 

ce p lan le second cône enve loppan t les deux c o u r b e s C et Cr-, mais il est év ident 

q u e , p a r m i toutes les pos i t ions q u e p e u t p r e n d r e dans l 'espace le p lan mobile . con

s idéré en c h a c u n e de ses pos i t ions c o m m e u n e enveloppée, il y e n a u r a deux ou 

d sera ve r t i c a l , e t où il a u r a dès lors p o u r t race hor i zon ta le les t angen tes i n t é 

r i e u r e s 0 'et 9 / aux deux c o u r b e s C et G'. Le s o m m e t s,' du second cône A / sera 

donc s i tué su r la vert icale Z' passant pa r le po in t p'. 

Dès l o r s , e n c o n s i d é r a n t le p o i n t p', a ins i q u e nous avons cons idé ré le po in t p. 

nous voyons q u e les dro i tes I e t 1' se confonden t en une seule et m ê m e d r o i t e . 

Mais n o u s a u r i o n s pu c o m b i n e r la c o u r b e G avec ia c o u r b e G , et nous a u r i o n s 

t rouvé un second cône A/ ayant enco re son s o m m e t s,' s i tué su r la d ro i t e Z ' . et 

dès lors n o u s a u r i o n s établ i que les d ro i t e s E et E r se confonden t . 

ï l se t rouve d o n c d é m o n t r é q u e la cons idé ra t ion du po in t p ou du point p c o n 

du i t t ou jou r s aux t ro i s m ê m e s dro i tes Q , I et E . 

Gela p o s é , si n o u s dés ignons p a r R la d ro i te qp, pa r R' la d ro i t e qp', par r , r , 

r ' . r d les po in t s d ' i n t e r sec t ion des d ro i tes P, P , , P r , P , ' avec la d ro i t e Q, nous 

p o u r r o n s é t ab l i r la n o m e n c l a t u r e des d ive rs systèmes polaires, qu i lient l ' une 

à l ' au t re deux sect ions con iques C et G', q u i , s i tuées dans un m ê m e p l a n , ont 

deux t a n g e n t e s c o m m u n e s i n t é r i e u r e s et deux t angen tes c o m m u n e s ex t é r i eu re s 

Cet te n o m e n c l a t u r e p e u t ê t r e é tabl ie a ins i qu ' i l su i t : 

i a U n sys tème c o m p l e t , composé d 'un pôle q et de la polaire Q ( s y s t è m e p o i a n e 

c o m m u n u n i q u e ) . 

2° Deux sys tèmes c o m p o s é s , F u n du pôle p et des polaires P et P ' , et f a u t r e du 

pôle p f et des polaires P, et P t

f ( (pôle u n i q u e c o n j u g u a n t deux polaires séparées ). 

3° Deux sys tèmes c o m p o s é s , l 'un de la polaire R et des pôles r et r', et l ' au t r e 

de la polaire R ' e t des pôles r, et r / (polaire u n i q u e c o n j u g u a n t deux pôles séparés ) . 

Pour la cou rbe C ( dans les deux sys tèmes p o l a i r e s ) , les polaires P, cl R', L 

et R passen t r e s p e c t i v e m e n t , l ' une pa r le pôle de l ' au t re . 

P o u r la c o u r b e G' ( dans les deux sys tèmes p o l a i r e s ) , h s polaires P d e t R ' , P ! 

et R passent r e spec t ivement l ' une par le pôle de l a u t r e . 

DEUXIÈME CAS. Les deux sections coniques C et C étant extérieures et ayant un 

point de contact. 



5 9 0 . Les deux sect ions con iques C e t C peuven t ê t r e e x t é r i e u r e s l ' une à i a u t r e 

et avoir un poin t de c o n t a c t ; d a n s ce cas elles p o u r r o n t avoir t ro is t angen te s 

c o m m u n e s . E x a m i n o n s quel les sont les modifications q u e sub i s sen t d a n s ce cas les 

propriétés polaires qu i lient l ' une à l ' au t r e les deux sec t ions c o n i q u e s . 

11 suiï i l de j e t e r les yeux su r la fig. 2 7 4 et de la c o m p a r e r a la jig. 27(1 

p r é c é d e n t e , p o u r voir de sui te que les d ro i t e s t angen tes 9R, 9/ , 6,, 6', a insi q u e les 

polaires I V , P , , P / de l'a fig. 2 7 0 se confonden t su r la fig. 2 7 1 en ia seu le 

d ro i t e ï , et q u e par c o n s é q u e n t les po in t s bl} b', r,, rj se s u p e r p o s e n t su r le 

poin t p ' q u i , dans la fig. 2 7 1 , devient le po in t de con tac t des deux sect ions 

c o n i q u e s données C e t C' . 

TROISIÈME CAS. Les deux courbes C et C se coupant en deux points. 

5 9 7 . Les deux sect ions con iques C et C peuven t se co u p e r en deux po in t s et 

avoir deux t angen tes c o m m u n e s ex t é r i eu re s . 

Dans ce ca s , les t angen t e s i n t é r i e u r e s 9' et 9 / n ' ex i s ten t p l u s , a insi q u e les 

points r, et r,' et les polaires P et P / . 

D é m o n t r o n s q u e . p o u r ce cas p a r t i c u l i e r (fig. 2 7 2 ) , les d ro i t e s I et I V se 

confondent . Si l 'on r e g a r d e la c o u r b e C c o m m e la ba se ou t race h o r i z o n t a l e d 'un 

cône A ayan t son s o m m e t s s i tué su r u n e ver t icale Z passant p a r le po in t p, et si 

l 'on r ega rde la c o u r b e C F c o m m e la base et sect ion d ro i t e d ' un c y l i n d r e vertical ( C / ) , 

les d e u x surfaces A et ( G R ) se c o u p e r o n t suivant d e u x c o u r b e s p lanes C l et G.,, 

pu i squ ' e l l e s o n t deux p lans t angen t s c o m m u n s et ver t icaux , d o n t les t races h o r i z o n -

laies ne sont a u t r e s q u e les t angen te s c o m m u n e s et e x t é r i e u r e s 9 et 9,. Or c o m m e 

la c o u r b e C coupe la c o u r b e C aux deux po in t s z et z, il s ' ensu i t q u e le p lan de 

l ' u n e des deux c o u r b e s C, et G\aura p o u r t race ho r i zon ta l e la c o r d e zz p r o l o n g é e , 

a ins i la d ro i t e zzf n ' e s t a u t r e q u e I . Cette d ro i t e ï coupe la d ro i t e Q en u n poin t 

p1 q u e j e dis j o u e r ici le m ê m e rô le q u e le po in t p' de la fig. ( 2 7 1 ) p récé 

d e n t e , c ' e s t - à -d i re q u e ce po in t p' est la p ro jec t ion h o r i z o n t a l e des s o m m e t s de 

cônes q u i , ayan t la c o u r b e C p o u r b a s e , se ra ien t coupés par le cy l ind re (C') sui

vant une c o u r b e p lane C, p ro j e t ée en C f . 

Et en effet : 

INous savons q u e p a r deux c o u r b e s G et G, qu i on t deux po in t s d ' in te rsec t ion 

z et z' ou une co rde c o m m u n e zz', on peu t tou jours faire passer deux cônes A et A f , 

q u i on t deux p lans t a n g e n t s c o m m u n s (T) e t ( T ' ) , en les po in t s z et z' ex t r émi t é s 

de la corde zz' c o m m u n e aux deux sec t ions c o n i q u e s C et C x . 

Or p u i s q u e nous s upposons q u e la c o u r b e C est s u r le p lan hor i zon ta l de p r o 

jec t ion , les t angen tes T e t T ' p o u r les po in t s z et z' s e r o n t les t races ho r i zon ta l e s 

des p lans t angents (T) et ( T ' ) , e t ces p lans (T) et (T ' ) s e ron t d é t e r m i n é s de posi -



tion dans l ' espace pa r les t angen te s aux m ê m e s p o i n t s z et -J à la cou rbe G, doni 

G' est la p ro jec t ion hor i zon ta l e . 

Si d o n c p a r ie po in t tf en l eque l se coupen t les t angen tes ï e l T ' ( p o i n t t qui 

si é v i d e m m e n t su r ia d ro i t e Q ) , on fait passer u n e d ro i t e D s i tuée d a n s le pian 

vertical passan t pa r Q , cel te droi te D coupe ra la ver t ica le Z pas san t par le poin t p 

en un po in t s, e t la ver t ica le Z ' passan t pa r le p o i n t p' en un po in t s f , et si l 'on 

c o n s i d e r e ces poin ts s et s' c o m m e les s o m m e t s respect ifs de deux cônes A et A' 

ayan t la c o u r b e G p o u r base c o m m u n e , ces deux cônes se r e c o u p e r o n t dès lors 

et n é c e s s a i r e m e n t su ivant u n e seconde c o u r b e p l ane G, d o n t la t race hor izon ta le 

de son p lan n e sera a u t r e q u e la d ro i t e I . 

Quel le q u e soit la d i r ec t ion de la d ro i t e D , p o u r v u qu ' e l l e s ' appuie tou jours 

s u r les dro i tes Z et Z\ et qu ' e l l e passe tou jours pa r le po in t t, les p o i n t s sT et s,' 

"que Pon ob t i e nd ra p o u r une a u t r e pos i t ion D, de cel le d ro i t e D , se ron t les s o n i 

mets de deux nouveaux cônes A¡ et A,', q u i , ayan t tou jours p o u r base c o m m u n e la 

«ourbe G, se r e c o u p e r o n t tou jours et néces sa i r emen t su ivant u n e c o u r b e p iane 

C / d o n t ia t race ho r i zon ta l e de son p l an sera tou jours la d r o i t e ï . 

D é m o n t r o n s m a i n t e n a n t q u e les c o u r b e s C , , C / , . . . se p r o j e t t e r o n t tou jours h o 

r i zon t a l emen t su ivan t la c o u r b e C', o u , en d ' au t r e s t e r m e s , q u e ces diverses 

cou rbes p lanes G, , G / , . . . . s e ron t s i tuées su r le cy l ind re vert ical ( C ) ayan t la sec

tion c o n i q u e C' p o u r sect ion d r o i t e . 

P u i s q u ' e n faisant var ie r la posi t ion de la d r o i t e D , on o b t i e n t u n e sér ie de 

c o u r b e s C r d o n t les p l a n s passen t tous p a r la d ro i t e I , il suffit de d é m o n t r e r q u ' u n 

p ian q u e l c o n q u e passan t p a r la d ro i t e I , c o u p e r a tou jou r s u n cer ta in cône ayant 

son s o m m e t s u r la d ro i te Z , su ivant u n e c o u r b e se p ro je t an t su ivant C'; o u , en 

d ' a u t r e s t e r m e s , il suffit de d é m o n t r e r q u e la c o u r b e C et u n e c o u r b e G, ayan t 

la c o u r b e C p o u r pro jec t ion ( le p l an de cet te c o u r b e G, passan t par la d r o i t e Í ) , 

sont tou jours enve loppées pa r u n cône a y a n t son s o m m e t s u r la d ro i t e Z . 

Or la c o u r b e C, a u r a son p lan (C,) d é t e r m i n é p a r sa t race ho r i zon ta l e I , el 

par un po in t de l ' e space ; p r e n o n s p o u r ce poin t u n po in t e,! ayan t p o u r p ro j ec 

tion ho r i zon t a l e le po in t e1 ; la d ro i t e c e " c o u p e r a la vert icale Z en un po in t s qui 

se ra ie s o m m e t du cône A a y a n t la c o u r b e C p o u r base et é t a n t coupé p a r le 

p lan (e",I ) su ivant u n e sec t ion con ique C,. 

Cet te sect ion con ique C, passera par les po in t s z, z et e"; sa p ro jec t ion ho r i zon

tale passera donc p a r les po in t s z, z' et e' ; e t c o m m e ie plan ve r t i ca l , qu i a p o u r 

t race hor izon ta le la t angen te ô, est t angen t au cône A su ivan t la gene ra t r i ce 

d ro i te ee", il s 'ensui t q u e la pro jec t ion ho r i zon ta l e de la c o u r b e C, devra ê t r e tan

gen te en e à la d ro i t e G; de p lus la c o u r b e C, devra se p ro je te r h o r i z o n t a l e m e n t 

su ivan t u n e c o u r b e t angen te à la d ro i t e Qlt p u i s q u e cet te d ro i t e 9: est la t race 



hor i zon ta l e d ' u n second p lan vert ical et t a n g e n t au cône A; la project ion hor i zon 

tale d e l à cou rbe C, doi t d o n c passer p a r les t ro i s p o i n t s z-, s', e , et ê t r e tangente 

aux d ro i t e s 0 et 6,, elle ne peu t d o n c ê t r e a u t r e q u e la c o u r b e G' , p u i s q u e cet te 

i o u r b c G' satisfait aux c inq m ê m e s cond i t ions . D o n c , e t c . 

Et c o m m e nous pouvons a r b i t r a i r e m e n t chois i r l ' une des deux c o u r b e s G et G', 

pour la base du cône su r laquel le se t rouvera p l a c é e l a c o u r b e C , il s ' en su i t q u e s i 

aux po in t s z et s', n o u s m e n o n s à la c o u r b e C' les t angen t e s 0 et ©' qu i se c o u p e 

ron t en un po in t i s i tué su r la d ro i t e Q , nous p o u r r o n s faire passer pa r ce po in t i 

u n e d ro i t e B c o u p a n t les vert icales Z et Z ' en des p o i n t s d e t d'qui s e ron t les s o m 

mets de deux cônes ï et A' ayant la c o u r b e G ' p o u r base c o m m u n e , et se c o u p a n t 

su ivant u n e seconde c o u r b e p l ane d o n t la p ro jec t ion ho r i zon ta l e sera la c o u r b e C, 

<H le plan de cel te seconde section passera p a r la d r o i t e I . 

QUATRIÈME CAS. Les deux sections coniques C et C' ayant un point de contact et deux 

points d'intersection. 

5 9 8 . T r a ç o n s su r le po in t ho r i zon ta l de p ro jec t ion d e u x sec t ions c o n i q u e s C et 

C se c o u p a n t en d e u x poin ts z et z et se t o u c h a n t en u n po in t b,. Ces d e u x c o u r b e s 

p o u r r o n t ê t r e telles qu 'e l l es a ien t t ro is t angen tes c o m m u n e s (*) (fig. 2 7 3 ) , savoir : 

la t a n g e n t e au po in t bs, et les deux t angen tes ex t é r i eu re s 9 et 9, t o u c h a n t la c o u r b e 

C aux po in t s e et e,, et la c o u r b e C' aux po in t s e e t e, ' . 

Les t ro is t angen te s c o m m u n e s se c o u p e n t en les po in t s p,p'\p"', et ces t ro is 

po in t s sont les s o m m e t s d ' u n t r i ang le c i r consc r i t aux d e u x c o u r b e s d o n n é e s C 

et a . 

Cela posé : 

Le po in t p peut ê t r e regardé c o m m e ia pro jec t ion ho r i zon t a l e et o r thogona le du 

amimet d ' u n cône A ayan t la c o u r b e C p o u r base , et la c o u r b e C r peu t ê t r e re

gardée c o m m e la base ou section d ro i t e d ' un c y l i n d r e vert ical ( C ) ; or , p u i s q u e 

é v i d e m m e n t ces deux surfaces A et ( C ) on t deux p l ans t a n g e n t s c o m m u n s , ve r t i 

caux et ayan t pour t races hor izonta les les t angen t e s 9 et 9 , , ces deux surfaces A 

et ( C ) se c o u p e r o n t su ivant deux c o u r b e s p l anes C, et C 3 a y a n t la c o u r b e C p o u r 

pro jec t ion ho r i zon t a l e , et il est évident q u e la c o r d e ss' p ro longée sera la t race du 

plan de la c o u r b e C, , et q u e la t angen te au p o i n t bz sera la t r a c e du p lan de la se

conde c o u r b e C,. 

' , ?ious v e r r o n s p lus loin , l o r s q u e n o u s e x a m i n e r o n s le cas o ù d e u x sec t ions c o n i q u e s se c o u p e n t en 

q u a t r e p o i n t s , q u e ces sect ions con iques p e u v e n t ê t r e te l les q u ' e l l e s a i e n t q u a t r e o u t ro is o u a u c u n e 

t a n g e n t e s c o m m u n e s , ca r le n o m b r e des t a n g e n t e s c o m m u n e s n e d e p e n d pas d u n o m b r e des po in t s com

m u n s e n t r e les d e u x sec t ions con iques . ma is des posi t ions qu 'af fec tent l ' u n e p a r r a p p o r t à l ' a u t r e le.-

e u x s e c t i o n s con iques 



Des lors ces d ro i t e s ne se ron t au t r e s q u e les d ro i tes dés ignées c i -des sus par Í 

et E et se c o u p a n t au po in t q; et si l 'on m è n e du po in t q des t angen tes S et & aux 

c o u r b e s C et C r , les po in t s de contact b et b' s e ron t en l igne d ro i t e avec le po in t b , 

et ainsi la d r o i t e Q sera d é t e r m i n é e . 

II est év ident q u e , ni le po in t k ( e n lequel les droi tes Ç» et zz se c o u p e n t } 

ni le po in t de con tac t b, des deux cou rbes C et C ne peu t ê t r e cons idé ré c o m m e 

îa p ro jec t ion hor i zon ta l e du s o m m e t d ' u n cône A' a y a n t G p o u r b a s e , et coupan t 

ie cy l ind re ( C ) su ivant u n e c o u r b e p l a n e pro je tée en G', car il est évident p o u r 

ceux q u i son t h a b i t u é s à l i re d a n s l ' e space , q u e , p o u r q u e le p o i n t k p û t ê t r e le 

s o m m e t d ' u n tel c ô n e , il f audra i t q u e la c o u r b e G' ne fût pas t a n g e n t e à la 

c o u r b e C , et q u e p o u r q u e le po in t b, fût le s o m m e t d ' u n tel c ô n e , il faudra i t que 

la c o u r b e G' fût enve loppée p a r la c o u r b e G, ou enve loppâ t ce t te c o u r b e G 

Ainsi le p o i n t p f n 'exis te pas d a n s le cas pa r t i cu l i e r qu i n o u s o c c u p e . 

Mais il exis te deux nouveaux po in t s qui j o u e n t le m ê m e rôle q u e le po in t p, ee 

sont les p o i n t s p" et p1'. 

Ainsi le po in t p " p e u t ê t r e c o n s i d é r é c o m m e la p ro jec t ion d u s o m m e t d ' u n 

cône A" a y a n t la c o u r b e C p o u r base , et qui sera coupé pa r le c y l i n d r e ( C ) su ivan t 

deux c o u r b e s p lanes C," et C," pro je tées h o r i z o n t a l e m e n t en C, et cela pa rce que 

les deux surfaces A r r e t (G') on t deux p l ans t angen t s c o m m u n s , vert icaux et ayant 

p o u r t r aces les t angen tes 9 et qb,. 

Il est év ident q u e les t r aces ho r i zon ta l e s des p lans de ces deux cou rbes C," et 

C/ ' se c o n f o n d r o n t en u n e s e u î e d r o i t e qui ne sera a u t r e q u e gz,, en sor te q u e cet te 

d ro i te sera e n m ê m e t e m p s p o u r le po in t p r ' i e s deux dro i tes I" et E" . 

Par les m ê m e s r a i s o n s , la d r o i t e zb, j oue ra , pa r r a p p o r t au po in t p'\ le rôle 

des d ro i t e s X" et E" ' , et le po in t b, sera un second po in t ( / ' jouant le m ê m e rôle que 

le p o i n t q, e t la d ro i t e qbt sera u n e dro i te Q' j o u a n t par r appo r t au po in t q' le m ê m e 

rôle q u e la d ro i te Q pa r r a p p o r t au point q. 

CINQUIÈME CAS. Les deux sections coniques C et G' ri ayant qu'un seul point de con

tact et s'enveloppant fune l'autre. 

5 9 9 . So ien t t racées su r le plan ho r i zon t a l deux sec t ions con iques C et (V 

( fig. 27 -4 ) , n ' a y a n t en c o m m u n q u ' u n seul po in t de con tac t p, s ' enve loppant l ' une 

l ' au t r e et n ' a y a n t dès lors q u ' u n e seule t a n g e n t e c o m m u n e . Nous p o u r r o n s r e 

ga rde r le po in t p c o m m e la pro jec t ion o r thogona le du s o m m e t d ' un cône A ayant 

la c o u r b e C p o u r b a s e , et nous p o u r r o n s cons idé re r la c o u r b e C' c o m m e la hase 

ou sect ion d ro i t e d ' u n cy l ind re ver t ical ( C ) . D é m o n t r o n s q u e les deux surfaces se 

c o u p e n t tou jours su ivan t u n e c o u r b e plane C,. 

Les doux surfaces A e t ( C ' ) ont pour géné ra t r i ce de contac t la d r o i t e vert icale L 



passant par ie point p , on doit donc cons idé re r ces deux surfaces A el ( C ) c o m m e 

se c o u p a n t dé jà su ivan t u n e c o u r b e p l ane C, ( q u i u 'es l a u t r e q u e ia d r o i t e Z ) e l 

don t le plan sera le p lan t angen t ( I ) c o m m u n à ces deux su r faces ; ce p lan (I) a u r a 

pour t race hor izon ta le la d ro i t e I t angen te c o m m u n e en p aux deux c o u r b e s don

nées C et G'. 

P u i s q u e les deux surfaces A et ( O ) on t déjà u n e sect ion p lane C, c o m m u n e , 

•dies do ivent se r ecoupe r suivant une seconde c o u r b e p l ane G, : pa r c o n s é q u e n t , 

s i , pa r la d ro i t e Z , on m è n e u n e sui te de p lans ver t icaux ( Y ) , . . . . , ils c o u p e r o n t la 

surface c o n i q u e A su ivant des géné ra t r i ce s d ro i tes G — lesquel les c o u p e r o n t ia 

• o u r b e C, en des p o i n t s y . . . . e t la c o u r b e C en des p o in t s m . . . . et les t angen te s à 

ia c o u r b e G, p o u r les po in t s y . . , , et les t angen tes à la c o u r b e G p o u r les po in t s m.... 

»e c o u p e r o n t en des po in t s x . . . . qu i se ron t su r la d r o i t e E t r ace ho r i zon ta l e du 

plan ( G , ) de la c o u r b e C,. 

Il suffît d o n c , p o u r d é t e r m i n e r cet te d ro i t e E , de m e n e r pa r le po in t p u n e su i te 

de dro i tes Y, Y ' , . . . . c o u p a n t C f en les po in t s n i , m / , . . . el c o u p a n t la c o u r b e C aux 

po in t s m , î î î , , . . . et de c o n s t r u i r e les t angen te s irix, mjx' à la c o u r b e G' pour les 

points ni, m / , . . . . et les t angentes mx, m.x',— à la c o u r b e C p o u r les po in ts m, 

mt Les t angen tes n i x et mx se c o u p e r o n t en u n poin t x , les t angen t e s m,'x! et 

m.x se c o u p e r o n t en u n po in t x' et a ins i de s u i t e , et les d ive rs po in t s x , x ' , . . . s e 

ron t su r u n e d ro i t e E q u i coupe ra la d ro i t e I e n un p o i n t q, tel q u e si de ce po in t 

q on m è n e deux t angen t e s 6 à C et ê' à C r , les deux poin ts de contac t 6 et b' s e ron t 

avec le po in t p en l igne d r o i t e , et la d ro i t e bb'p sera p r é c i s é m e n t la d ro i t e Q. 

SIXIÈME CAS. Les deux sections coniques C et C ri ayant aucun point commun, et 

étant intérieures Cune par rapport et C autre. 

6 0 0 . É t a n t d o n n é e s d e u x sec t ions c o n i q u e s C et G' sa t i s fa isant à la condi t ion de 

s 'envelopper l ' u n e l ' a u t r e , on voit d e su i t e , q u e si l 'on p r e n d d a n s l 'espace un po in t 

s , et q u ' o n le r e g a r d e c o m m e le s o m m e t c o m m u n à deux cônes O et <£' ayan t p o u r 

b a s e , le p r e m i e r la c o u r b e C , et le second la c o u r b e C R , ces d e u x cônes devron t 

aussi s ' enve lopper l ' un l ' a u t r e , et q u e d è s lors on p o u r r a t ou jou r s les c o u p e r par 

u n p l a n , de m a n i è r e à avoir p o u r sect ion deux e l l ip ses , d o n t l ' une sera i n t é 

r i e u r e p a r r a p p o r t a l ' au t r e ; de p lus 5 il est év iden t q u e l 'on p o u r r a tou jours cho is i r 

la posi t ion du p o i n t s et d i r i g e r l e p lan s é c a n t , de m a n i è r e à ce q u e l ' u n e des sec

t ions soit un cerc le B et à ce q u e l ' au t r e sect ion soi t u n e el l ipse A , i n t é r i e u r e ou 

ex té r i eu re au cerc le B. 

Il nous suffît donc d ' e x a m i n e r ce q u i doit a r r ive r p o u r un cerc le B e t une el l ipse 

A enveloppée p a r le cerc le B , p o u r avoir réso lu la ques t ion d a n s tou te sa g é n é r a 

l i t é , et ainsi quel les q u e soient les sec t ions c o n i q u e s C et C f. 



Si au lieu d 'avoir un cerc le B et u n e el l ipse A , on avait deux ce rc les B' et A', 

i n t é r i eu r s l 'un à l ' a u t r e , a lors il sera i t facile de d é t e r m i n e r leur pôle u n i q u e et 

leur polaire u n i q u e , car la polaire serai t Y axe de s i m i l i t u d e , et le pôle serait le 

centre de s imi l i t ude . 

Et au moyen des projections, on d é t e r m i n e de su i t e cet axe et ce centre. 

Car d ' a b o r d l 'axe de s i m i l i t u d e S (fig. 2 7 5 ) , passe é v i d e m m e n t p a r les cen 

t res b' eî a' des deux cerc les B ' e t A', et si l 'on p r e n d p o u r l igne de t e r r e la droit* 

S il suffira de d é t e r m i n e r la pos i t ion ( su r le p lan ver t ical de pro jec t ion ) du som

met s d ' u n cône A , q u i , ayan t le cerc le B' p o u r b a s e , sera i t coupé pa r u n c y l i n 

d r e ver t ical e t de révolu t ion (A ' )ayan t le cerc le A' p o u r base , su ivan t u n e c o u r b e 

p lane A,' . Or il est évident q u e , p u i s q u e tou t p lan ho r i zon ta l coupera ie cône A 

su ivant u n cerc le et le c y l i n d r e (A r ) aussi su ivan t un ce rc l e , il est é v i d e n t , dis-je. 

q u e les deux surfaces A et (A') se c o u p e r o n t su ivan t deux ce rc les h o r i z o n t a u x . Pour 

d é t e r m i n e r le s o m m e t s , il suffira donc de m e n e r p a r les po in t s lh et l!h (en lesquels 

la d ro i t e S perce le cerc le A' ) des p e r p e n d i c u l a i r e s à la l igne de t e r r e et de m e n e r 

une para l lè le A / 0 à ce t te l igne de t e r r e , les po in t s / et /' é t a n t un i s a u x points i et 

V ( e n l esque l s la d ro i t e S pe rce le cerc le B ' ) o n a u r a deux d ro i t e s qu i se c o u p e r o n t 

en u n p o i n t s, e t aba i ssan t de ce po in t s u n e p e r p e n d i c u l a i r e su r la d r o i t e S , on 

a u r a en sh le pôle ou centre de s imi l i tude des deux cerc les A ' e t B ' . 

Mais si l 'on a deux e l l ipses a et S c o n c e n t r i q u e s , il ne p o u r r a a r r iver q u e deux 

cas : ou I o ces deux e l l ipses s e r o n t semblab les e t s e m b l a b l e m e n t p l a c é e s , ou 

2° elles n e se ron t pas s e m b l a b l e s , ou , é t an t s e m b l a b l e s , elle ne s e r o n t pas sem

b lab lemen t p l acées . 

Dans le premier cas, les deux c o u r b e s a et S a u r o n t é v i d e m m e n t u n e inf ini té de 

sys tèmes de d i a m è t r e s c o n j u g u é s , s u p e r p o s é s en d i r e c t i o n . 

Dans le deuxième cas,les deux cou rbes « et 6 n ' a u r o n t q u ' u n seul sys tème de 

d i a m è t r e s con jugués s u p e r p o s é s en d i r ec t i on ; et en effet , s u p p o s o n s q u e l 'el l ipse 

a soi t i n t é r i e u r e à l 'el l ipse 6 , n o u s p o u r r o n s c o n s t r u i r e u n e infinité d ' e l l ipses a', 

a" , . . . . c o n c e n t r i q u e s et s emblab le s à l 'ell ipse a , et il est év iden t q u e , p a r m i tou tes 

ces e l l i p s e s , il y en at ira u n e a, qu i sera t angen te en deux p o i n t s à l ' e l l ipse c , et 

ces deux po in t s se ron t les ex t rémi tés d ' un d i a m è t r e d c o m m u n aux e l l ipses «, es 

o ; dè s lors il est év ident q u e le con jugué ci/ de c /pour l 'e l l ipse a, a u r a la m ô m e d i 

rec t ion q u e le con jugué d' de d p o u r l 'e l l ipse S; p a r c o n s é q u e n t le s y s t è m e des 

d i amè t r e s d et d' de la c o u r b e g se supe rpose ra avec l 'un des sys tèmes de d i a m è 

tres con jugués de l 'e l l ipse a. 

Cela posé ; 

Ayant deux el l ipses c o n c e n t r i q u e s et s e m b l a b l e m e n t p lacées a et 6, si 1 on 

conçoi t d a n s l 'espace un po in t 5 pr i s p o u r s o m m e t c o m m u n à deux cônes ayant 



respec t ivement p o u r base îes c o u r b e s a et S, si un p ian c o u p e l 'un de ces cones 

su ivant un c e r c l e , il coupe ra le second su ivan t u n e e l l i p s e , et si Pon a deux e b 

iipses s i m p l e m e n t c o n c e n t r i q u e s , le p lan qui c o u p e r a l ' un des cônes su ivant un 

cercle c o u p e r a e n c o r e Se second cône su ivan t u n e el l ipse. Mais il est év ident q u e , 

dans les deux c a s , le cerc le et l 'e l l ipse ne p o u r r o n t pas avoir e n t r e eux les mômes 

relations polaires. On voit d o n c q u e , si l 'on a un cerc le B et u n e el l ipse A i n t é 

r i e u r s l ' un à l ' a u t r e , il ne serait pas convenable de r a m e n e r le p r o b l è m e à la 

solut ion d u p r o b l è m e si s i m p l e , m a i s si pa r t i cu l i e r , de la r e c h e r c h e du pôle 

de s im i l i t ude de deux c e r c l e s , et de p lu s on voit t rès-bien q u e l 'on se t rouve 

t ra i t e r , d a n s toute sa g é n é r a l i t é , la question polaire re la t ive à deux sections coni

ques i n t é r i e u r e s l ' une à l ' a u t r e , en e x a m i n a n t le cas s imple d ' u n cercle et d ' u n e 

ellipse i n t é r i e u r e à ce ce rc le . 

De p l u s , ce qu i p récède n o u s fait voir q u e nous pouvons p a s s e r d e ce qu i existe 

polairement p o u r deux el l ipses s i m p l e m e n t c o n c e n t r i q u e s , à ce q u i doi t ê t r e po

lcar ement e n t r e deux e l l ipses , ou e n t r e u n cerc le et u n e el l ipse ( i n t é r i e u r e s P u n e 

à l ' a u t r e , et n o n c o n c e n t r i q u e s ) et q u e les propriétés polaires, auxque l l e s nous a r 

r ive rons p a r ce moyen , a u r o n t tou te la généralité poss ib le . 

Or , si n o u s c o n s i d é r o n s deux el l ipses s e u l e m e n t c o n c e n t r i q u e s , et ayan t des 

lors u n seul système de d i a m è t r e s con jugués supe rposés en d i rec t ion , et pour 

r e n d r e la fig. 2 7 6 p lus s i m p l e , nous supposons q u e le système soit celui des 

axes, n o u s voyons q u e îes deux c o u r b e s son t telles q u ' o n peu t c i r consc r i r e à cha

c u n e d 'e l les un p a r a l l é l o g r a m m e , o u , d ' a p r è s la fig. 2 7 6 , un r e c t a n g l e , et 

que ces deux p a r a l l é l o g r a m m e s ou rec tangles on t l eu r s côtés r espec t ivement p a 

ra l lè les , mais q u e l eu r s d iagona les ne se s u p e r p o s e n t pas en d i r ec t ion . 

Désignons p a r o le c e n t r e c o m m u n aux deux ell ipses a et ê ; par m ein, p et q, 

les ex t r émi té s des axes mn et pqde l 'e l l ipse a ; pa r m et n!, p' et cf les ex t r émi t é s 

des axes niri et p'q' de l 'e l l ipse g ; pa r M, IST, P , Q , M r , N ' , P ' , Q' , les côtés des 

pa ra l l é logrammes ou rec tang les c i r c o n s c r i t s , en s u p p o s a n t ces côtés indéf in iment 

p r o l o n g é s ; par x et x\, y et y, les ex t r émi t é s des d iagonales xx, et yy¡ du p a r a l 

l é log ramme ou rec tang le c i rconscr i t à l 'el l ipse a ; pa r x et xi, y' e t y,' les e x t r é 

mi tés des d iagona les x'x' et y y' du p a r a l l é l o g r a m m e ou r e c t a n g l e c i rconscr i t à 

l 'ellipse S; p a r X , Y , X' , Y', les d iagonales e l l e s - m ê m e s , en les s u p p o s a n t p r o 

longées indé f in imen t : par S et T les axes p r o l o n g é s . 

Cada posé : 

P r enons dans l 'espace un point s , et r ega rdons ce po in t c o m m e le sommet coin 

m un à deux cônes A et A' ayant r e spec t ivemen t p o u r bases les cou rbes a el g. et 

de p i u s , par c h a c u n e des dro i tes du système plan et par le point s faisons passer un 



p i a n ; n o u s d é s i g n e r o n s par ( M ) , ( N ) , , . . . les p lans passant par le po in t s el So 

droi tes M, N , . . . . 

Les couples de p lans q u i passe ron t par des d ro i t e s qu i sont para l lè les e n t r e 

elles su r iesystème plcm( s u r le p lan des c o u r b e s a et S) , se c o u p e r o n t su ivant u n e 

dro i te q u i passera p a r le p o i n t s et qu i sera para l lè le aux d ro i t e s para l lè les e n t r o 

elles et s i tuées d a n s le p lan (à, 6),*, et p a r c o n s é q u e n t q u i sera para l lè le au p lan 

des bases a e t 6. 

Menons d o n c p a r le p o i n t s un p lan y pa ra l l è l e au p l an d e s bases a et o , n o u s 

a u r o n s des d ro i t e s S , , T , , M , , N , , P , , Q , , X , , Y , , X / , Y, ' , r e spec t ivemen t pa 

ral lè les aux droi tes s i tuées d a n s le p lan des bases . 

C o u p o n s tout le sys t ème c o n i q u e p a r u n p lan q u e l c o n q u e X, n o u s o b t i e n d r o n s 

sur ce p l a n deux el l ipses a! e t 6', sec t ions faites p a r ce p lan >. d a n s les cônes A et 

A', et u n e d r o i t e R , i n t e r sec t ion d e c e p l an X avec le p lan y, et les d ro i t e s M , , N , , . . 

c o u p e r o n t ce t te d ro i t e R en des po in ts p a r l e sque l s p a s s e r o n t r e spec t i vemen t les 

i n t e r sec t ions des d ive r s p l ans (M), (IN),... p a r le p l an X. 

Nous a u r o n s d o n c la fig. 2 7 6 bis, qu i n o u s m o n t r e q u e les deux c o u r b e s a! ci 

o' i n t é r i e u r e s l ' u n e à l ' a u t r e , son t liées l ' u n e à l ' a u t r e p a r u n triangle polaire d o n t 

les s o m m e t s sont r e spec t ivemen t les pôles des côtés opposés q u i e n s o n t l e s polaires. 

l ' un des côtés prolongé de ce t r i ang l e é t an t la d ro i t e R : en sor te q u e les deux 

cou rbes a' et & on t t ro i s systèmes polaires en c o m m u n , c h a q u e sys t ème é tan t coni 

posé d ' u n pôle u n i q u e et d ' u n e polaire u n i q u e . 

S i , au c o n t r a i r e , n o u s avions c o n s i d é r é d e u x e l l ipses « e t g , c o n c e n t r i q u e s , 

semblab les et s e m b l a b l e m e n t placées (fig. 2 7 7 ) , on a u r a i t p u c i r consc r i r e à c h a 

c u n e de ces c o u r b e s u n e inf in i té d e sys t èmes de p a r a l l é l o g r a m m e s ayan t l eu r s 

côtés r e spec t ivemen t para l lè les et l eu r s d iagona les é tan t s u p e r p o s é e s e n d i rec t ion , 

et i o n o b t i e n d r a i t s u r le p l a n X la fig. 277 bis, qu i n o u s m o n t r e q u e , d a n s 

ce cas , les c o u r b e s &! e t o' o n t u n e inf in i té d e sys tèmes po la i r e s c o m m u n s , ou 

u n e inf ini té de triangles polaires c o m m u n s ayan t t o u s un s o m m e t c o m m u n , q u i 

est lepóle de la d ro i t e R , su r l aque l l e sont p lacées les bases de tous ces t r iangles 

A i n s i , il se t rouve d é m o n t r é q u e l o r sque l 'on a d e u x sec t ions c o n i q u e s C et C r , 

i n t é r i eu re s l ' une à l ' a u t r e , el les se ron t tou jours liées l ' une à l ' au t r e p a r l 'un des 

systèmes polaires r e p r é s e n t é s p a r les fig. 2 7 6 bis et 2 7 7 bis, 

L o r s q u e l 'on a deux c o u r b e s a! e t S' liées e n t r e elles c o m m e elles le son t su r la 

fig. 277 bis, en m e n a n t p a r le p o i n t s u n e d ro i t e D de d i rec t ion a r b i t r a i r e dans 

t ' e s p a c e , deux cônes A et A' ayan t l eu r s s o m m e t s cl et d'situés a r b i t r a i r e m e n t su r 

«ette d ro i t e D et ayant p o u r b a s e , le p r e m i e r la c o u r b e et le second la c o u r b e c' } 

s ' e n t r e c o u p e r o n t su ivan t deux c o u r b e s p l anes don t les p l ans pas se ron t p a r la d ro i t e 

Il ; en sor te q u e cet te d ro i t e R j o u e le m ê m e rôle q u e les d ro i tes I et E de ia 



fig. 2 7 0 . E t cela esl é v i d e n t , p u i s q u e les po in t s con jugués t et m , tr et u 

son t tous d i s t r i bués s u r la d ro i t e R . 

Mais s i , p a r le p o i n t s de la fig. 2 7 6 bis , on mena i t une d ro i t e D de d i r e c t i o n 

a r b i t r a i r e d a n s l ' e s p a c e , les cônes A et A' ne s ' e n t r e c o u p e r a i e n t pas su ivan t deux 

c o u r b e s p l a n e s , et cela est évident en cons idé r an t la fig. 2 7 6 ; ca r s i , pa r le poin t o, 

on élève u n e d ro i t e ver t icale ou u n e d r o i t e de d i r ec t i on a r b i t r a i r e , peu i m p o r t e , 

deux cônes q u i a u r o n t l eu r s s o m m e t s s u r ce t t e ver t ica le ou s u r la d ro i t e de d i r e c 

t ion a r b i t r a i r e , et q u i a u r o n t r e spec t i vemen t p o u r bases les c o u r b e s a et 6, ne 

p o u r r o n t j a m a i s se c oupe r su ivan t des c o u r b e s p l anes ; t and i s q u e l 'on voit t r è s -

bien par la fig. 2 7 7 , q u e l o r s q u e les e l l ipses a et g son t semblab les et s e m b l a 

b l emen t p l a c é e s , les deux cônes A et A' s ' e n t r e c o u p e r o n t tou jours su ivan t deux 

oou rbes p l anes d o n t les p l ans s e r o n t para l lè les e n t r e eux et h o r i z o n t a u x , o u . 

en d ' a u t r e s t e r m e s , para l lè les au p lan des c o u r b e s » et S. 

A ins i , d a n s le cas de la fig. 2 7 6 bis , les d ro i t e s 1 et E s e r o n t r emplacées p a r des 

lignes courbes. 

S e p t i è m e CAS. Les deux sections coniques G et C se coupant en quatre points. 

6 0 1 . L o r s q u e n o u s avons e x a m i n é les propriétés polaires q u i devaient exis ter e n t r e 

deux sec t ions c o n i q u e s , I o n ' a y a n t a u c u n p o i n t c o m m u n , et ex té r i eu res ou i n t é 

r i e u r e s l ' u n e à l ' a u t r e , 2° a y a n t un poin t de c o n t a c t , e t é t an t i n t é r i e u r e s ou ex té 

r i eu res l ' une à l ' a u t r e , 3° se c o u p a n t en deux p o i n t s , 4° se t o u c h a n t en u n point 

et se c o u p a n t en deux p o i n t s , nous a u r i o n s dû c o m b i n e r les d iverses espèces de 

-ac t ions c o n i q u e s et e x a m i n e r dès lors ce q u i devai t a r r ive r d a n s c h a q u e cas p a r 

t i cu l i e r , en c o n s i d é r a n t les divers systèmes f o r m é s , 1° de deux e l l i p s e s , 2° de deux 

h y p e r b o l e s , 3° de deux p a r a b o l e s , 4" d ' u n e e l l ipse et d ' u n e h y p e r b o l e , 5° d ' u n e 

hyperbo le et d ' u n e p a r a b o l e , et 6° enfin d ' u n e ell ipse et d ' u n e p a r a b o l e . 

C'est ce q u e nous a l lons faire en d i s c u t a n t le cas où les d e u x sect ions c o n i q u e s 

données G et G ' se c o u p e n t en q u a t r e p o i n t s ; e t l 'on p o u r r a r even i r aux cas p r é 

céden t s et y a p p l i q u e r tou t ce q u e nous a l lons d i re s u r ce d e r n i e r cas , savoir : 

celui où les deux sec t ions c o n i q u e s d o n n é e s on t q u a t r e po in t s c o m m u n s . 

Toutefois j e n ' e n t r e r a i pas d a n s le dé ta i l comple t d e s d iverses p rop r i é t é s polaires 

• lu sys tème de deux sec t ions c o n i q u e s ayant q u a t r e po in t s c o m m u n s . Ceux qui 

voudron t é t u d i e r d ' u n e m a n i è r e c o m p l è t e la théorie des polaires, do ivent l i re fou -

M a g e r e m a r q u a b l e pub l ié p a r M . PONCELET sous le t i t re de Théorie des propriétés 

prqjectives (*). 

e .Je n ' e x p o s e ici q u e l q u e s - u n e s des p rop r i é t é s polaires des sec t ions c o n i q u e s et des sur faces d u se -

-ond o r d r e . c o m b i n é e s d e u x a d e u x ou trois à trois . q u e p o u r faire voir q u e l 'on p e u t é tab l i r lout* In 



P' Les courbes G et C étant deux ellipses. 

INous p o u v o n s suppose r d ' abo rd q u e les deux el l ipses C et G f s e c o u p a n t en 

q u a t r e p o i n t s , on t m ô m e cen t r e (fig. 2*78 ). Alors elles a u r o n t n é c e s s a i r e m e n t 

q u a t r e t angen te s c o m m u n e s fo rman t u n p a r a l l é l o g r a m m e c i r c o n s c r i t en m ô m e 

t e m p s aux deux c o u r b e s , e t les q u a t r e po in ts d ' i n t e r s ec t i on s e ron t les s o m m e t s 

d ' u n p a r a l l é l o g r a m m e insc r i t auss i en m ô m e t e m p s aux deux c o u r b e s , et il est 

év iden t q u e ces deux c o u r b e s a u r o n t u n système de d i a m è t r e s con jugués tel qu<-

ces d i a m è t r e s s e r o n t s u p e r p o s é s en d i r ec t i on . 

Cela posé : 

Il p o u r r a a r r i v e r deux cas : ou I o les d iagonales du p a r a l l é l o g r a m m e inscr i t se

ron t r e spec t ivemen t para l lè les aux côtés du p a r a l l é l o g r a m m e c i r consc r i t 5 ou 2° les 

d iagonales du p a r a l l é l o g r a m m e inscr i t n e s e r o n t p a s r e spec t ivemen t para l lè les aux 

côtés d u p a r a l l é l o g r a m m e c i r c o n s c r i t ; et il est é v i d e n t q u e ces deux m a n i è r e s 

d ' ê t r e des deux e l l i p s e s , l ' u n e p a r r a p p o r t à l ' a u t r e , son t les seu les q u i pu i s sen t 

ex i s te r . 

Si d o n c on p r e n d d a n s l ' e space u n po in t s a r b i t r a i r e , et q u ' o n le r e g a r d c c o m m e 

le s o m m e t c o m m u n à d e u x cônes A et A' a y a n t r e spec t i vemen t p o u r bases les 

c o u r b e s C et C , et s i , pa r ce s o m m e t s et p a r c h a c u n e des d iverses d ro i t e s du 

s y s t è m e t r acé su r le p lan h o r i z o n t a l , on fait p a s s e r u n p l a n , on voit de sui te 

théorie des polaires , r e l a t i v e m e n t a u x sec t ions c o n i q u e s et a u x sur faces d u s e c o n d o r d r e , p a r la seul*; 

m é t h o d e de s p r o j e c t i o n s , e t a ins i e n e m p l o y a n t la l a n g u e g r a p h i q u e o u , e n d ' a u t r e s t e r m e s , la Géomé

trie descriptive, et s ans avoir beso in de r e c o u r i r n i a u x r a p p o r t s h a r m o n i q u e s e m p l o y é s p a r les a n c i e n s 

g é o m è t r e s , n i à l ' i n v o l u t i o n de six p o i n t s , t h é o r è m e q u i est d û à D é s a r g u e s . 

(1 y a b i e n l o n g t e m p s q u e j ' a i r e c o n n u q u e la g é o m é t r i e descr ip t ive p o u v a i t suffire p o u r r e c h e r c h e r , e i 

é t ab l i r , e t d é m o n t r e r les propriétés polaires d o n t j o u i s s e n t les sec t ions c o n i q u e s e t les sur faces d u se

cond o r d r e , c o m b i n é e s d e u x à d e u x o u t rois à t r o i s , l o r squ ' e l l e s o n t e n t r e el les ce r t a ine s relations de 

position. 

E n 1824, j e m o n t r a i d a n s m e s l e ç o n s , à l ' école d e Mar iebe rg p r è s S t o c k h o l m et ap r è s avoir lu l ' o u v r a g e 

d e M. Pois'CElet, q u e les be l l es e t n o u v e l l e s p r o p r i é t é s t r ouvées p a r ce s a v a n t g é o m è t r e , p o u v a i e n t fac'. 

i e m e n t ê t r e d é m o n t r é e s p a r la Géométrie descriptive , a t t e n d u qu ' e l l e s é t a i e n t écrites d a n s les épures 

d e la sec t ion fai te p a r u n p l a n d a n s u n cône à base sec t ion c o n i q u e , et d a n s les épures de l ' in te rsec t ion 

de d e u x cônes a y a n t c h a c u n p o u r base u n e sec t ion c o n i q u e et s ' e n t r e c o u p a n t s u i v a n t d e u x c o u r b e s 

p l a n e s , e t qu ' a in s i il suffisait d ' a p p r e n d r e à lire les p r o p r i é t é s polaires é c r i t e s s u r nos épures. 

É t a n t v e n u à Pa r i s e n 1825 , j ' e x p o s a i à la Socié té p h i l o m a t h i q u e m e s idées à ce s u j e t , e t p l u s ta rd , 

j e pub l i a i d a n s la Correspondance de mathématiques et de physique des Pays-Bas, r é d i g é e p a r 

M. Q u é t e l e t de B r u x e l l e s , p l u s i e u r s m é m o i r e s basés s u r ce t t e m a n i è r e d ' env i sage r la t h é o r i e des po la i res 

Voyez le m é m o i r e Sur les propriétés des courbes du second degré considérées dans l'espace, le m é 

m o i r e Sur les propriétés de trois courbes planes situées sur une surface du second ordre , le m é m o i r e 

Sur les propriétés polaires qui existent entre les huit courbes tangentes à trois sections planes d'uni 

surface du second ordre, e t c . e t c . , e t c . . 



q u e Ton ob t i end ra p o u r sect ion p lane d a n s le système conique de l ' e space , une 

l igure telle q u e celle i n d i q u é e fig. 2 7 8 bis. 

Mais cet te fig. 2 7 8 bis p o u r r a p r é s e n t e r deux var ié tés t r è s - d i s t i n c t e s . A i n s i , 

l o r sque (fig. 278) les cotés opposés du p a r a l l é l o g r a m m e c i r consc r i t s e r o n t para l 

l è l e s , r e spec t i vemen t aux d iagonales d u p a r a l l é l o g r a m m e i n s c r i t , la fig. 2 7 8 bis 

n o u s d o n n e r a les po in ts p'" et p" s i tués s u r la d r o i t e qq,, et ces po in ts p ' " et p" se 

r o n t en m ê m e t e m p s s i tués su r les d iagona les du q u a d r i l a t è r e i n s c r i t aux deux 

sect ions c on ique s se c o u p a n t en q u a t r e p o i n t s ; ma i s l o r s q u e (fig. 2 7 8 , a ) les cô tés 

opposés du p a r a l l é l o g r a m m e c i r c o n s c r i t ne son t pas r e s p e c t i v e m e n t para l lè les 

aux d i a g o n a l e s d u p a r a l l é l o g r a m m e insc r i t , a lo r s îes p o i n t s p " e t p" s e r o n t t o u j o u r s 

placés (fig. 2 7 8 ter), s u r la d ro i t e qq,, m a i s en d e h o r s des d iagonales du q u a d r i 

la tère in sc r i t . 

En sor te q u e l o r s q u e Ton se d o n n e deux ellipses C et C se c o u p a n t en q u a t r e 

po in t s a, a, b, b' (jig. 2 7 8 bis ou ter), les q u a t r e t a n g e n t e s c o m m u n e s et tou tes ex

t é r i e u r e s aux el l ipses C et C f se c o u p e n t deux à deux en six p o i n t s , d o n t q u a t r e p 

et p1, p, et p,1 sont s i t u é s , savoi r : deux s u r la d r o i t e 0 et deux s u r la d ro i t e Q, ; et 

les deux a u t r e s p " et p o s e r o n t , I o îes i n t e r s ec t i ons de la d ro i t e qq, et des d iagona les 

du q u a d r i l a t è r e insc r i t act'bb' (fig 2 7 8 bis ) , ou se ron t 2° s i tués tous les deux sur 

la d r o i t e qq,, mais en d e h o r s des d iagona les p ro longées bb1 etaa' (fig. 2 7 8 ter ).. 

Ces deux r é su l i a t s polaires et différents e n t r e e u x , et qui sont les seu ls qu i p e u 

vent e x i s t e r , é t an t s i g n a l é s , e x a m i n o n s que l les son t les d ro i t e s d u sys tème 

(fig. 2 7 8 bis et ter), qu i r e p r é s e n t e r o n t les d r o i t e s dés ignées c i - d e s s u s par 

f,.... et p a r E . . . . 

Du m o m e n t q u e les deux el l ipses C et C on t deux t angen tes c o m m u n e s , on 

peut r e g a r d e r le poin t en lequel ces t a n g e n t e s se c o u p e n t c o m m e la p ro j ec t i on h o 

r izonta le du s o m m e t d ' u n cône A ayan t p o u r base la c o u r b e C , e t ce cône A sera 

coupé par le cy l i nd re vertical ( C ) su ivan t deux c o u r b e s p l a n e s G, et C 3 , et les 

t races des p lans (G,) et ( C ) de ces c o u r b e s C, et C ne se ron t a u t r e s q u e les 

0 t o d e s I e t E d e m a n d é e s . 

Or il est év iden t , d ' ap rès tout ce q u i a é té di t c i - d e s s u s el à ce s u j e t , q u e le.s 

rô les opposés ab et a'b' du q u a d r i l a t è r e i n s c r i t , s e ron t p r é c i s é m e n t les d ro i tes I 

i E , soit q u e l 'on cons idè re le po in t p , soit q u e l 'on c o n s i d è r e le p o i n t p c o m m e 

• tan t ia projec t ion d u s o m m e t du c ô n e . 

Par les m ê m e s r a i s o n s , soit q u e l 'on cons idè re le poin t p, , soit q u e l 'on consi

dere le point ;>,', les côté? opposés ab'el a'b du q u a d r i l a t è r e inscr i t s e ron t les dro i tes 

1 et E,. 

Lo r sque h m c o n s i d é r e r a ie poin t / / " ( q u ' i l soit ou n o n l ' i n te r sec t ion de la ( h a g o -



i, tic et de la d ro i t e qq,) c o m m e la p ro jec t ion du s o m m e t d ' u n cône ayan t l 'e l l ipse C 

p o u r b a s e , les t races des p l ans des c o u r b e s su ivan t l esque l les le c y l i n d r e (C ) 

•oupera ce c ô n e , se c o n f o n d r o n t en u n e seu le et m ê m e d ro i t e qu i ne sera év idem

m e n t a u t r e q u e la d iagonaIe66 r p r o l o n g é e ; on a u r a d o n c en ce t te d i a g o n a l e bb' les 

d ro i t e s I"' et E'". 

Pa r les m ê m e s r a i s o n s , e n c o r e , l o r sque Ton cons idé r e r a le po in t p " , la d iagonale 

ad p ro longée jouera le rôle des d ro i t e s I" et E". 

2° Les courbes C et C étant deux hyperboles. 

T r a ç o n s (fig.219) d e u x hype rbo les C et G'se c o u p a n t en q u a t r e poin ts a,a',b, b , 

et ayan t m ê m e c e n t r e o ; e t s u p p o s o n s : I o q u e ces deux h y p e r b o l e s son t t e l l ement 

p lacées q u ' o n pu i s se l eu r mener , q u a t r e t angen tes c o m m u n e s , ce qui a u r a lieu 

é v i d e m m e n t t ou t e s les fois q u e les d e u x c o u r b e s a u r o n t u n sy s t ème de d i a m è t r e s 

con jugués q u i son t s u p e r p o s é s en d i r e c t i o n , et il faudra en m ê m e t e m p s q u e les 

deux d i a m è t r e s t r ansver ses se s u p e r p o s e n t en d i r e c t i o n . 

Les q u a t r e t a n g e n t e s c o m m u n e s aux deux h y p e r b o l e s se c o u p e r o n t en q u a t r e 

po in ts p et p ' , p , et p / , s i t ués deux à deux su r les d iamel res con jugués supe rposes 

en d i r e c t i o n , e t il es t facile de voir q u e j a m a i s les côtés opposés d u para l lé lo 

g r a m m e pp'p.p! c i r consc r i t (par le p r o l o n g e m e n t de ses côtés) aux deux h y p e r b o l e s 

c o n c e n t r i q u e s n e p o u r r o n t ê t r e pa ra l l è les aux diagonales aa' et bb' du pa ra l l é lo 

g r a m m e in sc r i t . 

En m e t t a n t la fig. 2 7 9 en perspective, on ob t i end ra la forme de système polaire 

q u i lie e n t r e elles deux h y p e r b o l e s q u i se c o u p e n t en q u a t r e po in t s et qui ont 

q u a t r e t a n g e n t e s c o m m u n e s . 

S u p p o s o n s : 2° q u e les deux h y p e r b o l e s c o n c e n t r i q u e s se c o u p a n t en q u a t r e 

po in t s a.ajb.b,' (fig. 2 8 0 ) sont t e l l ement p lacées l ' une p a r r a p p o r t à l ' au t r e q u ' o n 

ne pu isse l eur c o n s t r u i r e de t a n g e n t e c o m m u n e , ce qu i a r r ive ra é v i d e m m e n t 

toutes les fois ({lie les deux hype rbo les s e r o n t i n v e r s e m e n t p lacées . 

E n faisant la perspective de la fig. 2 8 0 , on o b t i e n d r a deux hype rbo l e s ayant e n 

c o m m u n u n q u a d r i l a t è r e i n s c r i t , niais c o m m e ces c o u r b e s n ' a u r o n t pas de t an 

gentes c o m m u n e s , on n e p o u r r a p lus e m p l o y e r la cons idé ra t ion d ' u n c ô n e A ayant 

p o u r base l ' une G des h y p e r b o l e s et d ' u n c y l i n d r e ( C ) a v a n t l ' a u t r e hype rbo le G' 

p o u r sec t ion d r o i t e , p u i s q u e ces deux surfaces n ' a u r a i e n t pas deux p lans t angen t s 

c o m m u n s ; ca r , dans ce c a s , n o u s ne p o u r r i o n s p lus affirmer si ces surfaces se 

c o u p e n t ou ne se c o u p e n t pas su ivan t des c o u r b e s p l a n e s . P lu s lo in n o u s r e v i e n 

d r o n s su r ce cas et s u r d ' a u t r e s ana logues et qu i vont se p r é s e n t e r , et j e m o n t r e r a i 

qu ' on ne peu t les r é s o u d r e q u e par la cons idé ra t ion des surfaces gauches d o u b l e 

men t réglées enve loppant deux sec t ions c o n i q u e s : et qu ' a ins i l o r sque p r é c i s é m e n t 



on ne peu t pas r é s o u d r e ces cas tou t p a r t i c u l i e r s , pa r la cons idé ra t ion des surfaces 

c o n i q u e s , ou le p e u t tou jours p a r la c o n s i d é r a t i o n des surfaces g a u c h e s double 

men t r ég lées . 

3° Les courbes G et G' étant deux paraboles. 

L o r s q u e deux paraboles se c o u p e n t en q u a t r e po in t s (fig. 2 8 1 ) , on p e u t tou

j o u r s l eu r c o n s t r u i r e t rois t a n g e n t e s c o m m u n e s q u i se c o u p e n t deux à d e u x en 

t ro is po in t s p , / / , p " ; et ces t ro is po in t s qu i p o u r r o n t dès lors ê t r e c h a c u n cons i 

d é r é s c o m m e la p ro jec t ion ho r i zon ta l e du s o m m e t d ' u n cône A, q u i , a y a n t p o u r 

base l ' une G des p a r a b o l e s , sera r e c o u p é su ivan t deux cou rbes p l anes p a r le 

cy l ind re (C/) ayan t la s econde pa rabo le C p o u r sect ion d r o i t e ; on é tab l i ra donc 

le système polaire tou t aussi faci lement q u e p o u r les fig. 2 7 0 et 2 7 1 . 

4° Les comités C et C étant lune une ellipse et l'autre ime hyperbole, 

i l p e u t se p r é s e n t e r deux cas : ou (fig. 282 ) l 'e l l ipse C/ c o u p e r a c h a q u e b r a n c h e de 

l ' hyperbo le en deux po in t s , et on ne p o u r r a pas c o n s t r u i r e de t a n g e n t e c o m m u n e 

aux deux c o u r b e s ; ou 2° ( fig. 283 ) l 'e l l ipse G' c o u p e r a s e u l e m e n t u n e des b r a n c h e s 

de l ' hype rbo le G et en q u a t r e p o i n t s . Dans ce d e r n i e r c a s , on a u r a q u a t r e t a n 

gen tes c o m m u n e s à l 'e l l ipse et à la b r a n c h e d ' h y p e r b o l e su r l aque l l e se t r o u v e n t 

s i tués îes q u a t r e s o m m e t s du q u a d r i l a t è r e i n s c r i t , si l ' e l l ipse n e coupe p a s les 

a sympto te s d e l ' h y p e r b o l e ; et deux t angen tes c o m m u n e s s e u l e m e n t , si l 'e l l ipse 

coupe îes d e u x a s y m p t o t e s ; e t t ro i s t a n g e n t e s c o m m u n e s , si l 'e l l ipse n e c o u p e 

q u ' u n e des deux a s y m p t o t e s . Mais les q u a t r e t angen t e s c o m m u n e s ex i s t e ron t t o u 

j o u r s , p a r c e q u e l 'on p o u r r a m e n e r , ou deux t a n g e n t e s , ou u n e t a n g e n t e c o m 

m u n e et à l 'e l l ipse et à la seconde b r a n c h e de l ' h y p e r b o l e , d a n s les d e u x d e r n i e r s 

cas pa r t i cu l i e r s q u e n o u s v e n o n s d ' é n o n c e r c i - d e s s u s . 

Dans le cas de la fig. 2 8 2 , on n e p o u r r a pas é tab l i r le système polaire p a r la 

cons idé ra t i on des c ô n e s , ma i s b ien pa r la c o n s i d é r a t i o n des surfaces gauches 

d o u b l e m e n t réglées et enve loppan t d e u x sect ions c o n i q u e s . 

Dans tous les c a s q u e peu t p r é s e n t e r In fig. 2 8 3 , on p o u r r a é tab l i r le système 

polaire p a r la c o n s i d é r a t i o n des cônes e n v e l o p p a n t d e u x surfaces c o n i q u e s , e t on 

p o u r r a dès lors r a i s o n n e r géométriquement a insi q u e n o u s l 'avons fait p o u r les 

fig. 2 7 0 et 2 7 1 , e t c . 

5° Xc5 courbes G et C étant l'une une parabole et l'autre une hyperbole. 

L o r s q u e la p a r a b o l e c o u p e r a c h a c u n e des b r a n c h e s de l ' hyperbo le ( fig- 2 8 4 ) , 

nous d i r o n s ce qui a été d i t c i - d e s s u s p o u r h fig. 2 8 2 . 

L o r s q u e la pa rabo le c o u p e r a u n e seule b r a n c h e de l ' hype rbo le (fig. 2 8 5 ) , a lors 

elle coupe ra t ou jou r s u n e des a s y m p t o t e s ; il p o u r r a d o n c a r r ive r , seulement, ou 



1 ' q u e la pa rabo le ne coupe pas la seconde a s y m p t o t e , et a lors on p o u r r a con

s t r u i r e t ro is t angen tes c o m m u n e s à la pa rabo le et à la b r a n c h e de l ' hyperbo le 

qu i est coupée en q u a t r e po in t s pa r la pa rabo le ; ou 2° q u e la pa rabo le coupe la 

seconde a s y m p t o t e , a lors on n e p o u r r a p l u s c o n s t r u i r e q u e d e u x t angen tes 

c o m m u n e s à la pa rabo le et à la b r a n c h e de l ' h y p e r b o l e c o u p é e pa r ce t te pa r abo l e , 

m a i s , d a n s ce c a s , on p o u r r a c o n s t r u i r e u n e t ro i s i ème t angen te c o m m u n e à la 

parabole e t à la s econde b r a n c h e de l ' hype rbo l e . Ainsi on a u r a tou jours t rois 

t angen tes c o m m u n e s , d é t e r m i n a n t , p a r l eur in te r sec t ion deux à d e u x , u n t r i ang le 

c i r consc r i t aux deux sec t ions c o n i q u e s d o n n é e s . 

On p o u r r a d o n c , d a n s ce d e r n i e r c a s , é tab l i r le système polaire c o m m e p o u r les 

fig. 2 7 0 e t 2 7 1 . Ma i s , d a n s le p r e m i e r c a s , on devra cons idé r e r des surfaces gau

ches d o u b l e m e n t réglées et enve loppan t deux sec t ions c o n i q u e s . 

6° Les courbes G et G' étant Tune une parabole et ï autre une ellipse. 

11 sera tou jours poss ib le (fig. 2 8 6 ) , de c o n s t r u i r e q u a t r e t a n g e n t e s c o m m u n e s a 

u n e el l ipse et à u n e p a r a b o l e se c o u p a n t en q u a t r e p o i n t s . Le système polaire peu t 

d o n c ê t r e fac i lement é t a b l i , c o m m e p o u r les fig. 2 7 0 e t 2 7 1 . 

Des polaires réciproques du système formé de deux cônes ci base section conique. 

6 0 2 . Concevons u n c ô n e A d u second d e g r é , et a y a n t son s o m m e t en u n po in t s 

de l ' e space ; c o u p o n s ce c ô n e p a r d e u x p l a n s P et P f , on o b t i e n d r a deux sec t ions 

con iques 6 et g' qu i p o u r r o n t avoir t ro i s m a n i è r e s d ' ê t r e e n t r e e l l e s , su ivan t la 

d i rec t ion d o n n é e aux p lans sécan t s P et P ' . 

T Les deux cou rbes g e t g' p e u v e n t n 'avoi r a u c u n p o i n t c o m m u n , et a lors la 

dro i te S, su ivan t laquel le se c o u p e n t les p ians P e t P' , sera e x t é r i e u r e au cône A, ou, 

on d ' a u t r e s t e r m e s , ce t t e d ro i t e S n ' a u r a a u c u n po in t c o m m u n avec ie cône A 

2° Les deux c o u r b e s g et g' peuven t se coupe r en deux po in t s b et b', et a lors 

les deux p lans P et P ' se c o u p e r o n t su ivant u n e d r o i t e S q u i ne sera a u t r e q u e 

la c o r d e 66 ' supposée p ro longée indéfiniment*, ce t te d r o i t e S sera dès lors i n t é 

r i e u r e au cône A, o u , en d ' a u t r e s t e r m e s , ce t te d ro i t e S pe rce ra le cône A en hi

deux p o i n t s b et b'. 

3° Les deux c o u r b e s 6 et g' p euven t se l ouche r en u n p o i n t « ; a lors les deux 

p lans P et P ' se c o u p e r o n t su ivant u n e d ro i t e S qu i passera pa r le po in t a , et qui 

sera t a n g e n t e en ce po in t aux d e u x c o u r b e s g et g'. 

Cela posé : 

Nous savons q u e l 'on p e u t tou jours faire passer u n second cône A ; p a r les 

deux sect ions c o n i q u e s g et g', l o r squ ' e l l e s n ' on t a u c u n po in t c o m m u n , o u 



q u ' e u e s se c o u p e n t en deux po in t s b et b', et n o u s savons aussi q u e lo r squ 'e l l e s 

se t ouchen t en un p o i n t a, on n e p e u t les enve loppe r q u e par un seul c ô n e . 

Dès l o r s , d a n s les deux p r e m i e r s c a s , les c o u r b e s g et g' s e r o n t enve loppées p a r 

deux cônes A et A', d o n t les s o m m e t s s e t s' d é t e r m i n e r o n t u n e d ro i t e Z . 

Ce sont les d ro i t e s S et Z q u i o n t r eçu le n o m de polaires réciproques des deux 

cônes . 

Il est évident q u e , I o l o r sque la d ro i t e S est i n t é r i e u r e au cône A, la d ro i te Z 

est ex té r i eu re pa r r a p p o r t aux n a p p e s des deux cônes A et A', et 2° l o r s q u e la 

d ro i t e S est e x t é r i e u r e au cône A , la d ro i t e Z est i n t é r i e u r e pa r r a p p o r t aux 

n a p p e s des deux cônes A et A f . 

Cela posé : 

É n o n ç o n s la p r o p r i é t é r e m a r q u a b l e don t j ou i s s en t les polaires réciproques S et 

Z de deux cônes d u second o r d r e ou du second d e g r é . 

Tou t plan p a s s a n t p a r la d r o i t e S c o u p e r a le cône A su ivan t u n e sect ion coni 

q u e o , et le cône A' su ivant u n e sec t ion c o n i q u e d'. 

T o u t plan K pa s san t p a r la d ro i t e Z c o u p e r a les cônes À e t A' su ivant des géné 

ra t r ices dro i tes G et G , , G' et G / . 

Les diverses sec t ions c o n i q u e s et 3 ' . . . s e r o n t enve loppées deux à deux pat 

des cônes don t les s o m m e t s s e ron t d i s t r i b u é s su r la d ro i t e Z . 

Les p lans T et T t t angen t s au cône A suivant les g é n é r a t r i c e s G et G , , et les p lans 

ï " et T / t angen t s au cône A' su ivant les géné ra t r i c e s G' e t G/ , se c o u p e r o n t tous 

les q u a t r e en un po in t t, s i tué s u r la d r o i t e S . 

il est inu t i l e de d é m o n t r e r la vér i té de cet te p r o p r i é t é , elle est év iden te p o u r 

tous ceux qui savent l ire d a n s l ' e space . 

E t r é c i p r o q u e m e n t : 

Si pa r un p o i n t t de la d ro i t e S , on m è n e d e s p l a n s t angen t s T et T, au c ô n e A, 

e t T ' et T / a u c ô n e A', les q u a t r e g é n é r a t r i c e s d ro i t e s d e con tac t G et G,, G' et 

G/ se ron t s i tuées d a n s u n m ê m e p lan K . 

Le poin t t est d i t pôle, et le p lan K es t âitplan polaire d u système des deux cônes . 

Et a ins i : les d e u x cônes A e t A', se c o u p a n t su ivan t deux c o u r b e s p lanes g et g', 

jouissent de la p r o p r i é t é , savoir : qu ' i l s o n t u n e inf ini té de plans polaires c o m m u n s 

K, et u n e infini té de pôlest, c h a c u n de ces pôles c o r r e s p o n d a n t à u n plan polaire 

par t icu l ie r ; 

Tous les plans polaires c o m m u n s passen t p a r la d r o i t e Z ; 

Tous îes pôles c o m m u n s sont s i tués s u r la d ro i le S . 

C'est cette p r o p r i é t é r e m a r q u a b l e q u i a fait d o n n e r aux dro i tes Z et S le nom 

de polaires réciproques du système de deux cônes du second o r d r e . 



L o r s q u e les deux cou rbes 6 et S' sont t angen tes l ' une à l ' au t r e par un po in t a} 

a lors on n e peu t les enve loppe r q u e p a r u n seul cône A. 

Dans ce cas pa r t i cu l i e r , les po la i res r é c i p r o q u e s du cône A son t la t a n g e n t e S 

c o m m u n e aux deux courbes S et g ' p o u r le po in t a, et la géné ra t r i ce d ro i t e G de 

ce cône A passant p a r le p o i n t a ; ou m i e u x , les d ro i t e s S et G , jouent le rô le de 

polaires réciproques. " 

R e m a r q u o n s q u e , l o r s q u e la d r o i t e S est extérieure aux d e u x cônes A et A ' , la 

d ro i te Z est intérieure à ces c ô n e s , et q u e d è s lors , ces cônes ne peuven t avoir de 

p l ans t angen t s communs*, et r e m a r q u o n s auss i q u e , l o r s q u e au c o n t r a i r e ia 

d ro i te S est intérieure, la d ro i t e Z est extérieure, et q u e , dans ce c a s , les deux 

cônes A et A' on t deux po in t s de c o n t a c t , q u i son t les po in t s b et b' en lesque ls 

ils s o n t p e r c é s p a r la d ro i t e S , et q u e dès lors ces cônes on t deux p l a n s t a n g e n t s 

c o m m u n s . 

Ainsi on peu t é n o n c e r ce qu i s u i t : 

Lorsque deux cônes du second ordre se coupent suivant deux sections coniques, ou, en. 

d'autres termes, suivant deux courbes planes, ils ont un système de po la i res réc i 

p r o q u e s . 

E t r é c i p r o q u e m e n t : 

Lorsque deux cônes du second ordre possèdent un système de po la i res r é c i p r o q u e s , 

ils se coupent nécessairement suivant deux courbes planes. 

Et dès lors : 

Si deux cônes du seccid ordre , qui ont deux plans tangents communs, se coupent sui

vant deux courbes planes, c est qu'ils ont forcément dans ce cas un système de po l a i r e s 

r é c i p r o q u e s ; et dans ce cas la po l a i r e S est i n t é r i e u r e . 

Et si deux cônes du second ordre peuvent se couper suivant deux courbes planes 

sans avoir deux plans tangents communs, c est qu'ils ont dans ce cas un système de p o 

laires r é c i p r o q u e s , et dans ce cas la polaire S est e x t é r i e u r e . 

6 0 3 . Concevons deux cônes A et A' du second o r d r e , se c o u p a n t su ivan t deux 

c o u r b e s p l anes 6 et 6', don t les p l ans P e t P ' s e c o u p e n t su ivan t u n e dro i te S . 

et d é s i g n o n s p a r Z la d ro i t e q u i u n i t les s o m m e t s s el s' des deux cônes A c t A'. 

Cela posé : 

n o u s savons q u e , si su r la d ro i t e S , q u ' e l l e soit intérieure ou extérieure aux 

deux cônes A et A', on p r e n d un p o i n t t, et q u e l 'on m è n e pa r ce p o i n t t deux 

p lans T e t T , t angen t s aux cônes A, et d e u x p lans T ' e t T / t angen t s aux cône A', les 

géné ra t r i ce s dro i tes de contact sont toutes q u a t r e d a n s un p lan K passant pa r ia 

d r o i t e Z . 

Si donc nous dés ignons p a r o et o ' les po in t s en l esque l s la d ro i t e Z pe rce les 



pians P et P , il est év ident q u e , si de c h a q u e po in t a i e la d r o i t e s , on m e n e deux 

t angen te s 9 et 9, à la c o u r b e g , e t 9' e t 9/ à la c o u r b e S', les p o i n t s d e con tac t n et 

'f.,111 et n / d e ces t angen tes e t des c o u r b e s Set g ' sa t i s feront aux cond i t ions su ivan tes : 

î° Les co rdes nn,... p a s s e r o n t par le p o i n t o. 

2' Les co rdes nn,'..-.. p a s s e r o n t p a r le p o i n t o'. 

•V Les q u a t r e po in t s n , n,, n\ « , ' , s e ron t d a n s un m ô m e p lan K passan t par la 

d ro i t e Z , et dès lors les co rdes wn,, n'n/ é t an t p r o l o n g é e s , se c o u p e r o n t en un 

point ts, s i tué su r la d ro i t e S , et qu i sera celui en lequel le p lan K coupe ce t t e 

d r o i t e S . 

4° Les q u a t r e p o i n t s n, n,, n', n / , s e ron t u n i s deux à deux par six droi tes qu i se 

c o u p e r o n t deux à d e u x en t ro i s p o i n t s , q u i s e r o n t le po in t t, et les deux s o m m e t s 

et s{ de s deux cônes A et A f . 

Cela posé : 

Si nous p ro je tons tout le sys t ème c o n i q u e p r é c é d e n t sur un p lan A , n o u s au-

• e n s su r ce p lan A d e u x sec t ions c o n i q u e s C et C , p ro j ec t i ons des c o u r b e s g et 

€ r

s et le système polaire d e l ' e space se p ro j e t t e r a su ivan t un système polaire plan qu i 

cebera e n t r e elles les deux sec t ions c o n i q u e s C et C q u i sont t r acées s u r le p ian A 

Or le p lan A p e u t avoir tou te d i r ec t i on p a r r a p p o r t au s y s t è m e c o n i q u e de 

? espace , on voit d o n c de su i te q u e l 'on p o u r r a du sys tème de l 'espace passer à d i -

• s y s t è m e s p lans p a r t i c u l i e r s , et pouvo i r ainsi é tab l i r de sui te le système po

iane qu i doi t r e l i e r l ' u n e à l ' a u t r e deux sec t ions con iques G et G', q u i se ra ien t 

i une pa r r a p p o r t à l ' au t r e en des pos i t ions t rès-différentes d a n s le p lan s u r lequel 

Iles s e ron t d o n n é e s ou t racées . 

.0 y diverses relations de position qui peuvent exister entre les projections des courbes c 

et g', intersections planes de deux cônes du second ordre. 

c u t i . Mous a u r o n s t ro is sys tèmes c o n i q u e s de l 'espace à c o n s i d é r e r . 

1" Celui p o u r l eque l la d ro i t e Z q u i u n i t les s o m m e t s des deux cônes A et A es! 

intérieur à ces c ô n e s , et dès lors la d ro i t e S est extérieure aux cônes A et A 

Hans ce c a s , les deux cônes A et A7 n ' o n t pas de p lans t a n g e n t s c o m m u n s . 

2 Celui p o u r lequel la d ro i t e Z qu i u n i t i e s s o m m e t s de deux cônes A et A est 

'iter leur à ces c ô n e s , et dès lo rs la d r o i t e S est intérieure aux cônes A et A'. 

Dans ce c a s , les deux cônes A et A r on t deux p l ans t angen t s c o m m u n s , et ils 

• . • n i auss i et nécessairement deux p o i n t s de con tac t s i tués s u r l a d r o i t e S. 

:>' Celui p o u r lequel les deux sec t ions c o n i q u e s ne peuven t ê t re enveloppées 

q u e par un seul cône A; d a n s ce c a s , les deux sect ions c o n i q u e s ont un point de 

con tac t . 



Cela pose : 

E n p r e n a n t le p r e m i e r système conique de l'espace, 

Nous p o u r r o n s : I o d i r i ge r le p lan A, s u r l e q u e l on doi t p ro je te r les deux sér

i ions c o n i q u e s g el g', p a r a l l è l e m e n t à la d ro i t e Z e t c o u p a n t la d r o i t e S ,• d a n s c> 

c a s , les c o u r b e s g et g' se p r o j e t t e r o n t su ivant deux c o u r b e s C et C s i tuées l ' une pai 

r a p p o r t à l ' a u t r e , c o m m e d a n s l a / * / . 2 7 0 . 

Les p o i n t s p e t p1 s e ron t les pro jec t ions des s o m m e t s set s' des deux cônes _ 

et A'; ces deux po in t s p et p s e r o n t a lo rs des pôles conjugués. 

Nous p o u r r o n s : 2° d i r ige r le p l a n A p e r p e n d i c u l a i r e m e n t à l ' une des généra

t r ices d r o i t e s G d u c ô n e A d o n t le s o m m e t s est extérieur ; a lo r s les c o u r b e s C ' 

C s e r o n t s i tuées l ' u n e p a r r a p p o r t à l ' a u t r e , c o m m e d a n s \&fig. 2 7 4 . 

Nous p o u r r o n s : 3° d i r ige r le p lan A p e r p e n d i c u l a i r e m e n t à l ' une des géné ra 

t r ices d ro i t e s G' du cône A r don t le s o m m e t s est intérieur; a lo r s les c o u r b e s C 

G' s e r o n t s i tuées l ' une p a r r a p p o r t à l ' a u t r e , c o m m e d a n s in fig. 2 7 1 . 

Nous p o u r r o n s : 4° d i r ige r le p lan A p e r p e n d i c u l a i r e m e n t à la d ro i t e Z ; a lors le 

deux c o u r b e s C et C se ron t intérieures l ' une à l ' a u t r e , c o m m e d a n s la fig. 277 bh 

En p r e n a n t le second système conique de l'espace, 

N o u s p o u r r o n s , I o d i r i ge r le p l an A pa ra l l è l emen t à la d r o i t e Z , e t c o u p a n t I 

d ro i t e S ; d a n s ce c a s , les c o u r b e s C et C' s e r o n t s i tuées T u n e p a r r a p p o r t à l 'au

t r e , c o m m e d a n s la fig. 2 7 2 . 

Nous p o u r r o n s , 2° d i r iger le p lan A p e r p e n d i c u l a i r e m e n t à l ' une des géné ra 

t r ices d ro i tes G d u cône A, ou G r d u cône A', e t d a n s ce cas les c o u r b e s C et C se

r o n t s i tuées c o m m e d a n s la fig. 2 7 3 . 

E n p r e n a n t le t r o i s i è m e système conique de l'espace, 

Nous p o u r r o n s , I o d i r iger le p l an A p e r p e n d i c u l a i r e m e n t à ia g é n é r a t r i c e 

d ro i t e G d u cône A, g é n é r a t r i c e q u i passe p a r le p o i n t de con tac t des deux sec

t ions con ique s g et g f , et a lors les c o u r b e s C e t C" s e ron t e n t r e elles c o m m e darr 

làfig. 27 4 . 

Nous p o u r r o n s , 2° d i r ige r le p lan A p a r a l l è l e m e n t à la g é n é r a t r i c e d ro i t e G , q m 

passe p a r le po in t de contac t des deux sec t ions c o n i q u e s g et g', et a lors les cou r 

bes C et G' se ron t e n t r e el les c o m m e d a n s la fig. 2 7 1 ou c o m m e d a n s la fig. 274 

Nous voyons d o n c q u e les fig. 2 7 1 et 274 n o u s d o n n e n t c h a c u n e des p ro jec t ions 

i d e n t i q u e s p o u r deux sys tèmes c o n i q u e s différents e n t r e e u x . 

Les p rop r i é t é s pola i res qu i ex i s te ron t d a n s ce cas e n t r e les c o u r b e s C et c 

se ron t d o n c les p ro jec t ions des p rop r i é t é s de re la t ion de pos i t ion q u i existen;, 

s é p a r é m e n t p o u r l ' un et l ' au t r e sy s t ème c o n i q u e de l ' e space . 

De sor te q u e l ' ensemble des p r o p r i é t é s polaires d o n t peuven t j o u i r les courbe 

C et C \ placées l ' une par r appor t à l ' a u t r e , c o m m e dans les fig. 271 et 2 7 4 , v. 



peu t ê t re é tabl i c o m p l è t e m e n t q u ' e n e x a m i n a n t ce q u i exis te p o u r les deux sy$ 

tèmes coniques de l ' e s p a c e , et n o n pas s e u l e m e n t ce q u i existe p o u r un seul de ces 

systèmes coniques de t espace. 

Nous p o u r r i o n s d i r i g e r l e p lan A de d iverses a u t r e s m a n i è r e s , e t n o u s t r o u v e 

r ions a lors des cas particuliers se r a p p o r t a n t à l ' u n e ou à l ' au t r e des positions géné

rales r e p r é s e n t é e s p a r les fig. 2 7 0 , 2 7 1 , 2 7 2 , 2 7 3 , 2 7 4 , 2 7 7 bis. 

11 est é v i d e n t , en ver tu de tout c e ' q u i p r é c è d e , q u e l ' é t ude et l ' examen de ces 

cas p a r t i c u l i e r s , ne p e u t offrir a u c u n e difficulté. 

6 0 5 . Nous venons d ' é t ab l i r ce qu i do i t a r r ive r l o r s q u e les c o u r b e s C et C ? sont 

les p ro j ec t i ons de deux sec t ions con iques g et g' s i t uées s u r u n c ô n e A; ma is il p e u t 

a r r ive r q u e les c o u r b e s C et G' ne so ien t pas les p ro j ec t i ons de d e u x c o u r b e s p l anes 

S et g r s i tuées su r u n cône ; et cela p e u t en effet a r r i v e r , ca r n o u s devons n o u s 

r appe l e r q u e l o r s q u e n o u s avons e x a m i n é les p r o p r i é t é s des sur faces d u second 

o r d r e , n o u s avons r e c o n n u q u e p a r m i ces s u r f a c e s , d e u x d ' e n t r e e l l e s , savoi r , 

le p a r a b o l o i d e h y p e r b o l i q u e et l ' hype rbo lo ïde à u n e n a p p e p o u v a i e n t ê t r e coupées 

pa r deux p lans , de tel le m a n i è r e q u e les sec t ions c o n i q u e s o b t e n u e s n e so ien t 

pas suscep t ib les d ' ê t r e enve loppées p a r u n c ô n e . 

L o r s q u e cela a r r i ve r a c o m m e d a n s les fig. 2 8 0 , 2 8 2 , 2 8 4 , où les sec t ions coni

q u e s C et G f se c o u p e n t et n ' o n t pas d e t angen t e s c o m m u n e s , a lors on p o u r r a t o u 

jours r e g a r d e r ces c o u r b e s G et G' c o m m e les p ro j ec t ions de sec t ions c o n i q u e s S 

et S' enve loppées d a n s l 'espace par un hype rbo lo ïde a une n a p p e ou p a r un para-

i )o los de h y p e r bol i q u e . 

Et a l o r s , au l ieu d e cons idé re r la c o u r b e C c o m m e la base d ' u n c ô n e , et 

la c o u r b e G' c o m m e la base d ' u n cy l i nd re ve r t i ca l , il faudra concevoir d e u x 

surfaces g a u c h e s d o u b l e m e n t réglées pas san t l ' u n e et l ' au t r e p a r la c o u r b e C , 

et se c o u p a n t dès lors su ivant u n e seconde c o u r b e p l a n e G, ayan t la c o u r b e G' 

p o u r p ro jec t ion . 

Du tronc de pyramide quadrangulaire, inscrit à deux sections coniques 

enveloppées par un cône. 

0 0 6 . Concevons deux sec t ions p lanes g et g' d ' u n cône d u second o r d r e A ; dési 

gnons par S la d ro i t e su ivan t l aque l l e les p l ans P et P ' des c o u r b e s g et g' se cou 

peni , et pa r s le s o m m e t du cône A. 

Los deux cou rbes g e t g ' é t a n t supposées n ' avo i r a u c u n po in t c o m m u n , on p o u r r a 

les enve lopper pa r un second c ô n e A' ayant son s o m m e t s'intérieur par r appo r t 

aux plans des courbes g et g', et le s o m m e t s sera extérieur à ces p l ans . 

Désignons par Z la dro i te qu i uni t les s o m m e t s s et .s'. 



Cela posé : 

La d ro i l e Z pe r ce le p l an P e n u n p o i n t o , et le p lan P ' e n un p o i n t o', et nous 

savons q u e la d ro i t e S est polaire , le po in t o é t a n t pôle p o u r la c o u r b e 6 ; n o u s sa

vons de m ô m e q u e la d ro i t e S est polaire, le p o i n t o' é t an t pôle p o u r la c o u r b e g'. 

P r e n o n s s u r la d r o i t e S u n p o i n t / , n o u s p o u r r o n s c o n s t r u i r e la d r o i t e L q u i , pas

sant p a r le p o i n t o, se ra polaire de la c o u r b e g p o u r le pôle l, e t ce t te d ro i t e L 

c o u p e r a la d r o i t e S en un po in t /', qu i sera le pôle de la polaire V qu i unit 

les p o i n t s / e t o. 

Le po in t / sera aussi le pôle d ' u n e d r o i t e L t , q u i , t r acée d a n s le p lan de ia 

c o u r b e g', pas se ra pa r le p o i n t o\ et ce t te d ro i t e L, v i e n d r a é v i d e m m e n t p e r c e r la 

d ro i t e S au m ô m e po in t lr ( i n d i q u é c i - d e s s u s ) p u i s q u e les deux c o u r b e s g et & 

son t enve loppées p a r un m ê m e cône A. 

Ce po in t /' sera lepóle de la polaire L / qui u n i t i e s po in t s l et o'. 

Cela posé : 

C o n s t r u i s o n s u n q u a d r i l a t è r e in sc r i t à la c o u r b e g e t ayan t ses côtés opposés , 

p r o l o n g é s , passan t p a r les po in ts let l', et ses d iagona les se c r o i s a n t au po in t o. 

Désignant les s o m m e t s de ce q u a d r i l a t è r e p a r n, n, m, m', les d iagona les é t an t 

nmeln'm', si pa r le s o m m e t s du cône A , et p a r c h a c u n des q u a t r e cô tés et des 

deux d iagona les , on fait passe r un p l an , on a u r a six p l a n s q u i p a s s e r o n t , savoir : 

d e u x p a r la d ro i t e si, deux p a r la d ro i t e si', deux p a r la d r o i t e ss' ou Z ; et ces 

p lans d é t e r m i n e r o n t s u r la c o u r b e g r q u a t r e p o i n t s n , , n',mn m', qu i s e ron t les 

s o m m e t s d ' u n q u a d r i l a t è r e i n sc r i t à ce t te c o u r b e g', e t tel q u e ses d iagona les 

w.m, et n/mj se c ro i s e ron t au p o i n t o', et q u e les côtés opposés é t an t p ro longés 

pas se ron t p a r les po in t s / e t 

Ces deux q u a d r i l a t è r e s f o r m e r o n t u n t r o n c de p y r a m i d e q u a d r a n g u l a i r e , eosu-

m u n à t ro i s p y r a m i d e s q u a d r a n g u l a i r e s , a y a n t r e spec t i vemen t p o u r s o m m e t les 

po in ts s, l et l', et les d iagonales d e ce t r o n c p y r a m i d a l se c ro i se ron t au po in t s', et 

les d iagona les des q u a t r e faces l a t é ra les se c ro i s e ron t en des po in t s qui s e r o n t , 

pour les faces opposées au po in t /, s u r u n e d r o i t e X pas san t p a r le poin t /. et pour 

les faces opposées au po in t /', s u r u n e d ro i t e Y pa s san t par le po in t l'. 

E n s o r t e q u e les six faces du t r o n c p y r a m i d a l f o r m e n t t ro is g r o u p e s composes 

chacun de deux faces o p p o s é e s , e l l e s po in t s en l e sque l s se c ro i sen t les d iagona les 

de ces six f aces , sont d i s t r i bués d e u x à deux s u r les d ro i t e s Z , X , Y, passant 

r e s p e c t i v e m e n t p a r l e s s o m m e t s s, l, / ' d e s t ro i s p y r a m i d e s q u a d r a n g u l a i r e s qui 

i n t e r c e p t e n t e n t r e elles le t r onc p y r a m i d a l . 

Si l 'on pro je t te s u r un p lan A t o u t ce sy s t ème de l ' e space , on voit de sui te que 

la p ro j ec t i on des a rê te s d u t r o n c p y r a m i d a l et d e s sec t ions c o n i q u e s g et g' ci 

des po in t s /. s et s' et de la d ro i t e S et des dro i tes Z , X , Y, e t c . , d o n n e r a nue 



figure clans l aque l l e il sera facile de l ire de nouvel les propriétés polaires liant e n t r e 

elles deux sec t ions c o n i q u e s G et C' t r acées s u r u n p lan (*). 

E x a m i n o n s m a i n t e n a n t les p r o p r i é t é s don t j ou i s sen t deux surfaces d u second 

o r d r e l o r squ ' e l l e s peuven t ê t r e enve loppées p a r u n m ê m e c ô n e . 

Des relations polaires qui peuvent exister entre deux surfaces du second ordre. 

6 0 7 . D é m o n t r o n s d ' a b o r d q u e l 'on p e u t tou jours c o n s t r u i r e deux surfaces du 

second o r d r e 2 et 2', te l les qu ' e l l e s soient toutes deux enve loppées p a r un m ê m e 

cône A. 

P o u r ce l a , p r e n o n s la fig. 2 7 0 , et concevons p a r ie p o i n t q u n e dro i te S de d'i 

rec t ion a r b i t r a i r e d a n s l ' e space . 

Menons p a r la d ro i t e S e t c h a c u n des p o i n t s b, b,, b', b', en l e sque l s la d ro i t e 

Q p e r c e les sec t ions c o n i q u e s C e t G ' d e s p l ans ( S , b), ( S , bt), ( S , b1), ( S , b,'). 

Cela fa i t , m e n o n s pa r la d r o i t e S et la d r o i t e P un p l a n ( S , P ) , et t r a ç o n s dan; 

ce p l a n u n e sec t ion c o n i q u e e c o u p a n t la c o u r b e G aux po in t s e ele,, 

Concevons le cône A ayan t le po in t p p o u r s o m m e t , et la sect ion c o n i q u e s p o u r 

base ou d i r ec t r i ce . 

Cela posé : 

Nous p o u r r o n s faire t o u r n e r ia c o u r b e C a u t o u r de la d r o i t e Q , de m a n i è r e à 

ce q u ' e n va r i an t deforme, elle s ' appu ie s u r la c o u r b e e, e t soit t a n g e n t e en les 

po in t s fixes b et b, aux p lans ( S , b) et (S , 6 , ) . Nous savons q u e p a r ce m o d e de 

génération ou de construction, on o b t i e n t u n e surface d u second o r d r e 2 , t a n g e n t e 

au c ô n e A su ivan t la c o u r b e p l a n e e. 

Cela posé : 

C o u p o n s l e e ó n e A p a r le p lan ( S , P ' ) , n o u s a u r o n s u n e sec t ion c o n i q u e z, et 

en faisant t o u r n e r la c o u r b e G ' a u t o u r de la d r o i t e R , de m a n i è r e à ce q u ' e n 

c h a n g e a n t deforme, elle s ' appuie s u r la c o u r b é e ' et soit t a n g e n t e en les poin ts 

fixes b' et b' aux deux p l ans ( S , b') et ( S , b'), on o b t i e n d r a u n e seconde sur face 

du second o r d r e 2r t a n g e n t e au cône A s u i v a n t l a c o u r b e p l a n e z'. 

On voit de sui te q u e les d ro i t e s S et Q son t polaires réciproques, et p o u r la s u r 

face 2 et p o u r la surface 2', en so r t e q u e ces deux sur faces o n t en c o m m u n un sys

tème de pola i res r é c i p r o q u e s . 

Il est facile de voir q u e , l o r s q u e Ton c o n s i d è r e les deux surfaces 2 e t 2', et 

non p lus s e u l e m e n t les deux c o u r b e s C et G', le po in t q est r e m p l a c é p a r la d ro i t e 

O Voyez le m é m o i r e q u i a p o u r t i t r e : Des propriétés polaires de quelques polyèdres, et q u e j ' a i 

p u b l i é pom- la p r e m i è r e fois d a n s la Correspondance de mathématique et de physique des Paya 

fíns. T o m e I I I , n° 4. 



S et q u e les d ro i t e s P , P ' , P , , P / , R , R ' , sont r emplacées p a r les p i ans (S , P ) . 

( S , P ' ) , ( S , P , ) , ( S , P / ) , (S , R ) , (S , R ' ) , e t q u e les co rdes de con tac t eet, ee,' 

ii, , i'i,', son t r emp lacées p a r des c o u r b e s p lanes e , e r , J , J r , q u i sont respective

m e n t les c o u r b e s de con tac t des surfaces 2 e t 2Ï et d u c ô n e A a y a n t son s o m m e t au 

po in t p , e t d u cône A' a y a n t son s o m m e t au po in t p'. 

L o r s q u e les c o u r b e s G et G' se c o u p e n t en deux p o in t s c o m m e d a n s la fig. 2 7 2 , 

elles d o n n e r o n t na i s sance à d e u x sur faces d u second o r d r e 2 et 2' se c o u p a n t 

su ivant u n e c o u r b e p l a n e don t le p lan sera ( S , I) , et ces deux surfaces se ron t 

enve loppées p a r u n cône A ayan t son s o m m e t au p o i n t p. 

L o r s q u e les c o u r b e s G et C' se c o u p e n t en q u a t r e p o i n t s , c o m m e d a n s la 

pq. 2 7 8 bis, elles d o n n e r o n t n a i s s a n c e à deux surfaces du second o r d r e 2 et 2', 

q u i , p o u r ê t r e enve loppées p a r deux c ô n e s , ayant l ' un son s o m m e t au po in t p1' 

et l ' au t re son s o m m e t au p o i n t p"\ d e v r o n t se c o u p e r su ivan t deux c o u r b e s p l anes 

don t les p l ans passen t p a r les d iagona les bb1 et aa1 du q u a d r i l a t è r e i n s c r i t ; e t , 

dans ce c a s , la d ro i t e S devra passer p a r l e p o i n t q' en l eque l ces d iagonales se 

c ro i sen t . Dès lors les c o u r b e s su ivant l esque l les les deux surfaces 2 et 2' s ' e n t r e 

c o u p e n t , se c o u p e n t en d e u x po in t s s et s 7 s i tués s u r la d ro i t e S , et. p o u r ces 

po in ts z e t : / , les deux surfaces 2 et 2' on t deux p l a n s t a n g e n t s c o m m u n s , ou , en 

d ' a u t r e s t e r m e s , îes deux surfaces 2 et 2' se t o u c h e n t en ces deux p o in t s z et z'. 

L o r s q u e îes c o u r b e s G et G' se c o u p e n t en deux po in t s et se t o u c h e n t e n u n 

p o i n t , c o m m e d a n s la fig. 2 7 3 , elles d o n n e r o n t na i ssance à d e u x surfaces d u se

cond o r d r e 2 e t 2'', qu i s e r o n t enve loppées p a r u n seul c ô n e ayan t son s o m m e t au 

point p, et ces deux sur faces se t o u c h e r o n t au po in t b, e t se c o u p e r o n t su ivan t u n e 

c o u r b e p l ane d o n t le p lan passera p a r la c o r d e zz'. 

On voit d o n c pa r ce q u i p r é c è d e , q u e l o r s q u e deux surfaces du second o rd re 

son t enve loppées p a r un c ô n e , elles peuven t ê t r e : 

I o E x t é r i e u r e s l ' une à l ' au t r e et n ' avo i r a u c u n po in t c o m m u n 

2° E x t é r i e u r e s l ' une à l ' au t r e et se t ouche r p a r un p o i n t . 

3" Se c o u p e r su ivant une seule c o u r b e p l ane . 

4° Se t o u c h e r en un p o i n t et se coupe r su ivant une c o u r b e p l a n e . 

0 e Se c o u p e r su ivan t deux c o u r b e s p l anes se c o u p a n t en deux p o i n t s , q u i soni 

e n m ê m e t e m p s deux po in t s de con tac t des surfaces . 

Deux surfaces du second o r d r e peuven t se c o u p e r su ivan t des courbes p l a n e s . 

et c e p e n d a n t n ' ê t r e po in t enve loppées p a r u n c ô n e ; cela a r r ive ra tou tes les fois 

q u e les deux surfaces a u r o n t en c o m m u n un système de polaires réciproques: 

Ainsi en cons idé ran t les fig. 2 8 0 , ou 2 8 2 , ou 2 8 4 , les c o u r b e s G et C' p o u r r o n t 

d o n n e r na issance à deux surfaces du second o r d r e 2 et 2' se c o u p a n t su ivan t deux 

c o u r b e s p l a ne s , et ne p o u v a n t pas ê t r e c e p e n d a n t enveloppées p a r un m ê m e cône 



Mais les deux c o u r b e s p l anes H et l', su ivant lesquel les s ' e n t r e c o u p e r o n t les deux 

surfaces 2 e t 2', p o u r r o n t ê t r e enve loppées p a r deux cônes d o n t la d ro i t e Z u n i s 

san t les s o m m e t s de ces cônes sera ( p o u r l ' u n e et l ' au t r e sur face 2 et 2' ) la polaire 

réciproque de la d r o i t e S s u i v a n t l aque l l e se c o u p e n t les p l ans des c o u r b e s g et 

6 0 8 . Ce q u i vient d ' ê t r e é n o n c é c i -de s sus n o u s p e r m e t de cons idé r e r îes d e u x 

sec t ions c o n i q u e s C et C' ( a y a n t e n t r e elles les re la t ions de posi t ion i n d i q u é e s pa r 

les fig. 2 7 8 bis, 2 7 9 , 2 4 0 , 281- , 2 8 2 , 2 8 3 , 2 8 8 , 2 8 5 et 2 8 6 ) , c o m m e é tan t la s e c 

t ion faite d a n s le sys t ème de deux surfaces du second o r d r e 2 et 2' p a r u n p lan 

d i a m é t r a l p r i n c i p a l , c o m m u n à ces deux sur faces . 

E t dès lors n o u s p o u r r o n s , d a n s tou tes ces f i g u r e s , c o m m e n o u s a l lons le faire 

p o u r la fig. 2 7 8 bis, r e g a r d e r les c o u r b e s ( sections coniques) C et C , se coupant , en 

q u a t r e po in t s a, a', b, b!, c o m m e a p p a r t e n a n t à t r o i s systèmes différents e n t r e 

eux et composés c h a c u n de deux surfaces du second o r d r e , a y a n t le p l a n de ces 

courbes C et C p o u r p l an d i a m é t r a l p r i n c i p a l c o m m u n . 

E t en effet : 

Nous p o u r r o n s , 4° concevo i r deux surfaces d u second o r d r e 2 e t 2'se c o u p a n t 

su ivan t deux c o u r b e s p l anes p ro je tées o r t h o g o n a l e m e n t su ivan t les côtés opposés 

fig. 2 7 8 bis,ab et ab' d u q u a d r i l a t è r e i n s c r i t . Ces d e u x c o u r b e s (ab) et (a'b1) s e r o n t 

enve loppées p a r deux cônes a y a n t p o u r s o m m e t s respect i fs les po in t s q1 et qt. 

Nous p o u r r o n s , 2° concevoir deux sur faces d u second o r d r e 2, et 2} se c o u p a n t 

su ivant ueux c o u r b e s p lanes p ro je tées o r t h o g o n a l e m e n t su ivant les côtés opposés 

ab' et ab d u q u a d r i l a t è r e inscr i t ; et les s o m m e t s des cônes enve loppan t les c o u r b e s 

(ab') et (a'b) s e ron t les po in t s q' et q. 

Nous p o u r r o n s , 3° concevoir d e u x surfaces du s e c o n d o r d r e 2 3 et 2j se cou

p a n t s u i v a n t d e u x c o u r b e s p l anes pro je tées o r t h o g o n a l e m e n t su ivant Ses diago

nales bb' et aa' d u q u a d r i l a t è r e i n s c r i t , e t les s o m m e t s des cônes enve loppan t les 

cou rbes (bb1) el (aa') s e r o n t les po in t s qelq,. 

A i n s i , deux sect ions c o n i q u e s t racées s u r un p lan , p e u v e n t ê t r e cons idé r ée s 

c o m m e la p ro jec t ion o r t h o g o n a l e de d e u x sec t ions p l anes d ' u n c ô n e , et en m ê m e 

t e m p s c o m m e la sect ion faite d a n s p l u s i e u r s sys t èmes , composés c h a c u n de deux 

surfaces du second o r d r e , p a r un p l a n d i a m é t r a l p r i n c i p a l c o m m u n à c h a c u n de 

ces s y s t è m e s . Dès lors les p r o p r i é t é s po la i res de deux sec t ions co n iq u es t racées 

su r un p lan , s e r o n t les p ro jec t ions s u r ce p lan des p r o p r i é t é s de re la t ion de pos i 

t ion , q u i e x i s t e n t , soit e n t r e les i n t e r s ec t i ons p l a n e s de deux cônes du second 

o r d r e , soit e n t r e les i n t e r s ec t i ons p l anes des d ive r s sys tèmes q u i peuven t 

exister et qui s e ron t composés c h a c u n de deux surfaces du second o r d r e 

ivant un m ê m e plan d iamét ra l p r inc ipa l 



bes propriétés polaires qui peuvent exister entre trois sections coniques tracce* 

sur un plan. 

tiOu. Pour t rouver les p r o p r i é t é s po la i res qu i peuven t exis ter e n t r e t rois sec t ions 

con iques t racées su r un p l a n , nous p o u r r o n s : I o c o n s i d é r e r deux sect ions coni 

ques C et C tracées su r un p lan , p r i s p o u r p lan h o r i z o n t a l de p r o j e c t i o n , c o m m e 

é tant les hases de deux cônes , savoir : la c o u r b e G d ' u n c ô n e A et la c o u r b e G' d ' un 

cône A', ces cônes A et A' é t a n t tels qu ' i l s a ient deux p lans t a n g e n t s c o m m u n s , 

ou u n sys tème c o m m u n de pola i res r é c i p r o q u e s ; dè s lo rs ces deux cônes A et A ; 

se c o u p e r o n t su ivant deux c o u r b e s p lanes C, et C,, q u i se p ro j e t t e ron t hor izonta

l emen t su ivan t deux sec t ions con iques C / e t C/ 1 ; et en p ro j e t an t les re l a t ions de

pos i t ion qu ' i l sera focile d ' é tud i e r s u r les d e u x cônes q u i re l i en t e n t r e eil es 

les c o u r b e s C , G', C, et G i } e l l e s s o m m e t s set / de ces c ô n e s , on p o u r r a é n o n c e r , 

sans di i l icul té a u c u n e , tou tes les p r o p r i é t é s po la i res qui lient les c o u r b e s G et C 

avec l ' u n e s e u l e m e n t , ou avec les deux c o u r b e s G/' et G \ 

On peu t encore 2° c o n s i d é r e r les r e l a t i o n s de pos i t ions qui exis tent e n t r e 

t ro is sec t ions p lanes G , C/, C", d ' u n e sur face du second o r d r e 2, et les p ro je t e r 

su r un p lan , et l 'on d é t e r m i n e r a fac i lement pa r ce m o y e n les p r o p r i é t é s pola i res 

qu i peuven t exister e n t r e t rois sec t ions c o n i q u e s Gh, C'A, G"Ä, t racées s u r un p lan (*) 

P o u r q u e ie p lan su r lequel son t t racées t ro is sec t ions c o n i q u e s G", Gn\ G'"1, 

joue p a r r a p p o r t à ces c o u r b e s le m ô m e rôle q u e la surface d u second o r d r e 2 , 

su r l aque l le se t rouven t données t ro is sec t ions p lanes G , G ?, G", il faut q u e les 

cou rbes G'\ G'h, G"h, so ient liées l ' une à l ' au t re pa r des relations géométriques qu i 

exis ten t fo rcément e n t r e les c o u r b e s C , G', G'', en ve r tu de ce q u e ces t ro is c o u r 

bes C , G', Gn, son t les sect ions p lanes d ' u n e surface du second o r d r e . 

Or j ' a i d é m o n t r é le p r e m i e r , et p a r la Géométrie descriptive, en 1 8 1 4 , dans 

le t o m e I I P , n" 1 e r de la Correspondance de l'école polytechnique, pub l iée par 

HACHETTE, q u e si l 'on a v a i t , s u r u n e surface d u second o r d r e s , t ro is sect ions 

p lanes C , C', C", tel les qu ' e l l e s p u i s s e n t ê t r e enveloppées deux à deux par 

un c ô n e , ces t ro i s cou rbes p o u r r a i e n t dès lors ê t r e enveloppées pa r six cônes 

don t les s o m m e t s se ra ien t d i s t r i bués trois à t rois su r q u a t r e dro i tes s i tuées d a n s 

un m ê m e p lan . 

(*) Voyez d a n s la Correspondance de mathématiques et de physique des Pays-Bas, les m é m o i r e s 

d a n s l e sque l s j e m e suis o c c u p é des relations polaires qui existent entre les trois sections vlanes d'une 

surface du second ordre, et desrelations polaires qui existent éntreles huit sections coniques tangentes 

à trois sections planes d'une surface du second ordre. 



Ce sys tème de l 'espace é tan t p ro je té su r un p lan P , n o u s d o n n e r a p o u r condi t ion 

a exis ter e n t r e t ro is sec t ions con iques C'1, C' f t, C"*, t racées su r ce p lan P e t p o u r 

que ce p lan P joue par r a p p o r t à ces cou rbes le rôle d'une surface de second o r d r e , 

ia cond i t ion s u i v a n t e , savoir : que les t rois po in t s en lesquels se c o u p e n t deux à 

deux les t a n g e n t e s , extérieures, menées à ces c o u r b e s combinées deux à d e u x , 

soient en l igne d r o i t e . 

L o r s q u e cet te condi t ion sera r e m p l i e , les t ro i s cou rbes C \ C"% C " h , j o u i r o n t de 

propriétés polaires q u i s e r o n t les projections des re la t ions de posi t ion , r e c o n n u e s 

exis ter e n t r e t rois sec t ions p l anes d ' u n e surface du second o r d r e . 

Old). Nous ferons obse rver en t e r m i n a n t ce chap i t r e , qu ' i l exis te u n e cor ré la t ion 

r e m a r q u a b l e e n t r e les p rop r i é t é s polaires des sec t ions c o n i q u e s et les p r o p r i é t é s 

des transversales, co r ré la t ion facile à sais i r , en ver tu du m o d e de recherche e t de 

d é m o n s t r a t i o n q u e n o u s avons e m p l o y é , savoir : ce lui des projections. Et en effet 

on doit se r appe l e r q u e , d a n s la p r e m i è r e pa r t i e de cet ouvrage , n o u s avons con

s idéré les t ransversa les c o m m e la pro jec t ion d ' un sys tème de d ro i t e s de l 'es

pace , d o n n é e s pa r les i n t e r s ec t i ons de d ivers p l ans ayan t e n t r e eux ce r t a ines r e 

lat ions de p o s i t i o n , et n o u s avons fait voir q u e les propriétés des transversales se 

d é d u i s a i e n t en définit ive de la so lu t ion graphique d u p r o b l è m e de l ' in te rsec t ion 

de deux p l ans . 

Et par ce qu i p r é c è d e on vo i t , I o q u e les propriétés polaires de d e u x sec t ions 

con iques t racées s u r u n p lan , se d é d u i s e n t en définitive de la solut ion graphique du 

p r o b l è m e de la sect ion faite d a n s un cône du second o r d r e p a r u n p l a n ; et 2° que 

les propriétés polaires de t ro is sec t ions c o n i q u e s t racées s u r u n p lan , se dédu i sen t 

aussi en défini t ive de la s o l u t i o n graphique du p r o b l è m e de l ' in te r sec t ion de deux 

cônes d u second o r d r e , s ' e n t r e c o u p a n t su ivant deux c o u r b e s p l anes . 



A D D I T I O N S . 

L Page 1 0 6 ; ap rès la l igne 9 , il faut a jouter : 

Mais d a n s h fig. 2 1 5 ter, on a s u p p o s é q u e l 'on inscr ivai t d a n s le cerc le C un 

c a r r é ; m a i s dès lors les t angen te s à ce cerc le C p o u r c h a c u n des s o m m e t s du 

c a r r é i n s c r i t , d é t e r m i n e n t u n c a r r é c i rconscr i t . 

P o u r o b t e n i r les p r o p r i é t é s générales, il faut i n sc r i r e au cerc le C un rectan

g l e , ca r a lors (fig. 2 8 7 * , P l . 9 6 ) , l 'on a u r a u n p a r a l l é l o g r a m m e c i rconsc r i t au 

cerc le G ( c e qui est é v i d e m m e n t le cas le p lus général) et en m e t t a n t en per

spective la (ig. 2 8 7 * , on a u r a les re la t ions de p o s i t i o n , q u i d o i v e n t , en g é n é r a l , 

exis ter p o u r u n e sect ion c o n i q u e E e n t r e les cô tés p ro longés d ' u n q u a d r i l a t è r e 

q u i lu i est insc r i t et d ' u n q u a d r i l a t è r e q u i lu i est c i r c o n s c r i t , les côtés de ce de r 

n ie r po lygone é t an t des t angen t e s à la sect ion c o n i q u e E p o u r les s o m m e t s du 

q u a d r i l a t è r e insc r i t . 

La fig. 2 1 5 ter n o u s d o n n e un cas particulier, q u i est celui p o u r l eque l il a r r ive 

q u e les d iagona les du q u a d r i l a t è r e insc r i t à la sect ion con ique E sont les perspec

tives d ' un sys tème de d i a m è t r e s con jugués d ' u n e ce r t a ine sec t ion c o n i q u e E ' dont 

la c o u r b e E serai t e l l e -même la perspective. 

2° Page 2 7 8 ; à la fin d u n° 504 , il faut a jouter : 

504 bis. Si l 'on c h e r c h e p a r Y analyse l ' équa t ion po la i re d ' u n cercle , en sup 

posan t q u e le pôle o est s i tué s u r la c i r c o n f é r e n c e , on t r o u v e p r é c i s é m e n t 

P = z a sin w ou p = a cos &>' su ivant q u e l 'on c o m p t e les angles co à pa r t i r de la 

t angen te m e n é e au cerc le p o u r iepôle o , ou q u e l 'on c o m p t e les angles co' à pa r 

t i r du d i a m è t r e pas san t p a r ce pôle o. 

E t il est facile d e v o i r q u ' e n faisant varier le signe de la l igne t r i g o n o m é t r i q u e 

( sinus ou cosinus) ou en faisant var ier les angles co ou co" d e p u i s 0° j u s q u ' à 360 ,, 

les équa t ions p = a s in w e t p — a cos co' r e p r é s e n t e n t deux cercles de m ê m e rayon 

et t angen t s l ' un à l ' au t re p a r le pôle o. 

Sans avoir besoin de r e c o u r i r à Y analyse, il nous sera facile de d é m o n t r e r qu< 



iri sp i ra le sinusoïde ou cosinusoïde n ' es t a u t r e , en e i l e t , q u e deux cercles de m ê m e 

rayon et t angen t s l 'un à l ' au t r e au pôle o (fig. 2 4 1 bis , Pl . 8 5 ) . 

Et en ef fe t , nous avons t rouvé q u e la sp i ra le Q jou issa i t de la p r o p r i é t é r e m a r 

q u a b l e j, savoir : q u e si d ' u n po in t q u e l c o n q u e p, p' de la d ro i te R o r ig ine des 

angles &>, on mena i t u n e t angen te à cel te c o u r b e r ) , on avait t ou jours po =pm. 

;)•>>= p'm . - On devra d o n c pouvoir c o n s t r u i r e u n e série de cercles C , C', 

fous t angen t s e n t r e eux au po in t o et r e spec t i vemen t t angen t s a la sp i ra l e à, au 

po in t m 5 La c o u r b e <5 sera donc Y enveloppe de la s é r i e des cerc les C, G' , . . 

cons idérés c o m m e des enveloppées. Mais tous ces cercles G , G f , . . , s ' enve loppent 

íes u n s les au t r e s : il est dès lors imposs ib le de c o n s t r u i r e une cou rbe ô qui leus 

-.oit t angen te en d ' a u t r e s po in t s q u e ie point o qu i est l eu r poin t de cornac i et 

qui est le seul po in t q u e ces cerc les pu i s sen t avoir en c o m m u n en les cons ide ran ! 

deux a d e u x , et en c o n s i d é r a n t d e u x cerc les successifs et inf in iment vois ins . 

La c o u r b e o et t o u s les cercles C , C r , do ivent donc se confondre en u n e 

seule et m ê m e c o u r b e , et dès lors il est d é m o n t r é ( p u i s q u e d ' a i l l e u r s , la 

sp i ra le ó doi t c o u p e r la d ro i t e R r en deux p o i n t s d i s t an t s chacun du pôle o d ' u n e 

q u a n t i t é égale à a), q u e la sp i ra le ò n ' e s t a u t r e q u e deux cerc les t angen t s l 'un a 

l ' au t re et ayan t c h a c u n leur rayon égal à : ( '-a). 
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