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PREMIÈRE THÈSE. 

S U R L E S 

INTÉGRALES DES ÉQUATIONS LINÉAIRES 
A U X D É R I V É E S P A R T I E L L E S D U S E C O N D O R D R E 

A D E U X V A R I A B L E S I N D É P E N D A N T E S . 

I N T R O D U C T I O N . 

Les équations linéaires aux dérivées partielles du second ordre se 

rencontrent fréquemment en Géométrie et en Physique mathématique. 

A u s s i dès le siècle dernier elles se sont présentées à l 'étude des mathé-

maticiens. 

Les premiers résultats importants sur ce sujet sont dus à E u l e r . 

Lap lace , en 1773, donna une méthode générale, permettant d'intégrer 

toutes les équations linéaires de la forme 

qu i admettent une demi-solu t ion expl ic i te s 'exprimant à l 'aide d'une 

fonction arbi traire d'une variable et de ses dérivées en nombre l imité. 

Toutefois la méthode de Laplace présentait le grave inconvénient de 

conduire à un nombre i l l imité d'essais dans le cas des équations non 

intégrables sans offrir aucun caractère permettant de reconnaître 

a priori si elle devait , ou non , réussir. P o u r résoudre cette difficulté, 

M . Mou ta rd , prenant le problème inverse, montra comment on peut 

construirel 'équation linéaire la p lus générale susceptible d'être inté-



grée entièrement sous forme finie avec deux fonctions arbi t ra i res et 

leurs dérivées en nombres déterminés m et n. Cet important Mémoire , 

présenté à l 'Académie des Sciences en 1870 {Comptes rendus du 18 av r i l ) , 

disparut dans les incendies de la Commune, et nous n'en connaissons 

que l ' i n t roduc t ion et la troisième Par t i e relat ive aux équations de la 

forme 

(Journal de rÉcole Polytechnique, XLy et L\l^ Cahier). 

Depuis M . Darboux a repris l 'étude de la méthode d e L a p l a c e (Cours 

de i 8 8 3 et Leçons sur la théorie des sur/aces). I l l ' a notamment perfec-

tionnée en in t roduisant l a not ion des invariants , et i l a entièrement 

résolu le problème de M . Mouta rd en donnant expl ic i tement la forme 

générale des équations pour lesquelles la méthode de Laplace fourni t 

une intégrale débarrassée de tout signe de quadrature . E n outre, par-

tant d 'une idée de R i e m a n n , M . Darboux a mont ré que toute équat ion 

l inéa i re et homogène de la forme de Laplace peut être complètement 

intégrée par deux quadratures quand on en connaît une in tégra le par-

ticulière dépendant de deux paramètres et satisfaisant à des condi t ions 

déterminées. 

Le L V P Cahier du Journal de l'École Polytechnique contient deux Mé-

moires au sujet des équations l inéaires : l ' u n de M . R . L i o u v i l l e , Sur 

les formes integrables, l 'autre de M . L u c i e n Lévy , Sur une transformation 

analogue à celle de Laplace. 

M . P i c a r d (^) s'est également occupé des équations l inéaires à 

deux variables indépendantes, en se plaçant surtout au point de vue 

des variables réelles et de la dé te rmina t ion des intégrales par leurs 

valeurs sur u n contour fermé. 

Le présent travail a pour objet l 'étude de quelques propriétés des 
fonctions définies par une équation l inéaire et homogène aux dérivées 
part ie l les du second ordre , de la forme de Laplace . I l est divisé en 
trois Par t ies : 

Dans la première, j ' a i démontré l 'existence d'une in f in i t é d ' inté-

( 1 ) E . P I C A R D , ^c^a mathematica, t. X I I ; Journal de Math, pures et appliquées (1890)-
Journal de l'Ecole Polytechnique, L X * " Cahier. 



grales particulières dont on peut déduire des solut ions plus générales 
par des quadratures à l i m i t e s variables portant sur une fonction a rb i -
t ra i re . Je les ai appelées intégrales principales. J 'a i étudié les dévelop-
pements en séries de ces fonctions et de quelques-unes des intégrales 
qu i s'en déduisent. 

L a deuxième Part ie est consacrée à l 'étude des l i eux de points s in-
gul iers accidentels . J 'appel le a ins i ceux qu i dérivent des données i n i -
tiales définissant les intégrales et non de la forme particulière des 
coefficients de l 'équation. J 'a i défini les intégrales normales et démontré 
qu 'el les ne peuvent admettre d'autres courbes s ingul ières accidentelles 
que des caractéristiques. Après avoir étudié la forme des intégrales dans 
le voisinage des points c r i t iques , j ' a i montré comment on peut intégrer 
l 'équation en partant des solut ions particulières q u i admettent des 
caractéristiques singulières mobi les . 

Dans la troisième Par t i e , j ' a i fait l ' app l i ca t ion des théories précé-
dentes à quelques équations s imples . 

Je me suis attaché, autant que poss ible , à déduire tous les résultats 
d'une méthode générale et uniforme. 

PREMIÈRE PARTIE. 

1. Je commence par rappeler quelques propriétés bien connues des 

équations linéaires et homogènes aux dérivées part iel les du second 

ordre à deux variables indépendantes. L a forme générale de ces équa-

tions est l a suivante 

(0 

A , B , C, D , E , F étant des fonctions continues de oc et d e j . 
Je supposerai, en général , ces fonctions holomorphes dans le do-

maine où varient x et j , sauf sur certaines courbes analytiques qu i 



seront des courbes singulières des coefficients. Cependant, p lus ieurs 
des résultats obtenus sont indépendants de cette hypothèse. 

Effectuons le changement de var iables indépendantes 

(2) 

les fonctions ^ et Y] définies par ces équations étant holomorphes en x 

et j , et telles que, dans le domaine considéré, le déterminant fonc-
t ionne l 

soit différent de zéro. 
Cette dernière condi t ion suppose que les courbes ^ = const, et 

y] = const, n 'ont pas de points mul t ip les dans le domaine et même 
dans le cas des variables réel les , que ces courbes ne sont pas fermées 
si le domaine considéré est à contour s imple . Ce changement de va-
r iables conserve la forme de l 'équation ( i ) qu i devient 

On a 

( 3 ) 

Ces trois coefficients ne sont pas nuls à la fois , à moins que A , B , C 
ne s 'annulent pour les mêmes valeurs des var iables ; car le détermi-
nant des coefficients de A , B , C dans les équations (3) est égal à 

i l est donc constamment différent de zéro. 



Supposons A^ ^ o sur l a courbe analyt ique ^ — i » ; nous pourrons 
alors , d'après le théorème général de Cauchy, déterminer une so lu t ion 
holomorphe de l 'équation (i) par les valeurs que prennent sur la 

courbe i = la fonction z et sa dérivée M a i s , pour que ce théo-

rème soit appl icable dans toute l 'étendue du domaine, i l faut, non 

seulement que A< soit , en général , différent de zéro sur la courbe con-

sidérée, mais q u ' i l ne s 'annule même pas en des points par t icu l ie rs 

de l a courbe. L e théorème fondamental est en défaut sur la courbe 

^ = quand A , s 'annule en tous ses points . Ce résultat met en évi-

dence le rôle important que jouent , dans l a théorie, les fonctions sa-

tisfaisant à l 'équation aux dérivées par t ie l les du premier ordre 

(4) 

Les courbes analytiques 9 = const. définies par cette équation ont 
reçu le nom de Caractéristiques de l 'équation (i). A u x points où la 
courbe ^ = ^0 considérée p lus haut touche une caractérist ique, le 
coefficient K^ s 'annule. P o u r q u ' i l soit n u l sur toute l a courbe, i l faut 
et i l suffit que cette courbe soit e l le-même une caractérist ique. Dans 
tous les autres cas, nous aurons A < ^ o , sauf aux points où l ' o n a s i -
multanément A = B = C = o. 

L 'équat ion (4) étant d u second degré, en général , par tout poin t 
analyt ique , i l passe deux caractérist iques. E l l e s sont dist inctes dans 
tout domaine où le d i s c r iminan t 

A C - B ^ 

est différent de zéro. 
Supposons cette cond i t ion vérifiée dans tout le domaine; prenons 

pour nouvel les var iables YJ ) deux intégrales dis t inctes de l 'équa-

t ion (4). L 'équat ion aux dérivées part iel les (i) p rend alors l a forme 

réduite 

ou b i en , en divisant par 2 B , q u i est différent de zéro, et en écrivant 



00 et y au l i e u de ^ et v], 

( 5 ) 

Cette équation rentre dans le type considéré par Laplace . 

S i l ' on a constamment A G — B ^ = o, les caractéristiques ne sont 

pas d is t inc tes ; en prenant pour variable ( i ) u n e intégrale de l 'équa-

t ion (4) et pour variable v] une fonction arbi traire dis t incte de la pré-

cédente, on met l 'équation (i) sous la forme 

( 6 ) 

Nous ne nous occuperons dans ce t ravai l que des équations du 
type ( 5 ) . 

2 . B i e n que les caractéristiques soient suffisamment définies par 

ce qu i précède, j ' a i c ru q u ' i l serait intéressant de déduire leur défi-

n i t i o n de l a propriété d'indétermination q u i les caractérise. Cette 

méthode aura en outre l 'avantage de montrer le genre de l ' indétermi-

nat ion et de mettre sur l a voie de certaines propriétés générales . 

Supposons que l 'on se donne sur une courbe L les valeurs de z et 

de l 'une de ses dérivées ou , ce qu i revient au même, la valeur de z en 

u n point et celles de ^ et ^ sur la courbe. Cherchons à ca lcu le r les 

dérivées secondes en un po in t de L . Les désignant des différentielles 
relatives à un déplacement sur cette courbe, nous aurons, en partant 
de l 'équation (i), 

( 7 ) 

Les valeurs des dérivées sont complètement définies par ces trois 



équations si le déterminant suivant n'est pas n u l 

( 8 ) 

Les dérivées des ordres supérieurs seront déterminées dans les 

mêmes condi t ions ; on pourra i t , en effet, les ca lculer par groupes de 

trois en résolvant des équations linéaires dont le déterminant est tou-

jours le même. S i donc on veut développer z en série par la formule 

de Taylor , les coefficients du développement se calculeront sans indé-

te rmina t ion . 

L a d iscuss ion du système ( 7 ) est très importante et i l en serait 

évidemment de même dans le cas des systèmes d'équations linéaires 

d 'un ordre quelconque. Dans la démonstration du théorème fonda-

mental de Cauchy, on suppose les équations résolues par rapport à 

certaines dérivées. C'est évidemment la méthode la plus s imple quand 

on a seulement en vue l 'existence même de l ' intégrale; mais i l n'en 

est plus a ins i l o r squ ' i l s'agit d'en étudier les propriétés. 

3. Supposons maintenant que l 'on ait A = o, c'est-à-dire 
I 

( 9 ) 

C'est le résultat de l 'élimination de et entre les deux équations 

L'équation ( 9 ) est donc vérifiée aux points où la courbe L touche une 

caractéristique. E l l e a l i e u en tout point si la courbe est elle-même 

une caractéristique. Dans ce cas, le système des équations ( 7 ) , 

linéaires par rapport aux dérivées secondes, est incompat ible ou 

indéterminé. S i l 'on suppose dx différent de zé ro , la condi t ion de 
L E R . 2 



compatibilité est la suivante : 

( l O ) 

Les dérivées premières ^ et ^ ne sont donc plus complètement 

arbi t raires sur la courbe L . D u reste, la condi t ion que nous venons 
d 'obtenir peut facilement se transformer en tenant compte de l 'équa-
tion ( 9 ) . E l l e se réduit à l 'équation aux dérivées partielles proposées 
après qu 'on a divisé tous les termes par dx'^, E n par t icul ier , dans le cas 
de l 'équation réduite ( 5 ) , la condi t ion (10) devient 

( 1 0 ) ' 

Quand on se donne sur la caractéristique j = j o les valeurs de 

celles de ~ se trouvent déterminées par cela même, et la seconde 

doc ^ 

dérivée ^ doit vérifier l 'équation linéaire (10) ' , où l ' on f e r a y = j o ? 

X étant alors la seule var iable indépendante. 

Donc ~ se trouvera aussi complètement définie quand on con-

naîtra sa valeur pour une valeur particulière de x. Le même fait 

se présente pour toutes les dérivées pr ises par rapport à l a seule va-

r iable y. On voit que l 'on est condui t , par la seule d iscuss ion des 

équations linéaires ( 7 ) , à l ' important théorème de M . Darboux . 
Toute solution holomorphe d'une équation de la forme ( 5 ) est définie 

par ses valeurs sur deux caractéristiques x = x^^, y = y^. 

Nous avons montré seulement la possibilité de calculer les coeffi-
cients du développement. M . Darboux démontre la convergence de la 
série obtenue par la méthode ord ina i re , en prenant comme fonction 
majorante l ' intégrale d'une équation d 'Eu le r . 



4 . E n se plaçant au po in t de vue des var iables réelles, M . P i c a r d a 

démontré le même théorème sans supposer les coefficients a, h, c ho-

lomorphes , non plus que les valeurs in i t ia les de l ' in tégrale sur les 

deux caractérist iques. Cette démonstra t ion est, d ' a i l l eurs , appl icable 

sans modif icat ion aux fonctions de var iables complexes. La méthode 

est l a suivante. 

Soit l ' équat ion 

( A ) 

P o u r déterminer une solut ion z prenant des valeurs données sur les 

caractéristiques x = x^ et on résout d 'abord le problème 

par l ' équat ion plus s imple 

Soi t une fonction satisfaisant à cette équation et aux condi t ions 

in i t ia les données. Désignons par ^̂ ^ une nouvel le fonction s 'annulant 

pour x — Xf^Qi pour j = Jo» et vérif iant l ' équat ion 

De u, nous déduirons par u n ca lcu l ident ique , et a ins i de sui te . 

L a série 

est uni formément convergente et représente une intégrale de l 'équa-

t ion ( A ) satisfaisant aux condit ions proposées. S i l 'on désigne par 

f{x) et les valeurs des dérivées ^ et ^ sur les caractérist i-

ques respectives j = j o et x = x^^, le p remier terme est donné par 

la formule 

je suppose les intégrales rec t i l ignes . 

Les autres termes sont donnés par la formule de récurrence 



Supposons 

S i , dans le domaine a ins i déf ini , on a 

nous aurons aussi 

en désignant par A , B , C les l imi tes supérieures des modules de a, 

b, c dans le domaine considéré. Donc la convergence est assurée si 

l 'on a 

L ' intégrale ainsi calculée est holomorphe en même temps que les 

coefficients a, b, c et les valeurs ini t ia les de z. 

5. Une autre remarque essentielle pour ce q u i va suivre est encore 

la suivante : supposons que l 'on regarde et j , , comme des variables 

dont dépendent les valeurs ini t ia les des dérivées et 

Supposons, en outre, que ces fonctions soient holomorphes dans le 

domaine du système de valeurs 

et que la même condi t ion soit vérifiée par les coefficients de l'équa-

tion (5). Dans ce cas, l ' intégrale déterminée par la méthode de 

M . P ica rd est holomorphe dans le même domaine par rapport aux 

quatre variables 

mod 



les points œ et étant supposés intérieurs à un cercle de centre x-^ 

et de r a y o n - , les p o i n t s y e t jo à un cercle de centre et de rayon ^ -

E l l e sera même développable suivant les puissances de — ^ et de 

j o — j , les coeiRcients du développement étant des fonctions holo-

morphes de ce et de j ; les rayons de convergence de cette série sont au 

moins égaux respectivement 

pourvu que l ' on ait aussi 

6. Les équations différentielles linéaires et homogènes à un nombre 

quelconque de variables indépendantes jouissent d'une propriété com-

mune et qui leur est spéciale. C'est qu 'une combinaison l inéaire et 

homogène d 'un nombre quelconque de solutions particulières est une 

nouvelle so lu t ion . Par exemple , si l 'on connaît une suite l imi tée ou 

i l l imi tée d'intégrales 

on en déduira une nouvelle solut ion dépendant d 'un nombre l i m i t é ou 

i l l i m i t é de constantes arbitraij'es 

Considérons en par t icu l ie r , dans le cas de deux variables indépen-

dantes, une solut ion 

dépendant d 'un paramètre arbi traire a . L ' in tégrale 

prise entre des l imi tes fixes ou le long d 'un chemin d ' in tégra t ion indé-

pendant des variables satisfera aussi à l 'équation proposée, pourvu que 

l ' on puisse différentier sous le signe d ' in tégrat ion par rapport k ce et 

à j . 

Une combinaison d'éléments analogues à cette intégrale donnera 

l ' intégrale générale de l ' équat ion s ' i l est possible de déterminer les 



fonctions arbi t raires qu i y figurent, de manière à satisfaire aux condi -
tions aux l imi tes les p lus générales. Ce sont là des propriétés b ien 
connues et dont on a fait depuis Po isson et Cauchy de nombreuses ap-
pl ica t ions . 

Ma i s proposons-nous de passer des intégrales à l imi t e s fixes aux 
intégrales à l imi tes var iab les . L a première question q u i se présente est 
ce l l e -c i : 

Existe-t-il des solutions particulières dépendant d'une constante arbi-
traire OL, z(^x,y, a'), telles que l'intégrale 

soit encore une solution de l'équation proposée lorsque les limites sont des 

fonctions convenablement choisies de x et de y , la fonction f{oL^ étant 

arbitraire? 

Je vais examiner ce problème dans le cas des équations de la 
forme ( 5 ) . 

7. Je supposerai que la l imi t e supérieure seule est fonction des v a -
riables ; le cas où les deux l imi tes en dépendraient se ramène évidem-
ment à celui-là et peut d 'a i l leurs se trai ter directement de la même ma-
nière. 

Considérons l ' in tégra le 

( t i ) 

Nous devons avoir 

( 1 2 ) 



L'intégrale s'annule ident iquement , puisque z(x,y, OL) e&i une so-

lu t ion de l 'équat ion ( 5 ) ; la partie intégrée doit donc être nulle quel le 

que soit la fonction / ( a ) ; nous aurons donc 

On peut satisfaire à cette condi t ion de deux manières ; 

1° E n supposant ^ et 

2° E n faisant 

Examinons le premier cas; s i l ' on a z(x,y, 8) = o, l 'équat ion (12) 

nous donne 

( i 3 ) 

D'autre part, la condi t ion z(x,y, G) = o entraîne les deux relations 

suivantes : 

( i 4 ) 

Des équations ( i 3 ) et ( i 4 ) on dédui t 

Donc l ' in tégrale z(oo, y , a ) s 'annule sur la courbe analyt ique G = a, 

en même temps que ses dérivées premières. Or cette courbe n'est 

pas une caractérist ique d'après notre hypothèse. Par suite, l ' in tégrale 

est complètement déterminée par ses valeurs et celles de l 'une de ses 

dérivées; ces valeurs étant nu l l e s , i l en est de même de z(a:,y,!x). 

L a formule (11) nous donnerai t donc la so lu t ion unique Z = 0. 

8. Considérons mainrcnant 1P sp.rond P P « 



nous pouvons écarter l 'hypothèse où ô serait une constante; les deux 

dérivées par t ie l les ne sont donc pas nu l l e s à la fo i s ; supposons 

^ = o Qi^-fz-o; 0 est fonct ion de ¿1? s e u l . L ' équa t ion (12) nous 

donne alors 

( i 5 ) 

On arr ive donc à cette conc lus ion que, sur les caractérist iques définies 

par l ' équat ion ^{x) = ce, la so lu t ion z(x,y, a ) d o i t v é r i f i e r l ' équat ion 

( 1 6 ) 

Réciproquement , si cette cond i t ion est vérifiée, l ' in tégra le (11) sera 

une so lu t ion de l ' équa t ion proposée. I l suffit, pour le démont re r , de 

remarquer que l ' équa t ion (12) est iden t iquement satisfaite par cette 

express ion . 

Les résultats sont év idemment analogues s i l ' on suppose que G dé-

pend de j seul . On t rouvera i t que , sur les caractérist iques définies 

par l ' équa t ion 0 ( r ) = a , l ' in tégra le considérée doi t se r édu i re à une 

so lu t ion de l ' équa t ion 

Les intégrales particulières dépendant d 'un paramètre arbi t ra i re 

et tel les qu 'on en puisse dédu i re , par la fo rmule ( i 1), une intégrale 

p lus générale de l ' équa t ion proposée, se partagent donc en deux séries. 

,Te donne à ces so lu t ions le nom d'intégrales principales de l 'équa-

t ion ( 5 ) . Je d i ra i que l ' in tégra le Z(X,Y,OÌ) est p r i n c i p a l e par rapport 

à X ou par rapport à j , suivant que la l i m i t e 6 correspondante est fonc-

t ion de X ou de J . On peut , sans changer la forme des résultats , r em-

placer a par une fonc t ion de a ; nous supposerons, par conséquent, 

dans l a sui te , que, par une subs t i tu t ion convenable , on ait amené la 

l i m i t e supérieure 0 de l ' in tégra le ( i i ) à être égale à ¿17 ou à y. L a ca-

ractér is t ique X = a. ou y = oc sera di te paramétrique pour l ' i n t ég ra l e 

p r i n c i p a l e . 



9. L 'équat ion ( r ô ) est l iée , d 'une manière remarquable , à l a pro-

posée. Posons 

On peut regarder le second membre de cette iden t i t é comme un 

polvnome entier en ~ et la dérivée . ^ , étant considérée comme 
i - ÔJ: ay ax ay 

produ i t ~ X Désignons par D ^ et D'^. les dérivées du polynôme D 

par rapport à ~ ty' expressions D ^ et D ^ sont de nouveaux 

symboles différentiels 

(17) 

L'équa t ion (16) peut donc s'écrire 

Cette notat ion symbol ique s'étend, sans d i f f i cu l t é , à une équation 

l inéa i re d 'ordre quelconque . E l l e a l 'avantage de s impl i f ie r différentes 

expressions, et de préciser la l o i uniforme q u i sert à les déduire de 

l ' équa t ion considérée. 

Étant donnée une équat ion l inéaire d 'ordre que lconque , à deux va-

r iables indépendantes, 

on considère le symbole d i f férent ie l D ( ^ ) comme une fonction entière 

des symboles ; et les dérivées de la forme étant regardées 

comme des produi t s symbol iques de la forme • Représen-

tons par D .̂̂ T/y l a dérivée de D , prise p fois par rapport à ^ et ^ fois 

par rapport à Ces déf ini t ions conduisent au développement su i -

vant, analogjue à la formule de Tay lo r , et que l ' on peut resjarder comme 
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une extension de la formule de Le ibn i t z : 

Dans le cas de l ' équat ion du second ordre ( 5 ) , on a s implemen t 

Nous appellerons équations dérivées les équations D ^ ( s ) = o et 

T)'y.{z) = O . D'après ce la , les intégrales p r inc ipa les sont assujetties à 

la condi t ion de se réduire sur une caractéristique paramétr ique à une 

solut ion de l 'une ou l 'autre des équations dérivées. 

10. L 'exis tence des intégrales pr incipales est une conséquence 

immédia te du théorème de M . Darboux que nous avons déjà c i té . E n 

effet, l ' équat ion dérivée 

admet pour x — x^^ une intégrale holomorphe par rapport à y et 

on peut d 'a i l leurs m u l t i p l i e r cette so lu t ion par une fonct ion holo-

morphe quelconque AQ x^, /(^x^). Cela posé, nous savons q u ' i l existe 

une in f in i t é d ' intégrales de l 'équation ( 5 ) , holomorphes par rapport 

à x^ et q u i prennent sur la caractérist ique x = x^ les mêmes valeurs 

que la fonct ion 

Ce sont des solut ions pr inc ipales par rapport à x. Ces solut ions dé-

pendent encore d'une fonction arbitraire que l 'on peut déf in i r par la 



valeur de l ' intégrale sur la caractéristique y = ^ 0 - On en déduit qu i l 
existe des intégrales pr inc ipa les à la fois par rapport aux deux v a -
riables X et y et dépendant de deux paramètres et j ^ - Tel le est la 
fonction u, so lu t ion de l 'équation adjointe, considérée par M . Da rboux 
dans l ' expos i t ion de la méthode de R i e m a n n ; en effet, on sait que l a 
fonct ion u(x, y, i c ^ , y^), quand on y regarde x^, j o comme les 
var iables , ^ et j comme les paramètres, vérifie l 'équation proposée, et 
annule auss i les dérivées D'̂ , et sur les caractéristiques paramé-
tr iques correspondantes. 

Nous venons de démontrer l 'existence d ' intégrales pr inc ipa les holo-
morphes en supposant les coefficients de l 'équation également holo-
morphes . Mais i l existe aussi une infinité d ' intégrales pr inc ipa les 
s implement con t inues ; l ' express ion 

aura néanmoins un sens b ien défini quand le chemin d'intégration sera 

b ien déterminé a ins i que la valeur i n i t i a l e de z. 

11. Étudions maintenant les solut ions p lus générales que l 'on peut 

déduire d 'une intégrale p r inc ipa l e par la formule ( n ) . Supposons 

0 = ¿17 et considérons l ' intégrale 

Voyons s ' i l est possible de d é t e i ' n i i n e r / ( a ) de manière que Z prenne 

des valeurs données en fonctionne, pour jK = Vo-

Ce problème ne diffère pas du suivant que je vais trai ter d 'une 

manière générale : 

Etant donnée l'intégrale 

où / ( a ) est une fonction indéterminée, disposer de cette fonction de telle 



façon que l'intégrale soit égale à une fonction donnée '\(yX^ s'annulant 
pour X = XQ. 

Pour résoudre le problème, je ferai usage de la méthode d 'approxi -
mations successives dont M . P i c a r d a t i r é un si grand par t i dans son 
beau Mémoire sur les équations du second ordre. Je suppose q u e ( a ; ) 
admette une dérivée bien déterminée et cont inue et que l 'on puisse 
difiPérentier sous le signe d ' in tégra t ion . Soi t 

( i 8 ) 

Je déduis de là 

(19 ) 

Supposons que, dans tout le domaine considéré, la fonct ion 9(^1?, . r) 
soit continue et différente de zéro, et que la dérivée 9 ; ( ^ , a ) soit aussi 
cont inue . 

Posons 

Chacune des fonct ions u a ins i définie est cont inue et b ien déter-

minée, en supposant que le chemin d ' in tégra t ion se réduise à la droi te 

x^x. Je dis en outre que, si le module de la différence x — est 

suffisamment petit , u,^ a une l i m i t e lorsque n croît indéf in iment . 
Nous avons, en eîTet, 

la fonct ion est finie et cont inue dans tout le domaine con-

sidéré lorsque x et oc varient indépendamment l ' un de l ' au t re ; 



elle admet donc un module m a x i m u m A . Désignons aussi par 

D\i[iin(a^) — Un-i(oo)'] le module m a x i m u m de la différence ¿¿,((¿»7) —//„_,(,cr) 

dans le même domaine . O n a 

et a ins i de suite. Par conséquent, s i l 'on a 

la série 

( 2 0 ) 

sera p lus convergente qu 'une progression géométrique décroissante, 

et par suite tend vers une l im i t e b ien déterminée f{x). 

Il reste à démontrer que l 'on a b ien 

Considérons l ' in tégra le 
î 

Nous avons 

or la série ( 2 0 ) converge un i fo rmémen t ; on peut donc supposer n 

assez grand pour que l ' in tégra le 

ait un module plus petit que toute quant i té donnée £, quel que soit x. 

Donc 



Prenons la dérivée de 

ou , en tenant compte de l a valeur de u,^ 

l ' i n t ég ra le du second membre tend vers zéro lorsque n croî t indé f in i -

ment . Nous avons donc, en passant aux l im i t e s , 

et enfin 

12. i l résulte de cette démonstra t ion que, si l ' in tégrale p r inc ipa le 

z{x, y , a ) ne s 'annule pas pour x — a Q{ que ses dérivées soient finies 

et cont inues , on pourra disposer , en général , de la fonct ion arbi t ra i re 

/ ( a ) de manière que la so lu t ion 

soit , pour y=y^, une fonction déterminée de x, s 'annulant pour 

X = XQ et admettant une dérivée finie et cont inue pour les valeurs 

de X considérées. 

Le ca l cu l de cette fonct ion sera très s imple , si l 'expression z(x,y^^, a) 

satisfait aune équat ion différent ie l le l inéai re dont les coefficients sont 

indépendants de a . Je vais considérer seulement le cas où cette équa-

tion est du premier ordre et de l a forme 

Nous aurons alors , p o u r j = j o . 



Par conséquent, pour vér if ier la re la t ion Z(a?, Vo) = ' K ^ ) ' faudra 

prendre 

Il reste à vér if ier l 'égal i té 

Le second membre devient, en intégrant par par t ies . 

L ' in tégra le restante est nu l l e , car nous avons 

On a donc, en supposant — o, 

Dans le cas où f{x^) n'est pas nu l l e , l ' in tégra le déduite de la so lu t ion 

pr inc ipa le considérée, et qu i est égale à ^ ( ^ ) pou r y = jo» est repré-

sentée par la formule suivante 

É t u d i o n s , en p a r t i c u l i e r , l ' in tégrale doublement p r inc ipa le de 

M . Da rboux 

E l l e satisfait aux condi t ions suivantes : quand on y fait or = a, elle est 

égale à e et pour y = 3 elle devient < ; on peut donc l u i 

app l iquer le ca lcu l précédent; par sui te , la so lu t ion Z de l ' équat ion 



proposée, qu i est définie par les condi t ions aux l imi tes 

est donnée par la formule suivante : 

(21 ) 

C'est, sous une forme un peu différente, l 'expression générale de 

l ' in tégra le donnée par M . Darboux . 

13. Supposons maintenant que l 'on connaisse deux intégrales 

la première p r inc ipa le par rapport à x, la seconde par rapport à y . 

Nous en déduisons la so lu t ion plus générale 

/ ( a ) et 9(1̂ ) désignant encore deux fonctions arbi t ra i res . 

S i l ' on a ^ ( a , a ) ^ o et z^(Xff, ¡3, (^)^o, et que les dérivées 

soient continues, on pourra disposer de ces fonctions, de manière 

que Z prenne sur les caractérist iques œ = CCQ et J = J O des valeurs 

données à l 'avance, mais s 'annulant au poin t iẑ o» Jo- Ce n'est donc pas 

encore l a solut ion la plus générale de l ' équat ion proposée, mais i l est 

facile de la compléter . Soi t , en effet, Z2(cc,y) une troisième intégrale 

quelconque, par exemple celle que l ' on obtient en par t icular isant la 

constante a ou ^ dans l 'une des intégrales pr inc ipales . L a formule 

( 2 2 ) 



défini t une so lu t ion qu i n'est p lus assujettie à aucune re s t r i c t ion . E l l e 

peut prendre des valeurs données à l 'avance sur les deux caracté-

rist iques X = ety=yo. C'est donc Vintégrale générale de l 'équa-

t ion ( 5 ) . 

L a formule ( 2 2 ) comprend , comme cas pa r t i cu l i e r , cel le que nous 

avons donnée au numéro précédent, car i l n'est pas nécessaire de 

supposer que les deux intégrales p r inc ipa les z(cc,y, ce) et {00,y, ¡3) 

soient dis t inctes , une môme solu t ion pouvant être à la fois p r i n c i p a l e 

par rapport aux deux var iables . Les paramètres a et p peuvent aussi 

n'être pas dis t incts l ' u n de l ' au t re ; par exemple , le poin t analy t ique 

a, ¡3 peut être assujetti à décrire une courbe donnée, tel le qu 'une 

l igne de points s ingul iers des coefficients de l ' équa t ion . Dans ce cas, 

la formule (21) n'est p lus a p p l i c a b l e , mais l ' équat ion ( 2 2 ) sub-

siste. 

Le résultat précédent est impor t an t ; i l montre que l ' in tégra le gé-

nérale d'une équat ion l inéai re du second ordre à deux variables indé-

pendantes peut toujours être obtenue au moyen de deux quadratures 

quand on connaît deux intégrales pr inc ipa les z(x,y, CL) et z^ {x, y, ¡3), 

satisfaisant aux condi t ions indiquées. Ces solut ions jouent i c i un rôle 

comparable à ce lu i des intégrales complètes des équations du premier 

ordre. A u point de vue des appl ica t ions , la formule ( 2 2 ) pourra i t 

être d 'un usage peu commode pour dé terminer les intégrales par des 

condi t ions in i t ia les données, sauf dans les cas s imples que nous avons 

signalés. Cependant, dans l 'étude des propriétés analyt iques des fonc-

t ions , elle peut être u t i l e , et ces propriétés elles-mêmes ne sont pas 

toujours indifférentes dans les appl ica t ions . 

14. Quand l ' in tégrale p r inc ipa le s 'annule su r la caractérist ique pa-

ramét r ique , les conclus ions précédentes sont en défaut. Cependant on 

peut résoudre la d i f f icu l té dans un cas très étendu de la manière su i -

vante. Supposons, par exemple , que z(cc,y, a ) s 'annule poura^ = a, 

que l que soit j , les dérivées prises par rapport à a étant auss i nu l l e s 

dans les mêmes condi t ions , jusqu'à l 'ordre n — i inc lus ivement , la 

dérivée n'^™^ étant différente de zéro et cont inue . 

Les dérivées sont des solut ions particulières, et i l 
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en est de même de la somme 

Cela posé, considérons l ' in tégra le 

elle devient, en in tégran t par part ies, 

I est une so lu t ion de l ' équat ion proposée, et la part ie intégrée d u 

second membre est aussi une intégrale particulière; donc i l en est de 

même du dernier terme 

et comme cette condi t ion est vérifiée, que l le que soit la fonct ion a r b i -

traire / ( a ) , j ' e n déduis que est une intégrale p r inc ipa le . Par hy -

pothèse, elle est différente de zéro pour a = a?. On peut donc l u i 

app l iquer tous les raisonnements du n° 11, p o u r v u que la dérivée 

soit finie et cont inue dans le domaine considéré. Cette remarque 

est d'autant plus impor tante que toute intégrale q u i s 'annule sur une 

caractérist ique iJ? = a, a désignant toujours un paramètre, est une i n t é -

grale p r inc ipa le . On voit par ce q u i précède que, s i elle est ho lomorphe 

en OL, l a première de ses dérivées prise par rapport au paramètre et 

q u i ne s 'annule pas pour a = est auss i une intégrale p r inc ipa l e . 

Les deux intégrales de la formule ( 2 2 ) , quand on y regarde x^^ et j , , 

c ommodes paramètres, jouissent de la propr ié té précédente. 

Les l imi tes inférieures x^ et j o sont arbi t ra i res , on peut donc les 

négl iger dans la représentation ana ly t ique des so lu t ions . E n mettant 

en évidence la seule l i m i t e supérieure, les deux dern ie rs termes de l a 

formule ( 2 2 ) deviennent 



O n peut les regarder comme des intégrales en quelque sorte indé-

finies, et représentant non plus une in tégra t ion unique à par t i r d'une 

l i m i t e infér ieure déterminée, mais la somme d 'un nombre l i m i t é ou i l l i -

m i t é d ' in tégrat ions prises à par t i r de l i m i t e s inférieures quelconques , 

la l i m i t e supérieure étant toujours la même. Dans ces condi t ions l ' i n -

tégrale générale est représentée par l a somme des deux intégrales 

indéfinies 

15 . Occupons-nous maintenant des intégrales pr incipales holo-

morphes . Nous en avons déjà démontré l ' ex i s t ence ; d'après la re-

marque d u n° 5, la so lu t ion z(x,y, OL), regardée comme fonction de l a 

var iab le a , sera développable en série convergente ordonnée su ivant 

lés puissances croissantes de oi — oo. L a poss ibi l i té de ce développement 

étant démontrée, nous a l lons en chercher les coefficients, q u i sont des 

fonct ions de a? et d c j . Posons 

( 2 3 ) 

E n écrivant que z est une so lu t ion p r inc ipa l e vér i f iant l ' équa t ion 

proposée que l que soit le paramètre a , nous avons les relat ions s u i -

vantes 

(24) 

O n voi t que chaque coefficient se dédui ra du précédent par la for-

mule de récurrence 

en désignant par D'^^ l ' opéra t ion inverse de D ^ . Donc 

O n peut encore donner une autre forme à ce résul ta t . Nous avons, 



en effet, que l le que soit la fonct ion u, les deux ident i tés 

heÀk désignant les deux invar iants de M . Darboux 

De ces relat ions on dédui t : 

les intégrales étant indéfinies et comportant l ' add i t ion de fonctions 
arbi t ra i res de x. 

Désignons par I l 'opéra t ion fonct ionnel le D "̂"̂  D , 

et par (^{oc,y) l a fonct ion ^-/«^J ' . 

Les relat ions (24) nous donnent 

L ' in tégra le p r inc ipa l e se développe donc en série par la formule 

( 2 5 ) 

Cette formule représente une in f in i t é de fonctions. E n effet, la fonc-

t ion 9 n'est pas complètement déf inie; on peut la m u l t i p l i e r par une 

fonct ion holomorphe quelconque de x. E n outre, chacune des opéra-

t ions I est indéf in ie , assujettie seulement à rendre convergente la 



série (26); i l est évident , en effet, q u ' i l existe pour ces opérations une 

in f in i t é de déterminat ions q u i rendent la série divergente. 

16. É tud ions , en pa r t i cu l i e r , l ' in tégra le p r inc ipa le que l ' on obt ient 

en prenant pour I (w) l a s igni f ica t ion définie 

( 2 6 ) 

P o u r j =yo les différents coefficients de la série ( ^ S ) deviennent 

alors 

le développement de la formule ( ^ 5 ) devient donc 

9 désignant dans cette express ion la fonct ion a^e^^'^'". 

L a fonct ion v est développable en série suivant la formule de Taylor ; 

on a, par conséquent, 

et nous pouvons écrire 

( 2 7 ) 

Cette express ion est une so lu t ion quelconque de l ' équa t ion dérivée 



Si donc on regarde comme un paramètre variable , la série ( s S ) 

définira une intégrale doublement pr inc ipa le q u i ne diffère de l ' i n t é -

grale u de R iemann et de M . Darboux que par un facteur fonction de a 

et de j o - Cependant, pour que cette conc lus ion soit r igoureuse , i l faut 

démontrer que la série q u i admet un domaine de convergence pour 

j = j o est encore convergente pour j suffisamment vo i s in de j o - L a 

convergence résulte immédiatement des considérations suivantes, et 

sans q u ' i l soit nécessaire d'effectuer un ca lcu l direct : i ° l ' intégrale 

doublement p r inc ipa le est développable suivant les puissances de a — ¿1? 

et admet un rayon de convergence m i n i m u m différent de zéro ( ' ) , 

lorsque y varie dans un domaine sufQsamment petit autour du point yo> 

pourvu que les coefficients a, h, c de l 'équat ion ( 5 ) soient ho lo-

morphes; 1^ le développement est un ivoque ; d'une manière générale 

les coefficients u^,, u^, ... sont complètement définis quand on connaît 

les valeurs de l ' in tégrale pr inc ipa le sur une seconde caractérist ique 

17. Cherchons maintenant l 'expression générale du coefficient ii^, 

quand on laisse les opérations I indéfinies. Désignons par ^ i » ••• 

les valeurs particulières que l 'on obtient en attr ibuant d 'abord à cette 

opération une s ignif icat ion définie quelconque, par exemple celle q u i 

est déterminée par l ' équat ion ( 2 6 ) . Soient Uo, U<, . . . , U„, les valeurs 

les p lus générales des coefficients. U^^ est donné par la formule de ré-

currence 

L a valeur la plus générale de U ^ , quand U „ _ , est connu , est donc de 
la forme 

'kn(x) désignant une fonction arbi traire de ce et l ' in tégrale étant prise 

à par t i r d'une l imi te infér ieure quelconque . I l en résulte que, U „ _ , 

étant donné, les diverses valeurs de U„ ne diffèrent que par le terme 

\(x)u,. E n s 'appuyant sur ce résultat, on voit facilement que l 'ex-

( 1 ) roir n° Ö. 



pression générale de U„ est de la forme suivante 

( 2 8 ) 

les fonctions (JLQ, [Jt.,, [x,, étant arbi traires et assujetties seulement 

à rendre la série convergente. L a forme ( 2 8 ) du coefficient ne montre 

pas suffisamment la re la t ion qu i existe entre U„ et les coefficients q u i 

le précèdent. Cette re la t ion peut s 'obtenir très facilement de la manière 

suivante. Le coefficient U ^ . ^ sera delà forme ( 2 8 ) ; posons donc 

( 2 9 ) 

L a l o i de récurrence donne 

E n tenant compte des re la t ions 

nous pouvons mettre ce résul tat sous la forme suivante : 

E n comparant le développement précédent à ce lu i qu i se dédui ra i t 

de la formule ( 2 9 ) , nous trouvons 

(3o) 

L e coefficient Vo est a rb i t r a i re . Les valeurs des coefficients v déter-

minées par ces équations sont les seules admiss ib les lo rsqueMQ, M , , — 

Un, regardées comme fonctions de y, sont l inéa i rement indépendantes. 

Dans le cas contra i re , ces valeurs sont encore acceptables, mais la forme 

obtenue n'est pas la seule poss ib le . Quand on passe d 'un coefficient U,i 

au suivant , on in t rodu i t à chaque fois une nouvel le fonction a rb i -

traire Vo. P o u r l ' un i fo rmi t é des notat ions, nous représenterons par 

le coefficient de MO dans le développement de U^^ suivant les fonctions u ; 

les \ désignent des fonctions de oc seu l . 



Nous aurons alors, d'après les équations (3o), 

et, en général, 

( 3 0 

L e symbole désigne dans cette express ion le nombre des c o m b i -
naisons de n quanti tés p kp. 

18. Le développement obtenu pour le coefficient U „ va nous per-

mettre d 'é tabl i r l a forme générale des intégrales pr inc ipa les ho lo-

morphes. Mais nous a l lons commencer par étudier certaines intégrales 

particulières que l ' o n obtient en choisissant convenablement les d i -

verses fonctions A . Posons 

et supposons que tous les 1 dont l ' i nd i ce est supérieur àp soient nu l s . 

L ' in tégra le correspondante est représentée par le développement s u i -

vant : 

cette série est convergente en même temps que l ' in tégra le (23); le 

coefficient ii^ étant supposé différent de zéro, la so lu t ion p r inc ipa le 

s 'annule pour ce = x a ins i que ses dérivées par rapport à a jusqu'à 

l 'ordre/? — i inc lus ivement , et l ' on a de plus 



le symbole z(a),y, a ) désignant toujours l ' in tégrale pr inc ipa le repré-

sentée par la formule (23). 

Reportons-nous maintenant à l ' express ion (3i) du coefficient U „ . 

Les termes q u i dépendent de dans ce coefficient sont 

C'est le coefficient de 

dans le développement du produi t Ŕ^(a ) s^ suivant les puissances 

de a — .r. 

Donc l 'expression la plus générale des intégrales pr incipales holo-

morphes est la suivante 

7.{a;,f,a) = lQ{a)z{a:,y, a ) A i ( a ) + ( o£ ) s-j + • • .^lp{(x)Zjj+ 

Cette suite est l imi tée ou i l l i m i t é e , assujettie seulement à être abso-

lument convergente dans un domaine f in i . Les fonctions X (a ) sont 

nécessairement supposées holomorphes . 

19. Le c a l c u l précédent montre que toute intégrale p r inc ipa le par 

rapport à ¿1? est développable en série de fonctions z, Zf, Z2, ...., Zp, 

les coefficients du développement étant des fonctions de a seul . Les 

fonctions z^ qu i se déduisent d'une même intégrale pr incipale pour 

laquel le le coefficient est différent de zéro ne sont complètement 

déterminées que lorsque cette intégrale l'est elle-même ; or nous 

savons que l ' express ion la p lus générale de l ' intégrale z(x,y, a ) dé-

pend d'une fonction arbi t ra i re de JC. Les solutions z^ peuvent var ier 

de forme avec z(x,y,o(.); mais, quel le que soit la fonction i n i t i a l e , 

elles peuvent servir à représenter par un développement en série les 

intégrales pr inc ipa les les p lus générales. On peut encore modif ier la 

forme de ces développements d'une inf in i té de manières; mais je n 'y 

insis te pas davantage, les résultats précédemment établis étant les 

seuls dont nous aurons à faire usage. 

20 . Un cas par t icul ier intéressant est ce lu i où la série (23) se rédu i t 

L E R. 5 



à un polynôme entier en a — a?, c'est-à-dire le cas où le développement ; 

de l ' intégrale considérée est l i m i t é . Quel le que soit l ' équat ion, i l existe I 

toujours une in f in i té d'intégrales pr inc ipales pour lesquelles le déve-

loppement est i l l i m i t é , puisque le ca lcu l de chaque coefficient intro-

dui t une fonction arbi t ra i re . Proposons-nous donc d 'abord la question 

suivante ; Étant donnée une intégrale pr inc ipa le développée suivant 

les puissances croissantes de a — x, le coefficient étant supposé 

différent de zéro, et le développement se poursuivant au delà du terme 

de degré n, reconnaître s ' i l existe une intégrale de la même forme pour 

laquelle le développement se l imi te au terme de degré n. 

Soit l ' in tégrale proposée 

toute solut ion pr inc ipa le holomorphe sera de la forme suivante 

le coefficient U„+ | a pour valeur 

les fonctions [x ,̂, , . . . , p.^^, pouvant être choisies arbi t rairement , ce 

qu i détermine tous les coefficients précédents. S i la seconde intégrale 

se l imi t e au terme de degré n, on aura U^+^ =^ o, c'est-à-dire 

( 3 2 ) 

Cette relat ion montre que les fonctions u^,, u^, ..u^_^^, considérées 

comme fonctions de j seulement, sont liées par une relat ion l inéa i re ; 

elles vérif ient donc une même équation différentiel le l inéaire d'ordre 

n 1 de la forme 

les coeff icients/?o, /?( , . . désignant des fonctions de x et de j . 

Réciproquement, si cette condi t ion est vérifiée, i l sera possible de 

prendre U , , ^ , = o sans que tous les coefficients qu i le précèdent soient 



nuls . Le coefficient U„^_2 est défini par l ' équat ion 

par suite, quand on aU„+, = o, on peut aussi prendre U„+2 = o et de 

même pour tous les coefficients suivants . Donc l ' in tégra le Z corres-

pondante sera bien l imi tée au terme de degré n. 

Quand u^, u^, regardées comme des fonctions de y sont l i -

néairement indépendantes , i l n 'existe pas d ' intégrales pr incipales 

holomorphes dont le développement se l im i t e à un terme d'ordre i n -

fér ieur à n. Les résultats que nous venons d 'é tabl i r se résument dans 

la propr ié té suivante : 

Pour qu'il existe une intégrale principale holomorphe à développement 

limité au terme d'ordre n, üfaul et il suffit que toute autre intégrale prin-

cipale holomorphe regardée comme fonction de la seule variable y vérifie 

une équation différentielle linéaire d'ordre - h i doTit les coefficients sont 

indépendants du paramètre cf,. ; 

2 1 . I l est facile de former cette équation différent iel le ou, p lus gé-i 

néralement , l 'équat ion l inéa i re à laquel le satisfait l 'expression gêné-! 

raie du coefficient U« quand on y regarde y comme la seule var iable , 1 

quelle que soit , d ' a i l leurs , l ' équat ion proposée. • 

P o u r y ar r iver , rappelons d 'abord que toute intégrale holomorphe 

par rapport à a qu i s 'annule pour OL = x est une in tégra le p r inc ipa l e , 

et que ses coefficients vér i f ient les lo is de récurrence (24). S i l ' on a, 

par exemple , 

les coefficients Vç^, v^, . . . sont donnés par les équations suivantes 

Cela posé, considérons l ' i n t ég ra l e p r inc ipa le 

et effectuons sur elle l 'opérat ion DV. On a 



Or l ' express ion 

est une so lu t ion de l ' équat ion D , (^) = o qu 'on dédu i t de la proposée 

par la première subs t i tu t ion de Lap lace . E l l e s ' annule pour a = ^c; 

c'est donc une intégrale p r inc ipa l e de la nouvel le équa t ion , et le pre-

m i e r coefficient est une so lu t ion de l ' équat ion dérivée D , ^(?/) = o. 

On a donc 

Effectuons maintenant sur z^ l 'opérat ion D', ^ 

la nouvel le express ion z,^D\^^{z,) est une so lu t ion de l ' équat ion 
T).,{z) = o, obtenue en effectuant de nouveau la subs t i tu t ion de L a -
place. On a, par conséquent . 

C'est l ' équat ion d i f fé ren t ie l l e du troisième ordre à laque l le satisfait 
?/o. L e ra isonnement précédent est généra l . E n cont inuant l ' app l i ca -
t ion de la méthode, on arr ive donc à l ' équa t ion d i f férent ie l le suivante 
qu i déf in i t u,^ 

( 3 3 ) 

L e premier membre de cette équat ion est le produi t de /̂  - h i facteurs 

différentiels symbol iques du p remie r ordre . Nous a l lons l u i donner 

une autre forme en in t rodu i san t les invar ian t s h, h^, . . . , 

Le coefficient de l ' équat ion D , ( : ; ) — o, obtenue par l ' app l i ca t ion 
régulière de la méthode de Laplace , a p o u r va l eu r 

D'autre part, nous avons 



c'est-à-dire 

L 'équat ion (33) devient donc , iden t iquement . 

( 3 4 ) 

Sous cette forme, elle s'intègre immédia tement et donne 

Les intégrales étant indéf in ies , chacune d'elles entraîne une fonct ion ; 

arbi t ra i re de X . S i nous mettons les l imi tes en évidence, le résul ta t 

sera de la forme suivante, où les X désignent ces fonctions arbi t ra i res . 

( 3 5 ) 

L a fonction X Q , q u i figure comme coefficient dans le premier terme de 

cette express ion, figure de la même manière dans le p remier terme de 

tous les coefficients d ' ind ices moindres . On a, en p a r t i c u l i e r , 

I l est facile de vérifier d i rec tement cette p r o p r i é t é ; elle résul te , d ' a i l -

l eurs , du c a l c u l que nous a l lons effectuer. Nous avons donné au n« 17 

une première express ion générale du coefficient U , ; , connaissant les 



coefficients d 'un développement p a r t i c u l i e r . Or i l résul te immédia te -

ment de la forme obtenue que les coefficients d ' i nd ice infér ieur à n 

sont complètement déterminés quand U« est connu . 

Je me propose de les ca lcu le r . P o u r ce la , considérons l ' in tégra le 
p r inc ipa l e 

P a r l ' app l i ca t ion de la subs t i tu t ion de Lap lace , on en dédui t les fonc-
tions 

Cette dernière fonct ion est de l a forme 

le p r emie r coefficient étant égal à 

Cela posé, la seconde subs t i tu t ion de Laplace permet de ca lcu le r 

connaissant z". On a 

c'est-à-dire 

le p r emie r coefficient de ce nouveau développement est égal à 

le second contient ; i l semblera i t tout d 'abord q u ' i l devrait dé-
pendre de u,^,, mais i l n 'en est r i e n ; nous avons, en effet, 



d'où i l résul te que le coefficient de s ' expr ime d i rec tement en 

fonct ion de 

E n con t inuan t a i n s i , on vo i t que les n p remiers coefficients de z 

pourront s 'obtenir au moyen de u„ par une suite de different iat ions. 

L ' e x p r e s s i o n de z au moyen de z'^ est la suivante (^) 

L ' a p p l i c a t i o n de cette fo rmule donnera tous les coefficients d ' i n -

dice in fé r i eu r à n. Nous aurons , en pa r t i cu l i e r . 

Or le coefficient v^, d'après l ' équa t ion ( 3 3 ) , a pour valeur 

Donc 

2 2 . Quand l ' i nva r i an t est différent de zéro, i l est imposs ib l e de 

supposer n u l sans que tous les coefficients précédents le soient . 

E n effet, les /z + r termes q u i f igurent dans l ' express ion ( 3 5 ) sont l i -

néairement indépendants ; l e u r somme ne peut donc s 'annuler que s i 

chacun d 'eux est n u l séparément, ce q u i donne Xo = o, X , ~ o, . . . , 

Dans ce cas, les coefficients w^, M ^ , sont évidemment nu l s . 

L a même conc lus ion résulte aussi du ca lcu l précédent, qu i est a p p l i -

cable, pourvu que les invar ian ts considérés soient différents de zéro. 

D o n c , s i le développement d'une in tégra le p r inc ipa le se t e rmine au 

terme en (OL — XY, l ' i nva r i an t A , ^ devra être n u l . Réciproquement , quand 

cette c i rconstance se présente, i l existe des intégrales à développement 

l i m i t é ; on le voit immédia tement par les résul tats connus de la mé-

thode de L a p l a c e ; on le dédu i t auss i avec faci l i té des p r inc ipes que 

nous avons démontrés dans ce t r ava i l ; en effet, supposons A„ = o. Les 

( ' ) D A R B O U X , Leçons sur la Théorie générale des surfaces, t. I I , p. 3i . 



intégrales p r inc ipa l e s par rapport k x de l ' équat ion ď)a(^) = o v é r i -

fient alors l ' équa t ion dérivée D^, = o. Donc tous les coefficients 

de z" sont des so lu t ions particulières de cette dernière équat ion et, 

par conséquent, vérifie aussi l ' équa t ion di f férent ie l le (33), q u i 

admet déjà, comme solut ions particulières, les coefficients UQ, u^, 

u„. D'où résulte l a p ropr ié té énoncée. 

2 3 . L 'étude d u développement en série des intégrales p r inc ipa les 

va nous condui re à un mode de représentat ion des solut ions q u i s 'en 

déduisent . 

Soi t z(cc,y, a ) une intégrale p r inc ipa l e ho lomorphe ne s 'annulant 

pas sur la caractér is t ique paramétr ique . Nous en avons dédui t une 

demi-so lu t ion de l ' équa t ion proposée par la formule 

( 3 6 ) 

L' in tégra le p r i n c i p a l e considérée étant développable en série s u i -

vant les puissances de a — x, intégrons terme à terme l 'express ion 

de Z ; les intégrales à ca lcu le r sont toutes de la forme 

est indépendant d u paramètre; par conséquent, si nous désignons 

par Snf(cc) l ' in tégra le n'""^^ indéf inie de la fonct ion f{oc), nous aurons 

P a r suite, l ' i n tégra le (36) équivaut au développement suivant 

ou b i e n , en remplaçant S /{x) par X , 

: 3 7 ) 

Cette série n 'est pas nécessairement convergente, que l les que soient 



les intégrales indéf inies ; mais elle admettra toujours un domaine de 

convergence uniforme quand on considérera des intégrales définies 

prises à par t i r d 'une même l im i t e et que la fonct ion / ( a ) sur l a -

quel le porte le signe d ' in tég ra t ion dans la formule (36) sera finie et 

cont inue . 

Supposons maintenant que le développement de l ' in tégra le p r i n c i -

pale soit l i m i t é ; s i nous remplaçons dans la formule ( 3 7 ) l ' in tégra le 

îéme^ S ^ X par le symbole X , nous avons le développement su ivant 

( 3 8 ) 

C'est l a forme b ien connue de l ' in tégra le considérée pour la première 

fois par E u l e r ; el le s ' expr ime au moyen d'une fonct ion arb i t ra i re X et 

d 'un nombre l i m i t é de ses dérivées. E l l e appar t ient , comme on le sait , 

aux demi-so lu t ions des équations in tegrables par l a méthode de L a -

p lace . 

24 . Nous avons déjà remarqué que l ' in tégra le 

est une nouve l le so lu t ion p r inc ipa l e de l ' équat ion proposée, dépen-

dant d u paramètre et s ' annulant p o u r ce = oCf^. I l est facile d 'en dé-

du i re l ' express ion la p lus générale des intégrales p r inc ipa le s par rap-

port à ce : c'est la suivante 

( 3 9 ) 

z(cu,y, a ) désignant une intégrale p r inc ipa le donnée que lconque , par 

exemple l ' une des intégrales holomorphes que nous avons étudiées. 

L a fonction Z(cc,y, ce^^) se r é d u i t pou r .x = à une so lu t ion de l ' é -

qua t ion dérivée D ^ s ) = o et elle peut prendre sur une seconde ca-

rac tér is t ique j = des valeurs quelconques données en fonct ion de ce 

et de XQ. S i l ' o n dé termine l a fonct ion / ( a , x^^) q u i figure dans l a for-

mu le ( 3 9 ) de manière que l ' in tégra le Z soit , pour y =.Xo égale à une 
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so lu t ion de l ' équat ion dérivée 

l 'express ion obtenue sera une seconde intégrale , p r i nc ipa l e par rap-

port aux deux variables x et y, et dont on pour ra déduire par deux 

quadratures l ' in tégra le générale de l ' équa t ion proposée. Cette déter-

m i n a t i o n est possible a ins i que nous l 'avons démontré ; mais i l n 'est 

pas certain que le ca l cu l de l a fonct ion /(ce, x^ˇ) so i t , en général , 

pra t iquement p lus s imple que la dé te rmina t ion directe de l ' in tégra le 

doublement p r inc ipa l e de M . Darboux . Je ne veux donc pas présenter 

l a remarque précédente comme une méthode d ' i n t é g r a t i o n . C'est seu-

lement une s impl i f i ca t ion dans les cas où la fonction /(ce) peut être 

faci lement déterminée par les condi t ions énoncées. Toutefois , i l n'est 

pas sans intérêt de remarquer que le nouveau problème auque l on est 

a ins i ramené comporte seulement la dé t e rmina t ion d 'une fonct ion 

d'une seule variable, car doit être t ra i té comme une constante. 

2 5 . Étudions en p a r t i c u l i e r les intégrales p r inc ipa les des équations 

in tegrables par la méthode de Lap lace . L a fo rmule (38) représentera 

une intégrale p r i n c i p a l e par rapport à ce, s i l ' on p rend pour X une 

fonct ion de œ et d ' un paramètre .-TO s 'annulant pour żc = œ^, a ins i que 

ses n — I premières dérivées, la n'*""'" étant con t inue . On posera, par 

exemple , 

X = {a: — œ,)"o{a:, Xo), 

la fonct ion cp étant cont inue pour ce — œ^. 

L a nouvel le in tégra le p r i n c i p a l e sera aussi à développement l i m i t é 

s i le facteur (^{x, ¿r^) est indépendant de o^y. 

L a dé te rmina t ion de la solut ion doublement p r inc ipa l e se ramène 

au problème suivant : 

Trouver une fonction X vérifiant V équation différentielle suivante, où 

l'on suppose y =yf^, 

et qui s'annule ainsi que ses dérivées jusqu'à l'ordre n — i inclusivement 

pourx — Xf^. 



Le premier membre de cette équation linéaire d'ordre n peut ętre dé-

composé en un produit symbolique de facteurs différentiels du premier 

ordre en faisant usage de la substitution de Laplace. 

26 . Revenons à l a formule ( 3 7 ) , qu i donne le développement d 'une 

demi-so lu t ion en fonct ion des intégrales d 'une fonc t ion a rb i t ra i re . S i 

l 'on pose X nous retrouvons les so lu t ions désignées par le 

symbole Zp 

On voi t que Zp peut être représentée par l ' in tégra le définie s u i -

vante 

L a considérat ion de ces intégrales particulières va nous condu i re à 

un développement en série très remarquable pour les intégrales ho lo -

morphes . Désignons par 9«(a?, y) une in tégra le définie par les cond i -

t ions aux l imi te s suivantes 

Soit de même j ) l ' in tégra le q u i satisfait aux cond i t ions analogues 

Les fonctions 9̂  sont des cas par t icu l ie rs des intégrales z^. 

I l est facile de les représenter par des intégrales définies en se ser-

vant de la formule (21) . 

On a 

et de même 



on désignant par 

l ' in tégra le doublement p r inc ipa le de R i e m a n n et de M . Darboux. 

Soi t aussi cpo='^o l ' in tégrale q u i se r édu i t ŕ l ' un i t é sur les deux 

caractéristiques. Nous avons 

Toute intégrale ho lomorphe de l ' équat ion proposée sera dévelop-

pable en une double série de fonctions o et ^. 

E n effet, cherchons ŕ déterminer une so lu t ion z qu i soit égale ŕ des 

fonct ions ho lomorphes , données pour ao = et pour y = j ' ^ , 

Cette in tégra le sera représentée par l ' express ion 

ou b i e n , en in tégrant terme ŕ te rme. 

E n général , ŕ tout développement en série absolument convergente 

des va leurs i n i t i a l e s , on peut faire correspondre un développement 

analogue de l ' in tégra le . 



DEUXIÈME P A R T I E . 

E T U D E D E S L I G N E S C R I T I Q U E S D E S I N T É G R A L E S . 

2 7 . Les intégrales de l ' équa t ion l inéa i re 

peuvent présenter deux sortes de l ignes singulières : 

1° Celles q u i sont complètement définies quand on connaît les coef-

ficients a,b, c; 

QP Celles q u i dépendent seulement des condi t ions in i t ia les . 

Nous appellerons les premières l ignes cr i t iques propres ào, l ' équa t ion 

ou l ignes cr i t iques fixes; les secondes sev ont à'viQs accidentelles ; nous 

qual i f ierons ce l les -c i de mobiles quand elles dépendront d 'un para-

mètre arb i t ra i re . 

Je ne m 'occupera i d 'une manière spéciale que des courbes s ingu-

lières accidente l les . I l y a l i e u d 'en dé te rminer d 'abord la nature et de 

chercher ensuite la forme analyt ique de l ' in tégra le dans le vois inage 

des différents points de ces courbes . 

Dans l 'étude de cette ques t ion , je ne prends pas pour base la for-

mule (22) q u i représente l ' in tégra le générale. E l l e peut se t rouver en 

défaut dans le voisinage d ' un po in t c r i t i que . Je me propose de déduire 

directement de l ' équat ion même les p r i n c i p a u x éléments de l a s o l u -

t ion . L a méthode dont nous al lons faire usage pour ra i t s ' appl iquer , 

pour a ins i d i re , sans modi f ica t ion à une équat ion l inéa i re d'ordre que l -

conque. 

28 . I l faut d 'abord déf in i r le genre de s ingular i tés considérées et 

les propriétés sur lesquel les nous aurons à nous appuyer . Soit f{oc,y) 

une fonction de deux var iables admettant la l i gne singulière x = a. 

Faisons décrire à la variable x dans son p lan un chemin de longueur 



finie aboutissant en a, sans tourner une in f in i t é de fois autour de ce 

po in t , n i passer par aucun autre po in t s i n g u l i e r . Dans ces cond i t ions , 

je suppose que la fonct ion varie d 'une manière cont inue et tend vers 

une l i m i t e / ( « , y) ho lomorphe en y , à moins qu 'e l le ne devienne 

in f in ie . L e symbole /{a, y) désigne, comme on voi t , non pas précisé-

ment la valeur de l a fonct ion pour x = a, mais une l im i t e relat ive à un 

chemin déterminé déc r i t par la var iable x. 

L a fonct ion (s^(^x,y) = f{x,y) — f(a, y) tendra vers zéro quand 

X tendra vers a par le c h e m i n considéré; nous pour rons donc nous 

borner à étudier les fonctions q u i deviennent nu l l e s ou inf inies sur l a 

droite analyt ique x = a, et qu i sont caractérisées par la p ropr ié té c o m -

mune que la partie réelle de l eu r logar i thme devient in f in ie . L a dé-

rivée logar i thmique ~ ne peut pas avoir une l i m i t e finie dans cette 

hypothèse; nous supposerons donc qu 'e l l e c ro î t i n d é f i n i m e n t . I l en 

est de même du rappor t des dérivées S i ce rapport étai t égal à une 

fonct ion A(^ r , j ^ ) , cont inue et finie lorsque x tend vers a sur un c h e m i n 

déterminé, la fonct ion o(x, y) ne pour ra i t être n i nu l l e n i inf inie pour 

x = a, quel le que soit l a var iable y, à moins d'être n u l l e ou inf inie 

pour toutes les valeurs de a; et de j ; aux hypothèses déjà faites nous 

sommes donc amenés à j o ind re l a suivante, que le rappor t des dé r i -

vées % croî t aussi i ndé f in imen t lorsque x tend vers a. 

Nous appel lerons fonctions normales dans le domaine de l a droite 

singulière celles q u i j o u i r o n t de toutes les propriétés que nous venons 

de considérer, et q u i se réduisent en résumé aux suivantes : 

1 ° Quand x tend vers a suivant un chemin dé te rminé , la fonct ion 

devient inf inie ou tend vers une l i m i t e ho lomorphe en j . 

2° S i la fonction (i^{x, y) devient inf in ie ou n u l l e , les deux rapports 

— et croissent i n d é f i n i m e n t . 
9 9 r 

(L ' exp res s ion croître indéfiniment s ' app l ique , b ien entendu, aux mo-

dules des quanti tés considérées.) 

Les hypothèses que nous faisons sur les fonctions pour ra ien t en 

déf ini t ive se réduire à une seule : c'est que, sur un c h e m i n aboutissant 

au poin t c r i t ique et ayant une longueur finie, el les sont b ien dé te rmi -



nées et n 'admettent d 'autre d iscont inui té que l ' i n f i n i , et que la même 

propr ié té a l i e u pour les dérivées et leurs rapports . 

Les fonctions analogues aux intégrales régulières des équations dif-

férentielles l inéaires à une variable indépendante présentent tous les 

caractères précédents; elles sont égales à des sommes d'éléments de l a 

forme 

(!^(cc, y) désignant une fonct ion ho iomorp l i e en ce et y , non n u l l e pour 

x = a; p pourra i t être une fonct ion ho lomorphe de j ; n est un nombre 

entier posi t i f . I l est faci le de vér if ier que l ' é lément fonct ionnel ii est 

une fonct ion normale , et que la même propr ié té a l i e u pour l a somme 

d 'un nombre l i m i t é d 'éléments analogues. 

Le p r i n c i p a l caractère dont nous aurons à faire usage dans nos 

raisonnements est ce lu i q u i est r e la t i f aux rapports ^f - Nous 

d i rons que l a dérivée par rapport à x est inf in ie re la t ivement à ç» 

et à 9^. Cette cons idéra t ion nous permet t ra d ' i n t rodu i r e dans nos 

ca lcu ls cer tains résul ta ts de la théorie des in f in iment peti ts , en regar-

dant, su ivant l 'usage, les quant i t és in f in iment grandes comme des 

in f in iment petits d 'ordre négatif . On peut avoir à comparer des dé r i -

vées d ' u n ordre supér ieur au p remier . Supposons que les dérivées 

d'une fonct ion normale cp soient aussi normales aux environs d u po in t 

c r i t i que x = a. 

S i la dérivée est nu l l e ou in f in ie , a i n s i que toutes les dérivées 

d 'ordre moindre pour cette va leur de x, la dérivée /î '̂ ™*', -^^y sera 

inf in ie par rappor t à toutes les autres dérivées d u même ordre , ou 

d 'ordre i n f é r i eu r , pr ises par rappor t aux deux var iables x et y. 

29. Reprenons maintenant l 'é tude des l ignes c r i t iques accidentel les 

des intégrales de l ' équat ion l inéa i re D ( s ) = o. Je supposerai que le 

point ana ly t ique (ccy) var ie à l ' i n t é r i eu r d 'un domaine l i m i t é E , où 

les coefficients de l ' équat ion sont ho lomorphes . Soi t l(x,y) une fonc-

t ion ho lomorphe dont tous les zéros situés à l ' i n t é r i e u r du domaine E 

sont des po in t s c r i t iques d 'une in tégra le z. L a courbe analy t ique L , 



représentée par l ' équa t ion ^(ao,y) = o, est une courbe singulière o u 

c r i t i que de la so lu t ion considérée. L a fonct ion l(œ,y) est l 'une q u e l -

conque des fonctions holomorphes q u i s 'annulent sur la courbe L ; 

nous admettrons que ses dérivées —; et — ne s 'annulent pas s imu l t a -

nément à l ' i n t é r i e u r d u domaine . Effectuons u n changement de var iable 

analogue à ce lu i que nous avons déjà considéré et prenons pour n o u -

ve l les var iables l a fonct ion ^ et une autre fonct ion ho lomorphe y], 

assujettie à la c o n d i t i o n que le dé te rminan t fonct ionnel 

ne soit pas n u l . L ' équa t ion transformée devient , en mettant en évidence 

le terme en 

(4o) 

L' in tégra le z que nous étudions se t ransforme en une fonct ion 

z(^, Yj), que je suppose normale sur l a courbe singulière a i n s i que 

sa dérivée 

S i cette dérivée n'est pas inf inie pour ^ = o, ^ ne l 'est pas non p l u s , 

et par suite les deux fonctions z et ^ tendent vers des l imi t e s ho lo-

morphes en Y] ou égales à zéro. Examinons d 'abord le cas où chacune 

de ces fonctions est n u l l e ou i n f i n i e ; l a dérivée ^ sera infinie par 

rappor t aux fonctions 

L 'équat ion (4o) ne pourra donc être vér i f iée , lorsque l a var iable 

tend vers zéro, que s i l ' on a en même temps 

Donc la courbe singulière doit être une caractérist ique. 

L e cas où ^ et è ne seraient n i nu l les n i infinies se ramène i m m é -

diatement à celui-là. E n effet, supposons que L ne soit pas une carac-

t é r i s t i que et que, la var iable l tendant vers zéro, les fonctions ^ et ^ ! 

tendent vers des l i m i t e s ho lomorphes en Y]. O n pourra alors dé te rminer 



une intégrale holomorphe prenant pour ^ = o des valeurs égales à 

ces l imi t e s . L a différence z — z., sera une nouvel le solut ion à laquel le 

nous pourrons app l iquer tous les raisonnements précédents. O n devrai t 

donc encore conclure que la courbe L est une caractér is t ique, ou que 

la différence s — ^^ est iden t iquement n u l l e ; dans ce dern ie r cas, 

les points de l a courbe ^ = o ne seraient pas, à proprement par ler , 

des points c r i t iques de l ' in tégra le z, puisque ce l l e -c i pourra i t être 

étendue analyt iquement d 'une seule manière dans le domaine d 'un 

poin t quelconque de la courbe et y serait égale à une fonction holo-

morphe . 

30. Des considérations que nous venons d 'exposer résulte ce théo-

rème : 

Les intégrales normales d'une équation linéaire aux dérivées partielles 

du second ordre de la forme ( 5 ) ne peuvent admettre d'autres courbes 

critiques accidentelles que des caractéristiques. 

O n peut remarquer que notre ra isonnement est encore appl icable 

lorsque la courbe analyt ique ^ = o est pour l ' in tégra le u n l i e u de 

zéros ordinai res d 'un ordre supérieur à l ' u n i t é , et non un l i e u de poin ts 

cr i t iques p roprement di ts . 

Ce résultat permet de préciser la portée du théorème fondamental 

de Cauchy re la t i f à l 'existence des intégrales. Toute solut ion normale 

définie par l a cond i t ion que ses dérivées premières soient des fonc-

t ions holomorphes sur une courbe donnée autre qu 'une caractéris-

t ique est elle-même ho lomorphe dans le voisinage de cette courbe . 

Toute in tégra le normale q u i s 'annule a ins i que ses dérivées du 

premier ordre sur une courbe , autre qu 'une caractér is t ique, est i den -

t iquement n u l l e . 

D'après la méthode dont nous avons fait usage, nos résultats ne sont 

applicables qu ' aux l i eux de points c r i t iques représentés par une équa-

tion analyt ique \(x,y) = o. 

Les caractéristiques singulières ne sont pas nécessairement isolées. 

E l l e s peuvent former une sui te cont inue ou d i scon t inue , comme les 

points s ingu l i e r s d'une fonct ion d'une seule var iab le . 

3 1 . Supposons maintenant qu 'une intégrale z admette une carac-
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t é r i s t iq i ie singulière œ = a . Proposons-nous de t rouver la forme de 

la fonct ion dans le vo i s inage de cette va leur de x. Nous pour r ions 

pour cela nous servir de la formule ( 2 2 ) , qu i représente l ' in tégra le 

générale; les résultats établis précédemment , en ce q u i concerne la 

nature des courbes singulières, rendent cette méthode l é g i t i m e . Cepen-

dant je ferai encore usage d'une méthode d i rec te ; je r ev iendra i à la 

formule (22) pour compléter les résultats a in s i obtenus. Nous pourrons 

supposer que l ' in tégra le normale considérée z tend vers zéro ou vers 

l ' i n f i n i quand x tend vers a; dans le cas contra i re , e l le aurai t une 

l im i t e holomorphe et i l existerait une in f in i t é d ' intégrales holomorphes 

prenant sur l a caractér is t ique les mêmes valeurs que z. Cela posé, 

considérons l ' équat ion 

Q u a n d x tend vers a, l a dérivée ^ est infinie par rapport k z et 

à les coefficients a, b, c conservent des valeurs f in ies ; d 'autre 

part le nombre des termes d u moindre ordre in f in i t é s ima l de l 'équa-

t ion est au moins égal à deux ; donc, si a est différent de zéro, les deux 

dérivées J^? ^ sont du même ordre et l eu r rapport a pour l imi t e 

— a ( a , j ) . S i r o n a a ( a , j ) = o, -^^^-^ ne peut pas être d 'un ordre i n f i n i - j 

tésimal supérieur à c e l u i de z ou de cette dérivée sera donc inf i - j 

n iment petite par rapport à de sorte que le rapport 

aura pour l im i t e zéro. Nous pour rons par suite é c r i r e , quel que 
soit a, 



£ désignant une fonct ion in f in iment peti te. Cette équat ion peut être 

in tégrée ; on en dédui t 

( 4 0 

en représentant par X ' la dérivée d'une fonct ion X de x s eu l . 

L ' exp re s s ion obtenue est de la forme 

(40 

la fonct ion i est cont inue par rapport à x sur le c h e m i n 

considéré et tend vers la l i m i t e 

E l l e est, par conséquent, différente de zéro pour les valeurs de x 

voisines de a. De l ' équat ion (42) nous t i rons 1 

(43) 

L a l im i t e infér ieure de l ' i n t ég ra l e sera pr ise égale à a s i Z doit 

s 'annuler . S i la so lu t ion considérée devient in f in ie , i l faut que X ' s o i t 

inf inie pour la même valeur de x; nous prendrons alors pour l i m i t e 

infér ieure un nombre x, très vo i s in de l a va leur singulière. Le c h e m i n 

d ' in tégra t ion peut être déf in i par la succession des valeurs que doit 

prendre x en se rapprochant i ndé f in imen t de a. On doit supposer 

que sur ce c h e m i n , dans le vo i s inage du po in t a, i l n 'y a pas d'autres 

points c r i t iques de la fonct ion X ' . 

I l est remarquable que l a forme (43), obtenue pour l ' in tégra le par 

un c a l c u l d i rec t , est jus tement ce l le qu i serait donnée par l ' app l i ca -

t ion immédia t e de la formule (22). 

On peut, en généra l , modi f ie r cette expression de la manière su i -

vante. Considérons le rapport 

le numéra teur et le dénomina teur sont nu l s ou in f in i s pour a.-= a ; 



l ' express ion se présente donc sous la forme indé terminée ^ ou 

Le rapport des dérivées est une fonct ion b ien déterminée dcx et d e j 

qu i n'est nu l l e , n i inf inie ; elle a pour l i m i t e u(ix,y) — e-'^''(*'^'^^-^.La vraie 

valeur du rapport ~ , s i elle existe, sera égale à cette l i m i t e . L a règle 

de L ' H o s p i t a l sera toujours appl icable à ce rapport s i la fonct ion X ' 

est cont inue sur le chemin d ' in t ég ra t ion , sauf à l ' ex t rémi té a, et sij 

sur ce chemin , dans le vois inage imméd ia t du po in t c r i t i q u e , la varia-

t ion de l ' a rgument de l ' é lément X' dsc est infér ieure à un angle v q u i 

soit lui-même in fé r i eu r à deux droi t s . Dans ces condi t ions nous 

pourrons écrire 

la fonct ion «p étant cont inue et tendant vers la l imi te j] ggj^ 

d ' a i l l eu r s , facile de trouver directement cette l i m i t e . Nous avons, en 

effet, 

ou b ien 

Quand x tend vers a, ^ tend vers zéro, et, par hypothèse, D((p) 

conserve une valeur f in ie . Donc l 'express ion D!^,(cp) a pour l i m i t e zéro. 

On en dédui t immédia tement la valeur de (p(a, j ) . 

I l y a une certaine analogie entre la méthode précédente et cel le 

q u i donne les asymptotes d'une courbe a lgébr ique en Géométrie ana-

ly t i que . Cette analogie peut encore être poussée p lus l o i n , et la mé-

thode donnerai t l i e u , dans u n cas très é tendu, au développement 

d 'une so lu t ion Z suivant les intégrales d 'une fonction arbi t ra i re de x. 

Considérons, par exemple , l ' équa t ion q u i donne 9, 

Posons 

L a fonct ion v tend vers zéro quand x tend vers a ; c'est, en général , 



d'après l ' équa t ion précédente, un inf in iment peti t du même ordre 

que 

Or , pour une classe très étendue de fonct ions , les seules que nous 
X S X 

considérerons pour le moment , les deux inf in iment petits 5 /̂et 

sont de même ordre , S X désignant l ' in tégra le de X prise à par t i r d 'une 

l im i t e infér ieure convenable . O n peut donc poser 

Por tant cette va leur dans l ' équa t ion , et égalant à zéro l ' ensemble • 

des termes d u moindre ordre i n f i n i t é s i m a l , on en dédu i t , pour l a | 

partie pr inc ipa le de p, l ' express ion | 

u^ désignant le coefficient de S X dans la formule ( 3 7 ) . Nous re t rou-

vons a ins i u n résultat déjà obtenu par une autre méthode plus r i g o u -

reuse et p lus générale. 

Remarque. — Nous avons, en général, qualif ié de singulière l a ca-

ractéris t ique x = %; cependant nos résultats sont encore exacts 

lorsque cette caractérist ique est un l i e u de zéros ord ina i res . 

3 2 . Après avoir déterminé la nature des l ignes cr i t iques et la 

forme des intégrales dans le vois inage de ces courbes, i l reste à t rai ter 

le problème inverse : 

Trouver une intégrale de forme donnée dans le domaine d'une carac-

téristique déterminée. 

Nous étudierons encore seulement le cas où la so lu t ion considérée 

est nu l l e ou infinie sur la caractér is t ique. L a so lu t ion se déduit i m -

médiatement de la formule ( 2 2 ) . Soi t f i^x) une fonct ion arbi t ra i re 

admettant le point s i ngu l i e r ¿17 = a où elle est n u l l e ou in f in i e ; dési-

gnons par Zo 7» i) une intégrale p r inc ipa le ne s 'annulant pas sur la 

caractéristique paramét r ique ; l ' in tégrale 



satisfait, en general , à l a cond i t ion que le rapport soi t une tonc-

tion continue dont la l im i t e n'est n i n u l l e n i inf in ie , quand x tend 

vers cp. P o u r que cette conc lus ion soit exacte, i l suffit que l ' on puisse 

appl iquer au rapport considéré la règle de L ' H o s p i t a l . 

Nous pourrons alors écr i re 

la fonction u est cont inue par rapport à x. E l l e est, de p lus , holo-

morphe par rapport à j en même temps que l ' in tégrale pr inc ipale 

z^{x,y,t). 

E n effet, soit 

ce développement sera un i fo rmément convergent par rapport à t, 

pourvu que j — j o soit suffisamment petit ; par sui te , l ' in tégra le z sera 

la somme de la série 

Or , on a, d'après nos hypothèses, en désignant par -^^(a?, a ) une 

fonct ion continue q u i tend vers la l i m i t e o^(a , a ) quand x tend 

vers a, 

Donc 

et la série q u i figure dans cette formule est un i fo rmémen t conver-

gente dans un domaine suffisamment peti t . 

Nous avons a ins i obtenu une so lu t ion dont le rapport à une fonc-

t ion donnée f(oc) est une fonction cont inue non nu l l e pour ¿«7= a . Ce 

n'est év idemment pas l a seule satisfaisant à la cond i t ion énoncée. I l 

en serait encore de même de l ' express ion 



où F ( ^ ) désigne une fonct ion cont inue et b ien déterminée sur le 

chemin décr i t par la var iable x, ne s 'annulant pas pour x ~ QL. 

Les conc lus ions auxquel les nous sommes arr ivé peuvent se résumer 

ainsi : 

S i l ' on considère une intégrale normale de l ' équat ion ^{z) o 

q u i admet la caractérist ique singulière accidentel le x = a, i l existe 

en général des fonct ions X àe x seul telles que le rapport ^ soit une 

fonction cont inue différente de zéro pour x = a; 

2 ° Réc iproquement , étant donnée une fonct ion X de ¿«7 seu l , n u l l e 

ou inf in ie pour x ~ a, i l existe une in f in i t é d ' intégrales telles que le 

rapport J soit une fonct ion cont inue différente de zéro pour cette va-

leur X. • 

33. Nous a l lons é tudier quelques intégrales régulières s imples . Re-

marquons d 'abord que dans le vois inage d'une caractérist ique s ingu-

lière accidentel le x — a , i l n 'y a pas d ' intégrales de la forme 

la fonction u étant cont inue et différente de zéro pour x = a.; au con-

traire, s i l ' on désigne par [i. une constante, i l y a l i e u de chercher les 

intégrales de la forme 

D'après les résultats précédents, i l en existe une in f in i t é que l 'on peut 

représenter par l ' express ion 

É tud ions , en pa r t i cu l i e r , le cas où l ' in tégra le z^(^x, y, t) est ho lo-

morphe et développable suivant les puissances de {t — x), 

Nous en déduisons immédia t emen t le développement de z^, en po-

sant 



Nous avons, en effet, 

(44) 

Cette série est un i fo rmément convergente en même temps que l ' i n -

tégrale pr inc ipa le dont elle est dédui te , pourvu que [i, ne soit pas un 

ent ier négatif. 

L a formule ( 4 4 ) s 'obtient par une dé terminat ion particulière de l ' i n -

tégrale de forme indéfinie . E n supposant la partie réelle de [JL pos i -

t ive, nous avons 

Quand la partie réel le de est négative, on peut encore représenter 

z^ par une intégrale définie prise le long d 'un lacet partant du po in ta ; 

et dont le cercle a pour centre le point a : 

(45) 

Cette formule est en défaut quand [i. est u n entier négatif . 

34 . L a méthode directe qu i nous a donné l ' in tégrale p r inc ipa le nous 

donnerai t aussi z^^. Écr ivons que l ' express ion 

où A o , A , , . . . sont des fonctions de ce et de j , vérifie l ' équat ion propo-

sée, quand on y regarde a comme un paramètre. Nous t rouvons , pou r 

dé te rminer les coefficients, les relations de récurrence 

d'où l ' on déduit immédia tement la formule ( 4 4 ) , en désignant par 
Uo, u^, . . . les coefficients du développement d'une intégrale p r i n c i -
pale . 

Quand on connaît une intégrale z^, où l ' on regarde a comme un 



paramètre, on peut en déduire par differentiation une inf in i té d'autres ; 

nous avons, en général. 

Cette propriété permet de passer des exposants à partie réelle pos i -

tive à ceux dont la partie réelle est négative. 

35 . L ' in tégra le z-^ que nous venons de définir dépend du paramètre 

UL, et comme elle vérifie l ' équat ion proposée quel que soit ce para-

mètre, les dérivées par rapport à [x sont aussi des so lu t ions . 

Prenons , par exemple, la dérivée première et faisons ensuite 

p. = o, nous obtenons une nouvel le intégrale que nous appellerons s_o 

( 4 6 ) 

E n général, les expressions que l 'on trouve en prenant les dérivées 

par rapport à sont des intégrales régulières représentées par la for-

mule suivante 

36. Nous avons exclu j u s q u ' i c i le cas où a est un entier négatif. L a 

formule (44) n'est plus alors appl icable . Posons ^. — — n; l ' in tégrale 

devient 

( 4 7 ) 
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On voit immédia tement que les intégrales à ind ice entier négat i f 

diffèrent des autres par une propriété importante . L ' in tégra le Zjĵ  repré-

sentée par la formule (44) est de la forme (^CL — xYu{x,y, y.), la 

fonction u étant développable suivant les puissances de a — x. L ' i n -

tégrale définie par l ' équat ion (47)» est bien aussi de la forme 

la fonction u étant cont inue lorsque l a variable x tend vers a su r un 

chemin de longueur finie et sans tourner une inf in i té de fois autour du 

point c r i t i que ; mais e l le n'est plus uniforme en général dans la région 

de ce poin t . 

Cependant i l existe un cas où le logari thme disparaît pour une va-

l eu r suffisamment grande de /z; c'est celui où l ' intégrale p r inc ipa le est 

un polynôme entier en t — x. Nous savons que, dans ce cas, la première 

suite de Laplace est l i m i t é e , et que l 'une des fonctions arbi t raires qu i 

figurent dans l ' intégrale générale peut être débarrassée de tout signe de 

quadrature. Ce résultat pouvait être prévu . E n effet, supposons q u ' i l 

existe une intégrale de la forme suivante 

a désignant un paramètre variable et u{x,y, a ) une fonction uniforme 

de a qu i n'est n i nu l le n i inf inie dans le domaine du point x. Nous en 

déduirons une demi-solut ion de l 'équat ion proposée par la formule 

l ' in tégrale étant prise le long d 'un contour fermé entourant le point x. 

S i la f o n c t i o n / ( a ) est holomorphe à l ' i n t é r i eu r du contour, l 'expres-

sion de Z se met immédia tement sous la forme suivante : 

Les coefficients A sont, en général, des fonctions des variables x 
e t j . 

I l résulte de là que l 'équat ion proposée est integrable par la méthode 

de Laplace . Réciproquement i l est évident que toute équation pour la-



quelle la première subst i tu t ion de Laplace donne une suite l imi t ée se 

terminant au bout de ^ — r opérations, admet une in f in i t é de solut ions 

de la forme considérée ou , plus généralement, 

Si l a solut ion z regardée comme fonction de x admet l epó le a, nous 

donnerons à la caractér is t ique x = a le nom de caractéristique po-

laire. 

Nous pouvons donc énoncer la p ropos i t ion suivante : 

Les équations integrables par la méthode de Laplace sont les seules dont 

les intégrales puissent admettre des caractéristiques polaires acciden-

telles. 

37. E n int roduisant les dérivées à indices quelconques ( 0 ' on peut 

donner une forme remarquable aux intégrales que nous avons dési-

gnées par z^. Appe lons dérivée d'ordre n de la f o n c t i o n / ( a ? ) prise à 

par t i r de la l imi te o^o ' l ' in légrale | 

prise le long d 'un lacet à bords rect i l ignes partant du point et en-

tourant le point ^r; nous représenterons cette dérivée par le symbole 

L 'express ion précédente de la dérivée est i l l u so i r e quand n 

est un entier négatif. On l a remplacera alors par 

qui est équivalente à la première lorsque n n'est pas ent ier . 

L ' in tégra le z^ est définie par la formule su ivante , en supposant la 

partie réelle de \i. posit ive : 

(1) Voir L A U R E N T , Traité d'Analyse, t. I l i , p. 4 8 7 . 



D'après la dé f in i t ion de la dérivée, on peut donc la représenter par 

ou b i e n , en changeant les l imi t e s 

Q u a n d la part ie réelle de JJ. est négative, en généra l , l ' i n t ég ra l e est 

encore représentée par le môme s y m b o l e ; mais i l n 'en est p lus de 

môme quand est u n ent ier négatif . Dans ce cas, l ' i n t ég ra l e ne peut 

p lu s ótre regardée, à un facteur près, comme une dérivée de la fonc -

tion -SQ- Les formules que nous venons d ' é t ab l i r con t iennen t un facteur 

q u i devient a lors i n f i n i . L a dérivée est b ien une s o l u t i o n , mais 

ce n'est pas cel le que nous avons appelée Les in tégra les à i nd i ce 

ent ier négat i f se déduisent par d i f fé ren t ia t ion de l ' in tégra le définie 

par la formule ( 4 6 ) . 

O n a 

38 . Les intégrales que nous venons d 'é tud ie r sont des fonct ions 

holomorphes de j - en même temps que l ' in tégra le p r inc ipa l e 5« ( . r , j , ^) . 

E n général , toutes les intégrales représentées par l ' express ion 

jouissent de la môme p r o p r i é t é ; nous savons d ' a i l l eurs que peut 

être supposée ho lomorphe dans le cas où et y var ien t dans un do-

maine suffisamment pet i t , où i l n 'existe a u c u n poin t c r i t i q u e des coef-

ficients de l ' é q u a t i o n ; le paramètre i var ie dans la môme aire que la 

va r iab le x. 

Cela posé, considérons une intégrale Z q u i possède deux caractéris-

t iques singulières a; = o(.^ et j = ß,. I l existe une in f in i t é de so lu t ions 

de cette nature que l ' on peut déduire de la formule ( 2 2 ) ; i l suffit 



pour cela de p rendre pour / ( a ) une fonc t ion q u i possède le po in t c r i -

t ique a = a , , et de môme pour 9 ( ß ) . 

O n voit que Z est la somme de deux termes Z , et Za ; la première 

de ces fonctions admet le po in t c r i t i que a, ; el le est, en général , ho lo-

morphe par rapport à y et développable suivant les puissances en-

tières et posi t ives de j — ¡3,. L a seconde j o u i t de propr ié tés analogues . 

Donc, en général, toute intégrale possédant deux caractéristiques sin-

gulières d^espèces différentes est la somme de deux intégrales particu-

lières dont chacune admet une seule de ces caractéristiques singulières. 

Notre r a i sonnement et, par su i te , la c o n c l u s i o n précédente seraient 

en défaut s i le po in t (a<, ß , ) é tai t u n po in t s i n g u l i e r des coefficients 

de l ' équa t ion . L ' in t ég ra le p r i n c i p a l e , considérée comme une fonct ion 

de J , ne serait plus nécessairement ho lomorphe dans le domaine d u 

point ß^, quand x et a var ien t dans une aire si peti te qu 'e l le soi t , 

comprenant le po in t a , . Supposons , par e x e m p l e , que l ' i n tégra le 

z(x, y , a ) possède un l i e u de poin ts c r i t i ques propres Gi(x,y) = o . 

L a caractéris t ique pa ramét r ique rencontre cette courbe en un cer ta in 

nombre de points définis par l ' équa t ion 

G ( a , / ) = o. 

Soit ß l 'ordonnée d 'un des po in t s d ' in te r sec t ion . Dans le domaine de 

la caractéris t ique jK = l ' in tégra le p r i n c i p a l e ne sera pas, en généra l , 

ho lomorphe . 

B i e n que l 'é tude des courbes singulières propres n'entre pas dans 

ce t r ava i l , je vais considérer le cas d'une équat ion s imple qu i mettra 

en évidence des propriétés remarquables . 

So i t l ' équa t ion 

G désii^nant une fonct ion entière i r r é d u c t i b l e , m et n étant des con-

stantes. Nous a l lons chercher la forme des intégrales normales dans 

le vois inage de la courbe singulière GQx, y) =^ o. P renons sur cette 

courbe un po in t ord ina i re {oc^,, y^) oui la tangente ne soit pas une 

carac tér is t ique , et dans le domaine d u q u e l i l n 'y ait pas de caracté-



r i s t iques singulières acc idente l les de l ' in tégra le étudiée. I l existe une 

in tégra le ho lomorphe dans le domaine du poin t considéré, p o u r v u que 

la somme m+zz ne soi t n i n u l l e , n i égale à un entier négat i f . E n effet, 

écr ivons l ' équat ion sous la forme 

( A ) 

E n y faisant G = o, nous t rouvons la re la t ion su ivante , q u i doi t être 
vérifiée sur la courbe 

( B ) 

I l suffira de connaî t re les valeurs de l ' une des dérivées p o u r que l 'autre 

se t rouve complètement dé te rminée . L ' in tég ra le dépendra donc seu-

lement d 'une fonc t ion a rb i t r a i r e . Supposons que l ' o n donne sur la 

courbe les valeurs de z en fonct ion ho lomorphe de 3c\ les dérivées 

d 'un ordre que lconque pr i ses par rappor t à cette va r i ab l e seront dé-

terminées au po in t ( ¿ ^ 0 , X o ) ' P o u r développer l ' i n t ég ra l e en série de 

puissances , i l faut c a l c u l e r les autres dérivées. On les ob t iendra en 

d i f férent iant l ' équa t ion ( A ) par rappor t à a? et à j et en faisant, dans 

chacune des dérivées obtenues, G = o. L a série calculée admet u n 

domaine de convergence , comme i l est facile de le démon t r e r . E l l e 

représente donc une fonc t ion ho lomorphe satisfaisant à l ' équa t ion ( A ) ; 

e l le vér i f ie auss i la c o n d i t i o n ( B ) en tous les poin ts de la courbe G = o, 

b i en q u ' o n n 'a i t pas t enu d i rec tement compte de cette re la t ion dans le 

ca l cu l des coefficients . L ' ex i s tence de l ' i n t ég ra l e ho lomorphe étant mise 

en évidence, p roposons-nous de t rouver les intégrales normales p lus 

générales. D'après ce q u i précède, on pou r r a les supposer n u l l e s ou 

inf in ies su r la courbe . L o r s q u e le po in t var iab le {oc,y) tend vers le point 

{^o^yo) en décr ivant u n c h e m i n n o n si tué sur G , les dérivées ^ et ^ 

sont du même o r d r e ; l e u r rapport est une fonc t ion c o n t i n u e différente 

de zéro, p o u r v u qu ' aucune des caractér is t iques du po in t (¿^0,70) ne soit 

u n l i e u de zéros ou de poin ts s i n g u l i e r s . L a dér ivée, p r i se parallèle-

ment à la tangente à la courbe , sera in f in iment pet i te par rappor t aux 

au t res ; d 'où l 'on dédu i t que le rappor t ^ - ̂  ^ pour l i m i t e la va leur 



de au poin t (JCOJJQ). Posons donc 

c désignant une fonct ion in f in iment peti te, dont nous supposerons que , 

dans le domaine considéré, l ' o rd re in f in i t é s ima l reste supérieur à u n 

nombre pos i t i f suffisamment pet i t quand on prend G comme i n f i n i -

ment pet i t p r i n c i p a l . Por tons les valeurs obtenues dans l ' équa t ion ; 

nous en dédui rons 

ce qu i nous condu i t à poser 

u désignant une fonction qu i conserve une va leur finie; par su i te , 

-S sera, en généra l , de la forme 

O n aura i t t rouvé d i rec tement ce résultat en supposant d 'abord les i n -

tégrales régulières dans le domaine de la courbe ( ' ) . S i l ' o n pose 

z = G''u, on trouve pour déf in i r r l ' équa t ion dé te rminan te 

La racine nu l l e correspond à l ' in tégra le h o l o m o r p h e ; la seconde, à 

cel le que nous venons de déf in i r . Le m u l t i p l i c a t e u r //, peut se c a l c u l e r 

comme la première intégrale en fonct ion de données i n i t i a l e s . 

Des résul ta ts que nous venons d 'é tabl i r , je conc lus que toute i n t é -

grale normale sur l a courbe sera de la forme suivante , où M et ^ dési-

gnent des fonctions cont inues ne s ' annulant pas sur la courbe dans 

le domaine du point (iCo»Jo)» à moins d'être iden t iquemen t nul les dans 

ce domaine 

( 1 ) Fair V . H O R N , Jeta mathematica, t. X I I . 



Cette forme ne conv ien t p lus quand l 'une des caractér is t iques d u 

poin t (^ro,jo) est l i e u de zéros ou de points c r i t i ques . E x a m i n o n s m a i n -

tenant ce q u i se passe pour l ' in tégra le p r i n c i p a l e z(cc,y,or), ho lo -

morphe sur la carac tér i s t ique pa ramé t r ique , sauf aux poin ts où elle 

rencontre la courbe G . P o u r œ = a, nous avons à un facteur près 

O r , i l est en général imposs ib l e d 'avoir dans le domaine du po in t 

s i les fonct ions M et satisfont aux cond i t i ons énoncées. D o n c , l ' une 

des caractérist iques du point ( a , ß) sera u n l i e u de points s i n g u l i e r s 

ou de zéros de l ' i n t ég ra l e p r i n c i p a l e ; ce sera la caractér is t ique y = ß. 

Cette d i scuss ion sommai re met en évidence les propr ié tés cur ieuses 

et intéressantes des caractér is t iques singulières accidentel les qu i se 

coupent sur un l i e u de points c r i t iques propres de l ' é q u a t i o n . E n gé-

né ra l , i l n'est p lus poss ib le , quand une intégrale possède deux carac-

t é r i s t iques de cette na ture , de la décomposer en une somme de deux 

autres, dont chacune soit ho lomorphe dans le domaine de l 'une des 

caractérist iques considérées. 

39 . Une intégrale peut s 'annuler sur deux caractérist iques sans être 

iden t iquement n u l l e dans le vois inage de ces deux courbes si e l les 

se coupent sur un l i e u de points s ingu l i e r s propres de l ' équa t ion . 

Supposons que l ' o n a i t z = o pou r a? = a q u e l que soi t j , et pou r 

J = ß q u e l que soit se. L ' i n t ég ra l e étant supposée normale dans le vo i -

sinage de ces caractér is t iques, nous pouvons écr i re 

X s 'annulant pour x = y. etu étant une fonc t ion cont inue de cv ayant 

pour l i m i t e e •''«̂ ^̂  q u a n d x tend vers a. Cette l i m i t e devra s 'annuler , 

par hypothèse, pour j = (3 ; donc le point ( a , [3) appart ient à une courbe 

singulière du coefficient a. Il appar t ient aussi à une courbe singulière 

du coefficient b. 



Q u a n d deux caractérist iques peuvent être des l i e u x de zéros a c c i -

dentels , les intégrales ne sont p lus déterminées par leurs valeurs sur 

ces droi tes . 

4 0 . Les intégrales qu i possèdent des caractérist iques singulières 

mobi les sont liées é t ro i tement aux intégrales p r i nc ipa l e s . E l l e s peu-

vent aussi être uti l isées pour l ' i n t é g r a t i o n de l ' équa t ion proposée, ou 

du moins pour en ca l cu le r de$ solut ions p lus générales dépendant de 

fonct ions a rb i t ra i res . C'est ce problème que nous a l lons main tenant 

é tudier . 

Considérons une so lu t ion r , a ) q u i possède une caractér is t ique 

singulière o? = a dépendant d ' u n paramètre va r i ab l e ; l ' in tégra le 

pr ise le long d 'un contour fermé s imple à l ' i n t é r i e u r duque l est com-

pr i s le point c r i t ique a = ^r, vér i f ie encore l ' équat ion proposée et dé-

pend en général d 'une fonc t ion arb i t ra i re de x. O n peut d ' a i l l eu r s 

supposer que le contour d ' in tégra t ion se déforme et varie avec ce; ce 

sera par exemple un lacet issu d ' un po in t fixe cCf^ et dont le cercle a u -

rait pour centre le poin t va r i ab le ce. Dans d'autres cas, au contra i re , i l 

y aura l i e u de considérer des lacets partant de^r et entourant des po in t s 

c r i t iques de la fonct ion / {OL), O U des chemins d ' in tégra t ion non fermés 

à l imi t e s var iables ou fixes. S ' i l existe une seconde caractéris t ique s in -

gulière m o b i l e = ¡3 nous dédui rons encore de l ' i n tégra le proposée une 

seconde série de demi - so lu t ions dépendant d 'une fonct ion a rb i t ra i re 

de y. L ' ensemble des solu t ions a ins i obtenues représentera l ' i n tégra le 

générale s ' i l est poss ible de disposer des fonctions arbi t ra i res q u i y fi-

gurent de manière à satisfaire aux condi t ions les p lus générales q u i 

définissent les intégrales . 

I l n 'est pas nécessaire que les deux paramètres a et ^ soient d i s -

t incts : l ' u n peut être fonct ion de l ' au t re ; c'est ce q u i aura l i e u , par 

exemple , quand le point ana ly t ique ( a , P) décr i ra une courbe c r i t ique 

propre de l ' équa t ion proposée. Dans ce cas, l ' in tégra le regardée comme 

fonct ion de a a deux séries de points c r i t i ques , les uns dépendant de 

X, les autres de y , p a rmi lesquels on considérera u n de chaque f a m i l l e . 

A chacun de ces points c r i t i ques , on peut faire correspondre par l ' i n -

L E R. 9 



t égra t ion une fonct ion a rb i t r a i r e , ce qu i donnera une intégrale de la 
forme suivante : 

la première in t ég ra t ion est re la t ive au po in t c r i t i que x, l a seconde au 

point c r i t i que dont l 'affixe est fonct ion de j . Toute in tégra le re lat ive à 

u n con tour enfermant à la fois les deux po in ts est en général decom-

posable en une somme d ' in tégrales s imples analogues aux précédentes. 

Quant à l 'é tendue et à la général i té de la s o l u t i o n t rouvée , on ne peut 

la déf in i r avec p réc i s ion qu'après avoi r é tudié la forme de l a fonc-

t ion a ) , au tour de ses points c r i t i ques . 

4 1 . N o u s a l lons m o n t r e r cependant la poss ib i l i t é de ca l cu le r des i n -

tégrales p r inc ipa l e s ne s ' annulan t pas su r l a caractér is t ique paramé-

t r i q u e . Considérons une s o l u t i o n s (¿37, y , a ) , possédant la caractér is t ique 

singulière mob i l e x = a , su r l aque l l e e l le est n u l l e ou in f in i e . I l existe 

des fonct ions /(ce, ce) te l les que le rappor t z : f(oc, a ) soit une fonct ion 

con t inue quand x tend vers a . 

Posons 

( 4 8 ) 

L ' i n t é g r a t i o n est re la t ive à un con tour fermé dont l ' o r i g i n e se trouve 

en un po in t i n f i n i m e n t v o i s i n de x^, et dont l ' a i re renferme les deux 

seuls poin ts c r i t iques x et^To. L a fonc t ion f{x, a ) n 'é tant pas en gé-

néral un i fo rme , nous désignerons par/(£Co, a ) la va l eu r que p r end cette 

fonct ion q u a n d le po in t x t end vers Xç^ par un c h e m i n de l o n g u e u r finie 

i n t é r i e u r au contour d ' i n t é g r a t i o n . Cela posé, faisons ¿1? = x^^, l ' in tégrale 

devient 

ou b i e n , en posant 



Nous pouvons , sans changer la valeur de l ' in tégra le , remplacer le 

contour d ' in tég ra t ion p r i m i t i f par tout autre c h e m i n fermé ayant la 

même or ig ine et renfermant le poin t ¿ ^ 0 - Comme le point est i n f i n i -

ment vo i s in de £ ^ 0 , i l est aussi p e r m i s de supposer le con tour d ' in tégra-

t ion in f in iment pe t i t ; ce sera par exemple un cercle de centre ^^o, dé-

cr i t dans le sens posi t i f . Les va leur s que p rend a sur ce contour sont 

in f in iment vois ines de x^; par conséquent, s i la fonct ion a est con t inue 

par rapport au paramètre, la va leur l im i t e de l ' in tégra le quand la dis-

tance cca^i tend vers zéro est égale à 

c'est une so lu t ion de l ' équa t ion dérivée 

D o n c , dans la même hypothèse, la va leur l i m i t e de Z(œ,y) est une 

intégrale p r i n c i p a l e ne s 'annulant pas sur la caractér is t ique paramé-

t r ique x = iTj,. 

Pou r que notre ra isonnement soit app l icab le , i l faut év idemment 

que l a caractér is t ique singulière soit située à une distance finie de 

toute autre de même nature, que l ' in tégra le ( 4 8 ) ait u n sens b ien déf ini 

et tende vers sa l i m i t e d 'une manière cont inue lorsque le paramètre oc^ˇ 

varie . 

Quand la fonct ion s ( i r , j ^ , a ) n'est n i n u l l e , ni inf inie pour je = a, 

on peut , dans un cas très général , en déduire une autre intégrale qu i 

s 'annule sur la caractérist ique singulière. Faisons décrire à la var iable x 

un contour fermé aussi pet i t que l ' on voudra autour du p o i n t a ; en 

général , la fonct ion ne reprendra pas sa va leur p r i m i t i v e , mais se 

transformera en une autre in tégra le z^ telle que la différence z — z, 

tende vers zéro quand ¿1? tend vers a ; à cette différence, notre r a i son-

nement est app l i cab le . 

L ' in tégra le p r inc ipa l e Z , définie par l ' équat ion (48) , n 'estpas la seule 

qu 'on puisse déduire de la so lu t ion considérée z (x^,y^, OL) par la 

méthode que nous venons d ' i n d i q u e r . I l en existe une in f in i t é d'autres 

dépendant d 'une fonction arb i t ra i re et représentées par l ' express ion 



Le contour d ' in tégra t ion est toujours ce lu i que nous avons déf ini 

p lus haut ou tout autre chemin équ iva len t ; la dé te rmina t ion d u déno-

mina teur z ( ¿ » 7 0 , ^0 sera cho i s i de telle façon que x tendant vers 

le rapport ^^/'^' conserve une valeur f in ie . L a fonction F ( a ) n'est 

pas nécessairement indépendante de x^ n i holomorphe en ce point . 

De ces généralités, quo iqu 'e l l es soient nécessairement fort vagues, 

résulte pourtant la poss ib i l i té d ' in tégrer complètement une équat ion 

l inéaire de la forme ( 5 ) quand on en connaît une intégrale q u i possède 

deux caractéristiques singulières mobi les de famil les différentes. 

Considérons, par exemple , l ' in tégrale z^ dont nous avons donné le 

développement en sér ie ; en app l iquan t la méthode précédente, on en 

dédui t une intégrale p r inc ipa l e par la formule 

On retrouve ident iquement le développement de l ' in tégra le 

D ' a i l l e u r s , la connaissance du développement en série d'une in té-

grale z^^ donne immédia tement le développement correspondant d'une 

intégrale p r inc ipa le q u i ne s 'annule pas sur la caractéris t ique paramé-

t r ique . 

Soi t 

nous en t irons pour les coefficients u^, . , . les valeurs suivantes : 

42 . Les fonctions de trois var iables 

qu i vér i f ien t une équat ion l inéai re aux dérivées part iel les d u second 

ordre de la forme ( 5 ) à coefficients indépendants de a sont des solu-

tions d 'une équation aux dérivées par t ie l les à coefficients constants. 



Considérons l ' équat ion 

( A ) 

Nous savons que toute équat ion l inéai re du second ordre à caracté-

r is t iques dis t inctes peut être mise sous cette forme quand on en connaî t 

une so lu t ion particulière que lconque . P o u r que la fonct ion z(.x-,y^ a ) 

vérifie cette équat ion, que l le que soit la troisième var iable a, on doit 

avoir 

( B ) 

en posant, suivant l 'usage, 

Réciproquement , toute so lu t ion de l ' équat ion ( B ) vérifie une équa-

tion l inéa i re aux dérivées par t ie l les de la forme ( A ) . 

Cherchons les solut ions de l ' équat ion B , q u i sont égales au p rodu i t 

d 'une fonction de ¿1? et de a par une autre fonction dey et de a. 

Soi t 

nous poserons 

On a 

en portant ces valeurs dans l ' équa t ion ( B ) , on en dédu i t 

(G) 

Le premier membre de cette équat ion ne dépend pas de x, le second 



ne dépend pas de y. Chacun d'eux est donc une fonct ion de a que je 

représente par 

On a donc, en in tégrant par rapport à a , 

et, par sui te , 

De même, 

désignant des fonctions arb i t ra i res . 

L 'équat ion aux dérivées par t ie l les qu i correspond à ces valeurs sera 

D 

E n prenant comme nouvel les variables 

on la ramène à la forme s imple 

( E ) 

L a subs t i tu t ion considérée peut être en défaut quand l ' u n des rap-

ports ^ ou Y] est une constante. 

Nous intégrerons dans la troisième Par t ie toutes les équations de la 
forme E . 



TROISIÈME P A R T I E . 

43. L 'équa t ion d ' E u l e r et de Po i sson 

a été, de l a part de M . D a r b o u x , l 'objet d 'une étude approfondie. Je me 

propose d ' app l ique r à cette équat ion remarquab le les résultats géné-

raux démontrés dans les deux premières Par t ies . 

L ' équa t ion considérée admet l ' i n tégra le particulière suivante 

( 4 9 ) 

On reconnaît immédia tement q u ' e l l e présente tous les caractères que 

nous avons établis. E l l e possède deux caractérist iques singulières 

mobiles a? = a, y = a , se coupant sur l a droi te x — y = o q u i est l i e u 

de points s ingul ie r s propres de l ' équa t ion . Quand x tend vers a , i l 

existe une fonct ion de x seu l , (tx — oc)-^, te l le que le rappor t 

soit , dans le vois inage de la caractér is t ique considérée, une fonct ion 

con t inue , ho lomorphe en y et différente de zéro dans toute région d u 

p l a n des j q u i ne c o m p r e n d pas le poin t s i n g u l i e r j = a. De p lus , ce 

rapport est une so lu t ion de l ' équa t ion dérivée 

où l 'on fait X = a.. 

De l ' i n tégra le particulière ( 4 9 ) nous a l lons déduire la so lu t ion ^ 

complète de l ' équat ion d ' E u l e r et de Po i s son . Comme la nature des! 

chemins d ' in tég ra t ion dépend des valeurs particulières des nombres 

et je supposera i d 'abord q u ' a u c u n de ces nombres n'est ent ier . Ě 
1 



44. L a formule suivante nous donne alors une intégrale dépendant 

de deux fonctions arbi t raires 

( 5 o ) 

L a première in tégra t ion doi t être effectuée le l ong d 'un contour fermé 

s imple dont l 'aire renferme le po in t x; l a seconde est relative à un 

contour analogue renfermant le point j , mais non le poin ter . 

P o u r définir la général i té de la formule ( 5 o ) , je vais considérer suc-

cessivement les deux termes et chercher si l ' on peut disposer des fonc-

tions arbi t raires et des chemins d ' in tégra t ion de manière à satisfaire 

aux condi t ions aux l imi t e s les p lus générales. 

Posons 

Je dis que, étant donnée une fonct ion holomorphe <^(cc), i l sera, en 

général , possible de dé te rminer la fonction arbi t ra i re / ( a ) de l a for-

mule précédente de manière que Z^ soit pour J K = : j o égale à '^(x). 

I l s'agit de satisfaire à l ' i den t i t é 

( 5 x ) 

Je p rendra i pour c h e m i n d ' in tégra t ion , C, un lacet ayant son entrée au 

po in t ¿170 et entourant le po in t x ou b ien tout autre contour équivalent . 

Je supposerai , en outre , que le p o i n t j o est ex tér ieur au contour d ' i n -

tégrat ion et que / ( a ) est ho lomorphe . 

Le produi t / ( a ) ( a — j o ) ^ ^ ' sera lui-même, dans cette hypothèse, une 

fonct ion ho lomorphe , et nous poserons 

L 'équat ion (5i) peut alors s'écrire 

( 5 2 ) 

E n adoptant la nota t ion des dérivées à ind ices que lconques , cette 



re la t ion devient 

Nous sommes donc condui t à poser 

ou b i e n 

( 5 3 ) 

l a nouvel le in tégra le est re la t ive à u n lacet par lant de r̂̂  et entourant 

le poin t a . I l y a l i eu de vér i f ier s i la fonct ion <j^(a), définie par l a for-

mule précédente, satisfait b ien à la re la t ion ( 5 2 ) . 

Nous devrons remplacer la fonct ion par sa valeur ; mais , comme dans 

l ' équat ion ( 5 3 ) le contour d ' i n t ég ra t ion varie avec a , nous le r empla -

cerons par un contour fixe équivalent q u i soit le même pour toutes 

les va leurs que doi t prendre le paramètre dans la formule ( 5 2 ) . 

O n obt iendra u n pare i l contour Ci en décrivant une courbe fermée 

s imple partant de cc^ et entourant le lacet œ^cc ou le contour équiva-

lent C. 
L ' in tégra le de l ' équat ion ( 5 2 ) devient 

( 5 4 ) 

Les deux chemins G et C, ayant des longueurs f in ies , nous pouvons 

in te rver t i r l ' o rd re des in t ég ra t ions . 

In tégrons d 'abord par rappor t à a . 

L ' in tégra le à ca lculer est la suivante 

Le point / est extérieur et le point ce i n t é r i eu r au contour fermé C 

qu i part de ¿1^0 et y revient après avoir entouré une seule fois le po in t 

c r i t ique ce. Nous le supposons décr i t dans le sens posi t i f . 

L E R . 
10 



L a valeur de l ' in tégra le est donc 

E n portant cette va leur dans l ' équat ion ( 5 4 ) , nous avons 

ou enfin 

( 5 5 ) 

L e po in t t = ŁCQ est s i tué sur le contour d ' i n t ég ra t ion ; par consé-

quent l ' in tégra le I n 'a de sens que s i la partie réelle de ß est pos i t ive , 

à moins que le point cc^ ne soi t , pour l a fonction cp(^), u n zéro d 'un 

ordre suffisant de m u l t i p l i c i t é . Mais s i l ' in tégra le a u n sens, elle est 

égale à o (x), puisque le poin t œ est i n t é r i e u r au contour d ' in tégra t ion 

et que cp(^) est ho lomorphe . 

A i n s i , quand on a ß >• o, i l existe toujours une fonct ion ho lomorphe 

/ ( a ) te l le que, pour j = j o , l ' i n tégra le Z^ soit égale à une fonct ion 

holomorphe donnée (^(x); l a valeur de /(ex.) se dédui t immédia t emen t 

de celle de la fonction On a donc 

Remplaçons / ( a ) par cette express ion dans la formule ( 5 i ) ; l ' i n t é -

grale Z^ devient 

ou b i en , en interver t issant l 'o rdre des in tégra t ions . 

(56) 

L' in tégra le 



est une so lu t ion particulière de l ' équa t ion E([3, dépendant d u 

paramètre t et se réduisant , pou r j = jo» ^ 

Représentons-la par Z(a;,y, t,yo). L a so lu t i on , qu i est égale à '^{oc) 

pour y = Jo> est représentée par l ' in tégrale définie 

( 5 7 ) 

Quand ß est u n nombre entier , les formules que nous venons d'éta-

b l i r deviennent i l l u s o i r e s , mais la méthode subsiste. Nous étudierons 

plus l o i n ce cas s imp le . 

45 . S i l ' on suppose la part ie réelle de ß négative ou n u l l e , les ré-

sultats paraissent tout d 'abord perdre une part ie de l eur général i té , 

pu isque l ' express ion trouvée pour / ( a ) n 'a p lus de sens que lorsque le 

point est pour la fonct ion ^ ( ¿ » 7 ) un zéro d 'un ordre suffisant de m u l -

t i p l i c i t é . I l ne résul te pas de là q u ' o n ne p o u r r a t rouver une fonct ion 

/ ( a ) et des contours d ' i n t ég ra t ion de manière à satisfaire aux c o n -

d i t ions aux l im i t e s comme dans le cas précédent , mais seulement que 

/ ( a ) ne sera pas ho lomorphe . L a méthode que nous venons de su ivre 

sera encore appl icable avec quelques modif icat ions que nous a l lons 

i n d i q u e r . Soi t n u n nombre ent ier supér ieur à l a par t ie réel le de — ß. 

Toute fonct ion (o{oc), ho lomorphe dans la région considérée, peut être 

mise sous la forme 

L a formule ( 5 5 ) aura un sens quand on y remplacera ^(x) par le 

dernier terme de cette express ion . I l suffit donc de chercher la m o d i -

fication à laque l le donnent l i eu les premiers . L ' in tégra le 

relat ive à un lacet ayant son entrée en x et entourant le po in t Xf^, est 

égale à 



quand on détermine convenablement l a va leur in i t i a le de la fonction 

intégrée. Ce résul ta t nous donne immédia t emen t les p remiers termes 

de la fonct ion cp(£<?), et même les termes quelconques . 

Considérons dans l ' équa t ion ( 5 i ) le symbole comme re la t i f à une 

in t ég ra t ion en quelque sorte indéfinie efTectuée sur un contour fermé 

arb i t ra i re , ou même sur p lus ieurs contours différents. L ' expres s ion Z , 

représentera alors, dans toute sa général i té , une demi-so lu t ion du 

problème susceptible de prendre pour y=y^ des valeurs données en 

fonct ion de x. Le second terme de l ' in tégrale ( 5 o ) jouissant évidem-

ment des mêmes propr ié tés , la formule considérée donne l ' in tégra le 

générale de l 'équat ion d ' E u l e r et de Poisson . 

On pour ra i t var ier d 'une in f in i t é de manières les contours d ' inté-

grat ion et les fonctions arbi t ra i res de façon à obtenir des intégrales 

possédant un nombre quelconque de caractéristiques singulières. 

46 . A u l i e u de déduire directement l ' in tégrale générale de l a s o l u -

t ion particulière considérée, on peut chercher d 'abord une in tégra le 

p r inc ipa le ho lomorphe ne s 'annulant pas sur l a caractéris t ique para-

m é t r i q u e . L a méthode générale est i c i app l i cab le . Soi t (XQ) un point 

in t é r i eu r au contour d ' in tégra t ion et / ( a ) une fonct ion h o l o m o r p h e ; 

l ' in tégra le 

( 5 8 ) 

prend , ^our x = x^, l a valeur suivante 

q u i est une so lu t ion de l ' équat ion dérivée. Donc ZQ est une in tégra le 
p r inc ipa l e . On peut l u i donner différentes formes en var iant la fonc-
t i o n / ( a ) . 

Cherchons la cond i t i on pour q u ' i l existe une intégrale p r inc ipa le 

entière et de degré n par rapport k x^^ — x; c'est en même temps la 

cond i t ion pour que l a première subs t i tu t ion de Laplace conduise à 

une suite l imi t ée . Dans ce cas, toute in tégra le p r i n c i p a l e de la 

forme ( 5 8 ) , considérée comme fonct ion de j , satisfera à une équation 



l inéai re d 'ordre n - h i , à coefficients indépendants de ^o» 

E n expr imant cette propr ié té nous avons 

les coefficients A ^ , A 2 , . . . ne dépendant que de x et de y . 

L' in tégra le doi t s 'annuler que l l e que soit la fonc t ion ho lomorphe 

/ ( a ) et que l que soit le contour d ' i n t ég ra t i on , p o u r v u q u ' i l renferme 

les deux points x et XQ, mais non le poin t y. P o u r ce la , i l faut et i l 

suffit que la fonct ion soumise à l ' in tégra t ion soit ho lomorphe en a . 

Le degré du point c r i t ique £i?o est ß — 1; cet exposant devra donc 

être ent ier et posi t if , ou b i e n le point c r i t i que devra disparaî t re . 

D'où deux cas à d i s t inguer : 

1° ß entier et pos i t i f ; soit par exemple ß = /z - h i ; nous pour rons 

alors dé te rminer les coefficients A ^ , A . , . . . de l a parenthèse de ma-

nière qu ' e l l e se réduise à 

I l n 'y a p lus aucun point c r i t i q u e dans le domaine l i m i t é par le con-

tou r ; donc l ' i n t ég ra l e est n u l l e . 

2«̂  ß que lconque . L e po in t c r i t ique x^ doit d isparaî t re , et comme 

la parenthèse est indépendante de x^, e l le devra être nu l l e que l que 

soit a , ce qu i exige les re la t ions 

Donc sera u n ent ier négatif , in fé r ieur ou égala n. 

Réciproquement , quand l 'une des condi t ions précédentes est vé-

rif iée, l ' équa t ion proposée donne l i e u à une suite l im i t ée par l ' a p p l i -

cat ion de la première subs t i tu t ion de Lap lace . 

Ces résultats sont faciles à déduire de l a forme des invariants suc-

cessifs ou du développement en série des intégrales p r i n c i p a l e s ; mais 

j ' a i pensé q u ' i l étai t intéressant de les é tabl i r d i rec tement comme ap-

p l i c a t i o n des théories générales exposées précédemment . 



47 . E tud ions quelques intégrales pr inc ipa les particulières. Soit 
d 'abord 

( 5 9 ) 

Nous ramènerons à la forme ord ina i re des fonctions" hypergéo-

métr iques en posant 

0 désignant la nouvel le var iable d ' i n t ég ra t ion . 

L a so lu t ion devient , à u n facteur constant près, 

l ' in tégra le étant prise le long d 'un contour enfermant les deux points 

c r i t iques o et i ; nous p rendrons , par exemple, un lacet ayant son 

entrée en l ' u n de ces points et dont le cercle entoure l ' au t re . 

D'après cela nous pour rons écr ire , en négligeant encore u n facteur 

constant et en désignant par F l a série hypergéométr ique de Gauss : 

On dédui t de là immédia temen t la cond i t ion trouvée plus haut pour 

que le développement soit l i m i t é . 

On peut aussi retrouver directement , par le développement en série, 

l ' in tégra le que nous venons d 'obteni r . 

Considérons la so lu t ion 

que nous désignerons par l a notation z-^. Développons le second fac-

teur ( a — suivant les puissances de a — a?. On a 

L a méthode indiquée au n° 41 nous donne immédia tement le dé-



veloppement de l ' in tégra le p r i n c i p a l e sous la forme 

Donc 

( 6 0 ) 

Déterminons main tenant l ' in tégra le doublement p r inc ipa le de 

M . Darboux . Quand on y fait 00 = œ^^, e l le est égale à | et 

pour J =r elle devient Nous sommes condui t à déter-

m i n e r la f o n c t i o n / ( a ) dans l ' express ion suivante 

par ces c o n d i t i o n s ' a u x l i m i t e s . P renons pour c h e m i n d ' in tégra t ion 

u n contour fermé renfermant les deux points ce et x^, l ' o r ig ine étant 

in f in iment vois ine de x^. Les résul tats du n° 44 nous donnent i m m é -

diatement la dé te rmina t ion de / ( a ) . On aura donc , en désignant l ' i n -

tégrale cherchée par z (x,y, ^ ^ o ' ^ o ) • 

Les p o i n t s j e t j o sont supposés extér ieurs au contour d ' in tégra t ion . 

Cette in tégra le est év idemment p r inc ipa le par rapport à x; el le l 'est 

auss i pa r rapport à j d'après la dé te rmina t ion de la fonct ion / ( a ) . 

Vér i f ions di rectement ce dern ier résul ta t . L ' in t ég ra le de la fonct ion 

relative à u n cercle de rayon i n f i n i , est n u l l e . L a fonct ion est d 'a i l leurs 

uniforme à l ' ex té r ieur de tout con tour s imple renfermant les quatre 

points c r i t i ques . D'où l ' on dédu i t que l ' i n t ég ra l e , pr ise dans le sens 

pos i t i f le l o n g d 'un contour fermé re l a t i f aux deux points x et x^^ est 

égale à l ' i n tégra le pr ise dans le sens négat i f le long d 'un second con-



tour ayant la même or ig ine et entourant les deux points j e t j o - L a 

conc lus ion s'en dédu i t imméd ia t emen t . 

Nous al lons mettre l a fonction z {oc,y, CCQ,y^) sous la forme o r d i -

naire des fonctions hypergéométr iques. Effectuons une transformation 

homographique 

choisie de manière à faire correspondre aux points c r i t iques œ^, x,yo • 

du p lan des a, les points o, i , co du p lan des t; i l faudra prendre 

L ' in tégra le devient 

en posant 

N o u s avons donc 

( 6 x ) 

C'est le résultat obtenu par M . Darboux , sauf le changement de ce 

et y en Xo et y^ et inversement . 

L a connaissance de cette in tégra le permet de représenter par des 

intégrales définies toute so lu t ion définie par des valeurs in i t ia les don-

nées, soi t sur des caractérist iques, soit sur une autre courbe. 

48. É tudions maintenant d'autres intégrales qui permettent de 

représenter les solut ions par des développements en séries. Soi t 

(^^^{x, y) l ' intégrale q u i se r édu i t , pour j = j o , à 

et qu i est en outre de la forme 

u désignant une fonct ion h o l o m o r p h e . 



Ces intégrales sont encore représentées par l ' express ion 

où l 'on détermine convenablement la fonction / ( a ) d'après la méthode 

du n*̂  44 ; on t rouve, en supposant la partie réelle de [3 + posit ive 

On a, par conséquent 

L a transformation homographique , dont nous avons fait usage pour 

l ' in tégrale doublement p r i nc ipa l e , ramène la fonct ion tpjji à la forme des 

intégrales hypergéométr iques. 

Posons 

L 'express ion précédente devient 

d'où enfin 

(62) 

F ( a , [3, ¡3', Y]) désigne i c i la série hypergéométr ique à deux va-

riables de M . A p p e l l , du moins dans les régions où elle est conver-

gente. 

en posant, pour abréger 

L E R. 11 



11 existe une seconde série d ' intégrales analogues aux précédentes, et 

qu i s'en déduisent en permutant s implement les variables et les expo-

sants correspondants. Nous les désignerons par le symbole 'j^^,. En f in 

l ' in tégra le q u i se rédu i t à l ' un i t é sur deux caractéristiques est con-

stamment égale à i . Toute solut ion ho lomorphe de Féquat ion d ' E u l e r 

et de Poisson est développable en une double série de fonctions cp et 'j» 

à indices entiers et posi t i fs . 

Considérons encore les intégrales suivantes qu i donnent également 

l i e u à un développement en série des solut ions générales. 
Soit 

A désignant un facteur constant. Cette intégrale s 'exprime encore à 

l 'a ide de fonctions hypergéométr iques , et l ' on a, en dé terminant conve-

nablement la constante A , 

pourvu que ^ ne soit pas un ent ier négat i f . 

L ' i n t ég ra l e 

0Ì1 la fonction / ( a ) est développable suivant les puissances entières ou 

non de a — oo^, peut être représentée par une série convergente de 

fonctions z^j^. 

Dans tout ce qu i précède le point est supposé in té r ieur au con-

tour d ' in tégrat ion ou sur le contour même. 

49 . E t u d i o n s maintenant d 'une manière plus particulière le cas où 

l ' un des nombres [3 ou [3' est entier . 

i " Supposons que ¡3 soit un entier positif , ¡3 = « + i . 

L ' in tégra le 



se me i immédia t emen t sous la forme 

X désignant une fonct ion arb i t ra i re de x. 

Si en même temps ¡3' est aussi un ent ier pos i t i f m --h i , l ' express ion 

devient , à un facteur près. 

Le second terme de la formule ( 5 o ) est év idemment susceptible 

d 'une représentat ion analogue 

Donc l ' in tégra le générale se met alors sous la forme s imple s u i -

vante 

Avec la s ignif icat ion ordina i re des dérivées cette forme n'est app l i -

cable que lorsque les nombres ¡3 et ¡3' sont entiers et posi t i fs ; mais en 

in t roduisant la notat ion des dérivées à indices quelconques on peut la 

regarder comme générale, et l ' on a 

2« Supposons que ¡3' soit entier et négatif ou n u l ; p ' = — / z . Les 

chemins d ' in tégra t ion décrits autour du point j devront être remplacés 

par des chemins dont l 'une des l imi tes soit en y. Cela posé, considérons 

l ' in tégrale 

Soit V une fonction de a et de x définie par l ' équat ion 



Nous prendrons par exemple 

L ' in tégra le Z^ s 'expr ime en fonction l inéaire de \(X,ŰC) et de ses 

dérivées jusqu'à l 'ordre n , et l 'on voit que V est une fonction arbi t raire 

de X. Il est facile d 'avoir l ' express ion , sous forme de dérivée, de cette 

so lu t ion , soit directement, soit en partant de l ' in tégra le p r inc ipa le dé-

finie par la formule ( 6 0 ) , q u i devient i c i 

On en dédui t immédia tement que sera de la forme suivante 

ce qu i peut s'écrire enfin 

Si ¡3 est lui-même un entier négatif, — m, on â 

et, par sui te , à un facteur près 

L ' intégrale générale est donc 

E n généralisant cette expression par les dérivées à indices que l -

conques on peut encore représenter l ' in tégrale par la formule suivante, 

quels que soient p et P ' , 



50. Étudions enfin quelques nouvel les formes d ' intégrales que l 'on 

obtient en prenant un contour d ' in tég ra t ion renfermant à la fois les 

deux points c r i t iques x et j . Nous les représenterons par 

E n déduisant une intégrale particulière, nous pourrons supposer 

que le contour d ' in tégrat ion a pour or igine un point in f in iment vo i s in 

de X ( o u le point x l u i -môme, quand la partie réel le de — ¡3 est supé-

r ieure à — i ) . 

Considérons l ' in tégrale 

le point u étant supposé extér ieur au contour d ' in tégra t ion . 

Cette expression se ramène encore aux fonctions hypergéométr iques ; 

mais le résultat se s implif ie quand on a y = o. L ' in tégrale devient 

alors de la forme 

où l 'on désigne par A un facteur constant. L a so lu t ion a ins i obtenue 

dépend d 'un nouveau paramètre u; elle admet les deux caractéristiques 

singulières mobi les x = u, y = n q u i se coupent sur le l ieu des points 

cr i t iques propres. On pourra i t aussi en déduire toutes les intégrales 

de l ' équat ion proposée. 

A l 'a ide des deux intégrales 

et 

M . A p p e l l a représenté pour la première fois l ' in tégra le générale de 

l 'équat ion d 'Eu l e r et de Po i sson dans le cas où ¡3 et ¡3' sont que l -

conques. L a formule de M . A p p e l l devient , avec les notations c i -

dessus. 

( 6 3 ) 



51 . L ' équa t ion d 'Eu l e r et de Poisson est un cas pa r t i cu l i e r de la 

suivante , trouvée au n° 42 , 

( 6 . 1 ) 

(]elle-ci admet également une intégrale particulière dépendant d 'un 

paramètre et égale au p rodu i t d'une fonction de y par une fonct ion 
de jc 

De cette so lu t ion particulière on peut déduire une intégrale qu i 

s 'exprime au moyen de deux fonctions arb i t ra i res . 

( 6 5 ) 

L a première in tégra t ion est relative au po in t x, et l a seconde au 
point y . 

E n pa r t i cu l i e r , le ca lcu l des intégrales pr inc ipa les se fait très s i m -

plement . Définissons d 'abord les intégrales q u i figurent en exposants 

Nous évaluerons la première à par t i r d'une l imi te inférieure et 

le long d 'un chemin déterminé x^^x. De môme, la seconde sera éva-

luée le l o n g d 'un chemin joY- Considérons maintenant un contour 

(èrmé s imple ne coupant aucune de ces l i gnes , mais renfermant les 

deux points c r i t iques et ^r, le chemin j o j étant complètement exté-

r i eu r . So i t , d'autre part, / ( a ) une fonct ion holomorphe dans l 'a ire 

l imi tée par ce contour . L ' in tégra le 

( 6 6 ) 

évaluée le l ong du chemin que nous venons de définir , est une in té -

grale p r inc ipa le admettant la caractéristique paramétr ique x = x,. 



Ce résultat rentre encore dans la méthode générale que nous avons 

indiquée . 

L ' in tégra le doublement p r inc ipa le de R iemann est représentée par 

l 'expression 

(67) 

le contour d ' in tégra t ion étant toujours le même. Ce résultat se vérifie 

comme dans le cas de l 'équation d ' E u l e r . Traçons dans le plan des a 

deux contours fermés s imples de même or ig ine , le premier renfermant 

la l igne x^oc et le second la l igne j o y , les aires de ces deux contours 

n 'empiétant pas l ' u n sur l ' au t re . L a fonction de a 

est holomorphe dans toute région du plan complètement extérieure 

aux contours considérés et, de p lus , l ' in tégrale de cette fonct ion, éva-

luée suivant la circonférence d 'un cercle de rayon i n f i n i , est nu l l e . Le 

raisonnement du n° 47 est donc appl icable , et nous pouvons consi -

dérer l 'équation ( 6 4 ) comme complètement intégrée. 

52. Cherchons la condi t ion nécessaire et suffisante pour qu ' e l l e 

soit intégrable par la méthode de Laplace . 

S i la première subst i tu t ion donne une suite l imi tée au bout de/z opé-

rat ions, toute intégrale p r inc ipa le par rapport kx, z(oc,y, x^), regardée 

comme fonction de y, vérifiera uue équation l inéaire d 'ordre n-\- \ à 

coefficients indépendants d e x ^ . E n raisonnant comme pour l ' équat ion 

d ' E u l e r , nous trouvons q u ' i l existe une intégrale p r inc ipa le à dévelop-

pement l i m i t é , quand l 'une des expressions 

est un entier pos i t i f ou n u l . 

Considérons successivement ces deux cas. 

1" Soit '^{x) — /z 4- i ; le premier terme de la formule (05 ) donne 



une intégrale de la forme 

où X désigne une fonction arbi t ra i re de x. 

2" Supposons —/2. L ' in tégra le relat ive à x dans la for-
mule (5o) devient 

( 6 8 ) 

Soit 

L ' in tégra le (68) peut s'écrire 

D'autre part on a 

et, par conséquent. 

On voit que toutes les fonctions X(cp — i), où l ' i nd ice i est égal ou 

infér ieur à n, s ' expr iment l inéa i rement à l ' a ide des dérivées de la 

fonct ion arbi t ra i re X ( 9 — / z ) : i l en est donc de môme de l ' in tégra le 

considérée, ce qu i montre que l ' équat ion est encore dans ce cas inté 

grable par la méthode de Lap lace . 

L a considérat ion des invariants successifs condui t sans peine au 
même résul ta t . 



53 . L ' équa t ion ( 6 4 ) est intéressante parce qu 'on peut y ramener 

toutes les équations qu i admettent trois intégrales dis t inctes de l a 

forme 
X Y , 

sauf quelques cas s imples except ionnels . 

E n effet, supposons que l ' équa t ion 

ait trois solut ions de cette forme. E n prenant comme fonct ion inconnue 

le rapport de ^ à l 'une d'entre elles on fera disparaître le dernier terme 

de l ' équa t ion ; nous pourrons donc nous borner à considérer les équa-

tions où z figure seulement par ses dérivées et q u i admettent deux 

solut ions 
X i Y i , X 2 Y 2 . 

E n expr imant que ces solut ions vér i f ient l ' équat ion 

on calcule a et h. On trouve pour ces coefficients des valeurs de la 

forme suivante 

en désignant par u^ et des fonctions de x, par et v., des fonctions 

d e j . 
Prenons comme nouvelles var iables indépendantes 
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et posons 

nous trouvons enfin la forme ( 6 4 ) 

Nos ca lculs seraient en défaut au cas où l 'une des quantités par les-
quel les on a divisé serait n u l l e , ou bien encore au cas où l ' u n des rap-
ports 

serait égal à une constante. 

Nous avons déjà trouvé ce résultat en cherchant les solut ions de l 'é-

quat ion ( B ) , du n° 42 , qu i sont de la forme X Y . 

54. Le résultat obtenu au n^ 52 , pour les équations de la forme (64) 
integrables par la méthode de Laplace , peut être facilement géné-
ralisé. 

Considérons une équation l inéaire n'ayant pas de terme en z 

(69) 

à coefíicients uniformes. Supposons que a, regardé comme fonction 
dey, admette une l igne de pôles représentée par une équat ion ana-
ly t ique 

Soit j = (i(x) une va leur de y satisfaisant à cette équat ion , u n i -
forme dans un domaine suffisamment res t re int ; nous pourrons alors 
écrire 

A o , A , , A p _ , désignant des fonctions de x seu l , que je suppose-

uniformes et continues dans le même domaine, et (^(x, y) désignant 

une fonction holomorphe de œ et de y. 



Dans l a même hypothèse, le coefficient b, regardé comme fonction 

de X, se mettra sous la forme 

les coefficients B o , B , , . . . dépendant de y s e u l . 

Cherchons les invar iants h eik, dans lesquels nous t iendrons compte 

seulement des termes du p lus bas degré en j — G. 

Nous aurons 

( 7 0 ) 

L ' inva r i an t A^ se ca lculera par l a formule bien connue ( ' ) ! 

Nous d is t inguerons différents cas : 

i * ' Soient d 'abord I et I . — Le terme du plus bas degré en 

y — 6 est égal à i l est le même dans tous les invar ian ts . 

Donc l ' équa t ion ne sera pas in tegrable par la méthode de Laplace . 

p ^ I , ^ > I . — Le terme du plus bas degré de l ' invar ian t h a 

pour coefficient A o B o . Dans les invar iants suivants on retrouve le 

même terme avec les coefficients 

pour que la première suite puisse être l i m i t é e , i l faut donc que AQ soi t 

un entier néga t i f mu l t i p l e de q. 

30 ^ = I , ^ ; > I . — Le coefficient d u terme du moindre degré de k 

est encore AQBO- L e terme analogue des invar iants suivants s 'obtient 

en changeant Bo successivement en 

( 1 ) D A R B O U X , t. I I , p . 2 8 . 



Cette suite ne pourra donc se l i m i t e r que si BQ est un ent ier négatif 
mu l t ip l e de p. 

If q = p = 1. — Les coefficients des termes d u moindre degré for-

ment la suite 

pour qu 'e l le soit l imi t ée , i l faut que l ' u n des nombres A,,, B^ soit un 

entier négatif, ou que l ' on ait AQ = o. 

5° jo >> 1, 9̂  = o ou b ien ^ >> i , p = o. — L a suite ne peut pas se 
l i m i t e r . 

La seconde subst i tu t ion de Laplace nous donnera i t des résultats 

iden t iques , sauf le changement des nombres négatifs en nombres 

posi t i fs . 

De ce c a l c u l , i l résulte que, lo r squ 'une équat ion de la forme ( 6 9 ) 

est in tégrable par la méthode de Lap lace , l 'une des équations dérivées 

a son intégrale régulière au voisinage d'une courbe c r i t ique propre 

quelconque, et que la racine correspondante de l ' équat ion dé te rmi -

nante est entière. 

On voit l 'analogie q u i existe entre les équations integrables sous 

forme finie et les équations différentielles l inéaires ordinai res dont les 

intégrales sont ra t ionnel les . 

Vu et approuvé : 

Par i s , le i 3 octobre 1 8 9 4 . 

L E D O Y E N DE L A F A C U L T É DES SCIENCES, 

G. D A R B O U X . 

Vu et permis d'imprimer : 

P a r i s , le i 3 octobre 1 8 9 4 . 

L E V I C E - R E C T E U R DE L ' A C A D É M I E DE P A R I S , 

G R É A R D . 



SECONDE THÈSE. 

PROPOSITIONS DONNÉES P A R L A FACULTÉ. 

Surfaces m i n i m a en coordonnées ponctuel les et tangentielles. 

Vu et approuvé : 

Par is , lo i 3 octobre 1 8 9 4 . 

L E D O Y E N DE LA F A C U L T É DES S C I E N C E S , 

G . D A R B O U X . 

Vu et permis d'imprimer : 

Par i s , le i 3 octobre 1 8 9 4 . 

L E V I C E - R E C T E U U DE L ' A C A D É M I E DE P A R I S , 

G R É A R D . 

a i 4 í J 9 I ' a r i s . — I m p r i m e r i e GAÜTHIER-VILLARS ET KILS, q i i a i des G r a r n i s - A u g u s t i n s , 55 . 


