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THESE DE MECANIQUE.

SUR LES SURFACES ISOTLERMES ET ORTHOGONALES.

Les surfaces isothermes ont été inventées par M. Lamé. Apres lui,
MM. Duhamel, Bertrand et Bonnet se sont occupés de ce sujet, dont
je me propose de reprendre I’étude dans cette Theése.

L.

Condition pour qu'un systéme de surjaces soit isotherme.
po .

Dans un corps solide homogéne en équilibre de température, on

appelle surfaces isothermes le lieu des points dont Ja température est
la méme.

Soit
F(x, 7, 2) =2

Péquation d’un systéme de surfaces isothermes, A étant un paramétre
variable d’une surface a I'autre: je dis que la température, en tout
point du corps, s’obtient au moyen de quadratures. En effet, » étant
la température en un point quelconque, comme u et ) doivent étre
constants ou variables en méme temps, on a

u=g(d);

la forme de la fonction ¢ se détermine par la condition que u satisfasse
I’équation de Fourier,

(| (_l_lt d*u  die o
) det & der T
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La substitution donne

d*u
As) dx:

(2) 7= = %M
ar

en posant
dn diy o d®) 1 d)\® dl)'—' 'd)\-‘
A,l—@*l-a;;—l—'gs ’Z““—(—,)-*—(-{F +(;l; .

Les expressions % et A,) sont appelées, par M. Lamé, parameétres dif-
Jérentiels du premier et du second ordre.

11 résulte de 12 que, pour qu'un systéme de surfaces au paramétre ).
soit isotherme, il faut que ’équation de ces surfaces rende le premier
membre de I’équation (2) égal & une fonction de 1, et alors la tempé-
rature se détermine effectivement par des quadratures. Par conséquent,
si 'on savait trouver directement les surfaces-isothermes ponr un corps
quelconque, le probléme de I'équilibre de température dans les corps
solides serait résolu, c’est-3-dire qu’on saurait intégrer d’une maniére
géncérale I’équation de Fourier. Mais on ne sait encore déterminer les
surfaces isothermes que dans un nombre de cas assez restreint.

II.
Surfaces isothermes cylindriques et coniques.

Dans les surfaces isothermes cylindriques, comme « et X ne dépen-
dent que des deux coordonnées x et 7, toute trace de z disparait dans
les équations (1) et { 2), qui sont alors

A5 dn

d*u  d*u dz*  dy?
e + — (_)’ -
dx? dy*

—— = 4.
2@

La derniére équation se transforme dans la suivante en coordonnées

polaires,
an  d i

?____ —_— U
T T ae Tt

@@

(3)
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Faisons maintenant voir que I’étude des surfaces isothermes coniques
se raméne & celle des surfaces isothermes cylindriques. Pour cela.
transformons I’équation (1) en coordonnées polaires. On pourrait faire
cette transformation directement, au moyen des formules connues
pour le changement de variables, mais elle s’effectue plus rapidement
en opérant de la maniére suivante. Aprés avoir multiplié par dx dy d-
tous les termes de I’équation (1), on obtient des intégrales triples. tu
intégrant la premiére par rapport a x, la deuxieme par rapport a y.
et la troisieme par rapport i z, on obtient cette premiére transformée

{4) [[og=0

«» représente un petit élément de la surface qui limite un corps de forme
di
quelconque, et —- est la composante du flux suivant la normale exté-

rieure 4 cet element. Les limites de I'intégrale double s’étendent i
toute la surface du corps. On sait qu’on trouve la méme relation dans
la théorie de Vattraction, quand le point attiré ne fait pas partie de la
masse attirante; u désigne alors le potentiel de M. Gauss (*).

Mais I’équation (4) exprime que la quantité de chaleur qui s’accu-
mule dans le petit parallélipipede dont les arétes sont parali¢les aux
axes coordonnés, est nulle. Si nous Pappliquons au petit parallélipi-
pede en coordonndes polaires, il vient pour I’éguation demandée

d 2([(;\ 1 d sin 6 du o+ 1 dfa .
a\" dr) + Sinb a0 26) T amio dgr

r, 6 et ¢ étant les coordonnées polaires ordinaires.

Considérons maintenant une infinité de cones isothermes de meme
sommet; nous regarderons comine bases les intersections de ces cones
et de la sphére décrite de leur sommet commun comme centre, avec

{*) Les travaux de M. Chasles, sur la théorie de Pattraction, mettent en évidencu
de nombvenses analogies entre les surfaces isothermes et les surfaces de niveau. La
connaissance de ces derniéres donne fa valcur de Pattraction, de méme que celle des
surfaces isothermes donne la température. D'une maniére générale, toutes les pro-
priétés dérivant de I'équation de Fourier sont communes aux deux espéces de surfaces.
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(6)
I'unité de longueur pour rayon. La température étant la méme le long
d’une méme aréte d’un cone isotherme ne dépend que des deux angles
§ et ¢, qui déterminent la direction de cette aréte. Par conséquent, la
température d’un point quelconque pris sur tonte surface isotherme
conique, satisfait 3 'équation aux différentielles partielles

d{ . du 1 du
E(SIHGJ—O)-“-';I—HQ E— (o]
Posons
do

L] . . 1
ap = dw, Cest-a-dire logtang S0 =0,

I'équation précédente devient

din d*u

de? dg? =o.

lette équation est la méme que celle qui se rapporte aux surfaces
cylindriques. Seulement, les variables indépendantes sont ici la longi-
tude o, et la variable o, (ui est liée d’'une maniére simple au complé-
ment § de la latitude. Ainsi, il est prouvé que la méme équation régit
la loi des températures stationnaires dans les surfaces isothermes cylin-

. . ) de .
driques et coniques. 1l est & remarquer que - est le coefficient angu-
laire d’une courbe isotherme sphérique par rapport 4 un méridieu, de

R d . . .
méme que é est le coefficient angulaire d’une courbe plane. Par suite,
la condition de perpendicularité et 'angle de deux courbes sphériques
isothermes se déterminent comme dans le plan.

THEOREME.

Les trajectoires orthogonales d’un systéme de courbes isothermes

planes sont aussi isothermes.

En effet, I’équation aux diftérences partielles relative aux surfaces
cylindriques peut s’écrire

d du d du

=& T H D
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c’est-a-dire qu’on a

f rf
% dy — 2 dx = do.

dx dy
Donc
dv du
dz &y
v _ du
dy — dz’

On déduit de 1a les relations suivantes :
du dv dn dv _
dr dx ' dy dy
d?v d?v

d-?:: 8 8

Par conséquent, quand on a un systéme de courbes isothermes

® = const.,

il en existe un autre,
v = const.,

orthogonal au premier, et I'on voit, en outre, que ce nouveau systéme
se déduit immédiatement du proposé.
Les relations ci-dessus donnent aussi

de\* du)’_ ((la)“ de '\ :
(@) +(5)=(2)+ ()
c'est-a-dire gue le flux maximum est le méme dans les deux systémes
isothermes.

I'interprétation géométrique de ce dernier résultat est que les deux
systemes de courbes partagent le plan en rectangles semblables, et,
par conséquent, en carrés. Car, s et g, étant les distances de deux cou-
ples de courbes infiniment voisines dans les deux systemes, o1 a

du

£ — =———mooim T/oore e
Ny d_uy
dx dy

/dv ) ,1" \‘=’
\(lz' rl}
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d’on

;.-E. C. Q. F. D,

D’aprés les analogies que nous avons établies entre les systemes
cylindriques et coniques, le théoréme précédent, avec ses consé-
quences, subsiste pour les courbes isothermes sphériques.

THEOREME NOUVEAU SUR LES COURBES ISOTHERMES PLANES.

Les trajectoires quelconques d’'un systéme de courbes isothermes
sont aussi isothermes.

Voici comment j'ai été conduit i ce théoréme. Jai eu I'idée de cher-
cher si les trajectoires quelcongues des droites, émanant d’'un méme
point, ne seraient pas isothermes, de méme que les trajectoires ortho-
gonales. A cet effet, je me suis servi de Ja condition (3), et j’ai trouvé
effectivement que toutes les spirales logarithmiques, ayant méme pole
asymptote, étaient isothermes. 1l était naturel de rechercher si le théo-
reme était général; je I'ai vérifié dans plusieurs autres cas simples, en
sorte que j’étais stir, ou que le théoréme était général, ou que j’étais
tombé sur des cas d’exception. Je m’'occupais de la démonstration
générale, quand M. Puiseux, a qui j’avais parlé de ce théoréme, m’a
indiqué la suivante, qui est d’une extréme simplicité.

L’équation différentielle des trajectoires coupant sous I'angle « les
courhes « = const., est

du

dy d«c
dz
o

dr

dy dz

T dzde

dy

= tang «;

[ {

elle peut s’écrire ainsi:

du de du
= dx + ﬁdy + tangac(z_d - —;dx) =o0.
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Le premier membre est une différentielle exacte, parce qu'on a
p q

die die
dzs ' dyr

En désignant par ¢ le systéme orthogonal, il vient

d.u + tanged.v = o,

ot, par suite, équation finie des trajectoires quelconques est

u + tango.v = const.

Comme v se déduit aisément de u, on pourra, dans tous les cas, déter-
miner les trajectoires quelconques d’un systéme isotherme donné.

Pour prouver que ces trajectoires sont isothermes, représentons par
dv, le premier membre de P'équation différentielle; il en résulte

do, du tang dn
;{;—E— ‘,aa(b_,
dv, _ du + tan du
dy — dy 8%z
Ces relations donnent
d?o, d*e, _d*u d*u

vy 5 —Zz—;"i-(?)j:o. C. Q. F. D,

Ie théoréme se trouve démontré immédiatement, en remarquant que
. et v élant deux intégrales de I'équation linéaire qui exprime I'équi-
libre de la chaleur, la somme de ces intégrales, multipliées respective-
ment par des constantes, est aussi une intégrale.

Le théoréme en question double le nombre des systemes isothermes
connus; il a, en outre, une importance géométrique que je vais signaler
en quelques mots. Le probléme des trajectoires, comme on sait, a en
beaucoup de célébrité an temps des Bernoulli. Mais, malgré les efforts
qu’on a faits, il est loin d’étre résolu d’'une maniére générale. En effet,
si 'on excepte le cas des trajectoires orthogonales, on ne peut presque
jamais intégrer I’équation différentielle du premier ordre & laquelle
conduit la méthode ordinaire. Le théoréme de physique mathéma-

tique, que nous venons de démontrer, donne la solution compléte
2
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(10)
de cette question, dans le cas particulier ou les courbes dounées sont
isothermes. En traitant ces mémes questions par la méthode ordi-
naire, rien ne sera plus aisé que de trouver le facteur propre 4 rendre
différentielle exacte le premier membre de I'équation 2 laquelle on
arrive.

Tout ce qui précéde est vrai pour les courbes sphériques isothermes.
Seulement, sur la sphére il y a plus de généralité que dans le plan,
car toutes les questions sur les systémes de courbes sphériques sont
doubles.

11T.

Systémes isothermes quon peut former avec un systéme donné.

La question a résoudre est celle-ci: Un systéme isotherme u étant
donné, trouver les systémes isothermes qui peuvent en dériver.

Comme le systeme orthogonal ¢ se déduit immédiatement du sys-
téme u, on: connait en réalité deux systémes. Soit un troisiéme systéme
quelconque w; je dis que w est fonction de « et ¢.

En effet, par chaque point du plan passe une courbe de chacun des
trois systémes; si donc on élimine les coordonnées de ce point entre
les trois relations qu’elles fournissent, il reste bien une relation entre
w, v et w. Ainsi 'on a

w=a(u, v).

La question est maintenant ramenée 4 déterminer la forme de la fonc-
tion ¢, par la condition qu’on ait
dle de

— —_—0

dx? + dr?
Pour effectuer le changement de variables, on a

dw _dypdn  dy do dov _dy de  de dv
dz ~ du dz " dv dz’ dy — dudy " dv dy’

d*w _ dg (rlu)“ N d*e du dv  dip <do)2 dy du + dy d*¢

dzt — du® \dzx dude dr dz d \dz du dzt dv dr®

dw _ dy (du)’ N de du dv = dg (rIv )9 do dw  dy dv

7w \&) TPam sy & w\T) Taom T v

\
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(11)
Ajoutant les deux derniéres expressions, la foncticn g, toutes réduc-
tious faites, se trouve déterminée par I'équnation linéaire aux différen-
tielles partielles
d*g d?

el

-@

_'—.:O,

dont I'intégrale générale est, comme on sait,
w=F(uxzvy—r1)

On conclut de la que si, dans les équations d’un systéeme isotherme
donné et de son orthogonal, on remplace les coordonnces par les
températures correspondantes, on obtient deux nouveaux systémes
isothermes et orthogonanx. Ces deux derniers donnent naissance a
deux autres, et ainsi de suite indéfiniment. Ce que nous venons de
dirc s'applique également aux systémes plans et sphériques.

IV.
Systémes circulaires isothermes dans le plan.

1/équation générale du cercle est
(. —af + (y — 8 =12

@, 3 et A étant trois paramétres variables. Pour trouver tous les sys-
témes de cercles isothermes, nous allons faire varier ces parametres
de toutes les maniéres possibles, c'est-i4-dire un a un, deux 2 deux, ct
enfin tous les trois. Nous avons donc & passer en revue les cing cas
suivants :

1°. ) varic seul.

Nous considérons ainsi les cercles concentriques; en peut supposer
unls les deux parameétres qui restent constants. On trouve presque
sans calcul

=1, Ad=1;

donc les cercles concentriques sont isothermes. Les rayons et les spi-
rales Jogarithmiques ayant pour pole le centre commun des cercles,
sont aussi isothermes. Nous retrouvons la des résultats connus.

A..
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2°, a varic seul.

En posant § = o, nous examinons les cercles de rayon constant, et
dont les centres se trouvent sur une droite quelconque, qui est prise
ici pour axe des abscisses. L’équation

(e —a) + =2

de ces cercles donne
A 1
T rx—a

= ?
et comme x — o ne se réduit pas & une fonction de a d’aprés 'équa-
tion des cercles, il sS’ensuit que I'isothermie n’a pas lien pour les cer-
cles en question.

3%, « et § varient simultanément.

Nous allons chercher si, parmi les systémes de cercles de rayon
constant, il y en a d’isothermes. Cela revient & déterminer € en fonc-
tion de «, c’est-a-dire a trouver le lieu des centres. L'équation de ces

cercles donne
T E—etr(r—9FF

({8 + () e et s

Agl = T—a+(r —8)¢

b?

On doit done avoir

18— {(y —6)6"
z—a--(y—86)%

= $(2);

or I’équation des cercles fournit

& —a=\T= (3 TE

Substituant cette valeur, élevant au carré pour faire disparaitre e
radical, et exprimant que P’équaticn résultante a lieu quel que soit y,
on obtient les trois équations suivantes pour déterminer les denx
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inconnues & et & en fonction de «,
(8 48 + ¢ = o,
(1 =+ 62)(8"+ ¢6) = o,
(1+6*P— 2 =o0.

La deuxiéme de ces équations peut étre vérifice de deux maniéres:
mais, dans les deux cas, on arrive & ’équation

§'2+I=0,

et, par conséquent, § est imaginaire; donc les cercles de rayon constant
ne forment aucun systéeme isotherme.

4°. & et ) warient cnsemible.

Les cercles considérés sont les cercles de rayon variable dont les
centres se trouvent sur une droite que nous prendrons pour axe des
ordonnées, ce qui revient & supposer « nul. 1l vient

~a

X

T (r—ee)

208(y —8) 4+ Wt 8 —(y — 6)8" )
[+ (r—=8)5F

h?

A-; ). =
Par suite, 'équation
(r—8) (26— 28— &)+ (1 +8§*— b)) =0

devant avoir lieu pour toutes les valeurs possibles de ¥, se dédouble
dans les deux suivantes,

28— 38— M€ =o,

14 6% — 2 =o.
1 élimination de & donne Péquation différentielle suivante entre § et 3,
16+ 8~ =0,

Abandonnant la notation de Lagrange, et prenant les notations ordi-
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naires, cette équation s’écrit

d*8 d6\3 dg
A an -+ (ﬁ) Y = O.
dé . , .
En posant == p, les variables se séparent, et il vient
d__ dp
3T p—p)
I'intégration donne

y Ap

= ’
pr—1

A étant une constante arbitraire.

Par suite,
X
dx \/)‘:»__ A”

€= yA? — A2,

On peut supposer nulle la nouvelle constante, car cela revient a dé-
placer l'origine sur I'axe des ordonnées. Le résultat obtenu, interprété
géométriquement, apprend que les cercles passant par deux points
sont isothermes; 1'origine des coordonnées est au milien de la droite
joignant les deux points, et la constante A est la moitié de la longueur
de cette droite.

Si A = 0, on a les cercles tangents 4 une droite en un point donné.

p ou

d’ou

59 w, 8 et ) wvarient ensemble.

Il s’agit de déterminer « et § en fonction de X. L’équation générale
du cercle donne, en regardant 2. et € comme fonction de ),
h® = ¥ ’
ez —a)e' 4+ (7 —6)6" 2]
23z —a) o'+ {y —8)8+ 2]+ N[+ 6 —1—(x — a)oa"—(y — £)6"]
[z —a)a'+(y —6)6+ 1] '

Ay) ==

T.e rapport de ces deux quantités, égalé i une fonction ¢ (1), donne

(& —a)(20/— 2o’ — Mo )= (y — 6) (Ay& — 26 +26")
+ 22— A+ €%+ 1),
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En tenant compte de ’équation générale des cercles, cette équation
doit avoir lieu pour toutes les valeurs possibles de x et y. Eliminant
x — a an moyen de I'équation des cercles, puis élevant au carré et
annulant les coefficients de » — 6, on obtient les trois équations

(2a' — de" — Apa' P + (A& — 26+ A6") =0,
(MY — 28+ A8") (Ap — a* — €% —1) = o,
(2&'— la"—- )qua')z— (lq' — 't g/z — I)'.!___ )

La deuxiéme équation peut étre satisfaite de deux maniéres; dans les
deux cas, on a & résoudre les trois équations

AYE — 268+ 26'=o,

20/ — det" — Ay’ = o,

M) —a?*—6%*—~1=0.
Par I’élimination de ¢, on a le systéme des deux équations simultanées
pour déterminer o et 6,

afg” _ G’d” = o,
168 — &+ o8 + 6% =o.

La premiere s’écrit

7.” 6’/
7§
d’on
«w= A6+ B,

A et B étant deux constantes arbitraires. Ce résultat nous montre que
le lieu des centres de tous les systémes circulairves isothermes est une
ligne droite. Si 'on prend cette droite pour axe des Y, ce qui revient
a faire B=o0, A =0, comme alors o' = o, la deuxiéme équation
coincide avec celle qui nous a déja donné les cercles passant par deux
points. Ainsi, dans le cas général, on ne trouve que les cercles passant
par deux points, et comme nous verrons plus tard que les trajectoires
orthogonales de ces derniers sont des cercles, on a comme corollaire
de V'analyse précédente le théoreme suivant :
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THEOREME.

Les seuls systémes circulaires doubles a la fois, isothermes et ortho-
gonaux, sont les cercles passant par deux points, ct leurs trajectoires

orthogonales.
V.

Systémnes circulaires isothermes sur la sphere.

Nous déterminerons la position d'un point quelconque sur la spliére,
au moyen de sa longitude ¢ et du complément ¢ de sa latitude. Dapres
cela, si o, @ sont les coordonnées d’un point, ¢, 0, les coordonnées
d’un autre point, et ) la distance de ces deux points, la formule {fon-
damentale de la trigonométrie sphérique donme

cos) = cosf cos @, + sinf sinG, cos(o — o).

Cette équation peut étre regardée comme P’équation d’un cercle quel-
conque de la sphére, en considérant ¢,, §, comme les coordonnées du
pole, 0, § comme les coordonnées d’un point quelconque, et X comme
la distance polaire. Nous avons ainsi trois parametres variables ¢,, §,
et ). Pour trouver tous les systémes circulaires isothermes, il faut faire
varier ces parameétres un 4 un, deux a deux, et enfin tcus les trois
ensemble, ce qui fournit six cas différents. Par exemple, supposons
que 7 varie senl; on a & considérer alors les cercles de méme pole.
Comume les parametres §, et ¢, sont constants, on peut les supposer
mnls, et équation des cercles de méme pole se réduit a

cos . = cos§,

Ot encore plllS simplenwnt P
5 =1

Pour que ces cercles soient isothermes, il faut qu’en tenant cowpte de
leur équation, on ait
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Pour calculer les dérivées de ce rapport, on se rappellera que 0 et
sont liés par la relation
dé

= sinf.

Dans le cas actuel, on trouve immédiatement

dy d?) .
d—__sme %;_SIne cos 6,
D_ dn.

y dg

donc on a

¢(A) = cotang ).

Par conséquent, les cercles de méme péle sont isothermes, et, par
suite, aussi les méridiens et la loxodromie sphérique.

Nous nous dispenserons de considérer ici les cinq autres cas; ils se
résolvent de la méme maniére que leurs analogues dans le plan. D’ail-
leurs, le résultat est le méme, car il n’y a de cercles sphériques iso-
thermes que ceux qui ont méme pole, et ceux qui passent par deux
points donnés. La méthode que nous avons appliquée tant de fois,
résoudra sans difficulté ces diverses questions.

VI.

Systémes isothermes formés par les courbes du deuxiéme degré
concentriques, et ayant les axes dans la méme direction.

1’équation de ces courbes est
q
ax? 4 €yt =y;

il faut déterminer € en fonction de a d’apreés la condition connue de
'isothermie. L’équation ci-dessus donne

’2— 4(«’.1:’-!—62}'2)

= (a.z_l,_gly'z)?

2(a 4 8)(x'+ 8)'— B(az'+ 667°) ("4 By") + 46"y (w3’ 677)
e (xz_'_ 6'}")‘1

?

3
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Par suite, I'équation de condition devient
(a+8)(x22+ 8y?)*— 4(ax+ 66y ) (x*+ 8y%) + 287y (w2 2 +-6%)")
+ a¢(atx? + 82y (x? + €'y?) = o.
Eliminant x* au moyen de I’équation des courbes proposées, puis

annulant les coefficients de y*, de y? et le terme indépendant, on
obtient les trois équations suivantes, entre les deux inconnues § et ¢ :

(a+8)(6 — ab')? — 4ab(1 — €') (6 — af) — 20°66" (¢ — 6)
+a¢ubf(a — 8)(§ — af’) =o,
(a+8)(6—af)—2a(26 —0ab —66)—a’8"+ad(208 —a?6—E)=0,
§—3a+ 22’ =o0.
Substituant dans les deux premiéres la valeur de ¢ tirée de la troisiéme,
il vient
(6 — af) (302668 — 0?6 — 308+ 8) — 2a*8(x — 8)8" = o,
30266 — 0’6 — 306% + 6° — 2a'€" = 0.
La question est ainsi ramenée & chercher tous les systémes de valeurs
de € en fonction de 2 qui satisfont 4 la fois & ces deux équations. Ces
deux équations fournissent aisément la suivante,
20°6"(6°— a’6) = o,
qui servira 2 remplacer 'une d’elles, la premlere par exemple. Or cette

derniére peut étre vérifiée de deux maniéres; Pune de ces maniéres,

82— ¢*6 = o,
donne

1 1
—— = const.,
72 7]

ce qui correspond aux coniques homofocales. Ce résultat répond bien
a la question, car 'antre équation se trouve satisfaite. En posant

=,

RI=-

il vient

1
§=)\2—b2’
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4 étant une constante; et, par suite, les équations des coniques iso-
thermes satisfaisant a la question, sont

2 2 R

2t r: \
" F_a— 1 ou p<b.

La seconde maniére de satisfaire 4 I'équation ci-dessus est

GII — 0,

ce qui donne
§=Ax+ B,

A et B étant deux constantes. Pour savoir si ce résultat convient 4 la
question, gnelles que soient les constantes, on le substitue dans la
seconde équation, qui s’écrit

Az*(A*— 1)+ 3ABe*(A — 1)+ 3B*a(A — 1)+ B*=o.
Or, pour que cette équation ait lieu quel que soit «, on doit avoir
B=o, A=1,

et, par conséquent, on a § = @, ce qui donne le cas connu des cercles
concentriques. Ainsi les lignes isothermes demandées sont les coniques
homofocales et les cercles concentriques. '

VII.

Trajectoires quelconques de quelques systéemes ae courbes.

Prorpime 1.
T'rouver une courbe coupant, sous un angle constant, tous les cercles
passant par dewx points donnés.

En prenant pour origine le milieu de la droite joignant les deux

points, appelant @ la moitié de la longueur de cette droite, et ). I'or-
3..
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donnée variable des centres, 'équation générale de ces cercles est

. .Z‘?—l— J.-!,_a:
A= 2y

Nous avons vu que I'équation finie des trajectoires sous Fangle & d’un
systeme de courbes isothermes est

u + tang ¢..¢ = const.,

1 et v étant les températures relatives aux courbes données et aux tra-
jectoires orthogonales. Dans le cas actuel, on trouve

d*u
d): . 2)
de (l’-l——)\:’
di
d’ou
b 2 22 __
1 =karc tang ~ = kare tang Ty ,
a 2ar
; eétant une constante arbitraire.
A étant tante arbit
Pour calculer ¢, on a
(1 i 4 Y o
n’v:'—“(b’ ”dx-—-zak 2y (77— & )l
dx dy ety (b y_a)  fay iy (@4 yi—a¥

Pour effectuer Pintégration, on regarde x comme constant; il vient

u_—_:l.log\/y +(zr+a)

(2 —a ¥
Iéquation des trajectoires cherchées est donc

X 4~ 12 e 22 2 . 2
arc tang T T tang o log Zi(ii—@ = const,;
2ay °V r*+(x—ay

elle peut s’écrire

1
')»=+(;,;+ a; A tang
Ty AC

La simple inspection de cette équation montre qu’elle peut se metire

2y

L N L

- arc l,'mg
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r tang «

»

ret 2! étant les rayons vecteurs joignant un point quelconque de ces
courbes aux deux poles, et § Pangle de ces rayons. Ainsi, ces courbes
jouissent de la propricté que le logarvithine népérien du rapport des
rayons vecteurs varie proportionnellement a leur angle.

En faisant tang o = o, on obtient, pour Péquation des trajecioires
orthogonales,

Ce sont des cercles dont les centres sount sur les prolongements de
la ligne joignant les deux points donnés, et dont les rayons sont des
inoyennes proportionnelles entre Jes distances de ces centres anx denx
points fixes.

Si les deux points viennent 4 coincider, Péquation obfenue est itlu-
soire. Alors on demande les trajecloires quelconques des cercles lan-
gents a une droite donnée, en un point donné. On reconnait aisément
que ces courbes sont tous les cercles tangents au point donnd. it fa
droite faisant avec la droite donnée P'angle constant.

Traitant le cas général par la méthode ordinaire du calenl intégral.
on arrive a I'équation différentielic

12—t —a?)dy —axyda +tang a|( y*— 2+ af)dx — 2y dy |==0.

Cette équation ne parait pas commode & intégrer. Mais, d'apres ce qui
précéde, on voit de suite que le facteur propre i rendre le premicr
membre une différentielle exacte est

2u

jayr (w4 i—ay
Pronriare 11,

Trouver une courbe qui coupe, sous un angle constant. tous les cer-
cles sphériques passant par Jlcux points donnes.

Prenons pour origine des longitudes le milien de Parc de grand
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cercle intercepté entre les deux points fixes. Le lieu des poles de tous
les cercles considérés, est le grand cercle mené perpendiculairement
par ce point milieu au grand cercle passant par les deux points. Pour
obtenir I'équation générale des cercles, remarquons qu’en appelant o,
fa Jongitude absolue des deux points donnés, et 6, le complément de
1a latitude du podle d’un quelconque des cercles, on a, pour la distance
de ce pole & chacun des points fixes,

cosg, sinf,.

Mais cette distance doit ¢tre égale a la distance du méme péle a un
point quelconque du cercle correspondant, laquelle est

cosf cos§, + sindsind, coso;
I'équation demandée est donc
__cose, — siné cosp

cotang§, ou r=
ot cosl

T.a méthode connue donne

2%
W) = 2t
‘ ( ) sin’o, +5
d’ou
a cos g, — sinf cos
1= karetang - = k arc tang —_— "%,
sin ¢, cosfising,
Mais
elie du
P = — d —_—— .
f(a:.: T % d"’)
Or
de _ ksinG{—sing cosp + sing, cosg, sind)
do  sin'p, cos*h + (cosg, — sinfcosn
de 4 sin g, sing sinb cos .
d, ~ sin*e, cos'§ +{cosg, — sinf coss)
donc

o —k sin6{— sing, cosy - sin g, cos 9, sin §;
- sin?g, 05?4 -+ {cuso, —sin fcosg )

L sing, singsindcost o9
— KR — - —— e L
sin® g, cus*f + (cus o, — sinf coso
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Faisant varier senlement §, et posant sin% = r, la secoude intégrale
prend la forme

sm P8I0 v
"0‘;"4“ sin® g, ( 059 cosy \* sin* % sm "
[ i £ Rty —_ .
cos?’y — sinw, v, ((‘(]5'9 — sinig, ¥

Posons, pour simplifier,

COS 7, COS Y sin“g, sin‘y
(f == ——t————'— h = ot T
0S¥ — sint o, ‘coste — siny )
il viemt
— K sing, smo dax ksing siny Y o—a— \l.l
e e = — — lo., -
cos?p — sm-';).‘ ie—a)y—b cos-f_a—-sm-q:. ayb P, —a+ b

Remettant pour «, b et x leurs valeurs, on a enfin

o= — by sinf{costy — sin® ?,)—(t)a(q:—:,,):

2 2sinffcos’q — sin*n,) — cnsly = o,

ou a done pour I'équation des trajectoires demandees.

COF &y .= St cos
are g — T

1
sin® {cos’y —sin®g ) —cos(y — 5, ) _ \ (,""“7”' siteg, rosh
sinffcos’y — siny,) — cos(o +4.)

Cette éguation est susceptible de prendre une forme plus simple;
d’abord Pexponentielle, en vertu de I'équation générvale des cercles,
peut s’écrire ainsi,

,

tang «
e Py

» étant un angle donné par Féquation

cot ¥,

< = taug v.
sm?. ‘ g

La quantilé sous le radical se simplifie aussi en remplacant les coor-
données 2 ct G par les coordonnées bipolaires ¢ et z,. On a les relations

cosz = sinf cosflo —

‘\‘*
s

{
\
cose, = sinf cos (g + ¢,
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Exprimant ¢ et 6 an moyen de ¢ et ¢,, ’équation simplifiée est
2v

coss  COSe tang o
— = Ae
sin+& sinte,

En faisant tangaz = oo, on obtient les trajectoires orthogonales. Ou
voit directement que ce sont les cercles dont les poles sont tous les
points des prolongements du grand cercle passant par les deux points
donnés. Ces cercles jovissent de la propriété que les tangentes des
demi-distances polaires sont des moyennes géométriques entre les tan-
gentes des moitiés des arcs de grand cercle compris entre chaque pole
et les deux points fixes. Si, par un quelconque de ces pdles, on méne
des tangentes géodésiques  tous les cercles passaut par les deux points,
comme ces tangentes sont égales, il résulte du théoréme de M. Gauss
sur les lignes géodésiques égales émanant d’un point quelcongue
d’une surface, que le lien des points de contact est une trajectoire
orthogonale de la série des cercles.

Propricme II1.

Trouver les trajectoires quelconques des ellipses et des hyperboles
homofocales.

I équation générale des ellipses homofocales donne
Rk
G(X) = ST
d’ ol
w=log () + y)* — b*).

Pour les trajectoires orthogonales, c’est-d-dire pour les hyperboles
homofocales, le calenl précédent donne

. o

¢ == arc¢ smm '—:,

[

Péqnation des trajectoires quelconques est donc

log (% + 32 — b°) + lange.arcsin = const.

w.
L
b
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La théorie des coordonnées elliptigues conduit immédiatement i la
méme équation. En effet, appelant ds, et ds, les cotés adjacents des
rectangles semblables formés par les ellipses et les hyperboles homo-
focales, on a pour I'équation différentielle des trajecioires quelconques,

ds, = tang 2. ds,;

ds, = d \/::;, ds, = dp.\/;,;’;

La substitution donne

or

d. — tang o dp.
‘/)_:_[,:- g “‘/[,'.'___ ‘u':

En intégrant, ou retombe sur I’équation déja obtenue.
Te terminerai la ces applications.

VIIL

Systémes sphériques isothermes.

Proposons-nous maintenant de trouver tous les systémes de sphéres
isothermes. Fai été conduit & m’occuper de cette question, aprés que
j’ai en vérifié que les sphéres passant par trois points ne sont pas iso-
thermes. Comme les cercles passant par deux points sont isothermes,
I’analogie semblait indiquer que les sphéres ayant un cercle commun
le sont aussi; mais cela n’est pas.

L’équation générale de la sphere est

(2 — aft+ (5 — &+ (2 — ) =2

2, 8, 7 et X sont quatre paramétres arbitraires. En faisunt varier ces
parametres de toutes les maniéres possibles, on a sept cas & considérer:

1. ) seul paramétre variable.
Dans ce cas,

et, par conséquent, les spheres concentriques sont isothermes. 1.'exa-
men des six autres cas va nous prouver que ce systéme est le seul.

4
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2°. =z warie scul.

En supposant, pour plus de simplicit¢, § = o, 7 = 0, on vérifie sans
peine que la fonction ¢ ne devient point une fonction du parametre
variable a, et, par suite, les sphéres de rayon constant, dont le lien
des centres est une droite quelconque, ne sont point isothermes.

3°. g et  paramétres wariables.
On pose « = 0. § = o, et alors 'équation
x4+ P+ (2 — P =2®

représente le systéme des sphéres de rayou variable, dont les centres
sont sur I'axe des z; les sphéres passant par trois points appartiennent
a ce systéme. Si 'on forme I’équation de I'isothermie pour déterminer 4
en fonction de ), on trouve, tout calenl fait,

7’:0, q;:

et on retombe ainsi sur les sphéres concentriques.
4°. x et § paramdétres variables.

Posant 7y = o, on demande quel doit étre, sur le plan XY, le lien
des centres des sphéres de rayon constant pour qu’il y ait isothermie.
Développant Ja méthode ordinaire, § ne peut pas étre déterminé en
fonction de o ’'une maniere réelle. Done, etc.

5° a, 6, 9 paramétres variables.

Ici il $'agil de tous les systemes de sphéres de rayon constant, et
I'inconnue est la courbe directrice des.centres dans P'espace, c’est-a-dire
'expression de 2 et de 6 en fonction de 7. En prenant, pour plus de
simplicité, le rayon égal a4 'unité de longueur, on arrive finalement aux
deux équations

2?+1=o0, €%+ 1 =o0;

ce qui prouve que les sphéres de rayon constant ne forment auvcun
systéme isotherme.
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6" u, 8, L paramétres variables.

Si 7y = o0, le systeme considéré se compose des sphéres de rayon
variable dont la courbe des centres est assujeitie a se trouver sur le
plan XY. La condition de Visothermie conduit anx deux ¢quations
suivantes, pour dsterminer z et € en fonction de 3,

et, par conséquent, z et € sont constants, c’est-a-dire qu’on a des
sphéres concentriques.

7% @, B, 3, } varient ensemble.

Il faut connaitre les trois paramétres o, &, v en tonction de J.

La condition de P'isothermie est tres-longue a former dans ce cas; si
Pon en élimine z au moyen de 'équation générale des spheres, qu’on
éléve ensuite Péquation résultante an carré pour faire évanonir le
racical, et qu'on annule enfin les coefficients des diverses puissances
de o et y, il vient, pour déterminer les trois coordonnées du centre
en fonction du rayon,

Ainsi, dans le cas général, on retrouve les sphéres de méme centre.
Conclusions.

En résume, les résultats nouveaux qui se trouvent dans les para-
graphes qui précédent, sont les suivauts :

1°. Les trajectoires guelconques d’un systeme de lignes isothermes
sout isothermes.

2°. Ce théoreme de physique mathématique sert a résoudre com-
plétement le probléme des trajectoires quelconques, pour les systemes
de lignes isothermes.

3. Les seuls systémes circulaires isothermes, tant dans le plan que
sur la sphére, sont les cercles concentrigques ou de meéme pole, et les
cercles passant par deux points.

4. Tes seuls systémes circulaives doubles, a la fois isothermes et

4..
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orthogonaux, soit dans le plan ou sur la sphére, sont les cercles pas-
sant par deux points et les cercles orthogonausx.

5°. 1l n’y a, parmi les systémes sphériques, que celui des sphéres
concentrigues qui soit isotherme.

6°. Un systéme de lignes isothermes donne naissance a4 une infinité
d’autres systémes isothermes. En remplacant, dans les équations du
systéme donné et du systéme orthogonal, les coordonnées rectilignes
par les températures correspondantes, on obtient deux nouveaux sys-
témes isothermes et orthogonaux. Ces deux derniers, i leur tour, four-
nissent deux autres systémes, et ainsi de suite indéfiniment.

IX.
Surfaces homofocales du second ordre.

Considérons I’équation du second degré

z + r? 22
A

:.],

ou p est un parameétre indéterming, et H < .

Cette équation représente trois systémes de surfaces, c'est-d-dire
qu’en regardant x, y, z comme connus, Péquation en p* a trois racines
réelles; I'une de ces racines est comprise entre o et b?, 'autre entre »*
et ¢?, et la troisieme entre ¢? et 'c . Cela résulte du tableau suivant,
ol » représente une quantité infiniment petite, et ot 'on a placé, en
regard de diverses valeurs de p?, le signe correspondant du premier
membre de )’équation,

@ -+
b — o —
b 4+ w +
2:
P —w —
ct 4+ +
w —

Soient A la racine comprise entre ¢* et Voo, p* celle qui est entre b2
et ¢?, et v* celle qui est entre o et b%. 1.’équation proposée peut alors se
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remplacer par les trois suivantes :

n ¥y z _
Fti—ptr—e— "
12 "-'I 32

— —_——— =}
p.’+.u.”——b'-' t’"—y.’ ?
z? J" z* -,
o br— TaeaT

Elles représentent des ellipsoides et des hyperboloides 2 une et i deux
nappes. Ces trois systémes de surfaces ont été appelés, par M. Lamé,
surfaces homofocales, parce que les sections principales ont les inémes
foyers.

Au lieu de déterminer la position d’un point dans I'espace par les
trois coordonnées rectilignes, ou par lintersection de trois plans, on
peut le faire par Pintersection de ces trois surfaces. Les coordonnées
sont alors les paramétres 2, p, v de ces surfaces; M. Lamé les désigne
sous le nom de coordonnées elliptiques. Pour prouver ce qui précéde,
il suffit de faire voir qu’on peut obtenir les valeurs des coordonnées
rectilignes en fonction des coordonnées elliptiques. Or I’équation en g2,
ordonnée suivant les puissances de ce paramétre, est

Pﬂ_(x2+ ]-2+ z2+ b‘]_l__ 02)p4+([;3 .T2+ 02'12+ (‘.2].2_’_ 1,2 :.2—}-. bz(“.'! 'P'.'.
—bh*etxrt= 0.
Les relations existant entre les coefficients et les racines sont
A e o e e
PP+ c*x+ Py + B2+ D2e? = 22 pt -k R0 v,
b2 02‘2_.2 — )\2 p-i 92-

Ces relations donnent facilement

N
xX = e ’
= V=B = ) (v
F= PRy
_ VES A e
- [ Vr'_-—_ b?
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Voici quelques propriétés remarquables dont jouissent les surfaces

homofocales.
THEOREME.

Ces surfaces se coupent orthogonalement.

Cela signifie qu’en un point quelconque de leur intersection, leurs
plans tangents sont perpendiculaires. Par exemple, la condition de
perpendicularité des ellipsoides et des hyperboloides 4 une nappe est

'z.‘.' yz zi

l"p" + (P—- b’) (P-:_ bz) -+ (P——c’) (F:_ cz) = 0.

On trouve précisément ce résultat en retranchant I'une de I’autre Jes
équations des deux séries de surfaces.

M. Binet a donné les deux théorémes suivants dans le 16° cahier du
Journal de I’Ecole Polytechnigue.

Tatorime 1.

Une surface quelconque d’une série est coupée par les surfaces des
deux autres séries, suivant ses deux systémes de lignes de courbure.

Aiusi I'ellipsoide an parameétre i est coupé suivant un de ses sys-
témes de lignes de courbure par les hyperboloides 4 uné nappe, c'est-
a-dirve que V'équation

dr + pdz __ dy +qdz
dp - dg ’
des lignes de courbure, est vérifiée, quand on y substitue les valeurs
de p et ¢ tirées de I'équation de Vellipsoide, et les valeurs de dx, dy,
dz tirées des relations qui donnent les’ coordonnées rectilignes au
moyen de }, p., v, mais en ayant soin de ne faire varier que p.. Cette
vérification réussit effectivement.

TrEorive 1I.

Pour avoir les axes principaux d’un corps en un point quelconque,
il suffit de faire passer par ce point trois surfaces homofocales, dont le
cventre est le centre de gravité de ce corps; les normales des trois sur-
Jaces au point ’intersection sont précisément les axes principaux
demandeés.
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Soient G le centre de gravité du corps, GX, GY, GZ les axes priuci-
paux relatifs 4 ce point. Si x, y, z sont les coordonnées d'un point
quelconque du corps par rapport i ces axes, on a

Xfmxy =o, Zmxz=o0, Imyz=o,

2mx = o, 2y = o, Zmz = o.

Soient MX', MY'. MZ' les axes principaux relatifs 4 un point quel-
conque M; il s’agit de prouver qu’ils coincident avec les normales aux
trois surfaces homofocales du second ordre passant par ce point, et
ayant pour centre commun le centre de gravité du corps. En repré-
sentant par 2/, 37, 2’ les coordonnées ’un point quelconque du corps
par rapport aux axes X', Y', Z', et par ¢, 6, y celles de G par rapport
anx mémes axes, on a les relations connues,

x'=o+ax + a'y + sz,

=6+ bx+by+ bz,

7 =94+ cx+ 'y + "z
mais on doit avoir

Smax'y'=o0, Zma'Z=o0, Zmy'sd=o.
’expression Smax'y’ devient

Smab + abIma* + a'b' Smy* + a’ b’ X mzt.
Posons
EXmx?=MA, Zmy*=MB,, Xmz*=MC(;

Iexpression précédente devient, apres la suppression du factenr M qui
est la masse totale du corps,

a6 + abA, + a VB, + "I C,.

Le théoréme est ramené 4 vérifier que cette expression est nulle quand
on fait coincider les axes X', Y, Z’ avec les normales aux surfaces
homofocales. Pour exprimer que X' coincide avec la normale a I'el-
lipsoide 3, il faut écrire que (aa’a”) sont égaux aux cosinus des angles
que {a normale 4 cet ellipsoide an point M fait avec les axes X, Y, Z.
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On a ainsi

Z
a = -———;‘,—-— —“_‘r_ﬁ- —— ;’:
"z
"Vyte—mrteTa

Or Pexpression

\/f AT
PR pe 5 R ey

est égale a la perpendicalaire o abaissée du centre de Vellipsoide sur

le plan tangent; donc
[ o

a = *Fv
de méme
r %Y
CEr
22z
a'= —2=% .
¥ —_

Exprimant que Y’ est la normale a I'hyperboloide & une nappe, o
aura semblablement

6 &y —hz
b:-‘—.., b’: TDJ——?’ i)”:—.J -
b B br L

IYapres ces valeurs, Pexpression qui doit étre nulle s’écrit

A 2? B.r C z
A e I O D I EE

o

Les demi-excentricités b, et ¢, étant arbitraires, on en dispose de
maniére qu'on ait
9 -1 "
B,:A,—[)‘,’. C == Q.—(';;

alors on doit avoir identiquement

x! JAI :
As [ﬁ + =N {w—b)) (=) (et — ).
byt el s

i o) (=) T e =)
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D'abord, en retranchant 'une de I'autre les équations de V'ellipsoide
et de Phyperboloide 4 une nappe, on trouve que le coefficient de A,
est nul, comme on le savait encore d’aprés la perpendicularité des
deux surfaces. Ensuite, éliminant x? entre les deux mémes équations,
on apprend que I’ensemble des trois derniers termes est aussi nul, ce

qui démontre le théoréme.
X.

Systémes isothermes formés par les surfaces du second ordre.

Considérons les surfaces du second ordre concentriques, et ayant
les axes dans la méme direction; leur équation générale est

ox*+ 6y + 7 =1.

M. Lamé s’est occupé, a deux reprises, de la détermination des sys-
temes isothermes compris dans cette équation, d’abord dans son
Mémoire sur les surfaces isothermes, et ensnite dans une Note insérée
an tome VIII du Journal de Mathématiques. Je vais reprendre cette
méme question, en regardant § et y comme fonction de «, et, pour
déterminer ces deux fonctions, nous allons former I’équation

Aya — $* = o3
il vient
712 . 4({12‘”2_'_ 6’_}"‘ -+ -y‘z’)
T (F+ )
__ B{eat 86 5 oy 912 (5H 8y by )2 (s ot8-y) (208 oy B) (6 By oy '®) (645
(.z"+€']"‘—|-fy'£’)3

A,z

Par suite, en remplacant dans I’équation de Visothermie, x?* par sa
valeur tirée de V’équation des surfaces, et exprimant que I’équation
résultante est vérifiée pour toutes les valeurs de y et z, on arrive &
six équations; et si 'on substitue dans les cinq premiéres la valeur de
3a—6—y
—_—, 2

b = 7
’ 20°

tirée de la sixiéme, on obtient les cinq équations suivantes pour déter-

5
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miner § et y en «:

o{e + 8+ 7) (26 — 6)* — 4u6(8 — 1) (af' —6)
+2a°68"(6 — o)+ 6(6 —a)(af —8)(3ae—6—~7)=o0,
oz + 8-+ 7)(ay — 9)'— ba*y(y — 1) (ay —7)
+od'yy (Y =)+ y(y—a)(ay — ) Ba—6—y)=o,
20(a+6+7)(ab —8)(ay — ) — 4o*8(8 — 1) (ay —7)
— gaty{y —1)(af — 6) + 226y (6 — a)
+ 30896 (y — ) + 6(6 — a) (ay — 7) (B — 6 — )
+ 7y — ) (@€ — ) (3a — 8 — 3) =o,
aa(x+ 6+ 7) (a6 —6)— 4o (a6 — 8) — 4a*6(6 — 1)
+20'6"+ (a6 —6)(3a—6—7)+6f—a)Ba—6—7y)=0,
2a(e+6+7)(ay —y) —ba*(ay —7) — b p(y — 1)
+oaty+a(ay—7)(B3a—8—9)+9y—a)3a—-E—y)=o0.

L’élimination de 7 entre la premiére et la quatriéme donne
2’6" (z*8 — 6%) = o.

Sans recommencer de calcul, la composition des équations wmontre
qu’en éliminant € entre la deuxiéme et la cinquiéme de ces équations,
on obtiendra

22’y (a*y — ) =o.

En annulant d’abord les parentheéses, on trouve

= const.,

c-

Rim=m Rij=

1
~ — - = const.,
v
ce qui donne les surfaces homofocales. Ces valeurs de & el 4 en o véri-
fient les cinq équations simultanées,
Les deux équations finales donnent encore

6”: o, 7 = 0,
c’est-a-dire
E=Aa+B, y=Au~+B.
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En substituant ces valeurs dans les cinq équations, on voit qu’elles ne
sont satisfaites qu'en posant

B=o0, B'=o0, A=A=1,

et alors on a les sphéres de méme centre.

M. Duhamel a traité la méme question, lorsque la conductibilité du
corps n’est pas la méme dans tous les sens. En prenant pour axes coor-
dounés ce que M. Duhamel appelle dans ses Mémoires axes princi-
paux de conductibilité, V'équation de Fourier est

d*u d*u A
EEn posant

x=a'\A, y=3'VB, z=2VC,
elle prend la forme ordinaire,

d*u d?u diu

M. Duhamel, dans son travail, fait une comparaison complete du cas
qu’il considére avec le cas plus simple de M. Lamé ( Journal de Mathé-
matiques, tome 1V),

XI.
Surfaces orthogonales conjugudes.

On appelle surfaces orthogonales conjugudes trois systemes de sur-
faces telles, qu'une quelconque d’un des trois systémes coupe 4 angle
droit toutes celles des deux autres systémes. Ces trois séries de surfaces
fournissent les coordonnées connues sous le nom de coordonnées cur-
vilignes, lesquelles servent a déterminer la position d'un point dans
I'espace, par l'intersection de trois de ces surfaces.

Soicnt

4 =j.(.1',, Y- 5)1 & =fl (o, J :')7 fa =/‘.'(L: J: z).

les équations des trois systémes. Pour simplifier ’écriture, nous pose-
5..
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rons
r{p__)\ dp (Ip__‘ @_

dz M d)—fh dr =0 gy Tl

>

Représentons par ds, ds,, ds, les distances de deux surfaces infiniment
voisines dans les trois systémes; si o est I'angle que 1'élément normal
ds fait avec I’axe des X, on a

ds d
(Ix=dscosa= —s- —Pzdslz
h dx h

de méme

N
lé}' — (ls z’
Kl
dz = ds i
Substituant ces valeurs dans Pexpression

({p_—dx + Pd)’+dP dz,

il vient
d
ds = —,:-’;
pareillement
g,
({S. = i,-lf- 2
do,
dSQ —_— ,T‘

Par suite, les relations ci-dessus fournissent neuf équations telles que
celles-ci,

N dr
A= =k =2
p dp)’ * dp.

Turoritsmr v M. CH. Dupin.

C'est dans les Développements de géométrie que M. Dupin a démon -
tré le théoréme dont il s’agit, et dont voici I'énoncé :

Trois systémes conjugués de surfaces orthogonales sont toujow:s
tels, que deux quelconques d’entie eux tracent sur une surface dn
troisiéime toutes ses lignes de courbure.
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Nons avons déja vérifié ce théoréme pour les surfaces homofocales
du second ordre. La méthode que nous avons employée dans ce cas
particulier va nous servir 2 démontrer le cas général; clle est trés-
simple, et ne s'appuie sur aucune considération étrangere aux systémes
orthogonaux conjugués.

Démontrons, par exemple, que la surface p est coupée par la sur-
face p, suivant une de ses lignes de courbure. L’équation

dx 4~ pdz __ dy 4 qds
dp o ely

doit étre identiquement satisfaite, quand on y substitue les valeurs de
p et g tirées de I’équation de la surface p, et les valeurs de dx, dy, dz
obtenues en faisant varier seulement p, dans les expressions de x, ¥, z
que donnent les équations des surfaces en fonction des trois para-
metres. La snbstitution de p et ¢ donne

di(pdz — vdy) + dp(vde — hdz) + dv(hdy — pdx) = o.

Or, x, y, 5 étant fonctions de g,, il vient, en ayant égard aux for-
mules que nous avons établies au commencement de ce paragraphe,

Dy, — ving) + dp(vhy — dv,)) + dv(dp, — pdy) = o.

Mais les parentheéses, d’aprés les formules qui donnent la direction
d’une perpendiculaire 4 deux droites, lesquelles sont elles-mémes per-
pendiculaires, sont proportionnelles aux cosinus des angles que la
normale 2 la surface p, fait avec les axes; on doit done avoir Pidentité

(a) Aadd) + pody + v,dv = 0.
Pour prouver qu’elle a lieu pour tous les systémes orthogonaux con-

jugués, écrivons les conditions gui expriment que les trois séries de
surfaces sont orthogonales,

W +up, +w, =o,
h 1o + pps -+ vy, =0,

2+ Pl =YYy = 03

d’ailleurs les équations différentielles des trois systemes de surfaces
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sont
Adx + pdy +vdz =o,
(¢) Mdx + pdy + v,dz = o,
dodx + pody + vy dz = o.
Différentiant la deuxiéme des équations (5), on a
(d) hodd + padp. 4 vody + dddy + pdp, + vdv, = o.

Comparant cette équation i la condition (), on est conduit 4 prouver
qu’elle se dédouble dans les deux suivantes :

hodd + padp. + vodv =0, Add, + pdp, + vdv, = o.

Or la deuxiéme des équations (&) et la troisitme des équations (¢)
donnent
__ ps—vdy __vdzx—dz
=i Tadv’y VT g
Nous substituerons ces valeurs dans les trois premiers termes de 1'é-
quation (d). De méme, la deuxiéme des équations (b) et la premiére
des équations (¢ ) donnent

5 — padz — v.dyv - ndr — l,ds .
T Ny — ez P T N —par?

On substitue ces valeurs dans les trois derniers termes de (d), laquelle
s’écrit alors

di(pds —vdys + dp(vde — vdz) + dy(rdy — pdi)
Y1 hely — pdx

Ay (pads — voely ) ++ d po (92l — 12dz) + doa{ Sy —u‘lla.)
Vi hady — p.dx

= 0.

Or les numérateurs sont nuls, puisqu’ils ne sont autre chose que les
équations des lignes de courbure des surfaces p et p,. Donc la condi-
tion (a) est bien satisfaite, et, partant, le théoréme est démontré.

Les équations telles que (@) sont, sous une forme particuliére, celles
des lignes de courbure des surfaces orthogonales conjuguées. On peut
encore dire qu’elles expriment la condition pour que la plus ccurte
distance de deux normales consécutives a une surface soit un infini-
ment petit du second ordre, et alors on sait qu’elle est du troisiéme.
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XII.

Uccupons-nous maintenant de la proposition suivante

Une famille de surfaces représentée par une cquation, ot entre un
paramétre p, ne peut pas toujours éirc considéiée comme une des
Samilles d’un systéme triple de surfaces orthogonales.

Ce théoréme a été établi par M. Bouquet dans le tome XI du Jowr-
nal de Mathématiques; dans le tome suivant, M. Serret a repris la
méme question, et a déterminé plusieurs nouveaux systémes ortho-
gonaux conjugués.

En admettant pour un moment que le théoreme soit vrai, les tan-
gentes & chacun des systémes de lignes de courbure des surfaces ¢
sont perpendiculaires aux surfaces d’un des systemes conjugués. Par
conséquent, si u, v, w sont des quantités proportionnelles aux cosinus
des angles que les tangentes aux lignes de courbure d’une des séries
font avec les axes, on sait qu’on doit avoir identiquement, quelles que
soient les coordonnées,

dv el +
u dz  dy

Pour vérifier si cette condition est remplie, cherchous Jes cosinus des
anglesformeés par les axes etles tangentes aux lignes de courbure des sur-
faces au parameétre p. En prenant les équations de deux normales infiui-
ment voisines, éliminant entre elles X — x, Y — y, Z — 3, et posant

dw el du dy "
v(— —-\-;—w(————):o.

dr  dz; \dy  dx

oz

— 8 ‘= __ .
=% =7

dx dy
s =B &

on trouve, pour les lignes de courbure, I'équation symétrique

(el h dxr o d : ..
(Ga+ —6+ y)(w*,epr(*‘ + e+ E )~y

(D) v (CHER
—i—k;t—z_a.—!— Z;’ {—7)().§~p.a.):o.

Il est aisé de voir que cette équation exprime la perpendicularité de
I’axe de la section principale au point x, y, 7, avec la normale menée
par un point infiniment voisin pris sur une ligne de courbure. Par
conséquent, en désignant par J,, u, v, €t kg, Uy, v. los cosinus des
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angles que ces deux directions font avec les axes, 'équation des lignes
de courbure peut g’écrire sous cette forme simple,
k.)\g -+ #.pg -+ V¥ = O.

Ordonnant I'équation ci-dessus par rapport aux puissances des cosinus,
elle s’écrit

apg—rE)+e( 5 —2g)rr(E-r3)
it (- )] ] (- )

d) ) dp  dv\| _
~oleg—E-MF-5)]=-

Pour connaitre les angles a, 6, 7, il faut associer 4 cette équation
A+ p€+vy=o,
qui est 'équation différentielle de la surface, et la relation connue
a®+ 6 + =1

Si 'on regarde x, y, z comme constantes, cest-d-dire si I'on consi-
dére un point particulier sur la surface, et «, 6, y comme des coor-
données variables, les cosinus demandés sont les coordonnées des
points d’intersection d’un cone du second degré, d’un plan passant
par le sommet de ce cbne, et paralléle au plan tangent 3 la surface au
point particulier, et enfin d’'une sphére de rayon 1, concentrique au
cone. Remarquons que si 'on rapportait le cone 4 ses axes principaux,
les rectangles disparaitraient; et, par conséquent, si I'on avait d’abord
adopté ces axes, on aurait trouvé la méme équation, mais réduite  sa
forme la plus simple. Nous pouvons donc dire que, pour tout point
d'une surface quelconque, il existe trois axes tels, que P'on 2

k{—l—'—lzili—v(ﬂ~d-—~”)=o,

de  Vdy de  dy |

dp. dp. d) dv\ _
)\’{zz‘—’_v;l;_po(‘d;—zl—o,

o ‘dp dy
vy —ve — My —E)=o

guand on et pour x, ¥, z les coordonnées du point considéré.
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Tes trois coefficients de o?, %, y* ne sont pas de méme signe, car
leur somme est nulle.
Comme les calculs sont compliqués dans le cas général, nous sup-
poserons que V'équation du systéme proposé soit

X étant seulement fonction de x, Y de y, et Z de z. Alors, prenant
pour u, v, w les numérateurs de «, €, 7, il vient

lt_'i' V——L w = z
-— xII_Q’ — YII_Q’ —_— ZII_Q’

Q désignant une des racines de ’équation du second degré,

Xlz Yl: le
XII__Q+YII_Q +Z"'—Q_ Oo

dQ dQ dQ
dz’ dy’ ds
an moyen de I'¢quation du second degré, tounte trace de Q disparait,
et 'on arrive finalement
XX (Y~ Z)+ Y Y2 — X") + ZZ"(X" — Y)
+2(Y—2Z) (2 = X) (X"~ Y)=o.

Si I'on remplace , v, 1w par ces valeurs, et que I’on calcule

Comme cette relation n’est pas identique, le théoréme se trouve
démontre.

Examinons un cas éwndié tout récemment par M. Lamé; supposons
que les surfaces g soient paralléles, c’est-a-dire qu’on ait

X% Y2 4 Z'* = const.;
alors la condition ci-dessus est satisfaite, ¢’est-a-dire qu'a une série de
surfaces paralléles correspondent des systémes orthogonaux conjugués.
On voit que les deux systémes de surfaces développables, formés par
les normales aux surfaces paralléles le long des lignes de courbuve, for-
ment deux systémes conjugués.
XTIL
Relations entre les six rayons de courbure principaux.

Les trois systémes de surfaces conjuguées déterminent, par leurs

intersections, trois lignes que nous regarderons conme trois axes coor-
6
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donnés courbes, et que nous désiguerons par les noms d'axe des s,
des s, et des s,. Ainsi Paxe des s, qui sera supposé vertical, est la
normale 4 la surface s,s.. Soient (7,, ¢,) les rayons de courbure
principaux de cette surface; soient pareillement (7,, ¢) les rayons de
courbure principaux de la surface ss, dont la normale est s,, et (7, ¢,
ceux de la surface ss; dont la normale est s,. Ues rayons de courbure
seront positifs si les centres de courbure correspondants sont situés
sur la partie positive des axes, et négaltifs dans le cas contraire. Nous
emploierons I'expression de courbures conjuguces en surface, pour dési-
gner les deux courbures d’une méme surface cocrdonnée. Chaque axe
étant une ligne de courbure pour chacune des deux sirfaces coor-
données dont il est 'intersection, cet axe doit étre considéré comme
offrant deux courbures différentes, qui ne sont autre chose que les
courbures des deux sections principales auxquelles il est tangent. Les
deux rayons de courbure de 5, sout (¢,, 7,), ceux de s, (€, 72), ¢t cenx
de s (¢, 7). Nous désignerons sous le nom de courbures conjugudes cu
axe, les denx courbures d’un méme axe. Nous appellerons aussi pla:
d’'une courbure, celui de son cercle osculateur; et wvariation d'une
quantité suivant une certaine ligne, la limite du rapport de P'accrois-
sement de cette quantité 4 Parc parcouru sur ia ligne. Toutes ces défi-
nitions ont éié données par M. Lamé dans son Mémoire sur les coor-
données curvilignes.

Voici I'énoncé général d'un groupe de formules trouvées par ce
géometre: La variation d’une courbure, suivant l'axe normal a son
plan, est égale au produit de sa conjuguce en axe, par son exceos sur
sa conjuguée en surface. Ces formuies, au nombre de six, sont :

A
el P
_1-
N
2~
2
.’
-
.
.
I
i
S
D=
2~
S——
-

rl—l—- , di
(L L), 8 L1t
oy c_('y, c)’ ds. — y\e )
al d-

17_1'1 1 c,__l(l |)
ds, ¢ (\7 c.)’ s “—-,'-l \ € ,}'"

Ces formules ont été établies directement par MM. Bertrand et Bonnet
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dans le Journal de I’Ecole Polytechnique. Le lemme suivant sert a les
retrouver assez simplernent.

LenMe. Le rayon de courbure o, de la section principale s, s, est
vgal an rayon de courbure de lu projection swr s,s, de la ligne de
courbure tangente a laxe s,.

En effet, considérons, a partir de I'origine des coordonuées, deux
slémeunts consécutifs mm', m/m” de la ligne de courbure. Soient m' 2,
ia projection sur s, s, de Pélément m’'m”, et m’t le prolongement de mm'.
On a ainsi un triedre aux arétes n/¢, m'n',, m'm’, rectangle suivant
iarcte m'm'|. Ce triédre ou le triangle sphérique correspondant donne

; -/ \\
angle tm' o, = angle tm’m” cos (t m'm’,, ti'm”).

Divisant les denx mewmbres par mm’, et observant que ¢m'nt; est an-
gle de contingence de la projection de la ligne de courbure et tm'n
celui de la ligne de courbure dans I'espace, il vient

1
o .: COs %,
o, ¢tant le rayon de courbure de la projection de la ligne de courbure
sur s, 8, g celui de la ligne de courbure dans I'espace, et « I’angle du
plan osculateur de cette ligne avec le plan de la section principale s, s,.
Or, par le théoreme de Meunier, on a

done on a bien
4y =C,y. C. Q. F. D,

Ainsi, ¢, étant le rayon de courbure de la projection sur XY de la ligne
de courbure, on a

ey
(e
G = gy

EENE L) . awy . .
parce qu'a 'origine — == o; donc

dry 1

dz” e,
6..
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dy

On peut avoir 1me autre expression de —— au moyen de 'équation
dx*

différentielle de la projection de la ligne de courbure sur XY; et
comme p, ¢, s sont nuls a P'origine,

dy ds dr
E(r — {) = (I_.t on 5'
Or
r= ia t = [—;
T €z

done, vemplacant dy par ds,, il vient

a2
J_i(i_’ .
ds, — o \17, c,)

A

Ainsi les formules sont vérifiées pour 'origine, mais elles le sout anssi
pour un point infiniment voisin; car, si, dans I'équation du second
degré qui donne les rayons de courbure principaux, on fait

zZ=o0, X =0, )":]1,
h étant infiniment petit, elle devient

rtR*—(r+ R +1=o,

. 1 1 . s
dont les racines sont — et - comme pour l'origine.

XIV.

Systemes triples isothermes et orthogonaux.

Pour donuer une idée compléte du sujet que nous traitons, il nous
reste i parler des systémes triples orthogonaux qui sont isothermes. Cette
question comporterait de longs développements qu’il nous est impos-
sible de donner dans cette These. Dans cette derniére partie, nous nous
bornerons presquement uniquement 4 des énoncés. Nous avons sou-
vent indiqué les sources ou nous avons puisé; cependant, pour réparer
les omissions involontaires que nous pouvons avoir faites, nous dirons
gne la théorie des surfaces orthogonales et isothermes est une théorie:
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de nos jours; les géometres qui 'ont enfautée et développée sont tous
vivants. La plupart de leurs travaux se trouvent consignés dans deux
seuls recueils scientifiques : le Jownal de 'Fcole Polytechnique et
celui de Mathématiques pures et appliquées.

Rappelons-nous maintenant que, dans Pétude des surfaces evlin-
driques isothermes, nous avons démontré que le systéme orthogonal i
un systeme isotherme donné est sussi isotherme. le systeme triple est
complété par les plans perpendiculaives aux géncratrices.

Pareillement, quand on a un systeme de cones isothermes de miéme
sommet, les cones ayant méme sommet que les premiers, et pour hases
sur la sphere les trajectoires orthogonales des hases des premiers, sont
aussi isothermes. Ces deux systémes de cones, avec les sphéres concen-
triques, donnent des systemes triples orthogonaux et isothermes.

Entin, les trois systemes de surfaces homofocales du second ordre
forment aussi des systemes triples a la fois isothermes et orthogonaux.

M. Bertrand s’est proposé de rechercher si, & un systeme isotherme
quelconque, il correspond deux autres systémes isotherutes, orthogo-
naux entre eux et au premier. A cet effet, il cherche les propriétés
dont jouit une surface quelconque faisant partie d’un systémne triple
isotherine et orthogonal. Au moyen de 'expression du {lux de chalcur
et de la géométrie des infiniment petits, i} arrive 4 ces denx théo-
remes.

Tatowizme [.

Si, sur la surface considérée, on construit un rectangle fini avee
quatre lignes de courbure, les quatre normales infiniment petites.
menées aux quatre sommelts de ce rectangle jusqi’a la surface infini-
mnent voisine di méme systéme . forment une proportion.

Tiéontae {I.

Cette méme surface peut étre déconpee en rectungles semblabies.
ot par consequent, en carres, are ey e de ses dewx systemes de lignes
de courbure.

‘n appliquant le premier de ces théoremes au rectangle tormé par
quatre lignes de courbure sur la surface s du systeme triple isotherme
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et orthogonal, on obtient aisément

On peut ainsi écrire sous une autre forme les formules du paragraphe
précédent. En égalant les seconds membres, on a les trois relations
suivantes entre les rayons de courbure,

¢ yi
= — 4 =
b €
N £ €,
== —
¢ ‘/l
" L4
[ 7

Ces relations n’équivalent qu’a deux, car on en déduit
CCLCy == = O,

résultat qui donne un théoréme de M. Lamé sur les produits des rayous
tle courbure principaux.

M. Bonnet, dans le XXX* cahier du Journalde I’ Ecole Polytechnique,
a démontré plusieurs réciprogues des théorémes 1 et 1I. II est aussi
parvenu a plusieurs nouvelles relations entre les six rayons de cour-
bure principaux, en s'appuyant sur le théoréme 1L et sur des relations
déja établies par M. Lam¢. Enfin, ce dernier géometre a eu 'idée de
chercher quelles sont toutes les surfaces capables de composer un sys-
teme triplement isotherme. En qnelques mots, voici la méthode qu’il
a employée pour résoudre cette question difficile. Dans son Mémoire
sur les coordonuées curvilignes, il a transformé des équations aux dif-
icrentielles ordinaires en coordonnées curvilignes; parmi ces équations
transformées, il y en a qui sont du second ordre, les variables indépen-
dantes étant les parametres (g, p,, ., des trois séries de surfaces, et les
fonctions, les paramétres différentiels dn premier ordre (&, 4, h,). Ces
équations ne peuvent pas s'intégrer quand les systémes orthogonaux
sont quelconques; mais quand on les assujettit, en outre, 4 étre iso-
thermes, 'intégration est possible. C'est précisément par I'intégration
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de ces équations aux différences partielles du second ordre. (ue
M. Lamé a démontré son théoreme, qui consiste en ce qu’il n’y a
les surfaces du second ordre susceptibles de former des systémes triples
orthogonanx et isothermes.

M. Bonnet a repris cette question synthétiquement; il a mis le théc-
reme en évidence, en prouvant que, quand on a trois séries de surfaces
orthogonales et isothermes, ces surfaces sont nécessairement du second
ordre.

Je finirai en faisant voir que, parmi les surfaces développables. ii
n’y a que les cylindres et les cones propres a former des systemes
triples isothermes et orthogonaux. En effet, ces surfaces étant partagces
en rectangles semblables par les deux systemes de lignes de courlie.
cette propriété se conserve quand on ¢tend ces surfaces sur un plan.
Or, 'un des systémes de lignes de courbure étant les génératrices,
I'autre systéme est nécessairement ou rectiligne ou circulaive. Par
conséquent, les trajectoires orthogonales du systéme rectiligne sonl
des lignes paralléles ou des cercles concentriques, c’est-a-dire que les
surfaces développables sont des cylindres ou des cones.

Vu et approwce.
Le 4 Mai 1853,

Le Doyex oeE La FFacvrTe pes Scigaces

MILNE EDWARDS.

Permas d&'imprimer.
Le g Mai 1853,

Lr Rectevk ok ' Acapgmie ve 1A SEne,

CAYX,
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THESE D’ASTRONOMIE.

SUR LES MOUVEMENTS APPARENTS.

INTRODUCTION.

Coriolis, daus denx Mémoires qui sont insérés dans les XXTI¢ et
XXIVe cahiers du Journal de I’Ecole Polytechnique, donne la théorie
générale des mouvements apparents. Il raméne Vétude de ces mouve-
ments a celle des mouvements absolus, en ajontant aux forces exté-
rieures deux nouvelles espéces de forces, qu’il désigne sous les noms
de forces d'entrainement et de forces centrifuges composées. 1)objet
de cette Thése est 'exposition analytique de cette théorie des appa-
rences Les ingénieuses expériences de M. Foucault, sur le pendule et
sur le mouvement de rotation d’un corps autour d’un axe, se vap-
portent i ce snjet.

Equation générale des mouvements apparents.

4. Prenons I’équation générale de la Dynamique pour les mouve-
ments absolus

,E[(X—m%)d‘x—k(Y—m—)d‘j +(Z-—-m; )d‘z =o,

a laquelle on adjoint les équations de condition résultant de la nature
du svsteme considéré.
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Proposons-nous de recherchér ce que devient cette équation, quand
on rapporte le manvement a trois axes rectangulaires, mobiles d’'une
maniére quelconque, autour d’une origine, qui elle-méme se meut
d’une maniére arbitraire. Les formules générales de la transformation
des coordonnées donnent, entre les coodonnées absolues et apparentes,

x=a+ ax’ + by + cz,
(2) y=8+ax'+ by + 7,
z =y4+ax+ by +c'7.

Les douze quantités «, §, ¥, a, b, ¢, a’,. .., sont des fonctions connues
du temps. Les neuf cosinus sont liés par les six relations connues, et
satisfont, en outre, aux trois suivantes :

pdt=cdb + c'db’ + ¢’ db",
® gt = ade + d'de + ade’,
rdt = bda+ b'da + b'da’,

P> q, r étant les composantes de la vitesse de rotation autour de I'axe
instantané relatif aux axes mobiles.

Enfin, les composantes des forces motrices, prises dans les deux sys-
témes de coordonnées, sont liées par les équations

(X=aX + bY + cZ,
(4) Y=aX+ Y+ c'Z,
Z —_ a”X’+ bllYI+ c’IZI.
. Ly diz dly diz . -
Des équations (2) on déduit —=» —=, 5=, et aussi les variations dx,
&, ¢z, en ayant soin de regarder, dans ce dernier cas, le temps comme
constant. Substituant toutes ces valeurs dans I’équation (r), et tenant
compte des relations entre les cosinus, on trouve, pour I'équation
résultant du principe de d’Alembert pour un mouvement apparent
quelconque,

Document humérisé par la Bibliotheéque Interuniversitaire Scientifique Jussieu - UPMC



(51)

X_aa (o
an

9% dt dt

a +a

d é vd’q . da'~+da"+ da™ da’+da”+ da”‘
T dr

dt ataa T x &
da dc da' dc' da” dc"

I

‘taxataxazt dt

m

(r da db , da' dbf da”db”),
de

Y

m

d‘y’ dz’ dz
—-;,;,-—e< )
( p e e -,)+ b=-+-db”-l- @
N
() 2< dp  dbde  d¥ df b de\ d\f = o
(Zl_ anTxx T T E

r da db da’ db’ da” b”
‘trratarat @ a
YA

dz ady’ dx’ \
- d¢'~2 Pa—Ta

m

@ T C an a5

da rlc da’ dc’  da” dc”\ _,
gt aZ T E )

dp ab dc dab’ de' db” de”\ ,
\+(W'IE+EE+TE)

. a2z
“7
+

{

En joignant a cette équation les équations des liaisons, exprimées au
moyen des coordonnées apparentes, on obtiendra le mouvement du
systéme proposé par les méthodes connues.

2. On peut trouver directement I’équation générale des mouvements
apparents par le procédé suivant, qui consiste & chercher les compo-
santes des forces effectives, 2 une époque quelconque, parallélement
aux axes mobiles, et 4 combiner ensuite le principe des vitesses vir-
tuelles avec celui de d’Alembert. Soit, en effet, un point quelconque M
du systéme, sollicité par une force dont les composantes, paralléle-
ment aux axes mobiles, sont X/, Y’, Z'. Si les axes mobiles tournaient
seulement autour de I'origine en emportant le point M, les projections,
sur les axes mobiles, du déplacement de ce point seraient

(g2’ — ryYdt, (rx' — pz')dt, (py'— qx')dt.
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Mais le point M se déplace par rapport aux axes mobiles d’ure quan-
tité dont les projections sur ces axes sont dx’, dy’, dz'. Enfin, Vori-
gine mobile subit un déplacement dont les projections sur les axes
fixes sont da, d8, dy, et sur les axes mobiles

ado + a'd6 + a’dvy,

bde. + b'd6 + b"dy,

cdo + c'd€ + ¢*dy.

Divisant par dt les projections de I’accroissement total, on a, pour les
composantes de la vitesse apparente du point M a I’époque ¢,

__d.z"_l_ 2 — p ,+ada_l~atl 4 ,,d’y
vw=x 1 7 de v
—dy’ ’ ”

v = +ra— pz+b =+ b2 +b :

dz’ ; da ,d8 oy
W= -+ py— qa' A ¢ o4

Apreés I'instant dt, ces vitesses, estimées parallélement aux axes mobiles
dans la position qu’ils occupent aprés cet instant, sont

u-+du, v+dv, w4 dw.

Par conséquent, ces mémes vitesses, projetées sur les axes mobiles,
dans la situation qu’ils avaient au commencement de cet instant, ont
pour valeurs

u—+du — (v + dv)rdt + (w + dw)qdt,

(u + du)rdt + v + dv — (w + dw) pdt,
— (w0 + du)gdt + (v + dv)pdt + w 4 diw.

Ainsi, en négligeant les infiniment petits du second ordre, on a, pour
les composantes de la force effective d’un point quelconque,

L
U= —rv+qw,
, dv
o = = + ru — pw,

,__ dw
w= — — qu + pv.
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Iéqnation des vitesses virtuelles donne donc

Y 7
m

X! du
(——— —gw + w)o.z' +(

m dt
Z z (Iu o
+(m =g +gu)d

dav . 2\ e
— e+ pw)dy

= 0.

Remettant les valeurs de u, ¢, w et de leurs dérivées, et observaunt
quon a les nenf relations

da da’ , b da” wo
a?—t—cq—br:o,‘ '(T:"'c‘/—b'—o’ —d—-+c "y — b r=c.

(6 a C—p= ‘—Iz—i—a' I p = d-li”—i—al—-c o,
)’E—}—al—op_o, 7 r—dp=o, p=
de dc’ de” v ;o

L tbp—ag=o0, L +bp—dq=o, - +bp-ayg=o.

il vient, pour P'équation cherchée,

m_ de dc

! 7 ' ll
! X d’z-_g(qdi_"i)

dia

: d:g l/(l/ 2 2 P\ N
- ta yt+a dt,)-i—-(q + r¥)a’ ) dx

(@
(&= (8- r)r
v ftv.'ﬂ(,.d_«l ,_)

ar P de

) (P g (08

(+%
(
= '53'—2(1"3, q%)
—(¢F
(

dp N o
7o )x’—l—(——m——-(p)] }
La comparaison des équations (5) et (7) donne les denx especes de
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relations suivantes, que je crois nouvelles :
da* da?  da" 2
wtFrTE=CTr,

db*  db?  db":
(8) {Fg+ g+t =P+,

de* | de*  de
\as Tt =P

dadb dd db  da" db”

datTaad T @ &= " P

Jdb de  dbf de  db” de” i

(9) zataagt T FT=—
da dc  da' de + da” dc”

datTdZaTE #=— P

Les trois relations (8) peuvent s'obtenir directement d’une maniére
trés-simple. En effet, décomposons la vitesse angulaire

0= \pl+ ¢*+r?

en deux autres, Pune r suivant OZ, et Pautre \/p* + ¢ suivant une
droite OH située dans le plan X'Y’. Pendant V'instant d¢, 'angle décrit
autour de OH est dtyp*+ ¢*. Or, pendant le méme instant, V'angle
décrit par OZ' est ydc? + dc™ + dc™, c'est-a-dire Pangle que OZ’ fait
avec sa position infiniment voisine; donc on a

Vdc? ++ dc? + de” = dt Jp* + ¢,

ce qui est la troisiéme des relations (8); les deux autres se retrouvent
d’une maniére analogue.

3. Coriolis met I'équation générale des mouvements apparents sous
une forme qui permet d’interpréter facilement les forces a ajouter aux
forces extérieures, pour transformer les mouvements apparents en
mouvements absolus. Pour cela, dans Jes dérivées secondes des coor-
données absolues par rapport an temps tirées des équations (2), on
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pose
X,=2% 4 ":: +y’-§,£ + 225,
Y, ‘:f+.r"%’+ ’%'+z’”;—:f:,
2.=31 4 22 g 2T

On voit que X,, Y,, Z, sont les composantes, parallélement aux axes
fixes, de la force qui lierait invariablement aux axes mobiles le point
dont les coordonnées apparentes sont x’, y’, z'. Ce sont ces forces que
Coriolis appelle Jorces d’entrainement. Les composantes de ces forces,
parallélement aux axes mobiles, sont

X, =aX, 4+ adY¥Y,+ a2,
Y. =bX, 4+ Y.+ b'Z,,
Z.=cX,+Y, 4+ 2,

En introduisant ces nouvelles quantités, Péquation demandée prend
Ia forme simple

i d'z , dz by
_X,_md_e’" X, — 2m(q — —[—)]
B 2 4
(10) 2 + Y’-—m%—Y’,—-zm( dh)]
- , a ’ o dr'
+-Z —HZE;—Z,—Q’”'(P d’—q—d—l')]

Comparant les équations (7) et (10), on obtient les expressions géné-
rales des forces d’entrainement en fonction des coordonnées apparentes
et des éléments qui définissent le mouvement des axes mobiles. Pour
abréger I’écriture des valeurs de ces composantes, nous poserons

d*ea ,d%6 ,d? 7
Ux'—- ar +a TE- “+a — )
UJ" — b d:' b d¢=

d?a ,d'8 L, a4y

Up=c—z+ o+ "7
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On voit que U, Uy, U, sont les composantes suivant les axes mobiles
de la force effective relative a I’origine mobile.
Nous poserons encore

H=px'+4qy' +rz.

Il vient alors pour les expressions des forces d'entrainement

X, o1 2 [ dq
;—er w?*x' + pH (_y"Tt—-z’Zt—)a

p d, d
(11) %:in— m’]"-kqﬁ-(z'f—x'.l-i—;)a

zZ, N P . rﬂ dp

;_U,: w'z + rH (xdt—f?l?'

I.a comparaison de I'équation (10) & I'équation (1) apprend que les
mouvements apparents se rameénent aux mouvements absolus, en ajou-
tant aux forces appliquées deux nouvelles espéces de forces; les pre-
miéres, dont les composantes sont X., Y., Z., sont les forces d’en-
trainement, et les secondes, dont les composantes suivant les axes
mobiles sont

m dz dy’ aml r dz’ ds’' - dy’' dz’'
M\9x — &) a _Pa) z(\PW“th’

se trouvent désignées par Coriolis sous le nom de forces centrifuges
composées. On vérifie immédiatement que ces derniéres forces sont
perpendicnlaires 4 la fois, et 4 Paxe instantané des axes mobiles, et
aux directions des vitesses apparentes des divers points du systeme.

11.

Principes généraux de la Dynamique.

%. Occupons-nous d’abord du principe des forces vives. En admet-
tant que les équations provenant des liaisons du systéme ne renferment
pas le temps, il suffit, dans I'équation (10), de remplacer les variations
2, ¢y’ @z par les déplacements réels dx’, dy’, dz'. Cette équation
s’écrit alors
(12} (dEmy? = 23(X'dx'+ Ydy'+ Z'dz')

v ! — 2 3(X.dox'+ Y.dy' + Z.d7).
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Toute trace des forces centrifuges composces a disparn comme on
pouvait le prévoir, puisqu’elles sont perpendiculaires & la direction du
mouvement pour chaque point matériel.

I’équation (12) montre que le principe des forces vives a lieu dans
les mouvements apparents, a Ja condition que I'on ajoute aux forces
données des forces égales et contraires i celles qui imprimeraient, aux
divers points du systeme considérés comme libres, le mouvement méme
des axes mobiles. Ce principe, qui est dit & Coriolis, sert & résoudre
complétement un probléme de mécanique quand il n’y a qu’une seule
inconnue. Ainsi, supposons que le systéme ait un mouvement uni-
forme obligé autour de I’axe vertical OZ, ce qui est le cas ordinaire
des machines; alors on a

e=o0, 6§=0, y=o0, p=o0, ¢g=0, r=o,

» ¢tant la vitesse angulaire constante. Par suite, les équations (10),
(t1) et (12) deviennent :

d*z’

’ ’ 2 4/ d]’ N a7
— ——mxX 4+ 2me =
<X n W) ox

2yt dz'

1 g X 2l ___) 2 G
(13) 2 + (Y mo - maty —ame &y} =o,

{22!
~+ (Z’ — m- )()‘2.'

e

(X, = —me?x,

(14) Y.= —me'y,
Z, =o,

(15) dEZmv?* = 23 (X'da'+ Y dy' + Zdz ) + 20 Zm (x' dx’+ y'dy’ ).

i 4

3. Pour donner des applications simples de la derniére équation,
supposons d’abord qu’un point pesant se meuve sur une courbe douée
d’un mouvement uniforme autour d’un axe vertical; on demande a
quelle condition doit satisfaire cette courbe pour que le mobile ait sur
elleun mouvement uniforme.

L’équation (15) donne immédiatement

0 = gdz' + o*(x'dx’ + y'dy’).
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Par conséquent, la courbe eét assujettie & étre tracée d’'une maniére
quelconque sur un paraboloide de révolution autour de Paxe fixe.

Comme seconde application, admettons qu’il s’agisse de trouver le
mouvement du régulateur A force centrifnge de Watt. La seule incon-
nue est Pangle 6 de 'une des tiges, supposées I'une et I'autre sans
masse, avec la verticale. Or, si 'on prend pour plan des X'Z’ le plan
passant par les tiges et le pivot vertical, on a constamment y' = o, et,
par suite, 'équation (15) donne

dv* = agdz + 2 0*x'dx’.
En désignant par / la longueur de chacune des tiges, et par 6, la

valeur initiale de 8, I'’4quation précédente se transforme aisément en
celle-ci, ou les variables sont séparées,

Vide

dt =
V(cos 6 — cos §,)[2g + lw?(cos B + cosf,)]

Mouvement du centre de gravité.

6. En désignant par X', ¥, 2, les coordonnées apparentes du centre
de gravité d’un systéme entiérement libre, on a, pour les équations dn
mouvement' de ce centre de gravité,

(MZZ 4 oM (q = ’i’-"-) =$x-3¥x,
(16) M——j—'—i- 'zM(r—’—- 7‘):2Y’-—-2Y’,,
Md:+nM\p q‘%‘-):EZ’—-ZZ’,.
Equations du principe des aires.
7. Pour simplifier, posons
R? = & + y'* 427,
représentons aussi par L, M, N les expressions telles que celle-ci :
(2 —z2YY—2(yrZ — 2Y.);

enfin donnons 2 H la méme signification que dans le paragraphe pré-
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cédent. Alors les trois équations du principe des aires sont les suivantes :

Xm(re— d"') 2 ¥ mHE 2 mpr D =L,
Sm(z G —w%Z) —2SmA% + 2 SmgR G =M,
Sm(xd ~ y "’") 2 Y mA% 2 mrR T=N.

1L

Mouvement d’un corps solide.

8. Proposons-nous dedéterminer le mouvement apparent d’un corps
solide entiérement libre. Ce mouvement, quel qu’il soit, se réduit au
mouvement du centre de gravité du corps, lequel est donné par les
équations (16), et au mouvement de rotation du corps autour de son
centre de gravité. Démontrons d’abord que ce mouvement de rotation
est le méme que si ce centre de gravité était en repos apparent. Soient,
en effet, x';, 7', z, les coordonnées apparentes du centre de gravité,
et x”, ", 2" les coordonnées d’un point quelconque du corps relati-
vement au centre de gravité; on a

F=x,+x, y=y,+y" F=z+7.

Introduisant ces quantités dans ’équation générale (10) des mouve-
ments apparents, on trouve que cette équation est la méme en 27, y*,
z', quen &/, y’, 7, ce qui démontre le théoréme énoncé.

9. La recherche du mouvement du corps solide est ainsi ramenée 2
celle du mouvement apparent de ce corps autour de son centre de
gravité, considéré comme un point fixe pour 'observateur entrainé 2
son insu avec les axes mobiles. Ce mouvement est celui des planétes
autour de leur centre. Cela revient 4 déterminer X un instant quel-
conque la position des axes principaux d’inertie du corps, relatifs au
centre de gravité, par rapport 4 trois axes dont la loi du mouvement
est connue. Ce que nous allons dire s’applique aussi au cas ou le point

fixe n’est pas le centre de gravité, mais un point quelconque du corps.
p g ’ P qu q P
8..
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Soient X, Y, Z trois axes fixes dans P'espace absoln, X/, Y', Z’ trois
autres axes ayant un mouvement donné, et X", Y, Z” les trois axes
principaux d’inertie du corps relatifs au point fixe. La nature du mou-
vement des axes X', Y/, Z' étant connue, on a en fonction du temps,
et les composantes p, q, r de la vitesse de rotation de ces axes, et aussi
les neuf cosinus des angles qui fixent la position de ces axes par rap-
port aux axes fixes. Remarquons maintenant que, dans le mouvement
du corps, il y a une vitesse de rotation apparente et ume vitesse abso-
lue. Soient p,, q,, r, les composantes de la vitesse apparente antour
des axes principaux d’inertie, et p,, ¢,, 1, les composantes de la vitesse
absolue autour des mémes axes. Enfin soient ¢, ¢, § les angles qui
déterminent la position de X", Y”, Z” par rapport & X', Y', 7. Le pro-
bléme a résoudre consiste & trouver les trois derniers angles en fonce-
tion du temps.

10. On a d’abord les trois relations suivantes

coso™ 4 s ing
08 @ -+ sing sinf .

¢
=
I

. _ . G e e{l':a
17) g1 = — sing— + cosgsinf—=.
’I' =% coso ™
V=g T ese g

Les trois équations d’Ealer ayant lieu pour le mouvement absoh:, o
a aussi

AL B~ C)gary

. lq.
(18} B%:(C—;\)p._,r._.%-M,
, dr, , o .
7 = (A —B)p.g, + N.

Les diverses quantités qui entrent dans ces équations, ont la signiti-
cation qu’on leur donne ordinairement.

Ce qui précede montre que les trois équations d’Euler, servant i
déterminer le mouvement abisolu d’un corps autour d’un point fixe,
n’ont pas lieu pour les mouvenents apparents. Nous allons rechercher
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ta forme qu'elles prennent dans ce dernier cas. Ftablissons d'abord les
relations qui existent entre les vitesses absolue et apparente. hinagi-
nons que, pendant instant ¢, les axes X", X", Z” soient invariable-
went lids aux axes X, Y, 7, lesquels éprouvent un déplacement
résnltant des trois rotations
‘ pdt, qdt, rde,
antonr de
X, vy, 7
Mais. pendant le méme instant, les axes X, Y7, Z” ont éprouve, par
rapport anx axes X', Y/, Z', un déplacement provenant des trois rota-
lions
pde. g.dt, rdt,
antour de
). G VA

Or, par ces deux déplacements, le corps se trouve dans la position
(qu’il doit occuper aprés Pinstant dt. Donc, si Pon représente par
(abo), (@'l "), (a’b”c”) les cosinus des angles gui déterminent la posi-
tion de X", Y*, Z” par rapport 2 X', ¥, Z'. on a

Pr=pHap+ay+a,
Ny a=¢, + bp+bqg-+br
r.=ro4cp+ g+t
1Vailleurs les neuf cosinus sont donnés, au moyen des trois angles ¢.
¥, §. par les formules suivantes :

“a = cos¢ cosy — sinw sin Y cosb,

b = — sing cos¢§ — cosg siny cosb.
¢ =sin6siny,

a' = cose siny + sing cosd cosf,
20| { b = — singsing + cosg cos Y cosg,
¢ = — cosdsing,

@’ = sing sin§,

h" = cos o sinf,

¢” = cos§.
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Les systemes d’équations (17), (18), (19) et (20) serviront & déterminer
en fonction du temps les six quantités p,, q,, ry, 9, ¢, 8, ce qui donne
la solution compléte du probléme.

Les trois équations d’Euler (18) deviennent du second ordre par
rapport aux trois angles inconnus ¢, ¢, 6, en remplacant p,, g,, r, par
les valeurs fournies par les équations (19), et tenant ensuite compte
des équations (17) et (20).

11. Le probleme du mouvement apparent d’un corps autour d’un
de ses points peut étre résolu d’une maniére simple, quand on connait
déja le mouvement absolu. Car alors les neuf cosinus (abc), (a' ¥ ¢'),
(a@"d"c”) des angles que les axes mobiles font avec les axes fixes, sont
des fonctions connues du temps, et aussi les neuf cosinus (a,b,c,),
(a,b;¢c,), (a}b)c)) des angles que les axes principaux du corps font
avec les mémes axes fixes, puisque le mouvement absolu est déter-
miné. Les neuf cosinus (a,b,¢,), (d,b,c,), (a,b,c}), des angles que
les axes principaux font avec les axes mobiles, doivent étre déterminés
en fonction du temps, pour que le mouvement apparent soit connu.
Or leurs valeurs s’obtiennent immédiatement en fonction des dix-huit
cosinus précédents, au moyen de la formule de I’angle de deux droites:
on trouve ainsi

a,=aa,+ aa,+ a'd,,
a,=ba, + ba,+ bd,,
ady=ca, +c'a,+ c'a,
b,=ab,+ab + a’b,,
{(21) { by=050b,+bb,+ 0'b,,
by=ch, + b, + c"¥b,.
¢, =ac,+ ac,+a'c,,

cy="bc,+ b'c,+ b'c,,

w ot

I

7”0

c,=cc,+ c'c,+ ¢

Le mouvement apparent est ainsi complétement déterminé. Si l'ou
préfére n‘employer que les trois angles o, ¥, 9, on sait qu'on a les
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relations
a, ca,+ c'd, + " a,
tang‘mz—b—”_—cb+cll I/bn’
122) ¢, ac,+a'c, +a’ ¢,
tangq;._—z_._ bc,+br+1)""

II”

cosfd =¢c,=ac,+ a'c,+ a’'c

Ces trois derniéres équations sont précisément les intégrales des équa-
tions simultanées du second ordre, dont nous avons parlé dans le
numéro précédent.

12. Examinons si les images géométriques que M. Poinsot a don-
nées du mouvement absolu subsistent pour les mouvements apparents.
Dans le mouvement absolu, Iellipsoide central reste tangent & un plan
fixe, en supposant qu’il n'y a pas de forces extérieures; mais, dans le
mouvement apparent transforiné en mouvement absolu, il y a les forces
d’entrainement et les forces centrifuges composées. Ainsi, dans le
mouvement apparent, I’ellipsoide central n’est pas, en général, tan-
gent & un plan fixe; cette image géométrique n’a lieu que dans fe cas
trés-particulier ou le corps est sollicité par des forces déwruisant 2
chaque instant les denx espéces de forces de Coriolis. Le mouvement
absolu est encore représenté par le roulement sans glissement d’un
cone du second degré invariablement lié au corps, sur un cone truans-
cendant fixe dans P'espace. Or cette représentation subsiste quel que
soit le mouvement absolu; par conséquent, tont ce qui s’applique 2
Faxe instantané absolu, s'applique aussi a l'axe instantané apparent.
pourvu qu’on remplace ce qui est relatif au mouvement absolu. par
ce qui correspond dans le mouvement apparent. D’aprés cela, le
niouvement apparent peut étre produit par le roulement sans glisse-
ment d’un certain cone attaché au corps, sur un autre céne qui parait
fixe dans I'espace 4 I'observateur entrainé¢ avec les axes mobiles, Le
cone attaché an corps ne coincide pas avec le cone du second degré
de M. Poinsot; sa nature dépend de la loi du mouvement des axes mo-
biles. En effet, on voit facilement que, pour représenter le mouvement
ahsolu résultant du mouvement apparent, le cone attaché an corps
devrait rouler et glisser 4 la fois sur un certain cone fixe dans Iespace.
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1V.
Mouvement des projectiles et di pendule.

13. Supposons maintenant que le mouvement obligé des axes
mobiles soit le mouvement diurne. Les trois axes mobiles auxquels
nous rapporterons le mouvement, sont : la verticale du lien dirigée
vers le centre de la terre; la tangente au parallele décrit par I'origine
mobile et dirigée vers Iest; et, enfin, la tangente au méridien dirigée
vers le nord. D'aillenrs, nous considérerons trois axes fixes, I'un étant
'axe terrestre, et les deux autres deux droites perpendiculaires sitnées
dans le plan de I’équateur.

Pour déterminer le mouvement d’un systéme de points matériels,
cherchons les valeurs des coordonnées d’un point quelconque de ce
systeme par rapport aux axes fixes, en fonction des coordonnées du
méme point par rapport aux axes mobiles. Pour cela, faisons d’abord
une premiére transformation d’axes de rectangulaires a rectangulaires
dans le plan de I'équateur. En appelant w la vitesse angulaire de la
terre, on a, pour les formules de transformation :

x = x'cosnt — y'sinwt,
¥y = a'sin wt -+ ¥y coswt,
z =2.
Prenons pour origine mobile le point du méridien ou se trouve

Pobservateur a Vorigine du temps; % et & étant les coordonnées de ce
point, et ). sa latitude, on trouve

X' =h+ x'sink — z'cosz,
‘A (4
J =7
2 = k4 x"cost — 2"sini.
Par suite, les valeurs demandées sont :
b
x=hcoswt — x"sindcoswt — y"sin ot — z"cos) coswt,

y=hsin @t — x"sindsin wf+ y'coswt — z" coshsin wt,
2 =k -+ 2" coskh — z’'sink.
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f.a comparaison de ces équations avec les équations (2) donne :

72 = lcoswt, 8 = hsinwt, ¢y =k,
7 =—sin)coswl, b =—sinwi, ¢ =-—cosicoswt;
a' = — sin)sin wt, b = coswt, ¢ = — cos Asin wi;

4

a’ = cos }, b=o, ¢'= — sina,
De 14 se déduisent les valeurs suivantes :
p=wnwcosk, g=o0, r=—wsinl

On trouve directement ces valeurs, en décomposant la vitesse de
rotation de la terre autour de la tangente an méridien et autour de la
verticale.

On trouve pareillement :

iz d*§ d?s,

—_— — - 2 = - 2 g1 “i =
- = hw?eoswnt, - = hw?sin wt, - o,
X’

= = holsin) — o?sin?lx”’ — w?®sin)lcosh.z,

m i

YI

]
L= — p?
m J

7

n

= hw?cos)k — w?sinAcosh.x” — w?cos*h.z".

Substituant toutes ces valeurs dans I’équation (10), il vient, en sup-
primant les accents :

X 11 . .
”—;—(d—j+ w?sin?A.x + w?sind cos ).z
p dx
-amsin)\.zyt-——hmzsin)\
d? . dz
Y_ J'+c.33)'+ 20SIDA. —
m de? det .
(23) ¥ (+ & ey = o.
-+ zmcos)-..a
Y/ ds 2 . s 3
~— gzt sin) cosA.x + w?cos®h.z
+ m [( 4 &Z
. —a2mecosk. 2L heo?cosh
I \ dt
9
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14. Proposons-nous, par exemple, de déterminer la loi du mou-
vement d’nn point matériel pesant lancé avec une vitesse initiale
donnée en grandeur et en direction. En admettant d’abord que le
mobile soit sollicité par des forces quelconques, I'équation précédente
donne

d*z . . X
-+ — @’ sin’l.x — w’sindcos).z + 2wsind. —+Izc.) sin} = —,
diy sin X, dx l ___Y
—dt_ w?y — 2wsin o T 2wcosk. o =~
d*z 2 VA
- @ 2sinlcosi.x — w2 cos*A.z + 2@ Ccosh. —-+km cos) = =

Pour exprimer que le mobile n’est soumis qu’a Paction de la pe-
santeur, nous admettrons que pendant toute la durée du mouvement,
la pesanteur reste constante en grandeur et en direction, en sorte qu’il
suffit de connaitre sa valeur 4 un instant quelconque. Mais & I'origine
du tewps, le nobile resterait en équilibre si on lui appliquait son poids
en sens contraire; donc, en appelant U, V, W les composantes de la
pesanteur & cet instant, les équations précédentes sont satisfaites pour
les valeurs

x=o0, y=o0, z=o0, X=U, Y=V, Z=W_— myg.

Il vient
U . A% VV .
- =ha?sink, - =o, g + hw?cosi.
m m ”1

Substituant ces valeurs de U, V, W pour X, Y, Z, ou a, pour les
équations du mouvement d’un projectile dans le vide,

iz
drt
dy
s
d?z

de?

. e . . dy
—m’sm’/\.x-—o)’sm).cos)\.z-lf-nmsm)..(—l}tz o,
— w?'y —2wsin} L awcosh.Z—o
Cde ST de ?
2 &1 2 o l
— w?sinAcosh.x — w?cos’h.z + 2w cosh. -—~—— = 0.

Eu faisant @ = o, on trouve le cas résolu dans tous les Traités de
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meécanique. Pour déterminer le mouvement avec une certaine approxi-
mation, on peut négliger le carré de la vitesse angulaire de la terre, la
seconde étant prise pour unité de temps. Nous avons alors 4 intégrer
les trois équations simultanées suivantes, lesquelles sont linéaires et a
coefficients coustants :

dix dy

W‘-l-'IGJSln)\.'—”':O,
Wy R dx s

—~ — 2w 8§ e — 2WCUSA. - = O
e 2 sin A - T 20 CoSA. o ,
s 4 2w COSA dr )
- 2 1 B § — - = .

dt: » dt o

En désignant par «, b, ¢ les composantes de la vitesse initiale, on
obtient pour les intégrales de ces équations,

ax=at — bwsink.1?,
gwCosh

y=ht +w(asink + ccosd)t? + =—5—1t°.

z = ot + (5 + bw sin)\tang).) £,
3

Le projectile ne rencontre pas le sol au point ot il le rencontrerait
si la terre était fixe. Ces derniéres équations feront connaitre le sens et
la grandenr de la déviation, dés qu'on conmaitra la direction de la
vitesse initiale.

En éliminant £ entre ces trois équations, on aura les équations de
la trajectoire apparente.

15. Les équations du mouvement du pendule de M. Foucault résul-

tent inmédiatement de I’équation (23), en supprimant le signe 2 kn

effet, [ étant la longueur du pendule, on a la relation

t24) x4+ + 2= (%

d’ou
xdx + ydy+ zds=o0.

Multipliant cette derniere équation par 7 la retranchant ensuite de

9.
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Péquation {23), et annulant les coefficients des variations daus le
résulrat, on obtient les trois équations :

X d*z

. R . dy
T Z L wrsin®h.x + wlsinhcos)h.z — 2wsin -2
m de? lt

— ho?sin) —-—N;: o,

Y _ 4y + o'y 4+ 20sink . cOs X “ N o
—— N, wsind - — + 20 c0sk -, — N> =0,
Z d*z 3 . - o N dr
—— —— 4+ w¥SINACOSA. X 4+ wic0st).T — 26 COSL . -
m de? el?
2
— hw?cosk — N-l~= o.

Pour exprimer que le pendule est pesant, nous admettrons, coune
nous 'avons déja fait pour le mouvement d’un projectile, que la pesan-
teur soit constante en grandeur et en direction. Or, dans la position ¢'é-
quilibre qui correspond & x =0, y =0, ==, les équations du o
vement étant satisfaites, et la valeur de la tension du il étant alors b
poids g, on a les trois équations snivantes pour déterminer les con,
posantes de la pesanteor :

E-l—o)‘ sindcosA.l— ho?sink = o.

Y

m

- L)

Z o 25 2 ~

=+ w?cos?h. .l — hw*cos) — g =o.
m

Substituant ces valeurs dans les équations ci-dessus, i} vient. pom
les équations du mouvement du pendule :

dx o - s R o s . .. ey

— — s h. x4+ N:— a%SiNACOS2. 54 2mSINA -

dt* ! ot
+ wisinkcosi.l=o,

d*y 2 Y .. dz L, s

e — - — SINA ——20CO5AL:— == 0

G 9y +Ni—2esin..— G 7=

Wiz . . = w e s N ey

e w? cos*A. 2 + N; — o?sinAcos k.. x4 20 COS - d—,

+ wicos?h. l—-g=o0.
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Ces trois équations, jointes i I’équation (24 1, serviront a déterminer
les quatre inconnues x, y, 3, N en fonction du temps.
La détermination approchée de ce mouvement a été fatie pur
3. Binet, dans les Comptes rendus e U’ Académic des Serences
~année 1851).

16. Dans la méme séance de Ulnstitet ot M. Binet donna tecture
A» sn Note sur Pintégration des équations ci-dessus, 2IM. Liouville et
Poinsot indiquérent, de vive voix, une explication trés-simple de 1
‘iéviation apparente du plan d’osciliation. D’abord au pole il 0’y a pa-
de difticulté; il est évident que si le point de suspension dn pendale
esisur le proiongement de Paxe tervestre, le plan d’oscillation ponrvi
ctre considéré comme invariable dans Pespace, vu que le mouvement
de teanslation de la terre n’a ancune intluence. Mais Pobservateur
placé dans le voisinage du pole participant, & son insu, au mouvemeni
diurne, il lui semblera que le plan d’oscillation a un mouvement #¢ai
ef conlraire au sien, et ainsi ce plan lui paraitra eflectuer une vévi-
lution compléte en vingt-quatre heures.

11 est facile de ramener Pexplication pour une iatitude quelcongn. »
celle que nous venons de donner pour le pole. A cet effet, décompo-
suns, comme anous P'avons déja fait au n* 13, Ja vilesse de rotation: L
la terre en deux autres, antonr de la méridienne et antour de {2 ver-
ticale; ces composantes en valeur absolue sont m cos ) et oy sinz. ta
rotation autour de la méridienne ne produit aucune apparence. car
elle s¢ communique 4 la fois au globe terrestre et au plan d oscilia-
tion. La rotation autour de la verticale n'agit nullement sur le plan
'oscillation ; et comme, en vertu de cette rotation, l'observateur «ui
se¢ croit immobile regoit un certain mouvement, il attribue au plan
{oscillation un mouvement égal et coniraire. Ici, la rotation tervestre
n’agit pas tout entiére comme au p(‘)lc, mais seuleent sa composante
w sin ). autoar de la verticale; aussi la durde d'une révolution est plus
grande qu’an péle. Par cxemple, dans le pendule de M. Foucault.
yui avait 64 métres, cette durée éait de 3o hearves. I} résulte e
ce qui précede, que c’est la composante o sind qui produit le phé-
nomene; comme cette rotation diminue a4 mesure qu’on s‘approche
de Péquatenr. le phénoméne devient de moins en moins sensible;
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et, comme elle est nulle 4 I’équateur, il n’y a aucune apparence

produite.
V.

Expériences nouvelles de M. Foucault.

47. M. Foucault vient de faire des expériences trés-curieuses qui
démontrent et rendent sensible, en quelque sorte, le mouvement de la
terre sur elleméme. Ces expériences se rapportent a la théorie du
mouvement d’un corps autour d’un axe. On sait qu'Euler, d’Alem-
bert, Lagrange, Poisson, et dans ces derniers temps M. Poinsot, se
sout occupés, d’'une maniére toute spéciale, de cette difficile question
de la Dynamique. M. Foucault réalise expérimentalement les travaux
analytiques de ces illustres savants. C’est dans la séance du 4 octobre
de Pannée derniére qu’il lut & Vinstitut une analyse de son travail.
Voici, d’'une maniére succincte, en quoi consistent ces expériences.

Premicre cxpérience.

Décrivons d’abord Vappareil dont M. Foucault se sert, et qu’il a
nommé gyroscope. Le corps tournant est un tore monté sur un axe,
lequel est porté a ses extrémités par un cercle. Ce cercle, a son tour,
est muni de deux couteaux qui permettent de le suspendre. M. Fou-
cault est parvenu 4 fixer invariablement a la terre le centre de gravité
de ce tore, tout en laissant 4 ce corps la liberté de tourner en tout
sens autour de ce point. A cet effet, il suspend a un fil sans torsion un
cercle vertical, lequel porte deux petites plaques polies sur lesquelles
on fait reposer les denx couteanux du cercle précédent, de maniére que
ce cercle soit horizontal. On reconnait la le mode de suspension de
Cardan. Au moyen des mouvements que peuvent prendre le cercle
horizontal et le cercle vertical, le tore peut se mouvoir d’'une maniére
arbitraire autour de son centre de gravité, lequel est fixe par rapport
aux objets environnants. Supposons maintenant qu’on imprime un
mouvement rapide an tore autour de son axe, et ensuite venons 4 le
placer dans Pappareil précédent. L'axe de rotation étant nn axe prin-
cipal du tore, d’apres la propriété des axes principaux d’inertie, cet
axe conserve une direction constante quand on vient & déplacer la
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table sur laquelle repose I'appareil; on a la Uimage de la direction
constante de Paiguille aimantée. Or, en regardant avec un microscope
les traits verticaux qui sont tracés sur le hord du cercle vertical, on
voit que ce cercle est doué d’un mouvement contraire & celui de la
terre. Ainsi I'observateur attribue a Pappareil un mouvement contraire
au sien, de méme qu’il le fait pour les étoiles. Ce phénoméne s’explique
de la méme maniére que la déviation du plan d’oscillation du pendule;
car, en décomposant fa rotation terrestre autour de la tangente au
méridien et autour de la verticale, la premiére composante agit i la
fois sur le cercle vertical et sur la terre. et, par conséquent, Pappa-
rence observée résulte uniquement de la composante autonr de la ver-
ticale. de méme que dans le pendule.

Seconde (.‘.‘Cp(.;"l' (214N

Le tore étant toujours animé d’un mouvement rapide autour de son
axe, supposons gu'on fasse reposer les deux couteaux du cercle qui le
supporte sur deux pivots verticaux, et admettons d’abord que la ligue
qui passe par ces couteaux soit dirigée de I'est a Pouest; alors I'axe de
rotation ne peut décrire que le méridien du lieu, mais il peut avoir
telle position qu’on veut dans ce plan. Le tore est ainsi soumis a deux
rotations simultanées, & la rotation actuelle qu’il a autour de sen axe,
et, en outre, 4 une rotation autour de I'axe terrestre. A chaque instant.
ces deux rotations se composant en une setule, I'axe de retation se
déplace graduellement. Et, en effet, quelle que soit la position initiale
de cet axe, on le voit se mouveir jusqu’a ce qu'il ait atteint une posi-
tion d’équilibre; alors il se trouve paralléle a I'axe de la terre, et le
mouvement du tore s’effectue dans le méme sens que celui de la terre.

Dans I'expérience précédente, nous avons particularisé la position
de la ligne passant par les couteaux. Si I'on donne & cette ligne toute
autre position, de maniére que I'axe de rotation décrive tonjours un
plan vertical, cet axe ayant d’abord une position quelconque se déplace
a cause des deux rotations auxquelles il est sonmis, et il finit par
prendre la direction la plus voisine de I'axe du monde. Par exemple,
si Ja ligne des couteanx va du nord au sud, 'axe de rotation vient se
confondre avec la verticale.
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Jusqu’a présent, ’axe de rotation a été considéré comme décrivant
un plan vertical. Si on I'assujettit 4 se trouver sur un plan horizontal,
ce qui revient 3 mettre la ligne des couteaux verticale, il se déplace
jusqu’a ce qu’il coincide avec la méridienne, comme cela a lieu pour
Paiguille de 1a boussole de déclinaison.
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