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PREFACE.

... Gardons-nous de croire 8 une omnipotence
de la Géoméirie seule qui n'exisie pas et que
I'histoire de la science dément.

(Lamé, Coordonnées curvilignes.)

... La méthode analytique, a raison de son
universalité, doit étre enseignée de préférence et
peut-étre exclusivement....

(CuasLes, Apercu historigue, p.185.)

... Pour la perfection méme de son ceuvre,
l'auteur a soin.de n'employer, dans aucune des
questions qu'it traite, ni figures, ni aucun raison-
nement tiré de considérations geométriques....

( Poxsor, Nore sur Lagrange, 3° édit. de la
ﬁlﬂumiquc analylique, p. 389.)

Trop éblouis par la simplicité, la Jucidité,
T'élégance de certaines démonsirations purement
geoméiriques, ne les substituons pas partoul en
Mécanique aux méthodes analytiques qui ont vé-
ritablement signalé les (héorémes énoncis, et
qui, bien présentées, sont aussi simples, ausst
lucides, aussi élégantes.

(Lamg, Covrdonnces curvilignes, p.xv.}

Depuis quelques années, l’enseignement de la
Mécanique rationnelle s’est modifié. Les professeurs
de V'Ecole Polytechnique et plusieurs professeurs de
Faculté commencent la Cinématique avant d’abor-
der T'étude de la Statique.

Un grand nombre de savants se sont montrés
hostiles & cette maniére de procéders; les arguments
qu’ils mettent en avant me semblent faciles & dé-
truire. La Statique, disent-ils, a été inventée pres
de deux mille ans avant la Cinématique, et avant le
principe de Dynamique sur lequel est fondée la
Statique dans le nouveau mode d’enseignement; la
Statique est donc une science a part et tout a fait
indépendante des considérations du mouvement sur
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X PREFACE.

lesquelles on veut Passcoir aujourd’hui; enfin il y a
beaucoup d’'inconvénients it modifier brusquement
un mode d’exposition adopté depuis de longues
anncées,

A cela, je vépondrai que la Cinématique est une
science ayant son existence indépendante de Ta Mé-
canique proprement dite, fondée sur la considération
de la force, et cette science a été réellement créce en
méme temps que la Géométrie dont elle fait partie.
On peut donc faire a part U'étude du mouvement
des figures géométriques, d’autant micux que nous
n'avons pas besoin de principes nouveaux pour en-
treprendre cette étude. Ensuite, en abordant la Sta-
tique, on posc immédiatement tous les principes
dont on a besoin pour construire la Dynamigue. La
Mcéecanique devient alors une science toute ration-
nelle au méme titre que la Géométrie pure; enfin,
comme le disaient si bien et Lagrange et mon illustre
naitre Bour : N'est-il pas bien singulier qu’ayant
défini la force une cause de mouvement, on puisse
établir toute une partic de la science des forees sans
s‘appuayer sur la considération du mouvement!

Si Archimede et ses successeurs ont pu exposer
la Statique sans le secours de la Cinématique, c¢’est
en admettant des principes, assez évidents, du reste,
mais inutiles. Avant tout, la science doit chercher
& réduire au plus petit nombre possible les postulata,
que Yon ne peut, d’ailleurs, éviter complétement.
Je crois avoir montré clairement dans le courant de
cet Ouvrage en quoi consistaient les postulata sur
lesquels reposait Vancienne Statique.
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PREFACE. X1

Enfin, pour répondre i la derniére objection, je
ferai observer que les anciennes démonstrations,
une fois le théoréme de Stevin établi, ne se trouve-
ront nullement modifices. En résumé, la nouvelle
Mécanique ne differe de Tancienne que par une
Introduction, qui est la Cinématique, branche de la
Géométrie, et par unc nouvelle démonstration du
théoreme du parallélogramme des forees fondée sur
les principes fondamentaux de la Dynamique, que
P'ancienne Mécanique n'évitait pas. Ainsi un pen
plus de rigueur dans les principes, un peu plus de
logique dans le mode d'exposition, voila ce ‘qui
différencie la nouvelle méthode de Vancienne,

Jai donné presque toujours la préférence anx
démonstrations analytiques; elles ont Tavantage de
laisser dans Pesprit une trace ineffagable et de four-
nir une méthode uniforme  d'mvestigation. Tout
s'enchaine en analyse. La synthése, au contraire,
ne présente que des méthodes isolées et exige des
efforts de mémoire prodigicux de la part de ceux
qui abordent U'étude d'une science. Je citerai i ap-
pui de mon opmion un passage de Poinsot, le géo-
metre par excellence, et que Von peat lire dans la
premiére Note qui fait suite @ la troisiéme édition
de la Mécanique de Tagrange.

Maintenant que je crois avoir justifié Uordre des
matiéres exposées dans cet Ouvrage, je dois pré-
venir les candidats a la licence et & Vagrégation qui
voudront bien étudier mon travail, que je ne me
suis pas borné i développer leur programme, jai
consacre un Chapitre spécial aux travaux récemment
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XH PREFACE.

effectués par les continuateurs de Lagrange sur I'in-
tégration des équations de la Dynamique. Les per-
sonnes qui voudront bien lire ce Chapitre y trouve-
ront des méthodes fécondes pour résoudre certains
problemes qui, par les méthodes ordinaires, pré-
senteratent de graves difficultés.

Je prie le lecteur de vouloir bien me pardonner
certaines locutions vicieuses, telles que droute paral-
lele égale et de méme sens que, etc.; ces locutions,
mauvaises au point de vue grammatical, simplifient
tellement le langage, que j'ai cru pouvoir me les
permettre.

Je me suis permis également (toujours pour ¢tre
plus concis) de supprimer certains développements
donnés soil dans les Traités d’Analyse, soit dans les
Traités de Physique. En un mot, je suppose le lee-
teur déja un peu au courant des questions de Mé-
canique les plus élémentaires.

Je remercic MM. Gigon et Ribaucour qui ont bien
voulu m’aider dans la correction des épreuves.
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TRAITE

DE

MECANIQUE RATIONNELLE.

PREMIERE PARTIE.
CINEMATIQUE.

CHAPITRE PREMIER.
MOUVEMENT D'UN POINT MATERIEL,

I. — PrELIMINAIRES.

1. La Mécanique cst la scicnce du mouvement et de
ses causes; elle se divise en trois partics : 1° la Cinéma-
tique, qui a pour but I'étude des diverses proprictés des
figures en mouvement, étude considérée indépendamment
des causes qui peuvent produire ce mouvement; 2° la
Slatz'que, qui a pour but I'dtude des causes de mouve-
ment ou forces, indépendamment des mouvements plus
ou moins compliqués qui peuvent en réselters 3¢ enfin
la Dynamiquc, quiapour butla recherelhe du mouvement
produit par des canses connues, ou wice versd la recherche
des forces capables de produire un mouvemeut donné,
Nous aborderons d’abord 1'étude de la Cinématique. La
Cinématique n’est, a proprement parler, qu'unebranche

L .
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2 TRAITE DE MECANIOUE RATIONNELLE.
de la Géométrie dans laquelle on fait parfois entrer un
élément nouveau, le temps.

Le temps ne peut pas se définir, mais il est essentiel de
montrer comment on peut arriver a le mesurer. Deux
temps sont égaux lorsqu’ils sont la durée de deunx phéno-
ménes identiques, et cetlte proposition est bien plus
I'énoncé d'un fait qu'une définition. Quoi qu’il en soit,
c’est en partant de ce fait ou de cette définition que I'on
arrive a mesurer le temps. Si I'on imagine un vase rempli
d’eau conscrvant constamment le méme niveau, et si l'on
pratique a la partie inféricure du vase une ouverture,
la quantité d’can écoulée pendant un certain temps pourra
servir a mesurer ce temps, car le fait de I'écoulement
d'un litre d’cau est un phénomeéne qui reste identique a
lui-méme et qui exige par suite le méme temps pour son
accomplissement, Nous pouvons prendre pour unité de
temps le temps employé pour laisser écouler un litre
d’eau; le temps ¢ sera alors le temps qu'il faut pour laisser
écouler ¢ litres d’cau.

Nous n’avons pas a discuter les méthodes que I'on a
proposées pour mesurerle temps; qu'il nous suflisede con-
cevoir que I'on puisse adopter une unité, peu importe,
dureste, pourle moment, la maniére dontcette unité aura
¢té choisie. Lorsque nous entrerons dans le domaine des
applications il faudra, au contraire, choisir cette uniié
avec un soin minuticux; c’est alors que la Mécanique em-
pruntera des notions étenducs a la Physique expérimen-
tale et & I’Astronomie, et cessera d’étre une science pure-
ment rationnelle.

II. — DEFINITION D'UN MOUVEMENT.

. . 3
2. Nous disons qu’un corps est en mouvement lorsque
nous luai voyons occuper successivement diverses pasi-
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PﬂEllIiﬁRE PARTIE. — CHAPITRE 1|I. 3
tions dans I'espace, il est en repos dans le cas contraire;
le mouvement d’'un corpssera parfaitement défini lorsque
I'on connaitra la position de chacun de ses points a chaque
instant. Nous sommes donc tout naturellement conduits
a définir le mouvement d’'un point. A cet eflet, on prut
imaginer un systéme de coordonnées, ¢t donner les coor-
données du point mobile en fonction du temps.

Si, pour fixer les idées, nous prenons trois axes rectan-
gulaires, ox, 0y, 02, et si nous comptons le temps a partir
d’un certain instant bien défini, tel que apparition d’un
phénomene counstaté, si nous désignons par x, y, z les
coordonnées du point mobile, et par ¢ le temps écoulé
depuis I'apparition du phénoméne en question, x.v, =
seront des quantités variables avec ¢, des fonctions v (1),
% (), ¥ (t) du temps; les équations

(1) s=olt), y=glt, seeded

définiront cntiérement le mouvement du point mobile.
Car ¢ une fois connu, on connaitra x, ), 2, ¢'est-a-dire la
position du mobile; I'instant (¥) a parirdaquel on compte
le temps porte le nom d’origine des temps, les quantités
¢(0), %(0), ¢ (o), qui représentent les coordonnées du
mobile 4 Pinstant ot I’on commence a compter le temps,
sont ce que I'on appelle les coordonnées a Uorigine du
temps.

3. Si, entre les équations (1), on éliminait ¢, on trou-
verait deux relations de la forme

<2) S{r,y,2)=o, F(J‘,y,z) =0

entre les coordonndes ., y, z. Ces dquations représen-

* . . - . N - .
(*) Linstant en Mcéeanique n’a pas de durde, c'est ce qui sépare deux
temps conséeuntifs; Vinstant est an temps ce que le point en Géométric est
a espace.
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4 TRAITE DE MECANIQUE RATIONNELLE.

tent une courbe sur laquelle le point reste constamment.

puisque ses coordonnées satisfont quel que soit 7 aux

équations (2). Cette courbe que décrit le point mobile

est ce que Yon appelle sa trajectoe. Les ¢quations (1)
+

portent le nom d'équations du mouvement.

4. Lorsque lc mouvement d’un point s’elfectue dans
un plan, on peut prendre ce plan pour plan des xy ; 'unc
des équations du mouvement se réduit alors @ z = 03 on
n'a pas besoin d’en tenir compte, et les ¢quations du
mouvement se réduisent & deux

.r:q;(t), “V:X(I).

En général, toutes les fois qu'un point sera assujetti
4 se mouvoir sur une surface connue, deux équations suf-
firont pour déterminer son mouvement; par exemple,
pour connaitre le mouvement d'un point a la surface
d’une sphere, il suflira de douner sa longitude ct sa la-
titude en fonction du temps.

Si un point est assujelti a se mouvoir sur une courbe
dounée, unce scule équation suffira pour déterminer son
mouvement. En cflet, ce mouvement sera connu dés que

Y A Y, .
Pon connaitra I’équation
£y ([)

qui lic Parc parcouru pendant le temps £ a partiv d'une
origine donnée, au temps ¢ employé a le parcourir.
Ajoutons enfin que les équations du mouvement nese
présenteront pas toujours sous la forme simple (1), mais
sons des formes plus compliquées dont 'expression géng-

rale est,

b ooz, o, X{(r,r,z5ti=o0, V(r,y, z1)=o0.

y =y
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PREMIERE PARTIE. — CHAPITRE I. J

1. — MouvVEMENT UNIFORME.

5. Le mouvement uniforme est celui d’'un point qui
parcourt des espaces égaux en des temps égaux, quels que
soient ces temps. Ceci revient & dire que la variation de
Pespace est proportionnelle a celle du temps.

Si donc s désigne Varc de trajectoire compté & partir
d’une origine donnée, s, I'arc de trajectoire complé a
partir de la méme origine jusqu’a la position occupée par
le mobile & I'époque 7,, on doit avoir

(1) s—S=e{t—bt),

v désignant dans cette équation une quantité constante.
Sil'on prend ¢ — ¢, = 1, la formule précédente devient
§— 8 == ¢V,

La quantité v est donc I'espace parcouru par le mobile
dans I'unité de temps; on lui donne le nom de vitesse du
mouvement ou du point mobile. L'équation (1) est I'é-
quation du mouvement uniforme. Cette équation se sim-
plifie si I'on prend ¢, = o, c'est-a-dire si 'on compte le
temps a partir du moment ont le mobile esten s,. On a alors

§-—s,==w¢ ou §—23¢,+ ol

Elle se simplific encore en prenant s, = o, c’est-a-dire
en comptant les espaces a partir du point ou se trouve le
mobile 4 époque ¢ = 0. On a dans cc ¢as

$ ==L,

7 s
IV, — Viresse p'uN MOUVEMENT QUELCONQUE.

3 . .
6. Tout mouvement qui west pas uniforme est dit
varie. La vitesse d'un mouvement uniforme fait connaitre
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6 TRAITE DE MECANIQUE RATIONNELLE.

la rapidité de ce mouvement qui est toujours la méme.
Comment peut-on parvenir a la mesure précise de cette
rapidité dans un mouvement varié ?

Pour résoudre cette question importante, nous obser-
verons que le phénoméne du mouvement est essentielle-
ment continu, et que si Fon considére une période de
temps asscz courte At, le mouvement du point sera pres-

. As
que umforme, ¢n sorte que le rapport Ac mesurera assez

bien la rapidité du mouvement pendant le laps de
temps At. On donne 4 ce rapport le nom de witesse
moyenne pendant letemps A¢; la vitesse moyenne dépend
non-seulement de 7, mais encore de At, et ne donne au-
cune notion sur la nature du mouvement a I'époque ¢ :

. \ N .. ds .
il n'en est pas de méme de la limite 7 de celle vitesse
(1

moyenne, & laquelle on a donuné le nom de witesse du
mouvement & l’époque t.

Ainsi Pon voit que la witesse n’est autre chose que la
dérivée de I'espace prise par rapport au temps.

Cette définition s’appliyue encore au mouvement uni-
forme. En effet, si 'on reprend la formule

(l) s—.vl,:('(tw/,,),
elle donne par différentiation

ds .
dr

(2) o,

Réciproquement, si la vitesse d’un mouvement est con-
stante, le mouvement est uniforme. En effet, si dans
I'éguation (2) on considére ¢ comme une constante,
Pintégration fournira la formule (1).

La formule

urie UPMC Cote §4LAUTO 1




PREMIERE PARTIE. — CHAPLIRE 1. 7
permet de calculer la vitesse des que 'on conuait les

} . - ds
équations du mouvement. En cflet, 7 pourra se calculer

en fonction des différentielles des coordonnécs, lesquelles
sont des fonctions implicites ou explicites du temps don-
nées par les équations du mouvement. Par exemple, si le

mouvement est donné en coordonnées rectangulaires, on
aura

V. — THEOREMES SUR LES VITESSES.

7. On représente géométriquement la vitesse v a 1'é-
poque t, d'un point ¢n mouvement, en menant par la
position du mobile & I’époque ¢, unc tangentea la trajec-
loire; sur celle tangente, a partir du point de contact ct
dans le sens ou s’effectuc le mouvement. on porte une
longueur égale a v,

Pour bien comprendre ce mode de représentation, il
faut d’abord dire cc que nous cniendons par sens du
mouvement, il faut ensuite faire comprendre ce que Fon
entend par une longuecur égale a v. Par la position accu-
pée par le mobile & V'époque ¢, menons un plan normal &
la trajectoire ; le mobile en quittant le plan normal com-
mencera a se mouvoir d'un certain ¢6té de ce plan, on
prend I'extrémité de la vitesse précisément de ce coté,
son origine demeurant, comme on Padit, au point de con-
tact; le sens de la vitesse est ainsi déterminé et porte e
nom de sens du mouvement.

. ds R
La vitesse v = 7 st le rapport d’un espace & un temps,
€

celte quantité varie done 4 la fois avee I'unité d’espace et
A ] . ra - - . v . ’ .
avee 'unité de temps. Quoi qu’il en soit, 'unité d'espace
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8 TRAITE DE MECANIQUE RATIONNELLE.

et 'unité¢ de temps une fois fixées, le rapport v aura une
valeur numérique; on devra alors entendre par longueur
égale & v unc longueur contenant autant d’unités de lon-
gueur qu’ily a d’unités abstraites dans fe nombre ¢.

8. Tatorime I. — La projection de la vitesse d’'un
point sur un axe quelconque est représentéc en gran-
deur et en direction parla vitesse de la projection de ce

point.

Fn effet, soit MM ( fig. 1) Varc de trajectoire parcouru

Fig. 1.
L
"/
e
e /
e
/o
) /
/ /
/ /
A A
O N v X

dans le temps dt, la vitesse v du mobile sera la limite du

rapport
corde MM’

dt

Soient N ¢t N’ les projections de M et de M/ sur I'axe OX,
la vitesse de la projection du point mobile sera la lmite

de

NN

de
. . 1 toale : cordeMM’
Mais si My représente une longueur égale a ———— ct

si Pon projetie My sur OX suivantla ligne Nv, on aura

Mp MM MM :de

Nv NN NN:dt
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1l résulte de la que

7
NV:NN .
de

la limite de Nv estdonc la vitesse du mouvement projeté.
Mais la limite de My est en grandeur et en direction la
vitesse du mouvement lui-méme; or, par hypothése,
Ny est la projection de Mpu. Le théoréme est done dé-
montré.

9. Tutorkme II. — La projection de la vitesse d’un
point surun plan est égale a la vitesse de la projection
de ce point sur le plan.

La démonstration de ce théoréme se fait exactement
comme celle du précédent.

Cororraire L. — Si Pon considére les équations du
mouvement d'un point en coordonnées rectilignes, x, ¥, z
désignant les coordonnées du mobile a 'époque ¢,

dx dy dz
de’ e’ de

seront les vitesses des mouvements projetés sur ox, 0y, 02
respectivement, les projections étant effectuces paralle-
lement 3 zoy, zox, xoy. Ces quantilés repr.eser.ncront
donc aussi, en vertu du théoréme I, les projections de

la vitesse propre v du mobile sur les axcs, et la vitesse v
dy dz

. dx
sera par suil 8 €S5€8 ~——9 —=5 —°
par suite la résultante des vit T @

Si les coordonnées sont rectangulaires, et si a, B,y
désignent les angles que la tangente A la trajectoire diri-
- gles q
gée dans le sens du mouvement fait avee les angles, on
aura

dr dr d = vcos
o = vcosa, -Z__ucosﬁ, 7l 7>
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10 TRAITE DE MECANIQUE RATIONNELLE.

et par suite, en ajoutant ces équations élevées au carré,

det 4 dy* - dz*

dr

10. Cororraire II.— Supposons que le mouvementd'un
point s’effectue dans un plan, prenons des coordonnées
polaires; soient OX ( fig. 2)T’axe polaire, O le pole, MM’

Parc déerit par le mobile dans le temps dt.

Soient OM = », XOM = 6 les coordonnées du mobile
a I'époque ¢, on aura

o

o ds? o 12do + dr’.
T T T de ¢

dh L, .
r — cst la dérivée de rf prisc en regardant r comme con-
[

stant; c’est donc la vitesse d'un point qui déerirait
Parc MN ayant son cenire en O ct son extrémité N sur

. \ dar .
le rayon vecteur du point M’. De méme - ost la vitesse
£

d’un point décrivant la droite MP ayant son extrémité

sur arc M'P de cercle déerit de O comme centie

avec O M/ pour rayon; rd—o, r sont les vitesses des pro-
dt " de

jections du mobile sur la tangente a MN et sur MP; ce

sontdone aussi les composantes de la vitesse suivant la

tangente MN ct suivant MP : on peut dive aussi que ce
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sont ICS COmPOSHlllCS de la vitesse p[’ibCS normalemcnt ct

. db
parallélement au rayon vecteur du mobile; ro; st la
v ¢

. . . dr .
vitesse de circulation du mobile, =; sa vitesse de trans-
14

lation le long du rayon vecteur.

d
de

[as)

!

[N

d9 . .
7S appelle la witesse angulaire du rayon OM;;
est sa wvilesse aréolaire.
) d9 .
Lorsque -, ©st constant, on dit que le rayon veeteur
{i

est anim¢ d’un mouvement de rotation uniforme autour
du point O, ct alors § varie proportionnellement au
temps.

V]I. — MOUVEMENT UNIFORMEMENT VARIE.

11. Le mouvement uniformément varic est celui dans
lequel la vitesse prend des accroissements égaux dans des
temps égaunx, quels que soient ces temps.

Ou, si 'on veut, c’est le mouvement dans lequel la vi-
tesse recoit des accroissements proportionnels a ceux du
temps.

Supposons le mouvement rectiligne; en prenant la
trajectoire pour axe, I'équation unique du mouvement
sera

v— =t —4);
dans cette formule, v et v, sont les vitesses aux époques ¢
et 7y, j est une constante que Pon appelle Paccélération.
L’équation précédente cst ane équation ditiérenticlle;
pour obtenir I’équation du mouvement sous forme finie,

: v ds e o
il suffit de remplacer v par et d’intégrer, il vient alors
e

I -
§ e &y (‘l — ,o) papeind —:/(Z - to)',
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12 TRAITE DE MECANIQUE RATIONNELLE.

ou bien

1
§=8F 0 (E— ) + ;j(‘—‘to):;

dans cette formule, s et s, sont les espaces parcourus par
le mobile aux époques t et 7, comptés a partir d'une ori-
gine déterminée.
L’équation du mouvement uniformément varié est de
la forme
s==a -+ bt -+ ctr

Réciproquement, tout mouvement représcnté par une
semblable équation est uniformément varié; car la dif-

férentiation donne

ds
g = — :b+20!;
ot
d’onr I'on tire
Av=—2cAt,

et, comme on voit, la variation de la vitesse est propor-
tionnelle & celle du temps.

La discussion des cas particuliers de ce mouvement se
fait dans les Cours de physique élémentaire; rappelons
seulement que le mouvement est dit uniformdément ac-
céléré ou retardé, selon que j est positif ou négatif.

VII. — AcCELERATION DANS UN MOUVEMENT QUELCONQUE.

12. Soient MM’ ( fig. 3) la trajectoire d’un point mo-
bile, MV sa vitesse a I'époque ¢, M’V' sa vitesse a 'épo-
que [+ A¢. Menons MV, égale et de méme sens que MV

7

. R . . V.V
oignons V,V’: la limite d¢ ——, lorsque A¢ converge
Joig 1 Az (Y

urie UPMC Cote §4LAUTO 1




PREMIERE PARTIE., — CHAPITRE 1. 13
vers zéro, est cc que I'on appelle Vaccélération totale
du mobile a Uépoque t (¥).

A mesure que I'on fait tendre At vers zéro, le point M/
tend vers M et V, V' tend vers une direction limite que

Fig. 3.
V.
1‘\\\\
\) \ Ao
/4/1)/ v
[
ZW

Von appelle la direction de I’accélération totale. L’accé-
lération totale se représente a I'aide d’unc droite issue
de M, ayant pour direction la position limite de V, V/, et
pour longucur
V. v/
m
At

Soient x, y, z les coordonnées rectangulaires du
point M, celles du point V seront

dr dy dz
— - - z -+ MV —
Al ds’ y My ds’ + ds’

s désignant 'are de trajectoire décrit au bout du temps ¢.
. ds

Or MV n’est autre chose que la vitesse e rempla-

cant MV par sa valeur, les coordonnées de V deviennent

dr . dy + dz
Jf—%——(E, R w Z 2

—_— e e e s

(*) Laceélération totale est en quelque sorte, comme on voit, la dé-
rvivce géométrique de la vitesse; je ferai comprendre ma pensée en sup=
pPosant que le mouvement s’cflectue dans un plan, MV et M’ V’ pourront
alors représenter deux quantités imaginaires; V, V' représentera alors Ia
différence de ces deux imaginaires, ct 'on pourra cerire

vV, Vi=d.MV.

fene ot Mano Curie UPMC Cote 54 LAU70 1




14 TRAITE DE MECANIQUE RATIONNELLE.

Les coordonnées du point V, sont égales & cclles de V
respectivement augmentées de dx, dy, dz; quant aux
coordonnées de V', elles sont égales a celles de V, aug-
mentées de leurs différenticlles; car V' est ce que de-
vient V, quand on change 7 en ¢ ++ di. Ainsi les coor-
données de V' sont

d. lr
.1.+_f+dx+d(_r,...;
dt dt

celles de V, sont

N dr d
X4 — +dr,. ...
e .7

Il en résulte que les projections de V V' sur les axes
coordonnés sont respectivement
dr dy dz d*x d (1;{ d’z

_ { < — —— dt {t, —- dt;
d Ya T o owmh mt ms

par suite, les projections de Paceélération totale sont

d*x dy diz

, “’z
e dr’ de

Or on a
dx dx ds
tl’.r_A ‘ dr _{ ds dr ds
de T Tde T T ds de”

ce que 'on peut encore écrire, en désignant la vitesse

dix d dx
a s 0—(—5)’

d*x , d*x dx dv

— - —
de? ds? ¢ ds ds

par v,

ou bien

-

ou bien encore, en appelant p le rayon de courbure de
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Ja trajectoire, et 3, p, v les angles qu’il fait avee les axes,

drr , oS ds dr dv dt
—p?

—_— —_— + S —
dt? p de ds de ds'

¢'est-a-dire enfin, en appelant «, (3, 7 les angles que fait
la vitesse avec les axes,

dr cos i dv
-+ — cosz«.

dr o dt

f

On aurait de méme

d*y ==V cosu dv

- —= 4+ — cos 8,
de p dt '
d*z , Cosvy dv
— = 7T — cosy.
dt? o de {

Ces trois formules montrent que I'accélération totale est

la résultante de deux droites : 'une —, dont la direction
s dv ds

est celle du rayon de couwrbure; 1 autre — ou ——» dont

la direction est celle de la tangente a la trajectoire. La

premiére de ces droites porte le nom d'accélération cen-

tripéte ou normale; 'autre est ce que Yon appelle I'ac-

célération tangentielle.

Ces résultats peuvent étre élablis par la Géométrie;
pour cela, il suffit de mener VP perpendiculaire
a M'V/, V, P est une normale située dans le plan vscu-
lateur, car le plan V, M’ V' passc par unc tangente paral-
lélement A la tangente infiniment voisine.

. v.v
V.V’ cst la résultante de V,P et de PV’ : done ('l*[
, vV.p v/
scra la résultante de — e de -3 or, en appelant ¢
{i €

Pangle que fait MV’ avee MV,

!
ViIP=MV, X e=vs==vds -[E« = 2;

oy p
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donc
v, P v ds v

de v{)z-‘o’

donc la limite Xé; estaccélération centripéie déji trou-
vée tout a I'heure. On a ensuile

PV =MV MV, cose =MV NV = do;
donc

PV’ o v N d*s
R T

et 'on reconnail ainsi que 'accélération totale est la ré-

. v? dv ,
sultante des droites — et ok portées 'une dans le sens
P [¢

du rayon de courbure, I'autre daus le sens de la tangente.

VIII. — THEOREMES SUR LES ACCELERATIONS.

13. Tutorime I. — Lorsqu’un mouvement est recti-
ligne, Uaccélération centripete est nulle, et, récipro-
quement, si Uaccélération centripéte est constamment

nulle, le mouvement est rectiligne.

En elfet, aceélération cenripéte a pour expression ::;

si elle est nulle, ¢'est que p est infini; et vice versd si p

est infini, accélération centripéte sera nulle, car ¢ ne

N o . s

peut étre constamment nul ou infini, puisque v == —:

de

cette remarque suffit pour démontrer le théoréme en
(question.

Conorraire, — Dans le monvement reetiligne, Naceé-

Iération totale se réduit a Paceélération tangentielle et a

. d's .. .
pour expression ——- Si de plus le mouvement est uni-
[¢
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., dis . ds

formément varié, gt—zdcvra &ire coustant; car alors —
estdela forme j (1 — ¢,), j désignant une constante. On
voit donc que la définition de I'accélération que nous
avons donnée quand il a é1¢ question du mouvement uni-

formément varié rentre dans la définition céndrale.

14. Tutorive . — Dans le monvement circulaire et
uniforme Uaccélcration centripéte est constsnre, ’accé-
lération tangentielle est nulle.

Cela résulte des expressions données plus haut pour

R . .0 v .

ces accelerauons, a savolr: — et 7 Ici ¢ ci 5 sont con-
p ;

vt v . R .
stants, donc — cst constant, = ot vul. 1aceélération
«u

totale se confond avec aceélération normaic -
[

13. Tatorime llI. — La projection de i creclération
totale d’un point sur un axe owsur un plur it cgale a
Paccélération totale de la projection de ce poini.

Ce théoréme peat se démontrer comme il suit, dans le
cas on la projection se fait sur un plan.

Fig. 5.
M
ST Ny
P - )
M
U
hd N
- N
> - L
N NOK
RS

Solent MV ¢t MV/ (fig. 4) los projectioss de daviesse

T I
YV Soient MU et AU

aux (poques & et ¢+t et VI = 7
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les projections de MV et MV’, c’est-a-dire les vitesses
du mouvement projeté aux époques t et ¢ + dt. UU sera
la projection de VV’, la projection de J sc trouvera alors
¢n KsurUU’. Or on a

Vi VYV YV

UK~ UU UU:de’

uu’

dounc UK =

» donc la projection UK de I'accéléra-

tion totale est I'aceélération totale du monvement pro-
jeté.

SiVon avait projeté sur ua axe, la démonstration eat
¢té la méme, la figure scule elit changé, car U, U’ et N

cussent ¢té en ligne droite.

16. Tovowime V. — Sid’un point de la trajectoire,
infiniment voisin du mobile, on abaisse une perpendi-
culaire sur la vitesse, cette perpendiculaive représentera
la moitié du produit de Uaccélération normale parle

carré de Uélément du temps.

En effet, cette perpendiculaire a, comme on sait, pour

cxpression

Tutonime V. — 8/ sur la tangente & la trajectoire
mence parla position M du mobile a Uépoque 1, et dans
le sens dwmouyement , on prend e longueur MU égale
avdes silon joint Uextrénmité'U de laligne ainsi mende
a la position M occupée par le mobile a lépoque t + 1,

. . ; N C g S
lw ligne TM' sera égale @ 5 Jde, jdésignant Uaccélé-

ration totalc.
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En effet, les coordonnées de M étant x, y, z, celles
de T (fig. 5) seront x +dx, y 4+ dy, z + dz, tandis

Fig. 5.
T

N\
o

que celles de M’ seront x + Ax, 3 + Ay, z + Az. Les

projections de T'M' sur les axes seront alors
Ar—dr, Ay —dy, A8z-—dz,

ou bien, en vertu du théoréme de Taylor,

1 1 1
—ddry =d*yy —diz
2 2 2

ou
1dir 1 dy 1 d?z
— ——dt, - ——d, - —=dt
2 dt? 2 dt? 2 de?

sy . . | I
Ce sont précisément les projections de ;;(11'
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CHAPITRE II.

ETUDE DU MOUVEMENT D'UN CORPS SOLIDE.

I. — PrELIMINAIRES.

17. On appelle corps solide, en Mécanique rationnelle,
un corps hypothétique dont tous les points sout assujettis
a rester a des distances conslantes les uns des autres ; le
solide de fa Mécanique diflére done du solide naturel par
son inextensibilité, son manque absolu d’¢lasticité.

Bien que les solides inextensibles, incompressibles,
n’existent pas dans la nature, I'édtude que nous allons
faire est appelée i rendre de grands scrvices aux sciences
appliquées; en cffet, il est souvent commode, comme
nous le verrons par la suite, de rapporter le mouvement
d'un pointades axes coordonnés mobiles; ces axes, dont
I'existence est toute fictive, forment un systiéme solide
dont les propriétés cinématiques vont étre de la plus haute
importance. Certains corps naturels, en mouvement, des
liquides, des gaz. méme peuvent prendre une forme per-
mancute en vertu de laquelle leurs différents points res-
tent effectivement i des distances mutuelles, invariables
pendant un laps de temps plus ou moins long; pendant
ce temps, €es corps peuvent, relativement a leurs pro-
priéiés cinématiques, étre assimilds a de véritables soli-
des; a ces exemples on pourrait en joindre d'autres fort

nombreax, ct 'on voit une fois de plus que I'étude des
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étres de raison peut conduire a des connaissances utiles
et tout a fait pratiques.

Un corps solide est dit animé d'un mouvcment de
translation lorsque I'on peut toujours 'amener de 'une
de ses positions dans une autre en faisant décrire a ses
divers points des droites égales et paralléles; il en résulte
que tous ses points possédent la méme vitesse, car le ds
(élément de chemin) est le méme pour chacun d’cux dans
le temps dt; la vitesse commune a tous ces poiuts est ce
que lon appelle la vitesse dg translation.

Pour qu’un solide soit animé d'un inouvement de trans-
lation, il suffit évidemment que trois de ses points pris
au hasard soient animés de mouvements identiques;
nous laissons au lecteur le soin de démontrer cette propo-
sition fort simple.

Un solide est dit animé d’un mouvement de rotation
autour d’un axe, lorsque, cet axe étant invariablement
1ié & ce solide, tous les points de I'axe en question restent
immobiles pendant le mouvement.

Il faut bien comprendre cette locution : axe invariable-

ment lié & un solide. Un axe est un corps solide; si I'on
imagine que l'on assujctiisse ses points a rester a des

distances invariables du solide considéré, il fera partie
en quelque sorte de ce solide et lui sera invariablement
lié. Pour licr un corps solide i un autre, il suflit évi-
demment de lier invariablement trois points du pre-
mier & trois points du second, mais si 'un de ces solides,
le second par exemple, se réduit a un axe, deux points
suffiont pour celui-ci. Ces propositions résultent de ce
que deux tétratdres sont égaux quand ils ont toutes leurs
arétes égales.

LOI‘squ’un solide est animé d'un mouvement de rota-
tion autour d’un axe, tous ses points décrivent des arcs de
cercle dont les centres sont situés sur 'axe. Ces arcs de
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cercle contiennent tous lc méme nombre de degrés, en
d’autres termes, les perpendiculaires menées de différents
points du solide sur I'axe tourncnt toutes pendant le méme

. 19 )
temps dt d’'un méme angle d§; (gt— est ce que on appelle

la witesse de rotation du solide; si cette vitesse est con-
stante, c’est-a-dire si les angles déerits par les perpendi-
culaires menées de différents points du corps sur I'axe
pendant des temps égaux sont égaux, le mouvement de
rotation est dit uniforme. Al.ors effectivement chacun des
points du systtme posséde un mouvement circulaire ct
uniforme. Tous ces principes sont trop connus des per-
sonnes qui abordent I'étude de la Mécanique rationnelle
pour qu’il soit nécessaire de nous y arréter longtemps.

II. — Co3POSITION DES MOUVEMENTS LLEMENTAIRES.

18. Lorsqu'un corps recoit successivement plusicurs
mouvements, on appelle mouvement résultant un mou-
vement qui aurait pour but d’amener d’un seul coup le
corps de sa position initiale a sa position finale; les mou-
vements successifs qui produisent le méme effet que le
mouvement résultant sont ce que P'on appelle les mouve-
ments composants.

La recherche du mouvement résultant est un problénle
indéterminé; il devient au contraire parfaitement déter-
miné si on l'assujettit a certaines conditions; il est par
exemple bien déterminé quand les mouvements compo-
sants sont infiniment petits et quand, négligeant les infi-
niment petits d'ordre supéricur, on remplace les arcs de
trajectoire par leurs cordes. Nous allons montrer com-
ment les moavementsde rotation et de translation peuvent
s¢ composcr de manicre & fournir des mouvements résul-

tants de méme nature.
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19. Nous conviendrons de représenter le mouvement
de translation d’un corps par une droite d¢gale parallele
et du méme sens que les cordes des chemins ddcrits par
chacun des points du corps.

20. Nous représenterons, avee Lagrange, un mouve-
ment de rotation a I'aide d'une droite proportionnelle
au déplacement angulairve (*), portée sur 'axe autour
duquel s’effectue la rotation, et dans un sens tel, qu'un
observateur, ayantsa téie a 'extrémité de la droite et scs
pieds a T'origine, voie le mouvement s'exécuter dans le
sens direct (celui des aiguilles d'une mountre est le plus
souvent choisi pour mouvement direct).

21. Tutonime I. — Un nombre quelconque de mou-
vements de translation a pour mouvement résultant une
translation représentéc par la résultante des droites qui
repm'senle/zt les mouvements composants.

En effet, soient AB, BC,..., MN les cordes des che-
mins décrits par un point du systéme dans les mouve-
ments composants; soient A'B’, B'C/,..., M'N’les cordes
analogues pour un sccond point du systéme. AN et A'N’
sont évidemment égales et paralléles; done le mouve-
ment résultant peut se réduire A une translation. Si
les translations composantes sont représentées par AD,
BC,..., MN, la translation résultante scra représentée
par la résultante AN des droites AB, BC,. .., MN.

C. Q. F. D.

22. Tutorimedl. — Le mouvement résultant de deux
rotations infiniment petites dont les axes se rencontrent

* . . .
(*) Le déplacement angulaire est Pangle dont a touruc¢ une perpcndl—
culaire a I'axe de rotation invariablement lice au solide.
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peut sc réduire & une rotation représentce par la dia-
gonale du parallélogramme construit sur les rotations
4‘077l])0,8’all/(“\’:

Fn elfet, soit MA = p et MB = ¢ les rotations com-
posantes. Si nous considérons un point O situ¢ dans le

plan AMB (fig. 6), du point O menons OP et 0Q, per-

Fig. 6.

/M
L // \

i

pendiculaires sur MA et MB; en vertu de la rotation p,
ce point (dans le cas de la figure) va déerire un arc de
cercle derriére le plan de la figure; la grandeur de cet
arc sera p.OP. Si maintenant on opére la rotation ¢,
le point O va déerire un arc de cercle dirigé en sens in-
verse du précédent et dont la grandeur sera ¢.OP. Sil'on
suppose les deux rotations p et ¢ infiniment petites, les
deux arcs de cercle que nous venons de considérer pour-
ront étre réduits a de petites droites normales au plan
de AMB, ct alors le point O restera immobile si 'on a

(1) P.0P =4.00Q.

Ainst les points O tels que la relation précédente soit sa-
tisfaitc n’auront pas changé de place dans le mouvement
résultant. Ce mouvement peut donc étre assimilé a une
rotation dirigée suivant MO, c¢’est-a-dire, en vertu de la
formule (1) [ct en vertu d'un théoréme bien connu sur
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les parallégrammes (*)], suivant la diagonale du parallé-
logramme construit sur p et ¢. Pour calculer la valcur
de la rotation résultante, nous prendrons un point K
sur MB; la rotation cherchée sera égale au chemin décrit
par le point K dans le mouvement, divisé par sa distance
KI 4 MO; or, en désignant par KL la distauce du pointK
a MA, le mouvement résultant du point K cst un mou-
vement de rotation effectué autour de MA et égal a p . KL;
car, dans la rotation cffectuéc autour de MB, le point K
.KL
KI

reste immobile; la rotation cherchée sera donc £,

c’est-a-dire
p-sin AMB
sinOMB
Or cette expression est précisément la valeur de la dia-
P p
gonale du parall¢logramme construit sur p et ¢. Le théo-
réme est donc démontré.

23. Tutoreme IlI. — Le mouvement résultant de deux:
rotations infiniment pelites et dont les axes sont paral-
léles peut se réduire & une rotation égale a la somme
algébrique des rotations composantes, les distances de
la résultante aur composantes étant choisics en raison
inverse de ces composantes.

Fig. 7.
A!A R
|
!
1 o - (Q
B
Al

—

(*) Ce théoréme, évident par la Géométric analytique et facile & dé-
montrer par des considérations synthétiques, peut s'énoncer : La diago-
nale d'un parallélogramme est le licu des points tels, que leurs distances aux
cotés du parallélogramme soient en raison inverse de ces cotés.
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26 TRAITE DE MECANIQUE RATIONNELLE,

Considérons, en effet, les rotations AA'=p, BB =g¢
et un point O ( fig. 7) dans leur plan. Les mouvements
successifs du point O dus aux rotations p et ¢ sont p.OP,
q.0Q, en convenant de donner aux distances PO, QO du
point O aux droites A A’, BB’ le signe -+ ou le signe —,
selon que PO ou QO sont dirigées de la gauche vers la
droite ou de la droite vers la gauche par rapport a AA'.

Le pomt O restera immobile dans e mouvement ré-
sultant, si I'on a

(1) ».OP 4+ ¢7.0Q0 =o,

c’est-a-dire si le point O se trouve sur une droite paral-
lele 2 AA' telle, que le rapport de ses distances a p et ¢
soit en raison inversec de p et ¢ et que, de plus, le
point O se trouve en dedans de intervalle AA'BB’ si
p etq sont de méme signe, et en dehors si p et g sont de
sigues contraires. Ainsile mouvement résultant se réduit
bien a4 une rotation paralléele & AA’; pour calculer cette
rotation, on observera que, dans le mouvement résultant,
le point Q décrit 'arc p . PQ et que, par snite, la rotation

, .P .
cherchée est PO—QQ Or de (1) on tire

r___ 00 0Q
PR or PO’
ou bien
])-{-f] I’O+0Q ] BQ
P 0Q 0Q
On en déduit
P
p+aq ILG(?Q’

et la rotation cherchée est égale, comme on voit, a p +¢.
c. Q.1

On doune le nom de couple de rotation i 'cnsemble
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de deux rotations égales, paralléles, mais de sens con-

traires.

24, Tukovime IV, — Un couple de rotation équivaut
& une translation.

Sil'on prend p = — ¢, V'équation (1) de tout & 'heure
devient
OP — 0Q = o,
ou
PO+~0Q=0 ou PQ—o,

ce qui est absurde. Aiusi le théoréme I tombe en défaut
pour p = — g el aucun point ne peut revenir a sa position
primitive apreés ses deux rotations. Mais le chemin décrit
par le point O est p (OP—0Q) =p(OP+QO)=pQP,
c’est-a-dire que ce chemin est le méme pour tous les points
du plan AA’BB’; donc enfin le sysiéme s¢ trouve animé
d’un mouvement de translation normal au plan des ro-
tations. C. Q. F. D.

III. — CoMPosITION GENERALE DES MOUVEMENTS.

Lorsqu’on aura A composer un nombre quelconque de
rotations concourantes, on composera d’abord la pre-
miére avec la seconde, puis la troisiéme avee la résul-
tante des denx premicres, et ainsi de suite, et si Pon
observe que la résultante de deux rotations peut étre re-
présentée par la diagonale du parallélogramme construit
sur ces deux rotations, c’est-a-dire par la rdsultante des
droites qui représentent les deux rotations en question,
on pourra énoncer le théoréme suivant :

25. Tutorime I. — La résultante d’un nombre (/uel—
conque de rotations concourantes est une rotation re-
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28 TRAITE DE MECANIQUE RATIONNELLE.
présentée par la résultante des droites qui représentent
les rotations composantes.

RevarQue. — Ce théoréme ainsi que ceux qui ont été
¢noncés au paragraphe précédent supposent que I'on ne
compose que des mouvements infiniment petits. Si 'on
avait 4 composer des mouvements finis, les infiniment
petits du second ordre apparaitraient dans les résultats et
les modifieraient d’une fagon notable, et qu'il est facile
d’apprécier en traitant la question des rotations par 'ana-
lyse. Si I'on avait un nombre quelconque de translations
et de rotations a composer, on pourrait les ramener a une
seule rotation et a une seule translation de la maniére
suivante.

Choisissons un point O arbitrairement dans le systéme,
soit AB (/ig. 8) l'une des rotations composantes; par le

Iig. 8.

c
i

/ /

A/

~F

point O faisons passer deux rotations OC ¢t OD égales
a AB, paralléles 4 AB, mais I'une de méme sens et I'autre
de sens contraire. Les deux rotations OC, OD eflectudes
successivement ne changeront en rien la position du sys-
téme, puisque I'une fait tourncr le systéme dans un scns
ct autre le fait tourner en sens inverse d'un angle égal;
mais les rotations OD et AB forment un couple, ¢’est-a-
dirc se raménent & une translation.

Ainsi, en résumé, chaque rotation pourra étre censée
transportée au point O, a la condition d’adjoindre au
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systéme des mouvements composants unc nouvelle trans-
lation; toutes les rotations appliquées en O se compose-
ront en une seule, toutes les translations se composeront
en une seule aussi. Donc :

26. Tutoreme Il. — Un nombre quelconque de rota-
tions et de translations infiniment petites peuvent se
ramener a une rolalion uni(/uc passant par un ;)01'/1[
donné O et & une translation unique.

Parmi tous les modes de composition au moyen des-
quels on peut ramener un systeme de rotations et de
translations & une rotation unique et & une translation
unique, il y en a un qui est surtout remarquable, ¢’est
celui dans lequel la rotation se trouve parallele a la
translation.

Pour montrer que ce mode de composition est pos-
sible, supposons que I'on ait ramené tous les mouvements
a une rotation OR (fig. 9) et & unc translation MA; on

Fig. 9
0 R
Mo B
\\x
c \t

pourra regarder MA comme la résultante de deux trans-
lations, l'une MB parallele & OR, autre MC perpendi-
culaire & OR. Mais la translation MC peut étre rempla-
cée par un couple de rotations dont les axes seront paral-
leles 2 OR. Ce couple de rotation se composcra avee OR
pour donner une rotation unique de méme grandeur et
de méme direction que OR, mais ne passant plus par le
point O, On peut donce énoncer le théoréme suivant :
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27, Tutorime llI. — Un nombre quelconque de ro-
tations et de translations infiniment petites peuvent se
ramener ¢ une seule rotation et a une seule translation
paralléles entre clles.

1

L’axe de rotation a laquelle on parvient ainsi porte le
nom d’axe spontané de rotation,

1V. — Sur LE MOUVEMENT LE PLUS GENERAL QUE
PEUT PRENDRE UN CORPS SOLIDE,

28. Avant d’aborder I'étude du mouvement d'un so-
lide dans toute sa généralité, il convient d’étudicr le cas
particulier ou e corps présente un point fixe.

Considérons un solide en mouvement, et supposons
que Vun de ses points S soit assujeti & demeurer en
repos.

Du point fixe S comme centre déerivons une sphére,
et considérons sur cette sphére une ligne conrbe AB quel-
conque invariablement liée au solide en mouvement.

Soit A'B’ la position occupée par la courbe AB (fig. 10)
lorsque le solide a pris un déplacement quelconque.

Sur fes milicux des ares de grands cereles AN et BB
élevons des ares de grands cereles normaux 3 soit O feur
point de rencontre : les triangles sphériques AOB, AOB/

scront ¢gaux comme ayant les trois ¢otés égaus chacun a
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chacun et placés dans le méme ordre (AO = A’O, parce
que le point O est sur T'arc perpendiculaire sur le milien
de AA’; le triangle AA'O est donc isoscéle).

Il résulte de la que si Pon fait tourner la figure AOB
autour du rayon SO d’un angle mesuré par AOA’| ceute
figure viendra coincider avec A’OB’. Mais alors tout le
solide, suivant le mouvement de la courbe AOB, passe de
sa position initiale a sa position finale. Ainsi :

29. Tutoreme 1. — Le déplacement d’un solide qui
présenle un /)oinl /i.re peut Ioujours se ramener a4 une
rotation effectuée autour d’un certain axe.

Cet axe de rotation est. comme on voit, l'intersection
des plans normauy aux cordes des chemins décrits par les
divers points du solide.

Supposons maintenant que AB ¢t A’B’ soient deux
positions infiniment voisines d'une méme courbe inva-
riablement lide au solide, correspondant aux époques ¢
et + dt. L'axe SO tendra vers une position limite que
Ion appelle, d’aprés Poinsot, l'axe instantané de rota-
tion & l'époque t.

Mais OI éiait Pintersection des plans normaux au mi-
lieu des cordes AA’ ¢t BB, On peut done dire que :

Tutovime 1. — L'axe instamand de rotation est
1. . . . .
Uintersection des plans normauwx aux trajectoires des di-

vers points du solide en nouveinent.

. . .o AA’
La vitesse du point A est Ja Himite de - celle du
(i
I

: Lo 3 "
point B est la limite i or,en désignant par 7 et r' les

distances de A et de B & Paxe 0S, ona

AA’ BB AN B

I — ou - =

:

r r rodt rode
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Si I'on fait alors dt = o, on voit que I'on peut énoncer
le théoréme suivant ;

30. Tugorkme lI. — Les vitesses des divers points du
corps sont entre clles comme leurs distances a laxe in-
stantané.

1l résulte de 14 que les points de Paxe instantané ont
des vitesses nulles, et que les sculs points dont la vitesse
est nulle sont situés sur I'axe instantané.

Nous appellerons witesse instantanée de rotation le
rapport constant de la vitesse d’un point quelconque a sa
distance a I'axe instantané, En résumé :

31. Tutoriwe IV. — Lorsqu’un solide en mouvement
présente un point fixe, il existe @ chaque instant a Uin-
térieur du solide une droite dont tous les points ont une
vitesse nulle, et cette droite est Uintersection des plans
normaux aux trajectoires des divers points du systéme.
Cette droite est I'axe instantané.

Considérons maintenant I'axe instantané qui corres-
pond & Pépoque ¢; a I’époque £+ dt cette droite aura
cessé en général d'étre axe instantané, en sorte que

Fig. 11,

ce sera généralement une nouvelle droite du corps et une
nonvelle droite de I'espace qui, confondues & Pépoque
¢t + dt, constitucront Je nouvel axe instantané; cn sorte
que, unc infinité de droites de 'espace, issues du point
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fixe S, vont successivement devenir axes instantanés. Soit
ON (fig. 11) le licu des traces de ces droites sur une
sphére décrite du point fixe S comme centre ; une infinité
de droites du corps issues du point S vont devenir suc-
cessivement axes instantanés et coincider avec les droites
précédentes a des époques différentes ; soit OM e licu des
traces de ces droites sur la sphere.

Soient OS 'axe instantané a ’époque ¢, SN la droite de
I'espace qui deviendra axe instantané a Vépoque 1 -+ dr,
SM la droite du solide qui, arrivée en SN, deviendra I'axe
instantané.

Le chemin MN décrit par le point M pendant le temps
dt sera vpdt; w désignant la vitesse de rotation et p la
distance du point M a ’axe instantané. Ce chemin est donc
du second ordre, et par suite OM ¢t ON sont deux courbes
tangentes; donc le cone licu des axes iunstantanés dans le
corps est tangent au cone lieu des axes instantanés dans
Pespace; dc plus on a, aux infiniment petits du second
ordre prés, OM = ON, el, par suite, les deux cones en
question roulent Uun sur I’ autre sans glisser (*). Donc :

32. Tutonkme V. — Le mouvement le plus général
d’un corps solide qui présente un point fixe se raméne
au roulement sans glissement d’un céne invariablement
lié au solide sur un cone fixe.

Remanque. — Lorsque l'axe instantané est fixe dans le
corps, il est fixe dans Pespace. En effet, les mémes points
du corps ont tonjours une vitesse nulle, ¢’est-a-dive sont
en repos.

De méme, si Vaxe instantané est fixe dans Vespace, il

* . . .
(*; On it que deux corps roulent 'un sur Lautre sans glisser lors-
e
qu'ils restent continuellement en eontact et que les ares des deux corps
dont les extrémités ont ¢t en contact sont éganx,

1. 3
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34 TRAITE DE MECANIQUE RATIONNELLE.

doit étre fixe dans le corps, car le corps tourne toujours
autour de la méme droite.

Ainsi, quand on voit un corps tourncr autour d'un axe
(ui semble mobile dans V'espace, mais fixe dans le corps,
il faut en conclure que I'axe réel de rotation est diftérent
de I’axe apparent. Ce phénoméne est celui de la toupie.
La toupie semble tourner autour de son axe de figure,
mais cet axe effectuc une série d’oscillations autour de la
verticale qui passe par la pointe de la toupic; on peut
donc affirmer que Vaxe de figure n’est pas 1'axe réel au-
tour duquel s’effectue la rotation instantanée.

33. Tutorkme VI. — Le mouvement infiniment petit
le plus ge’ne’ml que puisse prendre un solide se réduit a
une rotation et a une translation.

Ce théoréme, di, a ce qu’il parait, au géometre flo-
rentin Giulo Mozzi, peut se démontrer comme il suit.

Prenons un point O du solide avant son déplacement
el transportons ce point & sa position finale en animant
le corps d'un mouvement de translation. Pour faire
prendre au solide sa position définitive, il faudra le faire
mouvoir en laissant le point O fixe; mais, d’aprés ce que
nouns avons vu, le mouvement le plus général d'un solide
qui présente un point fixe se raméne i une rotation effec-
tuée autour d’un axe passant par le point fixe; donc,
enfin, le mouvement le plus général d’un solide se ra-
wmeéne & une rotation suivie d’une translation.

Oril y a une infinité de maniéres de ramener le mou-
vement a une rotation et a une translation, et, d'aprés
ce que nous avons va (27}, le point O peat éwre choisi de
telle sorte que 'axe de rotation soit paraliéle a la trans-
lation. Mats alors le corps va tourner autour d’un certain
axe ct glisser le long de cet axe, en sorte que :
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34. Tutorewe VII. — Le mouvement infiniment pe-

tit le plus général d'un corps solide se raméne auw moun-

vement hélicoidal composé d’une rotation et d'unec
translation cffectuce le long de Uaxe de rotation.

11 résulte de la qu’un corps solide en mouvement est
a chaque instant animé d’'un mouvement hélicoidal, ou,
si I'on veat, d’'un mouvement qui peut s¢ décomposer en
une rotalion suivie d’une translation eflectuée le long de
I’axe de rotation. Lecs axes de ces rotations successives
portent le non d’axes instantanés glissants. Sil'on con-
sidere alors les licux des axcs instantands glissants dans
le corps ct dans I'espace, ces deux licux seront constam-
ment tangents, ct le lecteur verra facilement que ces lieux
roulent sans glisser I'un sur Pautre, en sorte que :

Tutorime VIII. — Le mouvement le plus général
d'un corps solide peut s¢ ramener au roulement d’une
surface réglée mobile sur unc surface réglée fixe. (Dé-
monstration analogue a celle que nous avons donnée lors-
que le solide présente un point fixe. )

Ce théoréme est dii & Poucelet.
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CHAPITRE I1I.

THEORIE DES MOUVEMENTS RELATIFS.

J. — l“1(DE ANALYTIQUE DU MOUVEMENT D { N SOLIDE
QUI PRESENTE UN POINT FIXE.

33. 1.’¢étude que nous avons faite dans le Chapitre pré-
cédent du mouvement le plus géneéral d’un corps solide
est incompleéte, en ce sens qu'clle ne nous permettrait pas
de caleuler Ja rotation et la translation auxquelles un
mouvement peut se ramencr dans des circonstances dé-
terminées. Fn outre, cette étude a l'inconvérient de s’ap-
puyer sur des counsidérations géométriques : cet incon-
vénient est grave, cur il empéche de bien saisir le lien
qui existe entre Ja théoric de la composition des mouve-
ments et la théorie des mouvements relatifs dont nous
allons aborder I'étude dans ce Chapitre.

Considérous un solide en mouvement, mais dont 'un
des points est assujetti & demenrer en repos. Par le point
fixe faisons passer trois axes rectangulaives {ixes, ox, oy,
oz; soient @, ¥, 2 les coordonnées d’un point M quel-
conque du solide. prises par rapport a ces axes fixes. Con-
sidérons enfin un second systeme d'axes rectangulaires
0%, 07, 0f ayant méme origine que le premier, mais inva-
riablewent Lics an solide. Soient £, v, ¢ les coordonnées
du point M par rapport a ces nouvcauy axes. Les formules
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de transformation des coordonnées nons donnent
r=a E+ba+c?,
(1) y=d i+ V.4 C,
z==d" 4 b4 7L,
et l'on a, comme on sait,
a==cos{ox, 0E), b=rcos{or, on), c==cosior, o%),....
On sait,de plus, queles neuf cosinusw. 4, ¢,... sontlids
entre eus par diverses formulvs, dontvoici les principales:
‘ I N S ST I
{2) cat b+t =,
k '\ [ RARE N A UL EEE
a a4 4 =,
(3)
ad =0V +cc ==o0;
a4 a4 a" =1,

L R A N

— g — — —

T Lt S A= I
be +b'¢ + 07" = o,
(5) ca+ca +c"a"-=o,
ab-a't +-a’b" =o.
Si, de plus, on suppose que les direciions positives des
> ae plus, p

nouveanx axes puissent étre amenées cn coincidence avee
celles des aunciens (*), on aura

a=0bc" —cb", d =, ...,
(6) cb=dca" —a'c, V..., b=,
e =ab"—ba", ., =l
a, b, ¢
(7) II’, I)l, b 1.

!
n”, b, "

(*) On donalL ch'mpor les signes des au*mnls membres des for-
mules (6) et {7) si cetie circonstance ne s¢ préseutait pas,

Documont
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36. Ceci posé, différentions les formules (1) par rapport
au temps ¢35 £, 7, { ne variant pas avee ¢ doivent étre
considérés comme des constantes dans la différentiation,

cet)lona
dx da db dc

— = % — —
dt 'dt+/dt+czlt,

dy da’ ab  _dc

o ——— e it — -

{ —f v — i
8) Tt T a TR
dz . da  db”  de”
de T de Tt ar Tt ar

Ces formules feront connaitre la vitesse du point M
.. dr dy dz .

aumoyen de ses projections 0 7 SUF les axes fixes (8),

lorsque I'on connaitra a, b, ¢, ... en fonction du temps.

Si nous désignons par u, v, w les projections de la vitesse
de dy ds,

il - Cant les

composantes de la vitesse le long des anciens axes, on

du point M sur les axes 0%, o7, 0¢,

aura
dx dy

g™ Y
(A) u,,.ad[—i—a (It+a 57

Mais si 'on différentie Jes formules (4) ct (5), on
trouve
ada + a'da' + " da” = o,
(9) bab + b'db' + b" db" = o,
? cde + ¢ de’ + ¢" de” = o;
puis
bde <—cdb 4 b de’ + ' db' + 0" de” +¢"db” —o. . ..

On peut done poser

pdtz==cdb 4 db! 4" Ab” = —(bde 4-b"de’ - b d "),
{10} « qdt==ade - a' de! + " de” — — (cda + " dod’ + " da”,

L rdt=bda -0 dad + 0 da” = — (adb--a’ db A a'dl’).
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Si alors on multiplic les formules (8) respectivement par
a, a’, a” et si on les ajoute, il viendra, en vertu de (A),

de (9) et (10),

I :(]C—r-/,,

Au moyen de permutations circulaires on obtient deux
autres formules analogues, ce ui fournit le systéme

u=qt—ry,

v = ri—pg,

(w =pun —q=i.

(11)

Proposons-nous maintenant de trouver les poiuts du
corps, qui a I'époque ¢ sont animés d'une vitesse nulle.
Pour ces points on aura u=o0, v =0, w=uo, ct les
équations (11) donneront

’]C—"n:O,
rfE —pt—o,
pn—qgi=—o.

Ces trois équations sc réduisent a deux

(12) E—”_ME.

Ces équations sont cclles d’une droite licu des points
ayant une vitesse nulle a P'époque ¢ et sil'on pose

(r3) \///7—%(1"+r2: o

la droite en question fera, avee Jes axes mobiles, des an-

. ) g or - :
gles dont les cosinus seront £, 1, 2. Ceute droite est pré-
& W W

cisément celle que nous avons appelée axe nstantand de
rotation.

La vitesse V du point M s'obliendra en ajoutant les
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équations (11), aprés les avoir élevées au careé; on trouve
ainsi
w04 = V= (gt — )2+ (rE—pt)y+ (pn — qE)?,
¢'est-a-dire

Vi Pk gtk ) (Bt 8 — (pE 4 gntrg)n

Ceute formule peut s’éerire

v

o ape | (P LT TS
V'_~o>R‘[< +—;+:»><R—z+§+ﬁ7)
PE L am  TEN
<mR+wR+mB> i ’

en désignant, pour abréger, par R ladistance /Z* + 12 +¢*
du point M au point fixe O. La formule précédente pent
encore s'éerive

V:=w'R?[1 — cos’(R, )],
ou bicen
V =z wRsin/w, R),

ou bicn eneore

(14) V=i

37. L’axe instantand posséde une vitesse nulle a I'é-
poque £, en sorte que (comme nous l'avons déja fait obser-
ver dans le Chapitre précédent), tout le systéme tourne
dansle temps dt autour de Vaxe instantané. i l'on divise
la vitesse V par la distance 9 du point M a axe instan-
taud, le quotient w sera ce que 'on peut appeler Ta vitesse
de la rotation instantanée. Vdit éuant le déplacement du

. I
point M dans le temps 1, 3 Vdt ou wdi sera_ alors la

rotation effcctuée dans Je temps de, et pdt, gde, vde sc-
ront les projections de cette rotation sur les axes (25).
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Il ne faut pas oublier que 'axe instantané n’est pas
rigoureusement immobile, ses points ont une vitesse
nulle, en sorte que le déplacement As de P'un de ses
) ds . L.
— — d*+..., c'est-a-dire se réduira

. ds
— dt
points sera — de + oy

. . ds
ad— — di* +..., puisque la vitesse 7 est nulle, en sorte
[{

que le déplacement de chaque point de I'axe instantané
est un infiniment petit du second ordre, ct que, en ne
tenant compte que des quantités de Pordre de de, on
peut supposer I'axe instantané immobile.

.[I. ~— DEFINITION DES MOUVEMENTS RELATIFS.

38. Si I'on considére un corps en mouvement et si
Ion imagine un observateur lui-méme en mouvement,
le mouvement qu'il attribuera au corps en question est
ce que I'on appelle le mouvement apparent ou relatif
de ce corps; le mouvement de P'observateur est dit mon-
vement d'entrainement; cofin le mouvement réel du
corps est son mounvement absolu.

Précisons davantage. Imaginons un systéme d’axes $,
Qn, Q¢ rectangulaires en mouvement et un point M
possédant un mouvement propre indépendant du mou-
vement des axes, ce mouvement est c¢ que Pon appellera
le mouvement absolu du point M; ce mouvement a sa
trajectoire, sa vitesse ct son aceélération propres, que I'on
appelle trajecioire absolue, vitesse absolue, accéléra-
tion absolue. Soient ¢, 7, ¢ les coordonnées du point M
P,TiS(’:S par rapport aux axes Q, £, %, ¢ a I'époque 1. Si
Fon lmagine alors trois axes fixes O, Oy, Oz rectangu-
]:jlires et capables de coincider avee les axes mobiles, et
5’1 Fon imagine, en outre, un mobile fietif M/ ayant &
lépoque Ty par rapport aux axes fixes les mémes coor-
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données &, 7, £ que le point M par rapport aux axes
mobiles, le point M/ aura un mouvement qui sera préci-
sément celui qu'un observateur invariablement lié aux
axes mobiles attribuerait au point M s'il n’avait pas
conscience de son propre mouvement, Ce mouvement du
point M’ est ce que l'on appelle le mouvement relatif du
point M.

Si I'on imagine qu’a I'époque t on fasse coincider les
axes fixes avec les axes mobiles, la trajectoire du point M’
va prendre une certaine position dans I'espace, a laquelle
on donne le nom de trajectoire relative du point M a
Pépoque . La vitesse et 'accélération du point M’ pren-
dront également des positions déterminées et seront ce
que I'on appelle la vitesse et V'accélération relative du
point M & Uépoque t.

Enfin le mouvement d’entrainement du point M &
Pépoque ¢ scra le mouvement absolu du point M”, inva-
riablement lié aux axes mobiles qui coincide a I'époque ¢
avec le point mobile M. La trajectoire, la vitesse et I'ac-
célération du point M” sont ce que Pon appelle la rrajec-
toire, la witesse et Vaccelération d'entrainement du
point M a l'époque t.

III. — TutorlE ANALYTIQUE DES MOUYEMENTS RELATIFS.

39. Soient QF, Qn, Q¢ trois axes rectangulaires mo-
biles dont nous supposerons le mouvement connu et rap-
porté a trois axes rectangulaires fixes Ox, Oy, Oz;
soient M un point mobile; £, v, { ses coordonndées prises
par rapport aux axes mobiles; &, ¥, z ses coordonndes
prises par rapport aux axes fixes; soient g, yo, 2o les
coordonnées de Porigine £ prises par rapport aux axes
fixes et ¢ le temps.
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Les formules qui serviront i caleuler x, y, z en fonc-
tion de £, n, &, x4, o> 2, sont de la forme

E+ b n+ct,
(z:zu G- d"E 40"y 4 "C,

S.r::.r,,—l»—a E+bn+ck,

(15) r gy ol

a,b,e,a, b, ¢y a”, b, ¢" désignant les neuf cosinus
qui servent a passer des axcs fixes aux axes mobiles. Nous
continuerons le numérotage de formules commencé au
§I: alors il existera entre les quantités a, b,... les
relations déja écrites (2), (3), (4), (5), (6), (7)-

Si nous différentions les formules (15), nous aurons

jdr  dv, _da db  de . dE b dn + dg
T, 40 i i) TN
\dt P o N
dy dy, da’ db’ de’ ZE d

16) /L — 0 w0t s i °s [)r Py
(16) | dt de e de - de ¢ T dt + + dt + de’
dz__dz,,+ (la"+ (lb"+,dc"+ /E-{—I dn+ ,di
F T P dt @ ¢

r (ﬁ’ (_IZ, = sont les dérivées totales de x, y, z; ce

de’ de’ de 0 ) 25 ce
sont donc les projections de la vitesse absolue sur les
axes fixes.

da de (l] 0

., dr,
Les quantll(s—d—t——ki(—l;—i— i— +Z +E o

sont les dérivées de x, ), z, prises en rcgardunt £y 1y ¢
comme invariables avee le temps. Ce sont done les pro-
jections de la vitesse d'un peint invariablement li¢ aux
axes mobiles et coincidant & I'époque £ avee le point mo-
bile M3 en d’autres termes, ce sont les projections de la
vitesse d’entrainement du point M.

{ i3 ;e
Enfinea —E + 7 ([n +c ([T” ’( Aaatlt sont les dérivées
¢ dt
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de x, y, z, priscs en laissant g, yo, 2o, @, b, ¢, @/, ¥, ¢/,
a", b", ¢" constants. Ce sont donc les projections de fa
vitesse que posséderait un point ayant, par rapport a des
axes fixes coincidant & Vépoque ¢ avee Q, £, 7, ¢, les
mémes coordonnées que le point M par rapport aux axcs
mobiles; en d’autres termes, les quantités en question
sont les projections de la vitesse relative sur les axes
fixes.

Ainsi, en verta des formules (16), les projections de la
vitesse absolue sont égales aux sommes des projections
de la vitesse d’entrainement et de la vitesse relative.
Donc :

TutoreMe 1. — La vitesse absolue est la résultante
de la vitesse d’entrainement et de la vitesse relative (* ).

40. Si nous différentions de nouveau les équations (16),
nous trouvons

d*r Ldia d*b  dc dE dy dy
de = e K ([l‘_FC'—(ZT am—*—bﬁl_‘-’ A
da d8  db dn  dec di
%mz*zm*zw»

dy
P R R R PR R PP
d*z

\ TR T e e

., dry A d*z
Les quantités - J
't

<, — "y — représentent les projec-
i e aE "o Prol

-

(*) Les formules (16) ayant encore licu quand on remplace les dérivées
prises par rapport a ¢ par des dilférentielles, on voit que le déplacement
absolu est Ta résultante du déplacement relatif et du déplacement dans
le mouvement d'entrafnement, powrvu que Uon ne considére que des
mouvements infiniment pelits,
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tions sur les axes fixes de accélération absolue du
point M.
2 A ? 2 2
—[{(7;21’ E(:—: -7 % z((l/—l—(‘aa dérivées'de x, 7, z,
prises en laissant £, 7, ¢ constants, sont les projections
sur les axes fixes de 'accélération d’entrainement.
& diy dre L ,
a——+0 ikl L LAEE dérivées de x, v, z, prises

en laissant xg, yo, 2oy @, U, ¢, @', Uy 'y a’y U, ¢”
constants, sont les projections de Paceélération relative
sur les axes fixes. Nous n'insistons pas sur la démounstra-
tions de ces propositions, & cause de Ieur analogie avec
celles qui précédent.

Enfin les quantités

X ==

. " da d;";+ db iy de dg
( e de dt de &)’

“da’ dE db' g de’ dt
18] (Y=o — — 4+ - - ———)
(18 ‘ (dt dt dt e dt de
da” d¥ db” iy de” dy

7 = —_—— _— - —
\ 2 < dt de + e de + dt dt )

peuvent ¢tre regardées comme les projections d’une
droite K & laquelle on a donué le nom d'accélération
centrifuge composée; en sorte rue I'on peut énoncer avee
Coriolis le théoréme suivant :

M. Tutorime Y. — L'accélération absolue est la
résultante de Uaccélération dentrainement, de Uacce-

lération relative et de laccélération cenlrifuge conm-
posée.

Pour déierminer 1a grandear et Ja position de Vacedlé-

ration centrifuge composée, multiplions les équations (18)
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par a, a’, a” et ajoutons : le premicr membre de I'équa-
tion résultante sera la projection de 'aceélération centri-
fuge sur I'axe des &, en sorte que X, Y,, Z, désignant
les nouvelles projections de cette accélération, on aura,
en tenant compte des formules (g) et (10),

’ di dn
X,_._2<q?[;—rﬁt—>,

Y — dz di
(19) L =2 rz——p-(z ’
. dn IIE\
\Z. ~<2<p?[7—qzj-

En faisant alors la somme des carrés de ces trois équa-
tions, on trouve

dg dn'\ 2 dE dg\: dn dE\*
2 — U J— e — JE— —_—— _——
K _4[<q de rdt‘) + <' de dt> - (p a1 d:) ]

ou bien

dEN?  [dn\?  [dE\?
K2—4 2 2 2 2 - _—
v ren| (@) (@) (7))
dE dn Y 2$
Pa 15 7@)
On peut éerire cette équation comme il suit, en désignant
par V, la vitesse relative,
K*== 4?V2[1— cos*(», V) ];
d’ou 'on tire
K == 20V, sin{w, V,).

Les quantités qui entrent dans cetie formule sont essen-
tiellement positives; on doit done prendre le signe +
dans le second membre. Si I'on veut trouver la direction
de Paccélération centrifuge composée, il suffit d’observer
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que les formules (19) donnent
pPXi+qY, +rZ —o,

— 2 —Y — 7, = o0;
(IIK’+(It I+!1t ! 0

47

et par suite 'accélération K est normale: 1° i 'axe in-
stantané de rotation du systéme des axes mobiles; 2° a la
vitesse relative. On peut retrouver ces propriétés d’une
autre maniére, (ui aura 'avantage de nous faire con-

naitre le sens de K qui reste encore inconnu.

Pour y parvenir, faisons coincider 'axe instantané

avec axe des ¢ et preuons pour plan des ¢& ( fig. 12) le

Fig. 12,

TA
!

\\‘I‘G

plan qui passe par V'aye instantané et la paralléle QU

uienee a la vitesse relative, Il faudra poser

I
pP—=o0, q =0, r'— w, :1—::(),
dk . dg
= V.sin(w, V,), & =V, cos(w, V,).

Les formules (19) donneront alors

X,=o,
Y, =20V, sin(a, V,),
Z, = o.
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Y, est alors égal a K, et 'on voit que la vitesse relative
et que l'axe instantané sont normales & K. SiT'on veut
que Y, soit positif, c’est-a-dire réellement égal & K, il
faut que 'angle UQE soit aigu; en d’autres termes, 1'ob-
servateur ayant sa téte  Iextrémité de la droite K et ses
pieds a Porigine, doit voir la vitesse relative dirigée a
droite de I’axe instantané.

. B. Nous donnerons des exercices sur la Cindéma-
tique dans une Note placée a la fin du volume.
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DEUXIEME PARTIE.
STATIQUE.

CHAPITRE PREMIER.
STATIQUE DU POINT MATERIEL.

I. — NoTions PRELIMINAIRES.

42. Jusqu'a présent, la Mécanique s’est présentée a
nous en quelque sorte comme un corollaire de la Géomé-
trie, et nous n’avons rien emprunté a l'expérimentation
proprement dite. Cela tient & ce que nous n’avons poiut
encore cherché a remonter des effets aux causes. Pour
continuer I'étude de la Mécanique, il devient indispen-
sable de poser de nonveaux pyincipes. Nous n’en donue-
rons point de démonstration directe, ce serait entre-
prendre une tache impossible; les puissauts génies qui
ont attaché leurs noms & ces principes ne les ont jamais
démontrés; je dirai plus, ils ne les ont pas énoncés avec
la forme lucide sous laguelle nous les connaissons au-
jourd’hui. Ces principes ne sont, en définitive, que des
hypothéses qui sans doute, dans I'esprit de leurs inven-
teurs, ont fait place 4 un grand nombre d’autres hypo-
théses expliquant moins bien les faits observés. Je dis
que ces principes ne sont que des hypothéses, parce
qu’aucune expérience directe ne peut venir en donner
la démonstration ; mais jusqu'a présent toutes les consé -

I 4
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quences déduites de ces principes, conséquences dont le
nombre croit de jour en jour, ont été reconnues exacles
lorsqu’elles ont pu étre soumises au contrdle de Uexpéri-
mentation la plus délicate.

Si nous imaginons une sphére remplic d’'une matiére
quelconque, et si, par la pensée, nous diminuons indé-
finiment le rayon de cette sphére, il arrivera un moment
ou le rayon passera par zéro et ou la sphére se réduira a
un simple point; si je considére cette sphére au moment
on elle va s’anéantir, jobtiens ce que I'on peut appeler
un point matériel. Le point matériel est donc bien diffé-
rent de la molécule du physicien, laquelle posséde un
volume, une forme déterminée; la notion du point ma-
iériel est, comme on voit, indépendante de toute hypo-
thése sur la constitution de la matiére, qui peut ¢tre
continue ou discontinue, sans que, dans la Mécanique
rationnelle, on ait besoin de s’en occuper.

II. — Prixcire pE v inErTIE. — FoORCE.

43. Nous admettrons qu’un point matéricl ne peut ja-
mais modifier de lui-méme son état de repos ou de mou-
vement; ce i veat dive que, si aucune cause ne vient
agir sur lui, il restera éiernellement en repos s'il y élait
préalablement, ou continuera indéfiniment le méme
mouvement rectiligne avee la méme vitesse. Cest en cela
que cousiste le principe de Uinertie. Par ce mot inertie,
nous ne voulons poiut faire entendre que la matiére soit
inactive; au contraire, nous admetirons que tonte cause
capable de troubler V'état de repos ou de mouvement
d’un point matériel ne peut émancr que d’un ou de plu-
sicurs autres points matériels; nous compléterons ainst,
au moyen de cctte hypothése, le principe de Uinertie.

Quelle est Ia nature des causes qui produisent le mou-
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vement? C'est ce que nous ne saurons probablement ja-
mais. Quoi qu’il en soit, on a donné a ces causes le nom
de forces, et'on a pu les définir nettement, de maniére
i les faire intervenir dans le calcul, a 'aide des considé-
rations suivantes.

III. — PriNciPE DE L'INDEPENDANCE DES EFFETS
SIMULTANES DES FORCES.

44. Lorsqu’une ou plusieurs forces agissent sur un
méme point materiel, chacune d’elles agit comme si les
autres n’existaient pas et comme si le point matcriel
partait du repos.

C’est dans cette proposition que consiste notre second
principe dit U'indépendance des effets simultanés des
Jorces et du mouvement antiriewrement acquis. Mais ce
principe, pour étre compris, exige quelques développe-
ments. Voici sa signification précise.

Jappelle F, F/, F, ... (*) les forces qui sollicitent un
point M en mouvement; je suppose que la force ', agis-
sant seule et prenantle point M au repos, I'améne au bout
du temps infiniment petit 6 dans la position A (fig. 13);

Fig. 13.
y
§
M T
’ Tl ) T 3
~ T
C\

je suppose que la force F’, agissant seule et prenaut le
oint M au repos, I'améne dans la position B an bout du
Pos, I}

(*) ¥, T, F”,... nc sont pas des nombues; ce sont des noms que nous
donnons aux forees pour les distinguer. Cetle observation est importante
pour Yintelligence de ce qui va suivre.

4.
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méme temps 8, et ainsi de suite; Je suppose enfin que, les
forces F, I/, F,. .. n’agissant pas, le point M s¢ rende
dans le méme temps 6 de M en N.

Sous l'influence combinée des forces F, I/, F”,.. . et
de son mouvement propre, le point M se rendra en M’;
nous admettrons que la droite MM/ est la résultante des
droites MA, MB, MC,..., MN. Telle est la maniére dont
il faut entendre le principe que nous venons d’énoncer.

Ce principe est loin d’étre évident; mais il est certai-
nement impossible d’en donner une démonstration pure-
ment rationnelle. Nous nous contenterons d’en vérifier
les conséquences plus ou moins directes que nous four-
nira I'analyse.

1V. — Du MOUVEMENT PRODUIT PAR LES FORCES.
— MESURE DEs FORCES.

45. Le point d’application d'une force est le point
matériel sur lequel elle agit.

La direction d’une force estla tangente au premier
élément de la trajeetoire qu’elle ferait décrire 4 son point
d’'application en agissant seule el en prenant ce point
d’application au repos.

Nous dirons qu'une force est constante, si, en prenant
son point d’application au repos, elle lui communique
toujours le méme mouvement, quel que soit I'instant au-
quel on la fasse agir.

46. Nous dirons que deux forces constantes sont égales
en intensité ou simplement sont égales, si, agissant suc-
cessivement sur le méme point matériel pris au repos,
elles lui communiquent deux mouvements dont les tra-
jectoires soient superposables et telles, que les arcs respec-
tivement déerits en des temps égaux comptés a partiv de
Vorigine du mouvement soicnt égaux.
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Si nous supposons n forces de méme intensité et de
méme direction qu'une force constante I et simultanément
appliquées & un méme point matériel M pris au repos,
elles lui communiqueront un certain mouvement qui, en
vertu du principe de I'indépendance des effets simultanés
des forces, sera la résultante de n chemins égaux a celui
qui serait dti a 'effet de la seule force I, et qui, par suite,
sera toujours le méme, quelle que soit I'époque a laquelle
on fasse agir les forces en question; le point M sera donc,
par définition, soumis 4 une force constante, Cette force
est ce que 'on appelle une force n fois plus grande que F.
Deux forces, dont I'une est n fois plus grande que F et
dont T'autre est m fois plus grande que T, scront dites
dans le rapportde m a 2. De la on passe, par les méthodes
connues, a la définition de deux forces qui sont entre elles
dans un vapport incommensurable quelconque. Si nous
concevons alors que l'intensité d’une force f constante
choisie arbitrairement ait é1é prise pour unité, les inten-
sités de toutes les forces constantes pourront se mesurer

al'aide de f.

41, Tutorime 1. — Lorsqu’une force constante agit
sur un point matériel pris au repos, elle lui communique
un mouyement rectz'l/gne et uniformément varié.

En effet, supposons qu’une force constante ait agi pen-
dant un certain temps ¢ sur un point matériel M; soient,
alépoque t, x, y, z les coordonnées du point M prises
par rapport & trois axes rectangulaires. Si a cette ¢poque ¢
la force cessait d’agir, le point décrirait dans le temps dt
un chemin S dont la projection sur 'axe des x serait

dr . . ., :
o dt, car le point M serait animé d'un mouvement uni-
(

. . dr .
forme en vertu du principe de Uinertie, et —; serait la
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composante de sa vitesse paralléle a I’axe des x. Sile
point M partait du repos en x, y, z, la force lui ferait
décrire un espace S’ dont les projections «, 3, y seraient
constantes pour un méme laps de temps dt, quel que
soit £. Or, en vertu du principe de I'indépendance des
effets simultanés des forces, pour avoir la position du
point M 4 Pépoque ¢ + dt, il faut composer les chemins S
et §', et la quantité Ax sera donnde par la formule

dx
Az — = dt + «,
d’ott l'on tire
dxr. 1 dx dx
— di - di? 4. .. — —dt ;
dt ’+z de? + dt +a

et, en négligeant les quantités du troisiéme ordre,
d'zx 24
de? — de?
Or « est constant avec dt; donc 2a:dt® est constant

quand on prend ¢ pour variable indépendante; en le dé-

signant par aa,
diz

;I-IT — 2a,

intégrons deux fois de suite par rapport a ¢, en observant
dr .

que —- est nul pour £=o, puisque M part du repos :
[4

nous aurons

{1) x—x,=at’,

Xos Yoy Zo désignant les coordonnées initiales du point M.
Cette équation et les suivantes, qui s’établissent de la

méme facon,
y—yD:blz, z2—2zyg=c!®

sont les équations du mouvement. En éliminant ¢ on a
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I'équation de la trajectoire; on voit qu'elle est rectiligne;
si on la prend pour axe des x, les équations du mouve-
ment sc réduisent a la seule équation (1), qui est celle
d’un mouvement uniformément varié (11).

48. Tutorime II. — Lorsque deux forces constantes
agissent successivement sur le méme point, elles lu
communiquent des accélérations qui leur sont propor-
tionnelles.

En effet, si 'on considére une force ¢ etsi'on désigne
par 2j laccélération qu’elle communique & un certain
point pris au repos, 'équation du mouvement uniformé-
ment varié de ce point sera s ==jt*, en vertu du théo-
réme précédent. Sil'on faiv alors agir n forces égales a g,
ou si I'on veut une force égale a n9, chacune des forces ¢
agira comme si les autres n’existaient pas; au bout du
temps ¢, chacune d’clles agissant seule ferait parcourir
Vespace jt?; si elles agissent simultanément, pour avoir
le chemin décrit par le mobile, il fandra composecr
n chemins égaux a ji?, ce qui fournira le chemin #j??,
et Paccélération du mouvement sera 2nj.

Si donc on considére deux forces F et F/, si I'on dé-
signe par ¢ leur commune mesure, et si Pon a

F=nrg, F =n'g

les forces I et ¥’ produiront des accélérations anj et 2n'j,
proportionnelles & n et & n', c'est-a-dire A F ct F'; la
proposition, étant vraic quels que soient n et n’, a encore
lieu quand F et F' sont incommensurables.

On conclut de 14 un moyen de mesurer les forces. En
effet, j ct j/ désignant les accélérations communiquées &
un méme point par deux forces F et F/, on a

. )
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F .
fLe rapport - est donc constant pour un méme point ma-
J

tériel; ce rapport est ce que I'on appelle la masse du point
¢n question. En désignant cette masse par m, on a

¥
—=m ou F=mj.

SiTon connait m, 'expérience fera connaitre j et I'on en
conclura I, Or m peut éire déterminé en faisant agir sur
le point une force connue et en niesurant son accdléra-
tion j, qui est le double de I'espace parcouru dans1'unité
de temps lorsque le point part du repos. En eflet

I 1
s—= —j* et,pour¢t-—1, s—=-7].
2-] 7p b 2]

V. — Forces vaniasLEs.

49. Considérons un point en mouvement sous I'in-
fluence d’une force quelconque; soient M, sa position
a I'époque ¢, et MM, larc qu’il décrirait pendant le
temps 0 si la force qui le sollicite agissait seule et §'il
partait du repos. Soit I’ Ia force constante capable de lui
faire décrire la corde My M, pendant le méme temps,
je dis que celte force existe et a pour expression

M, M,

([) F—=m.2 Py

m désignant la massc du point maiériel; en effet, I'accd-
o ‘ F oMM

lération due 4 la force I sera ~ ou —0%‘—', ct lespace

parcouru dans le temps 8, sous I'influcnce de cette force,

sera

2

§ ==

M, M,
l<.2,79§,;_> 6 ou MyM,.
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Ainsi la force F existe. F est ce que I'on peut appeler la
valeur moyenne de la force pendant le temps 0, la limite f
de I pour § = o est ce que 'on appelle la valcur de la
JSorce qui agit en My3 f ne sera pas forcément tangente a
la trajectoire a cause du mouvement antérieurement ac-
quis par le mobile, mais elle aura une position limite qui
sera la tangente 4 la trajectoire que décrirait le point s'il
partait du repos en M,, et s’il n’était soumis qu’a l'action
de f.
Quant a la valeur de /, ellc est facile a calculer : ¢'est
la limite de I'expression (1)

MM,
(2) m.2—e—3

or, aux infiniment petits du troisiéme ordre pres, on a

ds 6 d*s
M, M, :Aszez}- -+ 5 T

mais, par hypothése, le corps est censé partir du repos;

. ds
donc la vitesse — est nulle, et 'on a

d
0 d*s
NIDMr o= - —
2 dt*’
Vexpression devient alors
r; d*s
= m ——-
de?
Ainsi, la force a pour mesure, 4 chaque instant, le
. . . d*s
produit de la masse du mobile par l'accélération —=»

qu'elle lui communiquerait s'il était libre et s'il partait
du repos.

On peut méme dire que la force a pour mesure le pro-
duit de la masse du point sur lequel elle agit par l’ac-
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célération qu’élle Ilui communiquerait si elle agissait
seule. Sa direction est celle de cette accélération,

En effet, si le mobile était soumis & 'action d’une vi-
tesse initiale, le mouvement s’obtiendrait en composant
a chaque instant le mouvement dii a la force avec le mou-
vement du 4 la vitesse initiale, ce qui n’altére ni la va-
leur ni ladirection de 'accélération résultante.

Nous représenterons dorénavant une force au moyen
d’une droite ayant son origine au point d’application de
la force, sa direction dans celle de la force, et pour lon-
gueur 'intensité de la force.

VI. — PARALLELOGRAMME DES FORCES.

50. On appelle résultante de plusieurs forces une
force capable de produire a elle seule le méme effet que
les forces données agissant simultanément. Ces derniéres
portent le nom de composantes.

Proposons-nous de trouver la résultante de deux for-

Fig. 4.

ces MF, ME/ (fig. 14) appliquées au méme point M, de
masse mj supposons d’abord les forces I et F' constantes.
Lemme. — Lorsqu’un mobile se meut en ligne droite

d’un mouyvement uniformément varié, il est sollicité par
une force constante.
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En eflet, lexpression de la force qui le sollicite est myj,
j désignant l'accélération du mouvement, et la direction
de cette force est constante.

Ceci posé, je suppose que le point M parte du repos,
ce qui n’altére pas I'effet des forces (en vertu du deuxiéme
principe (43). Si la force F agissait seule, elle produi-
rait une accélération j, et, pendant le temps infiniment
petit 0, ferait parcourir au mobile I'espace
(1) MA:%jO’:ége’.

Si, au contraire, la force F’ agissait seule, le point décri-
rait le chemin

,

(2) MA =< % 0

pendant le temps 6. En vertu du principe de 'indépen-
dance des effets simultanés des forces, le chemin MC par-
couru par le point M sous l'influence combinée de I et
de F’ sera la diagonale du parallélogramme construit sur

MA et MA'.

L . MA’ , I . F/. d
e rapport w-- est constant et égal & &5 donc, en
vertu d'un théoréme bien connu et qui est fondamen-
tal en Géométrie analytique, le point C ou m décrit une
ligne droite; cette ligne MC varie proportionnellement

1 F e .
aMA = P~ 6, c'est-a-dire au carré du temps; le mou-
m

vement du point C ou m est donc uniformément varié; le
point en question peut étre censé sollicité par une force
constante (Lemme); 'accélération J due a cetie force est
facile & trouver, car

MC = ! mloz;
2
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on adonc
aMC
92

mJ =

mJ est la force qui sollicite le point M, c’est la résul-
tante cherchée; de plus, sa direction est MC.

Or, la diagonale MR du parallélogramme construit
sur MF et MF’ coincide en direction avec la diagonale
de MACA/, car les parallélogrammes MI'RE’, MACA'
sont semblables comme ayant un angle commun M et les
cotés MA et MA' proportionnels & ME et ML, ainsi
qu’on s’en assure en divisant (1) par (2). De plus, on a

MR MF
MC T MA’
ou
1
MR — MC.MF — 2 hilahi —ml.
MA 1 F o
2 m

Ainsi, MR est en grandeur et en direction égale 4 la force
cherchée. On peut donc énoncer le théoréme suivant fon-
damental en Statique :

La résultante de deux forces constantes est repré-
sentée en grandeur et en direction par la diagonale du
parallélogramme construit sur ces forces.

Siles forces F et F/ n’étaient pas constantes, le théoréme
précédent pourrait sappliquer A leurs valeurs moyen-
nes (49) et par suite a la limite de leurs valeurs moyennes,
c'est-a-dire aux forces F et ' elles-mémes, ct la régle
du parallélogramme se trouve démontrée pour des forces
qucleonques.
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VII. — REFLEXIONS SUR LES THEORIES PRECEDENTES.

51. Jusqu’ici nous n’avons pas encore fgit de Stalique
proprement dite, nous avons fait de la Dynamique, puis-
que nous nous sommes occupés a la fois des forces et des
mouvements qu’elles produisaient.

Quelques auteurs ont vivement critiqué cctie maniére
de commencer la Statigue, et ont essayé de démontrer a
pnou le théoréme du parallélogramme des forces sans
s'appuyer sur des considérations de mouvement : Lagrange
et Bour se sont montrés hostiles & cette maniére de pro-
céder. On peut lire & ce sujet les premiéres pages de la
Mécanique analytigue de Lagrange et les feuilles du
Cours de Mécanique et machines professé par Bour a
I'Ecole Polytechnique.

Laplace (dans sa Mécanigue céleste, t. 1) commence
I'éiude de la Mécanique par la démonstration du paral-
lélogramme des forces; sa démonstration est ingénieuse,
mais elle ne saurait satisfaire pleinement un esprit rigou-
reux : il semble extraordinaire qu’ayantdéfini une force,
une canse de mouvement, 'auteur ne s’appuie point sur
cette définition pour mesurer la force et pour en déduire
les principales propriéids.

VIII. — CoNSEQUENCES DU PARALLELOGRAMME
DES FORCES.

52. Tntorime. — La résultante d’un nombre quel-
conque de forces appliquées & un méme point matériel
est représentée en grandeur et en direction par la ré-
sultante des droites qui représentent ces forces.

En eflet, soient F, F/, 7, ... des forces quelconques
appliquées & un méme point matéricl m. F et ' peuvent
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étre remplacées par leur résultante R représentée par la
résultante des droites qui représentent F et I/ mais R
et 7 peuvent éire remplacées par leur résultante R,
qui est représ#hiée par la résultante des droites qui re-
présentent R et I'”; or, cette droite est aussi la résultante
qui représente F, F’ et F”. On verrait de méme que R’
ct F” peuvent étre remplacées par une force représentée
par la résultante des droites qui représentent Iy F/, I'”,
F”, et ainsi de suite.... On finira par réduire toutes les
forces & une seule R™, représentée par la résultante des
droites qui représentent I, F/, F”,..., et qui ne sera
autre chose que la force résultante de It, I'', F’,. .. Le
théoréme est done démontré.

Cororrage I. — Soient F, I/,... diverses forces,
R leur résultante, a, a, o/,... les angles que R, I, I'....
font avec un axe fixe, on aura

Rcosa —= Z Fcosu,

et en géndral on aura, entre R et ¥, F',..., toutes les re-
lations connues entre des droites et leur résultante.

Cororramre II. — Si I'on se donne unc force R, on
pourra la remplacer par plusicurs autres, pourvu que ces
autres forces aient R pour résultante.
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CHAPITRE 1I.
THEORIE DE L'EQUILIBRE.

I. — PRINCIPES FONDAMENTAUX ET DEFINITIONS.

53. On appelle déplacement wertuel d'un point un
déplacement infiniment petit donné & ce point, ct diffé-
rent en général de celui que prendrait réellement le point
sous I'influence des causes qui le sollicitent au mou-
vement.

Les déplacements virtuels sont indépendants du temps;
on les représente par un d, en réservant la caractéris-
tique dillérentielle d pour les déplacements réels cf-
fectuds dans le temps dr.

On appelle travail wvirtuel d'une force le produit de
cette foree par le déplacement virtuel de son point d’ap-
plication ct le cosinus de 'angle compris entre la direc-
tion dc la force ct celle du déplacement. Le travail est
donc susceptible d'un signe qui sera -+ ou —, selon que
la force et le déplacement feront ensemble un angle aigu
ou obtus.

54. Tuvorime I. — Le travail d’une force, pour un
déplacement wirtuel quelconque, est égal & la somme
des travaux virtuels de ses composanies pour le méme
déplacenment.

En efict, soient R uune foree, I', I, I, . . ses compo-
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santes, ds un déplacement virtuel donné & son point
d’application; on a, en projetant successivement R

et F, F/, F”,... sur ds,
R cos(R, ds) — ZF cos (F, ds),
et, par suite, en multipliant par Js,
R s cos(R, ds) = ZFds cos(F, Js).

Cette formule contient la démonstration du théoréme
énoncé.

55. Tatovkme II. — Le travail d’une force, dans un
déplacement quelconque, est égal & la somme des tra-
vaux de la méme force dans les déplacements com-
posants.

Soient F une force, ¢s un déplacement donné a son
pointd’application; soient du, du’, du”,. .. divers dépla-
cements ayant ds pour résultante : en projetant ds, du,
du'y...surF, on a

ds cos(F, ds) — X du cos{F, du),
d’out
Fdscos(F, ds) = 2 ' du cos(F, du).
c. Q. F. D.

<

56. Cororrame. — Soient X, Y, Z les projections ou
composantes d'une force I’ relatives a trois axes rectan-
gulaires Ox, O y, O z; soient dx, dy, 0z les projections
du déplacement virtuel ds de son point d’application : on
aura, en vertu du théoréme I,

trav. F — trav. X + trav.Y + trav. Z;

mais le travail de X est égal i la somme des travaux de
cette force dans les déplacements de, dy, 0z, Le premier
de ces wavaux est Xor; les deux autres sont nuls,
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car cos(X, dy)=o0, cos(X, dz) = 0. On a donc, en
faisant sur Y, Z une remarque analogue,

trav.F = Xdz + Yy -+ Zdz.

Cette formule résulte aussi de I'équation suivante :

Xz -- Y3y + Zds — Fés (

Xdr Yy Zéz
Fo Fas TFE
— Fdscos(F, ds).

L’expression que nous venons de faire connaitre pour
le travail de la force I est une des formules le plus fré-
quemment cmployées en Mécanique.

57. On appelle moment d’une force par rapport a un
point le produit de cette force par sa distance au point.
Le point porte le nom de centre des moments, et la dis-
tance en question est le bras de levier de la force.

On appelic moment d’une force par rapport a uan
axc dont le sens est déterminé le moment de la projec-
tien de cette force sur un plan perpendiculaire a P'axe,
par rapport au pied de Paxe. On donne un signe a ce
moment. Ce signe est -+ ou —, selon que la projection
de la force tend a faire tourner dans le sens direct on
dans le sens réirograde son bras de levier considéré
comme une droite mobile autour du centre des moments.

Le scns direct est défini toujours de la méme ma-
niére. Ainsiun observateur ayant ses pieds i Porigine, sa
téte & Uextrémité de axe, verra le bras de levier tourner
dans le sens des aiguilles d'une montre si le moment est
positif, dans le sens contraire s'il est négatif.

58. Tutorime HI. — Le travail d’une force, dans

. . ’ *
wn mouvement (l(,’ rotation (f/‘/(,’c[}ltﬂ aulour d un ccr-

I. 5
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tain axe, est égal au déplacement angulaire multiplié

par le moment de la force pris par rapport & Uaxe.
En effet, soient OX un axe, MF une force, M son point

d’application, I/ sa projection sur un plan Q’Q perpen-

diculaire 2 OX et passant par le point M ( fig. 16), 9= un

Fig. 16.

déplacementangulaire donné au point M : le travail de MI¥
est égal a la somme des travaux de ses composantes MF’
et F'I; mais le travail de F'F est nul, puisque cette
force fait avec le déplacement du point M un angle dont
le cosinus est zéro; on a donc

irav. F=—=trav.F'.
Si MT désigne alors la tangente au déplacement menée
dans le sens des déplacements positifs, on a
trav.F == trav. F' = F/. OM. o cos (F'MT)

si Ox est positif; et

trav.F —= —F'.OM dx cos(F' MT)
si da est négatif. Menons OP perpendiculaire a MF’,
Vangle F'MT sera égal ou supplémentaire de POM, en
sorte que OM cosF'MT = == OM cos POM ==+ 0P, Oun
a done

trav. F === 1, 0P. 0.

ou
trav. F == == do.. mom. F.
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Supposons 0z positif, lc travail sera positifsi la force est
dirigée a droite de OM, c’est-a-dire si le moment est po-
sitif ; done, dans ce cas, la force et le moment sont posi-
tifs. On verrait de méme que, si la force était dirigée vers
ia gauche de OM, le travail et le moment seraient néga-
tifs tous deux; quand 0z devient négatif, le moment ne
change pas, le travail change de signe, on a donc tou-
jours
trav,F == 4 do.mom.F,

¢. Q. F. D.

59. Tatoreme IV. — Le moment 'une force par
rapport & un axe est e'gal a la somme des moments
de ses composarntes.

En eflet, soient R une foree, F, F', F7,. .. ses compo-
santes; si 'on donne, au point d'application de R, un
mouvement de rotation autour de I'axe, et si dx désigne
le déplacement angulaire, on a

trav.R = Xtrav.F,

ou
gz mom. R = 2dz mom.F,
»u enfin
mom.R — X mom.F.
C. Q. F. D,
60. Prosrime 1. — Erant donnés les moments L,

M, N d’une force I par rapport i trois axes rectan-
gulaires Ox, Oy, Oz, calculer le moment de cette force
par rapport & un axe Ol passant par le point O et
Jaisant avec les premiers des angles o, B, .

Donnons, au point d'application de I'; un mouvement
de rotation & auntour de OI, la rotation o pourra se dé.
composer en trois autres p, ¢, 1, cllectuées autour de O,

5.

Dosumont auny
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Oy, Oz respectivement, ct on aura
P == w oSz, g == wcosl, 7==wcosy.

Ecrivons que le travail de I', dans le mouvement résul-
tant », est égal A la somme des travaux de F dans les
mouvements composants, on aura

o.mom, F=Lwcosz + Mo cosfi -+ Ncosy,
ou
mom . F ==L cosz -+ M cos§ + Ncosy.

61. Provrive 1. — Sorent X, Y, Z les projection:
d’une force surtrois axes rectangulaires Ox, Oy, Oz :
calculer les moments L, M, N de cette force par rap-
poirt aux axes.

Soient M le point dapplication de F ( fig. 17); %, 5, =

ses coordonnées : le moment L de I' par rapport & Ox

//‘

Yy

est égal & la somme des moments de X, Y, Z; or le mo-
ment de X, paralléle 4 'axe Ox, est nul, ¢ moment de'Y
est égal au produit de Y par son bras de levier z. Ce mo-
ment cst négatif sur la figure, car la force Y tend & faive
tourncr son bras de levier dans le sens zy; si Y était
négatif, le moment en question serait positif, mais la
valeur absolue de Y serait — Y. Ainsi quand z est po-
sitif, le moment de Y est — Yz ; on verrait de mime
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gue, st z dlait négatif, le moment serait égal & —Yz. Le
moment de Z est Zy et positif sur la figure, car z tend
a faire tourner son bras de levier dans le sens yz; en
discutant le signe de ce moment, dans le cas on Z et ¥

5 ) J
sont négatifs, on conclut que Zy représente, en grandeur
et en signe, dans tous les cas, le moment de Z; on a donc

L=Zy— Yz,
.
et de méme
M=Xz—2Z.,

N=Yx— Xy,

62, Remanque 1. — Si l'on appelle «, 2, 7 les angles

sgque fait I avec les axes, on a
L = F (ycosy —zcosf),
M=—=F{zcosz — xcosy),
N —=F(xcos§ — ycosx),

Remarove II. — Si 'on transforme les coordonnées ¢n
appelant a, b, ¢, o', b’, ¢/, ", b", ¢” les neuf cosinus qui
servenl 4 passer aux nouveaux axes en laissant origine
tmmobile, on a

(;) L/:ZV},I__ZIYI’
LM, NS 2, y!, 8!, XY, 27 désignant les moments,
les coordonnées et les composantes relatives aux nou-
veaux axes; or
2=cX+IY+ L,
)J: br -+ b’f + b”z,
La tormule (1) devient alors
L= (¢X + Y+ c¢"Z) (ba+ 0y + 7z)

— (bX Y 0" L) (cx + 'y -+ 2]
QL
L= (Zy — Yz) (L‘”b/ — /)”C’) =
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ou
IL’=aLl 4+ a'M + a"N,

ce qui constitue une seconde maniére de résoudre le pro-

bléme I.

1I. — EQuIiLIBRE D'UN POINT MATERIEL,

63. Un point matériel, ou plus généralement un corps
quelconque, est dit en équilibre sous Uinfluence de cer-
taines forces, lorsque ces forces ne modifient pas son état
de repos on de mouvement; on dit aussi que les forces en
question se font équilibre.

Pour que des forces appliquées & un méme point ma-
tériel se fassent équilibre, il faut et il suffit évidemment
que leur résuliante soit nulle, car la résultante est la force
qui a elle seule est capuble de produire le méme effet que
les forces données.

Soient ox, 0y, 0z trois axes rectangnlaires; X, X’ .. .,
les projections des forces qui sollicitent le point M, sur
Paxe des x; Y, Y,... leurs projections sur I'axe des
¥3 L, Z',. .. leurs projections sur I'axe des z : la condi-
tion nécessaire et suffisante pour que la résultante soi
nulle est

2X =0, 2Y::0, XZ=o0,

car les premiers membres de ces équatious sont les pro-
jections de la résultante surles axes ; et pour qu’une droite
soit nulle, il faut et il sulfit que ses projections sur trois
droites concourantes soient nulles. Autrement :

Pour que la 1ésultante soit nulle, il faut et il suffit que
son travail soit nul pour ions les déplacements possibles
du point M, car si 'on a toujours

Bas COS(R, 83‘) - 0,
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on en déduit R = o, car cos (R, 0s) ne peut pas éire tovi-
jours nul, et si Rds cos (R, ds) n’était pas nul, R ne sau-
rait étre nul. En remplagant le travail de la résuliante
par la somme des travaux de ses composautes on a, en
vertu d’un théoréme du paragraphe précédent,

2(Xdx + Ydy + Zdz) = o.
D’ou I'on peut conclure
E2X=0, 2Y=o, Z2Z:=o,

car 0x, dy, 0z sont arbitraires.

Si le point M, au lieu d’étre libre, était assujetti a rester
sur une courbe ou sur une surface fixe, on pourrait rem-
placer I'action dela courbe ou de la surface par une force,
et effectivement cette action équivaut a une force, puis-
qu’elle modifie lec mouvement que prendrait le corps 5’1l
était libre.

64. Nous dirons qu'il n'y a pas de frottementi si Vac-
tion de la surface ou de la courbe fixe se réduit a une
force dirigée suivant unc normale: dans ce cas, il est évi-
dent que la condition nécessaire et suffisante pour I'équi-
libre est que la résultante des forces qui sollicitent le
point matériel soit normale 4 la courbe ou a la surface.

En effet, si 'on décompose la résultante en deux autres
forces, I'une normale, 'antre tangente i la courbe ou i
la surface, la force normale n’aura aucun effet,en ce sens
qu’elle tendra a enlever le point de la courbe ou de la
surface et fera équilibre & Paction de la surface: quant a
la force tangentielle, si elle n'est pas nulle, elle fera glisser
le point matéricl le long d’une des tangentes.

Si le point M était simplement assujetti o ne pas péné-
trer d’un certain ¢6té d’une surface donnée, il faudrait
non-seuleinent exprimer que la résultante cst normale a
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la surface, mais encore qu’clle est dirigée vers le coté ou
le point ne peut pas pénétrer, ou qu'elle est nulle.

Ces conditions peuvent encore s’exprimer autrement :
dire que la résultante est normale a la surface on a la
courbe, c’est dire que le travail de cette résuliante est
nul pour tout déplacement effectué sur la courbe ou sur
la surface. Pour exprimer ces conditions analytiquement
ou procéde comme il suit.

65. Soit d’abord
Sz, y,2)=o0

I’équation de la surface sur laquelle le point est assujetti

q ] p ]
a demeurer. Soieut x, y, z les coordonnées; X la somme
des projections sur I'axe des x des forces qui sollicitent le
point; Y, Z les sommes analogues relatives aux autres
axes. Soil, de plus, N la réaction normale de la surface.

Les cosinus des angles que la normale fait avee les axes

d, ff
SODt:Ala A=,
dx dy

({/ 2 (/f‘ 2 df 2_ ].
VIE) - (5) = ()=
Les forces N, X, Y, Z doivent se faire équilibre sur le
point supposé libre. On a donc

df i
A —ohen posant, pour abréger,

]) d
NAQ..}_X::O’ NA-(—‘{+Y_:0, Na f+Z:o.
drx dy dz
On en déduit
df df df e
—_ —X: L =Y: -+~ =7Z:-2 =248 24 Y L.
Na=X:—- o Z: - VXE - Y 4 Z

Ces équations font connaitre N et expriment, du reste,
que la résultante est normale a la surface; car X, Y, Z
sont égales aux projections de la résultante.
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Si nous supposons que le point soit assujetti & demen-
rer sur une courbe, en désignant par os I'élément d’arc
et par A, u, v les angles que fait la réaction N avec les
axeg, on aura
Ncos) +X=o,
(1) ¢ Ncosp + Y =o,

Ncosv +Z —o.
A ces formules il faut joindre la relation
(2) €0s*) + €os?p 4 cOs*v =1,

ct la suivante qui exprime que la direction 2, u, v est
normale 4 la direction ds,

cos) dx -+ cosp dy -+ cosv dz =: 0.

Les équations (1), multiplides par dx, dy, dz et ajoutées,
donnent
Xdz + Yy + Zdz == o.

Cette dquation cxprime que la résultante est normale &
la courbe; si I'on élimine cnsuite cosk, cosp, cosv en-
tre (1) et (2}, on trouve

N =X+ Y2+ 72

On pourra calculer N par cette formule, aprés quoi les
équations (1) feront connaitre cosi, cosy, cosv.

1I. — PriNciPE DE L'ACTION ET DE LA REACTION.

66. Lorsqu’un point matériel A c¢xcrce une action sur
un autre point B (et nous avons déja dit que toute force
émanaitl d’un point matériel), le second point B exerce
aussi une action sur le point A, et les deux forces éma-
nées de A ct de B sont toujounrs égales, mais de sens op-
posé, et dirigées suivant AB.

Dosumont auny

fene ot Mano Curie UPMC Cote 54 LAU70 1



74 TRAITE DE MECANIQUE RATIONNELLE.

Ce principe est le dernier de ceux dont nous ferons
usage sans en donner de démonstration. Newton, qui I'a
énoncé le premier, a donné a 'une des forces (celle qui
émane de B) le nom d’action ; Vauwe porte le noy de
réaction ainsi on peut énoncer le principe de Newton
comme suit : action est égale et contraire a la réac -
tion.

Ce principe, ou du moins un nouveau principe, deve-
nait tout a fait nécessaire pour étudier les relations qui
existent entre un point et le monde extérieur, et I'on
congoit qu’il ne soil pas possible de démontrer de tels
principes par la seule force de la raison : nous les véri-
fierons expérimentalement dans leurs conséquences.

67. Evaluons la somme des travaux virtuels des forces
provenant de Paction mutuelle de deux points A, B.
Soient x, y, z les coordonnées du point A; ds son déplace-
ment virtuel ; x’, 5/, 2" les coordonnées du point B; s’ son
déplacement virtuel, /la distance AB, f1'action mutuelle
des points A ct B. Si nous supposons d’abord la force '
attractive, c’est-a-dire si nous supposons l'action de B
sur A dirigée de A vers B, le travail développé en A sera

JS0scos(AB, ds )

le travail développé en B sera

J 95 cos(BA,ds");
la somine sera
(1) T = /'[85 cos (AB, ds) + 05" cos(BA, 8s")].
Orona
z'—x dx y'—ydy F—z0z
cos(AB, 0s) = — 5+ e T

z—a' dx'  y—y'dy’ +z—z’8z'
{9y TS TS

cos(BA, ds') =
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La formule (1) devient alors

T—=—/ ; [{#'—x)(da)— dux)
+ (' —=r) @y’ =) + (& —z)(dd — dz) ],
ou .
—_— f [AY) AR 1y
T La[(n— )t (y— 5/t (3= 37

c’est-a-dire

ou enfin

Si la force avait éié répulsive, on aurait cu

T=/f4dl,
ce que 'on pouvait prévoir; car, toutes choses dgales
d’ailleurs, la force f changeant de sens, le travail doit
changer de signe. La Géométrie condnit simplement au
résultat (ue nous venons de trouver.

En effet, soit A’B’ (fig. 18) la position de la droite AB
aprés son déplacement virtuel, on a, si /" est une force
attractive,

T=—f.A"A +/B"B;
AA” et BB désignant les projections de ds ei ds', la for-

mule précédente peut s’cerive

T=:f(B"B— A"A),
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)
(=

]
&

T-= f{AB — A"B"),
ou, aux infiniment petits du second ordre pres,

T—=/(AB —A'B’\; :f.(—é‘l):_fal.

IV. — Sur LES DIVERSES FORCES QUI SOLLICITENT
LES CORPS.

68. Les physiciens admettent généralement que les
corps naturels sont formés d’atomes séparés les uns des
autres par des vides. Le point matériel n’est pas un
atome; c'est un point mathématique pris a intériear
de la maticre, et faisant partie de cette matiére : il y en
aurait donc une infinité dans un atome, qui est un cor—
puscule de dimensions finies.

Nous tacherons de n’introduive que le plus tard pos-
sible la notion d’atome dans I'étude que nous ferons,
laissant ainsi Ja moindre part possible & I'hypothése.
Nous admettrons que, dans les systémes matéricls ou
corps sonmis a notre étude, le nombre des points maté-
ricls auxquels des forces sont appliquées est fini, ou
plutdt nous n’étudierons que les systémes formés de
points matériels isolés et en nombre limité.

Les forces qui sollicitent un systéme de points maté-
riels sont de deux espéces : elles sont mtériecures ou
extérieures ; les forces intérieures sont celles qui éma-
nent de points faisant partie du systéme; les forces exté-
rieurcs ¢manent, au contraire, de points matériels exté-
ricurs au systéme.

A un autre point de vue, nous partagerons les forces
en forces direcrement appliguées au systéne et en forces
de liaison. Nous définirons seulement ce que nous en-
tendons par forces de liaison.
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69. La plupart du temps, les divers points d'un
systéme ne sout pas indépendants les uns des autres;
leurs coordounées sont assujetties a remplir certaines
conditions , certaines égalités auxquelles on donne le
nom de lia:sons. Par exemple, un point du systéme peut
étre assujetli a rester sur une sphére; deux points peu-
vent ¢tre assujettis & rester a une distance invariable I'un
de l'antre :-ces conditions se traduisent par des équa-
tions entre les coordonnées de ces divers points, et con-
stituent ce gue Lon appelle des liaisons.

Ces liaisous équivalent a des forces. En eflet, si nous
supprimous une liaison, le corps va prendre un mouve-
ment difiérent de celui qu’il aurait pris si la laison avait
subsisté, ou plutét 'éiat de repos ou de mouvement du
systéme va ¢tre modifics il est évident que Pon raménera
le systéme & son état primitif, en appliquant 4 ses divers
points ceriaines forces. (1l ne faut pas oublier qu'une
force est la cause capable de modificr I'état de repos ou
de mouvement d'un point matéricl.) Aiusi les liaisons
équivalent a des forces. Ces forces sont ce que nous ap-
pellerons les forces de liaisons; elles peuvent étre inté-
rieurcs ou extérieures, suivant les cas.

Il y a quelquefois avaniage & introduire directement
dans le caleut les forees qui produisent une hiaison don-
née; on ve ticnt plus compte alors de cette liaison, et les
forces de liaison en question deviennent des forces direc-
tement appliquées.

Avant d'aller plus loin, il est indispensable de lever
une difliculté qui résulte de nos conventions, et qui
pourrait éveiller des doutes dans Uesprit da lecteur. Nous
avons adimis qu'un systéme pouvait renferier une infi-
nité de points matériels, et cependant nous avons admis
quun nombre limité d’entre cux recevait Paction des
forces; il semblerait, @aprés cela, que si le corps se met
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;
en mouvement, les seuls points auxquels sont appliquées
les forces vont se mouvoir ct se détacher du systéme. Pour
faire disparaitre cette difficulté, il faut supposer que les
points auxquels les forces ne sont pas appliquées aient
des masses nulles et soient invariablement liés par
groupes a certains points qui recoivent 'action des forces,
et qui auront une masse proportionnelle, si P'on veut, au
volume dont les points qui leur sont liés font partie.

Ainsi, par exemple, on peut imaginer qu'un atome
forme un solide de figure invariable, et qu'un point que
nous appellerons centre de cet atome soit le point d’appli-
cation d’une force; nous donnerons au centre de I’atome
une masse proportionnelle au volume de I'atome; nous
pourrons imaginer plusieurs centres dans I'atome, en
sorte que 'on pourra toujours faire, dans les calculs,
abstraction d’une certaine partie de la matiére et la ré-
duire 2 un nombre fini de points matériels invariable-
ment liés entre eux.

Du reste les calculs et les raisonnements qui vont suivre
seront indépendants de toute hypothése sur la constitu—
tion de la matiére, vu que nous ne parlerons que de
systemes de points matériels. Nous solidifierons quel-
quefois ces systémes, c’est-a-dire que nous supposerons
les distances mutuelles de leurs points invariables. Nous
resterons ainsi pendant longtemps dans le domaine de
Pabstraction; mais I'étude que nous aurons faite sera
utile dans la suite, lorsque, abandonnant les spéculations
rigourcuses de la Mécanique rationnelle, nous essayerons
d'appliquer Yanalyse aux phénoménes naturels, en in-
troduisant les hypothéses dont nous avons parlé plus
haut, inodifiées convenablement suivant les besoins de
la science.

urie UPMC Cote 54LAUTO 1



DEUXIEME PARTIE. — CHAPITRE 1I. 79

V. — THEOREME DU TRAVAIL VIRTUEL,

70. Nous rappellerons d'abord qu’un corps est dit
en équilibre sous I'influence de certaines forces, lorsque
ces forces sont incapables de modifier son état de repos
ou de mouvement. Ces forces ne se dérruisent pas; elles
produisent les forces de liaison. Prenons, par exemple,
un point assujetti a rester sur un plan; ce point peut
rester en repos sur ce plan, sans qu'aucune force agisse sur
lui. Faisons agir sur ce point une force normale au plan,
il va rester en équilibre; mais il faut alors que la fixité
du plan équivaille a une force égale et de sens contraire
a celle que nous venons de faire agir. Ainsi les forces di-
rectement appliquées engendreront en général des forces
de liaison, variables avec les forces directement appli-
quées.

THEOREME DU TRAVAIL VIRTUEL, — Pour gu’un systéme
de points matériels soit en équilibre sous Uinfluence des
Jorces qui lui sont directement appliquées, il faut et il
suffit que la somme des travaux wvirtuels des forces qui
le sollicitent soit nulle pour tout déplacement com-
patible avee les Laisons du systénic.

Soient (x4, ¥1, 21), (X2, Y2y Za)s.. - les coordonnées
des différents points du systtme, les liaisons seront,
comme nous ’avons déja dit, des conditions exprimées
au moyen d’équations telles que

(1) L{wy ris35 000 )= 0y

entre les coordonnées des divers points du systéme.
Soient dxy, 8y, 0215 0xy,... les variations correspon-
dantes 4 un certain déplacement virtuel : nous dirons que
ce déplacement est compatible avec la liaison (1), si Pon a

L (@ 0z, ¥, 4 0y, 21 4 02y &+ 0sy. . L) == 0,
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c’est-a-dire, en vertu de (1),

dL
dz,

dL dL dL
o, + — 8y + — 83, -+ — 8z, ... ==o0.
dy, dz, dz,

Ceci posé, supposons d’abord que le systéme soit a
liaisons complétes, ¢’est-3-dire que, n désignant lenombre
de ses points, il existe 3n — 1 équations de liaison. Dans
ce cas, chacune des 3n cordonnées xy, y(, 215 Xyy. .
pourra s'exprimer 4 I'aide d'une seule d’entre elles, et
chacun des points du systéme va étre assujetti a décrire
une courbe déterminée; les seuls déplacements compa-
tibles avec les liaisons seront des déplacements effectués
le long de ces courbes.

Pour qu'un point assujetti a décrire une courbe soit en
équilibre, il faut, comme nous 'avons vu (p. 72), que
la somme des travaux virtuels des forces qui lui sont di-
rectement appliquées soit nulle pour tout déplacement
cffectué le long de la courbe; or, pour que le systéme
soit en équilibre, il faut que chacun de ses points soit en
équilibre; donc il faut que la somme des travaux de toutes
les forces directement appliquées soit nulle pour tout dé-
placement effectué le long des courbes, c’est-a-dire com-
patible avee les liaisons.

Supposons mainienant qu’il existe un nombre & quel-
conque de liaisons (inféricur a 3 n, sans quoi ay, yy, z,...
ne sauraient varier) ; soient

(L) Li=o0, Ly==o,..., Li=o,

ces liaisons §'il y a équilibre, cet équilibre ne sera
pas troublé par Vintroduction de nouvelles liaisons en
nombre 3n—k—1,

(M) M=o, My=o,..., M,z ,=o,

compatibles avec les premiéres (car introduire une liai-
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son revient a s'opposer a ceriains déplacements, et si un
point est en équilibre sous I'influence de certaines forces,
on peut le supposer en repos en vertu du principe de
I'indépendance des effets simultanés des forces; or il
cst en repos, il est bien clair qu’il restera encore en re-
pos si I'on s’oppose simplement a ce qu’il se meuve dans
un certain sens).

Mais nous avons maintenant 3 7 — 1 liaisons, le sys-
téme est & liaisons complétes; il faut done que la somme
des travaux des forces directement appliquées soit nulle
pour tout déplacement compatible avec les liaisons (L)
et (M) : mais les liaisons (M) sont quelconques; donc la
somme des travaux des forces directement appliquées
doit étre nulle pour tout déplacement compatible ayec
les liaisons (L) pour qu’il y ait équilibre.

71. 1l reste a prouver la réciproque : Supposons que
la somme des travaux des forces appliguées & un sys-
téme soit nulle pour tout déplacement compatible avee
les liaisons, je dis qu'il y aura équilibre,

En effet, on peut supposer que le corps parte du repos;
s'il n’y a pas équilibre, le systéme va se metire en mou-
vement, le déplacement qu’il prendra sera compatible
avec les liaisons, mais on pourra s’opposer au mouve-
ment et rétablir Péquilibre en appliquant 4 chaque point
une force d'intensité convenable dirigée en sens contraire
du mouvement initial. Appelons F le systéme primi-
tif des forces, @ le systéme des nouvelles forces intro-
duites. Sous I'influence deIF et P, le systéme est en équi-
libre; donc la somme des iravaux des forces F et @ est
nulle pour le déplacement compatible avec les liaisons,
qui se produirait si @ n’existait pas. Mais, par hypothésc,
le travail des forces F est nuly donc le travail des forees
® devrait I'étre aussi, ce qui est absurde, puisque ces

I. 6
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forces agissent toutes en sens inverse du déplacement con-
sidéré, et que, parsuite, leur travail est négatif. Donc,...,
et le théoréme se trouve démontré. Le théoréme précé-
dent porte le nom de principe des wvitesses virtuelles ou
du travail virtuel.

VI. — REMARQUES SUR LE THEOREME PRECEDENT.

72. Remarque I. — Silon considére un systéme libre,
c’est-a-dire dans lequel il n’existe pas de liaisons, pour
qu’il y ait équilibre il faut et il suflit que la somme des
travaux virtuels de toutes les forces du systéme soit nulle
pour tout déplacement du systéme. On peut le voir im-
médiatement en observant que, chaque point devant étre
en équilibre, la somme des travaux des forces qui le sol-
licitent doit étre nulle; réciproquement, sila somme des
travaux de toutes les forces du systéme est nulle quel que
soit Je déplacement, elle sera nulle en particulier si tous
les points, & I'exception d'un seul, restent immobiles ;
mais alors ce point est en équilibre, puisque la somme
des travaux de toutes les forces qui le sollicitent estnulle;
donc chaque point du systéme, et par suite le systéme
lui-méme, est en équilibre.

Rremarque 1L ~— Nous avons supposé tacitement, dans
la démonstration du principe des vitesses virtuelles, que
les liaisons ne variaient pas avec le temps ¢; mais il est
facile de voir que ce principe est encore vrai dans le cas
ot les liaisons sont fonctions du temps.

En ellet, considérons le systéme & I'époque 6. Suppe-
sons que 'on remplace, dans chaque équation de liaison
que nous supposerons de la forme

L{t, 7, Yy 3,...) =0,

urie UPMC Cote 54LAUT0 1




DEUXIEME PARTIE. — CHAPITRE II. 83
t par la constante 6, le principe des vitesses virtuelles sera
vrai pour le nouveau systéme de liaisons; comme il est
vrai ainsi & chaque instant 8, il a lieu pour toutes les va-
leurs de ¢ : il est donc général.

Mais il faut observer (et cette remarque est importante
en dynamique) que le déplacement réel infiniment petit
que prend un corps en monvement n’est pas compatible
en général avec les liaisons & I'époque ¢, si celles-ci con-
tiennent le temps; en eflet, si duy, dy,, dz,,. . . désignent
les vaciations de &y, ¥, 25,. .. dans le déplacement réel,
on a

tandis que I’on a seulement

dL

dr,

dL
é\-l'l +Ea_}’|+...___‘_0;

donc on ne peut prendre diry = dx,y dyy = 9¥y,. .. que
.dL , . g . .. .

s —- est nul, c¢’est-a-dire si les liaisons ne contiennent
pas le temps,

73. Remarque IT1. — Dans la démonstration que nous
avons donnée du principe des vitesses virtuelles, nous
avons supposé que si un point ¢était assujetti & rester sur
une courbe, on pouvait remplacer I'eflet de la courbe par
une force normale : ceci v’a lieu que s’il n’y a pas de frot-
tement sur cette courbe. 81l y avait {rotiement, il fau-
drait remplacer les liaisons correspondant & ces frotte-
ments par les forces quelles produisent, ces forces élant
considérées comme directement appliqudes.
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VII. — APPLICATION DES PRINCIPES PRECEDENTS
A LA STATIQUE DES SOLIDES.

74. Nous allons chercher les conditions d’équilibre
d'un systéme solide; cectre question sera étadiée plus a
fond dans le Chapitre suivant: nous voulons seulement
ici montrer comment on doit se servir du principe des
vitesses virtuelles. '

Les mouvements compatibles avec les liaisons dans un
solide, ¢’est-a-dire les mouvements qui n’altérent pas les
distances mutuelles des points, se réduisent tous, comme
on I'a vu, 4 une rotation et & une translation; donc, pour
assurer 1’équilibre, il suffira d’écrire que la somme des tra-
vaux virtuels des forces directement appliquées est nulle
pour tout mouvement de rotation et pour tout mouvement
de translation (car le travail dans le mouvement résulftant

est la somme des travaux effectués dans les mouvements
composants, p. 64).

Or un mouvement de rotation quelconque (p. 28)
peut étre remplacé par une translation convenablement
choisie et par trois rotations effectuées autour de trois axes
fixes ; nn mouvement de translation peut étre décomposé
en trois translations paralléles a trois axes fixes, en sorte
qu’en définitive pour assurer I'équilibre il suffira d’écrire
que la somme des travaux des forces dircctement appli-
qudes est nulle pour trois rotations quelconques effectudes
autour de trois axes coordonnés rectangulaires et pour
trois translations quelconques paralléles aux axes.

Si T'on observe alors : 1° que le travail d’une force
(p. 63) dans un mouvement de rotation est égal & son
moment maltiplié par le déplacement angulaire; 2° que
le travail d'une force dans un mouvement de translation
est égal & la projection de la force sur la direction du
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déplacement, multipliée par amplitude de ce déplace-
ment, on arrive & cette conclusion :

Pour qu'un systéme solide soit en équilibre, il faut et
il suffit : 1° que la somme des moments des forces direc-
tement app[[(]uées, pris par rapport atrois axes rectan-
gulaires, soit nulle ; 2° que la somme des projections de
ces forces sur les trois axes soit nulle.

On peut arriver & ce résultat d’une autre maniére. On
observe que, pour tout déplacement compatible avec la
solidité, la somme des travaux des forces de liaison est
nulle; en effet, ces forces sont intérieures et se réduisent
a des actions mutuclles; soicnt f une force lntéricure, Z la
distance des points entre lesquels elle agit : on a vu que
le travail correspondant & cette force est (p. 75) == fdl.
Mais, dans les solides, 9/ = o, puisque les équations de
liaison sont de Ja forme /= const.; donc %= fdl=o,
et, par suite, les travaux des forces de laison (qui, ici,
sont les forces intérieures) sont nuls; soient done Xj,
Y:, Z,,X,,... les composantes des forces appliquées sur
les points dont les coordonnds sontay, 3y, 24, X' 5.0 .5 00

devra avoir (p. 64)
2(X0x + Yoy +7Zdz)=o0;

pour tout déplacement compatible avec la solidité, on
peut prendre

0a, 2= 8wy,.o. €t dy,== o0, Oy,== 0,..., dz,= ¢, 02, = 0,...,

ce qui revient a donner au systéme un nmouvement de
translation paralléle 4 I'axe des 5 la formule précédente
se réduit alors & TX = o, et l'on trouve de la méme
maniére 2Y = o, ZZ = o,

On peut aussi prendre dz = )92, Jy = — 202, dr =o,

fene ot Mano Curie UPMC Cote 54 LAU 70 1




86 TRAITE DE MECANIQUE RATIONNELLE.

ce qui revient a donner un mouvement de rotation au-
tour de I'axe des x (¥), et Von a Z(Zy —Yz) =03 on
aurait de méme X(Xz —Zx) =o0, L(Yxr —Xy) =o.
On retrouve ainst les mémes conditicns que tout &
I'heure (58) ; il reste a prouver qu’elles sont suffisantes,
car nous n’avons donné qu’un nombre restreint de dépla-
cements. Si nous exprimons que trois points du systéme
sont en équilibre, ou si 'on veat en repos, tous les autres
le seront aussi. Or, pour exprimer que trois points du
solide sont en repos, il suffit d’exprimer : 1° que I'un des
points est fixe, ce qui exige trois équations (x = const.,
y = consl., z = const., par exemple); 2° que deux des
coordonnées d'un second point sont constantes, car la

fixité du premier point assujettit le second a se trouver
sur une sphére, ce qui fournit deux équations ; 3° qu’une
seule coordonnée du troisiéme point est constante, car la
fixité des deux premiers points 'oblige a se trouver sur
un cercle déterminé, ce qui fournit encore une équation.
Donc six équations saffiront pour assurer I'équilibre.

VIII. -— M¢1nopes pE LAGRANGE POUR TROUVER
LES CONDITIONS D EQUILIBRE D UN SYSTEME.

75. Le théoréme du travail virtuel fournit deux mé-
thodes pour trouver les conditions d’équilibre des sys-
témes; nous allons les étudicr successivement.

1° METHODE DES MULTIPLICATEURS. — Soient @, y, z
les coordonnées d'un point quelconque du systérac; X,
Y, Z les projections sur les axes de la foree qui le solli-

(*) En effet, désignant par r la distance du point (x, y, z) & T'axe
des =z, et par « Pangle que fait le rayon r avec 'axe desy, nous aurons
y =rcose ct z==rsing; par suite, en faisant tourner le systeme de
Vangle §«, on aura g = 0, ¢y =—1r sinx ot OU — 28, ¢t §z2 = rcosude
ou ydu. C. Q. F. D,
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cite; soient cnfin
(1) L,=o0, L,=o0,..., Li=o0

les équations de liaison. Si 'on se rappelle I'expression
que nous avons donnée, p. 64, du travail d'une force, le
théoréme du travail virtuel fournit la relation

(2) 2(Xdx + Ydy -+ Zdz) — o;

ou dx, dy,... désignent des déplacements quelconques
compatibles avec les liaisons, c’est-a-dire (p. 79) satis-
faisant aux équations :

L, d 1
2<(_ dx __Ii oy + (_E' Z):O,

dx dy dz
(3) dL, | dL., dL,
2<%0,t+—d73]+~d—zaz)_o,

Soit n le nombre total des points du systéme. Des équa-
tions (3), en nombre &, on peut tirer les valcurs de A
variations en fonction des 3 n — k autres, et porter ces
valeurs dans (2) 5 les 312 — & variations en question étant
arbitraires, on pourra égaler leurs coeflicients a zéro. On
obtiendra ainsi 3n — k équations, qui seront celles de
Péquilibre, puisqu’elles équivaudront & (2) eta (3). La
position d’équilibre sera alors donnée en joignant aux
3 n — k équations d’équilibre les & équations (1); on aura
ainsi 32 équations pour déterminer les 3n coordonnées
des points du systéme quand on connaitra X, Y, Z,....

On peut faire 'dlimination des variations par la mé-
thode des multiplicateurs. A cet effet, multiplions la pre-
miére équation (3) par 4,, la seconde par Ryyeeo, el
ajoutons ces équations avee (2), il vient

: - dL, dr., ALy o
(4)2[_(){4—)\‘?*{—)1 +...+)~I"ﬁ> S.z—%—...]_._o

dx
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On peat profiter de I'indétermination des & quantités A
pour écrire arbitrairement & relations; nous pourrons
donc annuler les coeflicients de k variations: il reste alors
3n — k variations dans la formule (2); ces autres varia-
tions étant arbitraires, leurs coefficients doivent étre
identiquement nuls. On obtient donc les 31 équations
suivantes :

dL dL
X+ ke + hy—— ... =0,
dr, dr,
(5 d dL,
°) ﬁXz—;«x, L’+)‘,,. S ... —o0,
dr, dar,

dont les & premiéres déterminent Ay, 45,. .., ;. En por-
tant les valeurs de 3, 7,,... dans les autres, on obtient
les équations de I'équilibre; au licu de procéder ainsi,
on peut se contenter d'éliminer Ay, 2,,. .. d'une maniére
quelconque entre les formules (5).

Les muliiplicateurs 2, 2,,... (et c’est un fait bien re-
marquable) peavent servir a calculer les forces de lai-
son en effet, désignons par P, Q, R les projections de la
force de Haison qui agit sur le point (r, y, z). En intro-
duisant les forces P, Q, R dans le caleul, on peat sup-
poser le systéme libre, et Pon a, pour exprimer que les
7 points du systeme sont cn équilibre, les 372 équations

X, + P, =xo,
X, +P,=o,

‘ b — ), d_Ll - .(_{E_“
(6) / U de * e, S, e

IR . dL, . ,
On voit ainsi que S ost la projection, sur 'axe des x,
hadl |
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delaforce deliaison qui agit sur le point x, et qui émane
de la liaison L,; cn cffet, la suppression de cette liaison

dL,

ferait disparaitre de I'équation (6) le terme 2, » que

({8
I'on peut regarder comme la projection d'une force sur
Paxe des x.

76. 2° METHODE DU CHANGEMENT DE VARIABLES. — On
peut, si 'on ne tient pas a calenler les forces de liaison,
employer une méthode quelquefois préférable a Ja pré-
cédente; on calculera le travail en fouction de 3n —k
variables ¢,, ¢s,. .., gs._1, telles que ces variables ne
soient lides entre clles par aucune relation. L’équation
du travail se présentera alors sous la forme

Qi ¢y, =+ Q.d¢,. .. = 0;

comme 9¢;, 0¢s,... sont arbitraires, Q; = 0, Q, = o,...
seront les équations de équilibre. a0y, xa,. ooy ¥4y Yoseees
Z1y Zy,. .. doivent pouvoir se calculer en fonction de ¢y,
Ja2r- - ., en tenant comple des relations (1), qui réduisent
ces vartables & 37— 7. Si Pon commence par établir
3n — I relations de la forme

f(']lv Gos ooy Ly Magevvy Mg Viseooy 3y, i) 50,

on pourra, en les joignant a (1), exprimer xy, Xsy. . o,
Y15 Y2y - - . en fonction de ¢y, gq..., et ces valcurs, re-
mises dans (1), satisferont identiquement 4 (1), On a
donc une infinité de moyens de choisir les fonctions ¢.
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CHAPITRE III.

EQUILIBRE DES CORPS SOLIDES.

I. — NOTIONS PRELIMINAIRES.

71. Bien que le solide parfait, tel que nous 'avons dé-
tini en Mécanique rationnelle, soit unére de raison, il est
utile d'étadier les conditions de son équilibre : d’abord,
parce qu'un grand nombre de corps naturels ont une
constitution qui les rapproche beaucoup des solides de
la Mécanique rationnelle; ensuite, parce que, dans un
grand nombre de cas, comme nous le verrous, on peut
appliquer & des corps quelconques les équations de U'équi-
libre des solides.

On pourrait déduire du principe des vitesses virtuclles
toute la statique. Plusieurs motifs nous empécheront de
le faire : en premier licu, cette marche n’a pas d1é celle
des inventeurs, qui ont introduit dans la science un grand
nombre de mots encore usités aujourd’hui et qu'il est in-
dispensable de connaitre pour pouvoir lire leurs Mé-
moires originanx; en sccond lieu, le principe des vitesses
virtuelles peuat certainement servir a résoudre toutes les
questions d’équilibre, mais il a U'inconvénient d’éwve sou-
vent d'unc application diflicile et laboricuse; eufin il est
bon d’étudier la scicnee sous tous ses divers aspeets, et,
en procédant ainsi, 'on rencontre des théories intéres-
santes qui, concourant par des voics toutes diflérentes
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vers un méme but, donnent a I'esprit une satisfaction
que l'on est toujours heureux d’éprouver dans I'étude
des sciences physicomathématiques. Nous démontrerons
d’abord un principe qui est un corollaire du principe des
vitesses virtuelles.

8. Privciee. — Pour que deux forces appliquées a
un solide se fassent équilibre, il fout et il suffit que ces
Jorces soient égales et directement opposées.

Ce principe est une conséquence des six équations de
équilibre d’'un solide. En effet, soient P, Q,RetP, QR
les composantes des forces en ruestion estimées suivant
trois axes rectangulaires; x, y, z et ', 3/, z' les coor-
données de leurs points d’application, les équations de
I'équilibre sont

P+P =0, Q+Q =0, R+R =o,
Ry—Qz+ Ry — Q2 —o,
Pz —Ra+ P2 —R'x'=o0,
Qz— Py + Q' — Py =o.

Les trois premiéres équations montrent que la force
, . . } Y / ] ]
(P, Q, R) est égale et de direction opposée a (P, Q', R').
> iy o
Quant aux trois derniéres, clles peuvent s'éerire, en
lenant compte des premiéres,

ce qui prouve que la droite qui joint les points (x, y, 2)
et (', y', 2’} a la méme dircction que (P, Q, R).
c. Q. F. D.

Le principe que nous venons de démontrer est souvent

admis comme un axiome; nous avons préléré en donner
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une démonstration directe, et réduire, par cela méme,
le nombre des principes fondamentaux de la Méca-
nique,

79. Tutorkme. — Une force applz;]uée & un corps
solide peut étre transportée en un point quelconque de
sa direction, sans que l’ctat (l’équilibl'e ou de mouve-
ment du solide soit altere.

Soit, en effet, une force T (fig. 19) appliquée a un
point A d’'un solide; soit B un point du solide situé sur

Fig. 19.

la direction A, ou, ce qui revient an méme, un point
invariablement 1ié 4 ce solide; appliquons en B deux
forces BI7 et BH égales entre elles et a F, mais de dirce-
tions opposées, I'élal du systéme ne scra pas changé. Or
les forces ALY et BH se fout équilibre; on peut douc les
supprimer sans tronbler I'état du systéme; il ne reste plus
alors que la force B, qui produit, par suite, le mémne
effet que AF.

Il ne faut pas se tromper sur le sens du théoréme pré-
cédent. Nous venons simplement de prouver que I'état de
repos ou de mouvement du systéme n’est pas altéeé par la
translation de la force 175 mais les forces intéricures se-
ront en général modifiées par cette translationy en sorte
qu’au point de vue de la distribution des efforts intéricurs
les forces F et I ne sont pas équivalentes.

Deux systémes de forces appliqués au méme corps sont
dits équivalents lorsque la substitution de Pun des sys-
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témes 4 l'autre n’altére pas I’état de repos ou de mouve-
ment du corps. On peut donc dire que

Deux forces agissant dans le méme sens et suivant la
méme droite sur un corps solide sont équwalentes.

80. Si nous admettons encore comme évident & priori ce prin-
cipe, qui est une conclusion immédiate du parallélogramme des
forces :

Les forces se composent et se décomposent d’aprés des lois géo-
métriques qui sont independantes de la Jorme des corps aurquels
elles sont appliquées ct de leur nature, mais qui dépendent ani-
quement des grandeurs de ces forces et de lours positions relatives.

Nous pourrons faire toute la statique du point matériel et des
solides sans faire appel aux considérations de mouvement, sans
méme nous appuyer sur Ja définition de la force. Nous allons com-
mencer par démontrer la régle du parallélogramme.

II. — DEMONSTRATION NOUVELLE DU PARALLELOGRAMME
DES FORCES.

Lemme. — Un losange rigide ABCD ( fig. 20) est en équilibre

sous Cinfluence de quatre forces égales appliquées suivant DA, DC.

BA et BC.

Fig. 20.
B
//~\\\
- - \\é
At e
e
1]

En effet, si nous admettons que la résultante de deux forces est
indépendante de la nature du corps solide auquel ces forces sont ap-
pliquées ot ne dépend que de la grandeur et de la position de ces
forces, la résultante des forees AB et BC sera dirigée suivant BD;
celle des forces DA ¢t DC sera dirigée suivant DB, et scra égale 3 la
premigre, Ces deux résultuntes se feront done quitibre.

Documont
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Ceci posé, considérons deux forces commensurables MP et MQ
{ fig. 21), appliquées a un méme point matériel; construisons

Fig. a1.
M, Q. Q. Qs
VA V|
S
L

P

1

le parailélogramme MPNQ sur MP et MQ; supposons les forces MQ
et MP dans le rapport %. Soit alors

MP,= P P,=P,P=MQ,=Q,0Q,=0Q,0,=0,0;

par les points Q,, Q,, Q, menons des paralleles Q A, Q,A,, Q,A;
A MP, et par les points P,, P, menons P B,, P, B, paralleles a MQ;
solidifions le parallélogramme MPNQ. Je dis que si I'on applique au
parallélogramme deux nouvelles forces égales & NP et NQ, il sera
en équilibre.

Pour le démontrer, nous pouvons observer : 1° au lieu des for-
ces MP, MQ, NP NQ on peut appliquer les forces MP,PP,...
enM,P,...;les forces MQ,Q,0,,...en M, Q,,...; les forces NB,,
B,B,,...en N, B,,...; enfin les forces NA,.. . en N, A,....;carces
forces peuvent étre censées appliquées en un point quelconque de
leur direction; prenons les forces MP, P P,, P,P, par exemple : en
les supposant appliquées en M, elles donneront par définition une
force triple, c'est-a-dire précisément MP ; 2° on peut appliquer en-
core au systéme les forces ¢galeset directement opposées Q ¢, et A, «,,
Q7. et Aya,...,Bg et Pig,,....

En vertu de noLre lemme, toutes les forces que Pon vient de con-
sidérer vont sc faire éthbre sur les losangzes MPA Q,, P PA,Q,,
P,PA,a,, puis Q,A,NQ, Q,4,B,Q, Q,¢,B,Q. Donc les forces MP,
MQ, NP, NQ se font équilibre; par suite, la résultante de MP et MQ
est égale el directement opposée a cclle de NQ et NP; donc clle
passe par le point N. Ainsi :

La résultante de deux forees appliquées au méme point est dirigée
suivant la diagonale du parallélogramme construil sur ces deux
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forces. Je dis maintenant qu’elle est égale a cette diagonale. En
effet ( fig. 22), si en M et en sens inverse de MN on applique une

Fig. 22
S
ASERAN
N . /—_-*\7}\;0
N,
Pt’ \;;-/

force MR ézale 4 la résultante inconnue, les forces MQ, MP, MR
seront en ¢quilibre : donc MP est ézale et directement opposée &
la résultante de MR et MQ, c’est-a-dire dirigée suivant la diagonale
du parallélogramme MRSQ construit sur ces deux forces. Les
triangles RMS, MPN sont alors égaux (RS = MQ = PN, et les
angles sont égaux, RMS = PMN comme opposés par le sommet,
RSM, MPN comme alternes internes) : donc MR == MN, et par suite
le théoréme du parallélogramme des forces se trouve démontré.

1II. — CompoSITION DES FORCES PARALLELES.

81. Tutorime . — Deuwx forces paralléles et de méme
sens appliguées & un solide ont toujours une résultante
égale & leur somme et qui leur est paralléle; cette résul-
tante partage la droite des points d’application de ses
composantes en deux segments qui sont en raison in-
verse de ces composantes.

En cffet, soient AF et A'F’ { fig. 23) deux forces paral-
léles et de méme sens appliquées 4 un solide quelconque.
Au licua de ces deux forces, considérous deux forces con-
courantes en S, AP et A'P’ situées dans leur plan; ces
deux forces peuvent étre transportées en SQ et SQ' sur
leur propre direction sans que Pétat du systéme soit trou-
blé; mais alors elles se composent en une seule SR, que
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I’on obtient par la régle du parallélogramme; SR ren-
contre AA" en B et peut, si I'on veut, ¢tre censée appli-

“

quée en B3 mais, si du point B on abaisse des perpendi-
culaires p et p’ sur SQ ¢t SQ’ respectivement, on aura,
en vertu d’une propriété bien connue des parallélogram-
mes (p. 25),

) /
(1) Ss—g':I]—/ ou ;:%,
et puis

SR ==SQ + SO + 25Q.5Q'c0sQSQ),
ou bien
(2) SR = Pt P2 - 2 PP’ cos(P, ).

Imaginons maintenant que le point S s'éloigue indéfini-
ment, de telle sorte que P et P’ viennent se confondre
avee et F/; soientensuite P =T, P/ =17, la formule (1)
aura toujours lieu; quant & la formule (2), elle deviendra

SR == F* 4 I oF F = (F + F')",

Donec la valeur Limite de SR est '+ F/, et la position
) |
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limite de B partage A A’ cn deux segments tels que

F_ BA"
FF BA’

car & la limite il est facile de voir que les perpendicu-

laires p et p’ abaissées du point B sur ¥ et I'' sont dans

le méme rapport que BA et BA’; de plus, SR devient pa-

rallele A F et F'. Le théoréme est donc démontré.

82, Tutorkme IL.— Deux forces inégales, mais paral-
leles et de sens contraire, appliquées & un solide, ont
une résultanie égale a leur différence. Cette résultante
divise la droite qui passe par lewrs pownts d’application,
en deux segmenls qui sont en raison inverse des com-
posantes. Mais elle est située en delors de Uintervalle
compris entre les composantes ; enfin elle est de méme
sens que la plus grande des composantes.

Nous pourrions adopter le méme mode de démonstra-
tion que tout a 'heure; mais nous pouvons aussi pro-
céder comme il suit :

Soient Al et A'F' (fig. 24) deux forces paralléles et

Fig. 24.

de sens contraire; appliquons en A et A’ deux forces AG,
A’G' égales el de sens contraires, P'état du sysiéme n’est

L. 7

urie UPMC Cote 54LAUTO 1




98 TRAITE DE MECANIQUE RATIONNELLE.

pas changé. Soient A’ la résulianie de ¥ et G, A'P’ celle
de F' et G/, ces forces ne sont pas paralléles si F et I/
ne sont pas égales. On peut alors supposer AP et A'P
appliquées en leur point de concours S, suivant SQ
et SQ'; décomposons maintenant SQ en deux forces
SH = AG, S/ = AT’ paralléles respectivement a4 AG
et AF; décomposons également SQ’ en deux forces
SH' = A’G’ Sf"= A'F’ paralléles respectivement a
A'G' et a A’F’ : mais alors SH et SH’ se détruisent, et
il ne reste plus que Sf et S paralléles a F et I/, et dont
la résultante est '/ — F. On a ensuite, en désignant par B
le point ou la résultante ' — I vient rencontrer A A',

AB_SB A'B_ SB
SW — S/ SH — F
On a de méme
AB _ SB
SH™ F’

el, par suite, en divisant membre 2 membre et en ob-

servant que SH=SH’,

A'B _F
AB T F
c. Q. F. D.
Remarque I. — Les deux théorémes précédents au-

raient pu se démontrer analytiquement en partant des
six équations de Péquilibre des solides (p. 85). Nous
laissons au lecteur le soin de faire la démonstration.

83. Cororraite. — Un nombre quelconque de forces
paralléles appliquées a un solide pourront en général
se réduire a une seule, que 'on obtiendra en composant
d’abord les deux premiéres, puis leur résuliante, avee la
troisiéme, et ainsi de suite. La direction de la derniére
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résultante est la méme gue celle des forces proposées;
mais il est remarquable que son point d’application soit
indépendant de la direction des composantes, ct ne dé-
pende que de lears grandeurs relatives. En sorte que les
composantes venanl & tourner de manic¢re & rester pa-
ralleles entre elles, ¢t en conservant des intensités propor-
tionnelles, la résultante passe par un point fixe, que 'on
appelle centre des forces paraliéles.

Remangue II. — La résuliante est unique, c’est-a-dire
que Pon arrive toujours au méme résultat, quel que soit
Pordre dans lequel s’cflectue la composition; il est facile
de voir en eflet que deux forces I, I qui ne sont pas
appliquées suivant la méme droite ne peuvent pas étre
équivalentes. En effet, si F et I/ étaient équivalentes,
F ferait équilibre a une force P égale et directement op-
posée a F', ce qui est impossible en vertu de notre prin-
cipe fondamental (p. g1).

84. Remarnouve HI. — Dans la démonstration du théo-
réme II, nous avons écarté le cas ol les forces I et F/
seraient égales; eflectivement la démonstration ne s'ap~
pligue plus a ce cas, et si on le considére comme un cas
limite du cas général, on arrive a ce résultat illusoire,
qu'il existe unc résultante nulle située a l'infini.

Il est facile de voir que :

85. Tutorime MI. — Deux forces éecales paralléles
5 !

et de scns contraire, appliquées & un solide, n'ont pas

de résultante.

PREM(ERE DEMONsTRATION. — Si T'on admet que la composition
des forces soit indépendante de Ja forme du solide auquel ces forees
sont appliquées, ce qui n'est pas évident, il est facile de démontrer
le théoreme précédent. En clfel, si les forces AF et A'F ( fig. 25)
égales, paraileles el de sens conbraire avaient une résullante R,

7-

Dosumont auny
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elles en auraient forcément une secende R'; pour s’en assurer, il
suffit de faire tourner le systéme AF, A'F’ autour du milieu de AA’

A JF
v/
. /

A

/ R
/1

¥rov

et dans son plan, de manicre & faire coincider F avec F', et F' avec F,
R prend alors la position R’ et serait la seconde résultante. Ceci
n’est pas possible, car Ret R’ ne peuvent étre équivalentes, n'étant
pas appliquées suivant la méme droite. On pourrait objecter & ce
raisonnement que la résultante R pourrait passer par le milicu
de A A’ perpendiculairement 3 AA’ et au plan FAA'F’; mais on peut
admettre que, par raison de symétrie, la force résultante pourrait
étre choisie en sens inverse de R, et P'on tombe encore sur deux
résultantes qui ne ssuraient élre équivalentes.

On voit combien le raisonnement qui précéde est vicieux, puis-
qu’il est fondé sur un nouveau principe. La marche que nous avons
suivie dans 'étude de la Mécanique nous permet de démontrer le
théoreme précédent avec la plus grande facilité et sans principe
nouveau. En effet :

DeuxifME pEMONSTRATION. — Si les forces F et F' avaient une
résultante R, elles feraient équilibre & une force P égale et directe-
ment opposée a R. Les forces F, F', P se faisant équilibre, la somme
de leurs projections sur un axe quelconque devrait étre nulle
(p- 91); mais la projection de I et celle de F' ont une somme
nulle : donc la projection de P devrait étre nulle; donc P et par
suite R seraient nuls. Ainsi les forces F et ' n’ont pas de résultante;
on sait du reste qu'e.les ne peuvent pas se faire équilibre.

L’ensemble de deux forces égales paralléles et de sens
contraire forment ce que Pon appelle un couple. La plus
courte distance des deux forces porte le nom de bras de
levier du couple.
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IV, — DE L’6QUIVALENCE DES COUPLES.

86. On appelle moment d’un couple la somme des
moments des forces de ce couple, pris par rapport a un
axe perpendiculaire au plan du couple et passant par
le milien du bras de levier.

En d’autres termes, Ie moment d’un couple est le pro-
duit du bras de levier de ce couple par P'une des forces
du couple.

87. Tutorime I. — Leffet d’un couple ne change
pas lorsqu’on le transporte parallélement & lui-méme.

En effet, transportons le couple AFA'L’ ( fig. 26),

Fig. 26.
S
A . A’
AN e \}L‘Y // N . /"‘G’
¥ N ,e Y /

parallélement 4 lui-méme, en BGB'G’; en B et en B/
appliquons deux forces BH et B'II” égales respectivement
aBG et B’G’, mais de sens contraire, les couples BGB/G/
et BHB'H’ se font dquilibre, en sorte que leur intro-
duction ne modifie pas I'état du systéme auquel AI'A'T
est appliqué. Or les forces A" et B'Il' sc composent
en une force unique égale a 2 AL et appliquée au milicu
de AB' (p. 96), cest-a-dire au centre O du parallélo-
gramme ABA'B’; de méme A’ et BH se composent en
une force unique ¢gale aussi 4 2 A7 et appliquée en O,
Mais cette résnltante 2 AF est de sens contraire a celle
que nous avons trouvée tout i 'heure. Done les forces AF,
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A’'F’, BH, B'H’ se détruisent mutuellement; il ne reste
plus alors que les forces BG, B'G’, équivalentes par con-
séquent a A" et a AT, C. Q. F. D.

88. Tutorime 1I. — L’ effet ’un couple n’est pas
changé quand on le transporte d’une maniére quel-
conque dans son plan ou dans un plan paralléle.

Pour démontrer ce théoréme, nous allons d’abord

considérer le couple AF AT ( fig. 27), nous le ferons

Fig. 27.
I,
B\:v AFY
N i
¢ <
]
A e e A
I
i N G’
Fv
Y
//

tourner autour Ju milieu de son bras de levier, de ma-
niére & Pamener dans la position BGB'G’, sans toutefois
lui fairc quitter son plan primitif. Si nous appliquons
en B et en B’ deux forces BH et B’H’ égales & BG et B'G/,
mais de sens contraire, I'introduction des forces BG,
B'G’,.BH, B'H’ ne modifiera pas l'effet du couple AF
A'F’. Or AF et BH peuvent se composer en une force
unique par la régle du parallélogramme; de méme B’H’
et A'F' se composeront en une force unique; les deux
résultantes auxquelles on parvient ainsi sont évidem-
meut de sens contraire et passent toules deux par le
point O : elles se détruisent doncj il ne reste plus alors
que le couple BGB'G’ équivalent par suite & A A’F,
Mais I'effet du couple BGB'G’ ne sera pas altéré si on
le transporte parallélement & lui-méme. Ceci revient &
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dire que 'effet de AF A’ n’est pas modifié¢ quand on fait
tourner ce couple et gnon le transporte cnsuite paralle-
lement a lui-méme, ou bien encore : I'effet d'un couple
n’est pas changé quand on le transporte d'unc maniére
quelconque dans son plan ou dauns un plan paralléle.

89. Tutoreme I — Deux couples dont les plans
sont paralléles et dont les moments sont égaux Sor-
ment denx systemes de forces équivalentes.

En effct, on peut supposer que les deux couples aient
lears forces paralléles, leurs bras de levier en ligne droite
et un point d’application commuan A ( fig. 28); car on

Fig. =28.
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peut toujours déplacer Yun des couples, de maniére & lui
faire occuper, par rapport a l'autre, la position dont
nous venons de parler, sans que son effet soit changé.
Soientalors A" AL et BG A’G/ les deux couples en ques-
tion; appliquons en B et en A’ deux forces BH et A’H’
égales et directement opposées a BG et &4 A’GY, Peifet du
couple BG A'G’ sera déiruit, en sorte que le systeme
AT'A’E’ est équivalent au systeme BGA’G/, BIHA'H/,
AF AT,

Mais les forces A’II’ et AF se composent en une seule

dgale a leur somme S, appliquée en un point O tel que

OA ATHY OA' AT
= ou que =

2 ON = aF AL TS
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Mais BH ct A’F’ se composent en une seule force ap-
pliquée en O’ égale a leur somme S ct telle que

(2) OB A'F , oA
oa a1 TS

Des formules (1) et (2), on tire

(3) OA’:SlAF.AA’, O’A’:éBA’.BH;

mais, par hypothésc, les couples AFA'F et BHA'H' ont
par hiyp P

des moments égaux ; donc
AF.AA'=BA’.BH.

Donc les formules (3) donnent OA’= O’A’; par suite
Ies points O et Of coincident, et les deux forces appli-
quées en O, toutes deux égales a S et de sens contraire,
se détruisent; le systéne de forces considéré se réduit
donc & BGA' G/, ce qui prouve I'équivalence des couples

AFA'Y et BGA'G'. C. Q. F. D.

V. — CoMProsITION DES COUPLES.

90. D'aprés ce qui précéde, effet d'un couple ne dé-
pend absolument que de son plan et de son moment. De
14 une maniére de comprendrc sous une méme représen-
tation géométrique tous les couples capables de produire
le méme eifet.

Nous représenterons, avec Poinsot, un couple par une
droite perpendiculaire & son plan et dont la longucur scra
égale 4 son moment; nous donnerons enfin A cette droite
un sens (qui déterminera le sens des forces du couple).
Ce sens devra ttre tel, qu'un observateur ayant sa téte &
Pextrémité de la droite et ses pieds a Uorigine voie le
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bras de levier du couple tourner dans le sens direct (celui
des aignilles d’une montre ordinairement) lorsqu’on fixe
le milieu de ce bras.

La droite qui représente un couple porte aussi le nom
d’axe du couple.

9. Tutoreme I. — Deux couples dont les axes sont
paralléles sc composent en un seul, dont Uaxe est la
somme algebrique des axes des couples composants.

En effet, si deux couples ont des axes paralléles, ils
peuvent étre considérés comme situés dans le méme plan;
on peut méme leur donner le méme bras de levier, mais
alors les forces de ces couples s’ajoutent algébriquement,
comme leurs moments. Le théoréme est donc démontré.

92. Tutorkme II. — Deux couples appliqués & un
méme solide sc composent en un seul, dont axe est la
résultante des axes des couples composants.

Soit AA’ ( fig. 29) Pintersection des plaus des couples.
On peut donner & ces couples le méme bras de levier AA’

Fig. 29.
H
I
QP Al
' \\ \AG //,7\
Fr. ~
Y . \F
N ¢
A /

et méme prendre ce bras de lévier égal & Punité; dans
ce cas, les axes des conples seront représentés par des
droites égales a leurs forces respectives. Soient AFA'F’
et AGA'G’ les couples en question. En composant les

forces AF, AG d’une part et A'F/, A’G’ de l'autre, on
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obtient un couple AH A’H’. Si nous faisons tourner la
figure AFHG de go degrés dans son plan, les dvoites AF,
AG, AH deviendront respectivement les axes des couples
composants et résultants; mais All ne cessera pas d’étre
Ia diagonale du parallélogramme I'HGA. Le théoréme est
donc démontré,

93. Tutowrime III. — Un nombre quelconque de cou-
ples se compose toujours en un seul, dont Uaxec est la
résultante des axes des couples composants.

Réciproquement, si 'on se donne un couple quelcon-
que, on pourra le décomposcr en plusieurs autres, et cela
d’une infinité de maniéres.

9. Soient un couple quelconque; 4, u, vles angles que
fait son axe avec trois axes coordonnés rectangulaires:
nous désignerons son moment par G. Soiemt X, Y, Z
et —X, —Y, —Z les projections des forces qui consti-
tuent ce couple; x, y, z et x', y/, 2’ les coordonnées de
de leurs points d’application. La somme des moments
des forces du couple par rapport & P'axe des x sera

Zy — Yz —Zy' + Yz,
ou bien
Z(y—y')—Y(z--3').

D’autre part, on a

) G=VXa Y+ 2 (e— 2 )+ () —y' 4+ z—7 )

Mais, silon désigne par a, 3, 7 les angles que le bras de
levier fait avec les axces et par p, ¢, rles angles que la
force (X,Y,Z) du couple faitavec les axes, on aura, d’aprés
une formule connue de Géométrie analytique (p. 37),

{2) cos) == c0s7cosf — cosq cosvy,
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et, par suite, en multipliant (1) et (2) membre A membre,

(3) Geosh =Z(y —y') —Y(z—72').

Pour quc cette formule soit exacte, il faut que les direc-
tions (e, 2y 7), (2 ¢» 1) €L (&, g, v) puissent coincider
avec les directions des axes par une rotation convenable-
ment effectude. Or ¢’est ce qui a précisement licu, car,
si 'on fait coincider G avec Vaxe des x et le bras de levier
avec I'axe des y, de telle sorte que e miliea tombe 4 I’ori-
gine et que y soit positif, la dircction de la force posi-
tive Z sera celle de Paxe des z,

La formule (3) est I'expression analytique du théoréme
sulvant ;

95. Tutortme IV. -—— La somme des moments des
Sorces d’'un couple pris par rapport & une droite quel-
conque est égale & la projection de 'axc du couple sur
cette droite.

VI. — CoMProsITION GENERALE DES FORCES.

96. Tutorime I. — Un nombre quelconque de forces
appliquces @ un corps solide peut toujours se réduire
d’une infinité de maniéres & une force unique et & un
couple.

Fig. “So.
»
1

~F

pr

En eflet, soient O ( fig. 30) un point pris arbitrairement
et invariablement lié au solide, I’ une force quelconque
appliquée au solide par le point O; on peut faire passer
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denx forces P, P’ égales et paralléles & ¥, mais directe-
ment opposées I'une & I'autre. La force F peut donc étre
remplacée par un couple P/, I et par une force OP égale
a F etappliquée en O. En opérant de méme sur chacune
des forces du systéme, on obtiendra facilement un certain
nombre de couples et un certain nombre de forces toutes
appliquées en G. Les couples se composcront en un seul,
et les forces en une scule appliquée en O, Comme le
point O est arbitraire, il y aura une infinité de maniéres
d’opérer la décomposition.

Remarque. — De quelque manicre que I'on pro-
céde, la force unique 4 laquelle on arrive est la résultaute
de toutes les forces du systéme transporiées en Oj sa
direction est donc déterminée. Nous allons maintenant
prouver que 'on peut choisir le point O, de telle sorte
que 'axe du couple résultant lui soit paralléle (*).

En effet, décomposons ce couple en deux autres, 'un
normal, 'autre parall¢le a la résultante. Le couple normal
peut éure placé de telle sorte que ses forces soient paral-
leles & la résuliante; mais alors ses forces se composeront
avec la résultante pour donner lieu 4 une force unique
paralléle & autre couple.

11 est facile de voir que ceite décomposition en unc force
et en un couple paralléle 4 la force ne peut étre cllectude
que d’une senle maniére. En cflet, si Pon transporte la
résultante parallélement a elle-méme (nous avons vu gue
sa direction est déterminée), il faudra joindre au systeme
un couple normal qui, se composant avee le couple pa-
ralléle, changera forcément la direction du couple résul-
tant. Donc:

(*) Dorénavant, quand nous parlerons de la direction, de la grandeur,
de la projection des composantes d’un couple, il faudra sous-entendre
qu’il s’agit, non du couple lui-méme, mais de son axe.
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97. Tutortve 1. — Un systéme quelconque de forces
peut Lowjours se ramener a une force unique et @ un cou-
ple paralléle & cette force.

La force unique que Pon obtient dans ce cas porte le
nom de résultanre de transiation ; sa direction est 'axe
central du systéme de forces; le couple unique auquel
on arrive cst ce qu'gn appelle le couple minimum. Et, en
effet, nous avons vu tout 4 'heure que le couple obtenu
dans le cas général est la résultante du couple dit muni-
mum et d’'un couple normal.

Le couple minimum a pour cxpression Geosi, G dési-
gnant le couple résuliant correspordant a un point 0O
quelconque et ¢ désignant Pangle que fait le couple résul-
tant avec la résultante de translation.

98. Tatorime III. — Un systéme quelconque de
Jorces appliquées @ un solide peut toujours se ramener
@ deux forces uniques passant par deux points, dont
Uun peut étre choisi a volonté.

Eu effet, nous avons va que le systéme des forces don-
nées pouvait se ramener a unc force R passant par un
point donné O et a un couple. Or on peut transporter le
couple parallélement & lni-méme jusqu’a ce que 'une de
ses forces I passe par le point O. Les forces R et I se
composeront alors en unc seule, passant par le point
donné O, et il restera I'autre force du couple.

VI — EqQuATiONS GANERALES DPE L'EQUILIBRE ET DETER-
MINATION ANALYTIQUE DE LA RESULTANTE 1 UN SYSTEME
DE FORCES ET DU COUPLE RESULTANT.

99. Considérons un systéme de forces appliquées 4 un
solide. Sotent X, Y, Z les composantes d'une force quel-
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conque du systéme estimées suivant trois axes de coordon-
nées rectangulaires ; on peut transporter la force (X, Y, Z)
a l'origine des coordonnées 4 la condition d’adjoindre au
systéme un couple dont les forces se composeront de la
force (X, Y, Z) ctd’unc force égale, mais de sens contraire,
appliquée a 'origine. Soient L, M, N les composantes de
ce couple.

La résultante de toutes les forces transporiées a I'ori-
gine aura pour projections sur ces axes coordonnés ZX,
2Y, Z7; si on désigne ces projections par P, Q, R, on

aura donc
(1) P=23X, Q=2Y, R=—2XZ

Le couple résultant aura pour composantes L, M,
2N en sorte (ue, sil'on désigne ces composantes par U,
YV, W, on aura

(2) U=23L, V=2M, W=2N,

Or, d’aprés le théoréme IV du peragraphe V (p. 107),
L désigne la somme des moments des forces du couple
(L, M, N) pris par rapport a F'axe des x5 or I'une de ces
forces cst précisément la force (X, Y, Z); Pautre passe par
Porigine, son moment est nul; donc L représente, sil’on
veut, Je moment de la force (X, Y,Z) pris par rapport &
Paxe des x. On peut donc, en verta des équations (1)
et (2), ¢noncer le théoréme suivant :

100. Tutorime I. — 1° La projection de la résultante
d’'un systéme de forces relative a un point O sur un axe
quelconque est égale éla somme des projections de toutes
les forces du systéme sur cet axe; 2° la projection du
couple résultant sur un axe quelconque qui passe par le
point O est égade ala somme des moments des forces du
systéme pris par rapport @ cet axe.
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Pour qu’il y ait équilibre, il faut ct il suffit que la ré-

sultante des forces qui agissent sur le systéme soit nulle

et gne le couple résultant soit nuly car une force ne peut

Jamais faire équilibre & un couple. Les équations de
Véquilibre sont donc

)

P=o0, Q=
v

o,
U=o, o

|

R

, W
ou bien

2X =0, 2Y =0, 2Z7Z=o,

2L=o0, 2M =0, 2ZN=o.

Nous rctrouvons ainsi, par une autre voie, les six équa-
tions de I'équilibre des corps solides.

101. Prosrime 1. — Calculer la résuttante de trans-
lation et le couple minimum d’un systeme de forces.

Conservons toujours les mémes notations; mais, au
lieu de transporter les forces X, Y, Z & 'origine des coor-
donnécs, transporions-les au point dont les coordonnées
sont a, b, c. Les projections P, Q, R de la résultante sc-
ront encore XX, XY, 27, et Pon aura toujours
(1) P—=2X, Q=2Y, R=2Z.

Pour calculer les composantes du couple résuliant,
transportons l'origine des coordonnées au point (a, b, c).
Soient x,, yi, 24 les coordonndes du point d’application
de Ia force (X, Y, Z) prises par rapport aux nouveaux
axes; x, 5, z ses anciennes coordonnées. On aura, cn dé-
signant toujours par U, V, W les projections du couple
résultant,

U=2(Z2y,~Yz) V=2(Xz—2Zx), W=2(Yz,—X)),

ou bicn, en observant que v, = x —a, 3y =)y —0,
Zy = z—C,

=2(Zy — Yz} — X 26— Ye), Vozoo., W=...,
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ou bien, en désignant par L, M, N les moments de la
force (X, Y, Z) pris par rapport aux anciens axes,

U=3L—2(Zb—Yc), V=..., W=—=...,
¢’est-d-dire, en vertu des formules (1),

‘ U =2L — (bR — Qc},
(2) «V=2M— (¢P — Ra),
W= EN—({ZQ—Pb).

La valeur du couple minimum est Geos?, G désignant
le couple résultant relatif & un point quelconque (a, b, ¢)
et 7 Iangle qu’il fait avec la résuliaunte de translation. Or
on a, en désignant par S la résultante de translation,

c()sf:yE+X9+Lv§,
G S G S G S
et, par suite,
UP -+ VQ —\‘—VVR.

G
oS S

En remplacant, dans cette formule, U, V, W par leurs
valeurs tirées des formules (2), on a
P3L + QZM + RIN

Gceosi == T

M bl
nu, sil'on veut,

. 2XZL —l—\YZM —l—ZZZ"I
Geosi =2 — —— -~ el st

\/(LX) + (2Y )+ (22
Si dans (2) on remplace U, V, W par les projections du

couple minimum, les valeurs de @, b, ¢ que I'on en dé-

duira feront connaitre le point d’application de la résul-
tante de translation. Ces équations devront se réduire &
deux, qui scront celles de 'axe central. Effectivement on
a 'équation de condition

PU + QV+RW —=P3EL + QXM +RXEN.
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102. Prosrime II. — Touver les conditions pour gu’un
systéme de forces sc réduise . 1° & une force unique;
2° & un couple.

Si Pon veut que le systéme de forces se réduise & une
force unique, il faut exprimer que le couple résultant est
nul, c’est-a-dire poser U=10, V=0, W = o dans les
formules (2), ce qui donne

2L =b6R —¢Q,
(A) 2ZM=c¢P —aR,
ZN =aQ— 5P,

Ces équations fournissent la relation suivante :
(B) P3L+Q3SM-+REN=o

lorsqu’on les ajoute aprés les avoir respectivement mul-
tipliées par P, Q, R. Si cette derniére relation est sa-
tisfaite, on trouvera une infinité de valeurs de a, &, ¢
capables de satisfaire aux formules (A). Par suite, la rela-
tion (B) est la condition cherchée, les équations (A) se-
ront les équations de la résultante, et «, b, ¢ seront les
coordonnées courantes.

Si I'on désire que le systéme se réduise a un couple, il
faudra poser P =10, Q =0, R=o, c'est-d-dire expri-
mer que la somme des projections de toutes les forces est
nulle pour un axe quelconque.

Lorsqu’un systéme de forces se réduit a une force résul-
tante unique, une force égale et directement opposée a
cette résultante tient le systéme en équilibre. SiI'on ob-
serve alors que le moment et la projection d’une force
par rapport a un axe quelconque changent de signe quand
cette force change de sens, on pourra énoncer le théoréme
suivant :

103. Tatorime. — Lorsqu'un systéme de forces a
I 8
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une résultante unique, la projection ou le moment de
de cette résultante par rapport @ un axe quelconque
est la somme des projections ou des moments de ses
composantes,

VIII. — EtupeE DE DIVERS CAS DANS LESQUELS LES SIX
EQUATIONS DE L'EQUILIBRE DES SOLIDES PEUVENT SE
REDUIRE A UN NOMBRE MOINDRE.

Nous avons vu que les six équations de I'équilibre
étaient nécessaires et suffisantes; mais il peut arriver
que 'une ou méme plusieurs d’entre elles soient identi-
quement satisfaites, d’aprés la nature du probléme que
I'on se proposc de résoudre. Si, par exemple, toutes les
forces passaient par l'origine des coordonnées, les équa-
tions des moments seraient satisfaites d’elles-mémes.

104. Premier cas. — Joutes les forces sont dans un
méme plan. — Si 1outes les forces sont comprises dans
un méme plan, en prenant ce plan pour plan des xy, les
équations de I'équilibre se réduisent a trois. En effet,
soient, comme plus haut, P la somme des projections des
forces du systéme sur 'axe des x, Q la somme des pro-
jections sur I'axe des y, et R la somme des projections sur
Vaxe des z des mémes forces; U, V, W les sommes des
moments des forces pris par rapport a I'axe des x, des y
et des z respeclivement.

Si toutes les forces sont situées dans le plan des xy,
Péquation R = o sera satisfaite d’elle-méme, ainsi que
U =0, V=0; les équations nécessaires et suffisantes
pour Iéquilibre se réduiront donc a trois :

P—=o0, Q=0, W=o.
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105. Druxiime cas. — Les forces sont paralléles a

un méme plan, — En prenant ce plan pour plan des xy,

Péquation R = o sera satisfaite d’elle-méme, et alors
les équations de I'équilibre se réduisent a

P—=o0, Q=o0, U=o0, V=0, W=o.

106. TroisikmE cas. — Les forces sont paralléles &
une méme droite (ou perpendiculaires & un méme plan).
— Ce cas est remarquable, parce qu’il se rencontre dans
I'éiude de la pesanteur. En prenant la droite pour axe
des x, les équations Q = o, R=o0, U = o sont satisfaites
d’elles-mémes. Les équations de 'équilibre se réduisent
alors a '

P—=o0, V=0, W=o.

La condition P = o exprime que les forces ont une
résultante nulle; V=10, W= o expriment que ces forces
ne se réduisent pas a un couple; car si les forces se rédui-
saient & un couple, I'axe de ce couple serait perpendicu-
laire & T'axe des x, et il suffit alors d’exprimer que les
projections V=10, W =o0 sur Paxe des y ct sur I'axe
des z sont nulles,

107. Quarriime cAs. — 1 existe un poini fixe dans
le systéme. — Si Pon vent, on peut faive abstraction de
la fixité du point en question; mais alors on devra rem-
placer cette condition de fixité, qui constitue nue liaison,
par une foree appliquée au point fixe, et que 'on appelle
la réaction diu point fixe. Faisons passer les trois axes
de coordonuées par le point fixe, ct désignons par X,
Y, Z les composantes de la réaction de ce point; nous de-
vrons introduire les quantités X, Y, Z dans les équations

de U'équilibre, qui deviendront

P+X:oz0, Q+Y=0, R-+Z=o0,
U:rO, V—=o, W == o;
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les trois premic¢res font connaitre X, Y, Z, les trois der-
niéres sont seules les équations de Péquilibre. On aurait
pu arriver immédiatement a cette conclusion, en obser-
vant que les sculs déplacements compatibles avec les
liaisons se réduisent & des rotations cilectudes autour
d’un axe passant par le point fixe, rotations qui se ra-
ménent, comme on le sait, a trois; le théoréme du travail
virtuel fournissait alors immédiatement les formules
U=o0, V=0, W=o0 (p. 79).

On peut encore traiter la question d’une autre ma-
niére, réduire toutes les forces a une force unique pas-
sant par le point fixe et 4 un couple. La force unique est
détruite par la résistance du point fixe, elle est done
égale et directement opposée i cette résistance; quant au
couple, il faut et il suflit qu’il se réduise a zéro pour que
I'équilibre soit assuré, ce que 1'on exprime en écrivant

U=o0, V=0, W=o.

108. Cinquikme cas. — I7 existe un axe fixe dans le
corps. — En prenant cet axe pour axe des x, on pourra
ramener le systéme des forces a une force unique passant
par 'origine et & trois couples situés daus les plans coor-
donnés; la force unique sera détruite par la fixité de
I’axe, les couples situés dans les plans des 2z et des ay
sont également déiruits par la fixité de I'axe; pour qu'il
y ait équilibre, il faut et il suffit que le couple situé dans
le plan des yz soit nul, ou que l'on ait

U= (134
ce sera la scule équation d’équilibre. Si le corps pouvait
glisser le long de 'axe, il faudrait encore exprimer que

la composante I qui sollicite le corps le long de I'axe est
nulle, et I'on aurait en outre

P=—o.

urie UPMC Cote 54LAUTO 1




DEUXIEME PARTIE. — CHAPITRE II1. L1y

On peut aussi traiter celte question en introduisant

ce que 'on appelle les réactions de Paxe; cn eflet, la

fixit¢ de 'axe sera assurde si 'on fixe deux de ses poinis

pris a volonté. Soient X, Y, Z et X', Y/, Z' les compo-

santes des réactions de ces points, x etz leurs abscisses.
Les équations de 'équilibre deviennent

P+X+X=o0, Q+Y+Y=0, R4+-Z+4+Z =0,
U=o0, V—Zzx—Z2Z'2 =0, W+ Yo+ Y=o

la seule condition d’équilibre est U == o, les cinq antres
équations font connaltre X + X/, Y, Y/, Z et Z/.

Les équations précédentes ne permetient pas de cal-
culer X et X/, et si au lieu de fixer deux points de I'axe
on en avait fixé trois, on aurait encore cu cing équa-
tions seulement pour déterminer les neuf composantes
des réactions des points fixés. Les réactions des appuis
sont-elles récllement indéterminées?

On peut répondre affirmativement & cette question en
faisant observer qu’il y a une infinité de maniéres de
choisir X et X', de maniére a satisfaire aux équations de
I'équilibre; 'indétermination tient 2 ce que la réaction
des points fixes dépend de la distribution des forces & I'in-
téricur du corps. On peut transporter une force en un
point quelcongue de sa direction, sans altérer les condi-
tions d’équilibre; mais on altére ainsi les forees inté-
rieures dont les réactions des appuis vont dépendre.
Ainsi, pour déterminer les guantités X, X/, il faudrait
connaitre le modce de disiribution des forces intérieures;
or les corps solides, avons-nous dit, n'existent pas, sont
des ¢tres de raison. L'expérience senle peat nous faire
connaitre la distribution et la valeur des foreces inté-
ricures dans un corps; X et X’ doivent donc rester indé-
terminés,

Lorsque 'on considére un solide naturel, ¢’est-a-dire
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un corps élaslique, on peut le supposer /‘Igidi/ic', s1 nous
pouvons unous exprimer ainsi et lui appliquer les six
équations de I'équilibre (p. 111); mais le solide naturel
difiérant du solide rigide de la Mécanique rationnelle,
d’autres conditions seront nécessaires pour assurer son
équilibre : ces conditions permettront alors de calculer X

et X',

109. Sixikne cas. — Le corps posséde un nombre
déterminé de points dans un plan fixe. — Prenons
le plan fixe pour plan des xy, si le corps n'a qu'un
seul point dans le plan; ou peut prendre ce point pour
origine. En désignant parZ la réaction normale dn plan,
on aura

P+Z=0, Q=o0, R=o,
U=o, V=o0, W=—=o.

La premiére équation fait connaitre Z, les cinq autres
sont celles de I'équilibre. Si 'on avait deux points du
corps dans le plan, les équations générales de I'équilibre
seraient, en ddsignant par Z et Z'les réactions de ces
points, par x, y et X', y’ les coordonudes des points en
contact avee le plan,

P+Z+2 =0, Q=o0, R=o,
U4+Zy+2'y' =0, V—Zz—Z'x—=0, W=—o.

On peat, si Pon veut, prendre y = o0,y =0, 2’ =0, et

alors les équations d’équilibre se réduisent a (uatre
R=o0, Q=0, U=o0, W=—o,

et les deux autres équations font connaitre Z et Z'. Si le

corps avait trots points dans le plan fixe, on aurait tou-

jours pour conditions de Véquilibre Q =0, R=o,

W= o0} les trois éguations restantes serviraient a cal-
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culer les réactions Z, Z', Z" du plan fixe. Mais si le corps
avait plus de trois points assujettis a rester sur le plan
fixe, on n’aurait plus que trois équations pour déter-
miner quatre réactions. Nous tomberions dans une indé-
termination analogue a celle que nous avons rencontrée
dans I’éiude du cas précédent, et qui s’expliquerait de la
méme fagon.

RevarQue. — Tous les raisonnements que nous ve-
nons de faire reposent sur une hypothése; c’est que les
réactions que nous venons de considérer ne dévelop-
pent pas de frottements.
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CHAPITRE 1V.

CENTRES DE GRAVITE.

I. — DETERMINATION DU CENTRE DES FORCES PARALLELES.

110. Nous avons vu plus haut (p. 99) que la résul-
tante d’'un systéme de forces paralléles passait par un
point fixe indépendant de la direction de ces forces, et
que I'on appelle centre des forces paralléles. Voici com-
ment on peut déterminer ce centre.

Soient I une force quelconque du systéme, R la résul-
tante, o, 3, 7 les angles que font F et R avec trois axes
rectangulaires; écrivons que le moment de R par rapport
a chaque axe est égal & la somme des moments de ses
composantes, nous aurons, en désignant par £, v, ¢ les
coordonnées du point d’application de R et par x, ¥,z
les coordonnées du point d’application de F,

R (ncosy — LeosB) = ZF (y cosy — zcosfB),

R {¢cosa— & cosy) — ZF (zcosa — xcosy),

R (£ cosPp —ncosa) — ZE{x cosf — y cosa).
Ces trois équations sc réduisent a deux, qui représentent
le licu des points d'application de R, ¢’est-a-dire les équa-
tions mémes de R. En effet, on peut les éerire ainsi

E—éZFx n——l[{ZFy '4——%{21“:,
——

cosa cosf cosy
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et I'on voit que la résultante passe par le point dont les

coordonnées sont
ZF.Z‘
R EF.: —

ZF ZF}’
TR
EFz_EE—Z

Le point (£, #,¢) est, comme I'on voit, indépendant dela
direction des forces I'; il ne dépend que de leurs points
d’application et de leurs grandeurs relatives. Ce point
est précisément le centre des forces paralléles du systéme.

111. On appelle moment d’une force par rapport &
un plan le produit de cetie force par la distance du point
d’application au plan. Fx représente le moment de la
force I par rapport au plan des yz; R désigne le mo-
ment de Ja force R par rapport au méme plan, et, comme
Pon déduit des formules précédentes,

Ri—=2Fx,
on voit que I'on peut énoncer le théoréme suivant :
Tatorkme. — Le moment de la résultante d’un sys-
teme de forces paralléles par rapport a un plan est e'gal

@ la somme des moments de ses composantes, la résul-
tante étant censée appliquée au centre des forees.

II. — DEFINITION DU CENTRE DE GRAVITE D UN GORPS.

112. La pesanteur est la cause qui met en mouve-
ment les corps qui tombent & la surface de la terre. Nous
admetrons , pour expliquer les eflets de la pesanteur,
que tous les corps soient composés de particules trés-
petites ou atomes; chacun de ces atomes renfermera un
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point matériel auquel se trouve appliquée une force que
Pon appelle le poids de cct atome; la directiou de la force
qui sollicite chaque atome est constante, on lui donne le
nom de verticale.

Le centre de gravité d’un corps est le centre des forces
paralléles ou poids qui sollicitent les atomes qui le com-
posent, ce corps étant censé solidifié. Si I'on désigne par m
la masse du point matériel auquel le poids d’un atome
quelconque est appliqué, m pourra s’appeler la masse
de l'atome. La masse d'un corps quelconque est la
somme des masses des atomes qui le composent; son
potds est la somme des poids de ses atomes.

Ceci posé, désignons par m la masse, et par mg le poids
d’un atome pris & Pintérieur d’un corpsde masse M ; g est
un nombre que nous supposerons le méme pour tous les
atomes; désignons par x, y, 2z les coordonnées de I'a-
tome m, et par £, 7, { les coordonnées du centre de gra-
vité du corps M. Les formules établies au paragraphe pré-
cédent, pour trouver le centre d'un systéme de forces
paralléles, donneront

g — Smgzx
__——I-V-]g—,
ou bien
/ Smax
'g:—-l%;—r on ME=Z3Zmax,
Smy )
(V) — M'- My —Zmy,
4 [ 21;[712 M¢ = Smaz.

Voici maintenanl comment on pourra, avee une ¢xac-
titude suffisante pour nos besoins, déterminer le centre
de gravité d’un corps naturel,

La densité d’un corps en un point déterminé est le
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rapport de la masse d’un trés-petit volume de ce corps &
ce volume, pris dans le voisinage du point considéré.
Quoiquc le volume en question soit trés-petit, il contient
cependant un nombre immense d’atomes, en soric que
ses dimensions variant du simple au double par exemple,
la densité ne varie pas sensiblement.

113. Si I'on considére alors un corps quelconque, si
P'on désigne par p la densité en un point dont les coor-
données prises par rapport a trois axes rectangulaires
soient x, ¥, z, la somme des masses des atomes contenus
dans I'élément de volume drdydz sera sensiblement
pdxdydz; si dx, dy, dz sont suffisamment petits, la
somme des produits des masses de ces atomes par leurs x
sera sensiblement pxdxdy dz.

Il résulte de Ia que I'on a sensiblement

Zme= [ [ [pxdrdydz,
2m=M=f[fpdedyds;

et, par suite, les formules { 1) donnent

- fl/'fp.rd.tdydz,
T S S S edxdyda
fffoyd.rdydz
ff_/pdxdfdz ’
/'/'/'pzdrdydz
S Spdwdyda

Lorsque p est constant pour tous les points d’un méme
corps, ce qui a lien dans les corps dits homogénes, p dis-
parait, et alors les formules précédentes deviennent

5 — /'['/'rdxd);c{i.

Ezdu
= ou e
S /j drdy dz u

J\'(
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du désignant Vélément de volume du corps, et u son vo-
lame entier.

Par analogie, les géométres ont appelé centre de gra-
vité d'un volume u un point (£, 7, {) dont les coordonnées
sont déterminées par les formules
_ 2xdu _ Zyda ,  2zdu
—_— > _— T

=
@ u u

b

dudésignant 'élément différentiel de ce volume, cta, y, 2
ses coordonnées. lls ont aussi appelé centre de gravité
d’wiie surface w le point dont les coordonudées sont don-
nées par les formules

Zrdw Zydo | 2zdw
o y = — s {—
» 3 3

STV @) () e
R (?%)2 Ty

x, y z désignant les coordonnées de I'élément dw.

?

ou bicen

+ 1 dxdy

“ey

Le centre de gravité d'une ligne £ est un point £, 4, {
donné par les formules

_ Zzdl _ Syd (= Xadl

A A R l

1

ou bien
[ aydat+dyr4 +a’z’
f \/dr' ~+ dy?* + Vo dz?

x, ¥, z désignant les coordonnées de U'élément dl.

1l reste & faire voir que la position du centre de gra-
vité d’un solide géométriqne est indépendante du choix
des axces.
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Cette proposition est presque évidente, mais enfin il
ne faut pas cublier que les raisonnements qui nous y con-
duisent sont fondés sur des hypothéses que nous n’avons
méme pas encore justifiées par Pexpérience, et que les
vérités mathématiques doivent étre établies avec la plus
scrupuleuse rigueur.

114. Reprenons les formules

T 1 P
E:;Zxdu, n—_zzgdu, Q_usza,

dans lesquelles £, n, ¢ représentent les coordonnées du
centre de gravité du corps u (volume, surface ou ligne),
et x, y, z les coordonnées de I'élément du.
Transformons les coordonnées a laide des formules
connues
r=axy+ax, -+ by, + ¢z,

u conserve la méme valeur du également. On a donc

! 1
- xriu:;[Zxotlu—i—Za.r,du—%—...:I,

¢est-a-dire

1 1 .,
- xdu — P [xo Zzlu “+ a Zx, du + b Zj du
“+c Z zZ (lu] .

Sidonc ondésigne par ', v/, ¢’ les coordonnés du nouveau
centre de gravité, on peut écrire la formule précédente

Emxy +at 4+ by’ +ct';
on aurait également
n:)”o—l—ﬂ’i' Ry Y _’_clcl’
E=2, +a"f -+ b"a' + "¢

Dosumont auny
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Or, en appelant £, ny, {; les coordonnées de I'ancien
centre de gravité dans le nouveau systéme d’axes, on a

E—=uy+ ak + by Gy,
n=2+ (l,E,I +b1711 -+ C’CH
=3, + a"E, + &9, + c"¢,.

I résulte de la que £/ = ¢y, n' = n,, ¢’ = ¢, 5 donc, enfin,
le centre de gravité st un point fixe qui ne dépend pas
de Ja position des axes des coordonnées. C. Q. F. D.

On peut démontrer cette proposition d’une autre ma-
niére, qui aura 'avantage de donner une définition géo-
métrique du centre de gravité.

115. O appelle moment d’inertie polaire d’un corps
par rapport & un point la somme des produits des masses
des atomes de ce corps par les carrés de leurs distances
au point en question.

Ainsi, m désignant la masse d'un atome et r sa dis-
tance au point O, Zmr? sera le moment d’inertie polaire
du corps par rapport au point O.

Le moment d’inertic polaire d’un corps géométrique
(volume, surface ou ligne) par rapport & un point O,
sera la limite vers laquelle tend la somme 272 du,
dans laquelle r désigne la distance del’élément du au

point O.

16. Tukorime. — Le centre de gravité dun corps
est le point pour lequel le moment d’inertic polaire est
wn minimunt.

En effet, désignant par £, v, ¢ les coordonnées du
point pour Iequel le moment d’incriie polaire doit étre
minimum, par x,¥, z les coordonnées d’'un point quel-
conque du corps, ct par m la masse concentrée au point
x,Y, 2, si le corps est un corps naturel, ou bien I'élément
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de volume, de surface ou de ligne correspondant aux coor-
données x, y, z si le corps est géométrique, la quantité
a rendre minima est

Zml(z—E)p+(r—n)+(z— )

en égalant a zéro les dérivées de cette expression prises
par rapport a £, n, {, on trouve

Zm(i—x)=o0, Em(r,——j")zo, Zm(z—z)=—o,
d’ott I'on tire

. Zmxz . Zmy . Zms

;_—2:‘/”, T Z—”—?—’ Qﬁ Zl}l.

Il y a donc un point unique qui répond an minimum,
et ce point coincide bien avec le centre de gravité tel qu'il
a été défini plus haut.

III. — THEOREMES FACILITANT LA RECHERCHE DU CEATRE
DE GRAVITE.

117. Tutorime L. — Le centre de gravité d'une
liene droite est évidemment au milieu de cotie droite;
ol )
et, en géncral, lorsqi’une ficure homogéne a un centre
> 5 K o]
de symétrie, ce centre de symétrie est le centre de gra-

vité de /aﬁgure.

Pour s’en convaincre, il suflit de prendre le centre de
figure pour origine, et il est facile de voir que les quan-
titds Zmx, Zmy, Emz, dont il a été question dans le
paragraphe précédent, sont nulles; car a4 un point dont
les coordonnées sont &, y, z correspond un autre point
dont les coordonnées sont — x, — y, — z3 par suile, le
centre de gravité a ses coordonndes égales a zéro, et coin-
cide avee le centre de figure.
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Cette remarque fournit immédiatement le centre de
gravité de la circonférence, des polygones réguliers, ctc.

Tutorime Il. — Lorsqi’une figure a un plan dia-
métral, le centre de gravité de ceite figure, supposée
homogéne, se trouve dans le plan diamétral en question.

En effet, si I'on désigne toujours par m un élément
de la figure et par x, y, z les coordonnées de cet élément,
les coordonnées du centre de gravité seront

. Zﬂl.l' . Zﬂl_}’ q__;mz

E_Z—m, ? Sm T 3m

Or, dans I'intégrale Zmx, par exemple, on peut grou-
per les éléments deux a deux, de telle sorte que la

(z+=)
2

somme m (x +x') ou 2m soit le double pro-

duit d’'un élément de volume par I'abscisse d’un point
du plan diamétral, en sortc que si 'on prend ce plan
diamétral pour plan des yz, on aura
Z”l-l' .
Sm T
par suite, le centre de gravité se trouve bien dans le plan
diamétral.

Nous aurions pu démontrer ce théoréme a I'aide des
principes de la statique, en le généralisant méme un
peu, et en faisant observer que, si les atomes d’un corps
sont distribués réguliecrement, de telle sorte qu’a un
atome de masse m (:orresponde un autre atome de méme
masse diamétralement opposé, la résultante des poids de
ces atomes aura son centre dans le plan diamétral; par
suite, la résultante de tous les poids des atomes aura aussi
son centre dans le méme plan. Orce centre est ce que
nous avons appelé le centre de gravité du corps ; le théo-
réme est donc démontré.
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118. Tutorime III, — Lorsqu’un corps a un dia-

metre, le centre de gravité de ce corps se trouve sur le
diaméire,

En effet, un diamétre est Uintersection de deux plans
diamétraux dans lesquels le centre de gravité doit se
trouver a la fols.

Tutorime IV. — Le centre de gravité d’'une figure
plane se trouve dans le plan de cette figure.

Car le plan de la figure est un plan de symétrie.

IV. — CeNTRE DE GRAVITE DE CERTAINES FIGURES QUE
L’ON PEUT OBTENIR SANS LE SECOURS DU CALCUL IN-
TEGRAL.

119. Centre de gravité d’un triangle et de son pé-
rimétre. — Chacune des médianes du triangle est un
diametre ; donc : 1° le centre de gravité se trouve a Uin-
tersection de ces médianes; 2° ces médianes se rencon-
trent au méme point, puisque le centre de gravité est un
point unique.

Le centre de gravité d’un triangle coincide avec le
centre de gravité de ses trois sommets assimilds & trois
points matériels de masses égales, car les trois médianes
sont des diamétres par rapport aux irois somnets.
Soient A, B3, C les sommets; la résultapte des poids de B
et de C est un poids double appliqué au milicu M de
BCj; cn composant ce poids avee le poids placé en A,
on trouve un poids triple appliqué sur la médiane AM
et aux deux tiers de cette mdédiane comptés A partir
du sommet A. Donc, les médianes d’un triangle se cou~
pent aux % de leurs longueurs comptées i partir des
somnmets.

Considérons maintenant le périmétre du triangle, son

I. 9
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centre de gravité est le méme que celui de trois poids placés
au milien des cotésen M, N, P ( fig. 31), cLproportionnels

Fig. 31.
A
pS M N
AN N
S
B M C

a ces colés, ou, si l'on veut, proportionucls aux codtés du
triangle MNP; or, si Pon commence par composer les
poids N et P, leur résultante passera en un poiut H tel,

HN MN . . )
que 75 =3p donc HM est la bissectrice de 'angle PMN.

Or le centre de gravité cherché se trouve sur MH, car il
est le point d’application de la résultante des forces pla-
cées en H et M. Ainsi, le centre de gravité dott se trou-
ver sur les bissectrices des angles du wriangle MNP on
peut donc éunoncer le théoréme suivant :

Le centre de gravité du périmétre d'un triangle est le
centre du cercle inscrit dans le I,r[a/tg[c (]ui a pour som-
mets les milicux des cotés du triangle proposé.

120. Centre de gravité du quadrilaiére. — Lorsque
I'on veut trouver le centre de gravité d’un polygone quel-
conque, on le décompose en triangles, et I'on n’a plus
qu'a chercher le centre de gravité de poids proportion-
nels aux surfaces de ces triangles et appliqués a leurs
centres de gravité respectifs. Cetle construction se sim-
plific un peu daus le cas du quadrilatére; en effet, con-
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sidérons le quadrilatere ABCD (fig. 32), le cenire de

gravité se trouvera sur la droite GH qui joint les centres

Fig, 32.

de gravité G, H des triangles ADB, DBC, ou, si I'on veut,
les points qui partagent leurs médianes AO, OC aux ; a
partirdu sommet. En faisantusage des deux triangles ADC,
ACB, on trouvera une seconde ligne qui devra contenir
le centre de gravité cherché, et, par suite, ce centre de
gravité sera déterminé.

121. Centre de gravité d’un tétraédre. — Les plans
qui passent par une aréte ct le milieu de I'aréte opposée
sont des plans diamétraux; ils se rencontrent donc
en un méme point qui est le eentre de gravité du 1é-
traédre.

Trois plans diamétraux passant par le méme sommet
coupent la base opposée a ce sommet suivant ses mé-
dianes; ces trois plans passent par une méme droite qui
joint le sommet au centre de gravité de la base. Aipsi :

Le centre de gravité d’un tétracdre se trouve au point
de rencontre des droites qui joignent les sommets aux
centres de gravité des bases opposées.

Les plans diamétraux d’un tétraédre sont aussi les plans
9.
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diamétraux d’un systéme de quatre poids égaux placés aux
sommets du tétraédre; donc le centre de gravité de ces
quatre poids coincide avec celui du tétraédre; mais, pour
obtenir le centre des poids en question, on peut compo-
ser 'un des poids placé & I'un des sommets avec un poids
triple appliqué au centre de gravité de la base opposde.
On voit ainsi que le centre de gravité d’un tétraédre se
trouve placé aux % de la droite qui joint un sommet au
ceritre de gravité de la base opposée, comptés & partir
du sommet.

On peut enfin déterminer le centre de gravité du té-
traédre en observant que I'on peut composer les poids
placés aux extrémités de deux arétes opposées; ces poids
se composent alors en deux poids égaux appliqués au
milieu de deux arétes opposées; enfin, la résultante de
ces derniers poids se trouve appliquée au milieu de la
droite qui joint les milicux de deux aréies opposées.
Donc :

Les droites qui joignent les nulieux des aréles oppo-

sées d’un tétraédre concourent en un méme point et se
coupent en leur milieu, qui est le centre de gravité du

tétraedre.
V. — CENTRE DE GRAVITE DE QUELQUES LIGNES.
122. Arc de cercle. — Prenons pour axe des x la

droite qui joint le centre au milieu de I'arc; le centre de
gravité se trouvant sur cette ligne, on n’aura besoin que
de calculer I'abscisse du centre de gravité. Cette abscisse
est fournie par la formule

1 -+

E = — xds,
—

28
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2s désignant la longueur totale de I'arc. Or, en désignant
parr le rayon, on a

§
X = rcos —»
r

el, par suile,

r + S
E=—= — cos - ds,
2 r
-
ou bien
r: . s
E=—sin-;
S8 r

en désignant par 2y la corde de I’arc, on a

.8
I‘Sln;:_}’,

et, par suite,

_ T2y
Eﬁs‘jw 25

£ est donc une quatriéme proporiionnelle a la corde, a
'arc et au rayon.
123. Arc d’hélice. — Les équations de I'hélice sont

—=rcosg,

r désignant le rayon du cylindre sur lequel I'hélice est
tracée; ¢ est un angle variable et k unc constante. En
appelant £, v, ¢ les coordonndes du centre de gravité et
ds)élément d’arc, on a

ds = ‘/(—I;" :}—ﬁ;l]"" -4 dzt = \//;“z sin? q)—‘r—r‘cos’ gu:f—/x' qu ,

ou bicn
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On a donc, en désignant par ¢ la valeur de ¢ a Pextré-
mité de I'arc et en supposant sa valeur nulle a l'origine,

fds — @ \J/V}T—f—i/xj',

1 [ 1 [*? I ¢
= - de, n— — ingdyp, = - kaod
£ (DL rcospde, = @\/0 rsingdp, § @/; @9,

c'est-a-dire

rsin ¢ r{1— cosd P
E— ’ n:~———*——): {=k—-
[+ () 2

Le paramétre ¢ désigne, comme Don sait, la projection
de I’arc d’hélice sur sa base; on voit done que le centre
de gravité se trouve a la moitié de la hauteur de l'extré-
mité de I'arc au-dessus de son origine, et que le centre
de gravité se rapproche de I’axe de I'hélice a mesure que
I'on fait grandir 'angle @, ou, ce qui revient au méme,
Pare d’hélice lui-méme.

124. Arc d’ellipse. — Les équations de Pellipse sont

&£ == acoso,
y:bsincp.

Lorsque P'on prend le grand axe pour axe des x, ¢ dé-
signe alors un paramétre variable dont 'interprétation
est bien connue, et ¢, b désignent les demi-axes de |'el-
lipse. Nous supposcrons (u’il s’agisse d’'un arc symé-
trique par rapport a I'axe des a5 en désignant alors par £
V’abscisse (seule inconnue) du centre de gravité, et par
— @ et -+ P les limites de ¢, on aura

+¢ o
rzf \/a‘lcos“z?—e—b”sinzqcos(p dy
— @

E=

\/ a’ cos? %;_4—-/;51;7; dy

—¢
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si l'on pose alors

al— b —=¢* et =,

+® e
E=a \/1~c’sin’q)005qadq) : /‘ V1 —eisin’y dy,
— ¢ [y ]

ou bien, en désignant par E () la fonction elliptique

‘ P
de seconde especcf Vi—esin’g,
o]

a . . : T el
£ = m [arc sin(esin®) + esind \/1—< ¢ sm’fb].

VI. — CEexTRE DE GRAVITE DE QUELQUES AIRES PLANES.

125. Centre de gravité d’un segment et d’un secteur
circulaires. — Soit a le rayon du sccteur; cn peut dé-
composer le secteur en une infinité de petits triangles au
moyen de rayons suffisamment rapprochés; les centres
de gravité de ces triangles sc trouveront sur une circon-
férence concentrique i celle du secteur et de rayon égal
a ¢ a. On peut supposer ces triangles dgaux, et alors on
voit que les poids appliqués aux éléments égaux du see-
teur pourront éire remplacés par des poids égaux appli-
qués a des éléments égaux de 'arc de cercle déerit du
centre du secteur comme centre, avec un rayon égal a 2 a
et limité aux cotés du sccteur, le centre de gravité du
secteur sera donc le centre de gravité de I'arc en question.

Lorsque 'on connait le centre de gravité d’un secteur,
il est facile d’en déduire le centre de gravité du segment
correspondant, cn observant que ce centre de gravité est
le point d’application de la résultante de deux forces;
I'une cst le poids du sccteur appliqué a son centre de
gravité; I'antre, prisc en sens contraire, est le poids du
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triangle, qui,ajouté au segment, compléte le secteur; cette
force est appliquée au centre de gravité du triangle en
question.

126. Centre de gravité de la cycloide. — Nous allons
chercher le centre de gravité de la surface comprise entre
un arc de cycloide limité & deux points de rebrousse-
ment consécutifs et la corde qui joint ces deux points.
Prenons cctte corde pour axe des x et la perpendiculaire
élevée en son milieu pour axe des y; soitx 'ordonnée du
centre de gravité cherché, qui, évidemment, se trouve
sur 'axe des ¥, on aura

I
- 2
(1) . ff}’d'”d&’_z./‘y e
T ffdxdf o fy(l;:

Or on a, en désignant par a le rayon du cercle générateur
et par ¢ un angle convenablement choisi,

Yy =a{1— cosy),
./r::tl(v'r—:p —l—Sincp),

d’ou I'on conclut
dr = a(cosy — 1) dy;

en remplacant y et dx par leurs valeurs, la formule (1)

donne
i 27
—f a*(1— cosg P dy
2 0
"= o !
/ a*(1 — cosg )’ do
[¢]
ou bien
27
nf (1— 3 cosg + 3cos’y — cos’e) dop
N = - T T T T T T T Ty

27 V
2/ (1 — 2.cosp -+ cos’g) dp
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ou bien encore
a2n~+ 3%

n=—= ’
2 27wt

oest-a-dire

5a
n= —7-
6
VII. — CENTRE DE GRAVITE DE QUELQUES SOLIDES

ET DE QUELQUES SURFACES COURBES.
127. Centre de graviee d’une zone sphérigue. — Soit
x4 y? 3 —=al

I'équation de la sphére dont la zone fait partie; z=h,
z=H 4/ les équations des bases de la zone; en dési-
gnant par ¢ la cote du centre de gravité de la zone qui,
évidemment, se trouve sur I'axe des z, 2waH représen-
tera la surface de la zone; 2maH{ sera le moment pris
par rapport i axe des x de son poids, la pesanteur étant
censée agir dans le sens de I'axe des y négatifs; si main-
tenant on décompose la zone donnéc en zones infiniment
petites de hauleur dz, le moment d’une quelconque de
ces zones sera 27 adz .z, en sorte que l'on aura, en éga-
lant le moment de la zone a la somme des moments de
ses parties,

h+H
2raHE = anazdz,
h
ou
; {(H A+ A — A?
C=nE
ou, enfin,
. H?+ 22 H
Corm— —  — i+ —:
2H 2

douc, le centre de gravité d’une zone est au milieu de sa
hauteur.
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Centre de gravité d’un segment de sphére & bases pa-
ralléles. — En désignant toujours par

x2+3~7+z7:al

I'équation de la sphére; par z =1, z=H + & les équa-
tions des bases, et par ¢ la cote du centre de gravité, ona

h+H h+H
Cf rrids = /‘ Tx?zdz,
h Jh
ou bien

k-~ H h+H
Z;f (a’—z’)dz—_—f (a® — 3%) zd5s,
h h
u

/:s
C[nzﬂ—;—(ﬂ—{—b)’—i—L]
3" 3

o]

n‘.’

— ;[(lz + H)* — /ﬁ] — % [(h + H) — /t‘:l',

cette équation fournira la valeur de ¢ qui détermine la
cote du centre de gravité.

128. Centre de gravité d’un céne. — Le centre de
gravité d’un cone se trouve évidemment sur la droite qui
joint le sommet au centre de gravité de la base, car le
cone peut élre décomposé en une infinité de petits cy-
lindres ayant leurs centres de gravité sur la droite en
question ; si alors nous désignons par B la basc du cone
ct par k sa hauteur, si nous désignons cn outre par x la
section faite dans le cone par un plan paralléle a la base
etsitu¢ & la distance y du sommet, si enfin » désigne la
distance au sommetdu plan paralléle A labase qui contient

. .., BhA ‘. .
le centre de gravité, 5 désignera le moment du poids
du cone pris par rapport a un plan paralléle i la base
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mené par le sommet, x dy.y désignera le moment d’une
tranche infiniment mince du céne comprise entre deux
plans paralleles a la base. En égalant le moment du cone
tout entier & la somme des moments de ses tranches,
on a

Bl h
—y == xy dy
3 o ’
or, ona
z 7y’ By
B~ r’ T Tk

En portant cette valeur de x dans la précédente formule,
ona

B’
=

["‘By’df
3

-
Jo h

ou

n=-A.

4

Ainsi, le centre de gravité d’'un céne est aux % de la
ligne quijoint le sommmet au centre de gravité de la base;
cette longueur étant comptée a partir du sommet.

129, Centre de gravité d’un cylindre trongué. —
Supposons le cylindre droit et reposant par sa base sur
le plan des @y ; soient

Sz, y)=o
Péquation de la base; £, =, ¢ les coordonnées du centre
de gravité;
xcosa -+ ¥y cosf + zcosy=p

I, . )
Péquation du plan de troncature : «, 3, 7 désignant les
angles que la normale au plan fait avec les axes. On aura

_ [ffxdxdydz
W i= S dxdy dz
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Commengons par évaluer I'intégrale qui figure en déno-
minateur et qui représente le volume du cylindre tron-
qué; cette intégrale est égale a

Sfzdzdy;

zdxdy représente le moment de I'élément dxdy de la
base pris par rapport au plan de troncature, du moins a un
facteur preés, qui est la sécante de I'angle que le plan de
base fait avec le plan de troncature; si alors on désigne
par B la base du cylindre, par % la paralléle aux arétes
qui passe par le centre de gravité de la base, on aura

S [2dzdy = BPk;

d’ou l'on peut conclure que :

Le volume d’un cylindre tronqué est égal a sa sec-
tion droite multiplice par la droite paralléle aux génc-
ratrices qui passe par les centres de gravité des sections
droites.

Si I'on observe que la projection du centre de gravité
d’'une aire plane est le centre de gravité de la projection
de cette aire (facile & démontrer), on pourra dire que :

Le volume d’un cylindre tronqué est égal au produit

de la section droite par la ligne droite qui joint les
centres de gravité de ses plans de troncature.

Revenons aux formules (1), nous pouvons les mettre
sous la forme

(2) Bt = [f[xdrdyds,
(3) Bhn= [ffydxdyds,
(4) Bht = [ffzdrdyda.

En effectuant I'intégration par rapport a z, daus la pre-
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miére de ces formules, on a

B — fp—xcos«—‘)'cos(ﬂmdrdy;
cosy

s1 I'on place alors V'origine au centre de gravité de la
base, le facteur de p sera nul ct I'on aura

COS% COS =
BAE = — 2 dzdy — | | dz dy.
' ffm cosy “° ffvc TR

Nous verrons plus loin que I'on peut toujours diriger les
axes de telle sorte que 1'on ait (n° 139)

ff.r)’ drdy = o0;

dans ce cas, [fx*dxdy, [fy*dxdy sont ce que I'on ap-

pelle les moments d’inertie principaux de la base B par

rapport aux axes des y et des xjsi l'on désigne ces quan-
lités par b et a, on aura

B/lE:——bCOSM, B/tn:—tlﬂ'
cosy

cosy’

Véquation (4) donne

l_ffp’—;-x’ cos?a —+ ¥ cos*B — 2px cosz — 2py cosf + 2.2y cosacosf d
5 LT LTy TS R T A P T A R T O A

cos’y

ou, en otant les termes nals,

2 -
Bhg— " ff/;d?fh
2, cosf'y
2 i 2 8
4 2 xidrdy + halt [fyzdx dy,
cos?y cos’y ,

Bhy— L 2B | beostat acodp,
2 Cos*y cos’y

ou, enfin,
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VIII. — Tutorkmes pe GuLpin.

130. Tutonkme I. — L'aire engendrée par une ligne
plane qui tourne autour d’un axe situc¢ dans son plan
est égale & la longueur de cette ligne multiplice par la
circonférence que décrit son centre de gravité.

En effet, si 'on prend I'axe de révolution pour I'axe
des x, Pexpression de la surface engendrée par la courbe

sera
So2myds,

ds désignant un élément de Tarc de courbe et y la dis-
tance de cet élément & I'axe de révolution ; mais si » dé-
signe 'ordonnée du centre de gravité de la courbe, on a

fz‘;:_}’(ls = way(ls = 27uS;

277, est bien la circonférence décerite par le centre de gra-
vité : le théoréme est donc démontré,

131. Tutonitve II. — Le wolume engendré par une
aire plane qui tourne autour d'un axe situ¢ dans son
plan est égal & la surface de cette aire multipliée par
la circonférence que décrit son centre de gravité.

En cffct, prenant 'axe de rotation pour axe des x ct
uue perpendiculaire i cet axe menée dans le plan de l'aire
plane pour axe des y, l'expression du volume engendré
est

S [=[ly + dy}— y*]d=,
ou bien
on [ fydrdy.

Cette expression est égale d amnA, A désignant la surface
de Taire génératrice, et 7 I'ordonnée de son centre de
gravité, En effet [ fydxdy estla somme des moments
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par rapport a l'axe des x, des poids des éléments dedy
de la surface et A est le moment total de la surface. Le
volume engendré 271 A est bien le produit de la circon-
férence 270 que décrit le centre de gravité de I'aire par
la surface A de cette aire.

Ces deux théorémes portent le nom de théoremes de
Guldin. On peut généraliser le second comme il suit :

Si, au lieu de faire tourner 'aire A de maniére 4 lui
faire engendrer un solide de révolution complet, on la fait
seulement tourner d’un angle d9, il est clair que le vo-
lume engendré sera au volume de révolution total 27 A
comme df est & 27, en sorte que ce volume aura pour
expression 7 A df, ou bien, en désignant par ds l'arc nd§
décrit par le centre de gravité, Ads.

Ceci posé, considérons le solide engendré par une sur-
face planc A qui reste toujours mormale aux trajectoires
que déerivent ses points. Si Pon considére la portion du
volume engendré compris entre deux positions infiniment
voisines de la surface A, cette portion de volume pourra
étre engendrée par la rotation du plan de la surface A au-
tour de sa caractéristique. En désignant alors par ds I'arc
décrit par le centre de gravité de la surface A, le petit vo-
lume en question aura pour expression A ds, et le volume
total engendré dans un mouvement fini sera fAds ou As.
Donc :

132. Tutorime II. — Le wolume engendré par une
surface plane qui reste normale aux trajectoires de ses
divers points est égal & la surface géncratrice multiplice
par la ligne que ddéerit son cenlre de gravité,

it @ O i
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CHAPITRE V.

MOMENTS D’INERTIE.

I. — DEéeriniTIONS.

133. On appelle moment d’inertie d’un corps par rap-
port 4 un axe, la somme des produits des masses de ses
points matériels par le carré de leur distance a I'axe.

Sil'on prend P'axe en question pour axe des z, et si
I'on désigne par m la masse et par x, y, z les coordon-
nés rectangulaires d’un point quelconque du systéme, le
moment d'incrtie de ce systéme sera P'intégrale

Zm{at+y?).

Cetle intégrale, s’il s’agit d'un corps naturel et continu,
peut se ramener aux quadratures. En effet, si I'on consi-
dére un petit parallélépipéde de dimensions dix, dy, dz,
ayant ses arétes parallcles aux axes, et contenant dans son
intérieur le point m, et si p désigne la masse spdeifique
du corps considéré dans les environs du point m, la quan-
tité pdx dy dz représentera, a fort peu de chose prés, la
masse du parallélépipede (dx, dy, dz), pourvu que ses
arétes soient suffisamment petites.

x et y, variant peu d'un pointd un autre du parallélé-
piptde en question,

pdrdyds! J:’—}—J")

représentera approximativement le moment d’incrtie de
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ce parallélépipéde, et I'intégrale

S S Sedrdydz( 2+ y*),

étendue a tout le volume du corps donné, représentera
trés-approximativement le moment d’inertie total du
corps.

Les considérations précédentes suffisent a tous les be-
soins de la Mécanique appliquée, vu extréme petitesse
des molécules et des intervalles qui les séparent.

En Physique mathématique, on n’a pas toujours le
droit de substituer aux intégrale X lesintégrales f, parce
que I'on ne considére souvent qu’un nombre restreint de
molécules, et que les distances intermoculaires sont com-
parables aux plus grandes dimensions des figures que’I’on
doit considérer. On peut lire & ce sujet la préface ct les
premiéres pages du Traité de M. Lamé, sur la théorie de
Pélasticité dans les corps solides.

Quoi qu'il en soit, si nous considérons un corps géo-
métrique continu, nous pourrons définir le moment d’i-
nertic de ce corps par rapport & Uaxe des z l'iniégrale

suivante étendue a tout le corps
Sodu{z*+)7),

du désignant un élément de volume, de surface ou de li-
gne, selon que le corps géoméirique sera un volume, une
surface ou une ligne, ct p désignant unc fonction donnée
de x, 5, z que Ponappelle la densité aw point (x, y, z).

II. — ProBLEMES sUR LES MOMENTS D INERTIE.

. , .

134, Prosrime 1. — Erant donndé le woment d’iner-
tie d’un corps par rapport & un axe, calculer le moment
d’inertic du méme corps par rapport & un axe déterming

de position et paralléle au premier.
I 10
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Prenons1’axe donné pour axe des z, soit m la masse (*),
x, y, z les coordonnées d’un point quelconque du corps,
Ie moment d’inertie donné est

Zm(_.r’—{—)’z).

Le moment d'inertie pris par rapport & un axe paralléle
a I'axe des z, et dont les coordonnées sont p et ¢, sera

Zm [(1 —pi+(y— (]')2],

c’est-a-dire
Sm{z*+ y) + Zm(p*+ q*) — 2 Zmpx — 2 Zmqy,

ou bien, en désignant par M la masse totale du corps et
par a;'b, c les coordonnées de son centre de gravité,

Zm{at+ )+ M(p?+ ¢*) — (2pMa + 29 Mb).

(En effet, les coordonnées a, b, ¢ du centre de gravité
sont données par les formules

Ma=2mz,
Mb=—Zmy,

Mc¢ = Xmz,

qu’on a établies plus haut (n® 112); ces formules inter-
viendront plusieurs fois dans ce Chapitre, il est essentiel
de les avoir constamment présentes a I'esprit.)

Ainsi lemoment d’inertie pris par rapport au nouvel axe
est égal au moment d’inertic pris par rapport a {ancien,
angmenté du moment d’inertie de la masse totale con-

{(*) Bien que cette démonstration ct les suivantes soient faites en adop-
tant une notation qui semble basée sur I’hypothése moléculaire, on se
convainera aisément, en y regardant de prés, que ces démonstrations
s’appliquent aux corps géomeétriques. En effet, rien n’empéche de consi-
dérer In somme Tm{y*-+ z*) comme une [, pourvu que P'on y substitue
mentalement pdu & m.
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centrée sur le nouvel axe, et diminué d’'une quantité qui
s’annule quand 'ancien axe passe par le centre de gravité
du corps.

Faisons passer I'ancien axe par le centre de gravité, le
nouveau moment d'inertie sera

Zm (x4 y?) 4+ M(p* -+ ¢%).

135. Donc: 1° Le moment d’inertie d’un corps pris
par rapport & une série d’axes paralléles est minimum
lorsque U'axe passe par le centre de gravite ;

2° Les moments d’inertie d’un corps pris par rapport
a des axes également distants d’un axe passant par le
centre de gravité sont égaux.

136. Le moment d’inertie d'un corps pris par rapport
a un axe divisé par la masse totale du corps est ce qu’on
appelle le carré du rayon de gyration du corps par rap-
port a I'axe. En sorte que si nous prenons

Tm(x'+yh) = M43,
p+p=7da,
Sm{(z—pf+(r— p)]=M&",
k et k' seront les rayons de gyration du corps par rap-
port & I’ancien et au nouvel axe. Nous aurons ainsi

MAi?= Mi*+ Md*— (2pMa + 2¢gMb),

ou bien
Him= B2 2 m 2ap — 2. byq.

Si I’axe des z passe par le centre de gravité, on aura seu-
lement

JZ P R
ce qui permet de construire k' quand on connait k et 0.
Si ’on désigne par A” le rayon de gyration, pris par rap-
10.
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port a un nouvel axe situé a la distance ¢’ de l'axe qui
passe par le centre de gravité, on aura

K= k- 87,
d’ou l'on conclura
‘Jz: A2 -+ 3!2_ gz;
ce qui permettra de construire k" quand on connaitra
K, 3, d.

137. Prosrime II. — Etant donnés trois axes rec-
tangulaires Ox, Oy, Oz, calculer le moment d’inertie
d’un corps pris par rapport ¢ un axe Ol passant par
le point de concours des trois premiers, et faisant avec
eux des angles respectivement égaux & o, 3, 7.

Soient m la masse; x, y, z les coordonnées d’un point
quelconque M, la distance r de ce point a I'axe OI est
égale & OM sin (OM, OI); on a donc

ri={x*+ y?4 2*)[1 — cos*(OM,0I)],

ou

rre= (2t ¥ 2?) — (2 + y? -+ 22) c0s?(OM, OI),
ou bien

ri= (2?4 y*+ 2*) — {z cosa + y cos B -+ zcosy)?;
si Pon observe alors que cos®c + cos*f5 + cos®y est égal
a I'unité, on aura

ri=(z?+ y*4-z')(cos’« + cos’B + cosy)
— {zcosa -+ y cosfl + zcosy)?,

ou

rr={y*+ 2*) cos’a -+ (3F 4 X7 cos? B + (x? + y?) cos?y
— 252058 €05y — 2Zx COSy COSx — 2.7y COS% COS B,

urie UPMC Cote §4LAUTO 1




DEUXIEME PARTIE. -—— CHAPITRE V. 149

Posons actuellement

Smiyt+z)=A, Zmyz=D,
an(z2+x2):B, Smaxz=E,
m({x*+y*)=C, Zmxy=F,

nous aurons

2 mri— Acos’a + Bcos’B + Ccos’y

08 % cOS f3.

Les quantités A, B, C sont les moments d'inertie du corps
par rapportaux axes Ox, Oy, O z; quant aux quantités D,
E, F on les évaluera au moyen des formules suivantes,
si l¢ corps est continu:

D:fffp(lzrl_}fdzyz,
E—=/ [ fpdrdydszz,
F:fffpdxt‘ly(lzx_y,

p désignant, comme plus haut, la masse spécifique du
corps au point (x, y, 2).
Silon observe alors que Zmr? est le moment d’inertie
du corps par rapport a I'axe O, la formule précédente
Ps I P! ’
permettra de résoudre le probléme au moyen des qua-
dratures.

111. — ELLIPSOIDE CENTRAL.

138. Trtorime. — Considérons une série de rayons
vecteurs issus d’un point fixe de Uespace, et sur chacun
de ces rayons wecteurs portons des longueurs propor-
tionnelles & Uinverse de la racine carrée du moment
d’inertie d'un corps donné, relatif & ce rayon vecteur,
le lieu des extrémités des rayons vecteurs ainsi menes
sera un ellipsoide.
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En effet, si par le point fixe nous menons trois axes
rectangulaires Ox, Oy, Oz, le moment d’inertie 7 du
corps par rapport a un axe Ol faisant avec Ox, Oy, Oz les
angles a, f3, 7 sera donné par la formule du n° 137

{ i = Acos’a + Bcos?B + Ccos’y
) f — 2D cosf cosy — 2E cosa cosy — 2F cos « cos 8.
A, B, C, D, E, F désignant des constantes définies au
paragraphe précédent, les coordonuées de I'extrémité
du rayon vecteur compté sur Ol seront

k k k
X= —cosz, Y= —cosf, Z= -—cosy;
'] 1

Vi

k désignant une constante, on en déduit
1 1~ 1 .
cosz:ZX\/i, cosfB = ZY\/(, cosy:ZZ\/z_;

en portant ces valeurs dans (1), on a
(2) A=AX*+ BY'+ CZ*—2DYZ — 2EXZ — 2FXY,

Cette équation représente bien un ellipsoide, ainsi que
nous Vavions annoncé. En eflet, la surface du second
degré qu'elle représente est évidemment limitée de
toutes parts. On peunt du reste s’en assurer directement.
La surface (2) est rapportée a son centre, et I'on peut
choisir les axes de telle sorte que D, E, I soient nuls,
on a alors simplement

F—=AX*4 BY*+ CZ2

Or les gnantités A, B, C sont essenticllement positives,
puisqu'elles représentent les moments d'inertie du corps
par rapport aux axes; donc la surface cherchée est bien
un cllipsoide.

Cet ellipsoide, dans lequel on peut supposer k=1, a
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été appelé par Poinsot ellipsoide central; oun V'appelle
aussi quelquefois ellipsoide d’inertie.

139. Lorsque le corps se réduit a une surface plane, la
section de cet ellipsoide par le plan de la surface porte
le nom d'ellipse d’inertie.

D’aprés ce que nous venons de voir, il existe trois di-
rections autour d’'un méme point pour lesquelles les
sommes X myz, 2 mxz, Zmxy sont nulles; ces trois
directions, qui sont celles des axes de Pellipsoide central,
portent le nom de directions principales ou d’axes prin-
cipaux d'inertie.

Il résulte de ce qui précede que le moment d’inertie
d’un corps par rapport i une série d’axes passant par un
point fixe est en général susceptible 'un maximum et
d’'un minimum.

1V. — PrOBLEMES SUR LES AXES PRINCIPAUX.

140. Prosrive L — Trouwver la condition pour qu’un
axe soit principal en un de ses points déterminé.

En conservant les mémes notations que dans le para-
graphe précédent, si Uon prend la droite en question pour
axc des z, il faudra que, si le point pour lequel 'axe est
principal est a origine, on ait Zmyz = o0, Zmxz = o;
car la droite donnée est alors dirigée suivant Y'un des axes
de Vellipsoide d'inertie. Ces conditions sont évidemment
nécessaires et suflisantes.

144. Prosiime . — Lrouverla condition pour gu’un
axe soit principal en un de ses points d’aillewrs indé-
terminé,

Les quantités Zmyz, Zmaz ne seront pas nulles en
général, si Ton prend pour axe douné laxe des z,
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mais il devra exister un point dont les coordonnées soient
0, 0 et h, et tel que, si 'on y transporte 'origine, on
ait

Smy,zy=o0, Zmaxz==0;
X1, )1y 2y désignant les nouvelles coordonnées du point m.
Orona

=z, Y=y, H—=z—h

On devra donc avoir

Emy(z—h)y—=o0, Zmx({z—h)=o0.

Soient a, &, ¢ les coordonnées du centre de gravité, M la
masse totale du corps; les équations précédentes pour—
rount s’écrire
(1) AMb = Zmys, hMa:=2Zmazz.
Silon élimine /1, on a la condition cherchée

bImaxz = aZmyz,

qui se réduit a Zmxz = o, si le centre de gravité se
trouve dans le plan des yz.

142. Prosrime IlI. — Trouver la condition pour
qu’un axe soit principal en tous ses points.

Les équations (1) devront avoir licu, quel que soit /;
en prenant 1'ate donné pour axe des z, on devra donc

avoir
Imyz—=o0, Xmaxz—o, a=—o, b=o.

Ces équations expriment que I’axe est principal et qu’il
passe par le centre de gravité; réciproquement, tout axe
principal relatif au centre de gravité sera principal en
tous ses points; car la translation de l'origine en un
point quelconque de I'axe des z n’altérera pas la valeur
nulle des sommes Zmyz, Tmxz.
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143. Prorrime IV. — Trouver les points de Uespace
pour lesquels Uellipsoide central est de révolution; en
d’autres termes, pour lesquels deux moments princi-
paux sont égaux.

Prenons pour axes coordonnés les axes d’inertie prin-
cipaux relatifs au centre de gravité; soient £, 0, ¢ les
coordonnées de I'un des points cherchés : transportons
Porigine au point (£, n, ¢) en laissant les directions des
axes, paralléles aux directions principales relatives au
centre de gravité, I'équation de Dellipsoide d'inertie re-
latif au point (¥, n, &) sera

(2) 1=XZm{y?+z])+... —2YZImy,z,—...,

Xy, V1, 21 désignant les coordonnées du point m prises
par rapport aux nouveaux axes; or, en désignant par
x, y, z les coordonnées du point m par rapport aux
anciens axes, on a

r=x—E8, y=)r-—un, 2=3z—%,
et, par snite,
Im(y?+2)y=2m(y* + )+ m w4 )— 25X mx — 24 Smy.

Si I'on observe alors que Emx, Ziny sont nuls, et si Uon
désigne par M la masse totale du corps, on a

(3) Sm(yt 2= A+ Mr+2). .,

A, B, C désignant les moments d’inertie principaux re-
latifs au centre de gravité. On a de méme

Smys;=3m(y—un){z—8),
ou bien

Smyz;=3mys — Smnz — Zmiy + Zmxg,
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c'est-a-dire
(4) Zmy s =Mn,...

Si I'on a égard aux relations (3) et (4), P'équation (2)
pourra s'écrire

I:X“[A—i—l\‘](n"—i—t_,”]—i—...—~2YZ1\’In'§—....

Sion exprime alors que cet ellipsoide est de révolution,
on trouve

A+M(n+8)— 2aM&=B + M(¢~+ &) — 2M»?
= C + M(£ n?) — aM¢,

Telles sont les équations du lieu des points qui jouissent
de la propriéié cherchée; on peut les écrire comme il suit,
en désignant par 7, j, k les rayons de gyration relatifs
aux axes de coordonnées : ‘

Pt P 2B = i P B2 2,]!:/{2_‘_52_5_./‘,1_2&’
ou bien
i2—~j2:3(§2—7;?),
jz__ﬁz:?)(nz_gz)’
B— it =3 — ).

Le lieu des points cherchés est done lintersection de
deux cylindres hyperboliques : ces cylindres se rencon-
trent, car les équations précédentes sont satisfaites lors-
que lon pose

E:i—f%“7 n:ij@ et C::t/r\/;-

144, Prosreye V. — Trouver les points de ['espace

pour lesquels Uellipsoide central se rédwit a une sphére.

Pour trouver ces points, on aura encore recours a 1'é-
b
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quation (2) et I’on posera

Smay, =0, Zmzx,=0, 2myz=o0
et
Zm (st -y =Zm(2? 4 3") = Zm(x? + 53,
c’est-a-dire en vertu de (3) et (4)

At M{nt4t3) = B + Mg+ £7) = C + M(E>+ ),

w{=—=o0, tf=o0, En=—o.

Les derniéres formules montrent que les points cherchés
se trouvent sur les axes principaux relatifs au centre de
gravité; car elles sont satisfaites en posani v = o0, { = o.
Les premiéres donnent alors

A =B+ Mz2=C 4 ME&?,

ce qui exige quel’on ait B = C. L’ellipsoide central rela-
uif au centre de gravité doit éire de révolution, et dans cc
cas on a

VM
ce qui montre que, suivant 'axe de révolution, Iel-
lipsoide en question doit étre allongé. Ainsi les points
cherchés n’existeront que dans des cas trés-particuliers,
et quand ils existeront ils seront au nombre de deux. Ils
se confondront en un seul si 'on a A =B =C.

V. — MoMENTS D'INERTIE DE QUELQUES SURFACES PLANES.

La recherche des moments d’inertic des surfaces planes
est trés-importante, et se présente dans un grand nombre
de questions de -Mécanique appliquée, principalement
dans la théoric de la résistance des matériaux. Nous allons
passer en revuc les cas qui se présentent le plus fréquem-
ment,
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145. Moment d’inertie d'un rectangle pris par rap-
port & un axe paralléle & lun de ses c6tés. — Soicnt a
et b les dimensions de ce rectangle. Prenons pour axes
de coordonnées deux c6tés contigus, nous supposerons le
rectangle homogéne ct nous prendrons sa masse spécifique
égale a Punité,

Le moment d'inertie de ce rectangle pris par rapport a
Paxe des x (qui, pour fixer les idées, sera le coté a) est

b a 3
f f dxdyy’: ﬁ-
[} o 3

Si 'on désire maintenant le moment d'inertic du méme
rectangle par rapport a un axe paralléle au c6té a et situé
a la distance 9 de ce c6té, on observera que ce moment
d’inertie est la différence des moments d’inertie de deux
rectangles ayant pour base a et pour hauteurs 0 et & + 0,
en sorte que la quantité cherchée sera

% [16+3) — &)

146. Moment d’inertie d’un cercle par rapport a Uun
de ses diamétres. — Le moment d'inertie d’un élément
du cercle est le produit de cet élément par le carré de sa
distance a I'axe; or si nous désignons par rla distance
de cet élément au centre, et par 6 ’angle que le rayon
vecteur 7 fait avec 'axe, I'élément de surface du cercle
pourra étre pris égal 4 rdfdr (c’est I'expression d'un é1é-
ment de surface en coordonnées polaires); la distance de
I'élément a ’axe est rsinf, en sorte que le moment d’i-
nertie de I'élément est égal a r® sin*6d9dr; si donc on dé-
signe par a le rayon du cercle, son moment d’inertie total

sera
29 a
f f rsin®8do dr.
o o

urie UPMC Cote 54LAUTO 1




DEUXIEME PARTIE. — CHAPITRE V. ) §4]

e |

En mtegrant par rapport ar, on trouve

4 27
% f sin’6 df.
0

27T 27T
f sin?f df — f costf dd =o,
0 0
27T 25
f sin’f df + f €080 df = o7
[+] s}

27
f sin?*0 df = = ;
(4]
4

. . . , a
par suite, le moment d’inertie cherché est = —- Le mo-

4

ment d’inertie d’une couronne circulaire, dont les rayons
seraient a et b, sera par suite

Or on a

donc

Z(at— b).
4( )

147. Moment d’inertie d’une ellipse pris par rapport
a l'un des axes de cette ellipse.
Soit
xz yﬂ

+ 5

=1

2

I'équation de cette ellipse. Prenons le moment d'inertie
par rapport 4 I'axe des x, ce moment est

ffda:dy ri

La premiére intégration relative a y doit étre faite entre
les limites
b

Y o= — -
a

- b e——
\/(lz-——-.'cx, y:—i—;\/ﬂ’——.z";
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elle réduit 'intégrale double ala forme

ES 3 2 ___ a2)2
?_'_bj +a(a2——.t2)2d.t:2b +au dz,
3a 3a® oy Ve—2

—_—a

ou bien

2 bt [Haat— 2at 2+ 2t

- S dx.
(1) 3a® J__ Var— z?

a

Or, on a
+a dx +4a  xldr a?
e /T, Y — T —)
i \/az_zz — \/az___ z? 2

+a 2tdr _ 3wa'
/_;a \/a"—x’— 8

Le moment d’inertie cherché sera donc

2b [ .3,
’77.'?"[;i a"“‘a—“"ga ]

. .. wbla .
¢’est-a-dire - Pour 2 = b, on retrouve |'expression du

moment d’inertie d’un cercle par rapport & son diamé-

ai
tre # —-

4

VI. — MomenTs D'INERTIE DE QUELQUES SOLIDES.

148. Moment d’inertie du parallélépipéde rectangle
par rapport & une de ses arétes. — Prenons I'aréte en
question pour axe des z; supposons le parallélépipede
homogéne et de densité égale a I'unité. Soient a, b, ¢ les
arétes de ce solide; prenons-les respectivement pour axes
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des x, des y et des z. Le moment d'inertic cherché sera
a b [
f f f drdydz(y®+ x?),
o o o

b
(—13—C(a7+b’).

c’est-a-dire

Si I'on demandait le moment d’incrtie de ce parallélé-
pipéde par rapport 4 un axe quelconque paralléle a son
aréte c, en appelant « et 3 les distances de I'aréte ¢ aux
plans des yz et des xz, le moment cherché serait égal au
moment d’un parallélépipéde ayant pour arétes a - «,
b + 8, ¢, diminué du moment de deux parallélépipédes
ayant pour arétes @ + o, 3, c et @, b + 3, ¢, et augmenté
du moment d’un parallélépipéde ayant pour arétes a,
B, ¢, les moments de ces parallélépipédes étant pris par
rapport & leur aréte c.

Le moment d’inertie d'un parallélépipéde rectangle,
dont les dimensions seraient 2a, 2b, 2¢, pris par rap-
port & un axe paralléele & I'aréte ¢ passant par le centre
de gravité, serait

a.b.oe 8abe

4—‘-‘3“— (a*+b%) =

(a® + B%).

149. Moment d’inertie d’un cylindre par rapport a
son axe. — Soit R le rayon, /. la hauteur de ce cylindre;
nous prendrons pour élément de volume un prisme dont
les arétes seront paralléles a axe et dont la base sera un
trapéze curviligne, limité d’une part & deux circonfé-
rences de rayons r et r - dr ayant leurs centres sur
Paxe et leurs plans perpendiculaires a I'axe, et d’autre
part & deux rayons vecteurs issus de 1'axe et faisant entre
eux I'angle 493 la hauteur de ce prisme sera dz, en sorte
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que son volume sera rdfdrdz, et son moment d'inertie
*rdfdrdz ou r*d8dry le moment d'inertie total cher-
ché sera donc

z="h f—amn r=1
f f f r*drdbdz,
z2=0 =0 r—o

T Ren.
2

c’est-a-dire

Si 'on demandait le moment d'inertie d’'une couche
cylindrique de rayons R et R+ ¢ et de hauteur h par
rapport a son axe, le moment serait

R—{—c‘/z—’:R‘/z:z/z ¢ -+ 4R+ 6e’R2 -+ feR3).
2 2 1

SRR

150. Moment d’inertie d’un ellipsoide homogéne
/ 5

pris par rapport a lun de ses axes. — Soit
-tz ]'_’ z7
A
a? b2 c?

Péquation de cet ellipsoide; supposons que ’on demande
le moment pris par rapport a P'axe des z : cc moment
sera

:fffdxdj(lz {(r? 4 ¥?)

ou bien
(1) 1=/ [ fdedyds2*+ [ [ [drdydzy.

Occupons-nous d’abord de la premiére intégrale
S Jdxdydz 2.

Si nous intégrons par rapport i z entre les Limites
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qui correspondent & des valeurs constantes de x et y et
satisfaisant & I'équation de 'ellipsoide, nous réduisons
notre intégrale &

2 2
(2) 2cf /‘dxdyx’\/l — %—';—)’;;

si maintenant nous laissons x constant et si nous inté-
grons par rapport a y, nous devrons faire varier y entre
des limites fonctions de &, que nous obtiendrons en faisant
z =0 dans P’équation de Vellipsoide; nous effectuerons
ainsi la somme des moments d’une série de prismes com-
pris entre deux plans paralléles au plan des zy situés a
la distance dx I'un de l’autre; les limites de y sont

:—b\/ 1———7 y_+b\/1~~

ey .
f dy’' \/r’—_}f”:: En—rz,
—r

ainsi que l'on pent s’en assurer en observant que I'inté-
grale précédente représente I'aire d’'un demi-cercie dc
rayon r. Si dans cette formule on fait

or on a

S~
8,
o~

I'intégrale (2) devient alors

x?
(3) nbcﬁlxz’(l——;);

il reste A faire maintenant la somme des moments d’iner-
I. 91
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tie de toutes les tranches analogues a celle dont nous ve-
nons de calculer le moment d’inertie, et comprises entre
les plans paralléles au plan des y z situés aux distances — a
et + a du plan des yz, c’est-a-dire qu’il faut prendre
I’intégrale (3) entre les limites — a et -+ a; on a alors

fffdxdydz.r’:%na“bc;

on trouverait de méme,

fff(l.tdjdzy’ = —1—%5— nbac,

et la formule (1) donne

1= —F%mabc(a® + b*);

5,]4—\

si I'on fait @ = & == ¢ = R; on obtient le moment d’iner-
tie d'une sphére par rapport a I'un de ses diamétres, ou

8 5
'ETTR.

On peut traiter le probléme d’une autre fagon; posons

x = azcosY sind,
¥ = besinysinb,

2 == cgCos0.

Ces valeurs pour ¢ = 1 satisfont a I'équation de Del-
lipsoide, et si I'on fait varier ¢ entre o et —1, 0 entre o
et @, { entre o et 27, on obtiendra une fois, et une fois
sculement, les coordonnées de tous les points de I'inté-
rieur et de la surface de I'ellipsoide. En prenant alors e,
6, ¢ pour variables, I'intégrale (1) devient

o1 T 27T
I:/ f f ded0dye*(a® cos* P sin®0 -+ b7 sin*Ysin’0) e,
o [0} 0
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O désignant, pour abréger, le déterminant

dx dr dr
& d &y
B L A V2
@ — L g = abce*sin b,
dz dz dz
de’ ds’ dy

On a donc

&l T 27T
I—=abc / f f e'df dp desinb(a®cos P sin’0-+bsin?§ sin?6).

v 0 [o] o

En intégrant par rapport 4 ¢, on a

abe (T [T

1= 5 f f d8dy sin®d (a? cos®§ -+ 6% siny).
o o

En intégrant par rapport a ¢ et en observant que

27 21T
f cos* by — f sin*ydy = m,
o] [o]

mabe

.
1= (a’—{—b’)f sin*0d9,
5 0

on a

ou, enfin,

o fmabe

I 15

(a2 + b?).

Les variables ¢, 8, ¢ dont nous venons de faire usage
sont trés-utiles dans un grand nombre de questions d’ana-
lyse et de mécanique; les courbes tracées sur la surface
de Dellipsoide, et qui ont pour équations : § = const. ct
{ = const. sont des courbes conjuguées, ¢'est-a-dire tan-
genles en leur point de croisement a deux diamétres con-
juguds de l'indicatrice (voir Noie I).

1rI.
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151. Moment d’inertie d’un solide de révolution par
rapport @ son axe. — Considérons le cylindre d’épais-
seur dr compris entre deux plans perpendiculaires a
I'axe, son moment d'inertie est, d’aprés ce que nous

™ .
avons vu, ;—R“dr, R désignant son rayon. Le moment

d’inertie de tout le solide sera donc

zT—‘/‘R“(/r.
2

Application au céne de révolution. — Soient p le
rayon de base du céne, % sa hauteur, le rayon R corres—
pondant & la hauteur z comptée a partir du sommet est

donné par la formule

le moment d’inertie cherché est donc

h bzt Y/
il £ dz:zp__l.
2J, M 10
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CHAPITRE VI.

EQUILIBRE DES FILS ET DES CORDONS.

I. — EQUILIBRE DES CORDONS.

152. On donne le nom de polygone funiculaire 4 un
systéme de points A, B, C,... liés entre cux par des cor-
dons inextensibles; nous allons nous proposer de trouver
les conditions d’équilibre d’un systéme de cette nature.

Considérons d’abord deux forces agissant aux extré-
mités d'un méme cordon. Pour que ces deux forces se
fassent équilibre, il faut que ces forces soient égales,
directement opposées et de méme direction que le cor-
don. En eflet, s'il y a équilibre, cet équilibre ne devra
pas étre troublé en solidifiant le cordon, et alors on voit
que les forces doivent agir comme nous I’avions annoncé;
de plus, on voit que les deux forces doivent agir de ma-
niére a tendre le cordon; le cordon une fois tendu, il y
aura équilibre, car ce cordon jouira de toutes les pro-
priétés d'un corps solide, puisque les distances mutuelles
de ses points sont assujetties A rester invariables. On
donne le nom de tension du cordon a la valeur commune
des forces qui le sollicitent.

Lorsque trois forces agissent sur un méme point ma-
tériel A par l'intermédiaire de cordons, il faut ct il suffit
pour I’équilibre que chacune de ces forces soit égale et
directement opposée a la résultante des deux autres. En
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eflet, s’il y a équilibre, cet équilibre ne sera pas troublé
en fixant le point A. Considérons alors I'un des cordons
aboutissant en A. Pour que la force appliquée & ce cor-
don le maintienne en équilibre, il faut que cette force
agisse dans le sens du cordon. Ceci posé, solidifions le
systtme. Les trois forces, agissant dans le sens des cor-
dons, pourront étre appliquées en A, et pour qu'il y ait
équilibre, il faut que chacune d’elles soit égale et direc-
tement opposée i la résultante des deux autres.

Enfin si la condition précédente est remplie, il y aura
équilibre. En effet, pour un déplacement compatible
avec les liaisons, c’est-a-dire tel, que les cordons restent
rectilignes et inextensibles, les forces extérieures se feront
équilibre; quant aux forces intérieures, leurs travaux
seront nuls, puisque les distances des points infiniment
voisins sont invariables, et que les forces intérieures
n’agissent qu’entre points infiniment voisins.

Considérons, en dernier lieu, un cordon ayant la li-
berté de glisser dans un anneaun. Pour que ce cordon soit
en équilibre, il faudra que les forces agissant a ses extré-
mités soicnt égales. En effet, nous savons déja que les
forces doivent étre dirigées dans le sens des cordons en
désignant alors ces forces par P et Q, et les déplacements
virtuels de leurs points d’application dirigés suivant ces

forces par dp et dg, il fandra que
Pép + Qdg = o;

mais si Op et d¢ sont compatibles avec les liaisons, le
cordon ne devant pas changer de longueur, on a

op = — dq;
donc I'équation précédente donne
(P—Q)3p =0,
c’est-d-dire P= Q. Cc. ©. F. D.
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II. — EQUILIBRE DU POLYGONE FUNICULAIRE.

103 LOHSldbl ons maintenant un POly one fumculau"e

ABCDEFG ( fig. 33) fixé a ses extrémités A ct G; soient

Fig. 33.
A" * G
\ :
A i
B, LT
RN T
P, e -
Cr~__ . —E
\!
of M
rY

P,Q, R, S, T les forces qui sollicitent ses divers som-
mets; pour que le polygone soit en équilibre, il faut
que les forces P, Q, R,. .. fassent équilibre aux tensions
des cordons et aux forces de liaison en vertu desquelles
les poiuts A et G restent fixes.

Oy, si Vonconsidére le point D par exemple, pour que
ce point D soit en équilibre, il faut que la force DR qui
le sollicite soit égale et directement opposée 2 la résultante
des tensions des cordes DC et DE, et que la tension de
chaque corde soit égale et directement opposée a la résul-
tante de R et de la tension de 'autre corde. En représen-
tant alors par (AB), (BC), (CD),... les tensions des

cordons AB, BC,..., on aura
(CB) = résult. de (BA) et P,
(DC} == résult. de (CB) et
= résult. de (BA), P et Q,
(ED) — résult. de (DC) et R
= résult. de (BA), P, QetR,
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et ainsi de suite; ainsi une tension quelconque est égale
a la résultante de la premiére tension et de toutes les
Jorces qui sollicitent le polygone depuis son origine
jusqu’au point ot agit cette tension.

Il résulte de 1a que les forces (BA), P, Q, R, S, T, (FG)
doivent se faire équilibre. Ces conclusions sont une con-
séquence immédiate du principe des vitesses virtuelles,
ou, si I'on veut, du principe de I'équilibre des corps
solides.

154. Réciproquement, si I'on a

(CB) = résult. (BA) et P,
(DC) = résult. (BA) et P, Q,

il y aura équilibre, car ces équations équivalent &

(CB) = résult. (BA) et P,
(DC) = résult. (CB) et Q,

qui expriment que chacun des sommets est en équilibre.
Ceci posé, par un point o (fig. 34) menous op paral-

Fig. 34.

léle de méme sens et égale a P, menons pg paralléle de
méme sens et égale 4 Q,. . .; ceci fait, prenons oa paral-
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l¢le de méme sens et égale a (BA), tg paralléle de méme
sens et égale a (FG); si le polygone funiculaire est en
équilibre, la ligne polygonale aopgrsig devra se fermer
d’elle-méme, et le point a devra coincider avec le point g3
les tensions (AB), (BC), (CD),... seront alors repré-
sentées par les droites ao, ap, aq, ar,.... Cette remarque
est due 4 Varignon. Rapportons maintenant le polygone
a trois axes ox, oy, 0z; soient Xy, Yy, Z,; les projections
de P sur les axes, X,, Y,, Z, les projections de Q,...;
soient ey, 3;, 7, les angles que AB fait avec les axes, a,,
B1y 7s les angles que BC fait avec les axes,..., on aura

‘ (BA) cos «,—= X, + (CB) cos «,,
(CB) cos a, = X, 4 {DC) cos o3,
(DC) cos a, =— X; + (ED) cos =,

(1)

On aura deux autres systémes d’équations analogues, et a
ces formules il faudra joindre

gAB c0s &, <~ BC cos o, +. . .= AG cos (AG, oz),
(2) AB cos B, + BCcos P, +. . .= AG cos (AG, ay),
( AB cos ¢, + BCcos y,+...= AG cos (AG, o3z),

(3) €0s? &t + €082 By - Cos® = 1,....

Soit n le nombre des sommets du polygone funiculaire,
les équations (1) et leurs analogues sont au nombre
de 31, les équations (2) sont au nombre de 3, les équa-
tions (3) au nombre de » 4+ 1; nous avons donc en tout
3n+34+n-+1 o0u 4n—+ 4 équations entre X;, Yy,
Z,...,a,8,71,...(BA), (CB),..., c’est-a-dire entre
3n + 3 (n 1)+ n+ 1= 71+ 4 quantités. On pourra
donc sc donner les 37 quantités X,, Yy, Zi,. . ., c’est-a-~
dire P, Q, R,. .., et Pon pourra calculer les tensions et
les directions des cotés du polygone funiculaire; on
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pourra au contraire se donner la forme du polygone et
calculer les forces P, Q, R,. .. al'aide des équations (1);
mais ce dernier probléme sera indéterminé, parce que
I'on pourra choisir arbitrairement une partie des ten-
sions.

JII. — ProBLEME DES PONTS SUSPENDUS.

155. Dans la théorie des ponts suspendus, il s’agit de dé-
terminer un polygone funiculaire plan, de telle sorte que
les projections horizontales de ses divers éléments soient
constantes, et de telle sorte que chacun des sommets sup-
porte une méme charge p. Les extrémités du polygone
sont 4 la méme hauteur; la longueur totale du polygone
est donnée.

Soient ly, 1, I5,. .., I, les longueurs respectives des
cOtés, ay, dsy. . ., 0, les angles qu'ils font avec une hori-
zontale prise pour axe des x; soient #,, t,,...,1, les ten-
sions des cOtés, et x la projection donnée de chaque c6té;
soit enfin L la longueur totale du polygone : on a évi-
demment

(1) £, CO8 ay == £, COS 0t; == &3 COS 3= . . - == £, COS &1y
t,sina, — £, SiD oy =— &, 51N oty — ¢, SI0 ay==. . .

(2) ==t SID o, — 2, sin @, = p,

(3) licosoy==l,cos o, —=. .. ==, cO08 0, — x,

4 L=+bL+. . . +1,=L,

(5) Lsino, -+ Lsina,+.. +{sina, —o0:

en tout 3n équations et 3. inconnues ¢y, ts,..., Iy, L.,
o4, da,e... Des formules (1) et (2) on tire

fcosa,—6LCOS 2 ==0,.,.,

Lsina, — 1 sina,==p,....
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d’ou
P COS oy P COS ay
tl—:._‘—_"—’ g T 3 0t e
sin {o; — o) sin (e, — )
P COS o, P €OS &,
t; = 3 1, =— yoes o

T sin (a0 — @) P sin (ay — 2,)

Ces formules feront connaitre 7,, t,,... en fonction de
Oyy Ogyenes €L-0y, s, .. seront calculds en fonction de 7,
ly,. ... Voyons comment on calculera 7,, /,,...; de (1)
et (2) on tire

(6) tanga,—tangx,—tanga,—langu,=...=tangu, —tanga,;

de (3) on tire

x .
COS oy — —>» SN a; ==
li

et par suite (5) et (6) deviennent

(7) VO—2—E—2=\i— o — I —2r=.. .,

(8) VEZ 2 4 i — 2. .. =,
on posera alors

t/Z;:.;v’: ni, uy—u, =429,
et les équations (7) et (8) donncront

n—1

U= 8, wy=—u,~+9, wymmu+24,..., w—=u-~+(n—1)d.
En substituant ces valeurs dans (4), on aura une équa-
tion en ¢ qui fera connaltre cette quantité et par suite
Uy, Us,y..., Cest-a-dire Z;, 7,..., et le probléme sera
résolu. On simplific beancoup les caleuls en admettant
que n est impair ¢t que 'élément du milicn est hori-
zontal ; mais le calcul que nous venons de faire s’applique
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au cas ou les points d’attache ne seraient pas a la méme
hauteur.

IV. — EqQuiLIBRE D'UN FIL FLEXIBLE.

156. Considérons un fil inextensible homogéne dont
tous les éléments sont sollicités par des forces de méme
ordre que ces éléments, et proposons-nous de déterminer
les conditions d’équilibre de ce fil.

Rapportons-le & trois axes rectangulaires ox, oy, 0z;
soient x, ¥, z les coordonuées de I'un quelconque M de
ses points; soit ds la longueur d'un élément compté a
partir du point M, et ¢ la masse de I'unité de¢ longueur
du fil. Si Ton coupait le fil au point M, I'équilibre se
trouverait rompu, mais on le rétablirait A l'aide d’une
force T appliquée en M, et a laquelle on donne le nom
de tension au point M.

Il est facile de voir que la tension doit étre tangente a
la courbe affectée par le fil. En effet, considérons un arc
infiniment petit MN, les forces qui le sollicitent sont :
1° les tensions exercées en M et en N 2° les forces exté-
rieures dont l'intensité est de I'ordre de MN; si alors
on suppose I’élément MN solidifié, ce qui ne trouble pas
Péquilibre, et si Uon prend les moments par rapport a
un axe passant en N, les moments des forces extérieures
seront du second ordre, car leur intensité est infini-
ment petite et leur bras de levier 'est également, le
moment de la tension en N est nul; donc le moment de
la tension en M doit étre du second ordre; or ceci ne
peut avoir lieu que si la tension se trouve 4 une distance
du second ordre du point N, car la tension est une force
finie, puisqu’elle doit faire équilibre & la résultante de
toutes les forces qui sollicitent la portion du fil située d’'un
méme c6té de Mj ceci revient 4 dire que la tension est
tangente au fil.
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Pour bien comprendre la valeur de ce raisonnement,
il faut observer que 'on augmente le moment des forces
extérieures en les supposant appliquées en M et en pre-
nant leurs moments individuels avec le méme signe, et
alors encore on voit que la somme de leurs moments est
du second ordre.

Ecrivons que 'arc MIN = ds solidifié est en équilibre;
les équations des moments ont déja é1é considérées im-
plicitement, elles nous ont fait connaitre la direction de
la tension; il n’y a plus qu'a considérer les équations
de projection.

157. Soit T la tension en M, T+ dT la tension en N ;
soient X, Y, Z les projections de la force qui sollicite
I'élément MN rapportée a I'unité de masse du fil. La

dx

projection de la force T sur P'axe des x sera —T =’
A

la projection de la force T+ &T sera T d= +d <T 11—”> ’
ds ds

la projection de la force extérieure sera Xeds; on aura
done

d
Xeds + d(Ti”):o,
ds

et de méme

dy
Yeds + d(T d—s> —=o,

dz
Zed d — | =0
ds + <'rds> 0;
ou bien
d*x  dr dT
\XE”Tsz*z PR
d*y  dy dT
/ -
) Ye+T ds? ds (ls_ﬂ’
d*z dz dT
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Multiplions la premiére de ces équations par dx, la
deuxieme par dy, la troisiéme par dz, et ajoutons, en
observaut que

dxr\? dy\? dz\*
) P\e) t\&) =0

dxd?x dyd'y “+ dzd?*z
s T T s

il viendra
dT
(2) o(Xdo +Ydy +Zds) + 5= ds =0,

Lorsque la quantité ¢(Xdx + Ydy + Zdz) sera une dif-
férentielle exacte d9(x, y, z), I'équation précédente fera
connaitre T, et I'on aura

?(-”7.773,) - ‘P('ro’)'o, 2)) =Ty —T,

Zoy Yoy 20 et Ty désignant les valeurs de x, y, z, T en un
point déterminé, On voit.que T ne dépendra que de
¢(x,y,2). T une fois connu, les équations (1), ou méme
deux d’entre elles, feront connaitre la forme de la courbe
affectée par lefil. La fonction ¢ joue ici le méme role que
le travail dans le théoréme des forces vives, comme nous
le verrons plus loin.

Lorsque ¢ (Xdx + Ydy + Z.dz) ne sera pas une difté-

rentielle exacte, on pourra trouver T comme il suit; on

. . , . dz .y
multipliera la seconde équation par = la troisiéme par
ay

dy ., , .

[—] et I'on retranchera les équations 'une de I'autre; on
s

aura ainsi

ds dy

On obtiendra deux équations analogues a celle-ci entre

urie UPMC Cote 54LAUT0 1




DEUXIEME PARTIE. — CHAPITRE VI. 175

lesquelles on pourra éliminer T : cc seront les équations
différentielles de la courbe cherchée.

W age s . \ {'T
L’élimination de T et de {_d? entre les formules (1)

conduit a la relation

X(d'y dz — d*zdy) + Y (d*z dx — d*z dz)
“+ Z(d*xdy — d*y dx) = o,

et 'on voit que les coefficients de X, Y, Z sont, a un fac-
teur prés, les cosinus des angles que la normale au plan
osculateur fait avec les axes; donc la force (X, Y, Z) est
située dans le plan osculateur de la courbe.

158. Prosrime. — Trouver la forme d’équilibre d’un
fil flexible tendu sur une surface donnée par son équa-
tion

(3) Sz rs2)=o.

Dans ce cas, la force (X, Y, Z) est normale & lasurface,
et, par suite, a la courbe affectée par le fil, car la seule
force qui sollicite le fil est la réaction de lasurface. Mais
alors on a

Xdx +Ydy +Zdz—=o.
En effet, le premier membre de cette équation divisé par

JXETY2+ Z? et par ds représente le cosinus de P'angle
que la force (X, Y, Z) fait avec I'élément ds dela courbe
affectée par le fil; mais alors I'équation (2) donne

dT
=0

—_ ou T = const.;
ds

ainsi ;
159, La tension est constante dans toute la longueur

du fil,

En introduisant cette hypothése de T = const. dans les
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formules (1), elles deviennent
dix
ds?
dy
o
d?z
—L‘i}? =

eX+T
{4) eY+T
§Z +T

En faisant passer ¢X, eY, ¢Z, dans les seconds membres,
en élevant au carré et en ajoutant, on trouve

TZ
b Ha@2z) 4+ (d2y P+ (da)] =6 (X2 Y24 Z2),
ou bien, en désignant par p le rayon de courbure de la
courbe,
If —*F%;

P2
F désignant la force qui sollicite le fil, on en conclut

- T
P—SF

Le rayon de courbure varie donc en raison inverse dc
la réaction normale de la surface.

Nous avons vu que la force F était située dans le plan
osculateur de la courbe; il en résulte que, la force ¥ érant
normale 4 Ia surface,

160. Le plan osculateur de la courbe affectée par le il
est en chaque point normal a la surface, et, par suite,
la force I est dirigée suivant le rayon de courbure; elle
varie, comine nous avons vi, proportionnellement & la
courbure.

Les équations différenticlles de la courbe s’obtiennent
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en éliminant T entre les équations (4); on a ainsi

1 diz 1 dly 1 diz

X dst Y ds 7 ds

Or la force T étant normale 4 la surface, X, Y, Z sont
proportionnels aux cosinus des angles que la normale &

], df d
la surface fait avec les axes, c’est-d-dire a i, »j—, &,
dr’ dy dsz
En remplacant alors dans les formules précédentes X, Y.
dff df df . .
Z par Al ml il vient
" dw df _dy df &z df
(%) = nT Ay T A Az

161. L’intégration de ces équations est un probléemc
difficile, et en général an-dessus des forces de Panalyse.
Toutefois on peuldcmonlrer qu’elles définissent une ligne
géadésique de la surface, c’est-a-dire une ligne qui st la
plus courte possible, enire deux quelconques de ses poiuts.

Soient, en effet, x,, ¥,, 2, ¢t Xy, ¥4, 7, deux points pris
sur la surface, la longueur S de l'arc qui joint ces deux
points sera donnée par la formule

S = [\de+ dy* + dz?.
On déduit, en faisant varier les deux membres,

38 — dxddr + dy ddy + dzddz
Vot dyt+dzt

ou
‘dedde - dy ddy + dzddz
T s

08 =

Enintégrant par parties, il vient en observantquelaquan-
tité qui sort de dessous le signe f est nulle anx limites,

l\
::—f(t?xd———% d +<7(l-——
d /

12
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On doit avoir pour la ligne minima

. dy dz
(6 6rd———+6d——+6d——_—o,
ds
equatlon a laquelle il faut joindre I'équation (3). Eu fai-
sant varier cette equauon, on a
s df af
“ ox +3)’—~+33——-0.
(7) dz dy 2z
1l faut maintenant éliminer 'une des variations ox, Jy,
z, et égaler a zéro les coeflicients des variations res-
dz, igal ] flicients d t
tantes; mais on peut aussi employer la méthode des multi-
plicateurs. A cet effet on multipliera (6) par A, on ajou-
tera & (7) et on égalera & zéro les coeflicients de dx, 9y,
¢z, on aura ainsi
dx  df df df
— 4+ — =0 )\(l——{——. o )‘d.— + = =0
ds dx ’ 'y ’ ds dz ’

d’oti I'on déduira les formules (5) par 'élimination de 2.
On remarquera, du reste, I'identité de ces derniéres for-
mules avec les éguations (4), dans lesquelles on a substi-

d i {
é f (f> (—f deX,¢Y,eZ et hds 3 T. Les constantes
dz’ dy dz’

d'intégration se détermineront, dans tous les cas, en
exprimant que la courbe passe par deux points donnés

(xo, Yos 20> et (.”L'“ 715 Z,).

V. — THEORIE DE LA CHAINETTE.
162. Prosrime. — Déterminer la forme d’équilibre

d'un fil flexible homogéne et pesant attaché en deux
points fixes A et B.
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Reprenons les équations (1) du paragraphe précédent
d*x dT dx
e - S0, L.
ds ds ’

Si dans ces formules on fait X =0, Y=0, Z= —g,
c’est-a-dire si I'on prend Paxe des z vertical et dirigé de
has en haut, il vient
{ T d'x N dT dxr

—_— —_— — == 0
ds? ds ds ’
d*y dT dy

{ PR T

(1) ds? ds ds ©
d*z dT dz
— _ - T Eg.
ds? ds ds °

Les deux premiéres équations s'integrent immédiatement
et donnent

dx

— Iz,
ds

dy )
= == 0
ds ’

a ct b d'signant deux constantes, on en déduit

dy b
dr a
et, par suite,
b
Yy = —«& - const.;

[

ce qui prouve que la courbe cherchée est plane et verti-
cale. Ce résultat éiait évident a priori.
Si T'on prend alors pour plan des zx le plan méme de
la courbe, les équations (1) se réduiront a deux :
ds
P
dr
i2) ¢
( diz dTl dz

_—= e,
ds? + ds ds ©
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En intégrant la derniére équation, on a

dz -
— = ges -+
ds & ’

"

¢ désignant unc nouvelle constante. Cette équation, com-
binée avec la premiére équation (2), donne, aprés avoir
éliminé T,

dz  ge ¢
—_— Il S -
dx a

ou bien, en différentiant par rapport a x et en représen-

ge
tant = par k,

(3) (—Z.I,‘_;:: /1\//14—(2?::)2.

On intégrera cette équation en posant

dz d*z  dp

(4) EZP’ dx? (/zp'

On aura ainsi
dp —
p o == k1 p?
P =V
ou
dp
B —
Vit p
On en conclut, en intégrant et en désignant par 7 une
constante,

\/1 G+ pr=hkzti
ou bien
p =yl =T,

c’est-a-dire, en vertu de (4),

dz

de’

(hz i) —1

Dosumont auny
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d’ou

En désignant par j une nouvelle contante, il vient
,_ 1 i ( . I T
T+j=7 lognép.{/fz +i 4y (ks i) — 1)
ou bien
et == kg - T (ks ()P — 1.
On en tire
e~k = kg 4 i —\J(hz + () —1,
et, par suile, en ajoutant,
(5) 2(hz i) == ek L g (xR

163. Prenons pour axes I'horizontale du point A et la
verticale du point B soient o la distance horizontale, 5 la
distance verticale des points A et B, en sorte que les coor-
données de A soient « et o, celles de B, oet 35 soit I la
longueur du fil, on peut déterminer Z, j, k en fonction
de o, 3, {5 en effet, I'équation (5) doit étre satisfaite pour
x=o, z =0 el pour x == 0, z=[3; on a donc

(6) o == p(eHik - o= (x4)k,
(7) 2 kB + 2i=elt 4 ¢k
on tire ensuite de (5), en différentiant,

dz . .
9 —— — L.Ic(z+/) — c-k(ﬁ—/)

dx

3

done

dx

2
S <d—z> — [ekizt) 4 ¢mhet) 4 2],

4
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et en extrayant les racines,

ds _ 1 [ehz+i) 4 p=He+) ],
dr 2

En intégrant depuis & = o jusqu’a x = 2, on aura

1

(8) { =

L[k — et — ol - ob ],
Les formules (6), (7) et (8) permettront de calculer les
constantes 7, j, k en fonction des données «, £,  de la
question. Ces équations sont transcendantes; lears solu-
tions ne sont pas toujours réelles. Ou concoit en effet que
la longueur 7 doit étre supéricure ou au moins égale i la
distance des points A et B.

En transformant les coordonndes et en remplagant x

par x —j, z par z——%, Péquation (5) prend la forme

tres-simple

1

— fx —tz
z2= — {¢" -+ e .

ol )
Celte équation représente une courbe a laquelle ¢n a
donné le nom de chainette, et dont nous allons étudier
les propriéics.

164. La tension en un point quelconque se caleulera a
Paide de la formule

T dr
dT = =o
ds ’
d’or I'on conclura
dr
T— =ua,
s

a désignant une constante; pour déterminer cetle con-
staute, on fera successivement x = o, x == a; cn désignant
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1 o les val dantes de %7
alors par yy e c ; ondantes de —, par
par p, et u, les valeurs corresp - par
T, et T, celles de T, on aura
TnHo =a—= Tl}’q-

Mais en projetant toutes les forces (ui agissent sur le fil,
on a
Topy + Tipo =0,
Tyv, + Tyv, + lge=—o,

/- d .
Yo ot v, désignant les valeurs de —/): en A et B. Ces deux
as

équations feront connaitre T, T, et par suite «.

§ VI. — Exupe pEs PROPRIETES DE LA CHAINETTE.

165. Reprenons Péquation de le chainette
{1) z:—}—(e""—{—(e—"-t\,
2k 7

on en tire

dz 1
LD D ek p—ke

et 'on reconnait que la chainette est symétrique par rap-

port a I'axe des z, que le point le plus bas a pour coor-
. 1 . , .

données o et - enfin Pordonnée de la courbe ainsi que

sa dérivée vont en croissant quand ia valeur absoluc de x
augmente; cette conrbe n’a pas d’asymptotes.
En différentiant (2), on a
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Des formules (1), (2) et (3) on tire

d*z
(/i) Kz — ;'1?3
. dz)2
5 Kzt = —1.
(5) I+ <d1‘/

L'équation (5) permet de rectifier I'arc de chainctie
compté & partir du point le plus bas; ea effet elle donne

ds
/6 /l": —_—
' ) * dx
ou
ds 1
(7; - '2- (b’k’t -+ L'—hj;;

par suite, en intégrant depuis x = o,

1 1 dz
L — [k __ p—kx = =
(7) s L ek =

I’équation (6) donne

ﬁ'fzdr:t.v

S
de— —.
fz =t

Donc, l'aire d’un segment de chainette est égal & laire
d’un rectangle ayant pour base l’arc correspondant et

on

. 1
pour hauteur le paramétre =

Des équations (4) et (5) on tire

3

dz\*]?
[‘ +<T> ] S &Y

e S o k2 == — 1.
d*z e zv I+(dx>

dz?
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Donc, dans la chainette le rayon de courbure est propor-
tionnel au carré de I’ ordonnée;

Le rayon de courbure est égal a la normale;

La normale est proportionnelle au carré de [l'or-
donnée.

Cette derniére propriété fournit une construction de
la normale, ct, par suite, dela tangente. Des équations (6)

ds \?*
kizt— (ﬂ) s

fdz\ 2
Arste= (d—:'> ’

et (7), on tire

et par soustraction

ou bien

Ainsi, Uarc de chainette, compté a partir du point le
plus bas, est le c61é d’un triangle rectangle dont Ulypo-

ténuse est 'ordonnée et dont le paraméire % est L'autre
cote.

De 14 un moyen de rectitier P'arc de chainette lorsque
la courbe est construite et, par suite, de construire un
rectangle égal 4 I'aire d’un segment de chainette.

L’équation ()

1 dz
$=7 de

montre que I'arc de chainetie est le coté d’un triangle

L] A, 2 N 1
rectangle dont lautre coté est le paramétre 7 et dont

Pangle opposé est I'angle que fait la tangente avec I'axe
des 2 ou I'angle que fait la normale avec U'ordonnée.
Il résulte de la et du théoréme précédent, que 'on con-
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struit un triangle reclangle, ayant pour hypoténuse l'or-
donnée, en abaissant du pied de I'ordonnée une perpen-

.o . o 1
diculaire sur la tangente, ce triangle aura pour coté 7 et
s, et la distance du pied de 'ordonnée a la tangente sera
1 1 .

Ve c’est-a-dirc constante. (Pour comprendre ce raison-

nement il est bon de faire la figure.)

Mais la perpendiculaire abaissée du pied de I'ordonnée
sur la tangente rencontre cette taugente en un point
dont la distance au point de contact est s; le pied de la
perpendiculaire en question appartient donc a une dé-
veloppante de chainette dont lorigine serait au point le
-plus bas de la chainette; enfin la perpendiculaire con-

1 . , . , N
stante i abaissée du pied de 'ordonnée sur la tangente 4
la chainette est 1a tangente de la développante; donc:
5 PP 5

166. La développante de chainetie dont Uorigine est
au point le plus bas est une courbe dans laquelle la tan-
genlte est constante.

La courbe en question porte le nom de tractrice. Son
équation différentielle résulic de sa définition, elle est
ou

Cette équation donne

dz\* k2
dr) 1 — izt
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ou bien
d _ jgt
avi—ae Vi G dz,
kz

¢’est-a-dire

x -+ const. — % V1— A2z — % log nép. !

1 . . .
Pour z = o doit s’évanouir; on aura donc

const. = o,
ct, par suite,

N — 1 \ T— Az
= V1 — Azt — v log nép. —[—i—\/ﬁ_z E

On voit que pour z == % on a x = 0; la tractrice a donc
pour asymptote I’axe des x; du reste son ordonnde, d’a-
prés lamaniére dont elle est construite, reste positive, et
I'équation précédente montre que x croit en valeur ab-
solue quand z décroit.

167. Parmi toutes les courbes planes qui passent par
deux points fixes et qui tournent autour d’un méme axe
situé dans leur plan, la chainette est celle qui engendre
Daire minima.

L’expression de 1'aire engendrée par les lignes qui
passent par les points donnés est

V=oanr f2ds;
on en tire
dr d
OV — 27rf<8zds+z—ré‘dz+ z ~—28dz>-
ds ds

En intégrant par parties et en observant que les limites
sont fixes, on a

'}
dV—o2n [[32({5‘—!1 <z d—t>t?.r—cl (z Z>SZ]-
N ds ds
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Pour qu’il y ait minimum il faut que

a’s———d(z?x) —o,

s

Ces équations donnent

dz
s—zEg::a,
dx
ZZ —_c,

a et ¢ désignant deux constantes, la derniére équation
peut s’écrire

ou bien

d’ou T'on tire, en désignant la constante d'intégration

.r+k:cl( —!—\/?—:—-I>a
C

x+k _rk
.r:(e ¢ o4e ¢ ):

c’est I'équation d’une chainette, Les constantes ¢ et & sc
détermineront en exprimant que la courbe passe par les
deux points donnés.

On peut observer que le travail d’un systéme de
forces est une différentielle exacteﬁ:}o, la fonction ¢ est
maxima ou minima dans la position d’équilibre. Or,

par /,

ol N

ct, par suite,
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dans le cas ou les seules forces extérieures sont les poids
des divers ¢léments du systéme, le travail dp est égal a
la quantité 9¢, dont le centre de gravité se déplace, mulii-
pliée par le poids total du systéme; donc, dans la position
d’équilibre, on doit avoir 0¢ = o, c’est-a-dire que le
centre de gravité est le plus haut ou le plus bas possible.

Il résulte de la que de toutes les courbes de longueur
donnée, celle qui a le centre de gravité le plus bas pos-
sible est la chainette.

En vertu du théoréme de Guldin, la surface engendrée
par une courbe tournant autour d’un axe situé dans son
plan est égale & la longucur de la courbe multipliée par
la circonférence que décrit son centre de gravité; donc, Ja
courbe qui aura son centre de gravité le plus bas engen-
drera I’aire minima; donc :

De toutes les courbes planes ayant une longucur don-
née et passant par deuwx points donnés tournant au-
tour d’un axe situé dans lewr plan, celle qui engendre
I’aire minima est une chainette.

Le calcul des variations conduit au méme résuliat,

VI1I. — CourBE DES PONTS SUSPENDUS.

168. Si I'on admet que les divers éléments de la chaine
d’un pont suspendu tendent vers zéro, on pourra assimiler
cette chaine 4 un fil, dont chaque élément serait charge
d’un poids proportionnel i sa projection.

Il est facile alors de calculer ta forme de la courbe af-
fectée par le fil. Les équations d’équilibre d’un fil sont

X: dT dx d*x .

:—f—z:g%— 2 0
(s 1?

Ze—i—dT Z T =o.

ds ds dst
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) ) . ] Iz
Si Pon faitalors X =0 et Z = k;—f, on a

dx dz
T——a he +~T — —=1b;
ds ’ ' ds ’
on en conclut
dz b — kx
dz a ’
¢t par suile
z=—z2 — -2+ ¢
a

a, b, ¢ désignant trois constantes, la courbe

cherchée

est donc une parabole. On déterminera les constantes en
exprimant que le fil passe par deux points donnés et que

sa longueur totale est donnée.

———) D
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CHAPITRE VII.

SUR L’ATTRACTION.

I. — ATTRACTION DES SPHERES.

169. Les corps de la nature s’attirent, ainsi que le
prouvent les phénomeénes astronomiques et certains phé-
noménes physiques. Nous admettrons que deux éléments
infiniment petits s’attirent proportionnellement 4 leurs
masses et en raison inverse du carré de leur distance.

Ceci posé, proposons-nous de déterminer I'attraction

_totale exercée par une sphere homogéne sur un élément
de masse m. Soit p la densité de la sphérc, @ son rayon,
[ la distance du point attiré au centre de la sphére.

Prenons pour axe des z la droite qui joint le point
attiré m au centre de la sphére et pour origine le
point attiré m. Soient r, 8, ¢ les coordonnées polaires
d’un élément de sphére, le volume de cet élément sera
r*drsin6 df dy; sa masse sera pr®drsinf df dy. Sil'on
désigne par k Dattraction que unité de masse exerce sur
I'unité de masse @ I'unité de distance, 'attraction exercée
par I’élément de sphére sur m sera

kmp ridrsin0dody

ou Akmpdrsingdddy;

re
la composante de cette attraction suivant l’axe des Z sera

kmp drsinf cosd di di;
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les composantes normales a I'axe des z se déuruisent
deux a deux; par suite, attraction totale G de la sphére

sera
G=/hmpf [ fdrsindcosédod;

Pintégration par rapport a ¢ doit se faire entre les limites
o ety et donne

G =o2r kmp [ [drsing cos9 df.

Si le point m est situé hors de la sphére, on aura
!> a, et il faudra intégrer par rapport a r entre des
limites qui seront racines de I’équation de la sphére

a?=r*+ 1" — 2(rcosh,
c’est-a-dire entre les limites
[cos® — \a' — [*sin*0, IcosO -+ ya® — [?sin’0;
on trouve ainsl
G=/fn kmpfsinecose Va* — *sin?8 ds.

Les limites de 0 sont o, et le demi-angle du céne cir-
conscrit a la sphére ayant son sommet a l'origine, c’est-

a-dire
. a
o et arcssin -
on a donc
. N arcsini;—
G=—4r K‘mpgﬁ[{.a’~—l’sin’9)2:|
0
ou
b, &
G:gﬂﬂmp T

On peut écrire cette expression ainsi

é—waapXm
G:/f—-—T-—_.

On peut donc énoncer le théoréme suivant :
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Tutorive I. — L'aitraction excrcée par une sphére
Lomogéne sur un point extéricur est la miéme que si
5 14 {

toute la masse de celte .vp]z(‘e/'c Ctail reunie & son centre.,
Si le point attiré est intérvieur a la sphere, intdé-

grale G,

G = hmp f [ f'drsinG cosddd db,

ne peut plus s’évaluer de la méme facou; on intégrera
d’abord, par rapport a ¢, entre o ct 27, et 'on aura,
comme plus haut,

G==omkmp [ [drsinG cosddd.

Il faut actuellement intégrer depuis » = 0 jusqu'a Vune
des racines de U'équation de la sphére, c’est-a-dire jns-
qu’a

{cosh - \a* — ¥ sin’g;
on trouve alors

G=12r A‘rﬁpf(: lcosh -+ \/;“-::[{;;;'764) sin 0 cosh b,

et I'intégration devra se faire, par rapport a 9, de o a 7

on a done enfin
4

G = %rﬁ’mp!.

Tutorime II. — L’attraction d’une sphére sur un
point tntérieur est proportionnelle a la distance de ce
point au centre de la sphére.

Lorsque le point attiré est sur la sphére, on a I = «,
la sphére passe par origine, G est toujours donné par Ja
formule

en intégrant par rapport a ¢, on a

G=o2nr mﬁ‘pfftlr cos 0 sin 6 9.
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Il faut maintenant intégrer depuis r = o jusqu’a

r = 2acosf, ce qui donne

G = 4r mhp fusing cos?6 db,

. 4 3
et en mlegrant enﬁn de 0 & —» on trouve
2

G:Twnzﬁpu ou

3 wmhpl.

[SCIEN

Dans la théorie de I'attraction, on donne le nom de
potentiel d’un point par rapport & un corps attirant A,
a 'intégrale
kem p.

U=

N

r

dans laquelle m désigne la masse du point attiré, u la
masse d'un élément du corps attirant A, et r la distance
du point m a 'élément p. Le signe X s’étend au volume
entier du corps attirant.

Proposons-nous de calculer le potenticl d’un point m
par rapport i une sphére; en faisant usage des mémes
coordonnées que tout a 'heure et des mémes notations,
on aunra

p=pridrsin0dédy,
et, par suite,
U ==/ [ [kmprdrsing do dy.
On voit ainsi que U a une valeur finie et déterminée.
En intégrant, par rapport a ¢, depuis o jusqu’a am,
on a
U ==ankmp [ [rdrsind do.

1° &1 le point est extérieur, on a { > a, et 'on intégre
depuis [ cosf—/a*~—/*sin*7 jusqu’a [ cosf+/a*—1?sin®6;
on trouve ainsi

—nm /.-‘ofa\l’cos’Q — I'sin?0+-a~ 2l cos 8y a— I*sin*6)sin § 40,
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ou bien

U= fr kmp[1sin6cosh df ya*— (*sin*6;
la derniére intégrale doit étre prise entre les limites

. a
oetarcsin-:ona donc finalement

7 3
b _, a
U— —3—7:An1(;7~

2° Dans le cas ou le point attiré est intérieur, I'inté-

gration doit se faire, par rapport a r, entre les limites

o et I cosf +y/a*— [*sin%6; on a alors
U==/km pf(lz €08*0— 1% sin*G-4-a*~-21 cos 0 \a?—(* sin*f) sin § b,

et en intégraut entre les limites o et w, par rapport a0,

U=mwkmp [2((1’—12‘ -+ % 2

ou

U= %r/.m‘o?_:%(ﬂ — .

3° Enfin si nous supposons le point attiré sur la sphére
méme, on a toujours

U=orktmpf [rdrsinb df d},

il faut intégrer, par rapport & r, de 0 & 2a cosf, ce qui
donne
U= 4w kmp fa® cos?0sind do,

. . 3
puwis, par vapport 4 4, dco a Siona done

U= —4— whmp a’,
3
Remarques. — Lorsque 'on connait Pattraction exer-
cée par une sphére sur un point m, il est facile d’en dé-
duire Pattraction relative & une couche sphérique.
13.
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Soit I la distance d’un point m au centre d une couche
sphérique de rayons Ry et R,. L’attraction exercée parla
couche sera la difiérence des attractions exercées par les
sphéres de rayons R, et R,; ainsi en supposant d’abord

/>R, >R,, Vattraction scra
4 RY 4 R} 4 R — R

%r./rm‘o [— — Zwhme L = grA-/np

3 A

Si le point attiré fait partie de la couche, alors
R. > 1> R,, et attraction est égale a

[ R:; 13 — R:;
§ wxhmpl — é whmp — = I mhkmg ———-".

3 s 3 {3

Si le point est intérieur, on a Ry > R, >/, et attrac-
tion sc réduit alors a zéro. Ainsi on arrive a ce résultat
remarquable, que I'action d’une couche sphérique sur un
point intéricur est nulle.

Nous avons supposé que les couches étaient homogéucs,
mais on voit facilement comment on étendrait les ré-
sultats précédents a des couches sphériques dans lesquelles
fa densité serait une fonction de la distance au centre.

II. — TutoRIE DU POTENTIEL.

170. — Cousidérons un corps A de forme quelconque,
rapportons-le a trois axes rectangulaires; soient £, 7, ¢ les
coordonnées d’un point quelconque de ce corps, p sa den-
sité au point considéré; désignons toujours par k le coef-
ficient de Tattraction, c’est-a-dire I'action exercée par
Punité de masse, sur I'unité de masse, a I'unité de dis-
tance. L’action exercée par I'élément considéré sur le
point (x, y, z), situé i la distance u et dont la masse est

m, sera
kmpdEdndt

2

i
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les composantes de cette action paralléles aux axes de
coordonnées seront

g%

oz . /.~/npd§_lli} di i

kmodédodf >— -
b uw?

w

par suite, les composantes de 'action totale du corps /
sur le point M seront

X= kmpdidadt e
AN ' u

{1) Y:ff/ﬁmpdédndC?—‘—A-:i}j,
u’

Z= kmod:dn dt :__z;
s b w?

ces intégrales devant s’étendre a tout le volume du corps
A. Si le point m est extérieur a la masse attirante A, ou
reconnait immédiatement que X, Y, Z sont finis et sont
les dérivées partielles de la fonction

* 1
{2) U:[[/ﬁmpdidnd'@;,

dans laquelle on a

12

W= {(E—x)? {n—y )4 {2 2},

WY

ef, par suite,
udu == — (£ — alde — (n — yidy — (§ -~ z,dz.

La quantité U n’est autre chose que le potentiel dont
{ I
nous avons parlé tout a I'heure.

Lorsque le point m fait partic de la masse attirante, U,
X, Y, Z sc présentent sous unc forme indéterminée; mais
la considération des intégrales singuliéres montre que

3 8 q
U, X, Y, Z out des valeurs finies ct déterminées. Nous
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allons prouvcer que dans ce cas on a encore

(3) %:X 'Z_f:Y, ‘;EU::

A cet effet, autour du point attiré, décrivons une sphére
de rayon a. L’intégrale U pourra étre décomposée en
deux autves: la premiére U, sera prise a I'intéricur de la
spheére a, la seconde U, a 'intérieur du corps A, abstrac-
tion faite de la portion occupée par la sphére . On aura
alors

‘4) U=0U,+1U,

eL, par suite,
dU dU, dUu,
(5) e T -

dx dr | de

Soient py et p, les densités maxima et minima du corps
a l'intérienr de la sphere @, 7 la distance du point x au
centre de la sphére, dont nous désignerons les coordon-
nées par o,

5, v, nous aurons

(6) 5 a
( [’l‘;:—\d—1>.

On a vu, en outre (169) (ue le potentiel U, dans le cas
d’une sphére homogéne ¢tait donné par la formule

2 R
U, = 3 7!'“”1‘0{3{12— 7.
Dans le cas actuel on anra évidemment
2. . 2.~ 2 .
3 mhmp, 32— 12 >0, > 3 mhmp,{3al— 1%,

ou bicn, en désignant par 5 une quantité comprise entre
oeti,

U= 3 whm g+ Do — )} 30— 12
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par suite, en vertu de (6],

l
fp — % ﬁﬁ‘m{pz—}—ﬂ{p,—— P,)](a —

2 16
-+ 3 whkm ; {pr—pa}{3a®— 1%

.. dU . ,
La limite de 7—' est, comme l'on voit, zéro, quand on
¥ 4

fait converger le point x vers le centre de la sphére a, ¢!
quand on prend a = o, la formule (5) donue alors

dU . dU,
—_— = lxm. -3

dx dz
. dUy:? s . . R
mais —— est la composante de l'altraction relative a la
portion du corps A extérieure 4 la sphére a, cctie quan-
tité a pour limite la composante de l'attraction totale
exercée sur le point m; on a donc bien

dU
P,
dx
et les formules (3) sont encore vraies lors méme que e

point attiré est intérieur au corps attirant.
Si Pon difféventie les formules (1), on a

dX o VR . I, (e—ax? 1]
s ou - _ffflmp(lg dr d l 3 T ;4
1Y 12U ’ — y) 7]
pdN er bmodidand? | 3 S —]

dy dy* ! ] w U
dZ U g — z)? 1]
oL i 2 3= 20

o ou e fff mpdEdydy [ 3 e w‘j

d’on 'on ure, en ajontant,

.

’y

-

U d'U  d'U

(7) b TG T T
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Mais cette formule a ¢té éiablie en supposant finies les
quantités placées sous les signes d’intégration dans les
formules (1), car les régles de la différentition sous le si-
gne [ ne sappliquent que dans ce cas; il y a donc licu
d’examiner & part le cas ou la quantité placée sous les
signes d'intégration peut devenir infinie, c’est-a-dire le
cas ot le point attivé fait partie de la masse attirante.
Si nous considérons encore une sphére infinitésimale
derayon a, contenantdans son intéricur Ie point (x,y, z),
nous avons, en nous servant des mémes notations que
tout a heure,

U=0U, + U,
LU T LT 4 2
gy ) dx? dy? dz? dx* dy* dz?
Lo ) L U U U,
\ de? dy? dz?

mais le point (x, y, z) étant extérieur & la masse dont f¢
potentiel est U,, on a

U, d*U.  d'U,

dx? i dyr  dz

ct, par suite,

d:U 22U 0 d*U, | 4, d2U,

[ '

drt T dyt T T Tdyr T d
Or on a trouvé

du, =2 , .2 de, . .
o= ;5—7rl.'m[p2—+—6(p.—p,)] a—7)+ 3 mhm T pi—pa(3at:—1);

en différentiant encore, on a

whm!p, + 8(p— )] + Q.

L

!
f
N

Q désignant un enscmble de termes qui s"annulent pour
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.. d*U
a = o, la limite de —= est donc
’ dzx?

2
—3" kmg,
R > U, a2 U, d* U, 3 .
et, par suite, celle de —— -+ ——+ 4~ —-—est égale a
dz* dy? dz ©
— o knig;

la formule (8) donne alors

‘o) dQU_,_(l2U+(12U
‘9 dr: = dy? dz!

= — 21r£mp.

Cette formule peut étre regardée comme générale, pourvu
que I'on convienne de faire p = o pour les points exté-
rieurs 4 la masse attirante.

La formule (7) a été donnée par Laplace, la formule (g)
par Poisson. Nous ferons, au sujet de ces formules, une
remarque. Nous avons calculé les composantes de Patirac-
tion du corps A sur le point m par des intégrales aux
différences infiniment petites, Cette facon de procéder
n’est pas rigourcuse, et dans le cas d’'un point intérieur,
elle doit conduire a des conséquences erronées. En effet,
il cst aujourd’hui, pour nous, hors de doute que la ma-
tiére sc trouve composée de molécules isolées, agissant
les unes sur les autres par attraction ou par répulsion.
Si I’on considére un volume assez petit pour que 'on
puisse, sans crreur sensible, négliger son carré, il y aura
encore assez de molécules dans ce volume pour qu'on
puisse considérer les actions de toutes les molécules quiil
contient sur une moldcule cxtéricure comme sensible-
ment égales, ct leur résuliante comme proportionnelle
au volume considéré; mais si la moléeule attirée est trés-
prés du volume attirant on méme si clle fait partie de ce
volume, les considérations précédentes seront tout a fait
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inexactes. On devra donc renoncer aux intégrales ordi-
naires pour prendre des intégrales aux différences finies;
ainsi le potentiel et les composantes de |'attraction seront
représentés par les formules

v=3 kmp.

X Z kmp. E‘_—kx

w?

Y — any n—l\,,

kmp (6 — z)
Z :Z T

dans lesquelles u désigne la masse d’un point quelconque
! ! 5 {

du corps attirant; u ne s’annulant alors jawmais, on aura

dans tous les cas, ainsi qu’il est facile de s’en assurer,

U d*U  d*U
4 —— o —— =0,

B

dvs dy* dz*

en sorte que la formule de Poisson serait inexacte.

IIl. — ArrrAacTiON DES ELLIPSOIDES.
171. Proposons-nous d'évaluer le potenticl d’un point
(z, ¥, 2z) de masse m par rapport 4 'ellipsoide

El ./)'2 + ’C.Z
B el - =1,
a: ' bt o

Ce potentiel est donné, comme nous 'avons vu, par la

]_f/fméodidn(lf

les limites des intégrales étant celles de Dellipsoide. Pour
effectuer I'intégration, Dirichlet (Compres rendus, 183¢)

formule
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commence par multiplier 'intégrale triple par un {acteur
qui s’annule quand %, un, ¢ sont les coordonnées d’un
point extérieur & Dellipsoide, et qui se réduit a 'unité
pour un point intérieur, ce qui permct de prendre pour
limites — oo et + o 3 le facteur en question devra done
¢étre nul pour

g 9 ¢
_+Z*+F>l,

at
et égal a 'unité pour

g n g
T 1
at o ? <1

les formules de Fourier (*) nous donneront lc facteur

(*) Si le lecteur ne connait pas les formules de Fourier, il peut s’en
passer et trouver le factenr dont il est question par la méthode suivante :

0. A
< sinbd
sinb 4 i
P gy ==,
o 2
0 7

le signe du second membre étant celui de 4; faisant successivement
b=g+1etb=g—1,ona

f@@ﬁ@ﬁh+f“@ﬁﬁ%®:ia
Jy ? ’ o ¢ 2

le signe + correspondant au cas oG > — 1 ¢t le signe — au cas con-
troire, et

*x g ® i
sing o cos cosg o sin T
/‘ ,,__g‘?wm;f d? ._.f .*.:6'1_?“_2 (l? e )
2
“o ¢ o ¢
le signe + correspondant au cas ot g > 1, le signe — au cas contraire.

Des formules précédentes on tire

== 0 pourg>1,

* eosgpsing | ‘
putntid o2 il A
) ? [ —

R

o ¥ = pour g < 1 et > 0,

¢t par conséquent

Efmﬁﬂﬂﬂh:owu
Tt

T

selon que g est > ou <.

Documont
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204 TRAITE DE MECANIQUE RATIONNELLE.

en question, et si l'on pose pour un instant

on a en géndéral
9 o S
f’é):~[. S{a}cosgocosagdady;
TJo Jo
ct comme f(g) doit étre égal 4 1 pour toutes les valeurs
de g comprises cntre o ct 1 et nul pour les autres valeurs
de g, on aura

Slg) =~ f f cosgo coszo du dy,
¢’est-a-dire

;L2 * sin €osgo
(1) f(g'r:—-/ PR 2y
Lo ¢]

(]

]

ainsi le facteur dont nous avons besoin est

:»f sing cosg $9 4y,
Jo ? '

en sorte que 'on peut éerire

~-co —+ o p
C=mkp= [ [ f f sin ANy COSE 2 didndidy,
U
e ¢

ou bien encore

(2) »mApf f f f :ﬂeé’“/:‘d&dnd‘gd?,

en convenant de ne prendre que la partie réelle du se-

(e o) /~
2 =
j ¢ dy — vr.
] 2

Posons dans cette formule

cond membre,
Ceci posé, on a
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ou
i I
P ( \/1{; N — T ayfd ——
¢l
oy 1— ——1
dr ::/1-6— - Vv
Vi 2v2

nous aurons
- »n _ 1 Y
ﬁ:f etreY =1 ﬁv " ,x,,, ~ ,,I_ N
2 0 \/" 2\/2

. -
L I_i/AI / PURIA] f[‘}~
L \/'),7‘.' < 0 \”‘
I 1 1 . > val d Iéauati oy
weruplacous — par cette valeur dans dequation {2, nous
1

21

aunrons
. (I—\/j;) \/;m/.‘p
Y

20 -+ w w0 _‘ »
Sln 5
f / f ] e N TN
t—w oV

si ’on remplace u? par sa valeur

. (E— ) {n =y ¥ e s
il vient

(3) U= (1—~\/——1;V2ml pf j $~17r‘1<pc(t fytpat ,¢v_.(/?“¢;
0

f+ . clz(‘” +4)=ariy |\/:'(/£

o0

Dosument auny
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o oo
V= /I e~ dx;

Y -

or on a

et en posan t

—_—t x()'-’vwr
on
= T
rom e a—— )
—1—
dr ==dp\/a —- H
on a

® =
ﬁ :f 8"'””“'\/0( I——\'_’”[‘ de;

— V2
dans cette nouvelle formule, posons
[ i P —~ (/,

il viendra en regardant p comme seule variable

5 - MYLEe .
\/I_. 1! \/:‘1 \/aeuqﬂ/w: /I ea(’pl.—ipq‘,\/-ld/)1

\/2 J—w

ou bien

p JE . o0 —
\/’ﬂ'\l -+ \/ - .‘,IJ, e_.,lqn/_. ::f ea.(l.e—zqu.&/.-ldp ;

V2o —

s1 maintenant on suppose tour a tour
p=3% 2=t 4l ag=a,
p =, a:Z?_F";" a(]:},\%
o
p==:¢ a=---+14, ag=z).
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on aura

la formule (3) devient alors

U= — 2\/1717111 kp

= 4'-9.4 _7‘)‘ oY,
['30 © sinq;e" ¢ »;v—:bw ’
¢ 0 ¢

RS Toa C

posons maintenant

—- » gV =t dy d
Uzio \/-un/ P‘} f . Sl.iq.’f TV dedt

’ 2—-}—I> <—I;‘§~?’—I> (;é“‘*l)

si nous négligeons alors le coefficient de \/—1, nous au-
rons

U — smks /‘wfﬁ o Sl[lq)ilngcpdq.)d[
0 t

N e

Si nous différentions U par rapport a x, nous trouverons
la composante X de Pattraction paralléle & 'axe des x

X _2mhe

{4) /wo e _ singcosgy.2x
0 o] )
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208 TRAITE DE MECANIQUE RATIONNELLE.

Sile point attiré (r, y. z) est intérieur a ellipsoide, on a

7‘3 v;y? z‘l
T T A=
et a fortior:
2 2 2
I G
at - b ¢ ¢ttt 7

¢’est-a-dire g <15 mais alors on a [ formule (1) ]
/’w sing cosgede =
o) ]

. 1 . , 1
ct, par suite, i’ équation (4) donne

X - _ 2mmhy f” @
“ ° (—t +1]R
a®
omwk rF it
(5) l Y=—- (:: £ / (At‘i_—_w‘
0 — +1jR
=)
‘, w
7 2’”7}9zf o
c
° <“—2 —H)R

R ddsignant, pour abréger, le radical

oy o) ()

Si dans ces formules on change a, b, c en az, bz, ce, il
vient, en ne considérant que la premiére de ces formules,

ammhp *
e

X o e b —
a’e’ ot ,
— ) R

o ate
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t . t . .
—- Si alors on change -en ¢, il vient
£ } €

ammkp * dt
—_— kA ._l-__-.—__
a
—+1| R
o a

Les composantes X, Y, Z ne sont donc pas altérées quand
on augmente les axes de I'ellipsoide dans un méme rap-
port, il en résulte que les attractions de deux ellipsoides

homothétiques el concentrigues sur un méme peint inté-
rieur sont égales. Donc :

Tutorimr. — L'atiraction d’une couche homogéne

comprise entre deuwx ellipsoides homothétiques concen—
triques sur un poin! intérieur est nulle.

Lorsque le point attiré cst extéricur, on a

0y

x? = z?
AL
a* b :

¢i, par snite, on n’a

x? .,);2 2

g ou ——— -+ o b
© @it bt et

que pour les valeurs de ¢ supéricures a la racine positive
7 de I’équation
.1:'.. 2 z'l

] - .)’ “+ =1
a* -4t bt 2+t

Or, pour g >1,0na

-~
“©* H o
f RLLALLE S D
0 ¢

Par suite, les formules (5) sont encore cxacles, mais les
intégrales qui entrent dans ces formules sont nulles tant

I. 14
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que ¢ varic entre o ct 7, en sorte que I'on a

ammkp * dt
X=-— """y s,
«? \
. JRUE
ammlp » dt
oI e e —ee—d ey
b2 F ot
— +1]R
)
amnkp A de
= ——2Xz _—
ct t A
— +1)R
(Ve c?
IV. — KETtpE DU cAS O0U L’ELLIPSOIDE

EST DE REVOLUTION.

171 bLis. Pour obtenir les formules relatives au cus ot
Iellipsoide est de révolntion, il suffit de faire @ = & dans
les formules du paragraphe précédent; ces formules, qui
dépendaient des fonctions clliptiques, vont p uvoir s'ex-
primer au moyen de logarithmes et de fonctions circu-
laires inverses, et I'on aura

.'X:_“L)IHTEA'{)(E * de .
a* t L
(F+) Ve
T a c
()/Y:__ﬂnl;f"p]. O
! /8

—_— 1 — -1
T a? c?
- ® dt

2mmho
—_

? ; P ) "/"_tl__..,
L (F) (EyE

 désignant o ou la racine positive de Iéquation

1

z2 y? 22

-+ o7 -+ =1
at+rt b4t i1 ’
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selon que le point (x, y, z) seraintéricur ou extéricur.

Pour effectuer les intégrations, on posera

ct Yon sera conduit a la recherche d’intégrales de fone-

tions rationnclles de 0.

Pour faire une application de ces formules, nous sup-
poserons que 1'on ait affaire & un point placé a la surface
de Pellipsoide ; nous supposerons Pellipsoide aplati et

peu différent d’une sphére; enfin nous puserons

= a*(1— ¢*).

ommhp =1,

Nous aurous alnsi

e o) 2 1
awedl

X“””)ff o wea

o (T @)+

Y =X J >
x
Z— 3 f”’ aledt
o (tha) (e it o
En posant alors
t+a*=08, dt—=db,
nous aurons
X ) fw atedb
o p— R -y
wt OZ\/{) — et
Y =x17,
x
7 . /‘A atcdh
T —— AZ ——— — *
a? 9(0 — (l’("")‘2
1

Vo — aer

On pent développer en série les quantités
14.
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1 . .
-» qui entrent dans ces formules, et 'on a
{0 — a?e?)?
/0 1 e’ 1.3 ate
X —= —)alcx — - — — - . \db,
- 2.4 3
v qt 9* 6 6?2
o
proson —
o
. ? 1 3 a*¢* 3.5 a'ct
7 — —la*cz — e e e s —— eV
S a3 2.4 ,°
S g2 o2 g

¢est-a-dire

—— (1 1 1.3 ¢f
X”'_2)‘x\/ U'<§+E§*x—;-4 '—7*+>v
Y:_wﬁ:;&(%4-;5’4;'2‘;1-;» )

D / 3 /2 - 4‘
Z::~2‘Az\/x cz(%—‘,—z——p—~’r—§—jgr+~->

En désignant donc par p et ¢ deux facteurs qui ne dépen-
dent que de m, pete, on a

Xz —pr, Y=—py, Z=-—gqz

V. — TdtoriMe p'Ivory.

171 ter. On appelle surfaces du sccond degré homofo-
cales, celles dont les sections principales ont les mémes
fovers. Soient

2? y? e
\ v ==
(1 a’—rb'—’—{—c‘*"
72 ),f2 zlz
(2) {7+'[)Iz+ iz =1

deux ellipsoides : ces deux ellipsoides seront homofocaux
si I'on a

@ —br=—ar— 0, P — b — Y -t d"—
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ou bien, t désignant unc constante,

(3) AP =0 — D= =

Les points (x, y, z) et (x', y’, "), pris respectivement sur
les cllipsoides (1) et (2), seront dits correspondants si

I'on a

3 2

T S S
(4) e Y b"b/ e

(4 «C

Tntovime I. — La distance d de deux points (x, y, z)
et (&, 4, ¢") pris respectivement sur clacun des ellip-
soides homofocaux (1) et (2) est dgale ala distance A
de leurs correspondants (x', ', 2"} et (&, 75 ).

En effet, on peut poser

{5)

%x:acosa, y =Dbcosh, z=-ccosy,

f=acosh, w=0cospy, §=ccosy,

ourvu ¢ue 'on pose en méme temps
P | !

(6)

cos*u - o8’ - cos’y =1,
cos*k - cos’y 4 cos’y 1.
On awa alors, en vertu des formules (4),

{ ' ==a'cosa, y'==0lcosB, z'=c cosy,
. J

(7) o

—a'cosk, o =0 cosu, =1 cosy,
et par suile
S (e —E Ay —y P+ (s =2
¢’est-d-dire, en vertu des formules (5) et {7),
3%== a’cos’z + «'?cos?h — 2ac’ cosa cos) 4. ..,
et de méme

AT= a%cos?) + a'lcostu — 204G COS% COSh 4. . ..
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On en déduit

0" — A= (a"? — &) (cos’a — cos?h) . . .,

ou hien
P — &%=z 7 (c0s?u + €0S* B - cos’y — cos*h — cos’p — CcosTyl,
c’est-a-dire, en vertn de (6),
07— A2— o,
d’ou l'on conclut 0 = A.

Tuiorime pIvowy. — L'attraction d’un ellipsoide
sur we point extérieur se rameéne & Uattraction de U el-
lipsoide homofocal passant par le poine attiré sur le
poz’nl corrcspom/fuz[.

En cffet, les composantes de I'attraction de Iellipsoide
(1) sur le point extérieur (x, 5, z) sont donuces par les
formules

) x « dt
X=—omnkp— e : -
e

on, si l'on vent,

abcdt

(8) X=—omrhpx f — p— - i )
Jr (e @)Y+ @) (t+ D)t +¢?)

Dans ces formules, = désigne la racine positive de I'équa-
tion
‘rZ y? zZ

+ |
a4t D4 i—cz—|~'r

(9} =1,

Cette équation, dans laquelle x, 5, z sontles coordonncées
du point attiré, peut ére considérée, en vertu des rela-
tions (3), comme représentant un ellipsoide homofocal
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avec I'ellipsoide (1). Lorsque x, y, z deviennent coordon-
nées courantes, cet ellipsoide contient le point attiré. Si
dans les formules (8) on remplace ¢ part 4+ 7, 0na

abe dt

oL
X=—2mnlpx f s — -
o (t+rH+a)ittr+a')(t+T+b")(t+1+c?)

Ces formules peuvent s’écrire

omnkprabe

* Vet oybr oy +r(at4 o)
0 dt
t 4
Jo <112+'r l>\/<r—{—u" ><r+~bz I>(T+cl I>

Si l'on désignealors par X/, Yy 7' 1es composantes delat-
traction de Pellipsoide (9) sur le point correspondant de
(x, ¥, zj, point dont les coordonndes sont

pr—
yal+ T
on trouve
axr
X' —ommhp - o min
(A rjYat -+
- dt
>>/A’__‘—__ — ?7/7_7,‘ e T s —— ..,
t A t t Ct k
+1 et [ e | [

o (Il’ —+ T - ) \/ <(124|—T > </)’—l~7 > (A\c"—’{- T )
ettt e e e e e e, e . ,
et 'on en conclut

X be
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216 TRAITE DE MECANIQUE RATIONNELLE.
T
ou, si 'on veut,
aX bY cZ
VYA

abe

V@ (s (e T
Le théoréme en question est donc démontré.

N. B. — On trouvera de longs développements sur la
théorie du potenticl dans la Starique de 'abbé Moigno
dans la Théorie mécanique de la Clhaleur par M. Briot.—
Ces ouvrages renvoieat aux sources originales. — Foir
aussi les Exercices du Pére Jullien.

EXERCICES.

I. Pour qu’un point O soit en équilibre sous linfluence des
forces OF, OF', OF",... qui lui sunl dircctement appliquées, il
suffit que le point O soit le centre de gravité des points Fy I K, ...
auxqucls on suppose des masses ¢zales. (LEiB~ITZ.)

II. Soient AF et A'F’ deux forces quelconques, construisons sur
ces denx forees, comme larétes opposées, un tétraédre; imaginons
un observateur ayant ses pieds en A (ou en A') ¢t sa téte en F
{ou en F'), et regardant A'F’ {ou AF). Sile point A’ (ou A) est a
la gauche dec F' (ou de F), ncus regarderons le tétracdre comme
positif; il sera négalif dans le cas contraire. Ceci pousé, prouver
que :

Si I'on a des forces appliquées a un solide, la somme des (é-
tracdres construits sur toutes ces forces, prises deux a deux, reste
la méme pour tous les systémes de forces équivalents. Ln parti-
culier, si les forces en question se font équilibre, la somme des té-
traédres construits sur ces forees, prises deux & deux, est nulle.

(CirasLes.)

1I. Trouver les posilions d’équilibre de trois sphéres pesantes,
placées a l'intérieur d'une méme sphere.

IV. Trouver les positions d'équilibre d’une lige pesante dont les
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extrémilés sont assujetties & demeurer sur une méme sphére ou sur
deux plans inclinés.

V. Trois points assujettis & demeurer surun méme cercle se re-
poussent proportionnellement & leur distance : trouver leurs posi-
tions d’équilibre.

VI. Lorsque des forces appliquées & un solide conservent toujours
méme intensité, méme direction et méme point d’application :

1° On peut amener d’une irfinité de maniéres le solide dans une
position telle, que les forces en question aient une résultante
unique;

2° La résultante unique dans cses diverses positions rencontre
toujours une méme ellipse et une méme hyperbole invariablement
liées au corps. {(MINDENG.)

VIL. Trouver la surface sur laquelle il faut placer un point ma-
tériel sollicité par des centres fixes, pour qu’il reste en équilibre en
chacun des points de cette surface.

Etudier en particulier le cas ou I'attraction varie proportionnel-
lement 4 la distance, ou en raison inverse du carré de la distance.

VIII. Le cenire de gravité d’une zone est situé au milieu de sa
hauteur.

IX. Soit G, la projection cu centre de gravité d'un triangle sphé-
rique ABC sur le rayon de la sphére qui passe en A; soient O le
centre de lasphére; R, son rayon; a, b, ¢ les cdtés du triangle, on a

R asinbsinC
06, = — ——F— -
2 A+B+C—m
N. B. On trouve dans les Exercices du P. Jullien un grand
nombre d’exemples de déterminations de centres de gravité et
de moments d’inerlie.

X. Le lieu des points d'un ccrps pour lesquels un des rayons
de gyration principaux conserve une valeur conslante a pour
équation

2 2 2

+yirra Ay b Ayt 4

._.]’

a, b, ¢ désignant des constantes. Le lieu en question porte le nom
de surfuce des ondes.
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XI. La recherche de la forme affectée par une lame élastique est
un des problemes que I'on propose dans les Cours de Mécanique
appliquée aux constructions. Consulter a ce sujet : 1° la Mécanique
appliqucée de Bresse, t. 1, résistance des matériauy; 2° le Réswné
des Lecons professées ¢ I Eeole des Ponts et Chaussées, par Navier ;
3° la Mécanique de Poisson.

XII. Trouver I'action exercée par un cercle sur un point placé a
Fintérieur ou & 'extérieur de ce cercle, en supposant que chacun
des ¢léments de cercle attire le point en question : 1° en raison
inverse du carré de la dislance; 2° proportionnellement & la
distance.

Documont
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TROISIEME PARTIE.
DYNAMIQUE DU POINT MATERTEL.

e i e

CHAPiTRE PREMIER.

EQUATIONS DU MOUVEMENT. — METIIODES GENERALES
D'INTEGRATION.

I. — EqQuarionNs DU MOUVEMENT,

172. Le probléme que Ton se propose en Dy namique
est de trouver la relation qui existe ciitre un mouteinent
et les forces qui le produisent.

Nous nous occuperons d’abord du mouvement d’un
point matériel.

Nous avons vu (49) que lu force qui produit le mou-
vement d’un point matérie] avait pour mesure le produit
de Paccélération totale du point en mouvement par sa
masse. Nous avous vu aussi que la direction de la force
en question éuait celle de Vaceélération totale du mobile.
L’expression analytique de ces propositions va tous four-
nir les équations du mouvement,

Soient x, y, z les coordonnées du mobile comptées pa-
rallélement & trois axes rectangulaives. Soient X, Y, Z les
composantes paralléles aux axes de la résultante I' des
forces qui sollicitent le point m (ou, ce qui revient au
méme, les sommes des projections sur les axes des forces
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220 TRAITE DE MECANIQUE RATIONNELLE.
qui sollicitent Ie point ). Ecrivons que les projections
de F sur les axes sont respectivement égales aux pro-
jections de laccélération multiplides par la masse du
mobile.

D’aprés ce qui a été dit (n°® 15), les projections de 1'ac-
célération sur les axes sont égales respectivement aux
_accélérations du mouvement projeté sur les axes, ¢’est-
a-dire &

d*x dy d'z

1 3 )
de? dt? e

dt désignant toujours I'élément du temps. Iin sorte que
nous aurons

d*r
nm — =
det ’

dty
m _
e ’

A
-
~—
o~

-

d’z

m —-
! dt

Sil'on se donne le mouvement du point m, (i—r, d;f— 5 ilii

drr " det T de
sont connus, ct les formules (1) serviront & calcaler X,
Y, Z et, par suite, I, qui est la résultante des forces qui
sollicitent le point m.

Sil'en se donne, au contraire, les forces qui sollicitent
le point m, X, Y, Z scrout censées connucs, et Uintégra-
tion des équations (1) fera connaitre x, y, 2z en fonction
du temps. Les équations (1) sont simultanées et Ju second
ordre; leur intégration est impossible en géunéral. Il existe
cependant des cas nombreux ou cette intégration peut
étre clfecluée complétement ou au moins en partie; le
Chapitre actuel a pour but I'étude d'un certain nombre de
ces cas.
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II. — MOUVEMENT D'UN TOINT ASSUJETTI A DEMEURER
SUR UNE SURFACE DONNEE.

172 bis. Cas ol il wWexiste pas de frottement. — S'il
n’y a pas de frottement, l'action N de la surface sera une
force normale dont la valeur inconnue doit entrer dans
les équations du mouvement; les trois équations (1) con-

5 1
ticnment alors quatre inconnues. Pour déterminer x, y,
z, N, il faut une quatriéme équation : ce scra celle de la
surface donnée :
(0 Fle,7y5) =0
si cette surface est fixe, ct
(2} Slryy,z, 6 =0
si cette surface est susceptible de se déformer avec le
temps. En appelant toujours X, Y, Z les sommes des
projections des forces directement appliquées au mo-
bile m(x, y, z), larésultante de toutes les forces qui sol-
liciient le point m aura pour projections

X+ Ncos!N,z), Y-+ Ncos(N,7', Z—+ Ncos(N,z),
ou

= Y —
X+v Y73 )

T

N df N df N «f
2 A dz

A désignant, pour abréger, la quantité

==/ () = () (@)

que M. Lamé appelle le paraméire différentiel du pre-
mier ordre de lu fonction f. (Nous mettons le double
signe devant le radical, parce que la réaction de la sur-
face peut s’exercer dans deux directions opposées; mais,
dans chaque cas particulicr, on saura quel signe on deit

[)l‘endre.)
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Par suite, les équations du mouvement seroit

[ dx N df
m B e — =
\ ot A dx
{2y N 4
(3) 1111( ) "*Y+»-—/a
e A dy
’ d?z 7 N 4
m -—— == —_—
| ’ de? + A ds’

auxquelles il faudra joindre (1) ou (2), selou les cas.

Cas ottil y a frottement., — Souvent un point placé
sur une courbe on une surface ne se met pas cn mouve-
ment sous I'impulsion d’une force tangente a la courbe
ou a la surface, et, pendant le mouvement, il peut arriver
que 'action de la surface ou de la courbe ne soit pas nor-
male; dans ce cas, la composante tangentielle de 'action
de la courbe, décomposée en force normale et tangenticlle,
est ce qu'on appelle le frotrement. On admet générale-
ment que le frottement est proportionnel a Paction nor—
male de la courbe, dirigé en sens Inverse du mouvement et
indépendant de la vitesse. Dans ce cas, il faut modifier
les seconds membres des formules (3) ety ajouter les com-
posantes du frottement, qui sont

da dy dz
¥ Nao Na
ds désignant I'élément de trajectoire inconnue; on ajoute
alors aux équations du mouvement la relation

ds? = dx* 4 dy* +- dz*,

III. — MOUVEMENT D' UN POINT ASSUJETTL A DEMEURER
SUR UNE COURBE.

173. Ce cas se traite & peu prés comme le précédent;
mais il y a une inconnue de plus A déterminer : la direc-
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tion de Paction de la courbe. En désignant par 2, 1, v les
angles que fait I'action de la courbe avee les axes et en
supposant qu’il n’y ait pas de frottement, les équations
du mouvement sont

d*x

m ——— =X 4 Ncos),
dt?
dry

m a5 Y + Necosp,
d*z
v Z -+ Ncosv;

on a, du reste, conservé les mémes notations que dans les
paragraphes précédents. A ces équations il faut joindre :
1° les deux équations de la courbe le long de laquelle se
ment le point m 3 2° la relation

€08*) 4 €O8°p + €08%v == I}

3° enfin I'équation suivante, ot s est 'élément de tra-
jectoire :
dz

T o8 dy
—— €08k -+ —~ cosp —- — €COSY = 0
ds ds B ’

ou simplement
dx cos) - dy cosp —+ dz cosv = o,

(qui exprime que I'action de la courbe est normale.

IV. — Fotce p'iNemTIE; 50N UTILITE.

174, On appelle force d’inertic d’'un point en mou-
vement unc force égale et directement opposée i celle qui
produirait le monvement du point.

Soient m la masse; x, y, z les coordonnées d’un point
matériel; £ le temps @ nous avons vu (172) que les com-
posantes de la force qui produisaient son mouvement ont
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d*z dy d?z . .
s m — m — la force d’inertie
dt? dr? dt*’

aura pour composantes des quantités égales et de s'gne

pour expressions m

contraire i celles-ci. Ainsi les composantes de la foree
d’inertie seront

d*xr dry d?z
* — —m .

dr? dt de

— mn

Laccélération totale peut se décomposer en accéléra-
tion normale et centripéte; de méme la force qui agit sur
un point en mouvement peut se décomposer en foree nor-
male dirigée suivant le rayon de courbure de la trajec-
toire et en force tangentielle. On donne le nom de force
centripéte a la composante normale.

La force centripéte et la force tangenticlle sont évidem-
ment égales aux accélérations de méme nom multiplides
par la masse; elles ont donc respectivement pour expres-
sions (12)

p? dv
m ; et m ;“7
v désignant la vitesse et p le rayon de courbure de la
trajectoire. La force d'inertic pourra aussi se décomposer
en deux autres: 'une normale & la trajectoire et 'autre
tangentielle. Ces deux composantes seront égales ct di-
rectement opposées a la force centripéte et a la force
centrifuge. On leur donne le nom de force centrifuge
et de force tangenticlle d’inertie.

Dans la plupart des Traiiés de Physique, on donne des
définitions de la force d'inertie qui sont tout & faitinin-
telligibles. La force d’inertie ctla force centrifuge n’agis-
sent pas sur le mobile; clles w’existent pas; et, si leur
notion a é1é introduite dans la science, c’est qu’elles fa-
cilitent 'énoncé de certaines propositions, comme nous
le verrons par la suite.
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On a dit quelquefois qne la force centrifuge éiait la
réaction de la trajectoire du mobile. Cette locution est
vicieuse; elle éveille des idées totalement fausses daus
Vesprit de ceux qui abordent I'étude de 1a Mécanique, et
font naitre des difficultés qui n’existent pas dans la
science. Comment une trajectoire, une ligne mathéma-
tique pourrait-elle exercer ou recevoir une action? Il
n'y a que la matiére ou plutdt le point matériel qui
jouisse de cette propriété.

Voici toutefois ce qui a pu faire naitre ces idées dans
Pesprit de certains auteurs, qui n’ont pas fait une étude
sérieuse de la Mécanique rationnelle.

Considérons un point assujetti i se mouvoir sur une
ligne matérielle, c’est-a-dire dont tous les points seraient
des points matériels (nous faisons ici une abstraction qui
ne peut pas se réaliser) : Paction de la courbe fait naitre
une force normale. Si alors le point mobile n’est sollicité
par aucune force directement appliquée, ou si la force
directement appliguée est tangente a la trajectoire, l'ac-
tion de la courbe sera précisément la force centripéte;
cetle action émane alors du point matériel de la courbe en
contact avec le mobile; mais, en vertu du principe de
Newton, le mobile réagit sur le point en question de la
trajectoire; la réaction égale et directement opposée a
Paction est égale, dans ce cas particulier, 4 la force cen-
trifuge.

Lorsqu’un point est attiré ou repoussé par un autre
point matériel, il se met en mouvement, s’il n’est du reste
sollicité par aucune autre force; mais il exerce sur le
point qui agit sur lui une réaction égale a Paction qu’il en
recoit; dans ce cas encore trés-particulier, la réaction,
force égale ct opposée a celle qui produit le mouvement,
est égale 4 la force d'inertie. Ainsi, en résumé, la force
d’inertie et la force centrifuge d'un point en mouvement

I. 15
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ne sollicitent jamais ce point. Ce sont des forces purement

fictives. Si Pon venait a faire agir la force d’inertie d’un
8

point matériel sur cegpoint, il se mettrait en équilibre.

V. — PRrINCIPE DES FORCES VIVES.

175. Nous allons maintenant montrer comment on
peut, dans certains cas, trouver des intégrales des équa-
tions du mouvement.

Reprenons les équations du n® 172.

dr

m-— —
de? ’

dans lesquelles X, Y, Z représentent les sommes des pro-
jections sur les axes des forces qui sollicitent le point
m(x, y, 2), et multiplions la premiére par dur, la se-
conde par dy, la woisiéme par dz, il vient

d*xde d*vdy d?zds
L L e 2\ dr=Xd 1y dz;
(2) m <(112 de  de* de de? d[>( R Xdy + 2z

mais en désignant par v la vitesse, on a
, dr\? n dy\? + dz\?
v _— —_ p—
dt (ll) de )’
d'on Pon tire, en différentiant,

dot e d*x dz + A’y dy d*zdz
=l et T

La formule (2) peut donc s’écrire

m.d- ;—:X(lx—i—Yd] + Zdz,
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ou

mo?

(3) d. 5

= Xdz + Ydy 4+ Zdz.

my*, produit de la masse du point matériel par le carré
de sa vitesse, est ce que I'on appelle la force vive de ce
point. Quant a Xdx + Ydy + Zdz, c’est le travail de la
force (X, Y, Z) correspondant au déplacement (dx, dy, dz)
réel produit par cctie force; on lui donne le nom de tra-

t
vail élémenlaire.f (Xdx + Ydy + Zdz) est ce que
[0

l'on appelle le travail total de la méme force, effectué
depuis 'époque ¢, jusqu’a I'époque ¢.
Si l'on intégre la formule (3) depuis 7, jusqu’a ¢, on a

mo? me}

(4) -

2 2

:
:f (Xdr 4+ Ydy + Zdz),
10

ct I'on peut énoncer le théoréme suivant, dit des forces
wives ou du travail :

176. Tutorime. — La demi-variation de la force
wive d’un mobile pendant un temps quelconque est égale
au travail total de la force qui sollicite ce mobile, effec-
tué pendant le méme temps.

Ce théoréme n’a d’utilité (relativement a 'intégration)
que si la quantité Xdx + Y dy + Zdz est la différentielle
exacte d'une fonction

v(x, 0, 7))
c’est-a-dire que si

(5) ST o—— = =y ZL==

o s t t
mv? me? dy
— L (lg? [ s (l[,
2 2 . . at
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c'est-a-dire, en désignant par xo, y,, 2z, les valeurs de
X,) 7y pour t =1,

6) Tyl 5, e g 5

La vitesse v ne dépend donc que de x, y, z, et si la
fonction 9 est continue, v reprendra exactement la méme
valeur v toutes les fois que ¢ (x, y, z) passera par la
valeur g (a0, 370, 20), C'est-a-dire toutes les fois que le
mobile rencontrera la surface

¢z, ¥y 3) = vlxy, yu, %) = const.

Les surfaces

w{x, ¥, z) = const.
sont ce que Pon appelle des surfaces de niveau. Des
équations (5) on déduit

L dy d

. —7: 7,
d.z: (y dz’

dqz dy do
r ~L, = sont proportionnels aux cosinus des angles
dz’ dy dz
que la normale & la surface de nivean fait avec les axes
coordonnés; X, Y, Z sont proportionnels aux cosinus
des angles que la force motrice fait avec les mémes axes.
Donc la force motrice est normale 4 la surface de niveau
traversée par le mobile,
Supposons maintenant le mobile assujetii & demeurer
sur une courbe ou sur une surface fixe; soient N I'action
de la courbe ou de la surface; 4, p, v les angles que N fait

avec les axes, les équations du mouvement seront

dr

m_—dﬁ = X + Ncos},
d*y
T =Y + Ncosg,
dz

m g Z -+ N cosv.

dar
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Si Pon multiplie ces équations respectivement par dur,

dy, dz, et si on les ajoute on tombe sur la formule (2) de
tout 4 'heure, car on a

coshdr 4 cospdy - cosvdz —o,

vu que le déplacement (dx, dy, dz) est normal & 1a réac-
tion N, dont la direction est donnée par les angles A, p,
v. En effectuant alors les mémes transformations que tout
4 I'heure, on arrive au théoréme suivant :

177. La demi-variation de la force vive pendant le
temps T d’un point qui n’est pas libre est égale au tra-
vail des forces directement appliquées effectué pendant
le méme temps.

Ce théoréme n’est, du reste, qu’'un corollaire du pré-
cédent si I'on observe que, dans le travail total de toutes
les forces, le travail de la réaction doit disparaitre, puis-
que cette réaction est normale au déplacement du mobile.

Remarque I. — Nous venons d’observer que, dans le
théoréme des forces vives, les actions des courbes et des
surfaces fixes sur lesquelles doit se mouvoir le point m
n'intervenaient pas; en d’autres termes, le travail cffec-
tué de ces actions est nul. Mais si le point m était assu-
jetti & se mouvoir sur une surface mobile, le travail ef-
fectif de I'action de la surface ne serait plus négligeable,
parce que le déplacementréel (dx, dy, dz) ne s'eflectuerait
plus alors perpendiculairement a la normale de la sur-
face variable.

Ainsi, par exemple : si 'on cousidére un point m en
mouvement trés-lent sur une sphére et si I'on fait mou-
voir trés-rapidement le centre de la sphére le long du
rayon passant par le point m a 'époque ¢, il est clair que
le chemin réel décrit par le point m vers I'époque ¢ sera
sensiblement normal i la surface de la sphére mobile.
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Remarque II. — Lorsque la fonction ¢ passe par un
maximum ou un minimum, la vitesse v passe aussi par
un maximum on un minimum; mais alors on a

dyp=0 ou Xdr—+ Ydy -+ Zdz=—o,

équation qui exprime que le point m a atteint une posi-
tion d’équilibre. Ainsi quand le mobile passe par une des
positions ol il serait en repos s'il n’avait pas de vitesse
acquise, la vitesse qu'il posséde est un maximum ou un
minimum.

Remarque 1II. — Nous verrons, dans la suite, que le
travail Xdx 4+ Ydy + Zdz est, dans la plupart des cas,
une diiférenticlle exacte. Cela tient & ce que les forces de
la nature sont généralement des attractions émanant de
centres fixes ou mobiles et fonctions des distances qui
séparent les points attirants des points attirés. Ainsi [ dé-
signant la distance de deux points, leur action mutuelle
développe, comme nous avons vu, un travail égal en va-
leur absolue & fdl; f désignant 1'action réciproque de ces
points, si donc f est une fonction de /le travail sera une
différentielle exacte. Les travaux développés par tant de
points que 'on voudra seront des différenticlles exactes,
le travail total effectué sera donc une différentielle exacte.

C. Q. F. D.
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CHAPITRE I1.

ETUDE DE QUELQUES MOUVEMENTS RECTILIGNES.

I — Du MOUVEMENT RECTILIGNE EN GENERAL.

178. Lorsqu’un point matériel est sollicité par une
force de direction constante et que sa vitesse initiale est
dirigée dans le sens de la force motrice, il prend un
mouvement rectiligne; en désignant par x P'espace par-
courn compté a partir d'une origine fixe, et par X I'in-
tensité de la force, I'équation du mouvement est donnée
par la formule suivante, dans laquelle m désigne 1a masse
du point et ¢ le temps (172) :

d*z

Si la force X est fonclion de ¢ seulement, on a

z= lffxmf,
m

et la vitesse est donnée par la formule

u:ifXdz.
n

Lorsque X est fonction de x seulement, on pose

d.ru
7=

v.
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On en déduit
d*x o dv dv

(2) e dr dz
I'équation (1) devient alors
Co=X
} ——
n {IJ; £ y

ou bien
mde.v — Xdz,

p?— 2 /X(l.c.
m,

La vitesse est ainsi connue, on en déduit

dx dr dx
—_— =, — —=d fumy —_—
(l’t v t, f [ed ’

et le probléme sc trouve encore ramené aux quadratures.

d’ou

Le probléme est encore ramené aux (uadratures quand
X est une fonction de v, dans ce cas on a, au lieu de (1)

dv dv dv
m-—=X, m_—-=d, m| ==t

dt X X

JE dr . o
On en déduiL v ou el fonction de ¢, ct une nouvelle in-

tégration fournit x en fonction de ¢.

Pour déterminer les constantes qu’améne 'intégration,
et qui sont toujours au nombre de deux, puisque I'équa-
tion (1) est du second ordre, il faut se donner la position
du mobile et sa vitesse 4 I'instant initial ¢t = ¢, ; on fait
alors ¢ = ¢, dans I'équation qui fournit x ct dans celle
qui fournit ¢ ; on en déduit la valeur des constantes en
fonction de 7, et des valeurs de x ct de v pour ¢ = ¢, qui
sont données par hypothése.
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II. — MoUVEMENT RECTILIGNE D UN POINT ATTIRE PAR
UN CENTRE FIXE PROPORTIONNELLEMENT A UNE FONC-
TION DE LA DISTANCE A CE CENTRE.

179. Prosiime 1. — Trouver le mouvement d’un
point sollicité par un centre fixe, proportionnellement
& sa distance au centre, et animé d’une vitesse initiale
dirigée vers le centre.

Soit x la distance du point au centre d’action a I’épo-
que ¢ prenons Ja masse du point pour unité. Si la force
est attractive, c’est-a-dire dirigée vers le centre d'action,
la direction sera de sens contraire au sens dans lequel on
compte les espaces, elle pourra donc étre représentée par
— kx, et équation du mouvement sera

d*x d*x

7tT::——A‘.r ou 752——&—&.10::0,

(1)

k désignant une quantité positive. Si la force était répul-
sive, kserait négatif. L'intégrale générale de 1'équation (1)
est

(2) z = Asintyk + Beost 7,

A et B désignant deux constantes réelles. Pour détermi-
ner A et B, nous nous donnerons la vitesse initiale v et
la distance initiale ary, du mobile au centre.

L’équation (1) différentide donne

(3) ‘f—;::\/Z(Acost\/Z—Bsint\/Z);

en faisant ¢ = o dans (2) et (3), on trouve

ry,=B, e="A \/A—
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L’équation (2) peut alors s’écrire
¢

T = —% sin¢ \/-k— -+ x,cost \/Z.

Le mouvement, comme I’on voit, est périodique, etle
mobile repasse aux mémes points a des ¢époques éloignées

am ., .
I'une de I'autre de — unités de temps; la valeur maxima
A.

. dx .
de x s'obtient en posant — — o0, et alors la vitesse est
p ot !

nulle; or on a

—j—: == 0,08 L \/h — zo\/Rsine\k;
on en déduit, pour de 0,
dt
tangs\k = — =
Zo\ A
Si v, était nul on aurait
T ar

t=—0, —— —
vk Vi

Le mobile est animé, comme l'on voit, d'un mouve-
ment oscillatoire, ce mouvement est a peu prés celui que
prend 'extrémité d’un ressort que 'on abandonne a lui-
méme, aprés avoir comprimé. Si la force qui sollicite
le point m était répulsive, c’est-a-dire si k était négatif,
on aurait, en posant k= — 1,

dzx
7[[_2 —\{I‘Z‘ZO,

et, en désignant par ¢ et ¢’ deux constantes,
4) r == ce'V¥ 4 ¢/ ¢~ tVE,

% — @ (ce’\/‘fT—— c’e"‘\/;),
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et, par suite, pour ¢t = o,

Zy=c + ¢,

Yo

—:c—c’.

Vi

On en conclut

r::l<x+—0—°> c’—l<x———£3—
ATy A ¢@>’

et, par suite, en portant ces valeurs dans (4),

z=1 .z.,(e’@ -+ e"’\@) + b (e’\/ﬁ'—‘——e-’\/‘i_‘).
2 2y

Pour t = o , x est infini, le mobile s’éloigne donc in-
définiment avec le temps. Nous rencontrerons plus loin
ce mouvement et nous pourrons cn donner une représen-
tation géométrique qui en fera bien saisir les particula-

rités.

180. Prosrime II. — Tous les éléments d’une droite
JSixe indéfinie attirent un point libre en raison inverse
du carré de la distance ; ce point part sans vitesse ini-
lz’ale, déterminer son mouvement.

Il est clair que le mouvement du point s’effectuera
suivant une droite perpendiculaire 4 la droite fixe; car
la résultante de toutes les actions de la droite est évi-
demment normale & cette droite. Soit alors x la distance
du mobile 4 la droite, a I'époque t; soit ds un élément
de la droite situé a la distance s du pied de la perpendi-
culaire abaissée du mobile sur la droite; soit enfin fds
Paction de I’élément ds de la droite sur I'unité de masse
a'unité de distance.

L’action de I’élément ds sur le mobile, dont nous pren-
drons la masse pour unité, est égale a f'ds divisé par le
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carré de la distance du mobile & ds; par suite cette action
peut étre représentée par

Jds

§2 - N
et la projection de cette action sur la droite x sera

Jds z JSrds
L — ou .
8§t 4t \/.s"" -+ z? (s*+ ,z)‘

La résultante des actions de tous les éléments ds sera la
somme de toutes les projections analogues dont nous ve-
nons de trouver I'expression, ou bien

+® frds

(x4 5 :

—— 0

Cette force est attractive, ’équation du mouvement sera
donc

o

.
3

diz /+’° fr ds

Siel

Jow (28

Multiplions par dx les deux membres de cette équa-
tion, puis intégrons depuis t = o jusqu’a ¢ == ¢. On aura,
en observant que e

dt
la valcur de x pour ¢ = o égale a xy,

v? +* f(l.s‘ 0 f(l.\'
—-— = 2 —— — 2 Ty
2 N \/m’ -+ st jo \/rﬁ —+ 52

on en déduit

est nul pour = o0, ¢l en prenam

ot e T
0

;:2f[log(s+\/.r’+s’—)~—lug(s+\/m7;+x’)]
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ou
S —+- \/.7:2 . §° +®

=41 log -
sy, + s 0

ou enfin
. = z,
(7) o= flog \ /2% = 4105 2.

. dr
Si 'on remplace v par o oua
a

(&) = i
dz] = 4 f(logx, — Iog.r‘)‘

et, par suite,

(8) 2t f W,," .
y +\/j —log.r)

le probléme est ainsi ramené aux quadratures. Si I'on
fait x = o, on aura le temps T que met le mobile pour
atteindre la droite attirante

f"o dx
T= + S —
o 2y f(logz, —logx )

le temps demandé devant étre positif, nous prenons le
signe -+ devant le radical (¥}

(*) Nous ne donnons pas & x de valeurs négatives, parce que le mobile
arrive sur la droite attirante avec une vitesse infinie; la force qui le sol-
licite alors est infinie, et leslois de la Mécanique ne peuvent s’appliquer
i des cas singuliers de ce genre qui ne se présentent évidemment pas dans
la nature. Toutefois, si I’on tenait absolument a discuter les valeurs né-
gatives de x, il semblerait naturel d’admettre, en vertu de la formulie (7),
que x dans la formule (8 ) doit étre remplacé par sa valeur absolue; ainsi,
pour les valeurs négatives de x, J’écrirais, au licu de (8),

dx — dr
t= e —————— ——
o ayflogx, —logz) o 2¢f(logx, —log(-—x))]
Cette formule montre que 1a plus grande valeur de — = est x,. Le mobile
arrivé i 'abseisse — x, aura une vitesse nulle; il se trouvera alors dans
des circonstances analogues i celles ot il se trouvait 2 Porigine du temps
et son mouvement sera oscillatoire.
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III. — MouvEMENT D' UN POINT DANS UN MILIEU
RESISTANT.

181. Lorsqu’un corps se meut dans 'air ou dans un
fluide, il exerce sur les molécules de ce fluide une cer-
taine action; les molécules du fluide réagissent alors en
sens inverse, et le mouvement se trouve ralenti par une
certaine force que 'on appelle la résistance du fluide.

182, Prosiime . — Ddterminer le mouvement d’un
point sollicité par une force constante dans un milien
dont la résistance varie comme le carré de la wvitesse.
On suppose que le point part du repos.

Le mouvement que nous allons étudier est & peu prés
celui d'un corps qui tombe a la surface de la terre.

Soient x la distance, a I'époque 7, du mobile & son point
de départ; g U'intensité de la force constante qui le solli-
cite; — gv* 1 k? la résistance du milieu; neus mettons le
signe — devant 'expression précédente, parce que la ré-
sistance agit en sens inverse du mouvement. L’équation
du mouvement sera, en supposant la masse du mobile

égale a I'unité,
dz o’)
e T E\'T )’

ou bien
dv J S m—
s s 7 3
on en ddéduit
kido
2 Az—mﬁ";ﬁ = ng[,

ou bien

1 1
Adv(mfm)—2gdl.
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Si 'on intégre entre les limites t =o et t =1, on a, en
observant que v = o pour ¢ = o,
il Ao ,
108 ——— D 5
g =285

d’oti 'on tire

: 28t
kv ok,
hk—v
et, par suile,
2t
k
4 — I
V:A‘ 2 gt ?
ef —+1
ou
g st
\ dx Arz’"——e &
(1) de TR ety
ef e K

en intégrant depuis ¢ = o, il vient

J2 l(i‘ ..5'_’)
(2) xr = — log — et e t ),
8 2

ce que 'on peunt encore écrive

2 o _).i[‘
(3) -T:i:[%—%log;-(l—{—e ")]

Si k est trés-grand, on pourra écrire sans grande erreur

k[ gt gt gte
r::[%— —+ log (1—7-{— 7 >:|,

ou bien, en développant le logarithme en série,

N Y S L VAN
TEE\FT TR TR T s

g

c’est-a-dire
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. ,o. . I
Les termes qui ne sont pas ecrits conticnnent Z en fac-

teur; par suite, si 'on fait k = o, on trouve

et le mouvement est uniformément accéléré, ce que I'on
pouvait prévoir; car alors la résistance est nulle, et le
corps est mi par une force constante.

11 faut observer que x tiré de (2) ne change pas de
valeur quand on change ¢ en — ¢, ce qui indiquerait qu'a
des intervalles de temps également dloignés de I'origine
dumouvement, le mobile se trouve dans la méme position,
et, dans ces circonstances, la vitesse a des valeurs égales
et de signe contraire,comme le prouve laformule(1). Mais
les conclusions précédentes ne sout pas exactes, attendu
que, pour les valeurs négatives de ¢, le mouvement
s’exécutant dans un autre sens, la résistance alors ne

. gv? . gv'
serait plus — S Mmals o= 225 en sorle que les for-

mules (1) et (2} sont inexactes pour ¢ < o.

Le probléme que nous allons résoudre tout & 'heure
nous fera connaitre le mouvement qui se produit lorsque
la résistance agit dans le sens de la force g.

Laformule (1) monire que v est moindre que &, I'équa-

. . er . dv
tion différentielle du mouvement montre que -7 esL po-

sitif : done la vitesse croity clle atieint done son maxi-
mum pour =0, cl alorsv =% et x = w0 .

183. Prosrive II. — Un point se meut dans un
miliew dont la résistance est proportionnelle au carré
de la vitesse ; il est sollicité par une force constante, et
animé d’une vitesse initiale en sens inverse de la force
qui le sollicite : déterminer son mouvement,.
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En conservant les mémes notations que dans le pro-
bléme précédent, 'équation du mouvement deviendra

dix - gv
£ 27N,
dr & A
parce qu’alors la résistance agit dans le sens de la force.
L’équation précédente peut s’¢crire

dv g
— = 2 (}? 12)
dt ae ! + e
ou bien
k dv . gde
krdor k7

d’ou I'on tire, en intégrant depuis £ = o ct en désignant
par v, la vitesse initiale,

v 0, gt
1 arc tapg ~ — arc tang - — — -
ou bien, en prenant les tangentes des deux membres,
v 7, pe, gt
—— =) i\ 1+ - | =-—tang 5~}
(A‘ A‘> < kz) b k ’

d’ou l'on tire

gt ¢ . ogt

py— k tang’—}- v, cos‘% — ksin gf
v—=k " =k y -
k—+ o tang%— k cos % v, sin%

Si I'on observe que le numérateur de la derniére frac-

. A2 e o

tion est au facteur — prés la dérivée du dénominateur,
o

o
Yintégration effectuée 3 partir de t = o donnera
8

A? t . gt
z = . log <A~ cosi—_— + 0, sm%) .

1l semble, d’aprés cette derniére formule, que le mou-

1. 16
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vement soit périodique, et méme qu’il présente des
phases d’interruption; mais il faut observer que cette
formule a été établie en donnant un signe déterminé i
la vitesse; elle cessera donc d’avoir lieu quand v passera
par zéro. Pour v=o, la formule (1) donne

. k . o
— — arctang --:
; 5,4.7

A partir du moment ou Von a v = o, 'on se wrouve dans
le cas du probléme précédemment étudié, et le mouve-
ment change de nature.

Les exemples précédents montrent suffisamment com-
ment on traiterait les questions de mouvement dans
lesquelles il existe une résistance proportionnelle & une
fonction quelconque de la vitesse et une force constante,
et comment le probléme du mouvement, dans ce cas, se
raméne aux quadratures,

Remaroue. — En général les solutions singuliéres des
équations différenticlles de la Mécanique doivent étre
rejetées, parce que, ne contenant pas le nombre vonlu de
constantes arbitraires, elles ne permettent pas ordinai-
rement de satisfaire aux conditions initiales, Toutefois.
il y a des cas ou unc solution singuliére pourrait satis-
faire & la question, comme on va le voir.

184. Prosrime III. — Trouver le mouvement sollicité
par une force proportionnelle o la racine carrée de la
vilesse, et agissant dans la méme dircction que cette
vilesse.

Soient x l'espace parcouru par le mobile depuis le mo-
ment initial et v la vitesse, le mouvement est rectiligne
et a évidemment pour équation

d*x dv

(I‘j 7[-2—:67;:2/\\/0,
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t désignant le temps et & une constante positive ou néga-
tive; on tire de la

di
-—0_ = kdt,
2 Ve

ou bien, en intégrant,
Vo= kt+ a,

a désignant une constante. On peut écrire cette équation
ainsi

dx
o —— = (4 2
(2) v o (At +a)?,
d’ott Von tire
I
(3) .r:'ﬂ(ﬁt—}—a)a—}—b,

b désignant une nouvelle constante. L'équation (1) est
satisfaite, en prenant v= o0 ou x = const. Celte so-
lution est singulicre, car elle ne rentre pas dans le
type (3). Cette solution correspond au cas ou le mobile
partirait sans vitesse initiale; il est clair qu’alors, la force
motrice étant nulle, le point devra resier en repos. Si
Pon détermine des constantes a ct b de maniére i satis-
faire aux conditions v =o0 pour =0, =0 pour / = o,
on déduit de (2) et (3)

o ——=a,

o 4+ & ou b=—o;

as
T34
mais (3) donne alors
I .
F— 3 ke
et la solution singuliére convient seule a la question
dans le cas parliculier que nous venons d’examiner.

On congoit en effet qu'il doive exister une discontinuiié
16.
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dans le cas ou v = o, car si le mobile a une trés-petite
vitesse, celte vitesse va étre augmentée par 'action de la
force, si cette force agit dans le sens de la vitesse, et
Pespace va croitre indéfiniment avec le temps; si, au
contraire, la vitesse est rigourcusement nulle, la force le
sera aussi, et le point m restera en repos.

Reprenons la formule (2). Si a et k sont de signes con-

. s a .
traires, v deviendra nul pour t = — v La force qui sol-

licite le point sera nulle en méme temps, et le mouve-
ment cessera. La formule (3) ne rend pas compte de
cette circonstance, et le passage de la solution parti-
culiére a la solution singuliére est un fait trés-remar-

quable.
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CHAPITRE III.

ETUDE DE QUELQUES MOUVEMENTS CURVILIGNES.

I. — TForceEs CENTRALES. — PRINCIPE DES AIRES.

185. Lorsqu’un point matériel est soumis a I'action
, . . .
d’une force qui passe par un point fixe, on peut toujours
trouver trois intégrales du mouvement ; en effet, repre-
nons les équations du Chapitre I (voir n® 172) :

2 (12 2

(1) m(‘ll-Tj:: , mdt{:Y, m‘jin_—_Z,

dans lesquelles m désigne la masse du point matériel en
mouvement;x, y, z,les coordonnées rectangulaires prises
par rapport & trois axes fixes; X, Y, Z, les projections
de la force motrice sur les axes; t, le temps. Supposons
que Pon prenne pour origine le point par lequel passe
constamment la force. Multiplions la troisiéme équation
par y, la seconde par z, et retranchons, nous aurons

d?z d2y
(2) m(—;”—z — z):Z‘y——Yz;

mais si la force (X, Y, Z) passe par 'origine, on a

on a donc

urie UPMC Cote §4LAUTO 1




246 TRAITE DE MECANIQUE RATIONNELLE.

ce que I'on aurait pu remarquer immédiatement en ob-
scrvant que Zy — Y z est le moment de la force (X, Y, Z)
par rapport a I'axe des x (n° 61); équation (2) devient

alors
dz dy
—_—) — Z2=—0
ar? T dr ’
et Pon aurait deux ¢quations analogues. On en tire, par
I'intégration,
o dz d
(3) Zy— T s=12a,
7 dt

« désignant une constante. Or le premier membre de
cette derniére équation n’est autre chose que le double
de la vitesse aréolaire (p. 11) de la projection du point
mobile sur le plan des yz.

En effet, posons

y=rsing, z=rcosh,

1l vient
dy dr do
Z:Esme-i—rcosezl;y
dz dr . db
p = o cos® — rsinf 7
dz dy 49
EZ—_VAEz:ﬂZ,

do . ., ,
et r? - est bien la quantité dout nous avons parlé. On
€
peut alors écrire 'équation (3) ainsi :
1
— ridf— adt.
2
Si I'on intégre etsi I'on désigne par A 'aire décrite par le

rayon vecteur projeté sur le plan des yz depuis 1'é-
poque %, on a

Y=a(t—z¢).

Donc :
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186. Tugorkme. — Lorsqu'une force est constam-
ment dirigée vers un centre fixe, la projection du rayon
vecteur de son point d’application sur un plan fixe
décrit des aires proportionnelles aux temps employés &
les parcourir.

Ce théoréme porte le nom de principe des aires. 1l
fournit toujours, comme l'on voit (lorsqu’il y a lieu de
Pappliquer), trois intégrales premiéres du probléme dont
on s'occupe, carles équations

dz d
—’7[_}"*— %Z:Z(l,
dx dz
EZ’—-—Z.’I,‘:‘_?‘b,
dy dr
'(*1;‘77—;7[_}’:20,

ol a, b, ¢ désignent des constantes, sont des intégrales
du probléme. Si 'on multiplie la premiére de ces for-
mules par x, la seconde par y, la troisiéme par z, on a

o—ax -+ by +rcz,

ce qui prouve que la trajectoire est plane. On pourra
alors prendre le plan de la trajectoire pour plan des xy,
et le probléme ne contiendra plus en réalité que deux
inconnues, x et ¥. On aura quatre intégrales a trouver,
deux intégrales premiéres et deux intégrales secondes. Le
principe des aires fournit une premiére intégrale; sile
principe des forces vives peut s’appliquer, on en aura
immédiatement une nouvelle. Toutefois il n’est pas né-
cessaire d’avoir recours i ces principes, c’est-a-dire de
passer par les intégrales qu’ils fournissent, comme on
peut s’en assurer par I'exemple qui suit.

187. Provrime. — Etudier le mouvement d’un point
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sollicité par un centre fixe proportionnellement & la
distance,

Prenons pour plan des xy le plan dans lequel se meut
le point donné, et placons l'origine au centre d’action.
Prenons la masse du mobile égale a I'unité; soient x et y
ses coordonnées, 7 sa distance a L'origine; solent enfin k&
Paction exercée par le centre fixe sur le mobile lorsque
celui-ci se trouve a I'unité de distance, et t le temps. La
force qui sollicite le mobile a I'époque ¢ sera Ar; sa pro-

jection sur I'axe des x sera kr—, oukx,si la force estré-
r

. X . . .
pulsive, et—kr = ou — kux si elle est attractive. Mais on
-

pent la prendre toujours égale & kx en convenant de re-
garder & comme positif ou mnégatif, sclon que la force
sera répulsive ou attractive.
De méme, la projection de cette force sur I'axe des y
sera ky, ct les équations du mouvement seront
dr dy
(r) =k, —r=hys

de?

on en tire
— otV t —tVk
‘x_(ze"‘-i—(zc vk

(
(2) | y = bevi 4 4 =,

a, a', b, b' désignant des constantes. Pour les détermi-
ner on se donnera la position et la vitesse initiale du mo-
bile; soient xy, y, ses coordonnées pour £=o0, u et ¢
les composantes de sa vitesse a la méme époque. En dif-
férentiant les formules (2), on a
[ dx —t Wi ) W

— :\/A-\ac’ —a'e™! "),

dt
(3) J

Ly /7 Vi [y

= —\VEk(beh — P e VE),

dl \ ( /1
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si dans (2) et (3) on fait =0, on a

ry—a-+a, u :\/Z(a —a'),

Fo=0b 4+ b, 0:\/A(b'—b,).
Ces équations déterminent a, b, a’, " en fonciion de x,,
Yo» U, v. Pour oblenir la trajectoire, il faut éliminer ¢
entre les équations (2). En résolvant ces équations par
rapport 4 eket =, on a

iz YT dr
ab’ — ba'

ay — bx
e—tVE—
abl — ba’
et, en faisant le produit de ces équations,
(0'x —a'y) (ay — bx) = (ab' — ba’ )~
Cette équation représentera toujours une conique. Lors-
que 4 sera positif, @, b, a’, b’ seront réels, et la trajec-
toire sera une hyperbole; lorsque k sera négatif, a, b,
a', b’ seront imaginaires, et la conique sera une ellipse.
Pour nous en assurer, il suffit de changer & en — % : les
intégrales (2) peuvent alors se mettre sous la forme
x = asint\/z + a’ cost %,
y = bsintyk + &' cost /&,
a, a’, b, b’ désignant de nouvelles constantes réelles que
I’on déterminerait comme tout a 'heure. Si I'on calcule
sin tVk et cost k, et si 'on fait usage de la formule
(sins &)+ (cost V&) =1,
on trouve alors pour équation de la trajectoire
(b'x —a'y ) + (ay — bx) —= (ab — ba')?,
ce qui est bien 'équation d’une ellipse dont le centre est
alorigine.
En faisant usage du théoréme des aires et du théoréme

urie UPMC Cote 54LAUT0 1




250 TRAITE DE MECANIQUE RATIONNELLE,
des forces vives, on obtient aussi la solution de la ques-

tion, quoique moins simplement.

Il. — ETupE DU MOUVEMENT DES PLANETES.

187. Le lecteur sait que les astres peuvent se diviser en
quatre classes : 1° les étoiles ou astres fixes dont les
distances mutuelles ne semblent pas varier sensiblement
pendant une période de temps considérable : parmi ces
astres on doit ranger le Soleil; 2° les planétes ou astres
crrants dont les distances mutuelles varient sensiblement
dans Uespace d’une année et qui décrivent des orbites
fermées autour du Soleil (ou autour d’autres étoiles);
3° jes satellites des planéles qui ne s'écartent que peu
d’'une méme planéte en décrivant des orbites fermées
autour de cette planéte : la Lune est le satellite de la
Terre ; 4° les cométes qui apparaissent brusquement
dans le ciel pour ne plus revenir qu'a des intervalles de
temps trés-considérables, souvent méme infinis.

Képler, aprés dix-scpt années d’observations labo-
rieuses, est parvenu a formuler les lois suivantes, aux-
quelles son nom est resté attaché :

1° Les planétes déerivent des ellipses dont le Soleil
occupe I'un des foyers;

2° Les rayons vecteurs qui joignent le centre du Soleil
au centre d’une planéte décrivent des aires qui varient
proportionnellement au temps;

3° Les carrés des temps des révolutions de deux pla-
nétes sont proportionnels aux cubes des grands axes des
ellipses décrites par ces planétes,

Les cométes sont soumises aux lois de Képler; elles se
distinguent des planétes par la nature de leur orbite, qui
est trés-allongée et quelquefois méme parabolique ou

hyperbolique.
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Les satellites des planétes se comportent vis-a-vis des
planétes comme celles-ci vis-a-vis du Soleil.

Bien que les lois de Képler ne soient qu’approchées, et
que Yon y regarde les astres comme de simples points
matériels, en négligeant leurs dimensions vis-a-vis de
leurs distances mutuelles, nous allons essayer de sou-
mettre ces lois & I'analyse, afin d’en déduire expression
des forces qui sollicitent les planétes.

Prenons pour axes de coordonnées deux droites rectan-
gulaires passant par le Soleil et tracées dans le plan de
Porbite d’une planéte; soient m la masse de cette planéte,
x, y ses coordonnées rectangulaires, r, 0 ses coordonnées
polaires, X, Y les composantcs de la force qui la solli-
cite, force évidemment sitnée dans le plan de Forbite;

nous aurons
d

tx
‘m de?
<
d*y
( 7

=X,
(1)
=Y

Si T'on suppose Iaxe des x dirigé suivant le grand axe
de Yorbite.

(2) ST
sera 'équation de la section conique décrite par la pla-
néte. Dans cette formule, p désigne le paramétre, e Pex-
centricité de l'orbite.

Soit ¢ le double de I'aire décrite par le rayon vecteur
dans 1'unité de temps, on aura, en vertu de la seconde loi

de Képler,
(3) r*dd — cdt,

r2df désignant le double de ’aire décrite dans le temps dt
et ¢ une quantité constante. Ceci posé, multiplions les
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équations (1) respeclivement par y et par x, et retran-
chons; nous aurons

okt 12,
ln(x( VAN r):acY—yX

a7 ae
ou bien
d [xdy —ydxr
(A) m;—l,—t<——-————dT———>:xY——_rX.

Observons alors que

(4) z==rcosh, y=—rsinf;

nous aurons

zdy — ydx = r*d9,

et la formule (A) se réduira a

2 —_— .
m t<r [>_xY—]Xa

c’est-a-dire, en vertu de (3),

o=z2Y—yX,
ou bien

X

Les composantes X, Y étant proportionnelles aux coor-
données x, y, on en conclut que la force qui sollicite la
planéte passe par Porigine, c’est-a-dire émane du Soleil ;
en désignant alors par ¢ cette force, on pourra poser

X =¢cos6, Y —=gsind,

o étant regardé comme positif dans le cas ot la force est
répulsive, ct comme négatif dans le cas ou la force est
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attractive. Les équations (1) deviennent alors

d*x

m pr p cosd,
d? R

m d_t{ = ¢ sinb.

Multiplions la premiére équation par
dxr = drcosf — rsin6d8,
la seconde par
dy = drsinf -+ rcosf db,

et ajoutons, Nous aurons

dz d. d’yd
m & dx —+d’yay

oy = gdr.

En remplagant x et y par leurs valeurs (4), cette formule
devient

m | r2df? 4 dr?

—_—d ——————— = odr.
(B) 2 de per
On simplifie un peu le calcul occasionné par ce change-
ment de variables, en observant que d*xdx + d*ydy est

la différentielle de é (dx®+ dy?), c’est-a-dire de la moitié

du carré de I’élément de I'arc dont Pexpression en coor-
données polaires est r*d6* + dr’.

Dans la formule (B), remplacons dt* par sa valeur
rde:

— déduite de (3); nous aurons

m ride* -+ dr?
¢? —; dW == (p(ll’,

2 2
”'"d(l +i‘fi>:?dr.

ou bien

r? ri dp?

2
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* I

d-

Observons enfin que — —I— ar est égal a ", il viendra

r: db df

1 2
ctm 1 7

(G — —_— — adr.
(€) 2 r: B db ¢

Or de la formule (2) on tire

11 .
— =< (1—ecosf),
rop
et, par suite,
1 2
d -
1 r 1 ;
—+\ — ] =—(1—2ecosd + ¢*}.
r? do Pt

La formule (C) devient ainsi

ctm

d(1— 2¢cosb + ¢?) = gdr;

‘2]/2
d’ou Ton tire
etm d df

(D) go:z—pzd—o(l—-zecose—ke’)d——r-

I.a formule (2) donne

dr — epsinf riesind

dg  (1—ecosbp P

La formule (D) devient alors

*m d
——LIZ?- ~— (1— 26050 4 ¢*) P
2pt db

© ==
H

¢’est-a-dire

ctm
(5) p=— 2
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La force qui sollicite la planéte est donc attractive et in-
versement proportionnelle au carré de sa distance au
Soleil.

Considérons maintenantune seconde planéte; soient m/

sa masse, 7’

sa distance au Soleil, p’ son paramétre,
€’ son excentricité, ¢ la force qui la sollicite; soient, de
plus, 2a et 24’ les grands axes respectifs des deux pla-
nétes, on aura

-
(6) = ;« ,).7?7 ’

¢’ désignant une nouvelle constante. Or les aires totales
des orbites des deux planétes sont

Ta? \/T::;i et 'n(l'z\/‘l_.—-- ¢
on a done, en vertu de la seconde loi de Képler,

¢ watyi1—
P I
¢ maJi—e*
S

T et T/ désignant respectivement les temps des révolu-
3 )

tions des planétes m et m'. Les formules (5) et (6) de-

viennent ainsi

!

frra4(1—€'?) m

T// //’ PR :
Or, en vertu de la troisiéme loi de Képler, on a

T a»

e

Si Von élimine alors T et I entre les trois derniéres
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dquations, il vient

¢ 1—erm prtoa
Sil'on observe alors que p=a (1—e?) et que p'=a (1—¢%),

il vient
9 m r'?

o m rt’
ce qui prouve que les forces qui sollicitent les planétes
sont proportionnelles aux masses de ces planétes, en sorte

L m A
que le rapport de ¢ a = ost le méme pour toutes les pla-
nétes; en désignant ce rapport par k, on a

mk

g=
Cette équation, déduite pour la premiére fois par Newton
des lois de Képler, constitue ce que Llon appelle le prin-
cipe de la gravitation universelle.

En vertu de ce principe, qui n’est qu’une extension
légitime des formules que nous venons d’établir, deux
points matériels s’attirent proportionnellement & leurs
masses et en raison inverse du carré de leurs distances.

Avant d’aller plus loin, faisons un pas en arriére, et
discutons les résultats anxquels nous venons d’arriver.

Nous avons basé la Méeanique sur trois principes fon-
damentaux : le principe de l'inertie, le principe de 'ac-
tion égale et contraire i la réaction et le principe de
I'indépendance des effets simultanés des forces. Les con-
séquences déduites logiquement de ces trois principes,
appliquées aux observations astronomiques, nous font
découvrir les forces qui sollicitent les planétes; et, en
généralisant les résultats auxquels nous arrivons, nous
admettons qu’ils s’étendent & deux points matériels quel-
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conques. D’ott nous concluons la loi de lu gravitation
universelle.

Jusqu’ici rien ne vient justifier les hypothéses que
nous avons faites, si ce n’est peut-&tre la simplicité des
résultats auxquels nous arrivons. Mais nous voici main-
tenant en état de vérifier expérimentalement les prin-
cipes de la Mécanique dans leurs conséquences.

En effer, si la loi de la graviiation universelle est
exacte, la causc qui fait tomber les corps a la surface de
la Terre doit éire I"attraction de la Terre; or on constate,
a I'aide d’expériences délicales exécutées avee le pendule,
ct que nous décrirons bientdt, que Pintensité de la pe-
santeur varie en raison inverse du carré de la distance au
centre de la Terre.

La Luue obéit aux lois de Képler, la force ¢ qui la
sollicite et qui émane du centre de la Terre, est donnéc
par la formule (5)

- ctm .

= F,

Paccélération G due a cette force est donnée par la for-
mule

G= 6—2 .

pr
Or, en supposant 'orbite de la Lune a peu prés circu-
laire, on peut prendre p =r; ¢ désigne le double de
Paire déerite dans 'unité de temps; cette aire peut étre
, , mrtoy a4, , ,

représentée par - T désignant le temps d'une révo-
lution. On a donc

47:2)‘
G:»TZ

Or les mesures astronomiques font connaitre et T'; en
effectuant alors le calcul de G, on trouve un nombre
L 17
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sensiblement ¢égal & gp® 1 7, g désignant Paceélération
des corps qui tombent a la surface de la Terre et p le
rayon lerrestre.

Mais les caleals dont nous venons de parler ne véri-
fient que grossiérement les lois de Newton, et par suite
les principes fondamentanx de la Mécanique; du reste,
nous avons considéré les astres comme de simples points
matdériels, et les lois de Képler ne sont que des lois
approchées.

Les astronomes ont admis la loi de la gravitation uni-
verselle comme une loi rigourcuse; ils sen sont servis
pour déterminer les mouvements des astres en s’appuyant
uniquement sur les principes de la Mécanique ration-
nelle, et ils ont trouvé constamment les observalions
d’accord avec les résultats de la théorie. Clest suriout
dans cette concordance que on doit voir la confirmation
des principes de la Dynamique et de Ia loi de Newton.

IH. — DEMoNSTRATION THEORIQUE BGES LOIS DE KEPLER.

188. Prosrime. — Trouver le mouvement d’un point
sollicité par un centre fixe en raison inverse du carré de
la distance.

D’aprés ce que nous avons vu § 1, la trajectoire du
mobile sera plane, et si 'on prend pour origine le centre
fixe, et pour plan des xy le plan de la trajectoire, si de
pluc on désigne par r et @ les coordonnées polaires du
mobile, le principe des aires fournira une premiére équa-
tion du moavement

(1) rdl = cdt,

dr désignant I'élément du temps et ¢ le double de aire
décrite dans 'unité de temps.
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Soitmla masse du mobile, laforce qui le sollicite pourra

. , , km ., , . .
tlre représentée par -3 I'élément Qare de trajecioire
,

dtant \//'2([92—}— dr?, le carré de la vitesse sera

r2d§* - dr?

de

et le principe des forces vives fournira la seconde équa-
tion du mouvement

(2) dlm ar

2

= — — ([r;
r?

()’2{162 -+ (b"\) hm

A . . Am . .
— —, dr représente le travail de la force —- qui solli-
re r
cite le mobile, == dr désignant la projection de I'élément
de trajectoire sur la direction de la force (67). En inté-
grant Péquation précédente ct en désignant par b une
conslanie, on a
) r2do? 4 dr? 2k
(3) e 2k,
dt r
Du reste, en désignant par v, la vitesse initiale du mobile
et par r,, 0, ses coordonnées initiales, on a
2k
(4) b=—0vl — —.
T
Side (1) on tire dt pour substituer sa valeur dans (3),
on a
LAl 4= drt 2k

¢ = )
ridg? r ’
ou
- / )
d’l y
1 r 2k
c? — —_— _ b.
r: 174 4

17.
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Posant alors

(5) - =3z,

{z\?"
07[12—{—((—1;) J:zkz—{—b,
¢

on a

d’ot l'on tire

cdz

T

dG = i Ry ——————d
Vb +2kz— ¢z
Si r va en croissant avec 9, z ira en décroissant, et il
2 ?
faudra prendre le signe —; si r va en déeroissant, on pren-
dra le siecne 4. Prenons le sigcne —, la formule précé-
g 8 ’ I}
dente s’écrira

d’ou Von déduira,

etz — k
f == are €cos ~——rmmomm - 21

w désignant une constante. Cette formule peut s’écrire
Vbc: + kcos(6 — o) = ¢’z — 4,
. ol T
ou bien, en remplagant z par —»

c?

r—= S .
k + be' 4 ki cos( — w)

(6)

Cette équation représente une section conique, dont le

. e? T B 1
paraméire est — I'excentricité v Vbe*+ k%, et dont le
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foyer est & I'origine. Posons
‘ (: = a1 — &),
(7) ?

Vi =

En supposant, pour fixer les idées, e < 1, ce qui suppose
que la trajectoire soit elliptique, il viendra
alt—e?)
(6 bis) S Ut ) B
I+ ecos() — o)
Cherchons, maintenant, 'expression de r et de 6 en
fonction de t.
A cet effet, éliminons df eatre (1) et (3); de (1) on tire
cdt
dj — —-

r‘l

?

et, en portant cette valeur dans (3 ),

¢? <dr>2 2k
— ) ==+ b
r: dt r

On en déduit

r rt
(it:——_———'i—dr—— —r
2 A c?
S b 2E
r r

ou bien, en admettant que r croit avec ¢,

(8) dt— —— .,
\/br’—+—2/cr—c2
On pourrait intégrer cetle équation directement par les
I 8 | I
procédés ordinaires du calcul intégral, mais il est plus
simple d'introduire, dans la question, une variable auxi-
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liaire que nous allons déterminer par les considéraiions
suivantes : a la place de ¢ et de b, introduisons les con-
stantes @ et e; a cet effet résolvons les équations (7), nous
aurons
= ak{1 — &)

A\

(9) p— .

\ 4

L’équation (8) deviendra alors

rdr
[l! - — T o SoTITTTTT T LTI
k )
\/ — i ok — ak(1— &)
«
ou bien encore
a rdr

N

dt — \//

posons alors

a—r-dadecosu,

ou bicn

(10) r==al1—ccosu),

nous aurons
a R
dt — —+ \/ 7 (1— ccosujdu,
;
ou bien, en désignant par 7 unc constante,

/a®

(r1) t— = -/-}-(u—csinu),.

Cette formule renferme la troisiéme loi de Képler, car
aprés une révolution u a varié de 2%, et le temps d'une

’ . a®
révolution scra 27 \/f'

Lorsque ’on aura résolu I'équation (11) par rapport
a u, 'équation (10) fera connaitre . Il reste maintenant
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a calculer Vangle 6 en fonction de ¢, nous allons le calen-
ler en fonction u; pour celz, daus Péquation (6 bis), rem-
plagons 7 par sa valeur déduite de (ro), il viendra

I —¢*)
a1 — ecosn)—= o~ cos(0 2] ,

ou bien

¢+ cos(O —w)
cost == ——- -3
I+LC05\9— w)'

on en lre

1 —cose  i—e I—~cos'9——w',‘

| - cosu | I--c¢ 1 - 005(9—(»\

4
vu, ce qui revient an mame,

/14 ¢

(12) tang (0 — o)== \// — tdn" — u.

\71’—'

Cette formule fera connaitre 0 ¢uand on connaitra u. Et
Pintégration des équations du mouvement pent éire con-
sidérde comme terminde.

Nous avons adis que Pon avait ¢ < 15 51 'on avait cu
e >> 1 on n’aurait pas pu poser

r=—a(1— ecosu),

parce que le rayon » peut croitre ind¢finiment dans I'hy-
perbole. Nous laisserons aa lecteur le soin de faire I'inté-
gration dans ce cas; ceite intégration n’oflre, du reste,
aucune difficulté ; mais comme le mouvement elliptique
est celul qui se présente dans la théorie du mouvement
des planétes, nous nous y arréterons encore quelque
temps.

Voyons quelles doivent éire les circonstances initiafes
du mouvement pour que le mobile décrive une ellipse : on
a trouvé (7)

— LB R
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Si 'on a e <1 on aura une cllipse; or < 1 donne

be?
? -+ 1 < 1,
ou
])(‘2
PR
c’'est-a-dire
b << o.

On voit ainsi que c’est le signe de & qui fixera la nature
dela trajectoire; or on a trouvé
2k
b= Vo —
Ty
donc pour

2k .o -
02 < == la trajectoire sera elliptique,
7

k .
v 2k » » parabolique,
T
2k .
P2 > 2 » »  hyperbolique.

0 ,
Lorsque ¢ = v, on a un cercle, et alors 72 5 CLréant

constants, § croit proportionnellement au temps, le mou-
vement est uniforme.

Avrrétons-nous un instant au cas de la parabole. On a
trouvé, équation (6),

k ~+ Joc T Azcos(G—— ox)
Dans le cas de la parabole, c¢n a seulement

c?

T k{14 cos(6 —

\_/'
i

Si Yon reprend alors la formule (8)
rdl

|

dt == ———
\/bl + 2Ar—- c?
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et si 'on pose
02
[) ey -‘— ? b =0,
il viendra
P rdr

r= ==
1+cos(9—w,}, \/,4-(2,._[7)

et en désignant par t une constante

{(13) t—r:%(p—i—r) o2r—p-

Si, dans I'équation

; P
I re=——
(14) 14 cos(8-— o)
on remplace r par sa valeur tirée de I'équation des aires
r:df = cdt, il vient
:df

cdt — - !)-” .

[f-cos(8 —w)]

Si 'on pose 6 — w = 2¢, il vient

prdy
T 2cosy

?

ou

prsécty dd

I
—_ — 132 ’/2 P74 2.4
cdt— 5 cos] =P séc?ydy (1 + tang?d),

et, par suite, en désignant par o une constante,
1 1
c(t —a) = - p*| tangd + 5 tang®y ).
2 3 y
il
2
et, par suite, en vertude (14), § — w = 0 ou ¢ =03 donc
a = 7. La formule précédente devient alors, en rempla-

Pour 1 =1, on a r = < en vertu de la formule (13),

14

— 6 —
cant « par t, ¢ par \/pk et § par = o

, P 1 I LI
(15) t—T=7 \/% [tang; (0 — o) +§tang3;\9—m)]-
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IV. — APPLICATION DES FORMULES PRECEDENTES
AU SYSTEME DU MONDE.

189. Si nous admettons la loi de la gravitation univer-
selle, et si nous observons que le Soleil est incompara-
blement plus gros que les planétes, nous serons portés 4
négliger , dans unc premiére approximation, Pattrac-
tion mutuelle des planétes pour ne considérer que celle
du Soleil; enfin nous pourrons undgliger les dimensions
des astres et les regarder comme de simples points ma-
tériels.

Silon imagine alors un systéme 'axes passant par le
centre du Soleil, et de dircetions fisesy si I'on imagine
également un systéme d’axes fixes paralleles aux pre-
miers; si on désigne ensuite par M la masse du Soleil,
par m celle d'une planéie, par x, y, z les coordonndes
de la planéie prises par rapport aux axes fixes, par Z,
7, ¢ les coordonnées piises par rapport aux axes mobiles,
par Ig, Yo, Zo les coordonndées du Soleil, et par fTat-
traction cxercée par I'unité de masse sur N'unité de masse
placée a l'uniié de distance, on aura

|

-
(1) AT,

A

oV

X, =,

et, par suite,
(2) P

La force qui sollicite la planéte est, en désignant par r
sa dislance au Soleil,
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la projection de cette force sur 'ave des x sera

et, par suite, les équations du mouvement de la planéte
seront
d*x Mmfaxr—ux

_— PRI

drr T r: r
ou bien, en verw de (1) et (2),

d?E dtr,

-m
de® de?

.es ¢quations du mouvement dn Solet! son
[e tions d t dun Soleil i

g Cre  Momf e —mn
dr? re 7
ou
( A*x,  Mmf
] — - ot E
(4) M g

en ¢liminant xy, 54, z, entre (3) et (4),0n a

(5) ==

di? r

d*E (M~ m) f&

— R
Cette équation, qui est celle du mouvement relatif d'uue
plancie, monire que ce mouvement rclatif est le méme
que cclui d’un point attiré par un centre fixe en raisen
inverse du carré de la distance.

En effet, en désignant par &, v, { les coordonnées d'un
point par rapport a trois axes fixes, par (M —+ m) f un
coeflicient constant, et par r la distance de ce point &
Porigine, Taction d’un centre d’attraction placé a I'ori-
gine pourra étre représentée par

(M 4+ m)f

r)
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et la projeclion de cette action sera

)
d

(M +m)f (M +m)fE

r? rd

les équations du mouvement du point (£, #, {) seront done
bien identiques a (5).

Il résulte dela que Pon pourra appliquer aux planétes
dans leur mouvement relatif autour du Soleil les for-
mules du paragraphe précédent, a la condition d’y faire

(1) E=(M+m)f.

Ces formules sont

(2) ,.:_“—“__eL_,
I+ ecos (8 — w)
(3) r—a(1— ecosu),
(4) t—r:\/—[(u—esinu),
(5) tangé(e— w) = \/;—t—ztang é u.

On donne le nom de probléme de Képler i celui dont le
but est de calculer la position d’une planéte en fonction
du temps.

Rapportons le mouvement de la planéte a trois axes de
directions fixes passant par le centre du Soleil Ox, Oy,
Oz, le plan des zy étant celui de T'écliptique; soient zy,
yx, xz les traces de la sphére céleste sur les plans de
coordonnées, {18 la trace de 'orbite de la planéte sur la
sphére céleste, le point Q et le point diamétralement op-
posé sont les naeuds de la planéte. Soit A le périliélie,
c’est-a-dire le sommet de l'orbite le plus rapproché du
Soleil (I'autre sommet est aphélie).

Sil'on fait ¢t =1, les formules précédentes donnent
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u=o,r=a(1—e)et §=w;ainsi 7 est 'époque du
passage de la planéte au périhélie, w est I'angle que
fait OA avec la position de la planéte & partir de laquelle
on comple l'angle 05 en sorte que si I'on compte les
angles a partir de {3, » sera I'arc 2 A; ceci posé, soient

Qz — « la longitude du neeud Q,
¢ l'inclinaison de lorbite S,
PQ == la latitude de la planéte P,
Qx — L sa longitude,
= la longitude du périhélie,
v=10 —o=—AP.

L’observation fait connaitre ¢, 4, @, €, 7, t, et le temps T
de la révolutiony v porte le nom d’anomalie vraie de la
planéte, et u est 'anomalie excentrigue. Silon fait varier
§—mwdeoaan,uvaricdeoa 2w, etlaformule(4) montre

. las ~
unet — 7 variedeoa 2wy / —- Donc
q 7

/Iail

(6) zn\/-'/;:T.
La quantité

am N
(7) "= = \ v

est ce que 'on appelle le moyen mouvement; n(t — 1)
Vanomalie moyenne.
La formule (4) peut s’écrire

n(t—1)=u— esinu,
ou
w—n(t—n1)— esinu—=o.

Cette équation est une de celles auxquelles on peut appli-
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umer ta rormm e’c',‘an‘ran«”e' cile donne
quer la formule de Lagrange; elle d

. e
w==n(t—=z)4esinn(t —1) -
T

2Dsin7/1(t»—‘:') ...

et ) )
S D‘_‘ sinff{t—=)+....

+¥2 3.

Le symbole DY indiquant que I'on doit prendre 7 fois la
dérivée de la quantité qui suit par rapport & n(t — ),
ces dérivdes se pren(h'om facilement en développant
sin‘ 2 (¢ — t) en unc suite de sinus ou de cosinus de mul-
Upl(*s de n(t—rt); la formule précédente peut aussi
s'éerire

27, ) .aw, — ) ¢! D ,27 (e
= ——{f— T) + ¢SIn — - —{-ﬁ sin?—= lf—7) 4....
T T . T ¢

Le calcul des premiers termes de la série donne

27, . ., 2T I 5
= (=) —)—csxn-% (t—1) +(—2fsm 417 (t— )

c® 6rlr— om(l— 1)

4- =1 3sin Omit—x) sin 2744 *)
3 T T
et . 8m{e— o . 4wt —r7)

4 =1 asin —— o — LRGSR ML e
()[ T sin T :I—{—

Lorsque u sera connu, les formules (3) et (5) donneront
ret v =0—w. Lasérie précédente est convergente pour
toutes les planétes. Laplace a démontré cette proposition
pour la premiére fois dans un des suppléments de sa Méca-
nique céleste ; mais il n’cxiste pas, je crois, de démons-
tration plus simple que celle que J’ai fait connaitre dans
mon T'raité des Résidus. Quoi qu’il en soit, la formule
qui précéde n’cst pas assez convergente pour pouvoir étre
appliquée avec succés aux planétes dont D'excentricité
est un peu forte. Lorsque I'on aura calculéd v =0 —o

et 7, le triangle sphérique PQQ ( fig. 35) donnera

cos2Q —cosQPcosPQQ,
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ou bien
(8) c0s {2 — LY== cos (AQ -+ ) cosy.
§i du point A on méne Vare AH perpendiculaire & Q43,
on aura Hx = @, et, par suite,

cosQH == cosQ A coso,
Cest-a-dire

‘9) €0 [z — &' == cos4LA cosg.

Fig. 35.

De la formule (9) on conclura QL A, etde la formule (8) L:
le triangle PQ {2 donnera cnsuite

tang ) = tangosin (« — L,

et fera connaitre 2.

V. — MASSE DES PLANETES.

190. Soient m la masse d’unc planéte, m’ celle de son
satellite, M celle du Soleil; soient a et a’ les demi-grands
axes des orbites de la planéte et de son satellite; soient
enfin T et T'les temps des révolutions de ces deux astres :
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on a trouvé [formule (7)]

o A
-'——___“ -
T ad

et, en remplagant & par sa valeur (1) du paragraphe pré-

cédent,
2x _ [f(m 4+ M)
T=V o
ou bien
471'7(13
Sm+M)= T
On a de méme
4rwra’®

S{m+m)= TR
4’0l 'on déduit
m -+ M asT’?
m-+m ~ a?T*
On peut négliger m’ vis-a-vis de m et M, on a ainsi

N M a’T”?
I —_ T
m a®T?

Dans cette formule on connait @, a’, T et T’, on peut

M
donc calculer le rapport —.
m

VI. -_— B]OUVE]\IENT DES PROJECTILES DANS LE VIDE.

191. Prosrime. — Déterminer le mouvement d’un
point pesant lancé dans une direction faisant un angle «
avee Uhorizon, avec une witesse v,

Prenons pour axes desy la verticale ascendante du point
de départ, ct pour axes des x ’horizontale du point de
départ située dans le plan vertical qui contient la di-
rection de la vitesse initiale.
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Le mobile ne sortira évidemment pas du plan des xy.
On peut, du reste, s’en assurer par 'analyse, en prenant
pour axe des z I'axe perpendiculaire aux axes des x et
des y; en désignant alors par x, y, z les coordonnées du
mobile a 'époque #, et en observant que la seule force
qui sollicite le mobile est Ja pesanteur, les équations du
mouvement seront (172)
d'x d?z iy

@ =0 T aE TS
g désignant I'accélération duc a la pesanteur. La seconde
équation intégrée donne

2= a -+ bt;

les constantes a et b devront ttre déterminées par les con-
ditions
z==o0 pour t==o,
dz
2 —© pour t=o,
ce qui donne
a=o et b=o.

Ainsi z reste nul pendant toute la durée du mouvement,
ce qui prouve bien que la trajectoire est plane, ainsi que
nous ’avions annoncé.

Les seules équations a considérer sont donc

d*x

M P
dy

(2) =&

En intégrant une premiére fois I'équation (1), ou a

dr
— COISt.

—dj‘.;
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Si 'on fait ¢ = o, le premier membre s réduita v cosa;

on a donc

dr
-— — 9 COS%.
dt

Si I'on intégre de nouveau et si 'on observe que,
pour t = o, x se réduit a zéro, il vient

(3\ x = vl COS .

7
Fu intégrant I'équation (2) et en observant que, pour
dy , R .
t=o, - est égal a vsine, on a
£

{
A sinx
ot

gt.

En intégrant cette formule et en déterminant la con-
stante, de telle sorte que I'on ait y = o pour ¢t = o0, on
trouve

. ¢
(4) y=vsinza—g -3
(3) et (4) sont les équations finies du mouvement; en
éliminant le temps, on aura P'équation de la trajectoire

2

Pr ing

(5 - —xtango — g —
) J ° ® 217c0s’ 2

Cette équation représente une parabole dont Paxe est
vertical; les coordoundes de son sommet, c’est-a-dire
du point le plus élevé de la trajectoire, sont

ot v? sin’a
£E== — sInxcosx, «n = .

g 2

L’élimination de « entre ces deux équations conduit &
Ia relation

2

209

B2+ 4n?—

= 0
o )
o
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qui montre que les positions les plus élevées que le mo-
bile puisse atteindre pour la méme vitesse initiale, sous
diflérents angles de projection, est une ellipse dont 'or-

0‘2

donnée maxima, n=—; correspond a 'angle & = 0. On
2 o
o

a aussi

S v

—=2colyga,

et Pon voit ainsi que le lien des positions les plas élevées
que puisse atteindre le mobile pour un méme angle de
projection et avec des vitesses initiales variables est une
ligne droite.

R . . v? cos?u
Le paramétre de la trajectoire est ———: les coor-
b o d
o
données du foyer sont donc
) o v,
E=—=-—sinzcosx, #==-— (sin®e — cos®«);
(O ’),g
I’élimination de « donne
‘,4
Byt ——
48

ainsi le licu des foyers des trajectoirves correspondant a
une méme vitesse est un cercle,

Toutes les trajectoires correspondant a une méme vi-
tesse initiale ont la méme directrice : Pordonnée de cetie

! .
directrice est ?—g cette quantité est la hauteur 4 laquelle
parviendrait le mobile, §'il éiait lancé verticalement de
bas en haut.

Cherchons enfin Penveloppe de toutes les trajectoirves
correspondant a une vitesse donnée. Pour y parvenir, il
faut éliminer « entre 'équation (5) et sa dérivée, ou, ce
qui revient au méme, éliminer p cutre I'équation

a? )
y=ap—g — (v+p)
18.
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et sa dérivée

ar?
O—=x — pg ;1 1
ce qui donne
4 x”
Y= =g —
28 2 p*

Cette équation représente une parabole dont Faxe est
. . o?
vertical, et dont le paramétre est é cette parahole porte

le nom de parabole de sireté, parce que, en dehors de
cette parabole, aucun point ne peut étre atteint par un
projectile partant de loxlrmm avec une vitesse v. En
dedans de la parabole de siireté, un méme point peut
ére atteint de deux maniéres différentes. En effet, 1'é-
quation (5), dans laquelle x et y sont deux quantités
donndes, est du second degré en tangz. Si I'on pose
tangae = p, on a

o

= pax— & T (-2
7 8 L { )
d’on

p ==
yZ gr

pour que Pon ait deux valeurs réelles de p, il faut que

ol — 20y — x> 0,
ou que
ET‘

§ o — 0.

i 28 2 ) vt =
Cette équation exprime que le point (x, y) est 4 Uintérieur
de la parabole de stireté : pour les points situés sur cette
parabole, il n’y a plus qu’un angle admissible.

La portée du jet est 'abscisse du point ou le projectile

rencontre I'horizontale du point de depart. Cette portée
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7
s'obtiendra en faisant y = o dans I'équation (5) de la
trajectoire ; on aura ainsi

X == 2¢°8In% COsz,

Cette portée sera maxima pour « = 45°. En cffet,
sin’a +- cos® o étant constant, sinz cos’z, et par suite
sine cosz, sera maximum pour sing == cos«, ¢'est-a-dire

pour a = 45°.

VII. — MouvVEMENT D'UN POINT MATERIEL PESANT
DANS UN MILIEU RESISTANT.

192. Prosiime 1. — Déternuner le mouvement d’un
point pesant de masse m, animé d’une wvitesse initiale v,
Saisant un angle o. avec Uhorizon, dans un milicu dont
la résistance est proportionnelle & la vitesse.

La trajectoire du mobile étant évidemment plane et
verticale, prenons pour axe des y la verticale ascendante
du point de départ, et pour axe des x Phorizontale située
dans le plan de la trajectoire dirigée du c6té du mouve-
ment. Soient x, y les coordonnées du mobile & I'époque ¢.

Les forces qui sollicitent le mobile sont : 1° son
poids mg, qui est unc force verticale, et dont les projec-
tions sont o, — mg; 2° la résistance du milien. Cette

résistance, étant proportionnelle & la vitesse, pourra étre
, , ds ..
représentée par mk T k désignant une constante et ds
e

Pélément de trajectoire : la résistance du milicu se fait
suivant la tangenie et en sens inverse du mouvement.
Les cosinus des aungles qu’elle fait avec les axes sont done

de dr ct, par suite, les projections de la rési
_ - i s projec résis -
ds’ ds’ P ’ proj
ds dx dx o
— Zou~—Ahnr—— et—ﬂm-;}:;
1742 f

tance du milieu sont — Am
dt s 173
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par suite, les équations du mouvement deviennent, en
supprimant le facteur m,

dir dx
P77
Y,
der dt S°

Ces équations, intégrées entre les limites o et ¢, donnent

dr

— = — hx -4~ ¢ COS 2,

dt

dy by - osi ,
— —— ky -+ 0sina — gt
ar ) o

Ces équations sont lindaires et a coefficients constants;
leur intégration se fera par les méthodes connues, etl'on

aura
v COS
£ == -+ Ae“’,
vksinag + ¢ g
p— —ht 8 ..
y = ————=% - BT — T ¢
“ /\«2 k bl

les constantes A et B se détermineront en exprimant que
x et y sont nuls pour ¢ = o. On trouve ainsi

¢ COSe

0= 7 + A,
0= TL—-———~ Sil;::._*— & + B;
d’'oii I'on tire
— ()CZS&( (l -«e“’“),
y— vksi_r}; —+ 42_'(' —C’"'k')—i__l%

en éliminant ¢, on a I'équation de la trajectoire

ok sina + g g 1 < kx >
72 108 ’

= e T
vk cosa k
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Cette courbe est facile a discuter. On voit du reste que
la différence entre Yordonnée de la courbe et de la droite

vk sine + g

Y=k cos e

va en croissant, et que la courbe a unc asymptote paral-

de cet axe.

\ ) . ;o . ¥ CoSa
léle a Yaxe des y située a la distance 7

L’amplitude > du jet est donnée par la formule

vhsinae + g g / kx
0:-——§x+210g(1— >

9 cOSx k \ ¢ cosa

Prosrime Il. — Déterminer le mouvement d’un point
pesant dans un milicu dont la résistance est proportion-
nelle au carré de la vitesse.

En conservant les mémes notations que tout a I'heure,

, . .- , , ds\?

la résistance du milieu sera représentée par mk —
(¢

ses projections seront

ds\* dx ds dx ds dy
— mk (Z oy ot —
" <d5> s = aa TR w
en sorte que les équations du mouvement prennent la
forme
( d*zx o ds dx
(v de T dt dt’
Aty . ds dy
(2) e - Yda T

La premicére équation s’intégre immédiatemeut en di-

. dx . .
visant pﬂl‘ ?;‘7 on a ainsi

d'z»  dr ds

e tar - "ae

Dosumont auny
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d'ou
— = — ks -+ c.
dt

La constante se détermine en faisant t =0, ct l'on en
conclut ¢ =1 v cosx 5 par suite
. dx
(3) — == vcosaeh,
dt
Si dans I'éguation (2) on néglige d’abord le terme —
q ghig )
on trouve, en la traitant comme I'équation (1},
dy
(4 — == prcosa e
(4) w P ,
p désignant une constante; en faisant alors varier cette
constante, on a

dy dp .. i 115)
—=vcosx (Z-e — kpe™* — .

dt? dt

En substituant cette valeur dans (2}, il reste, réductions
faites,

P
voosy - e =—g,
ou bien
dp g i
(5) E_ - Y COSo e
Des équations (3) et (4), on tire’
, dy
(6) Rt
et des équations (3) et (5)
dp 8 ke
7) dz ~ vcosia e

Cette derniére équation est I'équation différenticlle de Ia
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trajectoire; on peut la mettre sous la forme

(.{E _‘if. g _..;g.,_ eks
ds dx v? cos*« ’
ou bien
- g "
d, 1 Zom e 2 S (g
pVT+p 0? cos?u ’
en intégrant, on a
; 3 s k
1 2 1V L = — T s,
pNY+ P 1T+ P+ p) ey

La constante ¢ se déterminera, de telle sorte que, pour
b ’

s =o0, on ait p = iang«. En désignant, pour abréger,

par — 9 {p) la fonction

_ e L o2 ] 52,‘
—elp)=[pVi+p +1{p+yi+p)—c] 225,
&
ou
P - 2kelcos’a
(8) —o(p)= Vit pidp ————
tang e 3

I’équation précédente s'écrira
(9) p(p) =e,
et les formules {3), (4), (5) donneront

dr v CoSa

- — pun— |

ar o (p)

dy prcosa

= =07,
@\ (p)

dp _ g .
dt — vcosa \/?(P)a

d’ott I'on conclura, en divisant les deux premiéres par la

urie UPMC Cote §4LAUTO 1




282 TRAITE DE MECANIQUE RATIONNELLE.

troisiéme,

(10) di — — dp o*costa
e(p) &

(11) - pdp vtcos’a
¢{p) &

(12) dt — — dchoso_c;
Velp) ¢

x, y et t se calculeront donc au moyen des quadratures.
En vertu de (8), ¢ (o) est nul; et, en verta de (12}, on
voit que dp et dt étant de signes contraires, p décroit
quand ¢ croit.

De I'équation (8) on tire

tang « ,
go ko2 cos?
¢ (p) :f Vi piap 2102,
- g

or on a, pour de grandes valeurs de p,
1+ p? vl
pe—=p L1 _—
] V. ! ap)’
6 désignant une quantité inféricure a Punité; on a donc,

en supposant p, = tange assez grand,

/7 _'po

P
Vi+ prdp ="—*2 (P Po):

Po

© désignant une quantité inférieure a 'unité; donc on
pourra écrire

tangee P2 ®
— [ V= S —p)
P
A désignant une constante; par suite on pourra poser

2 ko?cosx
—?(P)-——g’ [A+P+ (11—1%)],
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d'ou
1 g 1

o (P) ~ Jvtcos’a 2A +pi0(p — p)

g I '
= —2> | — 4T
kvicos?u (p* + )7

T’ désignant une série convergente ordonnée par rapport

] 1 . I
aux puissances de —» dont le premier terme cst en —-
14 P

¥
9 (p)
1

1
d.t:—z<;—, +T'>dp;

En portant cette valeur de dans (10), on a

ct, en intégrant depuis p = p, jusqu’'a p =,
I T\
== (%)

x et x, désignant les valeurs de x correspondauntes a
p =2 et p=p, T, représentant du reste ce que de-
vient T pour p = p,, cette formule prouve bien que x
est fini pour p = , et que la trajectoire a une asymp-
tote verticale.

Les équations (r0), (11), (12) peuvent s’intégrer lors-
que Pangle o est trés-petit, parce qu'alors p est lui-
méme trés-petit @ ce cas est celui que 'on rencontre dans
I’artillerie lorsqu’il ’agit du tir de plein fouet, car on n’a
a considérer que des portions de trajectoire dans les-
quelles p reste trés-petit, Dans ce cas, on a a peu prés

P —
—y(p)= V1 -+ prdp = p—tange,
. tang o
par suite,
dr — dp v?cos? o
19 Autuni 2

tanga —p g

dy = _rdp u’cos?a,
tangx — p g

g — _ beose dp
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on en déduit sensiblement

Yy =

=

et I'on reconnait que la trajectoire est sensiblement para-

bolique.

020053a< ¢ )
—— — tanga
gsina © g2l
v’costa )
——— (p*— tang’sz),
2gsinx

200082

T Vtanga — p,
8

- e D DO G
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CHAPITRE 1V.

EXEMPLES DE MOUVEMENTS DE POINTS ASSUJETTIS A DE-
MEURER SUR DES COURBES OU DES SURFACES FIXES.

I. — GENERALITES.

193. Nous avons vu au Chapitre I (3¢ Partic) comment
on met en équation le mouvement d’un point assujetti &
demeurer sur une courbe ou sur une surface fixe. S'il
s’agit d’une courbe, les équations de la trajectoire sont don-
nées; pour césoudre le probléme, il n’y a qu’une relation
a trouver entre le temps et les coordonndes : le théoréme
des forces vives fournit cette équation lorsque le travail
est une différentielle exacte. Nous allons examiner un
cas qui se présente souvent dans les applications, celui on
le point mobile n’est soumis qu’a laction d’une seule
force : son poids, dans ce cas, en prenant 'axe des z ver-
tical et dirigé de bas en haut, et en appelant m la masse,
x, ¥,z les coordonnées du mobile, v la vitesse, le théo-
réme des forces vives donne

‘}2
dm — = — mgdz,
2
ou bien
02
d 5 = — gdz.
En intégrant on a
02— p?
0 —— -
(1) =g (2 —3),
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z, et v, désignant la hauteur ct la vitesse initiale du mo-

bile. On en déduit

v__\/v z,,—z)

lorsque vy = 0, on a seulement

v=V2g(%—12),
ou bien

(2) v = VE?/:’

h désignant la quantité z,— z dont le corps est descendu.
Cette formule est d’un fréquent usage; % est ce que 'on
appelle la hauteur due a la vitesse v.

Les équations (1) et (2) ont encore lieu dans le cas ot
le mobile se meut sur une surface donnée; elles consti-
tuent une intégrale premiére du mouvement.

II. — MoUvVEMENT DU PENDULE.

194. Proprimel. — Un point matériel attache & un
fil inextensible et sans pesanteur est abandonné & lui-
méme sans wvitesse inittale. On donne Uangle d’écart,
c’est-a-dire Uangle 0, que fait le fil dans sa position
initiale avec la verticale, et ['on demande de détermi-
ner le temps que mettra le mobile pour descendre an
point le plus bas de sa trajectoire.

L’appareil idéal dont on propose de déterminer le mou-
vement est ce que 'on appelle un pendule simple.

Soient 8 Pangle que fait le fil avec la verticale au bout
du temps £, et 7 la longueur du fil. La vitesse du mobile

do .
au bout du temps ¢ sera — » - (On met le signe — de-
[¢

vant cette expression, parce que 8 décroit quand ¢ croit :
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d9 est donc négatif.) En appliquant alors la formule
v=y\agh

donnée au paragraphe précédent, on aura

db
(1) —r = V2g7{cosd — cosfy);
£

car Ja hauteur 7 dont le mobile est descendu est la dif-
férence des projections rcosf, et rcos@ du fil dans les po-
sitions qu’il occupe aux époques o et t. De la formule (1)
on tire

r d

dt — — —_—
28 \/cose — coseu

r

.y . . . T , .
En intégrant depuis { = o jusqu’a ¢ = 35 demgnant le

temps d’une demi-oscillation simple, ¢’est-a-dire le temps
que le pendule met pour devenir vertical, il faudra
prendre pour limite de 9, 0, et 0. On aura ainsi

V 20v[0 ycos@ — cos9,
1 /r 2 df
—T:\/_"f e ——y— o)
2 28 Jo \cos8 — cosb,

Pour effectuer 'intéeration, nous poserons
g )

ou bien

cosf,—1— b,
dz
cosf—1—1z, df —=-—z——
Va2z— z
Nous aurons alors

= b
(2) ST LfJ_,
Vaz— 2 \b—z

ou bien

=\ ()
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I
2

En développant <1-—§> 'par la formule du bindéme,

cette formule devient

/r bods 12  1.2[z\?
T:\/— S IR LLY )
§Jo bz — z 22  2.4\2
+1.3.5...(2n—1) z‘"_{_ )
2.4.6...2n 2) B
or on trouve, dans les cours de calcul intégral,

fb z'dz 1.3.5.. . (2 —1)
== br
o ybz—z 2.4.6...(2n)

la formule précédente devient alors

eI+ G2 )
() ()

L1
Or b n’est autre chose que 1-—cosf, ou 25in?—8,; on a
0 Py )

donce

” F1\: 0, 1.3\ . 6,

T=n~x - 1+(— sin? — 4+ | ——} sinf — 4, ..
g 2 2 2.4 2
0

Lorsque 6, est trés-petit, on a sensiblement

(3) T:ﬁ\/g.
o

Quand le mobile est arrivé au point le plus bas de sa tra-
jectoire, il a acquis une vitesse en vertu de laquelle il re-
monte 4 une hauteur égale a celle dont il est tombé, parce
que la vitesse redevient nulle quand le mobile repasse par
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la surface de niveau dont il est parti; or, daus le cas
actuel, les surfaces de niveau sont des plans horizontaux;
a cause de la symétirie, le pendule effectuera alors une
seconde oscillation identique & la premiére, mais en sens
inverse, et ainsi de suite. Le temps T que I'on vient de
trouver est celnid’une oscillation compléte. La formaule (3)
peui servir au calcul de g lorsque 'on connait T et 7
nous reviendrons sur cette question dans un autre Cha-
pitre. Nous allons maintenant étudier avec plus de soin
le mouvement d'un point sur un cercle fixe,

195. Prosrime II. — Etudier le mouvement d’un
point pesant assujelti a demeurer sur un cercle vertical

JSixe.

Prenons pour axe des y le diamétre vertical du cercle
et pour axe des x la tangente au point le plus bas; soit »
le rayon du cercle.

L’équation du cercle sera

(1) '+ y?— 2ry = o.

La scule force qui sollicite le point matériel est son
poids mg , m désignant la masse de ce point; la projection
de la force mg sur Vaxe est —ng, sa projection sur l'axe
des x est o0, en sorte que si P'on désigne par N la réaction
normale de la trajectoire et par 4 Pangle qu’elle fait avec
I'axe des x, on aura

/ ) drx N )
2 m - == COS A
N de? ’
dy .
13 m —= == — mg -+ Nsink.
'3) e 8

Si I'on multipliela premicre équation par dux, la seconde
par dy, et si 'on observe que

4) dr cos) -+ dysink = o,
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il vient, en ajoutant et en supprimant le facteur m,

) . dx dx 4 d*y dy
4 bis) P LN

oun bien, en intégrant,

1 dx? 4+ dy?

P— = — gy + const.

Pour déterminer la constante, on donnera la vitesse v,
correspondante a I'époque 7 = o, et la hauteur y, corres-
pondante a la méme époque. On aura ainsi, pour ¢ = o,

v: = — gy, -+ const.

En retranchant cette équation de la précédente, il
viendra

dx® + dy? v?
I . 0 — )
(5) a5 8y
Cette équation est la traduction analytique du théoréme
des forces vives; on aurait pu I'écrire immédiatement.
De I'équation (1) on tire

X = \/2ry—y’,

d’ou
Vary —y°
par suite,
72
(6) dx“*‘df?:df’;;__—yi;

en substituant cette valeur de da® + dy* dans I'équa-
tion (5), nous aurons

1

u

2 2
r Ly [

2

Sary =y d =gy —r)

2
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Cette équation fera connaitre y en fonction de t. On en
tire

dordy

2=y 2y — )

e g

et t s'exprimera en fonction de y au moyca des transcen-
dantes elliptiques. Toutefois, lorsque I'on se propose seu-
lement de trouver le temps d’une oscillation, on peut
supposer que v, = o, et I'équation précédente prend la
forme

=+ rd
dt — rey e

Vg (o — x)(2ry —57)

En remplacant alors y par rz et y, parrb, on a

28 \(b—z)(2z—2)

en intégrant alors depuis ¢t = o jusqu'a ¢ = = et depuis

SRR

z==0 jusqu’a z=~>0, on retrouvera la formule (2) du
probléme précédent.

Lorsque I'on aura calculé y cn fonction de ¢, cc qui se
fera, comme nous I'avons dit, au moyen des fonctions
elliptiques, dn obtiendra facilement x en fonction de ¢ au
moyen de 'équation (1). Pour calculer la réaction N, on
fera usage de la relation (2): a cet effet, on calculera

d’abord cosi. On a

,{ -
CcoSh =— )

\'/f{.z-2 -+ dy_"’

c’est-a-dire, en vertu de (6),
' —
coSh = - \/27'y—‘y“.

I’équation (2) donnera alors

I d'x I rdx
“N=roeor— —— — — —,
m de Vory —y: =« d¢

19.
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et 'on choisira le signe du radical de telle sorte que N
soit positif.

On met souvent 'équation du mouvement du pendule
sousune forme simple, qu’il est bon de connaitre : on prend
pour variable I'angle § que fait le rayon aboutissant au
mobile avec la verticale; alors on a

y=—r—rcosl, x—=rsino,
dy = rsinfdld, dr=—rcos6do.
L’équation (4 bis) peut s’écrire

dx?—+ dy?
AL A
4 2.de? 545

ou bien, en remplacant dx et dy par les valeurs précé-
dentes,

16 %0 .
(5} r?(—d(;—:—grsmedo,
c'est-a-dire

126 o
(6) {dl—!—'r’ismezo.

En intégrant I’équation (5}, on a

P deNy el
(=) — K > — = gr{cosf — cosf,,
' 2

~1

2 \dt

6, désignant la valeur initiale de . L'équation (5) est pré-
cisément celie qu'aurait fournie I'application directe du
théoréme des forces vivesy en effet, la vitesse du mobilc

AG . , [ dO\?® ) .
est 7 —, sa force viveest mr® { — ) 5 le travail de la pesan:
de t

teur — mg dy est égal & — mgrsinfdi: on a done
mr? df\
—d| =) =~ mgrsinfdb
2 ( dt) ° ?

>

équation identique a (5).
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L’équation (6) ne peut pas, en général, s'intégrer exac-
tement, la formule (7) en est une intégrale premicre,
mais 'emploi des fonctions elliptiques est indispensable
lorsque l'on veut continuer I'intégration. Toutefois, on
tire de (7)

(8) dt = —= 4 s

Vo? -+ 2grcosh — 2grcost,

et si, entre les données initiales, on avait la relation
03— 2 grcost,—2gr,
ou bien
I
4 grcos® 3 8= o3,
on en conclurait

dt — —
Vogr(i-+- cos@)

T d
d,zi\/: B
2 g cosz 0

c’est-a-dire, en intégrant depuis £ = o et depuis § = 6,

ou bien

g ( Z)
t__\/ logmng Z_%)

La formule (8) rend assez bien compte des diverses
circonstances du mouvement. Ainsi I'on voit que, au signe

. . . b .
prés, la vitesse angulaire — reprend les mémes valeurs
’ S dt

lorsque @ prend des valeurs égales, ou méme des valeurs
égales et de signe contraire. Cela résulte des propriéiés
connucs des surfaces de niveau (176), qui, dans le cas
actuel, sont des plans horizontaux. En intégrant la for-
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mule (8), on a
rdf

0
¢ :f N TS
0, \vi-+ 2grcost — 2grcosf,

Nous avons d¢ja fait observer que, si le mobile descend,
on doit prendre le radical avec le signe —, parce que 6
décroit quand t croit; quand le mobile monte, on doit
prendre le signe +-.

Partons avee le signe — et faisons § = 6, le mobile va
descendre, et, 6 décroissant, ¢ va croitre jusqu’a ce que on
ait§ == o. 51 I'on donne alors a 8 des valeurs négatives, le
temps continuera a croitre, et, comme intégrale prend
des valeurs égales quand on intégre de o a6 oudecoa—9§
au signe pres, il en résulte qu’a des intervalles de temps
également éloignés du moment ot le mobile a atteint le
point le plus bas de sa trajectoire, il se trouve & des han-
teurs égales au-dessus de 'horizon. S1 alors on a

ve — 2grcosfy<2gr,
le radical deviendra imginaire dés que
vs 4+ 2grcoshd — 2grcas0, > 0;
mais avant d’atteindre la valeur de 6 capable de satisfaire
\ ., ., . s N 0
i celle inégalité, le radical s’annulera, et I'on aura — =0
dt

La vitesse s’annulera, le mobile tendra i descendre en
vertu de son poids, et il descendra effectivement cn sui-
vant les mémes lois que dans le mouvement qui avait licu

tout a I'heure en sens inverse. Si au contraire

2 2O
vi— agreosty > agr,

le radical nc devenant pas imaginaire, le mobile conti-
nuera son chemin toujours dans le méme sens sans jamais
s'arréter, le mouvement sera périodique ct symétrique
par rapport au diaméire veriical de la trajectoire.
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Enfin, sil'on a
vl —ogreost —=a2gr,
le radical s’annulera quand on aura § = — . A ce mo-
119 . ’ A M
ment — sera nul, et le mobile s’arrétera au point le plus
p ’

It
haut de sa trajectoire. L’éguation (7) se réduit alors a

r/dgiz o
~{—1) =gcos
2 \cl[) & ’
ct 'on voit que § = —7 est une solution singuli¢re de

Péquation différenticlle du mouvement. On voit ainsi
comment une solution singuliére peut parfois se substitucr
# 'intégrale générale d’'un probléme de Dynamique.

1l est bon d’chserver que lorsque le point mobile ac-
quiert une vitesse nulle, ¢’est-d-dire Jorsque

0+ 2g7cosf — 2grcosf— o,
02
il est parvenn a une hautenr r(cosfd — cosf,) égale a2,
28
c’est-a-dire égale & celle dont il tomberait pour acquérir

sans vitesse initiale la vitesse v,.

III. — PENDULE ¢vCLOIDAL.
196. Prosrime. — Déterminer le mouvement ' un

point assujetti i demeurer sur une cyclo'l'(le située dans
un plan vertical : on suppose la ligne des points de re-
broussements horizontale ei la courbe située au-dessous
de cette ligne.

81 T'on prend alors pour axe des x la tangente au point
le plus bas de la cycloide, et pour axe des y la verticale
ascendante ; si I'on désigne, en outre, par rle rayon du
cercle génératcur, les équations de la cycloide pourront
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se mettre sous Ja forme
(1) x = r{m 4+« —sinu),
(2) y =r(1+4 cosu).
Si I'on désigne par x,, y, les coordonnées initiales du
mobile, par v sa vitesse initiale et par £ le temps, le théo-

réme des forces vives donnera immdédiatement une des
intégrales du mouvement :

ds e
(3) =\ T ag )
ds désignant I'élément d’arc parcouru dans le temps dt
(n°192). Nous tirons ensuite des formules (1) et (2)
dr = r(du — cosu du),
dy —= — rsinu du.
On en déduit
dx?4 dy?= ar*du*(1 — cosu),
ou bien
2r
ds*=—dy? —-
Y

ou bien enfin

for
ds :idyv —
¥

SiTon remplace s par cette valeur dans (3), on a

dy [ar S —
z\ 7= Vil

d’ou V'on déduit

/ ot

dt =+ d’
\/ (vo—+28Y0)y — 287" 4

On peut supposer le mouvement descendant : alors y
décroit quand t croit; il faut donc prendre le radical avec
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le signe ~—, et I'intégration fournira y en fonction de ¢:
on voit que I'intégration pourra se faire exactement. Nous
allous examiner un cas intéressant, c’est celui on l'on a

\

\ T 5 . .
v,= 0 et ou 'on demande le temps — d'une demi-oscilla-
2

tion. On a alors

T e /T
T :f \/_; 2,
2 o glry —r?)

ou, ce qui revient au méme,

ou enfin

(4) T=ony /L

Cette formule montre que les oscillations d’un point
assujetti a demeurer sur une cycloide sont isochrones,
c’est-a-dire que leur durée ne dépend pas de leur ampli-
tude. Si Pon se reporte 4 la formule qui fait connaitre la
durée des oscillations d’'un mobile assujetti & demeurer
sur un cercle (193), on voit que 'on a sensiblement

5) T== I,
(5) Vi

Pour les oscillations de faible amplitude, cette formule
coincide avec la précédente, si I'on observe que le rayon
de courbure dela cycloide est double de la normale, c’est-
a-dire 47 dans le voisinage du point le plus bas. 5i, en
effet, on remplace r par 47 dans la formule (5), on re-
trouve la formule (4), et Pon peut admettre que, le mou-
vement s’effectuant sur un petit arc de courbe, on peut
remplacer ce petit arc par son cercle osculateur.

On peut se procurer un véritable pendule cycloidal a
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Vaide d’un artifice ingénicux qui consiste i suspendre un
point matériel & Vaide d’un fil attaché au point de re-
broussement d'une cycloide égale et homothétique a celle
qu’onveutfairedécrirean mobile.Lefil dans le mouvement
d’oscillation s’enroulera sur la cycloide directrice, et le
mobile décrira la développée de cette cycloide, c'est-a-
dire une cycloide égale et semblablement placée.

1V. — TAUTOCHRONE ET BRACHYSTOCHRONE.

197. Nous venons de voir que le temps d’une oscilla-
tion d’'un pendule cycloidal était indépendant de I'am-
plitude de cette oscillation; en d’autres termes, le temps
employé par un mobile pesant pour parvenir d’un point
de la cycloide au point le plus bas est indépendant de la
hauteur dont on fait tomber le point; cette propriéié du
mouvement peut servir a définir la cycloide, ¢’est ce qui
va résulter de 'analyse snivaute :

Prosiime L. — Quelle est la courbe verticale que
doit décrire un mobile, pour qu’il meite toujours le méme
temps pour parvenir en un point O de cette courbe, quel
que soil son point de départ sur cette courbe.

Pour résoubre le probléme, prenons deux axes, i'un
horizontal, 1'autre vertical, dans le plan de la courbe;
soient x, ¥ les coordonnées du point a époque ¢, s 'arc
de courbe compté & partir du point O jusqu’a la position
occupée par le mobile & 'époque t; soient x, y, 5, les
valeurs initiales de x, y, s, on aura, par le théoréme des
forces vives (172),

d

—\2g(7o— ) ou
\/2g 70_.7)

ou bien, en désignant par T le temps employé par le mo-
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bile pour parvenir en O eten intégrantde o a T,

(1) F:f)n\& s

Posons s = ¢(y), nous aurons

o d
T= ?—(;}—’JA_Y__ H

V2glro—z)

enfin faisons

F=yoco8u, dy = — y,sinudu.

T f” o' {yocosu) yosinu du
-_ — p—— s
= a\gy,sintu

11 viendra

T
a2

ou bien

/5 (°
T — 5_3,_.9 f o' (yycosu)costudu.
Vg Jo

T devant étre indépendant de 5, sa dérivée par rapport
a y, sera nulle, et 'on aura

WA

o= /_)0 scosu)cosu —+ l,__ o' ( o COS 2t | } LOS ——I wdti.
VY9 _}’ W)
2\/)’0 2

Cette équation ayant lieu quel que soit y,, on peut iou-
jours prendre y, assez petit pour que le facteur qui mul-
tiplie cosfudu ne change pas de signe quand on fait
varier u (2 moins que la fonction ¢ ne soit indéterminée
pour y = o, ce qui n’offrirait aucun sens). On arrive
i cette conséquence, que le second membre de I'équation
précédente ne peut étre nul si le facteur en question
passe par des valeurs dillérentes de zéro. Donc

V709" (¥, cosu) cosu + L o (¥, cost) = o,
2¥Yo
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ou bien
2y09” (yocosu)cosu —+ o' (y,cosu} =o,
c’est-a-dire
o ds N ds .
Tay T ay T o
ou bien
d*s  ds 1
dy® " dy 2y
On en conclut
ds n k
Ay Ty
k désignant une constante.
On tire de 13 en élevant au carré
- (dz') k2
1 = —
dy ¥
ou
A»)
dr — \/}— —1dy,
ou enfin
/Ry Y,
X ==
V>
Remplacons
x par — z,

y par k*—y,

ce qui revient 4 un simple changement d’origine des

coordonnées, nous aurons

xﬁf\/ﬁhy &

ou
k2 1
_ — k? d
v > Ly

d
r__f S A - 2—— dy + =
Viy — vyt J By — 5 vy —y
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ou enfin

l2 A2 k?
z=— \ky — y* 4 5 arc sin <y — ;> Py - const.

&
S5i 'on remplace y — - pary, on a

B R 2y
r=— ————J”—l—;alcsmr—i—const

’ 1, - 1 . A‘z
¢’est I'équation d’une cycloide ayant pour rayon —.
2

198. Proprime 1. — Etant donnés deux points A
et B dans un plan vertical, déterminer une courbe situde
dans ce plan ct telle, que le temps employé par unmobile
pesant pour parcourir U'arc AB soit un minimum.

Si l'on fait passer deux axes par le point Ie plus bas B,
Iun vertical By, autre horizontal Bx, et situé dans le
plan de la courbe, le temps employé pour parcourir
Parc AB sera donné, comme dans la question précédente,
par la formule

& ds

T—= - —
0 \/25'(.9”0“.7)

Ty ¥y Sy Loy Vo S dyant la méme signification gue tout &

9

I'heure. Si lon falt varier la formule précédente, on ¢
tire

Py R

o ‘/ch )ﬂ ) [4)

ou bien

Jo Vagli+ ) (=)
En intégrant alors par parties, on a
T o x'd
dT= ——f z T s ,,.V<.,._.(.T)/7‘_,,\, .
o veg{ta) =0

V/
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En égalant & zéro le coefiicient de dx, on a

dzx : I dre\? \
;Z}: —2g I—{_((—[; ) (yO_Y);

/T o gk — )
dx — == dy ___gﬁg‘ (Yo )

ou

Si I'on transforme les coordonnées en posant

I
Fe— ¥ =01, _gA‘2 =ar,
oun a
/ g
dx —=2=d s
«ay \/ 2r — ’
on
do— 2V
Varyi— )
En intégrant, on trouve
Ji—r

=1k \/ary,— y} - rarcsin 2—— — const.
r

Cette équation est encore celle d’une cycloide. Les pro-
priétés dynamiques que nous venons de trouver ont fait
donner i la cycloide les noms de courbe tautochrone et
braclystochrone.

V. — EQUATIONS DU MOUVEMENT D'UN PENDULE SIMPLE
DANS UN MILIEU RESISTANT.

193. On n’est pas encore parvenu a intégrer le mou-
vement d’'un pendule dans un milieu résistant; mais on
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peut exécuter cette intégration dans le cas ou 'on sup-
pose amplitude des oscillations trés-petites.

Soient 6, V'angle d’écart, 81'angle que fait, 4 un moment
quelconque, le fil avec la verticale; r la longueur du pen-
dule, m Ja masse du point matériel pesant : le travail de la
pesanteur est —mgr sinf df; la résistance du milieu, pour
de petits angles d’¢cart, et par suite pour de faibles vitesses,
peut étre considérée comme proportionnelle a la vi-

9 . . ,
tesse r Z‘_ en sorle que son travail pourra ¢ire représenté
[¢

d db
N AL - e : .
par ree di, ou par — kr ((lt) dt. Le théoréme

des forces vives nous donnera alors

2 [ df 19
d. m’—(—~> = — mgrsin0df — kr (C > dt,
dt dt

ou, ce qui revient au méme,

db d*9 .o, d0k (dE
r%?ﬁ —i—gsme———f——( ) =0,

¢'est-a-dire

1129 g X k db
sin —=o0.
d T8 m dt
Si Von remplace sinf par 8, ce qui est permis, si  reste
trés-petit, nous aurons
(1) d’G " k d o0
1 — — + g0 =o.
"de m dt b
Pour intégrer cette équation, on commencera par ré-
soudre P'équation caractéristique

Dosumont auny

fene ot Mano Curie UPMC Cote 54 LAU 70 1



304 TRAITE DE MECANIQUE RATIONNELLE.

k A?
— =\ g
m m?
- or

Les valeurs de e seront généralement imaginaires; tou-

d’otut l'on tire

(2) «

tefois si m est faible, et si X, la résistance correspon-
danie a la vitesse de 1 métre par seconde, est considé-
rable, les valeurs de o pourront étre réelles; nous
distinguerons donc trois cas :

1° Les racines de ’équation caractéristique sont ima-

ginaires. Les solutions de I'équation (1) sont de la forme
%
—t
(3) 9=¢ *" (Acosut-+ Bsinpe),

v désignant, pour abréger, la quantité
/g A
\/ r 4m*r?
On déterminera les constantes A et B en exprimant que,

db ..
pour t=o0,0naf=>0, et — = o, oua ainsi

dr
6,—= A,
0 == — ‘ A+ Byp;
amr
d’ot: Fon tire
k8,
B ———.
2{}.”1/‘

L’équation (3) montre que le mouvement est oscillatoire,
mais que Vamplitude des oscillations tend vers zéro quand
t croit indéfiniment. Dureste, 'amplitude des oscillations
est facile & calculer. Si, en effet, dans (3 ) on remplace A
et 3 par leurs valeurs, on a

‘ _k, ko, .
(4) b=—=e *™" |8, cospt—+ sinu? )5
2}[«/71/’ ¥
Kt
b B fprmrr —
(5) o, AR s G,

(-l; - 4;/.1)1"1"‘
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. Iy . T 27 377
Si, dans la derniére formule, on fait 1==0, ~ “—s =510y
&

fl.
do ., . c
on trouve ~- = o. Ces quantités représentent les durées
a
successives de la premiére, des deux premiéres, des trois
premiéres... oscillations : les oscillations sont done iso -
chrones, comme dans le vide; leur durée est

l ou : E—: ,{z— ou /r
e O TV T o Yy

si k est trés-petit. Si, dans la formule (4), on fait

27
120, —9 ey
pooop
on aura
kw 2k
by T ampr’
0:90, 9:_90‘? /.my./’ 9:90(3 2 pr
L
9= — By 2wl

Ces diverses valeurs de 6 représentent les amplitudes sue-
cessives des oscillations ; elles varient, comme l'on voit,
en progression géoméirique.

2° Les racines de l'équation caraciéristique sont
réelles; dans ce cas, 0 est de la forme

B Ae® + Be B
ctlona
A+ B=10, Aa-+Bf=o;

on en déduit

A Pl g 9
f—a o —
ou
0 — ﬁ 90 ([‘)e—‘“— ae—ﬂl),
—a
_@ — 0, (e=2!— e~dt),
dt a— B

Dosumont auny fene ot Mano Curie UPMC Cote 54 LAU70 1




306 TRAITE DE MECANIQUE RATIONNELLE.

On voit donc que o ne change jamais de signe; par sulie
que — gc} > signe;

G décroit toujours, et pour t = oo, on a § = o : dans le
cas actuel, le mouvement v’est donc plus oscillatoire.
3° Si les racines de I'équation caractéristique sont

égales, on a ]

—lt
G—=¢ 217 (A_%_B”’

et 'on déterminera les constantes A ¢t B au moyen des

formules
6,= 4,
A
0o——A -+~ B.
amr
Orn en conclura
S ke
0 =—=g,¢ " (14 )
amr
dh krr —- £ 3
—_— T — 60 I amr
dt fmir? ’

= Ve change jamais de signe, etf=o0 pour { =0 : le

mouvement est donc toujours de méme sens et finit par
s’éteindre pour f = oo .

Prenons maintenant un mobile en mouvement sur une
courbe quelconque. Soient s 'arcde courbecompté a partir
du point le plus bas; x, y les coordonnées du mobile a
P’éqoque ¢ : nous aurons, en vertu du théoréme des forces
vives, en observant que le travail de la pesanteur est
— g dy et que celui de la résistance du milieu est

ds
— k Eds,

ou
ds d’s dy ds p (ds)“
— : ,

"@ar T 8w a "\a
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ou
ds dy ds

M= ok — 0.
dr? © s de

Cette équation prendra la forme trés-simple et identique

avec celle des petites oscillations sur le cercle que nous

venons d'intégrer, si 'on a

dy s
ds  r

ou
. ds r
(6) =
dy s

de cette formule, on tire

d?s o r ds
dy? 5 cl)f’

c’est-a-dire, en vertu de (6);

d?s (Zs>3
—r— — | — .
dy? dy

dzx?

r/\)i? !b ?

On conclut de 13, en remplacant ds par \/1—{—

3
] d n drx\? . drx\?7’
r ([vy' 1 E) == — I+ ;Z; ] .

.
Posons -— = p, nous aurons
dy

K
i ii/i {1+ p?)?
Vg
Oou
d,
rp /) - d]}
(t-+pi)?
ou enfin

20,
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a désignant unc constante; ou, remplacant r par ar,

r dr\?
=1 —> ’
a -ty dy

r—a—y
dy = dz.
\/ a —+y 4 i

Cetie équation, que nous avons déja rencontrée, est celle
d’uve cycloide. Ainsi, dans le pendule cycloidal, les oscil-
letions, dans un milieu résistant, s’effectuent comme les

ou bien

petites oscillations d’un pendule circulaire : cetie propo-
sition, du reste, se vérifie, quelle que soit la loi dela ré-
sistance du milicu.

VI.— Dvu PLAN INCLINE.

200. Considérons un point matériel pesant de masse m
assujetti a demeurer sur une droite fixe faisant avee P'ho-
rizon un angle i et développant un frottement propor-
tionnel 4 la pression; et proposons-nous de déterminer
le mouvement de ce point.

Le probléme que nous allons résoudre est ce que Pon
appelle le probléme du plan incliné; il a servi, comme
P'on sait, a effectuer la premiére détermination approxi-
mative du nombre g.

Nous désignerons par x ’arc déerit par le mobile a
partir de sa position initiale. Nous prendrons pour axe
des x la droite donnée, et pour axe des y la normale a
cette droite menée par l'origine du mouvement. Nous
aurons alors, en désignant par N la réaction normale et
par fN le frottement,

m(%:mgsini—fN,

d?
m 4

=0=N — mgcosi,

det
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et nous devrons considérer f comme négatif dans le mou-
vement ascendant. En remplacant, dans la premicre
équation, N par sa valeur déduite de la seconde, nous

aurous
d*x

—d72—:g(sini—fcosi),

ou bien, en intégrant et en déterminant convenablement
les constantes,

xr = g £(sini — fcosi) + oy t.

2

Le mouvement sera donc uniformément accéléré, et 'ac-
céléralion sera

g (sini — fcosi),
ou, si l'on pose f'— tangg,

——
g $) (I (9)
CcOoSs¢
¢ désignant ce que l'on appelle Vangle de frottement.
Supposons d’abord ¢ négatif, le mouvement sera ascen-
dant, et comme l'on a

dr . sin (i — o) +
—_—— _— I
ds ~ ° cosg "
e mouvement s’arrétera dés que
sin(i — o
_,___(__‘2 —+ vy == O,
COS(?
ou dés que
— 1, COSQ

gsin{i—¢)
Il ne faut pas oublier que f est négatif et que — o est po-
sitif : donc la valeur précédente de ¢ est finie; lorsque le
mobile se sera arréié, o changera brusquement de signe.
Si Pon transporte alors Porigine au point d’arrét, I'é-
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(uation du mouvement devient

o
x =2 £(sini — fcosij,
2

on

Cette équation se réduit a x = o, et le mobile reste en
repos lorsque i = ¢ ou lorsque f = tang/; 'angle ¢ n’est
jamais plus grand que 7, parce que, le frotiement devant
s'opposer au mouvement, ¢ changerait de signe si le
point x devait se mettre a remonter le plan incling, ce
qui prouve que, pendant le repos, la valeur de ¢ doit
forcément changer si I'on a i == ¢, et, par suite, le frot-
tement au repos doit étre inféricur en général au frotie-
ment pendant le mouvement.

Lorsque l'on communique au point un mouvement
descendant, son mouvement est accéléré si i >> ¢, retardé
si 1< g, et uniforme si i=g; en sorte que, dans le cas
ot £ <@, le mobile s’arrétera et ¢ devra foreément de-
venir égal a 7 pour que le mobile reste en repos. ¢ est,
comme V'on voit, une fonction discontinue du temps;
ceite discontinuité rend assez difficiles les questions de
Dynamique dans lesquelles on doit faire intervenir le
frottement.

EXERCICES.

1. Trouver le mouvement d’un point m animé d’une vitesse ini-
tiale v, sollicité par un centre qui agit proportionnellement & la
distance, en supposant que le contre cn guestion s¢ meuve unifor-
mément dans le sens de la vitesse initiale ¢, du point 7.

II. Trouver le mouvement d'un point placé dans le plan d'un

cercle dont tous les éléments exercent une action proportionnelic a
la distance.

HI. Trouver le mouvement rectilizne d'un point altiré par un
centre fixe en raison inverse du cube de la distance.
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IV. Trouver le mouvement d’'un point sollicité par m: centres
fixes proportionnellement & la distance.

N. B. Le mouvement d’un point sollicité par deux centres fixes,
en raison inverse du carré de la distance, a occupé successivement
Euler ( Acad. Berlin, 1760), Lagrange ( Mcéc. anal.), Jacobi ( Crelle,
t. XXVII-XXIX) et M. J.-A. Serret { 7/icsc, 1847).

V. Un point matériel M se meut uniformément sur une droite D
{ou sur un cercle C); un sccond point M’ se meut uniformément
aussi avec une vitesse ¢gale ou inégale & celle du point M : on sup-
pose la vitesse du point M’ constamment dirigée vers le point M.

Trouver : 1° la trajectoire du point M'; 2° la forcce qui Poblige &
déerire la trajectoire (la trajectoire porte le nom de courbe de
poursuite),

V1. Trouver le mouvement d’un point sollicité par une force per-
pendiculaire & une droite fixe, et 1° proportionnelle a la distance
qui sépare le point mobile de la force, 2° ou proportionnelle & I'in-
verse de cette distance.

VII. Etudier le mouvement d’un point sssujetti 4 demeurer sur
un cercle fixe et sollicité par un point fixe proportionnellement a
la distance.

VIII. Trouver une courbe située dans un plan vertical telle, qu’un
mobile placé en M sur cette courbe ct abandonné & son propre
poids mette le méme temps pour parcourir I'arc MN de cette courbe
que pour parcourir la corde de cet arc, quelle que soit du reste
Pextrémité N de cet arc. (On doit trouver une lemniscate de
Bernoulli.)

IX. Un cercle O’ roule sur un cercle O extéricurement et en-
gendre une épicycloide. On suppose un point mobile placé sans
vitesse initiale sur cette ¢picyclotde, ct on demande de déterminer
le temps d’une oscillation effectuée par ce mobile, en le supposant
sollicité par une force émanani de O. On supposera d’abord la
force constante; on Ia supposera ensuite proportionnelle a la dis-
tance, enfin proportionnelle & Uinverse du carrd de la distance.

N. B. On trouvera un grand nombre de problémes sur les tau-
tochrones dans le troisitme volume des OEuvres de Lagrange, pu-
bliées par M. J.-A. Scrret (chez Gauthicr-Villars).

X. Soient F la force qui produit équilibre d’'un fil suivant une
courbe plane donnde, F' la force néeessaire pour entretenir le mou-
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vement d’un point matériel sur cetie courbe. Si les forces F et I’
sont parallcles, on aura
F = /¥’ siny,

% désignant un coefficient constant, et / 'angie que la tangente & la
courbe fait avec la direction de F et de 1. (PauL Serwer, Théorie
nouvelle géométrique et mécanique des courbes & doudle courbure.)

XI. Conclure, du théoréme précédent, que la chainette est la tra-
jeetoire d'un point matériel soumis & I'action d’une force proportion-
nelle a la distance du mobile & un axe fixe.

N. B. On trouvera, dans la Mccanique céleste de Laplace,
t. I, deux méthodes différentes de celles que nous avons données
pour trouver le mouvement d’un point sollicité par un centre
fixe, en raison inverse du carré de la distarce.

XII. Un point matériel pesant décrit une courbe verticale telle,
que le rapport 4 de la pression & laforce centrifuge soit constant. On
demande I'équation différenticlle de cette courbe. Intégrer cette
équation dans les cas suivants :

k= 2, O, 1 [
2 2
XII. Considérons une série de cyclotdes issues d’un méme
point A, situées dans le méme plan vertical, et ayant leurs bases
sur une méme horizontale, des points matériels de méme masse
partent simullanément de A pour décrire chacun une des cycloides
considérées; on demande le lieu de leurs positiens & I'époque ¢. Ce
lieu porte le nom de courbe synchrone. (JEAN BERNOULLE , Actes de
Leipsick, 1697.)

XIV. Déterminer le mouvement d’un point laneé sur un cercle qui
exerce un frottement proportionnel a la pression et a la vitesse.

XV. Un point mobile décrit sur une sphere une courbe qui coupe
tous les méridiens passant par deux poles fixes sous un angle con-
stant : trouver la force qui sollicite ce point, en supposant le mou-
vemeunt uniforme.

XVI. Un aimant tourne uniformément autour du milieu de la
droite qui joint les poles et déerit 2insi un plan; dans le plan de cet
aimant se meut une masse de fer de dimensions infiniment peltites,
assujetiies a rester sur une droite fixe. On propose d'étudier le
mouvement de la masse de fer (on supposera l'action de chaque
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pole constante, ¢t non pas, comme cela devrait avoir lieu, propor-
tionnelle & I'inverse du carré de la distance); on examinera le cas
ot la trajectoire exerce un frottement proportionnel a la pression.
On supposera aussi le frottement proportionnel a la vitesse.

XVII Trouver I'équation différenticlle de la brachystochrone dans
un milieu résistant.

XVII. Trouver le mouvement d’un point lancé avec une vitesse
donnée dans un milieu dont la résistance croit proporiionnelicment
a la distance & un plan fixe.

XIX. Trouver la brachystochrone dans le cas d'un point solli-
cité par un centre fixe proportionnellement 4 la distance.

N. B. Le mouvement des planétes, dans 'hypothése d'un milieu
résistant,, se trouve traité dans la Mécanique de Poisson et de
Lagrange.
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NOTES.

SUR LA THEORIE DES SURFACES.

201. Nous avons employé dans cet Ouvrage, et nous
emploierons encore, les équations

(1) x=acospsinG, y——bsingsing, z=—ccosb

pour représenter un ellipsoide; nous avons dit, mais sans
le démontrer, que ¢=const. et §==const. détermi-
naient deux séries de courbes, qui en leurs points de
croisement étaient tangentes a deux diameétres conjugués
de indicatrice.

Trois équations telles que

(2} z=f(0, 9), y=,1(0¢), z2=A(0,9)

déterminent unc surface dont I'équation en coordonuées
ordinaires s’obtient en éliminant 6 et ¢; 6 et ¢, égalés a
des constanies, représentent deux séries de courbes que
Von appelle lignes coordonnées. Une relation entre 8 et ¢

telle que
F(8, ¢9)=0

détermine une courbe tracée sur la surface. En effet, en
vertu des formules (2), 6 et 2 sont fonctions de x, y et z;
donc F = o équivaut a une équation entre x, y et z,
c¢’est-a-dire représente une surface qui, par son inter-
section avec la surface proposée, fournit une courbe.

Ceci posé, on peut énoncer les deux théorémes sui-
vants :
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1° La condition nécessaire et suffisante pour que les
deux équations

(3) 6 — const., o= const.

représentent des lignes conjugués, c'est-a-dire tangentes
en leur point de croisement a deux diamétres conjugués
de I'indicalrice, est

dx dy dz
40’ de’ Ao
) TD =
? dy dy
d’x dy diz
didy’  dody’  didy

Si l'on désire, en outre,” que les lignes (3) soient lignes
de courbure, il faudra, a I'équation (3), joindre la sui-

vante :

dr dr dy dy Iz dz
y()+( dz

(5) — — - Jé@_

[74] ([cP 35 (/q) 0

On vérifie sans peine que les valeurs de x, 3, z tirées
de (1) satisfont & I'équation (4).

2° La condition nécessaire et suffisante pour que les
équations (3) représentent des lignes asymptotiques,
c’est-a-dire tangentes en leurs points de croisement a
deux asymptotes de Vindicatrice, est que 'on ait iden-

tiquement

& do Ay ds

| do’  do’  do 49’ do db

{ dr dy dz . dx dy dz

| i — = _— —_ . = 0.
i dq;, do ch 0 € dcp, dq), dcp

G Ay dredy
et deT e dgt’  dyt dy
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Ces théorémes se démontrent de la facon la plus simple
en cherchant I'équation générale des lignes conjuguées
ou asymptotiques en coordonnées ordinaires, et en écri-
vant que cetie équation est identiquement satisfaite
quand on y substitue & la place de x, y, z leurs valeurs
exprimées en G et en 9. Les calculs sont un pen longs,
mais n’offrent ancune difficulié. Ces deux théorémes, que
je crois nouveaux, complétent les résultats obtenus par
Gauss dans ses Disquisitiones circa superficies curvas.
Les théorémes de M. Dupin se démontrent avee une sim-
plicité extréme en partant du premier de nos théorémes.

SUR LES APPLICATIONS GEOMETRIQUES DE LA CINEMATIQUE.

Nous avons vu (29) que le mouvement le plus général
d’un solide présentant un point fixe se ramenait & une
rotation effectuée autour d'une droite a laquelle on a
donné le nom d’axe instantané,

Supposons que le point fixe se transporte & infini;
tous les points du solide vont déerire des lignes planes,
et lc théoréme que nous venons de rappeler va se trans-
former dans le suivant, facile & démontrer directement :

202. Tutorkme 1. — TZoutes les fois qu’une figure
plane se déplace, sans se déformer, dans son plan, son
mouyement se raméne a une rotalion qﬁ‘ectue’e autour
d’un point fixe que l'on appelle centre instantané de
rotation.

Considérons une figure plane en mouvement dans son
plan. Soit AB ( fig. 36) une droite lie a la figure, soit
A’B’ la position occupée par AB lorsque la figure s’est
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déplacée infiniment peu; surles milicux de A A’ et de BB,
élevons des perpendiculaires; ces perpendiculaires PO,
QO se couperont en un point O situé i une distance finie

Fig. 36.

ou infinie, et il est bien évident que 'on aménera la
figure de ancienne position a la nouvelle, en la faisant
tourner autour du point O d’un angle égal 4 A’OA.

Or A’A est Pélément de courbe déerit par un point
quelconque de la figure mobile et PO est la normale a
cet élément. Donc :

203. TutoriMme 1I. — Les normales aux courbes dé-
crites par un point de la _figure mobile passent par un
point fixe qui est le centre instantané.

Si du point O on méne OH et OH’ normales, res-
pectivement, & AB et A’B’, on aura OH=O0H’' et
AOA'=HOH’; par suite, le point H viendra en H’
quand AB s’appliquera sur A’B’, et pendant le déplace-
ment H décrira un arc de cercle HH' tangent 4 AB et
a A'B/, et, par suite, H déerit 'enveloppe de AB. Donc :

204. Tutorime IlI. — Le point oit une droite AB de
la figure mobile touche son enveloppe est le pied de la
perpendiculaire menée du centre instantané sur cette
droite.
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205. Tutorkme IV. — Le point ot une courbe lide
a la figure mobile touche son enveloppe est le pied de
la normale & cette courbe passant par le centre instan-

tane.

Soient L le lien des centres instantanés dans le plan,
L’ la courbe liée a la figure mobile, lieu des points qui
coincident successivement avec les centres instantanés,
Il est facile de prouver que le mouvement de la figure
peut s’effectuer en supposant que l'on fasse rouler L/
sur L de maniére que tous leurs éléments viennent suc-
cessivement les uns sur les autres, ou, comme l'on dit,
en faisant rouler L' sur L sans glissement. Ainsi :

206. Tutorkme V. — Le mouyement le plus général
d’une figure dans son plan se raméne au roulement
sans glissement d’une courbe liée & la figure mobile sur
une courbe fixe.

La démonstration de ce théoréme est identique a celle
que nous avons donnée pages 32 et 33.

207. Trtorime VI. — Réciproquement, lorsqu’unc
courbe L roule sur une autre L sans glisser, le centre
instantané se trouve au point de contact des deux

courbes.

En effet, dans le roulement, le point de contact se dé-
place d’une quantité infiniment petite du second ordre.
Soit M’ le point de la courbe L' qui vient s’appliquer en M
pendant le roulement, O le point de contact actuel des
deux courbes; le déplacement du point M/ est mesuré
par MO >< angle M’OM; si MO est infiniment petit,
I’angle M'OM le sera aussi, et MM’ sera du second
ordre, comme nous I'avions annoncé.

Soit C’OC la normale commune aux deux courbes a
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'époque t; soient M'C’ et MC les normales infiniment
voisines, OC = r, ¢t O'C’ =7’ seront les rayons de cour-
bure des courbes L et L’ en O. Cherchons le rayon de

Fig. 37.

po v

courbure p de la courbe pu’ décrite par le pointp; soit p
la position occupée par p quand le point M’ est venu
en M : p’M sera la normale & pp' passant en p'. Mais
¢'M peut étre remplacé par p’M’, la distance MM’ étant
du second ordre. Soit T le point de rencontre de O et
de u'M’, on aura
pl'=p.
Soit de Vangle de contingence, on a

"B

=

(1) p=

:

Or pup” est Parc dont a tourné le point p; si I'on désigne

Op par n et le déplacement angulaire par w, on aura
(2) pr = ne.

Or l'angle » est I'angle dont tourne M'C’ pour venir se
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placer dans le prolongement de CM. On a done
ds ds
(3) o=C-+C0=—+ —,
r r
ds désignant la longucur commune des arcs OM, OM/'.
Si sur M’O et p’M’ on construit le parallélogramme

M'Ov, onaura
ds =T == pnOv.

Soit A le point ou Ov rencontre pu’. On aura, en ap-

P P ) P
pelant o Tangle pOC' = Ap/v que fait la normale & la
courbe pp’ avec la normale aux courbes L et L,

p'A=dscosp, uA—pup —dscosyp.
Or
A
pOA =d: = E]- ,
(A
ou, en vertu de la ‘ormule précédente,

!
—d.
%) de B ”scomp.

(1), (2),(3) et (4) donnent

n{r=" 4+ r=-1)
rot 't — i cosg

(5) p=

Si la courbe L/ avait é1é intérieure a L/, on aurait eu

n(r=t—r'—)

’ r

— ' — cos'p"
si L avait é1é intérieure & L, on aurait eu

n{r—'—r-1)

(7) P==

r’—'— 7' 4 np—icos
P

Les théorémes qui précédent sont d’une grande utilité
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dans la recherche des normales et des rayons de courbure
des courbes. Nous prendrons un exemple.

208. On appelle épicycloide la courbe engendrée par
un point M d’une circonférence L/ assujettic a rouler
sans glisser sur une circonférence tixe L. Si les circon-
{érences L et L' ont leurs centres d'un méme cété du
point de contact, I'épicycloide est intéricure; dans le cas
contraire, on dit qu’elle est extérieure.

Si la circonférence fixe L se réduit a uve droite, I'épi-
cycloide devient ce que I'on appelle une cycloide; si la
circonférence mobile sc réduit a une droite, I'épicycloide
devient une développante de cercle.

209. 1° Ceci posé, les théorémes Il et VI montrent
que la normale, en un point M de I'épicycloide, est la
droite qui joint ce point M au point de contact O des
deux cercles.

2° La tangente au point M est la droite qui joint le
point M au point diamétralement opposé au point de
contact O dans le cercle I/,

3° Le rayon de courbure de I’épicycloide est donné
par Pune des formules (5), (6), (7) du n® 207 (Théo-
réme VI), dans lesquelles » et r’ sevont les rayons des
cercles L et L. Dans le cas actuel, les formules en ques-
tion se simplifient, car n = 27/ cosg, et alors

nr
Pt
en convenant de donner des signes aux quantités p, ret 7/,
Ceci posé, on propose : 1° de donner une construction
géométrique du rayon de courbure, 2° de démontrer que
la développée d'une épicycloide est une épicycloide sem-
blable a la premiere.
1. 21
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° L’épicycloide est une courbe algébrique touies les
P1CY 8 q
r

- est commensurable. Si 'on prend

fois que le rapport —

7
pour axe des x la droite qui joint le centre des cir-
conférences L et I/ au moment ou le point O, décri-
vant Pépicycloide, est surla ligne des centres, la courbe
pourra étre représentée par les équations

7y 7 f'+r’
@ = (r-+r'}cosu — r’ cos =1,
r

"o T
y={(r-+r'ysinu —r'sin —— u
r
Dans ces formules, 7' aura le signe + si les circonfé-
rences r et 1’ sont extérieures, le signe — dans le cas
contraire; u désigne I'angle que fait la ligne des centres
avec I'axe des x.
Examiner les cas particuliersde r=ow0, 7’ =+ 0 ;
en déduire les propriétés de la cycloide et de la dévelop-
. r r
pante du cercle; examinerle cas de r/ = — -, 1/ = — Z;
2
dans le premier cas on a une droite, dans le second une
1Y 5

ellipse (*).

210. Merunoor pe Roservar. — Dans le Recueil de
divers ouyrages de Mathématiques et de Physique des
Membres de I’ Académie des Sciences publié par Gal-
lois, 1690, se trouve Fexposé d'une méthode pour le
tracé des tangentes aux courbes; cette méthode, due &
Roberval, a précédé la découverte du calcul infinité-

(*) On trouvera des détails sur ces sujets : 1° dans la Cinématique de
Bour; 2° dans le commencement du Calcul infinitésimal de M. Duhamel;
30 dans le 25¢ cahier du Journal de I’Ecole Polytechnique, Mémoire de
M. de la Gournerie; 4° dans le troisiéme volume des QEuvres de Pascal,
annotées par M. Drion (Librairie Hachette).
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simal.’Si I'on ouvre le Traité des fluxions de Newton,
traduit en francais (*), on s’apercevra facilement qu’au
fond la méthode des fluxions est I'étude d’un cas parti-
culier de la méthode de Roberval.

La tangente a une courbe n’est autre chose que la di-
rection de la vitesse d'un mobile assujetti & décrire cette
courbe. Si I'on peut décomposer cette vitesse en plusieurs
autres faciles 4 trouver, on construira facilement la vi-
tesse résultante, et par suite la tangente a la courbe en
question. Tel est le principe de la méthode de Roberval.
Newton, dans son calcul des fluxions, considére les com-
posantes de la vitesse suivant deux axes rectangulaires.

Nous ne ferons qu'une seule application de la méthode
de Roberval. Considérons une ellipse. Soient F et F'les

Fig. 38.

e

foyers, M un point de la courbe. Supposons qu'un mo-
bile décrivant la courbe soit arrivé en M a I’époque 7,
décomposons sa vitesse en deux autres, dirigées, 'une Mu,
suivant FM, 'autre, My, snivant MF’. Or on a

MF + MF' = 24,

2a désignant le grand axe. On en déduit

dMF  dMF
(1 o v Ta T

(*) NewrtoN, Métlodes des Fluxions et des Suites infinies. In-§; 1340,
Chez Gauthier-Villars Prix : 6 {francs.
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d’ou P'on conclut, au premier abord, que les vitesses Mu

. , JdMF  dMF
et My, respectivement égales a —eta

» sont égales;

par suite, la vitesse cherchéeest la diagonale d’un losange
ayant pour ¢dtés un rayon vecteur et le prolongement de
Pautre. On trouve ainsi que la bissectrice extérieure de
I’angle des rayons vecteurs est la tangente cherchiée.
Mais ce raisonnement, qui a éié appliqué par Rober-
val & Phyperbole, n’est pas juste, parce que I'on a admis

que u était égal a » Voici comment on doit présenter

les choses.

La vitesse cherchée MT est la résultante de deux
. dMF . .

autres : 1°la vitesse Mu = — du point M suivant I'M;
2° la vitesse de circulation uT du rayon M clle peut
dMF'

dt
et de la vitesse de circulation ¢T du rayon I'M. Mais
envertude (1), Mu= Mvy; les deux triangles rectangles
MuT et M¢T sont donc égaux comme ayant mémne hy-
poténuse ct un c61é égal. Donc MT est bien la bis-

aussi étre considérée comme la résultante de My =

sectrice extérieure de I'angle des rayons vecteurs.
c. Q. F. D.

EXERCICES SUR LA CINEMATIQUE.

N. B. On trouvera de nombreux développements sur I'é¢tude du
mouvement considéré indépendamment de ses causes : 1° dans les
Ouvrages de Cinématique de Bour ct de M. Resal; 2° dans la Thése
de M. Nicolaides, officier du Génie de 'armée hellénique ; 3° dans
divers Mémoires de MM. Mannheim et Ribaucour.

1. Lorsqu'une figure plane se déplace dans son plan : 1° il existe
toujours un point de cette figure dont accélération totale est nulle :
ce point s'appelle le centre des accélérations ; 2° le lieu des points
dont accélération tangentielle est nulle est un cercle; 3° le lieu des
points dont I'accélération normale est nulle est un cercle,
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II. Soit MJ I’accélération dun point M & I'époque £, M'Y’ son ac-
célération a I'époque £ + i, soit R la résultante de ces deux accé-
lérations; C% est ce que M. Somoff appelle l'accélération du second
ordre du point M.

Ceci posé, on propose de calculer : 1° les composantes paralléles
a trois axes rectangulaires de l'accélération du second ordre; 2° la
grandeur et la position de Ja droite qu’il faut composer avec l'ac-
célération relative et Vaccélération d’entrainement du second ordre,
pour obtenir Paccélération absolue du second ordre.

(SomoFF, Acad. de Suint-Pétersbourg : Mémoires sur les accé-
lérations des divers ordres.)

IIl. Considérons un systéme de points en mouvement, soit O
Pun d’eux; & ’époque ¢ autour du point O comme centre décrivons
une sphére infiniment petite. Soit A un point de la surface de cette

1 d.0A

sphére; portons sur le rayon OA une longueur OM égale & A "

le lieu des points M ainsi obtenus sera un ellipsoide.

IV. L’épitrochoide est la courbe engendrée par un point invaria-
blement 1i¢ a un cercle mobile qui roule sans glisser sur un cercle
fixe; quand ce dernier se réduit & une droite, 'épitrochoide devient
une zrochoide : ceci posé, on demande de construire la normale et
le ravon de courbure de I'épitrochotde par la considération du centre
instantané de rotation.

V. Un point M se meut uniformément sur un cercle avec une
vitesse a, pendant que le centre du cercle décrit une circonférence
d’un mouvement uniforme : prouver que la trajectoire du point M
est une épitrochoide; examiner le cas ol l'un des cercles a un
rayon infini.

VI. L’ellipse peut étre cngendrée par un point d’'une droite de
grandeur constante qui s'appuie sur deux droites rectangulaires.
Montrer que le centre instantané décrit un cercle, et que, par suite,
toute ellipse est une épitrochoide; en déduire un moyen de con-
struire le rayon de courbure de ellipse.

VH. Appliquer la méthode de Roberval au tracé de la tangente
a 'hyperbole, a la spirale d’Archimede, aux conchoides.

VII. Un angle constant a ses deux cdtés tangents & une courhe
donnée : mener la normale au lieu de ses sommets.
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IX. Une droite de grandeur constante se meut de telle sorte que
ses extrémités s’appuient sur deux cercles situés dans le méme
plan : étudier le mouvement d’un point quelconque de cette droite.

X. Lorsqu'un plan se meut dans l'espace, les plans normaux aux
trajectoires de ses points passent tous par un méme point du plan,
que I'on appelle foyer.

La trajectoire du foyer est perpendiculaire au plan mobile.

Le lieu des points dont les trajectoires sont situées dans le plan
mobile est une droite; cette droite est la caractéristique du plan.

Lorsque plusieurs plans passent par une méme droite A, le lieu
de leurs foyers est une droite B. Les plans qui passent par la

droite B ont leurs foyers sur la droite A.
(CHasLEs.)

FIN DU TOME PREMIER.
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ERRATA.

Page 17, avant-derniére ligne, au lieu de les projections de la vitesse,
lisez les droites qui représentent la vitesse.
» G2, ligne 5, au lieu de la résultante qui représente, lisez la résul-
tante des droites qui représentent.
» 107, derniére ligne, au lieu de appliquée au solide par le point O;
on, lisez appliquée au solide; par le point O, on.

aUu
» 199, premiére formule de la page, au liex de - lisez Ttl
» 204, formule qui précéde immédiatement la formule (2), au numé-
rateur, au lieu de sing cosg, lisez sing cosgp.
» 207, formule (4), rétablissez les différentielles dpp dt sous l'intégrale.

» 224, lignes 21 et 22, au licu de 4 la force centripéte et 2 la force
centrifuge. On, lisez 4 la force centripéte et a la force tan-
gentielle. On.
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