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THESE D’ASTRONOMIE.

SUR I’ATTRACTION.

1. On sait que le calcul de l'action attractive ou répulsive exercée
sur un point de Pespace par un systeme de molécules, se rameéne a
celui d’une certaine fonction qui, dans la loi naturelle, exprime la
somme algébrique des masses des molécules agissantes, divisées par
leurs distances respectives au point considéré. Cest cette fonction qui
a recu le nom de potentiel; nous la désignerons constamment par V.
Clest en passant par P'intermédiaire de cette fonction que les géometres
ont attaqué jusqu'a présent les problémes les plus importants que
leur présente la théorie de l'attraction; il importe donc d’en étudier
avec soin la nature et les propriétés.

2. Considérons en premier lieu le cas ou les masses remplissent
un espace déterminé. Soit donc

i
v [

dm étant un élément (xr, ¥, z) de la masse et 1 sa distance au point
considéré (a, b, c); X, Y, Z étant les trois composantes, on 2

X_dV _fdm(;x:——(l\

da re

o dv (/m(y—:b)
v=14 = [,

Z:ﬂ:f(/m(zf—(‘)"
de r

Si 'on remplace x, y, = par des coordounées polaires et qu'on
I..
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exprime dm au moyen des mémes coordonnées, les expressions pré-
cédentes deviennent :

V:fkrsin wdrddu,
X:fkcosusinudrdldu,
Y:f/csinzucos)\drd)\du,

Z:fksinzusinldl‘dkdzz.

Sous cette forme; on voit que les points situés a4 une distance infini-
ment petite n’apportent dans les intégrales que des parties également
infiniment petites, et, conséquemment, que le potentiel, ainsi que les
composantes, reste fini et continu, méme lorsque le point attiré fait
partie de la masse.

3. Lorsque le point attiré ne fait pas partie de la masse, on peut

. dX d*V e, . . .
obtenir ~o O ——en ditférentiant sous le sagnefla et I’on arrive alors
” ;

a la relation connue

AV AV dVo
(1) T A T =

Pour savoir & quoi est égale cette méme somme lorsque le point
attiré fait partie de la masse, considérons d’abord un corps sphérique,
auquel cas on calcule facilement V, et, par suite, ses coefficients
ditférentiels des divers ordres.

Dans ce cas,

V= znk}{”—%ﬂls(a2+b2+ c*;

on tire de la

g:-%nka, Z——b‘i:—%n/{b, Z—:j:—%n/{c,
ce qul montre que
2) %4—%—%%:—@&
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(5)
Lorsqu’on considére le potentiel de la sphere relativement a un point

extérieur, la valeur de V est la méme que si la masse était enticre-
ment concentrée au centre,

AR3
V:%Tc ?

p
dV __ 4 wkR'a
da — 3 AR
dV _ 4 = kRb
db 3 ¢ ’
AV i kR3¢
e — 3 @

dVv 4 hR(3a°— )
L Rl S 2

da* 3p
d*V 4 kB33 b — p?)
e
v 41:5'33(303—97)'
det 3e°

Ces valeurs, comparées aux valeurs intérieures, montrent ce que
nous avons déja remarqué, a savoir, que le potentiel et ses coeffi-
cients différentiels du premier ordre varient d’une maniere continue
en passant de Pextérienr & l'intérieur, tandis que les coefficients du
deuxieme ordre deviennent discontinus.

Si nous considérons actuellement un point faisant partie d’une
masse quelconque, et que nous imaginions une petite sphére conte-
nant ce point, le potentiel se composera d’une partie provenant de la
sphére et d’une partie provenant du reste du corps: la premiere partie
satisfera a ’équation (2), et la seconde a la relation (1); de sorte qu’en
considérant le corps entier, on aura

av &V v
da TaE T T AT

Lorsque le point est sur la surface méme du corps, chacun des
coefficients différentiels précédents a deux valeurs, une correspon-
dant a 'espace extérieur et I'autre a I'espace intérieur; d’ou résultent.
en les combinant, huit valeurs différentes pour la somme, dont deux
seulement sont & considérer, 'une égale a zéro correspondant a ¢z
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(6)
quion peut appeler la face extérieure de la surface, et Pautre égale «
— 4=k correspoudant i la face intérieure.

4. Considérons maintenant le cas ou les masses sont distribuées

sur une ou plusieurs surfaces. Si & est la densité variable, Ads sera la
masse contenue sur Pélément ds, et, par suite, le potentiel sera
V — Ia (1.\'
T A
Dans ce cas, comme dans le précédent, le potentiel reste {ini, méme
lorsque le point fait partie de la surface. En effet, si p est la distance
u point considéré a un point quelconque de la surface u plan tan-
gent, et § Pangle de ce rayon vecteur avec un axe tracé dans ce plan,
Iélément de surface du plan tangent sera p /o d9, et Pélément de la

(111(,(10
cos b

surface dont ce dernier est la projection » b étant Iangle de la

normale a I'élément considéré avec la normale a Vorigine, de sorte

Ve [T g s
- sy (1

LRE)

;[ne

ette intégrale ne peut etre infinie, puisque cos & et

RIREEN

ayant pour

limite Funité, Pélément reste fini.

5. Examinons maintenant commment varie 'action attractive ou re-
pulsive lorsqu’on traverse la surface. Considérons un point M sur la
surface et prenons intérieurement sur la normale une longueur infi-
niment petite MP; menouns en P un plan perpendiculaire qui sépare
de la surface le segment infiniment petit AMB dont nous allons cal-
culer Taction sur le point P. Cette action, décomposée suivant la nor-
male, est représentee par

N [

086
/o COS 't

hoétant la densité en M, s la portion interceptée sur la sphere avant
P pour centre et pour rayon P'unité, par un cone avant pour base
I'élément ds du segment AMB; 2 et € les angles que font les géne-
trices du cone avee la normale a Torigine et la normale & Pélément
considéré. La portion de la valeur cherchée. donnée par les valeurs
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7))
de o qui ditferent infiniment peu de go degrés, est nulle, comme on
peut s’en convaincre en mettant N sous la forme

2% [ A ) .
N‘:f 1-%-(#;(]9,
Qa o0 r

cosy 7

Y, p et @ ayant la méme signification que dans le numéro preécédent.
et y étaut la perpendiculaire abaissce de I'élément ds sur le plan per-
pendiculaire passant par P. % a une valeur finie dans tous les poiuts

pour lesquels 2 a une valeur différant infiniment peu dge o degrés,

el, par conséquent, ces points ne fournissent rien & la valeur de Pin-
cOs o

tégrale. Dans 'autre portion de Vintégrale, le rapport peut etre

cos &
remplacé par Punité dont il difféere infiniment peu, et Pon a alors

N = 2%A.

Quant aux composantes dans le plan APB , il est facile de voir quelles
se détruisent deux & deux. L’action exercée par le petit segment au

point M ést nulle, car le rapport f— a alors constamment une valeur

finie. Enfin, I'action en un point extérieur et infiniment voisin P,
est
N, = j o hdreos s
o cosh

2, différant infiniment peu de go degrés. Dans ce cas, pour la méme
raison que dans le premier, on peut se contenter d'intégrer jusqu’a
une valeur de o différant d’une quantité finie de go degrés et voir la
limite vers laquelle tend la valeur ainsi obtenue; on trouve, comme
précédemmient,

N, = arh.
Or celte derniére action est de sens contraire a la premicre; de plus.
Paction du reste de la surface et des autres surfaces, s’il y en a.
varie infiniment peu en passant de P en P, et reste de méme sens;
donc I'action décemposée suivant la normale varie brusquement de
4k en passant de l'intérieur de la surface a I'extérieur, de o= lors-
que le point arrive sur la surface, et de 274 lorsqu’il la dépasse.

Si les molécules sont disposées de manicre a wavelr aucune aclioy,
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sur Pintérieur, Yaction sera égale a 47k en un point extérieur tres-
voisin de la-surface; de plus, elle sera normale 4 cette surface.

Considérons actuellement une droite inclinée d’un angle 9 sur la
normale; soient p et p’ les actions de la surface entiére sur deux points
infiniment voisins de la droite précédente, I'un intérieur, l'autre ex-
térieur , décomposées suivant cette droite; soient R et R’ les compo-
santes normales de 'action totale en ces deux points; T et T' les com-
posantes de cette action suivant la perpendiculaire & la normale située
dans le plan qui contient cette normale et la droite considérée. On a

p=1Rcosf + Tsing,
pP'="Rcost + T'sin§,
d’ou
p—p =R —R)cosd + (T —T)sin§:
mais
R — R = 4=k,
A étant la densité dans les points voisins de la surface, et

T—1T,
donc
p—p =4nkcost.
6. Puisque l'action décomposée. suivant une droite (1) est repre-

, dV . , . L . e
sentée par —-» 1l résulte de ce qui précede que ce coefficient différen-

tiel varie brusquement de 4rnkoufnkcosf en passant ce I'extérieur
a l'intérieur. De plus, la composante normale en un point de la sur-
face ou il existe de la masse, n’est plus représentée par le coefficient

vcpr AV 4 - - o

différentiel ——~» mais par la valeur extérieure de ce coefficient dimi-
[(¥/

nuée de 2wk ou par sa valeur intérieure augmentée de 27 4.

7. Les principes précédents trouvent leur application dans la
théorie de P'électricité. Une masse électrique placée sur un corps con-
ducteur doit pour Yéqnilibre s’y distribuer de maniére & ce que son

action soit nulle dans tout Pintérieur; les coefficients différenticls
dV IV dV
da’ db’ de
entraine ¢ =o ’apres Péquation (2), c’est-a-dire qu’il ne peut y
avoir de masse dans I'intérieur du corps et que les molécules élec-

sont donc nuls ainsi que ceux du second ordre, ce qui

triques doivent seulement étre distribuées sur la surface avec une
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Adensité variable dépendant de la forme da corps et des influences
auxquelles il est soumis. I.’action exercée par un corps conducteur,
électrisé en un point extérieur-voisin de sa surface, est donc normale
a cette surface et proportionnelle i Ja densité électrique au point
considéreé.

8. Le calcul fait précédemment suppose que la surface ne présente
rien de particulier au point considéré. Je vais examiner le cas ou
le corps présenterait une pointe. Je suppose d’abord que la pointe
ait la forme d’un cone droit dont Pangle est §, et je considere ac-
tion exercée sur un point A intérieur sitné sur Paxe et infiniment
rapproché du sommet. Je meéne par ce point un plan perpendiculaire
a I'axe; P'action exercée par la portion de surface comprise entre ce
plan et le sommet est moindre que 2ne, = étant la plus grande den-
sit¢. Pour calculer Paction exercée par autre portion de surface,
considérons Pélément compris entre deux plans infiniment voisins
perpendiculaires & 'axe du cone; la composante suivant 'axe de

o sl (1 dli cos w
Paction de cet él¢ément est exprimce par '&H » { étant a

distance du sommet aux plans comptée suivant les géndratrices, o le

rapport entre cette distance [ et la distance du point A & la méme
tranche, rapport qui est toujours {ini et tend vers U'unité a4 mesire
que Pangle o se rapproche de § §; ¢ est une densité moyenne entre
celles des différents points de la tranche.

L0
2w sin — 7 dl
2

Considérons seulement —T._ et intégrons cette expresston de-
puis une valeur /; infiniment petite pour laquelle » a déja une valeur
diftérant d’une quantité finie de go degrés, jusqu’a une valeur /, finic.
mais d’ailleurs aussi petite que Fon veut; la valeur de Pintégrale est
27 sin (— 7 log ; c’est-a-dire infinie par rapport i v, valeur nioyenue

de ¢ cntu, les limites de Iintégration. Le résultat anrait encore oté

S o

. . . . < ¢ .
infini en intégrant la méme expression multipliée par —-, qui A
8 7
constamment une valeur finie entre les limites de Pintégration.
Ce résultat montre gne action de la surface contenant la pointe
conique ne peuat étre nulle sur les points intérieurs quautant qne la
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densité croit indéfiniment Jorsqu’on considere des points de plus en
vlus rapprochés du sommet. Si le cone était rentrant, la densité de-
vrait, au contraire, étre nulle au sommet. Si le cone n’était pas a base
circulaire, Vaction calculée précédemment serait évidemment plus
grande que celle gui se rapporterait 4 un cone droit dont Vangle avec
I’axe choisi arbitrairement serait égal & 'inclinaison maxima des tan-
gentes, et dont I'épaisseur pour chaque tranche serait égale 4 I'épais-
seur minima des points de la tranche correspondante, et, par suite,
infinie aussi.

9. Si Pon a deux systemes de points matériels M,, M,. M,,....

Ny, My, My ,..., que V et v soient les potentiels de chacun de ces svs-
témes en un point de 'autre, on a

EMV :Em\’,

car ces deux sommes sont composées identiquement des mémes
termes. Si chaque systéme est disposé d’une mamere continue sur
une ou plusieurs surfaces, les sommes précédentes se changent en

/wa%::fﬁVdg

ket K étant les densités correspon(lantes aux cléments s et 8.

intégrales, et 'on a

40. Si Pon suppose que le deuxieme systeme forme unc couche
homogene a la surface d'une sphere, on obtient, dans ce cas,

fvm:amm%+WV¢

R étant le rayon de Ja sphere, M, la somme des masses du premier
systeme intéricures a la sphere, et V,, la valeur du potentiel des masses
extérieures relative au centre.

V1. Si le potentiel de masses situces en dehors {un espace limite
e distribuces swr s szu/iu:(? o une valeur constante A dans une petrtic
de cet espace, cette valewr conviendra aussi aw reste e Uespace.

Car, si Pon concoit une sphere dont une partie, ainsi que le centre,
soit contenu dans la portion de Pespace ot le potentiel a la valeur
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constante A, on a, d’apres le numéro précédent .

fvfis — 4mR%A,

f(V-—A)('/s: 0,

V étant la valeur du potentiel sur I'élément sphérique ds et I'intégrale
étant ¢tendue a toute la sphere. Or cela serait impossible si V n’avait
pas la méme valeur A dans le reste de l'espace; car cette valeur serait
alors plus grande que A ou plus petite sur toute la portion de sphere

et, par suite.

extérieure, en prenant le rayon suffisamment petit.

Si le potentiel d’un systeme de masses a ure valewr constante dans
une partie de Uespace extérieur, cette valeur conviendra a tout 1’es-
pace extérieur et ne pourra étre que zéro, valeur qui convient a un
point infiniment éloigne.

? cos w s .. \ '
ok ¢tendue a4 tous les points

12. On sait que lintégrale /

d’une surface fermée, est nulle, égale & 27 ou enfin & 4=, suivant
que le point d’out émanent les rayons vecteurs r est extérieur sur la
surface oa intérieur. Si 'on multiplie par Pélément de masses du. et
qu'on fasse la somme pour tous les points d’une masse, on trouve

fP{/é‘: 4rM + 27N,

M étant la somme des nasses intérieures, M, la portion distribuée sur
la surface, P la composante normale considérée comme positive lors-
qu’e]‘.e est dil‘igée suivant la partie intérieure de la normale, comme
négative dans P'autre cas. Elevons une normale par un point quel-
conque de la surface, désignons par p la distance de ce point & un
point quelconque de la normale, distance que nous regarderons
comme positive & Pintérienr de la surface. On peat considérer le po-
tentiel comme fonction de p et de deux auntres variables servant avec p
a déterminer la position du denxicme point. P, d’apres le n® 6, peut
[¢

R . , . ANV . .
stre remplacé par la valeur extérieure de - diminué de armk; il en
(/)
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f‘” Is = 4=M

sst vraie dans tous les cas, M étant la somme des masses intérieures et

résulte que la formule

. . , . I7AY
de celles distribuées sur la surface, pourvu gue 'on prenne pour -
(/)
sa valeur extérieure. La formule précédente serait encore vraie en pre-
dv .
nant pour —— sa valeur intérieure, M ne comprenant alors que les
ap

masses intérieures, de sorte que, dans ce cas, lorsqu'il n'v a pas de
masses intérieures, on a

15. T diant un espace limite, g la force avec laquelle agissent sur
Iélément de volume d7T les masses situces en dehors de Uespace . ou
distribuces d’une maniére continue a la surface , on a la relation

AV N
fV o ds = — f{/ AT,

la deuxicme intégrale s étendant a tout le volume T, et la premiérc «
toute la surface qui le Limite.

En effet,
dV (l V dx dV dy AV dz
g —_— L
fv dp f\ \dx dp o dy dp Tz dp ) s ;

dV dzx dv
f\ e dl)(l"_ [V—d] dz,

en remargnant que

I

mais

dx
—=cosu et £ dscosu=cydz,
dp

u étant 'angle de la partie intérieure de la normale avec la partie posi-

tive de axe des &, ¢ ayant Ja valeur + 1 a Pentrée et la valeur —1 2
la sortie. Or

f V(” ]a':-:—f[<g) +V (;_:
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puisque
dvV
{I(Vlﬁ) ‘dV 2 _dry
= ()
dx dr dx?

Faisant le méme calcul par rapport a y et a z, ajoutant les trois inte-
grales, en remarquant que

TARE ARt {V\z .
(\j—j') i (,_j) + (,_) =g,

d*V d*V dv
da? + F T Oy

on arrive 4 la relation qu’il s’agissait de démontrer.

. C g dV
14. Dans le numéro précédent, les valeurs de o sont celles rela-
(/)

tives a Pespace intérieur; wmais, pour ces valeurs, puisqu’il n'v a pas
de masses intérieures, on Aa

* . dV
J A ds=o,
dp
A étant une constante quelconque; dougc

f(/'ldT: [(a—v) s

Par conséquent, si le potentiel a une valeur constante A en tous les
points de la surface, ¢ = o en tous les points de l'intérieur, ¢est-a-dire
qu'il y a destruction totale des forces dans tout 'espace, et, par suite,
la valeur A convient a tout cet espace.

15. Si le potentiel de masses situces dans un espace limite a wne
valeur constante A en tout point de la surface, cette valeur conviert
tout Uespace infini exterieur, si elle est nulle; dans le cas contraire,
le potenticl en wn point extérieur ne peut avoir que des valewrs de
méme signe et plus petites.

En effet, sile potentiel en un point extérieur O pouvait avoir une
valenr B non comprise entre o et A, on pourrait trouver sur chaque
direction partant de O un point oul le potentiel aurait une méme valeur
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C comprise entre B et A ou entre B et o, et 'ensemble de ces points
tormerait une surface fermée complétement extérieure a la premiere;
la valeur C convenant a tous les points de cette surface fermée, con-
viendrait également au poinf O, et Pon arriverait ainsi 2 une contra-
diction. D’apres cela, si la valeur A est nulle, il en sera de méme
du potentiei en un point extérienr quelconque. Le potentiel, dans
le cas ou A n’est pas nulle, né peut étre égal ni a o, ni a Aj car, si
de O comme centre, on décrit une sphére entierement extérienre &
la surface considérée, on aura, pour cette sphere,

>

j (V—B)ds = o,

B étant la valeur du potentiel au centre O. Cela ne peut avoir lieu
qu'autant que V =B en tous les points, ou que V soit tantdt plus grand
que B, tantOt plus petit. Le second cas est en contradiction avec la
premiere partie du théoréme lorsque B = 0 ou B= A; du premier il
résulterait que la valeur B serait nulle et conviendrait a tout 'espace
extérieur, ce qui ne peut c¢tre si A n’est pas o.

16. Si 'on fait fV s pour tous les points d'une surface sphérique

comprenant 'espace T, on a
fV(is = 4= RM,

M étant la somme des masses; donc V ne peut étre nul pour tous les
points de l'espace extérieur, que lorsque la somme des masses est
nulle. Ainsi, lorsque des masses dont la somme algebrique est nulle,
sont sitwces dans Uintérieur d’un espace limité ou distribuées d’'une
maniére continue sur la swrface, de manicre que le potentiel ait une
valeur constante en chaque point de cette surface, cette valeur ne peut
étre différente de zéro et s'étend a toit Uespace exterieur; d’ow il suit
que, dans tout cet espace, ’action des masses est nulle.

17. Les conclusions des deux paragraphes précédents sappliquent
a une surface non fermée, lorsqu’il n’existe de wasses que sur cette
surface. Alors tout point qui n’est pas sur la surface appartient a
espace extérieur.
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Dans ce qui va suivre, nous entendrons par distribution homogene,
une distribution qui ne comprend que des masses de méme signe.

18. Il existe un mode de distribution homogéne d’une masse M .
pour lequel la différence V— U a une valeur constante en tous les
points de la surface qui contiennent une portion de la mnasse et une
valeur plus grande dans les autres, U étant une fonction finie et
continue des coordonndes.

Considérons, en effet,

0= f(v — o) mds:

il existe une distribution homogéne pour laquelle cette intégrale a une
valeur minimum; pour la trouver, calculons la variation ¢, corres-
pondante & un changement infiniment petit ¢ dans la densité n; nous
trouvons

00 = 2‘/‘(V — U)pds,

en remarquant que, d’apres le n* 9, on a

fd‘V. mds :ny,a's.

[.a variation p. est assujettie & la condition

fp.ds: 0,

et aussi a celle de n’étre négative en aucune partie vide de la surface.
Mettant ¢'Q2 sons la forme

70 = zf(W — A) s,

W étant égal 4 V— U, et A étant une valeur constante comprise entre
la plus grande et la plus petite valeur de W, on voit facilement que,
si W n’avait pas une valeur constante dans les parties ou il y a de la
masse, on pourrait rendre ¢ Q négatif en prenant p. négatif dans une
partie de la surface ou la valeur de W est plus grande que A, et po-
sitif dans une partie ou W est plus petit que A. On le pourrait égale-
ment dans le cas ou W, étant constant dans les parties pleines. aurait
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une valeur plus petite en quelque point des parties vides. Daus le cax
de U = o, il ne peut y avoir de parties vides sur la surface; car,
d’apres ce que nous venons de dire, dans ces parties le potentiel
ne devrait pas avoir une valeur plus petite que la valeur constante
convenant aux parties pleines, tandis que le contraire devrait avoir
lieu d’aprés le numéro précédent.

19. Le mode de distribution précédent est d’ailleurs unique; car,
s'il y en avait deux, m et V ayant les valeurs mz, ei V, dans le premier,
m, et V, dans le deuxieme, le potentiel d une distribution dans laquelle

on aurait
me=m, — m,,

serait Vi, — V,; ce potentiel serait aussi constant, et la masse distri-

buée serait nulle. Cette valeur constante ne pourrait étre gue zéro. ot

. c s . s e odY

eonviendrait a 'espace intérieur et extérieur; d’ou résulterait —- nul
or

en un point quelconque d’'une droite qu(ﬁlconquc, e, par suite. I

densité
M, — M, =0, OU I, = n,.

. oV . ‘ . s ;o .
puisque — varie de 4=(m, — m,)cos%, en passant de extérieur %
- s
Pintérieur.
Les résultats précédents seratent les mémes st la masse était distri=
buée sur plusieurs surfaces, c’est-a-dire u’il existerait cncore une
distribution unique ne laissant aucune partie vide, et pour laquelie

le potentiel aurait la méme valeur en chaque point des différentes

surfaces.

20. Je dis maintenant qu’il existe toujours tn mode de distribution
homogene ou hétérogene de Ia masse M, occupant toute la surface et
pour lequel V — U est constante dans toute étendue de cette surface.
Fn effet, soient m, et V, les valeurs de m et V dans le mode de distri-

bution homogene correspondant aur minimum de | Vaods: soient m,
g 5 :
et V, ces meémes valeurs pour le mode également homogene corres-

pondant an minimum  de f“"—— 2:UYmedds. @ avant une valeur
| )
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constante quelconque. Soit un troisieme mode de distribution, dans

lequel on aurait

m,— m,

b=

le potentiel serait égal &

et la masse entiére serait nulle. V, est constant dans toute I'étendue de
la surface, et V, — :U dans la partie ou a lieu la deuxiéme distribu-
tion; donc, dans ces mémes parties, v — U a une valeur constante.
Supposons que ¢ tende vers zéro et que I'on fasse

= lim M,
p s

nous obtiendrons ainsi une distribution d’une masse nulle pour la-
quelle v — U a une valeur constante sur toute la surface, puisque :
tendant vers zéro, la deuxieme distribution se rapproche indéfini-
ment de la premiére.- Si maintenant nous prer:ons

m=n,+ .,

dans ce nouveau mode la masse sera M et le potentiel V, + ¢ aura
encore avec U une différence constante. On démontrerait, comme
précédemment, que le mode est unique.

Il y a toujours une distribution pour laquelle V. — U a une valeur
constante donnée; en effet, si nous prenons ia densité

m= o, [,
le potentiel sera
V=oaV,+ v;

la différence constante aV,+ v — U sera déterminée pour chaque
valeur de «, et, réciproquement, la valeur de « sera déterminée lors-
quon donnera la valeur constante que doit avoir le potentiel; la
masse sera déterminée, puisqu’elle est égale & « M, et deés lors il n’y
aura qu’une seule maniére de satisfaire a la question.

21. 1. Un systéme quelconqgue de masses extérieures a un espace

3
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peut étre remplacé, quant a son action dans Uintériewr de cet espace,
par une masse distribuée sur la surface méme. La masse a distribuer
reste indcterminée, et, pour chaque valeur de cette masse, il Wy a
gi'une solution.

Ou autrement :

Il y a toujours une maniére unique de distribucr une masse donnée
sur une ou plusieurs surfuaces, de maniére que son action fasse équi-
libre dans les espaces intérieurs a ces surfaces a Uaction de masses
distribuées d’une maniére quelconque extdérieurement.

2°. Un systéme quelconque de masses intérieures peut étre rem-
place, quant a son action extérieure, par une masse égale distribuce
sur la surface.

Ou autrement :

On peut towjours faire équilibre a une masse distribuce dans Uinte-
rieur de certains espaces limités, quant a son action sur les espaces
extérieurs, par une masse cgale et de signe contraire distribuce sur
les surfaces limites.

Ces théorcmes apparaissent comme conscquences immédiates du
numéro précédent, en considérant U comme le potentiel d’un systeme
de masses.

22. Considérons le cas ou U est constant; la surlace est alors une
surface d’équilibre, ¢’est-a-dire que la résultante des actions des masses
est normale en tout point de cette surface. La couche gui peut rem-
placer les masses que nous supposons intérieures est alors en méme
temps une couche d'équilibre; car le potentiel V de cette couche,
étant égal 4 U, est constant dans toute Pétendue de la surface, et,

, . dV .
par conséquent, de I'espace compris. Les valeurs de — 7 suivant la
normale, diftérant de 4my, la valeur intérieure étant nulle, tandis
que Pextérieure est égale a la résultante R des actions des masses

on a

. 1
R=4mny, dou J’:FR.
Telle est, dans ce cas, I'expression simple de Iépaisseur de la couche
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en chaque point. Si l'on remarque gue la résultante R varie en raison
inverse de la distance de la surface d’équilibre considérée 4 la surface
infiniment voisine, on reconnait les couches dont M. Chasles avait
donné la construction.

23. Le théoréme précédent n’est qu'un cas particulier d’un autre
plus général.

Soit une masse
M= m + m,;

considérons une surface de niveaw relative a ['attraction de cette
masse contenant dans son intérieur la portion m, tandis que m, est a
Uextérieur. Si lon distribue sur cette surface une masse egale a m
de maniére que Uexpression de la densité en chague point soit

I

R étant la résultante des actions de m et m, en ce point, la couche
ainsi formée aura sur les points intérieurs une action égale et con-
traire ¢ celle de mn,, et sur les points extérieurs la méme action que m.

En effet, il existe une distribution sur cette surface d’une masse
égale & m qui peut remplacer /n quant & son action sur les points
extérieurs; le potentiel de cette distribution est égal & celui de m, et,
par conséquent, la somme de ce potentiel et de celui de me, est con-
stante dans tous les points de la surface, et, par suite, de Pespace
compris; donc cette distribution a sur les points intérienrs une action
égale et contraire A celle de m,. Pour avoir 'expression de la densité
en chaque point, remarquons que les actions des masses /2 et m, sur
un point de la surface considérée ayant une résultante normale, leurs
composantes dans le plan tangent doivent étre ¢gales et de sens con-
traires, ce qui donne la relation

(1) Psin§ = P, sinf,,
g et G, étant les angles des actions P et P, des masses 2 et m, avec la
normale. Appliquant le théoreme de Laplace, on trouve

P(cosGcosf, —sinGsing,) — jrhcost, = — P,

3.
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ou, en tenant compte de I’équation (1),
Pcosfcos§, — P,sin*0, — frnkcosf, = — P,
d’our
1 I
k= In (Pcos@ + P, cos §,) = ER'

24%. Si la masse distribuée sur la surface de niveau, considérée dans
le numéro précédent, n’est pas égale & m et que la loi des densités
soit toujours la méme, c'est-a-dire exprimée par

24

3
dn

o étant un coefficient counstant et dn la portion de la normale com-
prise entre la surface de niveau considérée et la surface infiniment
voisine, les actions de la couche et de la masse m sur un point exté-
rieur auront encore la méme direction, mais seront entre elles comme
la masse distribuée sur la surface est 4 la masse intérieure m.

Les actions de cette couche ct de la masse extérieure m, sur un
point intérieur seront de sens contraire et dans le rapport de la masse
de la couche 4 la masse m,.

Si, sur une seconde surface de nivean contenant m ct laissant m, a
I'extérieur, on fait une distribution analogue d’une masse quelconque,
les actions de ces deux couches sur un point extérienr a P'une et a
I"autre seront de méme direction et dans le rapport de leurs masses;
il en sera de méme de leurs actions sur an point intérieur & 'une et
a Pautre.

25. La détermination du mode de distribution d’une masse dounée
sur une surface, de telle sorte que la valenr du potentiel & la surface
soit exprimdée par une fonction U, est dans la plupart des cas au-
dessus des forces de 'analyse. On peut cependant résoudre ce pro-
bleme dans le cas ou la surface est celle d’un sphéroide différant peu
d’une sphere. Soient ¢ la distance d’un point indéterminé de Ja sur-
face du spheroide au centre de la spheére dont il differe pen, R le
rayon de cette sphere; on a

g =R+ 7z),
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v étant un coefficient trés-petit et z une fonction de « et de 3., coor-
données angulaires qui, avec p, déterminent la position du point.

Nous trouverons I'expression de la densit¢ K en exprimant que la
oo dv | , .
différence des deux valeurs de ——a la surface est égale a4 4mk cos G,
p
§ étant I'angle compris entre la normale et le rayon vecteur.

Les deux valeurs de V a la surface sont exprimées par

(30 3 e ()
p P g
B + B { £ B.(2Y ...
b, + b, R ~+ Do R ?

A,, A, A, etc., By, B,, B,, etc., étant des fonctions satisfaisant i
Péquation aux différences partielles

adU;
(l[(l~ll'2) (Zu.] I d*U;
. i 4+ ¢

dp. 1— gt d)

+i(t+1)U;=0, cosu=p.

Or on doit avoir

1

(1) (4922 V=(1+v2)> U;
st 'on substitue successivement 2 V chacune de ces valeurs en y rem-

placant li’i par 1+ vz et négligeant les termes en 7, on trouve
U, +U,+U,... = A, +A, +A,... =8, +B,+B,...,

Uy-+U,+ U,... étant le développement de (1 + "/z)f?U, et les fonctions
U, satisfaisant a 'équation aux différences partielles. Comme nune méme
fonction ne peut étre développée ainsi que d’une seule maniére. il en
résulte qu’en négligeant les termes en 7%, on a

Ay=U,+7va,, By=Uy,—7b,,
A‘:U,—’—"/d,, B|—_—U,_7b|)
A‘.‘:UE—!—'}'[I"za BzzUz_'Yb‘.’v

Substituant dauns la relation (1), et négligeant les termes en 7, il
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vient
g+ a,+ a,... =+2(U,+30, + 5U,...),
+

by +b, + bo.. =32(U,+3U, + 50,...).

et, par suite,
as=1by, a,=b,, ay=1b,,.;
par suite, sauf les quantités en 7%,

B,=U,—7ya,, B, =U,—ya, B,=U,—ya,...

1? < - Arive ’ g 3 ﬁ. 1 oy~ .
Si I’on forme les deux dérivées, quon y lemplaceR par iz et quon

néglige les termes en %, il vient, apres aveir multiplié les deux mem-
3
2

bres par R(1+ yz) et remplacé A,, A, A,, etc., B,, B,, B,, etc.,
par leurs valeurs,

1920

haKRcosd(r+7vz) =U,+ 3U, + 5U,...
+ 7 (ae +a, +a,...)
— 573U+ 30, +50,...).
Les deux derniéres parties se détruisent, de sorte que

(r—+73)

K= (U 30,50,

ou

K :'—Z:%Z(UO—{— 30U, +50,...);

car (14 7yz) ~ peut étre remplacé par 1— 2z et cos6 par i. en ne
négligeant que des termes comparables a 2.

(MRS

Dans le cas d’une sphere exacte, p = o, et alors on a rigoureuse-
ment

K= U,+ 30U, -+ 50,...),

1
Rl
U,, U,, Uy, etc., étant les termes du développement de U.

Si nous supposons U égal a une constante G, nous devons retrouver
Iexpression de 'épaisseur d’une couche d’équilibre infiniment mince ,
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disposée a la surface du sphéroide que donne Laplace dans la Méca-

nique céleste. Dans ce cas, U,, U,, U,... sont les termes du dévelop-
1

pement de C (1 7:); ouC(i+ Lyz), desorte que si Zy+ 2, + £, + ...
est le développement de z, on a

Uy=C+ {7CZy, U, =4yCZ, U,=%,CZL,....

Si l'on substitue ces valeurs dans Iexpression de K, elle devient

¢ -+ —(/E—(— Tty 270y -+ 37,...);

K=
47R 4=k

or l’expx‘ession de Pépaissenr de la couche d’équilibre donnée par
Laplace est

, } RS : TURAY : TR\ 2 . )
R — R+ ,B“(?j _ IJZO+ME> _ ;Jz. + l<i> ~ ,i/}

. 1Y , _— . L .
Si Pon remplacei par 1+ p., p étant un coeflicient trés-petit, il vient,

en négligeant les termes en 1.2,
Rp+yRp(—Zy+2Zy+ 22y + 37,...);

cette expression devient identique & celle donnée plus haut, en pre-

nant o égale a _(}_
Ly /| ~R*

26. Je terminerai en démontrant, d'apres M. Liouville, que, (uel
que soit le nombre des surfaces, il n’y a qu'une seule manicre de dis-
tribuer des masses données sur ces surfaces, de sorte qu’il v ait équi-
libre.

Imaginons qu’il y ait deux états d’¢quilibre . les densités ¢tant repré-
sentées dans le premier ¢tat par les fonctions a, b, ¢, ctc., des coor-
données, et dans le deuxieme par les fouctions o', &', ¢/, cte.; il y en
anrait un troisieme correspondant anx densités

v=a—a. §=b—-0b, j—c—1 .,

pour lequel Ia masse serait nulle sur chaque surface.
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Or, pour tout point extérieur par rapport aux couches,

a4V a*v ad*Vv
= T o T

[ —

en étendant les intégrations & tous les points qui n’appartiennent pas

= 0;

donc

aux corps.
En intégrant une fois par parties, on obtient

f V< dy 1z+—(/xdz+—(/.xd]>

ST () (32 o

Comme V devient nul pour les valeurs infinies de x, y, z, les éléments
de I'intégrale double sont seulement ceux contigus aux surfaces des
corps. dw étant I'élément superficiel , %, i, v les angles de la normale
4 cet élément avec les axes, on a

dxdy = do cosv,
dx ds = dw cos 1.,
dy dz = dw cosd;

I'intégrale double devient

dv dVv dv i
V{-=cos) + - cosp + ——cosv) do.
dz dy ds )

Cette intégrale est nulle pour chaque corps en particulier; car elle

V.[;Trffadm,

en observant que V a une valeur constante pour chaque surface et

que

équivaut a

7 ; dv

d
— —— COS {1 -+ —— €08
e COos A + e COS 1. -+ v
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exprime I’action normale ou 4r«. Or

ffado) = o,

puisqu’elle exprime la masse; il reste donc

dv)\? dV\? dv\2~
JITGE) + (&) + (@) Jdedras=e.
ce qui exige que pour tous les points extérieurs on ait

av _ - av A
az =% T T T

053

ce qui ne peut s’accorder avec le théoréme de Laplace qu’autant que

la densité est nulle en chaque point. Donc
a=a, V=056, c¢=c,.

°?

c’est-a-dire que les deux distributions sont identiques.

Vu et approuve,
Le 26 avril 1851,

Le DovEx pAR INTERIM DE La FAcuLTE DES SCIENCES,

DUMAS.

Permas d’vmprimer,

L.e REcrevr pE 1’Acaptmic DE LA SEINE,

CAYX.

FEN
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THESE DE MECANIQUE.

SUR A DISTRIBUTION DE L’ELECTRICITE SUR DEUX SPHERES
CONDUCTRICES MISES EN PRESENCE.

Soient V' le potentiel de la couche située sur la premiere sphere, re-
latif aux points intérieurs, V” le potentiel relatif aux points extérieurs,
U” et U” les potentiels de la deuxieme couche. Les deux conditions né-
cessaires et suffisantes pour I’équilibre sont exprimées par

V' + 1" = constante, V" U’= constante,

pour tous les points situés dans Pintérieur de 'ine ou I'autre des deux
spheres.

Appelant y’ la densité électrique sur la premiere sphere, en un
point dont les coordonnées sont @, ¢/, ', on a

V_f[ asin 9 do’ de’ /‘[ "a* 1/u (/c\

— cos G = u'.

e ])Osant

. C , 41
Pour les points intérieurs. le développement de | st

L=t 1——9r T at T — i cosiw’ Vv S
N [uu + =t \rl—-.u. (,ossw—o)_,J-»#—;‘
= <U' + U, = +U + o= UL :ﬂ,..):
pour les points extérieurs.
, o’
: (U R (PR [ L
.-3 x y
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U,, U}, U,,..., U, sont des fonctions rationnelles par rapport a p’,

Vi— u'?cosw, Vi— p/?sin w’, et satisfont a4 Péquation aux diffé-
rentielles partielles

i 40
(I_‘U“ ) dp’ 1 40, ;
dp' - 1—#’*71:’2‘+rt(n+l)U":0'

Concevons, ainsi que cela est toujours possible, y’ développée en
une suite de fonctions analogues

Y =Yoot Feee F Fus

et rappelons que ces fonctions jouissent des deux propriétés suivantes:
27 —+ 1 ; ,
f 7Undp'de’ = o
0 -1

si k n’est pas égal a n,

arx “+ T . , , 47=
V/O‘ ‘[—‘l y"Und{‘Ldm:Q‘”_*_lfn?

7. étant ce que devient y, lorsqu'on y remplace p.’ et o’ par les
coordonnées 1 et o du point considéré. On obtient, par ces consi-
dérations,

n

V= 47’[(1[.70'1—;—(1]. +;—a_f2 +m‘)’”..:\a

N LA LI a" i
= | et T Ea e T e I P

ou, posant

axh

_70+§], +%y2... + o S =9 e X)),

V':Z;Tt[lgo ([J.,§>’ V":47;a’({)<p_, >
Z,

de méme, en posant
| . x} zr
'{({1‘{7‘1'4)_"0_’_?11_*__5' Zao.ue +§n+lcn...,

818

Zy + 2, + 2Z,... + 2, étant le développement de la densité 2z’ a la
surface de la deuxiéme sphere; p, et x, se rapportant au centre de
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cette sphére,
z, , 112
U,—_—'Aﬂ'b'.!) <‘U.‘,7>’ U = 47' (‘U«” jl>>

les deux équations de condition sont donc

a@(u,f) + 24 (p f) =k,

‘%p(p,g)—*— by <J|,zl> =g.

Une fois que nous aurons déterminé les fonctions ¢ et par les deux
équations précédentes, nous obtiendrons les densités par les deux

(1)

formules
d x)
y=ax W oy 2,
= 2.2, M—i— 4»\#-;,1' ),

a la condition de faire & = 1 apres la différentiation. Les fonctions y,

’

étant indépendantes de w, satisfont a I’équation

= Z]

7 +n(n+1)y,=o0;

or les coefficients du développement

-7

(t—2px +x?) =P, +Pyx+ Pyx*.. +P,a"..,,

qui sont entiers et rationnels par rapport a w, satisfont a la méme
équation; il en résulte que
fn — An Pn ’

A, étant un coefficient constant. Donc

7= APy + AP, + A,P,... + AP,

0 (iy 2) = AoPy + AP T+ AP o+ AP 2

o (1, x) :f(x) =Ap+ 4,5+ -"\2“:

wl N
o &
<)

X

<
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car les coefficients P,, P,, P,,..., P,, etc., sont dans ce cas
égaux a 1.
Ce qui précede montre que, si 'on connaissait f(x), on en dédui-
rait la valeur générale ¢ (¢n, &), en développant la premiére en série
ascendante et multipliant les" différents termes par les coefficients des

termes de méme rang dans le développement de (1 — 2 pax + a*) *,
lesquels coefficients peuvent se calculer par la formule

I du(y‘z_])n
1.2.3... n.2% dp*

P, =

Si nous posons aussi
b (1, x) =F(x),

f(x) et F(x) doivent satisfaire aux équations
Mz b b
(9‘) a . ila . xll

ou, en remplacant x, par ¢ — x dans la premiere, et & par ¢ — x,
dans la deuxiéme,

(3) (zj‘<§) +0f‘r1«‘(c_f‘r>:/,,

(4) S () eE (F) =4

Dans ces équations, a peut varier depuis — a jusqu'a + a, et x, de-

suis — & jusqu’a + h. Posant
i jusq
x, b

—_— 3
b c—zx’

la nouvelle variable x’ pourra prendre les valeurs comprises entre
+ a et — a, et on pourra la remplacer par =,

aj<%> -+ Ci - F(Cix> =h,
a*(c—z) L, ac — ax b
‘c’—b’———cxf <c7—b’——c.r)+bF<c ))::g

~~
o
—

Document humérisé par la Bibliotheéque Interuniversitaire Scientifique Jussieu - UPMC



(31)

Eliminant la fonction F, divisant par a, changeant x en ax, et rem-

— b
par &k, Péquation a intégrer prend la forme définitive

(6) f(.r)——A__bmf (Ze) =2~ 2

k — cx I ac — a*x
Posons d’abord

plagant <

f@) == (2 =5

a

on satisfait 4 cette équation par la série infinie
Y,
S (@) =7 o (@) -+ by (@) + 5o (@) — .. + b () ]

pourvu que les fonctions ¢ satisfassent aux conditions exprimées par

I

bol@) =13 born (@) = o b (T )

k—cx
on satisfait 4-la deuxiéme, en posant
1
q’" (x) = A"_*_an,
si A, et B, satisfont, quel que soit 2, aux équations
Apy = kArz +¢B,, -— Bn+4 - CAII -+ aB,.
En éliminant B, et B,,, entre ces deux équations et celle que l'on

obtient en changeant 7 en n -+ 1 dans la premiére, on tombe sur
Péquation du deuxiéme ordre

(7) Apo+(a— k)AL, + b*A, = o,
dont l'iniégrale générale est
A,=pa" +qa”
« et ¢’ étant les racines de ’équation
&+ (a—k)a — b*=o,

on en conclut
o — k

—k
B,=p z o+ q a’™.

Les valeurs de p et q déterminées par la condition

$o () =1
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sont
_ k— o _——A‘—}-—a.
P = «—d’ T oa—d

donc
!
o — &

! > -
L,J,,(.’l) (a.-i—a—c.r)a”——(a’—-]-—a-—-c.z)a’"

3
en tenant compte des relations

o+ad=k—a, oo =20, (o—k)(«d—k) =c?

-, _ h(a—o) b
ka)_ a E(a—f—a—cx)a"—(a'—'r—n—c.z:)a’“

la somme s’étendant i toutes les valeurs entiéres et positives de 7.

On trouve de méme qu'on satisfait a

Sla) =t p (e = -

Ha+t

/_—‘2’) . .
S (x) = a 2[c—(a’+a)x]a"+‘—[c—(a—+—a)x]a"‘*’

On a donc une solution particuliére de 'équation (6), en prenant

. _h{e—2d) bn
f(x)— a Z(a+a—cx)a"—(a’+a—cx)a.’"

bn+|

a——a '
—_ 2[(;—— a +a ‘T)/IH—I__[ (u.—i—a).'l:] P

la valeur correspondante de F (x) se déduit de Péquation (4), en
changeant x, en b,

ga(z—d) b

b Z(b’—{—aa— bcz)a"—(b’—&-aa’—bcz)a

Fx)=

ha (o — o) b+

b Z[bc—(b’—kad/)x)“"""—[bc—(lﬂ""a‘) x}ar

Le premier cas que nous allons examiner est celui ou les deux
sphéres sont en contact; dans ce cas, « = ¢, et nos formules deviennent
illusoires. Dans ce cas,

A, =pa*+qu”
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n’est plus P'intégrale générale de P'équation (7); si I'on prend
A, = po” + nga~,
on arrive alors, en remarquant que, dans ce cas, les deux constantes

sont égales, a
1

f(x):b]z Zb—*—n([—&—b)———ri(l—}—b)z 1,

(1+b6)(1+n)—1+(1+b)n]x

en faisant @ = 1.

Cette solution particuliére est celle qui convient au probleme qui
nous occupe; en effet, la solution générale peut étre mise sous la forme

) ) . .
J (x) + :f) et, en substituant et tenant compte de ce que f (x)

?
T
est solution, on arrive a
1+b—x
¢(x)=1¢ [b+(x+b)([_z)]'
Considérons la suite de valeurs

— I"l_b_‘x\ o l+[)'—'-l‘;
T E a8 =& YT b (b)) —m)

X, &

on a
b (xn) = ¢ (xy).

Or la hmite de ces valeurs est évidemment 'une des racines de |’é-

quation
_ 1+ b—ux
T hb+(+b)(1—x)

X

lesquelles sont égales a 1. Donc
lim x, = 1

et
¢ () = ¢ (1) = const.

[*] On arrive au méme résultat en cherchant, par la régle ordinaire , la valeur vers
laquelle tend le terme général de la premiére serie, lorsque « et o’ tendent vers la valeur
commune, & et ¢ vers la valeur 1 + b.

pJ
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Ainsi, la solution générale est

si ¢ n’était pas nulle, la fonction deviendrait infinie, ce qui est inad-
missible dans le cas qui nous occupe.

Revenons 4 la valeur de f'(x) et cherchons a remplacer

1

b+n(i+8)—nr(1+b)z

par une intégrale définie de la forme

a+ 6x

§ S n
Af VRAM
4]

en donnant &4 «, §, vy, &, A des valeurs indépendantes de 7n; nous
trouvons pour solution unique

i+b=6, —1=a, 1+b=r,
1
—1—b=0, A= R =a)
substituant,
—1+(14b)x
L e
btr(i+b)—n(14+b)x (+8)(1—2) J, )

On trouve de méme
bx

o ’%*——w———‘——f!t“”)(""’f (e
(1+6)(a+nr)—[1+(1+b)r]z ~ (14+b)(1—=) J, '

de sorte que, en remarquant que 1+ ¢ + £*... est le développement
I

convergent de » la valeur de f (ar) peut se mettre sous la forme

11—t
de Tintégrale définie suivante :

t bx i
. bl (1+b) (1—x) <t_ 1+ b —I>
‘/(x)—(l+b)([——.z‘) . dt.

o 1—¢

La valeur de T (x) se tire de I’équation (4) en changeant dans f (.
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1 .
X en T h—a et remplagant ensuite x par bx,
1 x b
A (I-+—b)_(l—z)( T )
F(x)= ;s : i 'L di.

b(x4-b)(1—=z) o 1—t

Si l'on désigne par e la quantité d’électricité contenue sur la sphere
de rayon 1, on a

p:ff]'a2dp.do)=4“f6(x)v

en se rappelant les développements de y et f (x), ainsi que la rela-
tion

f P,dpdw = o0, excepté pour n=o.

De méme, la quantité d’électricité contenue sur la sphere du rayon 6,
e, = 4nb*F,(x);
de sorte que la masse totale qui seule est déterminée,
E=4n[ fo (x)+ b*F,(x)],

en mettant a la place de f,(x) et Fy(x) leurs valeurs,

1 1 2
) T b
s 4rwbh t +¢ — 2
E=rm ) T a,
A =

équation qui pourrait servir a déterminer la constante 4.

Nous allons actuellement étudier la densité électrique. aux diffé-
rents points des deux sphéres, et d’abord au point de contact.

La densité sur la sphere de rayon 1 est donnée par la formule

df(x) o
y=2x Zi L4 (),

a la condition de faire a =1 apres la différentiation.
En posant £ = §'~7, développant en série et intégrant, on trouve

Sy =g+ SR A ap
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et, par suite,

af (=)
dzx

2x + f(x)=0 pour x=1.
On arriverait au méme résultat en calculant la densité sur lautre
sphere.

On peut d’ailleurs démontrer que ce résultat doit se reproduire
pour deux corps quelconques en contact. En effet, si par le point de
contact on imagine la normale commune, qu'on prenne sur cette
normale et de part et d’autre deux points infiniment rapprochés du
point de contact, et que par ces points on imagine deux plans per-
pendiculaires 4 la normale, on partage les deux surfaces en quatre
parties dont deux sont infiniment petites par rapport aux deux
autres. Appelons P et Q les actions des deux grands segments sni-
vant la normale en A, R la composante de laction des autres
corps; nous savons d’ailleurs que les actions des deux petits segments
sont exprimées par 27mz et 2me’, ¢ et ¢’ étant les densités sur les deux
surfaces au point de contact: chacune de ces actions varie infiniment
peu de I'un des points a I'autre; on doit donc avoir pour I'équilibre
de ces points ,

P—Q —-R+2re+27e"=o0,
P—Q—R—ane —2re = o,

ce qui exige que

c’est-a-dire que la densité totale soit nulle au point de contact.

Si 'on venait a soustraire les deux spheres a leur influence mu-
tuelle, les densités deviendraient uniformes sur chaque sphére; on
obtiendra ces densités uniformes A et B en faisant & = o dans f ()
et F (). Prenons leur rapport

B o 11—t
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en faisant, dans la relation connue

ioam—t n—m—I
t — T
f - dt = ,
o I— ¢ mi

1
iZ:I, I]l:I—'_—*jza

on exprime l'une des intégrales au moyen de l'autre, et le rapport
précédent devient

L 7 COot -—:b
g:-l;;"{’* L -
t l—+—11__
b e

o 1—¢

On voit facilement sur la premiére forme du rapport € qu’il est plus
grand que 1 si b <1 ; ainsi la densité moyenne est plus grande sur ia
plus petite sphére, quoique la quantité totale d'électricité soit plus
petite, ainsi qu'on va le voir. En effet, la différence

. 2 . 4 w2 h I
D—[;be B—Aﬂ'A——I—_—'_—b'COt:L
est positive lorsque & est plus grand que 1.

Cherchons la limite du rapport € lorsque & diminue indéfiniment;
pour cela, remarquons que

1 ¢ 1 b
¢ by 14 b i Hb
—  dt = -+ ———(/t,
o 1 — & b o 1—¢

par conséquent,

1 b
¢ l—i—b___l
—_—dt
g — o I-—¢
- P 2
1+b__
b1+ b))+ b dt
o) 1— ¢

. . . b
Développant les deux termes suivant les puissances de T etsup-
: ;

b
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primant un facteur b, on trouve

. llog; I =t
lim € = A tdt:l+z-~-=€=1,6449'

Déterminons maintenant la densité sur la sphére de rayon 1, au
point diamétralement opposé & celui du contact, a I'aide de la for-

mule
y=saZ® 4 fla
en faisant x = — 1 apres la différentiation
! __b_( L )
N 2(1+b) +5
Y= 4(:::11;)‘-'[ t poy o log .

Soit Z la densité au point correspondant de la seconde spheére

v 1 b
y; P 2(x+b)(t—1—.—b_ )
7z = : f ' Yog L dt.
(o] 1—¢ =

Go(r+bjf

Lorsque les deux sphéres sont égales,

r 3 i
oy R fiﬁz'_i 1
Y—Z——I—G A —l_—t——log;dt:

dans ce cas, la densité moyenne sur chaque sphére devient

! 1

/ PR

2 Jo 1—¢

1

FEn posant th=—6, on trouve

A=hloga,

Y=~

Document humérisé par la Bibliotheéque Interuniversitaire Scientifique Jussieu - UPMC



(39)
de sorte que
! 1
Y 1 1%'5
A g2, 140

, 1 , - .
Développant Tog en serie et intégrant, en observant que pour § =o,

log §.62"+' = o,
et que

j‘ l()g é.@zud@ — (—071:—‘?,

Y ; 1+1 1 + 1

A _10{;24 9 25_5”._(_—2”‘%()7.“_’
r—, 322 4 — s

A T R A gss pres:

Soit actuellement ¢ le rapport de la densité maximum sur la sphere
de rayon b a la densité moyenne sur celle de rayon a,

! b 1
—— —— I
¢ I+b.._I t :"(l-*_b)log;({t

o — . —————

467 (x + b) sz*l”’
[s]

Cherchons la limite de ce rapport lorsque 6 tend vers zéro; mettons-le
d’abord sous la forme

log — de
. A T 0g — a
0= -"— - —— — ’
b
GO+ b+ 4067 (14 b) -—I—t——dt
0 -
et, pour b=o,
I
i
: ¢ log‘;
lim o = - — e,
YA 1— ¢
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posant ¢ =102, développant en série !—-l?, et intégrant

lim & = 4 [1 + <§>+ (%)]
) e U IO

= 4,20721.

Enfin, on vérifierait que le rapport de la plus grande densité sur la
sphere de rayon a 4 la densité moyenne sur la méme sphére, s’ap-
proche de 1 & mesure que b tend vers zéro.

Eu calculant les répulsions au point de contact et au point diamé-
tralement opposé, on trouve zéro pour la premiére et 47 Y pour la
deuxiéme (Y étant la densité qui a été déterminée précédemment),
comme cela résulte, en effet, du théoréme de Laplace.

Occupons-nous maintenant de former la fonction ¢ (1, x). Pour
cela, prenons la valeur de f () en série, et remarquons que

1
b4 n(14+bj—n(1+b6)x

n(1+b) n(r—+ &) R {

ey ry s R ey pray 3 TR

1
—b—+—n(1+b){l+

D’apreés la remarque faite en commencant, la partie correspondante de

¢ (p, x) est
n{i+ b)

1 n* (1 + by " )
1;+n(1+b—)%P°+P‘b+n(1+b)x+ Pg[b—f—n(x—;-b)]fl ;
_ IS PR T
—'b-+—n(1—|—[1)%l_b+n(r+b) B n(i+ )
={[b +n(1+ ) —2pn(x +b)[b+n(l+b)].r+n'(1-|—b)’x*}—‘?:R,.;

il faut de méme remplacer
I

b (1+nr)—[1+ (1 + bajz’

par

{162 (14 ) — 25 (14+8) (1 + A)[1+ (1 4+ ) n) @ + [t + (14 b)nfz?} T =R,

de sorte que I'on aura
o{p, £y=>bh(R, —~R,+ R, —R.... +R,—R....).
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Cette valeur convient 4 la grande ou 4 la petite sphére, selon quon
fait 5 < ou > 1. Si I'on voulait avoir ¢ (p, x), il faudrait, dane

2 (i, x), mettre % a la place de &, et diviser le résultat par .
Au moyen de cette formule et de

d ?
y=ax D 46y, ),

Poisson a calculé les densités électriques a différentes distances du
point de contact et dans différentes hypothéses, sur le rapport entre
les rayons des deux sphéres.

Coulomb a trouvé que la densité est sensiblement nulle jusqu’a une
assez grande distance du point de contact; on trouve, dans le calcul,
une confirmation de ce résultat. Car, en développant y suivant les
puissances de 1 — 11, on trouve que les deux premiers termes man-
quent, de sorte que (1 — p.?)* est facteur a tous les termes; or (1 — p.*)*
est une fraction plus petite que o0,0001 jusqu’a environ g degrés du
point de contact.

Revenons maintenant au cas général. Les valeurs de f (x) et F(x)
déja trouvées sont

. , [)n
f(x) = ]2((/— v )Z(a-{—l—(:x)a“—-(a’—l—l —ecx)a'"
, Hr+i
- g(a* g_ )Z[c—(u’+ 1z]a — e — (o + l).r]a”‘*"’
b

() — Ble—')
U (x) = b Z(bz-i—z—bcx)a“—(b’—{— o' — bex) 2"

bn—H

h{a—z')
_ b 2[1)0-—([)‘-'—+—a’).z]a"+‘—[bc——(b’-'+z)x]a'"*".

Ces valeurs ne sont que des solutions particuliéres; si I'on veut avoir
la valeur compléte de f(x), il faut ajouter & la précédente la solution
compleéte de I'équation

Slx)= /:_bcx f(;::x>

Si nous posons

4(»)

— o —iea

fla)= ==

o Vi —mzi(1 — m'x}
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et s1 nous prenons pour m et m’ les racines de I’équation
em® —(1+ km+c=o,

Iéquation se réduit a
. [ e—x
‘P( )= ¢ (g P
Il est tacile de montrer que ¢ () doit étre constante; en effet, si Von
consideére la suite de valeurs

C— I, C—ay €~ Ty,
x Xy =/ ———» T e - ..
1 2 /r—c.z‘,

on a

Or cette série de valeurs a une limite qui est évidemment racine de
I’équation
cC — X
X = ma
et n’est, par conséquent, autre qu'une des valeurs précédentes de m;
ainsi
¢ () = & (m) = constante.

Dans le cas qui nous occupe, la constante doit étre nulle, sans quoi
/{x) deviendrait infinie pour x =m.

Si Von désigne la densité de la couche électrique, avant Paction
mutuelle des deux corps, par A sur la sphere de rayon a, par B su
celle de rayon &, on a

. h b
A :fo (.1‘) —a 2(:{.+(z)a"—-—(_:<’+a)a.'“
L

(IL' a — )Z iia ot a’n-ﬂ-l

o bn

. 54 et 7 —
B=" (o “)E(bz+aa;)an_(b=+a«')a’~

Hr+t

lza
- - )Za”""—r/'""‘

Ces équations pourront servir a déterminer les constantes g et /4
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Pour former la valeur de ¢ (., x), observons que la valeur de J {2}

. I .
est un assemblage de termes de la forme Pl donc

1 Ly gr  gtat )
J— —_ ( P+ & — .- ) .
p—aqr p 2 p

la partie correspondante de 9 ( p.,x) sera

q
(*‘o—*“l +p /7- .'\)7
r r
o
-1
{/)” — apqupx -+ qz 1_2) .
la valeur totale sera donc

/ — bn
90 x) — _’2 L (¢ — ') —

a VAL — 28, (ap— o) cpt + (og— =7, ) 22

g (’/. — 1’) [)n—wl—x
- ;Z\/(Zn—i—l ,_ llnd.-l):' o — s 270 A cua : _}."’ll

2(/_111___,.

=n faisaut, pour abréger,
(¢ +a)o" — (& +a)o'" = A,.
(of +a)o'™ — (a4 a)o' " = Al:

de meme

vl (l _ .J_/) [):,
G, X = p 4 — = = J—
.J(f 1)2\/(35_23") e — -

(2 — 2" bepw 4 (u* — 2202 c‘rA

/11{2 - (0 — u) bmr
b Vier = ’lHl]/)c.__,(nrl_ ”“"-B (/(ul—{—B
(h* -+ ao)o" — (b* +aa’o'" = B,,

(0" 4+ aa Yo" — (b + aa) o' =8,

Les séries précédentes sont convergentes toutes les fois que les deux
spheres ne sont pas en contact; elles sont tres-convergentes dans e

i,
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cas, le seul que nous considérerons, ot le rayon b est tres-petit par
rapport a la distance ¢ — a.
Prenant dans la valeur de f (x) jusqu’aux termes en b*, il vient

p f N— 7 hba hbra®
. (J)_ l+c7—b’——acx (c’—lf)’—(z?c?—(c’-—b*—n”}/mx
hbda? gh

+D(c’——bz)»i—n‘bz—(D—f—a'-’b’)ac:r T —ar

2 3 g
gb*a ghta

- (—a*—b)e—(c*—a*) ax - (D+ a*bye— [D + //T‘(c?— /1’) ]7(1‘1

en faisant
D={(c*—a*—b*)?® — 2a*b?

échangeant les lettres a et b, ainsi que g et A,

Y gab g b .
/)F(x) =8+ et —a*— bex (*—a*)P — bt — (*—a’— b)) bex
ga* b ha

+ D_(EA:(}-)—{— b'a*— (D +a® 0%) bex T e —x

hab hatb?
((7 —a*— b e —(c*— b*)bx - (D+a*b*)e—[D—+ {;5@.‘&:‘—“(};\1 b’

négligeant dans chaque terme la partie qui dépend de 4%,

. hab ha?b? gh gbia
{L/ (”C) =h+ ¢ —acx + (e*—a?) (c*—acx) T _—axr (e~ (;’)(L“— ax) ’
" . gab gab® cx gab:  ha haba hab? x?
bl (.1') — g -+ e q? -+ (c’——(f)'-’ -+ (62—(17)’ - ot P
hatd ha* b x havb*
o (2 — az)c—— (et —a?) - (e*— a*)’c ?

A et B étant les densités primitives de I'électricité sur les deux spheres .

on a
’ b 2 h? ab/ ab
{tA:]l[I—i—a—?—l——;";-—n‘I—b——(I%* 3 ,,)a
) c ¢t (et — a?) | c ' —a?
AR — ha , ab i a* b e “I o+ ab . arh
- T ) —i-c’—aI (¢ — a*)? o ¢t —at (6% — a®)t ’
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on en tire
o*B
/l = aA —+ C— s
g = a‘A n (l _ 211/&”:’ ulj) bB,
¢ et — at ¢t

et, substituant dans af(x) et bT (x), en négligeant toujours les
termes en b?,

. b B b* B
(Z_/(‘I‘):(IA—F ¢ c—ar’
ar A abA

et, opérant d’apres les regles données précédemment,

b*B b*B
ﬂ(p(‘u.,x):aA+,’__ )
¢ \/c"—:zcay.z-—J,-n’.r’
b*B OB (¢ — ot
y=A+—_— *B {c*— a?) .
@ a(ct—a2cap 4 @)’
de méme,
a*A atbA a iy o
l]'J(‘U.,,,r)zB__ pe P-,x—i——z—;(l——f)‘u.,)a, 5
T 3a*A 5a*bA PN
z=B———p + — (1—3pl)

Si nous supposons que la spheére de rayon b ait été primitivement A
I’état naturel,

;-\ ? !'/
B:O et Z:_sa“v<“|+3_y_'.__if_j4>.

¢t 2 3¢

la comparaison de cette valeur avec la valeur générale montre que
la densité sur la sphére de rayon / est égale, dans le cas ou celle-ci
contenait primitivement de I’électricité, a celle qui existait dans le cas
ou Iétat primitif de la sphere était ’état naturel, augmentée d’une
quantité constante qui est la densité primitive B. En faisant successi-
vement

=41 et p,=—1,

on trouve que I’électricité qui se trouve sur la partie en regard de la
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sphere de rayon a est de signe contraire a celle de cette derniere
tandis que celle de la partie opposée est de méme signe. Le cercle de
séparation dont la position est donnée par
3} —1 56

{J.‘+~—T g:(),

est sensiblement un gran(l cercle.

Lorsque A et B étant de inéme signe, on a

3Aat 56
—— <1 ++— 1 >B,
= 3¢
Iélectricité au point qui répond 4 p, = 1 est de signe contraire a 3,

et, par suite, 4 celle qui existe dans la partie opposée; le cercle de
séparation est donné par I'équation

JAa 3pi—1 51
- (P‘l—l———y‘ li{):Bn

[ 2 3¢

Lorsque, au contraire, on a

3Aa3 50 ,
<l-—§-;> < b7

¢

Pelectricité est de méme signe dans toute I'étendue de la sphere

Lorsque A et B sont de signes contraires, I’électricité au point cor-
respondant a p., =1 est toujours de méme signe que B, clest-a-dire de
signe contraire 4 A. Au point opposé de la méme sphere, elle est de
signe contraire a A ou de méme signe, suivant que

')\: ‘{
B> ou < 224 (1__¥)_
e

aC

Maintenant , supposons que la spherc de rayon tres-petit 4 soit misc

en contact avec une autre sphere élecirisée positivement; la quantité

d’¢lectricité qu’elle lui prendra sera représentée par A 55 A étant ce
7

qui restera : la densité au point correspondant a p =1 sera exprimee

par

(ITT" 3(12

Al=
. O c

20,

Document humérisé par la Bibliothéque Interuniversitaire Scientifique Jussieu - UPMC



( 47 )

ce qui montre que cette densité, nulle lors du contact. devient
d’abord négative, puis de nouveau nulle lorsque

C—/(:<3\/2_|>{La

(:—a>(3\/; —1>n.

T

et enfin positive pour

Vi et approwve.
Le 26 avril 1851,

L. DOYEN vAR INTERIM DE LA [FACULTE DiEs SCIENCES.

DUMAS.
Permus dsmprimer,
Le Recrevr pe »'AcaptmiE pe 14 Szive,
CAYX.
PARIS. — IMPRIMERIE DE BACHELIEK.
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