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PREMIERE THESE.

Des surfaces dont les lignes de courbure sont plames
ou sphériques,

INTRODUCTION

Différents géometres se sont occupés des surfaces dont les lignes de cour-
bure sont planes ou sphériques. Monge, dans son Application de 'analyse a la
géomélrie, traite particulierement des surfaces que décrivent des lignes situées
dans les plans tangents au cylindre, au cone, a une surface développable, quand
on fait rouler le plan sur la surface.

M. Ossian Bonnet, le premier, s'est placé a un autre point de vue. Dans un
mémoire présenté & I'Académie des sciences le 18 janvier 1853, il s’est pro-
posé de rechercher les surfaces dont toutes les lignes de courbures sont planes,
en partantde leur équation aux différentielles partielles de second ordre. M. A.
Serret, dés le 24 du méme mois, présentait & 'Académie de nouvelles recher-
ches sur:le méme sujet ; mais il prenait pour point de départ un théoréme de
Joachimstal, qui lui donnait les intégrales du premier ordre du probléme. 1l a
ensuite étendu son travail aux surfacesdont leslignes de courbure sont, les unes
planes, les autres sphériques, et a celles oli ces lignes sont toutes sphériques
(Journal de M. Liouville, t. XVIII). M. Bonnet a également développé ses pre-
miéres recherches (Journal de I'Ecole polytechnique, t. XX).

Mon objet estici de reprendre les mémesquestions. Je suis conduit aux mémes
divisions que M. Serret. J'ai tenu & conserver presque partout les mémes nota-
tions. Mon travail est différent par la marche que j’ai suivie dans la discussion
des équations fondamentales de chaque probleme; a coté de I'analyse, je fais
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intervenir a I'occasion des considérations géométriques, quand clles donnent
lieu & quelque simplification, ou qu’elles peuvent contribuer la résolution de
la question. Dans la recherche des équations des différentes surfaces, jai pro-
cédé par une méthode uniforme, en me proposant d’obtenir les équations des
lignes de courbure elles-mémes, d’abord sous une forme différentielle, puis en
quantités finies, ou au moyen de simples quadratures.

Cette étude se partage en trois divisions principales. Dans la premiere, le
probléme est de trouver les surfaces dont les lignes de courbure sont toutes
planes ; dans la seconde, de trouver celles dont les lignes de courbure sont les
unes planes, les autres sphériques; dans la troisieme, il s’agit des surfaces
dont les lignes de courbure sont toutes sphériques. Chacun de ces chapitres se
subdivise suivant les circonstances en différenies sections.

CHAPITRE PREMIER

Smrfaces domt Ics lignes de courbare sont toutes planes

PRELIMINAIRES

i.Quand on fait rouler sur une surface développable un plan tangent 2 cetle
surface, tout point du plan'décrit une ligne orthogonale a ses positions succes-
sives ; toute droite du plan décrit une autre surface développable dont I'aréte de
rebroussement est le lieu des points de contact de la droite sur la surface fixe.
Cette aréte est une développée de laligne décrite par chaque point de la droite
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mobile, et elle est sur la surface fixe une ligne géodésique, parce qu’elle se
transforme en une droite quand la surface se développe sur un plan.

2. Qu’on fasse rouler sur la surface polaire d’une ligne & double courbure un
plan normal a cette ligne, sil’on considere dans une position particuliére du
plan une normale & la ligne, la.droite, en se mouvant avec le plan, décrira une
surface développable ayant son aréte de rebroussement sur la surface polaire,
et cetle aréte sera une développée dela ligne. Deux normales prises dans le
méme plan normal décriront deux surfaces développables se coupant tout le
long de la ligne sous un angle constant. De 1a différents théorémes connus.

Les tangentes a deux développées d’une ligne a double courbure aboutissant aux
mémes points de cetle ligne s’y coupent sur un angle constant.

St les génératrices d’une surface développable tournent d’un méme angle autour
d’une ligne qui en soit une trajectoire orthogonale, le lieu de leurs nouvelles posi-
tions est une autre surface développable, et le lieu des aréles de rebroussement de
ces surfaces, quand Uangle varie, est la surface polaire de la ligne fixe.

Quand deux surfaces se coupent sous un angle constant, si la ligne d’inter-
section est une ligne de courbure sur U'une des surfaces, elle U'est également sur
lautre.

Quand Uintersection de deux surfaces est une ligne de courbure sur chacune
d’elles, ces surfaces se coupent sous un angle constant.

Comme sur le plan et la sphere toute ligne est une ligne de courbure, I'in-
tersection d’'une surface par un plan ou une sphére en est une ligne de cour-
bure, si la surface est coupée sous un méme angle tout le long de linter-
section.

Réciproquement, quand une ligne de courbure d’une surface est plane ou sphé-
rique, la surface est coupée sous un angle constant tout le long de cetie ligne par
le plan ou la sphére qui la contient. '

11 en résulte que la développable circonscrite a une surface le long d’une ligne
de courbure plane est un hélicoide developpable.

3. Si I'on considére, comme correspondant & toute ligne située sur une
surface, le lieu des extrémités des rayons d’une sphere paralléles aux normales
menées a la surface le long de cette ligne, a toute section plane il correspondra
un cercle, et récipraquement. Quand les lignes de courbure des deux sysiémes
sont planes, les Jignes correspondantes forment donc deux séries de cercles
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orthogonaux. On sait que de pareils cercles sont les sections de la sphére par
les plans menés suivant deux droites H, H' polaires conjuguées I'une de I'autre
par rapport & la sphére. Les plans des lignes de courbure sont en conséquence
paralleles & ces droites respectivement : théordme dii & M. Bonnet, que nous re-
trouverons plus loin par I'analyse.

Remarquons, comme corollaire, que les lignes de courbure d’une surface
sont foutes planes, du moment que celles d’un systéme étant planes, les cer-
cles qui y correspondent sur une sphere ont un méme axe radical H. Car alors
les lignes orthogonales a ces cercles, et par conséquent correspondantes aux li-
gnes du second systéme, sont les sections de la sphere par les plans menés sui-
vant la droite H' polaire conjuguée de H. Les lignes du second systéme sont
donc planes, puisque chacune a ses tangentes paralléles 2 un méme plan.

4. Soient par rapport a des axes rectangulaires
ax + by +ez=u, aw+Bytys=y,

les équations générales des plans des lignes de courbure de I'une et de I'autre
séries. Les coefficients a, b, ¢, u ou simplement leurs rapports pourront s’esti-
mer comme des fonctions de 1'un d’eux ou d’une méme variable ¢; et de
mémnie, a,6, Y, v ou leurs rapports comme des fonctions de 'un d’eux ou d’une
méme variable 7. En faisant varier soit £, soit =, on passera d’une ligne a une
autre dans la méme série.

Si I’équation du plan tangent & la surface en un point (z, y, 2) se prend
sous la forme,

Z—z=pX—1x)+qY—1y),

ou aura pour le cosinus de 'angle sous lequel la surface est coupée par le
plan qui a pour équation ax + by + cz—=wu, 'expression

—ap—bg ¢ ]
Ve VIF P

on peul donc poser

—ap—byt+e=IVI+p 4 ¢,
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et de méme,

—ap—Bgt+r=W1+p' + ¢,
en désignant par {, et A des fonctions de zet de 7.

5. Il y a entre les constantes a, b,¢c,{,0,6,v, A relatives & deux lignes de
courbure de systtmes différents une relation fondamentale que M. Serret éta-
blit par le calcul. Nous la déduirons ici d’une considération géométrique.

Soient MT, MT’ les tangentes en un point M de la surface aux deux lignes
de courbure qui s’y coupent. Les plans normaux aux deux lignes en ce point
se coupent suivant la normale MN perpendiculairement I'un a I'autre; ce sont
les plans T MN, T MN. Or ils contiennent I'un I'axe MP du plan de la pre-
miére ligne de courbure, autre I'axe MP’ du plan de la seconde, de sorte

qu’ils ne sont autre chose que les plans NMP’, NMP. Si I'on considére I’angle
triedre ayant pour arétes MP, MP’, MN, on aura donc

cos (MP, MP') = cos (MN, MP) .-cos (MN, MP’),

c’est-a-dire

Bty _ —ap—bgte —ap—fg+v
VERF+E L P Y E PR VIt i+ d VERRE Y Vit g

par suite

aa 4 b8 + oy =1,

Cette relation est applicable tout le long d’'une méme ligne de courbure, en
faisant varier les coefficients qui se rapportent aux lignes de I'autre série; elle
est susceptible par conséquent d’étre différentiée par rapport aux variables
t et 7, tel nombre de fois qu'on voudra. Les dérivées de a, b, c, |, u par rapport
at, celles de a, 6, v, v, A par rapport & T pourront sans ambiguité se désigner
simplement par @', &/, ¢/, W/, /', &, 6', ¥, V', X’ pour le premier ordre, par a’, b",
¢, u’,I" et a’, 6", ", v, \" pour le second ordre, et ainsi de suite.

6. A Iégard des surfaces dont les lignes de courbure sont toutes planes, nous
avons ainsi les équations

2
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axt-bytcz=u > az-+By-fyz=-0

—ap—bte=Witp+q —op—fgHy=WI+p+¢
3) eat-88-Fey=0N.

Réciproquement, les lignes de courbure d'une surface sont toutes planes
quand ces équations sont satisfaites pour lous les points de la surface.

D’abord, les sections de la surface par les plans que détermine la premiére des
équations (1), quand on fait varier £, sont des lignes de courbure, puisque ces
plans coupent la surface chacun sous un méme angle tout le long de la sec-
tion. Pour semblable raison, les sections de la surface par les plans que déter—
minel’équation ar + 6y -+ vz =v, quand on fait variert, sont aussi des lignes
de courbure. Mais, d’apres I'équation (3), les plans normaux a une section
d’une série et A une section de I'antre, en un point qui leur soit commun, se-
ront perpendiculaires entre eux; les deux sections se couperont donc i angle
droit. Par conséquent les deux séries de sections sont les deux systemes de li-
gnes de courbure.

7. En différentiant ’équation (3) par rapport a 7, nous avons

aa' 4O - ey’ = I¥,

et par ’élimination de /, il s'ensuit

a(aN — N+ (BN — B%) + e[V — %) =0.
Différentions cette nouvelle équation deux fois par rapport a ¢; nous aurons

afaX — a'¥) 4 B(EN — BY) + clyN — y)) =0,
(& —aX) + H(EN —BN) - (N —¥2) =0,
a"(aX — o)) 07BN — BN F- " (YN — N = 0.

11 en résulte,

a, b, ¢

a, ¥, ¢

a’, b, ¢’

=0,

a moins qu’on n’ait & la fois

aN—ad=0, BN—fA=0, W—yr=0.
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Or, si y, %, u,... u,sont des fonctions continues d’'une méme variable, que
leurs dérivées soient également continues jusqu'au n** ordre, quand on a
I’équation différentielle '

y(") ui(") uz(") vee un(")

on voit que I'équation est satisfaite par y —u,, pary=u,,... par y =u,.
En conséquence, si la solution la plus générale de I'équation est
y=cguy + Uy + ... U,
quand on aura la relation

Yy U Uy .. Uy

’ 7 4
Uy Wy Uy W, | o

e s s & 2 & s e 2 o e

u,™ w,™ u,™, . u,®
il y aura entre u, u, u, ... u, une relation linéaire, & savoir :
Ayt Au ... Au,=0.
D’apres quoi, nous avons ci-dessus
Aa+4 Bb-Ce=0,

du moment qu’on n’a pas a la fois

N A =0, BN-—PA=0, YN —yi=0.
On aura de méme

Ao+ BB+Cy=0,
si 'on n’a pas ala fois
al —dl=0, bl—¥l=0, —cl=0.

8. Soient donc, réserve faite des circonstances particuliéres que nous venons
d’écarter,
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Aa+4Bb+4 Ce=0,

Az 4B+ Cr=0.

Nous avons, d'une part

de I'autre

d’otx

et

et de la

c’est-d—dire

de sorte que

Aa-}-Bb-+Ce=0,

Ad 4 BY 4-C' =0,
(@ — o'Na 4 (BN —=FN (N — ¥ Ne =0,
(X — &N 4 (BN — B+ (X — 12 =0,

A B ¢
be' —cb ~ cd~—ac’” ab—ba’

&k BN—BL N —y)
be'—ctf ~ ca'—ac’ ~ ab— ba”’

X —oh BN —fA N —q)

A B ~— ¢
a B Y
d')—\_d'i_di
A~ B T ¢
= B B
PR YUY
K=E+K) §:E+KU
« B
A B_K K, B _
By K’ ou Fa—{K+K g+ c1=0
B G

Ainsi on a a la fois

K , +F K
Aa+BBR+Cy=0 'i“'—’;K,-‘!—I\)E—}——CT:O,
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par la méme

Ad+ 8,8 4+ Gy =0

K FLoR_
3 K +E) 5+ 5v=0,
puis
A, B G
BY —18' T y@—ya  off —fa’
et
K, ) 1 K
A _-—("rl-K)—ﬁ_ c
BY—1p 1’ —ey T af—ga
ce qui donne
K _—KAK)_ K
AR, BB, cc,

et de la
AA, 4 BB, }-CC, =0,

de sorte que les deux droites qui ont pour équations

x_ Yy z r
ATBTC A,

Wl

z
~
1 Cx

lesquelles sont respectivement paralléles aux plans des deux séries de lignes de
courbure sont perpendiculaires entre elles; et cela, 8 moins d’avoir

Y —1F=0, y'—oy=0, off—Bfa'=0,
ou

ou
a=my, B=ny,

ce qui fait les plans de la seconde série paralleles entre eux.
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9. Considérons le cas ol I'on a 4 la fois
AN —ah==0, FN—PBA=0, N —yr=0.
D’abord, cela peut provenir de ce qu’on ait
A=0.
Alors I'équation (3) devenant
ax -} b8 -} cy=0,
si I’on prend & la fois
gat- BBty =0, a3 +ey=0, ax’bp +ey’=0,

on en déduit

o« F oy =0,

iu B ¥
a’l pll ,YII

et de 1A
A,ﬁ—l—B,ﬂ-}-Cﬁ =0;
on aura de méme

aat08+ey=0, datbptcy=0, aa+t¥B+cy=0,

d’ot
a b ¢
a b ¢ =0,
al’ b'l c//

par suite

Aa- Bb - Ce=0,
1l s'ensuit

b_c
Biwci,

a
A,
si les rapports entre «, 6, v, sont susceptibles de varier,

c’est-3-dire que les plans des lignes (1) seront paralltles entre eux; ceux des
autres lignes leur seront d’ailleurs perpendiculaires,
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les relations
aN —a'k =0, AN —Pfr=0, }—942=0,
donnent

A=ma =m, = m,y,

de sorte que les plans des lignes du second systéme sont paralldles entre
eux.

Au résumé, les seules circonstances & distinguer sont celle olt les plans des
lignes d'une série sont paralltles entre eux, et celle oi, cela n’étant pas, les

plans de chaque série sont respectivement paralleles & deux droites perpendicu-
laires entre elles.

DU CAS OU LES PLANS DES LIGNES D'UN SYSTEME SONT PARALLELES

ENTRE EUX.

10. Soient a, b, ¢ des constantes. L’équation (3) donnant alors

=0,
il faut avoir
soit A =0,

soit '=0 ou I=m,

m désignant une constante.
1. Si A =0, I'équation (3) étant

az 40 +cy=0

indique que les plans des lignes de la seconde série sont tous perpendiculaires
a ceux de la premiere, puisI’équation

—up—PLg+y==0

qu'ils sont chacun orthogonal & la surface.
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En conséquence, les lignes du premier systéme sont des trajectoires orthogo-
nales aux plans des lignes du second ; elles sont donc décrites par les points
d’uneligne de ce dernier systéme quand on en fait rouler le plan sur le cylindre
qu’enveloppent les plans de ce second systéme. Et les positions diverses de la
ligne mobile sont les lignes de la seconde série.

2. Lorsque / est égal a m, Péquation
—ap—bg+ o=V P+ ¢

accuse, d’une part que la surface est développable, mais d’autre part que les
plans des lignes du premier systéme coupent tous la surface sous un méme an-
gle, que par conséquent les tangentes aux lignes du second systéme sont toutes
également inclinées sur les plans des lignes du premier; il s’ensuit que les li-
gnes du second systéme sont des droites, et la surface un hélicoide dévelop-
pable. ’

Appliquons I'analyse a 'étude de ces deux circonstances.

1. L'ona A =0. Soit pris I'axe des z perpendiculaire aux plans des lignes
du premier systéme. Nous aurons a =0, 6=0, y=0, et en posant ¢=1{,
p=—1,

Z==u, ol —y==o,

. 2
1=IVi4p 4 ¢, @ ap — g=0.

(1)

Dans ces équations, u peut s’estimer une fonction arbitraire de /, et v une
fonction arbitraire de a.

Une relation étant établie entre u et £, I'élimination de ces variables entre
elle et les équations (1) donnerait une équation entre z, p, ¢ dont I'intégration
ameénerait une nouvelle fonction arbitraire. Les équations (2) moyennant une
relation entre v et a détermineraient de méme la surface avec I'introduction
d’'une seconde fonction arbitraire. Les deux systmes (1) et (2) doivent d’apres
cela étre équivalents. Le fait ressort du reste de considérations géométriques
connues. Car lorsque les lignes d’une série sont planes et ont leurs plans paral~
Jeles, celles de I'autre sont des lignes égales dans des plans normaux aux pre-
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miers et normaux & la surface; réciproquement, lorsque les lignes d’une série
sont planes, dans des plans tangents & un cylindre, normaux a la surface, les
autres sont dans des plans paralléles perpendiculaires au cyhndre et ne sont
que des développantes de ses sections droites.

Au lieu de considérer & part les équations (1) ou (2), nous allons détermi-
ner analytiquement les lignes des deux systémes et la surface, en les faisant
dépendre de deux relations qui soient données entre u et £, entre v et «.

12. Etablissons d’abord par I’analyse que les lignes du second systéme sont
toutes superposables. On a, & leur égard,
edz—dy=0, dz=pdz{qdy, ep—¢q=0,

d’olx

p_q9_pP+¢ \/(p+q’)p+q+)

dzx d dz ds

Soit ¢ I'angle que fait au point (xyz) la ligne de courbure du second systéme
avec le plan de la ligne du premier, on aura

1 pPt+g
cos __l___________._.’ sin _V :
? Vit+pitgt ! KA

par suite

4 — sino:
(-1_8- = Sin¢;
c’est pour les lignes du second systtme une équation différentielle commune,
vu que I'angle ¢ est constant tout le long d'une ligne du premier. Ces lignes
sont donc toutes égales.

13. Posons = fo, v=Fa; nous aurons

z=fy, aX — y = Fa,

1
m 1=coso.\1+p*+¢, ( ap-—q=0.
On tire de la immédiatement

tgo at
y §= g2

p:
Vit Vita

s dz=[v.do=(dz+ ady) \/ s dy=xdz taxda—Fada;

3

Document numérisé par la Bibliothéque Interuniversitaire Scientifique Jussieu - UPMC



— 18 —

puis f .
L2 o doyTTa—2Eed
tgo Vi+a?’
W qu, ot «Fada

tgo \/l—f—ai

Qu’on fasse

f'ede _ fo S do feo
tge  tge f(‘osiﬂgt? ig?er’

— — —Fa@,;
Vidte Vite

A+at)s YIf+a

S aFada aFa S Fada aFa

il s’ensuit
z\/1+ o =sinocose 0+ fig+a(1+ o?)Fa—F,a,
y:‘m"_(i +“2)%F/1a‘:
z==sin%e.f" .

De 1a vient
[+ 3

Vi a?

x\/i+a2=ZCOtgt?+f1q>——- (y —oz)—F,a.

Si Uon fait

v=2 oy 4+ F,a—zcotge—fio,
Vi a?
la surface est déterminée par les équations
- av av
’ V=0, -@-——-—O, —d;:().

Comme la premiére est celle d’un plan, ce plan est Ie plan tangent au
point (a, ¢).
dv

Les deux équations V=0, — —0, déterminent la tangente & une ligne du
do =

premier systeme ; I'élimination de ¢ entre ces équations donnera celle du cylin-
dre circonscrit a la surface suivant une ligne du second systéme.
dv

T = = 0, déterminent la tangente & une ligne du

Les deux équations V=20,
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second systeme; sil’on élimine o entre elles, on aura I'équation de I'hélicoide
développable circonscrit a la surface suivant une ligne du premier systeme.

14. SiT’ou passe de la surface que nous venons d’examiner a une surface qui
lui soit parallele, par les relations

r—z —p y—y _ —q 7—z 1
- ———— Y - E—— _— — 3
N Vifp+e N vidrede N ViFpFg

les équations (1) et (2) deviendront

Z=u-+4Ncose=fo-} Ncosy, ax'—y=v=Fq,
1=coso.V1+4p*4¢, ap—g¢=0.

Le seul changement est celui de fp en fo + N cos ¢.

L’équation de la surface s’obtiendra en éliminant « et ¢ entre les équa-~
tions

v av, _

—0. *Vi__ !
V=0, pPe =0, ——=0,
Y, étant
z+tay N N
1+a2—}—F1u—zcotg<p—flcp—-—m_V.—m.
15. Cas de / =m. Les équations sont
0 Z==u, oy Xt ByTz=0,
=mV1+p 17, Y —ap—fgy=2W1+p+ ¢,
(3) y:m)\.

D’aprés la seconde des équations (1), la surface est développable, et cosg=m,
de sorte qus o est constant, Il s’ensuit, comme on I’a déja dit, que les lignes
du second systéme sont des droites. Ces droites étant susceptibles d’étre dans
des plans différents, on s’explique que les équations (2) contiennent trois indé-
terminées, les rapports entre «, 3, v et A. On peut, au reste, déduire de ces

. , S . dz
équations elles-mémes 1'équation différentielle -, =sing, car on a, pour les

lignes du second systéme,
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dz=pde-+pdy, patgB+yiglo=0, adr+Bdy+ydz=0, p'+¢'=Ig,
d’olr 'on déduit

ldz*+dy*)tg*e — da*] (a* -+ B* —y* tg*9) =0,
par suite
da® 4 dy* = dz* cotg®s,

dz =—=ds.singy.

Prenons paralléles & I'axe du z les plans passant par les droites ; ¢est-a-dire
soit y=20. Les équations peuvent alors étre

z=u, ar—y =Fa,

1 2
W 1=my1+p*+ ¢ @ —aptg=0;

ce sont les équations mémes du cas précédent, en y faisant cos ¢ = m.
La surface sera donc donnée par

x4 ay
Vita

av
7= =%

V= + F,ea—zcotge =0,

et

Ia relation est Fa et F o étant

—Foe=a(14’)Fa—F,=.

aF’ada} qFa
o=t

L’hélicoide développable qu’on a ainsi n’est qu’un cas particulier de la surface
du cas précédent, celui ou la ligne mobile est une droite.

DU CAS OU LES PLANS DES LIGNES DE COURBURE NE SONT PARALLELES ENTRE EUX
NI DANS L’UN NI DANS L’AUTRE SYSTEME.

16. Les plauns des deux séries de lignes de courbure étant paralleles a deux
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droites rectangulaires entre elles, prenons I'axe des  paralléle aux plans-de la
premigre série, et I'axe des y  ceux de la seconde.
Nous aurons

et pourrons poser b= 1, « =1 ; les équations seront donc

0 rtcz=u, ( r4yz=nw,
—g+e=iVi+p+ ¢, —p+Y=2Vi+p*+ ¢
3) ey=In
La dernitre donnant
ey =1V,
!
Y’=E)\/’

. . { ! . 1
il s’ensuit que = est une constante : soit o =m, dou A= -~ y+m).
On fera que m, soit nul, en disposant de I’origine ; et si I'on pose

U

= —0,

= Fy, g:f@,

ol

!
¢ Y
F et f désignant deux fonctions arbitraires, il vient

=ty +Ft, 2= 0+ [,
a g1 =nVITFFT O pri= TR TL
Les deux équations différentielles expriment que 'on a
cos (N, P) = m cos (3, P),
cos(N, P} = % cos(z, P');
elles sont applicables aux surfaces paralleles de la surface considérée; elles le

sont aussi aux deux séries de cercles qui correspondent sur une sphere aux deux
séries de lignes de courbure.

17. L’équivalence des deux systemes d’équations (1) et (2) résulte des mémes
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considérations qu’au § 11. Elle peut ici se vérifier a I'aide du dernier fait énoncé
au § 3.

Soit prise en effet une sphere de rayon R ; supposons-la coupée par des plans
paralleles & I'axe des x tels qu’on ait i I’égard des points de la section par
chaque plan

cos (N, P)=mcos(z, P).
Soit '
rY + vz —8=0,
I’équation générale de ces plans, . et v étant les cosinus des angles que fait avec
oy et 0z la normale P & ces plans, on aura

z
cos (N, P):pﬁy—}-v ﬁ=mcos(z, P)=mv;

de sorte que
py Fvz=mvQ
ou
S=mvR.

Ainsi
»y¥ -+ v (z—mR)=0;
¢’est-a-dire que les plans se coupent tous suivant la droite qui a pour équa~
tions
y=0, z=mR.

Les cercles qui correspondent sur la sphére aux lignes du premier systtme
ont ainsi un méme axe radical. En conséquence, § 3, les lignes du second sys-
teme sont également planes. Et comme par rapport & la sphere, la droite conju-

guée de la droite (y =0, 2= mR) a pour équalions x = 0, 2 :%R, les

équations (2) résulteront des équations (1); et vice versd.
Détermination des lignes de courbure de la surface.

18. Proposons-nous d’obtenir les équations des lignes de courbure du second

systeme,
La tangente & 'une de ces lignes au point (x, y, 2) ayant pour équations,
=0z fo,
y=gr+th,

g et hseront des fractions de ¢ et de 8 quenous allons déterminer.
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Celte tangente fait avec le plan de la ligne du premier systéme qui passe en
(, 9y, 2) un angle égal & celui des droites Net P; on a donc

sin (N, P) = cos (T", P)

ou
\/1 Comt —tg1-0
14 \/1—‘—t2\/1+g?+02’
d’ou
7* (1 —m?) 4-20g -+ 0* (£ —m®) + 1 + £ —m*=0,
— 161+ To
9=
en faisant
. e . 4
T=y1+e—m), o= 1o — .

La question n’est plus que d’avoir 4.

19. Considérons pour cela la ligne de courbure comme I'enveloppe de ses
tangentes, quand on fait varier ¢. Les coordonnées (z, y, z) du point de contact
satisferont aux quatre équations

z =0z -+ 8,
y=gz+h,

dg . dh
O_xaz_l_cﬁy

z =ty -} Ft.
On en tire

dh | . dg dg
0—g0) S+ L+ Fe— 1) =o,

équation linéaire qui, représentée par

dh
cTt‘_}‘ Hh+H,=0,

a pour intégrale

b= =B (01 —SHlefHdtdt)
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Or ona
: Y 9
SHat =\ ‘adr i g gdt
dt= — dt=—1(0—gl) — g
9 — gt 06—t 0 —gt g0 — gt
et
—0¢
4 .
(ot _ P
Jom—gt ™ JO6Txmteo  ~ 8T xmo’
de sorte que
_ Co—gt) Y C(6—gt)
SHdt__IOT_T_mtO’ ToT =mte
et
¢ —m? Ft — fo
SH,eSHdldtz——i Cm Sdt Tsf.
De la
L b—gt (4—m2)(e—qt)g Ft—fo _ C S —f
h_CeT.Tmt@ 8T mlo T ~ 1—m s T+ Tl T

La constante C est 1a indépendante de ¢z, mais c’est une fonction inconnue
de 6.

20. Les coordonnées (x,y,2) d’un point M de la surface satisfont aux trois

équations
=1ty -+ Ft¢,
z=0z+f9,
—btd=-mTo C fﬁ
T

Comme on peut opérer d'une maniere semblable & I'égard des lignes de
courbure du premier systéme, on aura également, en désignant par C' une

fonction de ¢, indépendante de o,
z2=06zxJ {8,

1=ty F¢,
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Portons la valeur de ¥

_ br-fo—F¢
- t

dans les deux équations intégrales ainsi considérées. Il viendra

8 mTey  Fe—fo  CT Ft— fo
{7— 1—m’} — ¢ +1—m=+TSdt T
1 1
— 0 E=—0T —6t=—06T
9—Ft¢ <] 0
Sa—- m_le= m R ¢ +@Sf Ft 4o,
" 1 1 1 t 1 1 o2
m: ] m* m?
d’ou I'on tire
8T = mto _ C Fe —fo fe
(1 —m*)¢ S + T + Sdt T3
6T =m0 mb :met—{-T@Ft—-fﬂ__i“Ft—fede
(1—m*)t = 5T (1—m*e ¢ +ms o3 )

Il s’ensuit, en égalant les seconds membres, et différentiant par rapport

16,

1 dC [ " dt _ . _mof Tf'6
t—m*ds  ¢T 51‘3 M—mHe [A—mYt
1 1 o . mbf T )
—m?® de {T + TT—f) — (1—me (i — m’*’)tfe’
enfin
dC mOf0
i L
de fe'— 2

mdfe 1 —m? Cd8fe
- l
] m S K>
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K étant une constante qui ne dépend ni de ¢, ni de ; mais c’est encore une
fonction de m a fixer.

21. L'intégrale devient par cette valeur de C

y:

xz

—otmTe . — (0= moT do fo Stht
i—m: (1—m?)e fe—f_n S +T

T3 +
elle détermine, avec
z =198z f9,

la tangente a une ligne du secand systeme.

11 en résulte, pour la tangente & une ligne du premier systéme, mutatis
mutandis,

——teiézeT Y R LFt dof K
z= —yt “ Ftim@St +6 | fo, %o
1 TS o3 17
1—— (1—55)'1‘ 1——
et
z=ty -} Fi,
et si K—=om, on aura
!
Ki:c?;l'
Qu’on remplace Ft par ty — 6z — f9, on aura
_ —bt=mTe — 10 =mbT deFt | Tedofo KT
Ve Tt a= e ® +TS a :

3 L
Ry
m
équation identique a une précédente, si 'ona

RKR==xunkK,,

N
?=+9<m-
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S'il s’agit de

et s’il s’agit de

en prenant

m = (‘1 - m)q‘m;

et 2

Désignons par 4 une fonction de 7 qui ne change pas quand m se change

il s’ensuit de méme

. 1 .
ainsi en telle serahi— X(m)"‘X(;%) , ym étant une fonction quelconque

de m. Nous aurons

par suite

__—bttE=mTe — 18 - mbT defe dtFt AT
y="—m ° (1—m*)e f“ETS o T ST’ +'l+m

Passer d’un signe 4 I'autre, c’est changer le signe de m.

22. Nous avons done pour déterminer la tangente a une ligne du second
systeme, les deux équations

— 0t 4 mTe — 8 - m0T dtFt | AT
+TS T3 +1+m’

@ y= = e 0 TS

4 —m? m?)

Gy  z=bz4fo.

do o
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Le point de conlact sera donné par ces équations jointes a

@y s=ty+Fe

Si ¢ s’élimine entre (4) et (4)’, 'équation résultante et 1'équation (4) déter-
mineront la ligne de courbure. L’élimination subséquente de 8, conduira a I'é-
quation de la surface.

Les lignes du premier systtme pourront en conséquence se déterminer aussi
par I'équation (4)”, et par ’équation résultante due & I’élimination de 6 entre
(4) et (4).

Pour les équations de la tangente 3 une ligne du premier systdme, on
aura

1 1
— 04— 6T — 0T 4 —¢0
o m m dtFt dsfe AT
B z= i ¥+ i Ft mﬁ)‘\ T + 0 S 4 + T
= (*—=) Tt

By z=ty -+ F¢.

La surface sera aussi délerminée par ces équations jointes &

B z=0z4fo.

Posons

Ve=y+ tz _lﬁT <e+0f0) T(mgf0d0+gd'trl';‘t+

{1 —mt

14 m>
une ligne de courbure du second systéme aura sa tangente déterminée par
V=0, z=6z-f9,

la surface sera donnée par ces équations et z = ty + F¢, ou par

av
V=0, z=tz1[9, 7;:0.
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Sil'on prend

8z 1 e tF¢ Ft dt dofe h
V=2t —r — o (yT""T‘) —e ('"S T +S—®r+ 4>’

_ 1—— 1=
1 oo’ poor 1+m

la surface pourra de méme étre déterminée par

V=0, z=ty+Fe 2="0z+ [9,

ou
av
V,=0, :zz=ty-}Ft, -(76.‘=0'
Etsil'on pose
1
14—
. m 14+ m 6 t
W=z +y—F +z‘<4;i)@+(‘—m)T
m

{(4'1' )SFtdt (1+m)§f6d0+k}

on aura, pour équations, sous une forme plus symétrique,

W=0, z=0z - [0, z=ty-+Ft,
ou
dW dw

(6) W=0, -d—e =0, W =0.

L’équation W = 0 est 1a I'équation du plan tangent & la surface au point oir
se coupent les deux lignes de courbure dont les plans sont donnés par

== =0, 7:0.

La tangente i la ligne du premier systtme est donnée par
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W=0, -d—dg =0,
la tangente & I'autre par
W=0, %V- =0
L’élimination de ¢ entre W =0, %V =0, donnera I'équation de I'hélicoide

circonscrit & la surface suivant la ligne dont le plan est donné par

W,

ds

et par I'élimination ultérieure de 0, on aura I’équation de la surface comme
enveloppe de cet hélicoide variable.

Les équations (6) sont bien celles qu’ont obtenues M. Bonnet et M. Serret.

M. Bonnet a fait une étude intéressante du cas ot fo—0, et y a rattaché le
cas général par d’ingénieuses considérations. Je regrette de ne pouvoir les re~
produire ici. Nous retrouverons ce cas aux §§ 63 et 64.

23. Au cas particulier de m =1, on aura

L,y E(1 4 _Sfede cFedt B
W=3+7 ( + ’) - Yy 5=

2\ " ¢ 6
avec
s=ty+Ft, z=0z-+[8,
ou
aw dwW
=" W=

24. Pour des surfaces paratléles & celles que nous venons de considérer, les
équations (1) et (2) deviennent

2 =ty + Nm - Ft

(4)
g+1=mVITprI+g
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‘=t N> ffo
#=0"+N_ +f

@ 9 ‘
1= VTP T

comme on a
dat t

(142 —mi = A—mWiFE—mt

u+mS

une surface parallele sera déterminée. par les équations

1
W=xi—zm+,i+m+(‘z 1—-tm)T+(z—N%) (4_?1)0
m
—fo+m {5+ (1+5) fede“‘*

25. Les deux fonctions Ft, f§ peuvent se considérer comme fixant deux cy-
lindres qu’enveloppent les plans des lignesdu 1¢= etdu 2° systéme ; inversement,
en se donnant les deux cylindres, on fixera les deux fonctions. Ainsi les deux
cylindres et les constantes m et & déterminent entiérement la surface.

Les considérations géométriques qui suivent, sans qu’elles donnent une
description générale de la surface que nous venons de déterminer analytique-
ment, répondent en partie, il nous semble, aux faits analytiques qui précedent;
mais je n’entends aucunement les mettre en balance avec celles qu'a présen—
tées M. Bonnet.

Soit donné le cylindre qu’enveloppent les plans des lignes de la premiere
série ; soit prise dans un plan tangent & ce cylindre une ligne quelconque
comme ligne de cette série, et soit assignée la direction du cylindre qu’envelop-
pent les plans des lignes del'autre série. Supposons connue en outre l'inclinai-
son de la surface sur le plan de la ligne donnée, c’est-a~dire une premiére valeur
de’angle (N, P).

Prenons une sphere et considérons en son centre une droite oz, qui soit &
angle droit avec les deux eylindres, ainsi que le cone desrayons paralltles aux
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normales de la surface le long de la ligne assignée. La trace du cone surla
sphere sera le cercle correspondant & cette ligne. Celle de I’axe o0z sur le plan
du cercle sera un point de la droite H, paralléle aux génératrices du premier
cylindre, axe radical des cercles de la premigre série. Si I'on méne par la droite
H, qui sera alors fixée, un plan infiniment voisin du plan du premier cercle ob-
tenu, et qu’on prenne le cone circonscrit 4 la sphére suivant ce cercle, l'inter-
section d’un plan tangent au cylindre donné paralléle & ce plan avec I'héli-
coide parallele au cone passant par la ligne donnée, ayant ses génératrices
normales & cette ligne, serauneseconde ligne de courbure du premier systéme,
et le cercle correspondant sur la sphere seraconnu. Par une double construction
du méme genre, on en déduira une troisieme ligne de courbure, et ainsi de suite.

Pour fixer les hélicoides qui se succedent ainsi, au lieu de recourir 4 une
sphére et & ladroite H, on peut se servir dela formule

cos (N, P) = sin (T, P) = ——m

CiFe

Avec les données dont il a été question ci-dessus, on connaitra une premiere
valeur de sin (T',P) et une premitre valeur de ¢; la constante m s’ensuivra.
Apres quoi, un second plan tangent aucylindre fixant une nouvelle valeur de ¢,
la formule donnera la valeur correspondante de 'angle (T', P) ; d’oli un second
hélicoide circonscrit & la surface, etc.

_ Ajoutons que les lignes de courbure du second systéme sont, 4 partir dela
ligne donnée du premier, des trajectoires aux plans tangents du cvlindre
donné, coupant ces plans dont I'équation générale est

z=ty -+ F¢,

sous un angle ¢ variable suivant la formule

Sin?="_—

Vi e

b

avec la condition qu’elles soient normales au lieu de leurs traces sur chaque
plan tangent.

26. La cyclide, 'enveloppe d’'une sphere tangente & trois spheres fixes, est
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1a seule surface ou, les lignes de courbure étant planes, les plans de chaque
série passent par une méme droite.
Soient

z—2z, ==ty —1),

.z =98z

les équations générales des deux séries de plans.

L’axe des y est ainsi la droite H' par laquelle passent les plans de la seconde
série, et la droite H commune aux autres a pour équations

y=Y, =z2=z;
Nous avons la
=0, Ft=z —ty,
de sorte que

1

‘o i+m 0 t
W=z +y 1] a+z + T 2
\/1-{-0’—-;{' §/1+t —m : (‘l——%)\/l-{—ez—;ni; (l—m)\/i+t —m

(21— ty,) dt ht
_t“+wSu+ﬂ—Wﬁ+
1
i+;z i4m t
=2 ——————t Y ———==t %) —
\/1_{_0,__;'1? .\/l+t —m A=m)Yi4+—m
%9

+h=0,

+ 1 -1
(4—;)\/1 00—

z=0z, z—z,=ty—y,).

il y faut ajouter

L’équation qui en résulte pour la surface est

_mV(l —_ 7%).’8’—}-#-{-— \/(l-—m’)(y—y.)’-{-(_z-—z,)’ — k{1 —m) =0,

5
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§'il 'on y fait
z=xcosw, z=2Xxsinw,
il vient

- \/‘ — costo 4 VT —m ) — 7, | @sin o — 5] — k1t —m) =0;

4’0ol

(1—m?) gz‘"—{—(y—y,)’ ; —2 1 2, sin wtmh(1—m)| /1 — ;:F cos'o} a2 — R (1—m)=0;

les lignes de courbure du second systéme sont donc des cercles. Celles du pre-
mier doivent I'étre au méme titre; on peut le vérifier, en prenant y—y, =y’
cos @, z — 2'= y sin w. La surface est en conséquence 'enveloppe d’une
spheére tangente a trois spheres fixes.

27. L’équation précédente peut se mettre sous les deux formes suivantes :
o (= 22z, 2 — R A ’=4m2m—m>2[(a—-n%) !

{(—m?) [ (y—ya) 57122 5 4 2, (1 —m) =4 (1 —m) (A —m?)(y—y,) - (c—=)']

Ces deux formes se rencontrent immédiatement quand on fait ’étude de la
surface cyclique en suivant un ordre d’idées qu’il n’est peut-étre pas inoppor-
tun de retracer ici.

Quand une surface est I'enveloppe d’une sphére dont le centre se meut sur
un plan, tandis que le rayon est proportionnel & la distance du centre a une
droite fixe située sur le plan, les lignes de courbure sont toutes planes (Voir le
mémoire de M. Bonnet, ou plus loin, § 63.) Ces lignes sont, les unes, les in-
tersections successives de la sphére mobile, les autres, les sections de la surface
par les plans menés suivant la droite fixe.

Quand la directrice du centre est une conique, on reconnait queles plans des
intersections successives de la sphére passent par une méme droite, si la pre-
miere droite fixe est perpendiculaire & I'axe focal de la conique, et que le rap-
port du rayon de la sphére & la distance de son ceritre et de cette droitesoit I’ex-
centricité de la conique. Les lignes de courbure sont alors toutes des cercles; la
surface est une surface cyelique.
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Que la conique directrice ait pour équations

et la droite fixe
2=0, mr+p=0,
la sphére mobile
(x—a)*+ (y — B + 2z* = (ma + p)*,

on a

et pour équation de la surface

(22 + 32 + 21— p* + B)* = 4{A(e +mp)* + By,

ou sous une autre forme
. ]
@+ 9+ — =B =4{ A Bz + £) 52},

La seconde série de spheres inscritesa la surface a pour équation générale

=Nty + E— ) =m*A+ mp),
stl'ona
Al v2 A
i—gT—p=l ¢ "'=i—p
de sorte que,

Etant données deux coniques qui soient focales 'une de P'autre, si I'on prend
dans leurs plans deux perpendiculaires a leur axe commun telles que leurs dis-
tances au centre soient dans le méme rapport que les excentricilés des deux co-
niques, la surface enveloppe d'une sphére dontle centre parcourt I'une de ces
coniques, tandis que son rayon et la distance de son centre a celle des deux
droites qui est située dans le plan de cette conique, sont dans un rapport con-
stant égal & 1’excentricité de la méme conique, est une surface cyclique, et les
deux droites sont les axes radicaux relatifs aux deux séries de cercles de cour-
bure. En outre, il suffit de faire varier les deux droites fixes pour avoir par
cette génération une suite complete de surfaces cycliques paralléles.
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28. Nous terminerons ce premier chapitre en indiquant encore la valeur de
Ja fonction W, quand les plans des deux séries de lignes de courbure envelop-
pent deux cylindres de révolution ayant pour axes I'axe des x et I'axe des .

Les équations des deux cylindres étant alors

Y+ =R, #tat=1r7
on aura
=0z r V14 ¢,

z=ty+R\/1—{—t’;
de sorte que
fo=rJ1+0, Fi=Ry1l+2;

par suite
S dtFt _RS Vi e _BS do
A+4rr— m’)% Y 42— m’)’?i (1 — m? cos® ) y1—m? cos? o,

en posant

t==fangy, etlon peut supposer m* <1;
puis

defe dd

" =7 1 1,
° l £
(1 +0~-—-ﬁ) (l—m—, cos? 4») \/1—-W005"-‘f
en posant
0 —=tang. ¢,

et sil’on prend cos ¢ = m cos <y,

4018 "
= 1y ='”'5 : jl ;
* 1—cos 1 —m?* cos®
(4+°’—;l—,) ( ) m® cos*y.
de la
—_—zH—m-{-y (im)cosg Vi—m®cosy sin o _
tangy Vi—m?cos'o (1__’_) siny (—m) yvi—m?cos®e
m
. J )
——%{H—m)Rg A +(1+m)rg e gl
_ J (1—m?* cos®o) Vi—m® cos ¢ Yt —costy) y1—micos’y )
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CHAPITRE 11

Surfaces dont les lignes de courbure sont les unes planes

et les antres sphériques.

PRELIMINAIRES. -

29, Soit

—az —by—ez=u

’équation générale des plans des lignes planes, soit
(z—af+@H—B+G—1 ="+t 1+ =0,

celle des spheres sur lesquelles se trouvent les lignes sphériques, nous aurons

—ar—by—cz=u,
ap-+bg—e =TT T
=+ y—8+ =1 =2+ 4+ 20= 9,
— @—ap—ly—Blg+ iy =AVTT T 7

)]
(2)

{ désignant une constante pour tous les points d’une méme ligne plane, variant
d’une ligne a une autre, A étant dans le méme cas pour les lignes sphériques.

30. Soienten un point M (z, ¥, 2), quelconque sur la surface, MN la normale
a cette surface, MP 'axe du plan de la premitre ligne de courbure, MO le rayon
de la sphere & laquelle appartient la seconde, MT et MT' les tangentes de ces
deux lignes.
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Les plans OMN, NMP sont perpendiculaires entre eux, I'étant aux tangentes
MT, MT’; on a donc

cos (MO, MP) = cos (MO, MN) . cos (MP, MN),
par suite, vu les secondes équations (1) et (2),
3) ae -8 ey u=10n

Réciproquement, si les équations (1), {2), (3) s’appliquent i la fois & une sur-
face, les lignes de courbure en sont, les unes planes, les autres sphériques.

La surface présentera en effet, d’aprés les équations (1) et (2), des sections
planes et des lignes sphériques qui en seront des lignes de courbure. Puis, en
raison de 1'équation (3), une section plane et une ligne sphérique se coupent a
angle droit. Les deux suites de lignes seront done distinctes, par conséquent elles
constituent les deux séries de lignes de courbure.

31. En procédant comme dans le premier chapitre, et par le méme genre
de notations, nous déduirons de 'équation (3)

ad + b +oy' = IV,
ar" "+ ey" = IV,
d’ou
a (@ —a" V) 6N — FX) - c(YV' — Y'X) =0,
o (AN — V) F(EN — V) - ¢y X — Y'X) =0,
a”(@) —a'X) +6" (BN — V) 4" (YX — X)) =0,

équations qui exigent

soit =0, ou ArA=m,

. \I al/ BV Y" N
soit T=?=B"=_T—” dol a=Ky+4r, g=K,y+4,
soit «, 8, v égales & des constantes,
a b ¢
soit {a b ¢ |=0, dou Aa-+Bb 4 Ce=0.

a” bl! cll
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On a également
ad +bf' + oY =I¥,
do B ey =1¥,
d'ott
(al —al)a + (B —blE + (el —cl)y =0,

(' —al)e” (o = GD" + (el — 1) " =0,
(all_aVl) all’+(blf_bll)plll+ (cll—‘c’l),rﬂ/: 0,

ce qui exige

s0it e B, ¥ égales a4 des constantes.

soit 1=0;
. v a b -
soit Vit b dot  b=tka, c=kn;
s0it a By ‘
o §7 " | =0, dou Apa+Bf+ C‘:Y + D, =0.
ul’.' plll Y’”

Réciproquement :
si I'on a
A =m,
il s’ensuivra
ad 4 b8 + ey =0,
aa” + 68" + " =0,

aalll + bplll_*_ CY” = 0,

d’od soit
a, B, Y constantes,
soit
A1a+ bi?’ + ey D; =0
D’autre part,
ad b8 4 ¢y =0,
alal + bl ﬁl + cl Y’ = O’
allul + bllﬁl +‘c"7'7 — 0.’
d’ou

Aa+Bb+4Ce=0,

a moins qu’on n’ait «, B, v égales & des constantes.
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Si { est égal a zéro, on aura

aat-bg+or+u=0,

d’on1
ax' + b+ ey =0,
a'a' +blpl+clyl=0,
alla7+ brlpl +cll,¥l =0 R
et

ox' 68" + ¢y =0,
aa'l + bpl/ + L‘Y” =0’
aalll + bﬁlll+nlﬂ=0,

ce qui entraine que «, B, y soient des constantes, on qu’on ait

Aa 4 Bb4-Ce=0,
Aa+BB+Cy+D,=0.

Si «, B, y sont des constantes, on a

=0,
de sorte qu’alors il vient

=0
ou

A=m

Si a = ky + h, B = k,y+ &,, en prenant la droite pour axe des z, on aura

e=0, p=0,
vteoy=10Q0,
d’olx
oy =1I\,
c=1X,
ce qui veut
so0it {=0, ¢=0,

soit A=m, ¢=0,
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soit a=21 —+ m,, u=cmm.
m

Dans le dernier cas, I'équation générale des plans devient
—az—by—c(z+mm)=0,

les plans passent par un point fixe.
Si 'on a
b=ka, c=ka,
il vient
afe + kB A k) +u=10,
ou

at kg by Fu=0n,
en disposant de @ et le prenant égal & 1; d’ou

o + Ak = IV
par suite
soit A=m, o}k +ky=m,,

sotf l—=m.

32. — Nous devons conclure que les circonstances & examiner sont :
1° D’avoir a, B, y égales & des constantes, cas se subdivisant en deux autres,
celuiouYon al{ =0, et celui oit 'on a A=m.
2° D’avoir
a=kyth,  B=ky+h,

en y traitant, & coté du cas général, les cas particuliers de A = m, et de { =0,
3° D’avoir

b=ka, c=kua,
cas qui se subdivise en deux, suivant quel'on a
l=m ou A=m ;

4° P’avoir
Aa+ Bb 4 Ce=0,

Ajp+BB+Cy+Di=0

avec examen particulier des cas de A== m et de { = 0.
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I €as. — LES SPHERES CONCENTRIQUES.

33. 1° Soit —
{=0.

Prenons pour origine le centre des spheres. Les équations seront

—~ ax —by —ez =u, > '+ yt 2t =2,
W ap+bg—c =0, ¥ g =P T
(3) u—= 0,
c’est-a-dire, en faisant
c=-—1, b=Fa, =0, r=/0,
1 2 = ax -+ by, @ 24y =07,
( ap+bg+1=0, —pz—gy-+i=21+p + ¢

b=Fa, XI=/0.

On voit par les équations (1) que les plans des lignes planes passent au centre
commun des spheres, et qu’ils sont normaux & la surface. Les lignes sphéri-
ques sont en conséquence des trajectoires orthogonales & ces plans. Elles sont
donc décrites par les points de 'une d’elles, quand on fait rouler son plan sur
le cone qu'enveloppent les plans des lignes planes, et celles-ci sont les posi-
tions de la ligne qu’on fait ainsi mouvoir.

On peut prendre arbitrairement le cone et une premiére ligne dans ’un de
ses plans tangents.

Prendre arbitrairement Fa, c’est fixer le cone a volonté. Pour I'analyse, au
lieu d’une premidre ligne prise dans un plan tangent au cone, nous supposerons
assignée I'expression de A en fonction de 0, a savoir fb.

Soit ¢ V'angle que fait le rayon OM avec la tangente MT & la ligne plane qui
passe en M. Comme d’aprés la seconde des équations (1) le plan de la ligne est
orthogonal & la surface, on a

sing = €os (B,N) :wz /—‘QE

Wi+ p gt

L’angle ¢ ne dépend ainsi que de 6. 1l s’ensuit que les lignes planes sont
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toutes égales. En outre, la distance de I’origine O au plan tangent a la surface
en M étant

TPEGY A g
\/'l P
et cette distance étant celle de la tangente MT au point O, les lignes planes sont
toutes disposées de la méme maniére a I'égard du point O; les points homolo-
gues de ces lignes sont donc sur des spheres concentriques au cone. Ce sont la
des conséquences des équations (1) et (2) conformes aux faits géométriques qui
viennent d'étre énoncés.
Détermination analytique des lignes de courbure sphériques.

34. — Toute ligne de courbure sphérique étant orthogonale aux plans des
lignes planes, on a pour une pareille ligne

de _dy _ dz

a B —1
Proposons-nous d’obtenir une équation différentielle entre z et a.
Vu I’équation
adx + bdy — dz - xda -+ ydb =0,
on aura

der dy

dz adx +bdy—dz  — (xda + ydb)
TTy T = '

—1~ T &@Fb+r 41’

donc
zda + ydb = (a*+ b2+ 1)dz.
Mais des équations

ax -+ by=z,
x!+y2+z2=6!
on déduit
az = bR bz=aR
:a’—}—b” y——:a’—}—b”
en posant

R=\(a*+ 6*0*—(a* -+ b* 4 1)2* == (bz — ay).
De la I'équation

‘z{ada 4 bdb) _ V& b dz o bda — ad’b

o = 0.
(@8 Vai '+ 1R R (@4 %) yat + b1 -1
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L’ensemble des deux premiers termes ayant pour intégrale

Q/ 2 2
—arc tang ‘.z_i_—_.{—R_b..ﬂa
on a pour l'intégrale de I'équation
'V:—arctang———gj_—-bi——}—K'*S bda—il_i_b__z()
az—l—bz)\/a’—l—b”-{—i ’

K étant 14 une fonction de 9.
Les lignes sphériques sont ainsi déterminées par les équations

V=0, z*4 22+ z22=8

supposé que a et b en soient éliminés au moyen des équations
ax 4 by=2z, b=Fa.
La surface étant le lieu de ses lignes sphériques, sera donc représentée par
I'équation
V=0,
aprés I’élimination de a, b, 9, a 'aide des équations
2’4y 4 22=0, artby=z, b=Fe,

en supposant K exprimé en fonction de 6.

35. Les chosesainsi considérées,nous allons déterminer K, en nous proposant
de satisfaire & la seconde des équations (2).
Nous avons d’abord

dvV da dav db db
dadx+dz Twa=Y et (“"+v’da>dx P
x—}—pz:eg,
de sorte que

dav p—a de—l— 2z

e + + p =0,

da o dz

yda

et comme l'on a
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db db db
v z(““’%) b= g

e (@45 VETOHIR @+ YEFB F1 VoL PR
dV__ YEEba

dz R

dV _z/eéF P+l | dK

de oR s’
i vient

p—a _\/a2+b’+1p+< g/a2—|—b’—{-1+de>x+pz

Ja iR R oR 0

on aura de méme

g—0b vai 4671 <Z\/ba’+bz+1 dK>y—[-qz‘__
—— — g+ + =0.
;/a’—[—bz—i-’lR R R db 6

- Y3

De la h
at*—zz(a®*+b*+4-1)—8Rz vaz—kb?—{-l

(=Bt oz yaFTH —d;) R

o dK
b6* —yz (a?+8'+1)—0Ry ya* + & 1 —

SN

Ces valeurs donnent, quel que soit K,

ap +bg 4+1=0.
Nous en tirons i«
R yart 6241 %

i —pr—gqy= \
(—R+ez Va1 di:)n

—0(@*+b* 1) 4-2(a?-+6*H1 ) (2—pz—qy) +6 (Z—P&—QJ)R Vot

P = ——— dw) -

@ @) (dK)
B <‘R+ bz Yar - o* 1 ?16>
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En substituant dans I'équation, —px — qy + 2=2 \/1 -+ p?+- ¢, on obtient
62 (02— 2%) (%%) =,
k___*
A g \eT
ce qui donne

Ad8 23
K= —/—d——=—arctang A -+ d .
0T —x® yee—e | Yyeoe

L’équation intégrale est donc

@+ e tang A S dA + bda— adb —o.
R \/ea_)‘e \/02_)\2 (a2+bz)\/az+bz+i

Les signes supérieur et inférieur pour la dernitre intégrale correspondent
aux signes de méme ordre dans les expressions

V = —arc tang

az 1= bR bz3=aR
:a2+b2 » Y= a2+bz’

ou
&+ (b — ay) =R.

Ony joindrales équations

z = ax -} by, b =TFa,
Aty A=02, A= fo.

L’élimination de a et de 6 donnera les équations générales des lignes de cour-
bure sphériques ; celle de 6 et de A les équations générales des lignes planes.

Dans son application de I'analyse 4la géométrie, Monge a donné pour les li-
gnes sphériques une équation qui revient a notre premiére détermination de V
(§ 34), mais par une anaiyse moins simple que la nétre.

36. On aura les mémes équations (1) et (2) pour la série des surfaces paralle-
les & celle que pous venons de déterminer, sauf & remplacer

A par N2 et 6 par 62=N2--6*-} 2N\
2. Soit

r=um.

37. En placant I'origine au centre des spheres, on a
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— ax — by — ¢z =ml, ) 2y =0,

() ap+bg—ec=1VI+p+¢°, @) — pr—gy++z=m J1+p'+g*-

Nous pouvons déduire de la seconde des équations (2) que la surface est une

sphére concentrique a I'origine de rayon m, ou bien une surface développable
circonscrite & cette sphere.

Il résulte en effet de cetle équation qu’on a

! _ pr—+g¢s

—rr =Sy =m —————,
Vi+p+e
— Sz _ty:m__lis_igt— R
_ Vi+p+¢

d’olt soit

rt—s*=0,
soit
—mp — myq m

x

] y y — N = .
Vitrit ¢t Vifr+e Vitp+¢
Au dernier cas, on aurait

—_m

r_y_ i _Nety+a

e =l = —— 2~ donc 2 ? L 22 —=m?.
Vidtrte ™ p ¢ —1 JTx 54 ot
C’est unesolution écarter.

Il reste ainsi
rt —s2=0;

c’est-a-dire que la surface est développable. La distance du plan tangent & I'ori-
gine étant égale & m constamment, la surface est circonscrite & la sphere du
rayon m qui a l'origine pour centre.

Qu’on prenne sur la sphére une ligne quelconque, I'enveloppe des plans
tangents & la sphére le long de cette ligne sera une surface développable cir-
conscrite, sur laquelle Ja ligne sera une trajectoire orthogonale aux généra-
trices rectilignes. Les lignes de courbure de la surface seront ces généra-
trices et leurs trajectoires orthogonales. La ligne de contact sur la sphere est
I'unede celles-ci, les autres duméme systéme seront sur des spheres concentri-
ques, parce que les portions de génératrices interceptées entre la premiére et
chacune d’elles seront égales. On peut encore déduire le méme fait de ce que
la surface est le lieu d’une droite située dans un plan qui roule sur un cone
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ayanl I'origine pour sommet, et n’est ainsi qu'un cas particulier de la surface
obtenue dans le cas précédent. Considérons en effet sur la sphére la dévelop-
pée de la ligne directrice, et imaginons le cone qui, ayant le centre de la sphere
pour sommet, passe par cette développée. Soit p le point de cette derniére
ligne correspondant au point M de la directrice. Si I'on fait rouler sur le cone
le plan OMp, le point M décrira la directrice. Mais la tangente en M a I'arc
M. sera une droite de ce plan qui sera la génératrice méme de notre surface
développable.

38. — Nous pouvons assujettir les plans donnés par la premiere des équa-
tions (1) & passer par l'origine : c’est prendre { = 0, d’oti résulte, en faisant
c=—1 s

z=ax + by, 2t y? -z =082 .
3 9
Y aptbgi1=0, ) —pr—gy-trz=myi+p*+ ¢,

équations que donnent celles du cas précédent, quand on y fait ) — m.
De 14 pour I'intégrale, I’équation

PN NN
Ve arotang— Vb aro tang —" o+ S bo—adb
V@50 — (a5 31 )2 Voe—m®  )(a* 4 b%) Vot biid
On y joindra
z=azx - by, 2yt 22=40*,. b=Fa.
L’équation

—pr—gytz=myi+pit g’

est ici I'équation méme du plan tangent a la surface, quand on y considére
z, y, 2 comme coordonnées courantes, et les valeurs de p et de g comme rela-
tives & un point de contact. Qu'une relation soit donc donnée ou établie entre
p et ¢, U'équation de la surface résultera de I'élimination de p et de ¢ entre cette
relation, et

| v
v

V:O, 0’

V désignant — px —py + 2z —m\/ 1 + p* + ¢
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?° Cas. — LES CENTRES DES SPHERES SUR UNE MEME DROITE.

39. Prenons la droite pour axe des z; les équations seront

—ar—by—cz=u, 24y a—) =1+ ,
! 1+t ot : T
® apFbg—e=11+p+¢', @) —pr—gqy+i—y=2Vi+p4¢,

(3) %-fcy=1r,

on tire de la derniére

eY=1X,
)\/

c=1l-,
1

ce qui exige qu’on ait
l =0, c=0, u=0;
Soit A=m, ¢=0, u—1Im;
- A
, l:?m, h=—-4m, u=—cm,m.

Réserve faite des deux premiéres circonstances, nous aurons donc ici pour la
premiére des équations (1)

—ax —by —c (z -+ mm,)=0,

d’apres quoi les plans des lignes du premier systéme ont un point fixe pour

lequel
=0, y=0, z=-—mm,.

S1 on y porte I'origine, il s’ensuivia m, =0, A= I, et si l'on fait e = — 1,
m

v+ 2u =07, les équatiouns seront

-1
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z=ax - by, Byt (-0t

— T, 2 —
apt+bg -+ = —m {11, ) ——px-—gy—}-z—y_—_-%\/l-i—pg%-qs,

m se supposant différent de zéro, et de «.

Nous pouvons considérer & comme fonction arbitraire de @, et 8 comme I’étant
de v, de sorte que nous poserons

b=Fa, OB=/7.

40. Nous avons ici, d’apres les secondes des équations (1) et (2),

Y 8cos(N, 8) 1
cos(N, 8)= -5 ou Y T
et
cos (N, P)=-—mecos (P, z).

La seconde de ces relations s’applique aux lignes qui sur une sphere corres—
pondent aux lignes du premier systéme, etil s’ensuit queles plans de ces lignes

concourent aussi en un méme point. Car si I'équation générale des plans
sécants & la sphere est

aE "'I‘ b'q =t +ba
P'on aura
— —
cos (N, P)= fatbn—t _ Fatbm—l (P, 2,
ryal b1 r
done
ta -ty —L=mr,

ce qui accuse un point fixe donné par
E:O, =20, {—=—mr.

Les lignes qui correspondront sur la sphere aux lignes du second systéme
seront donc les trajectoires orthogonales aux cercles snivant lesquels elle est
coupée par les plans dont I'équation générale est

Ea—{—br,——l‘,:mr,

cu égard & 6 == Fa.
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41. Pour la détermination géométrique de la surface, il se présente ici
des considérations analogues & celles que nous avons développées au sujet des
surfaces dont les lignes de courbure sont toutes planes.

Soit donné I'axe oz, lieu des centres des spheres. Soit connu sur cet axe le
point O, sommet des cones gqu’enveloppent les plans des lignes de courbure
planes; et soit donné le cone, ainsi qu’une ligne dans I'un de ses plans tan-
gents comme premiére ligne de courbure plane. Soit d’ailleurs assignée la
constante m.

Considérons une sphére de rayon r, prenons sur une parallele & oz menée
par son centre un point dont la distance & ce centre soit — mr, et imaginons
un cdne homothétique au cone donné qui ait ce point pour sommet. Merons &
ce nouveau cdne un plan tangent paralléle au plan de la ligne de courbure
donnée ; la section du plan et de la sphére sera la ligne sphérique correspon-
dant a cette premitre ligue de courbure. Suivant la section, on aura un cone
tangent a la sphére, et suivant la ligne donnée un hélicoide correspondant. Les
intersections de I'hélicoide et de la sphére par des plans paralleles respective~
ment tangents aux deux cones et infiniment voisins des premiers seront une
seconde ligne de courbure plane de la surface et la ligne correspondante sur la
sphere. Il s’ensuivra un second cone tangent a la sphére, un second hélicoide
circonscrit & la surface; et en continuant ainsi, la surface sera le lieu des
lignes de courbure successivement construites.

La ligne du premier systéme que nous nous sommes ainsi donnée correspond
4 une fonction arbitraire qui s’introduirait par une intégration directe des
équations (1). La surface serait ainsi fixée par cette fonction arbitraire, par la
relation 6 =— Fa, et par la constante m. Elle pourrait I'étre également par la
relation § = f¥, la constante m et une fonction arbitraire qu’aménerait une
intégration directe des équations (2).

Dans ce qui va suivre, nous nous proposons'de faire dépendre analytique-
ment la surface des deux relations 6 =—Fa, 0 = fy. Cest le point de vue ou
nous nous sommes placés précédemment, et qui doit dominer dans tout ce
travail.

Recherche des lignes de courbure sphériques.

42. Les droites MT’, MN, MP étant situées dans un méme plan, la seconde
perpendiculaire a la premiére, nous avons

Document numérisé par la Bibliothéque Interuniversitaire Scientifique Jussieu - UPMC



— 52 —
cos(MT', MP) = == sin (MN, MP),
ce qui donne, pour déterminer les lignes sphériques,
(4) Py E—r) =0
(adz L bdy — dz)* = (a® + b* -1 —m?)ds’,
ou, acause. vde z=ax <+ by,

® S tE—r=t
(zda 4 ydb)*= (a® + b* -+ 1 — m?) (dx* |- dy? |- dz*).

Cherchons une équation différentielle entre a et z.

Des relations
az + by =z,
Py =1,
on tire
adzx + bdy=dz — xda — ydb,
2dz -+ ydy = — (2 — 1) dz,
eldela

(ay —b2)X(de? 4 dy? 4 ds) =[a® + b 4 1) 0 —12] dz* — A[0* 4 (= — )} (eda + ydb) d:
[ — (s — 1] (ada + ydbp,

az= bR bz3-aR ; — .
T V= g Tl —a=R=y@ LG

1l s’ensuit, eu égard & I'équation (4),

(cdat yap— OO =m0 4 v (amv)] o 07 (@O 00—y
e T T — e ) T i) e T
L’équation (4) exigeant qu'on ait @’ + 6" + 1—m* >0, on aura aussi
me —y’ > 0.
De la

, N o o Wy p e e
zda+-ydb =m0 — (z—v)*] + 2 - N—=m*) [ —(z—y)2 ]+ 22

y/m'% — y* emportant implicitement le double signe.

Rdz,
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En posant

(1—m?) [ — ()] 5" =,

cette équation se transforme en

6) z ado+bdb Ve +-b2 -1 —m? [0 4 y(z—1)]dz
Y Ve ErTi—mR @tP oR
. bda—adb \Vm?02— y2dz
:+ -_— .
(a* + bWl + b H1—m ©

43. Dans le premier membre, la différentielle du premier terme par rap-
port & z, et celle du second par rapport @ ont pour valeur commune

(ada 4 bdb)[0 4 y(z — 1)}dz
\/a2+b2—{—1—7n2R3 ‘

Le premier membre est donc la différentielle compléte d’une fonctionde aetde 2.
Cette fonction est

Yy ey yer
Vit g VT
Vi—m? yi—m*R

Il est aisé de le vérifier.

On trouve d’ailleurs pour P'intégrale du second terme du second membre

2, "
arctg — G—v+y
1 —m?2 \/m292—'(2

Vi—m?

De 14 pour l'intégrale de I'équation différentielle (6),

. e 2 bZ 1— 2 T 2,2_-/ N
(7 V=— ! arctg Vet Pil—m ! arctg miE—0 4y
yi—m? VIi—mR Vi—m? Vi—m® ymeer—y?
bda —adb
S(a2+bwa2+b’+1—m* ’

supposé m’ < 1,

K désignant une fonction de y.
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44. L'expression de V| s’obtient assez péniblement en procédant par les voies
régulitres. Leprocédé suivant est, je crois, des plus simples.
Considérons le second terme de ’équation différentielle,

_V a* - b* 1 — m*[6® + y(z—v))dz .

oR

On peut le mettre sous la forme
_1 [o* + v (z— )] d=
2V —(z—1)'R[V@+ 5 + 1—m* V& — c—1—R]
(0 +y(z—y)ldz
— V= G— R [V@F FH1—m* F (e =1 +R]

en observant que I'on a

9| e

+

8 =(a*-+0* +1—m*) [ —(z —7"] — R*.
Or, si I'on pose

2= Vo 4+-b* V0 —(z—1)% u,
il vient

[0+ 1 — 1z = V& T B8 —G— ) du,

R=ya*+b* Vor—(z—7): Y1 — 2,

— S by (e — )z

VE—=(z=7)* R[Ve*FbFi—m® y&*—(z—1 —R]

1 du :
2 VI—w (Ve To—m — Jai b yi—u ]
— dv
Ve —mt — @b 4 [Va o —m + Vo
en posant
P43
“=1 +v¥’
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diftérentielle dont I'intégrale est

1 arctg v Vol 21 —m? - Ja* + 52

Vi—m Ve 621 —m?— /- b2
_ Va4 6 Vo —(z—)*—R Vot 1—m* 4 ar - b
= arctg .
Vi—m? z Vel o1 —m?—yar -8

On a en conséquence

g— V& F 51 —m? [0z — y)|dz
oR

/,1 —m?

- —1"— [:arctg ‘/a’ +06° \/Q:__(Z_Y)Q_R \/az+bz +4~—m2I-ya? T
v z

\/1 —m?

— arctg va® +b2v62_(z‘—Y)2+R Va2 41 —m?+ Va? + bs:l .

zZ \/4 —m?
= arctg RY1—m - (E — aretg ______z\/a2+b_’+1—m’ .
Vi—m? Wt —m:  Ji—m® \2 Ryi—m?

Nous pouvons donc prendre pour intégrale

1 V@ L —m?
V,y=—-— arctang"\/a PO pl—m .
Vi—m? Ry1—m?

L’équation (7) jointe & 1’équation x* + y* + (2 — v)" = 0°, déterminera,
moyennant une valeur convenable de K toute ligne de courbure sphérique.
apres I'élimination de a et de 64 I'aide des équations ax + by =2z, 6 = Fa, en
ayant égard 30 = fy. L’élimination subséquente de y donnera I'équation de la

surface.

45. Il nous reste & obtenir la fonction de y désignée par K. Nous allons le
faire par la condition que les valeurs de p et de g auxquelles conduitl'équa-

tion(7) satisfassent al’équation

(ay —m*z)p + (by —m*y) g+ v + m* (z—7) =0,
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qui se tire des équations (1) et (2) en éliminant /1 +p* + ¢
On a d’abord, pour déterminer p,

dvV da  dV dV dé  dV  dK\ dy
wntert@atat) e

(e+95) & +a=r

dy dﬂ d~(
atir—1) (p— ) =0 F 7
d’ou
av. p—a dv dv do z+plz—r1)
da B TE Pt (de dy+dy+d~{> — +e_—o'

On a de méme
dv g—b av dvde  dv > y—}-q(z—y) —0

———-—+——9+< + -+
da do " dz dvdy T dy " d
r+y o~ oA f——*r+6——

En multipliant par ay —m?z, et by — m’y, on en déduit

4V y(a b v do o — ot
Ta b d 7 el (de d~{+ = o+ dy) T =0,
o4y da T dy

mais 'on a
db
av _ z(“""’%) . b— ab
da (@4 b )bl —mR (@ B)EF B A —m®

N EE 0y )] | Y
dz = of =

2

s PO ds
dvde  dV__ (° dy +Z—Y) Va4 H—m? +TZ+(1—m’)e’—[mZZ-}-(l—m’)y]e p

v dy 'V dy R o \m oy

il s’ensuit

Vo TP HA—m® o B —m? [0y (a—y)| s (1—m)]
R oR
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(mzez_Yl)zm+ +fﬂ Z—-‘{) \/mzez 2

+ oR
20%—y? dR « m20® —
e o L O L NIRRT i s
—v-}-0 ) — 60—
(z 1+ 8(z— v+ 7
ce qui se réduit a
\/m’&’-——y
202,
MY (1+ Vmto y) 0,
d’onx
dK __ 1
dy YT E—
K=— S &
Vmier—
On a donc finalement
bl —m? 27—
(8) V=— arc tangz \/a2+__b__ﬂ m arctang m {2 ﬁ_“_y_
M—m* ~/,1 _ R ¢1 —m® \/1_m2 \/m’B’——y’
N . bda—adb —o,
Vmter—y* (a*4-6%) Va'+-6*4-1—m
on y doit joindre
z=ax - by, b="Fa,

4y —y)r=9, 0=fy.
Remarque.— Notre détermination de K suppose qu’on ait z —y--6 g’
db .. )
etz +y iz différents de zéro.
- . db o . , C e o at
Sil'on avaltz—y—i—e(—l-—:(),ll s’ensuivrait, val'équation 2*+y* +(z—vy)'=6,
T

zdz + ydy 4 (z —¢) dz = 0;

la sphére serait donc tangente i la surface en leurs points communs. La surface

serait alors une surface de révolution, comme enveloppe de spheres ayant leurs
8
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centres sur I'axe 0z; les plans des lignes de courbure planes passeraient par cet
axe, on aurait donca = o« , b — @ ; c’est une circonstance étrangere a
notre analyse.
Si 'on supposait
db

z+y da =0,
on aurait

dz = adx + bdy;

Jes plans des lignes de courbure planes seraient tangents & la surface le long
de ces lignes; la surface serait une surface développable, par suite un cone
ayant I'origine pour sommet.

46. L’équation (8), & cause de la valeur de R, peut s’écrire

k 2 2_| femim? 1 2 . .
(8Y V:_:r_\/ ! arctgz\/a o —m arctg mE—t

I—m? 1 —m?(bxr—ay) yi—m® VIi—m? ymP et —y?

_ S dy - S bda — adb — 0.

Ve — ¢ ) @ We T P —m

En posant 2 =7 (xcosp + ysing), et r — fp, on aura encore

Vi —m? -

ey p— 1 (g~
arctg zy r/—l—i m + arctg m*(z—1) -+ . S dy $S de
| —m? Ryl —m? Vi—m® Vi— m’\/m’(i’—-y2 \/m’ei—'{’

47. Nous avons supposé jusqu’ici qu’on ait m?* < 1.
Si'on a au contraire m* > 1, l'intégrale correspondante peut immédiate-

ment se déduire de I'équation (8).

Commeon a

nous pouvons estimer que pour

a = Aj,
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il vient

iarct =
g e 7=

G}
Bl
8

+
=
o
[
P
+
s

Si I’on fait done

a=\V1—m® = ym'— 1 i, A= ym'—1,

I’équation (8) se remplacera par

i P Vb -F1—m? —ym*—1 R i
8 V=-— —
2 {m? -—i V@R~ ym IR 2yYm—1
m2(z—y)+y— Vmi—1 ym*—y? —S dy +S bdo— adb —0
m ey VL N W —p e e P —m

supposé qu’on ait

2>0, z*{a*+b41—mt)— (m*—1) R*=(a*4+5%)0 > 0,

et
m (it} >0, [rla—y)FrP—{m—1) (0 —y?) =m0 > 0,
ou bien
Ve 1 Iz \/a’—f-b*—{-'l-—-mz——R Vm*—1 1 lm’ (z——y)—}—y—\/mﬁ—fl Ve

ym—t Var+b* Vo Vmi—i m /o

_{ dy + bda— adb —0
Swn?e?—f (@) Voo —nt
N S T L S o' L R e R
Vmi—1 m o e i—mt—R Vm*—1

_S dy +g bda— adb —o
2

Ve — @ et —m

par suite, dans tous les cas,

1 I+ Var 18 m¥z—y) -y — ymi—1 Jm—y*
Vm— = m z V@ —m —Ry mi—1

. S dy - bda— adb _
= T

9 V=
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ou
c dy S bda — add ]
. V= 1\ T———=F ymi—1 e
T i = S
g —e
Mo ze bt —m —R Ym—1

48. Le cas parliculier de m® =1 échappe & I'analyse précédente. Trai-
tons-le directement. Les équations du probleme sont alors

s=azt by, By —1=0, (adot-bdy— dif =ds* (@ b3

I'équation différentielle relative aux lignes sphériques est

s(odat-bdb) Va0 [V hy(z—y)ldz ____ bda—adb /[ p— i
(@+bYiR “R Tetryere  F

elle a pour intégrale

0Pt - _—
ve_ B _VU=F_ bda—oadb K—o.
z \/a’—i—bg z (a2 4-5?) \/a’-{-b’

Et, en déterminant K, on trouve

(10) y— R __\/ez—f__g dy iS bda—adb
za*4-b* z VeE—y  }a'4b?) oo

C’est bien le résultat qui se déduit de I'équation (9), quand on y fait tendre
m vers 1.

' 49. La surface étant déterminée par les équations
V=0, z=aztby, 2+y’+(E—1)=0, b=Fe, o=y,
les lignes de courbure planes auront pour équations générales
z=az - by,

el I'équation résultant de I'élimination de 6 et de vy entre

V=0, z+y'+z—v=0, t=f1.
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50. Equation différentielle des lignes de courbure planes. — Nous pou-
vons obtenir pour les lignes planes une équation différentielle entre z et v,
analogue a 1’équation (6), soit en la déduisant de V'intégrale V = 0, soit par
une recherche directe.

Concevons une équation qui avec 2 = ax - by détermine les lignes planes,
quand on y fait varier @; si 'on en élimine x et y au moyen de z —=ax + by
et de '+ y?® + (z—7)® = 07, on aura une équation entre z et ¥ qui revien-
dra a I'équation V=0, eu égard 3 § = fy.

L’équation différentielle voulue sera en conséquence

av dv
’3; dZ + ?‘{. d‘{ = O,
c’est-a-dire

VT —m [0y (o—y)] | s g dz

(11)

N V@ F P Hi—w _ ma—y) 4y G—ndyted_
l R Jm’ﬁ’—yz } 2]

51. Pour en faire une recherche directe, considérons que les droites MT,
MN, M3 étant dans un méme plan, la premitre perpendiculaire & la seconde,
on a

cos (8, T) == == sin (0, N),

ou
2
adzr +ydy+ (z—x)dz :Vd— m_Y")_’ 0ds,
et comine
2dz + ydy + (& — 1) dz = (s—1) dy + 046,
c’est

252 L2
(—vdy+ tdop= L g
Or par les équations

adz 4 bdy = dz,

zdz 4 ydy = 8db— (z— y) (dz— d),
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il vient
R*ds*=dz* [(a* -} 0* 4 1)0>—y?] - (a®+ b*) [{z —¥) dy -+ 8d0]
—2dz((z —v) dy -} 8d0] [(a® + 67+ 1) (z—7) +-7],
par suite
(a2+b2+ 1 _mg) YzRi ) d YK
(m*0? — %) [(@*+-4*+ 1) 8 — 2]3[ —
(z—7)dy--0db . . 2
= | dm E I b4 ) |
ou
(12) g &A1) (z— H‘{ — ) dy o8]

@ F R —7

R wWa 6 1 —m?
Vm 02—y [(a® - 62H1) 02 —1?]

((z—7) dy 1 6d6].

=

Celte équation revient & 1a précédente, car on a

_\/ML02+Y(Z“Y)]+\/W —zya b”-}-l——m_l_ (8 Gt {4

R . Vm?o*—y?
W_‘__Y_z [(a2+ b2+ ,l)ez_Yz] - —R + (@’4-011) (z—y)+Y V/mzoe_.{a.

yVaet b1 —m? Vait b1 —m?

ou
VEF P I—m [+ y (e — )] — R Ve —7°

VIO ot 5 O o el )

1
-+ W i [(@b* 1) (c—y-by) im0 —y2)—[(a®+-6°+1)02—2] [m? (z—)-}-7] } =0,

ou

V@t H—m? [0y (=R Ry —y — Ve —mi (8 y{a—y]] =0,

52. Des surfaces paralleles & celle que nous venons de considérer.— Chan-
geons dans les équations (1) et (2) z en z — z et yen y — 2z, pour que P'ori-
gine ne soit plus particuliere sur la droite des centres des sphéres, z, devenant
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le z du point commun aux plans des lignes planes ; nous aur.
(1) z — 5= az -} by,

ap+bg +1=—m 1+ p+¢,
(2 2+ ¥+ G—) =9,

—pr—gy+i—y=T" VI P+ ¢, R= @ —(— 11— =57,

2 W o A—m? 2y v —z
(13)V = 1 arctg(z 2 Va4 o*+1—m P arctg —" (z—1)+1—3,
Vi—m? Ry1—m? Vi—m? Vi —m2\me—(y— 3}
B dy . bda — adb o
Vi — 1=z Y@+ Ve rE Fi—m

Pour une surface parallele

z'—x —p y’-—y: —q z‘—z: 1 .
N Tvrrt+se N Vit +e N yixp+g

par suite

2 —(z,—Nm) =az' }-by', 2ty 4 (F— )P =Nfo24-oN I F1 . ge
p :

rENRNCEINET) / ' ’ —{z _V
apt by =—mVTF 7 7 —par—gy oy =T s

(2 —z, 4 Nm) a2 + 1 —m

]
(14) V=— arctg

Vi—m? R'Y1 —m?
LT L. . - .
"F 4 arctg m (Z Y) +~I (Z, Nm) _ d{
Viem' Vi —m* m — [y — @ — Nm)F Jym?e*—(;—2, Nm):
+ bda — adb -0
(@4 8) Var b - T —m?

b="Fa, b6=fy, e'f_—_eﬁ+N2+2N‘£:‘m_zﬂ,

R=V@ 5[0 —F =) — [ — (5, — Nm)]".
Remarque. — Si dans les équations (1) et (2) qui viennent de nous occuper,
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on fait tendre y et m vers zéro, le rapport % tendant vers X, les équations de-

viendront celles du premier cas, § 33, 'expression (8) de V devient par Ia

AN IAN] —_
V = — arctg Ve b1 + aretg A D, bda— adb —o;
R veE—x  JYE—X )@+ Ve b1

c’est I'équation déja obtenue, /6% — 2* étant susceptible d’avoir le double
signe.

53. Au§ 39, nous avons eu a distinguer, outre le cas qui vient de nous
occuper, deux circonstances particulieres, celle ol A est une constante, et
celle ot { = 0.

{ : soit A =m, ¢ =0; pour { = — 1, nous aurons
az + by =m, 2y (r—y) =0y
(15) %(1) —_ (2 S—
ap+bg=VI+p+¢, —pe—gy+i—y=—m T {17

Les deux équations différentielles expriment que I'on a

1
cos(MN, MP) = , 9cos(N, 0) = —m.
ai _l_ b2

Nous pouvons déduire les équatioris que nous avons ici de celles qui se rap-
portent au cas général, et en conclure I'intégrale qui les concerne.
Faisons en effet dans les équations du § 39

a=ak, b=Vbk, m=—k z=34mk y=v+ 'k

elles deviendront
¢z by = ;T o 4y F— =0,
(1) 1 {2) ,
G+ 0+ = TFFFT,  —p—ayt == (L =) ITFTT,

etde la, pour k=,
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az+ by =m, ‘ 2ty f—y) =0,
ptbg=Vi+p+¢, —p—gti—v=—n'Vit Tt q;
ce sont 1a nos équations actuelles.

L’équation différentielle du cas général, relative aux lignes sphériques, deve-
nant par la méme transformation

dp ik dddfVdY | VW P [ (4 k) )] d

RyE@ o —1 @+ A&
bdo' —a'db’ VST — *( "+ mkeE
= dz s

a®+-b) V(a6 —1)—1
R’ désignant V&* (a2 + %) [0 — (27— Y)*]— (z'+ m'k)
et 0’ expression (k*—1) {0°— (z'— Y| — (z'-} m'k),

donne
6 m (ada -+ bdb) Vo' + b —1 (z— y)mdz_ — bda— adb
(@+b) o+ F—1R R (a*+ 8% Yo"+ b—1
+ \/6’ -;)m’ dz
en posant

R=V@F PP —G—r1—m, 0=0'—(z—y'—m,

pour I’équation différentielle des lignes sphériques ;
et 'intégrale (9) du § 47, se changeant d’abord en

Vg YR ke —) '+ m'h— VT Ve —({Fmk?
—k @m0 ey P~ (7 ik

_S Y. \JkE—1 +S (Wda' — a'db') VE*— 1
Ve — (Y + mk)® Na b VE (@ 0 1 — A

il en résulte

(17) Vel \/a=+ b‘(z—'Y—\/e!_ m!)_s d'{ +S bda —adb
{a?

mya+ 6 —1—R Vi—m Yt et —1

comme intégrale de I’équation (16).
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On aura a y joindre

ar+by=m,2* Ly 4 (z— )2 = 02,
b=Fa, OG=Ff,

R = V(@ [0 — (s —v"]—m® = £ (bz — ay).

L’équation différentielle des lignes planes sera

i VE=m(a*+ bﬂ.) 0 —m?] § (@*+ 83)(z—7) )
! T | T @ e F 0 =
T R{(z— ¥) dy 4 0db},
soit

Va4 b6—1 m(z—7) — dz
= R TV §mz—[ez—<z—m

m \/az-{—b’—l z—y (z—7y)dy 4 0d6
¢e* —m? } m*— [0 — (z —1)?)

=0.

+|

54. Quand on prend m =0, il vient

V=l \/&_ﬁ _ 5 dy S bda — adb o
eI el R

ou
ggzﬁ$2 S bda — adb
(18) ==y _, J° @+ BVE T —1
8Lz —y
Si I'on fait alors
%:—A, %:l, dott bda;adb:__dA
il vient
6 {7 — i
V=1 ,e_l_(?_ﬂ_g”i_*fig wan
CETY (A1) YA 1 —F
ou
o dy 1dA
a SR
(19) 8—(z3—17) 5 0 S(A2+1) VAEr1_p
8-+ z—v =
pour
y=A4z 24y =0,
—Aptg=itVi+pP+ ¢, —pr—qytz—y=0.
I=FA, 0= fy.
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On peut considérer

dA
+ 2
S (A241) VAT LI —22

comme constituant une fonction arbitraire de A, ¢ A; il s’ensuivra

2S£ﬁ'
0_(Z_Y)—~e [}

!
6 Fz—y = bA,
20)  y=hAs, Syt Goir=t, b=y
ou
ﬁ
6—'(‘—Y 6 y) 2 2 N p? —_
T—l=c "y (Y), SHvte-w=r, =

55. Les équations (15), quand on passe 4 une surface parallele, devien-
nent

az’ + by =m—N x’z—{—y’g—}—(z'—y)6=62+N2—2Nm:6'2
aptbg=VI+p+¢  —pr—qyti—y= —(m—N) Vitptg.

Dans les équations intégrales, il y a donc & remplacer m par m — N, et 62
par 6% = 6" 4+~ N* — 2Nm.

En disposant de N, on peut avoir m — N = 0. Les surfaces qu’on obtient,
quand m varie, sont donc des surfaces paraliéles & celle que déterminent les
équations (18) ou (20), surface caractérisée par le fait d’8tre un lieu de lignes
de courbure sphériques appartenant a des sphéres qui ont leurs centres sur
une droite, et sont orthogonales a la surface.

56. Il est aisé de reconnaitre géométriquement que, si les lignes de cour-
bure d’une surface sont situées sur des sphéres normales & la surface ayant
leurs centres sur une droite D, les autres lignes de courbure sont des lignes
situées dans des plans passant par cette droite.

Considérons, en effet, une des lignes sphériques et le cone dont cette ligne
est une directrice et le centre celui de la sphere qui la contient. Le cone sera
tangent & la surface, ses génératrices seront des tangentes aux lignes de cour-
hure du second systeme & leurs points de rencontre avec la ligne sphérique.
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Les tangentes & une ligne du second systéme aux différents points de cette ligne
rencontrent donc la droite D ; cette ligne est done dans un plan passant par D.

La surface dont il s’agit est encore, d’aprés cela, une enveloppe de cones
ayant leurs sommets sur la droite D, tels que les caractéristiques sont des
courbes orthogonales a leurs génératrices, ou situées sur des spheres ayant les
meémes centres que les cones. Ces caractéristiques forment un systéme de
lignes de courbure, et les autres sont les enveloppes des génératrices situées
pour chacune dans un méme plan passant par D.

57. L’équation

ad
25%
8 —(—v _, ¢ (3_/)
8-fz—vy xz/’
sous la forme
‘IdY
>y -
_S -

@1) vetyt+e—v—e—y_, 7 ¢<g>

N

est bien celle d’un cone; en prenant la dérivée par.rapport a y, on trouve, eu
égard & I'équation du céne,

2y a = 1,

de sorte que les intersections successives sont des lignes sphériques.

Cette équation (21) est donc I'équation générale des cones dont I’enveloppe
est une surface ayant les intersections successives de ces cones pour lignes
sphériques, tandis que les lignes de I'antre systéme sont les sections de la sur-
face par les plans menés suivant la droite qui est le lieu des sommets. Puis les
surfaces paralltles a cette surface ont leurs lignes de courbure, les unes planes,
les autres sphériques sur des sphéres dont les centres appartiennent a une
méme droite paraliéle aux plans des premieres.

58. Du cas ot { = 0, par suite¢ =0, u= 0.
Les équations sont

ar 4 by==0

" B4yt (e—1)=0
W) ap+6g=0,

2 —
@ —pr—gqy+i—y=Wi+p + ¢

Les premieres donnent
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yp~rqg=0, dolt z*+yt==cz;

la surface est ainsi de révolution autour de I’axe des z. Les paralleles en sont des
lignes de courbure sphériques, mais ne sont plus sur des spheres déterminées.
Aussi les variables 0 et A se présentent-elles dans les équations (2) comme des
fonctions arbitraires de y.

3¢ Cas.

CELUI OU LES PLANS DES LIGNES DE COURBURE PLANES SONT PARALLELES.

59. Soit Paxe des z perpendiculaire aux plans des lignes de courbure du
1°* systéme nous aurons

) —c=u @) (—a) +y—pP+(—1*=0,
—e=Wit+p +¢ —(z—a)p—(y—Blg+s—r=2VI+p +g.
(3) eyt+u=1InN
ou en faisant ¢ — —1{,
() =14 @) (#—a) +(y—B) + (z—1) =9,
1=1/1+p+¢, —@=—a)p—(y—Bg+:—r=2VI+ P+ ¢,
@) —ytu=D0n.
On tire de cette derniere
—y =W
d’oty, soit
l=—m, Y =mA+m,, u=mg;

deld un plan seulement, circonstance a écarter,

soit ) =0,
ce qui ameéne

en disposant de l'origine,
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et ainsi les équations

s =ml, w—o + (y— B+ =0,

i - 3 -
W 1=1y14+pt¢, ()~%x—@p—%%—®q+z=mvi+¢+ﬂﬂ

60. Les équations (1) sont ici un cas particulier de celles du §1I, ch. I. La
surface est donc le lieu d’une ligne plane dont le plan roule sur un cylindre. Les
lignes décrites par les points de cette ligne sont les lignes de courbure du pre-
mier systéme. Celles du second- étant les positions mémes de la ligne mobile, il
faut que la ligne soit ici un cercle, pour qu’elles soient sphériques. La surface
est donc le lieu d'un cercle dont le plan roule sur un cylindre, ¢’est en consé-
quence une surface canal, enveloppe d'une sphére d’un rayon fixe, quand le
centre parcourt une ligne plane quelconque.

Dans les équations (2), 0 et B se présentent comme des fonctions arbitraires
de «, tandis que 'intégration des équations (3) ne peut donner lieu qu’a une
seule fonction arbitraire. Nous pouvons en conséquence disposer de 8. Prenons-
le égal & une constante m. Nous aurons d’une part I'équation différentielle,

N PR R
t=—\Vi+p+d,
de Vautre
—(z—a)p—(y—B) g +z=myI+p+¢.

L’une et Vautre, elles accusent une surface canal dont la sphére génératrice
est I’un rayon égal & m, et a son centre sur la ligne déterminée dans le plan
zy par la relation établie entre « et 8,

p=rfa.
Considérons en effet cette surface : I'équation de la sphere mobile étant
(#—a)’ 4 (y —B)* + 2* =m?,
comme la normale & la surface passe au centre de la sphére, on a

z—a y—B§

= =% m :—p(x—-a)—q(y—ﬁ)—}—z
p ¢ 1 Vifpte PP
c’esl-a~dire

2

1:5
m
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et
—p(z—a)— gly— B+z=mVi+p +¢*
Cherchons directement, d’apres les équations (1) et (2), ce que sont les lignes
de courbure des deux systémes.

61. Lignes du premier. — Nous avons a leur égard

dz =0,
ou
pdz 4 qdy=0,
m2
pla—a)+gy—F—z+ =0,
d’ou '

m? m;

T g—Bdi——wdy’ 1T T G=pdz—(z—a)dy’

p prad
et en substituant dans

2 —_——
— 2 2
1=—Vi+pr+7,

m!

(z —_ _m;) 2(dx’—l— dy*)
R N T

ou

lly — 8)* + z* —m*) dz* +[(z—a)* + z*— m®| dy* — 2 (z — ) (y — B) dzdy = 0,
¢’est-a-dire ‘

(¢ —a)dz+(y—P)dy =0,
et comme l'on a
(#— ) (dz — da) + (y — ) (dy — dB) =0,
il s’y joint
(z—a)dat (y—PB)dR=0,

équations qui indiquent que la projection sur le plan zy de toute ligne du
premier systéme a le point (zy) sur lanormale au liea du centre de la sphére
menée par le point correspondant (a, B), et que la tangente a cette projection
en le point (zy) est perpendiculaire a la normale. La projection est donc une
développante de la développée du lieu des centres.
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Lignes de courbure du second systéme. — D’aprés les équations

(€—a)f 4 (y—B) + 22 =m?,
—(z—a)p—(y—B g+z=mVI+p+ ¢,

la sphére que représente la premiére est tangente a la surface, celle-ci est en
conséquence 'enveloppe de la sphére quand le centre parcourt la ligne (=, B).
Les intersections successives sont les positions du grand cercle normal & la di-
rectrice du centre ; ce sont les lignes de courbure sphériques.

4° Cas.

62. Ce cas est celui ou l'on a

Aa+Bb4Ce=0,
Aje+4Bf+Civ+D,=0,

sauf & y distinguer & part les circonstances particuliéres de { =0 et de A —m.
Nous avons la
Aa-+Bb+Ce =0,
Ad +Bb 4 Cd=0,

d’ou
A n B . C .
b —cb'~ ca—ac abl —ba’
de méme
Ao - B,g'+4C,¥ =0,
A"+ B4 Cy'=0,
d’ou

A, B, G,

p,Yu_Yy B" —_— Y' ct”-—(l."Y” had ar ﬁr/__ la

"2
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Mais nous avons § 31,
(ol — o) o 4 (B — B 1) (el — T}y =0,
(al' —la)o’+- (Bl —b'1)B"- (el —1)y"=0,
d’ou
al' —la’ bl — 'l cd'—cl

pIY” —_ ,Yr pr/ - ,rla// — “IY” = alpll_ ﬂ'cz” ’

il s’ensuit

a'—la’ =&l - cl'—cl _ lab—ba) (b —cb) (e — ac)

A, B, C, Ab—Ba Be—Cb  Ca—Ac’
par conséquent
€ A B AA4BBHCCG
Ab—Ba Be—Cb Ca—Ajcc™ 0 ’

donc

AA, + BB, 4 CC, =0,
c’est-a~dire que le plan sur lequel sontles centres des sphéres est paralléle a la
droite a laquelle sont paralleles les plans des lignes de la premiére série.

Nous pouvons en conséquence prendre pour plan des zz celui des centres
des sphéres, et pour axe des z une parallele aux plans des lignes du premier
systeme.

De la sorte, il vient

c=0, g=0,
—az—by=u, @) @—af+y+ (E—yr=0,
ap+bg = IVIFp ¢, —(@—a) p—yg+ 2—y = Wit 7,
(3 az-+u=1\
De I’équation (3) on tire

()

aw’ =1\,
)\1
a= l;,;

« étant différent de zéro, & moins de rentrer dans le second cas.
De l1a
Soit {=0, a=0, u=0,
Soit V=0, A=m, a=0, u==ml,

’

. A
Soit S=m A=ma+m,,

’
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ou en disposant de I'origine, m supposé 2 0, A = m o,

a=ml,

u=0.
La premiére hypothése donnant

by =0,

ne peut concerner qu’un plan, elle est donc a rejeter.

63. Occupons-nous d’abord de la troisizme hypothése. En posant { =1, les
équations sont alors

ma+ by =0, g @ty =,
mp+bg = Vi+r+¢ ~—(e—a)p—yg+5—y)=ma 1T P ¢

Les plans des premiéres lignes passent done par 'axe des 2, c'est-a-dire par
une droite située dans le plan des eentres des spheres.

Dans les équations (2), «, v, 6 restent indéterminées. On peut établir entre
ces quantités une premiére relation arbitraire, sans que la surface en dépende.

Si on prend 9 = ma, la seconde équation (2) donnant ces (N, §) =1, toute
sphere donnée par la premiere équation (2) est tangente 4 la surface, qui est par
conséquent une enveloppe de sphéres. Les intersections successives sont des cer-
cles qui forment une série de lignes de courbure sphériques, mais non situées
sur des sphéres déterminées. Une relation queleonque pouvant d’ailleurs s’é-
tablir entre « et y, on voit que la surface est I’enveloppe d’une sphére dont le
eentre déerit une ligne qui peut étre prise a volonté, dans le plan xz, tandis
que le rayon en est proportionnel & la distance du centre & une droite fixe du
plan, qui est notre axe des z.

Il nous est aisé de voir que dans une surface ainsi définie, les lignes de cour—
bure autres que les caractéristiques sont dans des plans passant par la droite
fixe.

L’équation de la sphére mobile étant en effet

(B

(& —a)* + '+ (2 — ¥)* = m'a,
on a pour la caractéristique

(= a)da + (z—1)d¥ 4 m*ada=0.
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Les tangentes aux lignes de courbure du premier systtme le long de cette
ligne seront les génératrices d’un cone de révolution ayant son sommet sur le
plan xz; si X, Z sont les coordonnées de ce sommet, on aura pour équation du
plan du cerele

(#—a) (X—o)+ (z—1) (Z—1)=m'".

1l vient en conséquence

d’ots
X=0.

Les tangentes aux lignes du premier systtme coupent donc toutes l'axe
des z; ces lignes sont donc dans des plans passant par cet axe.

Inversement (voir, page 263, la théorie nouvelle des lignes & double cour-
bure par M. Paul Serret), si dans une surface les lignes de courbure d’une série
sont planes, et les autres circulaires, les plans des premiéres concourent sui-
vant une droite, et les secondes sont les intersections successives d’une sphere
dont le centre se meut dans un plan passant par la droite, et dont le ravon est
proportionnel & la distance de ce centre a la droite.

Soit donnée la relation F («, y) = 0; I’équation de la surface s’obliendra
par I’élimination de « et de y entre cette équation et les équations

(#—a)? +-y* + (2 —7)* =m'e,
(x —ajda 4 (z —v)dy + mPada=0.

64. Nous pouvons, au lieu de considérer les spheres inscrites i la surface le
long des lignes circulaires, supposer ces lignes sur des sphéres qui aient leurs
centres sur I’axe des z. Les équations sont alors

mz + by =0, 4y -t =0
mp+bg=vVi+p' + ¢, —pr—qy+:—y=0.

Nous avons bien la des sphéres orthogonales & la surface, comme I'indi-

quent les considérations qui précédent. ,
Ces équations, d’apres le § 54, donnent l'intégrale

mdb

e (z ’ ) 256 2 2 b! 2 —
e O \m mt - 08— 1
\ 5 e (m* +52)Ymt + 0,
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y compris les relations
mz+by=0, 2+y+z—y)=0, 0=fr.
On déduit de 13, au lieu de V=0, quand on prend le signe supérieur

. - 252’1
e—(z—y)m=+bﬂ_m—b¢m=+b=—1_e 8
St z—vm b m—bym 6 —1

dy s

[(m’+b=—m> [e—(z—me_g" —(m’+b’+m)[°+z—ﬂeST] =4 (m* 4 b — 1)

5

(% dy )
lo —(z—1)le 50-—(9+z—7)es° b,

_ (e it
(n—1)p—(z—7)e +°® —mt1)(0ts—7)e) b =

y

Quand on prend le signe inférieur, on trouve

dy

( —

" ;
. T Je o
m41)[0—(E—")]e S —(m—1)0+(z—y)e” =2z,
m se changeant e — m.

L’une ou l'autre de ces équations, avec (x? + y* + (z-—y)>=46?, détermine
une ligne de courbure sphérique. Cette ligne est donc plane, par suite un
cerele, résultat qui s’accorde avec ce qui précede.

65. Du cas ot l'on a

A=m, a=o, u=ml.
Qu’on prenne alors / = — 1, il vient
(” by:m (C.).) (-”““)"i‘y"*‘(Z—Y)’:B!:

bg=—V1+p+¢, —ple—0)— gy +i—y=myi+p*+¢-

Nous avons la « et 6 comme fonctions arbitraires de y. Disposons de «, en le
faisant égal A zéro; les équatiouns seront

by=m, 24yt G —y)P =10
by=—\1+p'+¢, —pr—gy+i—r=mVi{p4g;

elles rentrent dans celles du § 53, quand on y fait ¢ = 0.

Document numérisé par la Bibliothéque Interuniversitaire Scientifique Jussieu - UPMC



— 77 —

En conséquence,
Vg bE— 1= VT =) _f__dY__
nF—A— P — Gl —m ) JE—m
by=m, 2*+ye+E—y)r=0, O=f.

=90,

on en déduit

ey 2
g O —m? 3 02 —m
1=V e

Vmi—y xz
ou

& dy dy

Pa—— 2\————=
{r—y— /O =m0 z—v_¢6?:n7) e ) VE—m 1) (o m?)] e S VE=m o,
{5

e
92— m?2 .
VE—m +9r =0,

(z—y — Vo —m) e ""—(z—v+s/e=—m)

équation d’'un plan, quand 9 et y sont constants. Les lignes sphériques sont
donc des cercles dans des plans paralleles a I'axe des y, tandis que les plans des
autres lignes sont perpendiculaires & cet axe.

Au reste, du moment que les lignes de la premiére série sont dans des plans
paralleles, on sait que les autres sont les positions d’une méme ligne plane dont
le plan roule sur un cylindre, la surface est donc ici le lieu d’un cercle dont
le plan roule sur un cylindre parallele a I'axe des y. C’est une surface canal
dont la directrice sera une ligne quelconque dans le plan «xz. En prenant
8 = m, la premiére des équations (2) sera celle de la sphére dont la surface
est 'enveloppe. Le cas actuel n’est donc pas différent de celui qui nous & occu—
pés § 60 et 61 ; les équations elles-mémes accusent le fait.

CHAPITRE III

Sarfaces dont les lignes de courhure sont toutes sphériques.

66. Soit
(x—a)4(y— b4 (s —clt=10a4b*+2u=r",

'équation générale de la sphere a laquelle appartient une ligne de courbure
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du premier systtme. La sphére coupant la surface sous un méme angle le long
de laligne, on aura I’équation

—ple—a)—g(y—b)+i—c=IVi+pr+ 0,

/ étant une constante pour une méme ligne de courbure, mais variable d'une
ligne & une autre dans le systéme.

On aura de méme pour la sphére contenant une ligne de courbure de la se~
conde série

(e—af +ly— B + (==t - B 2=,
avec I'équation

—ple—a)—qly—B) +z:—r=2 VI +7,
2 étant une constante pour la méme ligne, et variant d’une ligne & une autre.
Si en un point M de la surface, la normale se désigne par MN, les rayons des
deux spheres qui contiennent les deux lignes de courbure par MI et MY, les deux
plans IMN, I'MN seront perpendiculaires entre eux; il s’ensuivra donc
cos (r, 0) =cos{r, N). cos (8, N} (*);
ou a cause de
(z—a) (z—a)+{u—b) (y—B) 4-(z—¢}(z—7)
70 ’

g—a)(z—a)+(y—0)(y—B)+z—lz—1)=1;
ce qui, vu qu'on a

vto=a"ty+2—atajr— 0+ By—(c+71)5

aa b8+ oy ufo==10,

D’apres cela, les équations relatives aux deux systtmes de lignes de courbure,
et par suite a la surface, sont

) A
cos(r, N)= Pt cos (8, N) = 5 cos (r, 8) =

se réduit &

L i
—pe—a)—gy—b)+z—c=l Vi+p—¢,

@) (= +(y—B) '+ G—y) =0 =o -}y 2,
—ple—a)—qy—B)+ z—y=2/14p*+¢’,

(8)  aadpdtoyfuto=n.

{*) Cette formule comprend celles des §§ 5 et 30; c’est la forme sous laquelle est produite I’équation (3)
dans I'étude géométrique due & M. Picart (thése chez M. Bachelier, 1863).
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Les équations (1), quand a4, b, ¢, {, r varient comme fonctions d’une méme
indéterminée ¢, déterminent une surface dont les intersections par des spheres
successives sont des lignes de eourbure. Il en est de méme des équations (2).
Si I’équation (3) est satisfaite, en méme temps que ces équations (1) et (2) pour
une méme surface, les deux séries de lignes se eoupent a angle droit, elles sont
donc distinctes les unes des autres, et constituent les deux systémes de lignes
de courbure de la surface. — Alors en eonséquence, les équations (1) résultent
des équations (2) et vice versd.

DISCUSSION GENERALE.

67. Considérons a, b, ¢, !, u comme dépendant d'une méme variable ¢,

et «, B, v, A, v comme dépendant d’une autre variable t indépendante de Ia
premiére.

En différentiant I’équation (3) par rapport 4 =, on a
ad’ b8 4 ey’ o' =1V,
et par I’élimination de { entre (3) et cette équation
a (X — o)) 4 b (BN — BN) - € (1N — ¥X) - N - Vo — 2o = 0,
D'ou 'on tire, en différentiant par rapport a¢,
a (X — ad) + b (BN — B2) + ¢’ (V' — ¥A) + X' =0,
etde la
a' (a)\ll__ u"k) + b' (ﬁxl/ — pl/)) + c' (Ykll —_ Y”)\) + )\Ilul= 0’

puis
a! (l’a"_ ll/ul) x + bl (x’pl/_ kl/p'))\ + cl (l'yl/ —_ X”Y’)X = 0,

ce qui donne, soit
r=0,
soit
o (N’ — V@) 4 & (VB — BN) - ¢ Ny’ = V) = 6.

Dans ce dernier cas, on aura a la fois
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a' (Xlall_ a/)\/l) + b' (xl ﬁf/—_ pl )\Vl) +CI )\I /" — Y,)\”) — 0’
'I ( )\I v___ I)\'I) + (bl/ )\ gll plll)+ cl/ ()V 1 Y’)\”) o O,
”/ )" o a lrf) + b!ll ()l pl/ pl)//) + cl]l (X'.Y”_ Y’)‘”) — O’
ce qui donnera
- a' s bl s cl
al/, bl/, cl/ — O,
all’, bll” c’l/

et par suite Aa + Bb + Cc + D = o, de sorte que les cenfres des premiéres
spheres seront sur un méme plan, & moins d’avoira la fois

)\Ia// — a')‘ll — O, X/p// — g!)\// — O’ x' Il 7)‘” J— 0
Dans ce dernier cas, ou bien
=0 =0, Y=0,

c’est-a-dire «, B, v constants; ou bien

V=0,
donc
A= m;
ou bien
I
i—_: pl_—l’

ce qui amene
k e=my-+tm, B=ny4ng;

de sorte que les centres des sphéres de la seconde série sont sur une droite.
Au cas de A =90, on a

a“!+bal+qv+u/=0"

d’ou
ala‘l_*_ b'pl+ c’Y’ —_ O
allal + bl/@l_‘_ cll ’
al”a/ + b!llp/_l_ cll/ '
et dela
a b ¢
all b”C”‘ ‘=O, Aa+Bb+Gc+D=0’
all’ bl” cll/

les centres des premitres sphéres sont sur un méme plan.
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On a en méme temps
a/al + blpl -—'—-CI'Y' — O
ll + blp’/ +cl I/
II/ + blplll_l_ cl I” ’

d’ou, sia, b, ¢ ne sont pas constants,

a' pl Y’
al/ ﬁl/ _YI/ —_— O’

" m "
a” B”

puis Aja + B + ¢y -+ D,= 0; les centres des secondes sphéres sont égale-
ment sur un méme plan.

Nous avons précédemment écarté le cas de A—10; alors on a A'=0, et ce
qu’on vient de voir est applicable.

Concluons de 1a que les centres des sphéres d’une série sont situés sur un
méme plan, quand les spheres de I'autre série ne sont pas concentriques, ou
n’ont pas leurs centres sur une méme droite.

68. Si les spheres d’aucune série ne sont concentriques, ou n’ont leurs cen-
tres sur une droite, les centres des sphéres de chacune d’elles sont donc sur un
méme plan.

Alors les deux plans de centres sont perpendiculaires entre eux.

En effet,sil'ona

Ae+Bb 4 Cc+D=0,
il s’ensuit
Ad + BY 4 G =0,
Aa’+ BY -+ Cc"=0,
d’onr
A B c

blcll__ c/bl/ - c’a//_ a/c—/; = albl/__ b/al/'

Mais les équations
al ()\Va//_ a/)‘ll) + bl (X/ﬁ/l —_ p’)‘”) + CI(KIY” —_ Y')\”) — 0’

a” Iall r)\//) _l_ b// )\'pl/ p/)\r/) + cl/ ()\I "o lkll):_ 0’
donnent
)\’(Z” - al‘Al/ . )\lpl} ‘3/)\” XI_Y” —_— Y)\I/
b'e" — b’ - cda’ — a'e” = ab'—uba” *

i1
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Doulona

)\/u//__ al)\'f _ l/?l/ — pl)\l/ . )IYI/ — Y')\” . A/ ( 6"“” — al p//) — )\/ (Ylpll —_— pIYI/)
A - B - c ~  pPA—oB YB—pgC ’

Dela, silona
;>
X = 0.
(p! // ‘3//) ( IB —_— ﬁlc) — (Ypl/ — plY//) (pIA — G’B);
d’ou
v qu'on peut supposer  § Z 0,

AR — 8Y) 4 Blay' — yo") 4 C(Ba” — «'B") = 0.
Mais la relation

A+ B+ Cy+D,=0,
donnant
Aial + B, P+ Cﬂ’ =0,

A+ B Ciy" =0,
puis
A1 — Bi Ci

gr.r// - Y' ﬁ” - Ylu// —_ “'Y" IB// ﬁl 1/7

il s’ensuit
AA,+ BB, + CC, = 0;

les plans de centres sont donc perpendiculaires entre eux.
Au cas de A’ =0, il viendra

a/al_i__ b’@"l— c!YI — O et a”a'—*— bl/p + cl/ l__ 0’

o + b/p”-{— C' "
d’ou
a _ b ¢ _ ot o _ B/ _ T'
eru__ Y/pr/ "(’“”—al"( a !3” p " Ve’ — ¢'b" c’a"—, e’ @b’ — bra//,
et comme I’on aura
A, _ B C, o A B G
@/ "___ p// - Y/al/__ ar.Y = uﬁ” pv ” be" — b I crar/ - /bu b 7
il s’ensuivra
A4, _B,_€ A B _C
u—b—c" u'iﬁ'——’{”
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puis
AA, + BB, + CC, =0,
comme ci-dessus.
‘Examinons & part le cas ol les spheres d’un systeme sont conceuntriques et
celui ou leurs centres sont sur une droite.

69. Les spheres (1) concentriques. — Alors 'équation (3) donne
o =1,
ce qui exige
soit =0, d'ou =20,
soit A=m, d’ou u=Im+4+m, e a4+ cy-4v-}m=0.
Siu==m_et { = n,, les premiéres spheres se réduisent & une seule, la surface
est cette sphere méme, circonstance a rejeter.
Dans I'autre cas, 'équation générale des secondes spheres devient
2yt —2(r—a)—2B(y—b — 2 (z—c) -+ 2m, =0,
celle des premieres
2y - 22— 2z — 2y — 22 =2 (Im + m,).
La surface est ainsi déterminée, dun cdté par

z* 4 y* 4 22 —20x — 2y — 2z =2 (Im +-m,),

1
W —ple—a)—gly—6)+z—c=IVi+p + ¢’
de I'autre par
(@) x’—]—y’—{—z’—Qa(x——a)—Qﬁ(yfb)—ﬂy(z—c)—i—le:O,
—plE—a)—q (=P +:—r=A Vi + p*+¢.

L’élimination de / entre les équations (1) donne une équation déterminée
aux dérivées partielles dont I'intégration aménerait une fonclion arbitraire. Mais
dans les équations (2) il y a quatre indéterminées, «, €, v, A; pour en déduire
par I’élimination une pareille équation, trois relations seraient a établir au
préalable entre ces quantités. Si I'on y fait tendre a vers U'infini, il s’ensuivra

a, (c—a)4B, (y =28+, (z—c)=0,

ce qui indique que les lignes de courbure du second systéme sont planes, el que
leurs plans passent au centre commun des sphéres du premier systéme.
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C'est en effet un théordme dit & M. Picart, que si les lignes de courbure d’un
systéme sont situées sur des sphéres concentriques, les autres lignes sont dans
des plans passant par le centre commun et normaux a la surface. Soit considérée
la surface développable orthogonale & la surface le long d’une ligne de courbure
du second systéme ; cette surface est 'enveloppe de plans normaux aux premiéres
lignes, qui passent par conséquent au centre commun des sphéres. Il s’ensuit
que c'est un plan ou un céne. Dans la dernitre hypothese, la ligne de courbure
orthogonale aux génératrices serait une sphére concentrique an cone; parsuite,
les premiéres lignes de courbure seraient sur la méme sphere, la surface ne
serait autre chose que cette sphére. Cest ainsi une hypothése a écarter. Donc
les lignes du second systéme sont toutes planes, et leurs plans passentau centre
commun des spheres.

On rentre 13 dans le premier cas examiné au chapitre 1I. Les lignes de cour-
bure étant toutes sphériques, lasurface n’est autre chose que lelieu d'un cercle
dont le plan roule tangentiellement a un cone.

70. 2° Les centres des spheres d’une série situés sur une droite. — Prenons
la droite pour axe des z, ce qui donne a = 0, § = 0, la relation (3) devenant

oy Futo=0,
ona

of =1,

iy =1¥,

kl
c=1-.
il s’ensuit
/=0, ¢==0, ou I[=m, c=h,

ou

I=kyth, c==k+Fk,.

71. Dansle premier cas, en disposant del'origine, on peut avoir ¢ = 0, de
sorte que
U2 =mh,

ve=mh+ m,, puis u=—m,,

par suite les équations sont

2yt 200 —2by=—=—2m, @ 24y 42 —2yz=2(md--m,)

(1) ; A
—pla—a)—gly—O+=m V1T, —pz—gy+ s—y=: {I+pi+¢.
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On peut établir entre @ et 6 une relation arbitraire, une aussi entre y et A.
Les sphéres (1) ont 'axe des z pour axe radical commun; elles se coupent aux
points '

r=0, y=0,z= =% :Q—{n-:,
réels ou imaginaires, suivant que'ona m, < 0 ou > 0.

Quand ces poirts sont réels, sil’on opére une transformation de la surface par
rayons vecteurs réciproques en prenant I'un des points pour pdle, les spheres
se changeront en plans concourant en un point, et les spheres de la seconde
série deviendront des spheres ayant leurs centres sur le méme axe des z. La sur-
face est donc une transformée par rayons vecteurs réciproques de celle dont il
s'agit au chapitre II, 2¢ cas, au moins quand I'axe radical commun aux sphéres
de la premiére série est un axe réel.

Nous chercherons plus loin, directement, les équations des lignes de courbure,
et celle de la surface, en considérant 6 comme une fonction donnée de a, et »
comme une fonction donnée de .

72. Dans le cas de

r=Ky+K, ec=K+K,,

il y a a distinguer deux circonstances, celle ol 'on a K 20, et celle ou I'on

a K=0.S0itK $0; en disposant de I'origine, on fera K, =0, de sorte que

A=Ky,
¢=KI}+K,,
Ky +v=K,
u4-Ky=

ce qul méne a

(@— 0" (g — b+ (s — Kl— K= 6 (KU~ K, —2K,
—plz—a)—q(y—b)+:—KI~K,=1T+7F¢,

2y )= —2K, 7+ 2K,
—pr—qy+z—y=Ky Vit p+¢-

(1)
)

Les équations (2) sont celles de méme numéro du § 39 (ch. II), quand on y fait

92272—2K27+ 2K,
1

m
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A D'égard des équations (1) on peut disposer de /. Qu’on fasse

.. a . b
l=on, llmTK:_a” lxmm:_b”
il vient
nx-+by—z2=0,

a,pt+bgt+i=—myrt+p*tg%,

autres équations (1) du méme paragraphe.
Les lignes données par la formule 8 du § 45 ou la formule 9 du § 47 sont
dounc, les unes des cercles, les autres des lignes sphériques, quand on a

87 = v* — 9K, v+ 2K,.
73. Sil'ona
K=20,
il s’ensuivra A=K, ¢=K,, ou en disposant de I'origine c=0, et de la
utv=IK,,

ce qui exige u constant, égal a K, : ainsi

(2—a)+H(y—b) =0 B 2K —2K, o "y )= 2K,

(1) . oY
—p{z—a) —gly—b)+z=I V1+4+p*+¢*, —pr—gy+i—y=K,yi-+p*+q’.

Les équations (2) sont celles du méme numéro dans le § 53 ch. I, quand on

y prend
0?=+y24-2K, et K =-m

Pour cette valeur de 0°, les lignes planes que donnent les formules du § 53
sont donc des cercles.
Alors, on peut dans les formules (1) établir entre a, b, / une relation arbitraire

a b

sans que la surface en soit changée, sil'on y pose / —=on, =0 = b ; il

12

vient
ax+by=—K,

ap+bg=Vi+p g,

formules qui sont celles du N° 1 du § 53.
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DU CAS OU LES CENTRES DES SPHERES DE CHAQUE SERIE SONT DANS UN MEME PLAN.

74. Démontrons d’abord que les sphéres d'une méme série ont un méme axe
radical.
Soit considérée 1'équation

z* - y* 4 28 — 2ax — 2by — 2z =,

des sphéres de la premiére série.
L’axe radical relatif a trois sphéres consécutives sera donné par

axt+by4cz4u =0,
a'x +by4-c’z4u" =0.
or'on a
@) — N - B (BN — BN ¢ (N —y2) V' = 0,
0" (@ — @'\ = 67 (BN — BA) - ¢” (YN — yA) - Vo’ = 0,
@ (aN — k) 4 5" (BN — BN) + ¢ (YN —yA) 4 Xu= 0.
mais puisque
a b ¢
b ¢ =0,
a” b "
il faut avoir
v b
N=0, ou bien uw b ¢ =0,
u” b ¢”

supposé qu’on ait

b o z 01

I & ¢

ce qu’il est permis d’admettre, car si on avait & la fois
" bll /f

a ¢ . . . .
= —, les centres des premiéres spheres seraient sur une droite.
¢

@b
Dans le second cas, quand les deux équations

ax4-by4cz4 v =0,

Az 4-Vy4 "z u'=0,
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-ont lieu & la fois, il s’ensuit, eu égard aux deux relations précédentes,

alllx + bllly + c/”z + ul//:__O;
car alors on peut avoir a la fois

dA+a"p+a"v =0,
BA+ b p 8"y =0,
A’ gt ¢"v=0,
A g u" =0,

par des valeurs de A, w, v autres que zéro.

En conséquence, ’axe radical relatif a trois spheres consécutives se rapporte
également & une quatriéme. Les sphéres ont donc un méme axe radical.

Au cas de \’=0, ou A=m, comme A ne dépend pas des axes de coordon-
nées, puisque 'on a A=20 cos (N,8), prenons pour plans des yz et des xz les
plans sur lesquels sont les deux séries de centres; il s’ensuivra

a=0, B=0,
ey+utv=mi,
puis ¢y’ + v'=0, ce qui exigera
soit Y=0, =0, dod y=k u=k,
soit ct+m=0, o=my, v=my+m;

dans ces deux cas, les cenitres de 'une et de I'autre série sont sur une méme
droite.

Done, quand aucune des séries de sphéres n’a ses centres sur une droite, il
ne peut arriver qu’on ait A égal & une constante, ni / non plus pour la méme
raison.

Ainsi, quand les centres des deux séries de spheres sont disposés sur deux
plans sans étre pour aucune série sur une droite, non-seulement ces plans sont
perpendiculaires entre eux, mais les spheres de chaque série ont un méme axe
radical. Comme perpendiculaires aux deux plans, les deux axes radicaux sont
a angle droit.

75. Prenons pour plan des yz le plan des centres des secondes spheres, pour
plan des xz celui des centres des premiéres : nous aurons

a=0, b6=0,
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et par suite
(z—a)? -ty (z—e)=0*}c -2, @) A{y—B) (=) =F+1"+ 20,
—-p(x——a)—-qy—{—z-c:l\/i +p*4-45, —par—q(y—f)+z—1=A Vi+p*+¢*.
(@) eytuto=10.

On tire de la dernitre équation

(1)

of 4 V=1,
cIY! —_ lll/,
. I
cl o —‘, l/’
¥

ce qui donne
'\ S 1
?:m, A=my 4 m,, l:y—nc, l:;;c—}—'mﬁ,
mt

v =mm,y + m, u:zc-}—mimi—mﬁz
de sorte que finalement
1) 2t y? 5 20z —2z=2 (%104—7711 m‘f—mg),
@) £+ g 4 5 — 2By — 2yz =2mom, ¥ + m,).

Les spheéres (1) ont bien deux points communs donnés par

33

r=0, z=—

-+ m,®
y Y=+ Q(mimzwma)—'n_lg':
leur axe radical est la droile qui a pour équations
xr = 0, = ——,

il est parallele & I'axe des y dans le plan yz.
Les spheres (2) ont également pour points communs les points donnés par

y=0, z=—m,m,, x=={y2m—m3im?;
leur axe radical est déterminé par

y=0, z=—mm,,

c’est une droite dans le plan xz parallele & I'axe des .

Les deux axes radicaux sont ainsi chacun dans le plan des centres des sphéres
A2
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auxquelles il ne se rapporte pas, chacun d’eux ayant son milieu sur le plan des
centres des spheres correspondantes, la perpendiculaire qui leur est commune
est I'intersection des deux plans et passe par ces milieux.

76. Prenons pour ’axe des premitres spheres

z=0, z=K,
pour celui des secondes
' y=90, z=K
Nous aurons
% =—K, mm, = — K/,
d’ou
’ m2 2 K, r !
m, my, = KK/, = s u=—K¢+KK'—m,, v=—K'y+m,.
3
Qu’on fasse
u=—Ke+K,,
U:—K,‘Y"{—Km
on aura
K, +K,= KK/,
Cf—K'

{=

) A=m (Y—K)

Les équations seront
(g—a+y+(z—c)2=r?

—p(x—a) —qy+z—c=—n{K'—c) VIFp T 7>
24y —BrP4 G —1)=0,

/2) _
\ —pr— gy =B =

(1)

LY ey

n

en posant
r=a’ ¢ —Ke +2K,, 6 =B*4 y*—2K'y +2K,,
K, +K,=KK,
- , 1
m étant d’ailleurs changé en p

Nous avons maintenant & nous occuper de ces équations et de celles
du § 71. Commencons par ces précédentes.
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Du cAs OU LES SPHERES D'UNE SERIE ONT LEURS CENTRES SUR UNE DROITE, TANDIS
QUE LES CENTRES DES AUTRES SONT SUR UN PLAN PERPENDICULAIRE A CETTE
DROITE.

77. Les équations & traiter sont

2yt 2t —200—2y—=—2m, , @) 2y 22—2z=2(mh-}-m,)
—p(z—a)—g(y—b)+-z=my1+p*+ ¢, —pr—gy+s—y=MV1+p*+¢,

gy @ rHy= o=, g CHYHE—1 =0
—plz—a)—gly—b)+z=my1+p'+¢%, —pa—gqyFr—y=2V14 "¢,
en posant

rP=a*+0*—2m,, 6'=v42mk 4 Im,.

Lignes de courbure du second systéme. — Les droites MR, MN, MT’ étant si-
tuées dans un méme plan, la troisieme perpendiculairement & Ia seconde, on a

cos (MR,MT') = — sin (MR,MN),
ou

d d dz
(x——a)gfs—}—(y——b)a%—l—z—d—s:-—r ———_—_——\/rﬂ—m
((x —a)dx - (y — b) dy + 2d2)* = (r* — m?) ds®.

Nous avons a considérer vy, 6, A comme des constantes, r, @ et &6 comme des
variables.

78. Proposons-nous d’obtenir z en fonction de a.
Les relations a employer sont

[(x —a)dic 4 (y —b) dy 4 zdz]* = (r* — m?) ds?,
(z—a +(y—br+2=r"  CtytE—r=0,
r*=a®-}+ 6> —2m,, 8% = v+ 2mA -} 2m,.

La premiere peut se changer en

{(x — a)da -+ (y — b) db + rdr]* = (r* — m?) ds®.
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On déduit de 1a

a(—r? 4 mh 4 yz) = bR b(—r* - mh +yz) = aR

r— o= — 0=
r? -+ 2m, >yt r? 4 2m, ’

Flbr—ay) =R =y —2%) (7 -+ 2m) — (— r* F-mr + yz)?
=V — (s — 1)1 — 2m 2 — (mA 4 13)°,
(ay — bz)? ds® = (r*0° — m?2?) dz® — 2[0% z — mk (s —7)] [(# — @) da + (y — b) db + rdr]
+*—G—1)] [z —0) de + (y—b) db + rdr [,

puis on a

e —a)da+ (y —b)db -+ rdr]* 0 + 2 (#* — m?) [0 z2 — md (3 — ¥)]
(e —a)da+ (y — b) db -+ rdr] dz = (r* — m?) (r*6* — m* X%) dz%,

en faisant
0 =m*[0® — (z — )] — 2m,5* — (m: + yz)%;
et de la
(* — m?) [0z — m) (z — y)|
e

(g —a)da+ (y — b)ydb+ rdr +

_ om et — 2 yrr—m? Rds
o )

ce qui donne
(m\ 4+ yz 4- 2m,) rdr + \/F__—m') (822 — mh (z — ¥)]
(r* + 2m) yr* — m* R oR

bda — adb + m 02 — 22 dz
5 .

T e Ve

dz

79. Dans cette équation, la différentielle du premier terme par rapport &
z et celle du second par rapport & a sont égales &

[0°z —mh(z — y)]rdrdz

vzt — m® R®

Le premier membre est donc la différentielle compléte d’une fonction V. de
retde z.
En comparant cette équation a celle du § 42 (ch. u), on est amené & y rem-

placer
a® -}~ 4* par 7* + 2m,,
1 — m? par— (2m, -+ m?),
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z par m: - yz -+ 2m, ,
6* — (z —y)* par 0* — (z — ¥).
Qu’on prenne donc

, 1 N 7 9 (P2 o g2
Vim— ——— arctang(m + 1z 4-2m,) Vr i

— *
V—2m, — m? y —m* —2m, R

on trouve, en effet, que dV est le premier membre de I’équation.
Comme d’autre part on a

=— arc fang :
o \/—--m’—Qm1 m 8 — 22— m® — 2,

Sm VIr—drdz 1 2 (m? 4 2m, + v2) — my (m — &)

il s’ensuit pour l'intégrale de I'équation

1 A vz - 2m) Vit — m®
V=— - arc tang (mh + ¥ + 2m) V) m
V— m? — 2m, V— mﬂ—ﬁmlp‘
] z2(m? 4 2m, 4 ) — my (n—3) .
+ —— arc tang ) - ~ —K
y— m* — 2m, m 0t — X —m? — 2m,
4 bda — adb —o,
(r* 4 2m,) yr®—m?

K étant 1a une fonction de y qu'il nous reste & obtenir.

80. En substituant dans V la valeur de 62, elle devient

’ A Lo )
V':-‘—--————-l——' arc tang () -+ yz -+ 2m,) /7 m

Ve am, V—m*—2m,\/#¥ [2m} - 2, — 57 + %4z] — 2,2 — (i T o

z(m?>4+2 L ?) — e (7 — )

-i———__i:arc tang (m* 4 2m, 44*) — my (m — )

V—m?—2m, my—m® — 2m, V/Y2 -+ 2mA - 2m, — A
—K= 6da—adb___ = 0.
(r® “2m,) Vit —m?

Les équations ] |
—ple—a—qy—b+z=myi+p +¢,

—pr—gy+i—y=2V1+p ¢
donnant
—pAx—a) —mal—qgA(y —b)—my]|+dz—m(z—y) =0,
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déterminons K de fagon que par I'équation V = 0 on satisfasse a cette relation,
eu égard d’ailleurs aux équations

@=—aPft+(y—02+22=r, 2+ y*t(E—1)7=0,
7’¢l=a2+bz——-2mi, 62272—{—?27’)2)\—‘—27)1‘,

A se traitant comme fonction de v, et & comme fonction de a.
Nous aurons donc '

dV da dv  dK\ dy < b)da
da da:+dz +(¢7§‘“&§)3}£—° c—atp=\2+I7 )%
dy
e e—p=(s+m 7)1
d’ou )
dVz—a-tpz  dV dv  dR\z-+plz—7
da b T EPT <d~{ dy) tm D ;
2+ Y 4 T
de méme
dVy—b—+tqz (dV__dK ytqlz—1) _
da*‘——‘hz 0+ (G 77{)--——-—eru_l& ~o0.
+yda FT My

1l s’ensuit

dV M —m (8 — ") -+ m (2m, -+ m}) + d_Y[xz_-m (z —¥)]
dz '

da db
z+y o
52— v 2)—— ;02—
+ 'dV dK)A( v)—mb (Qmi—l—m/\)_o:
dy dy +m dx
dy
ou ) dK 62— 22)
dVR(r—m _ __)~—-m( —A)
da db+d m (2 Y)H"(Y & D =0
Y 5 da - dy
Mais nous avons
b db
AV mhyzom, (a b@)+ %
da (r* 4 2m,) Vr* —m*R da) ~ (r*4-2m,) \rt — m?

av Vrt—m0z—mi(z—y)] m ~/02—12
dz oR )

b (m)\-{-yz—l—%m ) (a—}-b%) == (b——a %>R
z+y Y™ r® 4 2m, ?
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dv ___\/'r?---—m2 z—l—md)\) mh+yz—2°
E{ - R ( dy 0

(m*- 2m, -+ v?) i vz24[Az—m (z—v)] +m A—m)(2mA4-2m,—32)—2yz(A—m)?
V 822 (m* + 27”1 + 1’ ’

Substitution faite de ces valeurs, il vient

MWE—m® | VP[0 —mAz—)]e—m{z—y)*]  m VPP —m® (82— (mhfyz—z?)
BT R6 - )

\/Bg—lﬁ)pz-—mz Y) m \/QZ )ﬁ

0
z—}—m '(-1—“‘{

(m*+-2im,4v?) 1 vz Da—m(z—1))] Z_i l —m{A—m) (2mA - 2m,— 1) — 2z (Am)?

(m*+2m, + %) ©
dK m(0*—2*) 0

+Ez md)\
T

ce qui se réduit &

A—m dK ——
—_—— — V0P —2A2 =
o em v | dy v *

dK A—m
A e 2m, 9t VE R

K — S‘ (A —m)dy
(m*+-2m, + 1) yE— 1

donc

81. L’équation intégrale est ainsi

Y ‘/ 2__m?2
V:—————l—————arctang (m + vz + 2m,) Y’ —m
V—m?—2m, y—m*—2m, R
” 2 2\ ___ )
mtang~(m +2m, 4 v*) —my(m—X
V—m*—2m, m | —m® —2m, \/8T )2
(A —m)dy +S‘ bda — adb _
S (m?4-2m, 4 ) V=2 ) (r*+-2m,) rt—m?

supposé qu’on ait
—m?—2m, > 0.
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82. Au cas de — m’ —2m, < 0, I'intégrale est

v 1 ; _limrg vz fomy) Vit —m’ — R Vm® £ am,|’
T oymiram, (PAem)[mhys—m?) - (@ —m?) (m? - 2m)]

9
1 ! [z(m2 4 9m, 4+ y%) —my (m—2A)—m 6 — 2 Vm? - Qm,]a
t Vi e 2w, ) [y ) G (3]

(A—m)dy 0 bda— adb —0
S(wﬁ+“zm,+v2) \eT:ifS o) Vit —mE
v — 1 liz(m2+2m,+72)—my(m—l)—m\/62——)\2 Vm* 4-2m,
Vm® L 2m, (mh 4 vz 2m,) yri—m® — R {m® 4-2m,
\/r2 4 2m, S (A —m) dy - bda — adb —o.
Vit am, ) @mim ) Ve — (r* - 2my) {r* —m?
On y joindra
@—af +@—br42=r, 2yt — =0,
R=\/r*[02 —(z —y)*] — 2m,2* —(m)\—{-w) = == (bz — ay),
r* =024 0*— 2m,, 02 =+* 4 2mh | 2m,

b= fa, » =TFy.

Par I'élimination de a et de 6, on aura avec &> + y* + (¢ —y)' =6,
une équation générale pour les lignes de courbure du second systeme. Par celle
dey, A, 6 on aura, avec’équation (x —a)* + (y — b)’ + 2°=r", une équation
générale pour les lignes de courbure du premier systeme. Par cellede @ et de v,
et des variables qui en dépendent, on aura I'équation de la surface.

83. Sil'on am® + 2m,=0, on déduit de la dernidre expressionde V

V=

m VO —2 yrt—m® 4+ Ry (A—mydy __ bda —adb
y(mh 4 yz —m?®) Vr* —m? R Ot o S (

72— m?) \/r’——r}?
84. Pour les surfaces paralleles, les équations (1)et (2) devenant

) 2° 4 y* 4 2% — 20" —2by' = N* 4 2Nm — 2m, = —2M,
Vo ple—a) =gy =)+ =N4m) Vi+p ¢ =M VI L P

@ 224 y?+ 2% — 22 =N - 2(N+m} 4 2m;, = 2(MA -+ M)
= — g+ —y=NFN VI g = A Vi pP - ¢¥
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en faisant
A=N+42, M=N-4m, —2M, =N+ 9Nm—9m,

on devra dans les valeurs de V, §°, 7* changer A, m et m, en ces valeurs de A,
MetM.

Il est & remarquer que si I'on a m* + 2m, = 0, on a également
M? +2M, = 0.

DU CAS OU LES DEUX SERIES DE SPHERES PRESENTENT CHACUNE LES CENTRES

SUR UN PLAN.

85. Les équations établies § 76, sont
(z—af+y*+ (2 —c)P =75,

—ple—a)—gy+i—c=—n® - VI + 7+,
2t (y—B)*+ — =1,

K —
@ —pr—gy—f)+i—y=——""NVIT 1 ¢,
=g 4 ¢ — 2Ke 4 2K,, 02 =p'4y*— 2Ky } 2K,
K, + K, =KK".
Ajoutons-y

¢c=fa, B=Fy,

de sorte que le lieu des centres des premiéres sphéres sur le plan x zy soit une
ligne quelconque, ainsi que celui des centres des secondes sur le plan yz.
86. Proposons-nous d’abord de trouver une équation différentielle relative

aux lignes du second sysiéme.
Au point M, quelconque sur la surface, les droites MN, MR, MT' étant dans
un méme plan, la premiére perpendiculaire & la troisidme, on a

sin (MN, MR) == cos (MR,MT"),
etdela
(€ — a) dz + ydy + (:— ) de]* = [r* —n? (K — o'} d*

o [(x —a)da 4 (z — ¢) dec -} rdr]* = [r* — n* (K' — ¢)*]ds".
13
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Nous allons éliminer de cette équation x et 2.
On obtient pour cela

=) [+ By—B— (K—y) (K'—ec)] = oR

T FFE—T ’
0Py —F—EK—y)E —c)]F—7R
@ +(c—7)* ’

R=d{c—y)z—a(z—7]]

= Via*+ (e— "] [— (y— B)"] — (0" By — B* — (K—) (K'—o)}".

Nous ferons observer qu’en raison de ce que

rP—a— (=7 =—04p 4 2(K—7y) K'—¢
Fona
R*=[a*+(c =)} [0* — (y —8)*] — [*} py — B*— (K — 1) K'—O)]*
=r [ —(y—pf)1—0y+ 2y (y— B (K—~y) (K —)— (KE—7)* K'—¢)?
==y [r* - 0°—2 (K—7) (K'—¢)]} 2By [r*—(K—1)(K' — )] }-r*(0°—B*) — (K—7)* (K'—¢}*

=—[ 40 —2(K—y)}(K' —¢)] [y —b fa?_“;&i(g (—Kc.)_ c)]z

[a* 4 (e —1)' 8% — (K v} (K’ —¢)"]
r* 40— 2(K—y)(K'—¢)

+

et
R*%* =[0"— (y — B)*] [r*0* — (K —v)* (K’ —~¢)*}— [0y — (y—B) (K — 1) (K'— ¢)}%,
on trouve, réduction faite,
R ds* = dy [r? 0" — (K — 1)* (K’ — ¢)*] — 2dy flx —a} da
+ (z—c¢)de - rdr{ly — BY[8* — (K — ) (K’ —c)] 08
+ 00—y —81 (& — o) de+(z—c) dc + rdr]?,
et par 1a I'équation différentielle devient

\ (Y [P0 —(E—1)*(R'— ] —2dy [(x—a) da-}- (s — ) dc
e ] 7 (=B — (R —) (& — 0|+ 607 ,
| 0" — (g — B} [ = a)da-+ (s—e)e - rdrl
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d’oir
o[(x — a)da -t (z —c)dec 4 rdr]* — 2dy [(x—a)da 4 (z—c) de
+rdr] [ —n* (K'— o)} {(y — £ [0 — (K—7)(K' —c]] +-0*B
+[r*— K —)*] [*8*— (K—7)* (K'— ¢)*} dy* =0,
en posant

8 = [r* —a*— (c—7)*—n* (K'— )]0 —(y — B)*]+-[0* + py — B*— (K—7) (K'—)]*
=0y —2(y—B) K—7y)(K' —c) + (K—7)* (K'—¢)* —n*(K'—)*[6* — (y — B)*].
De la

otz —alda+ (z—c)de-+ rdr—dy It — ot (K =)y —8) (0" — Ky (e + 06’

0 )
= dy? (K'—)*[n?0® — (K — )] [r* — n* (K' —¢)*] R?
@ b
(¢ —a)da+ (z—0)de + rdr —dy L= NPy —y=H K =) ® — 0]
0

=dy (K'—e¢) Vrt—n? (KI_.‘;.)i Vrior — EK—7°R

ce qui meéne a I'équalion

[ada 4 (c—y)de] (* + By —P*—(K —v)(K'—¢)] (K—1)de

T l—7IR R
P —w K=y~ — B K~y —a)],
oR y
_ (K'—c) yn*0* —(K—y)? Vr* — n*(K'—¢)® _{e—Y)da—adc
o VFE A om0

ou par l'introduction d’un facteur

[ada-(c—y)de][0* 4By —p*—(K—1) (K'—¢)Vr*— a®— (c—y) —n* (K'—¢)*
[@*+{c—1* R yr*— n*(K'—c)*
_ (K—y)de Vri—at—(e— 1) —n? (K —¢)?
RVrF—n (K —¢)

_ Vr—d ey —m(R—o)* VP = (K — o) [0'y—(y—B) (K—y)(K'—0]]

oR dy
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(K'—e) Vn* & —(K—yJ VP —a—(c—1) — #* (K’ —¢)?
0

dy

— +KC—‘Y)da-— adC] \/T’—a __(c__.{)z_nz(Kr__c)g.
NPV

87. En se reportant au § 43, on peut induire que I'intégrale du terme

U = VPR Ko V= — (e —n* (K— ] [Py —(y—B) (K—n K'—el] ,
6R
considéré comme fonction de y seul, est

Vri—n* (K—J’ Byt 8 —f— (K—y) (K'—0)
R

~— arc tang

V2 —a— (c— v)*—n?(K'—c¢)?
C’est & quoi I'on aboutit aisément par le procédé qui suit

0%y—(y—B) (K—) (K'—¢)
du, _ 1 Vo —(y—p?)
Vri—a—(e——nK—oF 2 R[Vr—a(K—c) Vo—(y—B)—R]
0%y—(y—B)(K—)(K'—¢)
1 Vo —(y—p)* J
2 —R[Vr—n* (K —cVe'—(y—} +R]

Qu’on fasse

0* 4 By —PB*— (K—v)(K'—¢) = Y a* + (c—7)* V0*—(y—B)* v,

d’out
Rr=[a*+ (c— ) [6°— (y —B)"] (1 — ),
—B)[62 — B2 (K— .
piy =— LD (D gy - Vo o V=,
[0y — (y—B) (K—7) (K'—e]ldy= ya* T (e—1]F|0*— (y—B)*]* du,
il vient

JU — 1 du\r’—a*—(c—y)'—n® (K'—c¢)?
1= 9 7
2 VT—wlVr—w®—cf —VI—u* V& c—)*)

du\r —a'—(c—yp—n* (K—¢)*

1
2 T—@ [r—n K=+ V= Vot o=

4
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Si I'on prend
—_— 5 . __21—v)dv —__i—=
VI—u* =1—uv, d'ol du_—_(i—}-v’)’ , Vi—u =TI
on a
dv\/7'2—01"——(0—-1)’—n*(K’—c)2
dU,=— —— ————
Vr—w(K—c) (1 ot —y @ e (1—v)
_ dv \/r*— a* — (c—y)—n® (K'— ¢)?
Vr—n* (K —cf (1 +0*) 4 Vo' c—v)* (1 =)’
d’od

u \/r*—— n*(K'—¢)®
VI—dVrr—a® — (¢ — ) — n* (K'—¢)*

VP (—e* [0* 4 by — p*— (K—1) (K'—e)]
Ryrt—a*—(c—y):—n* (K —¢)?

U, =—arc tang

——arc tang

La différentielle compleéte de U,, comme fonction de a et de ¥, est

dy YO = K —cP Vi — @' — (e —y]'—n (K'— 0)* [0y — (y—f) (K—y)(K'—c]}

dU,=— e

[ada(c—vy)de] [02 4 By—P*—~ (K—) (K'—¢)]V7® — a®— (c—y)* —n* (K '—c)*
R [a*4 (c—1)'] Vi — P (K'—c)F

_ (E—y)de Vri—at— (c—y)2— n*(K'—c)?

R yr*—n? (K'—¢)®

n? (K'—c)[8*-By—B*—(K—)(K'—¢) | ~(K—y)[r*—a*—(e—y)*—n*(K'— ¢]*--0* - By—*—(K—y)(K ol
- Rde Vri—a*—(c—y)*—n* (K'— o) \r—n (K'—e)j 0

+

L’intégrale du terme

'—e) V020 — (K—)* Vr*—a* —(c—7)* —n* (K'—¢)®
2]

est
(b2 — (K-— 1) (K'— )] y— (y—B) (K'—c) [K—y — n*(K'—c]] ,
—¢) V20— (K—)? {r® — a*— (¢ —y)* — n* (K'—¢)}

U,—=—arctang "

et la différentielle complete de cetle intégrale est
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i = —dy (K'—¢) \/n’B’ K-—Y,"\/Tz—llz—(c—y)z—ni(l('—c)g de \/n’ﬂ’ X—)*
e Vri—a*—{c—y)*—n*(K'—c)?
~[0*By —(K—v)*)(K'—¢)*—n*(K'—c)?(62-+By—B2)}—y [6’——(K—~{)(K’-—c)][0’——‘2 (K—) (K'—e)4n*(K'—c)% '

o[ —2(K—) (K—c) w2 (K —c)]

La différentielle complete de U, + U, reproduit ainsi le premier membre de
P'équation différentielle avec deux autres termes qui ne se détruisent pas, ni ne
se réduisent & une expression indépendante de y. Par conséquent le premier
membre n’est plus la différentielle d’une fonction de y et de a; de sorte qu’une
pareille fonction n’est pas ici égale a I'intégrale du second membre, ni & cette
intégrale compliquée d’un terme indépendant de y.

88. L’équation différentielle que nous venons d’examiner, s’obtient sous une
autre forme qui est & remarquer, quand on procéde autrement que nous ne l’a-
vons fait & partir de I'équation

[r* — i (K — )*][r0* — (K —1)* (K’ — ¢*] dy* — 2 [ — o) da + (s — ) de -+ rdr]
[t — 7t (K — 1] [0* y — (y — B) (K —v) (K’ —e]] ++ 0 (2 — o) da—t (3— ) de + rdr = 0.

Cette équation peut se transformer en

. \ FYP —_— K_ ' *
Kol (K — PR ay — I C I (o ada (s de- 1)

(K'—0)* [n20* — (K — y)7]R?
76— (K — )" (K —0¢)®

{z—a)da+ (z—c)dec + rdr];

d’ou
Oy —(y—B (K—y)(K'—¢)
d”—[(x“a)da+ z—‘c)dc'*'rdﬂ ’0’ (Kéy)’(l\"—c)‘
=(I$’~C)R \/nzei_(K_Y)g [(a:—'— a)da-t (z—¢) dc—{-rz.lr] ,
V 7.262 — (K —_— Y)S (K’_ c)i
et de la
B 10— (K—1)* (K —of &y
R}y —n (K — 0 [0y —(y—B) (K—1) (K—)] + R (K'— ) Vn?0* —(K—1)*{
[edat (e —) de][® By —P —(BK—E' —c))  (K—v)de

R{o*+(c — 1)) V7 = (K —o)* Ryr—n* (K —o)
(¢—1v)da — adc —0

T e—r—n (K=
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Nous relrouvons les mémes termes, 2 cela prés que les deux termesen dy se
sont fondus en un seul. L'identité se vérifie en constatant que I'on a

1
Vr— (K —op [ty — (y —B) (K— 1) (K'— )] + R (K — e}y (K — "

Vi = (K — o [0y —(ly—B8) (K—1) (K'— )] — R (K'—¢) Vw0 —(K—7)*
) [r: o2 __(K “’T)’ (K/ — 0)2} *

89. N'ayant pas, comme on le voit, une équation différentielle qui se pré-
sente dans des conditions analogues & celles qui se sont rencontrées au cha-
pitre II, ou dans le cas précédent du chapitre III, nous allons traiter les équa-~
tions mémes du § 85 par une voie moins directe, en faisant dépendre la question
des résultats obtenus au chapitre 1I (2° cas).

Les premiéres sphéres ont des points communs donnés par

z=0, =K, y===y2%K,~<K*;
les secondes des points donnés par
y=0 z=K, == VeK, — K~
Vu que lona

K —9K, = (K'—K)* + 2K, —K?,
K*—9K,= (K —K* +2K,—K"?,

si 2K, —K* est > 0, il s’ensuit 2K, —K"” < 0, et vice versi; mais on peut
avoir i la fois 2K, —K* < 0 et 2K, —K” < 0. B’aprés quoi, quand les points
communs sont réels dans I'une des séries de spheres, ils sont imaginaires dans
I'autre, mais ils peuvent étre imaginaires de part et d’autre.

90. Supposons que les premidres sphéres aient leurs points communs réels.
Transportons l'origine en celui de ces points dont les ecoordonnées sont

z=0, z=K y=\2K,~K5
Les premiéres équations (1) et (2) deviendront
.’t,’ + y1! +z1’—2a:c, +.2y1 VQKx—K, + 2z, (K'—c) =0, xlz + ylz + 2.’/1(\/2K1—K2"' p)

+ 22, (K —1) 4 (VaK, =K — g + K — 1) —0* =0.
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Faisons une transformation par rayons vecteurs réciproques, en posant

MX MY MZ

hEXFT e YT Ivre YTIIvia

la premiére équation se change en
M e ———
g— X+ Y VIK, — K+ Z(K—¢) =0,
la seconde en

. VoK, —K*—§
XPYr 422 oM —
(VER, —K*— g 4 (K — 1) —*
K—y M2

-+ 2M =0.

—— - Z
(VoK, —K* — g+ (K —y)* — 0 + (VoK, — K —B)* 4- (K —y) — 0

Cherchonslelieu des centres des sphéres représentées par cette derniére équa-
tion. On a pour ce centre

X=0,Y=—NM VoK, — K —p ———,
(VoK,— K* — B)r + (K —1)* — &°
. K—y
7=—M ;
(VoK — K — B + (E—v)—2*
d’on
Xeo VE—KE—8_K—y_ (VoK —K—pr+EK—y—0
- Y -z = —M
_ 22K, —K* VoK, —K*—B)—2 (K'—K) (K—7y)
= S ,
0

—M—2y3, —K YLK —KZ
de sorte que, pour le lieu des centres
1
X=0, YVEK,—K'— (K —K) Z +-3-=0.

Les plans en lesquels se sont transformées les premiéres sphéres ont un point

commun donné par
M

X=0, Z=0, Y= —w1H1,
' ’ 2y2K, — K
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Ce point appartient & la droite que nous venons de trouver.
Portons-y P'origine; il viendra pour 'équation des plans

—aX,+Y, V2K,—K* + Z, (K—¢) =0,
et pour celle des spheres

(K'—K)(K—1) iz K—y

XY 22 MY
PR 'K —K,—B V2K —K+{K—K)y  K—K,—B2K,—K4-(K—K)y

K,—K, 8K K- (K'—K)y

M: =0.
+ 42K, —K?*)[K,—K,—B V9K, —K*4- (K'—K)7]

Faisons maintenant tourner 'axe des Y, et celui duZ, de facon que le nouvel
axe des Z soit la droite qui est le lieu des centres des secondes spheres; les
formules de transformation seront

x—x. y—YX V2K, —K? |- (K'—K) Z, g =Y. (K—K47, VoK, —K
- 5 —_— U — ] - s
o VE?—9K, ' VK"K,

et les deux équations deviendront

oK K, o KK A KK _

[E——— T} e Y2 - Zz k]
(K'—¢) y2K,—K® (K'— ¢) V2K, —K®
M VK —2K, K—v :
X2’+Y2!+ <Z2+ "2" P — — ; )
veK, —K* K,—K,—B \/QKF—K +(EK'—K)y
M2 62

KK, — VR K+ K—K)T
91. Les équations relatives au 3° cas, ch. II, s’écrivant comme il suit :
}""“"l‘b'y:‘: =ty E—y) =0
dpbgH=—m Itp+¢,  —pr—gqyti—vy= % I+ +¢,
et I'intégrale qui s’y rapporte étant,

supposé m* <1,
14
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1 /2L 2] CY ‘
V== arc z\/a +b7 A1 —m® + 1 arctang m?(z—v) 4y
Vien® V 1—m* (pz—ay)  Vi—m® Vi—m ym e —y*
dy' 4 bde —a'dlf ' —o
V2o —y? o S (@262 Vb —m*? ’

les équations qui précédent s’identifient aux premidres, si I’on pose

,_ ayK™ 9K, y— KK (K—Ke M VK2—2K,

(K'—c) V2K, —K* (K'—c) y2K,—K° 2 oK —K°

K—y g M 0
K,— K, —B V2K, —Kf (K—K)y 4 [K,—K,—B yEK—K4-(K'—K)]*

et 'on aura pour 'intégrale correspondante

PG —m?
V,= ———1 arc tang Z Va1 —m
R Vi—m2(6'X,—a'Y,)
2 o N d / ) bld (S //bl
arc tang m*(Z,—y) -+~ _ v =+ o —ad —
vl_mm \/1—m’2 \/mqﬁ'?———‘{’ Jm'ze'z__.,{'a (arz__i_brz)\/a'z_*_b/z_*_,l__mlz

92. On sait que dans la transformation par rayoms vecteurs réciproques,
I'angle sur lequel se coupent deux surfaces en un point ne change pas. C’est
pourquoi l'on a

as (0,N) = eos (¥,N'}
ou
Oy’ K?—2K
don m—_ " :;

m e nb o (v—K) VK, —K°

par suite il vient

__ 2K, ——K’—— nt (K —2K,) a* (K”—2K,) + [K,—K, + (K'—K)c]?

- ] Y-
1 m'’® —K?2 a + 7 (KI_ 6)2 (QK‘ — Kﬁ) ,
K?—2K, r*—n?(K'—¢c)?
2 br§ 1 e
407 - m 2K K (K'— 6)2 5
e __f2 M* K*—2K, n?6% — (K— v)?
m —_—Yt =

3 K K [K,—K,— by —K 4 (K—K)(]*
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_dy R (B VKK dy+ K—1)dp
N Vn?6® — (K—1)? [K,—K,— B y2K,— K 4 (K—K)y]’
yda — a'db

(@ + b)YV o 1—m?
o V=K (K—K) [ade— (c—y)da) — [(K'—K)y+ K, —K,]da.
VP —nwK—cp @K —2K) + K, — K, + (K—K)cf

=(K'—

Mais d’autre part on a

; K=K)Y,+ VoK, — K2z, _ (K—KY4 VoK, —K* Z I M K—K
2 \/—QK"—QK \/K—“——;g_G)K 9 \/ K?—2K, \/QKI—'K“’

M (K —K) [+ y*+ —K] 4 (25— K—K) (2K, —K?)
T2 VK 9K, VKK [2*+(y— VoK, —K) 4+ (-—K)?]
M By(K—K) 4 —K) [(K'—K)y+K,—K)]
2 K —2K, V2K, —K[By + (K—1) (K—3)—yy2K,—K*|
M x )
2 8y + (K—7) (K—2)—y VK, — K
M By KK —)—(K*—2K)
T2 RE9K, [y (K—y) (K —2)—yy2K,— K]

X, =%

Il en résulte

Ma [By+ (K— ) (K'—z) — (K* — 9K,)] +  [K, — K, + (K’ —K)¢]

bX,—aY,=— = T ,
2 (K'—¢) y2K,—K*[By + (K1) (K'— 5)—y y2K,—K2)
ARV oy p—
Vi—m?('X,—d'Y,)
_ Vrr—n® (K—c)? By (K'—K)—(K'—z) [K'—K)y} K,—K,]
V2K, — K'—n? (K? —2K,) ¢[Py+K—1) (K—2)—(K*—2K, ]| 4o [K,—K, + (K'—K)c}’

=Y 1
V1 —m* \/772'2 0% —y? \/nz 0% — K—— ¥)

. [K,— K, 4 (K — K) 1—V2K K] [By(K—K) —(K'—z) {K:—K,+ (K—K)y]

VaK,— K VoK, — K—n*(K*—2K,) [By -+ (K — 1) (K—2)—y v 2K, — K] )
(K—x)J@K,—K?—n?(w—m) )
V2K, —K*
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D’apres cela, nous avons pour I'intégrale

V== L arc tang Vi —niE—
V2K, —K*—n? (K*—2K,) VoK, —K—n*(K*—2K,)
By (B —K)— (K'—z)[K'—K)y+ K, —K,]
a{fy 4 (K'—y) (K'—z)—(K*— 2K,) ]+ z [K,— K, + (K'—K)¢]
! arctang —L———
2 /2K, —K*—n*(K"*—2K,) V20— (K—y)?
o [B— K+ (K—K)1—8 V3K, —K*] [py (K—K)— (K'—z) {K,—K,+ (K ’
VIK,—K* V2K, —K*—n* (K*—2K,) |8y + (K— y) (K'— 2)— 5 V2K,— K] >
_(K—1) VoK, —K*—2* [K*—2K,] s
V2K, —K®
(B — VoK, —K%) dy + (K — y) d8
SWW —(K—)* [K,— K,+ (K—K)1—B y2K,—K]

+

=0.

K—c¢ (K'—K)[ade — (c—7) da]— [K,—K, -} (K—K) ] da
S\/m a®* (K2 —2K,) + [K, — K, 4 (K'—K)e]?

93. Cette expression de V, dépend de \/ 2K,—K”* par le 2° et le 3¢ termes. Si
Porigine se portait d’abord au second point commun aux premiéres spheres,
le signe de ce radical changerait. De 14 une nouvelle expression de'V,, ou plutoi
une nouvelle équation équivalantala précédente. En prenant leur demi-somme,
on obtient

’l \/7.2__ nz (K!_ 0)2

V==t arc tang
V2K, —K*—n*(K*—2K,) V2K, —K2—n*(K*—2K,)

By (K’ —K)— (K'—z) [K, — K, 4 (K'—K)¥]
a[By + (K —7) (K'—z) — (K*— 2K,)| 4 2 [K;— K, (K'—K}¢]
1 1 '
2 /3K, —K*—n*(K®—2K,)
Q[M + (K—)dB[K, — K+ v (K'—K]]— B(2K,—K*)dy
Ve — (E—)F {[K,—K,—y(K—K ] —¢* (2K, —K*)|
K—¢ (K'—K) [ade—(c—y) do] — [K,— K, 4y (K'—K)]do
S Vrf—n? (K— ) a* (K* — 2K,) + K, — K, + (K—K)c]* B

arctang. . . ... ..

+
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L’avant-dernier terme peut 1a se mettre sous la forme

o K—y —BK'—K)dy+ [K,— K, (K—K)y] df
Mm (K, —K,+ vy (K'—K)]*—§* (2K, — K?

et le dernier est

+ K'—e¢ ade{K'—K)—[K,—K,+ ¢ (K—K)] da
_S¢m K, — K, T o(K—K|J'—a* 2K,~K")’

94. Vu lasymétrie des équations (1) et (2), nous obtiendrons, par le change-
ment

de z, Y, 5 a, ¢, 7, n, K, K,

1 .
en Yy T, %, B, v, 9, ) K, K; et vice versd,
une intégrale équivalente & celle-1a, a savoir

V== ! arc tang vl — K=
VoK, —K3*—n*(K*—2K,) V2K, —K*—n*(K?—2K,)
ar (K—K')—(K—2)[K,—K, + (K—K)¢
Blaz o (K—c¢) (K—z)— {K*—2K )| 4y [K,— Ky +-v(K—K)]
1 1
2 oK, —K*—w* (K*— 2K,
K—e¢ ade (K —K) — [K,— K, 4 (K'—K)c]da
S Vr—n (K — o Ki— K, + (K — Kjc —o*[2K,— K7)
- K—y —Bdy (K'—K)+[K,— K,y (K —K)} dp
- S e Ky K— K+ 1 K—KI—§F @K—K)

arc tang.....

95. Prenons les signes supérieurs dans Vet V' : dans le passage de Va V/,
les derniers termes se changent 'un dans l'autre; il doit donc en étre de méme
des deux premiers. Par conséquent le second terme de V est le premier de V';
ce qui donne

7 — 2 (K — ¢
= ! arc tang Vri—n (B —c)
V2K, —K—n*(K*—2K,) VoK, —K—n?(K*—2K,)
By(K'—K) — (K'—z)[K, —K,+ (K'—K)y] _
a[fy+ K'—7) (K'—z) — (K*—2K,)] +2[K ,— K, (K'—K)e

V;
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I (K — )
! arc tang yn't —(I.{ —
v 2K —K* —n® (K> —2K,) V2K, —K*—n*K*—2K,)
oz (K —K') — (K —z) [K,—K, 4 (K —K)¢]
Blox + (K — ¢) (K—z)—(K*—2K,)] + y [K,— K, + (K — K]

S K—e¢ a(K — K) dc —[K, — K, (K —K) ¢] da
Vri—n*(K'—¢)* [K;—K,+ K —K)¢]*—a®(2K,—K?)

S ___IE;Y_—dY (K'—K)B+ (K, — K, + (K—K)y]dB _ .
Ve —(K—7)* [K,—K,+ y(K—K)—§*(2K, — K’

Dans cette intégrale, les deux radicaux \/ r'—n' (K —c), \/ n'g’'—(K—y)" sont
susceptibles chacun d'un signe quelconque.
En raison de ce que

ar+c(z—K)+K,=py+1z—K)+K,,

on aura encore

o P P’ (K—c a(K'—K)dc—[K,—K,4(K'—K)c]da
V_arctdnngD—{—arctangp,D,—i—S K, —K,+ K —K)f —a 3K, — K7
+S — 1 B(K — K)dy—[K,— K, }- K—K/y]dp__
Py [K,—K 4 (K—K)y]* —p* (2K, — K*)

=0;
en faisant
P = az (K—K) — (K —z)[K,—K,+ (K'—K) ],
P'=3y(K—K)—(K'—z)[K,—K,--{K—K')v],

D = afaz+ (K—2) (K—o)]+ 2 [K,~K, 4 (E'— K)d,
D'== B [y (K'—2) (E—)] + y K, —K,+ (E—K)1;

1
T —a\2
\/ Ko . Vs By
9K ———K“’-—n By P :
' 2) 9K, —K*— . (K*— 2K,)
n

de sorte que P P'=0,

Comme, d’apres les formules du § 86, on doit avoir 7’ — n*(K'— ¢)" > 0,
1 .
6 — o (K— )’ > 0, I'intégrale précédente convient au cas ot I'on a

9K,—K*—n? (K?— 2K,) > 0.
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S’il en est anutrement, I'intégrale se changera en

1, Pr,—D 1, Pr\—D  (K—ca® —K)de—[K, —K,+ (K'—K)c]da
V= §l+Pr1+D+ l_P’ ’ +D’+S e [K,—K,+ K —K)c]'—a*(2K, —K?)
+SK—Y B(K—K')dy — [K,— K, + (K—K')y] d8
¢y [K,—K, +EK—K)7v]P—B* (2K, — K?)’
en posant
2 1 2
v \/ Py ;o b '—'1—{( —Y)
TV —%K —{-K’—l—-nz(K’Z 2K,y ' _ R :
2K,+K —f-;ﬁ(K —2K))

96. Pour terminer nous ferons remarquer que les équations (1) et (2), quand
on passe aux surfaces paralléles, deviennent

(x'—a)’. 4yt (F—e)=ar+c? —éc (K—Nn)+2({K, — K'Nn) 4 N2,
—pla—a)— gy ++ —C—n[c— (K’— —)]*/i—rp +°

e —8 + G—=p by —2r (K= 3) 2 (KK 3,
— gy =B+ 1= [ —K—N T 7 T 7

SiI'on pose
H=K —Nn, 2H, =2K, —KNn)-+N,
N
H=K—-, 9H=2 (K — K~ >+ Ne,
il s’ensuit
(' —a+y*+ (7 — e = a® ¢ —2cH - 2H, = 2,
—pld—a)—qy+7—c=n(c—R)Vi+p'+ ¢,
g+ =B+ (F—1) =0+ — 2y H 4 2H, =67,

—pE =g (=B 1=~ B VT T 7

de sorte que pour passer d’une surface pour laquelle les constantes sont

n, K, K, K, K,
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a une surface paralléle qui en soit a la distance N, il n’y aura qu’a remplacer
ces constantes par

dans l'intégrale V, en tenant compte de leurs valeurs précédentes.

Vu el approuve,
Le 16 avril 1868,
Lt Dovex pE LA Facurté pEs Sciences,
MILNE EDWARDS.

Tu
et permis d'imprimer,
Le 17 avril 1868,
Le Vice-Recteur DE L'ACADEMIE DE Pawis,

A. MOURIER.

Paris, — Imprimé par E. Truxor et C, rue Racine, 26.
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DEUXIEME THESE

POINTS

D'INFLEXION ET POINTS STEINER

DANS LES LIGNES DU TROISIEME ORDRE
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CHAPITRE PREMIER

Sur les peoints d'inflexions dans les lignes du troisieme ordre.

1. Soit =0 I'équation générale d’unelignedu 3° ordre. Les points d’inflexion
de cette ligne seront déterminés par cette équation et par I'équation de Hesse

d*u d*u d*u
dz? dxdy dzdz
d*u d2u d*u
H= dydx di? dydz =0
d*u d*u d’u
dzdzx dzdy z2

qui est également du 3° degré, et représente ainsi une seconde ligne du 3° ordre.

Si la ligne # n’a ni point double, ni point de rebroussement, les points de ren-
contre des deux lignes seront sur la premiére de simples points d’inflexion,
au nombre de neuf généralement, réels ou imaginaires. Le nombre en sera
moindre, s’il en est qui soient passés & U'infini.

S’il existe un point double sur la ligne %, ce point sera aussi un point double
sur la ligne I, et les deux lignes y auront les mémes tangentes. En conséquence
le point sera & compter pour six parmi les points de rencontre. En n’estimant
pas le point double parmi les points d’inflexion, leur nombre sera donc réduit
a trois.

Si la ligne » a un point de rebroussement, la ligne H aura en ce point la
méme tangente double, et il y passera une troisitme branche de cette courbe,
de sorte que le point équivaudra & huit points de rencontre. Alors, en ne le
comptant pas, il n’y a plus sur la ligne # qu’un seul point d’inflexion.

Sur une ligne algébrique, un point d’inflexion ordinaire est pour la tangente
menée & la courbe en ce point, un point triple de rencontre avec la courbe. La
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tangente en tout point d’inflexion d’une ligne du 3° ordre ne rencontre donc la
courbe en aucun autre point.

Soient =0, 3=0 les équations de deux droites distinctes qui se coupent,
réelles ou imaginaires. Les coordonnées x et y pourront s’estimer en fonction
de o et de 3, et toute fonction u entiére en x et en y pourra se transformer en
une fonction entitre du méme degré de « et de . Soit considérée sous cette
forme I'équation d’une courbe algébrique d’ordre quelconque; on aura

0=u=a,4 b+ ca® de*+... etc...
+ b + ¢, 0B+ dya®p
=+ ¢, + dyaf
+dgf.
Si le point (=0, B==0) appartient a la courbe, le terme @, sera nul, et la
tangente en ce point sera donnée par |

b+ 68=0,

quand b, et b, ne seront pas nuls a la fois.
Le point sera double si'ona a la fois

sans quec,, ¢, ¢, soient nuls & la fois, et les tangentes y seront alors déter-
minées par I'équation

e’ +¢2f - ¢e,p*=0,

et ainsi de suite.

Supposons que le point (a, 8) soit un simple point d'inflexion, et que 1a v
gente y ait pour équation «==0. Si Ion fait «=0 dans I'équation u=0, il s’en-
suivra une équation en B qui aura trois racines nulles et trois seulement; on
aura done

ce qui fait
U = bo“ + (,‘ooc2 + d013 +
+¢aB 4 dy2B...
+ def...
+d ...,
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c’est-a-dire
u=aP + §*Q;
P et () désignant des fonctions entires de a et de & qui ne s’annulent pas quand
on y fait =0, $=0.
S'il s’agit d’une ligne du 3° degré, I'équation sera donc

aP =3,

Par I'équation P=0, on aura une conique ne coupant la courbe qu’en ses
points de rencontre avec la droite B=0.

Si la droite B==0 passe en un second point d’inflexion de la ligne, ou la
tangente ait pour équation o' =0, on aura de méme pour I’équation dela courbe

o' P’ - B3
1l s’ensuivra
ulP — a/P!;

ce qui sera une identité; sans quoi, le lieu étant donné par cette nouvelle équa-
tion, la droile «=0 n’en serait plus une tangente en un point d’inflexion. 1l
faut en conséquence que P soit le produit de «’ par un autre facteur «” du pre-
mier degré. L’équation sera alors de la forme

an'a” == B3,

de sorte que le point («” =0, 3 =0) seralui-méme un point d’inflexion.

Donc la droite qui joint deux points d’inflexion d’une ligne du 3° degré passe
par un troisieme point d’inflexion.

Nous donnerons a une pareille droite le nom d’axe d’inflexion.

DU NOMBRE DES AXES D INFLEXION ET DE LEUR DISPOSITION.

2. Les points d'inflexion étant au nombre de 9, trois par trois sur un axe, on
aura les axes qui passent par chacun d’eux, en les joignant & chacun des huit
autres, et tous les axes en opérant ainsi sur tous les points tour a tour. Mais en
joignant un point aux huit autres on tracera deux fois les axes quil y passent;
donc, les axes qui rayonnent de chaque point sont au nombre de quatre. En
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considérant tour a tour les axes qui émanent des neuf points, on aura 36 droites,
mais chacune reproduite trois fois. Le nombre des axes d’inflexion différents
est en conséquence égal & 12.
Soient I, T, I” les trois points d’inflexion que contient un axe. Sur les douze
- axes, il s’en trouve deux qui ne passent par aucun de ces points. Car si ’on
counsidere tour & tour les quatre axes qui rayonnent de chacun d’eux, on aura
dix droites distinctes, I'axe II'1” se trouvant pris trois fois. Désignons
parl, T, 1", les points situés surl'un de ces deux axes qui ne renferment aucun
des trois premiers points; il y aura également deux axes ne contenant aucun de
ces nouveaux points, I'un d’eux sera I'axe II' 17, I’autre sera le second axe qui
necomprend aucun des premiers points, et sur lui se trouveront les trois derniers
i)oints d’inflexion L,,1',,1",.

A chacun des axes on peut donc en associer deux autres sur lesquels sont ré-
partis les six points qu’il ne contient pas. Il en résulte 132 = 4 systémes detrois
axes n’ayant aucun point d’inflexion commun.

Chacun de ces systémes constitue une ligne du 3° degré passant par les neuf
points d’inflexion, et peut en conséquence (voir la note I) étre représentée par
Péquation

v+ EkH=0.

1l s’ensuit qu’il y a quatre déterminations de K, telles que par chacune d’elles

cette équation
w4 KH =0

représente le systéme de trois droites.

3. On sait quelorsquela ligne donnée par u=0, quelle que soit cette équa-
tion, comprend des lignes droites, la ligne H comprend les mémes droites. Si
la ligne donnée par u=0 est le systtme de trois droites, il en est donc de
méme de la ligne H. Pour établir ici & quelles conditions I’équation u+KH=0
représenie un systéme de trois droites, il n’y a donc qu’a établir les conditions
d’aprés lesquelles cette équation est équivalente & I'équation Hessienne qui s’y
rapporte.

Dans son traité des courbes planes, page 182, § 196 et 197, Salmon donne
les valeurs des coefficients de H en fonction des coefficients de u; elles en sont
des fonctions du 3° degré. Les équations de condition dont il s’agit, qui s’en-
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suivent, sont réductibles & trois. Quand on substitue dans1’une de ces équations,
a la place des coefficients de u, ceux de u+KII, on obtient une équation du
4° degré en K.

Un moyen, paraissant plus direct, d’avoir les conditions requises pour que
P'équation w==0 représente le systeme de trois droites, serait de former I'équa~
tion du systéeme des asymptotes et d’établir que les deux équations représentent
la méme ligne. Comme les termes du 3° et du 2° degrés sont les mémes dans
les deux équations, il en résulterait immédiatement trois équations de condi-
tion. Mais celles que I'on obtient ainsi sont du 5° degré, par rapport aux coeffi-
cients de u, elles ne sont pas aussi simples que celles auxquelles on est conduit
par L'autre voie et ne conviendraient pas pour notre objet.

L’équation en K du 4° degré a deux racines réelles et deux racines imagi-~
naires. L’une des racines réelles est telle que par elle la fonction u+KH est le
produit de trois facteurs réels du premier degré; par I'autre cette fonction de-
vient le produit d’un facteur réel et de deux facteurs imaginaires conjugués;
puis chaque racine imaginaire donne trois facteurs imaginaires, et comme ces
racines sont conjuguées, les facteurs qui leur correspondent sont respective—
ment conjugués.

Nous ne pouvons ici démontrer ces faits immédiatement, mais ils ressorti-
ront sans peine de développements analytiques ultérieurs.

Nous nous bornerons pour le moment & faire remarquer que les quatre va-
leurs de K ne peuvent étre imaginaires. Comme la ligne % ne comprend au-
cune droite, hypothése implicitement faite, les deux polynémeswu et H n’ont pas
de facteur du premier degré commun, les facteurs du premier degré de u-+KH
sont donc tous imaginaires quand une valeur de K est imaginaire. Or les 12
facteurs qui répondent aux quatre valeurs de K ne peuvent étre imaginaires &
la fois. Il y a en effet des axes d’inflexion qui sont réels, puisque tel est I'axe
de deux points réels ou de deux points imaginaires conjugués.

DE L'EQUATION % =—0 SOUS LA FORME A®-- B C®— 3RABC—=0.

4. Nous avons établi que si a=0, =0, y=—0 sont les équations des tangentes
en trois points d’inflexion situés sur un méme axe (A==0), I'équation dela courbe
peut se mettre sous la forme
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afy = A%,
et réciproquement.
A cette forme se rattache une autre, non moins remarquable :

AP B C* — 3hABC = 0.
Considérons en effet cette derniére équation, en la mettant sous la forme
(hA)* 4 B® + C*— 3 (hA) BG = (h3—1) A%;

on voif, eu égard & une propriété connue de la fonction a’+6%~+c¢— 3abe,
qu’elle revient a ‘

(A + B 4 C) (hA + Bj + ) (hA - By* -+ Gj) = (A" —1) A%;

J désignant I'une des racines cubiques imaginaires de I'unité. Elle représentera
doncle méme lieu que I'équation afy=—A?, sil'on a

hA + B 4+ C = ma,
BA + Bj 4 G*=ng,
hA + Bj*+ Cj =py,

mnp=h*—1,

m, n, p étant trois nouvelles constantes.
De 14 on tire
ma +-nf + py
3 b
ma—+nfj*+ pyy
3 2
__ ma+nfj4py®
—_——

RA =

B =

Si les trois droites a=0, 3==0, y=0ne se coupent pasau méme point, c’est-
a-dire si y n’est pas une fonction linéaire homogéne de « et de B, on peut
exprimer A sous la forme

A =ax+ b3+ ey,
et I'on aura ici @, 6, ¢ différents de zéro. Ce sont des constantes que nous pou-

vons supposer connues, étant données «, §, v, A.
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Il s’ensuivra
m = 3ah, n = 3bk, p =3ch,
9ThSabe == h* —1;
d’ou
1 >

3 —

k T 11— 2Tabe < 1.

Ainsi pour déterminer la forme d’équation
A*4-B®4 C®—3hABC =0,

nous avons les relations

. 1
11— 27abc’

A=ax}b84¢y, B=h(aa-}-882+cvj), C=h(ax-tbBj- crj®)-

h3

. 1 . X
Les trois valeurs de 4 résullant de #°>—————— reviennent i une seule,
1—27abc

car si & sechange en 4j, les valeurs de B et de C deviennent Bf, Cj?, I'équation
de la courbe reste la méme.
Remarquons qu’on ne peut avoir a la fois A—0, B=0, C=0, & moins
qu’on n’ait & la fois a=0, =0, y=0, puisque I'on a
a, b, ¢,
ha, hbj?, hcj,
ha, hbj, ke,

= abch®(j*— 7).

Si les points d’inflexion on les tangentes sont les droites a, 8, v sont réels,
les fonctions désignées par a, 3, y sont réelles, ainsi que A, par suite les coef-
ficlents @, b, ¢ et le facteur 4 le sont aussi. Mais les fonctions B et C sont alors
imaginaires conjuguées. Pour qu’elles fussent réelles, il les faudrait égales; il
faudrait pour cela avoir identiquement 6B==cy, par suite A—aa-+243, ce qui
n'est pas, puisque la droite A détermine les points d’inflexion avec les droites
a, B, v

5. Soit considérée I’équation de la courbe u sous cette forme

A® 4 B® + €3 — 3kABC = 0.

Comme on I’a vu, la droite A passe par trois points d’inflexion I, I, 1" ot
les tangentes ont pour équations
2*
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hA+4+B+C=0, RA-4Bj4C2=0, &A-+Bj*J-Cj=0.

Vu lasymétrie de I'équation, la droite B contient également trois points d’in-
flexion ou les tangentes sont données par

MB4+C4A=0, HhB+Cj+AP=0, AB--Gj*-+Aj=0,
et la droite C trois points d’inflexion ot les tangentes sont données par
hC+A+B=0, AC+Aj+B>=0, rCHA"4Bj=0.

Les points situés sur A sont en conséquence délerminés par les systémes
d’équations

g A=0 { A=0 i A=0

B+C=0, 'B+Cj=0, !Bj{C=0;
les points situés sur B le sont par

{ B=0 t B=20 % B=20

C+A=0, ClAj=0, Cji+A=0,

et les points situés sur C par
{ C=0 C=0 { C=0
A+ B=0, A4-Bj=0, Aj+B =0.
Ce sont 14 des points différents, ce sont donc les 9 points d’inflexion de la
ligne et ils sont répartis par trois sur les axes d’inflexion A, B, C.

6. L’équation hessienne, déduite de cette forme d’équation

A® 4 B® -+ C®—32ABC = 0,

est
6A, — 3hC, — 3hB 2A, — hC, — kB
— 3hC, 6B, — 3kA|=0, ou — kG, 2B, — hA| = 0;
| — 3hB, — 3hA, 6C — kB, — ZA. aC

ce qui donne
78
PRI R h,k ABC =0;

elle est de méme forme que la proposée. Mais elle en est distincte, tant que £
est différent de 1. En soustrayant les deux équations I'une de l'autre, il vient

Document numérisé par la Bibliothéque Interuniversitaire Scientifique Jussieu - UPMC



—_ 11 —
ABC =0,

pour un systéme de droites passant par les points d’inflexion : c’est le résultat
précédemment établi.

7. On déduit immédiatement du tableau d’équations qui déterminent ci-
dessus les 9 points d’inflexion un second systéme de droites comprenant les
9 points.

Les points auxquels sont relatives les 6quations de la premiére colonne, sont
situés sur la droite qui a pour équation

A-tB4C=0,
ceux auxquels se rapportent les équations de la seconde colonne sur la droite
A+4-Bj+G*=0,
et ceux qui concernent les équations de la troisitme colonne sur la droite
A-+Bj24Cj=0.
Le systéme de ces trois axes a pour équation
(A--B-+C) (A + Bj + Cj*) (A - Bj* +Gj) =A® + B* 4 C’— 3ABC=0.
D’apres cela, I'équation
A’ B -} C3—3hABC=0,
donne par A==oo, et =1, deux systémes d’axes comprenant les 9 points
d’inflexion. '
Si £ vient & varier, I’équation ne sera qu’une combinaison linéaire des équa-
tions de ces deux systemes, la ligne passera donc par les mémes points d’in-
flexion, et les aura pour ses points d’inflexion. En particulier la ligne H—=10 a

les mémes points d’inflexion que la ligne #; il en sera de méme de la ligne
donnée par H (H)=0, et ainsi de suite.

8. Il n’est pas moins aisé d’obtenir les équations des deux autres systemes
d’axes comprenant tous les points d’inflexion.
Les points donnés par
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A=0 B—0 { C=0
B+C=O: C+A]:0, Aj+B:0
sont situés sur la droite
Aj+B4-C=0.
De méme les points
{B:O ?C:O {A:O
C+A=0, A+Bj=0, C-Bj=0
le sont sur la droite
Bj+C4A=0,
et les points
§A+B=0, B4-Cj=0, {A+Cj_=0
sur la droife
Cj+A+B=0.

Ce sont 13 trois axes dont le systéeme a pour équation
A* B} C*—3jABC=0.

Si dans les mémes équations on change j en j* soit pour les points, soit pour
les droites, on aura les axes du quatridme systeme, et I’équation de ce systeme
sera

A’ B3 -CP—352ABC=0.

9. Soient I, I, I”les points que porte'axe A, 11" ,1 ” ceux de l'axeBet L, I, 1",
ceux de C. V
Estimons que I, I, I, sont les points situés sur 'axe A +B +C==0, I', T, I,
les points situés sur I'axe A +Bj 4+ Cj* =0, et 1”,1”,1", les points situés sur
laxe A +Bj’ 4+ Cj=0.
Alors les points de I'axe
Aj4+B+4-C sont |
ceux de I'axe
Bj+C+A » LI,

G+ALB > LTT,

Pareillement les points de I'axe

ceux de I'axe
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Aj++B+C  sont IF, 17
del'axe
B +C+4A » Lrr,
de I'axe
Cj*4+A4-B » LI

de sorte que les quatre systtmes d’axes portant les 9 points sont composés:

Iry I, 1,
le premier des droites {1, 1, I,” le second des droites {1'I' I,
LI,U, i,
Ir, r, (11, 1,
le troisiéme des droites {I, I', 1" et le quatrieme des droites (I, I' 1",
LYY, LT,V

10. Si les fonctions A, B, C ou les droites du premier systeéme sont réelles, la
premiére du second systdme I’est aussi, mais les deux autres du second
systtme sont imaginaires, et conjuguées. Puis les droites du troisiéme systéme
sont imaginaires toutes trois, ainsi que celles du quatrieme, celles-ci conjuguées
des précédentes.

D’apres cela, si une valeur réclle de K fait de u + &1 le produit de trois
facteurs réels, la seconde valeur réelle de K en fera le produit de deux
facteurs imaginaires conjugués et d’un facteur réel. Les deux autres valeurs de
K ne pourront étre qu’imaginaires, et comme elles seront conjuguées, les
facteurs répondant a 'une seront conjugués des facteurs qui correspondent i
Pautre.

Il est donc établi que sur les douze axes d’inflexion, il n’y en a pas plus de
quatre qui solent réels, si ceux d’'un méme systtme peuvent étre réels a la
fois. Nous pouvons en conclure qu’il y a au moins six points d’inflexion ima-
ginaires.

D’abord, puisqu’il y a des axes imaginaires, il y a des points d’inflexion qui
le sont aussi. Soit I un point imaginaire. Considérons les quatre axes qui
partent de ce point. L'un d’eux passe au point conjugué del, il est donc réel,
il 8’y trouve un {iroisitme point également réel. Aucun des trois autres axes
ne peut étre réel; ekaftn d’eux contient donc, outre le point I, deux points
imaginaires qui ne sont ni conjugués entre eux, ni 'un ni 'autre conjugué
au point I. Mais aux trois points imaginaires situés ainsi sur I'un des trois
axes, il en correspond trois autres qui leur sont conjugués. Il ya donc pour le
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moins six points imaginaires deux 4 deux conjugués, de sorte qu’il s’en trouve
soit trois de réels, soitun seul.

Voyons s’il est possible qu’un seul point d’inflexion I soit réel. S'il en est
ainsi, 'axe de deux points imaginaires conjugués étant réel, il y aura quatre
axes réels provenant des quatre couples de points conjugués; chacun d’eux
contenant un troisiéme point réel, ils concourront en 1, ils seront les quatre
axes partant de ce point, & savoir IT'Y”, I1,1,, I1'1”, IL'1”. Quant aux autres
axes, ils seront tous imaginaires ; par exemple sur lesaxes [I'l”, YI'L/, LT'T",
I, I'L” passant en I' le premier seul seraréel. Les quatre systémes d’axes seront
donc composés chacun d’'une droite réelle partant du point I et de deux droites
imaginaires conjuguées I’'une de I'autre. Les valeurs de K seront en conséquence
toutes réelles, puisque chacune donnera un facteur réel et deux facteurs conju-
gués. Or les équations des quatre systemes de droites sont, comme on I'a vu,

ABC=0, A’}-B*}C’—3ABC=0, A*}B'+C*—3jABC=0, A®}B*}C°—3;7°ABC=0.

Si le facteur A est réel, que B et C soient imaginaires conjugués, les deux
premiéres équations sont réelles, elles correspondent a4 deux valeurs de K
réelles. Mais les deux autres équations sont imaginaires, elles ne peuvent donc
provenir de valeurs de K qui soient réelles.

Donc I'hypothese quun seul point d’inflexion soit réel n’est pas admissible.
Il y a par conséquent trois points réels et six points imaginaires.

I’axe de deux points d’inflexion réels comprend le troisiéme. 1l répond a
une valeur de K réelle; les deux autres axes répondant & la méme valeur de K
sont imaginaires conjuguées, comprenant, 1'un trois points imaginaires, I'autre
les trois points qui leur sont conjugués. Soient A=—0, B=0, C=0, les
équations de ces trois axes. L’équation A’ + B* + G’ —~3ABC=0 d’un second
systeme sera réelle, elle proviendra d’une seconde valeur de K réelle. Mais cette
équation se subdivise en les trois équations

A+B4C=0, A4Bj4G*=0, A+B4Ci=0

qui sont ici réelles. La valeur de K dont il s’agit donne lieu en conséquence a
trois facteurs réels.
Les équations des deux aulres systemes

A+ B+ C*—3ABC=0, A’+B'4C®— 3;?ABC=0,
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sont imaginaires et conjuguées I'une de I'autre. Elles correspondent donc &
deux valeurs de K imaginaires et conjuguées.
Ainsi se trouvent établis les résultats annoncés a 1'égard de I’équation en K.

DES DIFFERENTES MANIERES D AVOIR L EQUATION %= ( SOUS LA FORME

A’ B4 C*—3RABC=0.

11. Nous avons déduit I'équation A’ + B’ + C'—3 A ABC=0 de I'équation
«B y=A", en ce qu’elle n’est autre chose que
(hA+B+C) (kA + B+ Cj7) (kA +Bj*+-Cj) = (A —1)A°

Proposons-nous d’oblenir les formes du méme genre qui correspondent aux
trois systemes d’axes autres que le systeme A, B, C.
Nous avons établi comme équations des axes d’un second systéme

A,=A+B+C=0, B,=A+Bj+C?=0, C,=A+Bj*+Cj=0.
Or l'on a |
A2+Bj24C3=3(A> 4B+ C*)+18ABGC, A, B,C,=A’-}B® 4 C*— 3ABC,
ce qui donne
A,3+B,3+c_3—3h'A,B,c1=3(1—/z')(A3+B3+cs— +‘ABG)

L’équation de la courbe sera donc

A4B24CP—3KA, B, C,=0,
si 'on pose
’ 9
h— K42 k,_k—l—.. W

,‘_" ou _72——_——4’ -——(h—{-h’)——?:O
De méme les équations d’un troisidme systéme d’axes étant

A=A+ B C=0,
B,—Bj + G+ A=0,
C.=Gj + A+ B=0,
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I'on a
AS4+B24C2=3(A4-B* + 0%+ 18ABCj, et A,B,C,=j(A%+B*4 C*— 3ABC)),
d’'on

7 2
A+ B4 C2 — 3k A, B, C, = 3(1 — A" (A3+B3+C3—32]+kj ABC)

h”J

pour 'équation de la courbe, si I'on pose

y+re o ht+2
Il”]'—’l —]Z, ou —h].'—_j—z,
c’est-a-dire
hR' — (hj* + K'j) — 2 == 0.

Pour le quatriéme systéme, les équations étant
A,=A?4+Bf€C=0, B=B?4+C+A=0, C,=C>+A+B=0,
on a également
AP 4B24C*— 3R A, B, C,=3(1 — k52 <A3 + B4 C— WABC) =0
pour équation de la courbe, moyennant

s 2j2+h " S VN
W=t o W — () —2=

12. Quand on a obtenu une racine de I'équation en K, et qu'on a résolu en
facteurs du premier degré la valeur correspondante de I’expression « + KH, il
n'y a plus que des équations du premier degré & résoudre pour déterminer tous
les points et les axes d’inflexion.

Soient a, B,y les facteurs de « + KH, pour une valeur connue de K. Si
m, n, p, q désignent des constantes’convenables, on aura identiquement

A% 1-B® 4 C®* — 3RABC = qu,
A=ma, B=mn8, C=py,
par conséquent,

m? o + n® B+ p’y’ —hmnpafy=qu.
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En égalant les coefficients des termes semblables en @ et en y, on aura des
équations du premier degré pour déterminer m’,n’,p’, hmnp,q. A la valeur
de m’ il correspondra pour m trois valeurs @, pf,uj°, il en sera de méme pour
n et p. En associant de tontes maniéres ces valeurs, on trouve par les unes une
méme valeur de 4, par d’autres le produit de cette valeuretde j, et le produit
parj’. Il en résulte la méme équation

A3 B* 4 C* — 3AABC =0,
Cette équation obtenue, on en déduira comme on I'a vu, les formes

A+ B2 4C; — 3k A,B,C,=0,
A2+ B2 +C2—3hA,B,C,=0,
A" 4 B2+ C,* — 3k, A,B,C, =0,

Les valeurs de K s’ensuivront immédiatement. Par exemple en faisant
u+KH=¢,ABC,

on aura une identité qui donnera des équations du premier degré pour déter—
miner K, et ¢. :

Les points et les axes d’inflexion seront d’ailleurs, d’aprés les développements
précédents, immédiatement fixés.

CAS SINGULIER OU L’'EQUATION DU 3™° DEGRE N EST PAS SUSCEPTIBLE
DELA FORMEA’ +B' +-C*— 3 AABC=0.

13. L’équation A’+B°+C°—3 A ABC=0 n’a été déduite de I'équation
a6y = A’ qu’a une condition, c’esl que les trois tangentes «, 6, y ne concourent
pas en un méme point.

Nous avons donc encore & reconnaitre ce que sont les points et les axes d’in-
flexion lorsque cette condition n’est pas remplie.

Soit considérée I'équation u—=A’— 3 «6y=0, lorsque I'on a A=m « +-
né + 1 et y—pa-+ g, de sorte que

we= A% — 3fiy = (ma nf 4 v)* —3f (pa+ ¢B),

v= 1 n’étant introduit que pour '’homogénéité.
3*
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L’équation de Hesse pourra se prendre sous la forme

d*u d%u d?u
da® dadB dadv
d2u o d%u d?u
H= =0,
dide  dp  dpdo
d?u d*u d*u
dv da dod don?
de 1a
m?A — pB,mnA — v, mA —Bp—ry m
H=| mnA —v,n’A—ga, nA =] — y—ag =n A=(pgef —1*)A=0.
mA, nA, A 0 01

Les points d’inflexion sont donnés par
A=0 et aly=—0,
uis par
pus P pgaf —+*=0 et A% — 3afy =0.
L’équation pg o 6 — y* =0 donne g6=jfpa, g6=7"pa«; on en déduil les
9 points d’'inflexion par les couples d’équation qui suivent :

o =S = =
g=py (7b=pry ge=py*

1,1, V) §A+a<§§i)§:O, |+ (37”2)5: , A+aj2<3-qpf>3:0,
q§=paﬁ?‘ , 9B = pay* o ' ( 9B = paj* -

L, L, T, % A+a(37p)3 =0, z A+aj2<3—q’-'->3 =0, Q A+ajﬂ(37p“>3=0.

14. Nous avons 13 un premier systéme d’axes avant pour équations
A=0, gB=py, ¢3=py’

Les deux seconds axes de ce systtme concourent avec les tangentes aux
points d’inflexion situés sur le premier.

Les axes d'un second systeme IL L, 1T T, 1'l" 1", sont donnés par les
équations

1

A+u(%’—2>%=o, A—{-gp(?i))%:O, A—'{([—%>3:0,

\
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ceux d’un troisieme, I¥ 1", I, I, I, 1, T 1.” le sont par

. 3p2> § 7 (3p? 3 gB . [3p%\ F
Ada (-— —0, A—I (-) (patg8)=0, AL (-—> =0,
+ o p p\q) @ +4B) LA

el ceux du quatriéme, I, I’ , T I'l",, I I’ 1" le sont par

1

2 L o L " PR
aba (7)) g () = AR () =

Il est aisé de reconnaitre que dans chaque systeme, les tangentes a la courbe
aux trois points situés sur un axe concourent avec les deux aulres axes du
systeme.

Si les trois points d’inflexion I, I, I" situés sur I’axe A sont réels, les trois points
1,1,1", d’apresles équations qui les déterminent, sont imaginaires, et les
trois poinis I,, 1',, 1", leur sont conjugués.

Le cas singulier qui nous occupe n’étant, apres tout, qu’un cas limite du cas
général, il s’y trouve au moins trois points d’inflexion réels. On vient de voir
qu'il v’y en a pas davantage. Donc dans ce cas les points d’inflexion réels
sont également au nombre de trois, et les points imaginaires conjugués deux a
deux au nombre de six.

15. Le point de concours des tangentes & la courbe aux trois points situés
sur un axe est un point tel que la polaire conique correspondante consiste comme
droite double en cet axe méme.

En effet, I’équation de la courbe étant A’ — 3 a B y=10, celle de la po-
laire conique d’un point (x, 6, v,) est

A*A — Byo, —yaf, —afly, = 0;
pour le point de concours (o, =0, 6, =0, v, = 0), cette équation devient
A*A =0, ou A*=0.

En cherchant ce qu’est la polaire conique du point de rencontre de deux
axes d’'un méme systeme, on pourra donc décider si 'on est ounon dans lecas
singulier qui vient de nous occuper.
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CHAPITRE 1II

Des points Steiner.

16. Le célebre géomatre J. Steiner, dans un mémoire lu 1’Académie de Ber-
lin le 27 novembre 1845, a signalé I'existence sur une ligne du troisiéme ordre
de 27 points en chacun desquels la courbe peut avoir avec une conique un con-
tact du cinquiéme ordre. Un extrait de celte communication est inséré dans
le journal de mathématiques pures et appliquées, publié par M. Liouville
(tome XI, 1846).

Je me propose dans les pages qui vont suivre, en m’appuyant sur les consi-
dérations qui viennent d’étre présentées, de traiter des propriétés de ces points
avec plus de détails ou de précision que Steiner ne parait I'avoir fait; on verra
qu’il s’est glissé quelques inexactitudes dans les résultats qu’il indique.

Désignons par P une fonction entiereen x et en y dusecond degré, parL et M
deux fonctions du premier degré. L’équation

MP+L3=90

sera celle d’une ligne du troisitme degré ayant avec la conique qui a pour
équation
P=0

un point de rencontre sextuple, si I'équation L= 0 est celle d’une tangente
a la conique, c’est-d-dire, si I'on a

P =1L« — 2,

a et 6 étant deux fonctions du premier degré.
La droite M = 0 sera une tangente & la courbe du troisiéeme degré & sa ren-

contre avec la droite L= 0, et ce point, d’aprés la forme de I'équation, sera
un point d’inflexion de cette ligne.

Les points de rencontre de la droite L avec la courbe sont. son point d’in-
tersection avec la droite M, et son point de tangence sur la conique. Ce der-
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nier point est & I'égard de la courbe comme & I'égard de la conique un point
double.

17. Réciproquement, une ligne quelconque du troisiéme degré étant donnée
par son équation ¥=0, soit M—0 I’équation de la tangente en I'un des neuf
points d'inflexion, et soit L — 0 celle d’'une tangente menée de ce point a la
courbe; I’équation # = 0 pourra se mettre sous la forme

L* -+ kM (La —B8%) = 0

en disposant convenablement de 'indéterminée £ et des fonctions du premier
degré a et 6.

En effet, quand on se donne ainsi un point d’inflexion, la tangente & la courbe
en ce point, et une seconde tangente menée & la courbe par le méme point,
il ne reste plus dans I'équation générale que cinq paramétres a délerminer.
Or, dans I’équation

L3 4 kM (La — B*} = 0,
les paramdtres indéterminés sont bien au nombre de cing, & savoir le facteur
k et quatre autres provenant de Lo —f3°.
La transformation opérée, on aura par 'équation

Ly — 8=

une conique ayant avec la courbe u un contact du cinquiéme ordre au point
de tangence dela droite L.

Il ressort de 1a que les points de la courbe # en chacun desquels puisse pas-
ser une conique qui ne rencontre la courbe qu’en ce point sont les points de
contact des tangentes menées a la courbe par les différents points 4’inflexion.

18. On sait que la polaire conique relative & chaque point d’inflexion, pre-
miére polaire relative & ce point, est le systtme de deux droites, dont 'une est
la tangente au point d’inflexion, et I'autre I'axe harmonique du point par rap-
port aux points de rencontre de la courbe autres que le point d’inflexion avec
les sécantes qui en sont issues. A chaque point d'inflexion, il correspond en
conséquence trois des points que nous considérons (nous les dirons, pour
abréger, des points Steiner). Puisqu’il y a neuf points d’inflexion, lear nombre
est de 27.

Nous pouvons, comme I'a fait M. Serret dans son traité d’algébre supérieure,
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nous rendre compte de I'existence des points Steiner, en nous appuyant sur la
propriété des points d’inflexion que nous venons de rappeler.

Considérons trois sécantes issues d’un point d’inflexion I, les six autres points
ol elles coupent la courbe sont situés sur une conique, puisque les points
conjugués harmoniques de I sur ces sécantes par rapport & ces points deux a
deux appartiennent & une méme droite. Mais si ’on fait tendre les trois sé-
cantes vers une méme position limite, qui soit une tangente a la courbe, la
conique aura une position limite qui sera une conique ayant le point de tan-
gence pour point sextuple de rencontre avec la courbe.

L’équation de la courbe se prenant sous la forme

L*+ kM (La— §%) =0,
équation de la premiére polaire pour un point (2, y, 2,) est
3L2L, -+ kM, (La — B2) 4 kM (L, } Lo, — 288,) = 0;
elle se réduit pour le point d’inflexion (L,=0, M,=0) a
M (Lo, — 288,) =0,
¢’est-d-dire que I’équation de I’axe harmonique relatif au point I est
La, — 288, = 0.

Cet axe se rapporte aussi & la conique osculatrice, c’est la polaire du point [ 4
Pégard de cette conique, fait qui ressort immédiatement de la considération
géométrique qui précede.

Les trois coniques qui correspondent & un méme point d’inflexion I présen-
tant ainsi pour ce point la méme polaire, le point d’inflexion est le centre
commun de trois couples de droites contenant chacun les points communs a
deux de ces coniques.

DETERMINATION DES POINTS STEINER ET D AUTRES POINTS QUI S Y RATTACHENT
AU MOYEN DE L'EQUATION A®-B3--C®—3kABC=0.

19. Supposons que les tangentes aux points d’inflexion de la courbe u situés

sur un méme axe ne concourent pas. L’équation de la courbe pourra se
prendre sous la forme
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A+ B*4-C3—3RABC =0.

Considérons les points d’inflexion I, I, I, situés sur I’axe dont I’6quation

est
A4+BLC=0.

Le point I étant donné par A—=0, B4-C=0, I’équation de la premitre po-
laire correspondante est '

B, (hA+B+}C) (B—C)=0;

comme la tangente de I est donnée par AA+B+C=0, I’axe harmonique I’est
par
B—C=0.

De méme les deux axes qui correspondent aux points I,, I, ont pour équa-

tions
C—A=0,
A—B=0.

Les trois axes harmoniques concourent donc en un point Q, pour lequel
on a

A=B=(C,
de sorte que ce point n'appartient pas a la courbe, vu que Pon a b 1.

Il y a 12 points Q, puisqu’il en correspond un i chaque point d’inflexion. Ils
sont déterminés par les équations suivantes :

Axes d’inflexion wr A=0 . Q B=0,0=0
dud* systéme { LL'L B=0 Points correspondants, { Q, C=0,A=0
? LL'T” C=0 Q, A=0B=0

ILI, A4B4C=0 Q) A =B =C

2¢ systéme, % 'L A4-Bj+4-C°=0 » g Q, Aj=Bj’=C
1'1,"1," A+ Bj2 - Cj=0 Q, Aj=Bj=C

I, jA 4+ B+ C=0 ‘ Q” Aj =B =C

3° systéme, ghgTjB+C+A=0 » Q,” Bj =C =A
LY jC4+A-+4+B=0 ? Q,” Cj =A =B

s /1" j2A+B+C=0 Q,"Aj*=B =C

4 systeme, { 1T’ jB+4CLA=0 » % Q,"Bj*=C =A

[ L1/ j204-A4B=0 Q" Gj*=A =B.
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On voit que sur I'axe A se trouvent les points Q,,Q,, sur B les points 3, ,Q,, et
sur C les points Q,, Q,, c’est-a-dire que les points Q,, Q,, Q, sontles sommets du
triangle des axes d’inflexion A, B, C, respectivement opposés & ces colés.

Il en est de méme pour chaque systtme d’axes d’inflexion et de points Q
correspondants.

Les trois points Q de chaque systeme sont distincts les uns des autres,
puisque les trois axes d’inflexion correspondants forment un triangle.

Si les trois points d’inflexion réels sont 1, 1., 1,, les droites A, B, C, ainsi que
la droite A+B--C sont réelles, et ces quatre axes d’inflexion soat les seuls qui
soient réels. Il en résulte que les points Q,, Q,, Q, du premier systeme sont
réels, ainsi que le point (', du second ; mais les huit autres sont imaginaires.
Dans le second systéme, les points )',, Q', sont conjugués, et les points du troi-
sieme systéme ont pour conjugués ceux du quatriéme.

Les points Q de chaque systéme étant les sommets du triangle des trois
axes d'inflexion correspondants sont les points doubles du systéme de ces trois
axes.

Donc quand I'équation u+KH=—0, par une détermination convenable de K,
représente un systéme de trois droiles, les équations

du | dH . du  _dH__ du | dH
ETKE—O9 d_y+K5.’§—O’ a—z—}‘Ka——O,

qui alors se réduisent & deux, déterminent les trois points Q qui correspondent
aux axes d’'inflexion déterminés par la valeur de K.

L’élimination de y entre ces équations donnera donc une équation du troi-
sitme degré en x. Celle de y et de K enire ces équations et 1'équation du
quatrieme degré qui concerne K donnerait I'équation du douzieme degré ayant
pour racines les abscisses des 12 points (.

Mais les points Q seront plus simplement déterminés par les équations qui
précédent, quand on aura fixé les valeurs de A, B, C de la maniére qui a été
indiquée.

Les quatre points Q qui sont réels présentent une dépendance géométrique
qui permet de déduire 'un d’eux des trois autres.

Soit considéré le triangle dontles sommelssont Q,, Q,, Q, ; les cotés opposés a
ces sommets sont les axes A, B, C. Les trois points d’inflexion réels I, 1,1, sontles
points de rencontre des cotés du triangle et du quatrime axe réel A~+B-+C.
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Si I'on prend les points harmoniques conjugués de ces points d’inflexion par
rapport aux cdlés du triangle sur lesquels ils se trouvent, et qu’on joigne ces
nouveaux points aux sommets opposés, on a trois droites concourant en un
point qui est Q',.

20. Soient S, S', 57 les trois points Steiner qui correspondent au point d’in-
flexion I que déterminent les équations A = 0, B 4+ C=0.

La droite des trois points ayant pour équation B — C = 0, I on a pour ces
points

B—C=0, A®>+4B®+4 C*— 3kABC =0,
par conséquent
A+ 2B® — 3hAB? =0,
ou
p*—3hp+42=0,
en posant
A =Bp.

Les trois valeurs de p sont réellessil'ona £ > {; il n’y en a qu'une de
réelle si Pona h < 1.

Donc les points d’inflexion réels étant I, 1., I, les 9 points Steiner corres-
pondants sont réels, quand la constante h est > 1 ; maisil n’yena que trois
de réels, un pour chaque point d’inflexion quand cette constante est < 1.

Les points Steiner qui correspondent & un point d’inflexion imaginaire sont
imaginaires, car quand un pareil point est réel, la tangente 4 la courbe y est
réelle, son second point de rencontre avec la courbe, le point d’inflexion ol
elle passe, est donc réel aussi.

21. Lorsque les fonctions A, B, C et la constante £ sont connues, la détermi-
nation de tous les points S n’exige que la résolution de I’équation

pPP—3hp+2=0
et celle d’équations du premier degré.
Soient p, p,_, p, les trois racines de cette équation
p*—3hp+42=0.

Les trois points S, S', S* correspondants au point I sont donnés, comme on
vient de le voir, par '

0, B—C=0, B—C=0,

—G
A=Bp, A=Bp, A =Bp,.
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Les points correspondants 4 I le seront par
C—A=0 et 2A°}B'—3kA*B=0,
par conséquent, par
C—A=0, C—A=0, C—A=0,
B=Ap, B=Ap, B = Ap,.
Nous les désignons par S,, S, $°,.
Les points correspondants & I, sont déterminés par
A—B=0, C’—3hBC}2B°=0,
c’est~a—dire par
A—B=0, A—B=0 A-—B=0,
C = Bp, € =Bp,, C = Bp,.
Ces points se désigneront parS,, S',, S2,.
Puis les points correspondants a I' s’obtiennent par
B—¢Ci=0, B—Cj=0, B—Cj=0,
A = Bpj, A =Bpyj, A = Bpyj,
ils se désigneront par §', 8", S?;

Ies points correspondants 4 1" par

B—C?*=0, B—C*—0, B—C*=0,
A = Bpj?, A —Bpj =0, A =Bp,j?,
ils se désigneront par 8", 8", §™; etc.

22. Deux points Steiner sont en ligne droite avec un point d'inflexion
avec un troisitme point Steiner.
La droite S S, a pour équation

A+ B—(14p)C=0;

elle passe donc au point [,.
La droite SS," a pour équation

Alpp—1)4+B{p—1)+C{ —pp,) =0,

. X 1— —
ce qui peut se transformer a cause de 1 — pp, = T£ + % ,
2 2
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en
(p, —1) (Ap, — C) 4 (p—1) (Bp, — C) = 0;

elle passe donc au point S,’. La droite S S’, est donnée de méme par

(p—1) (Apy—C) + (p — 1) Bp —C)=0,
elle passe au point S'..
Puis la droite S S, ayant pour équation

A+C—B{4p) =0

passe au point 1.

D’aprds quoi, quand trois points d’inflexion tels que I, 1,1, sont en ligne
droite, les droites qui joignent un point S correspondant a I'un d’eux aux trois
points qui correspondent & un second passent, I'un par le troisiéme point-
d’inflexion et les deux autres par deux des points S qui correspondent a ce
troisidme point d’inflexion, tandis que la droite quile joint au troisitme de ces
derniers points passe par le second point d’inflexion.

Si deux points Steiner proviennent d'un méme point d’inflexion, leur
droite passe au troisitme point S qui correspond au méme point d’inflexion.
Si les deux points correspondent & deux points d’inflexion différents, leur
droite passe soit au point d’inflexion qui est en ligne droite avec ces deux-1a,
soit en un point S correspondant & ce dernier point d’inflexion.

Il suit de 12 que les droites qui joignent I, aux points S, S', S* se confondent
avec celles qui le joignent aux points S, S.‘, S°: c’est au reste ce qui résulte
immédiatement de ce que I, est donné par A 4+~ B =0, C=0, et que par une
permutation entre A et B on passe des premiers points aux seconds.

Ce fait que deux points Steiner sont en ligne droite avec un troisiéme ou
avec un point d’inflexion, nous pouvons encorele rattacher au théordme qu’une
ligne du troisitme degré passant par huit des points communs & deux lignes
de ce degré contient le neuvieme. Les points S et S, correspondant en effet &
deux points d’inflexion I et I, soit 2 le troisitme point de rencontre de SS,
avec la courbe. Considérons les tangentes en ces trois points S,S ;= ; elles forment
une ligne du troisieme degré ayant avec la ligne u deux points d’intersection
simples en I et I et trois points doubles d’intersection aux points de contact,
le neuviéme est le point de sortie de la tangente en . Mais la droite II, et la
droite SS,3 comme droite double forment une ligne du troisitme degré qui
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passe par les huit premiers points. Donc la droite II, et la tangente en = cou-
courent sur la courbe. C'est-a-dire que le point = est le point d’inflexion I, en
ligne droite avec I et I, ou bien est un point Steiner correspondant a ce troi-
sitme point d’inflexion.

Le méme fait d’ailleurs n’est qu’un cas particulier du théoréme connu que
si trois points a, b, ¢ sont en ligne droite sur une ligne du troisiéme degré, et
sia,a,a,a, puisb,b, b, b, etc,ec, c,c, sont respectivement les points de
contact des tangentes menées de ces points 2 la courbe, la droite joignant I'un
des premiers points de contact & I’'un des seconds passe par 'un des troisiémes.

DU NOMBRE DES DROITES QUI CONTIENNENT UN POINT D INFLEXION ET DEUX POINTS STEINER

ET DU NOMBRE DE CELLES QUI CONTIENNENT TROIS POINTS STEINER.

23. Par un point d’inflexion I, il passe quatre axes d’inflexion; si 1'on con-
sidere 'un d’eux I, I, T et les points Steiner qui correspondent aux points I et
I, les droites qui joigment I, aux trois premiers points Steiner se confondent
avec celles qui le joindront aux trois autres, comme on1'a vu. Ces droites se-
ront différentes de celles du méme genre relatives aux trois autres axes. Donc
il y a 3><4=12 droites contenant le point d’inflexion I, et 2 points Steiner.
— 11 se trouve par suite 12><9 =108 droites contenant chacune un point
d’'inflexion et deux points Steiner.

Si'on joint chacun des points Steicer tour a tour & chacun des 26 autres
on tracera des droites en nombre égal & 26 >< 27. Mais sur ces droites telle
qui passera par un point d’inflexion figurera deux fois dans le nombre total, et
telle qui contiendra trois points Steiner y figurera six fois. Donc le nombre de
droites contenant bien trois points Steiner sera

26.27—1082 9
e =35 (26—8)=0.9=81.

Pour savoir combien il passe de ces droites par chacun des points Steiner,
remarquons qu’a les prendre tour & tour, elles présentent 3.81 = 243 points;
et comme la-dessus chaque point Steiner doit figurer un méme nombre de

. , , 243 e 3 . )
fois, chacun d’eux s’y trouve Qi_] =9 fois. C'est-a-dire qu’il y a 9 droites par-

tant chacune de ces points, ou qu’il en passe 9 par chacun d’eux.
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Sur les 81 droites, il y a & distinguer les 9 axes harmoniques des points d’in-
flexion. Le nombre des autres droites est donc 81 — 9=172, et il en passa

.12,
par chaque point -7 = 8.

Sur les 108 droites qui portent chacune un point d’inflexion et deux points
Steiner, il en passe par chacun de ces derniers points un nombre égal a

108.2
91

8,

ce qu’on peut trouver autrement. Car si le point S provient du pointl, et qu'on
considere 'axe I 1, I, il passe en S deux droiles aboutissant en I et en 1,; et
comme il y a quatre axes d’inflexion partant du point I, il s’ensuit 2>< 4 =8
droites contenant le point S, unautre point Steiner et un point d’inflexion.

Les droites qui passent en S et contiennent deux points Steiner se rapportant
al'axe 11, I, sont I'axe harmonique de I, et deux autres droites. De 13, par les
quatre axes qui passent en I, des droites en nombre égald 1 + 2.4=29, comme
nous I'avons déja trouvé.

DISTINCTION DES DROITES REELLES ET DES DROITES IMAGINAIRES

DANS L'UN ET L'AUTRE GENRES.

24. Supposons d’abord que les 9 points Steiner du groupe correspondant &
I'axe des points d’inflexion réels I I, 1, soient réels.

Les trois droites qui partant de I, contiennent chacune deux de ces points
seront réelles. Il y aura donc 9 droites réelles passant trois par trois aux points
I, I,, I, et contenant chacune deux points Steiner réels.

Considérons d’autre part le second axe réel qui passe en I, ayant pour équa-
tion A= 0. Il s’y trouve deux points conjugués I' et I". Les trois points Steiner
qui correspondent & I' sont imaginaires, ainsi que ceux qui correspondenta 1",
mais les premiers conjugués des seconds. Les droites quijoignent les premiers
points & leurs conjugués sont donc réelles, mais il y a & décider si elles passent
en I ou si elles aboutissent aux points réels S, S', S

Les deux points S' et S”, d’aprés la détermination qui en a été présentée,
sont conjugués ; 1'équation de leur droite est A + (B + C)p =0. Cette droite
passe donc au point I.
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Ainsi les trois droites qui joignent les points relatifs & I' et leurs conjugués
relatifs & I" aboutissentau point I. Ces droites réelles jointes aux 9 précédentes
font donc jusqu’iei 12 droites réelles du premier genre.

1l passe en S deux droites contenant chacune 'un des points S' et I'un des
points S”. Comme les points S" et S” que porte chacune ne sont pas conjugués,
ces droites seront imaginaires,et elles seront conjuguées. Il en sera de méme
des droites relatives 4 I'axe d’inflexion qui nous occupe passant en S' et en S,

Soit considéré maintenant I'un des axes imaginaires qui passent en [, par
exemple I'axe I T, I, ayant pour équation

Aj4 B4 C=0.

Le point I', est donné par B= 0, C+Aj= 0, le point I, par C=0,
B + Aj=0; I'axe harmonique relatif 4 I, a pour équation C—A j=0, de
sorte que les points Steiner situés sur cet axe sont fixés par

B=Aps*,

3 . —
C=Aj, p*—3hp+2=0,

et de méme les points situés sur I'axe harmonique relatif a I’, le sont par

C=Aps*,

> — 3h =0.
B=Aj, pP—3hp+2=0

Pour une méme valeur de p, on a deux points dont la droite a pour
équation

B+C—Aj (1 +p)=0,

c’est une droite imaginaire qui passe en I.
De 1a, par les trois valeurs de p des droites imaginaires passant en L.
Les conjuguées-seront données par ’axe d’inflexion I T, I",.
Pour deux valeurs de p différentes, p et p,, on a uue droite ayant pour
équation
C{A —p)+BU —pj)— A —pp) =0
ou
(A—Cp) (! —p/) + A—Bp) 1 —pyj) =0,

droite imaginaire qui passe au point S
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On voit ainsi que les axes d’inflexion IT, I",, I¥, I”, ne donnent ni droites
réelles passant en I, ni droites réelles portant trois points Steiner, abstraction
faite de I'axe harmonique de I.

Quant aux diverses autres droites se rapportant a ces axes IT' 1", 1T 1",
11, 17, elles seront imaginaires.

Telles sont celles qui joindront I' aux points S, S ,S*; par exemple I'S ayant
pour équation

B+C)p+Ar=0;

et celles qui contiendront trois points Steiner imaginaires seront également
imaginaires. '

Considérons enfin un axe d’inflexion qui ne contienne aucun des points
réels I, I, 1, par exemple 'axe I' I' 1", dont I'équation est

A -+ Bj + G =0.

Les axes harmoniques relatifs aux points I', I',, I’ sont imaginaires, leurs
points de rencontre avec la courbe le sont aussi; les droites correspondantes,
soit qu’elles contiennent I'un des points d’inflexion ou n’en contiennent pas,
seront en conséquence imaginaires, puisqu’une droite réelle contiendrait au
moins un point réel.

Les conséquences & tirer des faits ainsi établis sont immédiates.

A T'axe 111, se rattachent neuf droites réelles, & I'axe II'T" il s’en rattache
trois autres, et aucune n’est réelle parmi celles qui correspondent aux deux
autres axes passant en I.

Il en est de méme pour ce qui regarde les points I , I, et toutes celles qui se
rapportent aux axes d’inflexion imaginaires. Parmi les 108 droites du premier
genre, il yen a donc 9 -+ 3>< 3 =18 qui sont réelles; il en reste 90 & étre
imaginaires.

Dans les 81 droites du second genre, les axes harmoniques relatifs aux
points I, I,, I, sont réels, les six autres axes harmoniques sont imaginaires. Les
points S qui correspondent & I'axe IL 1, ne donnent lieu qu’a des droites réelles
au nombre de 6, en ne comptant pas les axes harmoniques. Cela fait
9+ (8: droites réelles, et ce sont les seules qui soient telles, Par suite
le nombre des droites imaginaires est de J2.

25. — Du cas ou trois points Steiner seulement sont réels. — Ce cas est
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celui ot 'on a4 < 1, de sorte qu'une seule valeur de p est réelle. Alors sur
chacun des axes harmoniques qui correspondent aux points I, 1,1, il ya un
point Steiner réel et deux points imaginaires conjugués. Soient S, S,, S, les
trois points réels.

Les droites qui joindront le point I, aux trois points S, S', S* situés sur I'axe
harmonique de1 se confondront avec celles qui le joindrontaux pointsS .S ',S,*
situés sur I'axe harmonique de I,. La droite IS sera réelle, et les droites IS,
LS* imaginaires conjuguées. La premitre contiendra donc le point S, et les
deux autres respectivement S*,, S,*. De méme par chacun des pointsI, et I il
passera une droite réelle contenant les deux autres points S réels relatifs aux
deux autres points d’inflexion, et deux droites imaginaires conjuguées I'une de
P'autre.

Il ya donc parlatrois droites réelles et six droites imaginaires conjuguées
deux a deux dans le systeme des droites contenant un point d’inflexion et deux
points Steiner.

La droite de S et de S*, sera imaginaire et contiendra I'un des points S*, §*,
celle de S et de S* sera également imaginaire et contiendra I'autre de ces
points, et elle sera conjuguée de la premiére.

De la dans le systeme des droites contenant trois points Steiner, trois droites
réelles qui sont les axes harmoniques relatifs aux points réels d’inflexion
I, I, I, etsix droites imaginaires, conjuguées deux a deux.

Voild pour ce qui concerne le groupe des points et des droites qui se ratta-
chentd 'axe I'1 1,.

Si I'on considére d’autre part 'ensemble des 24 points Steiner imaginaires,
comme ils sont conjugués deux & deux, ils donneront 12 droites réelles qui
passeront chacune par I'un des points d’inflexion réels I, I, I, et par Fun des
points réels S, S , S,. Mais relativement & I'axe Il I,, nous venons de consta-
ter trois de ces droites, les axes harmoniques des points I, I, 1. 1l y en a donc
neuf autres qui se rattachent & d’autres axes d'inflexion. Nous allons voir qu’ils
dépendent des trois autres axes réels qui passenten I, T, ..

La premicre valeur de p étant réelle,les deux points désignés par S'et S” sont
conjugués, leur droite ayant pour équation

A+ (B4C)p=0

est réelle, elle passe en 1.
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Les deux points 8" S” sont également conjugués, ainsi que S et S ; leurs
droites sont donc réelles. La premitre a pour équation

(A4 Bp, +Cp,) g —(A -+ Bp, -+ Cp,)j*=0,

B=C
5 [ A=Bp ] ;

La seconde y passe aussi.

Il en est du point I et du point I, comme du point I. En chacun d’eux passe
une droite réelle contenant deux points Steiner qui ne sont pas du groupe des
points relatifs & 'axeI1 1,, et en outre deux droites réelles se rapporteront
a chacun d’eux ne concernant pas non plus cet axe et contenant trois points
Steiner. Donc sur les 9 droites réelles que nous avions a fixer, il en est trois
passant respectivement en I, I, I, et les six autres passent deux par deux aux
points S, S, S,.

En résumé, sur les 108 droites du premier systéme, il s’en trouve six qui
sont ici réelles, et les 102 autres sont imaginaires. Sur les 81 droites du second
systéme, il y a trois axes harmoniques réels et six autres droites réelles passant
deux par deux aux points réels S, S , S,, de sorte qu'en chacun de ces points
il passe trois droites réelles, I'axe harmonique du point d’inflexion correspon-
dant et deux autres droites. Les 72 autres droites du second systéme sont ima-
ginaires,

Elle passe donc au point

DES POINTS STEINER DANS LE CAS PARTICULIER

OU L'EQUATION =0 NEST PAS SUSCEPTIBLE DE SE METTRE SOUS LA FORME

A’ B* 4 C*—3hABC=0.

26. L’équation a considérer est

A — 3By =0,
ou
y=pa+ gB.

Nous avons établi qu’alors les points
5*
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I sont donnés par A=0, a=0,
r » A=0, §=0,
| » A=0, v=0,
les points
- 3p* 3
I par  gf=p3, A+t —q—-> =0,
, . . (3p\ ¥
I g8 = poy, Aty (’Z“‘) 320,
. L (303
L 98 = pa, A+af"(—q—> =0,

et les points
. 3p?
L par gB=pa® A+a (—

L’axe harmonique de Ia pour équation
v+ef=0 ou apt2=0.
Les points S, S, S sont don¢ donnés par

A —3uBy=0, yv+4gB=0,

donc par

I’axe harmonique de I' étant
Y+tpa=0 ou 2atef=0,

on a pour les points §/, 8", 8",
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%pa +gB8=0 A=<9p—) o

Pour le point I”, I'axe harmonique ayant pour équation ep — g =0, on
a les points ", S”*, 8”2 par

On voit par Ia que les points I, I, 1" étant réels, il ne correspond a chacun
d’eux qu'un point Steiner réel.

Sur les 27 points Steiner, il s’en trouve donc 3 de réels, et 24 d’imaginaires.
Remarquons que les 3 droites

q q q
contiennent : la 1% les points S’ et S”, la 2° les points " et 8", la 3° les points
82 et 8" et passent enl; la premicre est seule réelle.

Donc par chacun des poinis I, I', I, il passe trois droites contenant chacune
deux des 9 points Steiner du groupe correspondant & leur axe. Il y a 14 9 droites
dont 3 sont réelles et 6 imaginaires.

Aux points d'inflexion imaginaires il ne répond encore que des axes harmo-
niques imaginaires et par conséquent des points Steiner imaginaires.

“Doncil n’y a que trois points de réels, et il s’en trouve 24 d’imaginaires.

Par chaque point d’inflexion, il passe pour chacun des 4 axes d’inflexion qui
en émanent 3 droites contenant deux points S; ces droites sont ainsi au
nombre de 3><4>< 9=108.

Par chaque point S d’un méme groupe, il passe deux droites contenant deux
autres points S, sans compter 1'axe harmonique qui se rapporte au point
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d’inflexion correspondant. De 13, un méme point appartenant & 4 groupes
2 >< 4 >< 12 = 72 droites, ce qui, en y ajoutant les 9 axes harmoniques, fait
un tctal de 81 droites.

Dans le systeme des 108 droites, il y ena 6.de réelles, passant par deux aux
points I, I', 1I”; T'une pour chaque point contient les deux points S réels qui
proviennent des deux autres. Nous venons d’établir le second de ces faits.
Pour démontrer I'autre, considérons I'axe I I I, du point I et des points

{ PB=py

I, (3,)2\ 3 1

A — 1 =0,
+a 7/

9B = paj*

Ato @5_’)%:0.

Les axes harmoniques de I, et de 1, sont imaginaires et conjugués. Les trois
points S que donne 1'un sont conjugués & ceux que donne l'autre. Il s’ensuit
entre ces points trois droites réelles; 'une passe en I et les deux autres au
point réeel S.

Soient en effet §'= 0, Y/ = 0, les équations des tangentes aux points], et ;
elles seront conjuguées. L’équation de la courbe pourra se prendre sur la forme

A% —3uf'y =0,
Posons

, @ —_ , a —
fi:%‘{‘?‘e\/—i’ Yz%—ﬁe‘/—iy
les trois droites «, ', y' concourront au point a=10, B,=0. Comme il s’ensuit

Y =pa— ', nous avons a faire dans les formules précédentes ¢ = — 1.
Les points S, S', §* correspondants a I sont donnés par

1
f__ (6\Fap
¥=()'%
— (8\ P
ou B,=0 et A= (ﬁ) 2/

. (3] %ap_2
v=(3) 5

Les points S, S.°, S,” correspondants a I, le sont par
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i

A =—(6p* u

N=— (&)
1

A = —(6p%)%ay2,

Qap —B'=0
ou gpa;-pz V=—1=0 et

etles points S,, S,', S, correspondants A I, par

n

4

ap4-§=0 | A'=—{(6p%

1
—_— [ 218 o
on ZaptsyTimo | ¥=—0
N =— (6p) "

D'apres quoi, le point S est bien le seul a étre réel, les deux points S' et §°
sont conjugués, et les trois derniers sont conjugués aux précédents.

La droite A= — (6 p% 5 « est réelle, passe en I et contient S, et S_; les deux
droites A'— — (6 p2)§ af, A=— (6 pﬁ)% aj’ sont imaginaires conjuguées,
passent en I aussi et contiennent : 'une §', et S*,, 'autre $*, et §°,. Les deux
autres droites réelles possibles par les six points correspondants a I, et I, pas-
seront en S.

Il s’ensuit dans ce cas singulier que nous traitons les mémes circonstances
pour la distinction des droites réelles et des droites imaginaires dans I'un et
I'autre systtme que dans le cas ou 'ona A < 1.

DES POINTS D'INFLEXIiON ET DES POINTS STEINER DANS LES LIGNES DU TROISIEME DEGRE

QUI ONT UN POINT DOUBLE.

27. Si =0, B=0 sont les équations des tangentes au point double 0, et
y==0celle de la tangente en un point d’inflexion I, A =0 I'équation de la
droite qui joint les deux points, I'équation de la courbe pourra s’écrire sous
la forme

A% —aBy=—0.

Mais, si avec Salmon nous désignons par B=0 I'équation de la droite harmo-
nique conjuguée de A par rapport aux deux tangentes « et B, nous pourrons
supposer les deux fonctions A et B, telles qu’on ait
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e=A-+B, f=A—B,
de sorte que ’équation sera

(A*— By = A?
ou
u=A®—(A?— B%)y =0.

L’équation étant homogéneen A, B, youn aura pourles points d’inflexion

3A—y 0 —A
0 v B

—A B ¢

H= = — (3A — ) B? — A’y =0,

ou
3AB? 4 (A*—B?y =0,

par conséquent
A (3B 4-A%) =0,
A (A —B)y=0,

avec

ce qui donne les points doubles par A=—=0, B=0, le point I par A=10, y=0, et
deux autres points I, 1” par A — £ y=0, etpar A===B/3 y/— 1. Sur ces
trois points d’inflexion, I'un au moins, I par exemple, est réel, de sorte que A
ety sont & considérer comme des fonctions réelles. Pour que I’équation u=0

soitréelle, il faut donc que B* e soit, ce qui donne soit B réel, soit B= B, y/B—1,
B, étant réel. Dans le premier cas les tangentes o et € sont réelles, le point O est
un point double réel; dans le second cas le point O est un pointisolé.

Quand le point O est ainsi un point double, les points I' et I” sont imagi-
naires, et quand ce point O est isolé, les points I' et I” sont réels. Les
trois points d'inflexion sont situés sur la droite A—zy=0. La tangenteen I'a

pour équation — 9A 43 V3 V—1B+8y=0, et la tangente en I, — 9A—
34/3 /—1 B -+ 8y=0. Ces droites et les tangentes en I, ne concourent pas en

un méme point. Nous pouvons donc mettre I'équation de la courbe sousla

forme )
A® 4 B4 C*—3hA'BC =0.

Posons
4 ) , V—1 8 — 8
A=A— -7, d=y, F=A—"oB—_y, Y=A+!_—‘-" _Q—)Y’
3 V3 v
dou 8 4 p '
BT b F Y
A:S—)a—}——TY-, A:——a+§+§.

Document numérisé par la Bibliothéque Interuniversitaire Scientifique Jussieu - UPMC



— 39 —

Nous aurons 13 (Voir § 4)

4 1 R 1
a=—g b=3 =g F=r—gm~p
parsuite
LI N A N I O N . SV T
A= + + » B'= ( 94+21+21)~-—3_( 9°‘+§J+'5J)
Vi Vi
De la
B'=._.;4__.é._+_l§, C’._—a—d:tlg
V4 2 v[k 2

Par les équations B' =0, C'=0, on a donc les tangentes au point double; ce
sont des droites qui ne rencontrent la courbe qu’en ce point. Six points d'in-
flexion autres que I, I' et I’ sont donc bien a considérer comme s’étant fondus
avec le point O.

L’équation dela coyrbe est ainsi transformée en

e=3)=Go) ~Gaw) — 0=50) (5) () =

28. Des points Steiner. — L'équation de la tangente au point (A, B, v)
étant

(A*—B)y, + 2(AA, — BB )y = 3A%A,,
celle de la polaire du point d’inflexion I(y,=0, A, = 0) est
By =0,
d’ot B=0, y=0, de sorte que 'axe harmonique de I est
B=0,
droite qui ne rencontre la courbe qu’au point O et au point pour lequel
A=q.

Le point double est ainsi & compter pour deux points Steiner correspondants
a I; ou plutdt, a vrai dire, il n’y aplus ici qu’un seul point Steiner correspon-
dant donné par

lequel est toujours réel.
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A chacun desautres points d’inflexion I', I” il ne correspond de méme qu'un
seul point Steiner. Si ces points I', I' sont réels, les deux points correspondants
le seront aussi. Sil' et 1" sont imaginaires, leurs axes harmoniques doivent
étre 1maginairés conjugués, concourant en O, et les deux points S correspon-
dants également imaginaires et conjugués. Ce sont des faits faciles & vérifier.

L’axe harmonique relatif au point I’ a pour équation

AY3 V=1 —B=0;
il est imaginaire si B est réel, c’est-d-dire si I' n’est pas réel; il est réel dans
le cas contraire. Sa rencontre avec la courbe, autre que le point O, est don~

née par
y=A, AY3Jy=1=B,

c’est-a-dire par une droite réelle et une droite imaginaire ou réelle comme I'.
Donc le point est réel ou imaginaire en méme temps que I'. Il en est de méme
du point correspondant & I" déterminé par

by=A, —AV3{/ZI=B.

On voit que S’ et S” sonten ligne droite avec I; de méme 1 P'est avec S et S”,-
puis I"avec S et §'. Les trois droites sont réelles quand les points T et S sont
tous réels; la premitre 'est seule, s'il en esf autrement.

29. POINTS D' INFLEXION ET POINTS STEINER, QUAND LA COURBE DU TROISIEME DEGRE

A UN POINT DE REBROUSSEMENT.

L’équation peut dans ce cas se prendre sous la forme
u=A'— 3ty =0,

A =0 donnant la drotte qui joint le point de rebroussement & un point d’in-

flexion.
A 0 o

Onala H={0 —y—1 | =—Aa;
0 —a O
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la courbe de Hesse ne rencontre la courbe qu’au point de rebroussement, et au
point donné par

=0, A=0.
Iin’y a donc qu'un seul point d’inflexion ; sa polaire a pour équation
ay =0,

d’oll « =0 pour I'axe harmonique correspondant; c’est la tangente au point
de rebroussement. Il n’y a donc la aucun point Steiner.

NOTE I

Sar les points d’inflexion dans les lignes du guatri¢éme degré gqui
ont deux points de rebroussement, et dans eelles gqui ont trois
points doubles.

30, L’équation générale des lignes du 4&° degré qui ont le point (=0, y=0) pour point
de rebroussement peut se mettre sous la forme
o?P +v%3+ Kay®=0,

P étant une fonction du second degré, «, y, 3 des fonctions du premier degré, et K une
constante.

§'il y a un second point de rebroussement qui soit donné par §=0 et y=0, I'équation
pourra se prendre sous la forme

u=0ap?+733 4+ Kafy?=0.
D’ailleurs 3 pouvant s'exprimer par «, B, v, nous poserons
S=ma+nf+py.

L’équation sera ainsi homogéne par rapport a a, 8, v, et pour déterminer les points d’in-
flexion on aura, avec u=0,

2@2, h@‘l‘ KT’y 3m\"+2K{3‘(

H= Lo +Ky? 202 3ny 4 2Kay =0.
3my*+2KBy  3ny*+2Kay  6y34-6py2+-2KeB
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En développant cette équation, et en y remplagant o? §? par sa valeur tirée de u=0, on
obtient y3=0, et

357+ 6 (mnal+npfy-fpmya) v H5p*° + K (4af3-4mny®) — K2y* (3-+py) — KaBy=0.

Par y®=10, on n’a que les deux poinis de rebroussement. Par la seconde équation, égale-
ment du 3° degré, on a une ligne qui coupe la ligne » en 12 points. Mais cetie ligne passe
aussi par les deux points de rebroussement, ce qui est a compter pour quatre points de ren-
contre. Il y aura donc 8 autres points communs qui seront les 8 points d'inflexion possibles
dans le cas qui nous occupe.

31. Lorsque 'on a K=0, l'équation se résout en y=0, et une équation du 2° degré
38246 (mnef+nply+pmya) + 5p*2=0,

Les huit points d’inflexion sont done alors les points de rencontre de la courbe et d'une
conique.
L’équation de la conique ne change pas, quand m, n, p changent de signe.
C’est donc la méme conique qui contient les points d’inflexion des deux lignes qui ont pour
équations
2Bry2=0

et
a2B2—y33=0.

Si on élimine « § entre I'équation de 1a conique et celle de la courbe =0, on trouve
[8 (3+py)*—hp*y]? + 36mPn?y*3=0,

équation homogeéne en y et 3 qui donnera quatre droites concourant avec les droitesy et 3, c’est-
a-dire au point ol se coupent la droite des deux points de rebroussement et celle qui joint les
deux points ol la courbe est coupée par les deux tangentes en ces points de rebroussement.
Les huit points d’inflexion seront les points de rencontre de la conique et du faisceau de
droites. . '

En posant =y z,'équation 3 résoudre pour obtenir les droites du faisceau sera

92*-+ 36231300222 +12 (3m*n?—p?) 2+ p*=0.

Lorsque 1 coefficient K est différent de zéro, 1a ligne du 3¢ ‘degré qui détermine les points
d'inflexion ne saurait se résoudre en lignes d’ordres inférieurs. Car, si elle se partageait en
une droite et une conique, la droite ne pourrait étre que la droite donnée par y=0, ce qui
exigerait K=0, et si elle se partageait en trois droites, 1a méme droite y==0 en devrait faire
partie.

32. Quand une ligne du £° ordre a trois points doubles, les six points d’inflexion sont situés
sur une ligne du 3° degré passant par ces points doubles, dont I'équation peut sobtenir
comme il suit:

Soit, comme équation de la ligne,

u=ma2@24-nf2y?+pyta® 4 2fy3=0,
3 étant égal
ax+b3+cy.

Les points d'inflexion seront, avec les points doubles, les points communs & cette ligne et &
la ligne donnée par I'équation Hessienne
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mB:+py 428y, 3moef4 2y3—cy?  2pay+285—0E2
H= | 2mad+2p—cy® moltny'+2bay mPy+2d—aa? | = 0.
Opay+285—bF®  2nPy+200—aa?  nfP-+pat42cad

Le déterminant H peut se décomposer en les huit déterminants suivants ‘

mE4-pyr  2mofd 2pay mii+py? 2mad 205532
(1= | 2maB me24ny?  2nfy ()= | 2maB me2iny®  Qad—qal
2pay 2nfy nf?4pa? 2poy 2nby 2cap
mP+py* 23—cy® 2y mi+py®  2¥—cy® 2880
(3)y= | 2meB 2bay 2nBy ()= | 2maf 2bay 2ud—qa?
2pay 23 —qe?  nB2tpat 2pay 2ud—ae?  2cf
2aBy 2mef 2pay 2a83y 2maf 2p3—Dbp2
8)= | 23—cy? me*+ny® 2By 6= | 23—cy? matny?  2ud—aa?
285—0b32 2By nB?+pa? 285082 2By %caB
2ady 2y5—cy®  2pay 2aBy 2y8—cy?  233—bp?
()= | 2y8—cy® 268 by (8)= | 2yd3—cy® 2bay 2ud—a0?
283—bB?  208—aa®  nf4-pad APE—bF2  2d—ax® 24P

Les seuls déterminants & calculer sont (1), (8), (&), (6) et (8); car il est & remarquer que
(3) peut se déduire de (8) par une permutation tournante, (2) de (3) et (7) de (6) de la méme
facon.

En développant et en réduisant les déterminants au moyen de l’equatxon u=20, on trouve,
suppression faite du facteur «@3y, les valeurs suivantes:

(1) = 2Tmnpefy 63 (mpe?+nmB+pny?)
(2) = 12mpcay+12nmcBty + 6mpba?B + 6mnafe—6npy?d +12mceafs
(3) = 12mpbaB +-12npby*3 + 6mpca?y + 6npay®a—6mnp2s4-12pbays
§) = —3na’«By—6nabBy—6nacyB--6maca’—6pabe*y—6a*ad—12aba—12acays
8) = 12mnaB®z+12npayie+6mnci®y 4 6npby*3 —6mpa*3+12nafys
6) = —6mbcaBi—6nabBry—6pabaty—6pbcy’e—3pbafy—12abais —12bcfyd—662328
7) = —6ncay*p—6pbey’a—6mbedta—6measd—3meafy—12bcfyd—12cayed— 6%
8) = 6abcafy—2ala®—2b333—2c313 +8a%ad 1+ 8H23% 4 8c2y28+ hbefyd+ heayad + habaBs.

Il en résulte, 3 la place de H=0, '
d’'une part,

«By=0,

2 (mp—a® a?(b3+cy) +{na?+pb*+mc?+3mnp)afy=0.
+2 (nm—b%)B2 (cy+aa)
+2(pn—c?)y*{ax+bf)

d'autre part,

On trouve ainsi une ligne du 3* degré qui passe par les trois points doubles ; elle coupe Ia
courbe donnée en six autres points qui sont les six peinls d’inflexion : résultat annoncé.
REMARQUE. — Si I'on a 2 la fois

mp—at=70, nm—>b*=0, pn—ct=0,

Péquation précédente se réduit 3 «y=0. Il 0’y a pas alors de points d’inflexion, en ne comp-
tant pas pour tfels les points doubles. Cest qu’en effet ces points doubles se trouvent alors des
points de rebroussement. Chacun d'eux est 4 compter pour huit points de rencontre entre la
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courbe u et la ligne H. Les valeurs de n, p, m qui s'ensuivent sont = b—;, igbg, i—a—cb-. En pre-
nant les signes supérieurs on a une conique double ; mais par les signes inférieurs, si l'on pose
aa=A, bf=B, cy=C, on obtient

foi A®B® 4 B2C® 4 C?A*—2ABC (A4 B +C)=0,

1
VA + :/% + ;/% =0;
et les trois tangentes aux points de rebroussement ayant pour équations
A—B=0, GC—B=0, C—A=0

concourent en un méme point : ce sont des faits présentés par Salmon dans son traité sur les
courbes planes de degrés supérieurs (§ 217, page 202).

NOTE I

33. LEMME. — Quand trois systémes d’équations du premier degré &2 n<-1 inconnues cha-
cun ont une solution et une seule, s’ils ne difféerent que par une seule équation, on peut
fixer des valeurs de X et de . telles qu'on ait:

x”m: )\Im + ELI,m,

%0y ®'my " m, d6signant les valeurs de frois inconnues correspondantes relatives a ces
systémes.
Soient pour les trois systemes

=n+i =n+1 =ntl =ntl =ngd
(1) aiql'i:K.n ) Ay, g Ty = Kzs a’iaszi:K:;---- E @iy nZ; = Kp, oL = KN‘H
Ziﬂ i=q =1 izt i1

- R =n+1
2) d,. 0 ... ... e e e e e e e e id., 2 @, = Kint,

=1

. . =R+1
(3) d. L. . e e e e id., 2 o 2 =K,
=]
Les n premiéres équations peuvent, d'aprés '’hypothése posée, déterminer » inconnues con-
venablement prises en fonction de la (r + 1)¢m, par exemple z,,%,,... z, en fonction de z.,.
On en déduira donc pour les trois systémes

Im =gm + ¢'mTnty T'm=qm+ ¢'m L'nt, Pm=m+ ¢m 20ty

m s'étendant de % 4 n, en distinguant par des accents les valeurs relatives aux trois
systémes. '

Si I'on substitue ces valeurs dans la derniére équation de chaque systéme, on aura trois
équations distinctes qui détermineront séparément Z, 1y, *'ny, et 270 g .
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Or, si Yon pose
g == Mn gy 4820 44,

on aura également

= )‘Im + lem,
quand on aura :

gm = Mm + pgm,
c’est-a-dire

1=A4p,

pour toutes les valeurs de m & considérer.
Done, si X et  se déterminent par les deux équations

Mgy + 08 n gy =2"n ¢ 4,
x4+ w=1,
ce qui n'exige que d’avoir

Tn41t Zm,"+"

on aura
T =Wy + 9,
pour toutes valeurs de m depuis 1 jusqu'a n + 1. €. Q. F. D,
COROLLAIRE.—S0it w =0 I'équation d’une ligne de I'ordre n déterminée par uin—;-—?’)- —i=n

points communs aux deux lignes d’ordre n ayant pour équations #—0, v=0, et par un
(n' 4+ 1)¢me point qui ne soit pas commun a ces deux lignes ; supposons d’ailleurs que chacune
des deux dernieres lignes soit déterminée par les n’ points considérés, et par un antre qui lui
appartienne et ne leur soit pas commun.

Sil'on prend I'équation générale des lignes de I'ordre n, et qu'on y substitue tour i tour les
coordonnées des n’ points dont il s’agit et celles du (n' + 1)éme point relatif 3 chacune des trois
lignes considérées, on aura trois systémes d’équations du premier degré ne différant que par
une derniére équation.

Les rapports entre coefficients dans les équations ©=0, v =0 formeront, les uns la solution
du premier systeme, les autres celle du second. Or, d’aprés le lemme qui vient d’étre dé-
montré, les coefficienis dans w seront chacun la somme des coefficients homologues dans «
et v respectivement multipliés par deux constantes X et u. On aura donc

w= M + pr.

L'équation générale des lignes de I'ordre » passant par ' :n(—%!_—i)- 1 points communs &

deux lignes d'ordre n ayant pour équations v =0, v =0 est ainsi
w=12A+ pv =0,

lorsque chacune de ¢es lignes est déterminée par les »’ points considérés et par un autre qui
q

lui appartienne en particulier.
11 s’ensuit que toute ligne de V'ordre n passant par »’ poinfs communs a deux lignes de cet

ordre passe par les—(n——i};l——-——g) autres points communs 2 ces lignes, pourvu qu’'elles soient

déterminées chacune par ces »' points et un autre qui lui soit propre.
p
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De méme, si u=0, v=0 sont les équations de deux surfaces de l'ordre n déterminées

2
chacune par n’:n(n—*_ﬁ—ﬁn_l'“2 —1 points appartenant & leur intersection et par un autre qui

n'y soit pas situé, I'équation de toute autre surface du méme ordre également déterminée
par les #’ points et par un autre situé en dehors de Uintersection sera

w=M+pw=20,

de sorte que cette surface passe dés lors par intersection compléte des deux premiéres
surfaces.

Ainsi se trouvent élablis avec plus de simplicité et de précision qu'on ne V'a fait jusquici,
et toute généralité les ‘deux théorémes qui sont le point de départ de toute théorie relative
aux lignes et aux surfaces algébriques.

3%4. GENERALISATION DU LEMME QUI PRECEDE. — Si p+ 2 systemes d’équations du premier
degré & n - p inconnues présentent n équations communes et p équations différentes ayant
chacune une solution et une seule, les valeurs des inconnues pour I'un de ces sysiémes seront
chacnne la somme des valeurs des inconnues correspondantes relatives aux autres systémes
respectivement multipliées par les mémes constantes, pourvu que les derniers systémes ne
soienl pas eux-mémes tels que les inconnues relatives & 'un puissent s’exprimer d’'une facon
analogue par les inconnues relatives aux p autres systémes.

Soit
=ntp
E Qiyj Ly == KJ'
=1
Yexpression générale, j variant de 1 2 n, des n équations communes aux p + 2 systémes.
Soit
=ntp (®)
2 a2 = Kjrg ny
=1

U'expression générale des p équations différentes, A variant d’'un systéme 3 un autre, suscep-
tible de p 4+ 2 valeurs 0, 1,2,...p +1, 7 susceptible & chaque systtme des valeurs 1,
2.0 P

D’aprés I’hypothése faite, les n équations communes pourront se résoudre par rapport a »
inconnues convenablement prises, par exemple, si le déterminant

Qyygoneene Cnyy est $ 0,

Gyyneviss Gngn

par rapport & ,, o, ... Tn.
Soit done

Ry __ (k) (k) h
xm =qm + Gmy I,‘+1 -+ Qmﬁxn_*,, F e (Imml'f‘_;_p- :

En substituant pour chaque systéme les valeurs de z,, «,, ... x. ainsi obtenues dans les p
derniéres équations des systémes, on aura les équations qui détermineront

(k) (R} (h)
s’ Tngy 0 Ty
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Si I'on pose

(p+n_2 Ay 2P

nj! N S
en faisant varier ;' de 1 2 p, ce qui fera p équations entre les p+ 1 indéterminées
hoy Ay o.. Ay il S'ensuivra

=p
(p+1) — (h)
1"" —.Ehzo)\h x”: i

m variable de 1 A n,
quand on aura

h=p
Gt L o= 0 (b o e )
c’est-a-dire,
h=p
{1 = *he
k=0

On a ainsi entre les p + 1 valeurs de 2, les p + 1 équations

Des valeurs déterminées en résulteront pour ces quantités, & 1a condition d’avoir,

Tty Tnip-ere Tntp 1
(1) (1} (1 1

Tyt Tnlhaee Tppp

>
20,
RN ) 0 1

wt nte Tnde

ce qui revient & n’avoir pas & la fois
£ ,_2" Pl \h)
ki h=0
B=p—1
=3
h=0

Cette condition remplie, on aura donc

J' variant de 1 & p, et

pour toutes valeurs de m depuis 4 jusqu'd » + p,
et les constantes 1, seront telles qu'on aura
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La condition requise est, d’aprés cela, que les p + 1 premiers systemes d’équations ne soient
pas eux-mémes tels que les valeurs des inconnues pour 'un d’eux s'obtiennent en ajoutant les
produits par des constantes des valeurs des inconnues correspondantes dans les autres.

CoroLLAIRE. — Considérons trois surfaces de 'ordre » qui n’aient pas de ligne commune.
Elles ont alors »® points communs. Supposons qu’on prenne parmi ces points communs des

. L0 n{n®-+46n + 11 . . ot . .
points en nombre égal & n' = (—4:—6—";—)—1. Si les trois surfaces étaient déterminées
chacune par ces »' points et un (n'4-1)éme point propre a chacune, I'une passerait, comme on
I'a vu, par lintersection des deux autres. L’hypothése étant contraire, il en sera donc au-
trement. Supposons qu'elles soient déterminées chacune, par

__n{n*4+6n-14)
=—

nl/

2

points pris parmi les n® poinis qui leur sont communs, ¢t par deux autres; toute autre
surface passant par ces n” points et déterminée également par deux autres points qui lui
appartiennent en particulier sera telle que'on aura

S=Mu~+ A + Aw =10

pour son équation, les équations des trois premiéres surfaces étant u =0, v =0, w = 0.
La surface s passera en conséquence par les autres points communs aux trois autres sur-
faces, qui sont en nombre égal a

(n—1)(Bn*—n—12)
5 .

Par exemple, si I'on prend 7 points sur les 8 points communs & trois surfaces de second degré
qui soient déterminées chacune par ces 7 points et par deux aufres qui ne leur soient pas
communs, toutes les surfaces analogues du second degré passant par les 7 points contiendront
le 8éme,

Vu et approuve,
Y Le 16 avril 1868.

; L Doven e 14 Facurrs pes Sciexcs,
' MILNE EDWARDS.

et permis d’imprimer,
Le 17 avril 1868,
Le Vice-RECTEUR DE L’ACADEMIE DE Pars,

A. MOURIER.

Paris. — Imprimé par E. Taunor et C°, rue Racine, 26.
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