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THESE DE MECANIQUE.

Sur le mouvement d’un /)oint matériel attiré en raison inverse du
carré des distances par deux centres mobiles suivant une
certaine lor.

f.

I.e probleme de la détermination du mouvement d’un point maté-
riel attiré en raison inverse du carré des distances par deux centres
fixes s’est naturellement présenté aux géometres successeurs de
Newton. Euler et Lagrange out montré, par des méthodes différentes,
comment ce probléme pouvait se ramener aux quadratures; mais
leurs méthodes, remarquables par d’ingénieux artifices de calcul,
n’avaient pas un caractere de généralité assez grand pour leur faire
découvrir une classe étendue de problémes susceptibles d’étre ramenés
aux quadratures,, comme le probléme particulier qu’ils avaient résolu.
C’est dans ces derniers temps que M. Liouville, prenant son point de
départ dans les travaux de Lagrange et de M. Jacobi, a montré par
deux méthodes différentes, que toutes les fois que le principe des
forces vives a lieu dans le mouvement d’un point matériel, et que la
fonction des forces a une certaine forme générale qu’il fait connaitre,
le probléme est ramené aux quadratures. Ainsi, a la simple inspection
de la fonction des forces exprimée dans un systéeme de coordonnées
que donne la méthode elle-méme, on voit immédiatement qu’il est
possible de résoudre le probleme des centres fixes. Mais, ce qui est
surtout remarquable, on voit de la méme maniére, et avec la méme
facilité, qu'on peut ramener aux quadratures un probléme nouveau
d’un sens mécanique suffisamment clair, dont M. Liouville a le pre-
mier donné I'énoncé, ainsi qu’il suit : Tronver le mouvement d’un

1.
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(4)

point matériel attiré suivant la loi de Vinverse du carré des distances
par deux centres mobiles sur une circonférence de cercle et toujours
placés aux extrémités d’on méme diametre. On suppose d’ailleurs que
le mouvement des deux centres d’action soit tel , que le point attiré se
trouve toujours dans le plan déterminé par I'axe du cercle et le dia-
metre mobile. On peut aussi, sans rendre plus difficile la solution du
probléme, compliquer un peu Vénoncé en ajoutant une troisiéme
force proportionnelle 4 la distance, émanant du centre méme du
cercle. I’analogie est alors tout 4 fait compleéte entre 'énoncé du nou-
veau probléme et I'énoncé du probleme des centres fixes, tel que
Lagrange I’a résolu.

Je me propose, dans cette These, de développer la solution du pro-
bléeme des centres mobiles, en faisant principalement usage de la
méthode fondée sur la connaissance d’une solution compléte d’une
certaine équation aux différences partielles, du premier ordre et non
linéaire. M. Liouville a fait connaitre une solution complete de cette
équatiop dans un cas tres-général, puis il en a déduit, comme cas
particulier, une formule beaucoup plus simple qui lui a donné immé-
diatement Pénoncé et la solution de son nouveau probleme (*). Fai
pensé qu’il ne serait pas sans intérét d’arriver directement a la formule
simple qui suffit a la résolution du probléme des centres mobiles.
C’est 4 quoi je suis parvenu par l'étude attentive du Mcémoire ou
M. Liouville a généralisé ses premicres recherches (**). Il m’a aussi
paru curieux de chercher si les anciennes méthodes d’Euler et de
Lagrange, pour la solution du probléme des deux centres fixes, pou-
vaient, avec quelques modifications, s’appliquer au probléme des
centres mobiles qui parait plus compliqué. Jai trouvé et je ferai voir
ici que les deux méthodes s’appliquent de la mani¢re la plus heu-
reuse au probleme de M. Liouville.

1L

M. Jacobi a démontré que toutes les fois que le principe des forces
vives avait lieu, le probleme de Pintégration des équations différen-

*y Journal de Mathématiques, tome XII, page 44o.

**, Additions & la Connaissance des Temps pour 1850.
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(55
tielles ordinaires de la mécanique appliquées au mouvement d’un ou de
plusieurs points libres, ou soumis a des liaisons quelconques, pouvait se
ramener a la détermination d’une solution complete d’une équation
aux différences partielles du premier ordre. En nous bornant au cas
du mouvement d’nn seul point libre, si I'équation des forces vives
dx} 4 dx} + dx?

est de

= 2(U + C), nous savons, d’apres le théoréme

de M. Jacobi, que pour intégrer les trois équations du mouvement,

(I) d*x, dU d'xy, dU dix, dU
ar T de,  de T dx, d¢ dx,

il suffit de trouver une fonction © de x,, x,, x, contenant trois
constantes arbitraires différentes de celle qu'on peut toujours intro-
duire dans © par simple addition, et satisfaisant identiquement & 'é-
quation aux différences partielles,

(=) (Z’;’) - (;l:>+ Qf-i’): 2(U + C).

Cette fonction étant counue, et A, B, G étant les constantes de a
fonction, les intégrales cherchées du mouvement seront

3 a0 10 do
3 =N =B T

_ —_— 14
dA T *dB T _—t—l—-C,

A/, B, € étant de nouvelles constantes arbitraires qui, avec A, B, C,
completent le nombre de constantes arbitraires que doit donner I'in-
tégration des équations proposées. Toute la difficulté du probleme est
donc ramenée a déterminer une solution complete de Péquation ‘2).
La premiere idée qui se présente a I'esprit est de chercher i déter-
miner la solution compléete en suivant les regles données par M. Jacobi
pour Pintégration des équations aux différences partielles non linéaires
du premier ordre (¥); mais en appliquant cettc méthode, on est
conduit a intégrer un systeme d’équations simultanées qui n’est autre
que le systeme des équations proposées elles-mémes. On peut prendre
la question sous un autre point de vue, et chercher & déterminer une
solution compléte de I'équation (2), directement et pour ainsi dire a

*\ Journal de Mathématiques, tome 111,
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(6)
la simple inspection de cette équation. Un cas tres-simple ou la fonc-
tion peut se déterminer ainsi est celui ou U est Ja somme de trois
quantités Q,, Q;, Q, respectivement fonctions de x,, x,, ;.

En effet, pour satisfaire 4 la double condition que I'équation (2)
soit vérifiée identiquement, quelle que soit la constante C, et que la
fonction contienne les trois constantes arbitraires, il suffira évidem-
ment de poser

¢
:) = AR, + BS, + 2CT, + 2Q, = = (a,),
' 16 .
%) /r> = AR, + BS, -+ 2CT, + 2Q, = 4 (x,),
/ l
(2 ) = AR, + BS, + 2CT, + 2Q, = 7 (a,);
L

les fonctions R, » Ry, etc., étant liées entre elles par les équations
G Ry+R,+Ry=0,5 +S,+S =0, T, +T,+T, =1

[les indices (1, 2, 3), dans les signes de founctions, s’appliquent res-
pectivement & des fonctions d'une seuie des variables x,, x,, ou x,]:
on aura alors

6 0 = [yolx)dx, + f\/"@(x?)dxz + [y vz dx,.

Ie cas tres-simple que nous venons de considérer n’a certainement
rien de bien intéressant en lui-méme, puisque dans le cas ot la fone-
tion des forces satisfait 4 la condition que nous avons indiquée, les
variables sont séparées dans chacune des équations du mouvewment, et
que chacune d’elles peut s’intégrer séparément. Mais concevons main-
tenant que les variables x,, a,, x, soient remplacées par d’autres
variables 4, g, p3, liées aux premieres de telle facon, qu’apres la sub-
stitution, I'équation avx différences partielles ail une forme analogne
a celle qu'elle avait d’abord, c’est-a-dire en désignant par 7, 2', 3" cer-
taines fonctions des nouvelles variables, on ait

1/do? o do N2 1 [do\:* .
(’/‘\ 3 K\%) - 7 (17‘;)-) -+ b (\'{%) e 2<L -+ (1)

/

Sigy, pa, ps formaient un nouveau systéme quelconque de coordonnées,

de I
= etc. Mais nous

Péquation 77 contiendrait les doubles produits

"
‘J(
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(7)
supposons que les nouvelles variables soient liées aux anciennes de
telle sorte que, dans I'équation (7), les coefficients de ces doubles pro-
duits soient nuls.

11 est évident qn’on peut prendre maintenant pour U la fonction
beaucoup plus compliquée que tout 4 I'heure
8) U=%4 %2
et remplacer les équations (4), (5) et (6) par les suivauntes, dans les-
quelles, ainsi que dans la précédente, les signes de fonction se rap-
portent aux nouvelles variables

<"'_‘“1)’: AR, -+ BS, -+ 2CT, + 2Q, = = (p,),

dp

d
(9) <dz>-—~ARz+BS + 2CT, + 2Q, = ¢ (p,),

7

(a,2>~—AR "+ BS, 4+ 2CT, 4+ 2Q, = ¥ (g5,
(o) Pfri=o0 F+F+p=o THi+p=1
(1) 0 =[Vop, dp, +fv’111 (p2) dps+ [V (p2) s

Nous avons maintenant deux especes de conditions a4 remplir :
© choisir les nouvelles variables, de maniére que dans I'équation {7,

® do \ .

— — 5 2° déterminer des
dp. dy,

fonctions R,, S,, etc., satisfaisant aux équations (10). Voyons d’abord
comment la premiére condition sera remplie.

do do de
Si 'on remp]ace dans I'équation (2) - s T %; par leurs valeurs

il manque les doubles produits de la forme

dx;
® dp d® do, do do;, dO d, de dg,
&, dn, o, dm, T dp, dz, 3:[3‘%—‘_ et 2
quon égale a zéro les coefficients des doubles prodmts de la forme
de de
doI dp

r espectlves -+ etc., et

, on tombe sur les équations :

dp, do, ds, ds, do, dp — o

El d_.r] dzx, dx, dr dz,

ds, do; dp, fl'p3 do, dp,

4o 4o DB — 5
(12) o, dz, T dnydz, T iz, dx, ’

dp, doy dp, do, dp, dp;

(l.r\ dzx, d—xq d_a“2 :l—xi c?; =
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Or, si 'on considere les équations

/4 (x,, Loy xs) = P, fz(_xn Ly .1'3) = fa; /3 (-x‘u Xy .1‘3) = f3

s

qui lient les nouvelles variables aux anciennes, comme étant les équa-
tions de surfaces variables dans lesquelles x|, x,, x; sont les coor-
données d’un point de la surface, g,, ps, p; des parametres variables, les
équations (12) montrent que les surfaces variables dont nous parlons
doivent toujours former un systeme de surfaces orthegonales.

La substitution que nous venons d’indiquer montre en méme
temps que l'on a

= S )= ! h— o
(13) " el At | 7 T e dod | dps® T T dph | del | dp
da ) de dz} drz‘k dzt Tz T an

Nous pouvons aussi remarquer immédiatement que si 'on exprime
ds® = dx? 4+ dx? + dx} dans le nouveau systéeme de coordonnées
satisfaisant a la condition que nous venons d’énoncer, I'expression de
ds® sera de la forme p, dp? + p, dp? + pydp?, et les quantités %, 3/, )’
pourront étre prises respectivement égales a py, py, p;.

En effet, si 'on remplace, dans Pexpression de ds?, dx,, dx,, dx,
par les différentielles totales relatives & g, p,, ps, dontx,, x,, x,

peuvent étre considérées comme des fonctions, on aura
L dx? + dxz’ + Az} d:r’ ey dz}  dx} dzy  dz; | dx;
(I-le—dlgz! dPT 27 P" 2 T+d27p3 P§ +_;{F§_]_ﬁ*

i3
et pour que les doubles produits des différentielles dp, , dp,, dp, , man-
quent dans Pexpression de ds*, on devra avoir

dx, dz, - dx, dz. ' dz, dx, — o

dp, dp. da, dp, B dp, dp. - 77
(5) G dn  dndn | dndn

o1 dp; dp, dp, do, dp,
dx, dx, dz, dx, d.l‘s dzx,
=5 7 + 5 T + == Q.
dp, do, dp, dPs dp, dp;

Mais comme on peut le déduire immédiatement des équations (6)

du Mémoire de M. Lamé sur les coordonnées curvilignes (*), les

{*) Journal de Mathématiques, tome V, page 320,
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équations (12) et (15) sont une conséquence 'une de Vautre, et les
seconds membres des équations (13) et (14) sont égaux ; le théoreme est
donc démontré,

1l reste maintenant 4 déterminer les fonctions R, , S,, etc., satisfaisant
aux équations (10).

Un cas trés-simple o ces fonctions se déterminent immeédiatement
avec la plus grande facilité, c’est celui ou 1 =¥ =12"; en effet, les
équations de condition sont alors

R,+R,+R; =0, S§+S,+S;, =0, T,+T,+T,=>.

On pourra satisfaire a ces équations tres-simplement, en prenant par
exemple R, =8,=1, R,=S,=—1, Ry=5,=T; —=o, dou ré-
suitera )=} =2"=T, + T,. La valeur de © prend alors une
forme tres-simple, qu’il ne parait pas utile de rapporter ici. Remar-
quons seulement que si I'on se bornait an cas de deux variables,
c’est-a-dire si 1 = o, on trouverait que le systéme des coordonnées
elliptiques ordinaires dans un plan satisfait aux deux conditions 1=,
A=T,+T,, et méme il y a plus, que ce systeme, comme l'a fait
voir M. Liouville (*), est le seul pour lequel les deux conditions pré-
cédentes soient remplies. En formant 'expression de U correspon-
dante a4 ce cas, on en déduira, en particulier, la solution du pro-
bleme des deux centres fixes, lorsque la courbe est plane.

1l existe un autre cas ou il est trés-facile de trouver des valeurs
de R,, R,, Ry, etc., satisfaisant aux équations (10) : c’est lorsqu’on a
3 =1/, )" étant différent de % et ).

En effet, si Pon met les équations (10) sous Ja forme
S

A ) .
Ry +R,+Ryz=0, S, +8,+8,5=0, T,+T,+T,5

=i,

on voit que I'on pourra prendre R, =1, S, =1, §,=—1, §; = o,
T, = o, et I’on aura alors
A . N .
—//:—<R4+B2/}, /‘:rl,—*—Tz.

3

Je vais faire voir tout a heure que le cas qui nous occupe en ce

*) Journal de Mathématiques , tome XII, page 360.
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moment conduit a la solution du probleme des centres mobiles : il
est donc essentiel de développer tous les calculs qui s’y rapportent. Il
yaurait ici a4 résoudre une question analytique analogue a celle dont
nous parlions tout 4 ’heure. Cette question serait de déterminer les
systemes de coordonnées pour lesquelsles conditions X =¥ =T, + T,,
A
»
difficultés analytiques, et d’ailleurs sa solution ne nous est pas indis-
pensable. En effet, si nous adoptons le systeme de coordonnées qui se
présente le plus naturellement & Vesprit quand on veut résoudre le
probléme des centres mobiles, ¢’est-a-dire le systeme de coordonnées
composé de 'angle ¢ que fait le plan méridien mobile avec un plan
fixe passant par 'axe de rotation, et des coordonnées elliptiques p et p
rapportées dans le plan mobile aux deux centres mobiles d’attraction,
nous trouverons sans difficulté, pour valeur de ds?,

(P, G = dpr + £ dg.

= R, + R, sont remplies; mais elle parait présenter d’assez grandes

ds? =

On voit que les coefficients de dp*, du?, dg?, aux facteurs pres p* — c?,
c* — u?, satisfont aux conditions exigées; mais ces facteurs, comme
nous allons le voir, n’empéchent pas d’appliquer la méthode.

% . —do, - —d8, d'ou I'on déduit
Vel —¢ Ver—p?
o =W (a), u* = X (8), Vexpression de ds® devient

En effet, si l'on pose

ds* =¥ (o) — X (8)] dort + [ ¥ (&) — X (6] l® -+ LLXE) g,

et 'on voit que, dans le nouveau systéme de coordonnées «, €, o,
les coefficients de do?, d&?, dy* satisfont bien aux conditions voulues.
Maintenant, pour calculer 'expression de ©, il suffira de remplacer
dans les équations (9g) les variables p,, g,, ps ou leurs équivalentes ¢,
v, 0 para, 6,p, de sorte que R,, S,, etc., représentent des fonctions
d’une seule variable «, § ou ¢; mais si Pon veut que R,, S,, etc.,
restent des fonctions de p, p., ¢ dans Vexpression de @, on pourra
supposer que I’on remette dans ces fonctions, pour «, €, leurs valeurs
en p et u: ce qui revient évidemment a supposer que, dans les équa-
tions (g), (10} et(11),R,, S,, etc., restent des fonctions de p, p. et ¢. Si
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maintenant on remplace dans les équations (9), modifiées comme il

. . . de do do
vient d’étre dit, — . 7 par leurs valeurs 2° > \/p —c?, o ye? — p2) on

0 — s/;ifc dp +f\/cz\w dp.—}—fx(cp\,dcp.

Quant & la valeur de U, si 'on représente les fonctions Q,, Q,, Q.

parJ%(fl, E(:?‘u—) et II (9), son expression sera

i

trouvera

S(p) F(p) 1 (o)
Tl —) T o= e

Mettons maintenant dans = (p), ¢ (p) et x (¢), pour S,, S,, S;,
R, et T, les valeurs données plus haut; pour T,, T,, R, R, leursvaleurs

. c? ¢ oy, . , .
respectives p*, — pu?, P déduites des équations ) = X = p* — p?,
A c? c? T p .
VT g et enfin, pour Q,, Q,, Q, les valeurs indiquées tout a

Iheure, nous trouverons sans difficulté

O — d Act—+Bp?+ 2 Cp* -+ 2 f{p) du —Ac‘—By.—~2Cy. +2F( )
p*{p*— ¢ o? (p*— ¢*)

+ [duyA T2 10(g).

Cette formule, 4 un changement insignifiant pres, et qu’il eut
dailleurs été facile d’éviter si cela etit présenté quelque avantage, est
précisément celle que M. Liouville a obtenue par une voie toute diffé-
rente de la notre, dans un des derniers numéros de son Recueil.
Appliquons la formule au probléme des centres mobiles.

En désignant par r,r’,R les distances du point attiré aux deux
centres mobiles et au centre fixe, on aura, par un calcul facile,

3 / . ;-
U=¢ +& + kR*("; maisonar=p -+ pu, ' =p— u, et en désignant
r r

par 2c¢ la distance des deux centres mobiles, R*= p?+ p* — ¢*. Donc

*\ Le calcul de U se trouve fait plus loin dans Pexposition de la méthode d’Euler.
2.
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Vexpression de U devient

o
U=+ e k(g p = ),

et, par conséquent, on peut supposer, dans I’expression de © donnée
tout a ’heure,

M(p)=o0, F(p)=—p"(gp—gu+ kp' —ke*p?),
S o) =1p" (g0 + &'+ kp* — ke* ).
Faisant ces substitutions, puis formant, suivant la régle de M. Jacobi,
les équations intégrales

doe / de __

. , de
dA

—_— 4
5 =B E_t+C,

on trouve sans difficulté, en posant
P =(p*—c*)|2kp® —(2hc* — C)p* +2 (g +5)p —Bp* +Ac],
Q= (p* —c*)[2kp® — (2kc® — C) p* + 2 (g — g')p* — Bp?* + Ac*],
les trois équations suivantes:

pdp __ pdp  pldp  prdp cdp  ctdp  dy
VPVRT VR VR T B eV VA

Comme on le voit, les variables sont séparées, et le probléme est
ramené¢ aux quadratures. Nous ne ferons pas, pour le moment, d’autres
remarques, nous réservant de reprendre la discussion du probleme
apres que nous aurons fait voir, comme nous I’avons promis en com-
mencant, que les méthodes d’Euler et de Lagrange, pour la solution
du probleme des centres fixes, peuvent aussi s'appliquer au probleme
des centres mobiles.

1.

Méthode d’'Euler. — Pour appliquer cette méthode au probléme
des centres mobiles, je prendrai pour guide le travail de Legendre, qui
a simplifié Pexposition d’Euler (*); j’adopterai aussi autant que pos-
sible toutes les notations du Traité des fonctions elliptiques.

(*Y Traité des Fonctions elliptiques, tome I, page 518.
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Soient ox’ V'axe de rotation, y’oz’ le plan des centres mobiles , F et
G ces deux centres, O le centre fixe, x, ', 2’ les coordonnées du point
attiré M par rapport aux trois axes ox’, oy’, 0z’, x. y les coordonnées
du méme point rapportées dans le plan méridien a I'axe du cercle et an
diametre mobile, (a, ) (— a, — b) les coordonnées des deux centres
mobiles; posons aussi

MF=s, MG=r, FG=2h, MFO =10, 180°— MGO =0,

les équations du mouvement seront

[ dx Ax Bx
der PR
- &y _ Ay =8 _ B+l
s der re O
ds’ A(F —¢ Bz + ¢} (¥)
—(l—l‘? _ 3 §° ‘

y b
?:Zv on a

Si I’on observe qu’en vertu des équations b* + ¢* = A*,
bdb + cdc = o,
ydb + Zde =7 (bdb + ede) = o,
et, par suite,
rdr=(y'—b)dy'+ (¢ — ¢)de'+ xdzx,
sds = (y'+ b)dy’+ (¢ + ¢) de + zxdx,

comme si les centres d’action étaient fixes, on aura 4 la maniére ordi-
naire I’équation des forces vives

==}

dz?* 4+ dy'* +dz"? A C
)’7+ i = T 4 2 4 —=.
dt? r 2/

Y

De la seconde et de la troisiéme des équations (1) on déduit

. A ;
facilement y'dz’ — z'dy’ = Hdt; les termes = (¢y’ — bz"),
B ’ / ’ ’ . d ]> r . )’l b ;.

= (cy’ — bz’) étant nuls, en vertu de I'équation 5 = —- En désignant
§ z c

(*} Nous supposons 4 — o, I'’hypothése de 4 différent de zéro ne donnant lien i
aucune difficulté.
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par ¢ Pangle du plan méridien avec le plan des &/, y/, on peut aussi,
comme on sait, mettrel’équation précédente sous la forme y2dy — Hdt.
Nous allons maintenant déduire la troisiéeme intégrale de la considé-

ration des aires élémentaires du, d€ engendrées pendant le mouvement,
dans le plan méridien par les rayons vecteurs r et s. On aura

d*o={y — h)d*x — xd*y,

d*6 = (y+h)d*x— xd?y;
d’un autre coté, les valeurs y' = y cos ¢, z'=y sin ¢ donnent

d*y’coso + d*z'sing = d? y — y2do?,

et en substituant dans cette équation les valeurs de d2y’ et d*z’
données par les équations du mouvement, ainsi que la valeur de do
déduite de I'équation y*d¢ = Hdt, on aura

dy R Aly—rh) B{r+=4)

dee ys & s3
Mettant maint t dans | i d L L8 o rdzx Ly
ettant mainienan ns ies eXpFeSSlOHS (-] 21'7 I’ P7E 9 p u ar 9 2 b
leurs expressions maintenant connues, on aura
d*a . Hx 2BAx a6 H*x 2Aﬁx‘
drr r? s de T ¥? o

de ces deux derniéres équations on déduit, par un calcul trés-simple,

ded’6 4+ d6d*a

— = — 2Ahsingdo + 2Bh sinwdw

o SiNg SiN® @ dop + sin w sin’ ¢ do
-+ 8H S0 (o + )

Cette équation ne differe de celle qui a été trouvée par Euler dans
le cas des centres fixes que par le dernier terme. Or il arrive que
ce dernier terme est une différentielle exacte de deux variables, comme
le terme correspondant du probleme des centres fixes. En appliquant
les regles connues pour intégrer une différentielle exacte de deux
variables, on trouve, apres quelques réductions,

=~ - constante.

sing sin® © dp +-sinw sin® g dew __ 1sin‘esin’y
sin’ (p -+ ) 2 sin? (9 + )
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En intégrant I’équation précédemment écrite, on aura donc

da d§

2 sin? ¢» s1n? ?
dt?

= 2Ahcosg — aBhcosw — 4 H S0 (e + o)

+ 2 C A

c’est la troisieme intégrale cherchée.

Il faut maintenant procéder & la séparation des variables. Les cal-
culs, 4 partir de ce moment, sont tout a fait les mémes que pour le
probleme des centres fixes. Employons tout de suite, avec Legendre,
le changement de variables qui doit conduire & la séparation cherchée;
c’est-a-dire posons

Ly — lo=".
tanggw_pq, tangzc‘o_(].
d’ou 'on déduira
. 2 T— q* . 2 — pigt
51nm:q—pq—o COSQD:Ijz——q2> smm:———Pq—a cosw:ﬂ;
oo+ Pty L+ pig? 1+ pig>
_ a . a a aq’

2

$ .
T — p? 1+q2, 1—p° 14 g2

On aura ensuite facilement, en fonction de p et ¢, les valeurs de
dx® + dy* = dr* + r*dep* et de r*s*dpdw, et 'on sera conduit a
Péquation

rist do dw prdgt — q* dp? N

fh(de+dy) — 1+ g dp+ (1 —prdg . M

b

en posant
(o4 A B H? sin? » sin? ¢
N=—+-¢c0s¢ —-CO8S) — — ——"— 1,
2 2 2 A osin® (o 4~ @)

2 AL 2 Bk H2/
+

M =C <+ —-
r s ¥y

Les polynomes M et N étant exprimés en p et ¢, on aura |’équation
Pdg*= Qdp*, dans laquelleP = Mp* — N {1 — p*)?,Q = Mq>-+ N (1 +¢3)*.
Le résultat cherché ne devant différer de celui qu'on obtient dans le
probléme des centres fixes que par les termes contenant H? en fac-
teur, calculons ces termes; nous aurons

ko (I—F—q’)z(l—p?)?, 1 sinesiny ip e
r: —_-/l(l—!—pzy(I——-(]z)? h Sinz(tp +w) h{p? 41y (I— 77

/
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Pour avoir le terme qui multiplie H* dans P, on multipliera les valeurs
’ et LU0 sin’y respectivement
y? k sin? (o - q;)’ P

par p* et (1 — p*)*; et en retranchant la seconde de la premiere, on

aura

que nous venons de trouver pour

o

K . ./I 232 2
on trouverait de méme G+q)e
h{t— gy

Iéquation aux variables séparées devient ainsi

pour le multiplicateur de H* dans Q.

ap

1 ol e B = PP

dg

- 2 1 4 I | 2\2 H: (I+q2)2q2‘
\/Cq +2(A—B)(1 q)+2C(I~r—q) Y

Si I'on veut donner a I'équation précédente la forme qu’elle prend

lorsqu’on choisit pour variables o = r_:s, p= r;—s, on trouve,
en posant Ch + 2Ch + H* =D,
pedp
\/92-— h? \/(jp“ ~+ 2 (A + B) hp* — Dhg? + H* 2P
pdp

T Ve — 7k G — 2 (A —B) A — Dhpz + B R

ce qui est la formule de la premiére méthode, dans laquelle on aurait
fait £ = o.
On trouverait ensuite d¢ et do sans difficulté.

Iv.

Meéthode de Lagrange (*). — Prenons pour origine le point autour
duquel la rotation a lieu, et, pour axe des z, 'axe de rotation. Soient

(*) dnciens Mémoires de I’ dcadémie de Turin, tome IV.
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{a, b, (— a, — b) les coordonnées des deux centres mobiles qui sont
dans le plan des x, y; u, vles distances du point attiré a ces deux
centres. Les équations du mouvement seront

d2x+A(x——a)+B(x-+—a)_

dt? w v -
dy  A(y—15b) Bly+¢)
(I> Fa + u? -+ v =0,
dz Az Bz
@ T T T

De ces équations on déduit, comme nous I’avons vu pour la méthode
d’Euler, I'équation des forces vives

dr’ - dy* - dz?  2A 2B -
(2) "*‘—T————-‘u‘—l—-v-—l—l;(,u
Multipliant les équations (1) respectivement par & — a, y — b, z, et
ajoutant, il viendra

\3) (x—a)dzx—{-(y—b)d’-’y+(z—-c)d2z___ A Bu,z—i—v?—fz

= - —B——_Z,
de? 17 2 0?

f étant la distance des deux centres mobiles.

On trouve aussi sans difficulté, en différentiant deux fois I'équation
W = (@ — af + (y — b+ 2,

et divisant par dt?,

du? dx® + dy* + dz’ diz dy
— (x — a)—= —
@ 2 de dz +lx—a)gs + (=85
i (Z &) d*z dadx + dbdy
) G e

Ajoutons maintenant membre 4 membre les équations (2), (3), (4),
il viendra

d’u* A B/3  fr—w dadx--dbdy |
() 77—;+3<;+ 7 )“ a— 4G
On trouverait d’'une maniere semblable
. d*e? B A[/3  [ft—o dadx - dbdy
©) =i () TR e
3
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On voit que la mobilité des centres introduit dans les équations (5)

et (6), auxquelles Lagrange raméne principalement le probléme des

- dadx + dbd
centres fixes, une seule quantité nouvelle —(dt—,—y-

cette quantité peut s’exprimer par une fonction tres-simple de z et de ¢.
En effet, on a d’abord

dadz -+ dbdy = “2%= = =),

Or je dis que

. , . b
comme on le voit en se servant des équations y = -, ada + bdb—= o.

Ay gps . , . b .
D’un autre coté, en différentiant ’équation y = ~, on ftrouve faci-

lement
{ ydx — zdy)
yazx )
({a = b \-—T—— 2
s désignant la distance de l'origine 4 la projection du point attiré sur
le plan des x, y. Donc
(ydz — zdy) _ f(ydz — xdy)

s 2 s

dadx + dbdy :;

Mais en multipliant la premiere des équations (1) par y, la deuxieme
par x, et retranchant, on a

yd*z _ xdy

dt? de?

:0;

intégrant

ydx — xdy = Hdt,

substituant la valeur de ydx — xdy dansVexpression de dadx + dbdy,

il viendra
dadz +dbdy __ fH* _ 4 f'H°

dtr? 2 & (v* — u’)s’

v —u?
af i

Les équations (5) et (6) deviennent donc

s étant facilement trouvé égal a

. d*w* A B/3 f—uw 4 fH? ,
@) 77?~z+5<;+ 2 >—(uz~oz)s+(~
\ dvt B A /3 Sr—o\ 4 'B?
<8/ drr T -+ 2 (; + w > A (0? — o?)? + G
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En faisant H = o, on a les équations de Lagrange pour le probléme des
centres fixes.

La question de déterminer les deux équations finies entre u, v et ¢
est ramenée & U'intégration des équations (7) et (8). Nous connaissons
déja une intégrale du premier ordre de ces deux équations: c’est
I'équation des forces vives dans laquelle il serait trés-facile de tout
ramener aux variables u et ¢. Mais il sera plus élégant de chercher
avec Lagrange les intégrales des équations (7) et (8), en déduisant de
ces équations, par des combinaisons diverses, d’autres équations
telles, que les premiers membres soient des différentielles exactes, et
telles aussi que, dans les seconds membres, les multiplicateurs de A,
B, etc., soient des différentielles exactes de deux variables. Or, comme
il arrive que les multiplicateurs de H?, dans les équations dont nous
venons de parler, sont des diftérentielles exactes de deux variables, la
marche de Lagrange peut étre appliquée sans aucune modification ; et
méme il n’y a de calcul nouveau que celui des intégrations des fonc-
tions différentielles de deux variables qui multiplient H* dans les
diverses équations intégrables.

Nous représenterons, pour abréger, dans les calculs qui vont suivre
par P, Q, R, etc., Uensemble des ternies indépendants de H?, et qui
sont les mémes lorsque les centres sont fixes ou lorsqu’ils sont mobiles.

Multiplions (7) et (8) respectivement par d.¢* et d.u?*; ajoutons
membre & membre, puis intégrons, il viendra

2 2 /4 2
o d.u ><a’.v:P_ 4°H .
9 2.dt? 2 {1 — o%)?

Multiplions maintenant (7) et (8) respectivement par 29*d.u* et
gu*d.v?, Péquation (g) par d.u? + d.v*; retranchons de la somme
des deux premieres ainsi formées la troisiéme, puis intégrons les deux
membres de ’équation résultant de cette combinaison, nous aurons

N 2d. P+ w(d.oP (e —}—a’)
:\[0) Y ( yzdtz Q -+ 2.] HZ 2\7

Si I'on ajoute 4 cette équation ou qu'on en retranche I’équation (g)

3.
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multipliée par 2 uv, on obtient

{vd.u® 4~ ud.v?) . FaR: o
fdr =R+ (@ o)

(vd.w® — wd.v? RS
4(1!’ =5+ (u-—r})z.

R et S étant respectivement des fonctions de u + v et « — ¢. En po-
sant u + v =p, (u — v) = ¢, les deux équations précédentes de-

uvdp Fa:d
pralian \/R—l— e >

uody \/S—*}‘fin‘

dt

viennent

d’out 'on déduit

dp
(]l> _—f—_;: 5 |2
\/R+fl? \/g fH
P dp
4\/B+fﬁﬂz
ou bien
(12) prdp

qu
4\/R ffl 4\/S+f4H2

Enfin, on aura Pangle ¢ du plan méridien avec le plan fixe des xy

3 g . std < . . . .
par Iéquation _dri = H qui résulte, comme on sait, de Iéquation

démontrée ydx — xdy = Hdt. On aura

dg _ fHf AHSf?
dt — (w—ep T pig?’

mettant dans cette équation, pour dt, la valeur tirée de I’équation (12),
on aura
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ou bien
d d.
(13) do = L A 9 .
4pVR+FH fq S+ fH
])2 q'.’

En remettant dans les équations (11), (12) et (13), pour R et S, leurs
valeurs

R=Cp'+(A+B)p*+Dp*— (A+B)f?p+ E,
S=Cq¢*+ (A—B)¢°+Dg*— (A —B) f2g+ E,

et observant qu’en vertu d’une relation facile a trouver entre les trois
constantes arbitraires C, D, E et les quantités connues, les polynémes
Rp? + f*H?, Sq*+ f*H?* sont respectivement divisibles par p? — 2
et ¢> — f?, on retombe précisément sur les formules trouvées par les
autres méthodes.

V.

Discussion. — Nous avons trouvé précédemment, en posant
P={(p*—c*)[2kp®— (2kc* —C)p*+ 2(g + g')p* — Bp* + Ac?],
Q= (p*—c*)[2 hp'— (2he*— C) p* + 2 (g -~ ') p* — Bp* - Ac?],

les trois équations suivantes:

. d d td, *d *d| 2d) d
(1) odp __ pdp pap ¢ P':a't, cap Cap __ 29

VTR VP Ve VP QT VA

dans lesquelles les variables sont séparées. Comme on le voit, les va-
leurs des inconnues dépendront, en général, des fonctions abéliennes,
méme quand il n’y aurait aucune force appliquée au centre fixe, et que
Pune des forces appliquées aux centres mobiles serait nulle. Si I'on
excepte le cas ou chacune des équations P = o0, Q = o aurait des
racines égales, les intégrales des équations (1) ne pourront pas se
réduire aux fonctions elliptiques.

Pour déterminer les constantes d’intégration A, B, C, il suffira de

diviser par dt les deux membres de chacune des équations (1), et de
, . do dp dy ] s val
remplacer dans ces équations p, u, ¢, > —-» —- par leurs valeurs
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initiales supposées connues. On aura ainst trois équations qui ne
contiendront pas d’autres inconnues que A, B, C. On pourrait ausst,
en se donnant la vitesse initiale, déterminer la constante C par 'équa-
tion des forces vives, et les deux autres A et B par deux des équations (1),
ou deux équations résultant de leur combinaison.

A partle cas des racines égales dont nous avons parlé tout a I’heure,
pour que les quadratures des équations (1) dépendent des fonctions
elliptiques, il est nécessaire et suffisant que les puissances impaires
de p et u. disparaissent sous les radicaux, et que 'on ait g + g’ = o,
g — g’ = o, C’est-a-dire que les deux centres mobiles ne soient pas
des centres d’action. Le probleme que Uon résout alors n’est plus, &
proprement parler, le probiéme des centres mobiles. Nous nous arré-
tercns cependant un momert sur sa solution, parce qu’elle nous four-
nira la démonstration d’un théoreme fondamental d’analyse.

En effet, g et g’ étant égaux a zéro, le point matériel n’est plus
soumis qu'a une seule force proportionnelle 4 la distance émanant d’un
centre fixe, et la courbe décrite par le point mobile est, d’aprés un
théoréme connu, une section conique dont le centre se confond avec
le centre d’action. La courbe décrite dans le plan mobile sera, en
général, différente d'une section conique, et il sera facile d’en trouver
I’équation en résolvant ce probleme trés-simple de géométrie analytique:
Trouver le lieu des points qui sont les traces successives laissées par une
section conique fixe sur un plan mobile autour d’un axe passant par
le centre de la section, et situé hors de son plan. L'équation de la
courbe étant obtenue en coordonnées polaires, par exemple, on pourra
toujours, par une transformation de coordonnées, I'obtenir en coor-
données g et u. Mais, d’'un autre coté, la premiere des équations (1), si
Vony fait g=o0, g'=o0, p*=1, u* =v, peut étre mise sous la forme

dh . dy .
WV DV +ER+Fi+ G Vi +Di Bk Fot G

donc cette derniere équation est susceptibie d’une intégrale algébrique.

On est ainsi conduit a la démonstration générale du théoreme
d’Euler, sans qu’il soit besoin de connaitre aucune des transformations
que I'on peut faire subir aux polynémes du quatriéme degré contenus

sous les radicaux.
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Dans le cas ou I'on a k= o, le point matériel se meut en ligne droite,
et la courbe daus le plan mobile est une hyperbole, puisqu’elie peut
étre considérée comme l'intersection d’un hyperholoide de révolution
par un plan qui passe par ’'axe de révolution. Cette remarque conduirait
encore au théoréme d’Euler.

Ce n’est pas seulement dans le cas trés-particulier que nous venons
de considérer que la courbe dans le plan mobile peut étre une section
conique. On démontre, de la méme maniere que pour le probléme des
centres fixes , qu’en supposant les trois centres agissant a la fois suivant
laloiindiquée, la courbe dansle plan mobile peutétre uneellipse p = g,

<. . . dp
ou une hyperbole p. = pu,; p, satisfaisant aux équations P = o, &= o,
. . 7 . s ..
et p, aux équations Q=o, Cd—g = o. L’ellipse et ’hyperbole sont ainsi

données chacune par une solution singuliére de la premiére des équa-
tions (1) ; je ne crois pas ulile de donner ici la démonstration qui est
tout a fait la méme que pour le probléme des centres fixes : il me suffira
de renvoyer 4 un travail récent de M. Serret. Je passe tout de suite a la
partie la plus intéressante de la discussion.

Nous avons supposé, dans ce qui précede, que g,, v, étaient les
valeurs initiales quelconques de p et p.; supposons maintenant que la
valeur initiale de p ou de . soit égale & ¢. Nous aurons encore deux
solutions singuliéres sous les conditions précédemment énoncées, c’est-
a-dire pourvu que, pour p = ¢, on ait a® = 0, et pour p=¢, €Q =o.

- dp ' dp.
Mais si la somme 2p des distances du point attiré aux deux centres

fixes est précisément égale & la distance 2c¢ de ces centres, le point
attivé se trouve évidemment sur la ligne qui joint les centres d’action,
et entre les deux. Si 2 p = ¢, le point attiré se trouve encore sur la
ligne des centres, mais en dehors des centres. Ainsi, le cas particulier
ou le point attiré se trouve sur la ligne méme des centres est résolu par
deux solutions singuliéres de la premiére des équations du mouvement.
Voyons ce que deviennent en méme temps les deux autres équations
du mouvement. Ces deux équations, qui doivent suffire a la déter-
mination compléte du mouvement, contiennent trois constantes arbi-
traires; mais I'une d’elles peut s’exprimer en fonction des deux antres

. dp
par la relation s = o, pour p=c.
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En supposant, pour plus de simplicité, k=0, cn a

P =y(p*—c*)[2Cp*+2 (g +g")p" — Bp*+ Ac”];

la condition pour que le polynéme P ait deux racines égales a ¢ est
évidemment exprimée par I'équation

2Cc*+ 2(g+glce—B+A=o,
d’ou Von tire
B=A+2Cf+2(g+g)c

Avant de faire p = ¢ dans les équations qui donnent dy et dt, rem-

d, d|
p!agons Y P\—/g par u 3y nous aurons

VQ

dy = f"\/A\H*—P)dp, dt—~p( H’)dH_

FrvQ VQ
Faisant maintenant ¢ = c, et remplacant la constante B par la valeur
que nous venons de trouver, on aura, pour la solution du probleme
du mouvement du point matériel entre les deux centres mobiles et sur
la ligne qui les joint, les deux équations suivantes :

H —c?
(3 dp= M= g,
(3) dt = y\/y =< dy.

WM

En posant
vA=HeétM=2Cp'+ 2(g—g' )’ ~[H*+2Cc>+a(g+g') c] u*+ H3c?,

p étant évidemment la distance du point attiré & Porigine des coor-
données, I'équation (2) est I’équation de la courbe en coordonnées
polaires. Quant aux constantes H et C, elles seront déterminées aun
moyen des équations

7o ’

: Vi__s8 g
4 PR i

5 vrdy = Hdt,

: d S
dans lesquelles on aura remplacé V, u, d—t par leurs valeurs initiales
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données. L’équation (5) se déduit d’ailleurs des équations (2) et (3)
par la division membre 4 membre de ces deux équations.

On arrivera de la méme maniére aux équations du probleme dans
le cas de p. = c, et il est facile de voir que les équations qui convien-
nent a ce cas peuvent se déduire des équations correspondantes a p. = ¢
par le simple changement de g’ en — g’. (Nous supposons tacitement
que g’ est la force appliquée au centre d’action qui est le plus prés du
mobile, lorsque celui-ci se trouve en dehors des centres.)

On peut vérifier d'une maniere trés-simple que les formules précé-
demment trouvées pour le cas qui nous occupe sont bien celles que
donnerait la solution directe du probleme.

En effet, dans ce cas, le point matériel peut étre considéré comme
soumis a Paction d’une force unique émanant d’un centre fixe, et dont

!

. «o . g
I’intensité serait —2— =+
¢+

e

, le signe + ou le signe — étant choisi
e—g

selon que le mobile est ou n’est pas entre les deux centres d’action. Mais
d’aprés les formules données en Mécanique pour le mouvement d’'un

point attiré vers un centre fixe, on peut écrire immédiatement les denx
équations

r[u?—i-'[ﬁ{l'cﬁ g gl .
3 T — -+
2dt c+u c—p—*— G,
i e
o = 1

et en faisant le calcul tressimple relatif 4 la séparation des variables,
on retombe précisément sur les équations (2) et (3), ou sur les équations
qui s’en déduisent par le changement de g’ en —g’.

Les formules (2) et (3) font, en général, dépendre la solution du
probléme des fonctions abéliennes; mais, dans le cas de g = g'si le
mobile se trouve entre les deux centres d’action, et g = — g’ sile
point attiré se trouve en dehors des centres, la solution ne dépend
plus que des fonctions elliptiques, et méme la valeur de ¢ peut s'ex-
primer par des fonctions de premiére espece senlement.

On pourrait donc, par les Tables de Legendre, trouver a chaque
instant la position du mobile; mais sans entrer dans les calculs néces-
saires a cet objet, nous pouvons donner une idée de la courbe décrite
dans les deux cas particuliers que nous venons d’énoncer, et auxquels,
a partir de ce moment, nous allons nous borner uniquement.

4
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Les équations du mouvement (2) et (3) peuvent se mettre sous la
forme

, d He—p?

6 B — . ,

© & Vallp—a)E— )
dp Y2C (prem o) (B—p?)

(7) dt w ¢Fz_ P ?

a? et &% étant les valeurs de p?, que I'on obtient en posant
M = 2Cp*(H2+ 2Cc? + 48) p*+ HYc? = o.

(On trouve facilement d’ailleurs que ¢ est compris entre les deux valeurs
z et 8.)

Les équations précédentes (6) et (7) s’appliqueront au mouvement du
point mobiie sur la ligne des centres d’action, que ce point soit ou ne
soit point entre les deux centres, pourvu que I’on suppose que la force
attractive appliquée au centre le plus proche du mobile devienne
répulsive lorsque le mobile se trouve sur le prolongement de la ligne
des centres: c’est ce que nous supposerons dans tout ce qui va suivre.

Il y aura trois cas 4 considérer dans la discussion, suivant que C
sera positif, négatif ou nul; c’est-a-dire en désignant par V, et p, les
valeurs initiales de V et de ., suivant que I'on aura

ves 48 ye o dse ye — g

ou - .
0 2 29 0 29 0 2
c —t, 02_._.H0 ci_yo

4 ge
1 cas.— V) > .

S

1’équation (6) montre que, depuis la valeur p. = a jusqu’'a p. =c.
on aura des valeurs réelles pour I'angle ¢; que, pour p. = «, la courbe
est perpendiculaire au rayon vecteur; et que, pour p. = ¢, elle est tan-
gente au rayon vecteur. On aura ainsi une branche de courbe qui com-
mencera a une distance de I'origine p1. = «, et qui se terminera au cercle
p.=c: la branche de courbe sera donc tout entiére comprise entre
le centre et la circonférence de ce cercle. Remarquons aussi gu’au
point p.=c des circonstances singuliéres se manifestent comme on
devait s’y attendre. La vitesse V se confond avec la vitesse suivant le
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dr . . . :
rayon vecteur —, et elle a une valeur infinie, tandis que la vitesse

. d .
angulalre ;Z—;ﬂ conserve une valeur finie.

Si I’on suppose maintenant que le mobile se trouve sur le prolonge-
ment de la ligne des centres sur lequel il a été primitivement placé,
on verra sans difficulté que la courbe décrite par le mobile est une
espece de spirale extérieure au cercle p. = c, et qui, commencant par
étre perpendiculaire au rayon vecteur, a une distance de l'origine
p.=26, tend, apres un nowbre infini de circonvolutions, a4 devenir
tangente au rayon vecteur.

2 C

2°cas.— V, < ?45—@'

Ce second cas se discuterait comme le précédent. On trouverait
d’abord, dans Pintérieur du cercle . = ¢, une branche de courbe pas-
sant par le centre du cercle, et terminée au rayon vectenr p. = a, au-
quel elle est perpendiculaire; puis, hors dn cercle, une seconde
branche partant perpendiculairement de la circonférence, pour se
terminer a la distance g = &, perpendiculairement au rayon vecteur.

3¢ cas.— V. = 61_4_%‘?

o
C étant égal a zéro, il est facile de voir qu’en posant —— =
\/ ge—+ H?
’équation différentielle de la courbe peut s’écrire

d 3 C‘—fL'

La partie de courbe située hors du cercle n’existe plus maintenant, et
Uon a dans Uintérieur de ce cercle une branche de courbe analogue a
celle qui a été trouvée dans le premier cas. Mais ce qui est tres-remar-
quable, c’est que cette branche de courbe est la moitié¢ de I'arc d’une
épicycloide compris entre deux points de rebroussement successifs.
Cette épicycloide, comme il est facile de Ie voir d’ailleurs, est engen-
drée par un point de la circonférence d'un cercle de rayon 5:—‘ roulant
intérieurement sur le cercle p. = c¢. On peut remarquer ercore que
si 'on prend pour valenr initiale de u la valeur o elle-méme, et,
par conséquent, pour vitesse initiale la vitesse perpendiculaire au

4.
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rayon vecteur, on trouve, pour cette vitesse initiale, 'expression tres-
simple L3

o
Dans le dernier cas que nous venons d’examiner, I’équation diffé-
rentielle de la courbe était intégrable, on peut se demander s’il existe
d’autres cas d’intégration.

I1 est évident que les seconds membres des équations (2) et (3), dans
lesquelles M a la valeur que nous avons donnée plus haut, ne pour-

raient devenir des différentielles exactes que dans deux cas : si yp>— ¢*
était facteur commun au numérateur et au dénominateur des seconds
membres, ou bien si M était un carré parfait. Or il est facile de voir
d’abord que le dernier cas ne peut jamais se présenter; car, en expri-
mant la condition pour que M = o ait deux racines égales, on trouve
une équation impossible entre H et C. Quant au premier cas, si 'on
met I'équation différentielle de la courbe sous la forme

dp = Hyc—pidp ,

gV (Co? — ) (¢ —p?) +-ge
on voit que yc® — p* ne pourrait étre facteur commun que si g¢ = o.
Or les cas de g = 0, ¢ = o sont évidemment a exclure; et d’ailleurs
si 'on faisait 'intégration , on trouverait I'équation polaire d’une ligne
droite, comme cela doit étre évidemment.

Vu et approuve,
Le 15 mars 1848.
Le Dovex pE LA FacurTé pEs SciEnces.
DUMAS.
Permis & imprimer,

L’InspecTEUR GENERAL DE L'UniversiTé,
Vice-Recteur de I Académie de Paris,

ROUSSELLE.
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THESE D’ASTRONOMIE.

Sur les perturbations planétaires.

I

Lorsque le principe des forces vives a lieu, les équations du mouve-
ment d’'un ou de plusieurs points libres peuvent se mettre sous la
forme

d*z dU dy dU
([) gt—z——-m:{—x‘7 Ez— —-77[;@7 etc.

Supposons qu'on ait obtenu les intégrales de ces équations avec le
nombre 27 de constantes arbitraires double du nombre des variables
indépendantes, et qu’on veuille avoir les intégrales des équations du
mouvement troublé

d"x_ dU dQ
w ~ "t a

2

(> d*y dU dQ t
-d'?———md—y +g}",ec.

D’apres la théorie de la variation des constantes arbitraires, on peut
supposer que, dans le mouvement primitif et dans le mouvement trou-
de dy dz
’d_t—’ %7 d_t. X
mées de la méme maniere, au moyen des constantes a,, b,,, a,, b,,...
a,, b,; mais dans le cas du mouvement troublé, on a a résoudre la
question de trouver les variations de ces derniéres quantités pour une
époque quelconque du mouvement. Lagrange a donné une forme
tres-élégante aux équations qui servent & déterminer la variation des
constantes arbitraires dans le cas qui nous occupe. Il a remarqué, en

bié, les coordonnées x, ¥, z..., et les vitesses sont expri-
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particulier, que si les variables a,, 4,, a,, b,,..., a,, b, sont les valeurs

initiales des coordonnées et des vitesses, les équations du probleme
prennent la forme extrémement simple

[ da, . dQ da, . dQ da, do
3 e~ db’ de T ab, " dr . ab,’
db, dQ de* _ da db, do
dr da’ dt —  da,” dt da,

Mais en se fondant sur les travaux de M. Hamilton, M. Jacobi a donné
un autre systeme de constantes dont les variations sont données par
des équations de la forme des équations (3), et qui sont plus avanta-
geuses dans le probleme des perturbations planétaires. Voici comment
sont données les constantes arbitraires de M. Jacobi :

O étant une fonction de x, ¥, z,..., &y, %y,... qui satisfait a I'’équation
aux différences partielles

3 ((8) () (] =00

et les intégrales des équations (1) étant, comme on sait, les suivantes :

e de - de
— =0 —— =0y, —= = T,
(3) da, pn da, P2 7C t+ 7,
les 2n constantes arbitraires «,, 0,,.... C, 7 jouissent de la méme

propriété que les valeurs initiales des coordonnées et des vitesses,
C’est-a-dire qu’on aura

dey _  do du o dC__do

A @ T g A @y A& &

& ( dg, _ do ds, _ do 4= do
de T dx’  de T dw’’T de . dC

Le théoréeme que je viens de reproduire d’apreés M. Jacobi se trouve
énoncé sans démonstration dans le cinquieme volume ‘des Comptes
rendus de ' Acadeémie des Sciences. Je me propose de le démontrer
ici, en me servant comme lemme d’une autre proposition donnée
aussi sans démonstration par M. Jacobi. a la suite de celle que je
viens d’énoncer. Je démontrerai d’abord cette proposition.

M. Jacobi se pose le probleme suivant :

« Etant donné un systéme quelconque d’éléments entre lesquels et
» le temps on a, dans le mouvement troublé. un systeme d’équations
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» de la forme canonique (*), trouver d’autres systemes d’éléments
» jouissant de la méme propriété. »
La solution de ce probléme est contenue dans le théoréme suivant :
Soit donné le systéme

da, dH da, dH da, dH
5 d - db,’ dr T @k, ar T T ab)
©) db,  dH db, _  dH db,  dH
dr da,’ dr — da,  dar da,

» H étant une fonction quelconque de ¢ et des variables a,, b,
» Qyy bayeoryay, by, soient oy, 3y, day Bay--ey %y, Br de nouvelles variables
» entre lesquelles et les précédentes on a les équations suivantes:

ili‘_ ﬁa ﬂ_ 52“-7 ﬂ: ﬁn

(6\ do, day doy,
/ dd b dy dy
E::— 1 da,:—b2"”, E:—bna

» { étant une fonction quelconque des variables 2, o,... «,, a, a,... a,
» qui ne contient ni £ ni les autres variables.

» Je dis que si 'on exprime, au moyen des équations précédentes,
» la fonction H par ¢ et les nouvelles variables a, ay,..., s, B, Base-s Fns
» on aura entre ces derniéres des équations différentielles précisément
» de la méme forme que les proposées, savoir:

du, i dH da, . dH da, . dH
(7 da — T g’ AT ag dt — T dp,’
K @ _ 48 dp_ 4 d,_  dH
T da, dr — dwy dt — de,

Si ’on ne suppose aucune forme particuliére aux équations qui lient
entre elles les nouvelles et les anciennes variables, on aura, en général ,
pour déterminer la variation des nouveaux éléments, les équations
connues

dH

- dt = [oy, B.)dB, + [a, 0p)doy + [oty, B5]dB+ ..

(8) %dt = —[a,, B]doy + o, By ]dos — [ 85, 8] B2+ ..

(*) Cest-a-dire de la forme des équations (3).
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Les symboles [z,, 3, ], [, 2,], etc., ayant leur signification ordi-
naire, c’est-a-dire qu’on a, par exemple,

. da, db, db, da, da. db, db.da,
bl =G @~ dd * dw s wmd

Nous avons maintenant a faire voir que si les nouvelles variables
agy by, oy, sy oy 3, sont liées aux anciennes ay, b,, a,, b,,...,a,, b,
par les équations (6), les équations (8) se réduiront & la forme connue;
or, pour cela, il suffit évidemment de prouver que 'on a les équations
suivantes:

[054:484]=1’ [42152]21’ [auﬁa]:h
[a1=032]:0a [an“s]zoa [a,,ﬁ2]:0
Prouvons, par exemple, que I'on a [o, 8,] = 1.

Dans ce but, nous formerons d’abord les différentielles de ¢ par
rapport a o, et f5,. ¥ est primitivement une fonction des variables

Olyy Clygenns Oy s @ay---5 Gy MAIS DOUS SUPPOSONS, en prenant les diffé-
rentielles, qu’on ait remplacé¢ a,, a,, ..., a, par leurs valeurs en

Oy s Ogyeres Ons fBus Bayerrs Bre En désignant par ( »13 différentielle de ¥

prise par rapport a la variable o, , en tant qu elle entre explicitement
dans la fonction, nous aurons les deux équations

dy _ [dy> dy da, | dyda;  dY da,

dz dac‘) day du,  danda " day da,’
ay dy da, di; da. " dy da,
ap, — da, dp,  da, d, " da, dg,

Mais en vertu des équations (6), on a

av . aid dy dy

P @:—bn 572“[72’”--, (E:—'bni

donc les équations précédentes deviennent

a4 _ . da, da,
dac,_r“—b' de, —62 da, ——b”da"
did _ da, da, da,
= O b g

Maintenant, si I'on différentie la premiére des équations précédentes par
rapport 4 f3,, la seconde par rapport a z,, et qu'on égale les deux
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. b, da b, da ,
résultats en effacant les : 5 . ‘ 1 se dé-
effac termes analogues ada & T da qu

truisent dans les deux membres, il reste précisément [«,, 5,] = 1.

On prouverait de la méme maniére que l’on a
[‘227@2]"—_17 [aaatga]: 1,

Si, d’un autre c6té, on considere les quantités |2, , a, ], [ 54, 52 ],
voit tout de suite pourquoi, en appliguant le mode de démonstration

récédent, ces quantités sont nulles et non pas égales a 1. C'est que,
p ) q p 8 q

ar exemple , dans les quantités —— 4y ki ui doivent conduire a
p p q du, da, dou dm, do, > q

la quantité [o,, o, ], les termes {3,, 8, étant différentiés par rapport

. dd dy . .
a 2,, o, sont nuls, et dans —— rd. d@ ) d@,’ qui doivent donner [f,, 5],

les termes analogues a f3,, 3, ne se trouvent pas.

Le théoreme qui doit nous servir de lemme peut étre considéré
maintenant comme complétement démontré.

Revenons au premier théoréme , dont la démonstration est notre
objet principal.

Lorsque les éléments variables sont les valeurs initiales des coor-

données a, , a,, ..., a,, et les valeurs initiales des quantités s
mdy ’ , . .
7+ +» que nous désignerons par — b,, — b,, ..., les équa-

tions qui déterminent les variations des éléments ont, comme nous
Yavons déja remarqué, la forme canonique; ce sont, par exemple, les
équations (5), dans lesquelles on aurait changé les signes de &,,
b,,..., ou, ce qui revient au méme, les signes des seconds membres.

Pour que le théoréme que nous avons en vue soit démontré, il
suffit, d’apres le lemme, de faire voir que des équations semblables
aux équations (6) lient les anciennes variables a,, b,, a,, b,,...,
@y, b, , aux nouvelles o, , B,, %y, B2y -+, %, fr, obtenues comme il
a été dit en commencant.

Or nous avons vu que les intégrales des équations (1) sont les
suivantes :

de
dm__‘cn da)_{32" ’dlz—t+f’
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et 'on sait, d’ailleurs, qu’on a les intégrales premieres

do _ mdxr do mdy

e e @:—dt,etc.

Si Pon fait dans ces équations ¢t = o, on devra remplacer x, y, z,

mdzx md e el
— sz’ ..., par leurs valeurs initiales a,, —b,, a,, —b,, ...

a,, — b,; © deviendra alors une fonction de a,, a,, ..., t,, %, . . .
#a_y, G, et Pon aura les équations

de de de
n=bo = B = T
do do o
;l;:bn E:"‘bz;-wa Ja—,,:—b"’

c’est-a-dire précisément les équations (6).

Le théoréme est donc démontré.

1L

Nous allons maintenant faire 'application du théoréeme de M. Ja-
cobi au probléme des perturbations planétaires. Si les valeurs initiales
des coordonnées et des vitesses étaient des éléments dont il fiit avan-
tageux de déterminer les variations de préférence a tous les autres,
le théoreme de M. Jacobi, quoique curieux en lui-méme, serait sans
utilité réelle ; mais s’il arrive, comme nous allons le faire voir, qu’en
choisissant convenablement les fonctions ©, les constantes o,, £,
Oay Bay U3, [35 soient précisément les éléments dont il importe de calculer
les variations, on concoit toute I'importance du nouveau théoréme.
Je ne sais par quelle méthode M. Jacobi détermine une solution com-
piete de I'équation aux différences partielles; mais, quoi qu’il en
soit, je m’appuierai, pour la recherche de la solution complete, sur
des résultats que j’ai précédemment obtenus dans un autre travail. La
regle que nous avons donnée plus haut pour obtenir les constantes
%y Biy %y B2, o5 B est la suivante :

Déterminez une fonction © de x, y, z qui contienne, outre la
constante qu’on peut toujours lui ajouter, les trois constantes A, B, C,
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et qui satisfasse identiquement a I’équation anx différences partielles

’d@)’ d®)3
(%)~ () +

(d—®>2 = 2(U + C),

d | ) dz
. . ade de de .
puis formez les intégrales T A, 5= B, x =t+7 A, B, C,

A’, B, = seront les six constantes demandées.

Supposons que dans I’équation précédente, x, y, z soient rem-
placées par d’autres variables tellement choisies, que 'équation aux
différences partielles ait une forme analogue 4 celle quelle avait
d’abord , c’est-a-dire qu’elle soit de la forme

P (Z—i) ~+ Po (g—?> -+ ps (‘%y: 2(U0 + C).

Si I'on obtient une fonction © de g, p,, p; et des constantes
arbitraires A, B, C satisfaisant identiquement & I'équation précédente,
il est clair que si dans 'expression de © on met a la place de p,, p., g,
leurs valeurs en &, y, z, on aura une solution convenable de I'équa-
tion différentielle proposée. Mais au lieu de remplacer d’abord dans©
@1y P2, - -, par leurs valears en o, 7, z, il est évident qu'cn peut
prendre immédiatement les différentielles de © par rapport 2 A, B, C,
sauf a imaginer qu’ensuite, dans

de

E&—’l7 Z%:B', Z—Z):t—%—f,

P+, 2y P3 SOient remplacées par leurs valeurs en &, 7, z. Le dernier
changement de variables que nous venons d’indiquer n’est point d’ail-
leurs nécessaire; nous n’en avons parlé que pour la clarté de P'expo-
sition. Ge qui importe seulement, c’est de bien savoir quelle est la
signification des constantes A, B, C, A’, B, 7 : c’est une question sur
laquelie nous reviendrons bientot.

Il nous faut maintenant choisir notre systeme de coordonnées. Celui
qui se présente naturellement a I'esprit est le systeme des coordonnées
polaires daus Iespace qui satisfait a cette condition, que I'équation
aux différences partielles ait une forme analogue a celle qu'elle avait
d’abord.

5.
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M. Liouville, dans un cas trés-général de la fonction des forces a,
fait connaitre une solution ® exprimée au moyen des coordonnées
polaires dans I’espace. Dans son Mémoire, cette solution © est déduite
d’une autre beaucoup plus complexé, qui est exprimée en coordon-
nées elliptiques. Mais comme dans ma Theése sur le mouvement d’'un
point matériel aitiré par deux centres mobiles, j’ai obtenu, pour une
certaine expression de la fonction des forces, une solution © exprimée
en fonction des coordonnées elliptiques dans un plan et de 'angle de
ce plan avec un plan fixe, il m’a paru convenable de déduire la fonc-
tion 0, dans le cas des coordonnées polaires, de celle que j'avais déja
trouvée, et que je vais rappeler.

La fonction © dont il s’agit est la suivante :

0—[d Act4-Bp*--2Cp' + 2./ (p) 4 A —-——Acz——Bp_ —2Cpf +2F(y.
—J P —e) & w(e —p)

Pour introduire dans 0 les coordonnées polaires, savoir, le rayon
vecteur r, I'angle ¢ du rayon vecteur avec I'axe de z, 'angle ¢ de 'axe
des x et de la projection sur le plan des xy du rayon vecteur, il y a
principalement a considérer le terme

— Ac* — Bp* — 2Cpf + 2F (p)
fdp' \/ z((.n___ 2) ’
NG [

sur lequel porte toute la difficulté.

En effet, pour passer du systéme de coordonnées dans lequel est
exprimée la fonction © précédente au systéme des coordonnées po-
laires, il suffit de supposer que I'un des centres fixes auxquels se rap-
rtr/a po= r—;r’ (r et r' étant les dis-
tances du point attiré aux deux centres), vienne se confondre avec
Pautre : c’est ce qu’on exprime en faisant p = r, p. = 0, ¢ = o.

Le premier terme de © devient alors, en y faisant c = o, p=r,

portent les quantités p =

dr § . . ’ . .
f - V2Cr* 4+ Br? + 2f(r), etle dernier terme reste tel qu’il était ; mais
7
on ne voit pas immédiatement ce que devient le second terme conte-

nant en évidence la quantité % qui, dans hypothese actuelle, se pré-
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o] , .
sente sous la forme —- Pour calculer ce second terme, écrivons-le sous

7

et cherchons la valeur limite de % pour p. = o, ¢ = o. Pour trouver

la forme

cette limite, calculons la valeur de r' dans le triangle ayant pour
cotés r, r', ac et 90 — ¢ pour angle compris entre les cotés r et 2¢;
nous aurons

r'=\r*+4c* — fersing,

puis
g Yrr4-4fe—fersing—r 2¢—a2arsiny
c 2¢ T Vrr 3 fe —fersiny 7
et enfin, limite de % = — sin ¢, et, par suite,
—d?
c

————————2:(1&.})
Vi-t

Introduisons ces valeurs dans le second terme mis sous la forme que
nous venons de lui donner, nous aurons , pour ce second terme,

fS]N)\ A —Bsin® ¢ + 2y (d);

la valeur compléte de O devient alors, comme M. Lioaville I’a trouvé
d’une autre manieére,

0 — /“i’ /B"2+20r5+2f<r)—fsmp\/hA Bsin® &+ 2y ()
+ [dpyA +210(g).

Quant 4 la fonction U qui doit accompagner cette valeur de ®, on
peut la déduire aussi de la fonction U qui accompagnait notre ancienne
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valeur de © en mettant cette derniére fonction U sous la forme

2 F (o)
B g (e 1

— 3

u? ) .
et — )

et passant a la limite, on a

sin® 4 f1r) + 72 x () + r* 0y
74sin* 4

U=

Si Ven fait f(r) = r* f,(r), la valeur de U prend la forme plus simple

U=f )+ x() +1(y)

p*sin?

I11L

Ii faut maintenant appliquer les nouvelles valeurs de © et de U au
probléme des deux corps. U étant égal, dans le probleme dont 1l s’agit,

o
a 27 on aura

Ji(n = g firy=gr, yW=o, Iy =o,

,,’

et, par suite,

dr dy —
0= f-rz\/h(jrz—k 2gr+ B— f—ﬂ‘—'\/——A—Bsmﬂa—f— fdcp VA,

sin 4
. . de de de
* A = A —=PB, = =¢t+ =
Formant maintenant les equations dA“A’ 7B B, 7 t T, On
aura
..  do dy
\9) ! = —+ f e = A,
J2yA ) 2sind y—A — Bsin®d
| - d; ? sin< d-
(10) / A =P,
. 27y2Cr+2gr+ B 2¢—A—Bsin’Y
? rdr
(I I‘) e ——— 4 - 7S
/ V2Cr+2gr+B

ou bien, en différentiant,
VAdY

. ’—_—.T-7
sind Y — A — Bsin®}

(12) dy = —
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(3 dr . sind dd

' r{2GCr -+ 2gr+B o \/~A—Bsin3-§,
2t

(I4> —_____r__—r———:_: ddt.

\/20r + 2gr+ B

Si j’avais voulu éthblir une liaison plus intime encore entre mon
travail actuel et le travail sur le mouvement d’un point attiré par deux
centres mobiles, j’aurais pu obtenir les formules précédentes sans
passer par le calcul d’une nouvelle fonction ©. 11 et suffi pour cela
d’introduire dans les formules du probleme que nous venons de rap-

-

. o , . I
peler les conditions A=o0, g =0, c=o0, pn = o0, ~= —sing. Le

i

calcul, fait de cette maniére, confirme pleinement d’ailleurs celui que
nous venous de faire.

Iv.

Nous pourrions faire voir dés maintenant, par les équations (13),
(14) et (15), que le principe des aires a lien, que la courbe est plane,
et qu’elle est une section conique; mais la question importante étant
de trouver la signification des constantes A, B, C, A’, B/, 7, nous
allons nous occuper immédiatement de cette question, et celle d’in-
terpréter les équations (13), (14) et (15) se trouvera résolue en méme
temps.

Pour trouver la signification des différentes constantes arbitraires,
nous allons comparer nos formules aux équations connues du mouve-
ment elliptique auquel nous voulons nous borner. On voit d’abord
immédiatement ce que représente la constante C; car puisque, d’un

A , Vv R
cOté, nous avons posé - = % -+ G, et que, d’apres la formule connue

du mouvement elliptique, on a

Vz__oll 1
z_o(r 2a)’

on aura

Pour trouver la signification des constantes arbitraires B et 7, nous
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comparerons a I'équation connue du mouvement elliptique.

_rilj__._-T = dt,
— e
N
I’équation (14) mise sous la forme
d.
rBr = dt.
— r\2
g (=)
On voi v " —¢*; dou B = — gal ?
n voit que 'on peut poser 1 + =6 dou b=~ ga(1 — é%).

c’est-a-dire qu’au facteur prés — g, B représente le demi-parametre.
Quand on a remplacé B et C par leurs valeurs dans I'équation (11),
cette équation devient identique a celle du mouvement elliptique

rdr
t +7= ==
S

Donc 7 peut étre considéré comme représentant le temps du passage
par le périhélie.

Pour obtenir la valeur de la constante A, multiplions membre &
membre les équations (12) et (14), puis divisons membre 4 membre
cette nouvelle équation et ’équation (13); il viendra

. do —
-2 eI 2 o) ¥ _ -
resint g -0 = yAj

ce qui donne le principe des aires appliqué a la projection de la tra-
jectoire sur le plan des xy, et, par suite, a 'orbite elle-méme, en
admettant, ce qui résulte du reste de nos formules, comme nous le
ferons voir tout a 'heure, que P'orbite est plane.

Le double de I'aire décrite dans 'unité de temps sur le plan de
Vorbite par le rayon vecteur étant égal a yga(r — €*), nous aurons,
en représentant par 7 'angle du plan de I'orbite avec le plan des xy,

VA =ygalr —e*)cosy, ou A = ga(i — e*)cos’y.
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Pour obtenir maintenant la valeur de B’, nous allons déduire de
nos équations I’équation polaire de Pellipse. En désignant par § Pangle
fait par le rayon vecteur avec un axe choisi arb1tra1rement dans le
plan de Porbite, nous aurons, d’apres le pr incipe des aires, I’équation

240 119 \/K

dt cos 7

ou bien, en mettant 4 la place de VA sa valeur précédemment trouvée
. do
r2sin®¢ =

sin® y dp = cos 7 df.

Substituant maintenant pour dy sa valeur tirée de I'équation (12), et
indiquant I'intégration, on aura

cos'y 9 sin Y .
s/— A — B sm’xb

. - s sin Y d
puis, si 'on met dans I'équation (10), a la place de by

\/~A——Bsin2zp7

cosy6 ., .
valeur 77, il viendra

dr 6 ,
-+ = 2 B/,
fr\/20r3+2gr—l—B @/ga(l — )

ou bien

f Ves—e)dr aB'vga(i—e*) —6.

\/2Cr’+2gr—l—B

Or cette équation devient identique & I'équation polaire de lellipse,
en remettant pour B et C leurs valeurs. On voit ainsi qu’on peut sup-

poser que 2B'yga(1 — e?) est la longitude du périhélie, et, par
conséquent, qu’au facteur 2 \/g' pres, B’ est la longitude du périhélie
divisée par la racine carrée du demi-paramétre.

Il nous reste a trouver la signification de la constante A’. Or cette
constante nous est donnée immédiatement par I’équation (11), mise

6
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go——z&’yA-—-f \/Admb

car il suffit de supposer que la constante — 2 A’ yA est la valeur de ¢

o] . 9. . ..
pour ¢ ==, c'est-a-dire la longitude du nceeud. Ainsi, au facteur
2

prés — 2yg, la constante A’ est égale & la longitude du nceud di-
visée par le produit de la racine carrée du demi-parametre et du cosinus
de I'inclinaison.

Remarquons, en passant, que 'équation (12), apres qu’on y a rem-
placé A et B par leurs valeurs précédemment trouvées, peut s’écrire

a4

sin? y/tang? ¢ — cot* §’

d(P fomny
et, en intégrant, on a

coty — tangy sinlp — £},
h étant la longitude du nceud.

L'équation précédente peut etre considérée comme I'équation d’'un
plan qui fait un angle 7 avec le plan des xy, et dont ia trace sur ce
plan fait avec axe des & un angle %, comme il est facile de le voir
par un triangle sphérique rectangle. Nous pouvons donc dire que la
courbe est plane, comme nous I’avions supposé dans les calculs précé-
dents, et en méme temps nous avons une vérification de la détermi-
nation de nos constantes A et B.

Concluons maintenant comine résultat définitif de notre travail,
que les éléments dont nous pouvons déterminer les variations par des
équations de forme canonique sont :

I’axe inverse, le temps du passage par le périhélie, le demi-para-
métre, Te demi-parameétre multiplié par le carré du cosinus de Vin-
clinaison; la longitude du périhélie divisée par la racine carrée du
demi-paramétre; et, enfin, la longitude du nceud divisée par le pro-
duit de la racine carrée du demi-parametre et du cosinus de lincli-
naison. M. Jacobi trouve des éléments un peu différents des notres.
Ce sont les suivants :
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L’axe inverse, le temps du passage par le périhélie, la racine carrée
du demi-parameétre, la racine carrée du demi-parameétre multipliée
par le cosinus de linclinaison, la longitude du périhélie et celle du
neeud. On voit que le choix des éléments est & pen preés aussi avan-
tageux d’un coté que de 'autre; et, d’ailleurs, on pourrait sans diffi-
culté déduire 'un de 'autre les deux systémes d’équations canoniques
correspondant aux deux systemes d’éléments.

Vi et approuveé,
Le 25 mars 1848.
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