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THÈSE DE MÉCANIQUE. 

Sur le mouvement d'un point matériel attiré en raison inverse du 

carré des distances par deux centres mobiles suivant une 

certaine loi. 

I. 

Le p r o b l è m e d e la d é t e r m i n a t i o n d u m o u v e m e n t d ' u n p o i n t m a t é ­

riel a t t i ré en ra ison inver se d u c a r r é des d i s t ances p a r d e u x cen t r e s 

fixes s'est n a t u r e l l e m e n t p r é sen t é a u x g é o m è t r e s successeurs d e 

N e w t o n . E u l e r et L a g r a n g e on t m o n t r é , p a r des m é t h o d e s d i f férentes , 

c o m m e n t ce p r o b l è m e p o u v a i t se r a m e n e r a u x q u a d r a t u r e s ; m a i s 

l e u r s m é t h o d e s , r e m a r q u a b l e s p a r d ' i n g é n i e u x artifices de c a l c u l , 

n ' ava i en t pas u n c a r a c t è r e de généra l i té assez g r a n d p o u r l e u r faire 

d é c o u v r i r u n e classe é t e n d u e de p r o b l è m e s suscept ib les d ' ê t r e r a m e n é s 

a u x q u a d r a t u r e s , c o m m e le p r o b l è m e pa r t i cu l i e r q u ' i l s ava ient r é s o l u . 

C'est d a n s ces d e r n i e r s t e m p s q u e M . L i o u v i l l e , p r e n a n t son p o i n t d e 

d é p a r t d a n s les t r a v a u x d e L a g r a n g e et d e M. J a c o b i , a m o n t r é p a r 

d e u x m é t h o d e s di f férentes , q u e t ou t e s les fois q u e le p r i nc ipe des 

forces vives a l ieu d a n s le m o u v e m e n t d ' u n p o i n t m a t é r i e l , et q u e la 

fonct ion des forces a u n e ce r t a ine fo rme géné ra l e qu ' i l fait c o n n a î t r e , 

le p r o b l è m e est r a m e n é a u x q u a d r a t u r e s . Ainsi , à la s imple inspec t ion 

de la fonct ion des forces e x p r i m é e d a n s u n sys t ème d e c o o r d o n n é e s 

q u e d o n n e la m é t h o d e e l l e - m ê m e , o n voit i m m é d i a t e m e n t qu ' i l es t 

poss ib le d e r é s o u d r e le p r o b l è m e des cen t re s fixes. Mai s , ce qu i est 

s u r t o u t r e m a r q u a b l e , o n voi t de la m ê m e m a n i è r e , et avec la m ê m e 

faci l i té , q u ' o n p e u t r a m e n e r a u x q u a d r a t u r e s u n p r o b l è m e n o u v e a u 

d ' u n sens m é c a n i q u e suf f i samment c l a i r , d o n t M. Liouvi l le a le p r e ­

mier d o n n é l ' é n o n c é , ainsi qu ' i l sui t : T r o u v e r le m o u v e m e n t d ' u n 
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poin t matér ie l a t t i ré su ivan t la loi de l ' inverse d u c a r r é des d is tances 

p a r d e u x cen t r e s mob i l e s su r u n e c i rconfé rence d e cerc le et t o u j o u r s 

p lacés a u x ex t r émi t é s d ' u n m ê m e d i a m è t r e . O n s u p p o s e d ' a i l l eu r s q u e 

le m o u v e m e n t des d e u x cen t r e s d ' ac t ion soit t e l , q u e le po in t a t t i ré se 

t r o u v e t o u j o u r s d a n s le p l an d é t e r m i n é p a r l 'axe d u cerc le et le dia­

m è t r e m o b i l e . O n p e u t a u s s i , sans r e n d r e p l u s difficile la so lu t ion d u 

p r o b l è m e , c o m p l i q u e r u n p e u l ' énoncé en a jou tan t u n e t ro i s ième 

force p r o p o r t i o n n e l l e à la d i s t a n c e , é m a n a n t d u c e n t r e m ê m e d u 

cerc le . L ' ana log ie est a lo r s t o u t à fait c o m p l è t e e n t r e l ' énoncé d u n o u ­

v e a u p r o b l è m e et l ' é n o n c é d u p r o b l è m e des cen t res fixes, tel q u e 

L a g r a n g e l'a r é so lu . 

Je m e p r o p o s e , d a n s cette Thèse , de d é v e l o p p e r la so lu t ion du p r o ­

b l è m e des cen t res m o b i l e s , en faisant p r i n c i p a l e m e n t usage d e la 

m é t h o d e fondée su r la conna i s sance d ' u n e so lu t ion c o m p l è t e d ' u n e 

ce r ta ine é q u a t i o n a u x différences p a r t i e l l e s , d u p r e m i e r o r d r e et n o n 

l inéa i re . M. L iouvi l l e a fait c o n n a î t r e u n e so lu t ion c o m p l è t e d e cet te 

équa t i on d a n s u n cas t r è s - g é n é r a l , p u i s il en a d é d u i t , c o m m e cas 

p a r t i c u l i e r , u n e f o r m u l e b e a u c o u p p l u s s imple q u i lu i a d o n n é i m m é ­

d i a t e m e n t l ' é n o n c é et la so lu t ion d e son n o u v e a u p r o b l è m e (*). J'ai 

pensé q u ' i l n e serai t pas sans in té rê t d ' a r r i v e r d i r e c t e m e n t à la f o r m u l e 

s imple q u i suffit à la r é so lu t ion d u p r o b l è m e des cen t re s m o b i l e s . 

C'est à q u o i j e suis p a r v e n u p a r l ' é t u d e a t t en t ive d u M é m o i r e o ù 

M. L iouvi l l e a généra l i sé ses p r e m i è r e s r e c h e r c h e s (**). I l m ' a aussi 

p a r u cu r i eux d e c h e r c h e r si les a n c i e n n e s m é t h o d e s d ' E u l e r et de 

L a g r a n g e , p o u r la so lu t ion d u p r o b l è m e des d e u x cen t r e s fixes, p o u ­

va i en t , avec q u e l q u e s m o d i f i c a t i o n s , s ' a p p l i q u e r au p r o b l è m e des 

cen t re s mob i l e s q u i p a r a î t p l u s c o m p l i q u é . J ' a i t r o u v é et je ferai vo i r 

ici q u e les d e u x m é t h o d e s s ' app l iquen t de la m a n i è r e la p l u s h e u ­

reuse au p r o b l è m e de M. l i o u v i l l e . 

I I . 

M. J acob i a d é m o n t r é q u e t ou t e s les fois q u e le p r i n c i p e des forces 

vives avai t l i e u , le p r o b l è m e de l ' i n t ég ra t ion des é q u a t i o n s différen-

(*) Journal de Mathématiques, tome XII , page 440. 

(**; Additions à la Connaissance des Temps pour 1850. 



tielles o r d i n a i r e s de la m é c a n i q u e a p p l i q u é e s a n m o u v e m e n t d ' u n ou d e 

p l u s i e u r s po in t s l ib res , o u soumis à des l ia isons q u e l c o n q u e s , p o u v a i t se 

r a m e n e r à la d é t e r m i n a t i o n d ' u n e so lu t ion c o m p l è t e d ' u n e é q u a t i o n 

a u x différences par t i e l l es d u p r e m i e r o r d r e . E n n o u s b o r n a n t a u cas 

d u m o u v e m e n t d ' u n seul p o i n t l i b r e , si l ' équa t ion des forces vives 

est n o u s s a v o n s , d ' a p r è s le t h é o r è m e 

d e M. J a c o b i , q u e p o u r i n t ég re r les t ro i s é q u a t i o n s d u m o u v e m e n t , 

(I) 

il suffit de t r o u v e r u n e fonct ion 0 d e x1, X2, x3, c o n t e n a n t t ro is 

cons t an te s a rb i t r a i r e s différentes d e cel le q u ' o n p e u t t o u j o u r s i n t r o ­

d u i r e d a n s 0 p a r s imp le a d d i t i o n , et satisfaisant i d e n t i q u e m e n t à l ' é ­

q u a t i o n a u x différences pa r t i e l l e s , 

(a) 

Cet te fonct ion é t an t c o n n u e , et A , B , C é t an t les cons t an te s de la 

f o n c t i o n , les in tégra les c h e r c h é e s d u m o u v e m e n t s e ron t 

(3) 

A', B' , C é t a n t d e nouve l l e s cons t an te s a rb i t r a i r e s q u i , avec A , B , C , 

c o m p l è t e n t le n o m b r e d e c o n s t a n t e s a rb i t r a i r e s q u e do i t d o n n e r l ' in­

t ég ra t ion des é q u a t i o n s p r o p o s é e s . Toute, la difficulté du p r o b l è m e est 

d o n c r a m e n é e à d é t e r m i n e r u n e so lu t ion c o m p l è t e d e l ' équa t ion (2). 

La p r e m i è r e idée q u i se p r é s e n t e à l ' espr i t est d e c h e r c h e r à d é t e r ­

m i n e r la so lu t i on c o m p l è t e en su ivan t les règles d o n n é e s p a r M. Jacob i 

p o u r l ' i n tégra t ion des é q u a t i o n s a u x différences par t ie l les n o n l inéai res 

d u p r e m i e r o r d r e (*); mais en a p p l i q u a n t cet te m é t h o d e , o n est 

c o n d u i t à i n t ég re r u n sys t ème d ' é q u a t i o n s s imu l t anées q u i n 'es t a u t r e 

q u e le sys tème des é q u a t i o n s p roposées e l l e s -mêmes . On p e u t p r e n d r e 

la q u e s t i o n sous u n a u t r e po in t d e v u e , et c h e r c h e r à d é t e r m i n e r u n e 

so lu t ion c o m p l è t e de l ' é q u a t i o n (2), d i r e c t e m e n t e t p o u r a insi d i r e à 

(*) Journal de Mathématiques, tome III 



la s imple inspec t ion d e cet te é q u a t i o n . Un cas t r è s - s imple o ù la fonc­

t ion p e u t se d é t e r m i n e r ainsi est ce lu i o ù U est la s o m m e d e t rois 

q u a n t i t é s Q 1 , Q 2 , Q 3 r e spec t i vemen t fonct ions d e x1, x2, x3. 

E n effet, p o u r satisfaire à la d o u b l e c o n d i t i o n q u e l ' équa t ion (2) 

soit vérifiée i d e n t i q u e m e n t , q u e l l e q u e soit la c o n s t a n t e C , et q u e la 

fonc t ion c o n t i e n n e les t rois cons t an t e s a r b i t r a i r e s , il suffira é v i d e n t 

m e n t de pose r 

(4) 

les fonct ions R 1 , R 2 , e t c . , é t an t liées e n t r e elles p a r les é q u a t i o n s 

(5) 

[ l es indices (1 , 2 , 3 ) , d a n s les s ignes de f o n c t i o n s , s ' a p p l i q u e n t res­

p e c t i v e m e n t à des fonc t ions d ' u n e seule des var iab les x1, x2, o u x3] : 

on a u r a a lo r s 

(6) 

L e cas t r e s - s imp le q u e n o u s v e n o n s d e cons idé re r n ' a c e r t a i n e m e n t 

r i en de b i en in té ressan t en l u i - m ê m e , p u i s q u e d a n s le cas o ù la fonc­

t ion des forces satisfait à la c o n d i t i o n q u e n o u s avons i n d i q u é e , les 

va r iab les son t séparées d a n s c h a c u n e des é q u a t i o n s d u m o u v e m e n t , et 

q u e c h a c u n e d 'e l les p e u t s ' in tégre r s é p a r é m e n t . Mais c o n c e v o n s m a i n ­

t e n a n t q u e les va r i ab les x1, x2, x3 so ient r emplacées p a r d ' a u t r e s 

va r i ab l e s p(, p 2 , p 3 , liées a u x p r e m i è r e s d e te l le f a ç o n , q u ' a p r è s la s u b ­

s t i t u t i o n , l ' équa t i on a u x différences par t ie l les ail u n e fo rme a n a l o g u e 

à celle qu 'e l l e avai t d ' a b o r d , c ' e s t - à - d i r e en dés ignan t p a r ce r ­

t a ines fonct ions des nouve l l e s v a r i a b l e s , on ai t 

(7) 

Si p,,p-2, f o rma ien t u n n o u v e a u sys t ème q u e l c o n q u e de c o o r d o n n é e s , 

l ' é q u a t i o n (7) c o n t i e n d r a i t les d o u b l e s p r o d u i t s * — , e tc . Mais n o u s 



s u p p o s o n s q u e les nouve l l e s va r i ab l e s soient liées a u x anc iennes de 

te l le sor te q u e , d a n s l ' é q u a t i o n (7), les coefficients de ces d o u b l e s p r o ­

du i t s so ien t n u l s . 

I l est év iden t q u ' o n p e u t p r e n d r e m a i n t e n a n t p o u r U la fonct ion 

b e a u c o u p p l u s c o m p l i q u é e q u e t o u t à l ' h e u r e 

(8) 

et r e m p l a c e r les é q u a t i o n s (4), (5) et (6) p a r les s u i v a n t e s , d a n s les­

q u e l l e s , ainsi q u e d a n s la p r é c é d e n t e , les s ignes de fonct ion se r a p ­

p o r t e n t a u x nouve l l e s va r i ab l e s 

(9) 

(10) 

N o u s a v o n s m a i n t e n a n t d e u x espèces d e c o n d i t i o n s a r e m p l i r : 

I° chois i r les nouve l l e s v a r i a b l e s , de m a n i è r e q u e d a n s l ' é q u a t i o n (7), 

il m a n q u e les d o u b l e s p r o d u i t s de la fo rme 2° d é t e r m i n e r des 

fonc t ions R 1 , S1, e tc . , satisfaisant a u x é q u a t i o n s ( 1 0 ) . V o y o n s d ' a b o r d 

c o m m e n t la p r e m i è r e c o n d i t i o n se ra r e m p l i e . 

Si l ' on r e m p l a c e d a n s l ' é q u a t i o n ( 2 ) p a r l eu r s va l eu r s 

respect ives 

q u ' o n égale à zéro les coefficients des d o u b l e s p r o d u i t s d e la f o r m e 

on t o m b e s u r les é q u a t i o n s : 

(12) 



Or, si l 'on cons idè re les é q u a t i o n s 

q u i l ien t les nouve l l e s v a r i a b l e s a u x a n c i e n n e s , c o m m e é t a n t les é q u a ­

t ions d e surfaces va r i ab les d a n s l esque l les x1, x2, x3 son t les c o o r ­

d o n n é e s d ' u n po in t de la sur face , p1, p2, p3 des p a r a m è t r e s va r i ab le s , les 

é q u a t i o n s (12) m o n t r e n t q u e les surfaces va r i ab l e s d o n t n o u s p a r l o n s 

d o i v e n t t o u j o u r s f o r m e r un sys tème d e surfaces o r t h o g o n a l e s . 

La subs t i t u t ion q u e n o u s v e n o n s d ' i n d i q u e r m o n t r e en m ê m e 

t e m p s q u e l 'on a 

N o u s p o u v o n s aussi r e m a r q u e r i m m é d i a t e m e n t q u e si l ' on e x p r i m e 

ds2 = dx\ -+- dx\ + dx\ d a n s le n o u v e a u sys t ème d e c o o r d o n n é e s 

satisfaisant à la c o n d i t i o n q u e n o u s v e n o n s d ' é n o n c e r , l ' express ion d e 

ds* sera d e la fo rme p, dp\ + p2 dp\ + p%dp\, et les q u a n t i t é s X, / ' , X" 

p o u r r o n t ê t re prises r e spec t ivemen t égales à p1, p2, pA. 

En effet, si l ' on r e m p l a c e , d a n s l ' express ion d e ds2, dxt, dx2, dxz 

p a r les différentielles to ta les re la t ives à p , p2l ps, d o n t x, , x2, x9 

p e u v e n t ê t r e cons idérées c o m m e des f o n c t i o n s , o n a u r a 

e t p o u r q u e les d o u b l e s p r o d u i t s des différentielles dp,, dp2, dp3, m a n ­

q u e n t d a n s l ' express ion d e ds2, on d e v r a avo i r 

(15) 

Mais c o m m e o n p e u t le d é d u i r e i m m é d i a t e m e n t des é q u a t i o n s (6) 

d u M é m o i r e d e M. L a m é s u r les c o o r d o n n é e s curv i l ignes (*) , les 

(*) Journal de Mathématiques, tome V, page 320. 



é q u a t i o n s (12) et (15) son t u n e c o n s é q u e n c e l ' u n e d e l ' a u t r e , et les 

s econds m e m b r e s des é q u a t i o n s (13) et (14) son t é g a u x ; le t h é o r è m e est 

d o n c d é m o n t r é . 

I l res te m a i n t e n a n t à d é t e r m i n e r les fonct ions R 1 , S1, e tc . , satisfaisant 

a u x é q u a t i o n s ( 1 0 ) . 

Un cas t rès -s imple o ù ces fonc t ions se d é t e r m i n e n t i m m é d i a t e m e n t 

avec la p l u s g r a n d e faci l i té , c'est ce lu i o ù >. = ) / = X"; en effet, les 

é q u a t i o n s d e c o n d i t i o n son t a lo rs 

On p o u r r a satisfaire à ces é q u a t i o n s t r è s - s i m p l e m e n t , en p r e n a n t p a r 

e x e m p l e R1 = S1 = I, R 2 = S 2 = — I, R 3 = S 3 = T 3 = o , d ' o ù r é ­

su l t e ra X = X' —X" = T t -+- T 2 . L a v a l e u r d e 6 p r e n d a lo r s u n e 

fo rme t r è s - s i m p l e , q u ' i l n e p a r a î t p a s u t i l e d e r a p p o r t e r ici . R e m a r ­

q u o n s s e u l e m e n t q u e si l 'on se b o r n a i t au cas d e d e u x v a r i a b l e s , 

c 'es t -à-dire si X" = o , o n t r o u v e r a i t q u e le sys tème des c o o r d o n n é e s 

e l l ip t iques o r d i n a i r e s d a n s u n p l an satisfait a u x d e u x cond i t i ons X = X', 

X = T, + T 2 , et m ê m e il y a p l u s , q u e ce s y s t è m e , c o m m e l 'a fait 

vo i r M. Liouvi l le ( * ) , est le seul p o u r l eque l les d e u x cond i t i ons p r é ­

céden te s so ient r empl i e s . E n f o r m a n t l ' express ion d e U c o r r e s p o n ­

d a n t e à ce c a s , on en d é d u i r a , en pa r t i cu l i e r , la so lu t ion d u p r o ­

b l è m e des d e u x cen t r e s f ixes , l o r s q u e la c o u r b e est p l a n e . 

I l exis te u n a u t r e cas o ù il est t rès-faci le d e t r o u v e r des va l eu r s 

de R , , R 2 , R 3 , e t c , satisfaisant a u x é q u a t i o n s (10) : c 'est l o r s q u ' o n a 

X = X', X" é t a n t différent d e X et X'. 

E n effet, si l ' on me t les é q u a t i o n s ( 1 0 ) sous la fo rme 

on voit q u e l 'on p o u r r a p r e n d r e 

T3 = o , et l ' on a u r a a lo r s 

Je vais faire voir t o u t à l ' h e u r e q u e le cas qu i n o u s o c c u p e en ce 

(*) Journal de Mathématiques, tome X I I , page 36o. 
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m o m e n t c o n d u i t à la so lu t ion d u p r o b l è m e des c e n t r e s m o b i l e s : il 

est d o n c essentiel d e d é v e l o p p e r t o u s les ca lcu l s q u i s'y r a p p o r t e n t . Il 

y a u r a i t ici à r é s o u d r e u n e q u e s t i o n a n a l y t i q u e a n a l o g u e à celle d o n t 

n o u s pa r l i ons t o u t à l ' h e u r e . Cet te q u e s t i o n serai t d e d é t e r m i n e r les 

sys tèmes d e c o o r d o n n é e s p o u r lesque ls les cond i t i ons X = X' = T/, -+- T , , 

~r, = R 4 + B-2 son t r e m p l i e s ; ma i s e l le p a r a î t p r é s e n t e r d 'assez g r a n d e s 

difficultés a n a l y t i q u e s , et d 'a i l leurs sa so lu t ion n e n o u s est pas i n d i s ­

p e n s a b l e . E n effet, si n o u s a d o p t o n s le sys t ème d e c o o r d o n n é e s q u i se 

p ré sen te le p l u s n a t u r e l l e m e n t à l ' e spr i t q u a n d o n v e u t r é s o u d r e le 

p r o b l è m e des cen t re s m o b i l e s , c ' e s t -à -d i re le sys t ème d e c o o r d o n n é e s 

c o m p o s é de l ' ang le <p q u e fait le p l a n mér id i en m o b i l e avec u n p l an 

fixe pas san t p a r l ' axe de ro ta t ion , et des c o o r d o n n é e s e l l ip t iques p et JJ. 

r a p p o r t é e s d a n s le p l a n m o b i l e aux d e u x cen t re s mob i l e s d ' a t t r a c t i o n , 

n o u s t r o u v e r o n s sans diff icul té , p o u r v a l e u r d e ds2, 

O n voit q u e les coefficients d e dp", dp.2, dcp2, a u x fac teurs p r è s p2 — c'1, 

c2 — IL2, satisfont a u x c o n d i t i o n s ex igées ; mais ces f a c t e u r s , c o m m e 

n o u s a l lons le vo i r , n ' e m p ê c h e n t pas d ' a p p l i q u e r la m é t h o d e . 

En effet, si l'on pose d ' o ù l ' on d é d u i t 

l ' express ion d e ds2 dev ien t 

et l 'on voi t q u e , d a n s le n o u v e a u sys t ème de c o o r d o n n é e s a , S, ç , 

les coefficients d e da2, d§2, dy2 satisfont b i en a u x c o n d i t i o n s v o u l u e s . 

M a i n t e n a n t , p o u r ca l cu le r l ' express ion de 0 , il suffira de r e m p l a c e r 

d a n s les é q u a t i o n s (9) les var iab les p, , p2, p3 ou l eu r s équ iva l en t e s p, 

u., o p a r a, S , p, de sor te q u e R ( , S , , e t c . , r e p r é s e n t e n t des fonc t ions 

d ' u n e seule va r i ab l e a , § o u <p; ma i s si l ' on v e u t q u e R , , S , , e t c . , 

r es ten t des fonc t ions de p, p., o d a n s l ' express ion d e 0, on p o u r r a 

s u p p o s e r q u e l ' on r e m e t t e d a n s ces f o n c t i o n s , p o u r a, §, l e u r s v a l e u r s 

en p et LL : ce q u i rev ien t é v i d e m m e n t à s u p p o s e r q u e , d a n s les é q u a ­

t ions (9), (10) et ( 11 ) , R 1 , S , , e tc . , r e s t en t des fonct ions d e p, \i. e t 9. Si 



m a i n t e n a n t o n r e m p l a c e d a n s les é q u a t i o n s (9), modif iées c o m m e il 

vient d ê t r e d i t , p a r l eu r s v a l e u r s — vp — c 2 , — o n t r o u v e r a 

Q u a n t à la va l eu r d e U, si l ' on r e p r é s e n t e les fonc t ions 

son express ion sera 

Me t tons m a i n t e n a n t d a n s zs{p), ^ (p.) et /(<p), p o u r S , , S 2 , S 3 , 

R 3 e t T 3 les v a l e u r s d o n n é e s p l u s h a u t ; p o u r T , , T 2 , R , , R 2 l eu r s va leu r s 

respect ives dédu i t e s des é q u a t i o n s 

et en f in , p o u r les va leu r s i n d i q u é e s t o u t à 

l ' h e u r e , n o u s t r o u v e r o n s sans difficulté 

Cet te f o r m u l e , à u n c h a n g e m e n t insignif iant p r è s , et q u ' i l e û t 

d ' a i l l eu r s é té facile d 'év i te r si ce la e û t p ré sen té q u e l q u e a v a n t a g e , est 

p réc i sémen t celle q u e M. Liouvi l le a o b t e n u e p a r u n e voie t o u t e diffé­

r e n t e de la n ô t r e , d a n s u n des d e r n i e r s n u m é r o s de son Recue i l . 

A p p l i q u o n s la f o r m u l e a u p r o b l è m e des cen t res mob i l e s . 

E n dés ignan t p a r r, r', R les d is tances d u p o i n t a t t i ré aux d e u x 

cen t r e s mob i l e s et a u cen t r e fixe, o n a u r a , p a r u n calcul fac i le , 

U ma i s on a r = p -h p., r' = p — t u , et en dés ignan t 

pa r ic la d i s tance des d e u x cen t re s m o b i l e s , R 2 = p 2 +p. 2 — c2. D o n c 

* Le calcul de U se trouve fait plus loin dans l'exposition de la méthode d'Euler. 

2. 



l ' express ion de U dev ien t 

e t . p a r c o n s é q u e n t , on p e u t s u p p o s e r , d a n s l ' express ion d e 6 d o n n é e 

t ou t à l ' h e u r e , 

Fa i san t ces s u b s t i t u t i o n s , pu i s f o r m a n t , su ivan t la règ le d e M. J a c o b i , 

les é q u a t i o n s in tégra les 

on t r o u v e sans diff iculté, en p o s a n t 

les t ro is é q u a t i o n s su ivan tes : 

C o m m e on le vo i t , les va r iab les son t s épa rées , et le p r o b l è m e est 

r a m e n é a u x q u a d r a t u r e s . N o u s n e ferons p a s , p o u r le m o m e n t , d ' a u t r e s 

r e m a r q u e s , n o u s r é se rvan t d e r e p r e n d r e la d iscuss ion d u p r o b l è m e 

a p r è s q u e n o u s a u r o n s fait vo i r , c o m m e n o u s l ' avons p r o m i s en c o m ­

m e n ç a n t , q u e les m é t h o d e s d ' E u l e r et de L a g r a n g e , p o u r la so lu t ion 

d u p r o b l è m e des cen t re s fixes, p e u v e n t aussi s ' app l ique r au p r o b l è m e 

des cen t r e s mob i l e s . 

I I I . 

Méthode d'Euler. — P o u r a p p l i q u e r cet te m é t h o d e a u p r o b l è m e 

des cen t re s m o b i l e s , je p r e n d r a i p o u r g u i d e le t ravai l de L e g e n d r e , q u i 

a simplifié l ' expos i t ion d ' E u l e r (*); j ' a d o p t e r a i aussi a u t a n t q u e p o s ­

sible tou tes les n o t a t i o n s d u T ra i t é des fonc t ions e l l ip t iques . 

(*) Traité des Fonctions elliptiques, tome I , page 518 . 



Soien t ox' l ' axe d e r o t a t i o n , y o z ' le p l a n des cen t re s m o b i l e s , F et 

G ces d e u x c e n t r e s , O le cen t r e fixe, x,y', z' les c o o r d o n n é e s d u p o i n t 

a t t i ré M p a r r a p p o r t a u x t ro is axes ox', oy', oz, x.y les c o o r d o n n é e s 

d u m ê m e p o i n t r a p p o r t é e s d a n s le p l an m é r i d i e n à l ' axe d u cerc le e t a u 

d i a m è t r e m o b i l e , ( a , b) (— a, — b) les c o o r d o n n é e s des d e u x cen t res 

m o b i l e s ; p o s o n s aussi 

Ses é q u a t i o n s d u m o u v e m e n t s e r o n t 

( 0 

Si l 'on obse rve q u ' e n ve r tu des é q u a t i o n s 

e t , p a r s u i t e , 

c o m m e si les cen t re s d ' ac t ion é ta ient fixes, on a u r a à la m a n i è r e o rd i ­

n a i r e l ' équa t i on des forces vives 

De la seconde et de la t ro i s ième des é q u a t i o n s ( I ) on d é d u i t 

fac i lement y'dz' — z'dy' = Hdt ; les t e rmes ^,{cy' — bz'), 

? (cy1— bz') é t an t n u l s , en ve r tu de l ' équa t ion En dés ignan t 

(*) Nous supposons X = o , l'hypothèse de A différent de zéro ne donnant lieu à 

aucune difficulté. 



p a r 9 l ' angle d u p l a n mér id i en avec le p l a n des o n p e u t auss i , 

c o m m e on sa i t , m e t t r e l ' é q u a t i o n p r é c é d e n t e sous la f o r m e y2 do = Hdt. 

N o u s a l lons m a i n t e n a n t d é d u i r e la t ro i s ième in t ég ra l e d e la cons idé ­

r a t i on des a i res é l émenta i re s da, dS e n g e n d r é e s p e n d a n t le m o u v e m e n t , 

d a n s le p l a n m é r i d i e n p a r les r a y o n s vec t eu r s r et s. O n a u r a 

d ' u n a u t r e c ô t é , les v a l e u r s y' = y cos 9 , z' — y sin 9 d o n n e n t 

et en s u b s t i t u a n t d a n s cet te é q u a t i o n les v a l e u r s d e d2y' et d2z' 

d o n n é e s p a r les é q u a t i o n s d u m o u v e m e n t , ainsi q u e la va l eu r d e do 

dédu i t e de l ' é q u a t i o n y2 do = Hdt, o n a u r a 

Met tan t m a i n t e n a n t d a n s les express ions de 

l e u r s express ions m a i n t e n a n t c o n n u e s , o n a u r a 

d e ces d e u x de rn i è r e s é q u a t i o n s o n d é d u i t , p a r u n ca lcu l t r è s - s i m p l e , 

Cet te é q u a t i o n n e diffère d e cel le q u i a été t r o u v é e p a r E u l e r d a n s 

le cas des cen t r e s fixes q u e p a r le d e r n i e r t e r m e . O r il a r r i ve q u e 

ce de rn i e r t e r m e est u n e différentielle exac te de d e u x v a r i a b l e s , c o m m e 

le t e r m e c o r r e s p o n d a n t d u p r o b l è m e des cen t r e s fixes. E n a p p l i q u a n t 

les règles c o n n u e s p o u r in tég re r u n e différentiel le exac te d e d e u x 

v a r i a b l e s , o n t r o u v e , ap rè s q u e l q u e s r é d u c t i o n s , 



En i n t é g r a n t l ' é q u a t i o n p r é c é d e m m e n t é c r i t e , o n a u r a d o n c 

c est la t ro i s ième in tég ra le c h e r c h é e . 

I l faut m a i n t e n a n t p r o c é d e r à la s épa ra t ion des va r i ab le s . Les cal­

c u l s , à p a r t i r d e ce m o m e n t , son t t o u t à fait les m ê m e s q u e p o u r le 

p r o b l è m e des cen t r e s fixes. E m p l o y o n s t o u t de s u i t e , avec L e g e n d r e , 

le c h a n g e m e n t de va r i ab les q u i do i t c o n d u i r e à la s épa ra t ion c h e r c h é e ; 

c ' e s t -à -d i re p o s o n s 

d ' o ù l 'on d é d u i r a 

O n a u r a ensu i te f ac i l emen t , en fonct ion d e p et q, les va leu r s d e 

dx2 = dr2 + r2dy2 et de r2 s2dada, et l ' on sera c o n d u i t à 

l ' équa t ion 

en p o s a n t 

Les p o l y n ô m e s M et N é t a n t e x p r i m é s en p et q, on a u r a l ' équa t ion 

Vdq2 = Qdp2, d a n s l a q u e l l e P = Mp2 — N ( i — p2)2, Q = Mq2+N ( n - 9 2 ) 2 . 

L e r é su l t a t c h e r c h é n e d e v a n t différer d e celui q u ' o n o b t i e n t d a n s le 

p r o b l è m e des cen t r e s fixes q u e p a r les t e rmes c o n t e n a n t H 2 en fac­

t e u r , ca l cu lons ces t e r m e s ; n o u s a u r o n s 



P o u r avo i r le t e r m e q u i mu l t ip l i e H 2 d a n s P , on mu l t i p l i e r a les va l eu r s 

q u e n o u s v e n o n s d e t r o u v e r p o u r r e spec t ivemen t 

p a r et en r e t r a n c h a n t la s econde d e la p r e m i è r e , on 

a u r a 

on t r o u v e r a i t de m ê m e p o u r le m u l t i p l i c a t e u r de H 2 d a n s Q . 

L ' é q u a t i o n a u x var iab les séparées dev ien t a insi 

Si l ' on v e u t d o n n e r à l ' é q u a t i o n p r é c é d e n t e la fo rme q u ' e l l e p r e n d 

l o r s q u ' o n chois i t p o u r var iab les o n t r o u v e , 

en p o s a n t 

ce q u i est la f o r m u l e d e la p r e m i è r e m é t h o d e , d a n s l a q u e l l e on a u r a i t 

fait k = o. 

O n t r o u v e r a i t ensu i te dt et do sans difficulté. 

I V . 

Méthode de Lagrange (*). — P r e n o n s p o u r or ig ine le p o i n t a u t o u r 

d u q u e l la r o t a t i o n a l i eu , e t , p o u r axe des z , l ' axe de r o t a t i o n . Soient 

(*) Anciens Mémoires de l'Académie de Turin , tome IV. 



(a,b), ( a , b ) les c o o r d o n n é e s des d e u x cen t r e s m o b i l e s q u i s o n t 

d a n s le p l a n des x, y ; u, v les d i s t ances d u p o i n t a t t i r é à ces d e u x 

cen t res . Les é q u a t i o n s d u m o u v e m e n t s e r o n t 

(0 

D e ces é q u a t i o n s o n d é d u i t , c o m m e n o u s l ' a v o n s v u p o u r la m é t h o d e 

d ' E u l e r , l ' é q u a t i o n des forces vives 

Mul t i p l i an t les é q u a t i o n s (I) r e spec t i vemen t p a r x — a, y — b, z , e t 

a j o u t a n t , il v i e n d r a 

f é t a n t la d i s tance des d e u x cen t re s m o b i l e s . 

O n t r o u v e aussi sans d i f f icul té , e n di f férent iant d e u x fois l ' é q u a t i o n 

e t d iv isan t p a r dt2, 

(4) 

Ajou tons m a i n t e n a n t m e m b r e à m e m b r e les é q u a t i o n s (2), (3) , (4)? 

il v i e n d r a 

(5) 

O n t r o u v e r a i t d ' u n e m a n i è r e s e m b l a b l e 

(6) 
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On voi t q u e la mob i l i t é des cen t r e s i n t r o d u i t d a n s les é q u a t i o n s (5) 

e t (6 ) , a u x q u e l l e s L a g r a n g e r a m è n e p r i n c i p a l e m e n t le p r o b l è m e des 

c o m m e o n le voit en se s e rvan t des é q u a t i o n s y = - x, ada + bdb — o . 

D ' u n a u t r e c ô t é , en différent iant l ' é q u a t i o n y — ^ x, o n t r o u v e faci­

l e m e n t 

s dés ignan t la d i s t ance d e l ' o r ig ine à la p ro jec t ion d u p o i n t a t t i r é su r 

le p l a n des x, y. D o n c 

Mais en m u l t i p l i a n t la p r e m i è r e des é q u a t i o n s (I) p a r y, la d e u x i è m e 

p a r x, et r e t r a n c h a n t , o n a 

i n t é g r a n t 

s u b s t i t u a n t la va l eu r d e ydx —xdy d a n s l ' express ion d e dadx + dbdy, 

il v i end ra 

s é t an t fac i lement t r o u v é égal 

Les é q u a t i o n s (5) et (6) d e v i e n n e n t d o n c 

(7) 

(8) 

cen t re s fixes, u n e seu le q u a n t i t é nouve l l e O r j e dis q u e 

cet te q u a n t i t é p e u t s ' e x p r i m e r p a r u n e fonct ion t rès -s imple d e u et de v. 

E n effet, on a d ' a b o r d 



E n faisant H = o , on a les é q u a t i o n s de L a g r a n g e p o u r le p r o b l è m e des 

cen t r e s fixes. 

La ques t ion d e d é t e r m i n e r les d e u x é q u a t i o n s finies e n t r e u, v et t 

est r a m e n é e à l ' i n t ég ra t ion des é q u a t i o n s (7) et (8). N o u s conna i s sons 

déjà u n e in t ég ra le d u p r e m i e r o r d r e de ces d e u x é q u a t i o n s : c 'est 

l ' é q u a t i o n des forces vives d a n s l aque l l e il serai t très-facile d e t o u t 

r a m e n e r a u x va r i ab les u et v. Mais il sera p l u s é l égan t de c h e r c h e r 

avec L a g r a n g e les in tégra les des é q u a t i o n s (7) et (8), en d é d u i s a n t de 

ces é q u a t i o n s , p a r des c o m b i n a i s o n s d i v e r s e s , d ' a u t r e s é q u a t i o n s 

t e l l e s , q u e les p r e m i e r s m e m b r e s so ient des différentielles exac t e s , et 

telles aussi q u e , d a n s les seconds m e m b r e s , les m u l t i p l i c a t e u r s d e A , 

B, e t c . , so ient des différentielles exactes d e d e u x va r i ab l e s . O r , c o m m e 

il a r r ive q u e les m u l t i p l i c a t e u r s d e H 2 , d a n s les é q u a t i o n s d o n t n o u s 

v e n o n s d e p a r l e r , sont des différentielles exactes d e d e u x va r i ab l e s , la 

m a r c h e d e L a g r a n g e p e u t ê t r e a p p l i q u é e sans a u c u n e modi f ica t ion ; et 

m ê m e il n ' y a d e ca lcu l n o u v e a u q u e celui des i n t ég ra t i o n s des fonc ­

t ions différentielles d e d e u x var iab les qu i m u l t i p l i e n t H 2 d a n s les 

diverses é q u a t i o n s in tégrab les . 

N o u s r e p r é s e n t e r o n s , p o u r a b r é g e r , d a n s les ca lcu l s q u i v o n t su iv re 

p a r P , Q , R , e t c . , l ' e n s e m b l e des t e r m e s i n d é p e n d a n t s de H 2 , et q u i 

son t les m ê m e s l o r s q u e les c e n t r e s son t fixes o u l o r squ ' i l s son t mobi l e s . 

Mu l t i p l i ons (7) et (8) r e spec t ivemen t p a r d.v2 et d.u2; a j ou tons 

m e m b r e à m e m b r e , p u i s i n t é g r o n s , il v i e n d r a 

(9) 

Mul t ip l i ons m a i n t e n a n t (7) et (8) r e spec t ivemen t p a r 2 v2 d. u2 et 

urd.v2, l ' équa t ion (9) p a r d.u2 -+- d.v2; r e t r a n c h o n s de la s o m m e 

des d e u x p r e m i è r e s ainsi fo rmées la t r o i s i è m e , pu i s i n t é g r o n s les deux 

m e m b r e s de l ' é q u a t i o n r é s u l t a n t de cet te c o m b i n a i s o n , n o u s a u r o n s 

(10) 

Si l ' on a jou te à cet te équa t i on o u q u ' o n en r e t r a n c h e l ' équa t ion (9) 
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mul t ip l i ée p a r 2 u v , o n o b t i e n t 

R e t S é t a n t r e spec t i vemen t des fonc t ions d e u -t- v et u — o. En p o ­

san t u + v = p, [u — v) — q, les d e u x é q u a t i o n s p r é c é d e n t e s d e ­

v i e n n e n t 

d ' o ù l 'on d é d u i t 

(11) 

o u b ien 

(12) 

E n f i n , o n a u r a l ' ang le <p d u p l a n mér id i en avec le p l a n fixe des xy 

p a r l ' é q u a t i o n — H q u i r é s u l t e , c o m m e on s a i t , de l ' é q u a t i o n 

d é m o n t r é e ydx — xdy = Hdt. O n a u r a 

m e t t a n t d a n s cet te é q u a t i o n , p o u r dt, la v a l e u r t i rée de l ' é q u a t i o n (12), 

o n a u r a 



o u b ien 

(13) 

E n l ' émet tan t d a n s les é q u a t i o n s (11) , ( 12) e t ( 1 3 ) , p o u r R e t S , l eu r s 

va l eu r s 

et o b s e r v a n t q u ' e n v e r t u d ' u n e re la t ion facile à t r o u v e r e n t r e les t ro is 

c o n s t a n t e s a rb i t r a i r e s C , D , E et les q u a n t i t é s c o n n u e s , les p o l y n ô m e s 

Rp2 -+- / 4 H 2 , Sq2 -t-f* H 2 son t r e s p e c t i v e m e n t divis ibles p a r p2 — j 2 

et q2 — J2, o n r e t o m b e p r é c i s é m e n t su r les f o r m u l e s t r ouvées p a r les 

a u t r e s m é t h o d e s . 

V. 

Discussion. — N o u s a v o n s t r o u v é p r é c é d e m m e n t , en p o s a n t 

les t ro i s é q u a t i o n s su ivan tes : 

(0 

d a n s l e sque l l es les va r i ab les sont sépa rées . C o m m e on le v o i t , les va ­

l eu r s des i n c o n n u e s d é p e n d r o n t , en g é n é r a l , des fonc t ions a b é l i e n n e s , 

m ê m e q u a n d il n ' y a u r a i t a u c u n e force a p p l i q u é e a u c e n t r e fixe, e t q u e 

l ' u n e des forces app l i quées a u x cen t re s m o b i l e s serai t n u l l e . Si l ' on 

excep t e le cas o ù c h a c u n e des é q u a t i o n s P = o , Q = o a u r a i t des 

r ac ines é g a l e s , les in t ég ra le s des é q u a t i o n s (I) n e p o u r r o n t p a s se 

r é d u i r e a u x fonc t ions e l l ip t iques . 

P o u r d é t e r m i n e r les cons t an te s d ' i n t é g r a t i o n A , B , C , il suffira d e 

diviser p a r dt les d e u x m e m b r e s de c h a c u n e des é q u a t i o n s ( I ) , et d e 

r e m p l a c e r d a n s ces é q u a t i o n s p a r l eu r s v a l e u r s 



ini t iales supposées c o n n u e s . O n a u r a ainsi t ro i s é q u a t i o n s q u i n e 

c o n t i e n d r o n t pas d ' a u t r e s i n c o n n u e s q u e A , B , C. O n p o u r r a i t a u s s i , 

en se d o n n a n t la vitesse in i t ia le , d é t e r m i n e r la c o n s t a n t e C p a r l ' é q u a ­

t ion des forces vives, et les d e u x a u t r e s A et B p a r d e u x des é q u a t i o n s ( I ) , 

o u d e u x é q u a t i o n s r é s u l t a n t d e l e u r c o m b i n a i s o n . 

A p a r t le cas des r ac ines égales d o n t n o u s a v o n s p a r l é t ou t à l ' h e u r e , 

p o u r q u e les q u a d r a t u r e s des é q u a t i o n s (I) d é p e n d e n t des fonc t ions 

e l l i p t i q u e s , il est nécessa i re et suffisant q u e les pu i ssances impa i r e s 

d e p et 4a d i spara i ssen t sous les r a d i c a u x , e t q u e l 'on ai t g -h g' = o , 

g — g' — o , c ' e s t -à -d i re q u e les d e u x cen t r e s m o b i l e s n e so ient p a s 

des cen t res d ' a c t i on . Le p r o b l è m e q u e l 'on r é s o u t a l o r s n ' e s t p lus , à 

p r o p r e m e n t p a r l e r , le p r o b l è m e des cen t r e s mob i l e s . N o u s n o u s a r r ê ­

t e r o n s c e p e n d a n t u n m o m e n t s u r sa so lu t ion , p a r c e q u ' e l l e n o u s f o u r ­

n i r a la d é m o n s t r a t i o n d ' u n t h é o r è m e f o n d a m e n t a l d ' a n a l y s e . 

E n effet , g et g' é t a n t é g a u x à z é r o , le p o i n t maté r ie l n ' e s t p l u s 

soumis q u ' à u n e seule force p r o p o r t i o n n e l l e à la d i s t ance é m a n a n t d ' u n 

c e n t r e f ixe , e t la c o u r b e décr i t e p a r le p o i n t m o b i l e e s t , d ' a p r è s u n 

t h é o r è m e c o n n u , u n e sect ion c o n i q u e d o n t le c e n t r e se con fond avec 

le c e n t r e d ' a c t i on . La c o u r b e déc r i t e d a n s le p l a n m o b i l e s e r a , en 

g é n é r a l , différente d ' u n e sect ion c o n i q u e , et il sera facile d ' en t r o u v e r 

l ' équa t ion en réso lvan t ce p r o b l è m e t rès - s imple de géomé t r i e a n a l y t i q u e : 

T r o u v e r le l ieu des po in t s q u i son t les t r aces successives laissées p a r u n e 

sect ion c o n i q u e fixe su r u n p l a n m o b i l e a u t o u r d ' u n axe pas san t p a r 

le c e n t r e de la s e c t i o n , et s i tué h o r s d e son p l a n . L ' é q u a t i o n d e la 

c o u r b e é t an t o b t e n u e en c o o r d o n n é e s p o l a i r e s , pa r e x e m p l e , o n p o u r r a 

t o u j o u r s , p a r u n e t r ans fo rma t ion de c o o r d o n n é e s , l ' o b t e n i r en c o o r ­

d o n n é e s p et a . M a i s , d ' u n a u t r e c ô t é , la p r e m i è r e des é q u a t i o n s ( I ) , si 

l 'on y fait g- = o , g' = o , p2 = / , u2 — v , p e u t ê t r e mise sous la fo rme 

d o n c cet te d e r n i è r e é q u a t i o n est su scep t ib l e d ' u n e in t ég ra l e a l g é b r i q u e . 

O n est ainsi c o n d u i t à la d é m o n s t r a t i o n géné ra l e d u t h é o r è m e 

d 'Eu le r , sans q u ' i l soit be so in de c o n n a î t r e a u c u n e des t r a n s f o r m a t i o n s 

q u e l 'on p e u t faire s u b i r a u x p o l y n ô m e s d u q u a t r i è m e d e g r é c o n t e n u s 

sous les r a d i c a u x . 



D a n s Je cas o ù l 'on a k = o , le p o i n t ma té r i e l se m e u t en l igne d r o i t e , 

et la c o u r b e d a n s le p lan m o b i l e est u n e h y p e r b o l e , p u i s q u ' e l l e p e u t 

ê t r e cons idé rée c o m m e l ' in te r sec t ion d ' u n h y p e r b o l o ï d e d e r é v o l u t i o n 

p a r u n p l a n q u i passe p a r l ' axe d e r é v o l u t i o n . Ce t te r e m a r q u e c o n d u i r a i t 

e n c o r e a u t h é o r è m e d ' E u l e r . 

Ce n ' es t p a s s e u l e m e n t d a n s le cas t r è s -pa r t i cu l i e r q u e n o u s v e n o n s 

d e cons idé re r q u e la c o u r b e d a n s le p l a n m o b i l e p e u t ê t re u n e sec t ion 

c o n i q u e . O n d é m o n t r e , d e la m ê m e m a n i è r e q u e p o u r le p r o b l è m e des 

c e n t r e s f ixes , q u ' e n s u p p o s a n t les t ro i s cen t r e s agissant à la fois su ivan t 

la loi i n d i q u é e , la c o u r b e d a n s le p l an m o b i l e p e u t ê t r e u n e el l ipse 

o u u n e h y p e r b o l e satisfaisant a u x é q u a t i o n s 

et fA 0 a u x é q u a t i o n s L 'e l l ipse et l ' h y p e r b o l e son t ainsi 

d o n n é e s c h a c u n e p a r u n e so lu t i on s ingu l iè re d e la p r e m i è r e des é q u a ­

t ions ([) ; je n e c ro is pas u t i l e d e d o n n e r ici la d é m o n s t r a t i o n q u i est 

t o u t à fait la m ê m e q u e p o u r le p r o b l è m e des cen t re s fixes : il me suffira 

d e r e n v o y e r à un t rava i l r é c e n t de M. Ser re t . Je passe t o u t de sui te à la 

p a r t i e la p l u s i n t é r e s san t e de la d i scuss ion . 

N o u s a v o n s s u p p o s é , d a n s ce q u i p r é c è d e , q u e p0, v 0 é t a i en t les 

va l eu r s in i t ia les q u e l c o n q u e s d e p et y, ; s u p p o s o n s m a i n t e n a n t q u e la 

v a l e u r in i t ia le d e p o u d e >x soit égale à c. N o u s a u r o n s e n c o r e d e u x 

so lu t ions s ingu l i è res sous les c o n d i t i o n s p r é c é d e m m e n t é n o n c é e s , c 'es t -

à - d i r e p o u r v u q u e , p o u r o n ai t et p o u r 

Mais si la s o m m e 2 p des d i s tances d u p o i n t a t t i r é a u x d e u x cen t r e s 

fixes est p r é c i s é m e n t égale à la d i s t ance 2 c d e ces c e n t r e s , 1<= p o i n t 

a t t i r é se t r o u v e é v i d e m m e n t s u r la l igne qu i j o i n t les cen t r e s d ' a c t i o n , 

et en t r e les d e u x . Si 2 fx = c, le p o i n t a t t i r é se t r o u v e e n c o r e s u r la 

l igne des cen t r e s m a i s en d e h o r s des cen t res . A i n s i , le cas pa r t i cu l i e r 

o ù le p o i n t a t t i r é se t r o u v e su r la l igne m ê m e des cen t r e s est r é so lu p a r 

d e u x so lu t ions s ingu l iè res d e la p r e m i è r e des é q u a t i o n s d u m o u v e m e n t . 

V o y o n s ce q u e d e v i e n n e n t en m ê m e t e m p s les d e u x a u t r e s é q u a t i o n s 

d u m o u v e m e n t . Ces d e u x é q u a t i o n s , q u i do iven t suffire à la d é t e r ­

m i n a t i o n c o m p l è t e d u m o u v e m e n t , c o n t i e n n e n t t ro is cons t an t e s a r b i ­

t r a i r e s ; mais l ' u n e d 'e l les p e u t s ' exp r imer en fonct ion des d e u x a u t r e s 

p a r la r e la t ion p o u r 



E n s u p p o s a n t , p o u r p l u s d e s impl ic i t é , k = o , e n a 

la c o n d i t i o n p o u r q u e le p o l y n ô m e P ait d e u x rac ines égales à c est 

é v i d e m m e n t e x p r i m é e p a r l ' équa t i on 

d ' o ù l 'on t i re 

Avan t d e faire p — c d a n s les é q u a t i o n s qu i d o n n e n t do et dt, r e m ­

p l a ç o n s ; n o u s a u r o n s 

Fa i san t m a i n t e n a n t p = c, et r e m p l a ç a n t la c o n s t a n t e B p a r la v a l e u r 

q u e n o u s v e n o n s d e t r o u v e r , o n a u r a , p o u r la so lu t ion d u p r o b l è m e 

d u m o u v e m e n t d u p o i n t ma té r i e l e n t r e les d e u x c e n t r e s mob i l e s et s u r 

la l igne q u i les j o i n t , les d e u x é q u a t i o n s su ivan tes : 

(2) 

(3) 

En p o s a n t 

\x é t an t é v i d e m m e n t la d i s t ance d u p o i n t a t t i r é à l ' o r ig ine des c o o r ­

d o n n é e s , l ' é q u a t i o n (2) est l ' é q u a t i o n d e la c o u r b e en c o o r d o n n é e s 

po la i r e s . Q u a n t a u x c o n s t a n t e s H e t C , e l les s e r o n t d é t e r m i n é e s a u 

m o y e n des é q u a t i o n s 

(4) 

(5) 

d a n s lesque l les on a u r a r e m p l a c é p a r l eu r s va l eu r s ini t iales 



d o n n é e s . L ' é q u a t i o n (5) se d é d u i t d ' a i l l eu r s des é q u a t i o n s (2) et (3) 

p a r la divis ion m e m b r e à m e m b r e de ces d e u x é q u a t i o n s . 

O n a r r i ve r a de la m ê m e m a n i è r e a u x é q u a t i o n s d u p r o b l è m e d a n s 

le cas d e p. = c , e t il est facile d e vo i r q u e les é q u a t i o n s q u i c o n v i e n ­

n e n t à ce cas p e u v e n t se d é d u i r e des é q u a t i o n s c o r r e s p o n d a n t e s à p. = <• 

p a r le s imple c h a n g e m e n t d e g' en — g 7 . (Nous s u p p o s o n s t ac i t ement 

q u e g' est la force a p p l i q u é e a u c e n t r e d ' ac t ion q u i est le p l u s p r è s d u 

m o b i l e , l o r s q u e celui-c i se t r o u v e en d e h o r s des cen t res . ) 

O n p e u t vérifier d ' u n e m a n i è r e t r ès - s imple q u e les fo rmules p r é c é ­

d e m m e n t t r ouvées p o u r le cas q u i n o u s o c c u p e son t b i e n celles q u e 

d o n n e r a i t la so lu t ion d i rec te d u p r o b l è m e . 

E n effet, d a n s ce c a s , le p o i n t ma té r i e l p e u t ê t r e cons idé ré c o m m e 

soumis à l 'act ion d ' u n e force u n i q u e é m a n a n t d ' u n c e n t r e fixe, et d o n t 

et en faisant le ca lcu l t rès-simple relat if à la s épa ra t i on des v a r i a b l e s , 

o n r e t o m b e p réc i sémen t s u r les é q u a t i o n s (2) et (3), o u su r les é q u a t i o n s 

q u i s 'en d é d u i s e n t p a r le c h a n g e m e n t d e g' en — g'. 

Les fo rmules (2) et (3) f o n t , en g é n é r a l , d é p e n d r e la so lu t ion d u 

p r o b l è m e des fonct ions abé l i ennes ; m a i s , d a n s le cas d e g = g' si le 

m o b i l e se t r o u v e e n t r e les d e u x cen t r e s d ' a c t i o n , et g = — g' si le 

p o i n t a t t i ré se t r o u v e en d e h o r s des c e n t r e s , la so lu t ion n e d é p e n d 

p l u s q u e des fonc t ions e l l i p t i ques , et m ê m e la v a l e u r d e <p p e u t s 'ex­

p r i m e r p a r des fonct ions d e p r e m i è r e espèce s e u l e m e n t . 

O n p o u r r a i t d o n c , p a r les T a b l e s d e L e g e n d r e , t r o u v e r à c h a q u e 

i n s t a n t la pos i t ion d u m o b i l e ; ma i s sans e n t r e r d a n s les ca lcu ls néces ­

saires à cet o b j e t , n o u s p o u v o n s d o n n e r u n e idée d e la c o u r b e déc r i t e 

dans les d e u x cas pa r t i cu l i e r s q u e n o u s v e n o n s d ' é n o n c e r , et a u x q u e l s , 

à p a r t i r de ce m o m e n t , n o u s a l lons n o u s b o r n e r u n i q u e m e n t . 
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l ' in tens i té serai t le s igne -+- ou le s igne — é t a n t chois i 

se lon q u e le m o b i l e est ou n ' e s t pas e n t r e les d e u x cen t re s d ' ac t ion . Mais 

d ' a p r è s les f o rmu le s d o n n é e s en M é c a n i q u e p o u r le m o u v e m e n t d ' u n 

p o i n t a t t i r é vers u n cen t r e f ixe , on p e u t éc r i re i m m é d i a t e m e n t les deux 

é q u a t i o n s 



Les é q u a t i o n s d u m o u v e m e n t (2) e t (3) p e u v e n t se m e t t r e sous la 

fo rme 

(6) 

(7) 

a2 et ë 2 é t a n t les v a l e u r s d e p.2, q u e l 'on o b t i e n t en posant 

(On t r o u v e fac i lement d ' a i l l eu r s q u e c est c o m p r i s e n t r e les d e u x v a l e u r s 

a e t g.) 

Les é q u a t i o n s p r é c é d e n t e s (6) et (7) s ' a p p l i q u e r o n t a u m o u v e m e n t d u 

p o i n t m o b i l e s u r la l igne des cen t r e s d ' a c t i o n , q u e ce p o i n t soit o u n e 

soit p o i n t e n t r e les d e u x c e n t r e s , p o u r v u q u e l 'on s u p p o s e q u e la force 

a t t r ac t ive a p p l i q u é e a u c e n t r e le p l u s p r o c h e d u m o b i l e d e v i e n n e 

répu ls ive l o r s q u e le m o b i l e se t r o u v e su r le p r o l o n g e m e n t d e la l igne 

des cen t re s : c'est ce q u e n o u s s u p p o s e r o n s d a n s t o u t ce q u i va su iv re . 

I l y a u r a t ro i s cas à cons idé re r d a n s la d i s c u s s i o n , su ivan t q u e C 

sera positif, négat i f o u n u l ; c 'es t -à-dire en dé s i g n an t p a r Vo e t p.Q les 

v a l e u r s ini t iales d e V et d e p., s u ivan t q u e l 'on a u r a 

L ' é q u a t i o n (6) m o n t r e q u e , d e p u i s la v a l e u r p. = a j u s q u ' à p. = c, 

o n a u r a des va leu r s réelles p o u r l ' ang le <p ; q u e , p o u r p. = a, la c o u r b e 

est p e r p e n d i c u l a i r e a u r a y o n vec t eu r ; et q u e , p o u r p. = c, el le est t an ­

gente a u r a y o n vec teu r . O n a u r a ainsi u n e b r a n c h e d e c o u r b e q u i com­

m e n c e r a à u n e d is tance de l 'o r ig ine p. = a, et q u i se t e r m i n e r a a u cerc le 

p, = c : la b r a n c h e de c o u r b e sera d o n c t o u t en t i è re c o m p r i s e e n t r e 

le cen t r e et la c i rconférence d e ce cerc le . R e m a r q u o n s aussi q u ' a u 

p o i n t p. = c des c i r cons tances s ingul iè res se manifes tent c o m m e on 

devai t s'y a t t e n d r e . La vitesse V se confond avec la vitesse su ivan t le 



r a y o n vec teu r — , et elle a u n e v a l e u r in f in ie , t and i s q u e la vitesse 

angu la i r e conse rve u n e v a l e u r finie. 

Si l ' on s u p p o s e m a i n t e n a n t q u e le m o b i l e se t r o u v e su r le p r o l o n g e ­

m e n t d e la l igne des cen t re s s u r l eque l il a é té p r i m i t i v e m e n t p l a c é , 

on ve r r a sans difficulté q u e la c o u r b e décr i t e pa r le m o b i l e est u n e 

espèce de sp i ra le ex té r i eure a u cerc le p. = c, et q u i , c o m m e n ç a n t p a r 

ê t re p e r p e n d i c u l a i r e a u r a y o n v e c t e u r , à u n e d i s t ance d e l 'o r ig ine 

p. = ë, t e n d , ap rè s u n n o m b r e infini de c i r c o n v o l u t i o n s , à deven i r 

t angen t e a u r a y o n vec t eu r . 

Ce second cas se d i scu te ra i t c o m m e le p r écéden t . On t rouve ra i t 

d ' a b o r d , d a n s l ' i n t é r i eu r d u cerc le p. = c, u n e b r a n c h e d e c o u r b e p a s ­

sant p a r le c e n t r e d u ce r c l e , et t e rminée au r a y o n vec teu r p. = a, a u ­

q u e l el le est p e r p e n d i c u l a i r e ; p u i s , h o r s d u c e r c l e , u n e s econde 

b r a n c h e p a r t a n t p e r p e n d i c u l a i r e m e n t d e la c i r c o n f é r e n c e , p o u r se 

t e r m i n e r à la d i s t ance p, = g, p e r p e n d i c u l a i r e m e n t a u r a y o n v e c t e u r . 

C é t a n t égal à z é r o , il est facile d e voi r q u ' e n p o s a n t 

l ' équa t i on différentielle de la c o u r b e p e u t s 'écr i re 

L a pa r t i e de c o u r b e s i tuée h o r s d u ce rc le n ' ex i s te p l u s m a i n t e n a n t , et 

l ' on a d a n s l ' i n t é r i eu r de ce cerc le u n e b r a n c h e de c o u r b e a n a l o g u e à 

celle q u i a été t rouvée d a n s le p r e m i e r cas. Mais ce q u i est t r e s - r e m a r -

q u a b l e , c 'est q u e cet te b r a n c h e de c o u r b e est la moi t ié d e l ' a rc d ' u n e 

ép icyc lo ïde c o m p r i s e n t r e d e u x po in t s de r e b r o u s s e m e n t successifs. 

Ce t te ép icyc lo ïde , c o m m e il est facile de le vo i r d ' a i l l e u r s , est e n g e n ­

d r é e p a r un p o i n t de la c i rconfé rence d 'un ce rc le de r a y o n r o u l a n t 

i n t é r i e u r e m e n t su r le cerc le p. = c. On p e u t r e m a r q u e r e n c o r e q u e 

si l 'on p r e n d p o u r va l eu r ini t ia le de p. la v a l e u r a. e l l e - m ê m e , e t , 

p a r c o n s é q u e n t . p o u r vitesse init iale la vitesse p e r p e n d i c u l a i r e au 

4. 



r a y o n vec teur , o n t r o u v e , p o u r ce t te vitesse i n i t i a l e , 1 exp re s s ion t res-

s imple 

D a n s le d e r n i e r cas q u e n o u s v e n o n s d ' e x a m i n e r , l ' é q u a t i o n diffé­

rent ie l le d e la c o u r b e étai t i n t é g r a b l e , o n p e u t se d e m a n d e r s'il existe 

d ' a u t r e s cas d ' i n t é g r a t i o n . 

Il est év iden t q u e les seconds m e m b r e s des é q u a t i o n s (2) et (3) , d a n s 

lesque l les M a la v a l e u r q u e n o u s a v o n s d o n n é e p l u s h a u t , n e p o u r ­

ra i en t deven i r des différentielles exactes q u e d a n s d e u x cas : si y/fx2 — c2 

était fac teur c o m m u n a u n u m é r a t e u r et a u d é n o m i n a t e u r des s econds 

m e m b r e s , o u b i e n si M étai t u n ca r r é parfai t . O r il est facile d e voi r 

d ' a b o r d q u e le d e r n i e r cas n e p e u t j a m a i s se p r é s e n t e r ; c a r , en e x p r i ­

m a n t la c o n d i t i o n p o u r q u e M = o ai t d e u x rac ines égaies , o n t r o u v e 

u n e é q u a t i o n imposs ib le e n t r e H e t C. Q u a n t a u p r e m i e r c a s , si l ' on 

me t l ' équa t i on différentielle d e la c o u r b e sous la fo rme 

o n voit q u e \jc2 — p? n e p o u r r a i t ê t r e fac teur c o m m u n q u e si gc = o. 

O r les cas d e g = o , c = o son t é v i d e m m e n t à e x c l u r e ; et d ' a i l l eu r s 

si l ' on faisait l ' i n t é g r a t i o n , on t r o u v e r a i t l ' équa t i on po la i r e d ' u n e l igne 

d r o i t e , c o m m e cela do i t ê t re é v i d e m m e n t . 
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T H È S E D'ASTRONOMIE. 

Sur les perturbations planétaires. 

I . 

L o r s q u e le p r i nc ipe des forces vives a l i e u , les é q u a t i o n s d u m o u v e ­

m e n t d ' u n o u d e p lu s i eu r s po in t s l ibres p e u v e n t se m e t t r e sous la 

fo rme 

(0 

S u p p o s o n s q u ' o n ait o b t e n u les in tégra les d e ces é q u a t i o n s avec le 

n o m b r e 2n d e cons t an t e s a rb i t r a i r e s d o u b l e d u n o m b r e des va r iab les 

i n d é p e n d a n t e s , e t q u ' o n veui l le avo i r les in tégra les des é q u a t i o n s d u 

m o u v e m e n t t r o u b l é 

(2) 

D ' a p r è s la théor i e d e la va r i a t i on des cons t an t e s a r b i t r a i r e s , o n p e u t 

s u p p o s e r q u e , d a n s le m o u v e m e n t p r imi t i f et d a n s le m o u v e m e n t t r o u ­

b l é , les c o o r d o n n é e s x, y, z . . . , e t les vitesses - s o n t e x p r i ­

mées de la m ê m e m a n i è r e , a u m o y e n des cons t an te s a,, b,,, a2, b2,... 

aa, b„; mais d a n s le cas d u m o u v e m e n t t r o u b l é , on a à r é s o u d r e la 

ques t i on d e t r o u v e r les var ia t ions d e ces de rn i è r e s q u a n t i t é s p o u r u n e 

é p o q u e q u e l c o n q u e d u m o u v e m e n t . L a g r a n g e a d o n n é u n e fo rme 

t r è s - é l égan t e a u x é q u a t i o n s q u i se rven t à d é t e r m i n e r la va r i a t ion des 

cons t an t e s a rb i t r a i r e s d a n s le cas q u i n o u s o c c u p e . Il a r e m a r q u é , en 



par t i cu l i e r , q u e si les var iab les a{, bt, a2, b 2 , . . . , an, bn son t les va l eu r s 

ini t iales des c o o r d o n n é e s et des v i tesses , les é q u a t i o n s d u p r o b l è m e 

p r e n n e n t la fo rme e x t r ê m e m e n t s imple 

(3) 

Mais en se fondan t su r les t r a v a u x d e M. H a m i l t o n , M. J a c o b i a d o n n é 

u n a u t r e sys tème d e cons tan tes d o n t les va r i a t i ons son t d o n n é e s p a r 

des é q u a t i o n s d e la fo rme des é q u a t i o n s (3) , et q u i son t p l u s a v a n t a ­

geuses d a n s le p r o b l è m e des p e r t u r b a t i o n s p lané ta i res . Voici c o m m e n t 

son t d o n n é e s les cons t an te s a rb i t r a i r e s d e M. J a c o b i : 

9 é t an t une fonct ion de x,y-, z,.,., a.,, a2,... q u i satisfait à l ' équa t i on 

a u x différences par t ie l les 

et les in tégra les des é q u a t i o n s ( i ) é t a n t , c o m m e o n sa i t , les su ivan tes : 

(3) 

les %n cons t an te s a rb i t r a i r e s a t , <z 2 , . . . , C , - jou i ssen t de la m ê m e 

p r o p r i é t é q u e les v a l e u r s ini t iales des c o o r d o n n é e s e t des v i tesses , 

c ' es t -à -d i re q u ' o n au ra 

(4) 

L e t h é o r è m e q u e je v iens d e r e p r o d u i r e d ' a p r è s M. J acob i se t r o u v e 

é n o n c é sans d é m o n s t r a t i o n d a n s le c i n q u i è m e v o l u m e des Comptes 

rendus de l'académie des Sciences. Je m e p r o p o s e d e le d é m o n t r e r 

i c i , en m e se rvan t c o m m e l e m m e d ' u n e a u t r e p ropos i t i on d o n n é e 

aussi sans d é m o n s t r a t i o n p a r M. J a c o b i , à la sui te d e cel le q u e je 

viens d ' é n o n c e r . Je d é m o n t r e r a i d ' a b o r d cet te p ropos i t i on . 

M. J a c o b i se pose le p r o b l è m e su ivan t : 

« É t a n t d o n n é u n sys tème q u e l c o n q u e d ' é l é m e n t s e n t r e l e sque l s et 

le t e m p s on a , dans le m o u v e m e n t t r o u b l é , u n sys tème d ' é q u a t i o n s 



d e la fo rme c a n o n i q u e (*), t r o u v e r d ' a u t r e s sys tèmes d ' é l émen t s 

j ou i s san t d e la m ê m e p r o p r i é t é . » 

L a so lu t i on d e ce p r o b l è m e est c o n t e n u e d a n s le t h é o r è m e su ivan t : 

Soit d o n n é le sys tème 

(5) 

» H é t a n t u n e fonction q u e l c o n q u e d e t et des va r i ab les at, b{ , 

» a 2 , b2,...,a„, bn, so ient a,, j 3 4 , a 2 , j 3 2 , . . . , a „ , | 3„ d e nouve l l e s var iab les 

» e n t r e l esque l les et les p r é c é d e n t e s o n a les é q u a t i o n s su ivan tes : 

(6) 

» é t an t u n e fonction q u e l c o n q u e des va r iab les <%, a 2 . . . a „ , a, a2... an 

» q u i n e c o n t i e n t n i t n i les a u t r e s var iab les . 

» Je dis q u e si l ' on e x p r i m e , a u m o y e n des é q u a t i o n s p r é c é d e n t e s , 

» la fonct ion H p a r t et les nouve l l e s va r i ab les ata2,...,un, jS, jS 2 , . . . , jS„, 

» o n a u r a e n t r e ces de rn i è r e s des é q u a t i o n s différentielles p r éc i s émen t 

» d e la m ê m e fo rme q u e les p r o p o s é e s , savoi r : 

(7) 

Si l ' on n e s u p p o s e a u c u n e fo rme p a r t i c u l i è r e a u x é q u a t i o n s q u i l ient 

e n t r e el les les nouve l l e s et les anc i ennes v a r i a b l e s , o n a u r a , en g é n é r a l , 

p o u r d é t e r m i n e r la va r ia t ion des n o u v e a u x é l é m e n t s , les é q u a t i o n s 

c o n n u e s 

(8) 

( * ) C'est-à-dire de la forme des équations (3). 



Les s y m b o l e s [ a , , / 3 , ] , [a,, a 2 ] , e t c . , a y a n t l eu r signification o r d i ­

n a i r e , c ' e s t -à -d i re q u ' o n a , p a r e x e m p l e , 

N o u s avons m a i n t e n a n t à faire vo i r q u e si les nouve l l e s var iab les 

a , , b,, a 2 , / 3 2 , a„ , /3„ son t liées a u x a n c i e n n e s a{,bt, a 2 , b2,...,a„,bn 

p a r les é q u a t i o n s (6) , les é q u a t i o n s (8) se r é d u i r o n t à la fo rme c o n n u e ; 

o r , p o u r c e l a , il suffit é v i d e m m e n t de p r o u v e r q u e l 'on a les é q u a t i o n s 

su ivantes : 

P r o u v o n s , p a r e x e m p l e , q u e l ' on a [<z, j3,] = i . 

D a n s ce b u t , n o u s f o r m e r o n s d ' a b o r d les différentielles de è p a r 

r a p p o r t à a, et | S f . û> est p r i m i t i v e m e n t u n e fonct ion des va r iab les 

a , , a 2 , . . . , œ„, a,, a2,..., an; mais n o u s s u p p o s o n s , en p r e n a n t les diffé­

r e n t i e l l e s , q u ' o n ai t r e m p l a c é at, a 2 , a n p a r l eu r s va leu r s en 

a , , a 2 , . . . , a „ , /S , , / 3 a , . . . , /3„. E n dés ignant p a r ( ^ - ^ la différentielle de ^ 

pr i se p a r r a p p o r t à la va r i ab l e a , , en t an t qu ' e l l e e n t r e exp l i c i t emen t 

d a n s la fonc t ion , n o u s a u r o n s les d e u x é q u a t i o n s 

Mais en v e r t u des é q u a t i o n s (6) , o n a 

d o n c les é q u a t i o n s p r écéden t e s d e v i e n n e n t 

M a i n t e n a n t , si l'on différentie la p r e m i è r e des é q u a t i o n s p r écéden t e s pa r 

r a p p o r t à | 3 , , la seconde p a r r a p p o r t à a , , et q u ' o n égale les d e u x 



résu l ta t s en effaçant les t e r m e s a n a l o g u e s à 

Si, d ' u n a u t r e c ô t é , o n c o n s i d è r e les q u a n t i t é s 

q u i se d é ­

t ru i sen t dans les d e u x m e m b r e s , il reste p r é c i s é m e n t 

On p r o u v e r a i t de la m ê m e m a n i è r e q u e l ' on a 

o n 

voi t t o u t d e su i te p o u r q u o i , en a p p l i q u a n t le m o d e d e d é m o n s t r a t i o n 

p r é c é d e n t , ces q u a n t i t é s son t nu l l e s et n o n pas égales à i . C'est q u e , 

p a r e x e m p l e , d a n s les q u a n t i t é s - q u i do iven t c o n d u i r e à 

la q u a n t i t é les t e rmes é t an t différentiés p a r r a p p o r t 

à v.i, a 2 son t n u l s , et d a n s , q u i do iven t d o n n e r 

les t e rmes a n a l o g u e s n e se t r o u v e n t p a s . 

Le t h é o r è m e q u i do i t n o u s serv i r d e l e m m e p e u t ê t re cons idé ré 

m a i n t e n a n t c o m m e c o m p l è t e m e n t d é m o n t r é . 

R e v e n o n s a u p r e m i e r t h é o r è m e , d o n t la d é m o n s t r a t i o n est n o t r e 

obje t p r inc ipa l . 

L o r s q u e les é l é m e n t s va r iab les son t les va leu r s ini t ia les des c o o r ­

d o n n é e s et les va l eu r s ini t iales des quan t i t é s 

q u e n o u s dé s igne rons p a r les é q u a ­

t ions q u i d é t e r m i n e n t les va r ia t ions des é l émen t s o n t , c o m m e n o u s 

l ' avons déjà r e m a r q u é , la fo rme c a n o n i q u e ; ce s o n t , p a r e x e m p l e , les 

é q u a t i o n s ( 5 ) , d a n s l esque l les o n a u r a i t c h a n g é les s ignes d e b, , 

b2,..., o u , ce q u i r ev ien t au m ê m e , les s ignes des s econds m e m b r e s . 

P o u r q u e le t h é o r è m e q u e n o u s avons en v u e soit d é m o n t r é , il 

suffi t , d ' a p r è s le l e m m e , d e faire voir q u e des é q u a t i o n s s emblab le s 

aux é q u a t i o n s (6) l ient les anc i ennes var iab les 

an, bn, a u x nouve l l e s a, o b t e n u e s c o m m e il 

a été dit en c o m m e n ç a n t . 

O r n o u s avons vu q u e les in tégra les des é q u a t i o n s (i) sont les 

su ivantes : 

5 



et l 'on sa i t , d ' a i l l e u r s , q u ' o n a les in tégra les p r e m i è r e s 

Si l ' on fait d a n s ces é q u a t i o n s t = o , o n d e v r a r e m p l a c e r 

p a r l eu r s va l eu r s ini t ia les 

d e v i e n d r a a lo r s u n e fonct ion d e 

et l ' on a u r a les é q u a t i o n s 

c 'es t -à-dire p r é c i s é m e n t les é q u a t i o n s (6 ) . 

L e t h é o r è m e est d o n c d é m o n t r é . 

I I . 

N o u s a l lons m a i n t e n a n t faire l ' app l ica t ion d u t h é o r è m e d e M. J a ­

cob i a u p r o b l è m e des p e r t u r b a t i o n s p l ané t a i r e s . Si les v a l e u r s ini t ia les 

des c o o r d o n n é e s et des vitesses é ta ien t des é l é m e n t s d o n t il fût a v a n ­

t a g e u x d e d é t e r m i n e r les va r i a t i ons d e p ré fé rence à t o u s les a u t r e s , 

le t h é o r è m e d e M . J a c o b i , q u o i q u e c u r i e u x en l u i - m ê m e , serai t sans 

u t i l i té réel le ; mais s'il a r r i v e , c o m m e n o u s a l l ons le faire voir , q u ' e n 

chois issant c o n v e n a b l e m e n t les fonc t ions 0 , les cons t an t e s a,, jS,, 

a 2 , j3 2, a 3 , jS3 soient p réc i sémen t les é l émen t s d o n t il i m p o r t e d e ca l cu le r 

les v a r i a t i o n s , o n conço i t t o u t e l ' i m p o r t a n c e d u n o u v e a u t h é o r è m e . 

Je n e sais p a r que l l e m é t h o d e M. J a c o b i d é t e r m i n e u n e so lu t ion c o m ­

p lè te de l ' équa t i on a u x différences p a r t i e l l e s ; m a i s , q u o i q u ' i l en 

so i t , je m ' a p p u i e r a i , p o u r la r e c h e r c h e d e la so lu t ion c o m p l è t e , su r 

des résu l ta t s q u e j ' a i p r é c é d e m m e n t o b t e n u s d a n s u n a u t r e t rava i l . La 

règle q u e n o u s a v o n s d o n n é e p l u s h a u t p o u r o b t e n i r les cons t an t e s 

est la su ivan te : 

D é t e r m i n e z u n e fonct ion 0 d e se, y, z q u i c o n t i e n n e , o u t r e la 

c o n s t a n t e q u ' o n p e u t t o u j o u r s lui a jou te r , les t ro is cons tan tes A , B , C , 



et q u i satisfasse i d e n t i q u e m e n t à l ' é q u a t i o n a u x différences par t ie l les 

p u i s formez les in t ég ra le s 

A', B ' , t s e ron t les six cons t an t e s d e m a n d é e s . 

S u p p o s o n s q u e d a n s l ' équa t ion p r é c é d e n t e , y, z soient r e m ­

placées p a r d ' a u t r e s va r iab les t e l l emen t chois ies , q u e l ' équa t i on a u x 

différences par t ie l les ai t u n e fo rme a n a l o g u e à celle q u ' e l l e avai t 

d ' a b o r d , c ' e s t - à -d i r e qu ' e l l e soit de la fo rme 

Si l ' on ob t i en t u n e fonct ion 0 d e p , , p2, p3 et des cons tan tes 

a rb i t r a i r e s A, B , C satisfaisant i d e n t i q u e m e n t à l ' équa t i on p r é c é d e n t e , 

il est c lair q u e si d a n s l ' express ion de 0 o n me t à la p l a c e d e p,, p2, p3 

l e u r s va leu r s en x, y, z , on a u r a u n e so lu t ion c o n v e n a b l e d e l ' équa ­

t ion différentiel le p r o p o s é e . Mais a u l ieu d e r e m p l a c e r d ' a b o r d d a n s 0 

pti P21 p3 so ient r emp lacées p a r l eu r s va leurs en x, y, z. L e d e r n i e r 

c h a n g e m e n t d e var iab les q u e n o u s v e n o n s d ' i n d i q u e r n 'es t po in t d ' a i l ­

l eu r s nécessa i re ; n o u s n ' e n avons p a r l é q u e p o u r la c la r té de l ' e x p o ­

s i t ion. Ce q u i i m p o r t e s e u l e m e n t , c 'est de b i en savoir que l l e est la 

signification des c o n s t a n t e s A , B , C , A', B' , - : c 'est u n e q u e s t i o n su r 

l a q u e l l e n o u s r e v i e n d r o n s b ien tô t . 

I l n o u s faut m a i n t e n a n t chois i r n o t r e sys tème d e c o o r d o n n é e s . Celui 

q u i se p r é sen t e n a t u r e l l e m e n t à l ' espr i t est le sys tème des c o o r d o n n é e s 

po la i res d a n s l ' espace q u i satisfait à ce t te c o n d i t i o n , q u e l ' équa t ion 

a u x différences par t ie l les ai t u n e forme a n a l o g u e à celle qu 'e l le avait 

d ' a b o r d . 

5. 

p a r l eu r s v a l e u r s en il est év iden t q u ' e n p e u t 

p r e n d r e i m m é d i a t e m e n t les différentielles de 6 p a r r a p p o r t à A , B , C , 

sauf à imag ine r q u ' e n s u i t e , d a n s 



M. L i o u v i l l e , d a n s u n cas t r ès -généra l d e la fonction des forces a , 

fait c o n n a î t r e u n e so lu t i on 0 e x p r i m é e a u m o y e n des c o o r d o n n é e s 

po la i res d a n s l ' espace . D a n s son M é m o i r e , ce t te so lu t ion 0 est d é d u i t e 

d ' u n e a u t r e b e a u c o u p p l u s c o m p l e x e , q u i est e x p r i m é e en c o o r d o n ­

nées e l l ip t iques . Mais c o m m e d a n s m a T h è s e s u r le m o u v e m e n t d ' u n 

p o i n t ma té r i e l a t t i ré p a r d e u x cen t r e s m o b i l e s , j ' a i o b t e n u , p o u r u n e 

ce r t a ine express ion d e la fonct ion des fo rces , u n e so lu t ion 0 e x p r i m é e 

en fonct ion des c o o r d o n n é e s e l l ip t iques d a n s u n p l a n et d e l ' ang le d e 

ce p l a n avec u n p l a n f ixe , il m ' a p a r u c o n v e n a b l e d e d é d u i r e la fonc­

t ion 0 , d a n s le cas des c o o r d o n n é e s p o l a i r e s , d e cel le q u e j ' a v a i s déjà 

t r o u v é e , et q u e j e vais r a p p e l e r . 

La fonct ion 0 d o n t il s 'agit est la su ivan te : 

P o u r i n t r o d u i r e d a n s 0 les c o o r d o n n é e s p o l a i r e s , s a v o i r , le r a y o n 

vec teu r r , l ' ang le d u r a y o n v e c t e u r avec l ' axe d e z , l ' ang le a d e l ' axe 

des x et d e la p ro jec t ion su r le p l a n des xj d u r a y o n v e c t e u r , il y a 

p r i n c i p a l e m e n t à cons idé re r le t e r m e 

s u r l eque l p o r t e t o u t e la difficulté. 

E n effet, p o u r passe r d u sys tème de c o o r d o n n é e s d a n s l eque l est 

e x p r i m é e la fonction 0 p r é c é d e n t e a u sys tème des c o o r d o n n é e s p o ­

l a i r e s , il suffit de s u p p o s e r q u e l ' un des cen t r e s fixes a u x q u e l s se r a p ­

p o r t e n t les q u a n t i t é s p é t an t les d i s ­

t ances d u p o i n t a t t i ré a u x d e u x c e n t r e s ) , v i enne se c o n f o n d r e avec 

l ' a u t r e : c 'est ce q u ' o n e x p r i m e en faisant p = r , p. = o , c = o. 

L e p r e m i e r t e r m e de 0 dev ien t a lo r s , en y faisant c = o , p = r , 

et le d e r n i e r t e r m e res te tel q u ' i l étai t ; ma i s 

o n ne voi t p a s i m m é d i a t e m e n t ce q u e dev ien t le second t e r m e c o n t e ­

n a n t en év idence la q u a n t i t é q u i , d a n s l ' h y p o t h è s e ac tue l l e , se p r é -



sen te sous la fo rme P o u r ca lcu le r ce second t e r m e , écr ivons- le sous 
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la forme 

e t c h e r c h o n s la v a l e u r l imi te d e ^ p o u r ju. = o , c ~ o. P o u r t r o u v e r 

cet te l i m i t e , c a l c u l o n s la v a l e u r d e r ' d a n s le t r i ang le a y a n t p o u r 

côtés r, r', ic et 90 — p o u r ang le c o m p r i s e n t r e les cô tés r et 2 c ; 

n o u s a u r o n s 

pu i s 

et en f in , l imi te de - = — sin <J>, et , p a r sui te , 

I n t r o d u i s o n s ces va leu r s d a n s le s econd t e r m e mis sous la forme q u e 

n o u s v e n o n s de lu i d o n n e r , n o u s a u r o n s , p o u r ce second t e r m e , 

la va l eu r c o m p l è t e d e 9 dev ien t a l o r s , c o m m e M. Liouvi l le l'a trouve-

d ' u n e a u t r e m a n i è r e , 

Q u a n t à la fonc t ion U q u i do i t a c c o m p a g n e r cet te v a l e u r d e 0 , on 

p e u t la d é d u i r e aussi d e la fonct ion U q u i a c c o m p a g n a i t n o t r e a n c i e n n e 



va l eu r de 0 en m e t t a n t cet te d e r n i è r e fonct ion TJ sous la fo rme 

et passant à la l imi te , on a 

Si l 'on fait j'(r) — rk j \ (r), la va leur d e U p r e n d la fo rme p l u s s imple 

III . 

11 faut m a i n t e n a n t a p p l i q u e r les nouve l l e s va l eu r s de 0 et de U a u 

p r o b l è m e des d e u x co rps . U é t an t égal , d a n s le p r o b l è m e d o n t il s 'agit, 

a - , on a u r a 
r 

e t , p a r s u i t e , 

F o r m a n t m a i n t e n a n t les équa t ions 

a u r a 

(9) 

(10) 

(11) 

ou b ien , en dif férent iant , 

(12) 



(13) 

(14) 

Si j ' ava i s v o u l u é tab l i r u n e l iaison p l u s i n t i m e e n c o r e en t r e m o n 

t rava i l ac tue l et le t ravai l su r le m o u v e m e n t d ' u n po in t a t t i ré p a r d e u x 

cen t res m o b i l e s , j ' a u r a i s p u o b t e n i r les f o r m u l e s p r é c é d e n t e s sans 

passer pa r le ca l cu l d ' u n e n o u v e l l e fonc t ion ©. I l e û t suffi p o u r cela 

d ' i n t r o d u i r e d a n s les f o rmu le s d u p r o b l è m e q u e n o u s v e n o n s de r a p -

pe le r les cond i t i ons L e 

c a l c u l , fait d e cet te m a n i è r e , conf i rme p l e i n e m e n t d a i l l eurs celui q u e 

n o u s v e n o n s d e fa i re . 

IV . 

N o u s p o u r r i o n s faire voi r dès m a i n t e n a n t , p a r les é q u a t i o n s ( i3) , 

(14) et (15), q u e le p r inc ipe des a i res a l i e u , q u e la c o u r b e est p l a n e , 

et qu ' e l l e est u n e sect ion c o n i q u e ; mais la q u e s t i o n i m p o r t a n t e é t a n t 

d e t r o u v e r la signification des cons t an te s A , B , C , A', B' , T , n o u s 

a l lons n o u s o c c u p e r i m m é d i a t e m e n t de cet te q u e s t i o n , et celle d ' i n ­

t e r p r é t e r les é q u a t i o n s ( 13), ( 1 4 ) et (15) se t r o u v e r a r é so lue en m ê m e 

t emps . 

P o u r t r o u v e r la signification des différentes cons tan tes a r b i t r a i r e s , 

n o u s a l lons c o m p a r e r n o s fo rmules a u x é q u a t i o n s c o n n u e s d u m o u v e ­

m e n t e l l ip t ique a u q u e l n o u s v o u l o n s n o u s b o r n e r . O n voit d ' a b o r d 

i m m é d i a t e m e n t ce q u e r e p r é s e n t e la c o n s t a n t e C ; ca r p u i s q u e , d ' u n 

c ô t e , n o u s a v o n s posé et q u e , d ' a p r è s la fo rmule c o n n u e 

d u m o u v e m e n t e l l i p t i que , o n a 

o n a u r a 

P o u r t r o u v e r la signification des c o n s t a n t e s a rb i t r a i r e s B et x , n o u s 



c o m p a r e r o n s à l ' é q u a t i o n c o n n u e d u m o u v e m e n t e l l i p t i q u e , 

l ' é q u a t i o n (14) mise sous la fo rme 

On voit q u e l ' on p e u t pose r 

c ' e s t -à -d i re q u ' a u fac teur p r è s — g, B r ep ré sen t e le d e m i - p a r a m è t r e . 

Q u a n d o n a r e m p l a c é B et C p a r l e u r s va l eu r s d a n s l ' é q u a t i o n (11) , 

ce t te équa t ion dev ien t i d e n t i q u e à cel le d u m o u v e m e n t e l l ip t ique 

D o n c t p e u t ê t r e cons idé ré c o m m e r e p r é s e n t a n t le t e m p s d u passage 

p a r le pér ihé l ie . 

P o u r o b t e n i r la va l eu r d e la c o n s t a n t e A , m u l t i p l i o n s m e m b r e à 

m e m b r e les é q u a t i o n s (12) et ( 1 4 ) , p u i s divisons m e m b r e à m e m b r e 

cet te nouve l l e é q u a t i o n et l ' é q u a t i o n (13) ; il v i end ra 

ce q u i d o n n e le p r i n c i p e des aires a p p l i q u é a la p ro jec t ion de la t r a ­

j ec to i r e su r le p l a n des xy, e t , p a r s u i t e , à l ' o rb i t e e l l e - m ê m e , en 

a d m e t t a n t , ce q u i r ésu l t e d u res te de n o s f o r m u l e s , c o m m e n o u s le 

ferons voi r t o u t à l ' h e u r e , q u e l ' o rb i t e est p l a n e . 

L e d o u b l e d e l 'a i re décr i te d a n s l ' un i t é de t e m p s su r le p l an de 

l ' o rb i t e p a r le r a y o n vec t eu r é tan t égal à n o u s a u r o n s , 

en r e p r é s e n t a n t p a r y l ' ang le d u p l an de l ' o rb i t e avec le p l an des xy 



P o u r o b t e n i r m a i n t e n a n t la v a l e u r de B ' , n o u s a l lons d é d u i r e d e 

n o s é q u a t i o n s l ' é q u a t i o n po la i r e d e l 'e l l ipse . E n d é s ig n an t p a r 9 l ' ang le 

fait p a r le r a y o n vec teu r avec u n axe chois i a r b i t r a i r e m e n t d a n s le 

p l a n d e l ' o r b i t e , n o u s a u r o n s , d ' a p r è s le p r inc ipe des a i res , l ' équa t i on 

ou b i e n , en m e t t a n t à la p lace d e \/A sa v a l e u r p r é c é d e m m e n t t r o u v é e 

S u b s t i t u a n t m a i n t e n a n t p o u r dcp sa va l eu r t i rée d e l ' é q u a t i o n (12), et 

i n d i q u a n t l ' i n t ég ra t i on , o n a u r a 

p u i s , si l 'on me t d a n s l ' équa t i on (10) , à la p lace de 

v a l e u r il v i end ra 

o u bien 

O r cet te é q u a t i o n dev ien t i d e n t i q u e à l ' é q u a t i o n p o l a i r e d e l ' e l l ipse , 

en r e m e t t a n t p o u r B et C l eu r s va l eu r s . O n voit a insi q u ' o n p e u t s u p ­

p o s e r q u e a est la l o n g i t u d e d u p é r i h é l i e , e t , p a r 

c o n s é q u e n t , q u ' a u fac teur 2 Vg p r è s , B ' est la l o n g i t u d e d u pér ihé l i e 

divisée p a r la r a c i n e ca r r ée d u d e m i - p a r a m è t r e . 

I l n o u s res te à t r o u v e r la signification d e la c o n s t a n t e A'. O r ce t te 

c o n s t a n t e n o u s est d o n n é e i m m é d i a t e m e n t p a r l ' é q u a t i o n ( 1 1 ) , mise 
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sous la fo rme 

ca r il suffit d e s u p p o s e r q u e l a c o n s t a n t e — i A' y A est la va leur de «. 

p o u r ^ = ^ , c ' e s t -à -d i re la l o n g i t u d e d u n œ u d . Ains i , a u fac teur 

p rès — la cons t an t e A' est égale à la l o n g i t u d e d u n œ u d d i ­

visée p a r le p r o d u i t d e la r ac ine ca r r ée d u d e m i - p a r a m è t r e et d u cos inus 

d e l ' inc l ina ison . 

R e m a r q u o n s , en p a s s a n t , q u e l ' é q u a t i o n (12), ap rès q u ' o n y a r e m ­

p lacé A et B p a r l e u r s va l eu r s p r é c é d e m m e n t t r o u v é e s , p e u t s 'écr i re 

e t , en i n t é g r a n t , on a 

h é t an t la l o n g i t u d e d u n œ u d . 

L ' équa t ion p r é c é d e n t e p e u t ê t r e cons idé rée c o m m e l ' équa t ion d ' u n 

p l an q u i fait u n ang le y avec le p l an des xy, e t d o n t la t r ace su r ce 

p l a n fait avec l 'axe des x u n ang le h, c o m m e il est facile d e le voir 

p a r u n t r i ang le s p h é r i q u e rec tang le . N o u s p o u v o n s d o n c d i r e q u e la 

c o u r b e est p l a n e , c o m m e n o u s l ' av ions s u p p o s é d a n s les ca lcu l s p r é c é ­

d e n t s , et en m ê m e t e m p s n o u s avons u n e vérification de la d é t e r m i ­

n a t i o n d e n o s cons t an t e s A et B. 

C o n c l u o n s m a i n t e n a n t c o m m e r é s u l t a t définitif de n o t r e t ravai l , 

q u e les é l émen t s d o n t n o u s p o u v o n s d é t e r m i n e r les va r i a t i ons p a r des 

é q u a t i o n s de fo rme c a n o n i q u e son t : 

L 'axe i n v e r s e , le t e m p s d u passage p a r le p é r i h é l i e , le d e m i - p a r a ­

m è t r e , le d e m i - p a r a m è t r e mul t ip l i é p a r le c a r r é d u cos inus d e l ' in­

c l ina i son , la l o n g i t u d e d u pér ihé l ie divisée p a r la r ac ine c a r r é e d u 

d e m i - p a r a m è t r e ; e t , en f in , la l o n g i t u d e d u n œ u d divisée p a r le p r o ­

d u i t de la r ac ine ca r r ée d u d e m i - p a r a m è t r e et d u cos inus d e l ' incl i ­

na i son . M. Jacob i t r o u v e des é l émen t s u n p e u différents des n ô t r e s . 

Ce son t les su ivan t s : 



L ' a x e i n v e r s e , Je t e m p s d u passage p a r le pé r i hé l i e , la r ac ine c a r r é e 

d u d e m i - p a r a m è t r e , la r ac ine c a r r é e d u d e m i - p a r a m è t r e mul t ip l i ée 

p a r le cos inus d e l ' inc l ina ison , la l o n g i t u d e d u pér ihé l i e et cel le d u 

n œ u d . On voit q u e le cho ix des é l émen t s est à p e u p r è s aussi a v a n ­

t a g e u x d ' u n cô té q u e d e l ' a u t r e ; e t , d ' a i l l e u r s , o n p o u r r a i t sans diffi­

cu l t é d é d u i r e l ' un d e l ' a u t r e les d e u x sys tèmes d ' é q u a t i o n s c a n o n i q u e s 

c o r r e s p o n d a n t a u x d e u x sys tèmes d ' é l émen t s . 
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