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ÉLÉMENTS 

D E 

GÉOMÉTRIE DESCRIPTIVE. 

1. Les procédés de la géométr ie ordinaire condui - La géométrie descriptive 
est la branche des wiGt— 

sent avec exactitude au tracé d'une figure plane bien thématiques qui a pour 

définie et aux constructions à exécuter sur son plan, objet de représenter sur 
r une surface plane les 

Dès qu'on a voulu considérer des formes à trois d i - figures de l'espace. 

mensions, cette science s'est bornée à les représenter 

d'une manière vague , dans le but seulement d 'exposer 

quelques théories ou d'indiquer la série d'opérations 

pour arriver à la solution d'une question. Mais que de 

difficultés insurmontables s'il fallait dans l 'espace r e 

présenter les données d'un p rob lème et faire les c o n 

structions qui doivent conduire aux résultats. Cepen

dant on conçoit l 'utilité , la nécessité m ê m e de donner 

la description graphique exacte tant des données 

que des résultats, afin de compléter la question que la 

géométr ie ordinaire n'a pu qu'ébaucher. On a donc été 

naturellement 'porté à chercher un m o y e n de ramener 

les opérations graphiques dans l'espace à s'exécuter sur 

un plan unique , et c'est là le but de la nouvel le bran

che des mathématiques appelée Géométrie descriptive. 

2. Les lignes , les surfaces, pouvant être considé- La projection d'un 

rées c o m m e composées de p o i n t s , tout se réduit 4 ^ ^ ^ 

savoir représenter un point sur la surface plane laire abaissée du point 

choisie pour la description d'un corps. On y e s t s u r l e p l a n * 

i 



Le9 projections d'un parvenu par la méthode des projections. L e pied a (f ig. 1) 
point sur deux plans qui , | 7 . » . . , . , , . . . , 
se coupent déterminent sa d e I a perpendiculaire Aa abaissée du point A de l espa-
position dans l'espace. ce sur le plan en question M N est dit la projection de 

A sur ce plan. 

Si la projection a ne suffît pas pour déterminer gra

phiquement le point A de l 'espace, puisqu'on sait seu

lement q u ' U s e trouve sur la perpendiculaire a A au 

plan ' M N ' , ses projections a et a' sur deux plans fixes , 

non parallèles, donnés de position , le font connaître 

complè tement , parce qu'i l est à l 'intersection des 

deux droites « A , a 'A , élevées perpendiculairement aux 

deux plaus M N et P Q . 

Pour que deux points 5. L e plan a\a! dans lequel se trouvent le point 
pris au hasard sur deux . , , . - , . . . , , „ . 
plans puissent représenter Je 1 espace et ses deux projections est a la fois pe r 
les projections d'un point pendiculaire aux deux plans M N et P Q , et par c o n -
de I espace, il faut et il suf- , . , . , . . ^ .. 
lit que les perpendiculaires sequent a leur intersection commune N P ; il coupe 

abaissées de ces deux pro-Jonc c e s plans suivant deux droites aa et a'a pe rpen-
jections sur Tintersection , 0 A . 
commune des deux plans diculaires a N r , en un m ê m e point a de cette inter-

se coupent en un même section. On ne pourra donc pas prendre au hasard deux 
point de cette intersection. . * A . * 
1 projections pour celles d unpo in tde l espace. S i , c o m m e 

pour les projections a et a', les perpendiculaires rta, 

a'a, à l'intersection commune , se coupent en un m ê m e 

point a de cette intersection, elles détermineront bien 

un point A de l 'espace. En effot, les deux perpendicu

laires qu'on élèverait respectivement des points a et af 

aux plans M N et P Q se trouveraient dans un m ê m e 

plan aoL(il perpendiculaire à leur intersection commune 

N P , et par conséquent à ces deux plans , et alors ces 

deux perpendiculaires a A , « ' A , se couperaient néces

sairement. 

Si au contraire les deux projections données a et a'1 

étaient telles que les perpendiculaires tfa et a"a' à NI* 

ne vinssent pas à se rencontrer en un m ê m e point de 

cette droite , les deux plans menés perpendiculairement 

à N P , l'un par au et l'autre par « ' V , seraient parallèles 

et distincts l'un de l'autre. L e premier contiendrait la 

perpendiculaire a\ au plan M N , le second celle a"B au 



4. Reste à faire vo i r comment on ramène la p ro j ec 

tion a'sur le plan M N choisi pour la description des 

figures. On imagine pour cela que le plan P Q tourne 

autour de l 'intersection commune N f pour se rabattre 

sur le plan M N et ne former avec lui qu'un seul et 

m ê m e plan. Dans ce mouvemen t , la droite a fa ne cesse 

pas d'être perpendiculaire à N P au point a, de sorte 

que la projection af se t rouve après le rabattement sur 

la perpendiculaire abaissée de la projection a sur N P , 

et à une distance aa' de cette droi te . D e cette maniè re , 

au moyen des projections a et a' données dans le ra

battement, et de l 'angle axa1 qui mesure l 'inclinaison 

des deux plans connus de position, on a tous les é l é 

ments nécessaires pour déterminer le quadrilatère 

flaa'A, et par conséquent la position du point A de l 'es

pace. Car il ne faut pas perdre de vue que le rabatte

ment n'a été admis que c o m m e moyen d 'exécution 

d'opérations graphiques; et, toutes les fois qu' i l s'agira 

de quelques considérations géomét r iques , on doit , par 

la pensée , relever le plan P Q dans sa véritable situa

t ion. 

Le3 deux projections 
d'un point se ramènent sur 
un même plan moyennant 
le rabattement d'un des 
plans sur l'autre. 

Dans ce rabattement 
les deux projections d'un 
même point de Vespace 
se trouvent sur une mê
me perpendiculaire à la 
charnière. 

5. Les deux plans M N et P Q sur lesquels se font les 

projections s'appellent plans de projection, et leur inter

section N P se n o m m e la ligne de terre. 

Les deux plans de projection, jusqu'ici arbitraires, 

sont choisis de préférence perpendiculaires entre eux. 

Leur position en effet est plus s implement définie, et 

les deux perpendiculaires à leurs directions respectives, 

telles que a A et a 'A, qui déterminent le point de l ' e s 

pace moyennant ses deux projections, se coupant à an

gle droit, donnent avec plus de précision leur point de 

rencontre A . Pour se figurer encore plus aisément les 

deux plans de projection dans l 'espace, on suppose l'un 

Les deux plans de pro
jection sont choisis ordi
nairement perpendiculai
res entre eux, l'un hori
zontal et l'autre vertical. 
Les distances des deux 
projections à la ligne de 
terre représentent alors les 
distances du point de l'es
pace à ces plans. 

plan P Q . Les deux perpendiculaires ak et a f 'B ne se 

rencontreraient donc p a s , et ne sauraient par consé

quent déterminer un point d e T e s p a c e . 



(*) Ce sont effectivement les positions de plans qu'on sait détermi
ner dans l'espace au moyen d'instruments et de la direction du £11— 
à-plomb, et avec lesquelles on se familiarise très facilement. 

(**) La méthode des projections se rapporte tout à fait à ce qui a 
lieu en analyse, où la position d'un point de l'espace est déterminée 
par ses dislances à trois plans connus de position. Se donner, en 
effet, les deux projections d'un point, c'est connaître non seule
ment les distances du point de l'espace aux deux plans de projection , 
mais encore implicitement sa distance à un troisième plan fixe per
pendiculaire à l'intersection commune des deux premiers. 

Un point pourrait se rapporter à trois points ou à trois droites 
connus de position. Dans le premier cas, il serait donné par l'in
tersection de trois sphères dont les rayons seraient ses distances aux 
trois points fixes. Dans le second cas, il serait à l'intersection de trois 
cylindres à base circulaire, dont les rayons seraient les distances du 
point aux trois droites fixes. Mais ces deux manières de définir un 
point de l'espace conduiraient en géométrie descriptive à des con
structions beaucoup plus compliquées, comme en analyse la déter
mination d'un point par rapport à trois plans est le mode le plus 
simple. 

de ce plans horizontal et l'autre vertical ( * ) . C'est ce 

dernier qui se rabattra sur le plan horizontal , de ma

nière que sa partie supérieure vienne se confondre avec 

la partie postérieure du plan horizontal 

Dans l 'hypothèse des plans de projection perpend i 

culaires entre e u x , le quadrilatère aaa'A. devient un 

rectangle, et par conséquent les distances «ce, des 

projections à la l igne de terre, sont égales aux deux di

stances a 'A, ak, du point À de l 'espace aux deux plans 

de project ion. 

Ains i , pour représenter un point en géométr ie de 

scriptive, on tirera (f ig. 2 ) une l igne indéfinie X Y , qui 

sera la ligne de terre. Deux points a et a! pris sur une 

m ê m e perpendiculaire à cette l igne seront les deux pro

jections d'un point de l 'espace, et les distances aa, a'a, 

de ces projections à la l igne de terre , exprimeront les 

distances du point de l 'espace aux plans vertical et h o 

rizontal ( * * ) . Un point sera donc bien défini graphique

ment par ses deux projections. Aussi le désignera-t

on dorénavant de cette man iè re , et on dira le point 

(a , a ' ) . 



tin point situé dans un des plans de projection a sa 

projection sur l'autre plan sur la l igne de terre e l l e -

m ê m e . C'est une conséquence de la perpendicula-

rité de ces deux plans-. 

6. Un point de l'espace peut être placé dans un des 

quatre angles dièdres formés par les deux plans de p ro 

jec t ion . Après le rabattement de l'un de ces plans sur 

l 'autre, la partie de la surface plane au-dessous de la 

l igne de terre X Y représente en m ê m e temps la p o r 

tion antérieure du plan horizontal et la port ion i n f é 

rieure 'du plan ver t ica l , tandis que la partie au-dessus 

de X Y est la port ion postérieure du plan horizontal 

c o m m e la portion supérieure du plan vertical . I l ne 

suffira donc pas de donner indistinctement les deux 

projections a et a! d'un point : il faudra encore énoncer 

si a est sa projection horizontale ou sa projection v e r 

ticale, car ces deux suppositions peuvent être admises, 

et elles détermineraient dans l'espace deux points bien 

différents, situés dans les deux dièdres opposés par le 

sommet. Aussi est-on convenu de désigner par des l e t 

tres sans accent les projections horizontales des poin ts , 

et par des lettres accentuées leurs projections ve r t i ca 

les. Ainsi (a, a ') désigne un point situé dans l 'angle d i è 

dre en avant du plan vertical et au-dessus du plan ho

rizontal ; {b, b') un point de l 'angle dièdre en arrière du 

plan vertical et au-dessous du plan hor izonta l ; ( c , c>) 

un point en avant du plan vertical et au-dessous du 

plan horizontal ; enfin, (d9 a") un point en arrière du plan 

vertical et au-dessus du plan horizontal . 

7. Jusqu'ici on a supposé que les projections s ' exé

cutaient au moyen de perpendiculaires aux plans de 

projection. Quelquefois pourtant on emplo ie des droites 

obliques ù c e s plans, mais toujours parallèles à deux 

directions données. Les différents plans qui contiennent 

le point de l'espace et ses deux projections, tels que 

kaa.af ( f ig . i ) , étant tous parallèles, couperaient les 



Une ligne est détermi
née par ses deux projec
tions. 

8 . La projection d'une ligne est le lieu géométr ique 

des pieds des perpendiculaires abaissées des différents 

points de la l igne sur le plan de projection. L 'ensemble 

de ces perpendiculaires forme un cylindre projetant, et 

toutes les courbes tracées sur cette surface cylindrique 

auront même project ion que la l igne donnée. M o y e n 

nant une seconde projection sur l'autre plan de projec

tion- la l igne sera bien déterminée, puisque devant se 

t rouver à la fois sur les deux surfaces cylindriques p r o 

jetantes, elle ne sera autre que leur intersection. 

Pou r que deux projections appartiennent à une m ê m e 

ligne de l'espace, il faut que les points de l 'une que lcon

que des projections se trouvent sur les perpendiculaires 

à la l igne de terre abaissées des différents points de 

l'autre project ion. 

La projection dune li
gne droite est une droite. 
C'est un point dans la po
sition particulière d'une 
droite perpendiculaire au 
plan de projection. 

9. Les perpendiculaires abaissées des différents 

points d'une l igne droite A B (f ig . S) sur le plan de p r o 

ject ion sont toutes contenues dans le plan mené par 

l 'une d'elles Aa et par la droite A B . La projection ab de 

plans M N et P Q suivant des droites aussi parallèles, et 

qui , c o m m e les lignes au, a!a, partant des deux p r o 

jections a et a' d'un m ê m e point de l 'espace, viendraient 

aboutir au m ê m e point a de la l igne de terre. Sauf quel" 

ques positions exceptionnelles, les droites au., feraient 

des angles aigus avec la ligne de terre, et aucun des an

gles du quadrilatère Atfaa' ne serait droit . Ainsi il fau

drait se donner les directions Aa , A a f , et en conclure 

celles de «ce, a'u, dans les plans rabattus. Ce genre de 

project ions , dit projection oblique, est moins simple, et 

sujet à moins de précision dans les constructions; 

aussi ne l 'emploie-t-on que dans des cas fort rares. 

L e s projections dites perspectives, qu'on obtient par 

des droites partant d'un point unique, donneraient lieu 

à des observations semblables. A moins qu'il ne soit dit 

autrement, on emploiera la projection orthogonale qui 

a été exposée en premier lieu. 



D É F I N I T I O N S . 7 

10. Une droite À B ( f i g . S ) est déterminée par ses 

deux projections ab, a'//. En effet, devant se t rouver à 

la fois dans les deux plans menés successivement par 

ab et a'b' perpendiculairement aux plans M N et P Q 

cette droite A B n'est autre que leur intersection. Ces 

deux plans perpendiculaires aux deux plans M N et P Q , 

qui se coupent , se rencontrent ordinairement. S'ils 

étaient paral lèles, il s'ensuivrait que les plans M N et 

P Q , perpendiculaires chacun à l'un de ces deux plans 

paral lèles, seraient perpendiculaires à tous les deux ; 

leur intersection commune N P serait donc aussi p e r 

pendiculaire à ces deux plans parallèles, e t , par c o n 

séquent, aux droites a/>, a'b', de ces plans. Les deux 

projections ab , a'b', tracées dans les mêmes plans de 

projection que N P , sont d o n c , dans ce cas , pe rpendi 

culaires à cette l igne . 

Effectivement on voit directement que, si les projec

tions ab, a'b', tombent à angle droit sur N P , le plan 

Une droite est détermi
née par ses deux projec
tions. 

On peut prendre pour 
les projections d'une droite 
de l'espace deux droites 
tracées arbitrairement sur 
les plans de projection , 

f>ourvu que ni l'une ni 
'autre de ces projections 

ne soit perpendiculaire à 
la ligne de terre t ou pour
vu que les deux projec
tions soient à la fois per
pendiculaires à la ligne de 
terre en un même point de 
cette ligne. Encore dans 
ce dernier cas faut-il se 
donner les projections cor
respondantes à deux points, 
pour que la droite soit 
bien déiinie. 

la l igne droite A B est donc l 'intersection de ce plan 

projetant avec le plan de projection ; c'est par consé

quent une droite. Cependant quand la droite A B est 

perpendiculaire au plan de project ion, toutes les p e r 

pendiculaires abaissées de ses différents points se c o n 

fondent avec A B , et sa projection se réduit dans ce cas 

à un point qui est le pied de A B dans le plan de project ion. 

De ce que la pro jec t ion d'une l igne est une d r o i t e , 

on ne peut pas conclure que cette l igne est e l l e - m ê m e 

une droite. En effet , toutes les courbes tracées dans 

le plan projetant passant pa r l a projection donnée au

ront cette droite pour projection. C'est seulement un 

indice que la l igne de l 'espace est plane. 

Un p o i n t , s'il représente la project ion d'une l i g n e , 

ne peut , au contraire, appartenir qu'à une droite p e r 

pendiculaire au plan de project ion. 

Puisque la projection d'une l igne droite est une 

d ro i t e , les projections de deux de ses points suffisent 

pour la déterminer . 



(*)De ce que les deux projections d'une ligne sont droites on ne peut 
pas conclure que la ligne est elle-même une droite ; il faut que ces 
deux projections ne soient pas dans un plan perpendiculaire à la ligne 
de terre. 

(**) Une droite située dans un plan perpendiculaire à la ligne de terre 
n'est pas déterminée par ses deux projections. Pour bien définir la 
ligne, il faudrait se donner une troisième projection faite sur un autre 
plan vertical non parallèle au premier. Moyennant les projections de 
deux de ses points on saura construire cette troisième projection. 

mené par l 'une d'elles ab , par e x e m p l e , perpendicu

lairement à M N , est aussi perpendiculaire à P Q , puis

que ab est une perpendiculaire à ce dernier plan. Les 

deux pians projetants conduits par ab et a'b' sont 

d o n c , dans ce cas particulier, parallèles entre eux. 

A i n s i , i l est bien prouvé que deuxfdroi tes prises 

pour projections déterminent une droite de l ' espace , 

pourvu toutefois que ces projections ne soient pas 

perpendiculaires à la l igne de terre. E n c o r e , dans ce 

cas particulier, si les deux projections viennent abou

t ir au m ê m e point de cette l i g n e , les deux plans p r o 

jetants, qui sont parallèles et qui ont un point c o m 

m u n , ne forment plus qu'un seul et m ê m e plan p e r 

pendiculaire à la l igne de terre. Toutes les lignes 

droites ou courbes ( * ) situées dans ce plan 'auront les 

deux mêmes pro jec t ions , qui se réduisent à une p e r 

pendiculaire à la l igne de terre. I l y a donc indétermi

nation pour la droite de l 'espace, à moins qu'on ne 

donne sur cette perpendiculaire les deux projections 

correspondantes à deux points de la droite ( * * ) . 

Si l 'une des projections de la droite est perpendicu

laire à la l igne de te r re , l'autre projection doit néces 

sairement se confondre avec la première . En effet, l e 

plan projetant mené par cette projection et qui contient 

la droite es t , c o m m e on l'a v u , perpendiculaire aux 

deux plans de projection et à la l igne de t e r re ; il est 

donc aussi l'autre plan projetant de la d r o i t e , et son 

intersection ou la deuxième projection est la perpen-



diculaire aboutissant au m ê m e point de la l igne de 

terre que la p remière . 

On peut remarquer que la géomét r ie descriptive ré

sout les cas de possibil i té , d'impossibilité et d ' indéter

mination, dans le choix des projections d'une droi te , par 

cette simple condition déjà é n o n c é e , savoir : pour que 

deux projections appartiennent à une m ê m e ligne de 

l 'espace, il faut que les points de l 'une quelconque 

des projections se trouvent sur les perpendiculaires à 

la l igne de terre abaissées des différents points de l 'au

tre projection. 

On désigne une droite par ses deux projections. 

Ainsi on dit la droite (ab, 

i l . I l est essentiel de savoir distinguer a priori les 

projections de droites qui occupent des positions par

ticulières par rapport aux deux plans de project ion et 

à la l igne de terre. 

Une droite située dans un des plans de projection 

est à e l l e -même sa projection dans ce p lan , et sa p r o 

ject ion sur l'autre plan est la ligne de t e r re , puisque 

les deux plans de projection sont rectangulaires. 

La l igne de terre est à e l le -même ses deux p r o j e c 

tions. 

Quand une droite est parallèle à un des plans de 

projection . sa projection sur ce plan lui est paral lè le . 

En effet, cette projection et la droite sont dans le 

m ê m e plan projetant, et cette dernière est parallèle 

au plan sur lequel est tracée cette project ion. 

L a seconde projection de la droite est une parallèle 

à la l igne de terre. L a droite et cette projection sont en 

effet dans un plan projetant parallèle au plan de p r o 

ject ion. L a projection et la l igne de t e r r e , intersec

tions de ces deux plans parallèles par l'autre plan de 

projection., sont donc parallèles. La direction de cel te 

seconde projection est une conséquence de la perpendi-

cularité des deux plans de project ion. 

Réc ip roquement , si une des deux projections d'une 

Une droite située dans 
un des plans de projection 
a pour projection sur l'au
tre plan la ligne de terre. 

Une parallèle à un plan 
de projection a pour pro
jection sur ce plan une 
droite qui lui est parallèle, 
et sa projection sur l'autre 

f)lan est une parallèle à la 
igne de terre. 

Une parallèle à la ligne 
de terre a ses deux pro
jections parallèles à cette 
ligne. 

Une perpendiculaire à 
un des plans de projection 
a pour projection sur ce 
plan un point, et sa pro
jection sur l'autre plan est 
une perpendiculaire abais
sée de ce point sur la ligne 
de terre. 

Les projections d'une 
perpendiculaire à la ligne 
de terre sont représentées 
par une seule et même 
perpendiculaire à cette li
gne. 



droite est parallèle à la ligne de t e r re , la droite est une 

parallèle à l'autre plan de project ion. En effet, le plan 

projetant mené par cette projection est parallèle à l'au

tre plan de projection ; la droite est donc parallèle à ce 

dernier p l an , c o m m e tracée dans un plan parallèle. 

Une parallèle à la l igne de terre a ses deux pro jec

tions parallèles à cette l igne . En effet , les deux plans 

projetanis de la droite étant respect ivement parallèles 

aux deux plans de p ro jec t ion , une projection de la 

droite et la ligne de terre sont les intersections de deux 

plans parallèles par l'autre plan de project ion. 

Réc ip roquement , si les deux projections d'une droite 

sont parallèles à la ligne de t e r r e , la droite e l l e - m ê m e 

est parallèle à celte l igne. Car les deux plans projetants 

menés par ces deux projections sont parallèles à la fois 

à la l igne de t e r r e , et dé te rminent , par leur intersec

tion , une droite parallèle à cette l igne . 

Une droite perpendiculaire à un plan de projection 

a pour projection sur ce plan un point. Quant à son 

autre projection , elle est perpendiculaire à la ligne de 

terre. Cela tient à ce que le plan projetant de la droite 

sur l 'autre plan de projection est perpendiculaire à la 

fois aux deux plans de p ro jec t ion , et par conséquent 

à la l igne de terre. Donc la seconde projection , qui est 

une droite tracée dans ce plan projetant , est aussi per

pendiculaire à cette l igne . 

Les projections d'une droite perpendiculaire à la l i 

gne de terre sont perpendiculaires à cette l igne au 

m ê m e point. En effet, la droite étant perpendiculaire à 

la l igne de terre est tout entière dans un plan perpen

diculaire à cette l igne , et par conséquent aux deux plans 

de project ion. Ce plan perpendiculaire à la l igne de 

terre se confond donc avec les deux plans projetants de 

la droi te , et ses intersections avec les deux plans de pro

jection sont les deux projections de la droite. Par c o n 

séquent ces deux projections sont perpendiculaires à la 

l igne de terre et au m ê m e point de celte l igne. Dans 

le rabattement, ces deux perpendiculaires ne formeront 



12. Si on a pu croire un moment qu'une surface 

pouvai t être représentée par les points qui lui appar

tiennent, on a été bien vite convaincu que ce procédé 

serait insuffisant et m ê m e impraticable. L a mul t ip l i 

cité de points qu'i l faudrait se donner, ne représente

rait qu' imparfaitement la surface; encore faudrait-il 

joindre les deux projections d'un m ê m e point pour 

bien les distinguer, ce qui jetterait une confusion 

d'autant plus grande que la surface serait représentée 

avec plus d'exactitude. Mais commen t parvenir à p la

cer sur la m ê m e surface tous ces points qui ne sau

raient être pris au hasard, comment construire au b e 

soin des points intermédiaires, si ce n'est en se ratta

chant à sa génération part iculière? 

Les surfaces sont assujetties à une génération au 

m o y e n de lignes connues de forme et de posi t ion. On 

a pensé qu'il suffirait de représenter ces lignes pour 

bien définir une surface; mais alors i l faudra faire vo i r 

Une surface est repré
sentée par les lignes qui 
constituent sa génération 

qu'une seule et m ê m e perpendiculaire à la l igne d e 

terre . 

On a déjà vu que, réc iproquement , quand les deux 

projections se confondent avec une perpendiculaire ù 

la l igne de terre, la droite est située effectivement dans 

un plan perpendiculaire à cette l igne . Mais la droite ne 

sera définie qu'autant qu 'on se donnera sur cette p e r 

pendiculaire les projections de deux points. 

On dit tout simplement une horizontale ou une verti

cale pour désigner une droite parallèle ou perpendicu

laire au plan horizontal de project ion. C o m m e aussi 

un plan horizontal ou vertical est un plan parallèle ou 

perpendiculaire au plan horizontal de projection. I l 

faut bien remarquer qu'une parallèle au plan vert ical 

n'est pas pour cela une ver t ica le . 

I l sera bon de se familiariser par un exercice à r e 

présenter les projections des droites placées dans des 

positions particulières. 



comment , avec ces données, on pourra déterminer un 

point quelconque de la surface. 

Un plan est détermine 
par ses deux traces. 

Q 15. L e plan est engendré par une droite qui s'appuie 

constamment sur deux droites qui se coupent , ou qui 

se meut paral lèlement à l 'une d'elles en s'appuyant sur 

l 'autre. Deux droites concourantes déterminent clone 

un plan. La position de ces deux droites est indiffé

rente; i l s'agit de les choisir de manière à simplifier les 

constructions, et c'est par cette raison que, pour indi 

quer la position d'un plan, on se donne ses intersec

tions avec les deux plans de projection ou ses deux 

traces. Quand le plan n'est pas parallèle à la ligne de 

terre, il rencontre cette ligne en un point , qui est c o m 

mun à ses deux traces. 

La l igne de terre et les deux traces formant dans 

l 'espace un t r i èd re , l 'angle des deux traces dans l ' e s 

pace est moindre que cet angle dans les plans de p r o 

jection rabattus. 

Une droite située dans un plan ne peut rencontrer 

les plans de project ion que sur les traces mêmes du 

plan. 

On verra plus tard comment avec les deux traces 

d'un plan on parvient à déterminer un point que lcon

que de cette surface. 

Un plan se désigne par ses deux traces* 

Un plan parallèle à l'un 
des plans de projection n'a 
pas de trace sur ce plan , 
et sa trace sur l'autre est 
une parallèle à la ligne de 
terre. 

Un plan parallèle à la 
ligne de terre, sans pour
tant être parallèle à l'un 
des plans de projection, a 
ses deux traces parallèles 
à cette ligne. 

Un plan perpendiculaire 
à un des plans de projec
tion a sa trace sur l'autre 

Î)lan perpendiculaire à la 
igne de terre. 

14. I l convient de savoir ce que deviennent les traces 

d'un plan qui occupe des positions particulières par r ap 

port aux deux plans de projection et à la ligne de terre . 

Un plan parallèle à l'un des plans de projection n'a 

pas de trace sur ce plan, et sa trace sur l'autre est une 

parallèle à la ligne de terre, puisque cette l igne et la 

trace sont les intersections de ces deux plans parallèles 

par l'autre plan de project ion. 

Un plan parallèle à la l igne de terre, sans pourtant 

être parallèle à l'un des plans de projection, a ses deux 



Les deux traces d'un 
plan perpendiculaire à la 
la ligne de terre sont re
présentées par une seule 
et même perpendiculaire 
à cette ligne. 

traces parallèles à cette l igne. En effet, ces traces sont 

les intersections du plan donné par les deux plans de 

projection qui passent par la l igne de terre ou par une 

droite parallèle au premier plan. 

Réc ip roquemen t , si les deux traces d'un plan sont 

parallèles à la l igne de terre, le plan est parallèle à 

cette l igne ; car ce plan passe par une droite parallèle à 

la l igne de terre, et, c o m m e il a deux traces, ce plan 

n'est parallèle ni a Tun ni à l'autre des plans de p r o 

ject ion. 

Les deux traces d'un plan qui passe par la l igne de 

terre se réduisent à cette l igne. Le plan est alors i ndé 

terminé , et, pour le représenter, il faut se donner son 

autre trace sur un second plan vertical . 

Un plan perpendiculaire à un des plans de projec

tion a sa trace sur l'autre plan, perpendiculaire à la 

l igne de terre , car cette trace est l'intersectiou de 

deux plans perpendiculaires au m ê m e plan de p ro jec 

tion : elle est donc perpendiculaire à ce dernier, et par 

conséquent à la l igne de terre, qui est une droite pas

sant par son pied dans ce plan. 

Réciproquement,si une des traces d'un plan est perpen

diculaire à la l igne de terre, ce plan est perpendiculaire 

à l'autre plan de projection. En effet, les deux plans 

de projection étant rectangulaires, cette trace, qui est 

perpendiculaire à leur intersection et dans l'un de ces 

plans, est une perpendiculaire à l 'autre. Donc le plan 

donné, qui passe par cette trace, est un plan perpendicu

laire à cet autre plan de projection. 

I l est bon de remarquer que les points d'un plan 

dont une des traces est perpendiculaire à la l igne de 

terre se projettent tous sur l'autre plan sur sa seconde 

trace. 

Les deux traces d'un plan perpendiculaire à la l igne 

de terre sont représentées par une seule et m ê m e per

pendiculaire à cette l igne : car, la l igne de terre étant 

perpendiculaire au plan, les deux traces, qui sont deux 

droites menées par son pied dans ce plan perpendicu-



laire, sont perpendiculaires à cette l igne, et dans le ra 

battement ces deux traces ne forment plus qu'une seule 

e t m ê m e perpendiculaire à la l igne de terre. 

Réciproquement , si les deux traces d'un plan ne for 

ment qu'une seule et m ê m e perpendiculaire à la l igne 

de terre, le plan est perpendiculaire à celte l i gne , puis

qu'il passe par deux perpendiculaires à la ligne de 

terre. 

Chaque trace du plan représente dans ce cas les p r o 

jections de tous ses points sur chacun des plans de pro

ject ion. 

1*5. En g é o m é t r i e , on a souvent besoin de considé

rer des droites et des plans parallèles ou perpendicu

laires à des droites ou à des plans connus. I l s'agit de 

savoir c o m m e n t , par la méthode des projections , on 

peut déterminer ces droites et ces plans. 

Les projections de deux 
droites parallèles sont 
respectivement parallè- 1 

les. 1 

16. Les projections de deux droites parallèles sont 

respectivement parallèles. En ef fe t , les plans p r o j e 

tants de ces deux droites sur le m ê m e plan de projec

tion sont des plans parallèles, c o m m e passant chacun 

par deux droites paral lèles , les droites données et les 

perpendiculaires au plan de project ion. Les in tersec

tions de ces deux plans parallèles par le plan de p ro

ject ion ou les projections des deux droites sont donc 

parallèles. 

Réc ip roquemen t , si les projections de deux droites 

sont parallèles sur chacun des plans de projection , ces 

droites sont paral lèles, sauf le cas où ces projections 

sont perpendiculaires à la l igne de terre : car ces droi

tes sont les intersections de plans projetants parallèles 

entre eux , et les deux plans projetants de l 'une des 

droites se coupent toujours quand les projections de 

la droite ne sont pas perpendiculaires à la ligne de 

terre. Dans ce cas particulier, les deux droites se t rou

veraient dans deux plans perpendiculaires à cette l i 

g n e , et leurs projections seraient parallèles, sans pour 



Les projections de deux 
droites perpendiculaires 
entre elles sont, en général, 
obliques. On sait seule
ment que la perpendicu
laire à une droite est dans 
un plan perpendiculaire à 
cette droite. 

18. Par un point on peut mener une infinité de Les projections d'une 

cela que les droites le fussent, puisqu'on peut les tra

cer indistinctement dans ces deux plans sans changer 

leurs projections. 

Quand deux droites ont une seule de leurs deux pro

jections parallèle , l 'une de ces droites est parallèle 

seulement au plan projetant de l'autre. 

17. De ce qu'une droite est perpendiculaire à une 

autre, il ne faut pas conclure que les projections de 

ces deux droites doivent être perpendiculaires. En ef

f e t , en un m ê m e point d'une droite on peut lui é lever 

une infinité de droites perpendiculaires, qui sont tou

tes situées dans un m ê m e plan perpendiculaire à la 

droite menée par ce point. Toutes ces perpendiculaires 

auront des projections différentes quand ce plan per

pendiculaire ne sera pas en m ê m e temps perpendicu

laire au plan de pro jec t ion , ce qui exigerait que la 

droite fût parallèle à ce dernier plan. Une seule de 

cette infinité de perpendiculaires aura sa projection 

perpendiculaire à celle de la d ro i t e : ce sera celle c o n 

tenue dans le plan projetant perpendiculaire à cette 

projection de la droite. 

Ainsi les projections de deux droites perpendiculai

res entre elles sont , en g é n é r a l , obliques. Dans le cas 

seulement d'une droite parallèle à l'un des plans de 

pro jec t ion , la projection sur ce plan de la perpendicu

laire est perpendiculaire à la projection de la d ro i t e ; 

et quand la droite est parallèle aux deux pians de p ro 

jection ou à la l igne de t e r r e , alors seulement les deux 

projections de la perpendiculaire sont perpendiculaires 

à celle de la droite ou à la l igne de terre. 

De ce qu'une droite est perpendiculaire à une au

tre on peut donc seulement conclure que cette der 

nière est dans un plan perpendiculaire à la première 

droite. Plus tard on apprendra à déterminer ce plan 

perpendiculaire. 



parallèle à un plan sont, 
en général, obliques par 
rapport aux traces de ce 
plan. On sait seulement 
que la parallèle est située 
dans un plan parallèle au 
plan donné. 

droites parallèles à un plan. Ces parallèles sont toutes 

situées dans un m ê m e plan parallèle au premier et 

mené par le point. Tontes ces parallèles au plan don

né auront des projections différentes tant que le plan 

pa ra l l è l e , et par conséquent le plan d o n n é , ne sera 

pas perpendiculaire au plan de projection. De cette 

infinité de parallèles, une seule a sa projection para l 

lè le à la trace du plan donné : c'est la parallèle à la 

trace de ce plan ; car, dans ce cas, la parallèle dans 

l'espace est parallèle au plan de pro jec t ion , e t , par 

conséquent , à sa projection sur ce plan. 

Ainsi les projections d'une droite parallèle à un plan 

son t , en général , ob l iques , par rapport aux traces de 

ce plan. La projection et la trace sur le même plan de 

project ion ne sont parallèles que dans le cas seule

ment où le plan donné est perpendiculaire à ce plan 

de projection ; et quand le plan donné est perpendicu

laire aux deux plans de projection ou à la ligne de 

terre , alors seulement les deux projections de la pa

ral lèle au plan sont parallèles à ses traces. 

D e ce qu'une droite est parallèle à un plan on peut 

donc seulement conclure que la droite est dans un 

plan parallèle au plan donné. Plus ta rd , on apprendra 

à déterminer ce plan parallèle. 

Les projections oVune 
droite perpendiculaire 
à un plan sont respecti
vement perpendiculai
res sur les traces de ce 
plan. 

19. Une droite perpendiculaire à un plan a ses deux 

projections respectivement perpendiculaires aux traces 

de ce plan. En effe t , le plan perpendiculaire et le plan 

de projection sont deux plans perpendiculaires au plan 

projetant de la droite. L'intersection commune de ces 

deux premiers, ou la trace du plan perpendiculaire, 

est donc perpendiculaire au plan projetant de la droite, 

e t , par conséquent , à la projection de cette dro i te , 

qui est menée par son pied dans ce plan. 

Réc ip roquemen t , si les deux projections d'une droite 

sont respectivement perpendiculaires aux traces d'un 

p l an , le plan est perpendiculaire à la droite. En effet, 

i l est évident que les deux traces du pan sont respec-



t ivement perpendiculaires aux deux plans projetants 

de la droite. Par conséquent le plan d o n n é , qui c o n 

tient ces deux traces, est à la fois perpendiculaire à 

ces deux plans projetants, e t , par suite, à leur inter

section c o m m u n e , qui n'est autre chose que la droite 

de l 'espace. C o m m e les deux plans projetants ne se 

coupent pas quand les deux projections de la droite 

sont dans un m ê m e plan perpendiculaire à la l igne de 

te r re , il s'ensuit que cette réciproque n'a pas lieu pour 

ce cas particulier de la position de la droite. De toutes 

les droites partant du m ê m e point et situées dans le 

plan perpendiculaire à la l igne de t e r r e , une seule est 

perpendiculaire au p lan , dont les traces seraient, dans 

ce cas particulier, des parallèles à la l igne de terre. 

La proposition qu'on vient de démontrer est fondée 

uniquement sur ce que la projection est or thogonale . 

Ce genre de projection offre donc encore un avantage 

bien précieux pour les constructions géométr iques. 

2 0 . Les traces de deux plans parallèles sont respec

t ivement para l lè les , puisque ces traces ne sont que les 

intersections de deux plans parallèles par un m ê m e 

plan de projection. 

Les traces de deux 
plans parallèles sont res
pectivement t para Hèles, 

Deux plans dont les traces respectivement parallèles 

rencontrent la l igne de terre sont eux -mêmes para l lè 

l e s , puisque l'un des plans contient deux parallèles à 

deux droites de l 'autre menées par un m ê m e point ; 

mais si ces traces sont parallèles à la l igne de terre , 

c'est simplement un indice que ces plans se coupent 

suivant une parallèle à cette l igne. Pour que ces deux 

plans fussent paral lèles, leurs traces sur un autre plan 

vertical de projection non parallèle au premier d e 

vraient être encore parallèles. 

21. Tous les plans passant par une perpendiculaire 

à un plan donné étant perpendiculaires à ce p l a n , on 

ne peut rien conclure sur la direction des traces d'un 

plan perpendiculaire à un autre. Seu lement , quand le 

De ce qu'un plan est 
perpendiculaire à un plan 
donné , on sait seulement 
que ce premier plan passe 
par une perpendiculaire a » 
plan donné. 

2 



18 D E F I N I T I O N S . 

plan donné est perpendiculaire à un des plans de p r o 

jec t ion , sa perpendiculaire est parallèle à ce dernier 

plan : alors cette perpendiculaire, sa p ro jec t ion , et la 

trace du plan conduit par la perpendiculaire, sont des 

droites parallèles entre e l les , et par conséquent p e r 

pendiculaires à la trace du plan donné. 

D e ce qu'un plan est perpendiculaire à un aut re , on 

peut seulement conclure que ce premier plan passe par 

une perpendiculaire à cet autre plan. 

22. Dans le but de faciliter l ' intelligence , et pour 

ainsi dire la lecture des f igures , on a établi quelques 

conventions dans le mode de représentation des d i f f é 

rentes parties qui les constituent. 

25. La manière de représenter la projection soit ho 

rizontale, soit ver t ica le , d'un ob je t , se déduit toujours 

de cette double hypothèse : 1° que l 'œil de l 'observateur 

est supposé placé au dessus du plan horizontal et en a-

vant du pîan~ ver t ica l , et à une distance infinie du plan 

sur lequel se fait la projec t ion; 2° que les parties de 

l 'objet cachées à l 'œil de l 'observateur, soit par l 'obje t 

m ê m e , soit par les plans de p ro jec t ion , sont invi

sibles. 

24. On distinguera dans une épure : 

i ° Les lignes P R I N C I P A L E S , c 'est-à-dire celles qui r e 

présentent les données et les résultats d'un p rob lème ; 

elles seront marquées par un trait plein et continu, l o r s 

qu'elles seront visibles ; elles seront ponctuées, e 'es t -à-

dire tracées en points ronds, si elles sont invisibles. 

2° Les lignes A U X I L I A I R E S , c 'est-à-dire toutes celles 

qui ne rentreront pas dans la classe précédente , et qui 

ne seront employées que comme des moyens d'arriver 

à la solution du p rob lème . Ces lignes seront toujours 

pointillées ou composées de petits traits in te r rompus , 

et autant que possible d 'égale longueur, qu'elles soient 

visibles ou invisibles. 



L o r s q u e , parmi ces lignes auxi l ia i res , i l s'en t rou 

vera quelqu'une qui offrira plus d' importance , et sur 

laquelle on voudra appeler l'attention d'une manière 

par t icul ière , on pourra la représenter par une ligne 

mixte, composée de petits traits séparés par un ou plu

sieurs points ronds. 

2o. Toutes les fois que dans une épure il entrera un 

plan indéfini, on ne le regardera pas comme existant réel

lement, mais on supposera qu'on a voulu seulement 

donner ou trouver ses traces. 

26. Maintenant qu'on sait représenter sur un plan 

unique les données d'un p r o b l è m e , il ne s'agit plus 

que d'énoncer les principes qui conduisent à sa solu

t ion , et d'exécuter sur ce plan les constructions i nd i 

quées pour arriver au résultat. 

De la droite. 

27. Les points particuliers où une droite perce les Etant données les pro-
, , , . . T l / , i i i iections d^une droite. 
deux plans de projection sont dits les traces de la droite, trouver ses traces. 

L'une d'elles est la trace horizontale, et l'autre la trace 

verticale, I l s'agit de trouver ces deux points quand les 

deux projections ab, albf, de la droite ( f ig . 4 ) sont 

données. 

L a trace horizontale de la droite étant un point situé 

sur le plan horizontal, sa projection sur le plan ver t i 

cal se t rouve sur la l igne de terre X Y ( 5 ) . Mais c o m m e 

cette trace appartient à la droite, sa projection ve r t i 

cale doit se trouver aussi sur la projection verticale 

a'b*. Donc la projection verticale de cette trace hor i 

zontale sera le point hf intersection des deux droites 

X Y et a'//, sur lesquelles elle doit se t rouver . La pro

ject ion horizontale h de ce point de la droite, ou la trace 

e l l e -même , s'obtient en élevant au p o i n t a la perpendi

culaire à X Y jusqu'à sa rencontre avec la projection ho

rizontale ab. 



O n obtient de la m ê m e manière les deux projections 

v et v' de la trace vert icale, en observant que la projec

t ion horizontale v de cette trace doit se trouver sur la 

l igne dé te r re et sur la projection horizontaleab, et que 

sa projection verticale est l'intersection de la perpendi

culaire à X Y élevée au point v et de la projection 

v erticae a'b1. 

Ainsi, pour avoir la trace d'une droite sur un des plans 

de projection, on prolonge, sa projection sur l'autre plan 

jusqu'à la ligne de terre, et en ce point on élève une perpen

diculaire d cette dernière ligne, qui, par sa rencontre ave 

l'autre projection, donne cette trace de la droite. 

L a construction indiquée ne donne pas les traces 

d'une droite (ab, a'b<) (f îg. 5 ) située dans un plan pe r 

pendiculaire à la ligne de terre , et pourtant définie par 

deux de ses points {a, a'), (b, b'). I l faut, dans ce ca s , 

rabattre le plan projetant de la droite ou sur le plan h o 

rizontal autour de la projection horizontale ab, ou sur 

le plan vertical autour de la projection vert icale afb'. 

Dans le premier rabattement, les points A ' , B ' , de la 

droi te , se trouvent sur deux perpendiculaires a A ' , bW, 

à ab, et à des distances ak', bW, de la charnière, respec

t ivement égales aux distances aa'. a / ) ' , de ces points au 

plan horizontal. Dans le second rabattement, les points 

A * , B", de la droite, sont à des distances a'h", i ' B " , de la 

charnière a'b', respectivement égales aux distances aa, 

ab, des points de la droite au plan vertical. Les c o n 

structions à faire pour trouver les points A ' , B ' , A " , B " , 

sont indiquées sur la figure. A ' B ' , A " B ' ' , représentent 

donc la droite dans ces deux rabattements. Les points h 

et v de rencontre des deux droites A ' B ' , A W , avec les 

charnières ab, a'b1, seront les deux traces de la droite. 

En effet, ces deux points , quand on viendra à relever 

les plans rabattus, ne bougeront pas et ne cesseront pas 

d'appartenir à la droite et aux deux plans de projection, 

sur lesquels sont tracées les deux charnières ab, a'b'. 

I l est bon de remarquer que la ligne X Y représente 

l 'intersection du plan projetant de la droite avec le 



plan vertical dans le premier rabattement, et avec le 

plan horizontal dans le second. Par conséquent les 

points vf et h! d'intersection de X Y avec A r B ' et A " B t f 

sont les deux points de rencontre de la droite avec les 

plans de project ion. Les longueurs «.v1 et a6 f expr iment 

donc les distances des traces verticale et horizontale à 

ces mêmes plans. De sorte qu'en décrivant du point « 

comme centre les arcs de cercle v'v et h!li, ces arcs doi

vent passer par les traces v et h. Un rabattement de la 

droite suffirait donc pour donner ses deux traces. 

Quand une droite est parallèle à l'un des plans de 

projection, elle n'a pas de trace sur ce plan. C'est ce 

qu'indique la construction pour la t rouver, puisque la 

projection de la droite sur l'autre plan est parallèle à 

la l igne de terre. 

On fera bien de s'exercer à trouver les traces de 

droites diversement situées. Ces traces occupent , par 

rapport à la ligne de terre, différentes positions qu' i l 

faut s'habituer à savoir interpréter pour fixer la position 

particulière de la droi te . 

28. Soient (a, a% (/>, b') (fig. 6 ) , les deux points Construire la droite 

donnés. I l est évident que la projection horizontale de p ^ n ^ S ^ ^ s

 p a r d e u x 

ia droite cherchée doit passer par les points a et et la 

projection verticale par les points a! et b1* D e plus, 

c o m m e la projection d'une droite sur un plan est une 

droite ( 9 ) , les droites indéfinies ab et a'b* seront les pro

jections de la droite cherchée, qui se trouvera c o m p l è 

tement déterminée de posit ion ( 1 0 ) . 

Cependant les quatre projections a, a', />, b\ pour 

raient se trouver sur la m ê m e perpendiculaire à la l igne 

de terre ( f ig . 7 ) . Les lignes ab et a'b' n'en seraient pas 

moins les projections de la d ro i te ; mais, pour qu 'e l le 

fût bien définie ( 1 0 ) , il faudrait faire vo i r qu 'on peut 

avec les données obtenir une autre projection de la 

droite, qui ne se confondrait pas avec les deux p r e m i è 

res. Effectivement, les projections des deux points sur 

un nouveau plan vertical quelconque rabattu sur le 



plan horizontal suivant la nouvel le l igne de terre X ' Y ' 

se trouvent de m ê m e sur les perpendiculaires aa'1, bb"y 

abaissées des projections a et b sur la nouvel le ligne de 

terre, et à des distances de X ' Y ' respectivement égales 

aux distances de ces points au plan horizontal, ou àaa ' , 

a.b1. L a droite indéfinie a"bn sera la projection de la 

droite cherchée sur le nouveau plan vertical auxiliaire. 

El le se trouvera alors bien déterminée par deux p r o 

jections distinctes ab et anbn. 

La projection a"b" servira m ê m e dans ce cas à t rou

ver les deux projections d'un m ê m e point sur la droite 

(ab, a'b1). Eu effet, si c est la projection horizontale de 

ce point , ficn expr ime la distance du point au plan h o 

rizontal ; de sorte qu'en prenant ac'=§cn, le p o i n t e ' 

sera la projection verticale du point de l'espace sur 

a'ù'. 

Quand on prend la droite X ' Y f perpendiculaire à 

X Y , on indique celte construction du point cf par deux 

parallèles equidistantes à ces deux lignes de terre, par

tant du point c" et réunies par un arc de cercle. 

Les deux traces d'une droite suffisent pour dé t e rmi 

ner cette d ro i t e , puisqu'on connaît les projections de 

chacun de ces deux points. 

Trouver la longueur 
de la portion de droite 
comprise entre deux 
points donnés. 

20 . Une droite A B ( f i g . 8 ) de l'espace se t rouve 

dans son plan vertical projetant Klàab, et f o rme un 

trapèze avec les deux verticales A a , B/>, menées de ses 

extrémités et avec sa project ion ab. De plus, si par le 

point A on mène dans ce plan la parallèle A G à ab, 

A C = a 6 , et C B est la différence des hauteurs Aa et BZ> 

des deux points A et B au dessus du plan horizontal. On 

peut donc dire que la longueur d'une droite A B est l3hy-

pothénuse d'un triangle rectangle A B C , dont un des côtés 

de tangle droit est la projection de cette portion de droite, 

et dont l'autre côté est la différence des distances de ses 

deux extrémités au plan de projection. 

Dans le système des projections on a tous les é l é 

ments pour t rouver cette longueur de la droite, il ne 



s'agît plus que de faire vo i r comment on exécutera les 

constructions. 

Soient ab, a*br (fîg. 9 ) , les deux projections de la droite 

terminée aux points {a,af)y ( £ , / / ) . On peut rabattre le 

plan projetant de la droite sur le plan horizontal en le 

faisant tourner autour de ab c o m m e charnière. Après 

le rabattement, les deux verticales seraient deux p e r 

pendiculaires « A r , bW à aby respectivement égales aux 

distances aa', pb}'. L e quatrième côté A ' B r du trapèze 

expr ime la véri table longueur de la droite. La parallèle 

A ' C à ab détermine le triangle A r B ' C f correspondant 

au triangle A B C de la figure 8. 

I l existe un autre m o d e de rabattement très usité. 

I l consiste à concevoi r que le plan projetant tourne 

autour de sa verticale projetée en b, c o m m e charnière, 

jusqu'à ce qu'il arr ive dans la position parallèle au 

plan vertical de project ion. Alors on le transporte p a 

rallèlement à l u i - m ê m e , jusqu'à ce qu ' i l se confonde 

avec ce plan ve r t i ca l , de manière que la vert icale du 

point b vienne coïncider avec la verticale abaissée du 

point bK Dans le premier mouvement du plan pro je

tant , tous ses points décrivent des arcs de cercle situés 

dans des plans perpendiculaires à la charn iè re , ou pa

rallèles au plan hor izon ta l , et terminés à la parallèle 

bel à X Y , qui représente la trace du plan parallèle au 

plan vertical de project ion passant par l 'axe de ro ta

tion. A i n s i , l 'arc décrit par le point ( a , a') se projette 

horizontalement en vér i table grandeur suivant ad, et 

ver t icalement sur l 'horizontale a'A"'. D e sorte qu'après 

ce m o u v e m e n t , les projections du point (a, a') seront 

d et A ' " . 

Dans le second mouvemen t de translation , chaque 

point du plan projetant se meut sur une perpendicu

laire au plan ve r t i ca l , c 'est-à-dire que ce point s'ap

plique sur la projection verticale qu'i l avait après le 

premier m o u v e m e n t , ou que la figure se projette en 

vraie grandeur sur le plan vertical. A ins i , le point 

( a , a ' ) , qui était devenu (d9 A ' " ) , est en A ' " . 



Par conséquent , le trapèze à construire est a ' p / / À r ' / 

sur le plan ve r t i ca l , et le triangle est représenté 

par A " ' C " ' / / . 

Ce qu'on a dit du plan projetant de la droite sur le 

plan horizontal , on peut le répéter mot pour mo t pour 

le plan projetant mené par sa projection verticale a'b'. 

L a dro i te , sa projection a'b', et les deux horizontales 

partant de ses ex t rémi tés , forment un t rapèze; et cette 

droite est également l'kypoihénuse d'an triangle rectangle 

dont la projection d? h1 et la différence des distances des 

extrémités de la droite au plan vertical sont les deux côtés 

de l'angle droit. Ce trapèze et ce triangle sont r epré 

sentés clans le plan projetant, rabattu autour de a'ù1, 

par a ' /> 'B"A" et A " B " C " ; et , dans l'autre mode de ra

battement autour de l 'horizontale projetée en a r , par 

a'/3'B"'a et aW'G™. 

Les qualre droites A f B ' , A ' " ¿ ' , A " B " , a B ' " , r ep ré 

sentant la longueur de la droite de l ' espace , doivent 

être égales. I i ne faut pas non plus négl iger sur cette 

épure la vérification des traces q u i , dans les plans r a 

battus autour de ab et a r/>', sont données par le prolon

gement des droites A ' B ' , À " B " , jusqu'aux charnières^, 

en h et vf. Ces points, qui restent sur les charnières et 

ne cessent pas d'appartenir à a droite quand on vient 

à relever les p lans , représentent bien les traces de la 

droite sur les deux plans de la project ion. 

Si un des points donnés de la droite était une de ses 

t races, la construction n'en serait que simplif iée, car 

alors un des trapèzes à construire se réduit à un triangle. 

Les constructions indiquées pour t rouver la lon

gueur d'une droite s'appliqueraient également à la p o 

sition particulière d'une droite siiuée dans un plan 

perpendiculaire à la l igne de t e r r e , et dont les e x t r é 

mités seraient données. 

Si la droite était parallèle à l'un des plans de projec

t i on , sa projection sur ce plan serait égale à la droite 

m ê m e : car le trapèze dans lequel la droite et sa p r o 

ject ion sont deux côtés opposés , devient un rectangle. 



I l n 'y aurait donc pas de construction â faire pour 

trouver la longueur de cette droite. 

50. Si on demandait de trouver sur une droite indé

finie , donnée par ses deux projections, un point situé 

à une distance donnée d'un autre point ( a, a' ) de cette li

gne , on ferait le rabattement A ' B ' de la droite ( f i g . 9 ) , 

puis on porterait de A ' en D la longueur donnée. D 

serait dans le rabattement le point cherché , et la pe r 

pendiculaire Dd à la charnière donnerait sur ab la 

project ion horizontale d de ce point , dont la p ro jec 

tion verticale serait en a", à la rencontre de la perpendi

culaire dd' à la l igne de terre et de la projection v e r 

ticale a'b' de la droite. 

51 . Si on suppose qu'une droite de l'espace soit 

divisée en parties proportionnelles à des lignes don

nées ou en parties éga les , et q u e , par tous les points 

de division de la droite on abaisse des perpendiculaires 

sur un des plans de project ion, ces perpendiculaires, 

la droite et sa pro jec t ion , seront toutes dans le m ê m e 

plan projetant de la droite. Ces perpendiculaires étant 

para l lè les , la droite et sa projection seront coupées en 

parties proportionnelles ou en parties égales par ces 

perpendiculaires. D o n c , pour diviser une droite en 

parties proportionnelles à des lignes données ou en 

parties égales , il suffit de faire cette opération sur l 'une 

des projections de la droite. Si on voula i t , de p lus , 

connaître ces parties de la droite e l l e - m ê m e , on ra

battrait la droite et tous les points de division sur un 

des plans de project ion. 

Du plan. 

Partager une droite 
en parties proportion
nelles ou en parties é-
gales. 

52. Un plan est géométr iquement défini par ses 

deux traces. Pour qu'il soit représenté d'une manière 

convenab le , il faut faire voir qu'au m o y e n de ses tra

ces on peut t rouver un point quelconque de sa surface. 

On peut déterminer ua 
point quelconque d'un plan 
qui est donné par ses deux 
traces , c'est-à-dire qu'on 
peut trouver l'une des pro
jections d'ua point, d une 



droite , quand l'autre est 
donnée. 

Soient M N et N P ( f i g . 1 0 ) les deux traces d'un plan. 

Dans cette posi t ion, un point quelconque o du plan 

horizontal peut représenter la projection horizontale 

d'un point de la surface indéfinie du plan. I l s'agit de 

trouver la projection verticale de ce point par la condi 

tion qu' i l doit être dans le plan dont les traces sont M N 

et N P . 

Une droite quelconque aob , tracée sur le plan h o r i 

zontal par le point o , peut être également prise pour 

la projection horizontale d'une droite située dans le 

p lan , et qui passerait par le point que l 'on cherche. La 

droite étant dans le plan M N P , le point de rencontre 

a de ab avec M N est la trace horizontale de cette 

d ro i t e , puisque la trace M N du plan est le lieu de tous 

les points du plan sur le plan horizontal . L e point a' 

de la l igne de t e r r e , situé sur la perpendiculaire abais

sée du point a sur cette l i g n e , appartiendra donc à la 

projection vert icale de la droi te . Mais on sait que l'in

tersection b de la projection horizontale d'une droite 

avec la ligne de terre est la project ion horizontale de*^ 

trace verticale ( 2 7 ) . Cette trace verticale b' doit donc 

être sur la perpendiculaire indéfinie bb1 et sur la trace 

vert icale N P du plan qui contient la droi te . a'// est 

donc la projection verticale de la droite du p l a n , dont 

la projection horizontale est ab. L e point cherché du 

plan se trouvant sur cette d ro i te , sa projection ver t i 

cale sera le point 0 ' , intersection de a'b' et de la pe r 

pendiculaire oo' à la ligne de terre. 

En un point d'un plan il existe dans ce plan une l i 

gne remarquable: c'est son horizontale, ou l ' intersec

tion de ce plan par le plan horizontal passant par ce 

point ; cette horizontale est nécessairement paral lèle à 

la trace horizontale du plan : par conséquent sa pro jec

tion horizontale est parallèle à cette trace ( 1 6 ) , et su 

projection verticale est , du reste , une parallèle à la l i 

gne de terre ( 1 1 ) . 

L'horizontale d'un plan peut servir aussi à détermi

ner la projection verticale d'un point du p lan , quand 



on connaît sa projection horizontale o. En effet, la pa

rallèle cod à M N est sa projection horizontale; d' est 

la trace de cette droite sur le plan ver t ica l , et la pa

rallèle d'c' à la l igne de terre est sa projection ver t ica

le : de sorte que la projection verticale o1 du point du 

plan est sur la verticale oo1, à son point de rencontre 

avec la projection verticale d'c1 de l 'horizontale du 

plan. 

La parallèle au plan vertieal menée dans le plan par 

le point ( 0 , o ' ) , ou l ' intersection de ce plan par un 

plan parallèle au plan ve r t i c a l , est une parallèle à la 

trace vert icale N P ; sa projection horizontale est la pa

rallèle gof à la l igne de terre : g est sa trace sur le 

plan horizontal. La parallèle g'ff à la trace N P est la 

projection verticale de cette droite : c o m m e les autres 

lignes du plan, cette parallèle au plan vertical peut donc 

servir à déterminer la projection vert icale oT. 

Si le plan donné était perpendiculaire à l'un des 

plans de p ro jec t ion , au plan horizontal par e x e m p l e , 

les projections horizontales des différents points du 

plan seraient sur la trace M N du plan (f ig . i l ) , et tous 

les points de la verticale ab au point o pourraient r e 

présenter les projections verticales de ce point o de la 

trace du plan. 

Si le plan était perpendiculaire à la l igne de t e r r e , 

on pourrait prendre indistinctement deux points de ses 

traces pour les deux projections du point du plan. 

L e cas des deux traces d'un plan parallèles à la l igne 

de terre ne change rien dans la détermination de la 

projection verticale of du point du p lan; seulement , 

quand on veut employer l 'horizontale du plan et la pa

rallèle au plan ve r t i c a l , on a besoin d'un plan vertical 

auxiliaire , c o m m e au n° 2 8 , pour déterminer la secon

de projection de ces deux droites. 

C e qu'on a dit de la projection horizontale o du point 

s'appliquerait exactement à sa projection verticale o 

si c'était ce l le-c i qui fût donnée. 



5 5 . On voi t avec quelle facilité on peut t rouver un 

point quelconque d'un plan au m o y e n de ses traces ; ce 

n'est pas le seul avantage qu'offrira ce m o d e de r e p r é 

sentation de cette surface indéfinie z aussi, quand un 

plan est défini par d'autres conditions , la question est 

toujours ramenée à trouver les traces de ce plan. 

Par un point donné faire 
passer un plan. 

5 4 . Un plan qui passe par un point peut prendre 

une infinité de posi t ions. On peut se donner arbitraire

ment une de ses traces M N (fig. 10) sur l'un des plans 

de project ion; son autre trace N P est alors déterminée. 

En effe t , ce plan devant contenir l 'horizontale ( cd9 

c'd* ) menée dans le pian par le point donné ( 0 , o1), 

sa trace verticale doit passer par la trace verticale d1 

de cette droite : donc N P est cette trace verticale du 

plan passant par le point ( 0 , c? r ), dont on s'était donné 

arbitrairement la trace horizontale M N . 

Par deux points donnés 
ou par une droite donnée 
faire passer un plan. 

5 5 . Un plan qui doit passer par deux points , ou par 

la droite qui jo int ces deux po in t s , est indéterminé ; 

on sait seulement que ses traces doivent passer par les 

traces a et bf ( f i g . 10) de la droite (ab , a} b} ) c o n 

tenue dans ce plan : de sorte qu'en menant arbitraire

ment par ces deux points deux droites M N et N P qui 

se coupent sur la l igne de terre , ou parallèles à cette 

l i g n e , le plan M N P sera un de ceux qui contiennent 

la d r o i t e , puisqu'il passe par les deux traces ou par 

deux points de cette l i g n e . 

Si la droite donnée est une parallèle (c d, c1 df>) à 

un des plans de project ion , on peut prendre une d ro i 

te quelconque N P passant par la trace vert icale d'de 

la ligne pour la trace verticale du plan ; mais la trace 

horizontale de ce plan est la parallèle N M à la p ro j ec 

tion horizontale al de la droi te . 

Si la droite donnée est une parallèle (ab , a'b!) ù 

la ligne de terre ( fig. 1 2 ) , les traces d'un plan qui pas

se par cette droite sont des parallèles à la l igne de te r 

re ( ! & ) • 0 ° P e u t s ' e n donner une M N , et l'autre trace 



M ' N ' du plan est déterminée par la condit ion que , ce 

plan contenant la droite Çcd , c'd') qui joindrait un 

des points (a, a ' ) de la droite et un point c de la trace 

M N , cette trace M ' N ' passe par la trace vert icale d1 

de cette droite (cd, c'd! ) . 

56. Les droites qui joignent deux à deux les points 

donnés (a , a ' ) , (6, b')9 (c, cf)9 ( f ig. 1 3 ) , sont contenues tout 

entières dans le plan cherché. La construction des tra

ces horizontales d, g , f9 et des traces verticales d\ 

g}, fJ

9 de ces trois droi tes , donnera év idemment trois 

points de chacune des traces M N et N P du plan ; les 

trois points d'une m ê m e trace du plan devront être né

cessairement en l igne droi te , et seront plus que suffi

sants pour déterminer ces traces, q u i , c o m m e nouvel

le vérif icat ion, devront aller rencontrer la ligne de 

terre en un même point N . La construction de deux 

des traces des droites sur un plan de projec t ion , et 

d'une seule sur l 'autre , suffirait à la détermination des 

traces du plan. 

Si une des trois droites qui passent par les points 

donnés était parallèle à l'un des plans de pro jec t ion , 

on n'aurait plus sur ce plan que deux points de la trace 

du plan cherché ; mais cette trace devrait être parallèle 

à la projection de la droite sur ce m ê m e plan de projec

t ion. 

Si cette droite était parallèle á la l igne de terre , les 

deux traces du plan seraient parallèles à cette l igne , et 

une des deux autres droites servirait à déterminer deux 

points des traces du plan. 

Si deux des droites qui joignent les trois points don

nés étaient parallèles au m ê m e plan de pro jec t ion , le 

plan cherché serait l u i - m ê m e parallèle à ce dernier 

p lan , et n'aurait par conséquent qu'une seule trace qui 

serait la parallèle à la l igne de terre qui joindrait les 

projections des trois points sur l'autre plan de projec

tion. 

Enfin , si les trois points donnés se trouvaient sur 

Construire le plan qui 
passerait par trois point s 
donnés. 



une m ê m e perpendiculaire à la l igne de t e r r e , cette 

perpendiculaire représenterait les deux traces du plan 

cherché. 

Si un des points donnés était sur la l igne de 

t e r r e , ce point serait le point de rencontre des traces 

du p lan , et il suffirait de construire les deux traces de 

la doi te passant par les deux autres points. 

Si deux des points donnés se trouvaient sur la l igne 

de t e r re , les traces du plan à construire se confon

draient avec cette l igne. Dans ce cas , i l serait néces

saire de changer de plan vertical de projec t ion , et de 

chercher sur le nouveau plan auxiliaire les traces des 

droites qui joignent les trois points donnés. On ob t i en 

drait , de cette man iè r e , une trace verticale du plan à 

construire , dont la trace horizontale ne cesse pas d'être 

la ligne de terre ( * ) . 

Quand dans ce p rob lème on ne peut pas obtenir 

sur la feuille de dessin les traces des droites passant 

par les trois points donnés , on cherche les traces de 

droites qui s'appuient sur ces p remières , et qu'on sait 

appartenir aux traces du plan à construire. 

I l est bien entendu qu'i l faut que les trois points 

donnés ne soient pas en l igne droite pour que le plan 

soit dé terminé . 

Construire le plan qui 
passerait par deux droi
tes qui se coupent, ou 
par deux parallèles, ou 
par une droite et un 
point. 

57. La construction des traces d'un plan qui pas

serait par deux droites qui se coupent ou par deux 

parallèles s'exécuterait de la m ê m e manière que lo r s 

que trois points sont donnés. L a position particulière 

des droites donnerait lieu aux mêmes observations 

qu'au numéro précédent. Si les deux droites données 

étaient parallèles à la l igne de t e r r e , on obtiendrait un 

(*) Quelquefois même on est conduit par une question à trouver la 
trace sur un nouveau plan vertical d'un plan donné par ses deux 
traces, et le problème se réduit toujours à construire sur le nouveau 
plan de projection la trace d'une droite du plan. 



point de chaque trace au m o y e n d'une droite qui s 'ap

puierait sur ces deux parallèles. 

L e p rob lème se simplifierait si une des droites don

nées était sur un des plans de projection, car alors cette 

droite serait la trace m ê m e du plan sur ce plan de p r o 

jec t ion . 

Quand le plnn doit passer par une droite et un point , 

on ramène ce problème au précédent en joignant 

le point à un des points de la droite donnée , ou bien 

en menant par le point une parallèle à cette droite. 

Des rabattements. 

58. La représentation du plan au m o y e n de ses deux 

traces offre l 'avantage bien précieux de pouvo i r exé 

cuter son rabattement sur l'un des plans de projection, 

absolument c o m m e on l'a fait pour le plan vertical. 

Dans une foule de quest ions, il arrive que les construc

tions à faire dans l'espace sont renfermées dans un 

m ê m e plan, et que pourtant les propriétés g é o m é t r i 

ques qui lient entre elles les lignes à représenter sur 

ce plan n'établissent pas de relation précise entre 

les projections de ces l ignes de l ' espace . O r , du m o 

ment qu'on saura t rouver sur ce plan rabattu un point , 

une d ro i t e , donnés par leurs project ions , et r é c i p r o 

quement retrouver les projections d'un p o i n t , d'une 

droite du plan, donnés dans le rabat tement , on r a m è 

nera tous les problèmes à exécuter dans ce plan à de 

simples constructions de la géométr ie plane. 

L a méthode des rabattements d e v i e n t , par cette 

raison, un complément de la géométr ie descriptive, i n 

dispensable pour la solution des problèmes . Déjà il a 

fallu y avoir recours pour les quelques questions sur la 

droite et le plan qu'on a traitées p récédemment . 

La méthode des rabattements est fondée sur ce p r in 

cipe : qu 'âpre le rabattement d'un plan autour d'une de 

ses traces , comme charnière, un point du plan se trouve 

sur la perpendiculaire abaissée de sa projection sur cetU 

Le rabattement d'un 
plan sur un des plans d© 
projection permet d'exé
cuter par les procédés de 
la géométrie plane toutes 
les constructions de l'es
pace qui doivent avoir lieu 
dans ce plan. 



trace , et â une dislance de cette ligne égale d V hypothec 

mise d'un triangle rectangle, dont la distance de la projec

tion à la charnière et celle du point au plan de projection 

forment les deux côtés de l'angle droit* En effet, le plan 

vert ical mené par le point perpendiculairement à l a 

trace horizontale , par e x e m p l e , contient la project ion 

de ce point. Les deux droites qui joignent le pied de la 

trace sur ce plan perpendiculaire sont deux perpendi 

culaires à la charnière en un m ê m e point de cette l igne , 

et f o rmen t , avec la portion de verticale comprise e n 

tre le point et sa projection , le triangle rectangle eu 

quest ion, dans lequel la distance du point à la char

nière est l 'hypothénuse. Dans le rabattement, cette 

perpendiculaire se confondra avec celle abaissée de la 

project ion sur la charnière . 

Quand le plan est perpendiculaire au plan de projec

t i o n , la distance du point rabattu à la charnière est la 

hauteur m ê m e du point au dessus de ce plan de p r o 

jec t ion . 

I l s'agit de résoudre la question des rabattements 

pour les trois positions particulières d'un plan par r a p 

port aux deux plans de project ion. 

Etant données tes pro
jections d'un point, d'u
ne droite , situés dans 
unplanperpendiculaire 
à la ligne de terre, trou
ver leur rabattement ; et 
réciproquement , passer 
du rabattement aux pro
jections. 

59. Un point ( a , a f ) ( f i g . 1 4 ) du plan M N P , per 

pendiculaire à la l igne de t e r re , se t rouve dans le ra 

battement du plan autour de sa trace M N sur la p e r 

pendiculaire a A é levée sur cette trace par sa projection 

horizontale a ; et sa distance à la charnière est précisé

ment celle a ' N du point au plan horizontal . L e point 

rabattu sur le plan horizontal est donc à l 'intersection 

A de la perpendiculaire a A et d'une parallèle a" A a 

M N , distante de cette l igne de N a " = a ' N . 

Dans le rabattement du plan autour de sa trace v e r 

ticale N P , le point rabattu serait en A ' , à l ' intersection 

de la perpendiculaire a'A' à N P , et de la parallèle a ' " A ' 

à N P , distante de cette l igne de a ' "Nzz :aN. 

Réc ip roquemen t , si on donnait dans le rabatte

ment sur le plan horizontal un point A du plan M N P 



perpendiculaire à la l igne de terre, la project ion hor i 

zontale a du point serait sur la perpendiculaire Aa à 

la charnière et sur la trace M N , et la projection v e r t i 

cale serait sur l'autre trace N P , à une distance N V 

Au m o y e n des rabattements B et W d'un second 

point (/>, L!) d'une droite du plan, on obtiendra les deux 

rabattements A B et A ' B ' de cette droite sur les deux 

plans de project ion. Dans l'un c o m m e dans l'autre 

rabattement, la seconde trace du plan, qui est une 

droite perpendiculaire à la p remière , ou à la charnière 

au point N , se confondra avec la l igne de terre X Y . Les 

points h et v7 où la droite rabattue A B rencontre les 

deux traces du plan, seront les deux points des traces 

de la droite. Quand on viendra à re lever le p lan, le 

point h qui est sur la charnière ne bougera pas, et r e 

présentera par conséquent la trace horizontale de la 

droi te ; et le point v, qui décrira dans le plan vert ical 

un arc de cercle vv*, dont le centre est en N , viendra 

se placer en vr sur la trace vert icale N P du plan. vf sera 

donc la trace verticale de la droite. Quand on voudra 

t rouver les deux projections d'une droite donnée dans 

le rabattement, la construction la plus simple consis

tera ù relever les deux traces h et v de cette d ro i t e , et, 

à défaut de ces traces, deux points quelconques de la 

droi te . 

L e rabattement A ' B r de la droite sur le plan v e r t i 

cal donnera , par sa rencontre avec N P et X Y , les 

points vf et hf. vr sera sa trace ver t i ca le , et devr.n se 

confondre avec le point obtenu pour cette trace dans 

le premier rabattement; et l'arc de cercle décrit du 

point N c o m m e centre avec le rayon NA' devra couper 

en A ] a trace M N . 

4 0 . L e rabattement sur le plan horizontal d'un point 

(rt, a1) ( f ig . 1 5 ) d u p i a n j U N P perpendiculaire à ce plan 

de projection se t rouve, c o m m e dans le problème pré 

cédent, à la rencontre A de la perpendiculaire GA et de 

Elan*.données lespro-
jec'ions d'un point,dune 
droitP , situés dans un 
plan perpendiculaire à 
Vun des plans de pro-

O 



jection, trouver leur ra
battement; et récipro
quement , passer du ra
battement aux projec
tions. 

la parallèle à M N , distante de cette charnière de a n N 

= a ' a . On obtiendra donc, c o m m e au n° 39, le rabatte

ment A B d'une droite donnée par les projections de 

deux de ses points (a, a1), (£, b!). 

La perpendiculaire N P r à M N sera, dans ce raba t te 

ment , la trace vert icale du plan qui dans l'espace est 

perpendiculaire à M N . Les points de rencontre h et v de 

la droite A B avec les deux traces M N et N P f seront, 

le point h la trace horizontale m ê m e de la d r o i t e , et le 

point v sa trace verticale rabattue. De sorte qu'en rap

portant ce point v sur la trace vert icale N P par l'arc 

xv\ i 1 est cette trace vert icale de la droite. 

Si le point du plan était donné par son rabattement 

A , on obtiendrait sa projection horizontale a en abais

sant du point A une perpendiculaire sur M N , et sa p r o 

jection verticale a7 se trouverait sur la perpendiculaire 

aa1 à la l igne de terre, et à une distance « a ' de cette 

l igne znAtf . 

Dans le rabattement du plan M N P sur le plan vert i

cal, le point ( « , a1) se t rouve toujours sur la perpendi

culaire a1A' à la charnière N P ; mais c o m m e le plan est 

obl ique par rapport au plan vert ical , sa distance an'A.r 

à la charnière est ( 3 7 ) l 'hypoténuse d'un triangle r e c 

tangle dont les deux côtés de l 'angle droit sont la dis

tance crJa,n de la projection du point à N P , et cel le ax 

du point au plan de projection. C e triangle est tout 

formé sur le plan horizontal en Naa . N # = a r f , A ' est 

donc cette distance du point rabattu A ' à la charn iè re . 

En faisant le rabattement B ' d'un second point ( o , b!) 

du plan M N P , on construira une droite de ce plan ra

battue en A ' B ' sur le plan vertical. La l igne de terre 

X Y représentera dans ce rabattement la trace ho r i zon 

tale M N . L e point de rencontre vf de A F B f avec N P 

sera la trace verticale de la droite de l 'espace, et l e 

point h1 sur A ' B ' et sur X Y donnera sa trace hor izon

tale rabattue. L 'arc décrit du point N avec /*N pour 

rayon devra donc passer par le point /*'. 

Si les constructions sont bien faites, la projection 



verticale aJb1 de la droite du plan M N P devra passer 

par le point %\ et le point hn de a'b* sur la l igne de 

terre devra se trouver sur la perpendiculaire abaissée 

du point h sur cette l igne . 

Un point A ' et le point h1 donné par la projection 

a1!?' suffiraient pour obtenir [e rabattement A ' B ' . 

Quand on voudra passer du rabattement A f d'un 

point du plan M N P sur le plan vert ical à ses deux pro

jections a, a1, on saura que la projection verticale a' doit 

se trouver sur la perpendiculaire A V abaissée du point 

A ' sur la charnière. Mais quand on vient à relever le 

plan pour le mettre dans sa véritable position M N P , le 

point A ' décrit un arc dont le centre est en a t n

9 et dont 

le rayon est atnAt. Cet arc de c e r c l e , situé dans un 

plan perpendiculaire à la verticale N P , ou parallèle au 

plan horizontal, se projette en véri table grandeur sur 

le plan horizontal en a ' « , et sur le plan vertical suivant 

la trace A f a m de son plan. La projection horizontale du 

point , devant se trouver à la fois sur cet arc de cercle et 

sur la trace M N , lieu des projections horizontales de 

tous les points du plan M N P , sera à leur intersection af 

et sa projection vert icale a' sera le point d'intersection de 

la perpendiculaire aa! à la l igne de terre et de la l igne 

A V . 

On aurait pu trouver directement la projection v e r 

ticale a' du point , en observant que cette projection est 

dans le plan horizontal a " ' A ' , et que sa distance an,at 

est le côté de l 'angle droit d'un triangle rectangle dont 

l 'hypoténuse est la distance A f a r ' f du point rabattu A ' 

à la charnière, et dont l 'angle aigu compris entre ces 

deux côtés est précisément l 'angle du plan M N P avec 

le plan vertical, ou l 'angle M N Y . En prenant donc N a = 

A ' a m , et abaissant la perpendiculaire av. sur N Y , Nx 

sera cette distance de la projection verticale a! à la 

charnière. Donc celte projection sera sur celte perpen

diculaire a sa rencontre en a' avec la l igne A V , et sa 

projection horizontale sera l'intersection a de cette 

m ô m e perpendiculaire avec la trace M N du plan M N P . 



Les projections d'une droite A ' B f rabattue sur le 

plan vertical s'obtiennent en relevant deux de ses points, 

ou plus simplement ses deux traces, quand on le peut. 

Etant données lespro-
jectionsd'unpoint,drune 
droite, situés dans un 
plan oblique aux deux 
plans de project ion prou
ver leur rabattement; 
et réciproquement, passer 
du rabattement aux pro
jections. 

41 . En partant toujours du principe énoncé au n°58 , 

le rabattement A (fig. 16) sur le plan horizontal d'un 

point {a, a') du plan M N P est situé sur la perpendicu

laire ak abaissée de la projection horizontale a sur la 

charnière M N , et à une distance a,nA. égale à l ' h y p o 

ténuse du triangle rectangle dont les deux côtés de 

l 'angle droit seraient les lignes aan et a!<x. 

On peut construire ce triangle soit sur le plan v e r t i 

cal en a am, soit sur le plan horizontal en aann. En 

portant donc a!m—ann de a" en A , A sera le point ra

battu. 

L a construction du rabattement B d'un second point 

( / ; , / / ) d'une droite (ab, a'b') située dans le plan M N P , 

fera connaître le rabattement A B de cette droi te . On 

n'aura pas besoin de ce second point B si la trace hor i 

zontale h est connue, puisque A B doit passer par ce 

dernier point . 

C o m m e cas particulier de ce p r o b l è m e , on peut se 

proposer de rabattre la trace verticale N P du plan. A 

cet effet, on construirait de la m ê m e manière le rabat

tement P f d'un point quelconque (v, vf) de cette trace. 

N P ' serait cette trace rabattue, et M N P ' l 'angle des deux 

traces dans l 'espace. C o m m e vérification, on doit avoir 

N P ' = N V . 

On doit remarquer que les angles en m et an des 

triangles rectangles arum et aann, et de tous les tr ian

gles correspondants pour tous les points du plan, m e 

surent l 'inclinaison du plan M N P sur le plan hor izon

tal. C'est donc un élément de plus que l 'on connaît 

dans le triangle rectangle qui lie la projection au point 

de l 'espace. 

Réciproquement , si on donnait le rabattement A d'un 

point du plan M N P , on abaisserait la perpendiculaire 

ka sur la charnière, et on construirait le triangle rec -



tangîe aa!!n ou a!um au m o y e n de leur hypoténuse, qui 

est égale à la distance A a " , et de l 'angle aigu en m ou 

en an, qu'il faudrait construire préalablement. A cet 

effet, il peut arriver que le plan M N P soit donné ou 

par ses deux traces M N et N P , ou par sa trace horizon

tale M N et sa trace verticale rabattue N P ' . Dans l'un 

c o m m e dans l'autre cas on pourra construire le t r ian

gle rectangle vtr correspondant au rabattement d'un 

point de la trace verticale de ce plan. Car , quand 

les deux traces M N et N P sont données, on connaît les 

deux côtés tv et vrzzzvv* de l 'angle dro i t ; et si on a dans 

le rabattement les deux traces M N et N P r , on a de ce 

triangle le côté tv et l 'hypoténuse trzzzVH. La construc

tion du triangle anan donnera la projection horizontale 

a, et sa projection verticale a1 sera sur la perpendicu

laire aa\ à une distance aarz^zan. 

En relevant deux points A et B d'une droite rabattue 

A B , ou un seul point , si on peut avoir sa trace horizon

tale on obtient les deux projections ab et a'b' de cette 

droi te . 

On résoudrait ces deux questions des rabattements 

sur le plan vertical autour de la trace N P , absolument 

de la même manière que pour le plan horizontal . Si on 

exécutait ces deux rabattements à la fois, il y aurait lieu 

à diverses vérifications pour les points des traces de la 

droite, qu ' i l serait facile de s'expliquer. 

42. I l existe pour un plan perpendiculaire à un des 

plans de projection une autre espèce de rabattement. 

I l consiste à faire tourner ce plan autour d'une perpen

diculaire à ce plan de projection pour le ramener dans 

la position parallèle à l'autre plan de projection, sur l e 

quel on le transporte ensuite. Ce mode de rabattement 

a été suffisamment détaillé au n° 2 9 , quand il a fallu 

trouver en vraie grandeur la longueur d'une droite. 



Intersection de droites et de plans. 

Manière de reconnaître 
si deux droites se coupent. 

45. Deux droites ne peuvent se couper que quand les 

deux intersections de leurs projections sur le m ê m e 

plan sont sur une m ê m e perpendiculaire à la l igne de 

terre. En effet, le point commun à ces deux droi

tes doit avoir ses projections sur celles de ces droites, 

et les deux projections d'un point de l'espace doivent 

se trouver sur une m ê m e perpendiculaire à la l igne de 

terre . 

Si les deux droites étaient situées dans un m ê m e 

plan perpendiculaire à un des deux plans de project ion, 

ou si elles avaient la m ê m e projection sur ce plan, i l 

suffirait que les deux autres projections se rencontras

sent pour qu'il y eût intersection. 

Si les deux droites étaient situées dans un m ê m e 

plan perpendiculaire à la l igne de terre, ou si les p r o 

jections des droites se confondaient, il faudrait c o n 

struire les projections de ces droites sur un plan ver t i 

cal auxil iaire; les droites se couperaient si les deux p ro 

jections sur ce plan se rencontraient : cela revient à 

faire le rabattement du plan qui contient les deux 

droites. 

Les deux projections d'une droite qui rencontre la 

l igne de terre doivent se couper en un m ê m e point de 

cette l i g n e ; et réciproquement , si ces deux projections 

se coupent en un m ê m e point de la l igne de te r re , la 

droite rencontre cette l igne en ce point. 

Trouver l'intersection 
de deux plans donnés 
par leurs traces. 

44. Les points de rencontre A et vT ( f i g . 17 ) des tra

ces sur le m ê m e plan de projection, M N et Q R , N P et 

R S , des deux plans donnés , sont des points communs 

aces plans. Ces points appartiennent donc à leur inter

section c o m m u n e ; ils en sont m ê m e les deux traces. 

Or ces deux points, situés fun dans le plan horizontal , 

l 'autre dans le plan ver t ical , se projettent sur l 'autre 



plan de projection en h1 et v sur la l igne de terre ; hv et 

/ t V seront donc les projections de la droite cherchée, 

intersection des deux plans. 

Si deux des t races , c o m m e N P et R S ( f ïg. 18 ) , se 

trouvaient paral lè les , les traces des plans ne donne

raient plus qu'un point h de cette intersection. Mais 

les deux plans donnés , passant alors par deux droites 

parallèles N P et R S , se coupent suivant une parallèle 

à ces dro i tes , e t , par conséquent , aussi parallèle au 

plan vert ical . Donc les deux projections de l ' inter

section des deux plans seront la parallèle ha à la l igne 

dé ter re , et la parallèle h1 a1 à N P , menées par les points 

// , / « ' . La construction générale pour t rouver l ' inter

section de deux plans indique ce résultat. En effet , 

de ce que les deux traces N P et R S sont parallèles , la 

droite intersection des deux plans vient rencontrer 

le plan vertical sur ces deux traces en un point situé 

à l ' infini; c'est donc une parallèle à ce plan de projec

tion située dans les deux plans donnés. 

Si les deux traces SU et N P étaient perpendiculaires 

à la l igne de terre , les deux plans seraient perpendicu

laires au plan ver t i ca l , et leur intersection serait une 

verticale. 

Lorsque les deux traces d'un des plans, tout en se 

coupant sur la l igne de ter re , sont respectivement pa

rallèles aux traces de l 'autre, les plans donnés sont é v i 

demment parallèles entre eux ; il n'y a donc pas d ' in

tersection. Mais si les quatre traces sont en m ê m e 

temps parallèles à la ligne de terre , les deux plans peu

vent se couper suivant une parallèle à cette l igne . 

Pour obtenir cette intersection, que ne peuvent plus 

donner les traces des plans, on coupe les plans donnés 

( M N , M ' N ' ) , ( P Q , P ' Q ' ) ( f ig . 1 9 ) par un plan auxi

liaire quelconque R S T . On construit les deux intersec

tions (cd, c'd' ) , (fg, flg') de ce plan avec les deux plans 

( M N , M ' N ' ) , ( P Q , P ' Q ' ) . L e point de rencontre 

( wi, »0 de ces deux droites sera évidemment un point 

commun aux deux plans donnés, e t , par conséquent , 



ces plans auront pour intersection commune la droite 

Çab, alb1), menée par ce point ( m , w ' ) parallèlement 

à la ligne de terre. 

On aurait pu choisir pour plan auxiliaire un plan 

U Y U ' perpendiculaire à la ligne de terre. Ses intersec

tions avec les plans donnés sont deux droites , dont les 

traces sont h et a1 pour celle du plan ( M N , M'JN' ) 9 ¿ et 

n' pour celle du plan ( P Q , P 'Q<) . Dans le plan U V U ' 

rabattu autour de sa trace horizontale, ces intersections 

sont les droites Zip et lq ( 3 9 ) ; leur point de rencontre A 

est en projection a et a1. De sorte que les droites ub, 

a'b', menées par ces points parallèlement à X Y , r ep ré 

sentent l'intersection des deux plans donnés. 

Si les deux droites hp et lq étaient paral lè les , les 

deux plans ne se rencontreraient pas , puisqu'ils pas

seraient par ces deux droites parallèles et une paral

lè le à la ligne de terre. Dans ce cas , les quatre seg

ments y h, Vé?, W , Mk'y forment une proport ion, ainsi 

que le démontre la similitude des deux triangles liSp 

et lYq. 

Si un des plans donnés était parallèle à un des pians 

de project ion, au plan horizontal par e x e m p l e , ce plan 

n'aurait qu'une seule trace Q!iir ( f i g . 2 0 ) , sur le plan 

vert ical . L'intersection est alors une horizontale du 

second plan (av, a'v')9 dont la trace verticale est le 

point de rencontre vl des traces verticales N P et Q ' R ' 

des deux pians donnés. Mais si le second plan donné 

( M N , M ' i N ' ) ( f i g . 21 ) étai t , en ou t r e , parallèle à la 

l igne de te r re , on couperait les deux plans par un plan 

auxiliaire R S T perpendiculaire à X Y . On construirait, 

sur le rabattement de ce plau autour de sa trace v e r t i 

cale S T , les deux intersections c'W et Q ' R ' avec les plans 

donnés. Leur point de rencontre A serait un point de 

l'intersection commune de ces deux plans dans le ra

battement, a et a1 seraient les deux projections de ce 

point ; et les parallèles à la ligne de terre Q ' R r et ab r e 

présenteraient les deux projections de l'intersection 

cherchée. 



Si les quatre traces des plans donnés M N P et Q N R 

(f ig . 22) se coupaient en un même point de la ligne de 

terre , leur intersection serait une droite qui passerait 

par le point de concours N de ces traces. Pour obtenir 

un second point de cette droite , on couperait ces deux 

plans par un plan auxiliaire S T , qu'on choisirait de pré

férence horizontal ou parallèle au plan vertical. Les in 

tersections de ce plan avec les plans donnés seront , 

en projection horizontale, deux droites cd et fa m e 

nées par les points de rencontre c et /"des traces v e r t i 

cales parallèlement aux traces horizontales M N et Q N . 

Leur point de rencontre a sera la projection horizontale 

d'un point de l'intersection des deux plans donnés ; sa 

projection verticale sera en a f, sur la trace verticale S T 

du plan horizontal auxiliaire , et a N , a ' N , seront les 

deux projections de l'intersection cherchée. 

I l pourrait se faire q u e , pour une position part icu

lière du plan auxiliaire, les droites suivant lesquelles ce 

plan rencontrerait les plans donnés fussent parallèles. 

Puisque les plans donnés ont déjà un point commun 

sur la ligne de terre , ils se coupent réellement b i e n ; 

seulement leur intersection est une parallèle aux deux 

droites qu'on aurait trouvées , et par lesquelles passent 

les deux plans donnés. Si le plan auxiliaire qui donne

rait ces intersections parallèles entre elles était un plan 

perpendiculaire à la ligne de ter re , on ver ra i t , c o m m e 

précédemment , que les quatre distances des traces des 

plans donnés à la ligne de terre , dans ce plan pe r 

pendiculaire, formeraient une proport ion. 

L e s deux traces des pians donnés peuvent être telles, 

que dans le rabattement des deux plans de projection 

elles v iennent , pour chacun d ' eux , à se confondre. 

Soient ( f i g . 2 3 ) M N et N P les traces de l'un de ces 

plans, Q R et R S celles de l'autre. L e point de rencontre 

a de ces traces , considéré comme appartenant aux deux 

traces horizontales M N et R Q prolongées en arrière de 

la ligne de te r re , est un point de l'intersection des deux 

plans. Ce même point a de rencontre des traces ver t i -



cales N P et R S appartient également à cette intersec

tion. C e second point de l 'espace, bien distinct du pre

mier , vient se confondre avec lui après le rabattement 

du plan vertical sur le plan horizontal. 

Quand on viendra à relever le plan ver t ical , ce se

cond point se trouvera dans le plan T U V , mené par le 

point a perpendiculairement à la charnière X Y , pian 

qui contient aussi le point de rencontre a des traces ho

rizontales des pians donnés. L'intersection des deux 

plans est donc une droite située tout entière dans ce 

plan perpendiculaire à la ligne de terre , et ses traces 

horizontale et verticale sont en a. Cette intersection des 

deux plans est , par conséquent, bien déterminée. Dans 

le rabattement du plan T U V de cette droite autour de 

sa trace horizontale T U , la trace horizontale reste en a> 

et sa trace verticale vient en v. Cette intersection ra

battue est donc la droite av du triangle rectangle isocèle 

Vav;et comme les angles aigus de ce triangle représen

tent l'inclinaison de cette intersection sur les deux plans 

de projec t ion , on peut dire que cette intersection fait 

des angles de 45° avec chacun de ces plans. 

Du res te , en coupant les deux plans donnés par un 

plan horizontal auxiliaire S P , la construction donnerait 

le point de l'intersection des deux plans en ( 6 , b') sur 

la | erpendiculaire V T , à cause de l 'égalité des triangles 

doV et bccl, ce qui confirmerait le résultat qu'on vient 

de trouver. 

Deux plans parallèles aux plans M N P et Q B S , c t 

dont les traces passeraient toutes par le point 1 ) , d o n 

neraient une intersection qui serait parallèle à celle de 

ces derniers plans, et qui passerait par le point U de la 

ligne de te r re , résultat que confirmerait encore la sec

tion faite par un plan horizontal auxiliaire. 

4<5. I l peut arriver que les traces verticales ou h o r i 

zontales des deux plans dont on veut obtenir l'intersec

tion ne se rencontrent pas sur la feuille de dessin. M N P et 

Q R S ( l i g . 2 4 ) étant ces deux pians, le point de r e n -



contre h de leurs traces horizontales sera la trace horizon

tale de l'intersection des deux plans. Ce point se p ro je t 

tera sur le plan vertical en h1 sur la l igne de terre. I l 

restera à trouver un second point de l 'intersection. A 

cet effet, on coupera les deux plans par un plan aux i 

liaire T U , horizontal par exemple . On cherchera le 

point d'intersection ( d , d!) des deux horizontales des 

deux plans donnés , situées dans ce plan T U . Les d ro i 

tes hd et tíd1 seront les projections de l'intersection des 

deux plans. On pourrait obtenir directement un point 

d1 d'une parallèle c'f à N I i , en observant que les trois 

concourantes au point vr divisent ces deux parallèles en 

parties proportionnelles : il faudrait donc diviser c'f en-

deux parties c'd' et d'f1 proportionnelles à N/¿ r et h'R. 

I l serait peut-être plus curieux qu'utile de savoir 

déterminer le point v de la projection horizontale ko, 

quand on a déjà obtenu un point {d, d1). Les traces 

verticales étant supposées prolongées jusqu'à leur r en 

contre en v\ et ayant imaginé la droite vv'9 on a, à 

cause du parallélisme des droites vv\ cc'9 ff\ et de 

celles N R et c'f 

Nv N ^ f Rv' Rv 

]$c~Nc'~Rf~Rf> 

d'où 

Rv~~Rf' 

c'est-à-dire q u e , pour avoir le point v , il faudrait d i« 

viser la droite N R en deux parties proportionnelles aux 

deux longueurs connues Ne et Rf. 

Si les traces horizontales et verticales des plans ne se 

rencontraient pas , il faudrait construire deux points 

de celte intersection au moyen de deux plans auxiliai

res , absolument comme on vient de le faire pour t rou

ver le point ( e / , d1) de cette intersection. 

On pourrait également obtenir les points des projec

tions des traces sur la l igne de t e r re , du moment qu'où 



aurait construit un point de l'intersection des deux 

p lans , absolument comme on a fait pour le point v. 

46. Dans le problème de l'intersection de deux plans, 

on a eu recours à un plan auxiliaire pour construire 

cette dro i te , toutes les fois qu'elle n'était pas connue 

directement par les traces des plans et par la position 

particulière de ces surfaces. On a cherché à choisir le 

plan auxiliaire qui donnait avec ces pians les intersec

tions les plus faciles à construire. 

C'est là un procédé générai qui a de fréquentes a p 

plications en géométrie descriptive. Ainsi , quand on 

voudra obtenir les points communs à deux surfaces, on 

les coupera par une surface auxiliaire prise parmi celles 

qui donneront, avec ces premières , les intersections les 

plus simples et les plus commodes pour les construc

tions. 

47. L e problème qui consiste à trouver i'intersectiou 

de deux plans conduit directement à la solution de cette 

question, qui a déjà été traitée au n° 32 : Étant donnée 

une des projections d'un point, d'une droite, situés dans un 

plan donné, trouver l'autre projection. En effet, il ne s'agira 

que de construire l'intersection du plan donné avec le 

plan projetant connu de la droite, ou avec un plan quel

conque passant par la perpendiculaire au plan de pro

jection menée par la projection donnée du point . Dans 

le premier cas , l 'intersection des deux plans est la 

droite cherchée; dans le second cas , on obtient une 

droite sur laquelle est située l'autre projection du 

poin t , qui se t rouve par conséquent bien détermi

née. 

Trouver l'intersection 
d'une droite et d'un 
plan. 

48. L'intersection d'une droite et d'un plan, étant un 

point commun à la droite et au p lan , se trouve sur la 

droite et sur l'intersection du plan donné avec un plan 

quelconque passant par cette droite. L e problème c o n 

siste donc à faire passer par la droite un plan quelcon

que, et à construire son intersection avec le plan donné. 



L e point de rencontre de cette ligne et de la droite d o n » 

née sera l'intersection cherchée. 

Or , pour conduire par la droite (ab, aTb!) ( f ig . 25) un 

plan, il suffira de fane passer ses traces Q R et R S par 

les deux traces a et bT de la droite (35 ) . L' intersection 

du plan Q R S arec le plan donné M N P est une droite 

(cd, c 'c/ ' ) qu'on sait construire dans toutes les positions 

possibles des deux plans ( 4 4 et 45 ) . L e point de ren

contre ( 0 , o f ) de cette droite avec (ab, a r 6') est l ' inter

section cherchée. Ces deux points 0 et o1 doivent se trou

ve r sur une m ê m e perpendiculaire à la l igne de terre. 

Si la droite (cd, crdr) était parallèle à la ligne (ab, arh!)9 

il n'y aurait pas d'intersection. Effec t ivement , dans ce 

cas , la droite donnée est parallèle au pian M N P . 

Cette droite (cd, c'dr) se confondrait avec (ab9 a f/>'), 

si les traces a et L! étaient sur les traces M N et N P du 

plan. C'est que la droite donnée serait alors contenue 

dans le pian M N P . 

L e choix du plan sécant qui passe par la droite don

née étant arbitraire, il est plus c o m m o d e de se servir 

d'un des deux plans projetants de cette d ro i t e , et m ê m e 

de ces deux plans à la fois , ce qui donne une vérifica

t ion , comme à la solution précédente. L e plan vertical 

qui projette la droite donnée suivant ab ( f i g . 2 6 ) a 

pour trace horizontale cette ligne ab, et sa trace ver t i 

cale est la perpendiculaire Q R sur la ligne de terre. C e 

plan « Q R coupe le plan donné M N P suivant une droite, 

dont la projection verticale est cfdr. L e point de ren

contre o1 de cette droite avec a!bf est la projection ver

ticale de l'intersection cherchée, et on aurait sa projec

tion horizontale à la rencontre 0 de la perpendiculaire 

00' et de la projection horizontale ab de la droite donnée. 

L e second plan projetant ft'ST de la droite donnerait 

directement celte projection horizontale 0. Car il est à 

la rencontre de la droite ab et de la projection horizon

tale / g de l'intersection du plan arST avec le plan M N P . 

On exécute ordinairement ces deux constructions à la 

fois ; et comme vérification, les deux points a et of do i -



vent se t rouver sur une m ê m e perpendiculaire à la l igne 

de terre. 

49. Quand la droite donnée ( a , « W ) ( f i g . 2 7 ) est 

perpendiculaire à un des plans de project ion, au plan 

horizontal par e x e m p l e , on choisit pour plan sécant, 

soit le plan vertical Q R S dont la trace horizontale Q a R 

est parallèle à la trace M N du plan donné , soit le plan 

T a U parallèle au plan vert ical . L e premier de ces plans 

coupe le plan M N P suivant une horizontale, dont la 

projection verticale c'a? coupe en or la projection ver t i 

cale de la droite donnée. L e second plan T U coupe le 

plan M N P suivant une parallèle au pian ve r t i ca l , dont 

la projection verticale fg1 est une parallèle à la trace 

N P du plan. L e point o! de rencontre de fg1 et arbr est 

la projection verticale du point d'intersection de la droite 

et du p l an , dont on ava i t , du reste, la projection h o 

rizontale en puisque la droite donnée est une verti

cale . 

Quand on veut obtenir la projection verticale d'un 

point d'un plan, connaissant sa projection horizontale, 

on peut ramener la question à trouver l'intersection du 

plan donné avec la verticale é levée de cette p r o 

ject ion. La construction indiquée est celle qu'il faudrait 

exécuter. Ma i s , en définitive, la solution de ce p r o 

blème revient toujours à trouver l'intersection du plan 

donné et d'un plan vertical passant par le po in t , c o m m e 

il a été dit au n° 47. 

«50. En généra l , toutes les fois qu'il s'agira de t rou

ver l 'intersection d'une ligne et d'une surface, on cher

chera à placer cette ligne sur une autre surface auxi

l i a i r e , qui donnerait avec la surface donnée l'intersec

tion la plus simple et la plus facile à construire, c o m m e 

on l'a fait quand on a voulu trouver l'intersection d'une 

droite et d'un plan. 

Trouver V intersection 
de trois plans donnés. 

«51. L'intersection de trois plans est en général un 



poin t : c'est le point de rencontre de la droite, intersec

tion de deux de ces plans, avec le troisième pian. L e 

point d'intersection des trois plans se t rouve sur les 

trois droites, intersections de ces plans pris deux à deux. 

Ce problème est donc ramené à celui de l'intersection 

de deux plans, qu'on a appris à résoudre au n° 44 dans 

toutes les positions possibles des plans. 

M N P , Q R S et T U V (f ig. 2 8 ) , étant les trois plans don

nés, on construira les intersections (ab9 afbf), (cd9 cfd!)9 

(fg, fg'), de ces plans pris deux à deux ( A 4 ) . Ces trois 

droites devront se couper en un même point ( o , o ' ) . I l 

suffirait de construire deux de ces droites pour trouver 

l 'intersection des trois plans. 

Si deux des intersections des plans donnés, pris deux 

a deux, étaient parallèles, le plan sur lequel se t rou

vent ces deux droites parallèles serait alors parallèle à 

l'intersection des deux autres plans. I l n'y aurait pas 

d'intersection commune aux trois plans. 

Si deux des intersections des plans donnés, pris deux 

à deux, se confondaient, l'intersection des trois plans se

rait cette droite m ê m e . C'est le cas de trois plans dont 

les deux traces se réduiraient pour chacun d'eux à une 

seule l igne , et dans la supposition que ces trois lignes 

des traces viendraient concourir en un m ê m e point. 

Droites et plans parallèles. 

5 2 . L e point donné [c, c') ( f ig . 29) appartenant à la 

parallèle cherchée, les projections de cette droite pas

seront par celles du point. C o m m e du reste on sait que 

les projections de deux droites parallèles sont respecti

vement parallèles ( 1 6 ) , celles de la parallèle cherchée 

seront les droites cd9 ch(\ menées parallèlement aux p r o 

jections ab et a'b' de la droite donnée. 

Par un point donné 
mener une parallèle à 
une droite donnée. 

5 5 . L e plan parallèle qu'il s'agit de construire est in

déterminé. On sait seulement qu'il doit passer par la 

Par un point donné 
mener un plan paral
lèle à une droite donnée. 



droite menée par le point donné (c, c1 ) (f ig. 30) parallè

lement à la droite donnée (ab, a'br). Si donc on mène 

cd, crd\ respectivement parallèles aux projections ab, 

a!bf, et si on cherche les deux traces h et v de cette 

droite (cd, crdf), tout plan tel que M N P , qui passera par 

ces deux traces, sera parallèle à la droite donnée, et con* 

tiendra le point donné. 

Par un point donné 
mener une droite paral
lèle à un plan donné. 

5 4 . Ce p rob lème est indéterminé. On aura une pa

rallèle au pian en menant par le point donné une pa

rallèle à une droite quelconque du plan donné. 

Par un point donné 
mener un plan parallèle 
à un plan donné. 

5 5 . L e plan parallèle à construire aura ses traces 

respectivement parallèles à celles du plan donné M N P 

(fig. 31) ( 2 0 ) . On connaîtra donc les deux parallèles 

(ab, a}b*), (ac, a'c!), aux deuxpîansdeproject ion, menées 

par le point donné (a , a ' ) dans le plan cherché (32 ) .Les 

traces c et d1 de ces deux droites appartiendront aux 

traces de ce plan parallèle. De sorte qu'en menant par 

ces deux points les parallèles Q R et S R aux traces M N 

et N P du plan donné, on aura les deux traces du plan 

cherché, qui devront se rencontrer en un m ê m e point 

R de la ligne de terre. Une seule des traces c et b' aurait 

suffi pour déterminer le plan parallèle. 

Ou aurait pu construire d'une manière plus générale 

le plan Q R S en menant par le point (a, a1) une parallèle 

à une droite quelconque du plan M N P ; les traces de 

cette parallèle auraient appartenu aux traces du plan 

cherché Q R S , En effet, le plan parallèle est le lieu de 

toutes les parallèles au plan M N P , menées par le point 

donné. 

Si le plan donné était perpendiculaire à la ligne de 

terre, les traces du plan parallèle se confondraient avec 

la perpendiculaire qui joint les deuxprojeclions du point 

donné. 

Si le plan donné était parallèle à la ligne de terre, 

on ne pourrait pas faire usage de l'horizontale du plan, 

et il faudrait construire les traces d'une parallèle à une 



droite quelconque du plan donné. Ces traces appartien

draient aux traces du plan cherché. 

5 6 . L e plan cherché est celui qui passerait par les 

deux droites menées par le point donné, respectivement 

parallèles aux deux droites données. 

Par un point donné 
mener un plan parallèle 
à deux droites données. 

5 7 . I l faut construire l'intersection des deux plans 

donnés ( 4 4 ) . La parallèle à cette intersection, menée 

par le point donné, est la droite cherchée. 

Par un point donné 
mener une droite paral
lèle à deux plans don
nés. 

5 6 . L e plan à construire, devant passer par une des 

droites données et être parallèle à l 'antre, contiendra 

toutes les parallèles à cette dernière droite menées par 

les différents points de la première . I l suffira donc de 

prendre un point de la droite du plan, de mener par ce 

point une parallèle à l'autre droite ( 5 2 ) , et de faire pas

ser un plan par la première droite et cette paral 

lè le ( 3 7 ) . 

Ce problème est toujours possible, puisque les deux 

droites du plan se coupent. Mais il y aurait indé te rmi

nation dan tle cas seulement où les deux droites d o n 

nées seraient parallèles; et en effet, tout plan qui pas

serait par la première droite serait parallèle à l'autre. 

Par une droite don
née mener un plan pa-
rállele à une droite don
née. 

Dro it es et plans perpendículo, ires. 

5 9 . La perpendiculaire à un plan ayant ses p ro jec

tions respectivement perpendiculaires aux traces du 

plan ( 1 9 ) , il suffira d'abaisser du point donné (o, o') 

(fig. 32 ) de cette droite les perpendiculaires oa et ora' 

sur les traces M N et N P du plan, pour avoir les projec

tions ab et a'L! de cette perpendiculaire au plan. 

L e pk'd de la perpendiculaire, ou le point commun à 

la droite (ab9 a'L') et au plan M N P , s'obtiendra en c o n -

strnisa.it l'intersection (iib> o'd'j de ce plan avec le pian 

projetant abd' de la perpendiculaire ( 4 8 ) . L e point (•:<, a!) 

Abaisser d'un pc'r.ii 
donné une perpendicu
laire sur un plan, et dé
terminer le pied et la 
vraie grandeur de cette 
perpendiculaire. 

A 
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commun à ces deux droites est le p ied de la perpendi

culaire. 

L a vraie grandeur de la portion de la perpendicu

laire comprise entre le point ( 0 , o f ) et le pied (a, a f ) se 

construira sur le plan vertical en o ' A , ainsi qu'il est e x 

pliqué au n° 29. 

Quand le plan donné est perpendiculaire à un des 

plans de project ion, la projection du pied de la p e r 

pendiculaire sur ce dernier plan se trouve sur la trace 

m ê m e du plan donné, et la perpendiculaire s'y projette 

en vraie grandeur. 

Si le plan donné est parallèle à l'un des plans de p r o 

ject ion, la projection du pied de la perpendiculaire sur 

l 'autre plan de projection se trouve sur la trace du plan 

donné , et la perpendiculaire se projette en v ra ie gran

deur sur ce second plan de projection,, 

Lorsque le plan donné est perpendiculaire à la l igne 

de terre, les deux projections du pied de la perpendi

culaire sont sur les traces du plan, et la perpendicu

laire se projette en vraie grandeur sur ces deux plans. 

Quand le plan donné est parallèle à la ligne de terre, 

la perpendiculaire au plan est dans un plan perpendi 

culaire à cette l igne. I l faut a l«rs faire le rabattement 

de ce dernier plan pour trouver le pied et la longueur 

de la perpendiculaire. 

Si les traces du plan étaient en l igne droite, et le 

point donné sur la ligne de terre, les deux projections 

de la perpendiculaire se confondraient, mais on n'en 

obtiendrait pas moins par les procédés ordinaires le 

pied et la longueur de cette perpendiculaire. 

C e p rob lème servira à trouver la distance d'un point 

à un plan. 

Par un poitit donné 
mener tin plan perpen
diculaire à une droite 
donnée* 

GO. Les directions des traces du plan perpendicu

laire à la droite donnée (ab, a r / / ) (f ig. 3 3 ) doivent être 

respectivement perpendiculaires aux projections de 

cette ligne ( 1 9 ) . On pourra donc construire les parallè

les (pc9 o]J), (ou, o'd,s), aux deux plans de projection, 



menées dans le plan perpendiculaire par le point donné 

(o, or) de ce plan, car on sait que les projections oc 

et o'd1 doivent être perpendiculaires aux projections 

ab et a'of de la droite c o m m e les traces du plan 

cherché. 

L e traces d et c! "de ces deux droites appartiendront 

aux traces du plan perpendiculaire. De sorte qu'en m e 

nant de ces points les perpendiculaires Md et c f P à ai 

et a'b', ces droites représenteront les traces du plan à 

construire qui devront venir concourir en un m ê m e 

point N de la l igne de terre. 

Si la droite donnée est perpendiculaire à l'un des 

plans de projection, le plan perpendiculaire est paral

lèle à ce p lan , et sa trace unique est une parallèle à la 

ligne de terre, passant par la projection du point donne 

sur Fautrc plan de projection. 

Quand la droite donnée est parallèle à un des plans 

de projection , le plan à construire est perpendiculaire 

à ce plan, et sa trace sur ce plan passe par la projection 

du point donné. 

Quand la droite donnée est dans un plan perpendi

culaire à la ligne de terre ? les deux traces du plan per 

pendiculaire sont parallèles à cette dernière l igne ; il 

faudra construire les traces du plan au moyen du ra

battement du plan perpendiculaire à la ligne de terre. 

Si la droite donnée est parallèle à la ligne de te r re , 

les deux traces du plan perpendiculaire se confondent 

avec la perpendiculaire qui joint les deux projections 

du point donné. 

61. On mènera par le point donné un plan per

pendiculaire à la droite donnée ; on cherchera le pied 

de la droite dans ce plan. La ligne qui joint ce pied et 

le point donné sera la perpendiculaire demandée. 

La droite donnée et sa perpendiculaire étant dans le 

plan passant'par la droite et le point donnés , on pour

rait construire ce plan, le rabattre autour d'une de ses 

traces; dans ce plan rabattu, abaisser du point donné 

Par un point donne 
mener une droite per~ 
pendiculaire à une droi
te donnée. 



la perpendiculaire à la droite donnée , et relever cette 

perpendiculaire. On n'aurait besoin , pour la solut ion, 

que de la seule trace du p lan , autour de laquelle se 

fait le rabattement. 

Par un point donné 
mener un plan perpen
diculaire à deux plans 
donnés. 

62. I l faut chercher l'intersection des deux plans 

donnés ( 4 4 ) . Puis on mènera , du point donné , un 

plan perpendiculaire à cette intersection: ce sera le plan 

demandé. 

Par une droite don
née mener un plan per
pendiculaire d un plan 
donné» 

65. D'un point de la droite donnée on^abaisse une 

perpendiculaire sur le plan donné. L e plan qui passera 

par cette perpendiculaire et par la droite donnée sera 

le plan demandé. 

Angles de droites et de plans. 

Trouver les angles 
qu'une droite donnée fait 
avec les plans de pro
jection. 

64. L ' a n g l e d'une droite et d'un plan est , c o m m e 

on sait, l 'angle formé par cette droite et sa projection 

sur ce plan. L 'angle d'une droite avec un des plans de 

projection est donc l 'angle de deux droites situées dans 

son plan projetant, dont la trace sur le plan de p ro jec 

tion est la projection e l l e -même de la droite donnée. 

Un simple rabattement du plan projetant en question 

conduira donc à la solution du prob lème. 

L 'ang le d'une droite (ab,a'ùf) ( f ig . 34) avec le plan 

horizontal s'obtiendra par le rabattement du plan qui 

projette cette droite suivant ah, soit autour de sa trace 

ab, soit autour d'une verticale aa1 de ce plan, c o m m e i l 

a été expliqué ( 4 0 ) . 

Dans le premier rabattement, on construira la droite 

A B au moyen de deux quelconques de ses points (a,a'), 

(b, />'), ou mieux encore par ses deux traces h et v'9 

quand il est possible de les obtenir. Cel te ligne A B f o r 

mera avec ab un angle M B , qui sera l'angle de la droite 

avec le plan horizontal. Cet angle serait donné par la 

droite A B et une parallèle ù ab, si on ue pouvait pas 



prolonger ces deux lignes jusqu'à leur point de c o n 

cours. 

Dans l e rabattement du plan autour de sa verticale 

aa1, on construira la droite a 'B" au moyen d'un point, 

et W'a'c sera aussi l 'angle de la droite avec le plan h o 

rizontal. Quand on peut trouver les traces h et vf de la 

droite, la construction se simplifie en faisant tourner le 

plan autour de la verticale vv1. I l suffît alors de rabattre 

la trace horizontale en h,T, et v'tt'v est l 'angle demandé. 

Les trois angles M B , Wafc e t t i f A f r r , qu'on a obtenus 

pour l 'angle de la droite avec le plan horizontal^ doivent 

être égaux. 

L 'angle de la droite avec le plan vertical s'obtiendra 

absolument de la m ê m e manière, au moyen des deux ra

battements du plan qui projette la droite suivant a'b'. 

Cet angle est représenté en oJv'A' dans le premier r a 

battement, et en vnih!h dans l 'autre . 

Quand la droite donnée est parallèle à l'un des plans 

de projection, au plan horizontal par exemple , son an

gle avec ce plan est nul, et le plan qui projette la droite 

sur le plan vertical étant dans ce cas parallèle au plan 

horizontal, l'angle de la droite avec sa projection verti

cale est donné en vraie grandeur sur le plan horizontal : 

c'est l 'angle de la l igne de terre avec la projection h o 

rizontale de la droite. 

6D . L 'angle de deux plans est mesuré par l 'angle des 

deux droites qu'on obtient en coupant ces deux plans 

par un pian perpendiculaire à leur intersection c o m 

mune . Cette intersection est la trace m ê m e d'un des 

plans quand l'autre est le plan de project ion; et la p e r 

pendiculaire à cette trace dans ce dernier plan r ep ré 

sente la trace du plan perpendiculaire, et aussi son in

tersection avec le plan de projection. Un simple rabat

tement du plan perpendiculaire en question conduira 

donc à la solution du problème. 

Soit M N P (f ig . 3 5 ) le plan dont on demande les an

gles avec les plans de projection. Une perpendiculaire 

Trouver les angles 
qu'un plan donné fait 
avec les plans de pro
jection. 



quelconque ab à M N représentera la trace horizontale 

d'un plan perpendiculaire à M N , qui aura pour trace 

verticale la perpendiculaire bbr à la ligne de terre, ab sera 

en m ê m e temps l'intersection de ce plan perpendicu

laire avec le plan horizontal; et la droite qui passera 

par le point a et le point (b, b1) sera son intersection 

avec le plan M N . 

L e rabattement le plus simple de ce plan abb' est celui 

qui s'exécutera autour de sa verticale bb!. I l suffira de 

amener le point a en a" sur le plan vertical. anb et anb' 

?3nt les deux intersections du plan perpendiculaire ra

battues ; de sorte que batfbf est l'angle que le plan M N P 

fait avec le plan horizontal. 

S'il n'était pas possible d'obtenir la verticale bb!, on 

exécuterait le rabattement autour d'une autre verticale 

de ce plan perpendiculaire. On peut encore faire le ra

battement de ce plan autour de sa trace horizontale ab. 

L e rabattement du plan cUVd, perpendiculaire à la 

trace verticale N P , autour de dd] comme charnière, 

conduirait à l 'angle d'c1fd du plan M N P avec le plan 

vertical. 

Quand le plan donné est perpendiculaire à l'un des 

plans de projection, l 'angle qu'il forme avec l'autre est 

donné en vraie grandeur par l 'angle que sa trace sur le 

premier plan de projection fait avec la ligne de terre. 

Trouver Vangle de 
deux droites données. 

66. L 'angle de deux droites qui ne se rencontrent pas 

est l 'angle formé par l'une d'elles avec la droite menée 

par un de ses points parallèlement à l'autre droite don

née. Ainsi, on ramènera toujours le problème à trouver 

l'angle de deux droites qui se coupent. La construction 

du plan de ces deux droites et son rabattement sur un 

des plans de projection conduiront donc à la solution 

demandée. 

Soient (ab, a'b1), (cd, c f ¿/ ')(fig. 36) les deux droites 

données. Par le point (b, / / ) de la première droite on 

mène {bf, bff) parallèle à (cd, cfd'\ et on construit les 

deux traces horizontales a et f de («/>, a'b1), (bf, b'f'); af 



est la trace horizontale du plan qui passe par ces deux 

droites. Pour rabattre ces deux dro i tes , il suffira de 

construire le rabattement B de leur point de rencontre 

(b, b'). Ce point B e s t , comme on sait, sur la perpen

diculaire abaissée de la projection b sur la charnière 

af, et à une distance gB égale à ^hypoténuse b'g" du 

triangle rectangle fib'g", dans lequel pg"z=zbg ( 3 9 ) . L e s 

deux droites rabattues seront donc aB et/*B, et l 'angle 

«Basera l 'angle des deux droites données-

S'il n'était pas possible d'obtenir la trace a de là droite 

donnée (ab, a'br), on substituerait aux deux droites deux 

de leurs parallèles, menées par le m ê m e point de l ' es 

pace, dont les traces se trouveraient sur la feuille de 

dessin. 

L e rabattement du plan des deux droites autour de sa 

trace verticale conduirait également à la solution, et 

donnerait par conséquent une vérification. 

Quand les droites données occupent des positions 

particulières par rapport aux deux plans de projection, 

la construction des traces du plan des deux parallèles 

aux droites données se simplifie, ainsi que le rabatte

ment de ces parallèles. 

Si l'une des droites données était parallèle à l'un des 

plans de projec t ion , la trace du plan des deux droites 

et cette droite rabattue seraient parallèles à la p r o j e c 

tion de la droite sur ce plan de projection ( 3 6 ) . 

L e cas de deux droites parallèles au m ê m e plan de 

projection n'exigerait aucune construct ion, puisque 

l 'angle des deux projections est le m ê m e que celui des 

deux droites. 

Si l 'une des droites était parallèle au plan horizontal , 

et l'autre au plan vert ical , on leur mènerait des paral

lèles par un point de la l igne de terre . Ces deux paral

lèles seraient les traces mêmes de leur plan. Ce cas 

particulier résout le problème qui consiste à trouver 

l angle des deux traces d'un plan. 

Si l'une des droites était parallèle à la l igne de terre, 

on mènerait les parallèles aux deux droites par un point 



de Ja l igne de terre. Les traces du plan des deux p a 

rallèles seraient la l igne de terre e l l e - m ê m e . 

Si Tune des droites données était perpendiculaire à 

l'un des plans de projection, c'est le pian qui projette 

l'autre droite sur ce plan de projection qu'il faudrait 

rabat t re , pour obtenir l 'angle des deux droites. 

Si les deux droites étaient situées dans des plans per 

pendiculaires à la l igne de terre, il suffirait de les c o n 

cevoir toutes deux dans un de ces deux plans, et de ra 

battre ce plan sur un des plans de projection. 

Si les projections des droites données offraient elles-

mêmes des positions particulières, on n'éprouverait pas 

la moindre difficulté pour la solution du p rob lème . I l 

faudrait chercher le procédé le plus simple pour t rou

ve r les traces du plan de ces deux droites ou de leurs 

parallèles, et pour exécuter leur rabattement. 

Trouver Vangle d'une 
droite et d'un plan. 

67. I l est facile de vo i r que l 'angle d'une droite et 

d'un plan, ou l 'angle de cette droite avec sa projection 

sur ce plan, est le complément de l 'angle que f o r m e , 

avec la droite, la perpendiculaire abaissée d'un de ses 

points sur le plan. Puisqu'on sait construire la perpen

diculaire à un plan, le p rob lème est ramené à t rouver 

l 'angle de deux droites. 

Soient (ab, a'h1) ( f ig. 3 7 ) la droite donnée, et M N P 

le plan donné. Les droitesac et a V menées par le po in t 

(a, a'), respectivement perpendiculaires aux traces M N 

et N P , représenteront les projections de la perpendicu

laire abaissée de ce point de la droite sur le plan M N P 

(59) . En construisant les traces horizontales k et c/des 

deux droites (ab, a'Z>'), (ac, ftV), clh sera la trace ho r i 

zontale du plan de ces deux droi tes . On construira, 

dans le rabattement de ce plan, en A , leur point com

mun (A, ar) ( 3 6 ) . htid sera l 'angle des deux droites, 

< t l 'angle /¿AE de h A avec une perpendiculaire A E à 

Ad sera l 'angle de la droite et du plan donnés. 

Des positions particulières du plan donné se dédui

sent celles de sa perpendiculaire. On ramènera donc la 



discussion de tous les cas particuliers de ce p rob lème à 

ceux donnés par la position de deux droites dans la 

question précédente. 

Si la droite donnée était la l igne de terre, il suffirait 

de rabattre la perpendiculaire au plan autour de la l i 

gne de terre, qui représente les traces du plan de ces 

deux droites. 

On aurait pu construire directement la projection de 

la droite sur le plan donné et l 'angle de ces deux d ro i 

tes ; mais cette solution aurait été plus compl iquée . 

68. Un plan perpendiculaire à l'intersection de deux 

plans coupe ces deux plans suivant deux droites, dont 

l 'angle mesure celui des deux plans. Pour t rouver 

l 'angle des deux plans, il faut donc construire leur i n 

tersection, les couper par un plan perpendiculaire à 

cette droite, et rabattre ce plan perpendiculaire et ses 

deux intersections avec les plans donnés. 

Soient M N P e t Q R S (fig. 38) les deux plans donnés. 

On construira leur intersection [ab, a!b!) ( 44 ) . L e plan 

perpendiculaire pouvant être mené en un point quel

conque de cette l i gne , on prendra une perpendiculaire 

T U à la projection horizontale ab pour la trace hor izon

tale de ce plan. On pourrait mener sa trace verticale, et 

construire le point de rencontre de ce plan avec la droite 

(ab9a
!br)9 qui, joint aux traces horizontales d et /*, d o n 

nerait les deux intersections avec les plans donnés. 

Mais on observe qu 'on n'a besoin que du rabattement 

de ce point autour de la trace T U . 

Or le point que l 'on cherche, ou le sommet de l 'an

gle , appartenant à l'intersection des deuxplans]donnés, 

sa projection horizontale est sur ab. Mais c o m m e ab est 

perpendiculaire a la charnière T U , ce point se rabattra 

également sur ab. La droite qui joint le sommet de 

l'angle au point r, et qui expr ime sa distance à la char

nière , est perpendiculaire à l'intersection des deux plans 

c o m m e droite du plan dont la trace horizontale est T U . 

I l l e e^tde plus située dans le plan perpendiculaire à la 

Trouver Vangle de 
de deux plans. 



charnière dont la trace horizontale est ab9 ou dans le 

plan projetant de l ' intersection. Donc si on fait le ra

battement de ce plan projetant autour de sa trace v e r 

ticale / ; / / , et si on y construit l 'intersection en />'A, la 

perpendiculaire c'G abaissée de ce po in t , ramené en c! 

sur bf A , donnera la distance du poin t cherché à la char

nière . Portant cette distance de c en G ' sur ab^ et tirant 

dG1 et / G ' , ces deux droites seront les rabattements des 

*leux intersections du plan perpendiculaire T U avec les 

plans donnés, et par conséquent dG'f sera l 'angle de 

ces deux plans. 

La projection verticale aïb* de l'intersection des deux 

plans donnés est inutile pour t rouver l 'angle de ces 

deux plans. On pourra se dispenser de la construire , à 

moins qu 'on ne veuille obtenir les project ions du poin t 

G ' de cette intersection. A cet e f fe t , on ramènerait le 

plan projetant dans sa posit ion. L e point G décrirait un 

arc de cerc le , dont les project ions sont l'arc ggn et la 

parallèle Gg* à la l igne de t e r re ; et leurs intersections 

avec ab et a'b' donneraient les deux projections g et gf 

du sommet . 

L e rabattement du plan projetant autour de sa trace 

horizontale ab aurait également conduit à t rouver la 

distance du s o m m e t de l 'angle au point c de la char

nière. 

On aurait pu faire l 'opération pour t rouver l 'angle 

des deux plans, en rabattant le plan perpendiculaire à 

^eur intersection autour de sa trace vert icale. 

Les deux perpendiculaires abaissées d'un point sur 

deux plans formant un angle supplémentaire de celui 

des deux plans, on pourrait ramener le p rob lème de 

t rouver l 'angle de deux plans à celui des deux perpen

diculaires ; mais cette solution serait plus compliquée. 

C o m m e on peut dans toutes les positions possibles 

des deux plans donnés t rouver leur intersection ( 4 4 ) , la 

solution de ce problème est complè te . Seulement elle 

se simplifie dans quelques positions particulières de 

ces plans. 



Quand un des plans donnés est parallèle à un des 

plans de p ro jec t ion , l 'angle des deux plans est le m ê 

me que celui que l'autre plan fait avec ce plan de p r o 

ject ion. 

Quand un des plans donnés est perpendiculaire à 

un des plans de projection , la projection de l ' intersec

tion des deux plans n'est pas à construire sur ce plan 

de pro jec t ion , puisque c'est la trace m ê m e du plan qui 

lui est perpendiculaire. 

Quand les deux plans sont perpendiculaires au m ê 

m e plan de pro jec t ion , leurs traces sur ce plan d o n 

nent l 'angle que l 'on cherche . 

Quand l'un des plans est parallèle à un des plans de 

project ion, et que l'autre est perpendiculaire au second 

plan de projec t ion , l 'angle des deux plans donnés est 

représenté par l 'angle aigu de la trace du plan pe rpen

diculaire avec la l igne de terre» 

Quand les deux plans donnés sont parallèles à la 

l igne de terre , leur intersection est parallèle à cette l i 

gne. Un simple rabattement d'un plan perpendicu

laire à la l igne de terre donnera l 'angle des deux 

plans. 

Quand l'un des plans donnés est perpendiculaire à la 

l igne de te r re , l 'intersection des deux plans est dans ce 

plan perpendiculaire ; il faudra le rabattre autour d'une 

de ses traces pour obtenir la distance du sommet de 

l 'angle à la charnière. 

Quand les traces des plans donnés sur un m ê m e 

plan de projection sont parallèles, l 'intersection est 

parallèle à ce plan de project ion. La distance de cette 

parallèle au plan de projection expr ime la distance du 

sommet de l 'angle à la charnière. 

Quand les deux traces de chacun des plans donnés 

sont en l igne d ro i t e , l 'intersection des deux plans est 

dans le plan perpendiculaire à la l igne de terre m e n é 

par le point de rencontre des traces : c'est encore ce 

plan qu'il faut rabattre pour t rouver la distance du 

sommet de l'angle à la charnière . 



Construire la bissec
trice de Vangle de deux 
droites. 

69. La bissectrice de l 'angle de deux droites est une 

droite de leur plan passant par le sommet de l 'angle . 

I l suffira de trouver l 'angle des deux droites dans le 

rabattement (66 ) , d 'y construire la bissectrice par les 

procédés d e l à géométr ie p l ane , et de déterminer la 

trace de cette droite ou le point où elle rencontre la 

charnière. Ce point de la bissectrice et le sommet de 

l 'angle serviront à trouver les projections de cette 

droi te . 

70. S i , au lieu de la bissectrice de l ' ang l e , on 

demandait la l igne qui diviserait l 'angle des deux 

droites dans un rapport donné , on construirait dans 

le rabattement la droite qui remplirait cette c o n 

dition. 

Construire le plan bis
secteur de Vangle de 
deux plans. 

71. L e plan bissecteur de l 'angle de deux plans est 
J un plan qui passe par leur intersection. I l suffira de 

t rouver une seconde droite de ce plan. Or ce plan, de

vant diviser en deux parties égales l 'angle des deux 

plans donnés , passera par la bissectrice de l 'angle qui 

le mesure : il faudra donc chercher l 'angle des deux 

plans dans le rabattement ( 6 8 ) , puis y construire sa bis

sectrice par les procédés de la géomét r ie p l ane ; alors i l 

ne s'agira plus que de faire passer un plan par cette 

bissectrice et par l'intersection des deux plans donnés. 

Problèmes divers. 

72. On ne fera qu'indiquer la solution de la plupart 

des problèmes qu'on va énoncer ; mais il est très es

sentiel d'en exécuter les constructions afin de se f ami 

liariser avec les procédés de la géomét r ie descriptive. 

I l sera m ê m e bon de faire toutes les suppositions p o s 

sibles dans les données de chaque p rob l ème . 

Définir la position dht~ Les deux projections de chaque point de cette 



droite se confondent ; or , c o m m e la distance de la p r o 

jection d'un point à la ligne de terre mesure la distance 

du point à l'autre plan de projec t ion , il s'ensuit que 

chaque point de la droite est à égale distance des deux 

plans de pro jec t ion .Tous ses points appartiennent donc 

au plan bissecteur des deux plans de projection. Donc 

la droite est située tout entière dans ce plan. 

D'après cette propriété des points du plan bissecteur, 

on voi t facilement que pour les droites de ce plan les 

deux projections doivent se confondre, ou faire un 

m ê m e angle avec la l igne de terre, sur laquelle elles 

doivent se rencontrer, ou bien les deux projections 

doivent être deux parallèles à la l igne de terre equi
distantes. 

ne droite dont les deux 
projections se confon-
dent. 

74. Cela re t ient à résoudre pour chaque point de la 

droite le p rob lème ( 3 2 ) : étant donnée une projection 

d'un point d'un p lan , t rouver l 'autre. Les deux p r o 

jections de la droite demandée seraient les deux d ro i 

tes qui joindraient les deux projections horizontales et 

les deux projections verticales des deux points. 

Construire la droits 
d'un plan qui passerait 
par deux points : Vun 
donné en projection ho
rizontale et Vautre en 
projection verticale. 

75. Soit le cercle oút(fig.39) la projection horizontale 

de la courbe du plan M N P . On pourrait t rouver succès-« 

sivement la projection verticale qui correspond à chaque 

point du cercle , par la condition que la courbe est dans 

le plan M N P . Mais on observe q u e , si on conçoit une 

suite de plans vert icaux tels que Q R S , dont la trace ho 

rizontale serait parallèle à la trace M N , ce plan vertical 

passera par les deux verticales élevées en a et b des 

points du ce rc le , et contiendra par conséquent deux 

points de la courbe . Mais ce plan vertical coupe le plan 

M N P suivant une parallèle aux traces M N et Q R , ou 

suivant une horizontale (ab, a'¿>'), sur laquelle doivent 

se trouver aussi les deux points de la courbe. Donc les 

projections verticales de ces points seront en a' et b'. 

Une suite de plans coupants vert icaux et parallèles 

à Q R S donnera donc successivement les projections 

Etant donnée la pro
jection horizontale du
ne courbe d'un plan , 
trouver sa projection 
verticale et sa vraie 
grandeur. 



verticales des points de la courbe situés sur la m ê m e 

horizontale. En faisant passer une courbe continue par 

tous ces points , on obtiendra la projection verticale de 

Ja courbe du plan. Cette manière de procéder pour con

struire la projection verticale de la courbe, outre qu'elle 

fait obtenir les points par la rencontre de deux perpen

diculaires, ou par le procédé graphique le plus exac t , 

conduit à des remarques qui"aideront à connaître mieux 

sa forme. Ainsi les deux horizontales (cd, c r i / ' ) , (/g*, ffg')? 

dont les projections horizontales touchent le ce rc le , 

donnent le point le plus bas et le point le plus haut de 

ïa courbe , et lui sont tangentes en c' et f; au diamètre 

hl correspond sur le plan vertical la corde h!i\ qui est 

la plus grande de toutes les parallèles à la ligne de 

terre ; la droite c'f1 coupe en deux parties égales toutes 

les cordes horizontales ; et bien d'autres observations 

encore accusent de la forme de la courbe. 

P o u r connaître la vraie grandeur de la courbe dans 

son p lan , il suffirait de rabattre ce plan autour de sa 

trace M N , par exemple : sur chaque perpendiculaire 

à la charnière se trouveraient deux points de la courbe. 

On aurait occasion de faire sur ce rabattement de la 

courbe des observations analogues à celles qui ont eu 

lieu pour sa projection verticale. 

Par un point donné 
mener une droite qui 
rencontre deux droites 
données. 

^ 76. La droite che rchée , devant passer par le point 

adonné et s'appuyer sur les deux droites données , se 

trouve dans les deux plans menés par l'une de ces droi

tes et par le point : el le est donc l'intersection de ces 

deux plans. El le peut être aussi considérée c o m m e la 

droite qui jo int le point donné au point d'intersection 

de l'un de ces plans et de la seconde droite. 

L e p rob lème consiste donc à construire les deux 

plans indiqués et à chercher leur intersection, ou bien 

à construire seulement un de ces plans et à chercher son 

intersection avec la seconde droite. La droite qui joindra 

ce dernier point au point donné sera la droite cherchée. 

Comme vérification du p rob lème , la droite t rouvée 



doit passer par le point donné et rencontrer les deux 

droites données. 

I l n'y aura en général qu'une seule solution. Quand 

les deux droites données et le point donné seront dans 

un m ê m e plan, il y en aura une infinité. Enfin il n'y 

aura pas de solution quand une des droites données 

sera parallèle au plan passant par l'autre et par le 

point . 

77. On peut construire une des traces du plan qui 

passerait par la droite et le point . On ferait le rabatte

ment de ce plan ; on y construirait la droite et le point . 

Cela fa i t , on abaisserait la perpendiculaire du point 

sur la droite. Sa longueur serait la distance cherchée. 

On pourrait par le point mener un plan perpendicu

laire à la droite donnée, chercher le pied de la droite 

dans ce p lan , et ensuite construire la longueur de la 

droite qui joint ce pied de la perpendiculaire au point 

donné. Cette solution serait beaucoup plus longue que 

la première . 

Trouver la distaneÔ 
d'un point à une droite. 

78. On construira une des traces du plan de ces deux 

parallèles. On fera le rabattement de ces deux parallè

les autour de cette trace. On y élèvera une perpendicu

laire à ces deux droites. La port ion de cette pe rpend i 

culaire interceptée par les deux parallèles exprimera 

leur distance. 

Cette solution est plus simple que celle qui consiste

rait à mener un plan quelconque perpendiculaire aux 

deux parallèles, à chercher ses points de rencontre avec 

ces deux droites , et à construire la droite qui joindrait 

les deux points d'intersection. 

Trouver la distance 
de deux droites paral
lèles. 

70. On construira une des traces du plan de ces deux 

parallèles et le rabattement de ces deux droites autour 

de cette trace. Sur ce rabattement on mènera , par les 

procèdes de la géométr ie plane, la sécante qui, partant 

du point donné rabattu, satisferait ù la question. La 

Etant données deux 
parallèles,mener par un 
point de l'une d'elles w -
ne sécante telle que la 
partie interceptée par 
les deux parallèles soit 

[ égale à une longueur 
donnée. 



trace de cette sécante, si on pouvait l 'obtenir, dé te rmi 

nerait avec le point donné la droite cherchée ; ou bien 

on relèverait le point de cette sécante placé sur la secon

de parallèle, pour avoir un second point de la droi te 

demandée. 

Mener une parallèle 
à une distance donnée 
d'une droite située dans 
un plan donné. 

80. I l faut rabattre le plan et la droite donnés sur 

un des plans de projection, dans ce rabattement mener 

à la droite une parallèle à la distance vou lue , et c o n 

struire les projections de cette parallèle, soit au m o y e n 

de sa trace, soit en relevant un de ses points. 

Trouver la distante 
de deux plans paralle-
les. 

81. La portion d'une perpendiculaire quelconque 

aux plans parallèles comprise entre ces deux plans, m e 

sure leur distancée. Pour simplifier les constructions on 

abaissera la perpendiculaire du point de rencontre des 

traces d'un des plans sur la l igne de terre. On cherchera 

l 'intersection de cette perpendiculaire avec l'autre p lan , 

et on construira la longueur de cel te droite compr ise 

entre ce point et le point de la ligne de terre duquel on 

a abaissé la perpendiculaire aux plans. 

Mener à une distance 
donnée un plan paral
lèle à un plan donné. 

• 82. A u point de rencontre des traces du plan sur la 

l igne de terre, on élèvera une perpendiculaire à ce p lan . 

On cherchera sur cette perpendiculaire le point qui est 

à une distance donnée du premier ( 3 0 ) . 11 ne s'agira 

plus que de mener par ce point un pian parallèle au 

plan donné. ( 5 5 ) . I l existe deux plans parallèles menés 

à une distance donnée d'un plan. 

Etant donnés la pro
jection horizontale et 
un point de la projec-
tionverticaled'une droi
te, la déterminer par la 
condition d'être parallè
le à un plan donné. 

85. L e plan qui projette la droite sur le plan hori-

' zontal, et qui est connu, coupera le plan donné suivant 

. une droite qui est parallèle à la droite cherchée. I l suf

fira donc de construire ce plan ver t ical , son intersec

tion avec le plan donné, et de mener par le point d o n 

né de la projection verticale une parallèle à la p r o j e c 

tion verticale de cette intersection. C e sera la seconde 

projection de la droite cherchée. 



84. L e point se trouve dans le plan mené paral lè le

ment au plan connu à la distance donnée. On construi

ra ce plan parallèle ( 8 2 ) . L e p rob lème sera ramené à 

trouver un point de ce plan, connaissant une de ses p r o 

jections. I l y a deux solutions, puisqu'il y a deux plans 

parallèles menés à une distance donnée d'un plan. 

On donne la projec
tion horizontale d'un 
point et sa distance à 
un point connu: trouver 
la projection verticale 
de ce point. 

80. L e plan perpendiculaire à la droite mené par le 

point donné sur celte droi te , étant le lieu de toutes les 

perpendiculaires à cette l igne qui passeraient par ce 

point , contiendra la perpendiculaire cherchée. La droite 

qui joindra le point donné et le point où la seconde 

droite percera ce plan perpendiculaire sera la droite 

demandée. On sait construire ce plan perpendiculaire 

(60) et trouver son intersection avec la seconde d r o i 

te ( 4 8 ) . 

Si la seconde droite était située dans un plan perpen

diculaire à la p remiè re , elle ne rencontrerait pas le 

plan perpendiculaire. I l n 'y aurait pas de solution dans 

ce cas. 

Par un point pris sur 
une droite lui mener ti
ne perpendiculaire qui 
rencontre une droite 
donnée. 

86. I l suffit de rabattre le point autour de la l igne 

de terre sur l'un des plans de projection : de con

struire la droite qu i , passant par ce point rabattu, f e 

rait l 'angle donné avec la l igne de terre. En joignant 

les projections du point donné au point où la droite 

rencontre la l igne de te r re , on obtiendra les deux p r o 

jections de la droite cherchée. Quand il ne sera pas 

possible d'obtenir ce po in t , on relèvera un des points 

de la droite. 

C e problème comporte deux solutions , à moins que 

le sens de l 'angle ne soit donné. 

Par un point donné 
mener une droite qui 
fasse avec la ligne de 
terre un angle donné. 

87. On rabattra le point autour de celte trace du 

plan. Dans ce rabattement, on mènera par - le point 

la droite qui ferait avec la charnière l 'angle donné. 

La trace de cette d ro i t e , o u , si l 'on ne pouvait pas 

l 'obtenir, un point de cette droite, qu'on re lèvera i t , 

Par un point d'un 
; plan mener dans ce 
plan une droite qui fasse 
un angle donné avec 

\ une des traces. 

5 



déterminerai t , avec le point donné , les deux projec

tions de la droite cherchée. 

I l y a deux solutions, qui se réduisent à une, quand 

le sens de l 'angle est donné. 

Par un point donné 
mener une droite qui 
fasse avec une autre 
droite donnée un angle 
donné. 

88. On construira une des traces du plan passant par 

la droite et le point donnés. On fera le rabattement de 

la droite et du point autour de cette trace. On y m è 

nera par le point la droite qui ferait avec la droi te 

rabattue l 'angle donné. On re lèvera , par la construc

tion la plus s imp le , un point de cette nouvelle d r o i t e , 

qu i , avec le point d o n n é , fera connaître les deux p r o 

ject ions de la droite cherchée . 

Si le plan de la droite et du point était donné d 'a

v a n c e , ou s'il s'agissait de construire une droite d'un 

plan par la condition qu'elle devrait passer par un de ses 

points y et faire , avec une droite de ce plan, un angle don

né, la construction serait la m ê m e que la précédente , 

seulement on n'aurait pas à construire la trace du plan, 

qui est donnée. 

Connaissant la pro
jection et la trace hori
zontales d'une droite et 
Vangle qu'elle fait avec 
le plan horizontal^ con
struire la droite. 

89. Soient ab ( f i g . 4 0 ) la projection horizontale de 

la d ro i t e , et a sa trace horizontale, a! sera un point de 

sa projection verticale. I l s'agira d'en déterminer un 

second point par la condition que la droite doit faire 

un angle donné a avec le plan horizontal ou avec sa 

projection horizontale ab. 

Pour ce l a , il suffira de rabattre sur le plan ver t ical 

le plan projetant abby, qui renferme la droite et sa 

project ion, en faisant tourner ce plan autour de sa 

trace verticale bb'. L e point a viendra en À , et la droite 

Ab' qui fera l 'angle a avec la projection horizontale, 

devenue la l igne de te r re , sera dans ce rabattement la 

droite cherchée ; b' sera sa trace verticale. Donc a'b! 

sera la projection verticale de cette droite. Si le dessin 

ne donnait pas le point b', on relèverait un point C , 

dont les projections c et O se trouvent sur l'arc de cer-



cîe (cc'\ Ce') situé clans le plan perpendiculaire à la 

charnière bb' ou dans le plan horizontal Ce ' . 

Si la trace vert icale du plan projetant n'était pas 

connue , on ferait tourner ce plan autour d'une de 

ses verticales dd1 ( f ig . 4 1 ) ; mais la construction serait 

absolument la m ê m e . 

90. Soient a'b' ( f i g . 4 2 ) la projection ver t ica le , et 

(Z>, b1) un point de la droite. L a droite cherchée est si

tuée dans un plan vertical passant par le point ( / ; , / / ) . 

C'est dans ce plan qu'elle doit faire avec le plan hor i 

zontal, ou avec sa projection horizontale , l 'angle don

né a. On imaginera que ce plan vienne à tourner au

tour de sa verticale bb' jusqu'à ce qu'il a i r ive dans la 

position ban parallèle au plan vertical de project ion,pour 

le transporter ensuite parallèlement à lu i -même sur ce 

plan vert ical . Dans ce rabattement, la droite à c o n 

struire sera b'A, faisait l 'angle a avec la projection ho 

r izontale , devenue la l igne de terre. 

Connaissant la pro
jection verticale d'une 
droite, un de ses points, 
et l'angle quelle fait a-
vec le plan horixontal, 
construire la droite. 

Quand on viendra à ramener ce plan de la droite 

dans sa pos i t ion , le point A de sa trace horizontale se 

transportera d'abord en a" ; puis il décrira sur le plan 

horizontal l'arc de cercle a"a, sur lequel cette trace 

devra se trouver. Mais la perpendiculaire ara à X Y con

tient aussi cette t race , puisque a'b' est la projection 

vert icale de la droite cherchée. Cette trace sera donc 

en a intersection de l'arc de cercle et de cette perpen

diculaire. 

Si on ne pouvait pas obtenir sur le dessin le point A 

de la trace hor izonta le , on construirait les projections 

d'un autre point C de la droite. Sa projection vert icale 

est en cf

y sur une parallèle à la l igne de terre, et sa pro

jection horizontale c est sur l'arc de cercle ce" et sur la 

perpendiculaire c'e à X Y . 

91. La droite cherchée est située dans un plan v e r 

tical passant par le point donné ( 0 , 0') ( f i g . 4 3 ) . C'est 

dans ce plan qu'el le doit faire, avec sa projection h o -

Par un point donné 
mener une droite qui 
fasse avec le plan hori
zontal un angle donné, 



et qui rencontre une 
droite située dans ce 
plan. 

r izonta le , l 'angle donné a , ou l 'angle c o m p l é m e n 

taire de a , avec la verticale oo1. On fera tourner ce 

plan autour de la verticale oo\ jusqu'à ce qu'il arrive 

dans la position oc, parallèle au plan vertical de p r o 

j e c t i o n , pour le transporter parallèlement à lu i -même 

sur le plan vert ical . Dans ce rabattement, la droite à 

construire sera o V , faisant l 'angle 7} avec la vert icale 

oo*. Quand on viendra à remettre ce plan vert ical dans 

sa position , la trace de o^c1 décrira, dans le plan h o r i 

zontal, une circonférence oc ; et c o m m e cette trace doi t , 

d'après l 'énoncé du p r o b l è m e , se trouver sur une 

droite ab donnée dans le plan horizontal, les points a 

et Z>, communs à ce cercle et à la droite ab, seront les 

traces horizontales mêmes de la droite cherchée. L e s 

droites (oa, o'a1), Çob, o]bl) satisferont donc à la que 

stion. 

L e problème dépendant de l 'intersection de la cir

conférence oc et de la droite ab, il pourra y avoi r une 

solution, deux solutions, ou il sera imposs ib le . 

Par un point mener 
une droite qui fasse avec 
un plan donné un angle 
donné, et qui rencontre 
une droite donnée dans 
ce plan. 

92. La droite cherchée, sa projection sur le plan 

donné et la perpendiculaire abaissée du point donné 

sur ce p lan , forment un triangle rectangle dont l 'angle 

opposé au dernier côté est l 'angle que doit faire la 

droite cherchée avec le plan. On connaîtra ce triangle 

en cherchant la distance du point au plan. On en d é 

duira , par une construction faite à part , l'autre côté 

de l 'angle droit ou la distance du pied de la perpendi

culaire à la trace de la droite sur le plan donné. Pour 

obtenir cette t race , il suffira de rabattre le plan donné, 

d 'y construire la droite et le point donnés et le pied 

de la perpendiculaire. Puis on y décr i ra , de ce dernier 

point c o m m e cent re , avec le rayon trouvé pour la 

dislance du pied de la perpendiculaire à la t race , une 

circonférence, qui coupera en général la droite don

née en deux poin ts , qui appartiendront aux deux 

droites cherchées. On construira les projections de 

ces deux points rabattus. En les joignant au point 



donné, on obtiendra les deux solutions du problème. 

Quand le cercle est tangent à la dro i te , il n'y a 

qu'une solut ion; e t i l n'y en a pas quand la c i rconfé

rence ne coupe pas îa droite donnée. 

95. Pour résoudre ce p r o b l è m e , il suffira de con

struire la projection verticale du sommet de l 'angle 

formé par les deux droites. 

Soient ab et cd ( f i g . 44 ) les projections horizontales 

des deux droi tes , a et c leurs traces horizontales, ac 

sera la trace horizontale du plan des deux droites. Si 

on fait leur rabattement autour de ac c o m m e charnière, 

le sommet de l'angle se trouvera sur la perpendiculaire 

dg à ac abaissée de la projection horizontale d. Mais les 

deux droites devant faire un angle donné , ce sommet 

se trouvera sur Parc aDc capable de cet angle donné, dé 

crit sur ac. Donc il sera en D , intersection de dg et de 

l 'arc aDc. 

O r , dans l 'espace, la droite qui joint le point à sa 

projection horizontale, et les deux perpendiculaires 

abaissées de ces deux points à la charnière, forment un 

triangle rectangle. De ce triangle on connaît les deux 

perpendiculaires dg et D g à la charnière , dont l'une , 

Dg, est lhypoténuse du triangle rectangle. On obtien

dra l'autre côté g k de l'angle droit en portant D g de d 

en k sur gc. gk exprimera îa dislance du point à sa p r o 

jection horizontale ou au plan horizontal En la portant 

donc de S en d) sur la perpendiculaire ddr, on aura la 

projection verticale d! du sommet , e t , par suite, les 

projections verticales a!df et cfd! des deux droites. 

La distance Dg du point de l'espace à la charnière , 

étant l 'hypoténuse d'un triangle rectangle , doit être 

plus grande que la distance dg de la projection horizon

tale du point à cette charnière, qui en est un des côtés 

de l'angle droit. Ains i , il n'y aura pas de solution quand 

'arc capable viendra rencontrer la perpendiculaire dg 

entre d et g. Or il peut arriver que la perpendiculaire 

dg tombe entre les deux points « et c c o m m e à la 

Etant données les pro" 
jeciions et les traces ho
rizontales de deux droi
tes, et Vangle qu'elles 
forment dans Vespace, 
trouver leurs projec
tions verticales. 



figure A4. Alors l 'angle donné de l'espace aDc doit être 

plus petit que la projection horizontale adc de cet 

angle. 

Mais si la perpendiculaire dg tombait sur le prolon

gement de ac, c o m m e à la figure 4 5 , l 'angle de l 'es

pace pourrait être plus g rand , plus peti t , et m ê m e 

égal , à l 'angle adc de la projection. En effet, si on décrit 

la circonférence passant par les trois points a, d et c, 

cette circonférence coupera en général la perpendicu

laire dg en un second point D ' ' . Si l'arc capable de 

l 'angle donné décrit sur ac coupe dg entre d et D " , en 

un point D intérieur à cette circonférence, l 'angle de l 'es

pace sera plus grand que adc. S'i l tombe en D f , en dehors 

de cette circonférence, il sera plus petit. Enf in , si ce 

point de Parc capable se trouve être précisément le 

point D " , l 'angle de l 'espace sera égal à celui de sa p ro

jection sur le plan horizontal. 

On vo i t que, dans ce cas particulier de la position 

des droites, on pourrait résoudre ce problème : Etant 

données les projections et les traces horizontales de 

deux droites, les déterminer par la condition qu'elles 

fassent un angle plus grand ou plus petit que celui de 

leurs project ions, ou égal à cet angle. 

Construire un plan s 

connaissant sa trace ho- , 
rizontale et Vangle qu'il 
fait avec le plan /ton- < 
sont al. 

94. L e plan qu'il s'agit de construire doit passer par 

une droite située dans un plan Q R S (f ig. 46) perpendi

culaire à sa trace horizontale M N , et faisant au point a 

de cette trace l'angle donné a avec Q R . Si on rabat ce 

plan Q R S sur le plan vertical en le faisant tourner au

tour de sa trace R S , le point a du sommet de l 'angle 

viendra en ar ; et la droite a'b* faisant l 'angle a avec la 

l igne de terre serait le côté de l 'angle compris dans le 

plan en construction; or la trace verticale de cette 

droite est en b' sur la charnière R S . Donc la trace v e r 

ticale du plan cherché sera la droite b'N. 

On pourrait obtenir de cette manière autant de points 

qu'on voudrait de la trace verticale du plan dans les 

différents plans perpendiculaires à M N . On serait obl igé 



d'en construire deux, si le point N de la trace ho r i zon 

tale n'était pas connu. 

Quand M N est parallèle à la l igne de terre, on sait 

que l'autre trace do i t être aussi parallèle à cette l igne . 

93. Soit (ab, a'b') ( f ig . 4 ? ) la droite donnée . Ses 

traces a et b' appartiendront aux traces du plan cher

ché . I l ne s'agira donc plus que de déterminer un se

cond point c de la trace horizontale de ce plan par la 

condition qu'il doit faire un angle a avec le plan hor i 

zontal. 

Par une droite donnée 
faire passer un plan qut 
fasse'favec le plan hori
zontal un angle égal à 
un angle donné. 

I l est facile d'obtenir la distance bc de la projection b 

à la trace cherchée M N , en observant que, si on conçoit 

le plan b'bc perpendiculaire à cette t race , mené par le 

point (b, b!) du plan cherché , bc est le côté de l 'angle 

droit d'un triangle rectangle dans lequel bb' est l 'au

tre c ô t é , et a l 'angle aigu opposé à bb'. On pourra 

donc construire ce triangle sur le plan vertical en bb'c\ 

bc' sera la distance du point b au point c de la trace du 

plan ; de sorte que, pour obtenir le point c, le p rob lème 

consistera à construire sur ab, c o m m e hypoténuse, un 

triangle rectangie dont bczzzbc' sera le côté de l 'angle 

d ro i t , p roblème de géométr ie plane qui s 'exécutera, 

soit en menant du point a une tangente au cercle bc', 

soit en cherchant les points d'intersection de cette c i r 

conférence avec celle qui serait décrite sur ab c o m m e 

diamètre . 

L a construction donnera deux points c e t d. En j o i 

gnant a à c et à d, on aura les traces horizontales « c N 

et a\{d des plans qui satisferont a la quest ion, et par 

suite les traces verticales NZ>'P et R£ f de ces plans. I l y 

aura donc en général deux solutions. 

On aurait pu construire un point autre que c de la 

trace horizontale du plan, en cherchant, comme on l'a 

fait, la distance de cet autre point de la projection ab à 

cette trace. 

Si la trace a de la droite donnée n'était pas connue, 

il faudrait construire les distances de deux des points 



de la projection ab à la trace du plan, et la tangente 

aux deux cercles décrits de ces deux points comme cen

tres avec ces distances pour rayons donnerait la trace 

du plan cherché. 

Pou r que le problème soit possible, il faut que bc, 

côté de l 'angle droit, soit plus petit que ab, hypoténuse 

d'un m ê m e triangle rectangle, ou, si on reporte la droite 

donnée en A/ ; f sur le plan vertical, i l faut que le point 

c" de la circonférence bc tombe entre b et A . Cela aura 

lieu toutes les fois que l 'angle a du plan avec le plan 

horizontal sera plus grand que l 'angle |3 que fait la 

droite donnée avec le plan horizontal. ' Dans ce cas, il y 

aura toujours deux solutions. Si aizzp, le point c] v i e n 

dra en A : i l n 'y aura qu'une seule solut ion, c'est la 

trace horizontale du plan menée par le point a perpen

diculairement à ab. Quand a < / 3 , le pointe ' tombera au-

delà de A , et le problème sera impossible. 

Si la droite donnée était parallèle au plan horizontal , 

la trace horizontale du plan serait la tangente au cercle 

bc menée parallèlement à la projection horizontale de 

la droite. 

Par une droite don
née faire passer un plan 
qui fasse avec un plan 
donné un angle égal à 
un angle donné. 

96. La trace du plan cherché sur le plan donné est 

une droite que l'on peut construire. En effet, on peut 

trouver les distances des différents points de la p ro jec 

tion de la droite donnée sur le plan donné à cette trace, 

c o m m e on l'a fait dans le problème précédent . 

Ainsi on chercherait la projection de la droite d o n 

née sur le plan donné (44). On ferait le rabattement du 

plan donné sur le plan horizontal, on y tracerait celui 

de ladite pro jec t ion , et on y construirait , c o m m e au 

n° g5 , la trace du plan, qui ferait avec le plan donné 

rabattu un angle égal à l 'angle donné ce. On cherche

rait les deux projections de cette trace (4 1)* L e 

p'an qui passerait par cette nouvelle droite et par la 

droite donnée déterminerait le plan cherché. 

Si les traces de la nouvelle droite de ce plan étaient 

connues dans le rabattement ? on serait dispensé de 



chercher ses projections, qui sont inutiles pour la solu

tion du prob lème : car on n'a besoin que d'obtenir les 

traces de cette d ro i t e , qui appartiennent aux traces du 

plan cherché. 

97. C e problème consiste à mener un plan perpen

diculaire à la droite donnée, à construire l'intersection 

de ce plan avec le plan donné, à mener dans ce plan 

perpendiculaire une droite qui fasse avec cette inter

section l 'angle donné, à trouver les projections de cette 

droite, enfin à faire passer un plan par cette dernière 

droite et par la droite donnée. 

I l faudra, dans cette série de constructions, e m p l o y e r 

les procédés les plus simples pour obtenir ce qui est 

absolument indispensable pour la solution du prob lème. 

Mais il existe une solution beaucoup plus simple, et 

qui est entièrement basée sur ce que l 'on a fait pour 

trouver l 'angle de deux plans (68). En effet, puisque la 

droite donnée (ab, a'b1) ( f ig. 48) du plan M N P repré 

sente l'intersection de ce plan"avec le plan cherché, 

une droite QPt perpendiculaire à ab sera la trace h o r i 

zontale d'un plan perpendiculaire à cette intersection. 

Ce plan perpendiculaire coupera les deux plans suivant 

deux droites qui devront faire l 'angle donné a. 

I l ne s'agit que de construire le sommet de cet an

g l e . Or le sommet de cet angle se t rouve dans le plan 

projetant ab et sur une perpendiculaire abaissée du 

point c de Q R sur la droite (ab, a'b'). Si on rabat ce 

plan abb' autour de sa trace vert icale , la droite v i e n 

dra en Ab', et le point c sera en c' sur la l igne de 

terre. De sorte que la distance du sommet à la char

nière sera la perpendiculaire c'ft' à bTA. 

Un plan étant donné, 
ainsi qu'une droite si
tuée dans ce plan, me
ner par cette droite un 
second plan qui fasse 
avec le premier un an
gle donné. 

En portant c'D' de c en D sur ab, D sera le sommet 

rabattu autour de la trace horizontale Q R du plan per 

pendiculaire, et fD sera le rabattement de l 'intersection 

du plan perpendiculaire avec le plan M N P . En menant 

qui fasse avec fD un angle fDg=zu, g sera la trace 

horizontale d'une droite par laquelle doit passer le plan 



cherché; et c o m m e les traces a et b1 de la droite cher

chée appartiennent aux traces de ce plan, ces deux tra

ces seront les droites SaTg et TZ>r. 

On pourrait obtenir les projections d et df du sommet 

et les droites dg et d'g1 du p lan ; mais ces constructions 

ne seraient d'aucune utilité pour le p rob lème . 

Par un point donné 
faire passer un plan qui 
fasse des angles donnés 
avec les deux plans de 
projection. 

98. Soit (a, a!) ( f ig. 49) le point donné , qu'on sup

pose être sur le plan vertical, a! sera un point de la 

trace vert icale du plan cherché. Si on conçoit par ce 

point un plan perpendiculaire à la trace horizontale du 

plan demandé, a'a sera la trace verticale de ce plan 

perpendiculaire, qui coupera le plan horizontal et le 

plan cherché suivant deux droites perpendiculaires à 

la trace horizontale de ce dernier, partant des points a 

et a!j aboutissant au m ê m e point de cette trace hor izon

tale, et faisant entre elles l 'angle donné « du plan cher

ché avec le plan horizontal. Si on rabat ce plan autour 

de sa trace verticale aar, l 'une de ces droites sera la 

l igne de terre aB, et l'autre une droite a 'B, faisant avec 

ah l 'angle a. dB expr imera la distance du point a à la 

trace horizontale du plan cherché. Quand on viendra à 

relever ce plan, le point B décrira un arc de cercle B£, 

auquel la trace horizontale du plan devra donc être 

tangente. 

Mais si par le point a de la l igne de terre on conçoit 

un plan perpendiculaire à la trace verticale du plan 

cherché, sa trace horizontale sera «/"perpendiculaire à 

X Y . C e plan perpendiculaire coupera aussi le plan ver

tical et le plan cherché suivant jdeux droites partant du 

point a et d'un point inconnu fy aboutissant au m ê m e 

point de la trace verticale du plan cherché, et faisant 

entre elles le second angle donné /S. Si on rabat éga le 

ment ce plan perpendiculaire autour de sa trace hor i 

zontale af, la droite du plan vertical viendra se c o n 

fondre avec la ligne de terre « D , et l'autre sera une 

droite indéterminée de posi t ion, mais faisant avec 

un angle ß , ou parallèle a G g . 



Mais on observe que les deux plans , respectivement 

perpendiculaires aux deux traces du plan cherché et 

par conséquent à ce plan, se coupent suivant une p e r 

pendiculaire à ce p l an , passant par leur point c o m 

mun a , et qui, dans le rabattement du premier de ces 

plans perpendiculaires, est en vraie grandeur la droite 

aC perpendiculaire à a'B située dans le plan cherché. 

Cette m ê m e perpendiculaire, dans le rabattement du 

second plan, est perpendiculaire à son intersection avec 

le plan cherché, dont la direction est parallèle à Gg. 

D e sorte qu 'en menant aC r perpendiculaire à Gg, et 

prenant a C ' = a C , le point C sera c o m m e le point C le 

pied de cette perpendiculaire, et appartiendra à cetic 

intersection, qui sera par conséquent la parallèle DC'/*è 

Gg. Donc le point de rencontre f de cette droite avec 

la trace horizontale af du plan perpendiculaire sera un 

point de la trace horizontale du plan cherché, et aD e x 

primera la distance du point a à sa trace vert icale. Cette 

trace verticale sera donc tangente à l'arc de cercle Dd'. 

En menant donc, des points fet a1 de ces traces, des tan

gentes fb et a!d' aux arcs de cercle Bb et Ddf, ces deux 

droites seront les deux traces du plan cherché, et elles 

devront concourir au point N de la ligne de terre. 

Si le point donné ne se trouvait pas sur le plan v e r 

tical , on ferait la construction précédente pour un 

point de ce plan, et il ne s'agirait plus que de mener 

par le point donné un plan parallèle au plan M N P , 

qu'on aurait construit ( 5 5 ) . 

99. Un cercle est déterminé quand on connaît son 

plan , son centre et son rayon. 

L e plan du cercle est celui qui passe par les trois 

points donnés. On sait le construire ( 3 6 ) . On fera le ra

battement de ce plan autour d'une de ses traces ( 4 1 ) . 

On y déterminera les trois points ; on exécutera , par les 

procédés de la géométrie plane, le problème qui con 

siste à faire passer un cercle par les trois points. Cette 

construction donnera le centre et le rayon du cercle. 

Par trois points don
nés faire passer un cer
cle. 



On aura les projections du centre en relevant deux des 

trois droites qui jo ignent , dans le rabattement, c e 

point aux trois points donnés. 

Ou pourrait obtenir les projections d'autant de points 

qu'on voudrait de cette circonférence. Pour faciliter ces 

constructions et mieux étudier les courbes qui repré

sentent les projections du ce rc le , on suivrait les p r o 

cédés indiqués au n° 75 . 

Trouver la plus cour
te distance d'un point à 
une sphère donnée par 
son centre et par son 
rayon. 

1 0 0 . La plus courte distance d'un point à une sphère 

• est la portion de la droite qui jo int ce point à son cen-

*' t r e , comprise entre le point et la surface sphérique. 

On aura les projections de la droite sur laquelle se 

mesure cette plus courte distance, en joignant les p r o 

jections du point donné au centre de la sphère. 

L e point de rencontre de cette droite avec la surface 

de la sphère se trouve dans l'un des deux plans proje

tants de la dro i te , à l'intersection de cette droite et du 

grand cercle suivant lequel ce plan projetant coupe la 

sphère. 

On pourra, dans le rabattement de ce plan , obtenir 

la dro i te , le centre et le grand cercle de la sphère , et 

par conséquent la plus courte distance demandée. I l ne 

restera plus qu'à mettre en projection le point d'inter

section de la droite et de la sphère. 

Etant donnée une des 
projections d'un point 
d'une sphère connue par 
son centre et son rayon, 
trouver Vautre projec
tion. 

101. On peut avoir une projection du rayon de la 

sphère passant par le point donné. Dans le plan pro je 

tant connu de ce r ayon , cette project ion, les deux per

pendiculaires au plan de projection menées par ses deux 

extrémités et ce rayon l u i - m ê m e , forment un quadri

latère dans lequel on connaît le r a yon , sa projection , 

une des perpendiculaires et les deux angles droits à la 

base. On pourra donc construire sur le rabattement de 

ce plan projetant ce quadrilatère, qui donnera l'autre 

perpendiculaire ou la distance de l'autre projection du 

point de la sphère à la ligne de terre. On aura cette 

projection en portant cette dislance sur la perpendicu-



îaire à la ligne de terre abaissée de la projection donnée. 

î l y a deux solutions quand la projection connue de 

ce rayon est plus petite que le rayon donné de la sphère. 

I l n'y en a qu'une quand cette projection est parallèle 

à la ligne de terre et égale au rayon lu i -même. I l n 'y en 

a pas quand cette projection est plus grande que le 

rayon de la sphère. 

102. L e centre de lu sphère qui doit passer par les 

quatre points donnés A , B , C , D , est également distant 

de ces points. I l doit donc se trouver à la fois sur les 

plans perpendiculaires aux différentes droites qui j o i 

gnent ces point?, menés sur le milieu de ces lignes. Mais 

les deux plans perpendiculaires à A B et C D coupent le 

plan perpendiculaire à B C suivant deux droites perpen

diculaires, la première au plan A B C , la seconde au 

plan B C D . Ces deux droi tes , situées dans un m ê m e 

p lan , se rencontrent toutes les fois que les deux plans 

A B C et B C D ne se confondront pas , ou que les quatre 

points donnés ne se trouveront pas dans le m ê m e plan. 

Mais si oes deux plans n'en faisaient qu 'un , les deux 

droites qui leur sont perpendiculaires, seraient paral

lèles. Alors le problème serait impossible, à moins 

toutefois que ces deux perpendiculaires ne vinssent à se 

confondre , ou que les quatre points donnésjA, B , C , D , 

ne fussent sur la même circonférence. Dans ce cas tou

tes les sphères qui auraient leurs centres sur cette per

pendiculaire au plan des quatre points satisferaient à 

la question. 

Par quatre points 
donnés faire passer uni 
sphere. 

Quand on est libre de choisir les plans de projection, 

On prend pour plan horizontal le plan des trois points 

A , B , C , et pour plan vertical un plan parallèle à la 

droite A D . De cette manière on simplifie beaucoup les 

constructions qu'il faut faire pour trouver le centre de 

la sphère. 

Trouver le Heu des points également distants de quatre 

points donnes est un énoncé plus général de la question 

proposée. 



L e problème qui consiste à circonscrire une sphère 

à un tétraèdre en est un cas particulier. I l est toujours 

poss ib le , puisque les quatre sommets de ce solide ne 

se trouvent pas sur le m ê m e plan. 

Inscrire une sphère à 
un tétraèdre. 

1 0 3 . Les trois plans bissecteurs des trois angles 

dièdres formés à la base du tétraèdre se coupent au 

centre de la sphère inscrite. Son rayon est la perpendi

culaire abaissée de ce point sur l 'une des faces du t é 

traèdre. 

Pour la simplification des constructions on placera , 

si cela est p e r m i s , la base du tétraèdre sur le plan h o 

rizontal. 

Etant donnés les qua
tre sommets d'un tétraè
dre, calculer sa surface 
et son volume. 

1 0 4 . Pour trouver la surface du tétraèdre il fau

drait construire ses quatre faces sur les rabattements 

de leurs plans. Pour obtenir son v o l u m e on aurait à 

construire en vraie grandeur la base du tétraèdre et la 

perpendiculaire abaissée du sommet sur cette base. 

Les constructions de ce problème seraient bien s i m 

plifiées, s'il était permis de prendre pour plan horizontal 

l e plan m ê m e de la base. Les données feraient connaî

tre directement le vo lume de ce so l ide , e t , par un ra

battement du sommet , successivement autour des trois 

arêtes de la base , on obtiendrait les trois faces la té

rales du tétraèdre. 

Etant donné le côté 
d'un tétraèdre régulier, 
ainsi que le plan d'une 
des faces qui passe par 
ce côté, construire cette 
figure. 

1 0 S . On ferait le rabattement du plan donné , sur 

lequel on construirait le côté du tétraèdre régulier , et 

par suite la base du tétraèdre sur ce plan. On en dé

duirait les deux projections. 

L e plan mené par le milieu du côté donné perpen

diculairement à cette droite passe par le sommet o p 

posé de la base, et contient le quatrième sommet du 

tétraèdre. I l se t rouve à une distance de ce sommet de 

la base égale au côté du tétraèdre , et sur la perpendi

culaire à la base partant du centre de gravité du trian

gle équilatéral. On fera les constructions indiquées 



pour t rouver ce quatrième sommet sur le rabattement 

de ce plan perpendicula i re , dont il faudra construire 

préalablement la trace horizontale . L e rabattement du 

quatr ième sommet étant ob tenu , on cherchera sa p r o 

j ec t ion , et on tirera les arêtes partant de ce point. 

S'il était permis de prendre le plan donné de la base 

pour plan hor izon ta l , toutes ces constructions se s i m 

plifieraient beaucoup. 

106. D e toutes les l ignes qui réunissent deux que l 

conques des points des deux droites données A B et C D 

(fig. 51) , la plus courte, s'il en existe u n e , doit être une 

droite F G qui ne saurait être oblique ni à l 'une ni à 

l 'autre de ces deux droites. En effet, la perpendiculaire 

abaissée, soit du point F sur C D , soit du point G sur 

A B , serait une droite plus petite que F G et s 'ap-

puyant c o m m e elle sur les deux droites données. 

L a droi te cherchée F G est donc perpendiculaire aux 

deux plans parallèles M N et P Q menés respect ive

ment par l 'une des droites AB,e t C D parallèlement à 

l 'autre; et c o m m e F G doit en m ê m e temps s'appuyer 

sur A B et sur C D , elle est située dans les deux plans 

perpendiculaires au plan M N , menés par les deux 

droites AB et C D . F G est donc l 'intersection de ces 

deux plans perpendiculaires. 

Construire la plus 
courte distance de deux 
droites non situées dans 
un même plan. 

L e s deux plans perpendiculaires à M N conduits par 

A B et par C D se coupent nécessairement : car, s'ils 

étaient paral lè les , la trace C D ' du second sur M N se

rait parallèle à A B , et par conséquent les deux droites 

données , A B et C D , parallèles toutes deux ù C D ' , 

seraient parallèles eutre e l les , ou situées dans un m ê m e 

plan, ce gui est contre l 'hypothèse. 

Reste à p rouver que la perpendiculaire F G aux deux 

droites A B et C D est plus courte que toute autre droite 

H R , qui réunirait deux de leurs points. En effet, cette 

droite H K . ne saurait être perpendiculaire à la fois aux 

deux droites A B et C D , et par conséquent au plan 

M N , en m ê m e temps que F G , sans en conclure que 



les deux droites données seraient dans un m ê m e plan. 

H K est donc oblique au plan M N ; elle est , par consé

quent , plus longue que la perpendiculaire K L au plan 

M N ou que son égale F G » 

Quand les deux droites A B et C D se coupent , le 

plan M N est le plan m ê m e de ces deux droi tes , et la 

perpendiculaire F G au plan est celte qui passerait par 

leur point de concours. La plus courte distance est 

nulle dans ce cas , c o m m e on le savait d'avance. 

Quand les deux droites données sont paral lè les , il y 

a indétermination pour le plan M N . M a i s o n sait q u e , 

dans ce cas , leur distance est partout la m ê m e , et 

que c'est la plus courte distance d'un point de l 'une 

des droites à l'autre. 

Dans la solution du problème de la plus courte d i 

stance de deux droites par la géométr ie descr ipt ive , 

on n'exécutera que les constructions indispensables 

pour trouver la position et la grandeur de cette plus 

courte distance. Ainsi on ne construira qu'un seul des 

deux plans M N et P Q . A ce plan M N on mènera par 

C D un plan perpendiculaire , qui coupera A B en un 

point F . La perpendiculaire F G au plan M N , située 

dans ce plan perpendiculaire et terminée à la droite 

C D , donnera la plus courte distance des deux droites 

données. 

Soient (ab, a'b')9 (cd9 c'd') ( f ig . 52) les deux droites 

données , on construira le plan M N P , passant par 

(aby a'b1) et par une parallèle (fg9 f'g') à (cd9 c'd') 

menée par le point (<?, o') de la première droite ( 5 8 ) . 

C'est le plan M N de la fig. 5 1 . 

Du plan perpendiculaire à M N P mené par la droite 

(cd9 c'd') on n'a besoin d'avoir que son point de rencon

tre avec la droite (ab9 a'b'). Ce point se trouve sur 

l'intersection de ce nouveau plan avec le plan M N P . 

(cd9 c'd') étant parallèle au plan M N P , cette intersec

tion est parallèle à cette droite. Or si on mène par un 

point (/?, pf) de la droite (cd, c'd') une perpendiculaire 

(p/i, p'h') à M N P ( 5 9 ) , et si on cherche le pied (A, / . ' ) de 



cette perpendiculaire sur le plan M N P , c e point appar

tiendra à l'intersection des deux plans, et la parallèle 

(Jik, W ) à la droite (cd, cfdr) sera cette intersection 

m ê m e . L e point (/c, kl) où cette droite (hk, hTk') coupe 

(ab, a'br) est le pied de la plus courte distance sur le 

plan M N P , point qui, dans la figure 5 i , était repré

senté par le point F . 

La perpendiculaire (kl, kHf) au plan M N P , ou la pa

rallèle à (/?/?, phf) menée par le point (k9 kf), et terminée 

au point ( / , / ' ) de la droite (cd, c'df), donnera la plus 

courte distance, qu'il faudra construire en vraie gran

deur en K L ( 2 9 ) . 

Si on ne voulait obtenir que la grandeur de la plus 

courte distance de deux droites, il suffirait de construire 

la vraie grandeur de la perpendiculaire (ph, p f / i f ) au 

plan M N P , qui lui est égale . 

L a position particulière des droites ne modifierait en 

rien la série des constructions qu'on aurait à faire pour 

t rouver leur plus courte distance. I l pourrait seulement 

en résulter quelques simplifications. 

Si l'une des droites était parallèle à la l igne de terre, 

les traces du plan conduit par l'une d'elles parallèlement 

à l 'autre seraient parallèles à la ligne de terre, et la plus 

courte distance, qui est une perpendiculaire à ce p lan , 

se trouverait dans un plan perpendiculaire à la ligne de 

terre . 

Si l'une des droites était la l igne de terre e l l e - m ê m e , 

la plus courte distance passerait par le point de rencon

tre des traces du plan perpendiculaire à la l igne de terre 

dans lequel elle se t rouve située. 

Quand une des droites est perpendiculaire à un des 

plans de projection, le plan mené par l'une d'elles paral

lè lement à l'autre est perpendiculaire à ce plan de p r o 

ject ion, et par suite la plus courte distance est parallèle 

à ce dernier plan, et elle est donnée par conséquent en 

vraie grandeur sur ce plan. 

Quand les droites données se trouvent toutes deux 

dans des plans perpendiculaires à la l igne de terre, le 

6 



plan conduit par l 'une d'elles parallèlement à l 'autre 

est le plan m ê m e de la première droite. La plus courte 

distance est parallèle à la l igne de terre. Sa vraie gran

deur est la portion de la l igne de terre comprise entre 

les deux plans des droites données; et , si on veut sa 

posit ion, il faut chercher son pied sur un plan perpen

diculaire à la l igne de terre. 

Réduire à Vhorizon 
Vangle de deux droites. 107. C e problème consiste à t rouver l 'angle BaG 

(fig. 53) formé par les projections horizontales de deux 

droites A B et A C , au moyen de l'angle ABCrzza de l 'es

pace, et des angles B A a = z y et CÀarz(3 que font ces l i 

gnes avec la verticale Aa . 

P o u r simplifier les constructions on prendra la face 

« A C du trièdre formé par les deux droites et la ve r t i 

cale, pour le plan vertical de projection. a A C — / 3 ( f i g . 54) 

représentant cette face sur le plan vertical, aC sera la 

projection horizontale du côté A C de l 'angle cher

ché. La projection horizontale de l'autre côté passera 

par celle a du sommet de l 'angle. I l ne s'agira plus que 

d'obtenir un autre point de cette projection, par la con

dition que les deux autres angles plans du trièdre do i 

vent être égaux à des angles connus a et y. 

Les rabattements de la troisième arête sur le plan 

vertical autourdes charnières A C et Aa seront deux droi

tes A B f et A B faisant des angles a et y avec A C et A a . 

Dans ces rabattements, les deux points B et B ' , situés à 

égale distance de A , appartiennent au m ê m e point de 

l 'espace. I l s'agit de t rouver les deux projections de ce 

point. Or les points B r et B , ramenés dans leur véri ta

ble position pour ne former qu'un seul et même point 

de l 'espace, décrivent des arcs de cercle situés dans des 

plans respectivement perpendiculaires aux charnières 

A C et A a , ou perpendiculaires tous deux au plan 

vertical de projection. Les traces verticales de ces deux 

plans sont les perpendiculaires B//' et B'C à AC et a Aa . 

Ces deux plans se coupent suivant une perpendiculaire 

au plan vertical, dont la projection verticale est le point 



de rencontre b' des deux traces verticales, et dont la 

projection horizontale est la perpendiculaire b'b à la 

ligne de terre. L e point cherché est sur cette l igne 

(//, brb) ) et c o m m e d'au leurs il doit se trouver sur l'arc 

de cercle décrit par le point B avec le rayon aB, arc de 

cercle qui se projette en véritable grandeur sur le plan 

horizontal en B/>, la projection horizontale du point de 

l 'espace que l'on cherche est donc le point b, intersec

tion du cercle Bb et de la droite brb. Donc ab est la p r o 

jection horizontale du second côté de l 'angle, et baC 

est l 'angle de l'espace réduit à l 'horizon. 

Quoique la construction de l 'angle réduit à l 'horizon 

ait été faite sur la figure 5 4 en cherchant la trace b du 

second côté de cet angle, le raisonnement ne s'applique 

pas moins à tout autre point de ce cô té . 

Ainsi , quand l 'angle y est droit (f ig. 5 5 ) , le second 

côté ne rencontre plus le plan horizontal. On construit 

de la m ê m e manière les projections (b\ b) d'un point 

représenté en B' et B dans les deux rabattements de ce 

second côté autour des charnières A C et Aa. Les p e r 

pendiculaires B'b' et B A aux charnières A C et Aa don

nent la projection verticale b' du point de l 'espace, et la 

projection horizontale b est le point de rencontre de 

l'arc de cercle B"b décrit avec un rayon aBnzrzAB et de 

la perpendiculaire brb. 

Quand la construction se fait au moyen de la trace b 

du second côté de l 'angle , c o m m e à la figure 5 4 , il y a 

alors une vérification. La distance Cb des deux traces 

est donnée par la droite B'C dans le rabattement autour 

de A C . L e point b doit donc se trouver sur l'arc Bfb dé

crit du point C c o m m e centre avec un rayon C B ' . 

On ne peut pas se donner arbitrairement les trois an

gles plans d'un triedre. L e plus grand de ces trois an

gles doit être moindre que la somme des deux autres. 

Les constructions géométriques vont faire ressortir les 

mêmes cas de possibilité et d'impossibilité du p r o 

b lème . 

En effet, les deux perpendiculaires B'b' et BC (fig. 



54) aux deux concourantes A G et Aa se coupent tou

jours en un point b1 ( * ) ; et la droite b1!? rencontrera l a 

circonférence aB, si b1 est un point intérieur de ce 

cercle , ou si ab}<jiXy. Or on peut toujours supposer 

que le rabattement ait été fait sur le plan de la plus 

grande des deux faces a A C et a A B . Si ab' était plus 

grand que a D , i l s'ensuivrait que l 'oblique A ^ > A B , 

ou > que son égale A B ' ; et par suite l 'angle / > ' À C > C A B ' . 

L 'angle plan a A C du t r ièdre , ou a A / / ' - { - M A C , serait 

plus grand que la somme des deux autres aAB et C A B , 

puisque, dans ce cas, on aurait à la fois a A ^ , > a A B et 

£ ' A C > A B ' . 

Résolution de Vangle trièdre. 

108. Des trois faces et des trois angles dièdres qui 

composent les six éléments d'un angle t r i èd r e , trois 

suffisent pour sa détermination. La résolution de l 'an

gle trièdre ne présentera donc que six cas bien distincts 

dans les données : 

1° L e s trois faces ou angles plans; 

2° Deux faces et l 'angle dièdre compr is ; 

3 ° Deux faces et l 'angle dièdre opposé à l'une 

d'elles ; 

4 ° Les trois angles d ièdres ; 

5° Deux angles dièdres et la face compr i se ; 

6° Deux angles dièdres et la face opposée à l'une 

d'elles. 

Mais les trois derniers cas rentrent respectivement 

dans les trois p remiers , puisqu'au trièdre on peut sub

stituer l 'angle trièdre supplémentaire , dont les faces 

(*) On ne saurait admettre la supposition particulière que AC se 
confond avec Aa. Car alors l'un des cotés de l'angle est vertical, et il 
n'existe pas d'angle réduit à l'horizon, 



sont supplémentaires des angles dièdres du p r e m i e r , 

et dont les dièdres sont supplémentaires des faces de ce 

môme trièdre. 

109. On prendra pour plan horizontal le plan de 

la face À S B ( f i g . 5 5 ) de l 'angle trièdre , et on suppo

sera les deux autres faces rabattues sur ce plan en 

A S C et A S C " . 

Quand on vient à re lever les deux faces A S G f et 

A S C " pour former le t r i èd re , deux points C f et C" , s i 

tués à égale distance du sommet S sur S C et S C " , 

se réunissent en un m ô m e point de l'espace. Dans ce 

m o u v e m e n t , ces points ne sortent pas des plans pe r 

pendiculaires aux charnières S A et S B , menés par C 

et C " , et dont les traces horizontales sont les droites 

Ce et C"c, respectivement perpendiculaires à S A et 

à SB. L e point c , intersection des traces de ces deux 

plans ver t icaux, est donc la projection horizontale du 

point de l'espace dont C et C " sont les deux rabatte

ments. Mais ces deux plans, étant précisément perpen

diculaires aux arêtes S A et SB , coupent les deux fa 

ces adjacentes à chacune d'elles suivant deux pe rpen

diculaires, dont l 'angle mesure l 'angle dièdre formé 

le long de cette arête. Ces deux perpendiculaires à la 

m ê m e arête partent du point D pour S A , du point F 

pour S B , et viennent aboutir, l'une au point de l 'espace 

dont les rabattements sont en C et C " , et l'autre à la 

projection horizontale c de ce point. Elles forment 

donc avec la verticale qui jo int ce point et sa projec

tion deux triangles rec tangles , dans lesquels les deux 

angles qui mesurent les dièdres sont opposés à cette 

vert icale . 

Etant données tes 
trois faces d'un angle 
trièdre, trouver ses trois 
angles dièdres. 

On connaît un côté de l 'angle droit et l 'hypoténuse 

de chacun de ces triangles. C e sont , pour l'un les 

perpendiculaires cD et C f D à S A , pour l'autre celles 

cF et C ' F à S B , données dans les laces du trièdre tra

cées sur le plan horizontal. Si donc on effectue les ra

battements de ces deux triangles autour des traces ho-



rizontales Ce, C"c' de leurs plans, la verticale en c 

prendra les directions ce1, ce", respectivement pe rpen

diculaires à Ce, Ce ; et les arcs de cercle décrits des 

points D et F c o m m e centres, avec des rayons D C et 

F C " , couperont les droites cet, ce", en deux points c7 et 

c", qui seront les nouveaux sommets de ces deux trian

gles . Tirant c'D et c' 'F, ces deux triangles seront r e p r é 

sentés en cDc' et cFc", et les angles dièdres le long des 

arêtes S A et SB seront mesurés par les deux angles 

plans cDc' , et cFc". L e s deux verticales ce1 et ce" devront 

se t rouver égales, c o m m e représentant toutes deux la 

hauteur d'un m ê m e point de la troisième arê te , dont 

la projection horizontale est en c. 

P o u r obtenir le troisième angle d i èd re , on coupera 

le trièdre par un plan perpendiculaire à la troisième 

arê te , mené p a r l e point de cet te 'arê te qui est projeté 

en c, et dont les rabattements sont en C et C " . Les 

intersections de ce plan sécant avec les faces latérales 

seront les droites C ' G et C " H , respectivement p e r 

pendiculaires à S C et S C " , et G H sera la trace de ce 

plan sur le plan hor izontal , et en m ê m e temps son in 

tersection avec la face A S B . Les trois droites C ' G , C ' f H 

et G H , forment dans l'espace un triangle q u i , rabattu 

en G H K , donne pour la mesure de l 'angle dièdre l 'an

gle G R H . 

La trace G H du plan sécant doit être perpendicu

laire à la projection horizontale Se de l'arête à laquelle 

ce plan est perpendiculaire , et par conséquent le point 

rabattu R de cette arête doit se t rouver sur cette pe r 

pendiculaire Se. 

Si les droites C 'G et C " H ne rencontraient pas les 

arêtes S A et SB , il faudrait, pour trouver le t rois ième 

angle d i èd re , effectuer sur une des faces A S C ' et A S C " 

les mêmes constructions que pour la face A S B . 

Pour que le problème soit possible , il faut I o que les 

trois angles plans fassent une somme moindre que 

quatre droi ts ; 5° (pie le plus grand de ces angles soit 

moindre mie la somme des deux autres. On verra f a -



cilenient q u e , quand ces conditions sont r empl ies , les 

côtés cD et cF des triangles rectangles cDcf, cFc", sont res

pectivement plus petits que les hypoténuses C D et 

C F . , et q u e , par conséquent , les solutions graphiques 

sont aussi possibles; et que , lorsque ces deux conditions 

ne sont pas remplies , on t rouve des hypoténuses plus 

petites que ces côtés. 

Quand deux des trois faces données sont des angles 

droi ts , les deux dièdres opposés à ces faces sont droits, 

et le t rois ième dièdre est mesuré par l 'angle m ê m e de 

la troisième face. 

Si les trois faces sont des angles droits , les trois an

gles dièdres sont également droits . 

110. On prendra pour plan horizontal le plan de 

la face A S B ( f ig . 5 6 ) , et on supposera l'autre face don

née rabattue en A S C . 

En faisant tourner la face A S C autour de S A , jus 

qu'à ce qu'elle fasse avec A S B l 'angle dièdre d o n n é , 

le trièdre se trouvera formé dans l 'espace. O r , dans ce 

m o u v e m e n t , un point C décr i t , dans le plan vertical 

dont la trace horizontale est la perpendiculaire Ce à 

S A , un arc de cercle dont le centre est en D et dont 

le rayon est D C ; et ce point se t rouve placé dans ce 

plan sur une droite partant du point D , et faisant avec 

De l 'angle dièdre donné. Si donc on rabat ce plan sui

vant sa trace Ce, ce point C sera sur ce rabattement 

en c' à la rencontre de l'arc de cercle C'c! et de la droi te 

De', faisant avec De l 'angle donné. La projection hori

zontale de ce point de l'arête sera en c sur la pe rpen 

diculaire ce1 à D e 

I l est facile maintenant de construire ce m ê m e point 

de l'arête dans son rabattement autour de S B . En effet, 

il se trouve sur la perpendiculaire cC à la charnière, 

et à une distance S C ' z z S C ' du sommet . B S C ' sera la 

troisième face du tr ièdre. On aurait également pu d é 

terminer C " par la distance G C " , qui est év idemment 

égale G t ' . 

Etant données" deux 
faces d'un angle trièdre 
et Vangle dièdre com
pris , trouver la troisiè
me face et les deux au
tres angles dièdres. 



Les trois faces de l 'angle trièdre étant connues, OÎÎ 

sait t rouver les autres inconnues d e c e p r o b l è m e , qui 

est toujours possible. 

Etant données deux 
faces d'un angle trièdre 
avec l'angle dièdre op
posé à l'une d'elles, trou
ver la troisième face et 
les deux autres angles 
dièdres. 

; 111. On prendra pour plan horizontal le plan de la 

! face A S B ( f ig . 5 7 ) , et on supposera l'autre face donnée 

; rabattue en A S C . L e plan de la troisième face passe 

; par SB et par une droite q u i , dans un plan perpendi 

culaire à cette arête, ferait, avec le plan hor izonta l , 

l 'angle a de l 'angle dièdre donné* En faisant tourner la 

face A S C autour de S A , jusqu'à ce que S C vienne se 

placer dans ce plan indéfini de la troisième face , on 

formera le trièdre cherché. Pendant ce mouvemen t de 

rotation, un point C de l'arête mobi le décrira, dans un 

plan C ' D perpendiculaire à la charnière, un arc de cer

cle dont le centre est en F et dont le rayon est F C . L e 

point où cet arc de cercle percera le plan de la t r o i 

sième face, appartiendra à la position de l'arête S C ' 

dans l 'espace. Or ce point commun au plan vertical 

C ' D et au plan de la t rois ième face se trouvera sur la 

droite intersection de ces deux plans. On peut c o n 

struire cette intersection dans le plan C ' D rabattu sur le 

plan horizontal : car les traces horizontales C ' D et S D 

de ces plans donnent un point D de cette intersection ; 

et le point situé sur la verticale é levée en F se rabat sur 

F A en H , à une distance F f l facile à t rouver . En effet, 

ce point H , dont la projection horizontale est en F , ap

partenant au plan de la troisième face, F H est donné en 

F K par le triangle rectangle F G K formé sur la perpen

diculaire F G à S B , et dans lequel l 'angle FGKz=cc . D H 

est donc cette intersection qui, par sa rencontre avec 

l'arc de cercle C c c ' , décrit par le point C dans le plan 

vert ical C ' D , détermine dans ce rabattement le point c 

de la troisième arête. 

C e rabattement donne en vraie grandeur la distance 

De du point de la troisième arête au point D de S B . On 

connaît donc ses deux distances S C et De aux points S 

e t D , de sor'e que l'intersection C " de deux arcs de 



cercle décrits des points S et D c o m m e centres, avec 

S C r et De pour rayons, sera un point de la t ro is ième 

face rabattue , et par suite la face inconnue sera 

B S C " . 

Connaissant les trois faces du t r ièdre, on saura t rou

ver les autres inconnues du p r o b l è m e . 

La circonférence C c c f rencontrant en général la 

droite D H en deux points c et c r , on obtient deux solu

tions B S C " et B S C " ' pour la troisième face, et par suite 

deux angles trièdres formés avec les données. Encore 

faudrait-il rejeter de ces solutions celles pour lesquelles 

les points de rencontre se trouveraient placés sur l e 

p ro longement de H D , au-dessous du plan horizontal : 

car dans les trièdres qu'on formerait avec ces p o i n t s , 

l 'angle dièdre suivant SB serait supplémentaire de l'an

gle dièdre donné. 

Quand la circonférence G'cc' ne fera que toucher en 

P la droite D H , il n 'y aura qu'une seule solution. On 

observera que dans ce cas la droite F P est perpendicu

laire à D H , et que le plan qui passe par S A et par le 

point P est précisément le plan mené par S A perpendi 

culairement à la t roisième face du tr ièdre. 

Quand la circonférence ne rencontre pas D H , le p r o 

b l ème est impossible. C'est qu'alors l 'angle plan S A C 

est plus petit que celui formé par le plan mené suivant 

S A perpendiculairement à la troisième face. 

Enfin, en se rappelant que de tous les angles plans 

dont S A est un des côtés, et dont l'autre est une droite 

tracée sur le plan de la troisième face, le plus petit est 

celui du plan perpendiculaire à cette face, et que ces 

angles augmentent à mesure que leurs plans s 'écar-

tont de cette direction perpendiculaire, i l sera facile de 

conclure : que 1° le problème ne sera possible qu'autant 

que l 'angle A S C sera plus grand que ce plus petit angle; 

2 ° que , dans le cas de A S C > A S B , il n 'y aura qu'une 

solution; 3 ° q u e j ) 0 u r A S C < < A S B il y aura deux so

lutions si l 'angle dièdre donné est a igu, et i l n'y en aura 

pas si cet angle dièdre est droit ou obtus. 



Problèmes dont les solutions sont simplement 
indiquées. 

Trouver le lieu des 
pieds de foutes les droi
tes qui, partant d'un 

point d'une droite don
née, font avec elle un 
angle donné, 1° sur un 
plan perpendiculaire à 
cette droite, 2° sur un 
plan oblique. 

112. Sur un plan perpendiculaire à la droite d o n -

; née, ce lieu est un cercle , dont le centre est le pied d e 

la droite sur le plan, et dont le rayon est le côté de 

l 'angle droit d'un triangle rectangle dont l'autre côté 

'-est la distance du point au plan, et dont l'un des angles 

aigus est l 'angle donné. On construira ce cercle sur le 

rabattement du plan perpendicula i re , et on en déduira 

6es project ions. 

On obtiendra ce lieu sur un plan oblique à la droite 

en construisant le lieu des droites demandées sur un 

plan perpendiculaire, mais seulement sur le rabatte

ment, puis en cherchant l 'intersection des différentes 

droites du problème avec ce pian obl ique. 

Par un point d'une 
droite faire passer une 
droite qui fasse avec la 
première un angle don
né , et qui soit située 
dans un plan passant 
parle point donné, ou 
qui soit parallèle ci un 
plan donné. 

115. Sur un plan perpendiculaire à la droite on 

cherchera le lieu des pieds de toutes les droites qui font 

avec la droite donnée l'angle donné. L e point de la 

droite cherchée sur ce plan perpendiculaire se trouve 

également dans le plan qui, passant par le point donné , 

doit contenir la droite cherchée. C e point est donc sur 

l'intersection de ces deux plans. On construira cette in

tersection sur le rabattement du plan perpendiculaire, 

et sa rencontre avec la c irconférence, lieu des pieds 

des droites également inclinées sur la droite donnée, 

sera un second point de la droite cherchée. I l y aura, 

en général, une solution, deux solutions,ou pas de solu

tion , suivant la grandeur de l 'angle donné, comparé à 

celui que fait la droite donnée avec le plan donné. 

Si la droite cherchée devait être parallèle à un plan 

donné, on mènerait par le point donné un plan paral

lèle au plan donné, et le problème serait ramené au 

précédent. 

L e problème suivant : Etant données les deux projec

tions d'une droite, la projection verticale d'une autre , et 



l'angle que ces deux droites font entre elles , trouver l'au

tre projection de la seconde droite, n'est qu'un cas de ce 

problème. I l s'agit de trouver dans le p^an projetant 

donné de la seconde droite une droite qui ferait avec 

la première droite donnée un angle donné. 

114. L a droite cherchée rabattue sur le plan des 

deux droites données autour de chacune de ces droites 

fera avec elles des angles a et /3. Un point de la droite 

cherchée pris à égale distance du sommet sur ses deux 

rabattements décrira, quand on viendra à relever la 

droite pour la placer dans sa véritable pos i t ion , deux 

circonférences dans des plans perpendiculaires aux 

droites données , l ieux de tous les pieds des droites qui 

font des angles a et (3 avec les droites données. L e p ied 

de la droite cherchée devra se trouver sur ces deux 

circonférences ou sur une d 'e l les , et sur la d ro i t e , in

tersection de ces deux plans perpendiculaires. Sur le 

rabattement d'un de ces plans perpendiculaires, on 

tracera cette circonférence et cette intersection qui, par 

leur rencontre , donneront un second point de la droite 

cherchée. I l peut y avoir deux solutions, une solution, 

ou pas de solut ion, suivant la grandeur des angles 

donnés a et (3, comparés à l 'angle des deux droites don

nées. 

Par le point de con
cours de deux droites 
données faire passer une 
droite qui fasse des an
gles a et fi avec les 
deux droites données. 

On simplifiera beaucoup les constructions graphi

ques en prenant pour plan horizontal le plan des deux 

droites données. 

115. Par un point on mènera des parallèles aux 

deux droites données. On construira la droite qu i , pas

sant par ce po in t , ferait des angles a et /3 avec les deux 

parallèles ( 1 1 4 ) . Par chacune des droites données on 

conduirait un plan parallèle à la droite ainsi obtenue; 

ces deux plans se couperaient suivant une droite pa 

rallèle à cette dernière, qui ferait, par conséquent , 

des angles a et 8 avec les droites données , et qui s'ap

puierait sur ces lignes. 

C o m m e dans le p rob lème précédent, il peut y 

Mener une droite qui 
s'appuie sur deux droi
tes données, et qui fasse 
avec elles des angles <* 
et /3. 



avoir deux solutions, une solution, ou pas de solution. 

Pour simplifier les constructions, on pourrait choisir 

pour plan horizontal celui des deux parallèles. 

L e p rob lème de la plus courte distance de deux 

droites n'est qu'un cas particulier de ce lu i - c i . 

Trouver le lieu des 
points de contact de tou
tes les tangentes qu'on 
peut mener par un point 
à une sphère donnée par 
son centre et son rayon. 

116. Ce lieu est un cercle dont le plan est perpen-

: diculaire à la droite qui joint le point donné au centre 

de la sphère, et dont le centre est sur cette droite. I l 

: est facile de construire le rayon de ce cercle et la di

stance de son plan au point ou au centre de la sphère. 

11 suffit, pour ce l a , d ' imaginer un des plans projetants de 

la droite qui joint le point au cent re , rabattu sur un des 

plans de project ion, et de mener dans ce rabattement 

par le point la tangente au cercle d'intersection de la 

sphère par ce plan. La perpendiculaire abaissée du 

point de contact sur cette droite est le rayon du cercle 

de contact , et la distance du pied de cette perpendi

culaire au point expr ime la dislance du plan perpen

diculaire au point donné. 

Par un point donné 
d'une droite mener une 
droite qui fasse avec la 
première une angle ce et 
qui touche une sphère 
donnée. 

117. La droite cherchée devra faire avec la droite 

qui jo in t le point donné au centre de la sphère un 

angle p , qu'il sera facile de t rouver par le p rob lème 

précédent. Alors ce problème se trouvera ramené à celui 

du n° 114. 

Par un point donné 
mener une droite qui 
louche deux sphères 
données. 

113. Les tangentes à chacune des sphères menées 

par le point donné doivent faire avec les deux droi

tes qui joignent ce point aux centres des sphères des 

angles a et p , qu' i l est facile de construire. L e p r o 

b l è m e se trouvera alors ramené à celui du n° 114. 

Trouver l'intersection > 
d'une droite et d'une 1 
sphère connue par son j 
centre et son rayon. 

110. On construira le rabattement du plan conduit 

par la droite et le centre de la sphère ; on y construira 

r intersect ion.de la droite donnée et du grand cercle de 

la sphère qui se trouve dans ce plan. On obtiendra les 

deux points cherchés, qu'on mettra en projection. 

http://rintersection.de
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