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ELEMENTS

DE

GEOMETRIE DESCRIPTIVE.

1. Les procédés de la géométrie ordinaire condui-
sent avec exactitude au tracé d’une figure plane bien
définie et aux constructions a exécuter sur son plan.
Dés qu’on a voulu considérer des formes & trois di-
mensions, cette science s’est bornée A les représenter
d’une mani¢re vague, dans le but seulement d’exposer
quelques théories ou d’indiquer la série d’opérations
pour arriver & la solution d’une question. Mais que de
difficultés insurmontables s’il fallait dans 1’espace re-
présenter les données d’un probléme et faire les con-
structions qui doivent conduire aux résultats. Cepen-
dant on congoit l'utilité , la nécessité méme de donner
la description graphique exacte tant des données
que des résultats, afin de compléter la question que la
géomeétrie ordinaire n’a pu qu’ébaucher. Cn a donc été
naturellement’porté i chercher un moyen de ramener
les opérations graphiques dans 'espace & s’exécuter sur
un plan unique, et c¢’est 1a le but de la nouvelle bran-
che des mathématiques appelée Géométrie descriptive.

2. Les lignes , les surfaces, pouvant &tre considé-
rées comme composées de points, tout se réduit a

La géométrie descriptive
est la branche des ma-
thématiques qui a pour
objet de représenter sur
une surface plane les
figures de Vespace.

La projection dun

pont sur un plan est le
pted de la perpendicu-

savoir représenter un point sur la surface plane laire abaissée du point

choisie pour la description d’un corps. On y est
1
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Les projections d’un
point sur deux plans qui
se coupent déterminent sa
position dans I’espace.

Pour que deux points
pris au hasard sur deux

lans puissent représenter
R:s rojections d’'un point
de 'espace, il faut et il suf-
fit queles perpendiculaires
abaissées de ces deux pro-
jections sur l'intersection
commune des deux plans
se coupent en un méme
point de cette intersection.

2 DEF1NITIONS,

parvenu par la méthode des projections. Le pied a (fig. 1)
de la perpendiculasire Aa abaissée du point A de l’espa-
ce sur le plan en question MN est dit la projection de
A sur ce plan.

Si la projection a ne suflit pas pour déterminer gra-
phiquement le point A de I'espace, puisqu’on sait seu-
lement qu’il se trouve sur la perpendiculaire aA au
plan MN, ses projections a et ' sur deux plans fixes,
non paralléles, donnés de position, le font connaitre
complétement, parce qu’il est & lintersection des
deux droites ad, a’'A, ¢levées perpendiculairement aux
deux plaus MN et PQ.

3. Le plan aAd' dans lequel se trouveat le point
de lespace et ses deux prejections est a la fois per-
pendiculaire aux deux plans MN et PQ, et par con-
séquent & leur intersection commune NP ; il coupe
donc ces plans suivant deux droites ax et a'« perpen-
diculaires 4 NP, en un méme point o de cette inter-
section. On ne pourradonc pas prendre au hasard deux
projections pour celles d’'un point de ’espace. Si, comme
pour les projections a et a', les perpendiculaires ax,
a'z, 4 intersection commune, se coupent en un méme
point « de cette interscction, elles détermineront hien
un point A de I’espace. En effct, les deux perpendicu-
laires qu’on éléverait respectivement des points a et a!
aux plans MN et PQ se trouveraient dans un méme
plan axa' perpendiculaire 4 leur intersection commune
NP, et par conséquent a ces deux plans, et alors ces
deux perpendiculaires aA, a'A, se couperaient néces-
sairement.

Si au contraire les deux projections données a et a
étaient telles que les perpendiculaires anx et a’«' & NP
ne vinssent pas a sc rencontrer en un méme point de
cette droite, les deux plans menés perpendiculairement
A NP, I'un par a« et ’autre par a'«’, seraient paralltles
et distincts 'un de 'autre. Le premier contjendrait la
perpendiculaire aA au plan MN, le second celle "B au
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DEFINITIONS. 3

plan PQ. Les deux perpendiculaires ad et a""B ne se
rencontreraient donc pas, et ne sauraient par consé-
quent déterminer un point delespace.

4. Reste A faire voir comment on raméne la projec-  Les deux projections
. , . .o d’un point se raménent sur
tion &' sur le plan MN choisi pour la description des yn méme plan mo+ennant
. . . < 7
figures. On imagine pour cela que le plan PQ tourne l¢ rabattement d'un des
) Lt , * plans sur Pautre.
autour de lintersection commune NP pour se rabattre * pans ce rabattement
. , » y )
sur le plan MN et ne former avec lui qu’un seul et lesdeuzprojectionsdun
. . méme point de Uespace
méme plan. Dans ce mouvement, la droite '« ne cesse so trouvent sur une meé-
pas d’8tre perpendiculaire 3 NP au point «, de sorte 7 perpendiculairea la
S . charniere.
que la projection a' se trouve aprés le rabattement sur
la perpendiculaire abaissée de la projection a sur NP,
et a une distance «a' de cctle droite. De cette maniére,
au moyen des projections « et a' données dans le ra-
battement, et de Pangle aza' qui mesure Pinclinaison
des deux plans connus de position, on a tous les élé-
ments nécessaires pour déterminer le quadrilatére
aed'A, et par conséquent la position du point A de I'es-
pace. Car il ne faut pas perdre de vue que le rabatte-
ment n’a é¢t¢ admis que comme moyen d’exécution
d’opérations graphiques ; et, toutes les fois qu’il s’agira
de quelques considérations géométriques, on doit, par
la pensée , relever le plan PQ dans sa véritable situa-
tion.

8. Les deux plans MN et PQ sur lesquels se font les  Les deux plans de pro-

projections s’appellent plans de projection, et leur inter- {le‘fitr';’r‘lei‘zm Chms‘;.m}ﬁ?

. . i erpendiculai-

section NP se nomme la ligne de terre. res entre el?x,pl’un hori-

. . * . . . . . B ’ s ™ &

Les deux plans de projection, jusqu’ici arbitraires, Zontal et lautre vertical.

O L g . Les distances des deux

sont choisis de préférence perpendiculaires entre eux. projections a la ligne de

Leur ition en cffet est vlus si i terre représententalors les

positio . t ) ‘P P.ﬂple‘rnent d(‘ﬁm_e’ et distances du point de Pes-

les deux perpendiculaires A leurs directions respectives, pace a ces plans.

telles que aA et a'A, qui déterminent le point de %es-
pace moyennant ses deux projections, se coupant & an-
gle droit, donnent avec plus de précision leur point de
rencontre A. Pour sc figurer encore plus aisément les

deux plans de projection duns Uespace, on suppose I'un
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& DEFINITIONS.

de ce plans forizonial et Vautre vertical (*). C’est ce
dernier qui sc rabattra sur le plan horizontal, de ma-
niére que sa partie supérieure vienne se confondre avec
la partie postérieure du plan horizontal

Dans ’hypothese des plans de projection perpendi-
culaires entre eux, le quadrilatére axa’A devient un
rectangle, et par conséquent les distances ax, a'x, des
projections a la ligne de terre, sont ¢gales aux deux di-
stances a’A, ad, du point A de I’espace aux deux plans
de projection. '

Ainsi, pour représenter un point en géométrie de-
scriptive, on tirera (fig. 2) une ligne indéfinie XY, qui
sera la ligne de terre. Deux points a et a' pris sur une
méme perpendiculaire i cette ligne seront les deux pro-
jections d’un point de I’espace, ct les distances aa, a'«,
de ces projections 4 la ligne de terre , exprimeront les
distances du point de I’espace aux plans vertical et ho-
rizontal (**). Un poiut sera donc bien défini graphique-
ment par ses deux projections. Aussi le désignera-t-
on dorénavant de cette maniére, et on dira le point

(ay a'y.

(*) Ce sont effectivement les positions de plans qu’on sait détermi-
ner dans P’espace au moyen d’instruments et de la direction du fll-
a-plomb, et avec lesquelles on se familiarise trés facilement.

(**) La méthode des projections se rapporte tout a fait & ce qui a
lieu en analyse, ou la position d’un point de I'espace est déterminée
par ses distances & trois plans connus de position. Se donner, en
effet, les deux projections d’un point, c’est connaitre non seule-
ment les distances du point de I’espace aux deux plans de projection,
Inais encore implicitement sa distance 4 un troisiéme plan fixe per-
pendiculaire & l'intersection commune des deux premiers.

Un point pourrait se rapporter a trois points ou & trois droiles
connus de position. Dans le premier cas, il serait donné par lin-
tersection de trois sphéres dont les rayons seraient ses distances aux
trois points fixes. Dans le second cas, il serait & I'intersection de trois
cylindres & base circulaire, dont les rayons seraient les distances du
point aux trois droites fixes. Mais ces deux maniéres de définir un
point de P'espace conduiraient en géométrie descriptive & des con-
structions beaucoup plus compliquées, comme en analyse la déter-
mination d'un point par rapport & trois plans est le mode le plus
simple.
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DEFINITIONS. 5

Un point situé dans un des plans de projection a sa
projection sur autre plan sur la ligne de terre elle-
méme. C’est une conséquence de la perpendicula-
rité de ces deux plans.

6. Un point de P’espace peut &tre placé dans un des
quatre angles diedres formés par les deux plans de pro-
jection. Aprés le rabattement de 'un de ces plans sur
Yautre, la partie de la surface plane au-dessous de la
ligne de terre XY représente en méme temps la por-
tion antérieure du plan horizontal et la portion infé-
rieurc'du plan vertical, tandis que la partie au-dessus
de XY est Ia portion postérieure du plan horizontal
comme la portion supérieure du plan vertical. Il ne
suffira donc pas de donner indistinctement les deux
projections a et a’ d’un point : il faudra encore énoncer
si a est sa projection horizontale ou sa projection ver-
ticale, car ces deux suppositions peuvent étre admises,
et elles détermineraient dans ’espace deux points bien
différents , situés dans les deux diédres opposés par le
sommet. Aussi est-on convenu de désigner par des let-
tres sans accent les projections horizontales des points,
et par des lettres accentuées leurs projections vertica-
les. Ainsi (a, a') désigne un point situé dans 'angle diée-
dre en avant du plan vertical et au-dessus du plan ho-
rizontal; (6, 4') un point de Pangle di¢dre en arriére du
plan vertical et au-dessous du plan horizontal ; (¢, ¢")
un point en avant du plan vertical et au-dessous du
plan horizontal ; enfin, (¢, ") un point en arriére du plan
vertical et au-dessus du plan horizontal.

7. Jusqu’ici on a supposé que les projections s’exé-
cutaient au moyen de perpendiculaires aux plans de
projection. Quelquefois pourtant on emploie des droites
obliques & ces plans, mais toujours paralléles & deux
directions données. Les différents plans qui contiennent
le point de Lespace et ses deux projections, tels que
Acaa' (fig. 1), étant tous paralléles, couperaient lcs
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Une ligne est détermi-
née par ses deux projec-
tions,

La projection d’une li-
gnedroite estune droite.
C’est un point dans la po-
sition particuliére d’une
droite perpendiculaire au
plan de projection,

6 DEFINITIONS.

plans MN et PQ suivant des droites aussi paralléles, et
qui, comme les lignes a«, da'«, partant des deux pro-~
jections « et a' ’'un méme point de I’espace, viendraient
aboutir au méme point « de la ligne de terre. Sauf quel-
ques positions exceptionnelles, les droites ax, a'«, feraicnt
des angles aigus avec la ligne de terre, et aucun des an-
gles du quadrilatére Aawa' ne serait droit, Ainsi il fau-
drait se donner les directions Aa, Ad', €t en conclure
celles de au, a'x, dans les plans rabattus. Ce genre de
projections, dit projection oblique, est moins simple, et
sujet & moins de précision dans les constructions;
aussi ne ’emploie-t-on que dans des cas fort rares.

Les projections dites perspectives, qu’on obtient par
des droites partant d’un point unique, donneraient lieu
a des observations semblables. A moins qu’il ne soit dit
autrement, on emploicra la projection orthogonale qui
a €té exposée en premier lieu,

8. La projection d'une ligne est le lieu géométrique
des pieds des perpendiculaires abaissées des différents
points de la ligne sur le plan de projection. L’ensemble
de ces perpendiculaires forme un cylindre projetant, et
toutes les courbes tracées sur cette surface cylindrique
auront méme projection que la ligne donnée. Moyen-
nant une seconde projection sur 'autre plan de projec-
tion, la ligne sera bien déterminée, puisque devant se
trouver ala fois surles deux surfaces cylindriques pro-
jetantes, elle ne sera autre que leur intersection.

Pour que deux projections appartiennent & une méme
ligne de I’espace, il faut que les points de I’'une quelcon-
que des projections se trouvent sur les perpendiculaires
a la ligne de terre abaissées des différents points de
Pautre projection.

9. Les perpendiculaires abaissées des différents
points d’une ligne droite AB (fig. 3) sur le plan de pro-
jection sont toutes contenues dans le plan mené par
Vunc d’clles Aa et parla droite AB. La projection ab de
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DEFINITIONS. 7

la ligne droite AB est donc Pintersection de ce plan
projetant avec le plan de projection; c’est par consé-
quent une droite. Cependant quand la droite AB est
perpendiculaire au plan de projection, toutes les per-
pendiculaires abaissées de ses différents points se con-
fondent avec AB, et sa projection se¢ réduit dans ce cas
dun point qui est le pied de AB dans le plan de projection.

De ce que la projection d’une ligne est une droite,
on ne peut pas conclure que cette ligne cst elle-méme
une droite. En effet, toutes les courbes tracées dans
le plan projetant passant par la projeclion donnée au-
ront cette droite pour projection. C’est seulement un
indice que la ligne de I’espace est plane.

Un point, s’il représente la projection d’une ligne,
ne peut, au contraire, appartenir qu’a une droite per-
pendiculaire au plan de projection.

Puisque la projection d’une ligne droite est une
droite, les projections de deux de ses points suflisent
pour la déterminer.

10. Une droite AB (fig. 3) est déterminée par ses  yne droite est détermi-

deux projections ab, a'l'. En effet, devant se trouver & :1% par ses deux projec-
v . , . 1018,
la fois dans les deux plans menés successivement par  (n peut prendre pour

ab et a'b' perpendiculairement aux plans MN et PQ lesprojections d’une droite
. , - . de Despace deux droites
cette droite AB n’est aufre que leur intersection. Ces (racées arbitrairement sur

deux plans perpendiculaires aux deux plans MN et PQ, le:ugﬁnsq ‘le lg"’lj,e“io" ?
. s ) u une ni
qui se coupent, se rencontrent ordinairement. S’ils Pautre de ces projections

étaient paralléles, il s’ensuivrait que les plans MN et De soit perpendiculaire a
laligne de terre, ou pour-

PQ, perpendiculaires chacun 4 I'un de ces deux plans yu que les deux projec-

paralléles, seraient perpendiculaires a tous les deux; tions soient a la fois per-
pendiculaires a la ligne de

leur intersection commune NP serait donc aussi per- terre en un méme point de
pendiculaire a ces deux plans paralltles, et, par con- ¢! ligne. Encore dans

R ; ' .ce dernier cas faut-il se
s¢queat, aux droites ab, a'b’, de ces plans. Les deux donner les projections cor-

projections ab, a'l’, tracées dans les mémes plans de respondantesadeuxpoints,
.. ~ . 'pour que la droite soit
projection que NP, sont donc, dans ce cas, perpendi- bien délinie.
culaires A cette ligne.
Effectivement on voit directement que, si les projec-

11 /. Lt . . .
tions ab, a'b", tombent & angle droit sur NP, le plan
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8 DEFINITIONS.
mené par 'une d’elles ab, par exemple, perpendicu«
lairement 4 MN, est aussi perpendiculaire & PQ, puis-
que ab est une perpendiculaire & ce dernier plan. Les
deux plans projetants conduits par ab et a'6' sont
donc, dans ce cas particulier, paralléles entre eux.
Ainsi, il est bien prouvé que deux {droites prises
pour projections déterminent une droite de I'espace,
pourvu toutefois que ces projections ne soient pas
perpendiculaires & la ligne de terre. Encore, dans ce
cas particulier, si les deux projections viennent abou-
tir au méme point de cette ligne, les deux plans pro-
jetants, qui sont paralléles et qui ont un point com-
mun, ne forment plus qu'un seul et méme plan per-
pendiculaire 4 la ligne de terre. Toutes les lignes
droites ou courbes (*) situées dans ce plan’auront les
deux mémes projections, qui se réduisent a une per-
pendiculaire i la ligne de terre. Il y a donc indétermi-
nation pour la droite de l'espace, 4 moins qu’on ne
donne sur cette perpendiculaire les deux projections
correspondantes 4 deux points de la droite (**).
Sil’une des projections de la droite est perpendicu-
laire & la ligne de terre, 'autre projection doit néces—
sairement se confondre avec la premiére. En effet, le
plan projetant mené par cette projection et qui contient
la droite est, comme on 1’a vu, perpendiculaire aux
deux plans de projection et & la ligne de terre; il est
donc aussi 'autre plan projetant de la droite, et son
intersection ou la deuxiéme projection est la perpen-

(*)De ce que les deux projections d’une ligne sont droites onne peut
pas conclure que la ligne est elle-méme une droite ; {l faut que ces
deux projections ne soient pas dans un plan perpendiculaire a la ligne
de terre.

(**) Une droite située dansun plan perpendiculaire 4 la ligne de terre
n’est pas déterminée par ses deux projections. Pour bien définir la
ligne , il faudrait se donner une troisiéme projection faite sur un autre
plan vertical non parali¢le au premier. Moyennant les projections de
deux de ses points on saura construire cette troisiéme projection.
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DEFINITIONS, 9
diculaire aboutissant au méme point de la ligne de
terre que la premiére.

On peut remarquer que la géométrie descriptive ré-
soul les cas de possibilité,, d’impossibilité et d’indéter-
mination, dans le choix des projections d’une droite, par
cette simple condition déja énoncée, saveir : pour que
deux projections apparliennent & une méme ligne de
Vespace, il faut que les points de l'une quelconque
des projections se trouvent sur les perpendiculaires &
la ligne de terre abaissées des différents points de I’au-
tre projection.

On désigne une droite par ses deux projections.
Ainsi on dit la droite (ab, a'b'),

41. T1 est essentiel de savoir distinguer a prioriles ype drois située dans
projections de dro:tes qui occupent des positions par- un des plans de projection
culie . d ' d .. a pour projection sur Pau-
ticulieres par rapport aux deux plans de projeclion et tre plan Ja ligne de terre.
a la ligne de terre. Une paralléle & un plan
: Py tantinpy d€ projection a pour pro-
Une droite située da.ns un des plans de projection jeclll)on sur co plan uno
est i elle-méme sa projection dans ce plan, et sa pro- droite qui lui est paralléle,
s oot ’ : _ . et sa projection sur 'autre
jection sur Paatre plafn e.st la ligne de terre,, puisque {)]an est une paralléle 4 la
les deux plans de projection sont rectangulaires. igne de terre.
La ligne de terre est a elle-méme ses deux projec~ = Une paralléle a laligne
tions de terre a s;als ldeu; pro-
. jections paralléles a cetle
Quand une droite est parallele &4 un des plans de hglﬂje- diculaire &
: . PR ) . ' ne perpendicu aqu
p‘rOJectlon , Sa pro.]a.ctno.n sur ce plan lui est paralléle. " .o plans de projection
En effet, cette projection et la droite sont dans le a pour projection sur ce
A : vt s 1. Plan un point, et sa pro-
méme plan projetant, et'ceue dex niére est paralléle jection sur Iattre plan est
au plan sur lequel est tracée cette projection. une perpendiculaire abais-
La seconde projection de la droite est une paralléle Zzetgfrgf point sur laligno
a la ligne de terre. La droite et cette projection sont en  Les projections d’une
effet dans un plan projetant paralléle au plan de pro- perpendiculaire i la ligno
. . . . - . de terre sont représeatees
jeclion. La projection et la ligne de terre, intersec~ par une seule et méme
tions de ces deux plans paralitles par Pautre plan de Pﬁgpend‘c“m“e a cette li-
Projection , sont donc paralléles. La direction de celte
seconde projection est une conséquence de la perpendi-
cularité des deux plans de projection.

Réciprognement, si une des deux projections d’une
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£0 DEFINITIONS.

droite est parallele a la ligne de terre, la droite est une
paralléle 4 Pautre plan de projection. En effet, le plan
projetant mené par cette projection est parallele a 'au-
tre plan de projection ; la droite est donc parallele 4 ce
dernier plan, comme tracée dans un plan parallele.

Unc paralléle a la ligne de terre a ses deux projec-
tions parali¢les a cette ligne. En effet, les deux plans
projetanis de la droite étant respectivement paralléles
aux deux plans de projection, une projection de la
droite et la ligne de terre sont les intersections de deux
plans paralléles par I'autre plan de projection.

Réciproquement, si les deux projections d’une droite
sont paralléles a la ligne de terre , la droite elle-méme
est paralléle a cette ligne. Car les deux plans projelants
menés par ces deux projections sont paralléles a la fois
a la ligne de terre, et déterminent, par leur intersec-
tion, une droite paralléle a cette ligne.

Une droite perpendiculaire 4 un plan de projection
a pour projection sur ce plan un point. Quant i son
autre projection , elle est perpendiculaire a la ligne de
terre. Cela tient & ce que le plan projetant de la droite
sur 'autre plan de projection est perpendiculaire & la
fois aux deux plans de projection, et par conséquent
ala ligne de terre. Donc la seconde projection, qui est
une droite tracée dans ce plan projetant , est aussi per-
pendiculaire a cette ligne,

Les projections d’une droite perpendiculaire 4 la li-
gne de terre sont perpendiculaires & cette ligne au
méme point. En effet, la droite étant perpendiculaire &
la ligne de terre est tout enti¢re dans un plan perpen-
diculaire a cette ligne, ct par conséquent aux deux plans
de projection. Ce plan perpendiculaire & la ligne de
terre se confond donc avec les deux plans projetants de
la droite, et ses intersections avec les deux plans de pro-
jection sont les deux projections de la droite. Par con-
séquent ces deux projections sont perpendiculaires 4 la
ligne de terre et au méme point de cette ligne. Dans
le rabattement, ces deux perpendiculaires ne formeront
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DE F INITION i1
qu’une seule et méme perpendiculaire 4 la ligne de
terre.

On a déja vu que, réciproquement, quand les deux
projections se confondent avec une perpendiculaire &
laligne de terre, la droite est située effectivement dans
un plan perpendiculaire i cette ligne. Mais la droite ne
sera définie gn’autant qu’on se donnera sur cette per-
pendiculaire les projections de deux points.

On dit tout simplement wne horizontale ou une verti-
cale pour désigner une droite paralléle ou perpendicu-
laire au plan horizontal de projection. Comme aussi
un plan horizontal ou vertical est un plan paralléle ou
perpendiculaire au plan horizontal de projeetion. 1l
faut bien remarquer qu’une paralléle au plan vertical
n’cst pas pour cela une verticale.

Il sera bon de se familiariser par un exercice a re-
présenter les projections des droites placées dans des
positions particuliéres.

12. Si on a pu croire un moment qu’une surface
pouvait étre représentée par les points qui lui appar-
tiennent, on a été bien vite convaincu que ce procedé
serait insuffisant et méme impraticable. La multipli-
cité¢ de points qu’il fuudrait se donner, ne représente-
rait qu’imparfaitement la surface; encore faudrait-il
joindre les deux projections d’un méme point pour
bien les distinguer, ce qui jetterait une confusion
d’autant plus grande que la surface serait représentée
avec plus d’exactitude. Mais comment parvenir & pla-
cer sur la méme surface tous ces points qui ne sau-
raient étre pris au hasard, comment construire au be-
soin des points intermédiaires, si ce n’est en se ratta-
chant 4 sa génération particuliére ?

Les surfaces sout ussujetties & une génération au
moyen de lignes connues de forme et de position. On
a pensé¢ qu’il suflirait de représenter ces lignes pour
bien définir une surface; mais alors il faudra faire voir
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comment, avec ces données, on pourra déterminer un
point quelconque de la surface.

Un plan est déterminé  43. Le plan est engendré par une droite qui s’appuie
par ses deu traces-  gopstamment sur deux droites qui se coupent, ou qui
se meut parallélement a 'une d’elles en s’appuyant sur
Pautre. Deux droites concourantes déterminent donc
un plan. La position de ces deux droites est indiffe-
rente; il s’agit de les choisir de maniére a simplifier les
constructions, et c’est par cette raison que, pour indi-
quer la position d’un plan, on se donne ses intersec~
tions avec les deux plans de projection ou ses deux
traces. Quand le plan n’est pas parall¢le a la ligne de
terre, il rencontre cette ligne en un point, qui est com-
mun & ses deux traces.

La ligne de terre et les deux traces formant dans
Vespace un triédre, I'angle des deux traces dans l'es-
pace est moindre que cet angle dans les plans de pro-
jection rabattus.

Une droite située dans un plan ne peut rencontrer
les plans de projection que sur les traces m¢mes du
plan.

On verra plus tard comment avec les deux traces
d’un plan on parvient & déterminer un point quelcon-
que de cette surface.

Un plan se désigne par ses deux traces.

; Un plan paralléle aPun 44, Il convient de savoir ce que deviennent les traces
es plans deprojectionn’a 3, . - TS _
pas de trace sur ce plan , d’unplan qui occupe des positions partlcull.eres par rap
et sa trace sur autre est port aux deux plans de projection et a la ligne de terre.
une paralléle dla ligne de allele A 17 et ’
te"e{’ g Un plan paralléle 4 'un des plans de ,pPOJCCthH n’a
Un plan paralléle a la Pas de trace sur ce plan, et sa trace sur l'autre est une

ligne de terre, sans pour- parallele & la ligne de terre, puisque cette ligne et la

tant étre paralléle & Pun . T . y
des plans de projection, a trace sont les intersections de ces deux plans paralléles

ses deux traces paralléles par ’autre plan de projection.

a cette ligne. (1 s .

Un p]ai perpendiculaire Un plan paralléle a la ligne de terre, sans pourtant
aun des plans de projec- ¢tre paralléele & I'un des plans de projection, a ses deux
tion a sa trace sur lautre

Flau perpendiculaire & la

igne de terre,

Document numérisé par la Bibliotheque universitaire Pierre et Marie Curie - UPMC - Cote : 60 LAM 42



DEFINITIONS. 13

traces paralléles a4 cette ligne. En eflet, ces traces sont lalﬁes egeg:dizﬁ;f:e ‘g’uln
les intersections du plan donné par les deux plans de b lig%e Mo terre sont re.
projection qui passent par la ligne de terre ou par une E:é;‘:gt‘sgs I?:r;e‘;‘(‘ﬁc:f;i’:‘;
droite parallcle au premier plan. a cette ligne.
Réciproquement, si les deux traces d’'un plan sont
parallcles a la ligne de terre, le plan est paralltle a
cette ligne; car ce plan passe par une droite parall¢le a
la ligne de terre, et, comme il a deux traces, ce plan
n’est parallele ni & I'un ni & Pautre des plans de pro-
jection.
Les deux traces d'un plan qui passe par la ligne de
terre se réduisent & cette ligne. Le plan est alors indé-
terminé, et, pour le représenter, il faut se donner son
autre trace sur un second plan vertical.
Un plan perpendiculaire & un des plans de projec-
tion a sa trace sur l'autre plan, perpendiculaire & la
ligne de terre, car cetle trace est l'intersection de
deux plans perpendiculaires au méme plan de projec-
tion : elle est donc perpendiculaire 4 ce dernier, et par
conséquent i la ligne de terre, qui est une droite pas-
sant par son pied dans ce plan.
Réciproquement,siune des traces d’un plan est perpen-
diculaire a la ligne de terre, ce plan est perpendiculaire
4 lautre plan de projection. En effet, les deux plans
de projection étant rectangulaires, celte trace, qui est
perpendiculaire & leur intersection et dans 'un de ces
plans, est une perpendiculaire a ’autre. Donc le plan
donné, qui passe par cette trace, est un plan perpendicu-
laire 4 cet autre plan de projection.
Il est bon de remarquer que les points d’un plan
dont une des traces est perpendiculaire 4 la ligne de
terre se projettent tous sur ’autre plan sur sa seconde
trace,
Les deux traces d’un plan perpendiculaire a la ligne
de terre sont représentées par une scule et méme per-
pendiculaire a cette ligne : car, la ligne de terre étant
perpendiculaire au plan, les deux traces, qui sont deux
droites menées par son pied dans ce plan perpendicu-
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14 DEFINITIONS.
laire, sont perpendiculaires & cette ligne, et dans le ra-
battement ces deux traces ne forment plus qu’uue seule
et méme perpendiculaire 4 la ligne de terre.
Réciproquement, si les deux traces d’un plan ne for-
ment qu’une seule et méme perpendiculaire a la ligne
de terre, lc plan est perpendiculaire & celte ligne, puis-
qu’il passe par deux perpendiculaires 4 la ligne de
terre.
Chaque trace du plan représente dans ce cas les pro-
jections de tous ses points sur chacun des plans de pro-
jection.

13. En géométrie, on a souvent besoin de considé-
rer des droites et des plans parallé¢les ou perpendicu-
laires & des droites ou & des plans connus. 11 s’agit de
savoir comment, par la méthode des projections, on
peut déterminer ces droites et ces plans.

16. Les projections de deux droites paralléles sont
respectivement paralléles. En effet, les plans proje-
tants de ces deux droites sur le méme plan de projec-
tion sont des plans paralltles, comme passant chacun
par deux droites paralleles, les droites données et les
perpendiculaires au plan de projection. Les intersec-
tions de ces deux plans paralleles par le plan de pro-
jection ou les projections des .deux droites sont donc
paralléles.

Réciproquement , si les projections de deux droites
sont paralléles sur chacun des plans de projection, ces
droites sont paralleles, sauf le cas o0 ces projections
sont perpendiculaires 4 la ligne de terrc : car ces droi-
tes sont les intersections de plans projetants paralleles
entre eux, ct les deux plans projetants de l'une des
droites se coupent toujours quand les projections de
la droite ne sont pas perpendiculaires 4 la ligne de
terre. Dans ce cas particulier, les deux droites se trou-
veraient dans deux plans perpendiculaires & cette li-
gne, et leurs projections seraient paralltles, sans pour
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cela que les droites le fussent, puisqu’on peut les tra-
cer indistinctement dans ces deux plans sans changer
leurs projections.

Quand deux droites ont une seule de leurs deux pro-
jections paralléle, 'une de ces droites est paralléle
seulement au plan projetant de I'autre.

17. De ce qu’une droite est perpendiculaire i une
autre, il ne faut pas conclure que les projections de
ces deux droites doivent étre perpendiculaires. En ef-
fet, en un méme point d’une droite on peut lui élever
une infinité de droites perpendiculaires, qui sont tou-
tes situées dans un méme plan perpendiculaire a la
droite menée par ce point. Toutes ces perpendiculaires
auront des projections différentes quand ce plan per-
pendiculaire ne sera pas en méme temps perpendicu-
laire au plan de projection, ce qui exigerait que la
droite fat parallele a ce dernier plan. Une seule de
cette infinité de perpendiculaires aura sa projection
perpendiculaire 4 celle de la droite: ce sera celle con -
tenue dans le plan projetant perpendiculsire a cette
projection de la droite.

Ainsi les projections de deux droites perpendiculai-
res entre elles sont, en général, obliques. Dans le cas
sculement d’une droite paralléle & I'un des plans de
projection, la projection sur ce plan de la perpendicu-
laire est perpendiculaire a la projection de la droite ;
et quand la droite est parallele aux deux plans de pro-
jection ou a la ligne de terre , alors seulement les deux
projections de la perpendiculaire sont perpendiculaires
acelle de la droite ou a la ligne de terre.

De ce qu’une droite est perpendiculaire & une au-
tre on peut donc seulement conclure que cette der-
nitre est dans un plan perpendiculaire 4 la premiere
droite. Plus tard on apprendra & déterminer ce plan
perpendiculaire,

18. Par un point on peut meoer une infinite de
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i6 DEFINITIONS.
paraliéle & un plan sont, qrojtes paralltles & un plan. Ces paralléles sont toutes
en général , obliques par

rapport_aux traces de ce situées dans un méme plan parallé!e au premier et

glu“en']a%’;r;ﬁ:;esg‘gzﬁ‘fgé men¢ par le point. Toutes ces paralléles an plan don-

dans un plan paralléle au né auront des projections différentes tant que le plan

plan donné. paralltle, et par conséquent le plan donné, ne sera
pas perpendiculaire au plan de projection. De cette
infinité de paralléles, une seule a sa projection paral-
lele 4 la trace du plan donné: c’est la paralléle a la
trace de ce plan ; car, dans ce cas, la parallele dans
Pespace est paralléle au plan de projection, et, par
conséquent, A sa projection sur ce plan.

Ainsi les projections d’une droite paralltle 4 un plan
sont, en général, obliques, par rapport aux traces de
ce plan. La projection et la trace sur le méme plan de
projection ne sont paralléles que dans le cas seule-
ment ou le plan donné est perpendiculaire a ce plan
de projection; et quand le plan donn¢ est perpendica-
laire aux deux plans de projection ou & la ligne de
terre , alors seulement les deux projections de la pa-
ralltle au plan sont paralléles a ses traces.

De ce qu’une droite est paralléle & un plan on peut
donc seulement conclure que la droite est dans un
plan paralléle au plan donné. Plus tard, on apprendra
4 déterminer ce plan parallele.

Les projections dune  19. Une droite perpendiculaire i un plan a ses deux
droite perpendiculaire < e . . .
a un plan sont respecti- projections respectivement perpendiculaires aux traces
vement perpendiculai- de ce plan. En effet, le plan perpendiculaire et le plan
;?Z,ff" les traces de c¢ 1o nrojection sont deux plans perpendiculaires au plan
projelant de la droite. L’intersection commune de ces
deux premiers, ou la trace du plan perpendiculaire,
est donc perpendiculaire au plan projetant de la droite,
et, par conséquent, a4 la projection de cette droite,
qui est menée par son pied dans ce plan,
Réciproquement, siles deux projections d’une droite
sont respectivement perpendiculaires aux traces d’un
plan, le plan est perpendiculaire & la droite. En effet,
il est évident que les dcux traces du pan sont respec-
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tivement perpendiculaires aux deux plans projetants
de la droite. Par conséquent le plan donné, qui con-
tient ces deux traces, est a la fois perpendiculaire a
ces deux plans projetants, et, par suite, 4 leur inter-
section commune, qui n’est autre chose que la droite
de Pespace. Comme les deux plans projetants ne se
coupent pas quand les deux projections de la droite
sont dans un méme plan perpendiculaire a la ligne de
terre, il s’ensuit que cette réciproque n’a pas lieu pour
ce cas particulier de la position de la droite. De toutes
les droites partant du méme point et situées dans le
plan perpendiculaire 4 la ligne de terre, une seule est
perpendiculaire au plan, dont les traces seraient, dans
ce cas particulier, des paralléles & la ligne de terre.

La proposition qu’on vient de démontrer est fondée
uniquement sur ce que la projection est orthogonale.
Ce genre de projection offre donc encere un avantage
bien précieux pour les constructions géométriques.

20. Les traces de deux plans paralltles sont respec-  Les traces de deux
tivement paralltles , puisque ces traces ne sont que les Plansparalleles sontres-
. . . . pectivement parall2les.
intersections dec deux plans paralléles par un méme
plan de projection.

Deux plans dont les traces respectivement paralleles
rencontrent la ligne de terre sont cux-mémes parallc-
les, puisque I'un des plans contient deux paralltles a
deux droites de 'autre menées par un méme point;
mais si ces traces sont paralleles a la ligne de terre,
c’est simplement un indice que ces plans se coupent
suivant une parallele a cetle ligne. Pour que ces deux
plans fussent parali¢les, leurs traces sur un autre plan
vertical de projection non paralléle au premier de-

Vraient &tre encore paralléles.

21. Tous les plans passant par une perpendiculaire  De ce gu'un plan est
2 un vlan d s . e & perpe'ndmmsuye 4 un plan
dun plan donné étant perpem?wu].aues 4 ce plan, ’on Nomié . on sait sculement
ne peut rien conclure sur la direction des traces d’un que ce premier plan passe

e . N par une perpendiculaiream
plan perpendiculaive i up autre. Seulement, quand le plan donné.
2

Document numérisé par la Bibliotheque universitaire Pierre et Marie Curie - UPMC - Cote : 60 LAM 42



i8 DEFINITIONS.
plan donné est perpendiculaire 4 un des plans de pro-
jecfion, sa perpendiculaire est paralléle 4 ce dernier
plan : alors cette perpendiculaire, sa projection, et la
trace du plan conduit par la perpendiculaire , sont des
droites paralléles entre elles, et par conséquent per-
pendiculaires & la trace du plan donné.

De ce qu’un plan est perpendiculaire a un autre, on
peut seulement conclure que ce premier plan passe par
une perpendiculaire & cet autre plan.

Q2. Dans le but de faciliter I'intelligence , et pour
ainsi dire la lecture des figures, on a établi quelques
conventions dans le mode de représentation des diffé-
rentes parties qui les constituent.

235. La mani¢re de représenter la projection soit ho-
rizontale, soit verticale, d’un objet, se déduit toujours
de cette double hypothése : 1°que I'ceil de I’observateur
est supposé placé au dessus du plan horizontal et en a-
vant du planvertical, et & une distance infinie du plan
sur lequel se fait la projection; 2° que les parties de
Pobjet cachées a I'ceil de 'observateur, soit par I'objet
méme, soit par les plans de projection, sont invi-
sibles.

24. On distingucra dans une épure :

1° Les lignes PRINCIPALES, c’est-A-dire celles qui re-
présentent les données et les résultats d'un probleme ;
elles seront marquées par un'trait plein et continu, lors-
qu’elles seront visibles ; elles serout ponctuées, c’est-i-
dire tracées en points ronds, si elles sont invisibles.

2° Les lignes AUXILIAIRES, c’est-d-dire toutes celles
qui ne rentreront pas dans la classe précédente, et qui
ne seront employées que comme des moyens d’arriver
a la solution du probléme. Ces lignes seront toujours
pointillées ou composées de petits traits interrompus,
et autant que possible d’égale longueur, qu’elles soient
visibles ou invisibles.
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Lorsque , parmi ces lignes auxiliaires, il s’en trou-

vera quelqu’une qui offrira plus d’importance , et sur

laquelle on voudra appeler I'attention d’une maniére

particulitre , on pourra la représenter par une ligne

mixte,, composée de petits traits séparés par un ou plu-
sieurs points ronds.

25. Toutes les fois que dans une épure il entrera un
plan indéfini , on ne le regardera pas comme existant réel-
lement, mais on supposera qu'on a voulu seulement
donner ou trouver ses traces.

26. Maintenant qu’on sait représenter sur un plan
unique les données d’un probléme, il ne s’agit plus
que d’énoncer les principes qui conduisent a sa solu-
tion, et d’exécuter sur ce plan les constructions indi-
quées pour arriver au résultat.

De la droite.

27. Les points particuliers out une droite perce les | Iggantdgpnéeséef I?tm'
deux plans de projection sont dits les traces de la droite. éiﬁ,fgﬁﬁ seﬁfﬁcesf‘” ¢
L’une d’elles est la trace horizontale, et I'autre la trace
verticale, 11 s’agit de trouver ces deux points quand les
deux projections ab, a'b', de la droite (fig. 4) sont
données.

La trace horizontale de la droite étant un point situé
sur le plan horizontal, sa projection sur le plan verti-
cal se trouve sur la ligne de terre XY (5). Mais comme
cette trace appartient a la droite, sa projection verti-
cale doit se trouver aussi sur la projection verlicale
a't'. Donc la projection verlicale de celte trace hori-
zoutale scra le point A intersection des dcux droites
XY et a'l!, sur lesquelles elle doit se trouver. La pro-
jection horizontale /£ de ce point de la droite, oula trace
elle-meme, s’obtient en élevant au point /' la perpendi-
culaire & XY jusqu’a sarencontre avec la projection ho-
rizontale ab.
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On obtient de la méme maniére les deux projections
v et o' de la trace verticale, en observant que la projec-
tion horizontale v de cette trace doit se trouver sur la
ligne de terre et sur la projection horizontale ab, et que
sa projection verticale est I'intersection de la perpendi-
culaire & XY élevée au point v et de la projection
v erticae a'b'.

Ainsi, pour avoir la trace d’une droite sur un des plans
de projection, on prolonge sa projection sur Pautre plan
Jusqu’d la ligne de terre, et en ce point on éleve une perpen-
diculaire d cetle derniére ligne, qui, par sa rencontre ave
Cautre projection, donne cette trace de la droite.

La construction indiquée ne donne pas les traces
d’une droite (ab, a't") (fig. 5) située dans un plan per-
pendiculaire a la ligne de terre, et pourtant définie par
deux de ses points (a, a"), (b, 6'). Il faut, dans ce cas,
rabattre le plan projetant de la droite ou sur le plan ho-
rizontal autour de la projection horizontale ab, ou sur
le plan vertical autour de la projection verticale a'4'.

Dans le premier rabattement, les points A’, B/, de la
droite, se trouvent sur deux perpendiculaires aA’, 6B’,
4 ab, et a des distances aA', bB', delacharniére, respec-
tivement égales aux distunces aa'. «b', de ces points au
plan horizontal. Dans le second rabattement, les points
A", B”, de ladroite, sont ades distances a’'A", 'B", de la
charniére a'b', respectivement égales aux distances aa,
ab, des points de la droite au plan vertical. Les con-
structions a faire pour trouver les points A’, B!, A", B",
sont indiquées sur la figure. A'B’, A" B", représentent
doncla droite dans ces deux rabattements. Les points £
et r de rencontre des deux droites A'B’, A"B"', avec les
charniéres ab, a'b’, seront les deux traces de la droite.
En effet, ces deux points, quand on viendra a relever
les plans rabattus, ne bougeront pas et ne cesseront pas
d’appartenir 4 la droite et aux deux plans de projection,
sur lesquels sont tracées les deux charniéres ab, a'd'.

Il est bon de remarquer que la ligne XY représente
Pintersection du plan projetant de la droite avec le
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plan vertical dans le premier rabattement, et avec le
plan horizontal dans le second. Par conséquent les
points v' et A' d’intersection de XY avec A'B' et A"B¥
sont les deux points de rencontre de la droite avec les
plans de projection. Les longueurs «v' et «A' expriment
donc les distances des traces verticale et horizontale &
ces mémes plans. De sorte qu’en décrivant du point «
comime centre les arcs de cercle v'v et A'A, ces arcs doi-
vent passer par les traces v et £. Un rabaltement de la
droite sullirait donc pour denner ses deux traces.

Quand une droite est paralléle & 'un des plans de
projection, elle n’a pas de trace sur ce plan. C’est ce
qu’indique la construction pour la trouver, puisque la
projection de la droite sur 'autre plan est paralléle &
la ligne de terre.

On fera bien de s’exercer 4 trouver les traces de
droites diversement situées. Ces traces occupent, par
rapport a la ligne de terre, différentes positions qu’il
faut s’habituer & savoir interpréter pour fixer la position
particuli¢re de la droite.

28. Soient (a, a'), (b, b') (fig. 6), les deux points Construire la droite
donnés. Il est évident que la projection horizontale de lq)'g;n%’saﬁlsoe,’; ot par deus
la droite cherchée doit passer par les points a et b, et la
projection verticale par les points a' et ¢'. De plus,
comme la projection d’une droite sur un plan est une
droite (g), les droites indéfinies ab et a'6’ seront les pro-
jections de la droite cherchée, qui se trouvera complé-
tement déterminée de position (10).

Cependant les quatre projections a, ', b, &', pour-
raient se trouver sur la méme perpendiculaire a la ligne
de terre (fig. 7). Les lignes ab et a'b' n’en seraient pas
moins les projections de la droite; mais, pour qu’elle
fat bien deéfinie (10), il faudrait faire voir qu’on peut
avec les données obtenir une autre projection de la
droite, quine se confondrait pas avec les deux premie-
res. Effectivement, les projections des deux points sur
un pouveau plan vertical quelconque rabattu sur le

Document numérisé par la Bibliotheque universitaire Pierre et Marie Curie - UPMC - Cote : 60 LAM 42



22 DE LA DROITE.

plan horizontal suivant la nouvelle ligne de terre X'Y'
se trouvent de méme sur les perpendiculaires aa”, 667,
abaissées des projections a et b sur la nouvelle ligne de
terre, et & des distances de X'Y' respectivement égales
aux distances de ces points au plan horizontal, ou aad’,
eb'. La droite indéfinie a”b'" sera la projection de la
droite cherchée sur le nouveau plan vertical auxiliaire.
Elle se trouvera alors bien déterminée par deux pro-
jections distinctes ab et a''d'.

La projection a''b' servira méme dans ce cas a trou-
ver les deux projections d’'un méme point sur la droite
(ab, ¢'b"). En effet, si ¢ est la projection horizontale de
ce point, B!’ exprime la distance du point au plan ho-
rizontal; de sorte qu’en prenant ac'=—=fc'"", le point ¢
sera la projection verticale du point de 1’espace sur
a'l'.

Quand on prend la droite X'Y' perpendiculaire a
XY, on indique ceite construction du point ¢' par deux
paralleles équidistantes & ces deuxlignes de terre, par-
tant du point ¢!’ et réunies par un arc de cercle.

Les deux traces d’une droite suflisent pour détermi-
ner cette droite, puisqu’on connait les projections de
chacun de ces deux points.

Trowver la longuenr 29, Une droite AB (fig. 8) de l’espace se trouve
gg,;grﬂ‘;mgztﬁl; dj:&‘; dans son plan vertical projetant ABab, et forme un
points donneés, trapéze avec les deux verticales Aa, Bb, menées de ses

extrémités et avec sa projection ab. De plus, si par le
point A on méne dans ce plan la parallele AC a ab,
AC=—uab, et CB est la différence des hauteurs Aa et B
des deux points A et B au dessus du plan horizontal, On
peut donc dire que la longueur d’une droite AB est {hy-
pothénuse d’un triangle rectangle ABC, dont un des co1és
de Langle droit est la projection de cette portion de droite,
et dont Pautre coté est la différence des distances de ses
deuzx exitreémités au plan de projection,

Dans le systtme des projections on a tous les ¢élé~

ments pour trouver cetle longueur de la droite, il ne
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s'agit plus que de faire voir comment on exécutera les
constructions.

Soientab, «'b' (fig. g), les deux projections de la droite
terminée aux points (a,a’), (b,6"). On peut rabattre le
plan projetant de la droite sur le plan horizontal en le
faisant tourner autour de ab comme charniére. Apres
le rabattement, les deux verticales seraient deux per-
pendiculaires aA', 6B’ A ab, respectivement égales aux
distances «a!, fb'. Le quatrieme c6té A'B' du trapéze
exprime la véritable longueur de la droite. La paralléle
A'C' & ab détermine le triangle A'B'C’ correspondant
au triangle ABC de la figure 8.

Il existe un autre mode de rabattement trés usité.
Il consiste 4 concevoir que le plan projetant tourne
autour de sa verticale projetée en b, comme charniére,
jusqu’a ce qu’il arrive dans la position paralléle au
plan vertical de projection. Alors on le transporte pa-
rallelement 4 lui-méme, jusqu’a ce qu’il se confonde
avec ce plan vertical, de maniére que la verticale du
point b vienne coincider avec la verticale abaissée du
point 4'. Dans le premier mouvement du plan proje-
tant, tous ses points décrivent des arcs de cercle situés
dans des plans perpendiculaires a la charniére, ou pa-
ralleles au plan horizontal , et terminés a la parali¢le
bd 4 XY, qui représente la trace du plan paralléle an
plan vertical de projection passant par I’axe de rota-
tion. Ainsi, I’arc décrit par le point (a, a') se projette
horizontalement en véritable grandeur suivant ad, et
verticalement sur I’horizontale a’A"'. De sorte qu’aprés
ce mouvement, les projections du point (a, a’) seront
det A,

Dans le second mouvement de translation, chaque
point du plan projetant se meut sur une perpendicu-
laire au plan vertical , c’est-i-dire que ce point s’ap-
plique sur la projection verticale qu’il avait aprés le
premier mouyvement, ou que la figure se projette en
vraie grandeur sur le plan vertical. Ainsi, le point
(a, @), qui était devenu (d, A'), est en A"
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24 DE LA DROITE.

Par conséquent, le trapéze a construire est «'Su!' A
sur le plan vertical, et le triangle est représente
Par AINCHI[)’.

Ce qu’on a dit du plan projetant de la droite sur le
plan horizontal, on peutle répéter mot pour mot pour
le plan projetant mené par sa projection verticale a'b’.
La droite, sa projection a'l! , et les deux horizontales
partant de ses extrémités, forment un trapéze; et cetle
droite est également Uliypothénuse d’un triangle rectangle
dont la projection a'b' et la différence des distances des
extrémités de la droite au plan vertical sont les deux cotés
de Pangle droit. Ce trapéze et ce triangle sont repré-
sentés dans le plan projetant, rabattu autour de a'l’,
par a'6'B""A'" et A"B!'C" ; et, daus I'autre mode de ra-
battement autour de I’horizontale projetéc en o', par
o'B'B"a et aB"'CY.

Les quatre droites A" B/, A"'4', A"B" | a B!, repré-
sentant la longueur de la droite de I'espace, doivent
étre égales. Il ne faut pas non plus négliger sur cette
¢pure la vérification des traces qui, dans les plans ra-
battus autour de ab et a'f', sont données par le prolon-
gement des droites A'B', A" B, jusqu’aux charnitres’,
cn 4 et ¢'. Ces points, qui restent sur les charniéres et
ne cessent pas d’appartenir & a droite quand on vient
a relever les plans, représentent bien les traces de la
droite sur les deux plans de la projection.

Si un des points donnés de la droite ¢tait une de ses
traces, la construction n’en secrait que simplifiée, car
alors un des trapézes a construire seréduit adun triangle.

Les constructions indiquées pour trouver la lon-
gueur d’une droite s’appliqueraient également a la po-
sition particuliére d’une droite située dans un plan
perpendiculaire dla ligne de terre, et dont les extré-
inités seraient donnces.

Si la droite ¢tait parallele & I'un des plans de projec-
tion, sa projection sur ce plan serait égale a la droite
méme : car le trapize dans lequel la droite et sa pro-
jection sont deux c6tés opposes, devient un rectangle.
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DE LA DROITE. 25
Il 0’y aurait donc pas de construction & faire pour
trouver la longueur de cette droite.

30. Si on demandait de trouver sur une droite indé-
finie | donnée par ses deuz projections, un point situé
d une distance donnée d’un aaire point (a, a')de cette li-
gne, on ferait le rabattement A’ B! de la droite (fig. 9),
puis on porterait de A’ en D la longueur donnée. D
serait dans le rabattement le point cherché, et la per-
pendiculaire Dd a la charniére donnerait sur ab la
projection horizontale d de ce point , dont la projec-
tion verticale serait en d', a la rencontre de la perpendi-
culaire dd' i la ligne de terre et de la projection ver-
ticale a'4! de la droite.

81. Si on suppose qu’une droite de D’espace soit Partager une droite
divisée en parties proportionnelles 4 des lignes don- f;‘l{;;”j;‘”mp’;’f;}’;?s"’;:
nées ou en parties égales, et que, par tous les points gales.
de division de la droite on abaisse des perpendiculaires
sur un des plans de projection, ces perpendiculaires,
la droite et sa projection, seront toutes dans le méme
plan projetant de la droite. Ces perpendiculaires étant
paralléles, la droite et sa projection seront coupées en
parties proportionnelles ou en parties égales par ces
perpendiculaires. Donc, pour diviser une droite en
parties proportionnelles a des lignes données ou en
parties égales, il suffit de faire cette opération sur I'une
des projections de la droite. Si on voulait, de plus,
connaitre ces parties de la droite elle-méme, on ra-
battrait la droile et tous les points de division sur un

des plans de projection.
Du plan.

52. Un plan est géométriquement défini par ses On peut déterminer un

deu ~ » an’il soit repre AL . pointquelconque d’un plan
X traces. Poar qu il soit represente d’une manieére qui est donné par ses deux

convenable, il faut faire voir qu'au moyen de ses tra- traces, C’estl—’é-dirg qu'on
: eut trouver l'une des pro-
ces 0D peut trouver un point quelconque de sa surface. fecﬁons d’un point dune
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droite , quand Pautre est

donnée,

26 DU PLAN.

Soient MN et NP (fig. 10) les deux traces d’un plan.
Dans cette position, un point quelconque o du plan
horizontal peut représenter la projection horizontale
d’un point de la surface indéfinie du plan. Il s’agit de
trouver la projection verticale de ce point par la condi-
tion qu’il doit étre dans le plan dont les traces sont MN
et NP.

Une droite quelconque ao b, tracée sur le plan hori-
zontal par le point o, peut étre également prise pour
la projection horizontale d’une droite située dans le
plan, et qui passerait par le point que ’on cherche. La
droite étant dans le plan MNP, le point de rencontre
a de ab avec MN est la trace horizontale de cette
droite, puisquela trace MN du plan est le fieu de tous
les points du plan sur le plan horizontal. Le point a'
de la ligne de terre, situé sur la perpendiculaire abais-
sée du point a sur cette ligne, appartiendra donc a la
projection verticale de la droite. Mais on sait que I'in-
tersection 4 de la projection horizontale d’une droite
avec la ligne de terre est la projection horizontale des»
trace verticale (27). Cette trace verticale &' doit donc
étre sur la perpendiculaire indéfinie b4' et sur la trace
verticale NP du plan qui contient la droite. a'h’ est
donc la projection verticale de la droite du plan, dont
la projection horizontale est ab. Le point cherché du
plan se trouvant sur cette droite, sa projection verti-
cale sera le point o', intersection de «'4' et de la per-
pendiculaire 00’ i la ligne de terre.

En un point d’un plan il existe dans ce plan une li-
gne remarqguable: c’est son horizontale, ou l'intersec-
tion de ce plan par le plan horizontal passant par ce
point; cette horizontale est nécessairement parallele a
la trace horizontale du plan : par conséquent sa projec-
tion horizontale est paralléle a cette trace (16), et sa
projection verticale est, du reste, une parallele a la li-
gne de terre (11).

L’horizontale d’un plan peut servir aussi 4 détermi-
ner la projectivn verticale d’un poiut du plan, quand
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DU PLAN. 27
on connait sa projection horizontale 0. En effet, la pa-
rallele cod 4 MN est sa projection horizontale; d' est
la trace de cette droite sur le plan vertical, et la pa-
rallele d'c’ ala ligne de terre est sa projection vertica-
le : de sorte que la projection verticale o' du point du
plan est surla verticale oo’, & son point de rencontre
avec la projection verticale d'¢' de I'horizontale du
plan.

La parallele au plan vertical menée dans le plan par
le point (0, ¢'), ou l'intersection de ce plan par un
plan paralitle au plan vertical , est une paralléle 4 la
trace verticale N P ; sa projection horizontale estla pa-
rallele gof ala ligne de terre : g est sa trace sur le
plan horizontal. La parallele g'f? 4 la trace NP est la
projection verticale de cette droite : comme les autres
lignes duplan, cette paralléle au plan vertical peut donc
servir 4 déterminer la projection verticale o'.

Si le plan donné était perpendiculaire a 'un des
plans de projection, au plan horizontal par exemple,
les projections horizontales des différents points du
plan seraient sur la trace MN du plan (fig. 11), et tous
les points de la verticale ab au point o pourraient re-
présenter les projections verticales de ce point o de la
trace du plan.

Si le plan était perpendiculaire 4 la ligne de terre,
on pourrait prendre indistinctement deux points de ses
traces pour les deux projections du point du plan.

Le cas des deux traces d’un plan paralléles  la ligne
de terre ne change rien dans la détermination de la
projection verticale o' du point du plan; seulement,
quand on veut employer 'horizontale du plan et la pa-
ralléle au plan vertical , on a besoin d’un plan vertical
auxiliaire , comme au n° 28, pour déterminer la secon-
de projection de ces deux droites.

Ce qu’on a dit de la projeclion horizontale o du point
s'appliquerait exactement & sa projection verticale o/,
si ¢’était celle-ci qui fat donnée.
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83. On voit avec quelle facilité on peut trouver un
point quelconque d’un plan au moyen de ses traces ; ce
n’est pas le seul avantage qu’offrira ce mode de repré-
sentation de cette surface indéfinie : aussi, quand un
plan est défini par d’autres conditions , la question est
toujours ramenée A trouver les traces de ce plan.

Parunpoint donné faire  §4. Un plan qui passe par un point peut prendre
passer un plan. une infinite de positions. On peut se donner arbitraire-
ment une de ses traces MN (fig. 10) sur l'un des plans
de projection; son autre trace NP est alors déterminée.
En effet, ce plan devant contenir I'horizontale ( cd,
¢d') menée dans le plan par le point donne (o, o'),
sa trace verticale doit passer par la trace verticale d
de cette droite : donc NP est celte trace verticale du
plan passant par le point (0, 0'), dont on s’était donné
arbitrairement la trace horizontale MN.

oupggrdsgz r"ji'::f (f;’;‘;‘éé; 55.‘Un plan gui doit passer par deux p‘oints , OU par

faire passer un plan, la droite qui joint ces deux points, est indéterminé ;
on sait seulement que ses traces doivent passer par les
traces a et b' (fig. 10) de la droite (ab, a'b') con-
tenue dans ce plan : de sorte qu’en menant arbit raire-
ment par ces deux points deux droites MN et NP qui
se coupent sur la ligne de terre, ou parali¢les A cette
ligne, le plan MNP sera un de ceux qui contiennent
la droite, puisqu’il passe par les deux traces ou par
deux points de cette ligne.

Si la droite donnée est une parallele (c¢d, c'd') a
un des plans de projection , on peut prendre une droi-
te quelconque NP passant par la trace verticale d' de
la ligne pour la trace verticale du plan; mais la trace
horizontale de ce plan est la parallele NM a la projec-
tion horizontale ¢/ de la droite.

Si la droite donnée est une parallele (ab, a'b’) &
la ligne de terre (fig. 12), les traces d’un plan qui pas-
sc par cette droite sont des paralléles ala ligne de ter-
re (14). On peut s’en donner une MN, et l'autre trace
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DU PLAN. 29
M'N’ du plan est déterminée par la condition que, ce
plan contenant la droite (ed, ¢'d') qui joindrait un
des points (a, a') de la droite et un point ¢ de la trace
MN, cette trace M'N! passe par la trace verticale d'
de cette droite (cd, c'd'").

56. Les droites qui joignent deux & deux les points Construire le plan qui
donnés (a, a'), (b, b"), (c, '}, (fig.13), sont contenues tout ﬁgff,fgs({“par trotsponts
entiéres dans Ic plan cherché. La construction des tra-
ces horvizontales d, g, f, et des traces verticales d',
g, f', de ces trois droites, donnera évidemment trois
points de chacune des traces MN et NP du plan ; les
trois points d’'une méme trace du plan devront étre né-
cessairement en ligne droite, et seront plus que suffi-
sants pour déterminer ces traces, qui , comme nouvel-
le vérification, devront aller rencontrer la ligne de
terre en un méme point N. La construction de deux
des traces des droites sur un plan de projection, et
d’une seule sur Pautre , suffirait 4 la détermination des
traces du plan.

Si une des trois droites qui passent par les points
donnés était paralléle a 'un des plans de projection,
on n’aurait plus sur ce plan que deux points de la trace
du plan cherché ; mais cette trace devrait &tre paralléle
a la projection de la droite sur ce méme plan de projec-
tion.

Si cette droite était paralléle 4 la ligne de terre , les
deux traces du plan seraient parall¢les & cette ligne, et
une des deux autres droites servirait 4 déterminer deux
points des traces du plan.

Si deux des droites qui joignent les trois points don-
nés étaient paralléles au méme plan de projection, le
plan cherché serait lui-méme paralltle & ce dernier
plan, et n’aurait par conséquent qu’une seule trace qui
serait la parallele 4 la ligne de terre qui joindrait les
projections des trois points sur 'autre plan de projec-
tioa.

Enfin , si les trois points donnés se trouvaient sur
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Construzire le plan quz
passerait par dewx droi-
tes quti se coupent, ou
par deux paralleles, ou
par une droite el un
point.

‘A

0 DU PLAN.

une méme perpendiculaire a la ligne de terre, cette
perpendiculaire représenterait les deux traces du plan
cherché.

Si un des points donnés était sur la ligne de
terre, ce point serait le point de rencontre des traces
du plan, et il suffirait de construire les deux traces de
la doite passant par les deux autres points.

Si deux des points donnés se trouvaient sur la ligne
de terre, les traces du plan a construire se confon-
draient avec cette ligne. Dans ce cas, il serait néces-
saire de changer de plan vertical de projection, et de
chercher sur le nouveau plan auxiliaire les traces des
droiles qui joignent les trois points donnés. On obtien-
drait, de cette maniére, une trace verticale du plan &
construire, dont la trace horizontale ne cesse pas d’étre
la ligne de terre (*).

Quand dans ce probléme on ne peut pas obtenir
sur la feuaille de dessin les traces des droites passant
par les trois points donnés, on cherche les traces de
droites qui s’appuient sur ces premiéres, et qu’on sait
appartenir aux traces du plan a construire.

Il est bien entendu qu’il faut que les trois points
donnés ne soient pas en ligne droite pour que le plan
soit determiné.

87. La construction des traces d’un plan qui pas-
serait par deux droites qui se coupent ou par deux
paralléles s’exécuterait de la méme maniére que lors-
que trois points sont donnés. La position particuliere
des droites donnerait lieu aux mémes observations
qu’an numéro précédent. Si les deux droites données
étaienl paraliéles 4 la ligne de terre, on obtiendrait un

(*) Quelquefois méme on est conduit par une question A trouver la
trace sur un nouveau plan vertical d’un plan donné par ses deux
traces, et le probléme se réduit toujours a construire sur le nouveau
plan de projection la trace d’une droite du plan.
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DU PLAN. 31

point de chaque trace au moyen d’une droite qui s’ap-
puierait sur ces deux paralléles.

Le probléme se simplifierait si une des droites don-
nées était sur un des plans de projection, car alors cette
droite serait la trace méme du plan sur ce plan de pro-
jection.

Quand le plan doit passer par une droite et un point,
on raméne ce probléme au précédent en joignant
le point & un des points de la droite donnée, ou bien
cn menant par le point une parall¢le & cette droite.

Des rabattements.

38. La représentation du plan au moyen de ses deux Le rabattement d’un
ffre I’ bi " 1 . » Pplan sur un des plans de

traces offre I'avantage bien précieux de pouvoir exé- proection permet dexé-
cuter son rabattement sur 'un des plans de projection, cuter par les procédés de

absolument comme on l’a fait pour le plan vertical. iisg?;gﬁﬁigﬁmngeml‘,’;:f
Dans une foule de questions , il arrive que les construc- pace qui doivent avoir lieu
tions & faire dans I’espace sont renfermées dans un dans ce plan.
méme plan, et que pourtant les propriétés géométri-
ques qui lient entre elles les lignes a représenter sur
ce plan n’établissent pas de relation précise entre
les projections de ces lignes de espace. Or, du mo-
ment qu’on saura trouver sur ce plan rabattu un point,
une droite, donnés par leurs projections, et récipro-
quement retrouver les projections d'un point, d’une
droite du plan, donnés dans le rabattement, on ramé-
nera tous les problémes a exécuter dans ce plan a de
simples constructions de la géométrie plane.
La méthode des rabattements devient, par cette
raison, un complément de la géométrie descriptive, in-
dispensable pour la solution des problé¢mes. Déji il a
fallu y avoir recours pour les quelques questions sur la
droite et le plan qu’on a traitées précédemment.
La méthode des rabattements est fondée sur ce prin-
cipe : qUapres le rabattement d’un plan autour d’une de
ses traces , comme charniére, un point du plan se trowve

sur la perpendiculaire abaissée de sa projection sur celte
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trace , et d une dislance de cette ligne égale d Uhypothé-
nuse d’un triangle rectangle, dont la distance de la projec-
tion d la charniére et celle du point au plan de projection
forment les deux colés de Pangle droit. En effet, le plan
vertical mené par le point perpendiculairement a la
trace horizontale , par exemple, contient la projection
de ce point. Les deux droites qui joignent le pied de la
trace sur ce plan perpendiculaire sont deux perpendi-
culaires & la charniére en un méme point de cette ligne,
et forment , avec la portion de verticale comprise en-
tre le point et sa projection, le triangle rectangle eu
question, dans lequel la distance du point a la char-
nitre est I’hypothénuse. Dans le rabattement, cette
perpendiculaire se confondra avec celle abaissée de la
prejection sur la charniére.

Quand le plan est perpendiculaire au plan de projec-
tion, la distance du point rabattu 4 la charniére est la
hauteur méme du point au dessus de ce plan de pro-
jection.

Il s’agit de résoudre la question des rabattements
pour les trois positions particuliéres d’un plan par rap-
port aux deux plans de projection.

‘ E‘!antgonnées‘lespfo- 59. Un point (a, a') (fig. 14) du plan MNP, per-
jections d’un point, d’u- . <y .

ne droite , situés dans pendiculaire a la ligne de terre, se trouve dans le ra-
W;pllanpef(‘lpendiculmm battement du plan autour de sa trace MN sur la per—
a la ligne de terre,trou- . . , . . .
Ser Lo rabattement ; et pendiculaire a A élevée sur cetle trace par sa projection

réciproquement , passer horizontale a ; et sa distance ala charniére est précisé-
durabattement aux pro- e &/ N d . lan hori 1 L ‘ot
jections. ment celle a u point au plan horizontal. Le poin

rabattu sur le plan horizontal est donc a l’intersection
A de la perpendiculaire a A et d'une parallele a”A a
MN, distante de cette ligne de Na""—=a'N.

Dans le rabattement du plan autour de sa trace ver-
ticale NP, le point rabattu serait en A', 4 I'intersection
de la perpendiculaire a’A' A NP, et de la parallele a'"'A!
4 NP, distante de cette ligne de a''N=—qaN.

Réciproquement, si on donnait dans le rabatte-
ment sur le plan horizontal un point A du plan MNP
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DES RABATTEMENTS. 33
perpendiculaire & la ligne de terre, la projection hori-
zontale a du point serait sur la perpendiculaire Aa a
la charniére et sur la trace MN, et la projection verti-
cale serait sur l'autre trace NP, & une distance Né'
—Aa.

Au moyen des rabattements B et B’ d’un second
point (b, ') d’une droite du plan, on obtienzdrales deux
rabattements AB ct A'B' de cette droite sur les deux
plans de projection. Dans 'un comme dans lautre
rabattement, la seconde trace du plan, qui est une
droite perpendiculaire & la premiére, ou 4 la charniére
au point N, se confondra avec la ligne de terre XY. Les
points A4 ¢t v, ou la droite rabattue AB rencontre les
deux traces du plan, seront les deux points des traces
de la droite. Quand on viendra a relever le plan, le
point A qui est sur la charnitre ne bougera pas, ct re-
présentera par conséquent la trace horizontale de la
droite; et le point v, qui décerira daus le plan vertical
un arc de cercle vv', dont le centre est en N, viendra
se placer en v’ sur la trace verticale NP du plan. o' sera
donc la trace verticale de la droite. Quand on voudra
trouver les deux projections d’une droite donnée dans
le rabattement, la construction la plus simple consis-
tera & relever les deux traces A ct v de cette droite, et,
d defaut de ces traces, deux points quelconques de la
droite.

Le rabattement A'B' de la droite sur le plan verti-
cal donnera, par sa rencontre avec NP et XY, Jes
points v" et A'. v’ sera sa trace verticale, et devra sc
confondre avec le point obtenu pour cette trace dans
le premier rabattement; et Parc de cercle décrit da
point N comme centre avec le rayon N/A' devra couper
en /. la trace MN.

40. Le rabattement sur le plan horizontal d’un point

Etantdonnées lespro-

(a, ') (fig. 15) du plan MNP perpendiculaire & ce plan jecions dunpoint,d'une

de projeclion se trouve, comme dans le probleme pré-

drotie , situés dans un
plan perpendicilaire a

cedent, d larencontre A dela perpendiculaire aA et de Vun des plans de pro-

Q
5

Document numérisé par la Bibliotheque universitaire Pierre et Marie Curie - UPMC - Cote : 60 LAM 42



3h DES RABATTEMENTS.

jection, trouver lenr ra- 1a paralléle & MN, distante de cette charniére de o”'N
battement; ct récipro- _ . ' . o X
quement , passer du ra- —'e.. On obtiendra donc, comme aui ne 39, le rabatte-
battement aux projec- ment AB d’une droite donnée par les projections de
Leons. deux de ses points (a, a'), (b, l').

La perpendiculaire NP'a MN scra, dans ce rab atte-
ment, la trace verlicale du plan qui dans Iespace est
perpendiculaire & MN. Les points de rencontre i ct v de
la droite AB avec les deux traces MN et NP’ seront,
le point % la trace horizontale méme de la droite, et le
point v sa trace verticale rabattue. De sorte qu’en rap-
portant ce point v sur la trace verticale NP par larc
!, 1! est cette trace verticale de la droite.

Si le point du plan était donné par son rabattement
A, on obtiendrait sa projection horizontale a en abais-
sant du point A une perpendiculaire sur MN, et sa pro-
jection verticale a' se trouverait sur la perpendiculaire
aa' 4 la ligne de terre, ¢t & une distance «a' de cette
ligne =Aa.

Dans le rabattement du plan MNP sur le plan verti-
cal, le point (a, a') se trouve toujours sur la perpendi-
culaire a’A’ & la charni¢re NP ; mais comme le plan est
oblique par rapport au plan vertical, sa distance a'""A'
i la charniére est (37) 'bypoténuse d’un triangle rec-
tangle dontles deux cotés de Pangle droit sont la dis-
tance «'a'"’ de la projection du point & NP, et celle ax
du point au plan de projection. Ce triangle est tout
forme sur le plan horizontal en Naa. Na==a'"'A' est
donc cette distance du point rabattu A’ i la charnitre.

En faisant l¢ rabattement B' d’un second point (b, 6')
du plan MNP, on construira uane droite de ce plan ra-
battue en A’B' sur le plan vertical. La ligne de terre
XY représentera dans ce rabattement la trace horizon-
tale MN. Le point de rencontre ¢/ de A'B' avec NP
sera la trace verticale de la droite de 'espace, et le
point 2/ sur A'B’ et sur XY donnera sa trace horizon-
tale rabattue. L’arc décrit du point N avec AN pour
rayon devra donc passer par le point /',

Si les constructions sont bien faites, la projection
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verticale a'' de la droite du plan MNP devra passer
par le point ¢/, et le point A" de a'l! sur la ligne de
terre devra se trouver sur la perpendiculaire abaissée
du point £ sur cette ligne.

Un point A’ et le point /! donné par la projcction
a'b' sufliraient pour obtenir le rabattement A'B'.

Quand en voudra passer du rabattement A" d’un
point du plan MNP sur le plan vertical & ses deux pro-
jections a, /, on saura que la projection verticale a’ doit
se trouver sur la perpendiculaire A'a’’ abaissée du point
A" sur la charniére. Mais quand on vient & relever le
plan pour le mettre dans sa véritable position MNP, lec
point A’ décrit un arc dont le centre est en a'", et dont
Ie rayon est a'"A'. Cel arc de cercle, situé¢ dans un
plan perpendiculaire a la verticale NP, on paralléle au
plan horizontal, se projette en véritable grandeur sur
le plan horizontal en «'a, et surle plan vertical suivant
la trace A'd'"" de son plan. La projection horizontale du
point, devant se trouver a la fois sur cet arc de cercle et
sur la trace MN, lieu des projections horizontales de
tous les points du plan MNP, sera & leur intersection a,
ctsaprojection verticale a' serale point d’intersectionde
la perpendiculaire aa' & la ligne de terre ct de la ligne
A'd’”.

On aurait pu trouver directement la projection ver-
ticale a’ du point, en observant que cette projection est
dans le plan horizontal «"'A’, et que sa distance a'"at
est le coté de l'angle droit d'un triangle rectangle dont
I’bypoténuse est la distance A'a'"" du point rabattu A’
A la charniére, et dont P'angle aign compris entre ces
deux cOtés est précisément 'angle du plan MNP avec
le plan vertical, ou I'angle MNY. En prenant donc Na—
Ala', et abaissant la perpendiculaire ax sur NY, N«
sera cette distance de la projection verticale a' a la
charni¢re. Done cette projection sera sur ceite perpen-
diculaire & sa rencontre en a' avee la ligne Ala!| et sa
projection horizontale sera lintersection a de cette
méme perpendiculaire avec la trace N du plan MNP,
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Les projections d'une droite A'B' rabattue sur le
plan vertical s’obtiennent en relevant deux de sespoints,
ou plus simplement ses deux traces, quand on le peut.

_ Etantdonnéeslespro-  41.En partant toujours du principe énoncé au n°38,

Jde,.cot;?:’sCﬁ;;:f'egozgé;iuﬁz le rabattement A (fig. 16) sur le plan horizontal d’un

plan oblique aux deux point (a, a') du plan MNP est situé sur la perpendicu-

{’(l}?,"sl%fr%c}c;;??ggﬁ; laire aA abaissée de la projection horizontale a sur la

etréciproquement, passer charniére MN, et & une distance a""A égale & ’hypo-

?ggtzgz?'ttementauxprc— ténuse du triangle rectangle dont les deux cdotes de
Pangle droit seraient les lignes aa'’ et a'a.

On peut construire ce triangle soit sur le plan verti-
cal en a am, soit sur le plan horizontal en aa''n. En
portant donc a'm=—a''n de a"" en A, A sera le point ra-
battu.

La construction du rabattement B d’un second point
(b, b")d’une droite (ab, a'(') située dans le plan MNP,
fera connaitre le rabaitement AB de cette droite. On
n’aura pas besoin de cc second point B si la trace hori-
zontale . est connue, puisque AB doit passer par ce
dernier point.

Comme cas particulier de ce probleme, on peut se
proposer de rabattre la trace verticale NP du plan. A
cet effet, on construirait de la méme manicre le rabat-
tement P! d’un point quelconque (v, ¢") de cette trace.
NP’ serait cette trace rabattue, et MNP’ I’angle des deux
traces dans Pespace. Comme vérification, on doit avoir
NP'=Nv'.

On doit remarquer que les angles en m et a'’ des
triangles rectangles a'«m et aa''n, et de tous les trian-
gles correspondants pour tous les points du plan, me-
surent l'inclinaison du plan MNP sur le plan horizon-
tal. C’est donc un ¢lement de plus que 'on connait
dans le triangle rectangle qui lie la projection au point
de I’espace.

Réciproquement, si on donnait lerabattement A d’un
point du plan MNP, on abaisserait la perpendiculaire
Aa sur la charnicre, et on construirait le triangle rec-
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tangle aa’’n ou a’wm au moyen de leur hypoténuse, qui

est ¢gale & la distance Aa', et de ’angle aigu en m ou
en a', qu’il faudrait construire préalablement. A cet
effet, il peut arriver que le plan MNP soit donné ou
par ses deux traces MN et NP, ou par sa trace horizon-
tale MN et sa trace verticale rabattue NP’, Dans Pun
comme dans ’autre cas on pourra construire le trian-
gle rectangle vtr correspondant au rabattement d’un
point de la trace verticale de ce plan. Car, quand
les deux traces MN et NP sont données, on connuit les
deux cotés tv et vr—=vv' de l’angle droit; et si on a dans
le rabattement les deux traces MN et NP, on a de ce
triangle le coté tv et ’hypoténuse tr—=P'¢. La construc-
tion du triangle a'’an donnera la projection horizontale
a, et sa projection verticale a' sera sur la perpendicu~
laire ad’, & une distance wa'—an.

En relevant deux points A et B d’une droite rabattue
AB, ou un seul point, si on peut avoir sa trace horizon-
tale /, on obtient les deux projections ab et a'0’ de cette
droite.

On résoudrait ces deux questions des rabattements
sur le plan vertical autour de la trace NP, absolument
de la méme maniére que pour le plan horizoatal. Si on
exécutait ces deux rabattcments 4 la fois, il y aurait lieu
a diverses vérifications pour les points des traces de la
droite, qu’il serait facile de s’expliquer.

42. 1l existe pour un plan perpendiculaire a un des
plans de projection une autre espéce de rabattement.
Il consiste & faire tourner ce plan autour d’une perpen-
diculaire & ce plan de projection pour le ramener dans
la position parall¢le a autre plan de projection, sur le~
quel on le transporte ensuite. Ce mode de rabattement
a été suffisamment détaillé au n° 29, quand il a fallu
trouver en yraie grandeur la longueur d’une droite.
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Intersection de droites et de plans.

_Maniére de reconnaitre  49. Deux droites ne peuvent se couper que quand les

i deux droites se coupent. qo 11y jnfersections de leurs projections sur le méme
plan sont sur une méme perpendiculaire & la ligne de
terre. En effet, le point commun & ces deux droi-
tes doit avoir ses projections sur celles de ces droites,
et les deux projections d’un point de I'espace doivent
se trouver sur une méme perpendiculaire & la ligne de
terre.

Si les deux droites étaient situées dans un méme
planperpendiculaire & un des dcux plans de projection,
ou si elles avaient la méme projection sur ce plan, il
suffirait que les deux autres projections se rencontras-
sent pour qu’il y ett intersection.

Si les deux droites étaient situées dans an méme
plan perpendiculaire a la ligne de terre, ou si les pro=
jections des droites sc confondaient, il faudrait con-
struire les projections de ces droites sur un plan verti-
cal auxiliaire; les druites se couperaient si les deux pro-
jections sur ce plan se rencontraient : cela revient &
faire le rabattement du plan qui contient les deux
droites.

Les deux projections d’une droite qui rencontre la
ligne de terre doivent se couper en un méme point de
cette ligne; et réciproquement, si ces deux projections
se coupent en un méme point de la ligne de terre, la
droite rencountre cctte ligne en ce point.

Trouver Vintersection 44. Les points de rencontre & et o/ (fig. 17 ) des tra-
de deuxr plans donnés ces sur le méme plan de projection, MN et QR, NP et
par leurs traces. RS, des deux plans donnés, sont des points communs

aces plans. Ces points appartiennent donc & leur inter-
section comimune ; ils en sont méme les deux traces.
Or ces deux points, situés I'un dans le plan horizontal,
Vautre dans le plan vertical, se projettent sur 'autre
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pian de projection en /' et v sur la ligne de terre ; Av ct
#'s’ seront donc les projections de la droite cherchee,
intersection des deux plans.

Si deux des traces, comme NP et RS {fig. 18 ), sc
trouvaient paralleles, les traces des plans ne donne-
raient plus qu’un point 4 de cette intersection. Mais
les deux plans donnés, passant alors par deux droites
paralléles NP et RS, se coupent suivant une parallele
a ces droites, et, par conséquent, aussi paralléle au
plan vertical. Donc les deux projections de Vinter-
section des deux plans seront la paralléle /e i la ligne
deterre, et la parallele £'a’ & NP, menées par les points
h, £'. La coostruction générale pour trouver linter-
section de deux plans indique ce résultat. En effet,
de ce que les deux traces NP et RS sont paralltles , la
droite iaterscction des deux plans vieant rencontrer
le plan vertical sur ces deux traces en un point situé
a l'infini; ¢’est donc une parallele a ce plan de projec-
tion située dans les deux plans donnés.

Si les deux traces SR et NP étaicnt perpendiculaires
a la ligne de terre , les deux plans seraient perpendicu-
laires au plan vertical, et leur iatersection serait une
verticale.

Lorsque les deux traces d’un des plans, tout en se
coupant sur la ligne de terre, sont respectivement pa-
ralleles aux traces de I'autre, les plans donnés sont évi-
demment paralléles entre eux; il r’y a denc pas d’in-
tersection. Mais si les quatre traces sont en méme
temps paralléles 4 la ligne de terre , les deux plans peu-
vent se couper suivant une paralléle a cette ligne.

Pour obtenir cette intersection, que ne peuvent pius
donner les traces des plans, on coupe les plans donnés
(MN, M'N"), (PQ, P'Q") (fig. 19) par un plan auxi-
livire quelconque RST. On construit les deux intersec-
tions Ced, c'd"), (fg, ['g') de ce plan avec les deux plans
(MN, M'N"), (PQ, P'Q"). Le point de rencontre
(m, m') de ces deux droites sera ¢videmment un point
commun aux deux plans donn¢s, et, par conséquent ,
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ces plans auront pour intersection commune la droite
(ab, a'l'), menée par ce point (m, m') parallélement
a la ligne de terre.

On aurait pu choisir pour plan auxiliaire un plan
UYU' perpendiculaire a la ligne de terre. Ses intersec~
tious avec les plans donnés sont deux droites , dont les
traces sont £ et a' pour celle du plan (MN, M'N"), { et
n! pour celle du plan (PQ, P'Q'). Dans le plan UVU'
rabattu autour de sa trace horizontale, ces intersections
sont les droites 4p et (g (39); leur point de rencontre A
est en projection a et «'. De sorte que les droites ub,
a'b', menées par ces points parallélement & XY , repré-
sentent U'intersection des deux plans donnés.

Si les deux droites Ap et lgq étaient paralléles, les
deux plans ne se rencontreraient pas, puisqu’ils pas-
seraient par ces deux droites paralltles et une paral-
lele & la ligne de terre. Dans ce cas, les quatre seg-
ments Ya, Ve, Vn', YA/, forment une proportion, ainsi
quc le démontre la similitude des deux triangles AVp
et (Vgq.

Si un des plans donnés était parallele & un des plans
de projection, au plan horizontal par exemple, ce plan
n’aurait qu’une seule trace Q'R' (fig. 20), sur le plan
vertical. L’intersection est alors une horizontale du
second plan (av, a'v'), dont la trace verticale est le
point de rencontre v' des traces verticales NP et Q'R’
des deux plans donnés. Mais si le second plan donné
(MN, M/N") (fig. 21) ¢tait, en outre, paralléle a la
ligne de terre, on couperait les deux plans par un plan
auxiliaire RST perpendiculaire & XY. On construirait,
sur le rabattement de ce plan autour de sa trace verti-
cale ST, les deux intersections ¢'d’ el Q'R' avec les plans
donn¢s. Leur point de rencontre A serait un point de
Pintersection commune de ces deux plans dans le ra-
battement. a et o' scraicnt les deux projections de ce
point; et les paralléles dla ligne de terre Q'R! et ab re-
présenteraieut les deux projections de lintersection
cherchee.
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Si les quatre traces des plans donnés MNP ¢t QNR
(fig. 22) se coupaient en un méme point de la ligne de
terre , leur intersection serajt une droite qui passerait
par le point de concours N de ces traces. Pour obtenir
un second poiat de cette droite , on couperait ces deux
plans par un plan auxiliaire ST, qu’on choisirait de pré-
férence horizontal ou paralléle au plan vertical. Les in-
tersections de ce plan avec les plans donnés seront,
en projection horizontale, deux droites cd et fa me-
nées par les points de rencontre ¢ et f des traces verti-
cales paralléelement aux traces horizontales MN et QN.
Leur point de rencontre a sera la projection horizontale
d’un point de Pintersection des deux plans donnés; sa
projection verticale sera en a', surla trace verticale ST
du plan horizontal auxiliaire , et a N, ¢'N, seront les
deux projections de l'intersection cherchée.

Il pourrait se faire que , pour une position particu-
litre du plan auxiliaire, les droites suivant lesquelles ce
plan rencontrerait les plans donnés fussent paralléles.
Puisque les plans donnés ont déja un point commun
sur la ligne de terre, ils se coupent réellement bien ;
seulement leur intersection est une paralléle aux deux
droiles qu’on aurait trouvées, et par lesquelles passent
les deux plans donnés. Si le plan auxiliaire qui donne-
rait ces intersections parailéles entre elles était un plan
perpendiculaire & la ligne de terre;, on verrait, comme
précedemment, que les quatre distances des traces des
plans donnés a la ligne de terre, dans ce plan per-
pendiculaire , formeraient une proportion.

Les deux traces des plans donnés peuvent étre telles,
que dans le rabattement des deux plans de projection
elles viennent, pour chacun d’e¢ux, a se confondre.
Soient ( fig. 28) MN et NP les traces de I'un de ces
plans, QR et RS celles de "autre. Le point de rencontre
a de ces traces , considéré comme appartenant aux deux
traces horizontales MN et RQ prolongées en arriere de
la ligne de terre, est un point de Pintersection des deux
plans. Ce méme point « de rencontre des traces verti-
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cales NP et RS appartient également a cette intersec-
tion. Ce second point del'espace, bien distinct du pre-
mier, vient se confondre avec lui apres le rabattement
du plan vertical sur le plan horizontal.

Quand on viendra a relever le plan vertical, ce se-
cond point se trouvera dans le plan TUV, mené par le
point a perpendiculairement 4 la charni¢cre XY, plan
qui contient aassi le point de rencontre a des traces ho-
rizontales des plans donnés. L’intersection des deux
plans est donc une droite siluée tout entiére dans ce
plan perpendiculaire a la ligne de terre, et ses traces
horizontale et verticale sont en a, Celtte intersection des
deux plans est, par conséquent, bien déterminée. Dans
le rabattement da plan TUYV de cette droite autour de
sa trace horizontale TU, la trace horizontale reste en a,
et sa trace verticale vient env. Cette intersection ra-
battue est donc la droite av du triangle rectangle isocéle
Uav; et comme les angles aigus de ce triangle représen-
tent 'inclinaison de cette intersection sur les deux plans
de projection, on peut dire que cette intersection fait
des angles de 45° avec chacun de ces plans.

Du reste, en coupant les deux plans donnés par un
plan horizontal auxiliaire SP, la construction donnerait
le point de Dintersection des deux plans en (6, b') sur
la y erpendiculaire YT, & cause de I'égalité des triangles
c'el! et bed , ce qui confirmerait le résultat qu’on vient
de trouver.

Deux plans paralléles aux plans MNP et QRS, ct
dont les traces passeraient toutes par le point U, don-
neraicnt une intersection qui serait parallele a celle de
ces derniers plans, et qui passerait par le point U de la
ligne de terre, résultat que confirmerait encore la sec-
tion faite par un plan horizontal auxiliaire.

45. 1l peut arriver que les traces verticales ou hori-
zontales des deux plans dont on veut obtenir Pintersec-
tion ne se rencontrent pas sur la feuille de dessin. MNP et
QRS (fig. 24) ¢tant ces deux plans, le poiat de ren~
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contre ide lears traces horizontales sera la trace horizon-
tale de P'intersection des deux plans. €e point se projet—
tera sur le plan vertical en /A sur la ligne de terre. Il
restera a trouver un second point de l'intersection. A
cet effet, on coupera les deux plans par un plan auxi-
liaire TU, horizontal par exemple. On cherchera le
point d’intersection (d, d') des deux horizontales des
deux plans donnés, situées dans ce plan TU. Les droi-
tes /ud ct K'd' seront les projections de lintersection des
deux plans. On pourrait obtenir directement un point
d' d’une paralléle ¢!f" a NR, en observant que les trois
concourantes au point v' divisent ces deux paralleles en
parties proportionnelles : il faudrait done diviser ¢'f’ en
deux parties ¢'d’ et d'f' proportionnelles a N/’ et A'R.

Il serait peut-&tre plus curieux qu’utile de savoir
déterminer le point » de la prejection horizontale Av,
quand on a déja obtenu un point (d, d'). Les traces
verticales étant supposées prolongées jusqu’a leur ren-
contre en v/, et ayant imaginé la droite vv', on a, a
cause du parallélisme des droites v’y cc'y ff', €l de
celles NR et ¢/f’

No_ No'_ Ro'__Ro

Dy

Ne —Ne Bf Kf’

d’ou
No Nc.

—

Ro —"Fi”

c’est-d-dire que , pour avoir le point v, il faudrait di-
viser la droite NR en deux parties proportionnelles aux
deux longueurs connues Nc et Rf.

Si les traces horizontales et verticales des plans ne se
rencontraient pas, il faudrait construire deux points
de cette intersection au moyen de deux plans auxiliai-
res, absolument comme on vient de le faire pour trou-
ver le point (d, d') de cette intersection.

On pourrait également obtenir les poiats des projec-
tions des traces sur la ligne de terre, du moment qu’on
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Ak INTERSECTION DE DROITES ET DE PLANS.
aurait construit un point de Vintersection des deux
plans, absolument comme on a fait pour le point v.

46. Dans le probleme de Pintersection de deux plans,
on a eu recours a un plan auxiliaire pour construire
cette droite, toutes les fois qu’elle n’était pas connue
directement par les traces des plans et par la position
particuliére de ces surfuces. Oa a cherché a choisir le
plan auxiliaire qui donnait avec ces plans les intersec-
tions les plus faciles & construire.

C’est 1a un procédé général qui a de fréquentes ap-
plications en géométrie descriptive. Ainsi, quand on
voudra obtenir les points communs & deux surfaces, on
les coupera par une surface auxiliaire prise parmi celles
qui donneront, avec ces premiéres, les intersections les
plus simples et les plus commodes pour les construc-
tions.

47 . Le probléme qui consiste & trouver intersectiou
de deux plans conduit directement i la solution de cette
question, qui a déja été traitée au n° 32 : Etant donnée
une des projections d’un point, d’une droite, situés dans un
plan donné, trouver autre projection. En effet, il ne s’agira
que de construire U'intersection du plan donné avec le
plan projetant connu de la droite, ou avec un plan quel-
conque passant par la perpendiculaire au plan de pro-
jection menée par la projection donnée du point. Dans
le premier cas, lintersection des deux plans est la
droite cherchée; dans le second cas, on obtient une
droite sur laquelle est située I’autre projection du
point, qui se trouve par conséquent bien détermi-
née.

48. L’intersection d’une droite et d’un plan, étant un
point commun & la droite et au plan, se trouve sur la
droite et sur l'intersection du plan donn¢ avec un plan
quelconque passant par cette droite. Le probleme con-
siste donc & faire passer par la droite un plan quclcon-
que, et & construire son intersection avee le plan donné.
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Le point de rencontre de ceite ligne et de la droite don-
néc sera 'intersection cherchéc.

Or, pour conduire par la droite (ab, a't’) (fig. 25) un

plan, il suffira de faire passer ses traces QR et RS par
les deux traces « et U' de la droite (35). L’intersection
du plan QRS avec le plan donné MNP est une droite
(ed, 'd") qu’on sait construire dans toutes les positions
possibles des deux plans (44 et 45 ). Le point de ren-
contre (0, o") de cette droite avec (ab, a'l') est Dinter-
section cherchée. Ces deux pointso eto’ doivent se trou-
ver sur une méme perpendicnlaire & la ligne de terre.

Sila droite (cd, ¢'d") ¢tait paralléle ala ligne (ab, a't'),
il n’y aurait pas d’intersection. Effcctivement, dans ce
cas, la droite donnée est paralléle au plan MNP.

Cette droite {cd, c'd") se confondrait avec (ab, a'i'),
si les traces a et L' étaient sur les traces MN et NP du
plan. C’est que la droite donnée serait alors contchue
dans le plan MNP,

Le choix du plan sécant qui passe par la droite don-
née étant arbitraire, il est plus commode de se servir
d’un des deux plans projetants de cette droite, et méme
de ces deux plans a la fois, ce qui donne une vérifica-
tion, comme a la solution précédente. Le plan vertical
qui projette la droite donnée suivant ab (fig. 26) a
pour trace horizontale cette ligne ab, et sa trace verti-
cale est la perpendiculaire QR surla ]igne de terre. Ce
plan aQR coupe le plan donné MNP suivant une droite,
dont la projection verticale est ¢'d’. Lec point de ren-
contre o' de cette droite avec «'0' est la projection ver-
ticale de Uintersection cherchée, et on aurait sa projec-
tion horizoutale & la rencontre o de la perpendiculaire
oo' et de lu projection horizontale ab de la droite donnée.

Le second plan projetant «/ST de la droite donncrait
directement cette projection horizontale o. Car il est a
la rencontre de la droite ab ct de la projection horizon-
tale fg de l'intersection du plan a'5T avec le plan MNP.
On exécute ordinairement ces deux construactions a la
fois ; et comme vérification, les deux points o et o' doi-
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46 INTERSECTION DE DROITES ET DE PLANS,
vent se trouver sur une méme perpendiculaire d 1a ligne
de terre.

49. Quand la droite donnée (a, a'b") (fig. 27) est
perpendiculaire & un des plans de projection, au plan
horizontal par exemple, on choisit pour plan sécant,
soit le plan vertical QRS dont la trace horizentale QaR
est parallele a la trace MN du plan donné, soit le plan
TaU paralléle au plan vertical. Le premier de ces plans
coupe le plan MNP suivant une horizontale, dont la
projection verticale ¢'d’ coupe en o' la projection verti~
cale de la droite donnée. Le second plan TU coupe le
plan MNP suivant une paralléle au plan vertical , dont
la projection verticale fg" est une paralléle & la trace
NP du plan. Le point o' de rencontre de f'g" et a’d’ est
Ja projection verticale du point d’intersection de la droite
et du plan, dont on avait, du reste, la projection ho-
rizontale en o, puisque la droite donnée est une verti-
cale,

Quand on veut obtenir la projection verticale d’un
roint d’un plan, connaissant sa projection horizontale,
on peut ramener la question & trouver intersection du
plan donné avec la verticale élevée de cette pro-
jection. La construction indiquée est celle qu’il faudrait
cxécuter. Mais, en définitive, la solution de ce pro-
bléeme revient toujours a trouver 'intersection du plan
donné et d’un plan vertical passant par le point , comme
il a ¢te dit au n° 47.

80. En général, toutes les fois qu’il s’agira de trou-
ver l'intersection d’une ligne et d’une surface, on cher-
chera & placer cette ligne sur une autre surface auxi-
liaire,, qui donnerait avec la surface donnée Pintersec-
tion la plus simple et la plus facile a construire, comme
on I'a fait quand on a voulu trouver l'intersection d’une
droite et d’un plan.

B1. L’intersection de tivis plans est en général un
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point: c’est le point de rencontre de la droite, intersec-
tion de dcux de ces plans, avec le troisiéme plan. Le
point d’intersection des trois plans se trouve sur les
trois droites, intersections de ces plans pris deux d deux.
Ce probléme est donc ramené A celui de Vintersection
de deux plans, qu’on a appris d résoudre au n® 44 dans
toutes les positions possibles des plans.

MNP, QRS et TUV (fig. 28), étantlestrois plans don-
nés, on construira les intersections (ab, a'l'), (cd, 'd'),
(fg,'g") de ces plans pris deux & deux (44). Ces trois
droites devront se couper en un méme point (0, o'). 11
suffirait de construire deux de ces droites pour trouver
Iintersection des trois plans.

Si deux des intersections des plans donnés, pris deux
A deux, étaient paralléles, le plan sur lequel se trou-
vent ces deux droites parall¢les serait alors paralléle a
Pintersection des deunx autres plans. Il n’y aurait pas
d’intersection commune aux trois plans.

Si deux des intersections des plans donnés, pris deux
A deux, se confondaient, U'intersection des trois plans se-
rait cette droite méme. C’est le cas de trois plans dont
les deux traces se réduiraient pour chacun d’cux & une
seule ligne, et dans la supposition que ces trois lignes
des traces viendraient concourir en un méme point.

Droites et plans paralléles.

B82. Le point donné (¢, ¢") (fig. 29) appartenant & la
paralléle cherchée, les projections de cette droite pas-
seront par celles du point. Comme du reste on sait que
les projections de deux droites paralléles sont respecti-
vement paralléles (16), ceiles de la parall¢le cherchée
seront les droites cd, ¢'d', menées parallélement aux pro-
jections ab et o'’ de la droite donnée,

55. Le plan parall¢le qu’il s’agit de construire est in-
déterminé. On sait sculement qn’il doit passer par la
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h8 DROITES ET PLANS PARALLELES.

droite menée par le pointdonné (¢, ¢' ) (fig. 30) paralle-~
lement 4 la droite donnce (ab, a'0'"). Si donc on méne
cd, c'd', respectivement parall¢les aux projections ab,
a't’, et si on cherche les deux traces £ et v de cette
droite (cd, c'd'), tout plan tel que MNP, qui passera par
ces deux traces, sera paraliele & Ja droite donnée, et con=
tiendra le point donné.

Par un point donnlé 84. Ce probléme est indéterminé. On aura une pa-
rot al- . . .
’;’g%’g";ﬁ‘%‘{;ﬁ'%g% rallele au plan en menant par le point donné une pa-

ralléle & une droite quelconque du plan donné.

mg?;‘;: u’:%"pgz‘ﬁ’;zr‘z‘;?gg 53. .Le plan paralléle & construire aura ses traces

a un plan donné. respectivement paralléles & celles du plan donné MNP
(ig. 31) (20). On connaitra donc les deux paralltles
(ab, a'b'), (ac, a'c'), aux deux plans deprojection, menées
par le point donné (a, a') dans le plan cherehé (32).Les
traces ¢ et d' de ces deux droites appartiendront aux
traces de ce plan parallele. De sorte qu’en menant par
ces deux points les paralléles QR et SR aux traces MN
et NP du p'an donné, on aura les deux traces du plan
cherché, qui devront se renconlrer en un méme point
R delaligne de terre. Une seule des traces ¢ et ' aurait
suffi pour déterminer le plan paralléle.

On aurait pu construire d’une maniére plus générale
le plan QRS en menant par le point (a, a') une paralltle
a une droite quelconque du plan MNP ; les traces de
cette paralléle auraient appartenu anx traces du plan
cherché QRS. En cffet, le plan parallcle est le lien de
toutes les parali¢les au plan MNP, menées par le point
donné.

Si le plan donné était perpendiculaire a la ligne de
terre, les traces du plan parallele se confondraient avee
la perpendiculaire qui jointles deux projections du point
donné.

Si le plan donné était paralléle & la ligne de terre,
on ne pourrait pas faire usage de I'horizontale du plan,
et il faudrait construire les traces d’une parallele a une
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droite quelconque du plan donné. Ces traces appartien-
draicnt aux traces du plan cherché.

868. Le plan cherclié est celui qui passerait par les Par un poini donné

) ’ i i . mener unplan parallele

deux droites menées par le point douné, respectivement ¢ deus droites données.
paralléles aux deux droites données.

12 it P9 e . Par un point donné

37. Il faut construire l'intersection des deax plans mener une droite paral.

donnés (44). La paralltle & cette intersection, menée lele a doux plans don-

. ' . , nes.
par le poiunt denné, est la droite cherchce.

58. Le plan & construire, devant passer par une des néf%mifﬁeJff}’fﬁfndﬁz.ﬁ
droites données et &tre parallele a Vautre, contiendra yailple ¢ une droize don-
toutes les parali¢les a cette dernicre droite menées par né¢:
les différents points de la premiére. Il suffira donc: de
prendre un point de la droite du plan, de mener par ce
point une paralltle a Pautre droite (52), et de faire pas-
ser un plan par la premitére droite et cette paral-
lele (37).

Ce probléme est toujours possible, puisque les deux
droites du plan se coupent. Mais il y aurait indétermi-
nation dan :le cas seulement ou les deux droites don-
nées seraient paralléles; et en effet, tout plan qui pas-
serait par la premiére droite serait paralléle a autre.

Diroites et plans perpendiculaires.

89. La perpendiculaire 4 un plan ayant ses projec— Abaisser @'un o'
. . e mendiclaires . donné unrc perpendicu-
tions respectivement pei p.cudlwlaxre? aux ll’flCGb du lerire sur wi plan, ot ds.
plan (19), il suffira d’abaisser du point donné (o, ¢') terminer le pied et la

) ) anddpiny T ¢

(i o 9 X i A N iculair 1,0 vraie grander de cetie
(ig. 32) de cette droite les perpendiculaires oa et o'« perpendiculaire.
sur les traces MN et NP du plan, pour avoir les projec-
tions ab et a!y’ de cetle perpendiculaire au plan.

Le picd de 1a perpendiculuire, oule point commun a
la droite {ab, a'4!) et au plan MNP, s’obtiendra en con-

. ye . ) "

struisaut Uintersection (ab, 'y de ce plan avec le plan

vyt - iF e Ay N . ) N - i .
l)l()‘}(.tdlll abu de la P‘-rPCUdICUlﬂHC (Qb";' Le POIHt (al, al)

/’l
“t
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50 DROITES ET PLANS PERPENDICULAIRES.
commun 4 ces deux droites est le pied de la perperdi-
culaire.

La vraie grandeur de la portion de la perpendicu-
laire comprise entre le point (o0, o') et le pied (a, a') se
coustruira sur le plan vertical en o'A, ainsi qu’il est ex-
pliqué aun° 29.

Quand le plan donné est perpendiculaire & un des
plans de projection, la projection du pied de la per-
pendiculaire sur ce dernier plan se trouve sur la trace
méme du plan donné, et la perpendiculaire s’y projette
en vraie grandeur,

Si le plan donné est paralléle a I'un des plans de pro-
jection, la projection du pied de la perpendiculaire sur
Pautre plan de projection se trouve surla trace du plan
donné, et la perpendiculaire se projette en vraie gran-
deur sur ce second plan de projection.

Lorsque le plan donné est perpendiculaire i laligne
de terre, les deux projections du pied de la perpendi-
culaire sont sur les traces du plan, et la perpendicu-
laire se projette en vraic grandeur sur ces deux plans.

Quand le plan donné est paralléle a la ligne de terre,
la perpendiculaire au plan est dans un plan perpendi-
culaire a cette ligne, Il faut alers faire le rabattement
de ce dernier plan pour trouver le pied et la longueur
de la perpendiculaire.

Si les traces du plan étaient en ligne droite, et le
point donné sur la ligne de terre, les deux projections
de la perpendiculaire se confondraient, mais on wen
obtiendrait pas moins par les procédés ordinaires le
pied et la longueur de cette perpendiculaire.

Ce probléme servira a trouver la distance d’un point
4 un plan.

60. Les directions des traces du plan perpendicu-
laire a la droite donnée (ab, «'0") (fig. 33) doivent étre
respectivement perpendiculeires aux projections de
cette ligne (19). On pourra donc construire fes paralle-
les (oc, ¢''), (od, o'd"), aux deux plans de projeclion,
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mences dans le plan perpendiculaire par le point donné
(0, ¢') de ce plan, car on sait que les projections oc
et o'd! doivent étre perpendiculaires aux projections
ab et a'v' de la droite comme les traces du plan
cherche.

~ Le traces d et ¢’ de ces deux droites appartiendront
aux traces du plan perpendiculaire. De sorte qu’en me-
nant de ces points les perpendiculaires Md et ¢'P a ab
et a't!, ces droites représenteront les traces du plan a
construirec qui devront venir concourir en un méme
peint N de la ligne de terre.

Si la droite donnée est perpendiculaire 4 'un des
rlans de projection, le plan perpendicalaire est paral-
léle a ce plan, et sa trace unique est une paralléle & la
ligne de terre, passant par la projection da point donne
sur l'anitre plan de projection.

Quand la droite donnée est parallele 4 nun des plans
de projection, le plan & construire est perpendiculaire
d ce plan, et sa trace sur ce plan passe par la projection
du point donné.

Quand la droite donnée est dans un plan perpendi-
culaire a la ligne de terre, les deux traces du plan per-
pendicalaire sont paralléles & cette dernitre ligne; il
faudra construire les traces du plan au moyen du ra-
hattement du plan perpendiculaire & la ligne de terre.

Si la droite donnée est paralléle 4 la ligne de terre,
les deux traces du plan perpendiculuaire se confondent
avec la perpendiculaire gui joint les deux projections
du point donné.

Gl‘. On ménera par le point donné un plan per~ pgr un point donne
pendiculaire a la droite donnée ; on cherchera le pied mender @;“‘? drotte C%’e’",‘
de Lo deoiro : . L0 pendiculaire a une droi-

a‘dl()llb dans ce plan. La ligne qui joint ce pied et zg gonnse.
le point donné sera la perpenaiculaire demandée,

La droite donnée el sa perpendiculaire étant dans le

2 % . ° ’
plan passant’par la droite et le point donnés , on pour-
ratt construire ce plan, le rabattre autour d’une de ses

traces; dans ce plun rabatta, abaisser du point donné
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52 DROITES ET PLANS PERPENDICULAIRES.

la perpendiculaire & la droite donnée, et relever cette
perpendiculaire, On n’aurait besoin, pour la solution,
que de la seule trace du plan, autour de laquelle se
fait le rabattement.

Par un point donné 62. Il faut chercher lintersection des deux plans
mener un plan perpen- Jonpés (44). Puis on ménera, du point donné, un
diculaire a deux plans . e . .
donnés. plan perpendiculaire & cette intersection : ce serale plan

demandé.

Par une droite don- ©0&. D’un point de la droite donnée on,abaisse une
nce mener un plan per- peppendiculaire sur le plan donné. Le plan qui passera
pendiculaire a un plan . . . ,
donné. par cette perpendiculaire et par la droite donnée sera

le plan demandé.

Angles de drottes et de plans,

Trouver les angles 64. L’angle d’une droite et d’un plan cst, comme

- quwune droitedonnée fait on sait, l'angle formé par cette droite et sa projection

avec los plans de pro- g, lan. L’angle d’une droite avec un des plans de

jection. sur ce plan. L’angle P
projection est donc Vangle de deux droites situées dans
son plan projetant, dont la trace sur le plan de projee-
tion est la projection clle-méme de la droite donnée.
Un simple rabattement du plan projetant en question
conduira donc a la solution du probléme.

L’angle d’une droite (ab, «'s') (fig. 34) avec le plan
horizontal s’obtiendra par le rabattement du plan qui
projetie cette droite suivant ab, soit autour de sa trace
ab, soit autour d’une verticale aa’ dece plan, comme il
a eté expliqué (40).

Daus le premier rabattement, on construira la droite
AB au moyen de deux quelconquesde ses points (a,d’),
(b, b'), ou mieux encore par ses deux lraces h et ¢,
quand il est possible de les obtenir. Celte ligne AB for-
mera avec ab un angle A B, quisera’angle de la droite
avec le plan horizontal. Cet angle serait donné par la
droite AB ct unc pavalleic & ab, si on ne pouvait pas
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ANGLES DE DROITES ET DE PLANS, 53
prolonger ces deux lignes jusqu’a leur point de con-
cours.

Dans le rabattement du plan autour de sa verticale
aa’, on construira la droite a’'B" au moyen d’un point,
et B''a'c sera aussi ’'angle de la droite avec le plan ho-
rizontal. Quand on peut trouver les traces £ et v’ de la
droite, la construction se simplifie en faisant tourner le
plan autour de la verticale v¢'. Il suffit alors de rabattre
la trace horizontale en A", et v'A/"v est Pangle demandé.

Les trois angles bAB, B'a'c et v'A''0, qu’on a obtenus
pour P'angle de la droite avec le plan horizontal, doivent
&tre ¢gaux.

L’angle de la droite avec le plan vertical s’obticndra
absolument de la méme maniére, au moyen des deux ra-
battements du plan qui projette la droite suivant a'd'.
Cet angle est représenté en a'v'A’ dans le premier ra-
battement, et env'"'A'f dans autre.

Quand la droite donnée est paralléle a Pun des plans
de projection, au plan horizontal par exemple, son an-
gle avec ce plan est nul, et le plan qui projette la droite
sur le plan vertical étant dans ce cas paralléle au plan
horizontal, angle de la droite avec sa projection verti-
cale est donné en vraie grandeur sur le plan horizontal :
c’est ’angle de la ligne de terre avec la projection ho-
rizontale de la droite.

65. L’angle de deux plans est mesuré parl’angle des
deux droites qu’on obtient en coupant ces deux plans
par un plan perpendiculaire & leur intersection com-
mune. Cette intersection est la trace méme d’un des
plans quand I’autre est le plan de projection; et la per-
pendiculaire a cette trace dans ce dernier plan repré-
sente la trace du plan perpendiculaire, et aussi son in-
tersection avec le plan de projection. Un simple rabat-
tement du plan perpendiculaire en question conduira
donc 4 la solution du probléme.

Soit MNP (fig. 35) le plan dont on demande les an-
gles avee les plans de projection. Une perpendiculaire
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LY ANGLES DE DROITES ET DE PLANS.

quelconque ab & MN représentera la trace horizontale
d’un plan perpendiculaire & MN, qui aura pour trace
verticale la perpendiculaire b’ & la ligne de terre. ab sera
en méme temps l'intersection de ce plan perpendizu-
laire avec le plan horizoatal; et la droite qui passera
par le point a et le point (b, b') sera son intersection
avec le plan MN.

Le rabattement le plus simple de ce plan abl' est celui
qui s’exécutera autour de sa verticale 64'. Il suffira de
amener le point a en o' sur le plan vertical. a''b eta''l/!
eont les deux intersections du plan perpendiculaire ra-
battues ; de sorte que ba''d’ est 'angle que le plan MNP
fait avec le plan horizontal.

S’il n’était pas possible d’obtenir la verticale /', on
exéculerait le rabattement antour d’une avtre verticale
de ce plan perpendiculaire. On peut encore faire le ra-
battement de ce plan autour de sa trace horizontale ab.

Le rabattement du plan ¢'d'd, perpendiculaire & la
trace verticale NP, autour de dd' comme charniére,
conduirait a angle d'¢""d du plan MNP avec le plan
vertical.

Quand le plan donné est perpendiculaire & 'un des
plans de projection, I'angle qu’il forme avec 'autre est
donné en vraie grandeur par Pangle que sa trace sur le
premier plan de projection fait avec la ligne de terre.

66. L’angle de deux droites qui ne se rencontrent pas
est Pangle formé par I'une d’elles avec la droite menée
par un de ses points parallélement & I'autre droite don-
née. Ainsi, on raméunera toujours le probléme 4 trouver
Pangle de deux droites qui se coupent. La counstruction
du plan de ces deux droites et son rabattement sur un
des plans de projection conduiront donc a la solution
demandée.

Soient (ab, a't'), (cd, c'd")(fig. 36) les deux droites
donn¢es. Par le point (b, 4') de la premiere droite on
méne (bf, V'f?) parallele a (cd, c'd"), et on construit les
deux traces horizontales a ct fde (ab, «'b'), (bf, b'['); aof
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est la trace horizontale du plan qui passe par ces deux
droites. Pour rabattre ces deux droites, il suffira de
construire le rabattement B de leur point de rencontre
(b, b"). Ce point B est, comme on sait, sur la perpen-
dicalaire abaissée de la projection b sur la charniére
af, et 4 une distance gB égale & I'hypoténuse b'g" dn
triangle rectangle Bb'g", dans lequel Bg''=bg (39). Les
deux droites rabattues seront dong¢ aB et /B, et I'angle
aBf sera ’angle des deux droites données.

S’il n’¢tait pas possible d’obtenir la trace a de la droite
donnée (ab, ¢'b'), on substituerait aux deux droites deux
de leurs paralléles, menées par le méme point de I’es-
pace, dont les traces se trouveraient sur la feuille de
dessin.

Le rabattement du plan des deux droites autour de sa
trace verticale conduirait également a la solution, et
donnerait par conséquent une vérification.

Quand les droites données occupent des positions
particulieres par rapport aux deux plans de projection,
la construction des traces du plan des deux paralléles
aux droites données se simplifie, ainsi que le rabatte-
ment de ces paralleles.

Si I’'une des droites données était parallele a I'un des
plans de projection, la trace du plan des deux droites
et cette dvoite rabattue seraient paralléles a la projec—
tion de la droite sur ce plan de projection (36).

Le cas de deux droites paralléles au méme plan de
projection n’exigerait aucune construction, puisque
I'angle des deux projections est le méme que celui des
deux droites.

Sil'une des droites était paralléle an plan horizontal,
‘et Pautre au plan vertical, on leur meénerait des paral-
léles par un point de la ligne de terre. Ces deux paral-
léles seraient les traces mémes de leur plan. Ce cas
particulier résout le probléme qui consiste a trouver
I'angle des deux traces d’un plan.

Si Pune des droites était parallele a la ligne de terre,
on meneraitles paralléles aux deux droites par un point
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de la ligne de terre. Les traces du plan des deux pa-~
ralléles seraient la ligne de terre elle-méme.

Si I'une des droites données était perpendiculaire &
I'un des plans de projection, c’est le plan qui projette
Pautre droite sur ce plan de projection qu’il faudrait
rabattre , pour obtenir I'angle des deux droites.

Si les deux droites é¢taient situées dans des plans per-
pendiculaires a la ligne de terre, il suffirait de les con-
cevoir toutes deux dans un de ces deux plans, et de ra-
battre ce plan sur un des plans de projection.

Si les projections des droites données offraient clles-
mimes des positicns particuli¢res, on n’éprouverait pas
la moindre difficulté pour la solution du probléme. Il
faudrait chercher le procédé le plus simple pour trou-
ver les traces du plan de ces deux droites ou de leurs
paralleles, et pour exécuter leurrabattement.

Trouver Pangle d'une G7. 11 est facile de voir que 'angle d’une droite et
drotte et d’un plan. d’un plan, ou Vangle de cette droite avec sa projection
sur ce plan, est le complément de Vangle que forme,
avee la droite, la perpendicnlaire abaissée d’'un de ses
points sur le plan. Puisqu’on sait construire la perpen-
diculaire & un plan, le probl¢me est ramené a trouver

I'angle de deux droites.

Soient (ab, 'h') (fig. 37) la droite donnée, ct MNP
le plan donné. Les droites ac et a'¢! menées par le point
(a, a'), respeclivement perpendiculaires aux traces MN
et NP, représenteront les projections de la perpendicu-
laire abaissée de ce point de la droite sur le plan MNP
(59). En construisant les traces horizontales 4 et d des
deux droites (ab, a'b"), (ac, '¢"), dh sera la trace hori-
zontale du plan de ces deux droites. On construira,
dans le rabattement de ce plan, en A, leur point com-
mun (e, «') (36). hAd sera Pangle des deux droites,
¢t Vangle £AT de AA avec une perpendiculaire AR a
Ad sera angle de la droite et du plan donnds,

Des positioas particuliéres du plan donné se dédui-
sent celles de sa perpendiculaire. On raménera done la
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discussion de tous les cas particuliers de ce probléme &
ceux donnés par la position de deux droites dans la
question précédente.

Si la droite donnée était la ligne de terre, il suffirait
de rahattre la perpendiculaire au plan autour de la li-
gne de terre, qui représente les traces du plan de ces
deux droites.

On aurait pu construire directement la projection de
la droite sur le plan donné et 'angle, de ces deux droi-
tes; mais cette solution aurait été plus compliquee.

68. Un plan perpendiculaire 4 l'intersection de deux
plans coupe ces deux plans suivant deux droites, dont
Pangle mesure celui des deux plans. Pour trouver
Pangle des deux plans, il faut donc construire leur in-
tersection, les couper par un plan perpendiculaire &
cette droite, et rabattre ce plan perpendiculaire et ses
deux intersections avec les plans donnés.

Soient MNP et QRS (fig. 38) les deux plans donnés.
On construira leur intersection (ab, a'b') (A4). Le plan
perpendiculaire pouvant &étre mené¢ en un point quel~
conque de cette ligne, on prendra une perpendiculaire
TU 4 la projection horizontale ab pour la trace horizon-
tale de ce plan. On pourrait mener sa trace verticale, et
construaire le point de rencontre de ce plan avecla droite
(ab,a'b’), qui, joint aux traces horizontalesd et f, don-
nerait les deux intersections avec les plans donnés.
Mais on observe qu’on n’a besoin que du rabattement
de ce point autour de la trace TU.

Or le point que I'on cherche, ou le sommet de l’an-
gle, appartenant a ’intersection des deux'plansidonnés,
sa projection herizontale est sur ab. Mais comme ab est
Perpendiculaire & la charni¢re TU, ce poiut se rabattra
également sur ab. La droite qui joint le sommet de
Pangle au point ¢, et qui exprime sa distance a la char-
niére, est perpendiculaire & Pintersection des deux plans
comme droite du plan dont la trace horizontale est TU.
Elle estde plus située dans le plan perpendiculaire 4 la
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58 ANGLES DE DROITES ET DE PLANS.

charni¢re dont la trace horizontale est ab, ou dans le
plan projetant de l'intersection. Donc si on fuit le ra-
battement de ce plan projetant autour de sa trace ver-
ticale bl', et si on y construit U'intersection en b'A, la
perpendiculaire ¢'G abaissée de ce point, ramené en ¢
sur b'A, donnera la distance du point cherché i la char-
niére. Portant cette distance de ¢ en G sur ab, et tirant
dG' et fG', ces deux droites seront les rabattements des
deux intersections du plan perpendiculaire TU avec les
plans donnés, et par conséquent dG'f sera l'angle de
ces deux plans.

La projection verticale a'b' de I'intersection des deux
plans donnés est inutile pour trouver I'angle de ces
deux plans. On pourra se dispenser de la construire, a
moins qu’on ne veuille obtenir les projections du point
G’ de cette intersection. A cet effet , on raménerait le
plan projetant dans sa position. Le point G décrirait un
arc de cercle, dont les projections sont I’arc gg'' et la
parallele Gg' a la ligne de terre; et leurs intersections
avec ab et a'b’ donneraient les deux projections g et g
du sommet.

Le rabattement du plan projetant autour de sa trace
horizontalé ab aurait également conduit a trouver la
distance du sommet de 'angle au point ¢ de la char-
niere.

On aurait pu faire Popération pour trouver l'angle
des deux plans, en rabattant le plan perpendiculaire &
leur intersection autour de sa trace verticale.

Les deux perpendiculaires abaissées d’un point sur
deux plans formant un angle supplémentaire de celui
des deux plans, on pourrait ramener le probleme de
trouver 'angle de deux plans a celui des deux perpen-
diculaires ; mais cette solution serait plus compliquée.

Comme on peut dans toutes les positions possibles
des deux plans donnés trouver leur intersection (44), la
solution de ce probléme est compléte. Seulement elle
se simplifie dans quelques positions particuli¢res de
ces plaas.
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Quand un des plans donnés est paralléle & un des
plans de projection, 'angle des deux plans est le mé-
me que celui que l'autre plan fait avec ce plan de pro-
jeetion,

Quand un des plans donnés est perpendiculaire a
un des plans de projection , la projection de U'intersec~
tion des deux plans n’est pas & construire sur ce plan
de projection, puisque c’est la trace méme du plan qui
lui est perpendiculaire. |

Quand les deux plans sont perpendlculanres au mé-
me plan de projection, leurs traces sur ce plan don-
nent 'angle que Pon cherche.

Quand I’'un des plans est parall¢le 4 un des plans de
projection, et que I’autre est perpendiculaire au second
plan de projection, P’angle des deux plans donnés est
représenté par Pangle aigu de la trace du plan perpen-
diculaire avec la ligne de terre.

Quand les deux plans donnés sont paralltles & la
ligne de terre, leur intersection est paralléle a cette li-
gne. Un simple rabattement d’un plan perpendicu-
laire 4 la ligne de terre donnera l'angle des deux
plans.

Quandl’un des plans donnés est perpendiculaire a la
ligne de terre, l'intersection des deux plans est dans ce
plan perpendiculaire ; il faudra le rabattre autour d’une
de ses traces pour obtenir la distance du sommet de
Pangle 4 la charniére.

Quand les traces des plans donnés sur un méme
plan de projectton sont paralleles, lintersection est
paralléle & ce plan de projection. La distance de cctte
paralltle au plan de projection exprime la distance du
sommet de P’angle a la charniére.

Quand les deux traces de chacun des plans donnés
sount en ligne droite, l'intersection des deux plans est
dans le plan perpendiculaire & la ligne de terrc mené
par le point de rencontre des traces : ¢’est encore ce
plan qu’il faut rabattre pour trouver la distance du
sommet de angle & la charniére,
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69. La bissectrice de I’angle de deux droites est une
droite de leur plan passant par le sommet de I'angle.
Il suffira de trouver I’angle des deux droites dans le
rabattement (66), d’y construire la bissectrice par les
procédés de la géométrie plane, et de déterminer la
trace de cette droite ou le point ou elle rencontre la
charni¢re. Ce point de la bissectrice et le sommet de
Vangle serviront a trouver les projections de cette
droite.

70. Si, au licu de la bissectrice de 1’angle, on
demandait la ligne qui diviserait I’angle des deux
droites dans un rapport donné , on construirait dans
le rabattement la droite qui remplirait cette con-

dition.

Construire leplanbis- 71. Le plan bissecteur de I'angle de deux plans est
secteur de Tangle deyn plan qui passe par leur intersection. Il suffira de

deux plans.

Définirlapositicn d’u-

trouver une seconde droite de ce plan. Or ce plan, de-
vant diviser en deux parties égales I'angle des deux
plans donnés, passera par la bissectrice de ’angle qui
le mesure : il faudra donc chercher I'angle des deux
plans dans le rabattement (68), puis y construire sa bis-
sectrice par les procédés dela géométrie plane ; alors il
ne s’agira plus que de faire passer un plan par cette
bissectrice et par l'intersection des deux plans donnés.

Problémes divers.

72. On ne fera qu’indiquer la solution de la plupart
des problémes qu’on va énoncer; mais il est trés es-
sentiel d’en exécuter les constructions afin de se fami-
liariser avec les procédés de la géométrie descriptive.
Il sera méme bon de faire toutes les suppositions pos-
sibles dans les données de chaque probléme.

75. Les deux projections de chaque point de cette
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droite se confondent ; or, comme la distance de la pro- ne droite dont les deur
jection d’un point 4 la ligne de terre mesure la distance 5% ctons se confor-
du point & Pautre plan de projecticn, il s’ensuit que
chaque point de la droite est a égale distance des deux
plans de projection. Tous ses points appartiennent donc
au plan bissecteur des deux plans de projection. Donc
la droite est située tout entitre dans ce plan.

D’apres cette propriété des points du plan bissecteur,
on voit facilement que pour les droites de ce plan les
deux projections doivent se confondre, ou faire un
meéme angle avec la ligne de terre, sur laquelle elles
doivent se rencontrer, ou bien les deux projections
doivent &tre deux paralleles 4 la ligne de terre équi-
distantes.

74. Cela revient d résoudre pour chaque point de la  Construire la droits
droite le probléme (32) : étant donnée une projection d’un plan qui passerait
, . , , par deux points : Dur
d’un point d’un plan, trouver Pautre. Les deux pro-'donné en projection ho-
. . . r . . ) v .
jections de la droite demandée seraient les deux droi- Tézoniale et Paulre en
< s s . . . ) projection verticale.
tes qui joindraient les deux projections horizontales et

les deux projections verticales des deux points.

73. Soitle cercle oa (fig. 39) la projection horizontale _ Etant donnée la pro-
delacourbe du plan MNP. On pourrait trouver succes-%;tgoézfgg”;%“lggg:
sivement la projection verticale qui correspond a chaque wrouver sa  projection
point du cercle, par la condition que la courbe est duns ;ﬁ%%fﬁ et sa vraw
le plan MNP. Mais on observe que, si on concoit une
suite de plans verticaux tels que QRS, dont la trace ho-
rizontale serait parallé¢le a la trace MN, ce plan vertical
passera par les deux verticales élevéesen a et b des
points du cercle, et contiendra par conséquent deux
points de la courbe. Mais ce plan vertical coupe le plan
MNP suivant une parallele aux traces MN et QR, ou
suivant une horizontale (ab, a'6'), sur laquelle doivent
se trouver aussi les deux points de la courbe. Donc les
projections verticales de ces points seront en a' et b',

Une suite de plans coupants verticaux et parallé]es
& QRS donnera donc successivement les projections
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verticales des points de la courbe situés sar la méme
horizontale. En faisant passer une courbe continue par
tous ces points, on obtiendra la projection verticale de
la courbe du plan. Cette maniére de procéder pour con-
struire la projection vertlicale de la courbe, outre qu’elle
fait obtenir les points par la rencontre de deux perpen-
diculaires, ou par le procédé graphique le plus exact,
conduit & des remarques qui aideront & connaitre mieux
sa forme. Ainsi les deux horizontales (cd, ¢'d"), (fg, f'g"),
dont les projections horizontales touchent le cercle,
donnent le point le plus bas et le point le plus haut de
la courbe, et lui sont tangentes en ¢' et f7; au diamétre
Al correspond sur le plan vertical la corde A'l', qui est
la plus grande de toutes les paralleles a la ligne de
terre 3 la droite ¢/f! coupe en deux parties égules toutes
les cordes horizontales; et bien d’autres observations
cencore accusent de la forme de la courbe.

Pour conneitre la vraie grandeur de la courbe dans
son plan, il suffirait de rabattre ce plan autour de sa
trace MN, par exemple : sur chaque perpendiculuire
a la charniére se trouveraient deux points de la courbe.
On aurait occasion de faire sur ce rabattement de la
courbe des observations analogues a celles qui ont eu
lieu pour sa projection verlicale.

Par un point donné  16- La droite cherchée, devant passer par le point
mener une droite qui donné et s’appuyer sur les deux droites données, se
rencontre deux droiles . R ‘ .
donnses. trouve daus les deux plans menés par’une de ces droi-

tes et par le point: elle est donc Vintersection de ces
deux plans. Elle peut &tre aussi considérée comme la
droite qui joint le point donné au point d’intersection
de I'un de ces plans et de la seconde droite.

Le probleme consiste donc & construire les deux
plans indiqués et a chercher leur intersection, ou bien
dconstruire seulement un de ces plans et & chercherson
intersection avec la seconde droite. La droite qui joindra
ce dernier point au point donné serala droite cherchée.

Comme vérification du probléme, la droite trouvée
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doit passer par le point donné et rencontrer les deux
droites données.

Il n’y aura en général qu’une seule solution. Quand
les deux droites données et le point donné seront dans
un méme plan, il y en aura unc infinité. Enfin il n’y
aura pas de solution quand une des droites données
sera parallele au plan passant par l'autre et par le
point.

77. On peut construire unc des traces du plan qui  Trouver la distanee
passerait par la droite et le point. On ferait le rabatte~- d'un point a une droite.
ment de ce plan; on y construirait la droite et le point.

Cela fait, on abaisserait la perpendiculaire du point
sur la droite. Sa longueur serait la distance cherchée.

On pourrait par le point mener un plan perpendicu-
laire 4 la droite donnée, chercher le pied de la droite
dans ce plan, et ensuite construire la longueur de la
droite qui joint ce pied de la perpendiculaire au point
donné. Cette solution serait beaucoup plus longue que
la premiére.

78. On construira une des traces du plande ces deux  Trouver la distance
paralltles. Gn fera le rabattement de ces deux parallé- (liéelgeux droites paral-
les autour de cette trace. On y ¢levera une perpendicu- .
laire 4 ces deux droites. La portion de cette Perpendi-
culaire interceptée par les deux paralléles exprimera
leur distance.

Cette solution est plus simple que celle qui consiste-
rait & mener un plan quelconque perpendiculaire aux
deux paralleles, & chercher ses points de rencontre avec
ces deux droites, et & construire la droite qui joindrait
les deux points d’intersection.

4 .
79. On construira une des traces du plan de ces deux  Etant données deux

paralltles et le rabattement de ces deux droites autour Parelieles, mener parun
de cette t , point de Pune d’elles u-
, l?‘ race. Sur ce rabattement on menera, par les ne se;’car;te telle que la
procedeés de la géométrie plane, la sécante qui, partant Zl’gsrf;fuajnlfg’;‘;"ll,’gf:s par
i Sor . SN . es deul {
du point donné rabattu, satisferait 4 la question. La ilgale' @ une longueur
onnée,
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trace de cette sécante, si on pouvait obtenir, détermi-
nerait avec le point donné la droite cherchée ; ou bien
on reltverait le point de cette sécante placé surla secon-
de paralltle, pour avoir un second point de la droite
demandée.

Mener une parallsle 80, Il faut rabattre le plan et la droite donnés sur

a une distance donnée yp Jes plans de projection, dans ce rabattement
d’une droite située dars | I_ proj 2 ans ceé raba ment mener
un plan donné. a la droite une paralltle ala distance voulue, et con-
struire les projections de cette paralléle, soit au moyen

de sa trace, soit en relevant un de ses points.

Trouver la distance 81. La portion d’une perpendiculaire quelconque

?;s‘dwx plans paralle- 4y plans paralleles comprise entre ces deux plans, me-
sure leur distance. Pour simplifier les constructions on
abaissera la perpendiculaire du point de rencontre des
traces d’un des plans sur la ligne de terre. On cherchera
Vintersection de cette perpendiculaire avec I’autre plan,
ct on construira la longueur de cette droite comprise
entre ce point et le point de laligne de terre duquel on
a abaissé la perpendiculaire aux plans.

Mener aune distance  82. Au point de rencontre des traces du plan sur la
22‘}’;’2{”;3’;,{,’5330232?" ligne dc terre, on éléveraune perpendiculaire a ce plan.
On cherchera sur cette perpendiculaire le point qui est
4 une distance donnée du premier (30). 1l ne s’agira
plus que de mener par ce point un plan paralltle au
plan donné. (55). 1l existe deux plans paralltles menés

a une distance donnée d’un plan,

Etant donnés la pro- 083. Le plan qui projette la droite sur le plan hori-
jection horizontale et yontal, et qui est connu, coupera le plan donné suivant
}2’3,{’32?;;0%%9ﬁﬁt,ﬂ"@"ﬁ?ff{_ une droite qui est paralléle & la droite cherchée. 1l suf-
t_f;nl(‘l“it‘ilgieg,”;;’f‘e"':C{;fi"'lZlé‘f fira donc de construire ce plan vertical, son intersec-
(lle & un plan donf’né.A tion avec le plan donné, et de mener par le point don-

né de la projection verticale une parallele 4 la projec-
tion verticale de cette intersection. Ce sera la scconde

projection de la droite cherchée.

Document numérisé par la Bibliotheque universitaire Pierre et Marie Curie - UPMC - Cote : 60 LAM 42



PROBLEMES DIVERS, 65

84. Le point se trouve dans le plan mené paralléle~ O donne la projec-
1 A 1a dist d 2. On construi- tion horizontale dun
ment au plan connu i la distance donnée. On construi- ;05,4 'or 50 distance a
ra ce plan paralléle (82). Le probléme sera ramené a un point connu: trouver
. 7 ssant d la projection verticale
trouver un point de ce plan, connaissant unc de ses pro- g, ¢, yoint.
jections. Il y a deux solutions, puisqu’il y a deux plans

paralléles menés & une distance donnée d’un plan.

83. Le plan perpendiculaire a la devite mené par le Par un point pris sur
. , . uhe droite lui mener u-
point donné sur celte droite, étant le lieu de toutes les p, perpendiculaire qus
perpendiculaires 4 cette ligne qui passeraient par ce :lgf;‘acr;)efz”.’”e une droile
point, contiendra la perpendiculaire cherchée. La droite
qui joindra le point donné et le point ot la seconde
droite percera ce plan perpendiculaire sera la droite
demandée. On sait construire ce plan perpendiculaire
(60) et trouver son intersection avec la seconde droi-
te (48).
Si la seconde droite ¢tait située dans un plan perpen-
diculaire & la premiere, 'elle ne rencontrerait pas le
plan perpendiculaire. Il n’y aurait pas de solution dans

ce cas.

86. Il suffit de rabattre le point autour de laligne  p,,. . point donné
de terre sur l'un des plans de projection : de con-mener une droite qui
struire la droite qui, passant par ce point rabattu, fe- {Z:;fz ;;)eg,‘,ghfc %%é_de
rait I'angle donné avec la ligne de terre. En joignant
les projections du point donné au point o la droite
rencontre la ligne de terre, on obtiendra les deux pro-
jections de la droite cherchée. Quand il ne scra pas
possible d’obtenir ce point, on rel¢vera un des points
de la droite.

Ce probléme comporte deux solutions , & moins que

le sens de ’angle ne soit donné.

87. On rabattra le point autour de cette trace du  p,,. ., point dun
4 : i

plan. Dans ce rabattement, on ménera par-le point plan  mener dans ce
la droite qui fepyi o amrihea 1 . Planunedroite qui fusse
o qui ferait avee la cLaSmue I'angle donné. 3, angle donné avec

a trace de cette droite, ou, si l'on ne pouvait pas une des traces.
Pobtenir, un point de cette droite, qu’on reléverait,

5
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66 PROBLEMES DIVERS.
déterminerait, avec le point donné, les deux projec-
tions de la droite cherchée. .

Il y a deux solutions, qui se réduisent & une, quand
le sens de I'angle est donne.

Par un point doané  88. On construira une des traces du plan passant par
mener une droile qut la droit 1 t d ts. On fera 1 batt b de
fasse avec une autre a droite ct le point donnes. On Iera le rabattemenl de
droite donnée un angle la droite et du point autour de cette trace. On y me-
donné. . . . . droi

nera par le point la droite qui ferait avec la droite
rabattue I'angle donné. On relévera, par la construc-
tion la plus simple, un point de cette nouvelle droite,
qui, avec le point donné, fera connaitre les deux pro-
jections de la droite cherc hée.

Si le plan de la droite et du point était donné d’a-
vance, ou s’il s’agissait de construire une droite d’un
plan par la condition qu’elle devrait passer par un de ses
points , et faire , avec une droile de ce plan , un angle don~
né, la construction serait la méme que la précédente,
seulement on n’aurait pas & construire la trace du plan,

qui est donnée.

Connaissant la pro- 89, Soient ab (fig. 40) la projection horizontale de

v ; g proj

jection et la trace hori- . . ' .

’ ontales d’une droite et 1a droite, et a sa trace horizontale. a' sera un point de

Yangle qu'elle fuit avec sy projection verticale. Il s'agira d’en déterminer un

le plan horizontal, con- . - . ce oot

struire la droite. second point par la condition que la droite doit faire
un angle donné « avee le plan horizontal ou avec sa
projection horizontale ab.

Pour cela, il suffira de rabattre sur le plan vertical
le plan projetant abd’, qui renferme la droite et sa
projection, en faisant tourner ce plan autour de sa
trace verticale 66'. Le point a viendra en A, et la droite
Ab' qui fera 'angle o avec la projection horizontale,
devenue la ligne de terre, sera dans ce rabattement la
droite cherchée; 0' sera sa trace verticale. Donc o'
sera la projection verticale de cette droite. Sile dessin
ne donnait pas le point 'y on reléverait un point G,
dont Jes projections ¢ et ! se trouvent sur I'arc de cer-
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cle (cc”, Cc') situé dans le plan perpendiculaire & la
charniére 64" ou dans le plan horizontal C¢'.
Si la trace verticale du plan projetant n’était pas
connue , on ferait tourner ce plan autour d’une de
ses verticales dd' (fig. 41); mais la construction serait
absolument la méme.
90. Soient &'b' (fig. 42) la projection verticale, etjeggggbaéiﬁ%aléad%z;
(b, b'") un point de la droite. La droite cherchée est si- droite, un de ses points,
: . . , et Vangle quwelle fait a-
tué¢e dans un plan vertical passant par le point (b, b'). 1.0 10 plan horisontal ,
C’est dans ce plan qu’elle doit faire avec le plan hori- construire la droite.
zontal, ou avec sa projection horizontale, I'angle don-
né «. On imaginera que ce plan vienne & tourner au-
tour de sa verticale b4’ jusqu’a ce qu'il atrive dans la
position ha'' paralléle au plan vertical de projection,pour
le transporter ensuite parallélement a lui-méme sur ce
plan vertical. Dans ce rabattement, la droite &4 con-
struire sera 6'A, faisant 'angle « avec la projection ho-
rizoutale, devenue la ligne de terre.
Quand on viendra a ramener ce plan de la droite
dans sa position, le point A de sa trace horizoatale s¢
transportera d’abord en @' ; puis il décrira sur le plan
horizontal 'arc de cercle a'’a, sur lequel cette trace
devrase trouver. Mais la perpendicalaire o'z 4 XY con-
tient aussi cette trace, puisque a'b’ est la projection
verticale de la droite cherchée. Cette trace sera donc
en ¢ intersection de 'arc de cercle et de cette perpen-
diculaire,
Si on ne pouvait pas obtenir sur le dessin le point A
de la trace horizontale, on construirait les projections
d’un autre point C de la droite. Sa projcction verticale
est en ¢/, sur une paralléle i la ligne de terre, et sa pro-
Jection horizontale ¢ est sur I'are de cercle ¢! ct sur la
perpendiculaire ¢'c 4 XY,

91. Ladroite cherchée est située dans un plan ver- Par un point donné
tical passant par 1 i ynne " 5\, Clest Mener une  droile qui
P p : e pOlI.]t dl:)unt, (0,0') \fig.. Zw{ Clest fasse avec le plan hori-
dans ce plan qu’elle doit faire, avec sa projection ho- zontal un angle donné,
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et qui renconilre wune
droite située dans ce
plan.

Par un point mener
une droite qui fasse avec
un plan donné un angle
donné, et qui renconlre
une droite donnée dans
ceplan,

68 PROBLEMES DIVERS,
rizontale, I’angle donné «, ou 'angle &', complémen-
taire de «, avec la verticale oo'. On fera tourner ce
plan autour de la verticale o¢', jusqu’a ce qu’il arrive
dans la position oc, parallele au plan vertical de pro-
jection, pour le transporter parall¢lement & lui-méme
sur le plan vertical. Dans ce rabattement, la drvoite a
construire sera o'c', faisant I’angle o' avec la verticale
oo'. Quand on viendra & remettre ce plan vertical dans
sa position, la trace de o''¢' décrira, dans le plan hori-
zontal, une circonférence oc s et comme cette trace doit,
d’apres I’énoncé du probléme, se trouver sur une
droite ab donnée dans le plan horizontal, les points a
¢t b, communs a ce cercle et 4 la droite ab, seront les
traces horizontales méines de la droite cherchée. Les
droites (oa, o'a'), (ob, o'l ) satisferont donc 4 la que-
stion.

Le probléme dépendant de Uintersection de la cir-
conférence oc et de la droite ab, il pourra y avoir une
solution, deux solutions, ou il sera impossible.

92. La droite cherchée, sa projection sur le plan
donné et la perpendiculaire abaissée du point donné
sur ce plan, forment un triangle rectangle dont angle
opposé au dernier ¢dté est 'angle que doit faire la
droite cherchée avec le plan. On connaitra ce triangle
en cherchant la distance du point au plan. On en dé-
duira, par une construction faite & part, Pautre coté
de 'angle droit eu la distance du pied de la perpendi-
culaire a la trace de la droite sur le plan donné. Pour
obtenir cette trace, il suffira de rabattre le plan donné,
¢’y construire la droite et le point donnés et le pied
de la perpendiculaire. Puis on y décrira, de cc dernier
point comme centre, avec le rayon trouvé pour la
distance du pied de la perpendiculaire & la trace , une
circonférence, qui coupera en geénéral la droite don-
née en deux points, qui appartiendront aux deux
droites cherchées. On construira les projections de
ces deux points rabattus. En les joignant au point
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donné, on obtiendra les deux solutions du probléme.

Quand le cercle est tangent a la droite, il n’y a

qu’une solution; etil n’y en a pas quand la circonfé-
rence ne coupe pas la droite donnée.

93. Pour résoudre ce probléme, il suffira de con-  Ftantdonndes les pro-
. . | Jections et les traces ho
struire la projection verticale du sommet de 'angle rizontales de deuz droi-
formé par les deux droites. tes, et Tangle quelles
: forment dans Uespace ,
Soient ab et cd (fig. 44) les projections horizontales trouver leurs projec-
des deux droites, a et ¢ leurs traces horizontales. ac ‘078 verticales.
sera la trace horizontale du plan des deux droites. Si
on fait leur rabattement autour de ac comme charniére,
le sommet de ’angle se trouvera sur la perpendiculaire
dg i ac abaissée de la projection horizontale d. Mais les
deux droites devant faire un angle donné, ce sommet
se trouvera surl’arc aDc capable de cet angle donné, dé-
crit sur ac. Donc il sera en D, intersection de dg et de
I’arc aDec.
Or, dans D’espace, la droite qui joint le point & sa
projection horizontale, et les deux perpendiculaires
abaissées de ces deux points a la charniére, forment un
triangle rectangle. De ce triangle on counait les deux
perpendiculaires d g et Dg & la charniére , dont 'une,
Dg, est I'hypoténuse du triangle rectangle. On obtien-
dra Pautre c6té gk de Pangle droit en portant Dg de ¢
en £ sur gc. gk exprimera la distance du point 4 sa pro-
jection horizontale ou au plan horizontal En la portant
donc de § en ' sur la perpendiculaire dd', on aura la
projeclion verticale d’ du sommet, et, par suite , les
projections verticales a'd’ et ¢'d’ des deux droites.
La distance Dg du point de I’espace a la charnitre,
étant I’hypoténuse d’un triangle rectangle, doit &tre
plus grande que la distance dg de la projection horizon-
tale du point & cette charniére, qui en cst un des cotés
de angle droit. Ainsi, il n’y aura pas de solution quand
’arc capable viendra rencentrer la perpendiculaire dg
entre d et g. Or il peut arriver que la perpendiculaire
dg tombe entre les deax points a et ¢ comme a la
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figure A/. Alors Pangle donn¢ de P’espace aDe¢ doit &tre
plus petit que la projection horizontale ade de cet
angle.

Mais si la perpendiculaire dg tombait sur le prolon-
gement de ac, comme a la figure 45, I'angle de I’es-
pace pourrait &tre plus grand, plus petit, et méme
égal, dPangle adc de la projection. En effet, si on décrit
la circonférence passant par les trois points a, d et ¢,
celte circonférence coupera en général la perpendicu-
laire dg en un second point D". Si l'arc capable de
I'angle douné décrit sur ac coupe dg entre d et D', en
unpoint D intérieura cette circonférence, 'angle de Pes-
pace sera plus grand que ade. S’il tombe en D', en dehors
de cclte circonférence, il sera plus petit. Enfin, si ce
point de Pare capable se trouve &tre précisément le
point D, I'angle de I’espace sera égal 4 celui de sa pro-
jection sur le plan horizontal.

On voit que, dans ce cas particulier de la position
des droites, on pourrait résoudre ce probléme : Etant
données les projections et les traces horizontales de
deux droites, les déterminer par la condition qu’elles
fassent un angle plus grand ou plus petit que celui de
leurs projections, ou égal A cet angle.

Construire un plan, 94. Le plan qu’il s’agit de construire doit passer par
fgg‘n"t’gm:s&%"lgflﬁ?{l une droite situ¢e dans un plan QRS (fig. 46) perpendi-
fait avec le plan hori- culaire & sa trace horizontale MN, et faisant au point a
sontal. de cette trace I’angle donné « avec QR. Si on rabat ce

plan QRS sur le plan vertical en le faisant tourner au~
tour de sa trace RS, le point @ du sommet de I’angle
viendra en a'; ct la droite a'b' faisant Vangle « avec la
ligne de terre serait le coté de I'angle compris dans le
plan en construction; or la trace verticale de cette
droite est en 0’ sur la charniére RS. Donc la trace ver-
ticale du plan cherch¢ sera la droite 4'N.

On pourrait obtenir de cette manitre autant de points
qu’on voudrait de la trace verticale du plan dans les
différents plans perpendiculaires & MN. Ga serait obligé
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d’en construire deux, sile point N delatrace horizon-
tale n’était pas cennu.

Quand MN est paralléle a la ligne de terre, on sait
que Vautre trace doit &tre aussi paralléle a cette ligne.

93. Soit (ab, a'b") (fig. 47) la droite donnée. Ses faf;‘g;z;’fefrﬁt;%’:%i
traces a et /' appartiendront aux traces du plan cher- fasseiavec le plan hori-
ché. Il ne s’agira donc plus que de déterminer un se- Z%né%;gndgﬁgk égal a
cond point ¢ de la trace horizontale de ce plan par la
condition qu’il doit faire un angle « avec le plan hori-
zontal.

Il est facile d’obtenir la distance b¢ de la projection b
a la trace cherchée MN, en observant que, si on concoit
le plan b'bc perpendiculaire a cette trace, mené par le
point (b, 4') du plan cherché, be est le coté de angle
droit d’un triangle rectangle dans lequel bb' est Pau-
tre coté, et o 'angle aigu opposé & bb'. On pourra
donc construire ce triangle sur le plan vertical en b5'¢'.
bc' sera la distance du point b au point ¢ de la trace du
plan; de sorte que, pour ohtenir le point ¢, le probleme
consislera 4 construire sur ab, comme hypoténuse, un
triangle rectangie dont be—=b¢' sera le cité de I’angle
droit, probléme de géométrie plane qui s’exécutera,
soit en menant du point a une tangente au cercle bc',
soit en cherchant les points d’intersection de cette cir-
conférence avec celle qui serait décrite sur ab comme
diametre.

La construction donnera deux points ¢ et d. En joi-
gnant a & ¢ et d, on aura les traces horizontales acN
ct aRd des plans qui satisferont & la question, et par
suite les traces verticales NA'P et Rb' de ces plans, 1l v
aura donc en geénéral deux solutions.

On aurait pu construire un point autre que ¢ de la
trace horizontale du plan, en cherchant, comme on I’a
fait, la distance de cct autre point de la projection ab 2
cette trace.

Sila trace a de la droite donnée n’était pas connue,
il faudrait construire les distances de deux des points
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de la projection ab & latrace du plan, et la tangente
aux deux cercles decrits de ces deux pointscomme cen-
tres avec ces distances pour rayons donncerait la trace
du plan cherché.

Pour que le probléme soit possible, il faut que bc,
cOi¢ de P’angle droit, soit plus petit que ab, hypoténuse
«’un méme trianglerectangle, ou, si on reporte la droite
donnée en Ab' sur le plan vertical, il faut que le point
¢'" de la circonférence be tombe entre b et A, Cela aura
lieu toutes les fois que I’angle « du plan avee le plan
horizontal sera plus grand que Pangle g que fait la
droite donnce avec le plan horizontal. Dans ce cas, il y
aura toujours deux solutions. Si ax=p, le point ¢' vien-
dra en A:il n’y aura qu'une scule solution, c’est la
trace horizontale du plan menée par le point a perpen-
diculairement & ab. Quand «<f, le point ¢! tombera au-
deld de A, et le probleme sera impossible.

Si la droite donuée était paralléle au plan horizontal,
la trace horizontale du plan serait la tangente au cercle
bc menée paralltlement a la projection horizontale de
la droite.

96. La trace du plan cherché sur le plan donné est
une droite que ’on peut construire. En effet, on peut
trouver les distances des différents points de la projec-
tion de la droite donnée sur le plan donné i cette trace,
comme on I’a fait dans le probleme précédent.

Ainsi on chercherait la projection de la droite don-
née sur le plan donné (44). On ferait le rabattement du
plan donné sur le plan horizontal, on y tracerait celui
de ladite projection, et on y construirait, comme au
n° 95, la trace du plan, qui ferait avec le plan donné
rabattu un angle égal & 'angle donné «. On cherche-
rait les deux projections de cette trace (41). Le
p'an qui passerait par cette nouveile droite et par la
droite donnée déterminerait le plan cherché.

Si les traces de la nouveile droite de ce plan étaient
connues dans le rabattement, on serait dispensé¢ de
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chercher ses projections, qui sont inutiles pour la solu-
tion du probléme : car on n’a besoin que d’obtenir les
traces de cette droite, qui appartiennent aux traces du
plan cherché.

97. Ce probléeme consiste & mener un plan perpen-
diculaire & la droite donnée, A construire I'intersection
de ce plan avec le plan donné, & mener dans ce plan
perpendiculaire une droite qui fasse avec cette inter-
section I’angle donné, a trouver les projections de cette
droite, enfin 4 faire passer un plan par cette derniére
droite et par la droite donnée.

11 faudra, dans cette série de constructions, employer
les procédés les plus simples pour obtenir ce qui est
absolument indispensable pour lasolution du probléme.

Mais il existe une solution beaucoup plus simple, et
qui est entitcrement basée sur ce que I’on a fait pour
trouver 1’angle de deux plans (68). En effet, puisque la
droite donnée (ab, a'b') (fig. 48) du plan MNP repré-
sente l'intersection de ce plan“avec le plan cherché,
une droite QR perpendiculaire & ab sera la trace hori-
zontale d’un plan perpendiculaire & cette intersection.
Ce plan perpendiculaire coupera les deux plans suivant
deux droites qui devront faire angle donné «.

Il ne s’agit que de construire le sommet de cet an-
gle. Orle sommet dc cet angle se trouve dans le plan
projetant ab et sur unc perpendiculaire abaissée du
point ¢ de QR sur la droite (ab, a'b"). Si on rabat ce
plan abb' autour de sa trace verticale, la droite vien-
dra en Ad', et le point ¢ sera en ¢' sur la ligne de
terre. De sorte que la distance du somamet & la char-
nicre sera la perpendiculaire ¢'D' a b'A.

En portant ¢'D' de ¢ en D sur ab, D sera le sommet
rabattu autour de la trace horizontale QR du plan per-
péndiculaire, et fD sera le rabattement de I'intersection
du plan perpendiculaire avec le plan MNP. En menant
Dg qui fasse avec fD un angle fDg—x«, g sera la trace
horizontale d’une droite par laquelle doit passer le plan
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Par un point donné
faire passer un plan qui
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cherché; et comme les traces a et O' de la droite cher-

chée appartiennent aux traces de ce plan, ces deux tra-

ces seront les droites SaTg et TH'.

On pourrait obtenirles projections & et ' du sommet
et les droites dg et d'g' du plan; mais ces constructions
ne seraient d’aucune utilité pour le probleme.

98. Soit (a, a') (fig. 49) le point donné, qu’on sup-

fasse des angles donnds pose &tre sur le plan vertical. ' sera un point de la
avec les deux plans de trace verticale du plan cherché. Si on congoit par ee

praojection,

point un plan perpendiculaire a la trace horizontale du
plan demandé, a'a sera la trace verticale de ce plan

-perpendiculaire, qui coupera le plan horizontal et le

plan cherché suivant deux droites perpendiculaires &
la trace horizontale de ce dernier, partant des points a
et ¢/, aboutissant au méme point de cette trace horizon-
tale, et faisant entre elles I'angle donné « du plan cher-
ché avec le plan horizontal. Si on rabat ce plan autour
de sa trace verticale aa', I’'une de ces droites sera la
ligne de terre aB, et 'autre une droite a’B, faisant avec
aB Pangle «. aB exprimera la distance du point a 4 la
trace horizontale du plan cherché. Quand on viendra a
relever ce plan, le point B décrira un arc de cercle Bb,
auquel la trace horizontale du plan devra donc étre
tangente.

Mais si par le point a de laligne de terre on concoit
un plan perpendiculaire 4 la trace verticale du plan
cherché, sa trace horizontale sera af perpendiculaire 4
XY. Ce plan perpendiculaire coupera aussi le plan ver-
tical et le plan cherché suivant,deux droites partant du
point a et d’un point inconnu f, aboutissant au méme
point de la trace verticale du plan cherché, et faisant
entre elles le second angle donné f. Si on rabat ¢gale-
ment ce plan perpendiculaire autour de sa trace hori-
zontale af, la droite du plan vertical viendra se con-
fondre avec la ligne de terre aD, et 'autre sera une
droite indéterminée de position, mais faisant avec aD
un angle 5, ou paralléle 4 Gg.
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Mais on observe que les deux plans, respectivement
perpendiculaires aux deux traces du plan cherché et
par conséquent a ce plan, se coupent suivant une per-
pendiculaire & ce plan, passant par leur point com-
mun a, et qui, dans le rabattement du premier de ces
plans perpendiculaires, est en vraie grandeur la droite
aC perpendiculaire 4 a'B située dans le plan cherché.
Cette méme perpendiculaire, dans le rabattement du
second plan, est perpendiculaire 4 son intersection avec
le plan cherché, dont la direction est paralltle a Gg.
De sorte qu’en menant aC' perpendiculaire 4 Gg, et
prenant aC'=—aC, le point C' sera comme le point C le
pied de cette perpendiculaire, et appartiendra a cetie
intersection, qui sera par conséquent la parallele DC'fa
Gg. Donc le point de rencontre f de cette droite avec
la trace horizontale af du plan perpendiculaire sera un
point de la trace horizontale du plan cherché, et aD) ex-
primera la distance du point a i sa trace verticale. Cette
trace verticale sera donc tangente a I’arc de cercle Dd'.
En menant donc, des points f et a' de ces traces, des tan-
gentes fb et a'd’ aux arcs de cercle Bb et Dd', ces deux
droites seront les deux traces du plan cherché, et elles
devront concourir au point N de la ligne de terre.

Si le point donné ne se trouvait pas sur le plan ver-
tical, on ferait la construction précédente pour un
point de ce plan, et il ne s’agirait plus que de mener
par le point donné un plan paralléle au plan MNP,
qu’on aurait construit (35).

99. Un cercle est déterminé quand on connait son Par trois points don-

plan, son centre et son rayon. nis faire passer un cer-
Le plan du cercle est celui qui passe par les trois

points donunés. On sait le construire (36). On fera le ra-

battement de ce plan autour d’une de ses traces (41).

On y déterminera les trois points; on exécutera, par les

procédés de la géométrie plane, le probléme qui con-

siste & faire passer un cercle par les trois points. Cette

construction donnera le centre et le rayon du cercle.
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On aura les projections du centre en relevant deux des
trois droites qui joignent, dans le rabattement, ce
point aux trois points donnés.

Ou pourrait obtenir les projections d’autant de points
qu’on voudrait de cette circonférence. Pour faciliter ces
constructions et mieux étudier les courbes qui repré-
sentent les projections du cercle, on suivrait les pro-
cédés indiqués au n° 75,

te g:fs"tzgiz lc‘l‘,g?i”;(fi‘;:t”;:l‘ 100. L:} plus courte distance d’un point 4 une sphére
une sphére donnée par est la portion de la dreite qui joint ce point & son cen-
;Z’;Ox""e ¢t par $OR tre, comprise entre !e p.oint et la surface sphérique.

On aura les projections de la droite sur laquelle se
mesure cette plus courte distance, en joignant les pro-
jections du point donné au centre de la sphére.

Le point de rencontre de cette droite avec la surface
de la sphére se trouve dans ’un des deux plans proje-
tants de la droite , & ’intersection de cette droite et du
grand cercle suivant lequel ce plan projetant coupe la
sphére.

On pourra, dans le rabattement de ce plan, obtenir
la droite, le centre et le grand cercle de la sphére, et
par conséquent la plus courte distance demandee. Il ne
restera plus qu’a mettre en projection le point d’inter-

section de la droite et de la sphére.

Etant donnée une des 101. On peut avoir une projection du rayon de la
gfz%ic:;;%’ge g;%’wlz;ggi sphére passant par le point donm::. Dans le plan proje-
son centre et son rayon, tant connu de ce rayon, cette projeclion, les deux per-
:zfg:ve" Vautre projec- pendiculaires au plan de projection menées par ses deux

h extrémités et ce rayon lui-méme, forment un quadri-

latére dans lequel on connait le rayon, sa projection,
une des perpendiculaires et les deux angles droits 4 la
base. On pourra donc construire sur le rabattement de
ce plan projetant ce quadrilatére, qui donnera I'autre
perpendiculaire ou la distance de Iautre projection du
point de la sphére a la ligne de terre. On aura cetle

projection en portant cette distance sur la perpendica-
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laire 4 la ligne de terre abaissée de la projection donnée.

1l y a deux solutions quand la projection connue de
ce rayon est plus petite que le rayon donné de la sphére.
1l 0’y en a qu’une quand cette projection est parallele
d la ligne de terre et égale au rayon lni-méme. Il n’y en
a pas quand cette projection est plus grande que le
rayon de la sphere.

102. Le centre de la sphére qui doit passer parles Par quatre poinis
quatre poiats donnés A, B, C, D, est également distant fgﬁg,e;. faire passer unt
de ces points. 1l doit donc se trouver a la fois sur les
plans perpendiculaires aux différentes droites qui joi-
gnent ces points, meneés sur le milieu de ces lignes, Mais
les deux plans perpendiculaires 3 AB et CD coupent le
plan perpendiculaire 4 BC suivant deux droites perpen-
diculaires, la premiére au plan ABC, la seconde au
plan BCD. Ces deux droites, situ¢es dans un méme
plan, se rencontrent toutes les fois que les deux plans
ABC et BCD ne se confondront pas, ou que les quatre
points donnés ne se trouveront pas dans le méme plan.
Mais si oes deux plans n’en faisaient qu’un, les deux
droites qui leur sont perpendiculaires, seraient paral-
leles. Alors le probléme serait impossible, & moins
toutefois que ces deux perpendiculaires ne vinssent a se
confondre, ou que les quatre points donnésiA, B, C, D,
ne fussent sur la méme circonférence. Dans ce cas tou-
tes les sphéres qui auraient leurs centres sur cette per-
peadiculaire au plan des quatre points satisferaient a
la question.

Quand on est libre de choisir les plans de projection,
on prend pour plan horizontal le plan des trois points
A, B, C, et pour plan vertical un plan paralléle a la
droite AD. De cette maniére on simplific beaucoup les
constructions qu’il faut faire pour trouver le centre de
la sphére.

Trouver le lieu des points également distants de quatre
points donnés est un ¢énoncé plus général de la question
proposéc.
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Le probleme qui consiste & circonscrire une sphére
a un tétraédre en est un cas particulier. Il est toujours
possible, puisque les quatre sormets de ce solide ne
se trouvent pas sur le méme plan.

103. Les trois plans bissecteurs des trois angles
diédres formés d la base du tétraédre se coupent au
centre de la sphére inscrite. Son rayon est la perpendi-
culaire abaissée de ce point sur I'une des faces du té-~
traédre.

Pour la simplification des constructions on placera,
si cela est permis, la base du tétraédre sur le plan ho-
rizontal.

104. Pour trouver la surface du tétraédre il fau-
drait counstruire ses quatre faces sur les rabattements
de leurs plans. Pour obtenir son volume on aurait a
construire en vraie grandeur la base du tétraédre et la
perpendiculaire abaissée du sommet sur cette base.

Les constructions de ce probléme seraient bien sim-
plifiées, s’il était permis de prendre pour plan horizontal
le plan méme de la base. Les données feraient connui-
tre directement le volume de ce solide, et , par un ra-
battement du sominet, successivement autour des trois
arétes de la base, on obtiendrait les trois faces laté-

rales du tétraedre.

105. On ferait le rabattement du plan donné, sur
lequel on construirait le coté du tétraedre régulier, et
par suite la base du tétratdre sur ce plan. On en dé-
duirait les deux projections.

Le plan mené par le milicu du coté donné perpen-
diculairement 4 cette droite passe par le sommet op-
posé de la base, et contient le quatrieme sommet du
tétraédre. Il se trouve & une distance de ce sommet de
la base égale au coié du tétratdre , et sur Ja perpendi-
culaire 14 la base partant du centre de gravité du trian-
gle équilatéral. On fera les constructions indiquées
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pour trouver ce quatrieme sommet sur le rabattement
de ce plan perpendiculaire, dont il faudra construire
préalablement la trace horizontale. Le rabattement du
quatritme sommet élant obtenu, on cherchera sa pro-
jection, et on tirera les arétes partant de ce point.

S’il était permis de prendre le plan donné de la base
pour plan horizontal, toutes ces constructions se sim-
plifieraient beaucoup.

106. De toutes les lignes qui réunissent deux quel-  Construire la plus
conques des points des deux droites données AB et CD ggzggsdqzsztigfs‘ziﬁé
(fig. 51), la plus courte, s'il en existe une, doit &tre une un méme plan.
droite FG qui ne saurait &étre oblique ni & I'une ni a
Pautre de ces deux droites. En effet, la perpendiculaire.
abaissée , soit du point F sur CD, soit du point G sur
AB, serait une droite plus petite que FG et s’ap-~
puyant comme elle sur les deux droites données.

La droite cherchée FG est donc perpendiculaire aux
deux plans paralleles MN et PQ menés respective~
ment par 'une des droites AB et CD parall¢lement i
Pautre; et comme FG doit en méme temps s’appuyer
sur AB et sur CD, elle est située dans les deux plans
perpendiculaires au plan MN, menés par les deux
droites AB et CD. FG est donc Dintersection de ces
deux plans perpendiculaires.

Les deux plans perpeadiculaires &4 MN conduits par
AB et par CD se coupent nécessairement : car, s’ils
¢taient paralléles, la trace C'D’ du second sur MN se-
rait parallele & AB, et par conséquent les deux droites
données, AB et CD, paralltles toutes deux a C' D',
seraient paralleles entre elles, ou situées dans un méme
plan, ce qui est contre ’hypothése.

Reste & prouver que la perpendiculaire FG aux deux
droites AB et CD est plus courte que toute autre droite
HK , qui réunirait deux de leurs points. Fn eflet, cette
droite HK ne saurait ¢tre perpendiculaire 4 la fois aux
deux droites AB et CD, et par conséquent au plan
MN, e¢n méme temps que FG, sans en conclure que

Document numérisé par la Bibliotheque universitaire Pierre et Marie Curie - UPMC - Cote : 60 LAM 42



80 PLUS COURTE DISTANCE.

les deux droites données seraient dans un méme plan.
HK est donc oblique au plan MN; elle est, par consé-
quent , plus longue que la perpendiculaire KL au plan
MN ou que son égale FG.

Quand les deux droites AB et CD se coupent, le
plan MN est le plan méme de ces deux droites, et la
perpeudiculaire FG au plan est celle qui passerait par
leur point de concours. La plus courte distance est
nulle dans ce cas, comme on le savait d’avance.

Quand les deux droites données sont paralltles, il y
a indétermination pour le plan MN. Mais on sait que,
dans ce cas, leur distance est partout la méme, et
que c’est la plus courte distance d’un point de l'une
des droites & I'autre.

Dans la solution du probléme de la plus courte di-
stance de deux droites par la géométrie descriptive,
on n’exécutera que les constructions indispensables
pour ftrouver la position et la grandeur de cette plus
courte distance. Ainsi on ne construira qu’un scul des
deux plans MN et PQ. A ce plan MN on ménera par
CD un plan perpendiculaire, qui coupera AB en un
point F. La perpendiculaire FG au plan MN, située
dans ce plan perpendiculaire et terminée a la droite
CD, donunera la plus courte distance des deux droites
données.

Soient (ab, a'b"), (cd, 'd') (fig. 52) les deux droites
données, on construira le plan MNP, passant par
(ab, a'b’) et par une parallele (fg, ['g') a (cd, 'd')
menée par le point (0, o') de la premicre droite (53).
C’est le plan MN de la fig. 51-

Du plan perpendiculaire a MNP mené par la droite
(cd, ¢'d") on n’a besoin d’avoir que son point de rencon-
tre avec la droite (ab, a'l’). Ce point se trouve sur
I'intersection de ce nouveau plan avec le plan MNP,
(cdy 'd'y étant paralitle au plan MNP, cette intersec-
tion est parallele a cette droite. Or si on méne par un
point (p, p") de la droite (cd, 'd") une perpendiculaire
(phy p'f") & MNP (59), ct si on cherckele picd (4, ) de
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cette perpendiculaire sur le plan MNP, ce point appar-
tiendra 4 I'intersection des deux plans, et la paralltle
(hk, RE') & la droite (ed, c'd') sera cette intersection
méme. Le point (k, £") ol cette droite (hk, /'k') coupc
(aby 'b7) est le pied de la plus courte distance sur le
plan MNP, point qui, dans la figure 51, était repré-
senté par le point F.

La perpendiculaire (k{, £'{") au plan MNP, ou la pa-
ralléle a (ph, pi’) mence par le point (£, £'), et terminée
au point (4, ') de la droite (¢cd, c'd"), donnera la plus
courte distance, qu’il faudra construire en vraie gran-
deur en KL (29).

Si on ne voulait obtenir que la grandeur de la plas
courte distance de deux droiles, il suffirait de construire
la vraie grandeur de la perpendiculaire (ph, p'A') au
plan MNP, qui lui est égale.

La position particuliere des droites ne modifierait en
rien la série des constructions qu’on aurait a faire pour
trouver leur plus courte distance. Il pourrait seulement
en résulter quelques simplifications.

Si l'une des droites ¢tait paralléle a la ligne de terre,
les traces du plan conduit par I’une d’elles parallélement
4 ’autre seraient paralléles a la ligne de terre, etla plus
courte distance, qui est une perpendiculaire & ce plan,
se trouverait dans un plan perpendiculaire ala ligne de
terre.

Si 'une des droites était la'ligne de terre elle-méme,
la plus courte distance passerait par le point de rencon-
tre des traces du plan perpendiculaire i la ligne de terre
dans lequecl elle se trouve situee.

Quand une des droites est perpendiculaire 4 un des
plans de projection, le plan mené par I'une d’elles paral-
lelement a I'autre est perpendiculaire a ce plan de pro-
jection, et par suite la plus courte distanee est parallele
a4 ce dernier plan, et elle est donnée par conséquent en
vraie grandeur sur ce plan.

Quand les droites données se trouvent toutes deux
dans des plans perpendiculaires a la ligne de terre, le

6
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82 PLUS COURTE DISTANCE.

plan conduit par Pune d’clles parallélement & Pautre
est le plan méme de la premitre droite. La plus courte
distance est parallele 4 la ligne de terre. Sa vraie gran-
deur est 1a portion de la ligne de terre comprise entre
les deux plans des droites données; et, si on veut sa

position, il faut chercher son pied sur un plan perpen-
diculaire & la ligne de terre.

107. Ce probléeme consiste & trouver I’angle BaC
(fig. 53) forme par les projections horizontales de deux
droites AB et AC, au moyen de 'angle ABC=—« del’es-
pace, et des angles BAa—=y et CAa=—p que font ces li-
gnes avec la verticale Aa.

Pour simplifier les constructions on prendra la face
aAC du triédre formé par les deux droites et la verti-
cale, pourle plan vertical de projection. aAC=—= (fig. 54)
représentant cette face sur le plan vertical, aC sera la
projection horizontale du coté AC de l'angle cher-
ché. La projection horizontale de ’autre ¢6té passera
par celle @ du sommet de ’angle. Il ne s’agira plus que
d’obtenir un autre point de celte projection, par la con-
dition que les deux autres angles plans du tri¢dre doi-
vent étre égaux a des angles connus « et 4,

Les rabattements de la troisitme aréte sur le plan
vertical autourdes charni¢res AC et Aa seront deux droi-
tes AB' et AB faisant des angles « et y avec AC et Aa.
Dans ces rabattements, les deux points B et B!, situés a
é¢gale distance de A, appartiennent au méme point de
Pespace. Il s’agit de trouver les deux projections de ee
point. Or les points B! et B, ramenés dans leur vérita-
ble position pour ne former qu’un seul et méme point
de Pespace, décrivent des arcs de cercle situés dans des
plans respectivement perpendiculaires aux charni¢res
AC et Aa, ou perpendiculaires tous deux au plan
vertical de projection. Les traces verticales de ces deux
planssont les perpendiculaires B4 et B'C & AC et a Aa.
Ces deux plans se coupent suivant une perpendiculaire
au plan vertical, dontla projection verticale est le point
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de rencontre ' des deux traces verticales, et dont la
projection horizontale est la perpendiculaire 4’6 & la
ligne de terre. Le point cherché est sur cette ligne
(0'y 0'b) ; et comme d’ailleurs il doit se trouver sur Parc
de cercle déerit par ke point B avee le rayon aB, arc de
ecrcle qui se projette en véritable grandeur sur le plan
horizontal en Bb, la projection horizontale du point de
I'espace que 'on cherche est donc le point 4, intersec~
tion du cercle Bb et de la droite 4'6. Donc ab est la pro-
jection horizontale dn second c¢dté de l'angle, et haC
est I'angle de 'espace réduit 4 ’horizon.

Quoique la construction de ’angle réduit a ’horizon
ait ¢té faite surla figure 54 en cherchant la trace 6 du
second ¢6té de cet angle, le raisonnement ne s’applique
pas moins & tout autre point de ce coté.

Ainsi, quand Pangle ¢ est droit (fig. 55), le second
cbté ne rencontre plus le plan horizontal. On construit
de la méme manitre les projections (4', 6) d’un point
representé en B’ et B dans les deux rabattements de ce
second cOté autour des charniéres AC et Aa. Les per-
pendiculaires B'Y’ et BA aux charniéres AC et Aa don-
nent la projection verticale 4’ du point de Vespace, ctla
projection horizontale 4 est le point de rencontre de
I'arc de cercle B"b décrit avec un rayon aB""=—AB ct de
la perpendiculaire 675.

Quand la construction se fait au moyen de la trace &
du second cité de Pangle, comme a la figure 54, ily a
alors une vérification. La distance Cé des deux traces
est donnée par la droite B'C dans le rabattement autour
de AC. Le point b doit donc se trouver sur Parc B'6 dé-
crit du point C comme centre avec un rayon CB’,

On ne peut pas se donner arbitrairement les trois an-
gles plans d’un tri¢dre. Le plus grand de ces trois an-
gles doit étre moindre que la somme des deux autres.
Les constructions géométriques vont faire ressortir les
mémes cas de possibilité et d’impossibilité du pro=-
bleme.

En effet, les deux perpenliculaires B'S' et BC (fig.
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54) aux deux concourantes AC et Aa se coupent tou-
jours en un point &' (*); et la droite 6’5 rencontrera la
circonférence aB, si 4’ est un point intérieur de ce
cercle, ou si ab'<laD. Or on peut toujours supposer
que le rabattement ait été fait sur le plan de la plus
grande des deux faces aAC et aAB. Si ab' était plus
grand que aD, il s’ensuivrait que P'oblique AV'>> AB,
ou > queson égale AB'; et parsuite’angle ' AC>CAB'.
L’angle plan aAC da tritdre, ou aAl'-'AC, serait
plus grand que la somme des deux autres aAB et CAB,

puisque, dans ce cas, on aurait & la fois aAl’>> aAB et
H'AC>AB'.

Résolution de Pangle triédre.

108. Des trois faces et des trois angles diédres qui
composent les six ¢léments d’un angle triedre, trois
suffisent pour sa détermination. La résolution de I'an-
gle triedre ne présentera donc que six cas bien distincts
dans les données :

1° Les trois faces ou angles plans;

2¢ Deux faces et I'angle di¢dre compris;

3o Deux faces et 'angle di¢dre opposé & 'une
d’elles

f° Les trois angles diédres;

5o Deux angles di¢dres et la face comprise;

6° Deux angles diedres et la face opposée a I'une
d’elles.

Mais les trois derniers cas rentrent respectivement
dans les trois premiers, puisqu’au triédre on peut sub-
stituer Dangle triédre supplémentaire, dont les faces

(*) On ne saurait admettre la supposition particuliére que AC se
confond avec Aa. Car alors I'un des cités de Pangle est vertical, et il
n’existe pas d’angle réduit a 'horizon,

Document numérisé par la Bibliotheque universitaire Pierre et Marie Curie - UPMC - Cote : 60 LAM 42



RESOLUTION DE L’ANGLE TRIEDRE. 85
sont supplémentaires des angles dicdres du premier,
et dont les ditdres sont supplémentaires des faces de ce
méme triédre.

109. On prendra pour plan horizontal le plan de  Etant donnies les
s - trois faces d’un angle
la face ASB (fig. 55) de I'angle tri¢dre , et on SUPpO- grisare | trouver ses trois
sera les deux autves faces rabattues sur ce plan en angles diedres.
ASC' et ASC”.
Quand on vient 4 relever les deux faces ASC' et
ASC" pour former le triédre , deux points G! et C", si-
tucs a égale distance du sommet S sur SC’et SC”,
se réunissent en un méme point de I’espace. Dans ce
mouvement, ces points ne sortent pas des plans per-
pendiculaires aux charniéres SA et SB, menés par C’
et G et dont les traces horizontales sont les droites
C'c et C''c, respectivement perpendiculaires 4 SA et
4 SB. Le point ¢, intersection des traces de ces deux
plans verticaux, est donc la projection horizontale du
point de I'espace dont C’ et C" sont les deux rabatte-
ments. Mais ces deux plans, étant précisément perpen=
diculaires aux arétes SA et SB, coupent les deux fa-
ces adjacentes i chacune d’clles suivant deux perpen~
diculaires, dont I'angle mesure l'angle diédre formé
le long de cette aréte. Ces deux perpendiculaires a la
iméme aréte partent du point D pour SA, du point F
pour SB, et viennent aboutir, I'une au point de Pespace
dont les rabattements sont en C’ et C", et I'autre a la
projection horizontale ¢ de ce point. Elles forment
donc avec la verticale qui joint ce point et sa projec-
tion deux triangles rectangles, dans lesquels les deux
angles qui mesurent les diedres sont opposés & cette
verticale.
On connait un cdté de 'angle droit et 'hypoténuse
de chacun de ces triangles. Ce sont, pour l'un les
perpendiculaires ¢D et C'D & SA, pour lautre celles
¢k ¢t C"F 4 SB, données dans les faces du triédre tra-
cces sur le plan horizontal. Si donc on effectue les ra-
battements de ces deux trinngles autour des traces ho-

Document numérisé par la Bibliotheque universitaire Pierre et Marie Curie - UPMC - Cote : 60 LAM 42



86 RESOLUTION DE L’ANGLE TRIEDRE.

rizontales C'c, C'¢" de leurs plans, la verticale en ¢
prendra les directions cc/, e, respectivement perpen-
diculaires & C'c, C'c; et les arcs de cercle décrits des
points D et F comme centres, avec des rayons DC’ et
FC", couperont les droites cct, ¢, en deux points ¢ et
¢", qui seront les nouveaux sommets de ces deux trian=-
gles. Tirant ¢'D et ¢"F, ces deux triangles seront repré-
sentes en cD¢' et cFe”, et les angles di¢dres le long des
arétes SA et SB seront mesurés par les deux angles
plans ¢cD¢', ct cFc". Les deux verticales ¢’ et ¢ devront
se trouver égales, comme représentant toutes deux la
hauteur d’un méme point de la troisieme aréte, dont
la projection horizontale est en c.

Pour obtenir le troisicme angle di¢dre, on coupera
le tritdre par un plan perpendiculaire a la troisiéme
aréte , mené par le point de cette aréte qui est projeté
en ¢, et dont les rabattements sont en C' et C". Les
intersections de ce plan sécant avec les faces latérales
seront les droites C'G et C'"H, respectivement per-
pendiculaires a SC' et SC", et GH sera la trace de ce
plan sur le plan horizontal, et en m&me temps son in-
tersection avec la face ASB. Les trois droites C'G, C"H
et GH, forment dans P’espace un triangle qui, rabattu
en GHK , donne pour la mesure de ’angle diédre I’an-
gle GKH.

La trace GH du plan sécant doit é&tre perpendicu-
laire & la projcction horizontale Sc de I'aréte a laquelle
ce plan est perpendiculaire, et par conséquent le point
rabattu K de cette aréte doit se trouver sur cette per-
pendiculaire Se.

Si les droites G'G et G'"H ne rencontraient pas les
arétes SA ct SB, il faudrait, pour trouver le troisicme
angle di¢dre, elfectucer sur une des faces ASC’ et ASCY
les mémes constructions que pour la face ASB.

Pour que le probléme soit possible, il faut 1° que les
trois angles plans fassent une somine mwindre que
quatre droits; 2° que le plus grand de ces angles soit
moindre que la somme des deux wutres. On verra fa-
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cilement que, quand ces conditions sont remplies, les
c6tés cD et cF des triangles rectangles cD¢’, cFe', sont res-
pectivement plus petits que les hypoténuses C'D ct
C''F, et que, par conséquent, les solutions graphiques
sontaussi possibles; et que, lorsque ces deux conditions
ne sont pas remplies, on trouve des hypoténuses plus
petites que ces coOtés.

Quand deux des trois faces données sont des angles
droits, les deux di¢dres opposés a ces faces sont droits,
et le troisitme di¢dre est mesuré par I’angle méme de
la troisieme face.

Si les trois faces sont des angles droits , les trois an-
gles diedres sont également droits.

110. On prendra pour plan horizontal le plan de _Etant données’ deux
la face ASB (fig. 56), et on supposera 'autre face don- f;c{izsazﬁz “gﬁ%ﬁ,ﬁ'?}fﬁ;"
née rabattue en ASC'. pris , trowver la troisie-

En faisant tourner la face ASC’ autour de S A, jus- I?ﬁsfﬁﬁgfets l&ie?z%? s
qu’a ce qu’elle fasse avec ASB l’angle di¢dre donné,
le tricdre se trouvera formé dans I'espace. Or, dans ce
mouvement, un point C' décrit, dans le plan vertical
dont la trace horizontale est la perpendiculaire C'c a
SA, un arc de cercle dont le centre est en D et dont
le rayon est DC'; et ce point se trouve placé dans ce
plan sur une droite partant du point D, et faisant avec
Dc I'angle diédre donné. Si donc on rabat ce plan sui-
vant sa trace Clc, ce point C’sera sur ce rabattement
en ¢’ dlarencontre de ’arc de cercle C'¢’ et de la droite
D¢', faisant avec Dc ’angle donné. La projection hori-
zontale de ce point de l'artte sera en ¢ sur la perpen-
diculaire cc' & De.

Il est facile maintenant de construire ce méme point

de l’aréte dans son rabattement autour de SB. En cffet,
il se trouve sar la perpendiculuire ¢C'" i la charniére,
et AL une distance SC'"=SC' du sommect. BSC" scra la
troisitme face du tricdre. On aurait ¢galement pa dé-
terminer C" par la distance GG, qui est ¢videmment
égale G,
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Les trois faces de 'angle tri¢dre étant connues, on
sait trouver les autres inconnues de ce probléme, qui
est toujours possible.

111. On prendra pour plan horizontal le plan de la
face ASB (fig. 57), et on supposera ’autre face donnée
rabattue en ASC'. Le plan de la troisi¢tme face passe
par SB et par une droite qui, dans un plan perpendi-
culaire & cette aréte, ferait, avec le plan horizontal,
I’angle « de ’angle diédre donné. En faisant tourner la
face ASC' autour de SA, jusqu’a ce que SC' vienne se
placer dans ce plan indéfini de la troisiéme face, on
formera le triedre cherché. Pendant ce mouvement de
rotation, un point C' de 'aréte mobile décrira, dans un
plan C'D perpendiculaire i la charnit¢re, un arc de cer-
cle dont le centre est en F et dont le rayon est FC'. Le
point ot cet arc de cercle percera le plan de la troi-
sitme face, appartiendra a la position de 'aréte SC’
dans l'espace. Or ce point commun au plan vertical
C'D et au plan de la troisi¢me face se trouvera sur la
droite intersection de ces deux plans. On peut con-
struire cette intersection dans le plan C'D rabattu sur le
plan horizontal : car les traces horizontales C'D et SD
de ces plans donnent un point D de cctte intersection ;
et le point situé sur la verticale élevéeen F se rabat sur
FA en H, & unc distance FH fuacile a trouver. Ea effet,
ce point H, dontla projection horizontale est en F, ap-
partenant au plan de la troisicme face, FH est donné en
FK par le triangle rectangle FGK formé sur la perpen-
diculaire FG & SB, et dans lequel I'angle FGK—«. DH
est donc cette intersection qui, par sa rencontre avec
Parc de cercle C'cc!, décrit par le point C' dans le plan
vertical C'D, détermine dans ce rabattement le poiut ¢
de la troisieme aréte.

Ce rabattement donne en vraie grandeur la distance
D¢ du point de la troisi¢me aréte au point D de SB.On
connait donc ses deux distances SC' et De aux points
et D, de sorte que Vintersectiva €' de deux ares de
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cercle décrits des points S et D comme centres, avec
SC' et De pour rayons, sera un point de la troisitme
face rabattue, et par suite la face inconnue sera
BSC".

Connaissant les trois faces du tri¢dre, on saura trou-
ver les autres inconnues du probléme.

La circonférence C'cc' rencontrant en général la
droite DH en deux points ¢ et ¢, on obtient deux solu-
tions BSC'” et BSC" pour la troisi¢me face, et par suite

deux angles tritdres formés avec les données. Encore
faudrait-il rejeter de ces solutions celles pour lesquelles
les points de rencontre se trouveraient placés sur le
prolongement de HD, au-dessous du plan horizontal :
car dans les triédres qu’on formerait avec ces points,
Fangle diédre suivant SB serait supplémentaire de I’an-
gle diédre donné.

Quand la circonférence C'cc! ne fera que toucher en

P la droite DH, il n’y aura qu’une seule solution. On
observera que dans ce cas la droite FP est perpendicu-
laire 4 DH, et que le plan qui passe par SA ct par le
point P est précisément le plan mené par SA perpendi-
culairement & la troisiéme face du triédre.

Quand la circonférence ne rencoatre pas DH, le pro-
bléme est impossible. C’est qu’alors I’angle plan SAC
est plus petit que celui formé par le plan mené suivant
SA perpendiculairement A la troisiéme face.

Enfin, en se rappelant que de tous les angles plans

dont SA est un des cotés, et dont ’autre est une droite
tracée sur le plan de la troisi¢éme face, le plus petit est
celui du plan perpendiculaire a cette face, et que ces
angles augmentent & mesure que leurs plans s’écar-
tent de cette direction perpendiculaire, il sera facile de
conclure : que 1° le probléme ne sera possible qu’autant
que angle ASC' sera plus grand que ce plus petit angle;
2° que, dans le cas de ASC'> ASB, il n’y aura qu’une
solution; 3° que pour ASC'<CASB il y aura deux so-
lutions si Vangle diédre donné est aigu, et il n’y en aura
pas si cet angle diedre est droit ou obtus.
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Problémes dont les solutions sont simplement
indiqudes.

112. Sur un plan perpendiculaire & la droite don-
Trowver le liew desnée, ce lieu est un cercle, dont le centre est le pied de
;’eised"’;lzf’m;‘;i‘;alﬁ d({,%; fa droite sur le plan, et dont le rayon est le coté de
point dune droite don- I'angle droit d’un triangle rectangle dont 'autre cété
Z’z;}e@ffnggfo eslfﬁ wn 2t la distance du point au plan, et dont I'un des angles
plan perpendiculaire a aigus est ’angle donné. On construira ce cercle sur le
cette diroite, 2° sur un . . ; oy
plan obligue. rubattement du plan perpendiculaire, et on en déduira
ses projections.

On obtiendra ce lieu sur un plan oblique a la droite
en construisant le lieu des droites demandées sur un
plan perpendiculaire, mais seulement sar le rabatte
ment, puis en cherchant intersection des différentes

droites du probleme avec ce plan oblique.

115. Sur un plan perpendiculaire a la droite on
Par un point d’une cherchera le lieu des pieds de toutes les droites qui font
g::glzttg Jz;r?asp;c;ssaevrezulz; avec la droite donnée I'angle donné. Le point de la
premicre un angle don- droite cherchée sur ce plan perpendiculaire se trouve
ne , et qui soit situce . . .
dans wn plan passant “galement dans le plan qui, passant par le point donné,
par le point donné, ou doit contenir la droite cherchée. Ce point est donc sur
qui soit paratlele a un ,. . . .
plan donné. I'intersection de ces deux plans. On construira cette in-
tersection sur le rabattement du plan perpendiculaire,
ct sa rencontre avec la circonférence, lieu des picds
des droites également inclinées sar la droite donnée,
sera un second point de la droite cherchée. Il y aura,
en général, une solution, deux solutions,ou pas de solu-
tion, suivant la grandeur de 'angle donné, comparé i
celui que fait la droite donnée avec le plan donné.

Si la droite cherchée devait étre paralléle & un plan
donné, on ménerait par le point donné un plan paral-
lcle au plan donné, et le probléme serait ramené au
preécedent.

Le probléme suivant : Etant données les deux projeca
tions d’une droite , la projection verticale d'ure autre , et
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Pangle que ces deux droites font entre elles , trouver I’au-
tre projection de la seconde droite , n’est qu’un cas de ce
problénie. Il s’agit de trouver dans le p'an projetant
donné de la seconde droite une droite qui ferait avec
la premiére droite donnée un angle donné¢.

114. La droite cherchée rabattue sur le plan des
deux droites données autour de chacune de ces droites
fera avec elles des angles « et 8. Un point de la droite
cherchée pris & égale distance du sommet sur ses deux
rabattements décrira, quand on viendra a relever la
droite pour la placer dans sa véritable position, deux
circonférences dans des plans perpendiculaires aux
droitcs données, lieux de tous les pieds des droites qui
font des angles « et 8 avec les droites données. Le pied
de la droite cherchée devra se trouver sur ces deux
circonférences ou sur une d’elles, et sur la droite, in-
tersection de ces deux plans perpendiculaires. Sur le
rabattement d’un de ces plans perpendiculaires, on
tracera cette circonférence et cette intersection qui, par
leur rencontre, donneront un second point de la droite
cherchée. Il peut y avoir deux solutions, une solution,
ou pas de solution, suivant la grandeur des angles
donnés « et B, comparés a 'angle des deux droites don-
nées.

On simplifiera beaucoup les constructions graphi-

(ues en prenant pour plan horizontal le plan des deux
droites données.

115. Par un point on meénera des paralléles aux

Par le point de con-
cours de deux drattes
données faire passer une
droite qut fasse des an-
gles « et B avec les
deux droites données,

Mener une droite qui

. 7 . . . 2 Y .
deux droites données. On construira la droite qui, pas- §9PPute sur deux droi-

: . ) tes données, et qui fasse
sant par ce point, ferait des angles « ct § avec les deux avec elles des angles «

paralleles (114). Par chacune des droites données on €

conduirait un plan paralléle d la droite ainsi obtenue;
ces deux plans se couperaient suivant une droite pa-
rallele & cette dernitre, qui ferait, par conséquent,
des angles « et 8 avec les droiles données , et qui s’ap-
puierait sur ces lignes.

Comme dans le probléme précédent, il peut y
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92 PROBLEMES DIVERS,

avoir deux solutions, une solution, ou pas de solution.
Pour simplifier les constructions, on pourrait choisir
pour plan horizontal celui des deux paralléles.
Le probléme de la plus courte distance de deux
droites n’est qu’un cas particulier de celui-ci.

£16. Celieu est un cercle dont le plan est perpen-
Trouver le lieu des diculaire & la droite qui joint le point donné au centre
poinis de contact de lou- qe |y gphére, et dont le centre est sur cette droite. Xl
tes les tangentes qu’on A . .
peut mener par un point est facile de construire le rayon de ce cercle et la di-
@ une sphere donnée par geance de son plan au point ou au centre de la sphére.
son centre et son rayon. ye . .
suffit, pour cela, d’imaginer undes plans projetants de
Il suffit, p la,d g des plans projetants d
la droite qui joint le point au centre, rabattu sur un des
plans de projection, et de mener dans ce rabattement
par le point la tangente au cercle d’intersection de la
sphére par ce plan. La perpendiculaire abaissée du
point de contact sur cette droite est le rayon du cercle
de contact, et la distance du pied de cette perpendi-
culaire au point exprime la distance du plan perpen-
diculaire au point donné.

117. La droite cherchée devra faire avec la droite
Par un point donné qui joint le point donné au centre de la sphére un
dune droitec mener uné angle B, qu’il sera facile de trouver par le probléme

droite qut fasse avec la 7, . . .
premiére une angle « et précédent. Alors ce probléme sc trouvera ramené i celui

ggi Jg;whc une sphere qy pe 114.
nnée.

118. Les tangentes & chacune des sphéres menées
Par un point donné par le point donné doivent faire avec les deux droi-
mener une droile qui s e : <
. e ul joignent ce point aux centr >
touche deux spheres 5 qui Joig .. P . s des. sphu'es des
données. angles « et B, qu’il est facile de construire. Le pro-

bléme se trouvera alors ramené a celui du ne 114.

119. On construira le rabattement du plan conduit
: , droite et le centre de la spheére; ; .
Trouver Uintersection p,ar la ) ; 'Ph re; ony construira
dune droite el d’une l'intersection de la droite donnée et du grand cercle de
sphere connrue par son |, snhére aui se trouve dans ce plan. . )
centre el son rayon. la sph ¢q ; : p On {)btl@dn:} les
deux points cherchés, qu’on mettra en projection.

Document numérisé par la Bibliotheque universitaire Pierre et Marie Curie - UPMC - Cote : 60 LAM 42


http://rintersection.de

Ll .

Geometrie descriptive

Lallemant Seulp .

Document numérisé par la Bibliothéque universitaire Pierre et Marie Curie - UPMC - Cote : 60 LAM 42



Planche 11

Geomelric descriptive

lLallemant Seulp ™

Document numérisé par la Bibliothéque universitaire Pierre et Marie Curie - UPMC - Cote : 60 LAM 42



otrie descriptive

come

G

35

~

7
s

Ludlemant fewdp .

Document numérisé par la Bibliothéque universitaire Pierre et Marie Curie - UPMC - Cote : 60 LAM 42



Pl v

Geometrie descripteve

e

n

lLallemanc Se

Document numérisé par la Bibliothéque universitaire Pierre et Marie Curie - UPMC - Cote : 60 LAM 42


file:///cutp

