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PREMIERE THESE.

LES ZEROS ET LES INFINIS DES INTEGRALES

EQUATIONS DIFFERENTIELLES ALGEBRIQUES.

—_—

INTRODUCTION.

Dans ce travail, je traite quelques questions concernant I’étude di-
recte des zéros, des infinis, des maxima, des minima, etc., des inté-
grales des équations différentielles algébriques, et j’applique les ré-
sultats trouvés a 1’étude des intégrales en me placant au point de vue
de la théorie générale des fonctions.

Lorsque dans I'intégrale générale y(x, C,, ..., C,) d’une équation
différentielle d’ordre p, on fait varier les constantes d’intégration
Cy, ..., Cp, les valeurs de « qui annulent cette intégrale, celles qui la
rendent infinie, celles qui la rendent maxima ouminima, etc., varien!
genéralement avec les constantes d’intégration. D’'une maniere générale,
lorsqu’on fait varier une constante quelconque C; figurant dans I'ex-
pression de I'intégrale générale, lesvaleurs x = «, qui annulent une
combinaison donnée W (x, y,y’, ..., y*) de la variable indépendante x,
de I'intégrale y et de plusieurs de ses dérivées, varieront aussi. A une
courbe donnée quelconque I'; dans le plan de la constante C; correspon-

dentune ou plusieurs courbes A; dans le plan des «,, de telle sorte que,
p. ' 1
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(2)
si la constante C; décrit la courbe T';, une valeur &, décrira I'une des
courbes A;. '

On peut se proposer de chercher les conditions pour que ces courbes
A; se réduisent A des points isolés, ¢’est-a-dire les conditions pour que
les valeurs «, ne varient pas avec les constantes d’intégration, et dans
ce cas les calculer toutes.

Ce probleme, une fois la combinaison W' donnée, se ramene a la
recherche des conditions pour que les zéros ou les infinis de I'intégrale
geénérale d’une équation differentielle ne varient pas agec les constantes
d’intégration, et au calcul direct des zéros ou des infinis de cette inté-
grale générale, problemes déja suffisamment intéressants par eux-
mémes. MM. Fuchs, Poincaré, Picard et Painlevé se sont occupés de
problemes analogues concernant les points critiques algébriques et les
singularités transcendantes de I'intégrale générale. Sile fait de la fixité
des singularités est d’une importance capitale au point de vue de la
théorie des fonctions, il n’en est pas moins vrai que le fait de la fixité
des valeurs désignées par ,, joint i celui de la fixité des singularités
transcendantes, peut avoir une grande importance dans les applications
des équations différentielles. Dans ces applications, en effet, certaines
particularités telles que les maxima, les minima, les zéros, les asym-
ptotes de la courbe qui représente un phénomene physique ou méca-
nique, sont souvent ce qu’il importe le plus de connaitre.

Je donnela solution complete du probleme dans le cas des équations
algébriques du premier ordre. Les conditions nécessaires et suffisantes
pour que les zéros ou les infinis de I'intégrale générale ne varient pas
avec la constante d’intégration, sont tres simples, et il est toujours fa-
cile de vérifier si elles sont remplies pour une équation donnée. Siles
zéros (ou les infinis) sont fixes, j'indique le moyen de les calculer
tous, et les méthodes de Briot et Bouquet permettent alors de trouver
leurs ordres dans le cas ol ces ordres existent et d’étudier I'intégrale
dans leur voisinage. S’ils sont mobiles, je donne le moyen de trouver
leurs ordres, qui sont toujours des nombres commensurables. Ce cal-
cul se fait graphiquement, d’une maniere trées commode, au moyen
d’un certain polygone dont la construction n’exige que la connaissance
des exposants de y et y’ dans le premier membre de I'équation, mis
sous la forme d’un polynome en y et y’. La considération de ce poly-
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gone s’introduit d’'une fagon naturelle dans cette étude, comme on peut
s’en rendre compte par les théoremes suivants :

Pour que 'intégrale ait des zéros mobiles d’ordre ), il faut et il suffit
que ce polygone ait un coté de coefficient angulaire \; pour qu’elle
ait des infinis mobiles d’ordre '\, il faut et il suffit que le polygone
ail un coté de coefficient angulaire — '\,

Dans le cas des équations d’ordre supérieur, il m’a été impossible
de donner une solution aussi complete du probleme. Néanmoins, je
donne des conditions suffisantes pour que les zéros ou les infinis de
'intégrale soient fixes, en supposant les singularités transcendantes
des intégrales envisagées fixes; les théoremes ainsi énoncés trouvent,
par exemple, leur application dans’étude des intégrales méromorphes
de I’équation, pour lesquelles les difficultés relalives aux singularités
transcendantes ne se présenteront pas. Les conditions suffisantes ainsi
trouvées sont plus compliquées que dans le cas des équations du pre-
mier ordre, mais il est toujours facile de vérifier sur I'équation diffé-
rentielle elle-méme si elles sont remplies ou non. Cette vérification se
réduit & la construction d’un polygone analogue a celui du cas des
équations du premier ordre et a la recherche des racines d’une équa-
tion algébrique (dépendant de I’équation différentielle donnée), com-
pris dans un intervalle réel donné ou dans une bande limitée par deux
droites dansle plan desimaginaires. Les coefficients angulaires des cotés
du polygone et certaines racines de cette équation algébrique représen-
tent les seuls ordres possibles des zéros et des infinis mobiles de I'inté-
grale ('). Ces ordres peuvent étre invariables (commensurables ou in-
commensurables), ou méme imaginaires, ou dépendre des constantes
d’intégration; j’indique des conditions suffisantes pour qu’ils soient
tous invariables, comme dans le cas du premier ordre.

Les applications que I'on peut faire des résultats ainsi obtenus sont
nombreuses et vari¢es. J’en donne quelques-unes dans ce travail.

Le travail est partagé en deux Parties, la premiere concernant les

(') Mais on ne sait pas alors en général s’il n’existe pas des points « mobiles ol y
dy

g’annule, —— étant indéterminde.
dx
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équations du premier ordre et la seconde les équations d’ordre supé-
rieur.

Dans le premier Chapitre de la premicre Partie, j’établis les condi-
tions nécessaires et suffisantes pour que les zéros ou les infinis de I'in-
tégrale générale soient indépendants de la constante d’intégration, et,
dans le cas ol ils sont mobiles, je donne le moyen de calculer leurs
ordres.

Dans le second Chapitre, j'expose quelques applications des prin-
cipes précédents.

En premierlieu, viennent quelques applications des théorémes du pre-
mier Chapitre aux singularités de I'intégrale générale. Les singularités
transcendantes de I'intégrale ne varient jamais avec la constante d’inté-
gration, d’apres un théoreme de M. Painlevé. M. Fuchs a donné les con-
ditions pour qu’il en soit de méme des points critiques algéhriques,
et il suffit de modifier légerement les conditions de M. Fuchs pour
avoir celles de la fixité de toutes les singularités possibles, y compris
les poles. Lorsque ces conditions sont remplies, I'équation s’integre
par des opérations algébriques ou par deux quadratures au plus.

Vapplique ces conditions & certains types généraux d’équations, en
cherchant toutes les équations appartenant i ces types, dont les inté-
grales ont toutes leurs singularités fixes.

Les résultats du premier Chapitre donnent aussi lieu & quelques re-
marques relatives aux périodes polaires de I'intégrale de I'équation
F(y,y', y")=o0, quand elle est définie par I'inversion d’une intégrale
abélienne.

Ce second Chapitre se termine par une application a I'étude des in-
tégrales particulieres uniformes; je cite notamment des classes éten-
dues d’équations ou toute intégrale uniforme doit étre une fonction
rationnelle. Dans les cas ou il y a des intégrales uniformes transcen-
dantes, je détermine la limite supérieure du nombre de telles inté-
agrales distinctes, et je signale les relations algébriques qui existent
entre deux ou trois quelconques de ces intégrales. Le Chapitre se ter-
mine par une remarque relative aux résidus des intégrales correspon-
dant aux poles simples mobiles.

Dans la seconde Partie, ayant pour objet I’étude des équations d’or-
dre supérieur, je donne en premier lieu les conditions suffisantes (en
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supposant les singularités transcendantes des intégrales considérées
fixes), pour que les zéros ou les infinis des intégrales soient fixes. Dans
le cas ol ces conditions sont remplies, j’indique le moyen de calculer
ces zéros ou ces infinis. Dans le cas ol ils sont mobiles, je détermine
leurs ordres possibles.

Je donne en second lieu (dans le second Chapitre de cette Partie)
quelques applications & I'étude des intégrales uniformes.

Lorsque le polygone correspondant a I'équation remplit certaines
conditions, I'étude des intégrales uniformes se réduit a celle des inté-
grales holomorphes d’une autre équation. Je signale une généralisation
d’une propriété, indiquée par M. Picard, des intégrales méromorphes
des équations algébriques du second ordre, ot @ ne figure pas explici-
tement. Cette propriété consiste en la possibilité de mettre I'intégrale
sous la forme du quotient de deux fonctions entieres, satisfaisant a
des équations différentielles connues.

Mais 'application la plus importante est la suivante : on peut dans
des cas étendus trouver des integrales premiéres relatives aux intégrales
untformes de 1'équation. F’appelle ainsi une fonetion de x, de y et
de quelques-unes de ses dérivées, qui se réduit 2 une constante ou
aune fractionrationnelle en @, lorsqu’on y remplace y parune intégrale
uniforme de I’équation différentielle donnée. La connaissance de telles
intégrales premieres simplifie la recherche des intégrales uniformes,
en la ramenant & la considération d’équations d’un ordre moins élevé.
Ce fait permet, dans des cas étendus, de reconnaitre si I'équation diffé-
rentielle admet ou non des intégrales uniformes, et de les calculer
toutes dans le cas ol elles existent. J’ai indiqué le moyen de con-
struire @ priori des types d’équations ou I'on connaitra ces intégrales
premicres, et ot la détermination de toutes les intégrales uniformes
est possible.
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PREMIERE PARTIE.

EQUATIONS DU PREMIER ORDRE.

CHAPITRE L

SUR LES ZEROS ET LES INFINIS DE L'INTEGRALE GENERALE.

1. Soit

=15

F= Y ou(z)ymy™

=1

1 g . y
un polynome en y et en y' = %, ou les m; et n; sont des entiers posi-

tifs tels qu’on n’ait pas a la fois m;= m;, n;= n; pour i#j], et ou les
o, sont des fonctions quelconques de .
Formons le double tableau de 2s nombres entiers et positifs sui-

vants
M;= m;+ ny;, N[: Iz,

et tracons dans le plan deux axes : sur I'un, nous compterons les M;
et sur autre les N;, et marquons les s points (M;, N;) en ayant soin
d’inscrire a coté de chacun d’eux son indice z. Soit (M., N,) le point le
plus éloigné de I'axe ON; ¢il y en a plusieurs situés & la méme dis-
tance de ON, on envisagera celui d’entre eux quiest le plus ¢loigné de
Paxe OM. Soit de méme (Mg, Ng) le point le plus rapproché de ON;
nous ferons la méme convention que pour le point (M,, N,) dansle cas
ou il y aurait plusieurs points sur une méme parallele a ON passant par
le point (Mg, Ng).

Par le point (M, N,) faisons passer une demi-droite parallele & ON
ot de méme sens. Faisons-la tourner autour de (M,, N,,) dans le sens
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inverse des aiguilles d’une montre, de droite a gauche, jusqu’a ce
qu’elle vienne rencontrer un point quelconque (My, N,/) et arrétons-la
alors. Soit (M, N,/) le point ot I'on s’est arrété; s’il y en avait plu-
sieurs sur une méme droite, on prendra le plus éloigné de (M, N,,).
Joignons les points (M, N, ) et (My, Ny) par une portion de droite,
prolongeons cette droite indéfiniment dans le sens de (M., N,) vers
(M, Ny) et faisons tourner ce prolongement autour de (M, Ny) jus-
qu’au moment ot il vient rencontrer un nouveau point (Mar, Nov); joi-
gnons les deux points (Mg, Ny) et (Mg, Nov) par une portion de droite
et répétons 'opération précédente jusqu’a ce qu’on rencontre le point
(Mg, Ng), ce qui arrivera nécessairement. On aura formé alors une
ligne polygonale convexe partant de (M,, N,) et aboutissanta (Mg, Ng);
en la fermant par deux paralleles 2 ON menées par les sommets (M, No)
" et (Mg, Ng), et la portion de OM comprise entre ces deux paralleles, on
aura un polygone, que j'appellerai, pour abréger le langage, le poly-
gone Il de F.

Par la maniere méme dont il a été construit, ce polygone jouira des
propriétés suivantes :

1° Si par un point quelconque parmi les points (M;, N;) on méne
une parallele & un des cotés du polygone, ne passant pas par le point
(M;, N;), Pordonnée a Uorigine de la droite obtenue est toujours plus
petite que lordonnée a P'origine du coté considéré. De plus, parmi
toutes les droites qu’on peut tracer en joignant deux & deux les points
(M,, N;), les cotés du polygone sont les seules droites jouissant de
cette propriété que, si par un quelconque des points (M;, N;) on leur
mene des paralleles, I'ordonnée a l'origine de chacune de ces paral-
leles est plus petite que celle du cOté;

2° Si par un point quelconque (M;, N;) qui ne soit pas un sommet
du polygone, on mene une droite D de direction quelconque, il existe
toujours au moins un sommet du polygone tel que, si par ce sommet
on mene une parallele A & D, Uordonnée a 'origine de la droite A soit
plus grande que celle de D. De plus, les sommets du polygone sont les
seuls points (M;, N;) jouissant de cette propriété.

Faisons, pour abréger le langage, les conventions suivantes :

a. Le point (M;, N,) sera désigné par (7);

b. La droite joignant deux points (¢) et (f) sera désignée par (, /)3
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¢. L'ordonnée a I'origine de la droite passant par le point (7) et
ayant le coefficient angulaire X sera désignée par S;,;

d. Les sommets () et (B) seront appelés sommets extrémes, les
autres sommels intermédiaires ;

¢. Le sommet le plus élevé du polygone sera appelé sommet o; ’il y
en a deux sur une méme parallele & OM, on distinguera les sommets o
en droit et gauche;

J- Enfin, jappellerai domaine d’un point (M;,N,;) (fig. 1) le plus
grand intervalle (A,, 2,) tel que, si A varie dans cet intervalle, la droite

NG e A

Ay

de coefficient angulaire A et passant par le point (M, N;) a son ordon-
née a l'origine constamment plus grande que celle d’'une droite ayant
laméme direction et passant par 'un quelconque des autres points
(M;, N;).

D’aprés les propriétés du polygone, le domaine d’un point (M, N,),
autre qu’un sommet, est nul. Au contraire, on voit facilement que :

1° Le domaine du sommet (), le plus rapproché de OM, est I’inter-
valle de

SNt o
)\ == m: a )\ — -+ oo.

2° Le domaine du sommet (a) le plus éloigné de OM est inter-
valle de
Ny — N

e e a A—— co.

M, — M.

3° Le domaine d’un sommet intermédiaire (), compris entre les
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sommets (¢') et (¢7) est I'intervalle de

e Nl'_l\l" 2 — Nl'_Ni”

T M, —M, M, — M,

Sur la figure, le domaine du sommet ({3) peut étre représenté par
I'angle DED’, celui du sommet (§") par D'3'D”, ..., enfin celui du
sommet (o) par 'angle AaA’.

Je dirai qu’un sommet est @ domaine positif ou négatif, suivant que
toutes les valeurs de A comprises dans son domaine sont positives ou
négatives. Tous les sommets & gauche du sommet & gauche sont a
domaine positif; tous ceux a droite du sommel @ droit sont & domaine
négatif. Si les deux sommets @ coincident, un tel sommet @ a une
partie de son domaine positive et une autre négative; ¢’est le seal cas
ol le domaine d’un sommet peut étre partagé en deux parties de
signes différents. Enfin, si le polygone n’a qu’un seul sommet (ce qui
arrive quand il se réduit & une parallele 2 ON), ce sera le sommet &
unique, et son domaine est I'intervalle de A = + w2 A = — <.

La construction du polygone relatif 2 un polynome I donné se fait
tres facilement au moyen d’un papier quadrillé. Il est facile également
de trouver la forme du polynome F correspondant & un systeme de
points (M;, N,) donné; il faut seulement, pour que ceci ait du sens,
que le systeme (M;, N,) soit tout entier compris dans ’angle formé
par la partie positive de OM et la partie de la bissectrice de 'angle
NOM qui est comprise dans cet angle.

Tout polynome de degré . en ¥ a son polygone situé tout entier
dans la bande comprise entre OM et la parallele 2 OM située a la dis-
tance p. de OM; il est situé en outre dans I'angle formé par la bissec-
trice de I’'angle NOM et I’axe OM, et ily a un sommet au moins sur la
parallele g & OM. Inversement : a chaque systeme (M;, N;) compris
dans I’angle précédent, situé tout entier entre OM et une parallele a
OM & la distance @ de OM, et ayant un sommet sur cette parallele,
correspond un polynome en y et y’, de degré w en y’'.

Le polygone d’un polynome F de degré o en y” se réduit a une por-
tion de I’axe OM.

SiP(x, y)et Q(x, y) sont deux polynomes en y, les plus grands
exposants de y étant m et n, et les plus petits m' et »’, la forme

P. 2
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G

générale du polygone de
F=P(z, 5)y + Q(z, y)
est celle de la fig. 2. Pour le polynome
F=P(z,7)y"?+ Q(z,y)y'+ R(z, y)

Fig. 2.

n’ mta mt1 n

ot le plus grand exposant de R en y est p et le plus petit p/, la forme
geénérale du polygone est celle de la fig. 3, ete.

Fig. 3.
N
2 ) 2]
1L =
0 H = Z m
P n%z myz m+z n+1r  p

Jajoute enfin les deux remarques suivantes, dont jaurai a faire
usage dans la suite.

1° Pour que le polygone IT, de P(x, y, y') soit en méme temps le
polygone de P(x, y, y') + Q(a, Y>¥'), il faut et il suffit que le poly-
gone II, de Q n’ait aucun sommet en dehors du polynome II,. Ainsi,
lorsque Q ne contient pas 3/, la condition se réduit & ce que le plus
grand et le plus petit exposant de Q en J soient compris dans I'inter-
valle des abscisses des deux sommets extrémes de 1L,

2° En posant y = ;dans

L‘ (.Z” '?,’ y/) — 2 ?i(-x))’mi}"”i,

=1
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ce polynome deviendra

I e
O(x, 5,3 )= - Wi, =, &0),

olt 3 est la plus grande valeur de la somme M, + N, relative & F, et
ol ¥ est un polynome en z et 5° de la forme

=0
W (z, z,3) :Z (— I)niipi(x)zé—(mpuzn‘)zm[‘

i=1

Chaque point (M, N;) relatif a W est symétrique du point (M,, N,)
correspondant de F par rapport & la droite M = &, car

M;=[0— (m;+2nr;))] +nr,=0—M, Ni=n;— N::

par conséquent le polygone Ty de ¥ est symetrique du polygone 10, de F
par rapport a la droite M = ¢,

2. Cecl posé, envisageons I'équation différentielle

Z—85

(1) F:Z e z) ey = o3

=i

et soit # = @ une valeur de  telle que, y étant U'intégrale de (1) et &
une constante finie et différente de zéro, le rapport

(& — a)*
et sa dérivée premiere par rapport 3  tendent vers des limites finies
et déterminées, lorsque @ tend vers a. 1 en sera ainsi toutes les fois
que @ est une valeur qui annule ou rend infinie I'intégrale y, pourvu
que cette valeur ne coincide pas avec une des singularités transcen-
dantes de I'intégrale, singularités qui sont fixes et connues a avance.
En posant
y=(xz—a) f(x),
d’olt
Y'=Mz—aP= f(2) + (z —a) fi(z),
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le terme général de F deviendra
CPz(x) (2 — a)(’”i""%))‘_”t [)\"if'”i‘”’i(x) LI '91(1')]7

ot 0;(x) est un polynome en f(x) et (x — a) f/(x) a coefficients
constants, mais dans lequel il n’y a pas de terme dépendant unique-
ment de /(). On aura donc

=3

F :2 (Pl(x) (x LIS a)(’”z“"”;))—”'i [}.”»‘f”li*"i(x) i Gt(x)]

=1

Envisageons dans cette somme I’ensemble T de termes pour lesquels
I'exposant A(m;+ n;) — n; de la puissance de (z — @) mise en fac-
teur est le plus faible. Suivant les valeurs des m;, n;, A, 'ensemble T
sera composé d’un seul terme, de deux ou de plusicurs termes, et je
vais chercher les conditions nécessaires et suffisantes correspondant a
ces divers cas.

En général, pour que les termes d’indices 7, 7/, ¢/, ... fassent partie
de T, il faut et il suffit que les conditions suivantes soient remplies
simultanément : :

(1) AMmy+ny)—ny=ANmp—+ny) —np=—...,

(2) AMmy—+ny) —ny <i(m; +n;) — n;;

lorsqu’on attribue & ’indice ¢ dans le second membre toutes les va-
q
leurs entieres de 1 a s, autres quer, et .
La condition (1) peut s’écrire
N Np ' N N

S G e

On voit donc que A doit étre égal au coefficient angulaire de la
droite (7, "), et que les points correspondant aux divers termes de T
doivent étre tous sur cette droite.

D’autre part, la quantité AM; — N, lorsqu’on y remplace A par la
valeur (3), représente I'ordonnée & I'origine, changée de signe, de la
droite passant par le point (7) et de coefficient angulaire %, ordonnée
que nous avons désignée par S; ;.
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Par conséquent, pour que les termes d’indice ¢/, 7', 7" fassent partie
de T, il faut et il suffit :

1° Que les points d’indice 7, ¢, ¢/, ... soient sur une méme droite,
et que A soit égal au coefficient angulaire de cette droite ;

2° Que S;5 > S;y pour tous les indices 7 de 1 a s autres que v, v,
i, ..., ¢’est-a-dire que I'ordonnée & L'origine de la droite (7, ¢") soit
plus grande que celle d’une quelconque des droites paralleles &
(7, i) et passant par les points (¢) non situés sur la droite (¢, ").

Pour que les termes correspondant aux deux points () et (¢") fas-
sent partie de T, il faut que le coefficient angulaire A de la droite
(7, ") ait pour valeur la valeur tirée de la relation (3). Réciproque-
ment, A étant convenablement choisie, quels que soient les deux
points (¢'), ("), on peut toujours satisfaire a la condition (1), pourvu
que ces points ne soient pas situés sur une méme droite parallele &
OM et ON, car on a supposé la valeur de A finie et différente de zéro.

Il reste encore a satisfaire & la condition (2). Or, d’apres les pro-
priétés du polygone, pour que cette condition soit remplie, il faut et
il suffit que la droite (¢, ) soit un coté du polygone non parallele
aux axes. On voit donc que, pour que T soit composé d’au moins deux
termes, il faut et il suffit que A soit égal au coefficient angulaire d’un
coté quelconque du polygone, non parallele aux axes; les indices des
termes qui figurent dans T sont ceux des sommets du polygone qui
se trouvent sur le coté dont le coefficient angulaire est égal & (3).

On peut maintenant utiliser ce résultat pour donner & T certaines
formes qui nous seront utiles dans la suite.

A. Supposons que dans le polygone de F il n’y ait aucun coté non
parallele aux axes, ou, s’il y en a, que le nombre donné A ne soit
égal a aucun des coefficients angulaires de ces cotés. L’ensemble T est
alors composé d’un terme unique, et 'indice de ce terme est égal &
I'indice du sommet dont le domaine comprend A.

Soit (%) ce sommet et posons, pour abréger,

9i (@) (A f (@) O(2)] = Qu(@);

on peut alors écrire F sous la forme

L F= (@ — o) 2u(@) + 3] (2 — appi-sof(a) .
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le signeZ s’étendant a tous les points (¢) autres que le point (4). Tous
les exposants Si— S; figurant dans le second membre sont positifs,
car, par suite de définition méme du terme d’indice h,on as,, S,
pour tous les points (7) autres que (4).

B. Supposons que le polygone ait des cotés non paralleles aux axes,
et que A soit égal au coefficient angulaire d’un de ces cotés. T sera
alors Ta somme de tous les termes correspondant aux indices des
points situés sur le eoté de coefficient angulaire 2.

Convenons de représenter par :

2 la sommation étendue aux indices de tous les points (¢) situés sur
(4, 7)

la droite (7,7);
Z la sommation étendue aux indices de tous les points () non situés
— (57

sur la droite (4, j).

Soit (v, &) un coté quelconque du polygone, non parallele aux axes ;
on a, lorsque A est égal au coefficient angulaire de ce coté,

T=(z—a)s$ny¥ Q(z),
/ . y,0)
et F pourra s’écrire

1. = (2 — @) [ o)+ 3 (@— a)Sm—Smsz,«x)J ,
(Y, 8) —(Y,0)

ou tous les exposants Sy5n— S, sont positifs.

Mais, quelle que soit celle des formes I et II que F prendra, on doit
avoir identiquement, dans le voisinage de x —a, F — o, quelle que
soit la valeur de a; par conséquent, dans ce voisinage, on aura identi-
quement, soit

Q(z) +2 (2 — a)Simn=SnQ;(x) =o,
soit
2 Q;(x) —i—E (2 — a)Sm—SnQ,(x) = o,
(y,9) —(Y,9)
suivant que, dans le voisinage de z = a, F prend la forme I ou II,
c’est-a-dire suivant que la condition remplie est A ou B.
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3. Supposons maintenant que « tende vers a; la fonction f(x), qui
est le rapport de y & (@ — a)?, ainsi que sa dérivée S (), tendront
vers des limites finies et déterminées, et comme tous les 0;(2) sont
des polynomes en /(«) et en (v — a) f'(x), dans lesquels les termes
dépendant uniquement de /() manquent, on aura, pour & = a,

Hmo;(x) =0 =00 T oo an Sk

Done, pour toutes les valeurs de @, sauf peut-étre pour certaines
valeurs a’ particulieres et reconnaissables sur I'équation différentielle
elle-méme, pour lesquelles les fonctions ¢,(x) deviennent infinies, on
aura

limQ;(z) = Aig;(a)p =095 8 o mon Uil
ou p est la limite de /() pour x = a.

n tenant compte de ce que les exposants S, — S, sont positifs,
on voit, par conséquent, que, pour toute valeur de a ne coincidant
avec aucune des valeurs particulieres a’:

A. Si le polygone n’a aucun coté non parallele aux axes, ou (dans
le cas contraire) si A n’est égal 4 aucun des coefficients angulaires des
cotés du polygone, on aura

A gy (@) ph=o,

et, comme p est différent de zéro, a doit étre racine de v,(a) = o, ce
qui montre que @ ne dépend pas de la constante d’intégration. Quant
a l'indice £, c’est lindice du sommet dans le domaine duquel se
trouve A;

B. Si le polygone a des cotés non paralleles aux axes, et si A est
¢gal au coefficient angulaire d’un tel coté (v, 2), on aura

Z Ao (a)pMi= o,
(Y,8)

ou la sommation s’étend & tous les points (7) sur le eoté (v, 8). Quelle
que soit la valeur attribuée i @, cette équation, que j appellerai
équation en ¢ relative au coté (v, 8), a au moins une racine e finie et
différente de zéro, car tous les M, figurant dans la somme 2 sont

(Y,8)
distinets, et la valeur @ peut dépendre de la constante d’intéeration.
)
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On peut en déduire les conséquences suivantes :

1° Toutes les fois que 'intégrale générale a des infinis mobiles, le
polygone de F a un ou plusieurs cotés a coefficient angulaire négatif,
et 'ordre d’un quelconque de ces infinis est égal & I'un de ces coefﬁ—
cients angulaires.

2° Toutes les fois que I'intégrale générale a des zéros mobiles, le
polygone de F a un ou plusieurs cotés a coeflficient angulaire positif,
et 'ordre d’un quelconque de ces zéros est égal 4 I'un de ces coeffi-
cients.

Il s’ensuit d’abord que l'ordre d’un infini ou d’un zéro mobile est
toujours commensurable, ce qui était & prévoir d’aprés le théoreme de
M. Painlevé sur la fixité des singularités transcendantes de I'intégrale.

En second lieu, on en conclut que :

3° Si adroite du sommet @ droit le polygone n’a aucun sommet, les
infinis de l'intégrale sont fixes et doivent étre en méme temps, soit
singularités transcendantes de I'intégrale, soit zéros de la fonction

h(:v) (% désignant I'indice du sommet & droit), soit enfin infinis
’une fonetion @; autre que g,.
° Si & gauche du sommet @ gauche le polygone n’a aucun som-
met, les zéros de I'intégrale sont fixes et se trouvent parmi les valeurs
analogues a celles du cas précédent.

4. On aainsi des conditions suffisantes pour la fixité des infinis et

des zéros de I'intégrale générale. Mais je dis que les conditions sont
aussi nécessaires, c’est-a-dire, si & droite du sommet & droitil y a
d’autres sommets, I'intégrale générale a certainement des infinis
mobiles, et si & gauche du sommet @ gauche il y a des sommets,
Pintégrale a des zéros mobiles.

Démontrons-le, par exemple, pour les infinis. Supposons qu’il y ait
a droite du sommet & droit d’autres sommets; pour qu’il en soit ainsi,
il faut et il suffit que, si l'on écrit 'équation différentielle sous la
forme

k=p.

(1) D ful@,y)y k=0,

k=0

ot les f sont des polynomes en y, il y ait au moins un des polynomes
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Ju tel que, si 'on désigne par v, le degré de f; en y, on ait
vk—vo>k.

En effet, si 'on écrit I'équation (1) sous la forme

=

D 9:(@) yrym=o,

i=1
les points (M;, N;) sont définis par les coordonnées
M,-:m,«—-i— n;, N;= n;.

Le sommet & droit, ayant I'ordonnée maxima ., provient du terme
dupolynome f, (2, y) y'* ayant le plus grand exposant en y; il provient
donc du terme en y* y'*, v, étant le degré de £, en y.

Pour qu’il y ait des sommets & droite de ce sommet @, il faut et il
suffit qu’au moins une droite A joignant ce sommet aux autres points
() ait son coefficient angulaire négatif; cette droite ne peut passer
par aucun des points (i) provenant des termes du polynome
Jo(@, y) y'¥, car tous ces points sont sur une méme droite parallele a
OM et passant par le sommet @ droit. Supposons donc qu’elle passe
par un des points provenant des termes du polynome f;(z,y) y**. Si
mest I'exposant de y dans le terme considéré de ce polynome, le coef-
ficient angulaire de la droite A est

(vo—p)—(m—p+k) vo—m—’r—/f.
p—(p+ k) o k

Pour qu'il soit négatif, il faut et il suffit que m — v,> %, et, comme
on a m vy, il faut, a fortior, que v, — v, > k.

Cette condition est aussi suffisante pour qu’a droite du sommet o
droit il y ait d’autres sommets; car, par exemple, le coefficient angu-
laire de la droite joignant le sommet @ droit au point provenant du
terme en % y'** est alors négatif.

Supposons donc que, dans le premier membre de I'équation (1), il y
ait un ou plusieurs termes f, (x, y)y**, tels que vy—v, > £, et fai-

12 3
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sons y = -; I’équation deviendra

I
i=p ;
9i(a, 3)z"—1 _
(2) 2 e 0
=0

ou les ¢;(x, z) sont des polynomes en z ne contenant pas z en fac-
teur. Je dis que l'intégrale générale z de (2) s’annule pour des valeurs
finies de @, et que ces valeurs varient avec la constante d’intégration.

<

Pour le montrer, posons 3’ = ;> équation (2) devient

(3) T P
et, en multipliant par z#*" ¥,

i=p
(4) %(x,z)—;—Zcp,-(x,z)zi"vo"”itizo.

i—1

Comme parmi les exposants i + v, — v, il y en aau moins un de négatif
(grace a ce fait qu’il y a au moins un indice 4 tel que v, — v, > 4), et
comme aucune fonction @; ne contient z en facteur, cette équation (4),
algébrique en z et en z, admet une ou plusieurs racines z s’annulant
avec z. Ces racines forment un ou plusieurs systemes circulaires, et
les racines d’un méme systeme circulaire seront, dans le voisinage de
x = x,, représentées par un développement de la forme

o o+1 o422

= Az LB s .,

ol « et n sont des entiers positifs au moins égaux al'unité; A, B, C, ...
sont des fonctions de , et A n’est pas identiquement nulle.
Envisageons I'une de ces racines. La dernitre équation relative a

cette racine peut s’écrire

I
T @ a+1 o+ 2

AzE LB i oE S

W

I
¢
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et, en posant z = u”, elle devient
du 1

5 —_— .
(5) ndJ:_u“"(A—’,—Bu—l—Cu?—l—...)

Désignons par (P) I'ensemble de singularités (poles, points eritiques
algébriques, points transcendants) des fonctions A, B, C, ..., singu-
larités qui, évidemment, ne varient pasavec la constante d’intégration,
et distinguons deux cas, suivant que =1 0u & >1I.

. du 5
Premier cas : o = 1. — Alors - estholomorphe dans le voisinage de

x =ux,, u= o, etcela quelle que soit la valeur «,, pourvu qu’elle ne
coincide avec aucune des valeurs (P). Par conséquent, I'équation (5)
admet une intégrale, et une seule, holomorphe elle-méme, qui, pour
x = x,, prend la valeur u = o; de plus, cette intégrale ne peut pas
étre identiquement nulle, car A n’est pas identiquement nulle et reste
finie pour @ =a,. Donc 'équation (2) elle-méme admet une inté-
grale z s’annulant pour « = «, et ne se réduisant pas identiquement &
zéro. Comme x, est arbitraire, les zéros de z varient certainement
avec la constante d’intégration, et, par suite, les infinis de y sont mo-
biles.

L'intégrale v s’annulant pour o = z, et étant holomorphe dans le

voisinage de cette valeur, @, est un pole de I'intégrale y, et, comme

, . du ;
x = x, est un zéro simple de u <car - e s’annule pas>, ¢’estun zéro

d’ordre n pour z et, par suite, un pole d’ordre » pour y.

G du s . . .
Deuxieme cas : o ™>1. — Alors e devient infinie pour u = o, mais

. dx "
son inverse - est holomorphe dans le voisinage de x = x,, u = o,
pourvu que x, ne coincide avec aucune valeur comprise dans I’en-
iw - dx
semble (P). Comme toutes les dérivées successives de 7. bar rapport

a @ jusqu’a celle d’ordre e — 1 inclusivement s’annulent pour z = ,,
u= o, I'équation (5) admet une intégrale « s’annulant pour z = x,

, I ,
et ayant cette valeur comme zéro d’ordre 5" Par conséquent « = «,
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. . n . . .
sera un infini d’ordre — pour y, et cet infini varie avec la constante
d’intégration.
Par conséquent, pour que les infinis de I'intégrale y soient fixes, il
faut que la condition

ve— v k (A =T112, 3, i)

soit remplie ou encore (comme on I'a vu plus haut), il faut que le
polygone, relatif au premier membre de I’équation, n’ait aucun sommet
a droite du sommet & droit.

La condition énoncée pour la fixité des infinis est donc nécessaire;
nous avons vu d’autre part qu’elle est aussi suffisante. On peut s’en
rendre compte d’une autre facon de la manitre suivante. Lorsque, &
droite du sommet @ droit, il n’y a pas d’autres sommets, aucun expo-
sant ¢ -+ v; — v, dans I'équation (4) n’est négatif, et 'équation n’admet
aucune racine ¢ s’annulant avec z. Il en résulte que zl est une fonction

1
holomorphe, soit en z, soit en « = z" (ol 7 est le nombre des racines ¢

de I’équation (4) appartenant & un méme systeme circulaire lorsque
= tend vers zéro) dans le voisinage de z=o0 (ouu=o0) et de toute
valeur x, ne coincidant avec aucune valeur comprise dans I'en-
semble (P). D’aprés un théoreme connu, la seule intégrale = (ou )
s'annulant pour de telles valeurs x, est z=o0 (z=o0), c’est-a-dire
y = »; lintégrale générale y de I’équation proposée ne peut donc
devenir infinie que pour certaines valeurs fixes de @, appartenant a
I'ensemble (P).
On peut, d’apres cela, énoncer le théoreme suivant :

Tutorime I. — Pour que les infinis de [intégrale générale de !’équa-
tion algébrique du premier ordre ¥ (x,y,y') = o ne varient pas avec la
constante d’intégration, il faut et il suffit que le polygone de F n’ait
aucun sommet a droite de son sommel o droit.

Si I’équation F = o est écrite sous la forme

=
E.ff(x’ riyiter=,

=0
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ot les /; sont des polynomes en y, et ou le degré de f; est v;, cette con-

dition devient
v;— v, S7 (=0, 15 25 <o iiig )

5. Il s’agit maintenant, apres avoir reconnu que lintégrale de
F = o admet des infinis mobiles, de trouver les ordres de multiplicité
de ces infinis.

Nous avons vu que, lorsqu’il y a des infinis mobiles, on a « > o, et
que :

1° Sta =1, x = x, est un pole d’ordre » de y;

. 3 . n
2% Si @ >1, x = «, est un infini d’ordre - de y.

Par conséquent, d’une facon générale, a, est un infini d’ordre
¢ g 0

de y, © désignant I'ordre infinitésimal de la racine ¢ par rapport a =
dans P'équation (3). Inversement, a4 toute valeur 7, représentant
Iordre infinitésimal d’un systéme circulaire de racines ¢ de I'équa-
tion (3) par rapport a z, correspondent des infinis mobiles de y ayant

I Lt
- comme ordre de multiplicité.

Cherchons done ces valeurs 7. On peut les obtenir par la construc-
tion classique de Puiseux, appliquée & I'équation (3), mais le poly-
gone dont nous nous sommes servi précédemment donne directement
ces valeurs. En effet, si I'on met I’équation F(z, y,y") = o sous la
forme

==

Z ei(z)ymiy'mi=o,

i=1

. I I . . 5
et sil’on pose y = 2> ¥'=— ;> ce qui revient i effectuer les change-
;g T b . 9, .
ments précédents y = -, z'= —> on obtient I'équation
=5

2 (— )™ C‘Dl_(x);—-(nzﬁn[) [—ni—

=1

ou
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Si I’on pose
oap = 3167_ N[z” Bi: Nm"‘ Ni’

.

ou Mg, Ng sont les coordonnées du sommet & droit du polygone II
de F, I'équation (6) devient
i=s
(7) 2(—1)”:‘@1(.1'):“;‘153": o,
v—'1
oll «; et 3; sont des entiers positifs.

L’équation (7), d’apres sa formation, n’est autre que I'équation (3).
En désignant par = I'ordre infinitésimal de ¢ par rapport a z, le terme
général de (7) sera d’ordre infinitésimal o, + 8,7, et 'on aura toutes
les valeurs possibles de = en égalant ;4 8,7 4 une autre expression
analogue a;+- 3,7, et en choisissant parmi toutes les valeurs de =
ainsi obtenues celles qui remplissent les conditions

o+ Bt 2o+ Byt =1 canp & JI=15'8 S0y S

Comme I’on a
Ay — Oll' ok 1\[1*—1\1,

Ba 8 =N N

les- conditions précédentes font voir que les valeurs de = sont les
inverses des coefficients angulaires des cotés i coefficient angulaire
négaltif du polygone Il de F, changés de signe, et que réciproquement a
chaque coté dell, & coefficient angulaire négatif, correspond une valeur
de 7. Par conséquent, 'ordre A d’un infini mobile dey estégal au coef-
ficient angulaire, changé de signe, d’un coté de IT & droite du som-
met @ droit, et inversement : 4 chacun de ces cotés correspondent des
infinis mobiles de y ayant le coefficient angulaire de ce coté, changé
de signe, comme ordre de multiplicité.
On peut donc énoncer le théoreme suivant :

Tutorive II. — Pour que Uintégrale générale de ¥ (w, Y ¥ ) =0
ait des infinis mobiles ayant un nombre donné '\ comme ordre, il Sfaut et
U sujfit que le polygone 1l de F ait un cété, & droite de son sommet o
drout, de coefficient angulaire égal a — .

Toutes les fois que I'ordre d’un infini de y n’est pas égal au coeffi-
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cient angulaire d’un tel coté, cet infini coincide, soit avec un point
singulier transcendant de y, soit avec un des zéros ou des infinis des
fonctions ¢,(x). Ce sera notamment un zéro de @,(x) ou un infini des
autres 9;(x), h désignant I'indice du sommet du polygone = dans le do-
maine duquel —\ est compris, comme il résulte de ce que nous avons
vu au commencement de ce Chapitre. Si, en particulier, tous les o;()
sont des fonctions holomorphes, x, est un zéro de ¢, (2), et si ¢,(x)
est une constante, ou plus généralement une fonction ne s’annulant
pour aucune valeur finie de @, 'intégrale y ne peut devenir infinie
pour aucune valeur finie de .
On en déduit aussi le théoreme suivant :

Tutorime 1. — Toutes les fois que [intégrale d’une équation
F(x, y, ') = o, algébrigue en z, y, y' a ses infinis indépendants de la
constante d’intégration, ces infinis sont en nombre find.

Enfin, les méthodes de Briot et Bouquet permettront toujours de

décider si un zéro de g,(«) donné est un infini d'une seule intégrale
ou un infini commun & un nombre fini ou & une infinité d’'intégrales.

. . , ; . \ . T

6. En appliquant les résultats qui précedent i la transformée en ;
de F(x, y, y') = o et en se rappelant que le polygone de cette trans-
formée est symétrique, par rapport 2 une certaine parallele 3 ON, du
polygone de I, on a pour les zéros de I'intégrale y des propositions
analogues aux propositions précédentes relatives a ses infinis :

Tuiorime IV. — Pour que les zéros de 'intégrale de F(x, y, y') = o
sotent fizes, il faut et il suffit que le sommet & gauche du polygone 1l
de¥ soit le sommet extréme gauche de ce polygone.

Tutorive V. — Pour que Iintégrale ait des zéros mobiles d’un ordre
donné ), il faut et il suffit qu’a gauche du sommet & gauche le polygone 11
ait un coté de coefficient angulaire \.

Au théoreme 1V on peut donner différentes formes. Si l'on écrit,
par exemple, I = o sous la forme

i=p

D fila, y)yr-i=o,

=0
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ol f; sont des polynomes en y, la condition nécessaire et suffisante pour
la fixité des zeros de y est, qu’apres avoir supprimé tous les facteurs com-
muns aux f;(x,y), chaque f; contienne en facteur y" ouh? 1.

On arrive d’ailleurs facilement & ce théoreme par le raisonnement
direct suivant.

Pour que les zéros de y soient fixes, il faut et il suffit que toutes
les valeurs de y’ s’annulent pour y = o quel que soit «, et, en outre,
que les développements de y’ suivant les puissances de y commencent
tous par un terme d’ordre au moins égal a 1.

En effet, il faut d’abord que toutes les valeurs de y’ s’annulent
pour y = o; sinon il y aurait des intégrales coupant la droite y = o
pour x quelconque.

Ceci posé, développons une des branches y’ = f(z, y) suivant les
puissances de y, d’aprées la regle de Puiseux :

A
y:A(x)y*I—i—...;
A
si 'on pose z = y*, on trouve

prat—A (z)ied st <

Ce développement montre qu'il y a des intégrales z(x) qui ne sont
pas identiquement nulles et qui s’annulent pour une valeur z, quel-

; . . A ;
conque de «, & moins que A — g+ 1 >0, ou bien que {151, d’ou

s’ensuit immédiatement le théoreme précédent.

Toutes les fois que I'ordre A d’un zéro de y n’est pas égal au coeffi-
cient angulaire d’un coté du polygone, ce zéro coincide soit avec un
point singulier transcendant de I'intégrale, soit avec un zéro de 04 ()
(% désignant I'indice du sommet dans le domaine duquel est compris
A), soit enfin avec un infini des autres coefficients ¢, (). Il s’ensuit
que, si U'intégrale d’'une équation F = o algébrique en «, y, y" a ses
zéros indépendants de la constante d’intégration, ces zéros sont en
nombre limité. V

Je cite, & titre d’exemple ot I'on vérifie facilement tout ce qui pré-
cede, I’équation

[y +=f(@)y]" + o (@) y» =0
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(ol 72 et n sont des entiers positifs), dont I'intégrale générale est

m

5 m-—n
m —n Opgp i 3
— e—JSf(x)dx (o= " ) elm—n)fflx)dx .
e =5 / V—o(x) ’

C étant la constante d’intégration.

7. 11 peut arriver que I'intégrale d’une équation ait 4 la fois ses
zéros et ses infinis fixes. D’apres ce qui précede, on peut énoncer le
théoreme suivant :

Tuiorime V1. — Pour que l'intégrale générale de F(x,y,y') = o
au ses séros et ses infinis fizes a la fois, il faut et il suffit que le poly-
gone WL de ¥ soit un rectangle ou qu’il se réduise & une droite paralléle
a ON.

Pour que le polygone II se réduise & une droite parallele 2 ON, il
faut et il suffit que I'équation soit homogene en y et y’ et, par consé-
quent, réductible aux équations linéaires du premier ordre. Quant
au cas ou II est un rectangle, j’en indiquerai quelques exemples.

Dans le cas de I’équation du premier degré

P(x,)f))"-FQ(x’y):O

(se reporter & la 1o page pour la forme générale du polygone), les
condilions nécessaires et suffisantes pour que le polygone se réduise
a un rectangle sont

n'Sm'4-1 et nzm-—+1;

la premiére condition est nécessaire et suffisante pour la fixité des
zéros, et la seconde pour la fixité des infinis.
Pour I’équation

P(z,y)y*+Q(z,y)y'+R(z,y) =o,
les conditions pour que le polygone soit un rectangle sont les sui-
vantes :

psn' +1m' 42 et pZn—+12m-+ 2,
P 4
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comme on le voit d’apres la forme générale du polygone de Iéquation
(fig. 3). ‘

Je terminerai par la remarque qu’on ramene facilement aux pro-
blemes précédents le probleme de I'étude de P'intersection des courbes
intégrales avec une courbe fixe donnée 2 I'avance, des maxima ou des
minima des courbes intégrales, de leurs points d’inflexion, etc,

CHAPITRE IL

QUELQUES APPLICATIONS DES THEOREMES PRECEDENTS.

EQUATIONS A TOUTES LES SINGULARITES FIXES.

1. Les singularités que peut présenter I'intégrale d’'une équation
algébrique du premier ordre sont :

1° Singularités algébriques (poles et points critiques algébriques);

2° Singularités transcendantes (points critiques logarithmiques,
points essentiels).

Ces dernieres ne varient pas avec la constante d’intégration, tandis
que les premiers varient généralement. Mais il y a des cas ol toutes
les singularités possibles de I'intégrale sont fixes, comme cela arrive
par exemple pour I'équation linéaire; des théoremes du Chapitre I et
du théoreme de M. Fuchs exprimant les conditions pour que les points
critiques algébriques de l'intégrale soient fixes, on déduit facilement
les conditions nécessaires et suffisantes pour que cette circonstance
se présente.

Pour que les points critiques soient fixes, il faut et il suffit, comme
on sait, que :

1° La dérivée y’ définie par I'équation différentielle donnée ne
devienne infinie pour aucune valeur finie de y, et que cette condition

. . . ’ I 7 .
soit aussi remplie pour la transformée en = de.I’équation;
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2° Tout systeme (@,, y,) pour lequel deux valeurs de y’s’échangent
correspond & un point ordinaire de I'intégrale qui, pour = «,, prend
la valeur y = y,.
La premiere condition revient & celle-ci : I’équation différentielle

étant mise sous la forme
=
F(x,y,y’):E'f,-(x,y)y’!"‘i:o,

i=0

le degré de chaque polynome f;(x,y ) en y ne surpasse pas 2 4.
La seconde condition peut s’exprimer sous différentes formes, par
exemple sous la forme suivante, donnée par M. Poincaré :
a. Les équations
F= Ly 0
==
définissent les intégrales singulieres de I’équation F = o;
b. On a identiquement
oF , OF oF

[

ol P et Q sont des polynomes en y et y a coefficients fonctions quel-
conques de x.

Il suffit d’ajouter a ces conditions celle du théoréme I du Chapitre I
pour avoir les conditions nécessaires et suffisantes pour que toutes les

singularités de l'intégrale soient fixes. Ces conditions sont les sui-
vantes :

A. Le degré du polynome fi(x,y) (k=o0,1,2,...,1) en y ne sur-
passe pas k.

Ceci revient a dire que le sommet @ du polygone de F se trouve
sur la bissectrice de I’angle NOM et qu’a sa droite il n’y a aucun
sommet.

B. Les conditions (a) et (b) sont remplies.

Désignons par p le genre de F(x, y,y’) =oeny, y’. M. Poincaré
a montré que si I'équation F = o est & points critiques fixes :
1° Sip =o, y est une fonction rationnelle [ coefficients fonctions
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algébriques des coefficients ¢,(2) dans F = o] de «, u étant 'intégrale
générale d’une équation de Riccati & coefficients fonctions algébriques
des @;(x);

2° Sip =1, y estune fonction rationnelle (A coefficients algébriques
en9;) de A[ [y (x)dx + C], A étant le symbole d’une fonction méro-
morphe doublement périodique, et ¥ («) une fonction algébrique
des o;;

3° Sip>1, y est une fonction algébrique des o,.

Il s’ensuit que :

1° Si les conditions A et B sont remplies, on a p<1;

2° Si p = o, I'équation de Riccati & laquelle satisfait u se réduit a
une équation linéaire du premier ordre (les conditions A et B étant
supposées remplies).

D’ou le théoreme suivant :

Toutes les fois que les conditions A et B sont remplies, I'équation
F = o s’intégre algébriquement ou par deux quadratures au plus.

Si, par exemple, I'équation F(x, y, y') = o est algébrique en =, y,
Y's et les conditions algébriques remplies, I'intégrale générale y est
une fonction algébrique de & ¢t rationnelle en

e/ @ (@) dx JX(x) e/ @) de g

ot w(a) el y (x) sont des fonctions algébriques de .

J'ajouterai une remarque relative a ces fonctions algébriques = ()
et v («) en supposant que F(x, y, y') soit un polynome irréductible
en x, y, y'. Soit m le degré de ce polynome en y’. Si I'intégrale s’ob-
tient par les deux quadratures précédentes, c’est que le genre de I'é-
quation en y et y' est égal & zéro. Exprimons y et y’ en fonction ra-
tionnelle d’un parametre 2

=g as, Ak v —Ro(z, L),

R, et R, étant des fonctions rationnelles de 1 et algébriques en . On
sait, d’apres un important théoreme de M. Nother ('), que :
1° Sim est impair, on peut choisir un parametre A de telle sorte

(1) Math. Annalen, t. 1II.
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que la représentation paramétrique précédente n’introduise aucune
irrationnalité par rapport aux coefficients o,(x) dans F, ¢’est-a-dire que
R, et R, soient des fonctions rationnelles non seulement en A, mais
aussi en x.

2° Sim est pair, il existe toujours une représentation paramétrique
n’introduisant des irrationnalités par rapport aux coefficients ¢;(x)
dans F autres qu’une racine carrée d’un polynome en coefficients
:(2).

D’autre part, les coefficients en @ dans I’équation linéaire du pre-
mier ordre a laquelle satisfait A sont fonctions rationnelles des coef-
ficients en « figurant dans R, et R;. Par conséquent, si m est impair,
les deux fonctions @(x) et y () seront des fractions rationnelles
en x; si m est pair, elles sont de la forme

81(z) + 8, (2) VP (),

ol S, et S, sont des fractions rationnelles ¢t P un polynome en .

Il s’ensuit que, si 7 est impair, I'intégrale f @ (x)dx s’exprime par
des fonctions algébriques et logarithmiques; si m est pair, ¢’est une
intégrale abélienne du genre hyperelliptique. '

2. Cherchons maintenant, parmi les équations appartenant & quel-
ques types généraux d’équations, celles dont I'intégrale a toutes ses
singularités fixes.

Il est d’abord évident que, parmi toutes les équations de la forme

¥ 7’)(“1"'7.,’))

~ Q@Y
I'équation linéaire est la seule jouissant de cette propriété.
Cherchons les conditions pour que I'intégrale générale de I’équation
binome
P(z,y)

lin——
v m

) S

ait toutes ses singularités fixes.
D’abord Q ne peut pas renfermer y, et le degré de. P en y est au plus
égal & m. Soit y = v une racine de P (z, y) = o, pour laquelle y’ dé-
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finie par (1) se ramifie. D’apres les conditions de M. Fuchs, y =1
doit étre une intégrale de (1), et, de plus, on doit avoir

A= =

dx

en désignant par { la racine commune en y’ aux deux équations

d
y'm—P(e,y) =0, ’0—)7 [y’ —P(z,y)] =0,

et, cette racine commune étant y' = o, on aura

dn
o
¢’est-a-dire v; = const.

Par conséquent, toutes les fois que le polynome P (z, y) renferme
des facteurs de la forme y — v, ol n est une fonction de x, le point
y = (ol I'on considére z comme constant) n’est pas un point de ra-
mification de y” définie par (1). Il s’ensuit que, s’il existe de tels fac-
teurs, chacun d’eux doit étre élevé a une puissance égale a 7, ou a un
multiple de 72; mais, comme le degré de P en y ne peut pas surpas-
ser m, s’il existe un tel facteur, il est unique, et P doit étre de la
forme

P(z, y)=x(2) (y —m)"

dans quel cas 1’équation (1) se réduit a I’équation linéaire
y'=Val=@) (y — ).
Pour qu’il n’en soit pas ainsi, il faut donc que P soit de la forme
P(z,y)=x(x)8(y)

ol S est un polynome en y a coefficients constants, dont le degré ne
surpasse pas m, et en posant

"\l/x(x) dx = dz,
I’équation (1) devient

(2) (Z) =80
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Pour que les points critiques de y, considéré comme fonction de x,
soient fixes, il faut et il suffit que I'intégrale générale y(z) de (2)
soit uniforme. Or, pour les équations binomes de la forme (2), Briot
et Bouquet ont indiqué tous les types intégrables par les fonctions
uniformes ('). Parmi eux, il y a onze types intégrables par des fonc-
tions méromorphes doublement périodiques, qu’il faut laisser de coté,
car I'intégrale y qui leur correspond a des poles variant avec la con-
stante d’intégration, et alors les types restants sont

i % =g(y—a),

IL. (&) '=str—arity — by,
I D g(y—a) (y — b,

1v. (%>2zg(y—a)"’(y—b>(y—c)

(g étant une constante) et leurs transformées obtenues en posant
I
y=oa -+ .

ol o est une constante. Les deux premieres équations, ainsi que leurs
transformées, sont intégrables par des fonctions rationnelles, et les
deux dernieres par des fonctions simplement périodiques. Mais on
voit facilement que, parmi toutes ces équations, les seules satisfaisant
aux conditions du probleme qui nous occupe sont :

& (%) =g(y—B"
a (%Y (=D

la premiere est déduite de II et la seconde de IV en changeant y

i
X

(1) Théorie des fonctions elliptiques, p. 389; 1875.
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On a ainsi le résultat suivant :

Parmi toutes les équations de la_forme

(Z)" =R,

dx

ou R est une fonction rationnelle en Yy et quelconque en x, les seules
équations dont les intégrales ont toutes leurs singularités fizes sont
léquation linéaire et les deux équations suivantes :

<Z_«;’>'" =x(2)(y —a)",
<%>2 =y(2)(y —a)(y — b),

ot a et b sont des constantes et y (x) une fonction quelconque de x.

L’intégrale de la premiere équation est

1 ey ——— m
y:a—%—[C—i—;ﬁf\/ﬂx)a’x] 5

et celle de la seconde

r dr

dx
EE——— -l 2 b ”—_:“l
V= é (@ + b=+ Ge? VAT (--a-—[—cb-)— e J‘/X“'w
l
Envisageons encore 1'équation

(%) P(xyJ’))"z—‘—q(%}’)}"—‘*s(%)’):0,

ou p, ¢, s sonl polynomes en y.

Pour que les points critiques de 'intégrale soient fixes, il faut et il
suffit que les conditions suivantes soient remplies :

1° Les degrés respectifs de p, ¢, s en y sont au plus égaux 2 o, 2, 4;

2° Le discriminant A(@,y) = ¢* — 4ps de (3) par rapport & y’, con-
sidéré comme polynome en y, est : soit un carré parfait [et alors I'équa-
tion (3) se décompose en deux équations de Riccati], soit tel que
I'équation A(w,y)= o ait une racine double en y et deux autres dis-
tinctes [I’équation (3) est du genre o], soit tel que A(x, y)=o
ait ses quatre racines distinctes [I'équation (3) est du genre 1.

3% Toutes les racines de A = o sont des intégrales de (3).
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Lorsque les poles de y sont également fixes, les degrés respectifs
de ¢ et s sont au plus égaux a 1 et 2; le discriminant A(a,y) est un
polynome du second degré en y et I'équation (3) est du genre o; la
condition 2° est alors toujours remplie. Par conséquent, les conditions
nécessaires et suffisantes pour que toutes les singularités de inté-
grale soient fixes sont les suivantes :

1° Les degrés respectifs de p, ¢, s en y sont au plus égaux a o, 1, 2;

2° La courbe A(w, y) = o est une intégrale de (3).

Si les deux racines en y de A= o sont égales, I'équation (3) est
décomposable en deux ¢quations lincaires; si ces racines sont dis-
tinctes, elle se ramene 4 une équation linéaire par une transformation

de la forme
y:R,(x,l), y,:RQ(x,)‘)’

ou R, et R, sont des fractions rationnelles en A.

L’équation (3) se rencontre, comme l'on sait, quand on cherche les
lignes asymptotiques ou les lignes de courbure des surfaces pour les-
quelles les coordonnées s’expriment en fonction rationnelle d’un para-
metre « (et d’'une facon quelconque d’un autre parametre ¢). Si les
conditions A et B précédentes sont remplies, ces lignes s’obtiennent
done par deux quadratures au plus.

3. Jajouterai ici une application des théoremes du Chapitre I relative
aux directions asymptotiques de I'intégrale générale de F(z,y,y )=o,
ou F est un polynome en «,y,y’, qui peut étre utile dans I’étude de
ces intégrales.

Proposons-nous de chercher les conditions nécessaires et suffisantes
pour que ces directions ne varient pas avec la constante d’intégration,
et de calculer dans ce cas leurs coefficients angulaires. Si l'on

pose A = ‘é, les coefficients angulaires des asymptotes non paralleles
a I'axe des y sont les valeurs finies de A pour lesquelles « devient
infini, lorsque dans I’équation y = Aa on remplace y par 'intégrale
générale de F = o. Or, en remplacant, dans F = o, y par Ao ety par
X

dz’

dh

A+
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dx
b <)\, Z, Zi—7\—> =0,

on obtient une équation

et la condition nécessaire et suffisante cherchée est que les infinis A,
Ayy ovvy Ay oo de @, considéré comme intégrale générale de W' = o,
ne varient pas avec la constante d’intégration. Par conséquent :

Pour que les directions asymptotiques de y ne varient pas avec la con-
stante d’intégration, il faut et il suffit que le polygone de W = o n’ait
aucun coté a droite de son sommet  droit. St l'on désigne par o(\) le
coefficient du terme correspondant & ce sommet, les coefficients angulaires
des asymptotes non paralléles a Oy sont racines de l'équation ¢ (\) = o.

Je signale, en passant, une application de ce théoreme, relative a
I'équation algébrique F(y, y’, ') = o (ol  ne figure pas) dans les
cas ou son intégrale générale est une fonction algébrique, simplement
périodique ou doublement périodique & un nombre fini de valeurs (ce
que les méthodes de MM. Picard et Painlevé permettent de recon-
naitre). Dans ce cas, I’équation du premier ordre

i d,
(2) I‘<3”P’P67§>:0

a son intégrale générale y (y, p, C) = o algébrique, el y s’obtient par
I'inversion de I'intégrale abélienne

x:fiy_.
P

Considérons p et y comme I’abscisse et 'ordonnée d’un point; les
directions asymptotiques, non paralleles aux axes de la courbe

v (y, p, C) = o, sont
3

ai:lim[—) pour Sy —1c03

les coefficients angulaires (finis et différents de zéro) des tangentes a
cette courbe aux points réels ou imaginaires ou elle rencontre I’axe
des y sont

ay

i:lim@ pour  p=o.
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[l est connu dans la théorie des intégrales abéliennes que les valeurs

amio; et amif3;

sont, a un facteur entier pres, les périodes polaires de I'intégrale abé-
. d . : ; .
lienne x :ff; correspondant aux infinis logarithmes simples, ¢’est-

a-dire aux valeurs y = a, pour lesquelles « devient infini et sa dérivée

est de 'ordre de - Par conséquent, si I'intégrale y estalgébrique

y—a
ou doublement périodique, il n’y a pas de valeurs a; et B; finies et
différentes de zéro; siy est simplement périodique, les valeurs «; et B
forment une suite de nombres commensurables entre cux, etla période
de y est alors, & un facteur entier pres, égale au plus grand diviseur
commun aux e, et 3; multiplié¢ par 277

Ceci étant, posons dans (2)

_ dp >
p-—;\‘)/, 67)7_)‘._!— d’l 5
dh
et soit
d
(3) ‘F<7\,y, d—{):o

la transformée ainsi obtenue, W étant mis sous la forme d’un poly-
nome. Si I'on désigne par A, les valeurs, finies ct différentes de zéro,
de A qui rendent infinie I'intégrale (1) de (3), on aura

1
o= 7?'
i

Par conséquent : pour que Uintégrale y de Py s y") — o puisse
étre algébrique ou doublement periodique, il faut que le polygone de (3)
n’ait aucun sommet & droite de son sommet & droil et que le coefficient
du terme correspondant a ce sommet se réduise ¢ une constante.

Supposons que, le polygone de (3) n’ayant aucun sommet a droite
du sommet o droit, le coefficient du terme dans W correspondant a ce
sommet soit une fonction ¢ (1) de A. Alors :

Pour que y puisse étre une fonction simplement periodique de x, il

Document numeérisé par la Bibliothéque universitaire Pierre et Marie Curie — UPMC — Cote : HF uf 166a 32/3 -4



(36)

Jaut que les racines \y, Ay, ... de Uéquation o(\) = o forment une
suite de nombres commensurables entre eux.

On obtient des propositions analogues en considérant les valeurs {3;;
en écrivant 'équation (2) sous la forme

k= d
2 S <y’ d%;)luu—k: 0,
k=0

les B, sont racines de 1’équation
q

(4) f@(}’o:é) =0,

ol y, est un zéro quelconque de I'intégrale générale p(y) de I'équa-
tion (2).

Si intégrale y(x) est algébrigue ou doublement periodique, I'équation
(4) ne peut avoir aucune racine {3; finie et différente de zécro.

Supposons que cette équation admette des racines finies [3,, indé-
pendantes de y,, ou encore, si elles en dépendaient, que le polygone
de (2) ait son sommet @ gauche comme sommet extréme gauche (dans
quel cas y, ne varie pas avec la constante d’intégration), et soit 0(y)
le coefficient du terme correspondant & ce sommet. Désignons par
(Bs»y;) les différents systemes de racines communes aux deux équa-
tions

felrg) =0 ) =0;

st l'intégrale y (x) est simplement periodique, les valeurs 3; forment une
suite de nombres commensurables entre eux et avec les racines )\; de
¢ (N) = o3 la periode est alors, a un facteur entier pres, égale a 2wip, p
étant le plus grand dipiseur commun aux 3; et \;.

Vérifions tout ceci sur I'exemple simple

Yy'+ ay'*4- byy' = o,
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ou a et b sont des constantes. On a ici

dp\ dp

F(.}”P’P
d d
q(;y‘—g) =[\a+a)+b]1L +y,

T+a
ChiE=—— b ? @i:_

SN =

D’apres ce qui précede, si y est algébrique, on a b = o; si y est une
fonction simplement périodique, @ est nul ou commensurable, et alors

2Tl
b

Ceci se vérifie a la seule inspection de I'intégrale générale qui est,
soit '

la période est égale 2 —, & un facteur entier pres.

1
¥ =C(1+ C'ebm)i+a,

soit
1

y= G+ e,

suivant que 40 ou b = o.

Quelques applications a I'étude des intégrales uniformes.

1. Soit F(«, y,y’) = o une équation du premier ordre, ot F est un
polynome en y, y’, algébrique en .

Quand on veut reconnaitre si U'intégrale générale d’une telle équa-
tion est uniforme, on vérifie d’abord si les conditions nécessaires et
suffisantes de M. Fuchs, pour que les points critiques algébriques de
Iintégrale soient fixes, sont remplies. S’il en est ainsi, I'équation s’in-
tegre algébriquement au moyen de la théorie des transformations bira-
tionnelles des courbes algébriques en elles-mémes, ou par une quadra-
ture, ou se ramene & une équation de Riceati, suivant quep > 1, p=1
oup = o, p étant le genre de F = o en y, y'. Ceci fait, il ne reste qu’a
vérifier si I'intégrale ainsi obtenue n’a réellement pas des points criti-
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ques. Quant a lanature analytique des fonctionsuniformes qu’engendre
I'intégration d’une équation telle que F = o,

1° Si p >1, ce sont des fonctions rationnelles en a;

2° Si p =1, ce sont des fonctions rationnelles en 2 et en A(J), A
étant le symbole d’une fonction méromorphe doublement périodique
et J étant une intégrale abélienne;

3° 8Si p = o, ce sont les transcendantes définies par une équation
de Riccati a coefficients algébriques en .

Lorsque @ ne figure pas explicitement dans I’équation, les fonctions
uniformes engendrées par son intégration peuvent étre des fonctions
rationnelles soit en @, soit en ¢, soit en sn(ax) et cn(ax) dn (ax).

Si I'intégrale générale de F = o est holomorphe dans tout le plan,
le genre p est différent de I'unité (sans quoi il y aurait des poles mobiles)
et alors :

1° Sip >1, lintégrale est un polynome en x;

2° Si p=o, c’est un polynome en =z, &'*, ¢?*), jw”e’(’”dx
(n=o0,1,2,...), ouJ(@) est une intégrale abélienne. Et en tenant
compte de ce que nous avons dit relativement 4 la nature de I'inté-
grale J() (voir le paragraphe sur les singularités de I'intégrale), on
voit facilement que :

a. Sile degré m de F = o en y’ est impair, 'intégrale est un poly-
nome en x, e, e‘”’”’,fac” ¢'"dr (n=o0,1,2,...), olt P(x) est
un polynome en x.

b. St le degré m est pair, I'intégrale abélienne J(x) est du genre
hyperelliptique.

2. Mais, méme dans le cas ou l'intégrale générale n’est pas uni-
forme, I'équation peut admettre une ou plusieurs intégrales particu-
lieres uniformes. Les méthodes servant 4 reconnaitre si intégrale
générale est uniforme ne s’appliquent point lorsqu’il s’agit de recon-
naitre si I’équation admet des intégrales particulieres uniformes,
probleme généralement plus compliqué que le premier. De méme on
sait reconnaitre la nature analytique de I'intégrale générale supposée
uniforme d’une équation donnée, mais on ne sait pas résoudre le
probleme analogue pour les intégrales particulieres.

De la 'intérét de chercher des types d’équations ayant une certaine
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généralité, pour lesquels on peut traiter de pareilles questions. Ainsi,
il résulte d’un théoreme de M. Painlevé (') que, si dans I'équation

,_k_P(x,y),
Y= Q(@, )

ouP et Q sont polynomes en « et y, le dénominateur Q ne renferme
aucun facteur de la forme x — a, @ étant une constante, et si, de plus,
le degré de Q en & surpasse d’au moins deux unités le degré corres-
pondant du numérateur P, toute intégrale uniforme de I’équation est
une fonction rationnelle de z.

Plus généralement, étant donnée 1’équation

i=p

D fil@ y)yr-i=o,

i=0
s1 f,(2, y) ne contient aucun facteur de la forme # — a, a étant une
constante, et si, de plus, le degré de f;(2,y) en 2 surpasse d’au
moins 2£ unités le degré correspondant du coefficient f, (x, y)
(k= Ty 2y + e )5 TOAHE intégrale uniforme est rationnelle.

Les intégrales particulieres uniformes d’une équation F(z,y,y") = o,
algébrique en x, y, y’, peuvent étre rationnelles ou transcendantes;
dans ce dernier cas nous dirons que deux ou plusieurs intégrales uni-
formes y,, y,, ... sont distinctes 8’il n’existe entre elles aucune relation
algébrique a coefficients algébriques en .

Je me propose de montrer, en combinant un procédé employé par
M. Painlevé dans I’étude des intégrales rationnelles avec les théoremes
connus de M. Picard sur les zéros des fonctions uniformes et sur le
genre des courbes algébriques dont les coordonnées s’expriment en
fonction uniforme d’un parametre, comment on peut, pour des classes
étendues d’équation, préciser la limite supérieure du nombre des inté-
grales uniformes distinctes et la forme de 1’équation dans le cas ol elle
admet des intégrales uniformes transcendantes; dans ce dernier cas,
je signalerai aussi les relations algébriques qui existent entre telles
intégrales non distinctes.

(') dnnales de la Faculté de Toulouse, p. 43; 1888.
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3. Démontrons d’abord un théoreme général relatif aux intégrales
uniformes des équations F(x, y,y’) = o, ot F est un polynome irré-
ductible en y et y’, & coefficients algébriques en 2. On peut toujours
écrire une telle équation sous la forme

() F(x,X,}’,,}"):O,

F ¢étant un polynome irréductible en x, X, y, y/, et x et X étant liés
par une relation algébrique

G(x,X)=o.

En mettant en évidence les puissances de X, I'équation (1) peut
s’écrire

(2) Folz, 9, ') +Fi(z, 3, y)X +.0 o+ Epi (2, 7 y)Xrt=o,
m étant le degré de G en X. Je dis que :

Toute intégrale uniforme de (1) est commune a m équations différen-
tielle

(3) Fo=o, 137 =00 2509 s — o

En effet, remplacons dans (2) y et y’ par I'intégrale uniforme consi-
dérée et sa dérivée, on obtient ainsi une relation H(x, X) = o, entre
X et @, de degré au plus égal & m—1 en X. Si les coefficients de
H = o ne sont pas identiquement nuls, les deux polynomes G et H en
X doivent avoir un facteur commun K(x, X), polynome en x et X,
puisqu’il divise G. Donc I'équation G(, X) = o ne serait pas irréduc-
tible. Par conséquent, on doit avoir identiquement les F;, = o.

Comme les F;, n’admettent pas de facteurs communs [sans quoi
I'équation (1) serait réductible], les équations (3), ou bien sont in-
compatibles (dans quel cas il n’y a pas d’intégrales uniformes), ou bien
définissent une relation algébrique entre « et y. D’ou le théoreme sui-
vant :

Etant donnée une équation F(ac, YViy )= 0,04 F est un polynome
irréductible en y et y', et algébrique en x, pour qu’'elle puisse admettre
des intégrales uniformes transcendantes, il faut que F soit rationnel
en .
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Si cette condition n’est pas remplie, toute intégrale uniforme de
F=o0 est rationnelle, et I'on saura toujours calculer ces intégrales,
car elles sont communes aux équations (3).

4. Ceci étant, distinguons les deux cas suivants :

1 cas ¢ L'équation ¥ =o est a points critiques fives. — Désignons
par p le genre'de F = o en y et y’. Alors
1° Si p >, toute intégrale uniforme est rationnelle ;
2° Sip =1, en posant
YRy v, &)

(ou R est rationnel en y, y’ et algébrique en ), F = o se ramene i la

forme '
dy

Vi— Y (1— kY?)

(4) —=H(x)dw,

ol £ est une constante et H(x) algébrique en @. Si une intégrale
¥i(2) de F = o est uniforme, I'intégrale Y,(z) correspondante de (1)
n’a qu’'un nombve fini de valeurs. Pour qu’il en soit ainsi, il faut que
les périodes de I'intégrale abélienne fH(x) dx soient les périodes de
sn(x, £*); quand il en est ainsi, I'intégrale générale Y(z, C) de (4)
n’aura qu'un nombre fini de valeurs y(x) également, mais il restera a
vérifier si, parmi ces intégrales, il y en a qui seront uniformes. S’il en
existe plusieurs, elles ne sont pas distinctes : elles s’ caxpriment algébri-
quement en fonction de x et de l'une d’entre elles.

En effet, Y(2, C) s’exprime algébriquement en fonction de Y, ()
d’apres le théoreme d’addition des fonctions elliptiques

y = Ya1ve(©) + Cvp(Y)
Sy

avec p(Y) = (1 —Y?) (1— £2Y?), et, par suite, y(x) s’exprime algé-
briquement en y,(x) et en C.
Done, si p =1, i ne saurait jamais exister plus d’une intégrale uni-
Jorme distincte.
3° Si p=o, 'équation F=o se rameéne algébriquement 4 une
6
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équation de Riccati en Y, en posant Y = R(y, y/, «), ol R est ration-
nel en y, " et « figurant rationnellement ou par un radical carré. Si
y.(x) est uniforme, 'intégrale correspondante Y,(x) de I’équation
de Riccati est & un nombre fini de valeurs. Pour une équation de Ric-
cati, on sait trouver des intégrales algébriques ou 4 un nombre donné
de valeurs, mais on ne sait pas, en général, reconnaitre si elle a des
intégrales uniformes, ou si son intégrale générale est uniforme. Quoi
qu’il en soit, il peut arriver que I’équation de Riccati ait une, deux ou
trois intégrales uniformes (ou & nvaleurs); s’il y en a trois, I'intégrale
générale Y () est uniforme et s’exprime rationnellement en fonction
de trois intégrales particulieres.

L’équation primitive F = o peut donc admettre o, 1, 2 ou 3 intégrales
uniformes distinctes, maus pas dayvantage.

2¢ cas : L’équation F = o est a points critiques mobiles. Dans ce cas, il
existe un certain nombre de valeurs

(5) ]’1:91(@')’ ,}/2:({72(‘7")7 ey ,)’n:%(x%

telles que 1'une au moins des valeurs correspondantes de y’ (par
exemple y,) soit irréguliere (infinic ou critique), et 'intégrale y ()
qui, pour @ = x,, prend la valeur y, (2,) et admet pour dérivée y, (x),
admet o = x, comme pointcritique. Nous nous bornerons a considérer
les équations pour lesquelles toutes les valeurs de y" se comportent
comme ¥, pour certaines des déterminations (5). Autrement dit, nous
supposerons qu'il existe des fonctions (5) telles que toute intégrale
qui, pour x = x, prend la valeur y,(x,), admet x = 2, comme point
critique, sauf pour certains points particuliers, satisfaisant & une cer-
taine condition algébrique. C’est ce qui arrivera toujours pour une
équation du premier degré en y’ (n’étant pas une équation de Riceati
ou linéaire)
y=2®))
Q(z,y)

ou P et Q sont polynomes en y, algébriques en x; en effet, toute valeur
y:= 9,(«) annulant Q jouit de la propriété précédente. C'est ce qui
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arrivera encore pour une équation du second degré en y’

e A(m,y)—l—\/B(x,y)’
L C(x:)’)

A, B, C étant des polynomes en y, algébriques en . En effet, les
valeurs y,=¢;(«) qui annulent B sans étre ni racines doubles ni
intégrales singulieres, jouissent de la propriété en question. Toute-
fois, quand toutes les racines d’ordre impair y,= ¢,(x) de B = o sont
solutions singuliéres, il n’en est plus ainsi, et I’équation ne rentre
plus dans la classe considérée, & moins pourtant que des valeurs
Yx= 9x(2) racines de C=o ne rendent infinies les deux valeurs
dey’.
De méme I’équation binome

()
Y= Q)

jouira des propriétés en 'question pour toutes les valeurs y, = o;(x),
racines de P = o0 ou de Q = o, dont la multiplicité n’est pas un mul-
tiple entier de m.

D’une manitre générale, la condition en question sera remplie
quand il existera des valeurs y,= o;(z) rendant infinies ou critiques
toutes les déterminations de y’ sans étre des intégrales singulieres de
I’équation. Dans tous ces cas, les fonctions y, = 0;(a) seront des fonc-
tions algeébrigues de x. En effet, elles satisfont 2 ’équation obtenue en
annulant le coefficient de la plus haute puissance de )’ dans F = o,
ou bien le discriminant de F = o par rapport & y'.

Traitons d’abord le cas de I'équation du premier degré en y'.

Equation du premier degre.

Soient P(«, y) et Q(,y) deux polynomes en y des degrés respec-
tifs m et m’ a coefficients algébriques en o, et envisageons I’équation
différentielle

\ Pz, )
(6) (e Q(x’y)‘

Pour que I'équation puisse admettre des intégrales uniformes trans-
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cendantes, il faut que P et Q soient rationnels en «; on peut les sup-
poser polynomes en x. De plus, par une transformation homogra-
phique, on peut toujours ramener I’équation & satisfaire a la condition
m = m'~+ 2, que nous supposerons donc remplie. La valeur de y =

e . . T
est alors une valeur ordinaire; c’est-a-dire que, si I’on pose y = -
l’intégrale z(x) quipour z = x, prend la valeur z = o est holomorphe
au voisinage de = = a, (pris au hasard). Distinguons les quatre cas

suivants :
1° Q = o admet plus de deux racines y, = ;(x) distinctes, et solent

yi= ¢ (), Y= 9a(2), Ys=o(2)

trois quelconques de ces racines; elles peuvent d’ailleurs ctre des
branches d’une méme fonction algébrique.

Je dis que : toute intégrale uniforme de (6) est rationnelle.

En effet, elle ne peut avoir que certains points essentiels connus a
I'avance; soit = a un tel point. Si # = a est un point critique de
9y, @5 OU @,, NOUS pouvons toujours poser x —a = &', de facon que o,,
9., @5 deviennent trois fonctions uniformes de £ dans le voisinage de
£ = o. Nous pouvons donc toujours supposer @,, @,, @, uniformes dans
le voisinage de x = a. Ceci posé, a la variable y substituons la va-
riable z donnee par

e
Pt Jum—

(92— ¢5)(y — 1),
(02— 1) (y — 93)
Pour y =¢,(x), on a 2 =o0; pour y =0,(x), on a =1, et pour
Y = ®3, on a z = oo, D’autre part, une intégrale y supposée uniforme ne
peut étre égale a 9,, ¢, ou ¢, que pour les valeurs exceptionnelles
de « en nombre fini. La fonction z(«) serait donc une fonction admet-
tant x = @ comme point essentiel, étant uniforme dans le domaine de
ce point et ne prenant dans le voisinage de « = a les trois valeurs o,
1, ® qu’un nombre fini de fois. La fonction uniforme y(x) ne peut
donc admettre de points essentiels (a distance finie ou mfinle) c’est
donc une fonction rationnelle de x.

2° Q = o admet deux racines y, = ¢,(x) et y,=9¢,(x) distinctes.
Posons
Y — %
Y — ¢
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La fonction z(a) 'n’est pas nécessairement uniforme, puisque g, et
©, ne sont pas nécessairement algébriques; mais si le point x = a est
un point critique de z, ¢’est que ¢’est un point critique algébrique de
@, ou de o,, et, par suite, en posant x —a =¥ (v étant un entier),
on est stir que z sera uniforme dans le voisinage de z = o.

Cela supposé, formons ’équation en z, et soient z, et z, les deux
fonctions de a qui correspondent a deux intégrales uniformes de
Ié ion (6). Je di le rapport 22 est une fonction algébrique de x.

équation (6). Je dis que le rapp Z, Jonction algébrique de x
En effet, c’est une fonction & un nombre fini de valeurs n’ayant pas de
points essentiels a distance finie ou infinie. Car, si x=a était un point
essentiel de =%, & 'aide du changement # — @ = £’ on peut toujours

<
supposer ce rapport uniforme autour de # = a. D’autre part, 7‘" ne
peut étre égal a0, 1, oo que pour un nombre fini de valeurs de dans
le voisinage de « = a. Donc x = a n’est pas un point essentiel de
=, et, par suite, ce rapport est une fonction algébrique de .

"11 S'ensuit que I'équation (6) ne peut avoir deux intégrales uni-
Jormes transcendantes distinctes.
3° Q = o n’a qu’une racine y, = ¢,(x). La fonction ¢, (x) est alors
nécessairement rationnelle. En posant

1

3
Y — %1

z—

on ramene I'équation (6) a la forme

(7) = =Tz 2);

7]

ou T est un polynome en z. Dans ce cas I'équation (6) ne peut ad-
mettre plus de deux intégrales uniformes distinctes, et, de plus, si elle
admet plus de deux intégrales uniformes, toute intégrale uniforme est
rationnelle.

Pour le montrer, admettons que ’équation (6), et par suite aussi
I'équation (7), admette trois intégrales uniformes, et soient z,, z,, z,
les intégrales correspondantes de (7). En formant 'expression

1— 33

v(x)—z >

517 B3

Document numeérisé par la Bibliothéque universitaire Pierre et Marie Curie — UPMC — Cote : HF uf 166a 32/3 -4



( 46)
on voit aussitat que la fonction ¢(2) est une fonction uniforme sans
coupure et telle que les trois équations
¢v(xz)=o, () =i v(z) =
n'ont qu’un nombre fini de racines; en vertu du théoreme de M. Pi-
card, ¢(x) est donc une fonction rationnelle de x.

On en conclut que les trois intégrales =,, z,, =, sont lices par une rela-
tion de la_forme

(8) Sz =S, 2, = Saz:—0,
ot S,,S,, S, sont des polynomes en x lies eux-mémes par la relation
(8" S, +S,+ S,=o.
Différentions la relation (8) deux fois par rapport a x, en rempla-
ds, ds, dsy

nt——,

e respectivement par

T(z,z,), T(x,2), T(z,szs);

on aura les deux relations

(9) Ui(2,3,) + Uy(2, 3,) + Us(x, 55) = o,
(10) Vi(z, 51) + Vo(z, 2,) + Vi (2, %) =0
avec
das;
U/c: Skiv'k—l—SkT(x,Zk),
dz? Sc dS oT oT
Vi, 5 =S ar s TET (s, zk>+sk<dx -2 T>:

Il est facile de voir que les trois relations (8), (9), (10) sont tou-
jours distinctes entre elles. En effet, en posant

Skzk: Nk

on tire des relations (8) et (9)

My N2 J_f§> £
U, <x, 5 > Sl <x, SQ> -+ U, <x, B o,
relation qui ne peut se réduire & une identité que :

1° 8i U, (x, z;) est linéaire en z;, ce qui est impossible si T n’est
pas linéaire en z;
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2° Si 'un des polynomes S, était nul identiquement, ce qui est im-
possible en vertu de deux relations (8) et (8) si les trois intégrales z,,
z,, 2, sont distinctes.

On verrait de la méme facon que les relations (8) et (10), et en-
suite (9) et (10) sont également distinctes entre elles. 1l s’ensuit que
ces relations définissent z,, z,, z,, et, par suite, les intégrales corres-
pondantes de (6) comme fonctions rationnelles de .

4° Q ne contient pas y. L’équation (6) est alors une équation de
Riceati ou linéaire. Pour I’équation de Riccati, il peut exister 1, 2 ou
3 intégrales uniformes distinctes ; pour I’équation linéaire, il peut y en
avoir 1 ou 2.

On arrive ainsi a ce théoreme :

Toute équation y'= R(x, y), ou R est rationnel en x et y, ne peut ad-
mettre plus de trois intégrales uniformes distinctes.

Si elle en admet 3, ¢’est une équation de Riccati.

St elle en admet 2, c’est une équation de Riccati ou linéaire, ou bien se

raméne a la forme
; P(z, y)
‘y = = e ”l’
Ly — e1(2)]

ou P est un polynome en x et y de degré m + 2 en y, et 9, une fraction
rationnelle en x.
Si elle en admet 1, elle se rameéne soit a l'une des formes précédentes,

sout a la forme
T P(z, y) :
(¥ — 1) (y — 92)*

y/

ow 9, el 9, sont algébriques en x et P un polynome en x et y, de degre
k=& 2eny.

Ce dernier fait est évident en remarquant que, si le degré de P en y
était supérieur a £ + &'+ 2, la valeur y = o jouelerolede y, =0, (),
3 3 s ’ P, l ¢ ) 1 1 -
c’est-a-dire qu'en posant y = - (en supposant ¢, et ¢, pas identique
ment nuls), on aurait trois valeurs
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jouant le role de y, = ¢,. Si, au contraire, ce degré était inférieur a
k + K + 2, y = o serait une intégrale, c’est-a-dire dans I'équation en
3= =, z=o0 serait unec intégrale, et I'intégrale générale = ne peut
prendre la valeur z = o que pour des valeurs exceptionnelles de « en
nombre fini; z = o serait donc encore une troisieme valeur jouant le
role de y;= o,.

Tout ce que nous venons de dire pour I'équation du premuer degré est
valable pour toutes les équations ¥ (x, y,y' ) = o, ou ¥ est un polynome
wrréductible en x, y, y' et du genre zéro en y, y'.

Proposons-nous maintenant un probleme plus général que le précé-
dent. Envisageons I’équation

Pz, X, y)
YT Q@ X, y)

ol P et Q sont des polynomes en x, X, y, et x et X étant liés par une
relation algébrique G(a, X) = o. Nous avons vu que si le degré de G
en X surpasse I, toute intégrale uniforme (en «) de (11) est ration-
nelle en @; mais il peut y avoir des intégrales transcendantes de (11)
uniformes en x et en X. C’est de telles intégrales que nous allons nous
occuper maintenant.

On peut répéter les raisonnements précédents, en supposant succes-
sivement qu’il existe pour chaque couple de valeurs (z, X) 3,2 ou 1
valeurs y;,= ¢;(«, X) jouissant de la propriété indiquée, c’est-a-dire
telles que y’ devienne infinie pour y,= ¢, et que de plus l'intégrale
y(2, X), qui pour (x,, X,) est égale & ¢;(x,, X,), admet a, comme
point critique, sauf pour certaines valeurs x, exceptionnelles et en
nombre fini.

Dans ces conditions, s’il existe 3 valeurs y,= o,, lintégrale y est
rationnelle en (x, X), et cela par la méme raison que précédemment :
elle ne peut admettre de points essentiels @ = a a distance finie ou
infinie. En posant « — a = &', si a était point critique des ¢, ou de
X (2), de maniere & rendre z uniforme dans le voisinage de § = o, ol

(11)

(%—%)(y—f.ﬁx),
(92— 1) (¥ — 93)

on achevera la démonstration comme précédemment.

b4
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De méme dans le cas outil y a 2 ou 1 valeur y,= ¢,(2, X).

Les conclusions énoncées pour les intégrales uniformes en @ peu-
vent donc se répéter pour les intégrales uniformes en (@, X). I n’existe
Jamais plus de 3 telles intégrales distinctes. S'il en existe 3, 'équa-
tion (11) est une équation de Riccali, ete.

Les mémes méthodes et conclusions s’appliquent a I étude des intégrales
uniformes en (x, X) relatives auzx égquations F(z, X, y, ¥) =0, ot F
est un polynome du genre zéro en y, y', a coefficients rationnels en
(2, X), @ et X étant lis par une relation algebriqgue G(x, X ) = o.

E‘guatz’on du second degre.

Une telle équation peut toujours étre mise sous la forme

i A(z, X, y)+ B (=, X,y)\/B(x, X.y)

Ll C(z, X, y) 7

ou A, B, G, R sont des polynomes en «, X, y et x et X étant liés par
une relation algébrique G(a, X)= o. Désignons par A le degré de R
en y, et supposons que I'équation (12) n’admette pas d’intégrales sin-
gulieres.

Tout d’abord, si A=2, le genre de I'équation en y et y’ est nul, et
I'on rentre dans le cas précédent.

SiA > 2, toute intégrale uniforme en (z, X) est rationnelle en (z, X).
En effet, R = o admet alors au moins trois racines y, = ¢,(, X) telles
que toute intégrale qui, pour x =, (x, étant pris au hasard, sauf
certaines valeurs exceptionnelles de « en nombre fini), prend la va-
leur ¢,(2,, X, ), admet « = x, comme point critique. Si donc on forme
la combinaison
_ (oy—03) (y — ©1)

T (=) (¥ —9s)]

z

cette fonction z() ne saurait admettre de points essentiels (a dis-
tance finie ou infinie), et, par conséquent, y, supposée uniforme en
(, X), est rationnelle (le raisonnement analogue & celui du cas du
premier degré).

L’équation (12) (d’un genre plus grand que zéro) ne saurait donc
admettre d’intégrales uniformes transcendantes en (x, X) que si les va-

>
P. 7
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leurs y, = ¢,(x, X) qui annulent R sont des intégrales singulieres, a 1’ex-
ception peut-étre de deux au plus.

Au cas de l'équation du second degré se raméenent toutes les équa-
tions du genre 1 ou 2 en y, y' et, plus généralement, toutes les equations
de Uespéce hyperelliptique;; les résultats précédents sont done valables
pour toutes ces équations. :

Observons que, quand il existe seulement deux valeurs y;=¢;(z,X)
non singuliéres, on ne peut plus répéter le raisonnement fait dans le
cas du premier degré, car ce dernier raisonnement repose sur ce fait
que deux intégrales quelconques ne peuvent devenir égales que pour
les « fixes en nombre fini, fait qui ne subsiste pas dans le cas du se-
cond degré.

Observons encore que les racines y; = y,(x, X) de C = o ne peuvent
plus jouer le méme role, en général, que les racines de Q = o dans le
cas du premier degré, car, généralement, une seule valeur de )’ devient
infinie pour les racines de C = o. En effet, en écrivant I'équation (12)
sous la forme

Cy?+Dy'+~E=o
(ou G, D, E sont des fonctions de x, X, y), pour C= o, D, générale-
ment, est différent de zéro et une seule valeur de y’ devient infinie.
Toutefois, si C et D ont un facteur commun K(x, X, y), et si ce facteur
a trois racines distinctes en y, toute intégrale uniforme en (2, X) est
rationnelle.

Equation binome du second degre.

On peut la mettre sous la forme

7= o
(13) o= C(x,X,y 2

ou B, R et C sont polynomes en «, X, y. Toute intégrale singuliere
Yi=9;(x,X), annulant R et, par suite, y’, doit étre une constante, et
réciproquement. Si toutefois y; = ¢; annulait R et C, ce serait un lieu
de points critiques des intégrales.

Cecl étant, si le nombre total de valeurs distinctes y;, = ¢;(x, X) qui,
ou bien annulent C ou bien annulent R sans étre des constantes, dé-
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passe 2, loute intégrale uniforme en (x,X) est rationnelle. En effet,
toute intégrale qui, pour z = x,, prend la valeur ¢,(z,, X,) admet x,
comme point critique, sauf pour certains points x, exceptionnels en
nombre fini, et le raisonnement s’acheverait comme dans le cas du
premier degré.

Distinguons donc plusieurs cas, en observant qu’on peut toujours
supposer le degré A de R en y pair (4 'aide d’une transformation ho-
mographique), A = 2.

Siwsr,le genre p de I'équation est nul, et ’on est ramené au cas
du premier degré.

Si g > 1, distinguons les racines de R en ' racines constantes et
p" racines fonctions de x. Pour que toute intégrale uniforme en (z, X)
ne soit pas rationnelle, il faut, d’aprés ce qui précede, que p’ = o,
10U 2.

Soit d’abord p'= o, R peut alors étre supposé polynome en y &
coefficients constants, soit p (). Si y est une intégrale uniforme en
(2, X) de (13), le radical

/

e LG, X, 9)y
\/P(J’)— —]_3—>(ar, XW

Iest également. Ceci n’est possible que si le polynome p(y) est du
quatrieme degré en y. En effet, y (supposée non rationnelle) admet,
au moins, un point essentiel = a. Si X () n’est pas uniforme en x

autour de @, on pose x — a=£" et alors y et ypo (y) sont deux fone-
tions de & uniformes autour de £ = o et admettent £ — o comme point
essentiel. Or, d’apres un théoreme de M. Picard, la relation entre y et

Ve (7) est nécessairement du genre zéro ou un. Done e () est du qua-
trieme degré.

L’équation (13), pour qu’elle puisse admettre des intégrales unifor-
mes en (x, X) non rationnelles, doit donc étre de la forme

— B@X)Ve(y) |
(y — o)k (y —¢2)¥

X

ol le degré de B en y est égal & £+ #, et ou e(y) est un polynome
du quatrieme degré en y a coefficients constants.
Dans le cas ol #”==1 ou "= 2, on ne peut plus préciser le degré
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du polynome sous le radical, mais on aura une relation entre les de-
grés en y du numérateur et du dénominateur, en tenant compte de la
condition que, pour qu’il puisse exister des intégrales uniformes en
(2, X) transcendantes, il faut que z = o ne soit pas une intégrale de

I'équation en z = )1,7 sans quoi (sile genre de I'équation n’est pas nul)

il y aura au moins trois valeurs y; = ¢;(2,X) (en comptant y =
comme une telle valeur).

On peut compléter ce qui précede dans certains cas particuliers,
notamment quand B = o admet des racines y, = «, constantes, car
alors une intégrale autre que y = «, ne peut prendre les valeurs «; que
pour les valeurs exceptionnelles de «, en nombre fini. Une telle valeur
o, joue donc le role des ; et le raisonnement s’acheve sans peine. .

Jajoute, enfin, que les mémes methodes et conclusions s’ appliquent a
I’équation binome générale, d’un degré quelconque en y'.

5. Voici maintenant un théoreme permettant de construire des types
généraux d’équations du premier ordre pour lesquelles toute intégrale
uniforme est une fonction rationnelle en x.

Soient @ (2, y,y’) et ¢ (x,y,y’) deux polynomes en z, y,y’, tels
que les sommets @ droits de leurs polygones respectifs soient situés
sur une méme perpendiculaire & OM, et qu’a droite de cette perpen-
diculaire ni I'un ni Pautre des polygones n’aient de som mets.

Soient ensuite :

P (x,y,y") un polynome quelconque en x, y et y';

@ (a,b) un polynome homogene en a et b a cocfficients constants;

2 (2, a, b) un polynome homogene en @, b, de méme degré d’homogé-
néité w que @ (a, b), a coefficients fonctions algébriques de =,

et envisageons I’équation du premier ordre :
(1) ® (9, $) P (2,0, 5") + 7 (2 9, §) =o.

Je me propose de démontrer que :

St le nombre de racines a distinctes et dyfférentes de zéro de I’ équation
@ (a, 1) = o surpasse 2, toute inlégrale uniforme de (1) est rationnelle.
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Pour le montrer, écrivons I’équation (1) sous la forme

() [U’ <f‘;’ '> P(z,y,y") +%<x, —z, I>] Yt = o.

Si une intégrale uniforme de (1) était commune 4 (1) et 4 $ = o, on
Pobtiendrait par I’élimination de y" entre ¢ = o et

ZI')(CP, O)P(x’]’7y’)+)((x’ 9, 0) = o,

et la démonstration serait achevée. Supposons donc que notre inté-
grale y ne satisfasse pas & ¢ = oj; elle satisfera alors 2

(3) ﬁ<% I)P(w,y,y’wx(w,%’ 1>:0-

Soit a une racine de 'équation @(a, 1) = o; je dis d’abord que les
racines x = a de I'équation

(P(x’ Y }") o
Y(z, y, ¥")

a=o,

lorsqu’on y remplace y par I'intégrale uniforme considéré, sont en
nombre fini. Car, d’apres (3), les valeurs telles que x = a doivent
coincider : 1° soit avec les poles de l'intégrale y; 2° soit avec les
singularités transcendantes de y; 3° soit avec les infinis des coefficients
en o dans P; 4° soit avec les racines en  de I'équation algébrique
v (2, a, 1) = o. Dans les trois derniers cas leur nombre est certaine-
ment fini, mais je vais montrer qu’il en est de méme dans le premier cas.

Pour cela, il suffit de montrer que 'expression £ ne peut tendre vers
la limite @ que pour un nombre fini de poles de y.
Dans le voisinage d’un pole = « de y, on aura
y=(z—a}f(x),
olt A est un entier négatif et /(«) une fonction de « ne devenant ni
nulle ni infinie pour # = «. Si 'on met ¢ et ¢ sous la forme

i=s

o :i Qi(@) y™i y'n,

=ik

=5

¥ = dte)yriey,

=1
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on auradans le voisinage de x = «, d’aprés les notations du Chapitre I,
et en appelant (&’) le sommet droit de ¢,

¢ —(x—a)Sen [Qw(x) —|—E (2 — ot)Swn—Sm SZ,-(x)jI,

— (@)

= (@ — ) [sz;n.(x) + 3 (@ — a)Sen= S 92(@].

- (@)
Or, nous avons vu dans le Chapitre I que, lorsque « tend vers «, on a

limQ;(z)=o (i=1,2, .. ,s saufi=wm),
limQ;(z)=o (I=1,2, .., ¢, saufs=—mwl),
lim Qg () = A ¢g () f(a),
lim Ry () = Mo gy (o) f( )

(otl ng et ni, désignent les exposants de )’ dans les termes respectifs
de ¢ et { correspondant aux sommets @ et @).
Distinguons maintenant les trois cas suivants :

17 cAs : Le sommet ©' est au-dessous du sommet 5. — Comme S, et
S, met les ordonnées & 'origine des droites ayant le coefficient angu-
laire A et passant respectivement par les points (M;, N;) appartenant
Ao eta g, on voit que Sgy > Sy pour tous les A négatifs. Par consé-
quent, si A n’est pas une racine de I'équation algébrique

Oz () =0
(et s’il en était ainsi, le nombre des « serait fini et la démonstration

achevée), le rapport 7 tend vers zéro, et non pas vers la limite a,

¢

lorsque « tend vers «. Ce rapport ne peut donc tendre vers la
racine @ de ©(a, 1) = o pour un pole x =a de y, que si ce pole
coincide avec une racine de 'équation $ (o) == 0; donc le nombre de
tels poles est limité.

2¢ cAS : Le sommet &' est au-dessus du sommetw. — Alors S, 5, <S4y
pour tous les A négatifs; par conséquent, si o n’est pas une racine de
¢s(a) = o, le rapport ? augmente indéfiniment lorsque @ tend vers .

Y

Ce rapport ne peut donc tendre vers la limite a que sile pole considéré
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de y coincide avec une racine de I’équation algébrique
¢ () = o,
ce qui montre que le nombre des « est limité.
3¢ cas : Les sommets & et &' coincident. — On a alors Mo=M_,

N& = Ng., et par conséquent Saa= Sg» quel que soit A; done

lim & = yng—ns 2a(a)

¢ Yo (o)

Cette limite doit étre égale & a, et par suite « doit étre une racine
de I’équation algébrique

Mo 9 (@) — @ Yo (1) = 0;

le nombre des o est donc encore limité. Le seul cas ol ceci puisse
tomber en défaut est le cas exceptionnel our la quantité

nm—n\;,/@m
Pz ()
est un nombre indépendant de « et entier, et lorsque A est égal a ce
nombre.
En résumé, I’équation
e (2,50 )
v (2, ¥, y")

=03

apres y avoir remplacé y par une intégrale uniforme de (1) et @ par
une racine quelconque non nulle de @ (a, 1) = o, ne peut avoir qu’un
nombre limité de racines . Et comme, y étant uniforme, ce rapport

(0] . 2 . . . . .
¢ est aussi une fonction uniforme de «, il s’ensuit que, si le nombre de

racines a distinctes et non nulles surpasse deux, E doit étre une frac-
tion rationnelle, ainsi que y [en supposant que le résultant de (1) et
de E = R (2) par rapport & y' n’est pas identiquement nul ].

Si, par exemple, ¢, et y ne contiennent pas explicitement, et
si P est un polynome en z, y, y/, I'équation £ — a = o ne peut pés

i/
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avoir de racines i distance finie, et sile nombre de racines a de I'équa-
tion @ (@, 1) = o surpasse deux, on a

@Onyﬁﬁz:wnﬁﬂ:@

b(2,7,0")
L'intégrale y, supposée uniforme, ne peut étre que rationnelle et
s'obtiendrait par I’¢limination de y” entre les deux équations

ey, ¥)—Cd(y,y') =0,
P(x,}f’)”)—i‘cl =0,

ol les constantes C et C/ sont liées par la relation

& (C, 1) G — % (G, 1) = o.

On peut, par exemple, prendre ¢ = ', { =y, et "équation () aurait

la forme
iy, ) Pl yay ) =X, ¥ ) =0

ol @ et y sont des polynomes homogenes en y, y' de méme degré
d’homogénéité.

6. Dans quelques cas étendus considérés précédemment, les inté-
grales rationnelles sont les scules intégrales uniformes possibles de
I’équation, et, en les calculant, on sera certain d’avoir ainsi toutes les
intégrales uniformes de I'équation, ou de constater qu’elle n’admet
pas de telles intégrales.

La question de reconnaitre si I'intégrale générale d’une équation
algébrique du premier ordre est rationnelle se ramene, par la méthode
de M. Poincaré, i des opérations algébriques ou & une quadrature ou
a la question de reconnaitre si Uintégrale d’une équation de Riccati est
rationnelle, ce qu’on saura toujours reconnaitre.

Mais, quand il sagit des intégrales particulieres rationnelles, le
probleme est plus difficile et exige des méthodes spéciales. M. Pain-
levé () en adonné une qui permet de déterminer surement toutes les
intégrales rationnelles pour des classes tres générales d’équations du

(1) Annales de I’ Ecole Normale, 1892, p. 305; Comptes rendus, t. CX, p. 34.
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premier ordre, et qui peut s’appliquer dans tous les cas que nous
avons considérés précédemment.

Vajouterai seulement quelques remarques relatives aux simplifi-
cations qu’on peut tirer assez souvent par la considération du poly-
gone IT de I'équation donnée.

Supposons que le polygone n’ait aucun coté i coefficient angulaire
entier et positif. On connaitra alors une suite de valeurs B00a) By v sy
a, telles qu'aucune intégrale rationnelle ne puisse avoir de zéros dif-
férant des ;. SiI'on pose

IIF(Z‘)L (x_—“l)(‘t—‘az) i (Vr“xn):

il existera un nombre entier positif w tel que la fonction
u="[w(x)
= 1+,

soit un polynome en , et, si 'on connaissait une limite supérieure
de p, on ramenerait la recherche de toutes les intégrales rationnelles
a celle, relativement plus facile, des polynomes satisfaisant & I'équa-
tion différentielle en u. On peut déterminer une limite supérieure de
cenombre parlaméthode suivante. On sait reconnaitre parles méthodes
de Briot et Bouquet si I'équation donnée admet des intégrales holo-
morphes prenant, par exemple, pour 2 = o, la valeur Y = o et déter-
miner pour ces intégrales le développement de Y, suivant les puis-
sances de (x — a); on en déduira I'ordre maximum possible 2, du
zéroa; de y. En faisant ce calcul pour tous les zéros «,, ..., o, et en
désignant par 2, le plus grand des entiers A, A, sera une limite supé-
rieure de p

Lorsque la suite o, ..., «, n’existe pas, % est un polynome en .

Si le polygone de I’équation n’a aucun coté i coefficient angulaire
entier négatif, on appliquera les calculs précédents a la transformée
en — de 'équation, et I'on réduira encore la recherche des intégrales
rationnelles a celle des intégrales entieres.

Si le polygone n’a aucun coté i coefficient angulaire entier, on con-

naitra en méme temps tous les zéros et tous les poles possibles des

intégrales rationnelles; soient a; ces zéros et B: ces poles. Apres
P. 8
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avoir formé l'équation ¢(x,u,u’)= o, transformée en u = £ de

équation donnée I = o, on cherchera les intégrales rationnelles de
cette équation de la fagon suivante. Les poles de I'une quelconque
de ces intégrales w sont toujours des poles simples et, en posant

w(z) = (2 —a ) (z—oy)...(x— o),
X(.Z‘)Z: (]) _@1>(x—§2) (x“_ 5/11)7

on aura
%

U— ———
w(2)y(x)

¢ étant un polynome en x. Une fois tous ces polynomes ¢,, 92, ..., ¢
trouvés et apres avoir supprimé les facteurs (x —a;) et (v —8,)
communs aux ¢ et & @(2)y (2), on aura toutes les intégrales ration-
nelles u,, us, - .., 4 de (@, u, u') = o. Pour que F = o admette des
intégrales rationnelles, il faut et il suffit que, parmi les fractions w;, 1l
y ait au moins 'une satisfaisant aux conditions suivantes :

1° Le degré du numérateur de u; est moindre que celui du déno-
minateur;

2° Les résidus de u; relatifs & ses poles (qui sont évidemment tous
des poles simples) sont tous des entiers.

Ces conditions remplies, toutes les intégrales rationnelles de F = o

sont données par la formule
yi — efutdx_

7. La considération du polygone II de I'équation peut étre utile non
seulement dans le calcul des intégrales rationnelles, mais aussi a celul
plus général des intégrales transcendantes méromorphes, en permet-
tant de ramener ce caleul d celui, relativement plus facile, des inté-
grales holomorphes dans tout le plan.

Ainsi, lorsque le polygone n’a aucun coté a coefficient angulaire
entier posilif, on connaitra une suite de valeurs «a, ..., a, telles quau-
cune intégrale méromorphe de I’équation ne puisse avoir de zéros diffé-
rant des ;. D’apres le théoreme sur la décomposition des fonctions
méromorphes en facteurs primaires, on peut alors écrire

(2 — a;)]eeS(x)
2 I(x— )

2
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ot les f3; désignent les poles de y et ceux parmi les o, qui ne sont pas
effectivement les zéros d’ordre p de y; . est un entier positif, égal ou
supérieur au plus grand ordre des zéros «; de y; G(«) est une fonc-
tion holomorphe dans tout le plan.
Par conséquent, en posant

u :»}A[H(d — o j%,

w sera une fonction holomorphe dans tout le plan, satisfaisant & une
¢quation différentielle facile & former au moyen de I’'équation donnée,
et la connaissance de cette fonction « entrainerait celle de y. On peut
calculer le nombre ¢ d’une maniere identique a celle indiquée plus
haut dans le cas des intégrales rationnelles.

On procédera aussi d’une maniere analogue a celle que nous avons
indiquée précédemment, lorsque 'une quelconque des conditions sui
vantes est remplie :

1° Le polygone n’a aucun coté a coefficient angulaire entier négatif;

\

2° Le polygone n’a aucun coté a coefficient angulaire entier.

8. Je terminerai cette série d’applications par une remarque con-
cernant les résidus de Uintégrale générale relatifs a ses ples simples mo-
biles.

Lorsque lintégrale générale de F(a,y,y) =o admet des poles
simples mobiles, le polygone Il de F a un coté a coefficient angulaire
égala — 1. La limite p du produit (# — a)y, lorsque « tend vers «a,
est une racine non nulle de 1'équation algébrique en p, relative au
coté a coefficient angulaire — 1; par conséquent, les résidus de Iinté-
grale générale, relatifs aux poles mobiles simples, sont racines de
cette équation en p. Si les coefficients ¢,(x) dans les termes de F = o
correspondant a ce coté sont constants, ces residus ne varient pas ayvec la
constante d’intégration.

Soit F(, y, y') = o une équation & points critiques fixes. On sait
toujours reconnaitre si I'intégrale générale d’une telle équation est ou
non méromorphe a Uintéricur d’un contour donné I', dans le plan des
Imaginaires, et supposons qu’il en estainsi. Sile polygone de F = on’a
qu’un seul coté a droite de son sommet & droit, etsi les conditions de
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tout & 'heure (relatives a ce coté et a I'équation en p qui lui corres-
pond) sontremplies, /’intégrale

fr(z,C)dx

(ou y est I'intégrale générale de ’équation ), prise le long d’un tel con-
tour T, est égale a zéro ou a un multiple de U'une des quantités fizves

2mp L, 2m(pr +pa)l, 2T(py+p2+ pa)i, ...,

Pi+ Pas Pss -+ €lant les racines non nulles de I’équation en o relative au
coté A = — 1.
Si, par exemple, y (x, C) est I'intégrale générale de I’équation de

Riccati
dy

a2z = +f(2)y +9(s)

(ou f et ¢ sont des polynomes en s et a une constante), 'intégrale
/y(z, C)dz, prise lelong d’un contour quelconque dans le plan des z,
: 5 . ami -
est nulle ou égale & un multiple de —» ce qu'on vérifie en remar-

quant que la fonction
U— e -2lydx

est Pintégrale de I’équation

d*u St G prasi )
T S(3) = —ae(s)u=o,
et, par suite, qu’elle est holomorphe dans tout le plan; l'intégrale

¥ . ) 4o 2T
3 re i S .
‘/yd ne peut donc avoir d’autres périodes que s
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DEUXIEME PARTIE.

EQUATIONS D’ORDRE SUPERIEUR.

CHAPITRE I

SUR LES ZEROS ET LES INFINIS DES INTEGRALES.

L. Le raisonnement qui nous a servi i trouver les conditions néces-
saires et suffisantes pour que les zéros et les infinis de I'intégrale d’une
équation du premier ordre soient fixes ne s’étend pas dans tout son
ensemble aux équations d’ordre supérieur. C’est que, d’une part,
pour les équations d’ordre supérieur les singularités transcendantes
varientavec les constantes d’intégration, ce qui ne se présente pas pour
les équations du premier ordre. D’autre part, dans le cas du premier
ordre, toutes les déterminations de la dérivée y” étaient des fonctions
algébriques connues de y, pour lesquelles on pouvait trouver les Sys-
temes circulaires de racines s’annulant avec y et étudier la facon dont
chacune de ces racines se comportait dans le voisinage de x = «,,
J = o

Généralement, ceci ne subsiste pas pour les équations d’ordre supé-
rieur. L'intégrale d’une telle équation, ainsi que sa dérivée, peut de-
venir indéterminée pour des valeurs x, quelconques; elle peut avoir
aussi des coupures variables avec les constantes d’intégration, ou
encore des lignes singulitres non analytiques, variables également
avec les constantes. Ces difficultés empéchent, comme dans bien
d’autres circonstances, I’extension de la méthode qui nous a réussi
pour les équations du premier ordre.
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Mais la méthode permet une certaine extension dans un quelconque
des cas suivants :

1° Lorsqu’on peut reconnaitre sur I’équation différentielle donnée
elle-méme que les points transcendants de U'intégrale et de ses déri-
vées ne varient pas avec les constantes d’intégration ;

2° Lorsqu’on se borne & étudier les intégrales (particulieres ou dé-
pendant des constantes arbitraires) ayant les points essentiels donnés
a I'avance, par exemple les intégrales méromorphes;

3° D’une maniere générale, en étudiant les intégrales quelconques,
mais en se bornant aux zéros, et les infinis tels que l'intégrale et ses
dérivées, jusqu’a l'ordre p, soient d’'un ordre infinitésimal déterminé
dans leur voisinage (p étant 'ordre de I'équation).

A I'égard de la condition 1°, je rappelle quelques résultats dus a
M. Painlevé ('), relativement & Péquation du second ordre
(1) F(x, 5,0, y") =0,
et qui s’¢étendent aussi aux équations d’un ordre quelconque.

Une équation (1), prise au hasard, n’a pas de points essentiels
mobiles; pour qu’elle puisse en avoir, il faut que certaines condi-
tions soient remplies, dont les plus simples sont les suivantes. Soit
S(x,y,y) = o la condition pour qu’une valeur de y”, définie par (1),
soit infinie, ou pour que deux valeurs de y” se permutent. Si l'inté-
grale de (1) a des points essentiels mobiles,

1° Le polynome S contient un facteur de la forme S, (2, y), ot y
figure certainement ;

2¢ L’équation (1), ot 'on regarde « comme la fonction, admet, quel
que soit x,, 'intégrale x== x,.

Si aucune de ces conditions n’est remplie, les points essentiels de I’in-
tégrale et toutes ses dérivées sont fixes. On a des résultats analogues pour
les équations d’un ordre supérieur a 2.

2. Envisageons un polynome eny,y’,y", ...,

F — (,91' ( x))/,vnm.ylm,“],l/m_)i . ‘}/([])nz}”,,

(1) Comptes rendus, t. CXVI, p. 362-365 el p. 566-569; 1893.
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ou les 7z sont des entiers positifs, tels qu’on n’ait pas i la fois pour deux
indices ¢ et différents

my; = myj, My == Myj.. .Mp;— Mpj,

et les ;() étant des fonctions quelconques de .
Formons le double tableau de 2s nombres entiers et positifs sui-
vants

k=p
I\Ii:moi+ myj—+...+ mp;— E My,

k=0

k=p
Ni=my+2my+...+ pmy,;—= E kmy,;.

hi=10

Tracons dans le plan deux axes, celui des M et des N, et marquons les
s points (M;,F;) en ayant soin d’inscrire & c¢oté de chacun d’eux son
indice. Il peut arriver que deux ou plusieurs points (M;,N;) coincident;
on mettra alors a coté d’un tel point multiple les indices de tous les
points quiy sont confondus.

Construisons le polygone, concave vers OM et contenant dans son
intérieur ou sur sa périphérie tous les points (M,, N, ), comme nous
I'avons fait pour les équations du premierordre, en adoptant les mémes
conventions et les mémes définitions, avec la seule différence suivante :
il pourra arriver que plusieurs points (M, N) soient confondus en
un méme sommet du polygone; sile nombre de ces pointsest4, ce sera
un sommet multiple d’ordre h.

On voit aisément que le polygone tout entier est compris dans
I'angle formé par la partie positive de I’axe OM et la partie de la droite
passant par 'origine et ayant le coefficient angulaire égal & p (p étant
Iordre de I'équation différentielle), qui est comprise dans 'angle NOM.
Cette droite sera appelée dans la suite la droite limite.

Vindiquerai les formes des polygones relatifs a quelques types géné-
raux d’équation.

Premier exemple. — Soit

F=P(z0)y"+Q(2,y),

ou P et Q sont deux polynomes en y, et soient 72 et ' le plus grand
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et le plus petit exposant de y dans P, et », " les quantités analogues
relatives &4 Q. Le polynome F présente deux sortes de termes :
1° Les termes de la forme y' y" (i =m',m' + 1,...,m — 1, m), qui
donnent les points M; = ¢ + 2, N;== 2, situés sur la droite N = 2;
2° Les termes delaforme y* (k=n',n'+1,...,n — 1,n), quidon-
nent les points M, = %, N; = o, situés sur I’axe OM.

€
5]

[

n’ mi+z m+z n M

Par conséquent, la forme générale du polygone est celle de la fig. 4.
Sur la droite N = 2 il y a au moins un sommet; la disposition, le nom-
bre de sommets et la forme du polygone peuvent d’ailleurs varier. Si
m = m’, le sommet = sera double; on voit également que le polygone
ne peut pas présenter plus d’'un sommet multiple.

Deuxieme exemple. — Pour obtenir le polygone II de
E—y - Pla, y, ),

on construira le polygone II'de P (x, y, ¥’); on joindra le sommet o
droit de ce polygone au point S(M = v, N = 2v) par une droite D, et
I'on abaissera de S une perpendiculaire A sur OM. Si le sommet ex-
tréme gauche de I’ est & gauche de A ou sur A, le polygone II est celui
composé des droites A, D, du coté & domaine négatif de 1I' et d’une
portion de I'axe OM; si le sommet extréme gauche est & droite de A,
le coté A sera remplacé par la droite joignant le point S & ce sommet
extréme. Lorsque, par exemple, v =1 et

P(.Z', %}"):P(% }))’l+()(‘r, )’),

et en donnant a m, m’, n, n’les significations précédentes, on aura
I'une ou lautre forme du polygone (fig. 5 et 6) suivant que »’>o0
ou n’=o. On voit que le polygone ne peut pas présenter de points
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multiples. La forme du polygone peut varier, mais le sommet @ reste
toujours sur la droite N = 2.

Irig. 6.

n M 1 m+i . M

Troisiéme &L‘emp[e. — Soit
=Pz, ')+ Q(z, 3).

Il'y a deux sortes de termes :

1° Les termes en y"'(i=wm/, ..., m), donnant les points M, — 1,
N;= 27 situés sur la droite limite A = 2

2° Les termes en y*(4=n', ..., n), donnant les points M, = £,
N, = o, situés sur I’axe OM.

La forme générale du polygone est celle de la fig. 4; elle peut varier,
mais le sommet @ se trouve toujours sur la droite N = 2.

2m

2m’

Quatriéme exemple. — Le polygone d’une équation linéaire d’ordre p
sans second membre se réduit & une droite parallele A ON, et les coor-
données du sommet & sont (p, p); pour les équations avee le second
membre ¢’est un triangle rectangle, dont les coordonnées des sommets

sont (o, 0), (10 (i, p)
2%
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Pour la construction des exemples (relatifs a ce qui va suivre), il
importe de savoir trouver les équations différentielles d'un ordre
donné, correspondant & un systeme de points (M;, N;) donné. Ceci
revient & la résolution d’un systeme d’équations linéaires en nombres
entiers et positifs. Pour trouver le terme de I’équation d’ordre p cor-
respondant au point donné (M;, N,), il faut résoudre le systeme de

deux équations
M;=my+ my—+...+ m,,

Ni=my+2my+...4pmy,,

en nombres entiers positifs, et, pour que le probleme soit possible, il
faut et il suffit que pM; — N;Z 0. Il peut y avoir plusieurs systemes de
solutions correspondant 3 un méme point (M;, N;), mais le nombre
de ces systemes est limité et chacun d’eux donne un mode de construc-
tion du terme de I’équation correspondant au point donné. En con-
struisant 4 termes de I’équation correspondant aux différents systemes
de solutions relatifs & un méme point (M;, N;), ce point sera un point
multiple d’ordre £ pour I'équation ainsi construite.

Pour faciliter la recherche des exemples, je donne ici le Tableau de
ces solutions pour les équations d’un ordre inférieur & 5, et qu’il faut
appliquer i chacun des points (M;, N;) donnés dans le plan NOM (les
indices ¢ sont supprimés).

[) == 04 8
N-—M:Zm,SLN,

m; =N — 21m,, my=M— N + m,

ou encore

M—NZmyM—1!N m,—=2M — N — 2m,, my =N — M + m,.
= 0 2 Y 1

o

p=9:
N—aM<mSiN,

N—M—2m;Zm, S L (N — 3my),

my—=N — 2m,— 2m,, my =M — N + ni, + 2m,

ou encore
M—NZmysM — LN,

oM —N—aomSmS3M—IN—2m
0= L= i 2 2 0y

my=3M —N — 3my— 2m,, ;=31 (N—M + my,—m,).
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p=4i:
N —-3M<m,SLIN,
N—aM—am,Sm; S (N—4M),
N—M—2m;—3m,Sm, S L (N — 4m, — 3m,),
m, =N —am,— 3m;— hm,, my =M — N + m,+ 2m,+ 3m,.

3. Ceci étant, posons dans le polynome précédent F
y=(z—a)f(z),

olt @ et A sont deux constantes finies et différentes de zéro, et /()
une fonction de x. Par les différentiations successives on trouve

Y =k(z—a)=' f+ (x—a)lf,
Y'=MA —1)(x—aP2f+ak(z—altf 4+ (x—a) [,
Y'=2A—1)(A—2)(z—aP3f+3h(A—1)(z—a) 2 +3h(x—aP~Lf" +(x—a) f",

Sil'on pose, pour abréger,

701' =D=My Lk ﬂlpl',
‘/“' == I)l:“'—l— ny; —+... '—f—nlpl',

le terme général de F prendra la forme
:(@) (@ — @P WM A f(2) N+ 0; ()],
ol 0;(2) est un polynome en
S(2), (x—a)fl(z), (x—a)Pf(z).. (2—a)fP(z),
dans lequel il 0’y a pas de terme dépendant uniquement de [, ensuite

A= (h — )Ni(h — 2)Tei . (A — p +1)Vp—oi,

On aura donc

=S

F =3 oi(e)(@— aN[A; /()4 0,(2)].

=1

Envisageons dans cette somme I'ensemble T de termes pour lesquels
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I'exposant AM; — N, de la puissance (x — a) mise en facteur est le

plus faible. Suivant les valeurs des M;, N;, A I'ensemble T sera composé

d’un seul terme, de deux ou de plusieurs termes, et je vais chercher

les conditions nécessaires et suffisantes correspondant a ces divers cas.
En général, pour que les termes d’indices vy, 8, ¢, ... fassent partie

de T, il faut et il suffit que les conditions suivantes soient remplies

simultanément :

(1) » ).MY——-NY::).M;;~N5:7&1\15—N5:...,

(2) AMy— Ny<< AM; —N;,

lorsqu’on attribue & I'indice ¢ toutes les valeurs entieres de 1 & s

autres que celles des indices des termes faisant partie de T.
La condition (1) peut s’écrire

Ny—Ns _ N3—N;
7\I — M; 7\[ —Mﬂ

(3) —
On voit donc que A doit étre égal au coefficient angulaire de la
droite (y, ¢) et que les points correspondant aux divers termes de T
doivent étre sur cette droite.

D’autre part, la quantité AM; — N; lorsqu’on y remplace A par la
valeur (3), représente I'ordonnée a I'origine S;,, changée de signe,
de la droite passant par (¢) et de coefficient angulaire A.

Par conséquent, pour que les termes d’indice ¥, ¢, ¢, ... fassent
partie de T, il faut et il suffit :

1° Que les points d’indices v, ¢, &, ... soient sur une méme droite,
et que A soit égal au coelficient angulaire de cette droite;

O2

2° Que SH > S, » pour tous les mdlcesz de 1 4 s aulres que Y,0,&, ...,
¢’est-a-dire que l'ordonnée a lorigine de la droite (v, 8) soit plus

grande que celle d'une quelconque de droites pamlleles a(y,0)et
passant par les points (7) non situés sur la droite (v, 2).

Si tous les points (M;, N;) sont simples, la direction de toute
droite (v, ¢) estbien déterminée, et, par conséquent, pour ces points
la condition 1° ne peut étre vérifice que pour une seule valeur de A.
Mais si le point (M;, N;) était multiple et correspondait, par exemple,
aux indices , 7, £, ..., la direction des droites (¢, f), (J, k), ... serait
completement indéterminée et pourrait étre quelconque; par consé-
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quent, pour les points multiples, la condition (1°) est toujours vérifice,
quelle que soit la valeur de %, réelle ou imaginaire; pour ces points
il ne reste que les inégalités 2° a vérifier.
Je distinguerai donc deux cas, suivant que tous les points (M, N)
sont simples, ou qu’il y en ait de multiples.

18 cAs ¢ Tous les points (My, N;) sont sumples. — Pour que les termes
correspondant aux deux points (v) et (8) fassent partie de T, il faut
que le coefficient angulaire A de la droite (v, &) ait la valear tirée de
(3). Réciproquement, X étant convenablement choisi, quels que soient
les deux points (y) et (), on peut toujours satisfaire a la condition (1),
pourvu que ces points ne soient pas situés sur une méme droite paral-
lele & OM ou & ON.

Il reste encore a satisfaire & la condition 2°. Or, pour cela, d’apres
les propriétés du polygone, il faut et il suffit que la droite (v, 8) soit
un coté du polygone non parallele aux axes. On voit done que, pour
que T soit composé d’au moins deux termes, il faut et il suffit que A
soit égal au coefficient angulaire d'un coté quelconque du polygone,
non parallele aux axes; les indices des termes qui figurent alors dans
T sont ceux des sommets du polygone qui se trouvent sur le coté dont
le coefficient angulaire est égal & (3).

2° cas : 1/ y a des points (M;, N;) muutiples. — Pour ces points la con-
dition 1° est satisfaite, quel que soit A, réel ou imaginaire, et pour
que les termes aux indices v, ¢, ... du point multiple (M, N,) fassent
partie de T, il faut et il suffit que 'on donne & A une valeur qui per-
mette de satisfaire & la condition 2°.

Il est d’abord facile de voir que si un point multiple (M,, N, ) n’est
pas un sommet du polygone, quelle que soit la valeur réelle qu’on at-
tribue & A, on ne peut jamais satisfaire & la condition 2°. En effet, pour
que la condition S,,>>S;, puisse étre satisfaite pour tous les indices
vautres que ceux qui appartiennent au point multiple (v), il faut que A
soit compris dans le domaine du point (v), et, comme le domaine d’un
point quelconque qui n’est pas un sommet du polygone est nul, la
condition 2° ne peut ¢tre satisfaite que pour un sommet du polygone.
D’ailleurs chaque sommet du polygone satisfaita 2° si ’on donne a A
une valeur quelconque comprise dans son domaine.
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Si maintenant A était imaginaire, je conviendrais de dire que I'expo-
sant AM, — Ny est supérieur, égal ou inféricur 2 I'exposant AM; — N,
suivant que

mod (z — a)x‘AMT—NY) —(WM; —N))

tend vers zéro, vers une limite finie, ou augmente indéfinimentlorsque
x tend vers a. D'apres celte définition, si 'on désigne par R(A) la
partie réelle de A, pour que I'on ait

AMy — Ny < AM; — N,
il faut et il suffit que

R(O)M,— Ny<R()M;—N,,

et nous avons vu que pour qu'une telle équation soit satisfaite pour
tous les indices autres que ceux qui appartiennent au point multiple
(v), il faut et il suffit que ce pointy soit un sommet du polygone et
que R(%) soit comprise dans le domaine de ce sommet. Or, ce domaine
n’est jamais nul et il est représenté par un intervalle finisi le sommet
est un sommet intermédiaire, par un intervalle indéfini dans un sens
si ¢’est un sommet extréme, et par U'intervalle de A = — oA =+
si ce sommet est 'unique sommet du polygone.

On peut donc dire d’une facon générale que : pour qu'un terme
ayant un indice qui appartienta un point multiple (M, Ny) fasse par-
tie de T, il faut et il suffit que ce point multiple soit un sommet du po-
lygone, et que la partie réelle de A soit comprise dans le domaine de
ce sommet. Si ces conditions sont remplies, T sera la somme de tous
les termes correspondant aux indices du point multiple, lorsque R(2)
n’est égale & aucune des valeurs limites de I'intervalle qui définit le
domaine du sommet; et i tous ces termes s’ajouteront encore les
termes correspondant aux indices du sommet voisin, lorsque R(A)
prend une des valeurs limites de cet intervalle ; dans ce cas, d’ailleurs,
% devient égal au coefficient angulaire du coté joignant le sommet
multiple considéré au sommet voisin.

On peut résumer ce qui précede en deux lemmes suivants :

Lemme 1. — Pour que T se compose d'un seul terme, il faut et il
suffit : /
1° Que le polygone n’aitaucun coté non parallele aux axes, ou, s'il
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en a, que A ne soit égal a aucun des coefficients angulaires de ces
cotés;
2° Que le polygone n’ait aucun sommet multiple, ou, s’il en a, que
R() ne soit comprise dans le domaine d’aucun de ces sommets.

Lemme II. — Pour que T se compose de deux ou de plusieurs
termes, il faut et il suffit que 'une au moins des conditions suivantes
soit remplie :

1° Le polygone a des cotés non paralleles aux axes et A est égal au
coefficient angulaire d’un de ces cotés; T sera alors la somme de tous
les termes de F correspondant aux indices des points situés sur le coté
dont le coefficient angulaire est égal & A.

2° Le polygone a des sommets multiples, et R(A) est comprise dans
le domaine d’un de ces sommets; T sera alors la somme de tous les
termes correspondant aux indices du sommet considéré.

4. Utilisons maintenant ces deux lemmes pour donner a F certaines
formes qui nous seront utiles dans la suite.

A. Supposons remplies les conditions 1° et 2° du lemme 1. — L’en-
semble T sera alors composé d’un terme unique, et U'indice de ce
terme sera celui du sommet simple dans le domaine duquel R(A) est
comprise. Soit /& cet indice et posons, pour abréger,

ei(@)[A; f(2)it0:(2)] = ()5
on peut alors écrire F sous la forme

(N F=(z—a)Sm [Qh(x) +2 (x — a)szlvxésl,)\ﬂi(x)] :

le signe Z s’étendant a tous les points (M,;, N;) autres que (M,, N,,);
il faut encore remarquer que tous les exposants S, , — S, sont posil-
tifs, car d’apres la définition méme du terme d'indice Zon a S, ;> S, ,
pour tous les points (M;, N;) autres que (M,, N,).

B. Supposons remplie la condition 1° du lemme II. — L’ensemble T
sera alors la somme de tous les termes correspondant aux indices des
points situés sur lecoté de coefficient angulaire A.
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Convenons de représenter par
Z la sommation étendue aux indices de tous les points (M;, N;)
(6, 7)
situés sur la droite (¢, /); par
<) . ’ A . :
Z la sommation étendue aux indices de tous les points autres que
— {51
ceux situés sur la droite (4, 7).
Soit (v, ¢)un ¢oté quelconque du polygone, non parallele aux axes;
on a, lorsque A est égal au coefficient angulaire de ce coté,

T=(x—a) S E Q;(x),
. o (y, 8)
et K peut s'écrive
F=T+ Y (z—a) % Q(z)
= ({70

ou

(1) F_—(fa‘)s]’,>\[252i<.lf>+z

v, 9

(x —- a)’vi ‘5»/.9‘[((/0)] ,

o/

ol tous les exposants S, , — S, sont positifs.

C. Supposons remplie la condition 2° du lemme 1I. — T sera la somme
de tous les termes correspondant aux indices du sommet multiple dans
le domaine duquel R(A) est comprise. Convenons de représenter par

oY o ” o . .
Z la sommation étendue aux indices de tous les points confondus au
00 -
sommet multiple dont v est 'un des indices; par
=N o ; 3 . s a 2
2‘ la sommation étendue a tous les indices ¢ de 1 & s autres que ceux
==Y i
des points confondus au sommet (7).
On aura donc, lorsque R(A) est comprise dans le domaine du
sommelt (),
T=(z—a) 5 Y, (),
i')’)
E=— 1 —i—E (x— a)=SiaQ;(x)

= )
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ou

(I1T) F=(x—a)Sm [2 Qi (z) —1—2 (x — a)SpSm Qi(x)],

(v) —(7)
avec tous les exposants S, , — S, positifs.

Il est encore & remarquer que, puisque la somme Z doit étre

W
¢tendue aux indices de tous les points confondus au sommet (), et

que tous ces points ont les mémes coordonnées et, en particulier, la
méme abscisse, si 'on désigne cette abscisse par i, on aura

D Q) = f(@)* 3 A 9s() + 3 ¢:(@) 6:(2).

8¢} m (1

5. Supposons maintenant que & = a soit un zéro ou un infini de
Iintégrale y de I'équation F = o, et tel que, pour une valeur déter-
minée de A, le rapport

I

(2 —a)

tende vers une limite déterminée, finie et différente de zéro, lorsque
x tend vers a. Si R(X) est positive, a sera un zéro de I'intégrale
d’ordre R(A); si R(X) est négative, @ sera un infini de I'intégrale
d’ordre — R(2).

Dans le voisinage de & = a, on peut écrire

y=(z—a)f(z),

ou f(«) est une fonction tendant vers une limite déterminée g, finie
et différente de zéro, lorsque « tend vers a.

Remplagons y dans F; F prendra I'une des formes (1), (1D), (1I1)
suivant que les conditions (A), (B) ou (C) seront remplies. Quelle
que soit celle des formes que F prendra, le résultat de la substitution
de y dans F doit étre identiquement nul quel que soit 2 dans le voisi-
nage x = a, car y est I'intégrale de F = o. Par conséquent, dans le
voisinage de x = @, on aura identiquement, soit

S et
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soit
2 Qi (x) + 2 (x — a)SenSin Q;(z) =o,
1,0 — .0
soit
N (@) + Y, (@ — a)ei—Sn Q(2) =o,

Y =00

suivant que, dans le voisinage de « = a, F prend la forme (I), (II)
ou (1.

Supposons que @ tende vers . Dans le cas du premier ordre, nous
avons pu affirmer que /() tendra vers une limite p finie et déter-
minée, et que 'on aura

lim[(z—a) f'(x)] =0,
(E) lim[(z — a)* f"(z)] = o,

pour toute valeur & = a de x, sauf peut-étre pour un certain nombre
de valeurs fixes et connues i I’avance, qui coincident avec les singu-
larités transcendantes de 1’intégrale. Il n’en est plus, en général, ainsi
dans le cas des équations d’ordre supérieur.

Dans tout ce qui va suivre, nous supposerons implicitement que les
singularités transcendantes de I'intégrale considérée et de ses dérivées
jusqu’a I'ordre p soient fixes. Dans le cas ou il n’en est pas ainsi, ce
que nous dirons s’appliquera seulement aux intégrales particulieres
(ou dépendant des constantes) n’ayant que des singularités transcen-
dantes données & 'avance, par exemple aux intégrales méromorphes
de I’équation ou aux intégrales n’ayant, en fait de singularités mobiles,
que des poles et des points critiques algébriques (ainsi que leurs dé-
rivées), et, d’une facon générale, aux intégrales qui sont (ainst que leurs
dérivées jusqu’a U'ordre p) d’un ordre infinitésimal determiné dans le voi-
sinage d’une valeur de x mobile, qui les annule ou qui les rend infinies,
de telle sorte que, si 'intégrale y est d’ordre infinitésimal A, sa déri-
vée d’ordre % est d’ordre A — £ (k=1, 2, ..., p).

Dans ces cas, les conditions (E) seront remplies sans faire aucune
hypothese de plus, et comme les 0; sont des polynomes en

fr (@—a)fy (@—alfts ..., (@—a)rf®,
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dans lesquels les termes dépendant uniquement de / manquent, on
aura, pour « = a,

limb;(z)=o =2 e oten G0
Done, on aura pour toute valeur de @, sauf pour certaines valeurs par-

ticulieres @', pour lesquelles les fonctions ¢,(x) deviennent infinies
et que I'on reconnaitra toujours d’avance,

lIimQ;(z) =A; 9;(a) p (=1, 2 sy
Par conséquent, on voit, en tenant compte de ce que tous les expo-
sants S;5 — S5 et Sy, — S, sont positifs, que, pour toute valeur de a,

ne coincidant avec aucune des valeurs particulieres a':
A. Siles conditions 1° et 2° du lemme I sont remplies, on aura

Ay on(a) th = 0.

B. Sila condition 1° du lemme II est remplie, on aura

D Aigi(a)pi=o,
¥, 0

ou il faut poser
Al' e )\YD;‘()\ — I)Yu’ A (7\ — ]) —+ I)Y,}—-n,,

et remplacer A par le coefficient angulaire du coté (y, ) considéré.
Jappellerai cette équation I’équation en p relative au cété (v, ¢).
C. Sila condition 2° du lemme II est remplie, on aura

-
2 Aigi(a)=o.
)

En y remplacant A; par son expression en A, on aura une équation
algébrique en A
M) =A" s At gdm=2 1 45, A+S,—o0
(a coefficients s; fonctions de @) que jappellerai : ’équation en \
relative au sommet multiple (v).

L’équation en A relative & un sommet simple (¢) se réduita A,= o

ou
)\Ym‘(} — I)Yii. 5% ()\ — e I)Yp—m': 0.
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6. Jusqu’a présent je n’ai pas spécifié si a était un zéro ou un infini
de I'intégrale; distinguons maintenant ces deux cas.

I. — LA VALEUR @ EST UN INFINI DE L’INTEGRALE.

A. Supposons d’abord les deux conditions suivantes remplies :

1° Le polygone n’a aucun coté a coefficient angulaire négatif, ou,
¢’il en a, A n’est égal & aucun de ces coefficients.

2° Le polygone n’a aucun sommet multiple 2 domaine négatif, ou,
s’il en a, R(\) n’est pas comprise dans un tel domaine.

Alors, en ayant égard au lemme I et & ce que A doit étre négatif, on
voit que I’équation

Ayon(a)pMr=o

doit avoir lieu pour toutes les valeurs de @ qui ne coincident pas avec
les infinis @’ des fonctions ¢,(2); et, comme p est une quantité diffé-
rente de zéro et que I'équation A,= o, qui est la suivante

Mo (A — 1)Tan, . . (A — p +1)Vp—vr=0,

n’a aucune racine en A négative, a doit étre une racine de 1’é¢qua-
tion
9or(a)=o.

On en conclut que : si les conditions 1° et 2° sont remplies, a ne
dépend pas des constantes d’intégration et annule ou rend infinie au
moins I'une des fonctions g,(x).

B. Supposons ensuite que le polygone ait des cotés a coefficient
angulaire négatif, et que A soit égal & un de ces coefficients.

On aurait alors, si (y) et (¢) sont les deux sommets qui limitent le
coté dont le coefficient angulaire est égal 4 A, et si @ ne coincide avec
aucune des valeurs @’

ZANPL‘(@)PM"—_&

(y,9)

Quelle que soit la valeur attribuée  a, cette équation @ au moins une
racine en o finie et différente de zéro, car tous les M, figurant dans le
premier membre de I'équation sont distincts, et I'infini @ peut dépendre
des constantes d’intégration. On voit aussi que la limite p de f(x),
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lorsque « tend vers a, est une fonction algébrique des ¢,(a). En par-
ticulier, lorsque I’équation F = o est algébrique non seulement par
rapport a y et a ses dérivées, mais aussi, par rapport 4 «, cette limite
est une fonction algébrique de a. Enfin, si ces ¢;(«) sont des con-
stantes B; (par exemple si F = o ne contient pas @ explicitement), la
limite p ne varie pas avec les constantes d’intégration, et elle est-une
racine de 'équation algébrique

E AiBipMizt o,

{Y.0)

dans laquelle il faut d’abord supprimer toutes les racines nulles.
C. Supposons enfin que le polygone ait des sommets multiples &
domaine négatif et que R(A) soit comprise dans un tel domaine.
Alors, en ayant égard au lemme I, pour toutes les valeurs a ne coin-
cidant pas avec les @', on aura

EAicp(a):o,
)

la sommation s’étendant a tous les indices du sommet multiple dont v
est un des indices. Nous avons appelé précédemment cette équation :
I'équation en A relative au sommet multiple (1); écrivons-la sous la
forme

GA)=2" 45 (a) M= 4 sy, (@) M2 . .. 45,y (@) h + s, (a)=o.

Si toutes les racines A de cette équation dépendent de a, lorsque a
varie avec les constantes d’intégration, A variera aussi; mais il n’en
est pas nécessairement ainsi lorsqu’une ou plusieurs racines sontindé-
pendantes de a. Si, en particulier, aucune racine ne dépend de a,
lordre A de I'infini @ ne varie certainement pas avec les constantes
d’intégration. Ceci arrive, par exemple, pour les équations ou « ne figure
pas explicitement, et pour ces équations (les conditions relatives aux
singularités transcendantes étant remplies), ’ordre d’un infini mobile
quelconque est égal & une racine, toujours fixe, de I’équation en 2
(lorsque cette équation ne se réduit pas a une identité), dont la partie
réelle est négative et comprise dans le domaine du sommet multiple (y).
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On peut dire, d'une facon générale, que, pour que 'infini @ puisse
étre mobile et son ordre A fixe et compris dans le domaine d’un som-
met multiple (y), il faut que I’équation en A, relative 2 ce sommet,
admette au moins une racine dont la partie réelle soit indépendante
de a et comprise dans le domaine de ce sommet; A est alors égal a la
partie réelle d’une de ces racines.

Si le polynome se réduita un seul sommet multiple (une droite), le
domaine de ce sommet est représenté par I'intervalle de A = — o0 a
A = —+oo; dans ce cas, pour que l'infini @ puisse étre mobile et son
ordre A fixe, il faut que I’équation en A relative &4 ce sommet admette
au moins une racine dont la partie réelle soit négative et indépendante
de a. )

De ce qui précede on déduit les théoremes suivants (') :

Tutoreme 1. — Toutes les fois que I'intégrale de F = o a des infinis
mobtles, une au moins des conditions suivantes est remplie :

1° Le polygone a un ou plusieurs cdtés a coefficient angulaire négatif,
et A est égal a un de ces coefficients ;

2° Le polygone a un ou plusieurs sommets multiples a domaine néga-
tif, et il existe une région S du plan des a, ne se réduisant pas a des
points isoles, limitée ou illimitée et telle que pour toute valeur de a com-
prise dans cette région, ['équation en '\ relative a un tel sommet admet
au moins une racine dont la partie réelle est négative et comprise dans le
domaine de ce sommet ; '\ est alors égal a la partie réelle d’une de ces ra-
cines, et [infini a appartient a la région S.

Pour mettre bien évidence le sens de ce théoreme, appliquons-le a
'exemple

F=yBy"+ o1 (2) yyy"™ + ¢a(2) y* + 93 (2) y"* + ¢.(2) = 0.

Le polygone de F (fig. 8) est celui de la figure; le sommet B est
double et d’indices 1 et 2, et les sommets A et G, d’indices 3 et 4, sont
des sommets simples.

(1) Dans tous ces théoremes il s’agira, bien entendu, des infinis (ou des zéros) tels
que l'intégrale considérée (ainsi que ses dérivées d’ordre p) soit d’un ordre infinitési-
mal déterminé dans leur voisinage.
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Le coefficient angulaire du coté AB est — 4, celui de BC est — 9.

Le domaine du sommet B est U'intervalle de A= — 9 a4 A= —1.
Fig. 8.
N
Dl T A
9.
0

L’équation en A relative a ce sommet est

(X —1)+ g (a)ls(A—1)*=o0,

ayant pour racines

I

)\::O, )\:I, l:Iq—W.

Si un infini mobile @ de I'intégrale n’est pas d’ordre — 5 ou — 9, la

partie réelle de est négative et comprise dans l'intervalle

1
1+ ¢1(a)
(—9, —1); s'il n’en est pas ainsi, I'infini @ est fixe. Posons

{

o s b AL R

a=E-+mni,

I’infini mobile a (3’il n’est pas d’ordre — 5 ou — g) reste constamment
compris dans la portion du plan (&, ) commune aux deux régions

(& n)>—9 et miEnls 5

En dehors de cette portion du plan, tout infini de y n’étant pas
d’ordre — % ou — g est fixe.

TutoriMe 1I. — Toutes les fois que Uintégrale a des infinis mobiles
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ayant un ordre \ fixe, une au moins des conditions suivantes est rem-
plie :

1° Le polygone a un ou plusieurs cotés a coefficient angulaire négatif,
et \ est égal a un de ces coefficients ; ’

2° Le polygone a un ou plusieurs sommets multiples a domaine négatif
et tels que " équation en '\ relative a ce sommet ait au moins une racine
dont la partie réelle est indépendante de a, négative et comprise dans le
domaine de ce sommet; '\ est alors égal a la partie réelle d’une de ces ra-
cines.

Du théoreme I on déduit comme corollaire le suivant :

Tutorime III. — Toutes les fois que le sommet @ droit du poly gone est
en méme temps le sommet extréme droit, et lorsque ce sommet est simple,
ou bien, si lorsqu’il est multiple il ne lui correspond dans le plan des a
aucune région S définie comme dans le théoréme I, les infinis de l'inté-
grale ne varient pas avec les constantes d’intégration.

De plus, si 4 est I'indice du sommet @ droit, et si ¢c’est un sommet
simple, tout infini de l'intégrale est, soit une racine de I’équation
¢(x) =0, soit un infini des autres fonctions ¢,(x); si ¢’est un som-
met multiple, toutinfini de I'intégrale est, soit un infini des fonctions
o;(x) autres que celles correspondant a ce sommet, soit un des points
isolés auxquels se réduisent les régions S correspondant au sommet,
dans le cas ou de tels-points existent.

On le voit facilement en remarquant que pour une valeur quelconque
de A, ayant sa partie réelle négative, 'ensemble T se réduit au terme
d’indice A, si le sommet est simple, et qu’il soit égal & la somme des
termes correspondant & tous les indices du sommet, si celui-ci est mul-
tiple. Dans ce dernier cas, a part les points isolés auxquels se rédui-
sent les régions S correspondant au sommet, I’équation en A n’admet
aucuneracine dont la partie réelle est négative et comprise dans le do-
maine du sommet, quelle que soit la valeur attribuée & a.

TutoreMe 1V. — Méme lorsque le sommet & droit n’est pas le sommet
extréme droit, si ) West pas égal au coefficient angulaire d’un des coés
du polygone a droite du sommet @ droit, ou si les équations en '\ relatives
aux sommets a droute de ce sommet & ont leurs racines en N\ indépen-
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dantes de a, ne coincidant pas avec '\ donné del “infini consideré, cet in-
Jint doit annuler ¢,(z)[ou rendre infinie 'une des autres fonctions
0;(x)], h désignant U'indice du sommet dont le domaine comprend — .

Ce qui précede fait voir que, excepté le seul cas ol le polygone se
réduit a un seul sommet multiple et tel que le premier membre de
I'équation en A relative a4 ce sommet est identiquement nul, quels que
soient a et A, toutes les fois que I’ordre d’un infini mobile est fixe, il est
une fonction algébrique des constantes numériques figurant dans le pre-
muer membre de ['équation differentielle. En particulier, lorsque ces

constantes sont des nombres algébriques, 1’ordre A est aussi un nombre

algébrique. Enfin, toutes les fois que la condition 2° du théoreme I
n’est pas remplie, ordre de tout infini mobile est un nombre ne va-
riant pas avec les constantes d’intégration et, de plus, commensu-
rable.

On peut tirer du théoreme I encore la remarque suivante :

Supposons que le sommet @ droit du polygone soit en méme temps
le sommet extréme droit et que ce soit un sommet multiple ; supposons
de plus que la région S définie dans le théoreme I et relative 2 ce
sommet ne comprenne pas le plan des a tout entier, et désignons par
— S toute région du plan des @ non comprise dans S. Il résulte du
théoreme I que dans la région — S 'intégrale ne peut avoir que des
infinis isolés, ne variant pas avec les constantes d’intégration. Si, en
particulier, cette région — S intercepte sur I'axe des réels des portions
limitées ou illimitées de cet axe, dans aucune de ces portions ' intégrale
ne peut apoir des infinis réels mobiles. Et si I'axe des réels se trouve tout
entier dans la région — S, tous les infinis réels de 'intégrale sont fixes
et coincident avec un infini des fonctions ¢;(x) autres que celles cor-
respondant aux indices du sommet @ droit. On @ ainsi des conditions
suffisantes pour que les infinis réels de Uintégrale sotent fixes et, si ces
conditions sont remplies, on peut considérer ces infinis comme donnés.
Dans un grand nombre de cas on pourra disposer des coefficients figu-
rant dans le premier membre de I'équation, de sorte que tous les infi-
nis réels soient fixes. Enfin on peut facilement construire des types
généraux d’équations ol les circonstances précédentes s’y réalisent.

Appliquons ces résultats aux équations ot x ne figure pas explici-
tement.

1P 11
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Pour ces équations, aucune racine de ’équation en A relative & un
sommet multiple quelconque ne dépend de a; par conséquent, I'ordre
d’un infini mobile de I'intégrale ne varie pas avec a. D’autre part,
comme dans I'intégrale générale il y a toujours une constante additive
i @, tout infini de I'intégrale, dans le cas ou ces infinis existent, varie
certainement avec les constantes d’intégration. Par conséquent, pour
ces équations :

Toutes le; Jfois qu'une intégrale deyient infinie pour une valeur finie
de x, une au moins des conditions 1° et 2° du théoréme II est remplie.

Enfin, excepté le seul cas ot le polygone se réduit a un seul sommet
multiple et tel que le premier membre de 'équation en A relative & ce
sommet est identiquement nul quel que soit A, 'ordre d’un infini
quelconque de l'intégrale est toujours racine d’une équation algé-
brique dont les coefficients sont des fonctions linéaires et homogenes
des coefficients figurant dans le premier membre de I’équation diffé-
rentielle, ou bien égal au coefficient angulaire d’un coté du polygone.
Lorsque les constantes numériques figurant dans I’équation différen-
tielle sont des nombres algébriques, I'ordre d’un infini quelconque est
également un nombre algébrique.

II. — LA VALEUR @ EST UN ZERO DE L'INTEGRALE.

1l suffit d’appliquer les propositions précédentes a la transformée
1 . ey i
de F=o0 en & par obtenir des propositions concernant les zéros de

I'intégrale. Dans toutes ces propositions, les cotés & coefficient angu-
laire négatif et les sommets & domaine négatif sont seuls & considérer;
mais on peut aussi avoir des renseignements sur les zéros par la consi-
dération des cotés a coefficient angulaire positif et des sommets a
domaine positif du polygone IT de F= o sans étre obligé de construire
le polygone de la transformée.

Supposons, par exemple, les deux conditions suivantes remplies :

1° Le polygone n’a aucun coté a coefficient angulaire positif, ou, sil
en a, h n’est égal & aucun de ces coefficients;

2° Le polygone n’a aucun sommet multiple & domaine positif, ou,
s'il en a, A n’est pas compris dans un tel domaine.
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Alors, en ayant égard a ce que A doit étre positif et au lemme I, on

voit que I'équation
A/L cp/l(a)p“h: o

doit étre satisfaite pour toute valeur de @ ne coincidant pas avec les
infinis & des ¢,(2). Cette équation est satisfaite soit par les valeurs
de @ racines de g,(a) = o, soit par les valeurs de A racines de I'équa-
tion

Ap=Wa (kA —1)Vi...(A — p 4 1)Vp-1i— 0.

Par conséquent : Si les conditions 1° et 2° sont remplies, et st '\ n’est
pas égal a un des entiers 1, 2, 3, ..., (p —1), a est fixe et annule ou
rend infinie au moins une des fonctions ¢;(x).

A chacune des propositions précédentes relatives aux infinis corres-
pond une proposition relative aux zéros de I'intégrale et dans laquelle
interviennent les cotés & coefficient angulaire positif ou les sommets
4 domaine positif; seulement ces propositions auraient un caractere
moins décisif que les premieres, car ici les coefficients A; générale-
ment s’annulent pour des valeurs de A entieres et positives, et ordre A
duzéro considéré peut étre égal précisément a un de ces entiers, auquel
cas on ne peut rien dire sur la fixité d’un tel zéro.

Mais il suffit d’ajouter encore une condition pour que les cotés i
coefficient angulaire positif et les sommets 4 domaine positif donnent
des résultats équivalents & ceux que nous avons trouvés dans le cas
des infinis.

Soit & I'indice du sommet dont le domaine comprend la direction

r=Fk (k=1,2,3,...,p),

p ¢tant Uordre de I'équation différentielle donnée F = o.

Appelons &, ces sommets; il peut arriver qu’un méme sommet satis-
fera & la fois a plusieurs de ces conditions (que son domaine comprend
plusieurs entiers 1, ..., p) et méme qu’un seul sommet satisfasse 2
toutes. Supposons que dans ¥ ’ensemble des termes qui correspondent aux
indices 8,, 8, ..., 8,, ne contienne que x, y, y’'. Je dis que :

Toutes les fois que les conditions du lemme I ( p- 70) sont remplies, le
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zéro a est fixe et annule une des fonctions
o3, (2), 95,(2)y oo 93,(2)
ou rend infinie une des autres fonctions ¢;(x).

En effet, T se réduit alors 2 un seul terme et ’on aura, si /4 est I'in-
dice de ce terme,

(l) . AhCPIL(a)PMh:O-

D’abord, il est évident que, si A ne coincide avec aucun des entiers
positifs 1, 2, ..., p, la derniere équation exige que a annule ¢,(a).
Mais il en esl ainsi méme si A est égal & un de ces entiers; car alors
I'indice % est nécessairement égal & un des indices &,, Gy, ..., G,
(puisque d’apres la définition méme des sommets &, on a S5 5> S;)),
et comme, dans les termes qui ont ces indices ne figurent que x,y, ',
pour ces termes on a

A51___ )\Yod‘i’ AB,: )\Yodz’ il Aa,,: )\Yotf}]’

et ’équation A, = o ne peut étre satisfaite que pour A = o. Donc on
a g,(a)=o.

Il s’ensuit que pour toutes les équations dans lesquelles les termes
correspondant aux indices des sommets Sy ne contiennent que x, y, ¥/,
on aura par la considération des sommets a gauche du sommet @ des
propositions analogues & celles que nous a fournies la considération des
sommets a droite du sommet @. Il est inutile d’écrire ici ces proposi-
tions, tout a fait analogues & celles relatives aux infinis de I'intégrale
et tres faciles a énoncer. Pour les obtenir il n’y a qu’a remplacer, dans
les propositions concernant les infinis, les coefficients angulaires né-
gatifs par les positifs, les sommets multiples & domaine négatif par
ceux 4 domaine positif, etc.
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CHAPITRE II.

QUELQUES APPLICATIONS AUX INTEGRALES UNIFORMES.

1. Les méthodes de M. Poincaré, permettant de préciser la nature
analytique des transcendantes uniformes représentées par 'intégrale
générale d’une équation algébrique du premier ordre, ne s’étendent
pas immédiatement aux équations d’ordre supérieur. La raison de ce
fait, mise en évidence par M. Painlevé, est que pour les équations du
premier ordre les singularités transcendantes sont fixes et que, par
suite, la transformation biuniforme de la courbe

F(z,7,y)=0 en  F(ay, 50, r)=0

est nécessairement birationnelle, fait qui ne subsiste pas pour les
équations d’ordre supérieur, ce qui change completement le caractere
de cette théorie. Néanmoins ces méthodes s’étendent au cas du second
ordre lorsque la transformation biuniforme correspondante est bira-
tionnelle et ceci, joint & d’autres considérations dues & MM. Picard et
Painlevé, a fait que la théorie des transcendantes uniformes, engen-
drées par I'intégration des équations algébriques du second ordre est
aujourd’hui complete sur plusieurs points.

Je rappellerai quelques résultats fondamentaux connus, relatifs a
I'intégrale générale d’une équation du second ordre, algébrique en «,
Y, Y'Yy, lorsque cette intégrale est une fonction uniforme de 2.

Ces intégrales peuvent présenter, en fait de singularités, des poles
et des points essentiels fixes ou mobiles, mais elles ne présentent
jamais de coupures ('). C’est la une profonde différence qui sépare le
~casdu second ordre de celui des ordres supérieurs. Ainsi les intégrales
uniformes des équations tres simples du troisieme ordre présentent

(1) PAINLEVE, Comptes rendus, t. CXVI, p. 362-365; 1893.
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des coupures, et de plus ces coupures varient avec les constantes
d’intégration.

Dans ses travaux sur les équations F(y, y', ¥") = o, algébriques en
¥,y y" etou xnefigure pas explicitement, M. Picard (* ) amontré que
quand l'intégrale générale est uniforme et dépend algébriquement de
deux constantes d’intégration, la surface algébrique représentée par
I’équation admet une transformation birationnelle en elle-méme et on
peut alors reconnaitre la nature de I'intégrale générale. La forme ana-
Iytique de cette intégrale sera différente suivant la nature de la trans-
formation birationnelle. L’'intégrale, supposée uniforme, est ration-
nelle soit en , soit en ¢**, soit en sn(ax) et cn (ax), dn(ax), ou bien
est une fonction quadruplement périodique de deux variables ax + C,,
bx + C,, ol @ et b sont deux constantes convenablement déterminées
et G,, C, les deux constantes d’intégration. Dans ce dernier cas I'in-
tégrale peut se réduire 2 une fonction rationnelle soit de e*® et €7,
soit de = et e**.

Dans le cas ot 'on n’admet pas que I'intégrale, supposée uniforme,
dépende algébriquement des constantes d’intégration, la question de
reconnaitre si l'intégrale générale est uniforme et de préciser sa na-
ture analytique apparait comme beaucoup plus difficile. M. Picard a
formé des conditions nécessaires dans tous les cas (mais non suffi-
santes), pour que I'intégrale fut uniforme. Il a notamment considéré
le cas "= R(y, y’), ou R est rationnel en y, y’, et montré que, toutes
les fois que l'intégrale générale y est uniforme, on peut la mettre sous
la forme d’un quotient de deux fonctions uniformes, mais n’ayant pas
de poles, et satisfaisant a des équations différentielles faciles a former
au moyen de I’équation donnée.

Plus récemment M. Painlevé (?) est arrivé a ce résultat, relative-
ment a I’équation y” = R(y, y'), ou R est rationnel en y’ et algébrique
en y, que I'intégrale générale, quand elle est uniforme, est une com-
binaison de fonctions rationnelles, exponentielles, doublement pério-
diques oudépend d’une équation de Riccatia coefficients périodiques.
De plus, on peut toujours (lorsque I'intégrale est uniforme) choisir les

(Y) Mémoire sur la théorie des fonctions algébriques de deux variables; 188g.
(2) Comptes rendus, t. CXVII, p. a11-214; 1893.
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constantes d’intégration de facon que I'intégrale dépende algébrique-
ment de I'une au moins de ces constantes. La méthode qui permet
d"ailleurs de reconnaitre si I'intégrale générale d’une équation donnée
est effectivement uniforme est susceptible d’étre étendue i toutes les
¢quations algébriques en >y, y" et permet de prévoir qu'un théo-
reme analogue au précédent s’applique a ces équations.

Si « figure explicitement dans F(z,y,y',y") =o, et si I'on sup-
pose que la transformation biuniforme qui transforme la surface

F(a_c,y,y’,y”):o en F(Eo,yo,y(’,,yg):o

solt en méme temps birationnelle, M. Picard a montré que les méthodes
de M. Poincaré, relatives au cas du premier ordre, se généralisent et
permettent de préciser la nature de I'intégrale supposée uniforme (ou
plus généralement a points critiques fixes). Cette intégrale se ramene
alors aux transcendantes uniformes que définissent les équations
algébriques du premier ordre, les ¢quations linéaires et les fonctions
de deux variables quadruplement périodiques.

M. Painlevé a montré qu’il en sera ainsi toutes les fois que I'on
peut choisir les constantes d’intégration de sorte que I'intégrale uni-
forme dépendealgébriquement d’une constante ou de toutes les deux.
Lorsque y est fonction transcendante d’une seule constante d’inté-
gration, I’équation différentielle se ramene, dans le cas le plus défavo-
rable, a une équation de Riceati, dont les coefficients dépendent eux-
mémes d'une équation de Riccati & coefficients algébriques (). Si les
deux constantes entrent algébriquement dans Yy, l'équation F=o
s'integre soit algébriquement, soit par quadrature, ou bien se ramene
a une équation linéaire du troisitme ordre (?). Les méthodes de
M. Painlevé permettent d’ailleurs, étant donnée une équation

F(‘”;,}"}'/; .}/”) == 0,

de reconnaitre si I'intégrale générale est une fonction uniforme de Z,
dépendant algébriquement des constantes d’intégration.

(1) Comptes rendus, t. CXVI, p. 566; 1893.
(2) Ibid., t. CXVI, p. 173; 1893.
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On arrive ainsi & cette conclusion générale : tant que y ne renferme
pas d’une facon transcendante les deux constantes d’intégration (de
quelque maniere qu’on les choisisse), I'intégrale générale, quand elle
est uniforme, s’exprime au moyen des transcendantes connues, aux-
quelles conduisent la théorie des équations du premier ordre et celle
des équations linéaires. Mais il n’en est plus de méme lorsque I'inte-
grale est fonction transcendante des deux constantes; I’équation
F(x,y,y,y")=o peut alors définir des transcendantes nouvelles,
comme le montrent certains exemples formés récemment par M. Pain-
levé.

2. Les complications s’accroissent encore quand on passe du second
ordre aux ordres supérieurs. Cest ainsi que les fonctions modulaires
et fuchsiennes, intégrales d’équations du troisicme ordre tres simples
(ot ne figure pas explicitement) admettent des coupures variables
avec les constantes d’intégration. De telles équations du troisieme
ordre introduisent donc des transcendantes essentiellement nouvelles,
ce qui n’a pas lieu dans le cas du second ordre.

La différence est encore bien plus grande lorsque « figure explici-
tement dans I’équation. Néanmoins, quand on se borne a considérer
les équations d’ordre quelconque, o « peut figurer, dont I'intégrale
est uniforme et dépend algébriquement des constantes, les théoremes
énoncés plus haut, dans le cas du second ordre, s’étendent sans peine.

Mais tous les résultats que nous avons énumérés jusqu’ici ne con-
cernent que I'intégrale générale, et n’indiquent rien sur la recherche
des intégrales uniformes particuliéres. La détermination de ces inté-
grales et de leur nature analytique est un probleme plus compliqué
que le probleme analogue relatif & I'intégrale générale. C’est ce qui
donne quelque intérét aux résultats qui suivent.

Je vais indiquer quelques simplifications que les théoremes pré-
cédents sur les zéros et les poles des intégrales permettent d’apporter
a I’étude des intégrales uniformes (particulieres ou générales) de
classes étendues des équations différentielles d’un ordre quelconque.
A laide de ces théoremes et de quelques théoremes de la théorie

’

générale des fonctions, nous pourrons réduire, pour des types assez

’ ;

généraux d’équations, I'étude des intégrales uniformes a I'étude ana-
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logue relative & des équations d’ordre inférieur, ou & I’étude des inté-
grales holomorphes des autres équations. Jindiquerai des types
généraux d’équations d’ordre quelconque, pour lesquelles on sera
certain que les transcendantes uniformes engendrées par I'intégration
ne sont pas distinctes des transcendantes connues, et pour lesquelles
on saura reconnaitre s’il y a des intégrales uniformes ou non.

Dans tout ce qui va suivre, il s’agira des intégrales uniformes
n’'ayant que des points essentiels donnés i I’avance, isolés et en
nombre fini, et en particulier, des intégrales méromorphes.

SUR LES ZEROS ET LES POLES DES INTEGRALES UNIFORMES.

1. L’ordre d’un infini ou d’un zéro quelconque, mobile ou fixe, d’une
intégrale uniforme est toujours fixe et égal & un nombre entier. Par
conséquent, en tenant compte des théoremes précédents, on peut énon-
cer les propositions suivantes :

L. Si une intégrale uniforme de F = o, contenant une ou plusieurs
constantes d’intégration, a des infinis mobiles, une au moins des con-
ditions suivantes est remplie :

1° Le polygone de F a un ou plusieurs cotés a coefficient angulaire
égal & un nombre entier négatif, et 'ordre A est égal 2 un de ces en-
tiers; ‘

2° Le polygone a au moins un sommet multiple, dont le domaine
comprend un ou plusieurs nombres entiers négatifs »,, n,, n,, ..., et
tel que ’équation en A relative & ce sommet admet au moins une racine
indépendante de a et égale a un des entiers n,, ny, ny, ...; ordre
A est alors égal & un de ces entiers.

II. Si y est une intégrale uniforme de F = o, contenant ou non des
constantes d’intégration, et lorsque aucune des conditions 1° et 2° de
la proposition I n’est remplie, tout pole de y est : soit une racine, soit
un pole d’au moins une fonction ¢,(a), ou bien une racine d’une cer-
taine équation en 2, et voici comment on peut préciser davantage ces
valeurs.

Soient A I'indice du sommet @ droit, 4,, 4, ... les indices de ceux
des sommets qui sont & droite du sommet (%) et qui comprennent cha-

pP. 12
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cun dans leur domaine au moins un nombre entier négatif, s’il existe
de tels sommets. Alors :

1° Toutes les fois que A est un entier négatif compris dans le do-
maine d’un des sommets 4,, 4, ... simples, ou du sommet /2 supposé
simple, le pole a annule celle des fonctions ¢,(«) dont 'indice est égal
a celui du sommet dans le domaine duquel A est compris, ou rend in-
finie 'une des autres fonctions ¢,(x).

2° Toutes les fois que A est un entier négatif compris dans le do-
maine d’un des sommets %,, A,, ... multiples, ou du sommet A supposé
multiple, le pole a est : soit uneracine de I’équation en 2 relative a ce
sommet (dont le domaine comprend 1), lorsque dans cette équation
on remplace A par un des entiers négatifs qui se trouvent compris
dans le domaine du sommet, soit un infini des fonctions ¢;(«) ne cor-
respondant pas & ce sommet.

Supposons que I'équation F = o ne contienne pas « explicitement.

Si elle admet une intégrale uniforme, elle en admet alors une infi-
nité, dépendant d’au moins une constante arbitraire. Pour qu’une telle
intégrale puisse devenir infinie pour une valeur finie de «, il faut que
le polygone ait au moins un coté a coefficient angulaire égal & un en-
tier négatif, et que A sqit égal & un de ces coefficients; ou bien qu’ily
ait un ou plusieurs sommets multiples tels que I’équation en A admette
des racines entieres négatives et comprises dans le domaine du som-
met; alors A est égal d ’une de ces racines. Siaucune de ces conditions
n’est remplie, toute intégrale méromorphe de l'équation est holomorphe
dans tout le plan.

Enfin, il est facile de transformer toutes ces propositions en propo-
sitions analogues_concernant les zéros des intégrales uniformes.

2. Posons dans I’équation donnée
(1) F(z,y,ys...,yP)=0

1 \ LS ’ L ’ .
y =+, olaestune constante indéterminée; I’équation se trans-

forme en

1=t

Dz, 5, 50 ey B PHY = E‘ Wiz, o) gsoisSvi.. , 3P¥pi— 0,

i=1
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ou les s;,; sont des entiers positifs et les (2, «) des polynomes en «
dont les coefficients sont fonctions de x.

Supposons construit le systeme (M;, N;) de @. Dans ce systeme il y
aura au moins un ensemble de points (M;, N,) tels, qu’en les suppri-
mant, le polygone II du systeme qui reste ne remplisse pas les condi-
tions 1° et 2° de la proposition précédente I (p. 89g). Soit

(1\'1111’ N/L\ )y (N[/zgy N/zi)y Y (Mlzk, N/zk)
un tel ensemble. Si les £ équations
(A) W, (@50) =0, (o) =0, e W (@, o) = o

ont une racine o, commune et independante de x, les valeurs de x, racines
de Uéquation y(x) — o= o [ol y est une intégrale uniforme quel-
conque |, sont fixes el connues a l’avance.

Sile nombre de ces racines o surpasse 2, et si « figure algébrique-
ment dans F = o, toute intégrale méromorphe (ou plus généralement a
un nombre fini de points essentiels) est une fraction rationnelle en x.

’ . I 7 5 .
Posons dans 'équation (1) y = - + u, u étant une fonction de « in-
<~
déterminée; cette équation deviendra

I=—1
U e o A oy ooy ) = E Q;35%,i3"1,, . .5(P)Spi= 0,

A=

ou les s; ; sont des entiers positifs et les Q, des polynomes en«, «/, ...,
w'?) dont les coefficients sont fonctions de «. Les indices A,, A,, ..., &,
étant définis comme tout a I’heure, s¢ les k équations différentielles

SZ/“:O, Q/h_,:O, ey SZ,,k:o
ont une iniégrale méromorphe u =y (x) commune, les racines en x de

Uéquation y(x) — y (x) = o [ot y est une intégrale méromorphe quel-
conque de (1)] sont fixes et connues a l’avance.

3. Soit F(y, y/,...,y®)= o une équation olt « ne figure pas explici-
tement; si elle admet une intégrale méromorphe, elle en admet une

\

infinité. Si le polygone de F = o n’a aucun coté a coefficient angu-
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laire entier négatif, et si I’équation en A relative au sommet @ droit
n’a aucune racine entiere et négative, toute intégrale meromorphe est
holomorphe dans tout le plan.

Supposons maintenant que les conditions suivantes soient rem-
plies :

A. Le polygone a un, et un seul, cété a coefficient angulaire entier
et négatif, et ce coefficient est égal a — 1; de plus, parmi les sommets a
domaine négaltif, il n’y en a aucun tel que l'équation en X relative a ce
sommet ait des racines entieres, nggatives et comprises dans le domaine
de ce sommet,

Alors, si une intégrale méromorphe y a des poles, ce sont des poles
e

r—a
relatif & un tel pole, et ce résidu est égal a une des racines p non nulles
de I'équation en p

(1) S AB =0,

(Y,3)

simples. La limite ¢ du rapport pour x = a est le résidu de y

relative au coté a coefficient angulaire — 1, ou il faut poser dans les A;
A =—1. Par conséquent, ces résidus sont indépendants des constantes
d’intégration et seront toujours connus.

B. L'équation en o (la condition A étant supposée remplie) n’a qu’une
seule racine non nulle, ou, s'il y en a plusieurs, leurs rapports deux a
deux sont tous positifs et commensurables.

Remarquons qu’il est facile de s’assurer s’il en est ainsi sans ré-
soudre I’équation en p, car en la mettant sous la forme

p"+Tipm=t - Typ?2+...4+T, =0,

aucun des coefficients T,, ..., T,, ne peut étre nul, et si I’on forme la

transformée en ¢ = ,ﬁ de cette équation, cette transformée doit avoir
1

toutes ses racines a,, o,, ..., 0, réelles, négatives et commensu-

rables, car si I'on désigne par @;,, @;,, ..., @, les rapports, tous

commensurables et positifs, des racines p,, p,, ..., o & la racine p,,
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on aura

; j 1 o
% = kp‘ =—" = nombre négatif et commensurable.
1 =m =n

SFek s
k=1 =1

On calculera donc facilement toutes les racines de I’équation en o,
et par suite celles de I’équation en o; ou bien on constatera que la
condition B n’est pas remplie.

Les conditions A et B étant remplies, il existera un nombre T (réel
ou imaginaire), tel que

g;—=

Plzlu'lT’ 92:41“2'1" Sl Pm:P'mT’
les p; étant des entiers positifs, premiers entre eux. L’intégrale
% y dz ne peut alors avoir que des périodes polaires, qui sont des

multiples entiers de 27, et la fonction

G(‘Z') :e%fydw

sera une fonction enticre de . L'intégrale méromorphe y peut alors
étre mise sous la forme

d
y =T logG(=),

G(x) étant une fonction entivre généralisant (dans les cas ot U'intégrale
est effectivement meromorphe) les fonctions Al(x) de M. Weierstrass ou
les fonctions @ de la théorie des fonctions elliptiques. On a ainsi la re-
présentation de y par un quotient de deux fonctions entieres, et G ()
satisfait & une équation d’ordre p + 1 facile & former au moyen de
I’équation donnée en y.

Vérifions-le sur I’exemple simple

Y=y (1—y) (1 — ky') = o

on vérifie facilement que les conditions A et B sont remplies et que
Iéquation en p relative au seul coté a coefficient angulaire négatif,

. ’ \ . I
lequel coefficient est égal & — 1, a une seule racine p = — 7o Far
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conséquent, la fonction
—k2 .
Gz —=e fy L

est une fonction entiere de o, si y est méromorphe, ce qui est ici le
cas, car 'intégrale générale de I’équation est

y:f[sn(w+C1,k)]2dx+C2,

et la fonction G(«) n’est autre, & un facteur constant pres, que la
fonction

A](x):e—kg‘/‘: ‘/; sn? x dx?
de M. Weierstrass, laquelle est bien une fonction entiere de x.

4. 1l peut arriver que 'équation F = o ne satisfasse pas aux condi-
tions A et B, mais qu’en posant

rae= W 75, ooy AN

ot R est une fonction rationnelle de y, ¥/, ..., ¥ a coefficients a,
constants et indéterminés, on puisse disposer de ces coefficients, de
sorte que les conditions A et B soient remplies pour I'équation diffé-
rentielle en z, obtenue par ce changement de fonction. Et comme, y
étant méromorphe, z I'est aussi, on pourra trouver une constante T

telle que la fonction
e%fﬁ (¥ ¥y o0 ¥ D) de

b

apres y avoir remplacé y par une intégrale méromorphe quelconque
de F = o, devienne une fonction entiére de x, satisfaisant a une équa-
tion d’ordre p + ¢ qui se déduit de I’équation proposée en y.

Ces fonctions G (x) généralisent ainsi celles signalées par M. Picard (*)

et relatives a [’ équation
Y' =R ¥),

lorsque son intégrale est méromorphe.

(1) Théorie des fonctions algébriques de deux variables (Journal de Mathématiques
pures et appliquées, p. 283-287; 1889.
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M. Picard a montré, notamment, que lorsque l'intégrale y de
I'équation
(3) YA ay*+by*+cy +d-+kyy'=o

(oua, b, ..., ksont des constantes) est méromorphe, on peut déter-
miner neuf constantes A, B, C, m, n, p, g, r, s, de telle sorte qu’en
posant
Y=A)? +By + Cy/,
F=mY+nY+pY+(gY+r)Y +sY2
I'expression
Gite)— iz

soit une fonction entiere de x, satisfaisant a une équation du troisieme
ordre facile a former, et qui doit avoir, dans ce cas, pour intégrale
générale, une fonction entiere.

On retrouve ce résultat aussi par ce qui précede, et 'on peut, de
plus, ajouter la remarque suivante, relativement & I’équation (3). Le
polygone de I'équation est celui de la fig. g, ot les sommets A, B, C

Fig. o.
N
2 A
| ES AR e B
i C
¥ ) 2 !

ont pour indices respectifs ¢ = 1,6, 2. La condition A est done rem-
plie, et I’équation en p, relative au coté AC, apres la suppression de
laracine nulle, est
ap®>— kp +2—o.
Par conséquent, toutes les fois que la quantite

k-8
k+\k*—8a

est un nombre reel, positif et commensurable, on peut trouver une con-
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stante K telle que G(x) = "7 soit une fonction entiere de x, quand on

y remplace y par une intégrale méromorphe quelconque de y.
Considérons I’équation

(4) y'+P(y)y'+Q(y)=o,

ou P et Q sont des polynomes en y de degré m et n. On verra sans
peine que si » =m + 2, m >1, et en désignant par a, et b, les coeffi-

’,"fy .

cients des puissances ™ et y” dans P et Q, I’expression e est une
fonction entiere de # pour toutes les intégrales y méromorphes
de (4).

Si m=r, on aurait 'exemple précédemment cité de M. Picard. Si
mz£1 et n£m—+ 2, le polygone de (4) n’a aucun coté a coefficient
angulaire entier et négatif; dans ce cas, 'intégrale y, si elle est méro-
morphe, est entiere.

SUR UNE CLASSE D INTEGRALES PREMIERES.

1. On appelle généralement intégrale premicre relative a une équa-
tion différentielle donnée F(x,y,y, ..., y) = o une fonction de la
variable indépendante «, de I'intégrale générale y et de quelques-unes
de ses dérivées, qui reste constante en vertu de I’équation F = o et
telle que, par la différentiation de cette expression par rapport a x,
on retrouve 1’équation F = o. Une telle fonction se réduit & une con-
stante, quelle que soit I'intégrale particuliere considérée, et c’est la
valeur seule de cette constante qui varie avec cette intégrale particu-
licre. Ces fonctions sont une sorte d’invariants relatifs aux intégrales
de I'équation, valables pour toutes ses intégrales, quelle que soit leur
nature analytique.

Mais, outre ces intégrales premieres, on peut en considérer d’autres
valables seulement pour les intégrales d'une certaine nature analytique.
Ainsi, il y a des classes étendues d’équations d’un ordre quelconque,
ol ’on peut conclure, en vertu des propriétés générales des fonctions
d’une certaine nature analytique, qu’une fonction ®(z,y,y’, ..., y*)
doit se réduire & une constante, & une fonction algébrique de «, etc.,
lorsqu’on yremplace y, non pas par une intégrale quelconque de 1’équa-
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tion F == o, mais par les intégrales d une nature donnée. Ces intégrales
seront, par exemple, les intégrales a n valeurs, les intégrales uni-
formes ou périodiques, etc., qu’elles soient intégrales particulieres
ou qu’elles dépendent d’un certain nombre de constantes d’intégra-
tion.

Les intégrales premieres ordinaires peuvent étre considérées comme
une sorte d’invariants relatifs i toutes les intégrales de I’équation,
quelle que soit leur nature. Les intégrales premieres telles que @
seraient alors des invariants relatifs 2 une classe déterminée d’inté-
grales. A ce point de vue, la différence entre ces deux sortes d’inva-
riants rappelle la différence qui existe entre les deux sortes d’inva-
riants dans la théorie des équations linéaires, entre ceux considérés
par Halphen, valables quelle que soit la nature des fonctions entrant
dans la substitution, et les invariants d’une nature plus spéciale, con-
sidérés par M. Poincaré, o, au contraire, les fonctions qui entrent
dans la substitution ne sont pas quelconques, mais rationnelles en x.

Je me propose de montrer brievement comment les théoremes ex-
posés précédemment sur les zéros et les poles des intégrales uniformes
joints & quelques propositions de la théorie générale des fonctions
permettent, dans des cas étendus, de trouver des intégrales premieres
relatives aux intégrales uniformes de I’équation (qu’elles soient par-
ticulieres ou qu'elles dépendent d’un certain nombre de constantes
d’intégration), de simplifier la recherche de ces intégrales uniformes,
et méme de les calculer toutes completement, dans certains cas par-
ticuliers quand il en existe.

Tout ce qui va suivre repose sur les deux lemmes suivants, dont le
premiernous permettra la recherche des intégrales méromorphes dou-
blement périodiques, et le second la recherche des intégrales uni-
formes en général, n’ayant, ainsi que leurs dérivées, qu'un nombre
fini de singularités essentielles.

Lemme 1. — Soient F(y,y’, ..., y”) = o une équation algébrique en
J> Y5 oo Y coefficients constants; y une intégrale méromorphe
doublement périodique de F = o et R(y,y/,. -+,y®) une fonction ra-
tionnelle en y, ¥/, ..., ¥ a coefficients constants.
Si la fonction R ne s’annule pour aucune valeur finie de a, ou en-
B. 13
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core si elle n’a pas de poles a distance finie, U'intégrale considérée y
est commune aux deux équations

By, vor apigi=o,
Ryl r =G,

ot C est une constante arbitraire ou convenablement choisie.
Ceci résulte immédiatement du théoreme de Liouville sur les zéros
et les poles des fonctions méromorphes doublement périodiques.

Lemme II. — SoientF(x,y,y, ..., y™)==o0 une équation algébrique
enx, ¥, ¥, ..., ¥P; y une intégrale uniforme de F = o et sans cou-
pures, et R(z,y, ¥, ..., ¥ une fonction rationnelle de x, y, ¥, ...,
¥, Si 'on peut trouver trois constantes a, b, c telles que les trois
équations

(1) R—a=o, R—b=o, R—c¢c=o

(apres avoir remplacé dans R y par I'intégrale considérée ) n’aient
qu’un nombre fini de racines, l'intégrale y est commune aux deux
équations

108 7 7% oo PN =

Rz, v, ¥l i, iy —r(z);

ou r(x) est une fonction rationnelle de x.
Si les trois équations (1) n’ont pas de racines, y est commune a

F—=o, R = const.

Ceci résulte du théoreme connu de M. Picard sur les zéros des fonc-
tions uniformes sans coupure.

L’application de ces deux lemmes conduira donc aux intégrales
premieres R = const. ou R = r(x); une fois ces intégrales premieres
connues, la recherche des intégrales uniformes de 'équation F = o
se ramene A celle des solutions communes  deux équations différen-
tielles, ce qu'on fera par différentiations et éliminations des dérivées
successives de y. Si, par exemple, p > ¢, on différentiera I'équation
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R=r(x)[ou R = const.] p — ¢ fois par rapport a z, et en éliminant
¥y entre

(1) F=o
et
Ir-q
(2) s (R—1) =0,

on aura une équation (3) d’un ordre inférieur & p, admettant toutes
les solutions communes & (1) et (2). En opérant sur (2) et (3) comme
sur (1) et (2), on remplacera 'une de ces équations par une autre
d’un ordre moindre, et ainsi de suite. On obtient ainsi une suite

(A) (s e (G sy p—9 (o — i

d’équations différentielles, et deux cas peuvent alors se présenter.

Premier cas. — Quelle que soit la fraction rationnelle () (ou C),
on finit par tomber sur des équations d’ordre zéro. On est ramené alors
au probleme élémentaire suivant : Trouver les solutions communes
& deux équations algébriques; ces solutions sont alors nécessairement
algébriques en x. Pour que F = o admette des intégrales uniformes,
il faut et il suftit que parmi ces solutions algébriques il y en ait au
moins une de rationnelle et satisfaisant & F = o. Toute intégrale uni-
Jorme est alors rationnelle. Si, en particulier, F et R ne contiennent pas

@ explicitement, il ne peut y avoir d’intégrales uniformes autres que
Yy = const.

Deuzxiéme cas. — On peut choisir la fraction rationnelle indéter-
minée (ou C) de sorte que les équations de la suite (A) & partir d’un
certain rang se réduisent a des identités. Soit (7) la premitre des
équations de cette suite se réduisant a une identité. Toute intégrale
commune a F = oetR = r(x) estalors intégrale de I'équation (7 — 1);
par conséquent, P = o ne peut avoir d’intégrales uniformes autres que
celles definies par (m — 1). Pour que F = o admette de telles intégrales,
i faut et il suffit que [’équation (m — 1) en admette, et que parmi ces
intégrales il y en ait qui satisfassent @ F = o. La recherche des inté-
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grales uniformes de I'équation proposée se trouve donc ramence a
Uétude d’une équation d’un ordre moindre.

Si, par exemple, I'équation (7 — 1) ne contient que @, y, ¥’ I’équa-
tion proposée F = o ne peut admettre d’autres transcendantes uni-
formes comme intégrales que celles définies par le premier ordre.

On saura, par exemple, reconnaitre si F = o admet une intégrale
uniforme dépendant d’une constante d’intégration, et de calculer
cette intégrale dans le cas ou elle existe. Une telle intégrale est une
fonction rationnelle : soit en « et en g [J (2)] [ol ¢ est une founction
méromorphe doublement périodique, et J () une intégrale abélienne],
soit en « et en u, u étant intégrale d’une équation de Riccati a coef-
ficients algébriques en x.

Si I’équation (m — 1) ne contient que x,y,y’, y", on saura, par
exemple, reconnaitre, par les méthodes de M. Painlevé relatives aux
équations du second ordre, si F = o admet une intégrale uniforme
dépendant algébriquement de deux constantes d’intégration; on cal-
culera, dans ce cas, cette intégrale soit algébriquement, soit par qua-
dratures, ou bien par 'intégration d’une équation linéaire du troisieme
ordre.

D’une maniere générale, la connaissance d’une intégrale premiere,
telle que R = r (@) ou R = const., relative aux intégrales d’une cer-
taine nature analytique, simplifie I’étude de ces intégrales et souvent
permet de les calculer completement.

2. Je vais indiquer ici comment on est conduit a considérer de telles
intégrales premieres et montrer comment on peut former des types
généraux d’équations pour lesquelles on connaifra ces intégrales.

Soit R (, ¥, s ..., ¥?) une fonction rationnelle donnée de x,y,
7y, a coefficients constants et indéterminés a,, a,, ..., a;, et

effectuons dans I’équation donnée F (x, y, ¥, ..., ¥#) = o le change-
ment

TR,y ey ) —a

(ol « est une constante indéterminée), en prenant z comme nouvelle

fonction.
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La nouvelle équation sera

1=t
(ConEel e s R e e *"1)).:2 Yi(@y oty @yy ooy ) 3% @ ML, BPFD i =0,

=T

ol les ¢, sont des polynomes en a, o, ..., %.
Supposons construit le systeme (M;, N;) relatif a (2) et soit

(3) ()Illl’ N/z()’ (Nilzgo N/L;), ey (I\I/LI" N}zi)y

un ensemble de points de ce systeme, tel qu’en les supprimant le poly-
gone I du systeme qui reste ne remplisse aucune des conditions 1°
et 2° de la proposition I (p. 89). Alors :

St les j équations

‘ (‘I//h(”v9 o, Ay, S A =0,
(4) ¢ Lphs(r’ %y Ay ,ak)——O,
( ....................... ;

K-!J/,I(Z', Ay Ay, 5. @) = 0,

pour trois valeurs o, «,, o, de o, admettent un méme systéme de solu-
tions

(5) Ay, di, ceey Qg

(quelques-uns des a; pouvant étre arbitraires) indépendantes de x,
l’équation proposée F = o admet comme intégrale premicre relative a
toutes ses intégrales meromorphes

(6) Rz 07 75 5 0o A =Ry
ot r(x) est une fraction rationnelle en x.

Car, y étant une intégrale méromorphe de F = o, l'intégrale =z de
W = o qui lui correspond est aussi une fonction méromorphe, et si
I'on donne & « 'une des valeurs «,, «,, o, et aux coefficients indéter-
minés a; dans R les valeurs (5), les termes de W = o correspondant a
I'ensemble (3) disparaissent. Le polygone II du systeme (M;, N;) de
W = o ne satisfait pas aux conditions 1° et 2° citées tout 4 ’heure,
ce qui montre que les poles de I'intégrale = sont fixes et annulent ou
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rendent infinie I'une au moins des fonctions {;; d’ot 'on conclut que
ces poles sont en nombre limité. Il s’ensuit que les trois équations

R—o,=o, R—oay=o, R—oa;=o

n’ont qu'un nombre limité de racines. Par conséquent, R(x,y,...,y'?)
se réduit & une fraction rationnelle en « lorsqu’on y remplace y par
une intégrale méromorphe quelconque de F =o, ce qu’il fallait dé-
montrer.

Sini Fni R ne conticnnent @ explicitement, et si le systeme (5)
existe, on a, comme intégrale premicre,

(7) Ryl 2= const:

Supposons, en particulier, qu’il s’agisse des intégrales y méromor-
phes et doublement périodiques. Alors, si les équations (4) ont un

systeme de solutions
Ay Ay, Qgy ey Qg

onaura (7)comme I'intégrale premiere. La recherche des intégrales y
se simplifie alors et souvent s’effectue completement. Ainsi, par
exemple, si ’équation (m — 1) de la suite (A) (page 99) ne contient
que y et y’, cette recherche s’effectue completement.

Jindiquerai maintenant une des manieres de former des types géné-
raux d’équations, pour lesquelles on connaitra des intégrales pre-
mieres telles qu’on les a définies précédemment.

3. Soient o(y, ¥,y o etd(y, v,y ...) deux polynomes tels
que les sommets @ droits de leurs polygones aient mémes coordon-
nées, qu’ils soient des sommets simples, et qu'a droite de ce sommet
ni I'un ni l'autre polygone n’aient des sommets.

Soit ensuite f(z, 2, 2, ...) un polynome tel qu’a gauche de son
sommet @ gauche il n’y ait aucun sommet, et que I’équation en A, rela-
tive 4 ce sommet @, n’ait aucune racine entiere et positive.

Remplacons dans f plusieurs ou tous les coefficients constants de
, 2, 5", ... par des polynomes absolument arbitraires en y, y', y’, ...,
sauf les coefficients des termes correspondant au sommet @ droit, qui
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resteront constants. Soit F(z,2", 2", ...; ¥, ¥, ¥", ...) le polynome ainsi
obtenu. Je dis que :

Toute intégrale méromorphe doublement periodique du systeme

C e . it B
10 e naaB i 0 B on o)l =0

B= (X)) -e)
6y v )

9

est en méme lemps commune aux deux équations

F(C, o, 0, o, a0 )”, )/”, o)== 0%
gl
CP(UV’.} 7.) > ) C

Yy, ¥y ) 7

ou C est une constante.

Pour le démontrer, considérons I’équation
F(5> Z,’ e Il 5 ) .)”,.LV”» .. ) =0,

dans laquelle, par hypothese, y, y/, »”, ... ne figurent pas dans les
termes correspondant au sommet @; I’équation en A relative a ce
sommet aura par conséquent tous les coefficients des puissances de A
constants. Comme & gauche du sommet = de f (et par suite de F), il
n’y a aucun sommet, et que I'équation en A relative & ce sommet
n’admet aucune racine entiere et positive, d’apres la proposition II
(p- 89), les zéros de z(x) doivent rendre infini au moins un des
coefficients de 5, 5/, 27, ... dans F, ne correspondant pas au sommet = ;
et, comme ces coefficients sont des polynomes en y, y', y”, ... & coel-
ficients constants, tout séro de z(x) est un péle de y(x).
Mais on a
(Fo X5 ¥ cnnd | Xy y M.,
n

”

s =

T E\m ’

PN 3 A
Yy a0 T Zbiyray ...
ou a; et b, sont constants. Posons

yi=(2 —aylz)

et convenons d’affecter de 'indice (=) toutes les quantités a,, b;, M,,
N,, etc., relatives au sommet =. Comme a droite des sommets & de 9
et J, qui sont des sommets simples, il n’y a pas d’autres sommets, et
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comme ces deux sommets ont les mémes coordonnées (Mg, N5 ), on
aura, dans le voisinage de @ = a et quel que soit A entier et positif,

_ (2= a)Sen[Qg(x) + Z(x — a)Sen 50 Q)]

C (z— a) Sen [Qn(x) + (2 — a)Sei—Sia _Ql(x)]’

~
s

d’apres les notations du Chapitre Il. On sait (Chap. 1) que, pour
xr=a,

lim Qg (x) = Ag ag 7 (a)Ms,

lim Q5 (z) = As by x(a)Vs,

lim Q;(x) = o,

lim Q;(z) =o

pour tous les indices ¢ autres que ¢ = ». Par conséquent, on a, pour
xr =a, &
. 5 Az
(1) hms:—AZ[ii,
et, comme cette quantité est différente de zéro, on voit que z(x) ne
peut s’annuler pour un pole de y (). On doit donc avoir z = const.;
la valeur de cette constante est donnée par I’équation (1), ce qui donne
I'intégrale premiere

ey Y'..) _Agag

Y yhy")  Anbs

La proposition est ainsi démontrée.
Considérons, par exemple, I’équation

F=Po+{=o,

ou P est un polynome quelconque en y,y,y",... etoet Y les poly-
nomes précédents. On peut écrire

&

F:¢OWTH>:Q

et toute intégrale méromorphe doublement périodique de F = o est
commune soitd ¢ =0, ¢ =o0, soita P =0, { = o, soit 2

1l

P—i—%:o, ¢ — Cd =o,
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ot C est une constante. J’ai indiqué précédemment combien cette cir-
constance simplifie la recherche de telles intégrales.

4. Soient g(x, y,y,...)et (2, .y, ...) deux polynomesena, y,
¥, ... tels que leurs polygones respectifs n’aient pas a droite de leurs
sommets o droits des cotés a coefficient angulaire entier, et, de plus,
que ces deux sommets @ et @’ coincident, ou que la droite qui les joint
n’ait pas son coefficient angulaire fini, différent de zéro et négatif. Cette
derniere condition revient a supposer que si, par exemple, par I'un des
sommets o droits (correspondant & ¢ et & 4) on mene des paralleles
» OM et ON, qui partagent le plan NOM en quatre quadrants, lautre
sommet @ droit ne se trouve pas dans les quadrants (2) et (4).

Fig. to.
1

Soit f(z, 7, 5",...) un polynome en z, z’, 2", ... A coefficients con-
stant, tel que son polygone n’ait & gauche de son sommet @ gauche
d’autres sommets, et que I’équation en Arelative a ce sommet & n’ait
aucune racine entiere et positive.

Remplacons dans / plusieurs ou tous les coefficients constants de
z, &, ... par des polynomes absolument arbitraireseny, y', ¥, ... &
coefficients constants ou fonctions algébriques de «, mais en laissant
constants les coefficients des termes correspondant au sommet @
gauche. Désignons par F(z,y, ¥ ..., 3 5, ...) le polynome ainsi
obtenu.

Soit enfin 0(«) un polynome quelconque en a, ayant plus de deux
racines distinctes et non nulles. On peut énoncer le théoreme suivant :

Toute intégrale uniforme y, n’ayant qu’un nombre fini de points essen-
tiels, du systéme

! "

(1) IR 70 s ettt

(2) z—@(%):o,

12 14

)=o,
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est en méme temps une intégrale commune aux deux équations

5 : dR 7§ o
(D) F<-Z’,')/,)’,...,R1(.Z‘),g';l,-'->_0, L’H——R(x)’

ou R, et R, sont deux fractions rationnelles en x lices par la relation
(4) R (z)=6[R(2)].

Pour le montrer, je dis d’abord que, si « est une racinede 0 (a) = o,
les racines x = a de équation

(e % o a0)
Witz i)

— = 0.

(3)

(lorsqu’on y remplace y par I'intégrale définie tout a 'heure) sont en
nombre limité. Pour le montrer, envisageons I’équation (1), et remar-
quons que toute racine ¥ = a de (5) est aussi une racine de I’équation
s(x) = o, et lnyersement. _

Pour I'équation (1), considérée comme équation en =, le polygone
est le méme que celui de f(z,z,5",...), et, de plus, 'équation en A
relative au sommet & gauche pour F est la méme que pour /. Comme
4 gauche du sommet @ gauche de /il n’y a aucun sommet, et que
cette équation en A n’admet aucune racine entiere et positive, les ra-
cines de z(x)=o doivent (d’aprts une proposition du Chapitre I)
rendre infini au moins un des coefficients de z, z/, ... dans F, qui sont
polynomes en y, ¥/, ... acoefficients algébriques en «. Par conséquent,
chacune de ces racines doit étre soit un infini de ces fonctions algébri-
ques en x, soit un pole en y. Dans le premier cas, les valeurs x = a
sont certainement en nombre limité; je vais montrer qu’il en est de
méme dans le second cas.

Dans le voisinage d’un pole x =a de y, on aura

y=(z—a)y(=),

olt A est un entier négatif et v () ne devenant ni nulle ni infinie pour
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2 = a. Sil'on met ¢ et Y sous la forme

=5

o= Nai(@)ymiymi. . ywiny,
i—1

=1

Y= Fu(@) yrayu. .y on,

i=1

on aura (d’apres les notations du Chapitre I et en appelant @’ le som-
met & droit de ), dans le voisinage de z = a,

o= (2 —a)-So [szn () + 3 (@ — aYsor—Son 9,-<x>] ,

— (@)

V=(z—ay [ 2 (@) + D — ) 0 >] .

=(@’)
Lorsque x tend vers a, on a (vour le Chapitre I)

HmQs(#) = Ay 9x(a) x (a)M=,
lim Q5 () = As by (@) x(a)“i—w,
llmg‘(x):() (i:I, 2, v, 8, Sauf[:m),

lim&; (x) —o (=152 SR sauttd —tw )

Distinguons maintenant les trois cas suivants :

1 cAs ¢ Le sommet @ est, par rapport a &', dans le quadrant (1) ou
sur les droites qui le imitent. — On a alors S, 5 >S; pour toutes les
directions A négatives; par conséquent, comme 1'équation A, = o n’a
aucune racine A négative, si = a n’est pas une racine de Bl @ =0,

le rapport 3 augmente indéfiniment lorsque « tend vers a. Ce rapport

ne peut donc tendre vers la limite «, que si le pole @ de y coincide
avec une racine de 9, (a) = o : le nombre de tels péles est donc limite.

2° cAs : Le sommel & est, par rapport a &', dans le quadrant (3)ou
sur les droites qui le limitent. — On a alors S, < S_., pour toutes les
directions A négatives. Comme I’équation A, = on’a aucune racine A
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négative, le rapport :.% ne peuat tendre vers la limite « lorsque « tend

vers un pole @ de y, que si a coincide avec une racine de Y (a) = o;
le nombre de tels poles est donc encore limite.

3¢ cas @ Les sommets @ et & coincident. On a alors M, = M_,,
N, = N.., et, par conséquent, S;) = So o quel que soit A; donce
Y Az Yo (a)
Cette limite doit étre égale a la racine o de 0(a) = o; done a doit
étre 6gal & une racine de I'équation algébrique

(6) Ag 05 (a) — a Ay (@) = 0,

ce qui montre que les a sont en nombre limité. Le seul cas ou ceci peut
(omber en défaut est celui ot I'équation (6), apres avoir remplacé A
et AL, par les expressions en 2, admet une racine A, indépendante de
a, entitre et négative, et lorsque I'ordre X du pole a de y est égal &
cette racine.

En résumé, I'équation (5) ne peut avoir qu'un nombre fini de ra-
cines. Par conséquent, si I'équation 6(2) =02 plus de deux racines
non nulles et distinctes entre elles, on aura comme intégrale pre-
miere ;

e T

ot R() est une fraction rationnelle en .

Le théoreme est donc démontreé.

Si g,y et F ne contiennent x explicitement, I’équation (5) n’a pas
de racines d distance finie; on aura donc comme intégrale premiere

‘ As0 ol :
? — const. — —797, et toute intégrale uniforme n’ayant pas un
‘JJ m'ﬁpm’

nombre infini de singularités essentielles du systeme (1) est une
intégrale commune aux deux équations
o / AzzyCPz:r
I‘(T,‘y,y, 50 AL m) o, 0, O, ...>:O,
(2,9, ) --) _ Ao9s
‘-P(l',_)’,}"» ) Alz:)'d{w
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( 109 )

On peut encore remarquer, dans ce dernier cas, que, si les sommets
@ et o ne coincident pas, toute intégrale meromorphe de (1) est holo-
morphe dans tout le plan. Ceci tient a ce fait que, si la différence

Sw,)\

pole @ de y, tend lui-méme soit vers zéro, soit vers I'infini, et jamais
vers une limite finie et différente de zéro. Et comme on a 'intégrale pre-

So est differente de zéro, le rapport %; lorsque « tend vers un

miere i‘; — (, ou C est une constante finie et différente de zéro, y ne

peut pas avoir de poles.

Les principes qui précedent embrassent un assez grand nombre de
résultats qu’il m’est impossible de développer ici. J'ajoute seulement
qu’il est facile, d’apres les remarques du commencement du premier
Chapitre, de former des cas généraux ot les théoremes précédents sont
applicables.

Vu et approuyé :
Paris, le 21 mai 1894.
Lt Dovex DE LA FACULTE DES SCIENCES,
G. DARBOUX.
Vu et permis d’imprimer :
Paris, le 21 mai 1894.
Le Vice-REcTEUR DE L’ AcApEMIE DE PARIS,

GREARD.
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SECONDE THESE.

PROPOSITIONS DONNEES PAR LA FACULTE.

Des travaux récents sur le principe de la moindre action.

Vu et approuvé :
Paris,\ le 21 mai 1894.
Lk Dovex pe LA FacuLti pES SciENcEs,
G. DARBOUX.

Vu et permis d’imprimer :
Paris, le 21 mai 1894.
Le Vice-RecTrur pE L’AcaDpEMIE DE Paris,

GREARD.

21022 Paris. — Imprimerie GAUTHIER-VILLARS ET FILS, quai des Grands-Augustins,55.
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