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SUR LA THEORIE DES MAREES

DANS UN GANAL,

APPLICATION A LA MER ROUGE,

Pan -A. - BLONDEL:

Agrégé de mathémaliques,

Aide astronome i 1’Observatoire de Toulouse.
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INTRODUCTION.

La théorie des marées offre de nombreuses difficultés théoriques et d’applicatlion
pratique. Les difficultés théoriques qui s'opposaient a intégration des équations
des marées ont éLé surmontées, en grande partie, par M. Poincaré. Au point de vue
pratique, les marées sont prédites avec une précision remarquable par Ianalyse har-
monique; mais les constantes qui entrent dans les formules de prédiction des marées
sont déduites de I'observation, et la portée de I'analyse harmonique est beaucoup
diminuée de ce fait.

Malgré les nombreux travaux sur les marées, Iapplication de la théorie A une
mer réelle n’a pas encore 6té faite. M. Hough a étudié les oscillations propres et
contraintes d'une mer de profondeur uniforme recouvrant le globe; on a étudié les
marées dans un canal artificiel, en le supposanl tracé suivanl un petit cercle ; mais.
pour les mers réelles, on s’est borné A des assimilations grossicres de mers avee des
canaux.

Dans le présent travail, j’ai cherché A faire une application de la théorie & la mer
Rouge; cette mer a une forme générale assez simple et peut étre assimilée & un canal
de largeur et de profondeur variables; dans sa Théorie des marées, M. Poincaré
signale I'intérét qu’il y aurait & faire une théorie compléte des marées dans un golfe
ou un détroit, afin d’avoir des renseignements sur le réle encore peu connu du frot-
tement; je trouve que dans le cas de la mer Rouge, le frottement joue un role consi-

I
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2 A. BLONDEL.

dérable. Avant d’appliquer & cette mer I'équation ordinaire des marées dans un
canal, je me suis demandé si cette équation, établie pour une largeur infiniment
petite, convenait A une mer de plus de 200 kilométres de large: jai repris I'équation
générale des marces et jen ai déduit les modifications & apporter & I'équation clas-
sique dans le cas oti e canal est trop large et dans le cas oll, pour une raison quel-
conque, on a choisi un axe inégalement distant des deux bords. Jarrive aux mémes
résultats en partant de Iintégrale dont il faut annuler la varialion pour obtenir
I'équation des marées; de plus, je montre que les équations pour les canaux ne
changent pas, quils traversent ou non la latitude critique. Pour Papplication nume-
rique, j'ai employé la méthode de calcul de Rilz, qui m’a semblé beaucoup plus
commode que la méthode de TFredholm; il est vrai que je n'en ai pas démontre la
légitimite; mais jai remarqué quelle conduit, dans un cas particulier. au résultal
exact: dans le cas actuel, la convergence des approximations successives ne fait
aucun doute. Enfin, jai donné les formules qui permetlent de calculer les oscilla-
tions propres d’un canal peu différent d'un canal régulier; malheurcusement, la
mer Rouge est trop irrégulicre pour que ces formules lui soient applicables. Le role
du frottement dans les marées de la mer Rouge est mis en évidence par ce travail ;
je me réserve de reprendre cette question, afin de trouver les valeurs numériques des
coefficients que le frottement introduit dans les équations.

M. Picard m’a soutenu de ses encouragements et de ses conseils; je lui en exprime
ici toute ma reconnaissance. Les nombreux calculs numériques qui ont été néces-
saires pour étudier les marées de la mer Rouge m’ont ¢té facilités par une machine
3 calculer. mise A ma disposition par M. Borel; je le remercie de m’avoir ainsi sou-

- lagé dans la partic la plus ingrate de ma tache.
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CHAPITRE PREMIER.

Théorie classique des marées dans un canal.

Dans la théorie classique, I'équation des marées se simplifie parce que I'on consi-
dére la largeur du canal comme infiniment pelite et aussi & cause d’hypothoses
supplémentaires. Prenons le raisonnement de M. Poincaré dans sa Théorie des
marées (p. 205). 1l part des équations du mouvement d’un fluide animé d’une rota-
tion d’ensemble p, ¢, r; en appelant u, v, w les composantes du déplacement (sup-
posé tres pelit), w est négligeable devant u et v si la profondeur est petite, ce que
nous supposerons toujours. Si maintenant le canal est trés étroit, el si, de plus, sa
largeur varie irés lentement, v sera aussi négligeable devant u; en eflet, sur le bord,
v sera trés petit vis-a-vis de u & cause des conditions aux limites: comme les dérivéoes
partielles de v sont supposées petites et que le canal est étroit, v sera partout neégli-
geable. Mais supposons que le canal se termine par une paroi; le long de cette paroi,
w sera nul et, dans une région voisine du bout du canal, u sera petit et comparable
4 v:nous ne sommes donc pas stirs que dans cette région les équalions subsistent ;
en particulier, il n'est pas évident que la force centrifuge composée n’ait pas
d’influence.

M. Maurice Levy donne une autre raison pour négliger la force centrifuge com-
posce : il établit 'équation du mouvement en projetant sur une tangente & l'axe du
canal toutes les forces qui s’exercent sur une molécule superficielle; or, la force cen-
trifuge composée est perpendiculaire & la vilesse relative, laquelle est voisine de I'axe
du canal; sa projection sur la droite considérée est donc trés petite et peut étre né-
gligée. On voit qu’ici encore la largeur est supposée varier trés lentement: de plus,
la méme critique que plus haut s’applique; tout au bout d’un canal qui. se termine
en cul-de-sac, rien n’autorise a croire que la vitesse relative est paralleéle & laxe du
canal; elle est petite, mais dirigée n’importe comment.

Mais surtout, I'inconvénient de ces raisonnements est de ne pas indiquer le moins
du monde jusqu'a quelle largeur on peut considérer un détroit comme un canal.
Ainsi le canal de Suez a 54 metres de largeur; la mer Rouge en a 200 kilométres; les
mémes équations leur sont-elles applicables? Il est évident que I'erreur devient
grande quan dla largeur du canal devient exagérée; nous verrons plus loin comment
on peul dans chaque cas particulier juger si I'équation simple classique peut suffire.

La notion de canal. — La forme la plus simple est celle d’un canal dont les deux

rives sont paralléles, c’est-a-dire telles que les normales & I'une des rives soient aussi
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I/ A. BLONDEL.

normales & Tautre: si le canal est étroit, on pourra confondre ces normales avec des
droiles; s'il est large, il faudra prendre les grands cercles normaux. 11 exisle alors
une ligne, que nous appellerons I'axe du canal, et telle que si 'on porte sur ses nor-
males, de part et d’autre, des longueurs égales & la demi-
largeur du canal, on obtienne les deux rives. Plus géné-
ralement. si sur les normales & une ligne quelconque on
porte de part et d’autre de la ligne deux longueurs varia-
bles. égales ou non, nous dirons que I'on obtient encore
les rives d'un canal, dont la ligne primitive sera l'axe.
Toutefois, nous exclurons des cas analogues aux sui

vanls : Soit CABD T'axe; AO et BO les normales en A
et B; si on porte sur les normales des longueurs supé-
rieures A A O, nous pourrons obtenir des formes de rive
telles que (1), (2). (3), (3) étant un cas particulier de (2)-
le cas ou le repli se recouvre lui-méme; nous exclurons
de tels cas; autrement dit, nous n’admeltrons les sinuo-
sités brusques (A rayon de courbure petit) qu'aux endroils

ou le canal est étroit.

Si les longueurs portées de parl et d’autre de I'axe
sonl égales, nous dirons que c'est un axe principal. Dans la pratique, on tracera
par tdtonnements un axe principal.

Y .
Cependant. il peut exister une infi- 1

nité d’axes principaux, ou un seul,
ou pas du lout. Ainsi, si les deux

rives sont desdroiles formant un an-

gle ¢, on oblient toutes les courbes

© © (‘o.~2§ v © @\ in
<9L’ cos - + ysin L> 1 KL sin L-——ycos#> — Consl.,

2 2 2 2
qui sonl analogues & des hyperboles, et admeltent pour asymploles les bisscctrices
de 220\ on obtient de plus ces bisscclrices elles-mémes; nalurcllement, dans ce cas
particulier, on prendrait pour axe principal la bissectrice inlérieure. Si les deux rives
sont des droiles paralltles, le seul axe principal est la droite équidistante.

Enfin, si un canal & rives droites paralléles fait un coude, il n’exisle pas d’axe

principal. Mais cette question n’a pas d’importance pratique; il est facile dans les

applications de trouver un axe qui soit A trés peu pres principal.
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SUR LA ’l'lll:;()RIE DES MAR!*IIES DANS UN CANAL. 9

CHAPITRE 1.

Application de 1'équation générale des marées au cas d'un canal.

Nous démontrerons d’abord le lemme suivant :

Etant donnée une ligne L sur une sphére, il est possible de faire une carte de la
spheése o la ligne L soit représentée en vraie grandeur sur I'axe des .

En effet, soit 6 la colatitude, el ¢ la longitude d'un point; soient = ot ¥ les coor-
données du point correspordant sur la carte, « et y sont des fonctions de § et o qui
satisfont toutes A I'équation

P A 2z ’
(1) sin Sa(blll(}ﬁ) -+ = o;

( /> I <‘\y\2
\<0 sin®1 (»To/) ;
Il faudra donc prendre pour y une solution de I'équation (1) qui soit nulle tout le

long de 1a courbe donnde, et qul de plus, toul ]o long de celle courbe, satisfasse &

/ 7 oy\* I W S
(2) Kﬁ/} * i sin® 0 < ) 3

le rapport de similitude est

Celle solution une fois.connue, 2 sera délerminé par les équations

y Ao dy
sin. 0 = =
6 g
LS . dy
= == SIn 6=
\ oo o9

Il suffit donc de démontrer Iexistence d’une solution de I'équation (1) salisfaisant
aux conditions ¢énoncées. Or, considérons trois axes
06, Og, Oz; dans le plan 0, ¢, la courbe L a pour image

o 5 : e on | (A7 dy
une courbe (3). L’équation (2) définit —— et — tout
AL} do
le long de (2.), puisque I'on a déja, pour un déplace-
dy dy s
ment sur cette courbe, —= do + L gy, — . Par suite, le
0 do !
probléme revient & chercher une surface intégrale de
I'équation (1) qui passe par (3), el soit langente le long
de () & une développable circonserite.

Si la courbe () est analylique, on sait qu’il existe une telle surface intégrale.

=l
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6 A. BLONDEL.

Dans ce qui suit, nous appliquerons ce lemme A Paxe du canal, qui n’est pas forcé-
ment une courbe analytique; mais on sait que I'on peut trouver une courbe analy-
tique qui s’écarte d’aussi peu que I'on voudra d’une ligne donnée & l'avance, et méme
dont les tangentes fassent avec les tangentes aux points correspondants de la ligné
donnée des angles aussi petits que I'on veut. Nous pourrons donc supposer que le
théoréme précédent s’applique. ‘

Si la courbe I" est un pelit cercle 6 =10,. la carte cherchée est une carte homcthé-

tique de la projection de Mercator, donnée par les formules

60

tg—

x=gsinb, y:sinODLog—O—.
tg—

2

Car alors on a, pour 0 =10, y=0, el, de plus,

“ 2
sin® 0,

dS®.

sin® 6

¢ do® sin®0 B
ds* = sin* 8, Ldm + — | = === [d0* + sin®0de’] =
s sin®6_ sin” 6 3

. d
Donc, pour 6 =10, on a sy e

Pour un petit cercle quelconque, il suffit de prendre pour origine des colatitudes

le pole du petit cercle.

Soit maintenant un canal: tragons un axe et faisons une carte ol cet axe soit
représenté en vraie grandeur sur I'axe des x. :
L’équation générale des marées est
dh do  dh, do Ok, g dh, de 1

T 2 2 N e 7
— Sl s B Ona W,
dxr dx dy dy dx dy dy e gk g ;

h,Ap +

ot les notations sont celles du Trailé des marées de M. Poincaré :

x et y sont les coordonnées sur la carte du point correspondant & la longitude g

et 4 la colatitude 0.
W est une composante isochrone complexe du potentiel, de la forme Ce*, ou A

est une imaginaire pure.
I est le rapport d'un élément d'arc de la carle 4 I'élément correspondant de la

spheére.
& est la profondeur de la mer, et on a posé

2 2w COS O
h = —-7,-—_}1 A

1

A

Ni=— v, ey
1 fwcos

: 7S

ol o est la vitesse de rotation de la terre sur elle-méme.

¢ est Vintensité de la pesanteur.
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SUR LA TIEORIE DES MAREES DANS UN CANAL. 7
infin, en appelant ¢ la hauteur de la marée, on a :

gL=1>' —W.

La latitude critique est celle qui rend A, et A, infinis, c¢’est-A-dire celle qui annule
2+ 4o’ cos® 05 celte quantité peut étre nulle, puisque 2* est négatif et que |1| a des
valeurs voisines de O, o ou 2w.

Nous supposerons que, dans toute la largeur du canal, la fonction o peut se déve-

lopper en série

I

du
-

+
F\<l@
©

+

<

les ¢, élant des fonclions de .

Alors, si le canal ne traverse pas la latitude crilique, on pourra aussi éerire :

h, = h(a, + ya, + y*a, + ...)

hy=ih (b, + yb, + y*b, 4 ...)

W=w, +yw, + y'w, + ...
€08 0 = o, + yo, + y'o, + ...

T L +y|31 +y2($"z+’
les ag, by, w;, «;, B, sont des fonctions réelles de x.

Soient y, et y, les y des bords du canal correspondant a 'abscisse x; y, et y, son.

aussi des fonctions de 2. Nous poscrons

/ Y 5
hy?dy — 5,

e
: : nt—n

| L et L S A

h, et h, étant les profondeurs aux bords.
Remplacons dans I'équation générale des marées les fonctions qui y enlrent par

leur développement; multiplions ensuite par y"dy et intégrons de y, & y,. En remar-

Yy Jh
—yPdy =o' — 2
./U; D.I“,y J 2 %

Yp h
f =y = pa, .+ U
Yo . DY

quant que

et
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8 A. BLONDEL.

on arrive i I'équation suivante, qui sera notre équation fondamentale :

’ d
| .
| __[aolgorgnz T ((lo’.“a + (t ) m-a + ]

' dx
d :
L(—[’C[bo,frlgm == (Qboz‘?e i blqj])cm" 1 aF ]
(’\) + ’ni[bo?alsmr~1 + (bu":’ay a bx'“."o’>5m Sin (lo"?a’ S [)1?1’ i be"?o,)sm- 1 “F l
T U [(lo?asmfl + (2(10?2 + ai?i)%n + (3@01.?3 + ga'icygz + 0’2?1)7/1111 + }
+ (a,v,, — ib,7,)e, + (4, — b, T A L — bz, )20l -
=3 ((lo “m + Lbo ')m)‘) [.( + iblum»‘v 1)?0' + (a'oT'mf‘ri + ibuum/“ 4):‘?1’] il

= (g, — w,) + o [ <w —wy) 4+ (g, — w,)] +

Si le canal traverse la latitude critique, le calcul précédent ne subsiste pas, car on

ne peut plus développer en série f, et h,. Nous traiterons ce cas plus loin.

Choix de Uunité. — Dans ce qui suit, nous allons supposer que h, y,, y, sont
petits; nous admettrons aussi que les fonctions ¢, 9, ,, ... sont du méme ordre de
grandeur; mais cela suppose qu'on a choisi une unité de longueur, car ¢, a pour di-
mensions [L*], ¢, a pour dimensions [L], etc. De méme, nous admettrons que
O A0 e sont du méme ordre de grandeur; méme supposition pour b, b,, Ozt
w,, w,, W,, .... Ces derniéres hypothéses montrent qu’il faudra prendre pour unité
de longueur le rayon terrestre, car dans le calcul deb,, b,, w, w,, etc., & coté de

quantités ne dépendant pas de I'unité choisie, s’introduisent des quantités comme

ot 0 est la colatitude. Le rayon lerrestre sera aussi une bonne unité au point de

(lv
vue dynamique, car il est comparable aux longueurs d’onde des ondes de marées, et
; R W Yy : :
par suite, st —, —= € tits, on pourra considérer L, y, et y, comme
R R R '

petits dans I'étude des marées. Enfin, quand, dans un cas particulier, on aura cal-
culé ¢, 9,, 9,, ..., on pourra s’assurer que ces quantités sont du méme ordre de
grandeur.

Ordre de grandeur des quanlilés s, p,. — Dans ce qui suit, nous supposerons, a

moins d’indication expresse, que la profondeur du canal est nulle aux deux bords :
h,=h,=o. Il en résulte que tous les 7, et v, seront nuls.

Les 5 d'indices pairs ne peavent étre nuls, ¢tant donnée lear définition :

Yy "
5, = hy"dy .
Yot
" hyra " nyrd
- / i —_ o — A
Ggpﬂl_ y Ly (‘y—“ﬁn Yy l) (.,v_‘\n‘ep'
a @

On a
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SUR LA TIIP:ORIE DES MARIES DANS UN CANAL. 9

¥, ¢tant compris entre Yo et y,. Il en résulte que Gyp: 4 €St petit devant 5,,- De méme,

=7Y;0,,- Donc, 5, _ est trés petit devant ¢,,; mais on n’est pas siir quo , Soit

“np.‘
petit dmant Sypoys qui peul élre nul. Xmsl les s d’indices pairs vonl en (]ccwwsanl

2p-

rapidement et les ¢ d’indices i impairs sont petits vis-a-vis de tous les s d’indices pairs

qui les précédent.
PHL_ o b

Les p. d’indices pairs ne peuvent étre nuls, puisque p, = 4

——% et que v
(p+1)yg P
est >o. y, est <Zo.

On a:
; | 2p-+2 . 2p+e
Qu ! 2D T+ 1 yb ya
- 2 2p+1 2p
Doy 2p + 2 ¥t — 2

Ce rapport est nul si 'on a Yo +Yp==0; comme y, 4y, est loujours petit, on

voit facilement que sa valeur dpplO(‘hCG est (2p + 1) ﬂ
2

De méme,
. 2p+3 2p-+3
p‘gpmz sy 2D iy L Yo =
i 2p-1 2p-+1 °
Yap +3 Y e

2
P 1 (Y —1,)
ap +- 3 4
croissant rapidement et les p, d’indices impairs sont petits vis-a-vis de tous les p. d’in-

et sa valeur approchée est Donc, les . d’indices pairs vont en dé-

dices pairs qui les précédent.
Comparons enfin les v aux 5. On a

— [ hyrdy —n, [y h
cep'_ 5 i == e 5 I dy:!/ (,‘-uzp’

h, étant plus petit que la plus grande profondeur de la section considérée. Donc, Vap

est grand devant ¢

5,, est égal

e 2p-4-1
Jiepy @ pour valeur approchée (y 4y /u‘ . D’autre part,
pep 1 pp Da Jb \ 9 p

! 2h —y ¥ ;
& h,gp, eta pour valeur approchée ——<¢— A . Par suite, on aura
¢ Map 2]) + I 9

Foop

“—(ap+ ety

“’zp c

On ne peut donc rien dire a priori sur ce rapport; il ne pourra étre petit que
l'axe choisi est presque principal; pour un axe principal. il est nul. Dans chaque cas

x

particulier, il faudra comparer directement Pep s & 0,,. En particulier, on a

g«i_ya +yb

g 2
Yo =

h,, ¢tant la profondeur moyenne de la section; donc gy, ne sera négligeable devant 5,
que si la distance de I'axe choisi au milieu de la section considérée est petite vis-A-vis
de la profondeur moyenne.
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10 A. BLONDEL.

7 , 2p+3
A r 2 / yh_‘ﬁn\
De méme (/un ., a pour valeur approchée ——— (———) . Donc, on a ap-
JPep-te ; 3 /

2p 4 o 2

e 2DET T D) e i s

proximativement Tty ~ — ? Ya) . On ne peut donc rien dire a priort;

cgp op+3 4 h,

ce rapport ne pourra étre petit que si le carré de la largeur est petit devant la pro-

fondeur moyenne, ou en d’autres termes, si le rapport de la largeur & la profondeur
moyenne est petit devant le rapport du rayon terrestre A la largeur. Dans chaque
cas particulier, il faudra comparer directement gu, ., a o

Ces considérations nous guideront quand nous chercherons & ne retenir que les
termes principaux de I'équation fondamentale (A).

Les équations exacles. — Nous avons appelé y, el y,les y du bord du canal; mais

ya el y, sont des fonclions de a quelconques, I'équation (A) n’en subsiste pas
moins. Prenons donc y,==o et y,—g¢, ¢ étant une constante. Les T seront tous nuls,
puisque y, = y,=o0. Supposons que, depuis l'axe jusquau bord, la profondeur

soit développable sous la forme

b==p 00 00 e

On trouve alors :

mi2
P
b= hy"dy = e
i / p°m i m 42 i

T

Xl e m -
Um; P = DPop +pu + ..

m-i-1
-

Bl fRE
m 4+ 1

g :J‘m ==

En remplacant dans I'équation (A), on obtient deux séries en p ¢ qui doivenl étre
égales, quel que soil ¢ (entre o et y,). 11 faut donc égaler Ies coefficients des mémes
puissances de p. On obtient ainsi des équations qui ne dépendent pas de m; écrivons

seulement les deux premieres :

7 : ,
(-1; [((lu'*.”u, 5% lbo?g)pu] o pa((lu’f T lbo‘[o) S po(gao:fe e a9, — L[)o?al T Lbi?or) i ( l”

/ 1 : ) :
;;; [(a,, + ibs)p, + (a3, + a3, + 2ibg, + ib,2,)p,]

+ op(ag, — ibg,) + 2p[2as, + a5, — by, —ibg/]
= I
+ zp(%aoms—}-zaa +ae, —ibe,' —iby, — iby))

ll

~ e ~2
& ':ABI(,‘ <‘?0 = wu) + (/‘ ?1 o wa)] i
On voit que dans la premiére de ces équations s’introduisent les fonctions incon-

nues o,, o,, ,; dans la seconde, il y a en plus g,: dans la suivante, ¢, s’introdui-

1

rait, etc. 11y a donc toujours deux fonctions inconnues de plus que d’équations, ce

qui n’est pas étonnant, puisqu'on n’a pas tenu compte des conditions aux limites.
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SUR LA THEORIE DES MARFES DANS UN CANAL. 1

Si on a calculé les fonclions g, et o, el qu’on veuille avoir la marée en un point
particulier de la céte A, il suffira d’exprimer la profondeur
sous forme d’un polynome en y : £ =p,+Py+ ... +py*
(les p, élant des fonctions de =, qu’on pourra méme supposer
linéaires) dans une petite région entourant la section droite
(ui passe par A. Les équalions exactes donneront 9,, @, et per-

13

mettraient ainsi de calculer la marée en A avec une grande

approximation, si on connaissait les fonctlions 9, el ¢, et leurs dérivées.

ReMARQUE. — On aurail pu obtenir les équations exactes directement. en rempla-
cant dans I'équation générale des marées toutes les fonctions, y compris %, par leurs

développements.

Les équations approchées. — Nous supposons la profondeur nulle aux deux bords
et, de plus, que o est développable en série dans toute la largeur du canal, ce qui
tient compte des conditions aux limites sur les bords du canal. Nous confondrons la
section @ = Const. avec la section droite du canal par un arc de grand cercle (ce

qui serait rigoureux si 'axe du canal était un petit cercle). Alors o, est la section du
canal, ¢, est le produit de s, par I’y du centre de gravité de la section, ete. Divers cas
peuvent se présenler, suivant le choix de I'axe et la largeur du canal :

1° p, et p, sont négligeables devant s, ce qui revient i dire que le canal n’est pas
trop large et que I'axe est presque principal.

Eerivons Iéquation (A) pour m=o, en négligeant s,, o, et u,, Uy

d . -
3) T (a0, + 0,00 )= vy (Ko, — w,).

La méme équation donnera pour m=1, dans les mémes conditions,

. b,

R - e
%) ‘ ibe,” — a5, — o ou 9, =1—g

En éliminant ¢, entre ces deux équations, on obtient

= 2 —
d o b()\ y2,
d,)c Yo a’o L /,,70 S Au'o</“ Yo IUO) &

a,

Or, d’aprés la définition des a, et des b,, on a:

_ S . 20 oS 0,
e — et thy— ———2 (4788
4"+ b’ cos® b, A

d’ou

hw? cos® 0,
2 2 2 0
flo—lio_aoll—{—‘)a —5r

\
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12 A. BLONDEL.

I équation se réduit donc a

d k
dx (5,81 = t(Xg, — w,),

)

qui est 'équation classique. Cette ¢quation sera applicable si p, et p, sont négligea-

o s ; ; : ; .
bles devant z,; la condition que — doit ¢tre petit restreint le choix de T'axe, et cecl

=
<)

est important, car la fonction 5 () peut varier notablement si 'on change 'axe, sur-
tout si le canal est assez large. De plus, le calcul précédent donne la fonction o, .

2° p, Nest pas négligeable, mais p, est négligeable devant ¢,; c’est-d-dire que
I'axe n’est pas principal, mais que le canal n’est pas trop large. I'équation (A) don-
nera alors pour m =o et m=1 les deux équations

» d : i o :
(‘% ) (l’_L [<ao ?o' + l‘{}o?a)so] — P‘o(/‘ Do 7“00) + M [,181(/‘ ’J'Po T u}o) + (A ?4 e U)1> ] ’

10
(1" (ibp, — a,9,)5, = 1,(Ng, — W),

d’on

b Wl / d ub
" ! e 0 [ N2 570 2
go”+ | e —atip,— o, +| ——t - 2o + Bu ©
( 070 [ 0 l 1 (lo_‘ 10 —ao 50 (1(7; (10 (l 0 [N 4 1) 10
dx ,

00

. d b 2w
= (y‘l w, ZO> TE )‘QK_C_;_—,__“ S (p‘o = lel!j'l),u}o I P, W, = 0.
0 9

lette derniére équation est plus compliquée que I'équation classique, mais elle est
Linéaire. On voit ici I'influence de la courbure de la terre, qui introduit =, et f,, et de

la force centrifuge composée, qui introduit b,.

30 Si 1o canal est assez large pour que méme p, ne soit pas négligeable devant s,

on pourra encore traiter le probléme; les équations (3) et (4) sont remplacdes par

;% (@3, + i3 7] = 1,022, — w,) + w[8,(0%5, — w) + (%, — w,)]
+ P'g[n’ﬂa()‘g’?u = U)o) + 1810‘2?1 ZeT “)1) P ()\‘3?2 A wa)]
ou encore ¢
d e 5
(3") IL’- (ao?o o Lbo?;) GoJ = (:"o e '&1‘134 I fJ‘a‘eajl ("2?0 o wo)

s 3
I ('A)‘i 2 {"m84) (" Wit w:) =+ :j'g(/‘ P U)a)
et de méme

(4") (b5, — B )0, T 1,8, (W, — w,) + (Mg, — W)
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SUR LA THAORIE DES MAHI*EES DANS UN CANAL. 13

Ceite fois, nous avons introduit %,; nous écrirons donc une troisiéme équation en
faisant dans (A) m ==1. Mais alors il faut introduire o,» 7, el tenir compte de ., u,.
On obtient ainsi I'équation

0

d : i el e
" S 0 [(@9, + ib,3,)5,] + 2(ibe,’ — a,9,)e, + 2(ib5," + ibp, — 2a

) Dy~ Ao )g

141

=y + B + Bop) (Wg,—w,) + (e + B2 09, — w,) + v,(Wg, —w,).

De (4"), on tire g, en fonction lindaire de o, et o

0 10 2

linéairede o,", o/, «., o', « , ou encore de o ", 2,y 9. En portant dans (3"), on obtient
10 1.0 10 11 T1 ) 10 0 T0

T

pour ¢, une équation linéaire du second ordre. Ici la marde tout le long de l'axe du
canal est sensiblement modifiée par la forme des sections, ce qui se traduit par l'in-
troduction des quantités s, s

Les conditions aux limites. — 1> Si le canal est fermé sur lui-méme, tous les o,
doivenl étre périodiques.

2° Si le canal débouche dans un océan, tous les v, sont donnés & 'entrée.
3° Le canal se lermine par une paroi normale & I'axe. On sait que I'on doit avoir

dy 2w cosbdy

—  —o0.
dn A ds
Or

(l? D'l ’J[_ ! 2 r
dj—ﬁ—‘?o V‘Pl +.yf‘z+

ds A At
TR o e e B

COSOI— o mliys Loydy il L

Comme la condition doit étre vérifie quel que soit y, on trouve une série de condi-
tions aux limites

7 20
© — 2,9, —O0,
7o X o
' 2
1 + e T ‘)‘"u?vz) =05
o) 7
%, o _\—(zz‘{’x i 29,9, 0 ‘570':3):0’ ele.

; . 3 / s !
4° Le canal se termine en pointe, ou encore la profondeur devient nulle A son

extrémité; alors s, est nul et il faudra que les s, restent finis.

13
Nous examinerons en particulier le cas ol le canal débouche d’un coté dans un
océan et se termine de Lautre par une paroi normale & I'axe. Comment déterraine-

rons-nous g, Nous avons d’abord I'équation (5) ou I'équation (5'), puis w, est connu
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1/ A. BLONDEL.

20

Sl =
%9, =—0-

A une extrémité: il faut une seconde condition aux limites, qui sera ¢, 4+ —
. ' %

Cette condition contient ¢,, que nous remplacerons par sa valeur approchée tirée des
équations (4) ou (4'). On obtient ainsi la seconde condition aux limiles, qui est seu-

lement approchée :

dans le cas de I'équation (5) :

{ e, .
3, = 0;
dans le cas de I'équation (5') :
20 o, 1
! 041 Q, _
g, = 5 == Ng, — w,)-
A G,

La valeur approchée trouvée pour g, prend, & I'embouchure du canal, la méme

T

ib =T ] 7
valeur que —>g,, laquelle semble n’avoir aucun rapport avec la valewr donnée de ¢
a
0

K Ea ; el W
A cette embouchure. 11 s'éléve donc un doute sur la question de savoir si — ¢, est
a
0

vraiment une valeur approchée de ¢, . Or, on se donne g, pour une section voisine de

0

. s Lis l : )
I'embouchure: mais I'équation approchée o, = —"g, est valable dans toute 'em-
a

: ib

“g,, et il n’y a
] 0
pas & s’en occuper. Remarquons encore que la véritable fonction g, ne satisfait qu'ap-

bouchure: donc la valeur donnée ne peut pas étre trés diflérente de

proximativement a I'équation (5) et aux conditions aux limites énoncées: nous ad-
mettons qu’elle est peu différente de la fonction trouvée. mais les dérivées de cetle
dernitre peuvent-clles étre considérées comme des approximations des dérivées de la
véritable fonction ¢, Cela semble moins probable: nous I’'admellrons encore pour
les dérivées premiére et seconde, qui entrent dans I'équation (). mais la dérivée
seconde en particulier peut étre beaucoup plus erronnée que la fonclion elle-méme,
car dans I'équation (5) g, est multiplié par ¢, qui est beaucoup plus petit que le
multiplicateur 3*y, de o, . La valeur donnée pour g, par les équations exactes ne peut
donc étre quune approximation grossiere; celle que l'on trouverait pour ¢, mériterait
encore moins de confiance.

Nous allons étudier maintenant le cas ou le canal traverse la latitude critique. Et
d’abord, nous supposerons que l'axe du canal est le paralléle de latitude critique
lui-méme.

Les composantes du déplacement d'une molécule sur les axes de coordonnées

sont données par les formules

A dp 20 €08 0 dy
U—-= 2 2 Tos R iy |G
12+ ho® cos® O \dx A ¢

(=4

T ]

e e e R i
232 -+ hw’cos® 0

)
bl < o 20 CoS 0 Dw\
P4

dy Y
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SUR LA ’l'lllé()RIE DES MAREES DANS UN CANAL. D

I’équation générale des marées peut s’écrire sous la forme

ou encore

2 d :
—ha) + — () =——
<X (\)’

Nous admetirons que ¢ est encore développable sous la méme forme que précédem-
ment et qu’il en est de méme de u et de v :

"% s y"[’d Sl y~?2 + o
u=u, + yu, + yv, + ...,
Vi= ey, ety S
Nous obtiendrons les équations exactes en remplacant dans I'équation ¢, u, v par

5 ees =1l s e
leurs développements, et aussi W, e et 2. On obtient ainsi :
v

(])ouu), + Povi + pi?,’u = ; (;\2"”0 o 7.00)

A oy
([)n;ua + l)iu'(,\)’ + 9‘(\]‘7()@»1 + pivl + ])v_,l’ ): (—] [?1(/‘{2?0 ~*U)ﬁ) + (/‘ {T[‘l _wi)]
ete. :

Ecrivons I'équation générale sous la forme

du dv\ dh o =W
h —+?/+ll%%—v _——
3 ,

Py
! 4 oRg w
7= par leurs développements, multipliant par y”dy et
2 ¥
intégrant de y, & y,, nous obtiendrons I'équation fondamenlale suivante :

[ d
'\ ZZ{L [cmuo oh T2y + Tpi-olla + . ]

kn y remplacant u, v, ¢, W et

-l ’n[vog:nva W LA™ s VoSmaa e U0 ie i ]

| + (lyoum WS uu-'m) + (ly‘ Unl~ i udTnlﬂ 1) + (lyvz Ulll—“ CH U’QTm ! Q) + S

\ — [)‘m(/‘%?u g 100) =i Yo 1[{61(;‘2?0 T IU()) o+ (\/‘ﬂff’a -y § lUI)] Sl

De cette équation (A’) on pourrait déduire les équations exacles, comme on I'a

fait pour I'équation (A); ces équations ont été oblenues direclement plus haul. Les
équations approchées seront :

17 Sip, et p, sont négligeables devant ,,

d =3
\ s (a,u,) = p, (s, —w,),

I‘OIOZ
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10 A. BLONDEL.

2° Si u, n'est pas négligeable,

d : 1 B
\ 35 <50uo> — (:"‘0 i V‘uea) (/‘nﬁgo S on) e {J'fx(" L P 101)’

) ot
. VG, — —— (A @

—w,):

o

et si y, était comparable & 5,, on procéderait comme il a été indiqué.
Il faut maintenant calculer les u, et les v, en fonction des quantités connues et

des g,. Il suffit de se servir des ¢quations

Bt do 2w J
u(1 + —-cos® 0) = ‘+—-cos6—q‘,
A s hlr A dy
ho? 9 2w hE
v(1 + —cos’ ) = L ——cosf—.
( N ) dy A Ry

Introduisons les nouvelles quantités r; définies par

2

het ]
T X Cos. 0 =i, - yr Y,

On aura :

hw®

r,—1 —+ X o>

[],(t)z
r— = oo oL

ho®
- 2
= - (22 + 27,2,), etc....

\

En identifiant terme & terme les équations précédentes, on obtient :

’ 2
Uyl's =% Gl ')\_ %69y

T1

L ' 20
u,r, + ur,=¢ ar —T (11‘{‘1 - 210’{’2)’
\

2w i
ar. 4 ur, -+ or, = %’ i = (ag% 1 ag o 510%) = eliGe. e
N
el de méme
20 '
Wls— Qo T %9, »
20

» ) s y ®,0 ¢
U, U= 09— Solag) - g, )

20
= N ol o S %
vr, +or +vr,= 33, 5 (2,9, + 2,9, + %,2,), elc...:
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SUR LA THEORIE DES MAREES DANS UN CANAL. 17

Or, nous avons supposé¢ que I'axe du canal est le parallele de latitude critique, ce

qui donne r, = o. Mais le déplacement Uy, v, est fini; w,r, et v,r sont doncidentique-
ment nuls. Il en résulte que

' 20 3 20 ’
G —)— %0, =0 et o, — ; %P, = O.
\ i

S , : R . . ho* :
Ces deux équations se réduisent & une seule, puisque 1 4+ ——«2=o0. On obtient
e

ainsi, dans ce cas singulier, la méme ¢quation que dans le cas général. En résolvant
par rapport aux u, et v,, on trouve :

20
'
ur, =9, I _-\A_ (27\)?2 ST ai?l)’

20 =
P S ol in ! 3 v ~ DY e o
wry=(rm,'—ryug’) + : l 3roe, + (r,0, — rd)ag, + (re, )Qxl)%] ;
\ —

Y 2 2 hope
[’“4“0/4% o ('111 e ’1’27‘0)3?3

2 oA 2 p g , 2 p o 2 e ,,
I (rale_ rrye, -t (’z— '1’3)10)2{’2 i (’17‘3~ rra, - (’2 ’1".3)14)‘."1 ]’

8 2 BRI R e ) R S0 ot
uera—[’i’?a '1’9% +(’2 ra’s)\gx ]+

2(
A

ct de méme

20 ’
L2 _)\—(10?4 o ’7’!.'10),

20

o AN IR Cps | R 7 BT i il ’
1/‘1’41 (3’ 1?3 2"2‘?2) }\ [’ 1x0T/2 + (rixi ’210)‘?! + (r11% r2a4>cP0:l U

20
,3__| 2, G 2 . l l 2 5 S S
Lr, = /"119& 31 a7 = 2(’2 ’xr?s)ioa X I %%, S (’114 ’4’210> Ye
\

2 h 2 n [t 2 N 2 p g
.+ (1112—— rora, 4 (r: — ’Z’Q%)% -+ (llocx —rra, + (ri — 1113)1]),“,}(),‘, !

ctc

Remplagons maintenant les u, et v, par leurs valeurs dans les équations appro-

2w o
chées trouvées, en tenant compte de Bty o,'. Dans le premier cas,

\

Lod 20 :
Uy — 0, d’ou 3;2:7(%% o)
\
2 2
200 ho 20 qw
= — L « — o (5 2 ” t
’1uo_ CAD‘ + ) (270‘2 + 11":‘1)_‘?10 + }z y‘o) + ;\ 0'4‘:01_'— ;2 1011%1 2
\ . \
et comme
he®
el ral=—tG
A
S ) /10) ,_./un e e ;
i 4,9 72 L P = 2xu%ﬂ‘u =T 9, d’ott u,= G -
N A
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18 A. BLONDEL.

Nous obtenons ainsi I'équation approchée
d
iy e e e
% (Go’fo ) = (1 % wo) 2

I'équation exacte

20 ;
e N Do
et I'équation approchée
] 2m *
29, _——_#_(1» —%—7“0).

Comme conditions aux limites, g, est donné a une extrémité, et & l'autre on

doit avoir u= o, et en particulier u,=o, c’est-a-dire

1 20 ;
7'— ’?4 Gl 97(#'2 2l Jui ==
gl &

Nous trouvons donc exactement les mémes équations que précédemment.

Dans le second cas, ot —~ n’est pas négligeable, on a
g,

0
20
pr iy e (,___..’,"»»’ —_— (2
l‘dm—%[)% — (%9, Taeu)]— - p, 1, (W, — w,)
S
el
20
d?i ) clo'*r’u X
A
luo ho® 20 T2 ho®
S e o ___r________ ’
! ll ”D + "z 0‘4 + ~2 uo"ﬂ’o =2 1U)+ 2 u 1‘?0
A k.G,

20 W, P

L s Ot oz B i

— e O w
T G

d’on
20 t) 4
! 170 % e
L i Rg,—w,),

U
et on trouve cette fois I'équation

209,

1 d
_;.; <:0?n’) = -T (—[w_ ()\ﬂp'i?O f {)‘11’()()) = (P'o + 10 1) (A oV w ) + p‘a(Q('))‘uﬁ ﬂ?o’ e wa)
5,0, + 0/(a, — bodla,p [fﬁ — (Pu,2y) + W, + l)jl 4+ — — (p,uuw )
+ ’LL, (U + plkii) + wlﬂ ‘1

les conditions aux limites sont : g, donné A une extrémité, et a 'autre u=o, en par-
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SUR LA TIIéORIE DES MARP'JES DANS UN CANAL. 19

. & 20 .
ticulier u,=o0 ou %’—{—)—(27_0%4— %,9,)=0, ce qui donne, en remplacant ¢, et o,

par leurs valeurs,

SHBY e T
= (W, —w,).
A oa

|

0

Nous trouvons donc encore les mémes équations que précédemment, ¢’est-a-dire

I'équation (5") et les conditions aux limites correspondantes; il suffit de faire dans

= . . ibo 20 P .
(') a, infini et de remplacer — par ——2,. Non seulement on trouvera les mémes
a A

0
fonctions g, et ¢,, mais il en sera de méme pour 9,; faisons la vérification seulement

dans le cas le plus compliqué.
Dans le cas oti le canal ne traverse pas la latitude critique, on déduit g, de ¢, et g,
par I'équation exacte (1) de la page 10. Remarquons que, par définition,

%i(au Fay+ )@+ ay+ ) =i(b,+ by + ...)

et que, par suite,

lb(,:i—(\”moao; ibl:%(%a‘-}- ®,a,).
On a aussi 1=(r, + r,y+...)(a, +a,y + -.), et on en déduit que —+ = —r . Si
a

0

_ dans I'équation exacte considérée on remplace ¢, par la valeur trouvée

20) v
iz 1 il
= 0,0, — k@~ W )
Ql X 0o ao c_o ( ‘P\) 0

et si'l'on divise par a,, on trouve

A
— {0}
a()

B 2 u,r 9
P, Lz"z_ % (10?’4’ i 0La’."o’) = H;—d ()\~?0 T wo):l S

A représentant un ensemble de termes qui ne devient pas infini en méme temps

que a,. Faisons maintenant «, infini; I'équation se réduit A

2(.) r ! :JA’Irl N2
L ;— (10?1 o %49 ) 5 S (/‘ Lo U)U) =0
i 19]
0

qui est justement I'équation approchée trouvée dans le cas singulier. 11 y a donc ici
une permutation entre une équation approchée et une équation exacte.

Supposons enfin que le canal traverse la latitude critique sans que son axe soit le
paralléle critique. Les équations exactes et approchées trouvées plus haut, qui s’ex-
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20 A, BLONDEL.

priment au moyen de u, et v, subsistent: ce sont seulement les expressions de u; et v,

qui changent. En effet, r, n’étant plus identiquement nul, on aura :

e , . 20
\ ur, =19, = _)-7“0,“?4‘
) B v e el 20ES 5 bk .
\ ailu_“(’oﬁ W ’aﬂ:"o) S }—()‘rotof“jz'*_ (luli S ’1"0)?1]’ etc...,
et de méme
20 ¢

g Ul == Tln?u ’
2 o 3 P 20 ’ . i '

va’o s (2’ o:?z Il?l) T ) [’ 07‘0)]01 + (’ 07'4 e ’17‘0) "."o J ’ etc....

. 3 : A 20 .
I équation approchée v,=o donne toujours %:—)—10?0', quel que soit r,. On

ho®
2 A 1t 3 . 4 Eall 20 ) 20, ’ .
en déduit toujours ur, =9, + 75 %o %o 0,1y, d'ou u, =g, et cette equation est

¥ =z 'r

vérifiée pour toutes les valeurs de r,, meéme pour r,==o. Il n’y a dcnc rien a changer
dans les tésultats précédents: le fait que le canal traverse la latitude critique n’a

aucune influence sur les équations.

CHAPITRE I11.

Intégration des équations.

M. Poincaré a montré que le probléme des marées se raméne au calcul des varia-
tions. Je renverrai A son analyse du Trailé des marées, page 299. Je la compléterai
seulement sur un point : la formule subsiste méme si la profondeur n’est pas nulle
sur les bords et aussi si Uon se donne les valeurs de ¢ sur une partie du contour.
Nous adopterons momentanément les notations employdes A cet endroit par M. Poin-
caré, ¢’est-a-dire que nous poserons
e —it;

e o
¢ =¢, + ik,
W=W, + iW,,

en metblant en évidence les quantités réelles et les quantités imaginaires. Ici, ¢, et o,

nont pas le méme sens que dans le chapitre précédent, mais il n'y a pas de confusion
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SUR LA THEORIE DES MAREES DANS UN CANAL. 21
possible. De plus, comme il s’agit ici des marées d’un canal. nous négligeons [1”
potenticl du bourrelet liquide produit par les marées

La supposition A ==o0 sur le bord sert & se débarrasser des intégrales de ligne sui-
vantes, provenanl d’intégrations par parties

do e
/ 3 h1 : I‘ 39, dy) + ./‘}](/11 i 8o, dy)

i~

Prenons le terme en 2y, ; clest

-

3o do do do
/ hy Zdy — h, <" de — 4 —dy — —‘Q dx |30
5 Ax Dv Jay dx T

ou encore

do Qu o Co,\
(1 o1 (/2 i =y So, [ h, 4 02 dx.
(1) /‘,\“\m 1) & ¢, ‘ay+"x)

Mais si A n’est pas nulle au bord;

(8%

] dv  2wcosh do
on sait que —X — ——— " %
dn X ds
i do . do . :
s‘éerire h, — — in—-=o. et qui sc décompose en
dn ds

=0, qui peut

A dy, | dy,
il T O
“dn . e
do d
h, =2 — e Ve [

tdn
Jr, Pexpression (1) s'écrit

S Admdys g i, do, dy  do, dx
[ (B0 [ (e, i),
¥ dx ds dy ds : dy ds < dx dsj

a5 S EpdB oy
== /J.h\h d]7+qd$‘>db_o

st donc identiquement nul, et il en est de méme du lerme en 3
sur une portion du contour on se donne ¢, 2z, et Sy, sont nuls, el les

le terme en 3z, e )]
intégrales de

ligne considérées le sont aussi.

L’intégrale J, dont il faut annuler la variation, est (en négligeant [1")

N h, /92 ?’oi\ Mo,, © )

il

Sl ( j + %e7s
] /‘ ; ~ g \((’L’ i YA o(x, ¥) ok
Ji— ds
2, LW, + LW,
Wk

+
S
-+

(il'y a une faute de signe dans Iexpression de 3J, A la page 3oa de la Théorie des
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22 A. BLONDEL.

marées; il faut y changer = de signe). Cette expression se simplifie facilement en

tenant compte de g =%, — W, et g{,=2*s,— W,. On obtient simplement :
p t/ 1 1 1 g T 12 2 P

ulif g% | 29 NCRED, 2~I
__—/d [+ )(3 +ﬁ>‘+ e \( ,V) +/ )/2]1 2

Nous allons calculer cette intégrale J dans le cas d’un canal. Mais pour ¢éviter les

confusions, nous poserons désormais

?:(I)+i$, C:Z%—f/j,

et par suite
\(1)2 2P S, By AT
——J_/‘d, [Z ( B:lr>+ 4 A, ) i an*k? ]’

¢ étant supposé développable suivant les puissances de y, on aura :

I):(bo+y(l>i—|—y2fl)g+... et 6:5)0-{—}/—(—1_)1—{—}/26)’_*_.

Nous poserons de méme w,— W, + iW,, et, d'une maniére générale :

w, = VVP + i\Vp.

On aura alors W= (W + yW, + ...) + i(\—VO + wa4 + ...
Rappelons que, si le canal ne traverse pas la latitude critique, nous avons posé
h,=h(a,+ ya, + ...) et h,=in=nhi(b, + yb, + Soall
d’ont
. = h(b, +yb, + ...),
et enfin

=1y Pt s
I

0L — 0 — WLy D, — W)

gl=>23¢— W, d’on ; b S0 o B i
g7 = Rd,— W)+ y®Rd, — W) +..;

en remplacant dans J et effectuant I'intégration par rapport Ay, on oblient

Lf‘)- (@2 + D2 4 D2+ D2) + b,(D, P, — P, 45) |5, + 5, + Hog, + s

e % [(7:‘ &, — W)+ (2D, — W, )]

] /{,lac

-y N2 7 \2 ~e I \2
+ e Ii[(/\ O, — W4 Wd,— W) 18,

4 a[(0D, — W) (2D, — W,) + (20D, — W,) (D, — W, R
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SUR LA TIEORIE DES MARI-’JES DANS UN CANAL, 23

ow H,, H,, K, sont des fonctions de z de forme compliquée; par exemple,
/ N e n - o P T2
i — (10(([)0'(})/ + (]\Or([)" + 2 (I)l ({\2 + 2 (I)4 (j)g) e ;‘ (qwg 1 <|,’§ o= (I): + D).

+ 0P, + 20,8 — B, 8, — 2D, 8,) + b(®,B, — T,0,);

2

6
K,=-"
e = 5e

(i VVO)‘2 + ()‘.vz (_ITU T Wo )2

B = 0 23, =
+ ‘7_; L('/‘R(I)O ST ‘Vo) (}‘2(1)1 ey “,’1) + (;‘2 (])0 =g Vvo) O‘Q ‘1)‘ o ‘\'1>]

a)?

. [20\ b, — W,) (3D, — W)

+ (13, — W) + 2B, — W,) (P, —W,) + (‘/%,—Wd)ﬂ—l etc. ...

Si on se borne aux termes en s, . u, et v, on obtient une valeur approchée de J,

el les régles ordinaires du calcul des varialions donnent

ad e
% L((IO (I)u’ e bo (1)1)5"1 = (:‘}‘0 I A’Bil"l) 0‘2‘1)0 2l ‘\Vo) Ty 2 (1)1 i Vvi) =0,

(ao (T;o’ = bo (I‘1 ) 50—, e (I)o = ﬁ,!h)(,;‘ﬂ$o Togs ﬂ‘“0> T :’.1<>‘Q ;1—)1 e Wl) =0
(@,®, + b,®,)s, + p, (2D, — W,) = o,
\ (ao}—l;a g bo (I)o’) % 4 f}g(\)‘? (I—)o TR ‘—Vo)

Il

0.

Les deux derniéres ¢qualions donnent D, et &, en fonction de ®, et de b, en

vortant les valeurs obtenues dans les deux premicres, on trouve
I

d |-

50(])01 u __(,\ (]) W ]

S

e : ek Rt 4 s
— (1 + Bp) (P, — W) + (7 D)+ (—1—1 NP, — W)+ u,W,=o,
070

K e _,. ;fq) i )]
dx

— — b e e — [ —
— (0 + B )0, — W) — 3%, @) + 00T, — W) 4, W,
ay a,s,

kEn multipliant la seconde de ces équations par i et ajoutant & la premiére, on
retrouve I'équation (5') de la page 13; cette méthode nous donne donc les mémes
résullats que la premiére, mais, de plus, elle montre que I'équation (5') s’obtient en
annulant la premiére variation de I'intégrale J, ot I'on conserve seulement les termies

0

en . p,; dans expression ainsi obtenue, on peut remplacer @, et b, par leurs
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al A. BLONDEL.

valeurs en fonction de @, et @ , et on obtient ainsi I'expression approchée suivante
de J :

R R
2 IN

: 2
—J= /d.l?

BT e i Sl e
e Lq);(xﬂ B, — W,)— B/ (WD, — Wﬂ — LW (00, — W) + W,0 0, "W")‘I
& i T . 0y

£ e, — W+ 0, — W' |

()
Si p, est négligeable, on obtient une expression trés simple :

J=1J,+17,

——:aJ,,:fdmI:cO(I)'ﬁ+% Nd,— W )1
—ad,= [ | @+ B0, — Wy |

en posant

Nous avons donc vérifié directement que les équations du chapitre précédent
proviennent de 3J =o0; comme ces ¢quations sont valables dans tous les cas, méme
quand le canal traverse la latitude critique, I'équation 3J = o est aussi valable dans
tous les cas. On aurait pu le voir directement en exprimant J au moyen du déplace-
ment u, v. Posons

b TEs 41 et v:V-}—iV,
on obtient alors

i he’ cgs2 0\ U _E__ 20 .cos ] E
A 7/ dx i dy

et des équations analogues pour U, V et V. Au moyen de ces équations, on peut

voir que J se met.sous la forme

h ST » COS 0 I
_J:ftlc[~(U2+\’ﬂ+U"—I—Vz)% %Os—h(L\—*\lHq(é\?? :
_2 : .

ot rien ne devient plus infini & la latitude critique.
Si maintenant on développe les composantes du déplacement
U=, £yl . V=V vV
=10, + 0, + ..., V=V, +yV,+ ..

et si on prend dans J seulement les termes en c,, g, i, 0N obtienl une intégrale

07
simple, et en ¢galant sa variation a zéro, on trouve :
d

%(50170)—_—(,‘,0 + 8,u)2, + T
d — # -
== (3 Uo) = (ko + Bi0) % + 02
co‘vo + }L‘ZO ==,
Govo 5 pll—Z_U —o.
11 suffit ’exprimer tout au moyen de ®,, &, pour parvenir aux mémes équations

différentielles et & la méme expression de J que précédemment.
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SUR LA THHEORIE DES MARZES DANS UN CANAL. 29

Les conditions aux limiles pour @, et @, se déduisent des conditions correspon-
dantes pour ¢, Par exemple, si le canal débouche dans un octan, @ ct b, sont

donnés; s’il se termine en cul-de-sac, on devra avoir

. 20) %, W —_— e
e OV re~i2 7
Py=— =R, — W),
in o,
o 20 %W
7 01 /N 7
(I)U o - (/‘2(1)0 i \\ (;)'
LN G

0

Le probléme des mardes dans un canal se ramenant & un probléme de calcul des
variations, on pourra, pour trouver une solulion approchée de I'équation du pro-
bleme, employer la méthode de caleul de Rilz.

Ritz a exposé sa méthode d’une maniére générale, mais a démontré seulemen
dans deux cas qu’elle conduit stirement au résultat exast dans le cas du probléme
des plaques encastrées et du probléme de Dirichlet. Dans ces deux cas, la forme
quadratique qui entre dans Uintégrale est définie, et il n’existe pas de solutions JSfon-
damentales. Mais Ritz remarque que sa méthode donne des résullats numériques
exacts méme dans des problémes comme celui des cordes ou des plaques vibranles.
Le probleme des marées est dans le méme cas que ces derniers problémes: nous
nous bornerons & admettre que la méthode de Ritz s’applique ici. Pourtant, dans un
cas particulier, nous montrerons comment elle se rattache A la solution donnée par
5. Schmidt d'une équation de Fredholm, et aussi comment elle se justifie trés sim-
plement en adoptant pour le potentiel une forme approchée particuliére.

Remarquons enfin que nous avons une intégrale J contenant deux fonctions in-
connues P et Tbo. Dans le cas d’un axe principal, ces fonclions se séparent, et on
peut appliquer la méthode de Ritz telle quelle. Mais si I'axe n'est pas principal, il
n’en est plus ainsi : les fonctions D, et (I‘)O entrent par leurs produits sous le signe
somme, et elles entrent aussi toutes deux dans chaque condition aux limites. Voici
alors comment on pourrail conduire le calcul; on choisira des fonctions o d

L2

quelconques, mais telles que I'on suppose P, et ¢ représentables sous la forme

On remplacera §, et b, par ces expressions dans J, et on annulera 3J, en assu-
Jellissant les o, et 7, & satisfaire aux condilions aux limites. (Ce procédé ne marche-
rait plus du tout dans le cas de deux variables, parce qu’il y a alors une infinité de
conditions aux limités.) 1l est beaucoup plus simple de choisir 'axe de maniére qu'il
se termine juste au milieu de la paroi qui limite le canal; les conditions aux limjtes
w ol P BEEL ] IR . ' . - Lo kil g
sont alors &= '=o0: on choisira pour les ¢, des fonctions satisfaisant aux condi-

tions aux limites, et les «, et %; ne seront liés par aucune condition.
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CHAPITRE V.

Les marées de la mer Rouge.

Tous les renseignements numériques ont été tirés du Manual of Tides de M. Rol-
lin A. Harris; le Manual of Tides est publié dans les Repor! of the U. S. Coasl and
Geodetic Survey de 1894, 1900, 1904, 1907-

Jai commencé par dessiner une carle de la mer Rouge, en y tracant les lignes
d’égales profondeurs de oo en 100 fathoms (brasses anglaises) [un fathom égale

1™ 828767]. J'avais d’abord craint que o, ne soit trop grand et j'ai dessiné un axe non
principal, mais passant & peu prés par les centres de gravité des sections lransver-
sales; nous l'appellerons axe I. Puis, aprés avoir reconnu les avantages d’un axe
principal, j'ai tracé Iaxe principal de 1a mer Rouge, que nous appellerons axe II.

Remarquons que nous avons défini axe principal un axe a égale distance des deux
bords sur la carle spéciale; j'ai tracé axe Il a égale distance des deux bords sur une
projection de Mercator, mais cela n’a pas d’importance. En effet, I'axe 1I correspond
A une ligne & trés peu prés également distante des deux bords dans la réalité, comme
on le voit facilement: d’autre part, une ligne également distante des deux bords esl
trés voisine d'un axe principal; par exemple, supposons que cette ligne soit un petit

cercle. Soit 0, 1a colatitude de ce petit cercle par rapport a son pole et ¢ la longitude

d’un point; nous avons vu que 0
1o =9
. = ‘2
r=o9sinf,, y =sin 0, Log .
T 0 o 0
tg —
On voil aisément que 3
ds 1 i i, e g 1
— === y cotg ¢ - Y ——
ds k iR Al ST A

Soient 7, et [, les distances de I'axe aux deux bords; on aura
2

= +—colfr') + =

T
3 2sin® 0, 2

et de méme pour — /,. En appelant 2/ la largeur du canal, on trouve
ol = (y, — 1 2 0 = S
(Yo—Ya) l_ + (Yo + XY + b)()bln 5.

L’axe élant principal, Yy =—Ya =5

2
d’ot al=—oao| 1+ —5— |
! 6 sin’6,_

En posant [, — [,=2d, on trouve

d %
ad = »*cotg O el —— —lcotg 8 Ul — = |
Bl l TP, A < 6 sin®0,/
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SUR LA THE‘VJORIE DES MAR!;’ES DANS UN CANAL. 27

E d Ao
Pour {= 100 kilom. et 6, = 50", par exemple, on a 7:0,013, cesl-a-dire que d est

lout a fait négligeable. Ce résultat est certainement applicable a la mer Rouge, dont
I'axe n’est pas trés éloigné d’un petit cercle. — La meilleure raison pour justifier
cette maniére de faire est que les bords de la mer Rouge sont découpés et qu'il est
impossible de tenir compte de tous les golfes et caps; par suite, on ne pourra jamais
tracer un axe principal qu approximativement

Puis j'ai choisi sur chacun des axes [ et I un certain nombre de points, ou jai
1nené]essecﬁ0nsdroﬂos:pourlhxe[jhvamlnenézgfmcﬁonsdroﬂes;pourfaxell
j'en ai tracé 18 seulement, m’dtant apercu que la forme de la mer Rouge était ainsi
assez bien déterminée. Pour chacune des sections j’ai mesuré son abscisse, c’est-a-
dire sa distance & Périm, compiée sur I'axe, la largeur, 1a profondeur moyenne: pour
avoir cette derniére quantité, j’ai considéré toute la région comprise entre les lignes
d’égale profondeur de 100 et 200 fathoms, par exemple comme ayant 1do fathoms
de profondeur. Ce procédé au rait donné des résultats inexacts entre o et 1oo fathoms,
car il existe de trés grandes étendues on la profondeur est trés petite; aussi j’ai tracé
la ligne d’égale profondeur de 50 fathoms et J'ai séparé la région comprise entre o et
100 fathoms en deux régions, que Jai considérées comme ayant les profondeurs
constantes 25 et 75 fathoms. J'ai mesuré aussi la longitude et la latitude des points
choisis sur I'axe. Voici les résultats des mesures pour l'axe II seulement :

W (%) (5) ©
I 0,0000  0.0043  0,0000078  0,00000003/ 12565 43933
) 74 104 7 81 13 43 .14
3 268 199 78 150 14 42,55
4 462 297 220 652 1) 42,00
5 676 509 283 1439 16 hi,23
6 881 527 393 2072 17 ho, 6o
7 107( 453 518 2345 18 ho, 14
8 1279 459 487 2235 19 39,57
9 1409 420 487 2043 19.38 38,90
10 1551 hao grr 3846 20 38,38
II 1727 337 1068 3596 a1 38,18
12 1900 371 1037 3848 a9 38,00
13 2004 ho2 974 3912 23 37,67
14 2355 342 074 3329 24 36,44
15 2537 339 899 3032 9b 36,08
16 2734 308 042 2002 26 35.47
17 202D 278 gr1 2530 a2y 34,89
18 3095 200 518 1083 27,80 34,38
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La colonne (1) contient les numéros d’ordre des sections ;

— (2) —  Tabscisse, \ iy g
exprimées en prenant pour unité
— 3) —_ la largeur, ) I P P
5 de longucur le rayon terrestre
— (/) — laprofondeur, : = ; i
g 2 (6 367 4oo metres) ;
— (5) = la seclion,
- (6) — lalatitude (Nord);
g () — lalongitude (2 I'Est de Greenwich).

Pour L'axe I, la longueur de la mer Rouge est 0,300 ou 1.910 kilomeétres; pour

Paxe 11. elle est 0,310 ou 1.975 kilometres. >

Jai vérifié que, pour l'axe I,

e

0
ne dépasse certainement pas beaucoup 0,01, si méme il atteint cetle valeur : en tous
G

cas —

est négligeable.

Q

0

= pour laxe I est inférieur A 0,0003, et pour l'axe Il encore plus petit ou au
[
moins du méme ordre.
\

Comparons maintenant les v, a o,. Nous prendrons pour unilé de lemps I'heure

moyenne; avec cette unité, le coefficient 7.2 qui entre dans I'équation des marées a

s 1 1 . 5o S ’ .
une valeur absolue voisine de Z ou de G suivant qu’il s’agit de marées semi-
16

diurnes ou diurnes. En prenant pour unités le métre et la seconde de temps moyen,
nous prendrons ¢ = ¢.805; avec les unités adoptées, nous aurons
3600

(= ,805 T
g 2\ 6367400

=19,957-

[}
\11

Nous trouvons alors que, pour l'axe 1, est de Pordre de grandeur de T'unité;

i
=)
pour I'axe 11, au conlraire, ce rapport, g’il n’est pas absolument nul, sera négligeable.
P ; : $InL :
22 pour I'axe I, atteint la valeur 0,5 qui est une valeur exceptionnelle; ce rap-
=
Yo
port a une valeur moyenne un peu plus grande que o,1. Pour Iaxe II. il est du
méme ordre et plutdt plus petit: nous néoligerons aussi p., devant c,. de sorle que
I gllg e o

nous pourrons appliquer pour I'étude de la mer Rouge I'équation la plus simple.

Polentiel. — les marées les plus importantes sont :
M, onde lunaire principale semi-diurne;

onde solaire principale semi-diurne;

N.  onde lunaire elliptique majeure;

K onde luni-solaire diurne (surtout lunaire);

0. onde lunaire principole diurne;

P onde solaire diurne.
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SUR LA TH.CORII‘Z DES MAH[‘EES DANS UN CANAL. 29

Le potentiel générateur d’une onde est de la forme

W :
7: UGC cos (¢l + 2);
i

: i 3 M a i
U est le coefficient universel -— i <»—) a et est égal & 0™536.
2 E\e

G est un coefficient égal & cos* ) pour les marées semi-diu rnes, & sin 2i pour les

marées diurnes (% étant la latitude).

C est le coefficient astronomique; I'onde correspondante est souvent désignée par
la lettre C. A

¢ est la vitesse angulaire de T'onde.

« est la phase au temps initial.

En comptant le temps en heures moyennes & partir d’'un passage au méridien de

Greenwich de la lune fictive correspondant & chaque onde, on a :

W = = :
— = Valeurs moyenanes. Vitesses angulaires.
o y
|
Pour M, | 0"536 M, cos* % cos (m,t — 2+) M, = 0.45426 m, == 28" 9841042
8, | ©,536 S, cos®k cos(s,l — a1) Dy = 91157 8, = 30 0000000
N, | 0.536 N, cos® & cos (n,l — 21) N, = 08796 n, = 28 4397200
K, | 0.536 K, sinadcos (k,t —1) Kr— 50522 k, = 15.0410686
0, | 0,5360, sina)cos(o,l —1) 0, = 18836 0, == 13.9430356
B { 0 536 P, sinaxcos (p,t —1) P, — 08775 P, — 14 9589314

¢ étant la longitude complée positivement & ouest de Greenwich. 11 faut done cal-
culer les fonctions cos®xcos 2!, cos*2sin2y el sinaicos!, sin 22.sin tout le long de

axe. Voici le tableau de ces valeurs pour I'axe II :

Nos  cos2%sin2y  cos2hcos2y sin2isin2y  sin 2hcos Y Nos  cos2hsin2y  cos2hcos2y  sin2hsin Y sin2icos)
I —0,9%0 0,055 —o0,293 0,310 10 —o,860 0,202 —0,393 0,504
2 947 62 300 319 [ 848 2006 413 526
3 937 8o 317 345 12 834 208 428 548
4 029 98 335 o573 13 8ar 218 439 570
) 907 121 349 399 14 798 246 bt 598
6 903 140 364 hath 1D 781 251 4dt Gig
7 892 103 379 hhg 106 765 264 458 641
8 879 169 302 475 L7 746 275 463 663
) 871 188 393 48~ 18 730 284 4606 681
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On constale que ces expressions peuvent se metlre sous la forme approchée
a + bx + cx*. Voici les valeurs de @, b, ¢ pour chacune des qualre expressions el pour

les axes L et 1T :

a, a, b, b, ¢, ¢,
cos® A sin 24 | —0.9d09 —c.ghoo | +0.470 +o0,275 | +0.904 4 1.362
cos® J cos 2k’ 0.0921 o 06o7 | + 1.0062 +0.928 | —o 989 — o0 658
sin 27 sin b —0,2961 —0.2855 | —0.897 —1.019 | -+ 1.083 4+ 1.431
sin 2% cos ) 0,3150 0,3182 | + 1,286 4+ 1.182| —c.187 -+ 0,009

Les expressions précédentes sonl trés bien représentées par a + bx + cx’; les ré-
I

sidus sont plus petits pour l'axe I que pour l'axe II, en tous cas ils sont toujours

inférieurs A 0,01, qui est une valeur exceptionnelle. Il en résulte que — pourra tou-

jours se mettre sous forme d'une expression du second degré en x.
Les coefficients @, b, ¢ ont 6té calculés par la méthode des moindres carrés; on

voil qu’ils différent assez sensiblement quand on passe d’un axe a lautre.

Marées & Périm. — Pour étudier les marées dans la mer Rouge, il faut d’abord
avoir les marées & Périm. Les seuls renseigneménts que jaie trouvés sont les
suivants :

L’ élablissement, & la pleine et & la nouvelle lune, est 800™, c'est-d-dire que la
haute mer a lieu & 8 heures i ces époques. De plus, la mer marne de 6 */, a 77/, pieds
anglais en marée de vives eaux, et de 5 '/, &4 6 '/, pieds en morles caux. Mais les
ondes n’ont pas du tout été séparées.

On a des renseignements plus précis pour Aden et Djibouli. On connait, pour
chacune des ondes M,, S,, N,, K,. O,, P, Pamplitude et le retard de Ta mardée sur sa

lune fictive. Voici les données numériques, Iamplitude élant exprimée en pieds

anglais :
Pour Aden. Longitude est, 44°59'". Latitude nord, 12°7".
T — N m— - e m—
M, S, N, K, 0, P
Amplitude. .. .. 1,57 0,69 0,43 1,30 0,66 0,39
Retard. ........ 226°,5 246° 221° 35° 35° 3r°
Poar Djibouli. Longitude est, 43°12". Latitude nord, 11°33".
- — e — ! L e L |
M, S, N, K, 0, P,
Amplitude. . ... 1,74 0,79 » 1,34 0,606 0,43
Retard. ........ 220° 239° n 3o° 35° 30°
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Les données pour Aden et Djibouli différent trés peu. Nous admellrons qu’au
point A, situé & égale dislance d’Aden et de Djibouti, les données sont les suivantes,

moyennes arithmétiques des premiéres :

M, S, N, K, 0, P,
Amplitude. . ... 1,65 0,72 0,43 1.32 0.66 0.41
Retard... . ... .. 223° 242°,5 221° 32°.5 36° 30°,5
; Aden
‘\JA\I/L/&/
Pe;r/m .

Golfe™de
/2 djoura

bﬂ/}éout/‘

Nous allons Lrailer la petite portion de mer comprise entre A et Périm comme un
canal; un calcul grossier suffira, élant donnée la courte distance de A & Périn.

Prenons pour unité de longueur le rayon lerrestre. En choisissant A pour origine
des abcisses, on trouve que la largeur, la profondeur et la section sont suffisamment
bien représentées par les formules :

]

lfi== 0,0385

h=0,000034 — 0,00191x,

2,1847x,

¢ == 0,0000013 — 0,0001482 - 0,004 17X,

Ferim A

Dans ces formules, le golfe de Tadjoura a été négligé.
Nous connaissons la marée au point A; mais & Périm, on ne peut donner aucune
condition aux limites; en effet, la masse d’eau qui traverse les détroils de Bal-el-

Mandeb dépend de la forme de la mer Rouge au deli de Périm. Mais cela esl peu

Document numérisé par la Bibliothéque universitaire Pierre et Marie Curie — UPMC — Cote : HF uf 166 51 6



32 A. BLONDEL.

important, parce que l'ouverture formée par les délroils est tres ¢lroite; la masse
d’eau qui les traverse ne peut pas étre trés considérable, et par suile des conditions
aux limites quelconques & Périm, donneront toujours & trés peu prés les mémes ré-
sultats. Aussi, nous ne nous préoccuperons pas de ces conditions aux limiles, et
nous chercherons seulement & satisfaire le mieux possible & I'équation des marées,
en adoptant pour la fonction inconnue @ la forme

®,— A + Bx + Cx’.

11 faut rendre minimum l'intégrale

], = f -
0

2
s®’; +

P, — \VO){‘ dx,

W, étant la partie réelle d'une composante isochrone du potenticl. Si on appelle W
la somme de cette composante et de la composante conjugée, somme qui est réelle,
on aura

W, =~ W.
2

La marée correspondant & W sera

g 4
Nous appellerons [] et [W] la marée et le potentiel au point A .
La constante A sera déterminée par
XA = g[2] + [W].
Nous déterminerons ensuite B et C en annulant la premiére variation de J , ce

qui donnera les deux équations linéaires suivantes :

N [ ) V
|/ <9,s —{—A/ '>d.1—|+LL/ </|r-'£+9—/—7,>dac] / i\ +lvﬁ>dxf—o,
g g
el s o o 9 :’\2 S2y / v /
5(-/ (/.7;r+ﬂ—hx“>dw—|+CL/x <8590”+Lx (lc] / s =i ﬁx) dr—=o,
/0 \ g _| 0 [/} g

x, 6tant I'abscisse de Périm. On a &, = 0,017 (environ 100 kilm‘nétres).

Comptons les longitudes A partir du point A, positivement vers L'ouesl, et le

temps, pour chaque composante, & partir d’un passage au méridien de A de la lune
fictive correspondante. On aura alors, pour 'onde M,,

ki —0™,536 M, cos’® » cos (m {—21),

g
et de méme pour loules les autres ondes.

On conslate que, du point A & Périm, cos®kcos 2 varie de 0,956 0,091
cos® hsin o) varie de o 4 0,023; sin 2) cos ¥ varie de 0,410 & 0,427; sin s siny varie
de 0 & 0,005, et 'on peut poser :

( cos® ncos 20 =0,954, { sin 2% cos{ = 0,410 + 1,082,

( cos®asinal=r1,46x. ( sin 2% sin { = 0,003.
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: W
Au moyen de ces expressions, on peul mettre, pour chaque onde, — sous la
‘ g

forme o 4B, Les valeurs de o nous importent peu; celles de 8 sont de la forme
B, cosct + B, sin ct, et Uon constate que §, et , sont inférieurs pour toutes les ondes A
107"" X 250. Il est inutile d’écrire le tableau des valeurs de 8, parce que nous verrons
plus loin que 8 n’intervient pas dans le résulltat.

La marée M, au point A est 1P 65 cos (m,t — 223°).

En prenant pour unité le rayon terrestre. on obtient :

[l = x

Pour M, 790 cos(m,l — 223°)

345 cos(s,t — 242°.,5)

2}

1©

N, 206 cos(n,t — 221°)
K, 632 cos(k,t — 32°,5)
0, 316 cos(o,t — 36°)

P, 196 cos(p,l — 30°,5)

Dans les équations qui donnent B et C, remplacons / et ¢ par leurs valeurs en
. 2)? W] ;
fonction de x; ‘en remarquant que —A — i—J: [¢], on obtient :
g g i

| 1508 + % 16481 B+ [13,09 + % 16,8 J C=-—192880[¢] + 16486,

[1309 + % 16801 B + L17,96 + 2{; 18,92 } CG=—164810[¢] + 16808.

On voit tout de suite que le terme en § est tout & fait négligeable devant le terme
en [{], cest-a-dire que tout se passe comme si le potentiel était constant dans toute
la petite région considérée. 11 suffit maintenant de remplacer %* et [{] par leurs va-
lears pour chaque onde considérée, et de résoudre les équations en B et G obtenues.
En remarquant que g = 19,957 et que I'on a :

" 2 0
= — =
g
Pour M, 0,50587 0,02565
S, 52360 2748
NG £9637 2469
K, 26252 691
0, 24335 593
122 26108 683
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le calcul s’achéve aisément, et Uon trouve les composantes suivantes de la marée &

Périm :
Pour M, 0,53 cos (m,l — 223°)
S, 0™.23 cos (s, — 242°.D)
N, 0™, 1/ cos (n,t — 221°)
K, o™, 41 cos (l,{ — 32°,5)
0, o™,20 cos (o,f — 36°)
P, 0",13 cos (p,l — 30°,3)

La longitude du point A par rapport & Greenwich est —44°1. En comptant le
temps & partir du passage au méridien de Greenwich de la lune fictive relative aM,.
on aurait pour cette onde

0™,53 cos (m,l — 223" + 88,2).

Origine du temps. — Comptons maintenant le temps & partir de minuil moyen de
(ireenwich précédant janvier 1 de 1905; une table de M. Harris donne pour toules les
années el pour toutes les composantes 'angle horaire des lunes fictives a minuit
moyen précédant janvier 1; en faisant le changement d'origine du temps, on trouve

les composantes suivantes :

Pour M, 0253 cos (mit— 223° 4 8872 + 12477) = 053 cos (m,l — 10")
S, 0.23 cos (s,t —242.5 + 83,2) — 0.23 cos (s,f — 154)
N, o,14 cos (n,t — 221 4 88.2 4 85,[;) —o,14 cos (nt — 47)
K, o.41 cos (et — 32,0 +44.1 4+ 5.3)=o0.41 cos (kt + 17)
0, 0,20 cos (0,0 — 36 4 44.1 4 122.0) = 0.20 cos (0,l + 130)
P, 0,13 cos (pl — 30.5 4 44,1 +350,0) =o0.13 cos (pl + &)

Les résultats pour Périm sont donc trés voisins de ceux d’Aden. Par suile, il est
inutile de vérifier que les résultats trouvés donnent bien pour I'élablissement et la
hauteur des marées les nombres indiqués au début, car ces nombres sonl trés voisins
pour Aden el Périm, la hauteur de la marée élant seulement un peu plus grande

pour Périm.

Calcul de la marée M, dans la mer Rouge en Uassimilant a un canal de largeur el
de profondeur constanles. — Nous choisissons pour axe I'axe II et nous adoptons pour
origine du temps minuit précédant janvier 1 de 1905 (temps moyen de Greenwich).

Unité de longueur : rayon terrestre. — Unilé de temps : heure moyenne.

La largeur moyenne de la mer Rouge est 0,03576 (228 kilométres), et sa profon-
deur moyenne est 0,0000659 (420 métres). Sa longueur totale est 0,31 (1.975 Kilo-
métres). Nous avons vu que le potentiel générateur de la maree M, est

W '

— =0".536 M, cos® % cos (m,t — ab + 124°,72).
g i
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La valeur moyenne de M, est 0,45426, et le facteur d’augmentation f est by

al,
pour l'origine du temps adopté, & 1,0356. Nous aurons donc

M, =0,45426 x 1,0356 = 0,47043.

Avec les unités adoptées, on aura :

w o ; ’
— =10 ""396 [cos® 1 cos 2} cos (m,t + 124°,72) + cos® & sin 24 sin (m,f + 124,72)].
p g 1

D

/

‘autre part, nous avons exprimé cos®) cos 24 et cos*isin 2l sous la forme
1l i

: y 4
@ + bx + cx*; nous obtiendrons donc — sous cette forme en remplacant

cos (m,t + 124,72) = — 0,5696 cos myit—o0,8219 sinmy,
sin (myt + 124,73) =

0,8219 cos mt — 0,5696 sin myt,
ct en effectuant les calculs

T 107" cos myt(— 319 — 120 2 4+ 592 &%)

+ 107" sin mt(192 — 364 x — 93 x*).
Nous avons déja vu que g = 19,957.

Pour I'onde M, on a ih=m,=0,5058676.
Nous avons & résoudre

o w
s e O e
dxi g = o)
el ¢ étant déterminé, la marde est
9
Posons
s,
d’ou I'on tire
W =194,587 et n=13,95.
Alors
¢ B w ; d’y ’ W
b D e — (5] —‘:—‘U."*‘ .
e g dec ! gh
Remplagons dans cette équation ¢ en fonction de £; nous trouvons :
d*tc s ao 'Wj
— 4+ ¥ =—=Hll=—i0
dx® A d &!/ Y
. W
Iei, —
9

=A + Bz 4 Cx*, A, B, C étant des constantes connues. L’intégra
nérale de I'équation en ¢ est

ale gé-

o Eos 2G
{=Ucospx+V smplgc—)_z_,

)
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Déterminons les conslantes U et V par les conditions aux limites. Pour x=—o,

o6
¢=[g. donc U=2;+[g.
.
do dz? d /W
Rourz—z,; ~Z est nul. Donc, — + — <—> est nul, ce qui donne
dx de tdr\g

— Up.sinpx, + Vecos nz, + (B + 2Cx,)=o.

On obtient ainsi I'expression suivante de ¢ :

cos p.(x, — x) 4G 0.2 <ac z\ B4 20z, sin p.x
0

. .
-~ sin ~— sin . T .
COS ., . COS X, 2 2) . COS p.X,

N

En partitulier, au fond de la mer Rouge. la marée sera

e 2 ).,
- 4C sin® i
(€] 2 B+ 2Cx,
Z-0 o Sty = (g PP -
COS ., - COS v, 23

© Effectuons les calculs numériques. On a :

B = 107""(— 120 cos m,l — 364 sin m.[),

oy —10 B 2 Q1 .
C = 10" bgacosml— ¢3sinm,l)
et sin p.a, = — 0,9207, cos p.x, =—= — 0,3782, to ui, =9, 4075
¢, = — 2,644[¢] + 107*°[— 65,5 cos m,t + 77,5 sin m,t],

ou en exprimant {, et [{] en métres :
¢, = — 2,644 [¢] — o™,042 cos m,l + 0,049 sin m,l.

Traitons maintenant le méme probléme par la méthode de Ritz. Il s’agit de

rendre minimum l'intégrale

o | i)
RPN / : Lao o2 4 o, — WO)*] dx.
0 Iy

Ici, W, est la partie réelle d'une composante isochrone du potentiel; si nous ap-

pelons, comme précédemment, W la somme de deux composantes isochrones conju-

% 7 1 7 b 4
guées, nous aurons W, =—W; de méme, en appelant ¢ la somme des fonctions cor-
2

. ’ I -
respondant aux deux composantes conjuguées, ¢, =—4. Nous avons done & rendre
2

Lo I T
e I .2@ “’Y F d/ s
[ Ii*l‘ gghepﬁ [g 1o + ] B &L

\ A . (el .
ott p. a la méme signification que plus haut

(—X¥'=ghuw).

minimum l'intégrale
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Posons maintenant

¢ =A4A+41,
A étant la valeur de » pour xr=o0, c’est-a-dire
!

g

) pt’

4 devra rendre minimum lintégrale

o [~
1 :/ e 2
0

2 2 ‘/\/ '7 \
T poy 2(pA + g77> fl dx;

¢ s'annule pour x=o; ¢’ s’annule pour x=2x,. Nous connaissons une infinité de
fonctions satisfaisant & ces condilions

aux limites, fonctions qui correspondent aux
oseillations propres de la mer Rouge; ce sont :

; (2n + D)=
¥u =8I p, = (— 1)" cos p, (x, — x) en posant ==t
21,
Adoptons pour ¢ la forme
n
O
bi— " N
i "{()1’/0 I Gty + e oty = L %l i
0

En remplacant dans I'intégrale I, on trouve

€ de.

i

n n j n
S\ 20 ~ o 7 ; \%%
1= ol >_1 1L.1k/0‘ 4 — e ) de — 2 Z 01[ (p. A (}_h->
0 0 0 )

Or,

To Zo
'/01 4 de :[ dolode —10 - ie] i==Fk,
e x o o
/ ¢ de == et / id
0 0

&l

Les valeurs des o qui rendront minimum [ sont données par

9 &I W
(o —phH) — = WA 4+ — L dr—o.
at(\)z P ) mv[ <\J + {/h// ll( L o
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W
Or, I A + Bx 4 Cx® (et par suite [W] = gA).

o w AN T B+ a2Cx 2C
!ﬁA L t_!,d": :"A —_ ] — —_— L—_‘Jii.'
./o. (‘) Tgh> i <‘U g h> P ST b b

On connait donc les «,; L étant connu, la marée sera
i* T ’

n

’ p Q ‘. [:] B + 2Cx 2
Z: (] — (B (n —L e l—t__u
= [0 — (B + Gy + 2 ) [ s

0

Calculons la marée par cette forn

V:r:[ -|-?" ? —_PJ Ba, — Car?

— (B + 2Cx 0)—? - Z‘CU' V (1)

U-”) ottt — )

“1 b

Effectuons les calculs numériques. En faisant successivement n=1, 2, 3, c’est-

a-dire en prenant pour { les formes
" ot % " o(o"'fo o 14"!'4 + 2 "La’ 7‘0'1"0 I as"'ﬁ i 7‘@"! 5 7 13'11 37

on-trouve les résultats suivants :

{o=—2,730[(] + 107" [— 64,2 cos mt + 73,8 sinm_{],
ou — 2,619[{] 4 107" [— 66,1 cos m,t + 76,6 sin m (],
ou — 2,652[¢] 4 107" [— 65,3 cos m,t 4 77,0 sin mt].

Si I'on compare ces résultats avec les résultats exacts, on voil qu'en prenant trois
termes, on a déja une bonne approximation, el en en prenant quatre, une trés
bonne.

Nous allons montrer que, dans le cas particulier actuel, les approximations suc-
cessives de Ritz sont convergentes; pour cela, nous montrerons que le probléme se
raméne a une équation de Fredholm & noyau symétrique, et nous développerons la
solution suivant les fonctions principales. Nous trouverons que la ni*#¢ approxima-
tion de Ritz n'est pas autre chose que la somme des n premiers termes du dévelop-

pement de la solution, ce qui établira la convergence.
W

La fonction inconnue ¢ satisfaisant a I'équation o":—y.*;p—T.
' g

: LA

-G

!
T
(A étant défini comme précédemment) satisfera a

[]  Bx+ Cx?
"”:—142" s S
i et / h
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D’autre part, 4 est nul pour x=—=o, et |’ Or, si I'on a
1"=f(x), 1a solution de cette équation qui salisfait aux COHdILIODS aux limites indi-
quées est

Lo
v= "G nrmay.
en posant
W= pBE Sy
l—z pour x<y.

En remplacant f(z) par le second membre de I'équation en ¢, on voit que J satis-
fait & I'équation suivante :

T & Xo Sy Lo. e
T :17‘/0 G, y){(ndy + L,;] fo G, y)dy — ,—[lf G, y) (By + Cy*)dy.
0

Posons

o() = / G V)L’—l:’»v—(‘"]d

1 Oow By ol < Goee B >

— -l e——a——g' 2>y = *:L’,— xrx, |;
h i) B e g »— [ v

E. Schmidt a montré que la solution de I'équation intégrale peut se dé\'eloppor

sous la forme .

e

2 sin ., x et
(@) =p(x) — ); y VT")./OQ p(x) sin p, wdx;
n=0

en effel. les fonctions principales normées relatives au noyau G sont justement les

fonctions \/ﬁ sin w,x, et les nombres principaux correspondants sont s

D’autre part, :(x) satisfait aux mémes conditions aux limites que les fonctions
sin p,x, et peut se développer sous la forme
o

Lo
}_J sin p, o [ elac) sin y,zdr.

n=0

&,

(@) =

2
Il en résulte pour ¢ 'expression

; oy SIN p, 2 o :
Y(x) = 5 X Z /o () sin p,xda.

Py — @t

71—

On peut facilement calculer les intégrales du second membre; on trouve

f g(d,) b”l Y, ’T'(ll' = [._ 2(1 + (_ I)” B + ?:(“l‘lo 20 _T“;,:l 4
U v

.
Yo Vi
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Or, dans l'application deea méthode de Ritz, nous avons justement trouvé que

le coefficient de ¢, c’est-a-dire de sin p,x. élait égal a

1l 7iE

T2 T 20 B @ =l

e g, (s ey e b
& P — ) n Vo —

le résultat annoncé est donc vérifié.
Remarquons enfin que la méthode de Ritz, toujours dans le cas particulier actuel,
se justifie trés simplement de la maniére suivante :
La fonction ¥ satisfait a I'équation
s e 6] s
A=l 7 A :

Or, cherchons A représenter d’une facon approchée l'expression du second.

n

.
2
0

I'approximation U'intégrale du carré de I'écart, c’est-a-dire

e , ey e
j [[q—Bx—Cx - A,y,] da;
0

la meilleure facon de déterminer les A, sera d’annuler la variation de cette intégrale,

membre

[{] — Bx — Cac“J sous la forme » Aj,. Sinous prenons pour mesure de

ce qui donne les équations

XTo i, i
'/O- Y L[’;] — Bx — Ca® — E Al L] dc—10

0

0T 9

2 2o
A, / 4, [[:] —Bx — Cx“’} dx
;’CO 0 L

=2 BB,
X v u

g . 3
0 v vt

X 1o
ou, puisque "4, dx est égal & o ou A Lo suivant que i=l=k ouquei=k:
s S > Yk 28 g 5 -SU qu ==k que Ui
0.

I

Si la représentation de la fonction du second membre est jugée suffisamment

bonne, on pourra remplacer ’équation en L par I'équation

T

I\
UG e 2 S Al
=— Y+ DAY
0

Il est alors évident que la solution cherchée de cetle équation est de la forme
n

et N
i ]

L5
iTi?

0
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en substituant, on trouve b (! — p*) = — A,, c'est-a-dire justermnent la méme valeur

que précédemment.
Mais une objection se pose; ce mode de caleul revient & remplacer [¢] par

n n :
: 2\ sin p,x 2\ (— 1) sin p
dioc— v == i, Bx par B x — ) SO e i
[ xZ, — Y P x, <~ 0

0 0

n n
4 3in —~ (— 1) sin uxr
e 4 N sin oy Yy (— 1) sin p.x
et Cx® par G —~> — 3 “)%'
g ) lm ~ Dy L
0

0

ou encore a représenter 1, x, x* par une somme de termes de la forme 2, sin ok
pourra-t-on représenter ces fonclions suffisamment bien par des expressions de celte
forme? Il semble d’abord que non, puisque 1, x, x, ne satisfont pas aux conditions
aux limites auxquelles satisfont les sin w25 mais il se produit ici quelque chose

d’analogue & ce qui arrive lorsqu’on développe en série trigonoméLtrique une fonction

qui ne prend pas la méme valeur pour x=o et x=oax; le développement repré-
sente la fonction dans tout I'intervalle, sauf aux deux extrémités; de méme ici les
sommes X, sin p,x représentent assez bien les fonctions, sauf vers les extrémités.
Supposons que I'on prenne seulement quatre termes pour représenter 1, x, x°: voici

les résultats numériques :

Nos (1) (1) (2) A7) ®) ()
1 1 0.00 0.000 0,000 0,0000 0.0000
2 1 18 7 6 I 1
3 I 65 27 26 7 5
4 1 99 46 45 21 16
5 I i) 68 66 46 4o
6 I 116 88 89 78 8o
7 I 107 108 h) 116 168
8 1 99 128 130 164 176
9 I 91 41 142 199 204
10 I 89 155 155 241 240
I 1 86 173 170 208 280
12 1 98 1G0 194 361 340
13 T 10D 200 214 438 hah
14 I 109 236 245 555 568
15 1 106 204 2065 644 676
16 I 99 273 285 7h7 )
it 1 95 293 298 856 848
18 1 92 309 300 976 860
6
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Les colonnes (1), (2), (3) donnent les valeurs des fonctions 1, x, x*, et les co-
lonnes (1), (2), (3) les valeurs correspondantes des représentations approchées de
ces fonctions. L’unité est assez bien représentée partout, sauf pour x<0,03; cela
n’est pas étonnant, puisque Punité satisfait bien A la méme condition aux limites que
sin p,@ pour & = x,, mais pas du tout pour x=o0; au contraire, x et «* sont mieux
représentés au commencement du canal qu’au fond (V).

Nous allons maintenant tenir compte des variations de largeur et de profondeur
de la mer Rouge. Mais auparavant, remarquons que la rapide convergence des
expressions approchées obtenues pour la marée est due & ce que les sinp,x sont les
fonctions principales relatives & I'équation fonctionnelle du probléme. En particulier.
v, et u, comprennent le nombre p., et nous avons vu que les lermes en sinpx el
sin w2z donnent déja une bonne valeur pour la marée. Pour appliquer la méthode
de Rilz, il serait bon d’avoir des valeurs approchées des oscillations propres de la
mer Rouge, au moins des deux premiéres. On pourrait espérer y parvenir par la mé-
thode suivante :

Soit un noyau symétrique G(a, y); % un nombre principal et o(x) la fonction

principale normée correspondante, de sorte que

o= [ G Dsdy.

Si G subit une variation 3G, il en résultera pour X et ¢ des variations 8 et 3¢ dé-

terminées par les équations

T S
h=—¥ f f eGe(x)e(y)drdy
0 0

— & () + X / (e, y)D(y)dy
0

w@ﬁ:%[UMQﬁW

5\ c,(.T)’;,-(?’)

=)k — 1)

o2
-G
|

en posant

W@, y) = — G, 7)),
les 7, et g, ¢tant les nombres principaux aulres que 7. et les fonctions principales
correspondantes. Pour la derniére formule, on a admis que G(x, y) est égal &

‘?(x)?(v) o 2 ,‘?i(x>?i(.y)'

A

IS

(1) L’identité¢ des trois résultats ne tient évidemment pas 4 la forme simplifiée adoptée
your W : il est facile de vérifier que le résultat subsiste, W étant quelconque.
I 1 B I
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SUR LA THEORIE DES MAREES DANS UN CANAL. 43
Soit maintenant A résoudre I'équation

d*o

do
——5 —A(x) =— + B(x)s + C(x),
dx® e d.x Lk i)

avec, pour conditions aux limites, ¢(0)=o0 et o) —0.
En posant

L DeunE y,k
Gl y)i—
S LAEIOMIT S RE - Gy
comme & la page 39, la fonction cherchée satisfait & I'équation intégrale

sw)=_f " 6@y | A &

ou, aprés une intégration par parties,

Lo &z ()
?(ac)‘:/‘ K@@, Y)e(y)dy — A,z —/ xC(x)dr — x /x C(x)dx,
0 0 a

y'” +BO)e) + c<y>"] dy,

ou
%=9), A=A®) e Kz y) =BG y)—%mmcm .

Faisons dans cette équation xr=u,; il vient

Gy by
W+ Az = [ K@, ey — S wc@y.

Nous supposerons 1 + Az, == 0, et cette équation nous donnera o :

%,5 en portant
dans I'équation précédente, nous trouverons une ¢quation de Fredholm ordinaire :

: Lo ~
c@)= [ F@, )40y + o(a).
ou ¢(x) est une fonction connue de x, et ot 'on a posé

y onK(‘%‘o’ V
F(x, y) == IX(.’I. y) = m—)

Dans le cas des marées dans un canal, I'équation & ré

d dg\_ l S
%<G@/~?</\ ¢— W),

soudre est

et par suite,

s oo
A_————dm ;
. 7=

B—- .;]_}2,

e ST

\ gh

h étant la profondeur moyenne de la section d’abscisse .

Document numérisé par la Bibliothéque universitaire Pierre et Marie Curie — UPMC — Cote : HF uf 166 51 6



hi A. BLONDEL.
‘/2
Dans le cas d’une largeur et d’'une profondeur constante, le noyau est = G(ax, v).
g

o

h, étant la profondeur moyenne tolale du canal. On peut écrire

-~

o =
P =

G(x, y) + 3G, + ®3G,,

0

3G, el 3G, étant des fonctions de x et de y ne dépendant pas de 2°. Ces fonctions
auront dans toul le canal de petites valeurs numériques, si la largeur et la profon-
deur sont presque constantes: on pourra donc appliquer les formules qui donnent
les variations des nombres et des fonctions principales pour obtenir des valeurs ap-

prochées des oscillations propres. Faisons les calculs. On a :

( Ax d d Log (v):‘ d Log r( ) b e

A 1+ A, (ly dy"’
o, =
: ?d dlo (v) ( :l e
—1 ur &
\dy + A 75 P Y
el
:| el QU=
—1 |+ = i %
‘ qh(y) 1+ A x, gh, P !
o, —
S | e ’ pour @ >y
— ) —1 Hur :
\ gh(y) 1+ Az, g ah,
Dans le cas ot 3G, et 3G, sont nuls, les nombres principaux sont s = — gh,pa.
. E (2n + )= ;
les p., étant les nombres déja vus précédemment | p, = e € et les fonctions
‘0
or . ® 3
principales normées correspondantes sont 0, () = e L, 05

Y
On aura donc approximativemen t

5 Qo) Lo B(},1 ¥
“( === qho“(x n )‘11~/0‘ -/0‘ < A2 e OG%) 1‘0”(99) ?u(.v> d‘l"dy
ou

6 ) Lo Lo . :
)_) I V;-/ CGI sm "\J‘nx sin [).“ydl'dy
2 0 0
Lo -1'0
+ gh,v "/ , sin p, sin p, ydrdy.

Le calcul des deux intégrales qui se présentent ici est long, mais n’offre pas de

difficultés. En se servant des identités

[ [ s = [ o] v oy
[ s@| [ sy Jao= s 7 s |4
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SUR LA THEORIE DES MAREES DANS UN CANAL. A5
(la seconde est la méme que la premiére, ot on a permuté /et o, x et ¥): on peut les
mettre sous la forme suivante :

L o s . X i +
f [ G, sin p,x sin p, ydrdy ‘WL 1+ (— 1)”u”_[ ° Log :(.L')d%(m COS 1, L) (1£J
Lo
= f Log s (x)cos ap,xdr,
0

— 1) A
/ / cG, sin p, x sin ;),,Lydxdy—;;—ﬁ- S e . =

/ To o Sin u, X
2 0 - / ' (lx
(1] :‘, n P‘u, I + An'Eo 0

gh(x)
1 Zo sin® oy
—— = iy,
o f gh(r) e

Pour calculer ces expressions, il faut calculer les intégrales simples
Lo ; . Zo oz 8in p, &
/ Log o () x sin p,,x dx, / —dx,
0 0 h ((17)

Yo 5 Zo sin® .
A Log s(x) cos p.,xdx, et ¢

il s i
Lo
./0 Log s () cos ap,xdx

h(x)
Log désignant un logarithme népérien; ces intégrales peuvent étre calculées par qua-
dratures mécaniques.

Drautre part, la fonction ®(:z) définie précédemment est ici égale &

X “(
a@=1 (5t + 26, ) endy
0

ou

U

,— o T Lo
D) — \/-;LU./U- 3G, sin w,ydy — \/7 gh,p ][f ¢G, sin p,ydy,

el la fonclion W(x, v) est égale &

| \ Sin p, & sin |
\y — __; G(x,
> (J y> ]h £ 0 3 :J‘z (I)‘n ) ‘< y>1
i=0

s 15111 P sin .
La série

( ) ebt rapidement conve rgente, surtout pour n=o0 ou 1
02 (02 — ey
[y 2 ‘n

o0

et on peut se borner & un petit nombre de termes. Si on prend p termes

s, Perreur est
[ee) [oe]
4
oopre \ Y I " N I y X, N T :
inférieure a 2 ——— |, qui est comparable & N\ — ou a S —; i
iy ( — 050) = =
=) =7

Il:/}
feel
Sty , oL \" ! Sk Ak = .
lon fait p égal successivement a 4, 5, 6, Z — esl inférieur & 0,0075, & 0.00
n
n=p
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46 A. BLONDEL.

a 0,002. Dans le calcul de ﬁaoﬂ?(x, y) ®(y)dy s’introduisent des intégrales doubles
que I'on raménera & des intégrales simples par les identités écrites plus haut. On
pourra donc calculer les valeurs numériques des variations des fonctions principales
pour un certain nombre de points choisis arbitrairement tout le long de I'axe du
canal; cela suffit ensuite pour I'application de la méthode de Ritz. La mer Rouge
différe trop d’un canal régulier pour que 'on puisse appliquer cette méthode; pour-
tant, j’ai fait les calculs, espérant avoir une indication grossiére sur les périodes des

oscillations propres: j'ai trouvé :

Lo 1 o 2 sin m X
Log o (%) @ sin y, xdx = — 0,496 —/ —dr = 25,7

[ g ( ) o 490, g Jo h(x) /(¥

Zo 4 I Zo sin® u, Y
/ Log o(x) cos p,xdr =—— 2,67, et —/ 2 BT dr—103.5.
0 gJo h ()

Lo
/ Log s(x) cos ap,xdx =——o0,14
A

Pour la mer Rouge, A, n’est pas bien déterminé, mais il est compris entre 50

K A ’ ;
et 100; entre ces limites, ——>—— mne varie presque pas, et on peut le prendre égal
I+ Ax, :
4 3,1. On trouve alors &(p2)=——6,8.
Cette valeur semble raisonnable; mais si I'on fait le méme calcul pour p;, on

trouve 3(v.?)=— 279, valeur tout & fait inacceptable. Aussi nous bornerons-nous, dans
ce qui suit, & chercher & représenter la fonction inconnue sous la forme » = sin p,x.

Nous adopterons I'axe II, qui donne les équations les plus simples; il faut alors

rendre minimum l'intégrale

Lo [ .
/ 5o 4+ — (Mo — W) | dec
0 _(]A' ol

Ve , gld + W] tat
en posant comme précédemment ¢ =1v¢ + A | A—=———— |, NOUS aurons a an-
A

nuler la variation de

Lo
l:f
0

V
et, puisque 7V—A + Bx + Cx?,

5 W 722A
Wt + 2oy <l—‘fl’ )] dar,
L g g g

W XA
—————/—:BJJ+ Gzt — ]
g g
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SUR LA THEORIE DES MAREES DANS UN CANAL. b7

Remplacons dans I'expression sous le signe somme la fonction inconnue

T
\ | . 3 . .
par 2 ;S w . | expression devient

i=0
R ; Yy
Z Zlia,‘_xlk— zla,\i

en posant

IS

Ny == 6,2, COS p, COS @ + — sin p sin p,x
7 3

Y, = [(Br 4+ Cz* —[{]) sin px.

Pour calculer I'intégrale I. il faut donc calculer les expressions
Lo
e — .[ o(x) cos p,x cos p,xdr,

Lo
s — /; () sin p, sin p,xdr,

X0 ?
l— [ () sin pxdr,
: ! )
e — l(z)x sin p,xdx,

0
Lo
hhe= () x® sin pcdx,
0

el cela, pour toutes les valeurs de i et de k qui entrent dans I'approximation adoptée.

L.e nombre des intégrales & calculer est un peu diminué en remarquant que

: L : =X

2 €08 p & cos p,xdr =cos (i — k) — + cos (i + k + 1) =",
@, : a2

. . : L 5 T

28I uwx sin pede =cos (i — k) — —cos (i + k + 1) ==,
x(} P (';()

J’ai adopté pour la fonction inconnue ¢ la forme

{ =9, 8i0 2 + 2, sin p,x 4 2, sin px + o, sin px + o, sin p .

Il faut donc faire dans ce qui précéde i et k égaux d o, 1, 2, 3, 4. On a alors A
calculer en tout trente-cing intégrales qui caractériseront suffisamment la mer Rouge
au point de vue des marées.

Jai tracé les courbes représentalives des fonctions & intégrer sur du papier qua-
drillé & petits carrés; et pour avoir la valeur d’une int(grale, Jj'ai compté le nombre
des carrés compris entre la courbe et I'axe des &, en évaluant les fractions de carrés

traversés par la courbe. Jai trouvé les résullals numériques suivants :
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&X'
/ adx
0
To =L
G COS
0 €T,
dg) D78
G COS
0 e
o ST
G COS—— ax
0 &,

Lo

dx

A
G COS dx

x
To brx
/ G COS dx
0 Z,
67

/mo G COS 9 dx

0 [

I E—lroEt X 1 23
L 35
L 120
1 62
i 33

On trouve alors :

00

<

~

<
®

~

o
@

~

o
-

~

-

~ =~
- '
@ w

~

o
-

e
©

e
P

~

1o
-

~

~ o~
© o
- <

-

E= N0,

I —a07 X

- 5

A. BLONDEL.

730,5
==
—169

| — 42,6

— 0,6

38

4

lo' == Iofﬁ >
l !
L/
L/
l 1

%

e
/ Lz
0
Lo 7~
/ l cos dx
0 x,
&0 amx
l cos
0 ae

T

S toos®
0 (EO

dx

[ cos — dx

f
= STom G
|

|

08,5

10

| —166

|
f

ko Arax
/ l cos —dx —1
0 @,
Zo b
/ { cos dx —
5 x,
Lo Omx
/ l cos - dx —
0 : 2,
X v—.;-:x
/ { cos == dx
0 o
o 8z
/ [ cos dx
0 e
To =T
/ [ cos il dx
0 O
135 l(,”: 10°° X 2
56 L' =
o "
g . |
12 i —
| — 2 I —

ng Gtm = 10" . X 69
Po %, — 139
[y %y O, — 88
o %3 90 =N 9
Mo 5 O0s = 69
Uiiey 882
ORI — Ahby
5 s o — bo
Yo,y ITI
¢ 2200
— 8b6o

. — 791
io., 4834
U4, Ty T ]’/‘88
\uz 5“ 7633
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SUR LA THEORIE DES MAREES DANS UN CANAL. /}{)

Les équations qui déterminent les inconnues ; sont :

U » 4 o ' "
_\_J (',’w R ; lm) 2, = — [{] L+B lL o Cli 2
k 8
Nous connaissons toutes les quantités qui entrent dans ces équations (nous avons
e
2A -5 S
donné plus haut le tableau des valeurs de — —— pour les différents ordres). Voici les

valeurs obtenues pour les coefficients de ces équations pour les ondes M,, S,, N,
K,, O,, P, (ces coefficients sont, dans I'ordre ‘indiqué, ceux de =, a,, ,, 2, «, dans
la premiére équation: puis ceux de «,, %, o, o, dans la deuxiéme; puis ceux de
% %, 2, dans la troisitme, etc. On peut former avec ces coefficients un tableau

triangulaire que I'on complétera par symétrie) :

M, S, N, K, 0, 12
— 635 — 685 — 6og — 121 — 94 — 119
— 9b2 — 260 — 248 — 169 — 165 — 16g
— L4 — A1 — 46 — 76 — 78 — 76
— o = — 26 — 14 — 13 — 14

o 5 — 2 — Do — b3 — D1

108 53 137 674 703 676

— 536 — B0 — 533 — 472 — 469 — 472
45 D2 hi — a4 — a8 — 25

169 173 167 127 124 126

1568 1516 1595 200D 2123 2098
— 871 — 872 — 8y0 — 863 — 863 — 863

f— 641 — 633 — 645 — 71 — 726 — 7922

4128- ho77 41d4 4644 4671 4646
— 1484 — 1484 — 1484 — 1487 — 1487 — 1487

6942 6893 6968 7447 7473 7449

Dans les seconds membres, les coefficients de [¢], de B et de C sont les mémes
pour toutes les ondes; ce sont les valeurs des 7, I/, 1" multiplies par un facteur

convenable : : :
(4 B G

1 équation. . . .. — 72100 13510 2905

2f G T — 35700 560 — 7bo

3 L R — 12000 — 370 24

4° S — 6200 120 — 20

5° == e — 3300 — 720 — 8o
7
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Do A. BLONDEL.

Prenons d’abord 'onde M, . Si on prend pour la fonction inconnue ¢ deux termes
seulement, c’est-A-dire si on substitue dans I'intégrale dont il faut annuler la varia-

tion ¥ =« sin p,x + «, sin p,x, on trouve que

e, = 127[{]—12B—C,
a,=—— 34[{]—23B —qC.
Avec trois termes (L =g, sin p, 2 -+ o, sin p,a + 2, sin v x), on trouve :

4,— o[t BgB L 180, :
a, = —257[{]—143B — 54C,
a,=—— 89[{]— 48B — 18C.

Avee quatre termes :
a,= 3Jo4[{] + 82B 4 34C,
2, = — 449 (] — 242B — 9oC,
a,=—170[{] — 89B — 33C,
a,—=— 3Jo[{]— 16B— 6C,

et enfin avec cinq termes :
a,= 360[{] + 109B + 44C,

q
¢] — 306B —113C,
4

o, =— 47[t] — 24B— 9C,
JE N e s

On voit que les approximations successives convergent lentement et que méme,
entre la quatriéme el la cinquiéme, il y a encore un écart assez grand. Cela provient
de ce qu'il y a presque résonance pour I'onde M,, le cas de la résonance étant le plus
défavorable possible; c'est pour cela qu’il y aurait eu avantage & avoir les premiéres
oscillations propres de la mer Rouge : en remplacant sin p,a et sin p,x par ces oscil-
lations propres, la convergence aurait certainement ¢té beaucoup plus rapide. 1l est
admissible que cinq termes suffisent pour M,. Pour les autres ondes, la convergence
esl bien meilleure; voici, pour chacune, les valeurs des « quand on prend quatre

termes (2 gauche) et quand on prend cing termes (a droite) :

Pour 8,.

[¢] B G (<] B G
a, b} — 64 — 21 o, 12 — 6o — 20
7, 250 110 ho o, 231 99 38
o, e b1 16 o, 86 39 1D
o, 14 7 3 o, 16 8 3
o b 3 1
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o, 185
%, — IDT
%, — d9
3 — T

[¢]

o 456
a, 85
o, 33
G 7

[¢]

A
a, 947
o, 10H
a, 4
o, 8

[£]
an 462
2, 86
a, 33
yﬂ 7

SUR. LA TIIE’]ORIE DES )IAR}‘EES DANS UN CANAL. J1
Pour N,.
B (€] [¢] B C
19 10 «, 192 22 11
— 93 — 34 @, — 168 — 101 — 37
— 34 — 12 o, — 68 — 39 — 14
=6 — 5 a, — 1) — 8 — 3
*, — 6 — 3 g
Pour K,.

B 1 (< B C
— 77 — i o, 4d2 — 73 — 14
— — o) 84 — 24 — 6
— 9 — 2 %, 36 — 10 — 2
— 9 0 ol 9 — 3 — T

2, 6 — 2 0
Pour O,.

B G (€] B G
— 88 =17 o, BY16) — 86 — 17
— a7y — 7 a, 10D — 27 — 7
— 10 — 2 3 45 — ==
— 2 — 1 o, 12 — 3 — 1

%, 8 — 2 o
Pour P,.

B C (<] B G
— 74 — 14 a, hd7y — 72 — 1/
= 2,’1 = 6 %, 86 == 9/; — 6
— 9 — 2 a, 36 — 10 — 2
— 2 o) €, 9 — 3 — 1

o, 7 — 2 — 0

On voit que U'expression de 4 ne varie pas beaucoup de la quatriétme & la cin-

quiéme approximation, ce qui est fort rassurant pourla convergence. Pour chacune des

ondes, nous avons donné plus haut les valeurs de [(]. Je les reproduis ici pour ras-

sembler les ¢léments numériques nécessaires au calcul de la marée. En prenant pour
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Do A. BLONDEL.

origine des temps I'instant d’un passage au méridien de Greenwich de la lune fictive
de chaque onde, on a :
[{] = (en meétres).

Pour M, 0*53 cos (m,t — 135°
S, 0.23 cos (s,t — 1d4)
N,  0.14 cos (nt —133)
K, 0.41 cos (kt + 11,D) .
0, 0,20 cos (0, 4 8)
P, 0,13 cos (p,t + 13,))

Voici quelles sont les valeurs moyennes de B et de C. multipliées par le rayon

terrestre R exprimé en metres :

BR - : CR
Pour M, 0236 cos (m,t — 1673) 01368 cos (m,l — 1157 8)
S, 0.110 cos (s,¢ — 16,45) 0.171 cos (s,l — 11d,7)
N, 0,046 cos (nt — 16,46) 0.071 cos (n,t —115,8)
K, 0,197 cos (kL — 328,5) 0.203 cos (k,l — go)
0, 0,187 cos (0,6 — 309,4) 0. 145 cos (0,t — qo)
B ‘ 0,074 cos (p,l — 319.4) 0.067 cos (p,t — go)

Pour avoir les valeurs de BR et de CR, il faut multiplier les valeurs précédentes
par le facteur d’augmentation f; d’ailleurs les valeurs de [{] sont aussi trés proba-
blement des valeurs moyennes, qu’il faut aussi multiplier par f.

La marée est donnée par la formule

gi="y +g[] 4+ [W]—W

ou en remplacant ¢ par X, sin pa, et posant :

'

=3,[¢ + 8B + v,C,

/ s
’K E—1g| LI + \ ;sinw TJ B r—m + — ‘) B, sin p,x J
. AN
( -l—(JI —m‘+—2\([ sin ;},@1 ;
‘ g9 -
Si on veut avoir la marée en métres, il faut multiplier I'expression précédente par

le rayon terrestre exprimé en métres R. Si donc on suppose que [Z] est exprimé en

metres, nous aurons la formule définitive

)\az ‘\2 ” B
} —1la I:I + ; E 3, sin puixJ + BR [ x + %q— 2 8,sin ;).iac-l
L

o oaEe .
CR L4 x4 - 271' sin p‘l.:r:l :
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SUR LA THEORIE DES MAREES DANS UN CANAL. D3

2

\
-

0 E, [Z]. BR et CR; nous avons

~

Pour chaque onde, nous connaissons &

i’
donc tous les éléments numériques qui entrent dans la formule précédente. Cher-

chons quelle valeur cette formule donne pour la marée au fond de la mer Rouge;

il faut y faire & =, et, par suite, sin 10,20 = (—1)" ;

o i " :
(=Y r+’(7<sn~sl+z—a;+%4>]+Bl%[~wa+;<m—@l m—mwnj

~| -

b o 5
= GR l:—_ 55 =i 7(70 T i To = Ts S }’L)J s

On trouve les marées moyennes suivantes :

Pour I'onde M,
{=—38,580[{] — 4,286 BR — 1,622 CR
= - 4™,75 cos (m,l — 3o01°,8).
Poﬁr I'onde S
{=—12,979[%] + 1,408 BR + 0,522 CR

0,66 cos (st — 140").

I

Pour 'onde N

C=—2,716[{] — 1,409 BR — 0,540CR
= o",39cos (n,l— 303°).
Pour I'onde K

{=—0,385[{] — 0,110 BR — 0,065 CR

o™, 18 cos (k,l — 350").
Pour 'onde O
{=—0411[{] —0,100 BR — 0,063 CR

0™,10 c08 (0,f — 350°).

l

)

Pour 'onde
=—0,385[{] — 0,115 BR — 0,065CR

= ov,0b6cos(pt— 166°).

U

Remarquons d’abord que le calcul fait en assimilant la mer Rouge & un canal de
largeur et de profondeur constantes donne un résultat tres différent du précédent;
en effet, pour 'onde M, nous avions trouvé que le coefficient de [{] est — 2,644, tan-
dis qu’ici nous trouvons — 8,580; pour la mer Rouge réelle l'onde M, posséde une
résonance beaucoup plus parfaite que pour un canal régulier.

Dans les résultats précédents, c’est onde M, qui est de beaucoup prépondérante:;
3or°,8
30
4 heures; de plus, Pamplitude de la marée réelle n’est pas du tout de T'ordre de

I'heure cotidale de la marée est — 10 heures. Or, I'heure cotidale observée est

5 metres, comme indiquerait la formule précédente. 11 faut en conclure que, dans
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5 A. BLONDEL.

le calcul de la marée, un élément important a été négligé, puisque nous obtenons
une marée théorique n’ayant aucun rapport avec la marée réelle. A\ quoi peut tenir
cette divergence? Elle ne tient certainement pas a la grande largeur de la mer Rouge,
car, dans la premicre partie de ce travail, nous avons vu que cette largeur n’élait pas
exagérée : elle est & la limite ou I'équation des marées dans un canal est encore
applicable, pourvu que l'on choisisse un axe principal. Elle n’est pas due non plus &
un défaut de convergence des approximations de Ritz; nous avons vu que ces ap-
proximations sont légitimes dans un cas particulier et, dans le cas réel, on voit la
convergence se manifester dans les formules numériques. Il est évident que 1'é1é-
ment important négligé c’est le frottement, et il a ici d’autant plus d’importance que
nous sommes plus prés d'un cas de résonance. Nous avons vu que, dans le cas dun

canal régulier, on a :

= el

%

cos w.(x, — x) 4G . W@, L B + 2Cx, sin v.x
< sin =—sinp. (x,—— | — .
COS w.ir, p’ cos p.x, 2 2 ) coS u.x,

%

On voit que, si cos p.a, est voisin de zéro, la marée initiale [{] se trouve considé-
rablement amplifiée, méme si le polentiel est presque constant: ici, B et C ne sont pas
trés grands, de sorte que Loscillation propre de la mer Rouge n’est pas treés grande :
au contraire, le terme [{] est multiplié par un grand facteur et masque l'oscillation
propre. Dans la réalité, c’est le contraire qui se produit; M. Harris remarque que la
mer Rouge, dans son ensemble, se comporte & peu prés comme un canal fermé dont
la longueur est une demi-longueur d’onde d'une onde lunaire se propageant & peu
pres avec la vitesse due a la profondeur. La marée semi-diurne qui existe sur la ligne
nodale provient de la marée initiale; or, cette marée semi-diurne est trés faible :
c’est que la marée initiale a été en grande partie détruite par le frottemen t, dont I'in-
fluence est d’autant plus grande que la profondeur est plus pelite entre Périm et le
15° degré de latitude. '

M. Poincaré signale qu’il existe encore une autre inconnue : les marées de la
crotite solide du globe. Mais ici il estpeu probable qu’elles aient une influence sen-
sible. car la marée initiale [{] est une marée observée; elles pourraient cependant
influer sur I'oscillation propre. ,

Nous avons montré que le frottement a-tne importance considérable dans le phé-
nomeéne des marées; il faut d()qg_,.ee’p"i:en(h‘e I'étude des marées de la mer Rouge en
tenant compte du frottcg],eﬁ‘f.l(?’est ce que je me propose de faire dans un travail

il
qui fera suite a Cel/u%éf.
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APPENDICE.

Nous donnons en appendice une carte de la mer Rouge qui est la réduction (dans
le rapport de 2 & 1) de celle qui a servi & faire toutes les mesures. Pour ne pas trop la
charger, on n'a tracé les lignes d’égale profondeur que de 200 en 200 fathoms. Nous
donnons aussi les tableaux de nombres qui ont servi & calculer les valeurs numéri-
ques, indiquées dans le texte, des intégrales '

T T .
/ccosp ——d@, /lcosp——dx, flsm L.
=~ 0

o .

Ces tableaux permettent de tracer facilement les courbes représentatives des fonclions

entrant sous le signe /, surtout en remarquant que I'on connait a priori les zéros

de cos p— et de sinp,x, et aussi leurs max. et min.; pour ces derniéres valeurs

0

de @, la courbe est tangente & y = () ou & Y= {0

Produits de 10".5 par

Nos cos °F 065 1o con 20 g 5 cog 2% s 2 i coy 2% soy 48
2 T Lo &g Ly @ o 25 B
1 34 34 34 34 34 34 34 34 34
2 81 8o 79 77 75 73 70 67 63
3 149 133 106 72 33 — 9 — b — 8 — 119
h 583 38+ 108 — 19h — 454 — G617 — G645 — 537 — 31a
B 1114 286 — 671 —1325 —1381 — 8Soo 121 1009 1430
6 1299 — A1 —1834 —i1883 — bio 1245 2070 1353 — 375
7 1083 —1344 —2326 — 8oy 1581 2268 514 —r1792 —a10q
8 6o6 —19o6 —1638 1017 2193 72 —2099 —1310 1388
9 290 —1961 — 851 1720 1339 —1337 —r1729 849 1963
10 — 4 —3846 12 3846 — 19 —3846 a7 3866 —: 3
1 — 644 —3369 1845 2711 2808 —170b 3420 485 —35g2
12 —1335 —2921 3367 581 —3771 2036 2359 —3671 102
13 —20d0 —1764 3900 —2320 —1471 3857 —ad74 —1162 3791
1 —alah 203 2131 —3306 2683 — 606 —1804 3229 —2903
b —abd3 1264 A2 —1980 2005 —aqr1 1090 — 4hg —1243
16 —2705 2139 —1283 20 813 —i17790 2481  —a838 2847
17 —2490 2373 —2178 1920 —1H96 1209 — 817 380 66

18 —r1083 1083 —1083 1083 —r1083 1082 —i1082 1082 —r1082
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Nos

A. BLONDEL.

Produits de 10°.l par
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I A B S
43 43 43 h3 h3 43 43 43 3

104 103 101 99 97 94 90 86 81
192 170 137 93 ha — 12 — 65 — 113 — 153
265 176 hg — 88 — 207 — 281 — 204 — ahh — 142
394 101 — 237 — 469 — 489 — 288 43 354 Ye10)
330 — 112 — 472 — 479 — 130 317 526 3h — 9o
209 — 260 — hh9 — 156 305 438 99 — 346 — 419
124 — 392 — 336 209 450 35 — 431 — 269 285

6o — 403 — 17) 353 275 — 275 — 354 174 ho3

o — h2a 1 hoaa — a2 — lh22 3 Loz — 3

— . 6o — 316 173 254 — 263 — 160 320 45 — 337
— 129 — 282 325 56 — 364 196 227 — 3b4 19
— 211 — 181 hor — 238 — 131 396 — 260 — 119 3go
— 249 21 219 — 340 a6 — 62 ,— 185 332 — 298
— 285 141 b7 — 2ot 3257 — 33D 223 — Do — 139
— 287 227 — 136 26 86 — 188 263 — 303 302
— 274 261 — 239 2l — 170 135 — 9o h2 7
— 209 209 — 209 200 — 209 209 — 209 209 — 209



lx L2
0,000000  0,000000
77 !
533 14
1372 63
3041 233
4643 hog
4874 Dal
5871 701
5918 834
6067 101D
5820 1009
7049 1339
8418 1763
80d4 1897
8600 2182
8ha1 2302
8134 2378
0,000469  0,0020/0

1

S UL e

»
&

-

Isin py2

%73‘,.1 L sin pox I:r2 sin o ‘ la sin g la® sin p, 2
0,0000 0,000000 0,000000 0,0000  0,600000  0,000000
f 3 0 i 9 0
72 2 79 212 6
by 318 1) 192 886 b
171 1156 78 . hho 2076 202
228 2006 177 313 4318 398
235 2530 272 452 4864 523
257 3546 454 hoy 5466 699
279 3876 546 354 4983 702
298 4926 718 298 hgr9 717
259 4470 772 166 2875 4ob
303 5787 1099 93 1769 336
351 7349 1339 — 17 — 354 — 74
318 7490 1764 — 140 — 3423 — 806
320 8247 2003 — 9232 — 5642 — 1431
303 8278 2263 — 26t —  g149  — 1994
277 8099 2368  — 268 — 7847 — 229D
0,0209 0,000469 0,002040  -—0,0209 —0,006469 —0,002040
Usin pyx L sin p,x L sin pox Usin pgx L sin pya lx? sin py Isinp,a la sin p,a lx? sin y,@
0,0000 0,000000 0,000000 0,0000 0,000000 0,000000 0,0000 0,000000 0,000000
19 14 o i 20 o 34 20 0
12D 335 9 162 434 I1 187 Dol 13
274 1264 o8 206 1369 63 255 1180 24
Dol 3407 231 345 2330 158 3o 203 14
416 3663 323 8 74 7 — hod — 3566 — 314
183 1969 212 — 283 — 3046 =— 328 — 444 — 4781 — B14
— 45 — 881 — 74 —  4d2 — 783 — 740 — 200 — 2334 — 327
— 170 — 2462 — 347 — 403 — 5675 — 8oo 6o 840 18
— 299 — 4gho — 720 — 208 — 4oz — 716 300 hohy 721
— 318 — Bhoh — 949 — 3 — go8 — 157 337 5820 1009
— 369 — r7o1h — 1332 163 3102 589 250 4850 921
— 333 — 6979 — 1462 366 7660 1606 — 50 — 1044 — 219
— 106 — 2000 — Hgo 3oo 7071 1666 — 331 — 7788 — 1834
49 123 314 140 3592 gor -- 28 — 73z — 1833
185 Hob3 1381 — SR 22065 — big — 30 — 825 — 296
201 7343 2147 — 996 — 6611 — 1933 104 5676 1660
0,0200 0,00646q9 0,002040 —0,0200 -—0,006469 —o0,002040 0,020 0,000460 0,002040
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