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T H È S E D ' A L G È B R E . 

RÉSOLUTION NUMÉRIQUE 

S A N S É L I M I N Α Τ Ι Ο N 

D E S É Q U A T I O N S A P L U S I E U R S I N C O N N U E S . 

M . G e r g o n n e , d a n s ses Annales de Mathématiques ( t . I I I , années 1 8 1 2 

et 1 8 1 3 ) , a le premier a p p e l é l 'a t tent ion des g é o m è t r e s sur ce sujet . Il disait 

q u e « l ' é l iminat ion , d e q u e l q u e manière q u ' o n y p r o c è d e , est u n e o p é r a 

tion à p e u près i m p r a t i c a b l e , et qu ' i l serait à désirer q u e l 'on p û t d é t e r m i 

ner tous les sys tèmes de va leurs des i n c o n n u e s q u i sat isfont à des é q u a t i o n s 

p r o p o s é e s , sans être o b l i g é d 'y avo ir recours . » Il a jouta i t : « C'est là un sujet 

tout à fait d i g n e d e fixer l 'attention des g é o m è t r e s . » 

M . Sarrus , d a n s u n M é m o i r e q u i a été inséré d a n s le Journal de M. Liou-
ville, a essayé de r é s o u d r e la ques t ion et a a p p r o c h é d u b u t . M a i s la m é 

t h o d e qu' i l p r o p o s e a l ' i n c o n v é n i e n t de laisser t o u j o u r s le c a l c u l a t e u r dans 

l ' incer t i tude . 

J'ai repris la ques t ion au po in t o ù l 'avait laissée M . Sarrus , e t , au m o y e n 

d e cons idéra t ions q u i ne s'étaient pas présentées à son espri t , et de q u e l 

q u e s t h é o r è m e s sur les rac ines éga le s des é q u a t i o n s t ranscendantes q u e j e 

crois n o u v e a u x , je suis p a r v e n u à l ever t o u t e incer t i tude , d ' a b o r d p o u r d e u x 

é q u a t i o n s à d e u x i n c o n n u e s , puis p o u r u n sys t ème d e n é q u a t i o n s à « in

c o n n u e s . 
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J'appel le so lut ion de d e u x équat ions s imul tanées à d e u x i n c o n n u e s , 

f(x,y) = o et F ( x , j ) = o , 

tout sys tème de va leurs de x et de y q u i satisfait à la fois a u x d e u x é q u a 

t ions . 

J 'appel le so lut ion de n é q u a t i o n s à n i n c o n n u e s tout sys tème d e va leurs 

de ces i n c o n n u e s qu i satisfait à la fois à toutes les é q u a t i o n s p r o p o s é e s . 

Je ne m ' o c c u p e r a i q u e des so lut ions réel les , je v e u x dire des so lut ions où 

il n'entre q u e des v a l e u r s réelles p o u r c h a q u e i n c o n n u e . 

J 'entends par séparer les so lut ions de n équat ions à n i n c o n n u e s , 

f(x, j , z , . . . ) = o, F ( x , r, z,...) = o . . . , 

t rouver p o u r c h a q u e v a l e u r de x , d e y et d e z , . . . , q u i cons t i tuent une 

s o l u t i o n , d e u x l imites x , et x 2 entre l e sque l l e s la v a l e u r d e x soit seule 

c o m p r i s e , d e u x l imites y , et y 2 entre l e sque l l e s la v a l e u r de y soit seule 

c o m p r i s e , d e u x l imites z, et z2 entre lesquel les la v a l e u r d e z soit seule 

c o m p r i s e , e tc . 

Je prendrai d ' a b o r d d e u x é q u a t i o n s à d e u x i n c o n n u e s , 

J\x,j) = o et F ( x , j ) = o. 

Si l'on ne cons idère q u e l ' équat ion f{x,y) — o , l ' inconnue y est une 

fonct ion de x dé terminée par l ' équat ion e l l e - m ê m e , q u e je d é s i g n e p a r y, 

et d o n t on p e u t c a l c u l e r la v a l e u r , ainsi q u e cel le d e toutes ses dér ivées , 

p o u r une v a l e u r q u e l c o n q u e d o n n é e à x . D e m ê m e , si l 'on ne cons idère 

q u e l ' équat ion F(x,y) = o , l ' i n c o n n u e y est u n e f o n c t i o n d e x, q u e j e 

dés igne par Y , et d o n t on p e u t c a l c u l e r la v a l e u r , ainsi q u e ce l le de toutes 

ses dér ivées , p o u r u n e va leur q u e l c o n q u e d o n n é e à x . 

L e s so lut ions des d e u x é q u a t i o n s proposées sont é v i d e m m e n t les valeurs 

de x et de y qu i r e n d e n t 

y - Y = o , 

de sorte q u e le p r o b l è m e se réduit à séparer les rac ines d 'une é q u a t i o n qu i 

a pour premier m e m b r e la di f férence de d e u x fonc t ions d o n t on ne peut 

obten ir la forme e x p l i c i t e , mais d o n t on p e u t c a l c u l e r les va leurs et ce l les 

de toutes ses dér ivées , c o r r e s p o n d a n t e s à u n e v a l e u r q u e l c o n q u e de x . 

P o u r séparer les racines de cet te é q u a t i o n , on p e u t d o n c e m p l o y e r la mé-



thode de F o u r i e r , telle q u e le d o c t e u r Stern l'a é t e n d u e aux équat ions 

transcendantes . 

M a i s cet te m é t h o d e a été , d a n s certa ins c a s , j u g é e insuffisante. D'a i l leurs 

Four ier s u p p o s e q u e les é q u a t i o n s qu' i l traite sont débarrassées de leurs 

racines éga le s , tand i s q u e cel les q u e je cons idère ne p e u v e n t sub ir u n e 

s e m b l a b l e p r é p a r a t i o n . Il m'a d o n c fa l lu c h e r c h e r d 'abord des carac tères 

a u x q u e l s on puisse reconna î tre si u n e é q u a t i o n fx = o, a l g é b r i q u e ou 

t r a n s c e n d a n t e , o u m ê m e d o n t on ne p e u t o b t e n i r la forme expl ic i te d u 

premier m e m b r e , a o u n'a pas d e rac ines éga le s entre d e u x l imites 

d o n n é e s . 

Ce t t e r e c h e r c h e f o r m e la première Par t i e de ma T h è s e . 

D a n s u n e s e c o n d e Par t i e , j ' e x p o s e c o m m e n t je parv iens à séparer ies 

rac ines de y — Y = o. 

U n e trois ième Part ie est consacrée à l 'appl icat ion d e cette théorie à 

q u e l q u e s e x e m p l e s . 

E n f i n , d a n s u n e q u a t r i è m e P a r t i e , j ' é t ends ces p r o c é d é s à des équat ions 

à trois et à un plus g r a n d n o m b r e d ' inconnues . 

PREMIÈRE PARTIE. 

1 . Soit jx = o u n e é q u a t i o n t r a n s c e n d a n t e o u n o n , y x étant u n e fonc

tion bien déterminée; f o r m o n s les dér ivées success ives j'x, f"x, j"'x,..., 
f l x de son premier m e m b r e ; a d m e t t o n s q u e la dern ière j ' x reste finie et 

c o n t i n u e , et ne c h a n g e pas d e s igne l or sque x var i e depu i s a j u s q u ' à b, a 

et b é tant d e u x n o m b r e s rée l s , et a é tant p l u s pet i t q u e b ; f o r m o n s les 

suites q u e F o u r i e r appe l l e la suite [a] et la suite [b], et s u p p o s o n s qu'e l les 

so ient terminées ainsi qu ' i l suit : 

[a] 
[b] 

f'x... f" x f'x jx 

± . . . -4- - -+-

le n o m b r e des var ia t ions é tant le m ê m e d a n s l 'une et d a n s l 'autre q u a n d on 

fait abs trac t ion des d e u x derniers signes ( c e u x q u e d o n n e n t f ' x et fx); on 

I.. 



voit q u e f ' x = o n'a a u c u n e rac ine entre a et b, q u e f x = o en a u n e 

et n'en a q u ' u n e seu le , et qu ' en tre les m ê m e s l imites f x = o p e u t en a v o i r 

d e u x o u n'en a v o i r a u c u n e , o u m ê m e avo ir d e u x rac ines réel les et éga les . 

Il s'agit d e r e c o n n a î t r e l equel de ces trois cas a l i eu . 

Je ferai vo i r d ' a b o r d q u e , a d é s i g n a n t la rac ine d e f ' x = o q u i se 

t r o u v e entre a et b, le r a p p o r t ^ > si l g s d e u x rac ines de j x — o sont 

réelles et éga les , t end vers i f ' a l or sque la l imite a se r a p p r o c h e indéfini

m e n t de « . O n a, en effet, en faisant e = a — a , 

et , c o m m e x est à la fois rac ine de jx = o et d e f ' x — o , 

or, le s e c o n d m e m b r e de ce t te éga l i t é , q u a n d a se r a p p r o c h e indéf in i 

m e n t de a , o u , ce q u i est la m ê m e c h o s e , q u a n d £ se r a p p r o c h e indéfini-

m e n t de z é r o , t e n d vers -y»*' o u v e r s 2 f " x > c e qu' i l fal lait d é m o n t r e r . 

Il est é v i d e n t , en o u t r e , q u e la l imite a se r a p p r o c h a n t indé f in iment de « , 

le m ê m e rappor t tend vers zéro , si fx — o n'a a u c u n e rac ine entre a et b, 

tand i s q u e si fx — o a d e u x rac ines réel les c et d (c é tant p lus pet i t q u e d), 

c o m p r i s e s entre a et b, le m ê m e r a p p o r t t e n d r a vers l'infini q u a n d a se 

r a p p r o c h e r a de c, et d e v i e n d r a négat i f q u a n d a , a y a n t dépassé c, se t rou

vera entre c et d. 

Mais il ne sera pas nécessaire d 'a t t endre q u e soit d e v e n u n u l , 

infini ou égal à 2 f ' a , p o u r r e c o n n a î t r e la na ture des rac ines qu 'on 

c h e r c h e à séparer . E n effet, a d m e t t o n s q u e les d e u x l imites a et b so ient 

assez r a p p r o c h é e s p o u r q u e fx soit c o n s t a m m e n t cro issante o u décro i s 

sante depu i s x = a j u s q u ' à x = b, et soient M et m le p lus g r a n d et le 

p lus petit des d e u x n o m b r e s fa et f " b , j e d é m o n t r e r a i : 

2. T H É O R È M E I . - Si > 2 M , l'équation fx = oa entre a et b 

deux racines réelles et inégales. 



E n effet, d e ce q u e ^ ^ > î M , on a aussi > 2 f " n > P a r consé 

q u e n t , 

et 

p a r c e q u e est négatif , e t , c o m m e le premier m e m b r e de cette inégal i té 

est la dér ivée d e ce r a p p o r t est cro issant . 

Je dis m a i n t e n a n t q u e la fract ion c o n t i n u e r a à cro î tre sans passer 

par un m a x i m u m ; en effet, s'il ex i s ta i t entre a et u n e v a l e u r d e a p o u r 

l a q u e l l e serait u n m a x i m u m , on aura i t 

d'où 

et c o m m e est entre a et a , et q u e f " a est c o n s t a m m e n t croissante ou 

décro i s sante d e p u i s x — a j u s q u ' à x = b, il en résulterait 

et 

mais cela est i m p o s s i b l e , c a r é tant cro i ssante d e p u i s j u s q u ' à 

on d o i t avo ir 

et 

A ins i , a cro issant d e p u i s a j u s q u a « , ^ ne p e u t passer par un m a x i -



m u m . Cet te q u a n t i t é restera d o n c plus g r a n d e q u e 2 M ; d o n c el le cro î tra 

j u s q u ' à l ' infini, et , par su i te , jx — o a d e u x rac ines réelles et inégales 

entre a et b. 

O n p e u t e n c o r e d o n n e r u n e d é m o n s t r a t i o n d irecte de ce t h é o r è m e . 

So ient a, a', a",... des va leurs success ives de a et croissant par degrés i n 

sensibles : 

^ sera plus g r a n d q u e > 2 M , et par suite cro i s sant ; 

sera p lus g r a n d q u e ^ ^ > 2 M , et par suite croissant . 

Ja 
; et ainsi d e suite. 

D o n c t end vers u n e l imite p lus g r a n d e q u e 2 M , et q u i ne peut 

être q u e l ' infini; d o n c , e t c . 

5 . T H É O R È M E I I . — Lorsque l'équation fx = o n'a au

cune racine entre a et b. 

E n effet, de ce q u e on a aussi < 2 / " r t ; P a r c o n 

s é q u e n t , 

et 

et , c o m m e le premier m e m b r e de ce t te inégal i té est la dér ivée de 
' u Ja 

cette dern ière f o n c t i o n est décro i s sante . 

Je dis m a i n t e n a n t q u e a cro issant j u s q u ' à u n e certa ine va leur aussi r a p -

p r o c h e e de a qu on v o u d r a , ne p e u t passer par un m i n i m u m ; car , 

s'il en était a ins i , on aurait p o u r la v a l e u r d e a, p o u r laque l l e 

est m i n i m u m , 

d'où 



et, c o m m e f ' x est c o n s t a m m e n t croissante o u décro issante depu i s x — a 

jusqu 'à x = b, 2f"ç > 2m; d o n c aussi 

M a i s cela est imposs ib le , c a r 1 é tant décro i s sante depu i s a — a j u s 

qu'à a = , on a 

et 

Ains i , est c o n s t a m m e n t décro i s sante depu i s x = a jusqu'à x = x, et, 

c o m m e el le est déjà m o i n d r e q u e el le do i t rester c o n s t a m m e n t m o i n d r e 

q u e 2 f'ct., e t , p a r c o n s é q u e n t , e l le do i t t endre vers zéro . D o n c fx = 0 n'a 

a u c u n e rac ine entre a et b. 

O n p e u t aussi d o n n e r d e ce t h é o r è m e u n e d é m o n s t r a t i o n d irec te , s em

b l a b l e à ce l le d u n u m é r o p r é c é d e n t . 

4 . A v a n t de d é m o n t r e r les t h é o r è m e s su ivant s , j ' e x p l i q u e r a i ce q u e j ' en 

tends en d isant q u e les d e u x l imites a et b, c o m p r e n a n t u n e rac ine de 

l ' équat ion fx = o , sont assez r a p p r o c h é e s p o u r q u ' o n puisse a p p l i q u e r la 

m é t h o d e de N e w t o n a u c a l c u l a p p r o c h é d e cet te rac ine . 

Soit a la rac ine de fx = o c o m p r i s e entre a et b, et faisons a. = a + i, 

il en résulte 

d'où 

Soit l 'unité d é c i m a l e égale ou i m m é d i a t e m e n t supér ieure au quot i en t 

q u ' o n obt i ent en d iv isant la p l u s g r a n d e v a l e u r de f " a , q u a n d x varie 

depuis a j u s q u ' à b, par le p lus petit des d e u x n o m b r e s f ' a et f ' b ( l ' expo

sant k p o u v a n t être positif, nui ou n é g a t i f ) ; soit aussi — l'unité d é c i m a l e 

éga le ou i m m é d i a t e m e n t supér i eure à b — a : a lors , si n > A , en sorte q u e 



—:—r < — i on sait q u e , si l'on c a l c u l e a moins d e et i 

a v e c le m ê m e degré d ' a p p r o x i m a t i o n et d a n s le m ê m e sens , on aura 

ce q u i rev ient à p r e n d r e if'a p o u r —fa, o u à nég l iger if"(a-hÔi) d e 

v a n t f ' a . 

C'est l orsque n sera p lus g r a n d q u e — k q u e j e dirai q u e les l imites a 

et b sont assez r a p p r o c h é e s p o u r q u ' o n puisse a p p l i q u e r la m é t h o d e de 

N e w t o n a u c a l c u l a p p r o c h é d e fx = o , c o m p r i s e entre a et b. 

o . T H É O R È M E I I I . — Si, a et b étant assez rapprochés pour qu'on puisse 
appliquer la méthode de Newton au calcul de la racine a de f'x=o, com
prise entre ces deux limites, fx — o a deux racines réelles inégales entre a 

et b, le rapport ^ ^ est plus grand que 2 M . 

Soi t c la p lus petite des d e u x rac ines d e fx — o : on a d ' a b o r d c < c. 

Je fais 

a — a — i, a — c — h, i — h = s, d ' o ù c = a — s, 

et , par su i te , 

et , parce q u ' o n p e u t nég l i ger if "a d e v a n t f ' a . , 

Je puis cons idérer a et h c o m m e des fonc t ions d e i te l les , q u e ^ = — 1 

et ^ = 1; a lors les dér ivées des d e u x m e m b r e s d e l 'égal i té p r é c é d e n t e 

prises par r a p p o r t à i s eront éga les . O r , on a p o u r ce l l e d u s e c o n d 



qu'on peut transformer c o m m e il suit , à cause de 

C e t t e dér ivée étant n é g a t i v e , cel le du p r e m i e r m e m b r e doi t l'être auss i ; 

d o n c 

f a da 
et c o m m e et —- sont n é g a t i f , 

d ' o ù 

D o n c , d a n s le cas où 2 f " x est décro i ssante de x = a j u s q u ' à x = b, \e 

t h é o r è m e est d é m o n t r é . 

Il est vrai aussi q u a n d f ' x est cro i ssante , car si l 'on d o n n e à a d a n s ^ ^ 

1(1 s 2 \ 2 f"a f" fa 
et d a n s 2f'a u n accro i s sement négat i f — s' = -—rj-^ -—-jjt-— 5 le r a p p o r t 

d i m i n u e r a d ' u n e q u a n t i t é àga le à (\f'b — kf" a, tandis q u e a f" a d i m i 

nuera d 'une q u a n t i t é très-petite par r a p p o r t à i f ' b — 1 j " a . 

E n effet, on aura , en d é v e l o p p a n t — - par la formule de T a v l o r , 
r l J(a — s) r 

L e coeff ic ient de la p r e m i è r e pu i s sance de s' est é g a l , d 'après ce q u i pré -
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c è d e , à donc on a p o u r la v a l e u r n u m é r i q u e du terme en s! 

Q u a n t au terme c o m p l é m e n t a i r e , sa v a l e u r ne s 'é loigne pas b e a u c o u p de 

q u a n t i t é n é g l i g e a b l e d e v a n t 

Par c o n s é q u e n t , si ^ ^ n e s t P a s supér ieur à 2 f ' b , ^.j"^ sera in

férieur à if" [a — E ' ) ; et f x = o , d 'après le s econd t h é o r è m e , n'aurait a u 

c u n e racine entre a — s' et b, ce q u i est contra ire à l ' h y p o t h è s e . D o n c ^ ^ 

do i t être supér ieur à 1 f ' b ; ce q u ' i l fal lait d é m o n t r e r . 

6 . T H É O R È M E I V . — Si, les limites a et b étant assez rapprochées poui 
qu'on puisse appliquer la méthode- de Newton au calcul de la racine a de 
f'x = o, comprise entre ces limites, Véquation jx — o n'a aucune racine 

entre a et b ; le rapport ^y~- e s t p'MS petit que im. 

O n a en effet, d a n s ce cas , 

et les dér ivées des d e u x m e m b r e s d e cet te éga l i té , prises par rapport à i, 

d o i v e n t être égales . O r on a p o u r cel le d u s e c o n d 

o u 

L a dér ivée d u premier m e m b r e do i t d o n c être aussi pos i t ive ; d o n c 



da fa 
et c o m m e — et — - sont négat i fs , 

di fa 

ou 

Ainsi , d a n s le cas où f ' x sera croissante d e p u i s x = a j u s q u ' à x = le 

t h é o r è m e est d é m o n t r é . 

P o u r faire v o i r qu ' i l est vrai aussi d a n s le cas o ù j " x est décroissante , 

n o u s r e m a r q u e r o n s d ' a b o r d q u e nous a d m e t t o n s q u e P e u t être s u p é 

rieur à zf"b, et q u e dès lors n o u s r e g a r d o n s cette fract ion c o m m e un 

n o m b r e fini de m ê m e o r d r e q u e f"b. (fa)2 et fa sont d o n c des quant i tés 

d e m ê m e o r d r e ; d e p l u s , c o m m e on a fa = ij "a, on voi t q u e fa est u n e 

quant i t é de m ê m e ordre q u e i: d o n c (fa2) et fa sont des q u a n t i t é s de 

m ê m e ordre q u e i2; il en est d o n c de m ê m e de foc. 

Ains i on p o u r r a dés igner k é tant u n e q u a n t i t é de 

m ê m e ordre q u e i, et la dér ivée de pourra s'écrire 

D o n n o n s m a i n t e n a n t à a d a n s et d a n s 2 f"a un accro i s sement né-

gat i f — s' = —s— '-, le r a p p o r t a u g m e n t e r a d e 4 (f'b —f"a), tandis 

q u e 2 f" a a u g m e n t e r a s e u l e m e n t d 'une q u a n t i t é très-petite p a r r a p p o r t à 

a fa - -xf'b. 

E n effet, si l 'on d é v e l o p p e d'après la f o r m u l e de T a y l o r , on 

aura 

L e coeff icient d u terme en c' est P a r suite, ce t erme se ré-

2.. 



dui t à 

4 - / " « ) = 4 {b -a) fa. 

Q u a n t a u terme c o m p l é m e n t a i r e , il a u n e v a l e u r n u m é r i q u e à très-peu 

près égale à 

q u a n t i t é n é g l i g e a b l e vis-à-vis de 4 {f'b — fa) = 4 ( ^ — a)j"' a. 

D o n c , si est p lus g r a n d q u e 2 / 0 , 1 ^ fl __ sera p lus g r a n d q u e 

'-if'{a — s'). Mais a lors , en vertu d u t h é o r è m e p r e m i e r , fx = o aurait d e u x 

rac ines réel les entre a et b, ce q u i est imposs ib l e . D o n c est m o i n d r e 

q u e 2f'b, et le t h é o r è m e é n o n c é est c o m p l é t e m e n t d é m o n t r é . 

7 . T H É O R È M E V . — Lorsque les limites a et b sont assez rapprochées pour 

qu'on puisse appliquer la méthode de Newton au calcul approché de la ra

cine a de fx = o , si est compris entre 2 f'a et 2 f'b, l'équation 

fx = o a entre a et b deux racines réelles et égales. 

C e t h é o r è m e est un coro l la ire é v i d e n t des d e u x p r é c é d e n t s . 

8. Remarque. — T o u t ce q u e n o u s a v o n s dit d u rappor t est vrai 

aussi d e • A ins i : 
fb 

tend vers 2f"a l or sque , fx = o a y a n t d e u x rac ines réel les et égales , 

b s ' approche indé f in iment d e a. 

Si, f ' x é tant c o n s t a m m e n t croissante et décro i s sante de x = a j u s q u ' à 

x = b, est p lus g r a n d q u e 2M,jx — o a entre a et b d e u x racines 

réel les et inégales . 

Si , f ' x é tant c o n s t a m m e n t croissante ou décro i ssante de x = a j u s q u ' à 

x — b, ~yf~ e s t p ' L l s petit q u e 1 m, fx = o n'a a u c u n e rac ine entre a et b. 

L o r s q u e les l imites a et b sont assez r a p p r o c h é e s p o u r q u ' o n puisse a p p l i 

q u e r la m é t h o d e de N e w t o n au ca lcu l de la rac ine a de fx = o, si fx = o 



a d e u x racines réelles entre a et b, est p lus g r a n d q u e ι M , et si 

n'a a u c u n e racine réel le entre a et Z>, est p lus petit q u e am. 

E t clans les m ê m e s c i r c o n s t a n c e s , si est c o m p r i s entre 2 M et 2 1 η , 

a entre a et b d e u x rac ines réelles et éga les . 

9. L e s suites [a] et [b] pourra ient e n c o r e être terminées de la manière 

s u i v a n t e : 

[a] 
[b] 

M a i s on r a m è n e i m m é d i a t e m e n t ce cas au p r é c é d e n t , en c h a n g e a n t le 

s igne de fx et d e ses dér ivées . 

1 0 . V o i c i encore un cas q u e F o u r i e r n'avait pas e x a m i n é , parce qu' i l ne 

s 'occupa i t q u e des é q u a t i o n s a l g é b r i q u e s , et q u ' o n ne peut laisser de cô té , 

q u a n d il s'agit d ' é q u a t i o n s t r a n s c e n d a n t e s , pu i squ'e l l e s ne p e u v e n t être d é 

barrassées d e leurs rac ines égales . C'est le cas o ù , les l imites a et b é tant déjà 

très-rapprochées , la suite [a] à part ir d ' u n e certa ine fonc t ion f " x ne pré 

senterait q u e des var ia t ions , et la suite [b] à part ir d e la m ê m e fonct ion ne 

présentera i t q u e des p e r m a n e n c e s . Il p e u t se faire en effet a lors q u e fx — υ 

ait , entre a et b, η rac ines éga les , o u a u c u n e rac ine réel le , ou des racines 

réel les t rès -rapproc l i ées . 

Je ferai voir d ' a b o r d q u e si u n e é q u a t i o n a η rac ines égales à α 

compr i se s entre a et b, le rapport tend vers lorsque χ cro î t 

d e p u i s a j u s q u ' à 

En effet, si racines égales à a , on aura par définit ion 

D e p l u s , χ dés ignant u n n o m b r e assez r a p p r o c h é de α p o u r que , entre χ et a. 

il n'y ait a u c u n e rac ine d e et dés ignant le p r o d u i t 
on a 



et c o m m e 

on vo i t q u e 

on a aussi 

D o n c 

et q u a n d x = a , 

11. A d m e t t o n s maintenant q u e , n é tant impa ir , l ' équat ion j ' x = o ait , 

entre a et b, n — I rac ines égales et a u c u n e autre rac ine rée l l e , et q u e j a 

et j b a ient des s ignes dif férents , en sorte q u e les d e u x suites [a] et [b] 

soient terminées d'une des q u a t r e m a n i è r e s su ivantes . 

Si n est impair , 

(I) 
[a] 

[b] 

jnx jn~'x... j'"x j'x jx 

— + -+- - + 



(2) 
[a] 

[ b ] 

et si n est pa ir , 

(3) 

4) 

Mais le s econd cas se r a m è n e au premier , et le q u a t r i è m e a u trois ième 

par le c h a n g e m e n t d u s igne d e fx, c e q u i n' influera en rien sur le n o m b r e , 

ni la n a t u r e , ni la v a l e u r des racines de fx = o . I l suffira d o n c d ' e x a m i 

ner le premier et le tro is ième cas. 

O n voi t q u e si n est i m p a i r , fx — o p e u t avo ir n racines réelles et égales , 

ou u n e seule r a c i n e réel le c o m p r i s e soit entre a et x, soit entre ce et b; et 

q u e , si n est pa ir , cet te é q u a t i o n p o u r r a a v o i r o u n rac ines réel les et égales , 

o u d e u x racines réelles o u inéga les d o n t u n e entre a et a , et l 'autre en « 

et b, o u b ien e n c o r e n'avoir a u c u n e racine entre a et b. 

1 2 . O n r e m a r q u e r a d ' a b o r d q u e a dés ignant la rac ine m u l t i p l e de 

j ' x — o , si f ' x = o a n racines égales entre a et b, ces racines auront pour 

va leur c o m m u n e a , et q u e le r a p p o r t , à mesure q u e a se r a p p r o 

chera d e a , t e n d r a vers nfncc; q u e si fx = o a u n e rac ine réel le entre a 
et a, ce m ê m e r a p p o r t tendra vers l ' infini , tandis q u e si fx = o n'a point 

de rac ine entre a et a , il t endra vers zéro à mesure q u e a se rapprochera 

d e a. 

O n peut être avert i d e toutes ces c i rcons tances a v a n t q u e ait 

pris une va leur infinie, n u l l e ou éga le à nj"x. 

E n effet, j ' a d m e t t r a i d ' a b o r d c o m m e d é m o n t r é q u e la c o n d i t i o n néces

saire et suffisante p o u r q u e f ' x = o a i t n — i racines éga les entre a et b ( f ' x 

étant c o n s t a m m e n t croissante ou décroissante depuis x — a j u s q u ' à x = b, 



et M et m dés ignant le p lus g r a n d et le p lus petit des d e u x n o m b r e s fna 

et fnb) soit q u e 

et je d é m o n t r e r a i q u e : 

1 5 . T H É O R È M E V I . — Si — est plus grand que nM, l'équation 
fx = oa entre a et b deux racines réelles et inégales, si n est pair, ou une 
seule racine réelle qui se trouve entre a et a , si n est impair. 

D e ce q u e 

ou de ce q u e 

on tire 

car, d'après ce q u e n o u s a v o n s a d m i s , est m o i n d r e que (n— 1) M . 

D o n c aussi 

o u 

parce q u e j ' a est n é g a t i v e ; or , le premier m e m b r e de cet te dernière inéga

lité est la dér ivée première de d o n c cet te fract ion est croissante . 



Je dis de p lus q u e x croissant d e p u i s a j u s q u ' à u n e certa ine v a l e u r c o m -

prise entre a et a , la fract ion ne p o u r r a pas passer par un m a x i 

m u m ; car , s'il en était ainsi , on aura i t , p o u r la va leur £ de x p o u r l a q u e l l e 

le m a x i m u m a l i eu , 

et c o m m e est compr i se entre (n — 1) M et (n — i) m, q u e est 

compr i se aussi entre M et m, 

mais cela est i m p o s s i b l e , car étant croissante de x=a j u s q u ' à x = £, 

on do i t avo ir aussi 

d o n c , à p lus forte ra i son , 

ce q u i est contra ire à l ' h y p o t h è s e . 

O n pourra i t e n c o r e d o n n e r la d é m o n s t r a t i o n d irecte su ivante : 

Soient a, a', a",. . . des v a l e u r s success ives de la l imite a, et croissant par 

degrés insens ib les ; on aura 

p a r su i t e , est cro issante; 

est croissante ; par su i te , 

Par c o n s é q u e n t , croi t sans cesse et tend vers une l imite s u p é 

rieure à n M, q u i , d 'après ce q u i p r é c è d e , ne peut être q u e l'infini. 

D o n c , si n est pair, fx = o a d e u x racines réelles et inéga les ; et si n est 

impair , fx — o a une rac ine c o m p r i s e entre a et b, e t qu i se t r o u v e entre 

a et a.. 
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1 4 . T H É O R È M E V I I . — Dans les mêmes circonstances, c'est-à-dire si a 
et b étant toujours assez rapprochés, pour que de x = a jusqu'à x = b 

f"x soit constamment croissante ou décroissante, est plus petit que 

nm, l'équation fx = o n'a aucune racine entre a et A, si n est pair ; et si n 
est impair, elle a une racine réelle entre a et b, et n'en a point entre a et a. 

L a démons tra t ion est s e m b l a b l e à cel le du t h é o r è m e p r é c é d e n t . 

1 5 . T H É O R È M E V I I I . — Si les limites a et b sont assez rapprochées pour 
qu'on puisse appliquer la méthode de Newton au calcul de la racine c de, 
fn-1 x o, comprise entre ces limites, et que fx = o ait une racine réelle 

entre a et a , e s t plus grand que nM. 

E n effet, en dés ignant par c la racine de fx = o qui se t rouve entre a 

et a, et faisant 

a — u — i, a — c — h, i — h = s, d ' o ù c = a — s, 

on a, si n est p a i r , 

Et c o m m e 

la dér ivée d u second m e m b r e prise par r a p p o r t à i, en cons idérant h c o m m e 

une fonct ion de i telle q u e ~ = i , d e v i e n d r a , après q u e l q u e s réduc t ions 

faciles à a p e r c e v o i r , 



Si n est i m p a i r , on a 

et c o m m e , d a n s c e cas , 

la dér ivée d u second m e m b r e prise par rappor t à i sera encore 

L a dér ivée d u s e c o n d m e m b r e est d o n c négat ive d a n s les d e u x cas; d o n c 

cel le du premier m e m b r e prise en cons idérant a c o m m e une fonct ion de i, 

telle q u e -yr = — r > doi t être négat ive auss i ; d o n c 

et c o m m e fa et fa ont des s ignes différents et q u e 

étant c o m p r i s entre nm et nM, on voit q u e si n'est pas 

p lus grand q u e nM, il do i t être c o m p r i s entre nm et nM. 

N o u s r e m a r q u e r o n s m a i n t e n a n t q u e l ' inégal i té 

entraîne la su ivante 

3 . . 



q u i signifie q u e cro î t ou décro î t en m ê m e t e m p s q u e a ( n o s 13 

et 14); par c o n s é q u e n t , si n o u s d o n n o n s à a d a n s
 e t d a i 1 s 

nM — nm l 'accro issement négat i f t re s -pe t i t — s = le r a p 

p o r t d i m i n u e r a de n 2 ( M — m), tandis q u e la différence nM — variera 

d'une quant i t é très-pet i te par r a p p o r t à fn a e l l e - m ê m e . 

E n effet, on a u r a , en d é v e l o p p a n t par la f o r m u l e de 

T a y l o r , 

L e coefficient de la première pu i s sance de s' est égal à d o n c le 

t erme en s' a p o u r v a l e u r n u m é r i q u e 

n2{ M — m) = n2 (b — a) fn+l a. 

Q u a n t au terme c o m p l é m e n t a i r e , il est à p e u près égal à 

quant i té n é g l i g e a b l e d e v a n t n2
 ( M — m) — n2 (b — a)jn+l a. 

D o n c , si était p l u s pet i t q u e nM, il dev iendra i t par là m o i n d r e 

q u e nm, et fx = o , en v e r t u d u t h é o r è m e p r é c é d e n t , n'aurait po in t de r a 

c ine entre a — e' et a , ce q u i est contra ire à l 'hypothèse . L e r a p p o r t 

ne p e u t d o n c pas être m o i n d r e q u e nM, et le t h é o r è m e est d é -

montré . 

1 6 . T H É O R È M E I X . — SI les limites a et b sont assez rapprochées pour 
qu'on puisse appliquer la méthode de Newton au calcul de la racine a de 

fn-1 x = o, et que fx = o n'ait aucune racine réelle entre a et a, 

est moindre que nm. 

E n effet, en faisant 

a — a. — i, 



on a d a n s ce cas , si n est pa i r , 

( l ) 

et si n est i m p a i r , 

(2) 

L a dér ivée d u second m e m b r e de l ' équat ion (I) de ce n u m é r o est 

et elle est pos i t ive , p a r c e q u e d a n s le cas de n pair fa > o. 

L a dér ivée d u s e c o n d m e m b r e de l ' équat ion ( 2 ) d e ce m ê m e n u m é r o 

est 

et elle est posi t ive aussi , parce q u e , dans le cas de n i m p a i r , fa. < o. 

D o n c la dér ivée de prise en r e g a r d a n t a c o m m e u n e fonct ion 

de i, telle q u e DA/DI = — 1, do i t être pos i t ive d a n s tous les cas . D o n c 

d'où 

et 



C o m m e est c o m p r i s entre et on voit q u e 

si —jr—- n'est pas p lus petit q u e nm, il est c o m p r i s entre nm et nM. 

R e m a r q u o n s aussi q u e l ' inégalité 

entraine la s u i v a n t e . 

qu i signifie q u e décro î t q u a n d a a u g m e n t e , ou croî t q u a n d a d i 

m i n u e ( n o s 1 3 et 1 4 ) . 

R e m a r q u o n s e n c o r e q u e le rapport — ~ é tant un n o m b r e fini de 

m ê m e ordre q u e nM et nm, le n u m é r a t e u r et le d é n o m i n a t e u r sont des 

quant i tés de m ê m e ordre ( d u m ê m e ordre q u e et q u e par su i te , k dési

g n a n t u n e quant i t é d u m ê m e ordre q u e i, on peut poser 

et la dér ivée de 

p o u r r a s écrire 

D o n n o n s maintenant à a dans et dans nM — nm un accroisse-

ment negatif — le r a p p o r t a u g m e n t e r a de n 2 ( M — m), et 

la différence nM — nm variera d 'une quant i t é très-petite par r a p p o r t à 

e l l e - m ê m e . 



En effet, on aura, en d é v e l o p p a n t ^ ^ {

! / _ _ s ^ — par la formule 

de T a y l o r , 

et le c o e f f i c i e n t du terme en s' est 

par suite , ce terme se rédui t à 

Q u a n t au t erme c o m p l é m e n t a i r e , il a u n e v a l e u r à très-peu près égale à 

quant i t é n é g l i g e a b l e d e v a n t n'2 (h — a) fn+i a = n2
 ( M — m). 

fia s ' ) / "—' (« --') 

D o n c , si est p lus g r a n d q u e nm, — - ~ - y, ' - s e r a plus 

g r a n d q u e nM. M a i s a lors , en ver tu du t h é o r è m e V I , fx = o aurait 

une rac ine réel le c o m p r i s e entre a et a , ce q u i est imposs ib l e . D o n c 

est m o i n d r e q u e nm. et le t h é o r è m e est d é m o n t r e . 

1 7 . T H É O R È M E X . — Si les limites a et b sont assez rapprochées pour 
qu'on puisse appliquer la méthode de Newton au calcul de la racine a de 

J ,x = o , et que Le rapport soit compris entre nm et nM. équa

tion Jx = o a entre a et b n racines réelles et égales. 

C e t h é o r è m e est une c o n s é q u e n c e é v i d e n t e des d e u x p r é c é d e n t s . 

1 8 . Les c i n q t h é o r è m e s précédent s ne sont vrais q u ' a u t a n t q u ' o n admet 

les c o n d i t i o n s é n o n c é e s dans le n° 12. 



M a i s elles sont rempl ies q u a n d η = 3. 

Elles le sont d o n c aussi q u a n d η = 4? 

Et q u a n d η — 5: 

Et ainsi de suite. 

D o u c tous ces théorèmes sont vrais q u e l q u e soit n. 

19. Remarque. — T o u t ce q u e nous a v o n s dit d u r a p p o r t est 

vrai aussi du rapport et je regardera i c o m m e d é m o n t r é s p o u r ce 

rapport tous les t h é o r è m e s q u e n o u s v e n o n s d 'établ ir re lat ivement à 

à la seule c o n d i t i o n d e c h a n g e r b en a dans leur é n o n c é . 

2 0 . Remarque. — S i , le n o m b r e η — i — ι é tant pair , on avai t 

et en m ê m e temps 

l ' équat ion n'aurait a u c u n e rac ine réel le entre a et et 

ne pourra i t p lus avo ir q u e η — i — ! rac ines entre a et b. P o u r r econnaî tre 

si ces racines sont éga les , o u p o u r les séparer si elles sont inéga les , on fera; 

c o m m e n c e r les suites [a] et [b] à 

Si on avait ce n o m b r e étant tou jours 

pair , et les rappor t s é tant t o u j o u r s c o m p r i s , 

le premier entre im e t / M . . . . , et le dernier entre 2 m et 2 M , l ' équat ion 

aurai t deux rac ines réel les et inégales entre a et b: on les sé

parerait , et en dés ignant par c u n n o m b r e c o m p r i s entre ces d e u x racines , 

on cherchera i t c o m b i e n fx = ο peut avo ir de rac ines réel les entre a et c. 

puis entre c et b. P o u r cela on ferait c o m m e n c e r les suites [ a ] , [c], [b] à 



E n f i n , si on avai t , •„_,_ , > ( i + i ) M , ou < (7 + i)m, le n o m b r e 

n — i — i étant impa ir , et les rappor t s 

étant toujours c o m p r i s entre les l imites im et i M , . . . , 2m et 2 M , l ' équat ion 

f"-'-* x = o n 'aurai t q u ' u n e rac ine réel le entre a et b, et fx = o ne p o u r 

rait p lus avo ir q u e n — i racines réelles et égales entre ces l imites . P o u r le 

reconna î t re , on p r e n d r a de nouve l l e s l imites a' et b' p l u s r a p p r o c h é e s 

q u e a et b, et telles qu'e l l e s c o m p r e n n e n t t o u j o u r s la rac ine de J"~~l~' x = o , 

sans en c o m p r e n d r e a u c u n e de f"~'x = o ; on fera c o m m e n c e r les suites 

f a ' j et • b' \ à J n~l x , et on a p p l i q u e r a les règles précédente s . 

DEUXIÈME PARTIE. 

RÉSOLUTION DES ÉQUATIONS A DEUX INCONNUES. 

1. — Exposé sommaire de la méthode de M. Sarrus. 

2 1 . Sarrus dés igne par L , M , N , . . . , des fonc t ions q u e l c o n q u e s de x , y, 

z,...; par x', y', z',... des va leurs q u e l c o n q u e s r e s p e c t i v e m e n t m o i n d r e s q u e 

x, y, z , . . . , et par x " , y'", z",.'., d 'autres quant i t é s r e s p e c t i v e m e n t p lus 

g r a n d e s . 

Il s u p p o s e q u e d a n s toute l ' é t endue des l imites x ' , y', z',... et x", y", 

z",..., les va leurs d e L , M , N , . . . restent finies et c o n t i n u e s , et fait abs trac

tion des autres va l eurs de ces fonct ions . 

Il appel le limite inférieure et limite supérieure de L , des quant i tés L ' 

et L" te l les , q u e dans toute l ' é tendue des l imites x', y', z',... et x", y", 
z'',..., la v a l e u r de L soit p lus g r a n d e q u e L ' et p lus petite q u e L " ; et q u e , 

de p l u s , en faisant varier les l imites x ' , f, z', . . . , x", y", z " , . . . de m a 

nière q u e les différences posi t ives x — x ' , y — y ' , z — z', . . . , et x" — x , 

y" — y 1 z" — z , . . . décroissant indéf in iment , les dif férences é g a l e m e n t posi -

4 



tives L — L ' et L " — L finissent p a r d e v e n i r m o i n d r e s q u e toute q u a n t i t é 

d o n n é e . 

M ' et M " , N ' et N",. . . dés ignent des quant i t é s q u i sont , par r a p p o r t à M 

et N , ce q u e L ' et L" sont par r a p p o r t à L . 

L o r s q u e la l imite inférieure des v a l e u r s d 'une fonct ion est posit ive, les 

autres va l eurs sont aussi et à p lus forte raison pos i t ives ; et par c o n s é q u e n t 

a u c u n e d'elles ne p e u t être nu l l e . 

L o r s q u e la l imite supér ieure des v a l e u r s d ' u n e fonc t ion est n é g a t i v e , ces 

différentes v a l e u r s sont d o n c aussi à p l u s forte raison n é g a t i v e s ; et par c o n 

séquent a u c u n e d elles ne p e u t être n u l l e . 

R é c i p r o q u e m e n t , si les l imites x ' , y ' , z',... et χ", γ", ζ",... sont suffisam

m e n t r a p p r o c h é e s , et si n é a n m o i n s a u c u n e des v a l e u r s de cette fonct ion 

ca lcu lées dans toute l ' é tendue d e ces l imites n'est égale à zéro , il arrivera : 

O u q u e la l imite inférieure d e cet te fonct ion sera pos i t ive , o u q u e la 

l imite supér ieure sera n é g a t i v e . 

P a r sui te , si la l imite inférieure des v a l e u r s d ' u n e fonct ion est néga t ive , 

et si la l imite supér ieure est en m ê m e t e m p s pos i t ive , il faut , ou q u e cette 

fonct ion d e v i e n n e n u l l e , p o u r des v a l e u r s c o n v e n a b l e s d e w, χ, ζ,..., c o m 

prises entre les l imites x', y ' , z ' , . . . et x", y", z " , . . . , o u bien q u e ces 

l imites soient t rop écartées . 

2 2 . T o u t e s les fois q u e l 'on sait t r o u v e r la plus pet i te et la p lus g r a n d e 

des va l eurs de L q u i p e u v e n t avo ir l ieu d a n s l ' é t endue des l imites des v a 

leurs de x, γ, z , . . . , on p e u t p r e n d r e la plus petite d e ces va leurs p o u r la 

l imite inférieure de toutes les autres , et la p l u s g r a n d e p o u r leur l imite s u 

pér ieure . 

C'est ainsi q u e l 'on t r o u v e r a les l imites inférieure et supér ieure des fonc

tions s imples 

S'il s'agit d 'un p r o d u i t de la f o r m e 

dans l eque l e x p r i m e n t des n o m b r e s posit ifs q u e l c o n q u e s , et 

q u e les l imites x ' , y ' , z ' , . . . et x", y", z " , . . . d e s va leurs d e x , y, z , . . . 

soient toutes posi t ives , les d e u x l imites de ce p r o d u i t seront alors 

et 



P o u r o b t e n i r la l imite infér ieure d ' u n e s o m m e a l g é b r i q u e de plusieurs 

fonct ions P , Q , R , . . . , T , U , V , . . . , il faut a jouter les l imites inférieures de 

cel les q u i ont le s igne + , et r e t rancher d e la s o m m e les l imites supérieures 

de cel les q u i ont le s igne — . 

A ins i , si 

o u a 

D o n c , l or squ 'un p o l y n ô m e ne c o n t i e n t q u e des puissances posi t ives des v a 

riables x, y, z,..., et q u e , d e p l u s , les l imites x', y', z ' , . . . ,x", y", z",... 
de ces var iab les sont toutes pos i t ives , on aura u n e l imite inférieure des v a 

leurs de ce p o l y n ô m e , en r e m p l a ç a n t x , y , z , , . . par leurs l imites inférieures 

d a n s c e u x des termes de ce p o l y n ô m e q u i sont positifs, et par leurs l imites 

supér ieures d a n s c e u x qu i sont négatifs . 

O n aura u n e l imite supér i eure des m ê m e s va leurs en r e m p l a ç a n t x , y , 

z , . . . par leurs l imites supér ieures d a n s c e u x des termes d u p o l y n ô m e qui 

sont posit i fs , et par leurs l imites inférieures d a n s c e u x q u i sont négat i fs . 

Si on a 

L = P Q R . . . T U V . . . 

et q u e les l imites de P Q R soient pos i t ives , mais q u e cel les de T U V soient 

négat ives , on prendra le p lus petit des d e u x produ i t s 

P ' Q ' R ' . . . T " U " V " . . . et P " Q " R " . . . T ' U ' V . . . 

p o u r la l imite inférieure L ' et le p lus g r a n d p o u r la l imite supér ieure L". 

2 5 . So ient , m a i n t e n a n t , u n e ou p lus ieurs é q u a t i o n s de forme q u e l 

c o n q u e , 

L = o , M = o , N = o , . . . , 

a une o u plus ieurs i n c o n n u e s , d o n t le n o m b r e p e u t être différent de celui 

des é q u a t i o n s ; étant d o n n é en o u t r e un sys t ème de l imites des va l eurs des 

i n c o n n u e s , p r o p o s o n s - n o u s d e t r o u v e r toutes les v a l e u r s d e ces i n c o n n u e s 

qui p e u v e n t être c o m p r i s e s entre les l imites d o n n é e s , et satisfaire en m ê m e 

t e m p s a u x é q u a t i o n s 

L — o, M = o . N = o , . . . . 

4. 



N o u s c h e r c h e r o n s les l imites inférieures des va leurs q u e p e u v e n t recevo i r les 

fonc t ions L , M , N , . . . q u a n d on fait v a r i e r a , y , z , . . . entre les l imites 

d o n n é e s , puis les l imites supér ieures des va leurs de ces m ê m e s fonc t ions . 

S'il arrive q u ' u n e des l imites inférieures soit pos i t ive , la f onc t ion q u i a u r a 

d o n n é lieu à cette l imite pos i t ive ne pourra d e v e n i r nu l l e tant q u e les va 

leurs d e x , y , z, . . . sont c o m p r i s e s entre les l imites d o n n é e s , et par c o n s é 

q u e n t la q u e s t i o n proposée n'a pas de so lut ion p r o p r e m e n t d i te . 

L a m ê m e chose a l ieu l o r s q u ' u n e des l imites supér ieures est n é g a t i v e . 

L o r s q u e toutes les l imites inférieures des v a l e u r s L , M , N , . . . sont né

gat ives , et leurs l imites supér ieures pos i t ives , ou les l imites d o n n é e s r e n 

ferment des so lu t ions des é q u a t i o n s L = ο, M = ο , N = o , . . . , ou bien 

ces l imites sont t r o p écartées . 

A p r è s c e l a , n o u s s u b d i v i s e r o n s les sys tèmes d e l imites d o n n é e s des v a 

leurs de x , y , z , . . . en p lus ieurs autres sys tèmes de l imites p l u s r a p p r o 

chées , d o n t l ' ensemble embrassera la m ê m e é t e n d u e q u e le s y s t è m e de 

l imites pr imi t ives . 

N o u s r e c o m m e n c e r o n s a v e c c h a c u n de ces n o u v e a u x sys tèmes de l i

mites , c o m m e n o u s a v o n s déjà o p é r é a v e c le s y s t è m e primitif . 

D e cette m a n i è r e , nous p o u r r o n s être c o n d u i t s à e x c l u r e q u e l q u e s - u n s 

des n o u v e a u x sys tèmes de l imites c o m m e ne p o u v a n t renfermer de so lu

t ions des é q u a t i o n s L = ο , M — ο , N = o, Q u a n t a u x autres , n o u s les 

subd iv i serons à l eur t o u r en d 'autres sys tèmes q u e n o u s trai terons de la 

m ê m e manière . 

E n opérant ainsi , n o u s finirons par e x c l u r e tous les n o m b r e s q u i , é tant 

c o m p r i s entre les l imites d o n n é e s p o u r les i n c o n n u e s x , y , z , . . . , ne p e u v e n t 

pas satisfaire a u x é q u a t i o n s L = o , M = ο , N = o, 

L e s sys tèmes d e l imites q u i n 'auront pas été e x c l u s n o u s feront c o n n a î t r e , 

a v e c tel degré d ' a p p r o x i m a t i o n q u e l 'on p e u t v o u l o i r , toutes les so lu t ions 

des é q u a t i o n s L = o , M = ο , N = o , . . . q u i p e u v e n t être c o m p r i s e s entre 

les l imites d o n n é e s . 

2 4 . M a i s la m é t h o d e de M . Sarrus a l ' i n c o n v é n i e n t de laisser tou jours le 

c a l c u l a t e u r dans l ' incert i tude , car lorsqu' i l aura t r o u v é q u e p o u r des l i 

mites m ê m e t r è s - r a p p r o c h é e s , x', y', z'... et x", / ' , z"..., des i n c o n n u e s 

x, y, z,..., toutes les l imites inférieures des premiers m e m b r e s des é q u a 

tions 

L = ο, M = ο, Ν = ο , . . . 

sont négat ives , et toutes les l imites supér ieures pos i t ives , il ne saura pas si, 



entre ces l imites des i n c o n n u e s , il y a rée l l ement des so lut ions o u s'il n'y en 

a p a s , ni c o m b i e n il y en a; et , par su i te , il ne p e u t savoir s'il do i t c o n t i 

nuer ou arrêter ses c a l c u l s . 

Mais q u a n d , au m o y e n de cette m é t h o d e , on a u r a c o n v e n a b l e m e n t rap

p r o c h é les l imites des i n c o n n u e s , la théor ie q u e j e vais e x p o s e r lèvera toute 

incer t i tude . 

II. — Résolution de deux équations à deux inconnues. 

25. Je prends les d e u x é q u a t i o n s 

/ ( * j ) = o . % i j ) = o . 

et j e c h e r c h e r a i c o m b i e n elles p e u v e n t a v o i r de so lut ions entre d e u x l imites 

d o n n é e s x t et x 2 de la v a r i a b l e x , et entre d e u x l imites y m et y n de la v a 

riable y ; et j ' admet tra i q u e , si on fait varier x depu i s x , jusqu'à x 2 , l ' équa

tion f(x, y) — o ni l ' équat ion F(x,y) = o ne d é t e r m i n e r o n t u n e va leur 

infinie d e j r ; e t q u e , j r var iant d e p u i s y m j u s q u ' à y n , a u c u n e des va l eurs de x 

déterminées par f(x, y) = o et F ( x , y) = o ne soit infinie. 

O n o b t i e n d r a fac i l ement de s e m b l a b l e s l imites l orsque les d e u x é q u a 

tions proposées sont a l g é b r i q u e s , c a r alors el les p o u r r o n t se met tre sous la 

f o r m e 

Aym -4- B j ' " - ' - + - . . . -t- T / + U = o, 

les lettres A , B , C , . . . , T , U d é s i g n a n t des coeff icients n u m é r i q u e s o u des 

p o l y n ô m e s en x . O r , les v a l e u r s infinies de y r é p o n d e n t a u x va leurs de x 

qui r e n d e n t A = o . O n résoudra d o n c A = o , et si a, et a2 sont d e u x 

racines c o n s é c u t i v e s de cet te é q u a t i o n , en p r e n a n t p o u r l imites de x 

xK = a , -4- s et x 2 = a2 — s (s é tant une q u a n t i t é pos i t ive aussi pet i te q u ' o n 

v o u d r a ) , a u x va leurs de x compr i se s entre x , et x 2 ne r é p o n d r a a u c u n e 

v a l e u r infinie de y . 

L ' é q u a t i o n f(x,y) = o p o u r r a aussi se mettre sous la forme 

A'xm' -4- B ' . x m ' - ' -4- . . . -t- Tx + U ' = o, 

A' , B ' , . . . , T ' , U ' é tant des coeff ic ients n u m é r i q u e s o u des fonc t ions de y ; 

et il suffira de r é s o u d r e A' = o p o u r c o n n a î t r e les va leurs d e y q u i r e n d e n t x 

inf inie; et si b, et b2 sont d e u x rac ines c o n s é c u t i v e s de cette é q u a t i o n , on 

sera sûr qu'en p r e n a n t p o u r l imites y m = -4- s et y n — b2 — z (s étant tou-



jours un n o m b r e posit i f aussi petit q u ' o n v o u d r a ) , à a u c u n e v a l e u r de y 

compr i se entre ces l imites ne c o r r e s p o n d r a u n e v a l e u r infinie de x . 

2 6 . So ient d o n c x , et x 2 les d e u x l imites d o n n é e s de la var iab le x , et j ,„ 

et y„ les d e u x l imites d o n n é e s de la var iable y ; j e s u p p o s e q u e les l imites 

inférieures de j et de F soient négat ives , et les d e u x l imites supér ieures p o 

sit ives. 

L ' équat ion f(x,y) = o représente u n e c o u r b e q u ' o n p e u t supposer rap

portée à d e u x axes de c o o r d o n n é e s r e c t a n g u l a i r e s ; de m ê m e , l ' équat ion 

F(x,y) = o représente u n e autre c o u r b e q u ' o n peut s u p p o s e r rapportée 

a u x m ê m e s axes q u e la première . 

Je p r e n d s , sur l 'axe O X , les d is tances O P = x , et O Q = x 2 , e t , par les 

points P et Q , je m è n e des para l lè les à l 'axe O Y ; j e p r e n d s sur O Y les l on 

gueurs O R = O S = y 2 , e t , par les po in t s R et S, je mène des paral lè les 

à l 'axe O X . C e s dro i tes , en se c o u p a n t , forment un r e c t a n g l e M N M ' N ' . C e 

rec tang le est traversé par u n e o u p lus ieurs b r a n c h e s ab, a'b' de f, et par 

u n e ou plus ieurs b r a n c h e s A B , A ' B ' de F ; et les c o o r d o n n é e s des po in t s de 

rencontre sont les so lut ions c o m p r i s e s entre les l imites d o n n é e s . 

Il s'agit d o n c de savoir dé terminer les points d' intersect ion d'un des arcs 

de f et d'un des arcs de F , de ab et de A B , par e x e m p l e . 

Je ferai, dans f ( x , y ) — o, x = x1; j e transformerai ce t te é q u a t i o n 

en une autre à une seule i n c o n n u e , q u i m e fera conna î t re les va l eurs de y 

c o r r e s p o n d a n t e s à x1, et compr i se s entre y m et y n . Soit y1 une de ces v a 

leurs, et a d m e t t o n s qu'e l l e ne soit pas une rac ine m u l t i p l e de f (x,, y) — o : 

r , et y , sont les c o o r d o n n é e s d'un po in t de la c o u r b e f s itué sur la droi te 

P M N . Je suppose q u e ce soit le po int a. x 2 é tant u n n o m b r e p lus g r a n d 

q u e x , , je ferai d a n s la m ê m e é q u a t i o n f ( x , y ) = o , x = x 2 ; je la c h a n -



gerai en u n e autre q u i me fera conna î t re les v a l e u r s de y c o r r e s p o n d a n t e s 

à x2, et c o m p r i s e s entre y m et y n ; et si y 2 est l 'une de ces v a l e u r s et n'est 

pas u n e rac ine m u l t i p l e de f ( x 2 , y) = o , et si, de p l u s , x 2 et y 2 sont les 

c o o r d o n n é e s d'un m ê m e p o i n t de l 'arc passant par a , y s d e v r a être d o n n é 

aussi par la série 

dans laque l l e h dés igne la différence x2 — x1, et o ù y'1, y\,..., y\ d é 

s ignent les va leurs q u e prennent les dér ivées y', y",..., y" q u a n d on fait 

h"+' 
x = x , et y=y,, et o ù enfin dés igne le t e r m e 

c o m p l é m e n t a i r e . 

O r , ces v a l e u r s s ' o b t i e n d r o n t fac i l ement au m o y e n des é q u a t i o n s 

d e la m a n i è r e su ivante : 

O n r e m p l a c e r a d a n s (') x par x1 et y par y1, ce q u i fait c o n n a î t r e y'1; 

O n remplacera d a n s (") x par x , , y p a r y , et y ' p a r y \ et l'on o b 

t i endra y"1; 

O n r e m p l a c e r a dans ("') x par x1, y par y1, y ' par y'1 et y" par y«, 

et l'on p o u r r a ensui te c a l c u l e r y"1 ; 

E t ainsi d e sui te . 

Q u a n t à la série 

on voi t q u ' e l l e do i t être c o n v e r g e n t e ; mais il est t o u j o u r s poss ib le de la 

rendre te l le , en p r e n a n t x 2 assez vo is in d e x1. 

Il sera peut -ê tre plus a v a n t a g e u x d e c o m p o s e r d ' a b o r d , au m o y e n de cette 

série, la v a l e u r d e y 2 , et de vérif ier si el le satisfait à l ' équat ion f ( x 2 , y ) = o . 

L a série ne fera pas c o n n a î t r e e x a c t e m e n t la v a l e u r d e y 2 , mais p o u r r a en 

d o n n e r u n e v a l e u r a p p r o c h é e , q u e l 'on rectif iera en se s ervant d e ce t te p r e -



mière a p p r o x i m a t i o n p o u r c a l c u l e r par la m é t h o d e de N e w t o n la rac ine y 2 . 

Je ferai ensui te , d a n s l ' équat ion F(x, y) = o, x = x1, et j ' en tirerai 

u n e v a l e u r Y , d e y compr i se entre y m et y n ; j 'aura i ainsi les c o o r d o n n é e s 

d'un po int A(xt, Yt) d 'une b r a n c h e de la c o u r b e F , puis je dé terminera i 

l ' ordonnée Y 2 d u point B , où cette b r a n c h e rencontre la droi te Q M ' N ' , par 

des ca lcu ls s e m b l a b l e s à c e u x q u i n o u s ont fait conna î t re y 2 . 

2 7 . Je r e m a r q u e m a i n t e n a n t q u e l ' ordonnée d'un point q u e l c o n q u e de 

l 'arc ah est u n e fonct ion d e x ( q u e j e dés ignera i par y), et d o n t j e puis 

ca lcu ler la va leur , ainsi q u e cel les de toutes ses dér ivées q u i c o r r e s p o n d e n t 

à la v a l e u r x , et à la v a l e u r x 2 de x ; 

Q u e l 'ordonnée d'un p o i n t q u e l c o n q u e de l 'arc A B est u n e fonc t ion de x 

( q u e je dés igne p a r Y ) , et d o n t je sais c a l c u l e r la v a l e u r , ainsi q u e cel les 

de toutes ses dér ivées q u i c o r r e s p o n d e n t a u x v a l e u r s x , et x 2 de x ; 

Q u e les c o o r d o n n é e s des points de r e n c o n t r e de ces d e u x arcs sont les 

va leurs de x et de y q u i satisfont à l ' équat ion 

y - Y = o. 

O n a d m e t d'ai l leurs q u e l 'arc ab et l 'arc A B n'ont a u c u n po in t p o u r 

lequel 

Si d o n c on c a l c u l e les va leurs des fonct ions 

T V . . . ' - Y ' , y"-Y",..., . ) ' Y ' . 

q u i r é p o n d e n t à x = x , et à x = x 2 , et si la dernière y1— Y' ne c h a n g e 

pas d e s igne q u a n d x var ie d e x = x , à x = x 2 , j ' aura i d e u x suites d e 

n o m b r e s q u e j ' a p p e l l e la suite [x1] et la suite [x2], et , en ver tu de la règle 

de F o u r i e r , au tant la suite [x2] aura de var iat ions d e m o i n s q u e la 

suite [x,], au tant l ' équat ion y — Y = o aura de racines au p lus entre 

x = x1 et x= x2. 

2 8 . Il reste à reconnaî tre c o m m e n t y' — Y' ne c h a n g e r a pas de s igne 

depuis x = x1 j u s q u ' à x — x 2 . 

y' est u n e fonct ion ; de x, y, y',..., y'-1; c o m m e on c o n n a î t les va l eurs 

de xK et x2, y1 et y2, de y'1 et y'2,..., de p o u r r a 

ca lcu ler la l imite inférieure et la l imite supér ieure d e y ' . 

D e m ê m e , c o m m e Y ' est u n e fonc t ion de x , Y, Y ' , , . . . , Y ' et q u e l'on 

conna î t les v a l e u r s de x , et x 2 , de Y , et Y 2 , de Y ' , et Y ' , , . . . , et de Y ' ~ ' et 

Y ' " 1 , on p o u r r a ca l cu l er la l imite inférieure et la l imite supér ieure de Y ' , 



et, p a r suite , la l imite inférieure et la l imite supérieure d e y' — Y ' ; et si ces 

d e u x l imites o n t le m ê m e s igne , on est sûr q u e cet te fonc t ion restera t o u 

j o u r s pos i t ive ou toujours néga t ive q u a n d x var i era de x , à x 2 . 

2 9 . A l o r s , si la suite [x,] et la suite [x2] ont le m ê m e n o m b r e de var ia

t ions , l ' équat ion y — Y = o n'a po int de rac ines compri ses entre x , et x 2 , 

et les d e u x arcs ab et A B ne se rencontrent pas. 

Si la suite [x2] a u n e var iat ion d e m o i n s q u e la suite [x,\, les d e u x arcs 

ab et A B se r e n c o n t r e n t en u n p o i n t , et en un po in t seu lement . 

Si la suite [x2] a p lus ieurs var ia t ions de m o i n s q u e la suite [x,], les d e u x 

arcs ab et A B p e u v e n t se rencontrer en un ou p lus ieurs po ints . O n r a p p r o 

c h e r a alors les l imites xf et x 2 , c 'est-à-dire q u e x<, a, è , . . . , c, x 2 étant des 

n o m b r e s rangés par ordre de g r a n d e u r , on c h e r c h e r a les racines dey—Y=o 

compri ses entre xt et a, entre a et b,..., entre c e\ x2, au m o y e n des suites 

\ x < ] , [a], [b],..., [>] , [x2]. 
Si u n e de ces suites , la suite [b], par e x e m p l e , a autant de variat ions ou 

u n e var ia t ion de m o i n s q u e cel le qui la p r é c è d e , il n'y aura point de r e n 

c o n t r e entre a et b, ou il y en aura u n e seu le ; s'il n'en est pas ainsi , il y aura 

incer t i tude , et l'on r a p p r o c h e r a e n c o r e les l imites a et b. 

E t l'on c o n t i n u e r a ainsi jusqu 'à ce q u e l'on soit arrivé à des suites te l les , 

q u e c h a c u n e d'elles ait le m ê m e n o m b r e de var ia t ions ou une var iat ion de 

moins q u e ce l le qu i la p r é c è d e . 

50. Si, p o u r les l imites d o n n é e s xt et x2 de la v a r i a b l e x , ety, ety2 de 

la var iable y , les l imites inférieure et supér ieure de la fonct ion γ1 — Y ' n'ont 

pas le m ê m e s igne , et qu 'on ne puisse pas savoir par d'autres cons idérat ions 

qu 'e l l e ne c h a n g e pas de s igne lorsque x et y var ient entre les l imites d o n 

nées , il faudra r a p p r o c h e r encore les l imites x , et x.£ jusqu'à ce q u e l'on 

soit r e t o m b é dans le cas q u e n o u s v e n o n s d 'examiner . O n pourra i t aussi 

p r e n d r e des dér ivées d'un o r d r e p lus é l e v é q u e / . 

3 1 . Si la v a l e u r de y 2 d o n n é e par 

n'était pas c o m p r i s e entre ym et yn, l 'arc ab ne rencontrerai t pas la dro i te 

Q M ' N ' entre les paral lè les R M M ' et S N N ' à l 'axe O X . O n cherchera i t alors 

en que l po in t il r e n c o n t r e , soit R M M ' , soit S N N ' , en c a l c u l a n t les racines 

de l 'équat ion f[x,y,) = o ou f(x,y2) = o, compr i se s entre x, et x2; 
5 



on aurait ainsi une va leur de a* c o m p r i s e en tre les d e u x n o m b r e s très-rap-

p r o c h é s a, et « 2 , e t , a u lieu des l imites x , et x 2 , on prendra i t x, et c/.,. 

O n agirait de m ê m e si l'arc ab ne rencontra i t pas P M N ou ne rencontra i t 

a u c u n e des droi tes P M N et Q M ' N ' entre R M M ' et S N N ' . 

32. Il pourra i t se faire q u e les l imites x , et x 2 é tant très r a p p r o c h é e s , 

les suites [x,] et [x2] soient ainsi t erminées : 

[x<] 

l > a ] 

ou bien 

[x,] 

[ Λ · 2 ] 

le n o m b r e des var iat ions é tant le m ê m e d a n s c h a c u n e d'elles j u s q u ' à 

la fonct ion y" — Y", c'est-à dire lorsqu'on fait abs trac t ion des s ignes q u e 

d o n n e n t d a n s c h a q u e suite y' — Y ' et y — Y . 

O n aura recours d a n s ce cas a u x t h é o r è m e s d é m o n t r é s dans la premiere 

partie ( n o s 2, 3 et 7j, et les l imites x, et x 2 é tant déjà assez r a p p r o c h é e s 

p o u r q u e γ" — Y " ne c h a n g e pas de s igne d e p u i s x — x{ j u s q u ' à x - - x 2 , 

on examinera le rapport dés ignons par M et m le p lus g r a n d et 

le plus petit des d e u x n o m b r e s 

Si l ' équat ion a d e u x rac ines réelles et iné

gales c o m p r i s e s entre x, et x 2 , et par suite les d e u x arcs ab et A B se r e n 

contr en t en d e u x points . 

Si n'a a u c u n e rac ine réelle entre x , et x 2 , 

et par suite les d e u x arcs ab et A B n'ont a u c u n po int c o m m u n . 

Si est c o m p r i s entre 2m et 2 M , l 'équat ion a d e u x 

racines réelles et égales entre x, et x 2 , et les d e u x arcs ab et A B se t o u c h e n t 

en un p o i n t d o n t l 'abscisse est entre x t et x 2 . N o u s d i r o n s d a n s ce cas 

q u e les é quat ions proposées ont u n e so lut ion d o u b l e . 

33. I l p e u t se faire e n c o r e q u e les l imites x, et x 2 é tant déjà assez r a p -



prochées p o u r q u e y" — Y " ne c h a n g e pas de s igne d e p u i s x = x , jusqu 'à 

.r = x 2 , la suite [x,] ne présente p lus q u e des var ia t ions , et la suite [x2] 

ne présente plus q u e des p e r m a n e n c e s à part ir de cet te m ê m e dér ivée 

γ" — Y " , c o m m e par e x e m p l e 

[x1] 
[x2] 

Alors , si y'1 — Y " est c o n s t a m m e n t croissante ou décro issante de x — x , 

Λ x = . r 2 , et la m é t h o d e de N e w t o n p o u v a n t s 'appl iquer au c a l c u l de la 

rac ine de y"~' — Ύ"~' = o c o m p r i s e entre xK et x 2 , on dés ignera par M 

et m le p lus grand et le p lus petit des d e u x n o m b r e s (y"t — Y " ) et [y\— Y" 2 ) , 

et si 

l ' équat ion y — Y = o a entre x , et x 2 n racines réelles et égales et les arcs 

ab et A B ont un c o n t a c t de l 'ordre n — ι en un point d o n t l 'abscisse est 

c o m p r i s e entre oc, et x 2 . N o u s d irons q u e les é q u a t i o n s f(x,y) = o et 

F f x , γ') = o ont une so lut ion mult ip le du niimr
 ordre . 

5 . . 

54-. Si toutes ces c o n d i t i o n s étaient rempl ies , j u s q u ' a u r a p p o r t 

qui serait plus g r a n d q u e ( i + i ) M , ou plus petit 

q u e on reconnaî tra i t le n o m b r e et la nature des racines de 

de la m ê m e manière q u ' a u n° 2 0 , n o u s avons r e c o n n u la nature 

et le n o m b r e des racines d ' u n e é q u a t i o n à une seule i n c o n n u e et 

on en c o n c l u r a i t le n o m b r e des po ints de r e n c o n t r e ou de contac t des d e u x 

arcs ab et A B . 



35. Si u n e des q u a n t i t é s y , y ' , y " y ' * ou Y , Y ' , Y " , . . . , Y* d e v e n a i t 

infinie p o u r u n e v a l e u r de x c o m p r i s e entre x t et x 2 , on c h e r c h e r a i t 

d e u x n o m b r e s a, et a2 t r è s - a p p r o c h é s de cette v a l e u r d e x , l 'un par e x c è s , 

l 'autre p a r dé faut , et on prendra i t p o u r l imites d e x , x , et a , , puis a 2 et x 2 . 

36. P r e n o n s m a i n t e n a n t trois é q u a t i o n s à d e u x i n c o n n u e s , 

f(x, y) = o , F(x,y) = o, q ( x , y ) = o , 

et c h e r c h o n s à r e c o n n a î t r e si d e u x va leurs de x et de y , q u i c o m p o s e n t 

u n e so lut ion des d e u x premières f(x, y) = o,F ( x , y) = o, et q u i ne sont 

c o n n u e s q u ' a p p r o x i m a t i v e m e n t , c 'est-à-dire d o n t l 'une x est c o m p r i s e 

entre les l imites c o n n u e s x1 et x 2 , et l 'autre y entre les l imites c o n n u e s 

aussi y , et y 2 , satisfont à la trois ième o (x, y) = o. 

N o u s r e m a r q u e r o n s q u ' e n représentant par y = x u n e fonc t ion 

de x dé terminée par f (x, y) = o, si les trois é q u a t i o n s f(x, y) — o, 

F (x, y) — o et q (x , y) = o ont u n e so lut ion c o m m u n e entre xK et x 2 

et entre y, ety2, il faudra q u e F (x, tyx) = o etf(x, tyx) = o a ient u n e 

rac ine c o m m u n e entre x — x , etx = x 2 ; et r é c i p r o q u e m e n t , si ces d e u x 

dernières é quat ions ont u n e rac ine c o m m u n e entre x , et x 2 , les trois é q u a 

t ions proposées a u r o n t une so lut ion c o m m u n e c o m p r i s e entre x = x t et 

x = x 2 , et entre y = y , et y = y 2 . 

O r , p o u r q u e les d e u x équat ions F (x, tyx) = o et <f (x, tyx) = o a ient 

u n e rac ine c o m m u n e entre x , et x 2 , il est nécessaire et suffisant q u e 

ait une racine d o u b l e compr i se entre ces l imites . 

11 faudra d o n c q u e qx, et $x2 aient le m ê m e s igne (à savoir le s igne + ) ; 

q u e 

et 

aient des signes contra i re s ; 

q u e 

et 



aient le s igne + et soient c o n s t a m m e n t croissantes o u décro issantes de 

j ; = x1 à x = X 2 ; et de plus , q u e ^ soit c o m p r i s entre 2 $ " x , et 2<b"j:2. 

O r , ces c o n d i t i o n s p o u r r o n t être vérifiées fac i l ement , c a r la v a l e u r yK 

de <]/x q u a n d x = x 1 , et cel le y 2 de la m ê m e fonc t ion q u a n d x — x 2 , sont 

des va l eurs a p p r o c h é e s des racines de f{x\,y) = o et de j~{x2, y) = o. 

D e p l u s , 

37. Si l'on ava i t n é q u a t i o n s entre d e u x i n c o n n u e s x et y , savoir : 

Ft{x,y) — o, F2{x, y) — o , . . . , F„{x,y) = o, 

il f a u d r a , p o u r q u e ces n é q u a t i o n s aient u n e so lut ion c o m m u n e compr i se 

entre des l imites t r è s - r a p p r o c h é e s , x { et x 2 p o u r la var iab le x , y n y 2 

p o u r la var iab le y , q u e , <\>x d é s i g n a n t u n e fonc t ion y de x dé terminée par 

l ' équat ion F , (x,y)=o, les n — i é q u a t i o n s F2(x,<\>x)=o,..., Fn(x,ty x)—o 
aient u n e rac ine c o m m u n e entre xK et x 2 , ou q u e 

[ F 2 ( x , ^x)f+...+ [Fn(x, + x ) f = o 

a ient u n e racine d o u b l e entre les m ê m e s l imites , ce d o n t il sera faci le de 

s'assurer. 

III. — De quelques cas exceptionnels. 

38. Des contacts de deux courbes planes. — O n dit q u e d e u x c o u r b e s 

planes d o n n é e s par les é q u a t i o n s y=fx, Y = Fx, o n t un c o n t a c t de 



l 'ordre n au point ( j „ ^ ( ), l or sque p o u r χ — x^ on a 

O r , ce sont là les c o n d i t i o n s p o u r q u e l 'équat ion J'x — ¥x = o ait n - w 

racines égales à x K . Si d o n c on dés igne par a et b d e u x n o m b r e s t r e s - r a p -

p r o c h é s de x t , et tels q u e a < x , < b, ces c o n d i t i o n s p o u r r o n t être rem

p lacées par les su ivantes : 

i° Il faudra qu'en formant les suites [a] et [ 6 ] , et les faisant c o m m e n c e r « 

la suite [a] ne présente q u e des var ia t ions , et la suite \b) 

ne présente q u e des p e r m a n e n c e s ; 

a 1 Q u e .x croissant depuis a j u s q u ' à é, soit c o n s t a m m e n t 

croissante ou décro i s sante ; 

3° Q u e les n o m b r e s a et b soient assez r a p p r o c h é s p o u r q u ' o n puisse 

a p p l i q u e r la m é t h o d e de N e w t o n au ca l cu l de la rac ine de 

compr i se entre a et b; 

4° Q u e M et m d é s i g n a n t le p l u s grand et le p lus petit des d e u x n o m b r e s 

et on ait 



Ces n o u v e l l e s c o n d i t i o n s , en a p p a r e n c e plus c o m p l i q u é e s , sont c e p e n 

d a n t , dans la p r a t i q u e , p lus faci les à vérifier que les premières , q u i ne p e u 

vent être cons idérées q u e c o m m e la déf init ion a n a l y t i q u e du c o n t a c t d u 

n'ème
 ordre entre d e u x c o u r b e s d o n n é e s . C a r , d a n s la p l u p a r t des cas , x1 et 

les va leurs de fx1, et de F x 1 , et cel les des dérivées de ces d e u x fonct ions , ne 

p e u v e n t être c o n n u e s q u ' a p p r o x i m a t i v e m e n t , et dès lors il est imposs ib le 

de s assurer si les quant i t é s y . — Y , , -—, - — — , • • • , . 
J " dx, dx, dx\ dx\ dx\ dxn 

sont rée l l ement nul les ou s e u l e m e n t très pet i tes . 

L o r s q u e les d e u x c o u r b e s sont d o n n é e s par des équat ions non résolues , 

telles que f(x,y) = o, F ( x , y ) — o , les c o n d i t i o n s du c o n t a c t d u nième ordre 

sont encore les m ê m e s , mais les va leurs des fonc t ions y et Y", et ce l les des 

dy d2r dY d2Y 
d é r i v é e s — ? - j - t » - • • > - r - > — > ••? relat ives à une m ê m e absc isse , d o i v e n t être 

dx dx- dx dx7 

calculées c o m m e il a été dit au n° 26. 

39. Des points singuliers. — Soit f ( x , y ) = o l ' équat ion d 'une c o u r b e 

qui a un po in t s ingul ier d o n t les c o o r d o n n é e s sont £ et n ; et soient x1 et x 2 

d e u x abscisses t rè s - rapprochées et q u i c o m p r e n n e n t S; on sait q u e S. et r, 

d o i v e n t satisfaire à la fois aux trois é q u a t i o n s 

Si d o n c on tire de — = o la va leur de y en fonc t ion de x , savoir 'S — ç x , 

et de ^ = o la v a l e u r de y en fonct ion de x , savoir Y = tyx, il faudra 

q u e c h a c u n e des é q u a t i o n s en x 

/ ' ( x , ox) == o , J{x, fyx) — t) 

ait une rac ine d o u b l e entre x , et x 2 , et q u e cette rac ine soit la m ê m e pour 

l 'une et p o u r l 'autre . 

D o n c il faudra q u e 

ait une rac ine q u a d r u p l e entre x , et x 2 . 

D o n c , F x dés ignant la fonc t ion [j(x, ox)]2
 -t- \f'(x, i p x ) j 2 , il faudra 



d ' a b o r d q u ' o n ait les suites de s ignes 

[x1] 
[ x 2 ] 

F I V x ne c h a n g e a n t point de s i gne , et é tant t o u j o u r s cro i ssante o u décro i s 

sante de x = x< à x = x 2 ; et q u e , d e p l u s , M et m d é s i g n a n t la p lus g r a n d e 

et la p lus petite des d e u x quant i t é s F^x, et Fwx2, on ait 

Q u a n t a u x quant i t é s Fx„ Fx2, F'xt, F'x2,. . . , elles s 'obt i endront f a c i l e 

m e n t de la manière su ivante : 

D a n s F x et dans ses dér ivées , on r e m p l a c e r a yx et tyx par Vjf{ et ^J2 et 

par Y , et Y 2 , o'x et ty'x p a r g\ et 3"2 et par Y ' t et Y ' 2 , <p"x et ty'x par . . . , 

les quant i t é s 5 J T et 3"2, pu is Y , et Y 2 é tant l irées des é q u a t i o n s 

de m ê m e , et 2f[2, puis Y', et Y ' 2 , é tant dé terminées par les é q u a t i o n s 

et ainsi de suite . 

A p r è s avo ir constaté l 'existence d 'un po in t s ingul ier entre les abscisses 

x t et x 2 , il sera facile de d i s t inguer la na ture d u po int s ingul ier q u ' o n a 

rencontré . 

4 0 . L o r s q u ' i l s'agira d'un po in t m u l t i p l e , par intersect ion ou par cou 

tact , on p o u r r a , p o u r en dé terminer l ' ex is tence et la n a t u r e , e m p l o y e r a v e c 

a v a n t a g e la m é t h o d e su ivante : 



Soient S et y les c o o r d o n n é e s d'un po in t s ingul ier résul tant de l' inter

sect ion ou d u contac t de d e u x b r a n c h e s d 'une m ê m e c o u r b e f(x, y) — o } 

x , et x 2 d e u x abscisses très-vois ines de S, et telles q u e x , < £ < x 2 ; y , et Y , 

les o r d o n n é e s c o r r e s p o n d a n t e s à x , p o u r l 'une et l 'autre b r a n c h e , et y2 et Y 2 

les c o o r d o n n é e s de ces d e u x m ê m e s b r a n c h e s c o r r e s p o n d a n t e s à x 2 : si 

y , — Y , et y2 — Y 2 ont des s ignes différents , et q u e la dér ivée y' —- Y ' soit 

finie et c o n t i n u e et ne c h a n g e pas de s igne d e p u i s x = x , j u s q u ' à x = x 2 , 

la c o u r b e aura u n point d o u b l e par intersect ion d o n t l 'abscisse est c o m p r i s e 

en tre xK et x 2 . 

Si jr , — Y , et y 2 — Y 2 ont le m ê m e s igne , et q u e y'1 — e ty ' 2 — Y ' 2 a ient 

des s ignes contra ires , et q u e j r " — Y " soit finie et c o n t i n u e et ne c h a n g e pas 

de s igne depu i s x = x , j u s q u ' à x — x 2 , et q u e , de p l u s , cet te différence soit 

c o n s t a m m e n t croissante o u décro i ssante entre ces d e u x l imites , M et m é tant 

la plus g r a n d e et la p lus petite v a l e u r d e y" — Y " , les d e u x b r a n c h e s de 

c o u r b e se r e n c o n t r e n t en d e u x po in t s , si 

et il y a d e u x po ints d o u b l e s d o n t les abscisses sont c o m p r i s e s entre x , et x 2 . 

Si 

les d e u x b r a n c h e s ne se r e n c o n t r e n t p a s , et il n'y a a u c u n po in t mul t ip le 

dont l 'abscisse est c o m p r i s e entre xt etx2. 
Si 

les d e u x b r a n c h e s se t o u c h e n t en un po in t d o n t l 'abscisse est c o m p r i s e 

entre x ( et x 2 . 

L e s d e u x b r a n c h e s de c o u r b e p o u r r o n t avo ir u n c o n t a c t d 'ordre supé

r ieur ; on le reconna î tra au m o y e n des dif férences des o r d o n n é e s d e points 

vo i s ins d u p o i n t s ingul ier pris sur l 'une et l 'autre b r a n c h e et de part et 

d 'autre de c e p o i n t , e t des dér ivées d e ces di f férences , c o m m e s'il s'agissait 

de d e u x c o u r b e s d i s t inctes , c o m m e il a été e x p l i q u é a u n ° 38. 

Si trois b r a n c h e s d ' u n e m ê m e c o u r b e passent par u n m ê m e p o i n t ( S , vj), 

et si l 'on dés igne p a r y , y1', y" les o r d o n n é e s de la première , de la s e c o n d e 

et de la t ro i s i ème b r a n c h e , c o r r e s p o n d a n t e s à u n e abscisse q u e l c o n q u e a 
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c o m p r i s e entre x , et x 2 , x , et x 2 é tant d e u x abscisses vois ines telles q u e 

x , < | < x 2 , il faudra q u e l ' équat ion 

( 7 - J T + ( J - J T = O 

ait u n e rac ine d o u b l e c o m p r i s e e n t r e r , e t . r 2 , c e q u i se reconnaî tra a i s é 

m e n t . 

D e m ê m e , y , y " , . . . ,y" é tant les o r d o n n é e s d e n b r a n c h e s différentes 

d 'une m ê m e c o u r b e , qu i passent par un po in t d o n t l 'abscisse £ est compr i se 

entre les d e u x n o m b r e s t r è s - r a p p r o c h é s x , et x 2 , il faudra q u e l ' équat ion 

cy - ff + {/ - f"? + ••• + ( / ' - y y = ° 

ait d e u x rac ines réelles et égales entre x1 et x 2 . 

Si trois b r a n c h e s d 'une m ê m e c o u r b e passaient par un m ê m e po in t , d e u x 

é tant tangentes entre elles et la trois ième c o u p a n t les d e u x p r e m i è r e s ; y ' , 

y" et y'" é tant les o r d o n n é e s d e po ints pris sur c h a c u n e d'elles, et r é p o n 

d a n t à la m ê m e abscisse q u e l c o n q u e x ; x1 et x 2 é tant d e u x n o m b r e s tres-

vois ins q u i c o m p r e n n e n t entre eux l 'abscisse d u p o i n t m u l t i p l e , il faudra i t 

q u e l ' équat ion 

Lf-j"Y + (f-f"Y = ° 

eût q u a t r e rac ines réelles et égales c o m p r i s e s entre x1 et x 2 . 

E t ainsi d e suite . 

4 1 . L o r s q u ' i l s'agira d'un po int c o n j u g u é , on p o u r r a e m p l o y e r les c o n 

s idérat ions su ivantes : 

U n po in t isolé o u c o n j u g u é d ' u n e c o u r b e a l g é b r i q u e est l ' intersection de 

d e u x b r a n c h e s de c o u r b e imag ina ire s , d o n t les o r d o n n é e s c o r r e s p o n d a n t e s 

à u n e va leur réelle x de l 'abscisse sont d e la f o r m e 

la fonct ion tyx d e v e n a n t nu l l e p o u r le p o i n t c o n j u g u é . P o u r un parei l p o i n t , 

o n a u r a 



P o u r reconna î t re si àx s ' évanoui t p a r u n e va leur d e x c o m p r i s e entre a 

et x 2 , on pourra s u p p r i m e r le facteur y/— i , et si 2 ^ x t et i^x% ont des 

s ignes contra ires , et q u e zty'x soit finie et c o n t i n u e et c o n s e r v e le m ê m e 

s igné d e p u i s x = x, j u s q u ' à x = x 2 , tyx d e v i e n t nul le p o u r u n e v a l e u r de x 

c o m p r i s e entre x — x h et x —- x 2 , et il y a un point isolé. 

Si i^xK et -zfyx2 ont le m ê m e s igne , et q u e 2 i j / . r , et 2^'x2 a ient des 

signes contra ires , et q u e 2<\>"x soit finie et c o n t i n u e et ne c h a n g e p o i n t de 

s igne et soit c o n s t a m m e n t croissante o u décro i s sante depu i s x = x , j u s 

qu'à x = x2, M et m dé s ignant la p lus g r a n d e et la p lus petite v a l e u r de 

2ty"x, q u a n d x var ie entre ces d e u x l imites : 

Si 

il y a d e u x po ints c o n j u g u é s . 

Si 

est c o m p r i s entre 2m et 2 M , 

il y a un po in t c o n j u g u é , et la c o u r b e a u n e t a n g e n t e en ce p o i n t . 

Si 

la c o u r b e n'a pas de po int c o n j u g u é entre x = x1, et x = x 2 . 

Si la c o u r b e est d o n n é e par u n e é q u a t i o n a l g é b r i q u e non résolue 

f ( x , y) = o , x1 et x 2 é tant d e u x abscisses t rès -rapprochées et c o m p r e n a n t 

un po int c o n j u g u é , on aura p o u r la différence des o r d o n n é e s de d e u x po ints 

d e ces b r a n c h e s c o r r e s p o n d a n t s a u x abscisses x , et x 2 

et, au m o y e n des s ignes de ces quant i tés et des théorèmes de la première 

P a r t i e , q u e n o u s a v o n s a p p l i q u é s si s o u v e n t , on reconna î t ra si les d e u x 

b r a n c h e s imagina ires se c o u p e n t en u n ou d e u x p o i n t s , o u si elles ont un 

s imple c o n t a c t o u un c o n t a c t d 'un o r d r e p lus é l evé , o u si elles ne se ren

contrent p o i n t . 

42. Condition pour qu'une branche de la courbe f(x, y) - = o passe par 
6 . . 



un point double par intersection d'une autre courbe F(x3y) = o. — xK et 
x 2 é tant d e u x abscisses très r a p p r o c h é e s q u i c o m p r e n n e n t le po int d o u b l e 

de F ( . r , y) = o ·, y , Y et $ é tant les o r d o n n é e s de la b r a n c h e de j et des 

d e u x b r a n c h e s de F q u i passent par ce po in t d o u b l e , il faudra q u e l ' é q u a 

tion 

ait d e u x rac ines réel les et égales entre x , et x 2 . 

4 3 . Condition pour qu'une branche de la courbe f{x, y) — o passe par-
un point double par contact de la courbe F(x, y) = o . — x, et x2 é tant 

d e u x abscisses q u i c o m p r e n n e n t le po in t d o u b l e , y , Y , 3" é tant les o r d o n 

nées de la b r a n c h e d e f et des d e u x b r a n c h e s de F qu i passent par le po int 

s ingul ier , il f audra e n c o r e q u e l ' équat ion 

ait d e u x rac ines réel les et égales entre x , et x 2 . 

4 4 . Condition pour que la courbe J~(x,y) = o ait un point double par 
intersection, coïncidant avec un point double par intersection de la courbe 
F (x, y) = o. — x , et x 2 étant t o u j o u r s d e u x abscisses t r è s - r a p p r o c h é e s , 

c o m p r e n a n t le po int d o u b l e c o m m u n a u x d e u x c o u r b e s , ^ et vj d é s i g n a n t 

les o r d o n n é e s des d e u x b r a n c h e s de J, et Y et "3 les o r d o n n é e s des d e u x 

b r a n c h e s de F_, il faudra q u e l ' é q u a t i o n 

ait d e u x rac ines réelles et égales entre x — x , et x = x 2 . 

43. Condition pour que la courbe J'(x, y) = o ait un point double par 
contact coïncidant avec un point double par contact d'une autre courbe 
F [x, y) = o. — Il faut , en c o n s e r v a n t les no ta t ions d u n u m é r o p r é c é d e n t , 

q u e 

ait q u a t r e rac ines réelles et égales c o m p r i s e s entre x , etx2. O n voit faci le

ment ce qu' i l y aurait à faire, p o u r reconna î tre : 

Si u n e b r a n c h e def(x,y) = o passe p a r un po int tr iple par intersect ion 

ou par c o n t a c t d 'une autre c o u r b e F{x, y) = o; 



Si un p o i n t d o u b l e o u triple c o ï n c i d e avec un point tr iple d 'une autre 

c o u r b e ; 

Et ainsi de suite . 

46. Condition pour qu'une branche d'une courbe f(x, y) = o passe par 
un point isolé d'une autre courbe F (x, y) = o . 

Si la c o u r b e est a l g é b r i q u e , x1 et x 2 é tant d e u x abscisses t rè s -rapprochées 

qu i c o m p r e n n e n t ce l le d u po int isolé , Y et ï é tant les o r d o n n é e s d e d e u x 

branches imagina ires de F(x,y) = o , c o r r e s p o n d a n t e s à u n e m ê m e abscisse, 

y 1 o r d o n n é e c o r r e s p o n d a n t e à la m ê m e abscisse de la b r a n c h e de f(x,y) = o 

qu i passe par le p o i n t i solé , il faudra q u e l ' équat ion 

ait d e u x racines réel les et égales entre x = x1 et x = x 2 , p o u r v u q u e le 

po in t isolé résulte d 'une s imple intersect ion des d e u x b r a n c h e s imagina ires 

de F . 

47. L a m é t h o d e su ivante c o n v i e n d r a à u n plus g r a n d n o m b r e de c o u r b e s . 

F(x,y) = o é tant l ' équat ion de la c o u r b e q u i a un po in t i solé , et 

f(x, y) = o é tant l ' équat ion d e l 'autre c o u r b e , on prendra les é q u a t i o n s 

Soit y = qx la va leur de y en x tirée de = o , et y = tyx la valeur 

de y en x t irée d e = o , il f audra q u e l ' équat ion 

ait quatre rac ines réelles et égales entre x1 et x 2 . 

Q u a n t a u x q u a n t i t é s x1 et q x 2 , cp'x1 et f'x2,..., tyx1 et ty x2,..,, il a 

été expl icjué a u x n o s 36 et 3 9 c o m m e n t on peut les o b t e n i r . 

C'est d e la m ê m e manière q u ' o n reconna î t ra q u ' u n e b r a n c h e d 'une c o u r b e 

passe par u n po int de r e b r o u s s e m e n t d ' u n e autre c o u r b e . 

O n vo i t e n c o r e c o m m e n t on p o u r r a reconna î tre q u ' u n po int c o n j u g u é 

d'une c o u r b e c o ï n c i d e a v e c un p o i n t c o n j u g u é ou un po in t de rebrousse 

m e n t d 'une autre c o u r b e , et q u e d e u x po in t s de rebroussement de d e u x 

c o u r b e s différentes c o ï n c i d e n t . 



4 8 . La méthode exposée au second paragraphe se trouvera en défaut 

lorsqu 'une branche d'une courbe f(x, y) — o passe par un poin t d'une 

antre courbe F(x,y) = o, pour lequel la tangente est perpendiculaire à 

l'axe des x, ou pour lequel y' = — —, est infinie. 

x1 et x2 étant deux abscisses très-rapprochées comprenant le point de 

F(x, y) = o pour lequel y' devient infinie, F (x1,y) = o déterminera géné

ralement entre les l imites y , e t j r 2 de la variable y deux valeurs très-rappro

chées de cette inconnue , tandis que F ( x 2 , y) — 0 n e déterminera aucune 

valeur de y entre y1 et y 2 . 

Alors les dérivées des deux valeurs de y correspondantes à x = x1 seront 

très-grandes, et d'ailleurs les deux équations 

n 'auront po in t de solution c o m m u n e entre x , et x 2 

On prendra alors y pour la variable etx pour la fonct ion dans les deux 

équations f(x, y) = o et F (x,y) = ,o, et la difficulté disparaîtra. 

Cependant, si les deux courbes f(x, y) = o et F(x, y) = o se coupent à 

angle dro i t , de telle sorte que Vy' du poin t de rencont re soit infinie pour la 

courbe y et nulle pour la courbe F ; en prenant x pour la fonct ion et y pour 

la variable, Yx' du poin t de rencont re serait encore nulle pour l 'une des 

courbes et infinie pour l 'autre, et la difficulté subsisterait toujours. 

On pourra alors changer les axes des coordonnées en les faisant tourner 

de 45 degrés autour de l ' o r ig ine , et remplacer 

Il sera alors facile de calculer les valeurs de u et de v relatives au poin t de 

rencontre des deux courbes , et d'en tirer ensuite l'abscisse x et l ' o rdon

née y. 

49 . I l peut encore se faire que f[xK, y) — o ait entre ym et yn [voir les 

n° 5 2 a et 2 6 ) une racine mul t ip le . Alors il passe par le point de rencont re de 



la c o u r b e F et de la dro i te P M N d e u x o u p lus ieurs b r a n c h e s de cette c o u r b e ; 

et il p o u r r a deven ir difficile de su ivre le c o u r s de c h a c u n e de ces b r a n c h e s 

entre les d e u x paral lè les P M N et Q M ' N ' . Mais l 'abscisse x1 est c o m p r i s e 

entre d e u x autres x 0 et x 2 ; a lors so ient et %2 d e u x autres abscisses te l les , 

q u e cZ'o < < x , < £ 2 < x 2 ; et l'on p o u r r a p r e n d r e p o u r l imites de x d ' a b o r d 

x 0 et puis | , et £ 2 , et ensui te £ 2 et x 2 , e t l 'on r e t o m b e r a d a n s des cas pré

c é d e m m e n t réso lus . 

TROISIÈME PARTIE. 

APPLICATION A QUELQUES EXEMPLES. 

PREMIER E X E M P L E . 

50. Je p r e n d s p o u r p r e m i e r e x e m p l e les d e u x é q u a t i o n s 

Soient 

les d e u x l imites d e la v a r i a b l e x ; 

les l imites d e la v a r i a b l e y . 

Il en résultera : 

l imite supér ieure de f > o, 

l imite supér i eure d e F > o , 

l imite inférieure d e f < o, 

l imite inférieure de F < o. 

Il p e u t d o n c y a v o i r u n e o u p lus i eurs rac ines d a n s l ' interval le de x = o 

à x = 5 d ' u n e par t , et de y = o à y = 5 d 'autre par t . 



Je prendra i m a i n t e n a n t p o u r l imites de x, x = o et x = i , et success ive

m e n t p o u r l imites de y, y = o et y = I, y= I et y2,..., puis y = 4 et y = 5. 

Je ca lcu lera i d a n s c h a q u e cas les l imites supér ieures et inférieures de f 

et les l imites supér ieures et inférieures de F . Q u a n d les d e u x l imites s u p é 

r ieures seront pos i t ives , et qu 'en m ê m e temps les d e u x l imites inférieures 

seront négat ives , il p o u r r a y avo ir des so lut ions d a n s l ' interval le cons idéré ; 

mais q u a n d u n e des d e u x l imites supér ieures sera néga t ive ou q u a n d u n e 

des d e u x l imites inférieures sera pos i t i ve , il n'y a u r a p o i n t de so lu t ion . 

L e s résultats q u e j 'a i o b t e n u s sont cons ignés d a n s le t a b l e a u su ivant , 

d o n t la dispos i t ion se c o m p r e n d a i sément : 

De x = o à x = 1 

Point de solution. 

Une solut ion. 

Point de solut ion. 

Id. 

Id. 

E n p r e n a n t p o u r l imites de x, x = i et x = 2 , et p o u r cel les de y s u c 

ces s ivement J = o e t j = i , y = i et y = 2 , . . . , y = 4 et y = 5 , pu i s , 

p o u r l imites de x , x = 2 et x = 3 , et p o u r cel les de y , y — o et y — 1 , 

y = 1 et y = 2,..., y = k et y = 5, on trouvera les résultats cons ignés 

dans les t a b l e a u x s u i v a n t s : 

De x = 1 à x = 2 

Une solution, 

Id. 

Id . 

Id . 

Point de solution. 

De 1 = 2 à i = 3 

Point de solution 

Id. 

Une solution. 

Point de solut ion. 

Id . 

De x = 3 à x = 4 

Point de solution 

Id . 

Id . 

Une solution. 

Id . 



De x = 4 à x = 5 

Point de solut ion. 

Id . 

Id . 

Id. 

Id. 

Analyse de Vintervalle compris entre oc = o, x = i et entre, y = i , 
y = 2 . — J'entends par ana lyser un interva l le , le d é c o m p o s e r en d'autres 

plus petits on dont les l imites sont plus rapprochées . 

De y = 1 à y = a 

Point de solution. 

Id. 

Id. 

Id . 

Id. 

Id. 

Id. 

Une solution 

Point de solution 

Id. 

Une so lut ion est d o n c poss ib le entre X — 0 ,7 , X = 0 ,8 et Y = 1, y = 2 . 

Mais si l'on d é c o m p o s e cet in terva l l e en dix autres c o m p r i s entre X = 0 ,7 

et X = 0 ,8 d 'une part , et entre Y = 1, Y= 1 , 1 , puis entre Y= T,1 et 

y = 1 , 2 , puis entre Y = 1 ,2 7 = 1 , 3 , e t c . , d 'autre part , on verra qu' i l 

n'y a po in t de so lut ion dans ces sous- interval les . 

A ins i , entre X = o et X = 1 et y = 1, y = 2, point de so lut ion . 

L a d é c o m p o s i t i o n de l ' interval le c o m p r i s entre X = 1 et X = 2 , d 'une 

p a r t , et entre y = o , Y = I, d 'autre part, en d'autres interval les compr i s 

entre des va l eurs de X d istantes d 'un d i x i è m e et des va leurs de Y distantes 

d'un d i x i è m e , fera voir qu'i l n'y a a u c u n e so lut ion c o m p r i s e entre X = 1 , 

X = 2 et Y = o , Y = 1. 

7 



Analyse de l'intervalle compris entre y = I, y = 2 et x = 1, x = 2. 

De y = I à y = 2 

Une solut ion. 

Id. 

Id . 

Id . 

Id. 

Id. 

Id . 

Point de solut ion. 

Id . 

Id. 

Analyse des trois intervalles compris entre y = I, y = 2, d'une part, et 
x = 1 , 0, x = 1 , 1 , puis x = I, I, x =I, 2, puis x = 1 , 2 , x = 1 , 3 , d'autre 
part. 

De x = 1 à x = 1 , 1 

De x = 1, 1 à .7; = 1 , 2 

De x = 1 , 2 à x= 1 ,3 

Point de solution. 

Id. 

Id . 

Id. 

Id. 

Id. 

Id . 

Id. 

Id. 

Id. 

Analyse de l'intervalle compris entre x = 1 ,3, x = 1, 4 et y = 1 , y = 2. 

De x = 1 , 3 à x = 1 , 4 

Point de solution. 

Id. 

Id. 

Id. 

Id. 

Id. 

Id. 

Une solution. 

Point de solut ion. 

Id. 



Analyse de l'intervalle compris entre χ — ι , 4 , χ — \ , 5 et γ = ι , ^ = 2. 

De χ — 1.4 à χ—\,ζ> 

Point de solution. 

Id . 

Id . 

Id. 

Id . 

Id. 

Id. 

Une solution. 

Id. 

Id . 

Analyse de l'intervalle compris entre χ = ι , 5 , χ = i , 6 e i r = 1, = 2 . 

De χ = 1 , 5 à , £ = 1 , 6 

Point de solution. 

Id. 

Id . 

Id. 

Id . 

Id. 

Id. 

Une solution. 

Id . 

Id . 

Analyse de l'intervalle compris entre χ = ι , 6 , χ = 1,7 et y — ι, y — 1 . 

Point de solution 

Id . 

Id. 

Id. 

Id. 

Id. 

Id. 

Id. 

Id. 

Une solution. 

7 · · 
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Analyse de l'intervalle compris entre x = 1, x = 2 et y = 2 et r = 3 . 

De = 2 à y = 3 

Point de solution. 

Id. 

Une solut ion. 

Id . 

Id. 

Id. 

Id. 

Id. 

Id. 

Id. 

Analyse des intervalles compris entre y = 2, y = 3, d'une part, et suc
cessivement d'autre part x = 1 , 0, x=1,1; x=1, x=1, 2 ; x=1,2, 
x = 1 , 3 ; x = 1 , 3 , x = 1 , 4 ; x = 1 ,4 , x = 1 ,5. 

Point de solution. 

Id. 

Id. 

Id. 

Id . 

Id. 

Id . 

Id. 

Id. 

Id . 

Analyse de l'intervalle compris entre x = 1, 5 , x = 1 ,6 et y = 2, y = 3 . 

De x =1,5 à x = 1 ,6 

Une solution. 

Point de solution, 

Id. 

Id. 

Id. 

Id. 

Id. 

Id. 

Id . 

Id, 



Analyse de l'intervalle compris entre y = 2, y = 3 et x = 1 , 6 , x = 1 , 7 . 

De x = 1 ,6 à x = 1 ,7 

Une solution. 

Id. 

Id. 

Id. 

Point de solution. 

Id. 

Id. 

Id. 

Id. 

Id. 

En résumé, nous avons t rouvé qu' i l peut y avoir des so lut ions : 

Je vais m a i n t e n a n t c h e r c h e r à d é c o u v r i r , au m o y e n de la m é t h o d e e x 

posée dans la s e c o n d e Part ie , si ces rac ines existent et quel est leur 

n o m b r e . 

51. Recherche des racines comprises entre x = 1 , 3 , x = 1 , 4 et y = 1 , 7 , 
y = 1 , 8 . — Dans l 'équat ion F = o, on fait x = 1 , 3 ; elle dev ient 

Dans le premier m e m b r e et dans ses dér ivées , on fait succes s ivement 

y = 1 , 7 et y = 1 , 8 ; on obt i ent les s ignes su ivants : 

P o i n t de variat ions de p e r d u e s . 



L a c o u r b e F ne r e n c o n t r e p o i n t la d r o i t e s x = I ,3 entre y = 1,7 et y = 1 , 8 . 

D a n s la m ê m e é q u a t i o n o n fait x = 1 , 4 , e l le d e v i e n t 

et d a n s le premier m e m b r e et d a n s ses d é r i v é e s , on fait a l t ernat ivement 

y = 1,7 et y = 1,8; o n o b t i e n t les s ignes su ivants : 

y =1,7] 
y = 1 , 8 ] 

A u c u n e variat ion p e r d u e . 

D o n c la c o u r b e F ne r e n c o n t r e pas non plus la droi te x — 1 , 4 entre 

y= 1,7 et y=1,8. 
Je fais dans F = o , y = 1,7; j ' ob t i ens 

Je r e m p l a c e d a n s le premier m e m b r e et d a n s ses dérivées x par 1. > 

puis par 1 , 4 ; j e t r o u v e les suites de s ignes 

[x = 1,3] 

[x = 1 , 4 ] 

P o i n t de var ia t ions p e r d u e s . 

Je fais d a n s la m ê m e é q u a t i o n y = 1 , 8 , d 'où 

et la subst i tut ion de 1,3 et 1 , 4 en p l a c e de x d a n s le premier m e m b r e et 

ses dérivées d o n n e r a les suites de s ignes 

[x = 1 , 3 ] 

[x= 1 , 4 ] 

P o i n t d e variat ions p e r d u e s . 



D o n c , la c o u r b e F ne c o u p e p o i n t les droi tes y = 1 , 7 et y = 1 , 8 entre 

x = 1 , 3 et x = 1,4. 
D o n c cet te c o u r b e n'a a u c u n po int d a n s l ' interval le q u e n o u s c o n s i d é 

rons , à moins qu' i l n'y ait un po in t isolé. 

Mais p o u r q u e ce t te c o u r b e F = o ait un po in t isolé d a n s l 'espace q u e 

n o u s c o n s i d é r o n s , i! faut q u e les d e u x c o u r b e s d o n n é e s par les équat ions 

dF dF 
— = o, et — = o , traversent cet e space et s'y c o u p e n t . O r , si dans 

= o on fait a l t ernat ivement x=1,3 et x = 1,4, les é q u a t i o n s en y 

qu'on obt i ent ont leurs rac ines inférieures à 1 , 7 . Et si, d a n s la m ê m e é q u a -

dF 

tion — = o, on fait a l t e r n a t i v e m e n t y = 1 , 7 et y = 1 ,8 , on o b t i e n t des 

é q u a t i o n s dont les racines sont i m a g i n a i r e s ; d o n c la c o u r b e ne traverse 

pas l ' interval le en ques t ion . D o n c la c o u r b e F = o n'a pas de po int isolé 

dans cet in terva l l e . 

D o n c cet interval le ne cont i ent a u c u n e s o l u t i o n . 

5 2 . Recherche des solutions comprises entre x = 1 , 4 , x = 1 , 5 , et y = 1 , 7 , 
y = 2 , 0 . — Si dans l ' équat ion F = o on fait y = 1 , 7 , et q u e d a n s le résu l 

tat on r e m p l a c e x par 1 , 4 , pu is par 1 , 5 , on aura les d e u x suites de s ignes 

[x = 1,4 ] 

[x = 1,5] 

L a c o u r b e F ne traverse pas la droi te y = 1,7 entre x = 1 , 4 et x = 1 , 5 . 

Si d a n s la m ê m e équat ion F = o , on fait y = 2 , puis dans l ' équat ion 

résul tante x = 1 , 4 , puis x = 1 , 5 , on t r o u v e les suites de s ignes 

[x = 1 , 4 ] 

[x = 1 , 5 ] 

L a c o u r b e F traverse la droi te y = 2 en un po in t q u i est situé entre x = 1 , 4 

et x = 1 , 5 . 

D a n s F = o , faisons a l t e r n a t i v e m e n t x = 1 , 4 et x = 1 , 5 , on t rouvera les 



résultats su ivant s : 

La c o u r b e F ne rencontre pas la droi te x = 1,5 entre y = 1,7 et y = 2 , 

mais rencontre la droite x = 1,4 en un po int c o m p r i s entre ces m ê m e s 

o r d o n n é e s . L ' é q u a t i o n F (y, 1 ,4) = 0 fournira l 'ordonnée Y , de ce po in t 

avec au tant d ' a p p r o x i m a t i o n q u ' o n v o u d r a . O n trouvera 

O n peut r a p p r o c h e r les l imites de la rac ine de 

et on aura 

Et si on fait dans F = 0, x = 1 , 4 3 , on aura 

é q u a t i o n qu i a u n e rac ine Y 2 c o m p r i s e entre 2 ,0006 et 2 , 0007 . 

O n voit par là q u e la c o u r b e F ne traverse pas l ' interval le (x = 1 , 4 ; 

x = 1 ,5) et (y — 1 , 7 , y = a ) entre les paral lè les x = 1 ,43 et x = 1 , 5 

l 'axe des y . 

Je prendrai ensuite l ' équat ion J = o, j'y ferai x = 1 ,4 , puis x = 1,43 ; 

j 'aurai 

d 'où 

Pu i s 



d'où 

O n c o n c l u t de tout ce q u i p r é c è d e 

D e l ' équat ion F = o , on tire 

et on aura Y', et Y ' 2 en r e m p l a ç a n t , dans cette f o r m u l e , x par 1 , 4 , et y par 

1 , 9 9 ; pu is x par 1 , 4 3 et y par 2 ,0006 . 

D e l ' équat ion 

on tire 

et on a u r a y'1 et y'2 en r e m p l a ç a n t d a n s cet te dern ière f o r m u l e x par 1 , 4 

et y par 1 , 7 2 8 1 ; puis x par 1 , 4 3 , et y par 1 , 8 1 5 5 . 

O r , si on c h e r c h e les l imites supér ieures et inférieures q u e p e u v e n t 

p r e n d r e ces d e u x formules q u a n d on y fait varier x de 1 , 4 à 1 , 4 3 , et y de 

1 ,7 à 2 ,0007 , o n t r o u v e r a : 

Q u e les d e u x l imites de Y ' sont pos i t i ve s ; 

Q u e les d e u x l imites de y' sont pos i t i ve s ; 

Q u e la l imite supér i eure de Y ' est m o i n d r e q u e la l imite infér ieure de y ' . 

D o n c y' — Y ' ne c h a n g e pas de s igne d a n s l ' interval le x = 1 , 4 , x = 1 , 4 3 , 

et y = 1 , 7 , y = 2 ,0 . 

D o n c l 'équat ion y - Y = 0 n'a po int de rac ines entre x = 1 , 4 et x = 1 , 4 3 ; 

d o n c les d e u x é q u a t i o n s f = o et F = o n 'ont po in t d e so lut ions dans l ' i n 

terva l le q u e n o u s c o n s i d é r o n s . 

5 3 . Recherche des solutions comprises dans l'intervalle x = 1 , 5 , x = 1 , 6 , 
et y = 1,8, y = 2 ,0 . — Si d a n s l ' équat ion F = o on fait a l t erna t ivement 
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x = 1 , 5 et x = 1 ,6 , on t r o u v e 

é q u a t i o n s q u i n ont a u c u n e rac ine entre y = 1 , 0 et y = 2 , 0 . 

Si on fait , d a n s la m ê m e é q u a t i o n F = o , a l t ernat ivement y = 1,8 et 

y = 2,0, on t rouve 

é q u a t i o n s q u i n'ont a u c u n e racine entre x = 1,5 et x = 1 ,6 . 

L a c o u r b e F = o ne traverse d o n c pas l ' interval le q u e nous c o n s i d é r o n s ; 

cet interval le ne cont i en t d o n c a u c u n e s o l u t i o n . 

5 4 . Recherche des solutions comprises dans l'intervalle x = 1 , 5 , x= 1 , 6 , 
et y = 2 , y = 2 , 1 . — E n faisant succes s ivement , d a n s F = 0, ,r = 1 , 5 , 

x = 1 ,6 , on a 

L a première a u n e rac ine Y1 c o m p r i s e entre y = 2 ,01 et y = 2,02. La 

s econde a u n e rac ine Y 2 c o m p r i s e entre y = 2 , 0 2 4 5 et y = 2 , 0 2 4 6 . 

En faisant , d a n s f = o , x = 1 ,5 et x = 1 , 6 , on t r o u v e 

L a p r e m i è r e a u n e rac ine y1 c o m p r i s e entre 1 ,89 et 1 ,90 . 

L a s e c o n d e a u n e rac ine y2 c o m p r i s e entre 2 ,04 et 2 , o 5 . 

D o n c 

O n a d'ai l leurs : 

l imite supér ieure d e 

l imite inférieure de 

l imite supér ieure d e 

l imite inférieure d e 



Ains i , la l imite inférieure de y ' est p lus g r a n d e q u e la l imite supér ieure 

de Y ' ; d o n c y' — Y ' reste posit i f q u a n d x varie de x = 1,5 à x = 1 , 6 , et 

y depu i s y = 2 j u s q u ' à y = 2 , 1 ; et l ' équat ion y ' — Y = o a u n e rac ine et 

u n e seule entre ces va leurs de x et de y . 

D o n c les d e u x é q u a t i o n s proposées o n t u n e so lut ion compr i se entre 

x = 1 , 5 , x = 1 , 6 , et y = 2 , y = 2 , 1 . 

Et ainsi de suite. 

O n voit c o m m e n t on t rouvera les autres so lut ions des d e u x é q u a t i o n s 

proposées . Je passe à d 'autres e x e m p l e s . 

D E U X I E M E E X E M P L E . 

55. Je prends les d e u x équat ions 

En prenant p o u r l imites de x , x = 0 et x=1, et p o u r ce l les de y , 

y = 0 et y = 1, on t rouve qu' i l p e u t y avo ir une so lut ion d a n s l ' in ter 

val le x = o et x = 1 , et y = o , y = 1 . 

En faisant croî tre ensui te x par degrés é g a u x à o , 1 d e p u i s zéro j u s q u ' à 1 , 

on t r o u v e qu' i l p e u t aussi y avo ir u n e so lut ion d a n s l ' interval le x = 0,8, 

x = 0 , 9 et y = o, y = 1. 

Fa i sant croî tre ensui te x par degrés é g a u x à 0,01 d e p u i s x = 0,8 j u s 

q u ' à x = 0 , 9 , on t rouvera qu'i l peut y avo ir u n e so lut ion dans l ' interval le 

x = 0 ,86 , x = 0 ,87 , et y = o , y = 1. 
R e m p l a ç a n t m a i n t e n a n t x par 0 ,86 d a n s f = o , n o u s aurons 

Cet te équat ion a d e u x rac ines réel les, car le premier m e m b r e est positif 

p o u r y = o et p o u r y = 1, et négat i f p o u r y = o , 5 . Si on cherche la r a 

c ine compri se entre o , 5 et 1, on la t rouve égale à y1 = 0 , 8 7 1 7 3 2 8 2 . . . . 

E x a m i n o n s la fonct ion d e x dé terminée p a r f = o, e t q u i d e v i e n t égale 

à y1 q u a n d x = 0 ,86 ( fonct ion q u e je dés igne par y), et c h e r c h o n s la 

v a l e u r qu 'e l l e prend q u a n d x = 0 ,87 . O n a u r a , d'après la f o r m u l e de 

T a y l o r , 

8. . 



en d é s i g n a n t par h l 'accro issement 0 , 0 1 , et par y ' 1 , y"1, y1 les va leurs 

q u e prennent les dér ivées de la fonc t ion y , q u a n d on y fait x = 0 ,86 . 

C o m m e 

en met tant dans cette formule 0 ,86 en p l a c e d e x , et 0 , 8 7 1 7 3 2 8 en p lace 

de y , on aura 

D e m ê m e , c o m m e on a 

en met tant d a n s cette formule 0 ,86 en p l a c e de x , et 0 , 8 7 1 1 3 2 8 en p lace 

de y , et = 0 , 8 9 7 1 4 en p l a c e de y ' , on aura 

E n f i n , c o m m e 

en faisant dans cet te f o r m u l e x = 0 ,86 , y = 0 , 8 7 1 7 3 , y' = — 0 , 8 9 7 1 4 et 

y" = — 1 5 , 7 9 0 5 , on aura 

et ainsi de suite . 

A i n s i , 

d'où 

et 



Enf in , rectif ions cette v a l e u r a u m o y e n d e l ' équat ion 

qui p r o v i e n t de f = o d a n s l a q u e l l e on a r e m p l a c é x p a r 0 ,87 ; on aura 

on t r o u v e r a ensui te fac i l ement 

Je prends m a i n t e n a n t l ' équat ion 

q u i d e v i e n t , par suite de la subst i tut ion de 0 ,86 en p lace de x , 

Cet te dernière a d e u x rac ines c o m p r i s e s entre 0 et 1, car son premier 

n o m b r e (si o n le d é v e l o p p e et q u ' o n l ' o r d o n n e par r a p p o r t a u x puissances 

décro issantes d e y) a d e u x v a r i a t i o n s , et il est posi t i f q u a n d y = o et y = 1, 

et négat i f p o u r y = 0 , 6 . L a p l u s g r a n d e Y , de ces d e u x racines a p o u r 

v a l e u r 

Y , = 0 , 8 7 1 9 2 7 5 9 . 

J'appel le Y la fonc t ion d e x q u i , satisfaisant à F = o , dev ient éga le a 

Y1 = 0 , 8 7 1 9 q u a n d x = 0 ,86 ; la v a l e u r q u e p r e n d ce t te fonct ion q u a n d 

x = 0 ,87 est d o n n é e p a r la f o r m u l e 

dans laque l l e h représente 0 , 0 1 , et Y 1 , Y'1, Y " , . . . , les va leurs q u e prennent 

Y et ses dérivées q u a n d on fait x = 0 ,86 . O r , p o u r x = 0 ,86 et 

y = 0 , 8 7 1 9 . . . , on t rouvera q u e 



devient 

q u e 

dev ient 

et 

devient 

Ains i 

et 

En rectif iant cette v a l e u r de Y 2 au m o y e n de l ' équat ion 

qu i résulte de la subs t i tu t ion d e 0 ,87 en p lace de x d a n s F = o, on t r o u v e r a 

Y 2 = 0 , 8 6 1 9 9 5 3 4 . . . ; 

on aura ensui te , au m o y e n des formules qu i n o u s o n t servi à c a l c u l e r Y'1, 



C o n s i d é r o n s m a i n t e n a n t la fonct ion Y — y , et ses dér ivées Y ' — y', 

Y" — y",..., nous a u r o n s , p o u r 

D'ai l leurs , la l imite inférieure des v a l e u r s q u e p e u t p r e n d r e Y" — y", 

q u a n d x varie de 0 ,86 j u s q u ' à 0 , 8 7 , est p o s i t i v e ; d o n c cet te fonc t ion ne 

c h a n g e pas de s igne entre ces d e u x v a l e u r s de x. P a r c o n s é q u e n t , les suites 

de s ignes 

font voir q u e l ' équat ion Y — y p e u t a v o i r entre x = 0 , 86 et x = 0 ,87 ou 

d e u x racines réel les et inéga le s , ou d e u x racines réel les et éga les , ou a u c u n e 

rac ine . M a i s 

et 

D o n c , les d e u x rapport s 

sont c o m p r i s entre 

D 'a i l l eurs , la va leur x = 0,86 d e la rac ine d e l ' équat ion Y ' — y' = 0 est 

assez a p p r o c h é e p o u r q u ' o n puisse e m p l o y e r la m é t h o d e de N e w t o n au 

c a l c u l de cet te rac ine , car 

d o n c 

Par suite , on a k = — 1, et c o m m e n = 2 , on a b ien n > — k. 



D o n c l 'équat ion Y — y = o a u n e rac ine d o u b l e c o m p r i s e entre 0 ,86 

et 0 ,87 ; 

Et par suite, les d e u x é q u a t i o n s proposées ont u n e so lut ion d o u b l e entre 

x = 0 ,86 , x = 0 ,87 et y = 0 , 8 7 1 7 , y = 8 6 1 8 . 

TROISIÈME E X E M P L E . 

56. L o r s q u ' o n peut d i scuter fac i l ement les c o u r b e s représentées par les 

d e u x équat ions proposées , les ca l cu l s m a r c h e n t p lus r a p i d e m e n t e n c o r e ; 

p o u r le faire vo ir , j e résoudrai e n c o r e les d e u x é q u a t i o n s su ivantes : 

et je c h erchera i d ' a b o r d les so lut ions posi t ives , je v e u x dire les va leurs p o 

sitives de x et de y qu i satisfont À ces d e u x é q u a t i o n s . 

Ce la rev ient À dé terminer les po ints de r e n c o n t r e des d e u x c o u r b e s (f) 

et ( F ) qu i se t rouvent dans l 'angle Y O X , en les s u p p o s a n t rapportées à un 

m ê m e sys tème d'axes de c o o r d o n n é e s r e c t a n g u l a i r e s . 

L a c o u r b e f a d e u x a s y m p t o t e s paral lè les à l 'axe des y, et q u ' o n obt i ent 

en éga lant à zéro le coeff icient d e y 4 , 

C e s d e u x a s y m p t o t e s sont d o n n é e s par les d e u x équat ions 



et elles sont situées de part et d 'autre de O Y à des d i s tances de l 'origine 

égales à y / — ^ — - • Soient A A ' et BB' ces d e u x a s y m p t o t e s . 

O n voi t q u e si on d o n n e à x des va leurs m o i n d r e s q u e y / — ' tous 

les t enues de f seront négat i fs , et qu'a ins i à ces va leurs de x ne p e u t ré

p o n d r e a u c u n e va leur posit ive de y , et q u e la c o u r b e n'a a u c u n p o i n t dans 

l ' espace YOa A . 

L ' é q u a t i o n f peut se mettre sous la forme 

x4y4 — (4 - x2)(y+x)4 = 0, 

et l'on voit alors q u e si on d o n n e à x u n e v a l e u r supér ieure à 2 ou infé

rieure a — 2, les d e u x produ i t s ,x 4 y ' 4 et — (4 — x2) (y + x)4 sont positifs 

p o u r toute va leur réel le d o n n é e à y, et q u e par c o n s é q u e n t si on p r e n d 

Om = 0 n = 2 , et q u e par les points m et n on mène les perpend icu la i re s à 

l 'axe des x , M M ' et N N ' , la c o u r b e n'aura a u c u n point à droi te d e M M ' ni 

à g a u c h e de N N ' . 

M a i s si on d o n n e à x une v a l e u r c o m p r i s e en y / ^ ~ ~ — - e t 2 > le premier 

terme x4 y4 sera positif, tandis q u e — (4 — x2) (y + x)4 sera négatif; 

d o n c , à c h a c u n e de ces va leurs de x r é p o n d une v a l e u r positive de y et une 

seule . D 'a i l l eurs , p o u r x = 2, y = 0, et p o u r x = \^^—~— » Y e s t infi

n ie; d o n c la c o u r b e f a dans l 'angle Y O X u n e b r a n c h e et une seule, et cette 

b r a n c h e est tout entière dans l 'espace rec tangu la i re infini A am M . E l l e part 

de l'infini, se r a p p r o c h e de l 'axe des x à mesure que x a u g m e n t e , et vient 

enfin rencontrer cet axe au point m, q u a n d x = 2. 

L a seconde c o u r b e F a aussi une seule b r a n c h e d a n s l 'angle Y O X , car le 

premier m e m b r e de l ' équat ion F = o n 'ayant q u ' u n e var iat ion q u a n d on 

d o n n e à x une va leur pos i t ive , à c h a c u n e de ces va leurs de x r é p o n d une 

v a l e u r pos i t ive de y et u n e seule . P o u r x = o on a y = o , p o u r x = ce 

on a y = ce ; cette b r a n c h e c o m m e n c e d o n c à l 'or ig ine et s'étend indéf in i 

ment à droite de l 'axe O Y et au-dessus de l 'axe O X . 

D é s i g n o n s maintenant par y 1 o r d o n n é e de la c o u r b e et par Y l'or

d o n n é e de la c o u r b e F . 
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tandis q u e Y prend une v a l e u r finie; p o u r x = a, Y prend aussi une va leur 

finie et non n u l l e , tandis q u e y = o. D o n c : 

P o u r 

P o u r x = 2 , 

et en r e m p l a ç a n t par 

Le n o m b r e des points de r e n c o n t r e entre \ / ^ — ^ — - e * 2 est d o n c impa ir . 

Je prends les dér ivées de f par rappor t à x et par rappor t à y ; j'ai 

df df . . . r . 
d'ou nous v o y o n s q u e — et — seront t o u j o u r s positifs pour tout po int de 

la b r a n c h e de f q u e nous c o n s i d é r o n s , et qu'a ins i y ' est t o u j o u r s né

gatif. 

Je prends les dér ivées de F par rappor t à y et par r a p p o r t à x . J'ai 

d'où 

et je vais c h e r c h e r la l imite inférieure et la l imite supér ieure de Y ' , q u a n d x 

varie de — ' à 2. 



A u lieu de — - e t 2 i on p o u r r a p r e n d r e 1 ,2 et 2 p o u r les l imites 

de x ; et c o m m e , en r e m p l a ç a n t x par 1 ,2 dans F = o , on a u n e é q u a t i o n 

d o n t la racine est s upér i eure à 1 , 3 , et qu'eu r e m p l a ç a n t x par 2 d a n s F = o 

on a une é q u a t i o n 

d o n t la racine est inférieure à 2 , on p o u r r a p r e n d r e pour les l imites de y 

1 , 3 et 2 . 

D'après ce la , la l imite inférieure de [\y%
 -t- ?>xy2

 — 2a; 2 est pos i t ive , la 

l imite supér ieure de y*— ~\XJ"— 3>^'2 e s t négat ive . D o n c la l imite infé-

rieure Y' est posit ive . 

D o n c , y' — Y' restera négat i f et ne c h a n g e r a pas de s igne depuis 

x — \/^~~^—-jusqu'à x = 2. D o n c il n'y a q u ' u n p o i n t de rencontre d a n s 

l 'angle Y O X , o u , en d'autres termes , les d e u x é q u a t i o n s proposées n'ont 

q u ' u n e so lut ion c o m p o s é e d 'une va leur posi t ive de x et d 'une v a l e u r 

pos i t ive de y . 

57. P o u r avoir les so lut ions c o m p o s é e s d 'une va leur néga t ive de x et 

d 'une va leur posi t ive de y , on c h a n g e r a x en — x dans les d e u x équat ions 

proposées , qu i d e v i e n n e n t par là 

(F) 

Soit a u n e va leur de x c o m p r i s e entre o et 2, l ' équat ion (f) dev i endra 

Je prends d 'abord le radica l a v e c le s igne + et j ' a i 

9. 



y d e v a n t être pos i t ive , il faut q u e le d é n o m i n a t e u r soit négatif, on 

Il faut, d o n c q u e a soit c o m p r i s entre o et on do i t e n c o r e 

r e m a r q u e r q u e d a n s ce cas y est t o u j o u r s p lus g r a n d q u e a. 

Je prends le radical avec le s igne — , j 'aura i 

et les va leurs de y t oujours posi t ives seront moindres q u e a. 

Je vois q u ' à c h a q u e v a l e u r d e x m o i n d r e q u e + y — ~ — - répondent 

d e u x valeurs pos i t ives de y et d e u x s e u l e m e n t , tandis q u ' à c h a q u e valeur 

de x c o m p r i s e entre + \ / ^ ~ ~ — ~ e t 2 > r é p o n d u n e va leur de y et une 

seule . 

Si d o n c je p r e n d s à g a u c h e du point O la l o n g u e u r On = \/^~~—' ' e l 

q u e par le po int N j e m è n e N N ' paral lè le à O Y , la c o u r b e a u r a d e u x bran

c h e s situées d a n s l 'espace Y O & B ; p o u r l 'une de ces b r a n c h e s , q u e j 'appel le 

la b r a n c h e inférieure, on a tou jours y < x , tandis q u e p o u r l 'autre , que 

j ' appe l l e la b r a n c h e supér ieure , y est p lus g r a n d q u e x . L a c o u r b e a encore 

u n e b r a n c h e et u n e seule d a n s l 'espace BbnlS, q u i est la c o n t i n u a t i o n de Is 

b r a n c h e inférieure située dans Y O b B , et p o u r laque l l e on a y < x . Elle 

n'a a u c u n po int d a n s l 'angle N n X ' . 

L a c o u r b e F a aussi d e u x b r a n c h e s dans l 'angle Y O X ' , car si, dans l'é

q u a t i o n 

on suppose x = a : 

L e premier m e m b r e est positif q u a n d y = o ; 

L e premier m e m b r e est négat i f q u a n d y = a/2, et q u a n d y = a; 

L e premier m e m b r e est posit if q u a n d y = oo . 



A c h a q u e v a l e u r de x r é p o n d e n t d e u x va leurs posit ives de y , et d e u x seu

l e m e n t , parce q u e le premier m e m b r e de F n'a q u e d e u x var iat ions . 

P o u r u n e de ces b r a n c h e s , l ' o r d o n n é e est t ou jours p lus g r a n d e q u e l ' a b 

scisse. Je l 'appel lerai la branche supérieure ; p o u r l 'autre b r a n c h e , q u e 

j ' appe l l era i la branche inférieure, l ' ordonnée est p lus pet i te q u e la moit ié 

de l 'abscisse. 

58. Recherche du point de rencontre de la branche inférieure de f et de 
la branche inférieure de F . — P o u r x — o , les d e u x b r a n c h e s de f font 

a v e c l 'axe des x un a n g l e de 45 d e g r é s ; c a r , en d iv i sant par x4 l ' équat ion 

ou 

on a 

et la l imite d u rapport y/x, q u a n d x = o, est d o n n é e par 

ou 

P o u r la c o u r b e F , au contra ire , la tangente à la b r a n c h e inférieure fait à 

l 'origine avec l 'axe des x un a n g l e m o i n d r e q u e 45 degrés ; car si l 'on divise 

l 'équat ion F par x 3 , on obt i ent 



d o n c la l imite d u r a p p o r t y/x q u a n d x = o, est d o n n é e par l ' équat ion 

d ' o ù 

Si l'on fait y = x/2 dans le premier m e m b r e de f=0, o n le transforme 

en 

et cette quant i t é est négat ive , nul le ou pos i t ive , su ivant q u e x est inférieure. 

égale ou supér ieure à 

Par c o n s é q u e n t , p o u r tout point de la b r a n c h e intérieure de f c o m p r i s 

dans l 'espace Y O b B , cet te b r a n c h e est c o n s t a m m e n t au-dessus de la b r a n c h e 

inférieure de F : il n'y a d o n c pas de rencontre dans l 'espace Y O b B . 

Mais dans l 'espace B b n N , c o m m e p o u r x = y — l , l ' ordonnée y4 

de f est égale à tandis q u e l ' o r d o n n é e Y1 de F est x/2, d 'où y1 — Y1 > 0, 

et q u e , p o u r x — 2 , l ' ordonnée y2 de f est éga le à zéro , tandis q u e l'or

d o n n é e Y 2 de F est p lus g r a n d e q u e z é r o , on voit qu' i l y a au moins une 

rencontre . Je vais faire voir qu'i l n'y en a q u ' u n e . 

E n effet, si, dans l ' équat ion F = o , on fait y = mx, on a 

d'où 

et , p o u r avoir la b r a n c h e qu i nous o c c u p e , il faudra faire croître m depu i s 

zéro j u s q u ' à 1/2. P o u r m = o , x sera infini, et , p o u r m= 1/2, x sera nui 

O n a auss i 



et l'on voi t q u e la v a l e u r de y a u g m e n t e sans cesse depu i s zéro j u s q u ' à l'in

fini q u a n d m décro î t d e p u i s 1/2 j u s q u ' à zéro . 

En p r e n a n t les dér ivées de x et de y par r a p p o r t à m, on aura 

d ' o ù 

et , c o m m e le n u m é r a t e u r et le d é n o m i n a t e u r restent positifs p o u r toute 

v a l e u r réel le et pos i t ive d o n n é e à m, on voi t q u e , p o u r toute v a l e u r de x 

c o m p r i s e entre \ / - - ~ ~ — ' e t 2 ? ' a quant i t é ~ = - Y ' sera posi t ive . 

P o u r la b r a n c h e de la c o u r b e f d o n n é e par 

on a a u s s i 

et c o m m e de a = j u s q u ' à a — 2 le n o m b r e a2 est p lus g r a n d 

q u e 2, on voi t q u e dy/da = y' est négat i f entre ces l imites. 

D o n c y ' — Y' ne c h a n g e pas de s igne q u a n d x varie entre les l imites 

cons idérées , et , par suite , les d e u x b r a n c h e s inférieures de f et F n'ont 

q u ' u n seul point de rencontre . 

O n cont inuera cette d iscuss ion avec la m ê m e facil i té et l'on t rouvera : 

Q u e la b r a n c h e inférieure de f et la b r a n c h e supér ieure de F ne se r e n 

contrent pas non p l u s ; 



Q u e la b r a n c h e supér i eure de f et la b r a n c h e supér ieure de F ont un 

point d e r e n c o n t r e et n'en ont q u ' u n seul . 

P o u r a v o i r les so lut ions q u i se c o m p o s e n t d ' u n e va leur négat ive de y et 

d 'une v a l e u r pos i t ive de x , on c h a n g e r a y en — r dans les d e u x é q u a t i o n s 

proposées , qu i d e v i e n d r o n t 

( f ) 

(F) 

et i on cherchera les so lut ions posi t ives de ces é q u a t i o n s . 

L a discussion fera voir q u e F a une seule b r a n c h e qu i s'étend d e p u i s 

l 'or ig ine jusqu'à l'infini ; 

Q u e f a deux b r a n c h e s qui se rencontrent à l 'or ig ine , et d o n t l 'une est 

c o n s t a m m e n t au -des sous de l 'autre; 

Q u e la b r a n c h e de F ne rencontre pas la b r a n c h e inférieure de f, mais 

rencontre la b r a n c h e supér ieure en un seul po in t . 

Il n'y a pas lieu de c h e r c h e r les so lut ions c o m p o s é e s d 'une va leur n é g a 

tive de x et d 'une v a l e u r négat ive de y, parce q u e la c o u r b e F n'a a u c u n 

po int d a n s l 'angle Y ' O X ' . 

59. Remarque. — O n se sert q u e l q u e f o i s d e d e u x c o u r b e s tracées g r o s 

s ièrement p o u r dé terminer le n o m b r e des racines d 'une é q u a t i o n . L e s c o n 

s é q u e n c e s q u e l'on dédu i t de ces cons truc t ions n'ont rien de r i g o u r e u x ; 

mais , au m o y e n de la m é t h o d e exposée dans la s e c o n d e par t i e , on peut 

rectifier ce q u e le tracé g r a p h i q u e a laissé d' incertain et rendre toute leur 

r igueur à ces c o n s é q u e n c e s . 

Ains i , p o u r résoudre l 'équation 

x — tang x = o , 

on p o u r r a regarder ses racines c o m m e d o n n é e s par les abscisses des po in t s 

d' intersect ion des d e u x c o u r b e s 

d o n t l 'une est u n e l igne dro i te et l 'autre une l igue t a n g e n t o ï d e . 

D e m ê m e , au lieu de l ' équat ion 



on p e u t cons idérer les deux su ivantes : 

d o n t l 'une représente u n e p a r a b o l e c u b i q u e et l 'autre u n e h y p e r b o l e , 

O n rencontre d a n s la théor ie des v i b r a t i o n s d 'une sphère é las t ique l 'équa

tion su ivante : 

o u 

O n p e u t la r e m p l a c e r p a r les d e u x su ivantes : 

d o n t T u n e représente u n e h y p e r b o l e et l 'autre u n e t a n g e n t o ï d e . 

QUATRIEME PARTIE. 

EXTENSION DE LA MÉTHODE PRÉCÉDENTE A DES ÉQUATIONS AYANT PLUS 

DE DEUX INCONNUES. 

I. — Équations à trois inconnues. 

60. So ient les trois é q u a t i o n s 

Il s'agit de t r o u v e r les so lut ions compr i se s entre d e u x va leurs d o n n é e s de x, 

d e u x v a l e u r s d o n n é e s de y , et d e u x va leurs d o n n é e s de z. 

O n e m p l o i e r a d ' a b o r d la m é t h o d e de M . Sarrus , et on subdiv i sera le 

sys tème de l imites d o n n é e s en p lus ieurs autres s y s t è m e s de l imites plus 

10 



r a p p r o c h é e s , d o n t les unes ne c o n t i e n d r o n t pas de so lu t ions , et d o n t les 

autres p o u r r o n t en conten i r une o u p lus ieurs . C'est un d e ces derniers q u e 

je m'en vais e x a m i n e r . 

Soient z , Z et Ç des fonct ions de x et de y , dé t erminées par les é q u a t i o n s 

f = o, F = 0, 155 = 0 ; x 0 et x t , y 0 et y 1 , z0 et z1 les va leurs inférieures et 

supérieures de x , de y et de z. Si x 0 + h et y 0 + k sont des va leurs de x et 

d e y q u i appar t i ennent à une s o l u t i o n , on pourra écrire : 

L e s nota t ions 

étant les représentat ions s y m b o l i q u e s des p o l y n ô m e s 

d a n s lesquels on a r e m p l a c é x et y par et 

L e s quant i tés sont d o n n é e s , c o m m e on le sait, 

par les formules 



. , dZ dZ d'Z dC, dC d'Ç, i r i i i 
et les quant i tés —- •> —-•> ••••> —•> •> ••••> par des formules s e m b l a -

dx dy dx' dx dy dx- 1 

b l e s . 

Q u a n t aux restes p1, p 2 , p 8 , ce sont les quant i tés 

dans lesquel les on a remplacé x et y p a r x0 -+- ô h et y0 -+- ô' h ; 5 et 5' étant 

des n o m b r e s positifs c o m p r i s entre 0 et i . 

O n voit q u e p1, p2, p3 sont des fonct ions de h et de k, et q u e si J^» ^7 

^ d2f d2f df dF dF dF d'F dx dy d'F dy dj dj 

dz' dx-' dx dy' dx dz ' dx ' dy* dz ' dx1 ' c / 'F ' dx dz' ' dx' dy dz 

d'à 

^ ~ 7 > " - restent finies et cont inues pour les v a l e u r s des var iables compri ses 

entre x0 et x { , j 0 et j \ , ces fonc t ions s 'annulent p o u r A = o et k = o , et 

d e v i e n n e n t inf in iment pet i tes en m ê m e t e m p s q u e h et k. 

O r , p o u r q u e x0-+-h, j0-\-k et z cons t i tuent u n e so lu t ion de f = o, 
F = o , <p = o , il est nécessaire et suffisant q u e 

(1) 
( 2 ) 

on aura ainsi d e u x é q u a t i o n s à d e u x i n c o n n u e s , q u i p o u r r o n t servir à d é 

terminer h et k. 

6 1 . P o u r résoudre ces d e u x é q u a t i o n s , je suppr imera i les restes p 1 , p2 

et p 3 , et je les réduirai à 

(3 ) 

(4) 

et je c h e r c h e r a i les va leurs de h et k q u i satisfont à ces é q u a t i o n s (3) et ( 4 ) , 

et q u i sont c o m p r i s e s entre h — o et h = x, — x0 = h,, et entre k = o et 

Je ferai h — o dans ( 3 ) : il en résultera une é q u a t i o n à une i n c o n n u e 
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(o, k) = o. Soit x u n e des racines de cet te é q u a t i o n c o m p r i s e entre o et k, 

et x, et x 2 d e u x n o m b r e s t r è s - r a p p r o c b é s qu i c o m p r e n n e n t ce t te rac ine , 

en sorte q u e x1 < x < x 2 . 

Je c h e rchera i ensuite les l imites supér ieure et infér ieure q u e p e u t pren

dre pt — p3= M , lorsque h = o et q u e k varie depu i s x, j u s q u ' à x 2 , et 6' 

depui s o j u s q u ' à i . Et si ces l imites sont très-pet i tes et p e u v e n t être n é g l i 

gées d e v a n t la s o m m e des termes d u p o l y n ô m e (z — p1) — (Ç — p 8 ) , x, sera 

aussi u n e rac ine a p p r o c h é e de l ' équat ion en k q u ' o n obt i ent en faisant 

h = o dans z — Ç = o. 

La dér ivée de cette rac ine sera d o n n é e par l ' équat ion 

(5) 

mais on p o u r r a l 'obten ir e n c o r e , a p p r o x i m a t i v e m e n t d u m o i n s , au m o y e n 

de 

o u 

(6) 

car la fonc t ion « ( est finie et c o n t i n u e p o u r toutes les va leurs de h, de k et 

de d'k q u i sont compri ses entre o et h,, x t et x 2 ou i ; de p l u s , el le reste 

t ou jours très-petite, l o r s q u e a v a r i e d e p u i s o j u s q u ' à h, et k depu i s x ( j u s 

q u ' à x 2 , et 6' d e p u i s o jusqu'à i D o n c du>, est une q u a n t i t é très -pet i te p a r 

rappor t à &>,, et ainsi q u e ^ ~ sont des q u a n t i t é s d u m ê m e ordre q u e w, 

et p e u v e n t être négl igées . 

Il en résul te d o n c q u e les q u a n t i t é s 

diffèrent p e u l 'une de l 'autre , et qu ' i l en est de m ê m e d e 

D o n c la v a l e u r a p p r o c h é e d e x' 1 , q u ' o n o b t i e n t en faisant d a n s (6) 



h = o et k = x1, est aussi u n e v a l e u r a p p r o c h é e de la dér ivée x'1 q u ' o n o b 

t iendrai t en faisant aussi h = o et k = x, d a n s ( 5 ) . 

C e s détai ls suffisent p o u r faire vo ir c o m m e n t on pourra aussi c a l c u l e r 

a p p r o x i m a t i v e m e n t x 1 , x 1 , 

O n verra i t e n c o r e q u e si d a n s la m ê m e é q u a t i o n ( 3 ) on fait h = h1, et 

q u ' o n dés igne p a r x 3 la v a l e u r q u e prend p o u r h = h1 la fonc t ion k de h 

q u i se rédui t à x q u a n d h = o , on pourra ca l cu l er a p p r o x i m a t i v e m e n t et x 3 

et ses dér ivées x' 3 , x" 3 , . . ; et q u ' o n o b t i e n d r a en m ê m e temps les valeurs 

a p p r o c h é e s q u e p r e n n e n t , q u a n d h = h1, la f onc t ion k de h et ses dérivées 

d o n n é e par l ' équat ion ( 1 ) . 

E n f i n , on v o i t q u e si on dés igne par K u n e fonc t ion de h q u i satisfait à 

l ' équat ion ( 2 ) , et q u i se rédui t à K, l o r s q u ' o n fait h = 0 (K1 é tant c o m p r i s 

entre o et k1), on p o u r r a au m o y e n de l ' équat ion (4) o b t e n i r des va leurs 

a p p r o c h é e s de K1 et de ses dér ivées , et q u e K 3 é tant la v a l e u r q u e p r e n d 

ce t te m ê m e fonc t ion K q u a n d h = h1, o n p o u r r a o b t e n i r au m o y e n de la 

m ê m e é q u a t i o n (4) les va leurs de K 3 et de ses dér ivée s . 

A l o r s , conna i s sant les différences 

on p o u r r a r e c o n n a î t r e a u m o y e n des t h é o r è m e s e x p o s é s d a n s la première 

Part ie , et d o n t nous a v o n s fait si s o u v e n t u s a g e , c o m b i e n les é q u a t i o n s 

z — Ç = o et Z — Ç = o 

ont de so lut ions entre o et h, et o et k. 

62. Si les l imites supér ieure et inférieure d e m, ne p e u v e n t pas être 

nég l igées , il faudra r a p p r o c h e r les l imi tes , o u , ce q u i sera nécessaire p lus 

s o u v e n t e n c o r e , p r e n d r e un plus g r a n d n o m b r e de termes dans les d é v e l o p 

p e m e n t s de z, Z et Ç. 

63. Q u a n d on aura séparé les so lut ions des é q u a t i o n s proposées , on 

p o u r r a a p p r o c h e r i n d é f i n i m e n t des v a l e u r s d e x , y , z , qu i c o m p o s e n t u n e 

so lu t ion , au m o y e n d 'une ex tens ion c o n n u e d e la m é t h o d e de N e w t o n . 

64. Si on avai t q u a t r e é q u a t i o n s entre les trois i n c o n n u e s x , y , z, 



on résoudrai t d ' a b o r d le sys tème formé p a r les trois premières , F ( = o , 

F 2 = o , F 8 = o ; p o u r ce la on dé terminera i t , c o m m e il a été e x p l i q u é tout 

à l 'heure , u n e v a l e u r de x = x 0 + h et u n e v a l e u r de γ = y 0 -t- k, q u i 

entrent dans u n e s o l u t i o n , au m o y e n d ' é q u a t i o n s s e m b l a b l e s à cel les q u i 

ont été dés ignées par (i) et p a r (2 ) au n° 6 0 , puis on déterminera i t la t r o i 

sième i n c o n n u e au m o y e n d 'une des trois séries q u i d o n n e n t z o u Z ou ζ. 

C e l a posé , nous r e m a r q u e r o n s q u e γ et z sont des fonc t ions de x , 

y •= φχ, z = ψ χ , déterminées par les é q u a t i o n s 

et q u e , si l'on r e m p l a c e y et z par ψχ et tyx d a n s F s et d a n s F 4 , on obtien

dra d e u x é q u a t i o n s en x , 

q u i devront avo ir u n e rac ine c o m m u n e compr i se entre x 0 et x { , si les q u a t r e 

é q u a t i o n s proposées o n t une so lut ion c o m m u n e entre les l imites x 0 et x h , 

y0 e t y t , e t z 0 et zt. 
D o n c l 'équat ion 

doit avo ir u n e rac ine d o u b l e entre x 0 et x t . 

O n aura beso in , p o u r reconna î tre l 'existence de cette rac ine d o u b l e , 

d ' e m p l o y e r les quant i tés 

O n p o u r r a les ob ten ir ainsi qu' i l 

suit : 

et étant les d e u x l imites de et étant les va leurs de k cor 

respondantes à h0 et Λ<, et d o n n é e s par les équat ions (1) et (2 ) , on aura 

et et et seront les va leurs 

de et et de et de 

Les va leurs de z, tirées de et qu i r é p o n d e n t à 

et à d o n n e r o n t et les va leurs de et 

tirées des m ê m e s é q u a t i o n s , et q u i r é p o n d e n t à puis a 

et seront les va l eurs de et de 

6 o . C e p r o b l è m e , q u i vient de n o u s o c c u p e r d a n s le n u m é r o p r é c é d e n t , 



est celui qu' i l faudrait ré soudre p o u r c h e r c h e r les po ints d' intersection ou 

les po ints de c o n t a c t de d e u x c o u r b e s à d o u b l e c o u r b u r e . 

L a r e c h e r c h e des points m u l t i p l e s par intersect ion ou par c o n t a c t d 'une 

c o u r b e à d o u b l e c o u r b u r e est e n c o r e un p r o b l è m e d u m ê m e genre et qu i 

se résoudrai t d'après les m ê m e s p r i n c i p e s , mais sur l eque l il est inut i le 

d'insister d a v a n t a g e , après les détai ls q u i ont été d o n n é s dans ce q u i 

p r é c è d e . 

IL — Résolution d'un nombre quelconque d'équations 

à plusieurs inconnues. 

66. So ient M = 0, N = 0, P = 0, Q = 0 , . . . , n é q u a t i o n s à n i n c o n 

n u e s , x , Y, z,..., w . Il s'agit de dé terminer les so lut ions c o m p r i s e s entre 

d e u x va leurs d o n n é e s de x , d e u x v a l e u r s d o n n é e s de y , . . . , d e u x va leurs 

d o n n é e s de w. O n resserrera d ' a b o r d les l imites d'après la m é t h o d e de 

M . Sarrus , et , q u a n d elles seront suf f i samment r a p p r o c h é e s , on p o u r r a 

écr i re , en a p p e l a n t w , „ , wn, wp, wq, les fonc t ions de x , y,..., v déter

minées i so l ément par M — o, "N = o , P = o , Q = o , . . . , 

O n p o u r r a m ê m e s u p p r i m e r les restes p,, p2, p3, • •., si les l imites des in

c o n n u e s sont suf f i samment r a p p r o c h é e s . 

E n é g a l a n t ensui te les v a l e u r s de wm à c h a c u n e des su ivantes , on a u r a 

un sys t ème d e n — 1 é q u a t i o n s à n — 1 i n c o n n u e s , q u i d é t e r m i n e r o n t 

i, h,.... 
O n passera de la m ê m e m a n i è r e , de ce sy s t ème de n — 1 é q u a t i o n s à 

n — 1 i n c o n n u e s , à un autre sys tème d e n — 2 é q u a t i o n s à n — 2 i n c o n n u e s , 

et ainsi de suite. 

Et on arrivera à un sys tème de d e u x é q u a t i o n s à d e u x i n c o n n u e s , q u ' o n 

p o u r r a résoudre 

A p r è s q u o i o n c a l c u l e r a d e p r o c h e en p r o c h e les va l eurs des autres in

c o n n u e s . 



C e s ca lcu l s seront assez s imples , parce q u ' o r d i n a i r e m e n t , d a n s les d é v e 

l o p p e m e n t s de wm, wn,. . . , on p o u r r a s'arrêter a u x termes d u premier ou 

d u second d e g r é ; et le travai l d e v i e n d r a a lors s e m b l a b l e à ce lu i d e la réso

lu t ion d 'un n o m b r e d o n n é d 'équat ions d u premier degré à un m ê m e n o m b r e 

d ' i n c o n n u e s . 

67. A d m e t t o n s q u e les l imites des i n c o n n u e s soient assez r a p p r o c h é e s , 

et q u e , d a n s les d é v e l o p p e m e n t s de wm, wn,..., on puisse nég l i ger les termes 

en s econde d i m e n s i o n de i, h, k,... ; alors x0 et x1, y0 et y1,..., w0 et w1 
étant les l imites des i n c o n n u e s ; M 0 , N 0 , P 0 , Q 0 , . . . les va l eurs q u e p r e n n e n t 

les premiers m e m b r e s des é q u a t i o n s M = o, N = o , P = o , Q = o , . . . , 

l or squ 'on y r e m p l a c e x , r, z , . . . par x 0 , y 0 , z 0 , . . . ; et x Q - i, y 0 + h, 

z0 + k,... é tant les va leurs des i n c o n n u e s q u i c o m p o s e n t u n e so lut ion , on 

p o u r r a , a u x équat ions p r o p o s é e s , subst i tuer les su ivantes : 

E t si toutes ces é q u a t i o n s sont dist inctes , et si a u c u n e n'est i n c o m p a t i b l e 

a v e c les autres , on p o u r r a , par les p r o c é d é s de l ' A l g è b r e é l émenta ire , o b t e 

nir d e u x équat ions en i et h, telles q u e 

D e ces d e u x é q u a t i o n s on tirera (h é tant la fonct ion de i d é t e r m i n é e par 

la p r e m i è r e , et H la fonct ion de i d é t e r m i n é e par la s e c o n d e ) 

et on vo i t qu ' i l y a une v a l e u r I de i q u i r end h — H = o et une seule ; 

d o n c i0 et i1 é tant d e u x n o m b r e s l 'un inférieur et l 'autre supér ieur à I , les 

différences h0 — H 0 et h1 — H1 a u r o n t des s ignes contra ires , tandis q u e la 

dér ivée de sera cons tante . 



D o n c il y a d a n s ce cas u n e so lut ion et u n e seule des d e u x équat ions 

et par suite il y a entre x 0 et x 1 , entre y 0 et y 1 , . . . , entre w 0 et w1, un sys 

tème de va leurs des i n c o n n u e s , x , y , z , . . . , w, et un seu l , q u i satisfait a u x 

é q u a t i o n s proposées . 

Ains i , l or sque , p a r !a m é t h o d e de M . Sarrus , on aura r e c o n n u q u e les 

é q u a t i o n s proposées p e u v e n t a v o i r u n e so lut ion entre d e u x l imites d o n 

nées de x , d e u x l imites d o n n é e s de y,..., si ces l imites des i n c o n n u e s 

sont assez r a p p r o c h é e s p o u r q u ' o n pu i s se , d a n s le d é v e l o p p e m e n t de M , 

N , . . . , su ivant les puissances des différences de ces l imi te s , nég l iger les 

t ermes de l 'ordre des carrés et des puissances supér ieures de ces dif férences , 

ces é q u a t i o n s o n t entre les l imites d o n n é e s u n e so lut ion et une seu le , 

p o u r v u c e p e n d a n t q u e les é q u a t i o n s d u premier d e g r é q u i résu l tent de ces 

d é v e l o p p e m e n t s ne rentrent pas les unes d a n s les a u t r e s , et ne soient pas 

i n c o m p a t i b l e s entre e l les , 

68. O n peut e n c o r e résoudre de la manière su ivante la ques t ion q u e 

j 'a i traitée d a n s cet te thèse . 

J'en ai eu l ' idée q u a n d j 'ava is écrit ce M é m o i r e , et p o u r évi ter des redites , 

je ne ferai q u e l ' indiquer s o m m a i r e m e n t . 

So ient F1 (x, y) = o et F2(x, y) = o d e u x é q u a t i o n s à d e u x i n c o n n u e s . 

So ient aussi x 0 et x 1 , et y 0 et y , des l imites suf f i samment r a p p r o c h é e s des 

i n c o n n u e s x et y . 

A d m e t t o n s q u e F1 ( x 0 , y) = o ait une rac ine réelle c o m p r i s e entre y0 

et y1 et soit cet te r a c i n e . 

A d m e t t o n s aussi q u e F1 (x1, y) = o ait une rac ine réelle c o m p r i s e entre 

y 0 et y1 et soit y1 cet te rac ine , et s u p p o s o n s enfin q u e Y1 satisfasse à la 

série 

[ C e t t e série d'a i l leurs p e u t servir à c a l c u l e r a p p r o x i m a t i v e m e n t Y1, et 

l 'on pourra rectifier ensui te le résul tat o b t e n u , en d é t e r m i n a n t par la 

m é t h o d e d e N e w t o n la rac ine Y1 de F1 (x1, y) = o.] 

O n voi t q u e si on représente par y = qx une fonc t ion rie x q u i satisfasse 

à F,(x, <px) = o et q u i se réduise à Y0 q u a n d x = x 0 , et à Y1 q u a n d 

x = x 1 , la r e c h e r c h e des so lut ions des d e u x é q u a t i o n s proposées , et qu i 
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sont c o m p r i s e s entre les l imites d o n n é e s , se rédu ira à la d é t e r m i n a t i o n des 

racines de 

F 2 (x, ox) = o 

qu i se t r o u v e n t comprises entre x = x 0 et x = x , . 

O n pourra d o n c , au m o y e n des s ignes des quant i t é s 

et à l 'aide des théorèmes d é m o n t r é s dans la première Part ie , dé t erminer le 

n o m b r e de ces racines et les séparer . 

C a r il suffira p o u r cela de conna î tre a p p r o x i m a t i v e m e n t les valeurs de 

et elles sont données par F , [xB, y) = o , F ( (x,, y) — o, 

69. S u p p o s o n s q u ' o n ait trois é q u a t i o n s à trois i n c o n n u e s 

il s'agit de dé terminer les so lut ions compri ses entre des l imites déjà suf

fisamment rapprochées x 0 et x , p o u r l ' i n c o n n u e x , y ( l et j , p o u r l ' i n c o n 

nue y , z0 et z, p o u r l ' inconnue z . 

Je ferai dans les d e u x premières é q u a t io n s x = x 0 , je les transformerai 



en d e u x é q u a t i o n s à d e u x i n c o n n u e s , savoir : 

d o n t je dé terminera i les so lu t ions compr i se s e n t r e y 0 et y , , et entre z 0 et z , . 

A d m e t t o n s q u e ces so lut ions aient été séparées , et q u e 5"0 et % 0 so ient les 

d e u x v a l e u r s d e j r et de z qu i c o m p o s e n t l 'une d'el les . 

D é s i g n o n s aussi par Y = OX et par Z = TYX d e u x fonct ions de X qu i 

satisfont a u x é q u a t i o n s 

et q u i se réduisent à ?T0 et à & 0 q u a n d X = x 0 , on p o u r r a ca lcu ler les va leurs 

des dér ivées de ces d e u x fonc t ions CP'XN et <|/jr„, O"XN et D>"X0,..., qu i 

r é p o n d e n t à x ~ X(L, au m o y e n de 

Je ferai e n c o r e , dans les d e u x premières é q u a t i o n s , X = X,, et soient ?J4 

et les va l eurs q u e prennent OX et <TYX q u a n d X — XT; on pourra c a l 

culer a p p r o x i m a t i v e m e n t S", et 2>< au m o y e n des séries 

et rectifier ces valeurs au m o v e n des é q u a t i o n s 

car , en représentant par Y , et Z, les va leurs a p p r o c h é e s de 3", et on 

p o u r r a faire -7, = Y , -h h et i-, = Z , -+- k, et on dé terminera h et k par les 

é q u a t i o n s d u premier degré 



après q u o i on p o u r r a obten ir CP'x, et ty'XN p u i s y " x , et < j / ' x H , . . . , par des 

p r o c é d é s s e m b l a b l e s à c e u x qui ont d o n n é CP'X0 et ty'x0i pu is O"x0 et 

<b" x 
T ^ 0 , 

O n voit m a i n t e n a n t qu'i l ne s'agit p lus q u e de séparer les rac ines de 

l 'équat ion à u n e i n c o n n u e 

q u i se t rouvent compr i se s entre x0 et x, , et c'est ce q u ' o n p o u r r a faire au 

m o y e n des s ignes de 

parce qu on conna î t les va l eurs et les signet de yx0 et tyx0, de RP'X0 et ty'X0, 

de <P"x0 et ( J / ' x 0 , . . . , de «par, et tyxit de (P'x, et < | / x ( , de (P"xt et ty"xt,.... 
C e p r o c é d é s'étend fac i l ement à q u a t r e é q u a t i o n s à quatre i n c o n n u e s , 

puis à c i n q é q u a t i o n s à c i n q i n c o n n u e s , . . . , et ainsi d e suite . 

Vu et approuvé. 

L e 4 jui l let 1866. 

L e D o y e n d e l a F a c u l t é d e s S c i e n c e s . 

M I L N E E D W A R D S . 

Permis d'imprimer. 

L e 4 jui l let 1866. 

L i V i c e - R e c t e u r d e l ' A c a d é m i e d e P a r i s , 

A . M O U R I E R . 



T H È S E DE M É C A N I Q U E . 

RECHERCHES 
SUR L A 

STABILITÉ DE L'ÉQUILIBRE DES CORPS FLOTTANTS. 

L a p lus a n c i e n n e théor ie de la stabil ité de l ' équi l ibre des c o r p s flottants 

est ce l le d u m é t a c e n t r e . E l l e a été d o n n é e par B o u g u e r vers l 'année i ^ Ô o . 

C o n s i d é r o n s un c o r p s flottant en é q u i l i b r e , et n o m m o n s axe primitif la 

vert icale q u i passe p a r le cen ire de grav i té du c o r p s et ce lu i d u v o l u m e 

de l i q u i d e d é p l a c é . Si le c o r p s est d é r a n g é d e sa pos i t ion d 'équi l ibre par 

une cause q u e l c o n q u e , l 'axe pr inc ipa l se d é p l a c e avec lui et la résul tante de 

la poussée d u l iqu ide v ient le r e n c o n t r e r en un po int q u ' o n appe l l e méta
centre. S u i v a n t q u e ce p o i n t est au -des sus o u a u - d e s s o u s du centre de g r a 

vité d u c o r p s , les forces t endent à ramener le c o r p s à sa pos i t ion pr imi t ive 

ou à l'en é lo igner . L ' é q u i l i b r e est s table dans le premier cas , il est instable 

d a n s le s e c o n d . 

L ' a p p l i c a t i o n d u ca lcu l différentiel et du c a l c u l intégral a u x p r o b l è m e s 

de la M é c a n i q u e avait permis de traiter aussi la ques t ion par l 'ana lyse , et 

l'on avait t r o u v é ainsi les m ê m e s c o n d i t i o n s q u e par la cons idérat ion d u 

métacentre . 

E n i 8 3 a , M . D u h a m e l , d a n s un M é m o i r e lu à l ' A c a d é m i e des Sc iences , a 

fait voir q u e la pos i t ion d u métacentre est i n d é t e r m i n é e , qu 'e l l e d é p e n d à 

la fois du d é p l a c e m e n t du centre de grav i té d u c o r p s et de l ' incl inaison 



' Ionnée à l'axe primitif . D e sorte q u e le corps peut être d é r a n g é inf iniment 

p e u , de m a n i è r e q u e le métacentre se t r o u v e , à v o l o n t é , au-dessus ou au-

dessous du centre de grav i té d u c o r p s . Cet te r e m a r q u e m o n t r e c o m b i e n est 

insuffisante la théorie d u m é t a c e n t r e . 

O n t r o u v e dans les Traités de Mécanique de Po i s son et de M . D u h a m e l 

u n e théorie de la stabil ité de l 'équi l ibre fondée sur la cons idérat ion des 

forces v ives . O n fait vo ir q u e la s o m m e des forces v ives d u c o r p s f lottant 

restera toujours très-petite si son centre de grav i té est p lus bas q u e ce lui d u 

v o l u m e de l iqu ide d é p l a c é , o u , lorsqu' i l n'en est pas ainsi , si la d i s tance de 

ces d e u x centres est inoindre q u e le p lus petit m o m e n t d' inert ie de la sec

tion à fleur d'eau divisé par le v o l u m e i m m e r g é d u corps . 

M a i s , par ce l te théor ie , on -.oit s eu lement q u e ces c o n d i t i o n s sont suffi

santes ; il faudrai l e n c o r e faire voir qu'e l l e s sont nécessaires . 

U n géomètre a l l e m a n d , M . C l e b s c h , dans un M é m o i r e q u i a été inséré 

dans le Journal de Crelle (année i 8 5 g ) , a m o n t r é q u e p o u r avo ir u n e théo 

rie r igoureuse , il faut avo ir égard aux variat ions de la pression d u l i q u i d e , 

p r o v e n a n t des petites o n d u l a t i o n s q u e le m o u v e m e n t du c o r p s lui c o m m u 

n i q u e . Il c h e r c h a à résoudre la ques t ion en é tud iant les petits m o u v e m e n t s 

s imul tanés d u corps et du l iquide . Mais la diff iculté d u p r o b l è m e ne lui a 

pas permis de traiter à fond un cas spéc ia l , et e n c o r e moins d ' i n d i q u e r u n e 

règ le généra le s imple . 

L ' A c a d é m i e des Sc iences a proposé p o u r le g r a n d prix de M a t h é m a t i q u e s 

de t8o7j, d ' é tab l i r u n e théorie c o m p l è t e et r igoureuse de la stabil i té de 

l ' équi l ibre des c o r p s f lottants. J'ai essayé d e résoudre la q u e s t i o n , et q u o i q u e 

d e u x M é m o i r e s aient été c o u r o n n é s par l ' A c a d é m i e , c o m m e ils ne sont pas 

encore p u b l i é s , j 'a i cru p o u v o i r présenter mon travai l c o m m e sujet de 

T h è s e à la F a c u l t é des Sc i ences de Paris . 

Je forme les équat ions de tous les petits m o u v e m e n t s q u e p e u t prendre 

le c o r p s ; j ' ob t i ens des é q u a t i o n s l inéaires a coefficients cons tants , et j e fais 

vo ir q u e leurs intégrales ne p o u r r o n t être p é r i o d i q u e s q u ' a u t a n t q u e les 

c o n d i t i o n s q u e fait connaî tre l 'analyse de Poisson et de M . D u h a m e l sont 

rempl ies . 

J 'étudie ensuite l ' inf luence des petits m o u v e m e n t s d u l iqu ide . P o u r ce la , 

je forme les é quat ions des petits m o u v e m e n t s q u e le corps peut lui c o m m u 

n iquer ; j ' ob t i ens ainsi les variat ions qu' i l s produ i sen t sur la poussée du 

l iqu ide . P a r là les équat ions du m o u v e m e n t du c o r p s p r e n n e n t des s econds 

m e m b r e s qu i sont des s o m m e s de sinus et de cos inus d'arcs mul t ip le s du 

t e m p s , et où les mul t ip l i ca teurs de t sont tels, q u e l ' intégrat ion ne p e u t 



a m e n e r a u c u n terme a y a n t t p o u r fac teur . Par c o n s é q u e n t , les petits m o u 

v e m e n t s d u l i q u i d e ne modif ient po int les c o n d i t i o n s de la stabil i té de 

l ' équi l ibre . 

E n c o n s i d é r a n t la so lut ion t r o u v é e par cette ana lyse c o m m e une pre

mière a p p r o x i m a t i o n , et c h e r c h a n t à tenir c o m p t e des termes du second 

ordre par la m é t h o d e des a p p r o x i m a t i o n s success ives , j 'a i t rouvé q u e leur 

inf luence est a b s o l u m e n t nu l l e . 

PREMIÈRE PARTIE. 

ÉQUATIONS DU MOUVEMENT DU CORPS. 

i . So i t M le c o r p s flottant d a n s sa pos i t ion d ' é q u i l i b r e . L e niveau de 

l 'eau, p r o l o n g é d a n s son in tér ieur , y trace u n e sect ion A B C D , q u e je sup

pose fixe d a n s le c o r p s . 

Soi t G le c en tre de grav i t é d u c o r p s ; 

H ce lui d u v o l u m e de l iqu ide d é p l a c é . 

L a droite G H est vert ica le . 

Par le po int O de l 'espace où se t r o u v e le centre G , j ' i m a g i n e trois droites 

rec tangu la i re s entre el les , l 'une O z d ir igée d a n s le sens de la p e s a n t e u r , q u i 

sera l 'axe des z pos i t ives , et les d e u x autres Ox et Oy s ituées dans un plan 

hor izonta l . 

J 'écarte le corps de sa pos i t ion d 'équ i l ibre en l 'é levant ou en l 'abaissant 

d ' u n e petite q u a n t i t é , et en écar tant aussi inf iniment p e u la droi te G H de 

la v e r t i c a l e ; en o u t r e , je lu i i m p r i m e u n e vitesse très-petite d a n s u n e d i r e c 

tion q u e l c o n q u e . 

L e c o r p s p r e n d r a deux espèces de m o u v e m e n t : un m o u v e m e n t de trans

lat ion q u i se d é c o m p o s e r a en trois autres d ir igés su ivant les troix axes O . x . 

Oy, Oz, et un m o u v e m e n t de rotat ion a u t o u r d'un axe passant c o n s t a m 

m e n t par le centre de grav i t é , et q u i se d é c o m p o s e r a aussi en trois autres . 

s'( f fectuant a u t o u r de trois axes fixes d a n s le c o r p s G X ' , G Y ' , G Z ' . Je s u p 

poserai q u e d a n s la posi t ion d ' équ i l ibre , G X ' , G Y ' , G Z ' c o ï n c i d e n t a v e c Ox, 

Oy, O z . J 'appel lerai p, q, r les c o m p o s a n t e s de la vitesse de rotat ion sui

vant ces trois a x e s . 



P a r le po in t G je m e n é des droites G X , G Y , G Z paral lè les à O x , Oy, O z . 

Soient | , yj, Ç les c o o r d o n n é e s de G par r a p p o r t à Ox, Oy, O z ; x , y , z , 

celles d'un point q u e l c o n q u e par r a p p o r t à G X , G Y , G Z ; x ' , y ' , z ce l les du 

m ê m e po int par rappor t à G X ' , G Y ' , G Z ' . C e s c o o r d o n n é e s sont liées par 

les re lat ions su ivantes : 

Soit G N l ' intersect ion des d e u x p lans X G Y et X ' G Y ' , 6 l 'angle qu' i l s font 

entre e u x , cp l 'angle X ' G N et <b l 'angle XGTN. L e s n e u f cos inus a, b,..., b", c", 

s 'expriment en fonct ion des ang le s <p, Q, d>, au m o y e n des f o r m u l e s su ivantes : 

L e s c o m p o s a n t e s p, q, r s ' expr iment aussi au m o y e n des m ê m e s ang l e s , 

par les f o r m u l e s su ivantes : 

2. L a pression s u p p o r t é e par u n e m o l é c u l e q u e l c o n q u e du l i q u i d e où le 

c o r p s se t r o u v e p l o n g é est -+- gp(z — z0), à l'état d ' équ i l ibre , <î0 repré

sentant la pression a t m o s p h é r i q u e , et z 0 l ' o r d o n n é e vert ica le d'un po in t de 



la surface l ibre . P a r suite des m o u v e m e n t s d u c o r p s , la pression d u l iquide 

é p r o u v e des var iat ions d o n t on d o i t tenir c o m p t e . O n a u r a d o n c , en dés i 

gnant par vs u n e fonc t ion indé terminée de x , y , z et t, et par <S la pression 

tota le , 

[p est la dens i té d u l iqu ide ) . 

L e s forces q u i so l l ic i tent le c o r p s sont d e trois sortes : son p r o p r e p o i d s 

égal à M g ( M d é s i g n a n t la masse d u c o r p s ) ; la poussée d u l iqu ide égale à 

— gp V ( V étant la partie i m m e r g é e du v o l u m e d u corps à un instant q u e l 

c o n q u e ) : les c o m p o s a n t e s hor izonta le s d e ces d e u x forces sont nul les ; enfin 

la pression zs, q u i s 'exerce su ivant la n o r m a l e extér ieure à la surface d u 

c o r p s . 

Si d o n c X, p., v sont les angles q u e fait la n o r m a l e , en u n é l ément ds de la 

sur face , a v e c les axes G X , G Y , G Z , les é q u a t i o n s d u m o u v e m e n t de trans

lation seront 

3. Je représente par p'dt, q'dt, r'dt les accro i s sements d e ta vitesse de 

rotat ion p e n d a n t un ins tant in f in iment pet i t , et est imés su ivant les axes 

G X ' , G Y ' , G Z ' ; p a r X , Y , Z les c o m p o s a n t e s du p o i d s d u corps et de la 

poussée du l i q u i d e su ivant les m ê m e s axes : les é q u a t i o n s d u m o u v e m e n t de 

rotat ion seront 

c o s / ' , cosp.' , cosv ' sont les c o s i n u s d e s a n g i e s q u e la n o r m a l e à l 'é lément ds 

fait avec les axes G X ' , G Y ' , G Z ' . L e s intégrales des premiers m e m b r e s 

s 'étendent à toute la masse d u v o l u m e i m m e r g é , et cel les des seconds m e m 

bres à la surface i m m e r g é e . 
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O r , 

Si d o n c on fait 

les é q u a t i o n s d u m o u v e m e n t de rotat ion d e v i e n d r o n t 

i . L e v o l u m e i m m e r g é V , à un instant q u e l c o n q u e , est u n e fonc t ion des 

quant i tés très-petites Ç et B. O n peut d o n c poser 

V 0 étant le v o l u m e de la part ie i m m e r g é e d u c o r p s à l'état d ' é q u i l i b r e , et 

(S) ^ e t Ç les var ia t ions de v o l u m e q u ' o n o b t i e n d r a i t en faisant v a 

rier tantôt ô et tantôt Ç i so lément . £ est l ' ensemble des termes d u second 

o r d r e . 



O n aura de m ê m e 

P 0 , Q 0 , R 0 dé s ignant les part ies des m o m e n t s P , Q , R dues à la poussée d u 

l i q u i d e s u r le v o l u m e V t f } {»)t, ( F ) Ç. e, ( F ) < 6 , 

i'dj) ^ ' e s P a r t ' e s ° - e c e s m ê m e s m o m e n t s dues re spec t ivement a u x v a 

r iat ions de v o l u m e ( 4 ~ ) C et \ ^ - \ 6. 

ri. L ' a c c r o i s s e m e n t de v o l u m e iç^j 'Ç peut être ass imilé à un c y l i n d r e 

droit a y a n t p o u r base l'aire X de la section A B C D , et p o u r h a u t e u r Ç. Il est 

égal à xÇ. 

L'accro i s sement (^Çj & est ce iui q u i aurai t l ieu si Ç était nul le . Il p e u t 

se d é c o m p o s e r en une infinité de petits c y l i n d r e s a y a n t p o u r base un élé

m e n t dX d e la sect ion A B C D , et p o u r h a u t e u r la part ie Ç' de la para l l è l e 

à G Z ' c o m p r i s e entre dX et le n i v e a u d u l i q u i d e . J'abaisse de dX u n e per

p e n d i c u l a i r e V sur la para l l è l e à G N m e n é e par le po in t w o ù G Z ' rencontre 

la sect ion A B C D ; j 'aura i Ç' = / ' t a n g S . M e n a n t par w des paral lè les M I ' 

et a y à G X ' et G Y ' , et r a p p o r t a n t le po int dX a u x axes mx' et a j ' par les 

c o o r d o n n é e s x' et j r ' , j ' aura i 

E n f i n , a p p e l a n t j et h les d i s tances à 's>x' et u>y' d u centre de grav i té d e 

A B C D , on t r o u v e r a sans pe ine 

( O n fait ©cosç = $, et 9sin<p = & 2 . ) 

1 1 . 



6. P o u r les trois m o m e n t s P 0 , Q 0 , R 0 , on a 

x ' , y ' , z' é tant les c o o r d o n n é e s du po int H . M a i s x' — o , y' = o , z' = y , 

le s igne — o u le s igne -t- d e v a n t être pris su ivant q u e le po in t H est a u -

dessus ou au-dessous de G . 

A lors , en r e m p l a ç a n t s inô par 0, et ôcosy, Ôsinip par 6, et 6 2 , il v i endra 

L e s m o m e n t s ^ s o n t d o n n é s par les intégrales 

qu' i l faut é tendre à tou t le v o l u m e {^^j 

O n p e u t faire dv = dldz' et effectuer les in tégrat ions par r a p p o r t a z' , 

depu i s z' — — z0 — Ç j u s q u ' à z' = — z 0 . A p r è s q u o i , en nég l i geant les 

quant i tés très-petites d u second ordre , o n a u r a 

Les m o m e n t s [jfj 0, (^pj Q sont d o n n é s , c o m m e les précé-



dents , par les in tégra les triples 

O n prendra d\dz' pour l ' é lément d e v o l u m e dv; on p o u r r a effectuer les 

in tégrat ions par rappor t à z ' , d e p u i s — Ç t -— Ç' j u s q u ' à — Ç f (£, é tant la 

d i s tance du plan X ' G Y ' a u p l a n A B C D ) ; o n r e m p l a c e r a ensui te , dans les 

résul tats o b t e n u s , Ç' par l'Q, et / ' par j ^ c o s ^ -4- x ' s i n y , et l'on aura 

en faisant jJj'2dl = xl2, J jx'2dl = Xk2
 et ff x'fdX = A>m2. 

7. Je r emarque maintenant que les équations qu i donnent p, q, r en 

fonct ion des angles <p, B, ^ , et dont nous avons fait ment ion au n° i , si on 

y réduit s i n 9 à B, et cosô à l 'uni té , deviennent 

On en tire, par l ' é l iminat ion de ^ ~ et en négligeant les inf iniment petits du 

trois ième ordre , 



d'où 

J'él iminerai ensuite entre les trois é q u a t i o n s du m o u v e m e n t d e ro ta 

t ion , pu i s , d a n s le résultat o b t e n u , j e remplacera i et par les v a l e u r s 

q u e je v iens de t rouver ; j ' a u r a i ainsi 

les lettres D , E , F , . . . , D , , . . . , I , dé s ignant des coeff ic ients d o n t l 'é l imi

nation de fait c o n n a î t r e la c o m p o s i t i o n , mais qu' i l est inut i le de déter

miner . 

L ' é q u a t i o n d u m o u v e m e n t vert ical d u c e n t r e de grav i té d u corps d e v i e n t 

aussi 

8. J 'appel le ΐ , , / , , ζ , les c o o r d o n n é e s d'un point q u e l c o n q u e par r a p 

port a u x axes d' inert ie p r i n c i p a u x d u c o r p s , q u e je dés igne p a r G A , G B , G C 



J'aurai 

So ient A, B , C les trois m o m e n t s d' inertie p r i n c i p a u x d u c o r p s , savo ir : 

on sait q u ' o n a 

O n o b t i e n d r a , p a r des c a l c u l s fac i les , les résultats su ivant s , qu' i l suffit de 

m e n t i o n n e r : 

A ins i , les d e u x quant i t é s sont pos i t ives; je les d é s i g n e -

rai par A , et B 4 . 



Soient GiN, l ' intersect ion des p lans X G Y et A G B , Q l 'angle de 

ces d e u x p lans , <p' l 'angle À G N , et d;' l 'angle X ' G N . E n r e m p l a ç a n t , dans 

A B c i c ' j - i - ACblb'1 + ~BCa,a\, les cos inus a, et a\, b, et b\, c, et c\ par 

leurs express ions c o n n u e s en fonc t ions de 6' et d / . faisant ensuite 

tang d/ x , on aura 

J~—~, (A — B ) C cos S' s i n ç ' c o s ç ' 

_ [ ( B s i n V - t - A c o s Y ) C c o s 2 $ - ( B c o s V -+- A s i n 2 ? ' ) C - t - A B s i i r $ ' J 

-s- - - , C c o s S' sin <p' cos o'. 
i -+- -V* ' ' 

Si d o n c on égale cette express ion a z é r o , on aura une é q u a t i o n d u second 

d e g r é , d o n t les d e u x rac ines sont réel les . 

D o n c on peut chois ir l 'axe G X ' , et par suite l 'axe O x , de manière 

A " B " 
q u e — h C = o. 

9. A v a n t de c o m m e n c e r la d iscuss ion des é q u a t i o n s d u m o u v e m e n t , il 

ne sera pas inut i le de rappe ler l ' énoncé de q u e l q u e s propos i t i ons sur les 

m o m e n t s d'inertie d 'une surface p l a n e . 

O n peut t racer sur la surface , et p a r m i q u e l c o n q u e O de ses po in t s , d e u x 

axes rec tangula ires entre e u x , et p o u r l esque l s l ' intégrale j"x'y'd\ — o . 

C e sont les axes p r i n c i p a u x de la surface relatifs au po in t O . 

D e tous les m o m e n t s d' inert ie relatifs à des axes tracés sur la surface et 

passant p a r un m ê m e p o i n t , le p lus g r a n d et le p lus petit sont c e u x qu i se 

r a p p o r t e n t a u x axes p r i n c i p a u x passant par ce p o i n t . 

Si , par le centre de grav i t é G ' de la surface , on m è n e d e u x axes G'x' et 

G ' y' paral lè les à d e u x axes r e c t a n g u l a i r e s , passant par un m ê m e po int O , 

savoir Ox et O j r , et tracés sur la sur face , et q u e f et h so ient les d i s tances 

de O à G ' j r ' e t G ' j r ' , les m o m e n t s d' inertie pris par r a p p o r t a u x axes O x 

et Oy sont r e s p e c t i v e m e n t é g a u x a u x m o m e n t s d' inertie pris p a r rappor t à 

G ' x ' et G' jr ' , a u g m e n t é s de A,/2 o u de A,h2. D e sorte q u e x é tant l'aire de 

la surface p lane , x i 2 et xk2 les m o m e n t s d' inert ie par r a p p o r t à O x et 

à Oj} et , i L 2 et xK2 les m o m e n t s d'inertie par r a p p o r t à G ' x ' et G'y', 

on a 



d'où 

L e p lus petit m o m e n t d'inertie d 'une surface p lane , pris par rappor t aux 

axes passant par son centre de grav i té , est le p lus petit de tous les m o m e n t s 

d' inertie de la surface . 

DEUXIÈME PARTIE. 

CONDITIONS DE LA STABILITÉ QUAND ON FAIT ABSTRACTION 

DES PETITS MOUVEMENTS DU LIQUIDE. 

1 0 . Je ferai d 'abord abstract ion des termes d u second ordre et des termes 

p r o v e n a n t des petits m o u v e m e n t s d u l iqu ide . Je chois irai aussi les axes 

de manière q u e -4- C" = o. Ce la réduira les équat ions du p r o 

b l è m e à 

Je pose 

je porte ces va leurs dans ( Ç ) , (9 , ) et (0 a). J 'obt iens ainsi trois équat ions , 

entre lesquel les j ' é l iminera i X et Y , ce q u i m e c o n d u i t à l ' équat ion d u 

s ix ième d e g r é , 

qu'on rédui t au trois ième degré en posant p.2 = X, savoir : 

i3 



Les valeurs des coeff ic ients P , Q , R , sont : 

P o u r la stabil ité de l 'équi l ibre , il sera nécessaire et suffisant q u e l ' é q u a 

tion ait ses trois racines réel les, inégales et négat ives . 

O r , p o u r qu'il en soit a insi , il faut d ' a b o r d q u e les trois coeff ic ients P, 

Q , R soient positifs . 

1 1 . L e coeff ic ient R peut se mettre sous la forme 

E x p r i m o n s les m o m e n t s d' inert ie x l 2 et xk2, pris p a r rapport a u x axes 

ux' et mj-' tracés d a n s la sect ion A B C D , en fonct ions des m o m e n t s d'inertie 

X \ 2 et XK2, pris par r a p p o r t à des axes paral lè les à c e u x - l à , et passant 

par le centre de grav i té G ' d e A B C D , et r e m a r q u o n s q u e p a r rappor t à ces 

derniers axes Jj"x'j'dl = X (m2
 — jh), et faisons x(m2 — jh) — XM2, 

nous aurons 

Enfin , e x p r i m o n s A L 2 , x K 2 et x M 2 en fonc t ions des m o m e n t s d' inertie 

m a x i m u m et m i n i m u m , x h ' 2 et .,l>K'2 relatifs a u x axes q u i passent par le 

centre de gravi té de A B C D , et soit X\I2 > JtoK' 2 ; nous t r o u v e r o n s 



O n v o i t q u e R s e r a p o s i t i f t o u t e s l e s f o i s q u e l e c e n t r e d e g r a v i t é d u c o r p s 

f l o t t a n t s e r a a u - d e s s o u s d u c e n t r e d e g r a v i t é d u v o l u m e d e l i q u i d e q u ' i l 

d é p l a c e , c ' e s t - à - d i r e q u a n d V 0 - y a l e s i g n e + . 

R s e r a e n c o r e p o s i t i f q u a n d V 0 7 , a y a n t l e s i g n e — , e s t n u m é r i q u e m e n t 

m o i n d r e q u e . A > K ' 2 , o n n u m é r i q u e m e n t p l u s g r a n d q u e - A , L ' 2 . 

12 L e s d e u x c o e f f i c i e n t s P e t Q s e r o n t p o s i t i f s a u s s i q u a n d V 0 7 a u r a l e 

s i g n e - t - . C e l a e s t é v i d e n t p o u r P . O n l e r e c o n n a î t r a f a c i l e m e n t p o u r Q e n r e 

m a r q u a n t q u e xl2 — X f2 > o , q u e xk2 — xh2 > o , e t q u e xl'2 e t Xk'2. 

d é s i g n a n t l e s d e u x m o m e n t s d ' i n e r t i e p r i n c i p a u x d e l a s e c t i o n à f l e u r d ' e a u , 

r e l a t i v e m e n t a u x a x e s p a s s a n t p a r w , l e s d e u x t e r m e s 

se transforment ers 

1 3 . Q u a n d V 0 y a u r a l e s i g n e — , le c o e f f i c i e n t P n e p o u r r a ê t r e p o s i t i f 

„ . , / X Xl- X/c'X A , B , 
q u ' a u t a n t q u e V 0 y s e r a m o i n d r e q u e -+- — — 1 — — J A + B • 

L o r s q u e Y0y a l e s i g n e — , l e c o e f f i c i e n t Q p e u t s e m e t t r e s o u s la f o r m e 

O n v o i t a l o r s f a c i l e m e n t q u ' i l es t p o s i t i f , q u a n d Y0y = A R ' 2 . 

, T7 IX XP X/i'\ A, B, 
Si o n y r e m p l a c e V 0 y p a r ( - = - • + - - : 1 — s — T 77' o n t r o u v e r a , a p r è s 

q u e l q u e s d é v e l o p p e m e n t s e t q u e l q u e s r é d u c t i o n s , 

o u b i e n 
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et la première forme fait vo ir q u e Q est négat i f si ( A , — B , ) (l2 — k2) est po 

sitif, et la s e c o n d e q u e Q est e n c o r e négat i f q u a n d m ê m e (A, — B,) ( P — k2) 

est négatif . 

E n r a p p o r t a n t la première partie de l 'express ion d e Q , savoir ; 

à des axes paral lè les à w x ' et aj', m e n é s p a r le c en tre de grav i t é de A B C D , 

et l 'autre partie a u x axes p r i n c i p a u x de la surface re la t ivement à ce centre , 

dés ignant aussi par f et h' les d i s tances d e w à ces axes p r i n c i p a u x , on 

trouvera 

Alors il sera facile de vo ir q u e Q dev ient négatif , si V 0 y = A L ' 2 . O r , le p o l y 

n ô m e Q est du s e c o n d degré par r a p p o r t à V 0 y ; il est positif p o u r V 0 y = a K ' % 

, . t , r . T / 2 t T 7 / A , A / 2 A * " ' \ A , B , . c 

négatif p o u r V 0 y = A L et V 0 = ( ^ — + — -4- y J + fi , et posit if 

q u a n d V 0 y = ac . D o n c Q est posit i f aussi p o u r toute v a l e u r de V 0 y m o i n d r e 

q u e A K ' 2 . 

D'a i l l eurs P est posit i f aussi p o u r V 0 y = A R ' J . 

1 4 . O n voit d o n c q u e P et Q ne p e u v e n t être positifs s i m u l t a n é m e n t 

q u ' a u t a n t q u e V 0 y est m o i n d r e q u e la p lus pet i te des d e u x q u a n t i t é s A L ' 2 

/ A A / 2 A Â - 2 \ A, B , , . . . c 

et y-y -I— 1 — — j A + B : mais a lors R ne peut être positif q u e si V 0 y 

est m o i n d r e q u e A R ' 2 . 

D o n c la c o n d i t i o n nécessaire et suffisante p o u r q u e P , Q , R soient tous 

les trois posit i fs , c'est V 0 7 < A R ' 2 . 

1 5 . Je dis m a i n t e n a n t q u e , q u a n d ces trois coeff ic ients sont positifs, 

l ' équat ion (X) a ses trois rac ines réel les , inéga les et négat ives . 

E n effet, r e m a r q u o n s d ' a b o r d q u e les d e u x quant i t é s 



q u a n d V„7 a le s igne -t- o u q u a n d V 0 y a y a n t le s igne — est m o i n d r e q u e 

-A.R' 2 , sont toutes d e u x réel les et n é g a t i v e s . 

Fa i sons ensui te 

et p o s o n s l ' équat ion 

P est la s o m m e c h a n g é e de s igne des trois quant i tés X', X" et — Q , est 
» û 

la s o m m e d e leurs p r o d u i t s d e u x à d e u x , et R , l eur p r o d u i t c h a n g é de 

s igne , de sorte q u e l ' équat ion [x) a p o u r rac ines X', X" et — 

S i , d a n s l ' équat ion (X), n o u s met tons , en p l a c e d e l ' i n c o n n u e X, a l terna

t i v e m e n t X' et X", n o u s t r o u v e r o n s , en t enant c o m p t e des re lat ions , 

et après q u e l q u e s t rans format ions , 

O r , il est c lair q u e les trois racines d e l ' équat ion (X) seront réelles, inégales 

et négat ives , si, R étant positif, le résul tat de la subst i tut ion de X' est posit if 

et c e lu i de la subs t i tu t ion de X" négatif. 

P o u r qu'i l en soit ainsi , il faut q u e la v a l e u r n u m é r i q u e de la part ie r a 

t ionne l l e soit m o i n d r e q u e la v a l e u r n u m é r i q u e de la part ie i r ra t ionne l l e , 

de sorte q u e l ' excès d u carré d e la part ie i rrat ionnel le sur le carré de la 

part ie rat ionne l le do i t être positif. 

Si on fait ces c a l c u l s , o n t r o u v e r a un p o l y n ô m e c o m p o s é de trois espèces 

de t ermes : 

D e s termes en m \ q u i se rédui sent à 



des termes en m2, q u i se réduisent à 

et des termes i n d é p e n d a n t s de m, q u i se réduisent à 

C e t excès est d o n c un carré parfait et par c o n s é q u e n t positif . 

16. C o n c l u o n s d o n c . 

Pour q u ' u n corps f lottant soit en équ i l ibre s tab le , il faut et il suffit : 

O u q u e son centre de grav i t é soit p lus bas q u e le centre de grav i té d u 

v o l u m e de l iqu ide qu'i l d é p l a c e ; 

O u , si son centre de g r a v i t é est au -des sus d e ce lu i du v o l u m e de l iqu ide 

qu' i l d é p l a c e , q u e la d i s tance de ces d e u x centres soit m o i n d r e q u e le p l u s 

pet i t m o m e n t d' inert ie de la surface d e la sect ion à fleur d 'eau, divisé par 

le v o l u m e de la partie i m m e r g é e . 

E n raison de l ' é tendue d e ce t r a v a i l , n o u s a v o n s c r u d e v o i r réserver 

p o u r une pub l i ca t ion u l tér ieure les résultats q u i deva i en t faire l 'objet de 

la troisième et de la q u a t r i è m e Par t i e . 

Vu et approuvé. 
L e 4 jui l le t 1866. 
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ERRATA. 

Page 8, ligne 8 , au lieu de de fx = o, lisez de la racine de fx=o. 

Page 14 5 ligne 88, au lieu de que, n étant impair , l 'équation , lisez que l 'équation. 

Page 2 2 , ligne 13, au lieu de 

Page 2 3 , ligne 5 , au lieu de 

Page 2 3 , au lieu de la formule de la ligne 9, lisez 

Page 3 o , ligne 13, au lieu de O R = j - ( . OS = r 2 , lisez OR =_>'„ , OS—y,.. 

Page 7 5 , ligne 7, au lieu de x0 - t - 6 ' Λ , lisez ^ - „ - f - &'/,- . 

Page 76, ligne 1 8 . au lieu de x2 ou 1, lisez χ . o et 1. 

Page 79 , Signes 1 8 , 10 et 2 c , 

AU LIEU DE 

Page 8 8 , ligne 14, au lieu de lisez 

Page 94, ligne 7 . au lieu de //<•>;/ de lisez 
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