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THESE D’ALGEBRE.

RESOLUTION NUMERIQUE

SANS ELIMINATION

DES EQUATIONS A PLUSIEURS INCONNUES.

M. Gergonne, dans ses dnnales de Mathématiques (t. 111, années 1812
et 1813), ale premier appelé I'attention des géometres sur ce sujet. 1] disait
que « I’élimination, de quelque maniére qu’on y procéde, est une opéra-
tion a peu prés impraticable, et qu’il serait & désirer que 'on piit détermi-
ner tous les systemes de valeurs des inconnues qui satisfont 4 des équations
proposées, sans étre obligé d’y avoir recours.» Il ajoutait : « C’est la un sujet
tout a fait digne de fixer P'attention des géoméires. »

M. Sarrus, dans un Mémoire qui a été inséré dans le Journal de M. Liou-
ville, a essayé de résoudre la question et a approché du but. Mais la mé-
thode qu’il propose a P'inconvénient de laisser toujours le calculateur dans
Pincertitude.

T’ai repris la question au point ou P'avait laissée M. Sarrus, et, au moyen
de considérations qui ne s’étaient pas présentées 4 son esprit, et de quel-
ques théorémes sur les racines égales des équations transcendantes que je
crois nouveaux, je suis parvenu a lever toute incertitude, d’abord pour deux
équations 4 deux inconnues, puis pour un systeme de n équations a n in-
connues.
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Jappelle solution de deux équations simultanées 4 deux inconnues,
Sflx,y)=0 et Flx,y)=o,

tout systeme de valeurs de x et de y qui satisfait a la fois aux denx équa-
tions.

Fappelle solution de n équations & n inconnues tout systéme de valeurs
de ces inconnues qui satisfait 4 la fois 4 toutes les équations proposées.

Je ne m’occuperai que des solutions réelles, je veux dire des solutions ou
il n’entre que des valeurs réelles pour chaque inconnue.

J’entends par séparer les solutions de n équations & n inconnues,

Jlx, 7, 3,...) =0, F(x, y,%...)=o0...,

trouver pour chaque valeur de x, de y et de z,..., qui constituent une
solution, deux limites &, et a, entre lesquelles la valeur de x soit seule
comprise, deux limites y, et 3, entre lesquelles la valeur de y soit seule
comprise, deux limites z, et z, entre lesquelles la valeur de z soit seule
comprise, etc.

Je prendrai d’abord deux équations 4 deux inconnues,

./(-Ta_]) =0 et F(x,]‘):o,

Si P'on ne considére que 'équation f(x,y) = o, I'inconnue y est une
fonction de a déterminée par 'équation elle-méme, que je désigne par y,
et dont on peut calculer la valeur, ainsi que celle de toutes ses dérivées,
pour une valeur quelconque donnée a x. De méme, si I'on ne considére
que l'équation F(x, y) = o, l'inconnue y est une fonction de x, que je
désigne par Y, et dont on peut calculer la valeur, ainsi que celle de toutes
ses dérivées, pour une valeur quelconque donnée a x.

Les solutions des deux équations proposées sont évidemment les valeuts
de x et de y qui rendent

y—Y=o,

de sorte que le probléme se réduit & séparer les racines d’'une équation qui
a pour premier membre la différence de deux fonctious dont on ne peut
obtenir la forme explicite, mais dont on peut calculer les valeurs et celles
de toutes ses dérivées, correspondantes a une valeur quelconque de .
Pour séparer les racines de cette équation, on peut donc employer la mé-
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(3)
thode de Fourier, telle que le docteur Stern I'a étendue aux équations
transcendantes.

Mais cette méthode a été, dans certains cas, jugée insuffisante. D’ailleurs
Fourier suppose que les équations qu’il traite sont débarrassées de leurs
racines égales, tandis que celles que je considére ne peuvent subir une
semblable préparation. Il m’a donc fallu chercher d’abord des caracteres
auxquels on puisse reconnaitre si une équation fx = o, algébrique ou
transcendante, ou méme dont on ne peut obtenir la forme explicite du
premier membre, a ou n'a pas de racines égales entre deux limites
données.

Cette recherche forme la premiere Partie de ma These.

Dans une seconde Partie, jexpose comment je parviens a séparer les
racines de y — Y = o.

Une troisieme Partie est consacrée a Papplication de cetie théorie &
quelques exemples.

Enfin, dans une quatriéme Partie, j’étends ces procédés a des équations
a trois et a un plus grand nombre d’inconnues.

PREMIERE PARTIE.

1. Soit fx = o une équation transcendante ou non, fx étant une fonc-
tion bien déterminée; formons les dérivées successives f'x, f"x, f"x,...,
f*x de son premier membre; admettons que la derniére f*x reste finie et
continue, et ne change pas de signe lorsque x varie depuis a jusqu’a b, a
et b étant deux nombres réels, et a étant plus petit que b; formons les
suites que Fourier appelle la suite [a] et la suite [ b], et supposons qu’elles
soient terminées ainsi qu’il suit :

Sflxe... frx flx  Jfx
a| ... -+ — -
6] e + -+
le nombre des variations étant le méme dans 'une et dans V'autre quand on

fait abstraction des deux derniers signes (ceux que donnent f’x et fxr); on
1.,
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(4)
voit que f”a = o n’a aucune racine entre a et b, que f'x =0 en a une
et n’en a qu'une seule, et qu’entre les mémes limites fxr = o peut en avoir
deux ou n’en avoir aucune, ou méme avoir deux racines réelles et égales.
11 s’agit de reconnaitre lequel de ces trois cas a lieu.

Je ferai voir d’abord que, « désignant la racine de f’'ax=o0 qui se
(fra)
Ja
réelles et égales, tend vers 2 f”« lorsque la limite a sc rapproche indéfini-

ment de «. On a, en effet, en faisant ¢ = o — a,

trouve entre a et b, le rapport » si les deux racines de fxr = o sont

et _— J— -
‘/fl(l)y (fl;—:—_——s)g f/xz_.?‘ef’“fﬂx +‘I*2[2(f”0(—9£)2+2f,a—es.f”,a-—92_1
ffl fa—r: f«x——Ef’u—‘}—[—E:;f”z.es

et, comme « est a la fois racine de fxr=o0 et de f'x =o,

(flfap _ 2(f"a—0) 4+ 2 f a0 —be. f"a — 0z

Ja Sla— bz ’

or, le second membre de cette égalité, quand a se rapproche indéfini-
ment de &, ou, ce qui est la méme chose, quand ¢ se rapproche indéfini-
, 2 7\ . . ,

ment de zéro, tend vers —S“_’a_,' ou vers 2 f”«; ce qu'il fallait démontrer.

Il est évident, en outre, que la limite a se rapprochant indéfiniment de «,
le méme rapport tend vers zéro, si_fx = 0 n’a aucune racine entre a et b,
tandis que si fx = o a deux racines réelles c et d (¢ étant plus petit que ),
comprises entre a et b, le méme rapport tendra vers l'infini quand a se

rapprochera de ¢, et deviendra négatif quand a, ayant dépassé c, se trou-
vera entre ¢ et d.

Mais il ne sera pas nécessaire d’attendre que (Sray
Ja

infini ou égal a 2f"«, pour reconnaitre la nature des racines quon

cherche a séparer. En effet, admettons que les denx limites @ et 4 soient

assez rapprochées pour que f“x soit constamment croissante ou décrois-

sante depuis x = a jusqu'a x = &, et soient M et m le plus grand et le

plus petit des deux nombres f"a et f”b, je démontrerai :

pemt . (fla)y ST
2. TuroriME I. — §i faa) > aM, U'fquation fx = o a entre a et b

deux racines reelles et inégales.

soit devenu nul,
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En effet, de ce que (j;,;”)2 > 2M, on a aussi (ff:')z > 2 f"a; par consé-
quent,
7 (f’a )2
2f"a — 7o <0
et

oo ]

’
parce que % est négatif, et, comme le premier membre de cette inégalité
! 2\2
(Sal, ce rapport est croissant.

Ja
. . . (f'a)? . \ s
Je dlS maintenant que la frﬂctlon fa continuera a croitre sans passer

est la dérivée de

par un maximum; en effet, s’il existait entre a et « une valeur £ de a pour
(fla)?
Ja

laquelle serait un maximum, on aurait

=)=

(flg)z —_ 7
o=

d’ou

1239

et comme & est entre a et «, et que f’a est constamment croissante ou
décroissante depuis x = a jusqu'a x = b, il en résulterait

2 f'E < 2aM

et
(f7E)
fE

< 2M;

(f'z)

T

mais cela est impossible, car étant croissante depuis x = a jusqu’a

x = £, on doit avoir

7
(fER _ (fla¥

SE Sfa
et
U

(flav

Ainsi, a croissant depuis a jusqu’a «, 7o De peut passer par un maxi-
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mum. Celte quantité restera donc plus grande que 2M; donc elle croitra
jusqu’a linfini, et, par suite, fx = o a deux racines réelles et inégales
entre a et b,
On peut encore donner une démonstration directe de ce théoréme.

Soient a, @', a’,... des valeurs successives de a et croissant par degrés in-
sensibles :

(fla'y (fla) . : st e
S sera plus grand que 7 > 2M, et par suite croissant;
o
[ Fla” A . .
J;T sera plus grand que (f‘—“,)- > 2M, et par suite croissant.
e e e .. . .. ... et ainsi de suite.

Donc {J;.a)- tend vers une limite plus grande que 2M, et qui ne peut
«

etre que I'infini; done, etc.

-~ ) N ,ZIH ’, . -
3. TurorkME II. — Lorsque (ﬁd’ < 2m, l'équation fx = o n'a au-

cune racine entre a et b.

7 2 T a2
En effet, de ce que (f7a) < 2m, on a aussi (Sla)

7 i < 2f"a; par con—
séquent,
" (flay
2f’a — 7 > o0
et
Sfla ” (f'a)
Grlasa = <o

. ., ., e { fla?
et, comme le premier membre de cette inégalité est la dérivée de Sa) s
° fa

cette derniere fonction est décroissante.

Je dis maintenant que a croissant jusqu’ét une certaine valeur aussi rap-

(fla)

. ) .
prochée de « qu’'on voudra, Ja e peut passer par un winimum; car,

. [T
. L . al’
sl en ¢tait ainsi, on aurait pour la valeur £ de a, pour laquelle (—f},——’— est
a
minimum,
f’z 2/’//_):_‘__ (‘/‘,Z._7 — 0
FEL s e |79
d’ou
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et, comme f”x est constamment croissante ou décroissante depuis X = d
jusqu’a o =b, 2 f"2> 2m; donc aussi

Mais cela est impossible, car ~“—- étant décroissante depuis a — a jus-
qua a=2E, on a

(frep _ (flay

i<
et
/E 2
<J; ) < 2.
. . fla) , . . . ’s
Ainsi, est constamment décroissante depuis x = a jusqu’a x == «, et,

Ja
comme elle est déja moindre que 2m, elle doit rester constamment moindre
que 2 f"a, et, par conséquent, elle doit tendre vers zéro. Donc fx =o n’a
aucune racine entre « et b.

On peut aussi donner de ce théoréme une démonstration directe, sem-
blable & celle du numéro précédent.

%. Avant de démontrer les théoremes suivants, j’expliquerai ce que j'en-
tends en disant que les deux limites a et b, comprenant une racine de
I’équation for = o, sont assez rapprochées pour qu’on puisse appliquer la
méthode de Newton an calcul approché de cette racine.

Soit « la racine de far == o comprise entre a et b, et faisons « = a =+ 1,
il en résulte

o= f(a-+i)=+ fa+ ja+ j”(a+61)
d’on
a0

.- I te ;. r . IS T ro- .
Soit — T'unité décimale égale ou immédiatement supérieure au quotient

qu’on obtient en divisant la plus grande valeur de f”a, quand x varie
depuis a jusqu’a b, par le plus petit des deux nombres f’a et f'b (I'expo-

A .- ’ . . . 1 I .
sant & pouvant étre positif, nul ou négatif); soit aussi — Punité décimale

¢gale ou immédiatement supérieure & b — a : alors, si n>4, en sorte que
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¥ 1 . .1 fla . 1 .
ot < o on sait que, si 'on calcule Za~ & moins de — 0y et i
avec le méme degré d’approximation et dans le méme sens, on aura

Ja
T faT b

ce qui revient & prendre if’a pour — fa, ou a négliger if"(a + Gi) de-
vant f'a.

C’est lorsque n sera plus grand que — & que je dirai que les limites a
et b sont assez rapprochées pour qu’on puisse appliquer la méthode de
Newton au calcul approché de fx = o, comprise entre a et b.

5. TutorkME IlI. — 87, a et b étant assez rapprochés pour qu'on puisse
appliquer la méthode de Newton au calcul de la racine . de f'x=o0, com-
prise entre ces deusx limites, fx = o a deux racines réelles inégales entre a

(f'a)

et b, le rapport T est plus grand que 2M.

Soit ¢ la plus petite des deux racines de fr=o0: on a d’abord ¢ < «.
Je fais
a=u—1i, a=c—h, i—h=¢ dou c=oa—¢,

et, par suite,

h? h
ja — 2 /C+;f”c—6.‘fm(c"—9lll)

et, parce qu'on peut négliger if "o devant f"«,

(flay _ _ E(f7e)
n P 2 .
% — hf'e + f’;f"c
Je puis considérer a et i comme des fonctions de i telles, que gﬁ =
]

dh P g SR T ;.
et - =13 alors les dérivées des deux membres de I’égalité précédente

prises par rapport a i seront égales. Or, on a pour celle du second

il e (= f'e DY) — BT (— Se 4 dpe)
(—— /zf'c—i—-l—;—)_r]‘"”c>2 :
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qu'on peut transformer comme il suit, a cause de

f/(,:_sfwa et ‘//C:fr/a’
2

21 (77ay (b B g e )

3
2\ 2
</15 - h—) (f"a)?
N 2,

2ihz: 4 ik —ite — ith

ety 7

ey

Cette dérivée étant négative, celle du premier membre doit I'étre aussi;
donc

da
14
[2f a-— fa ]d{ <o,

t fa tdas nt négatif;
et comme Yz et — so égatifs,

2fl/a (fla) <o,
d’ou
(/' ay
fa

14

Donc, dans le cas ou 2 f”x est décroissante de x = a jusqu’a x =5, le
théoreme est démontré.

. . - . . . (fa)?
Il est vrai aussi quand f"x est croissante, car si 'on donne a a dans el

Sfa
et dans 2 f”a un accroissement négatif — ¢ = i . ) fa . —J"e » le rapport
ic S
diminuera d’une quantité agale a 4 f"b — 4 f”a, tandis que 2 /" a dimi-
nuera d’une quantité trés-petite par rapport 4 2 /"5 — 2 f"a.

En effet, on aura, en développant VTI((;:——P par la formule de Taylor,

Slay _d(fa), S o)}
fa T Ja de* fla—6¢) 2

Le coefficient de la premiére puissance de ¢ est égal, d’aprés ce qui pré-

2
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. N 4ie w” ;.
céde, & = Wf «; donc on a pour la valeur numérique du terme en ¢
4(f” f// )__4 b—(l) " g,
Quant au terme complémentaire, sa valeur ne s’éloigne pas beaucoup de

2307+ (12 — ) 7wy
[2g2 (b - (1)2 f”:(

470 —4f a=4{b—a)f"u.

» quantité négligeable devant

4 —
(ff n’est pas supérieur a 2 f"b —j}(—(”a—_—i))l sera in-
(a — ¢); et fx = o, d’aprés le second théoréeme, n’aurait au-
(f'a)
Ja

Par conséquent, st

férieur a 2 f ”

cune racine entre a — ¢ et b, ce qui est contraire a ’hypothése. Donc

doit étre supérieur a 2 f"b; ce qu’il fallait démontrer.
P H q

6. THEOREME IV. — S8i, les limites a et b étant assez rapprochées pour
qu'on puisse appliquer la méthode de Newton au calcul de la racine o de
J'x = o, comprise entre ces limites, I'équation Jx = o n’a aucune racine
(f'a

Sa

On a en effet, dans ce cas,

entre a et b; le rapport " est plus petit que 2m.

(flaf _ Blfrar
fa fa:—%—l;f”a

et les dérivées des deux membres de cette égalité, prises par rapport a i,
doivent étre égales. Or on a pour celle du second

i) (fa 3 rma) —erm

&, :
<fot -+ ;f a)

2ifz(f"a)

(f/.-}— f”a>)'

ou

La dérivée du premier membre doit donc étre aussi positive; donc

»f/a " (f/a)’ da
G afra= ) G >
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!

t da t sont négatifs
et comme — e 7(;— gatifs,

" (fla)
2f"a— 7

ou
(f7a)
Jfa

1

Ainsi, dans le cas ou f"”x sera croissante depuis & = a jusqu'ax = b, le
théoreme est démontré.
Pour faire voir qu’il est vrai aussi daos le cas ou Sf"x est décroissante,

(f’ 2

nous remarquerons d’abord que nous admettons que peut étre supé-

rieur a 2 f"b, et que dés lors nous regardons cette frachon comme un
nombre fini de méme ordre que 2 f"b. (f’a)? et fa sont donc des quantités
de méme ordre; de plus, comme on a f'a = if"a, ou voit que f’a est une
quantit¢ de méme ordre que i: donc (f"a*) et fa sont des quantités de
méme ordre que %; il en est donc de méme de fo.

_l-faf//a ;
Ainsi on pourra désigner ﬁ—*—\z par 2 k étant une quantité de
<f“ __+_ f//
", \2 7,
meéme ordre que i, et la dérivée de —(u pourra s’écrire 4f/‘ -
f“ + f//
7 2
Donnons maintenant 4 a dans (sz) et dans 2f”a un accroissement né-
: A(f//b— ”a) . 1 " LN
gatif — ¢ = e le rapport augmentera de 4(f"b — f”a), tandis

que 2 f”a augmentera seulement d’une quantité trés-petite par rapport a

2f"a—af"b.

En effet, si 'on développe[—%%'ij d’apres la formule de Taylor, on
aura
(flap  d(flaf, a& [fa=be)]e
Ja ds  jfa de* fla—¢) 2
2ifu(f"a)

Le coefficient du terme en ¢ est - Par suite, ce terme se ré-

)
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GUf"h — fra) = 4(b—a)f"a.

duit a

Quant au terme complémentaire, il a une valeur numérique a trés-peu
pres égale a

2(2fu— 305" a) <fz + ';fa)
g / A YL PAY
l'zfa(f/'a>z (b a) (_/ (l) ?

quantité négligeable visa-visde 4 (f'b — fra)=4(b—a)f"a.
Donc, si (fj; est plus grand que 2 f"b, —f\%_-% sera plus grand que

2 f"{a —¢). Mais alors, en vertu du théoréme premier, fx = o aurait deux

(f'a)
Ja

racines réelles entre a et b, ce qui est impossible. Donc est moindre

que 2:/7b, et le théoréme énoncé est complétement démontré.

7. THEOREME V. — Lorsque les limites a et b sont assez rapprochées pour

qu'on puisse appliquer la méthode de Newton au calcul approché de la ra-
7

cine o de f'x = o, si <{f L est compris entre 2 f"a et 2 f"b, Uéquation

Jx =o aentrea et bdeux racines réelles et égales.

Ce théoreme est un corollaire évident des deux précédents.

(f'a)
Ja

8. Remarque. — Tout ce que nous avons dit du rapport

. 7b)?
aussi de( )

Jb
)

T5 tend vers 2 f "« lorsque, fax = o ayant deux racines réelles et égales,

est vral

. Ainsi :

b s’approche indéfiniment de «.

Si, f”x étant constamment croissante et décroissante de x =a jusqu’a

(f1b)

x =25, 7 est plus grand que 2M, fx = 0 a entre a et b deux racines

réelles et inégales.

Si, f"x étant constamment croissante ou décroissante de & = a jusqu’a

(') : -, :
x=b, 7 " est plus petit que 2m, fxr = o n’a aucune racine entre a et b.

Lorsque les limites a et b sont assez rapprochées pour qu’on puisse appli-
quer la méthode de Newton au calcul de la racine o de f’x — o,sifr =0
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(f76)"

a deux racines réelles entre a et b, 75 est plus grand que 2M, et si

fa = o n’a ancune racine réelle entre a et b, (ffb est plus petit que 2m.
f ’ b)?

Et dans les mémes circonstances, si - 7 est compris entre 2M et 2m,

fx = o a entre a et b deux racines réelles et égales.

9. Les suites [a] et [ b] pourraient encore étre terminées de la maniére
suivante :

"z, J'x, Jx
[a] - - -
0] = - -

Mais on raméne immédiatement ce cas au précédent, en changeant le
signe de fx et de ses dérivées.

10. Voici encore un cas que Fourier n’avait pas examiné, parce qu’il ne
s’occupait que des équations algébriques, et qu’on ne peut laisser de cote,
quand il s’agit d'équations transcendantes, puisqu’elles ne peuvent étre dé-
barrassées de leurs racines égales. C'est le cas on, les limites @ et b étant déja
trés-rapprochées, la suite [a] & partir d’une certaine fonction J™x ne pré-
senterait que des variations, et la suite [6] a partir de la méme fonction ne
présenterait que des permanences. 1l peut se faire en effet alors que fx=o
ait, entre a et b, n racines égales, ou aucune racine réelle, ou des racines
réclles trés-rapprochées.

Je ferai voir d’abord que si une équation jx =0 a n racines égales a z

comprises entre a et b, le rapportf A “ tend vers 1

7  lorsque x croit

depuis a jusqu’a «.

En effet, si for = 0a n racines égales & «, on aura par définition
Ja=o0, fla=o,..,[""a=0, et fraZo.

De plus, x désignant un nombre assez rapproché de a pour que, entre x et «,

il 0’y ait aucune racine de fx = o, et px désignant le produit f'x f*~' x
on a

-e
8
t
-6
)
|
|
-Q
R
i
8
]
},
-
hN
I
I+

+
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¢t comme

-3

va = flxf"tx,

v = frafr e + ['xfrax,

"= frxfmrla + af ' fhe + [a f e,

-

-G

e = frafrrle - (n— ) f Tt a e o+ f e f PR
"‘x=j""+'le”",r+n‘] "xf”x +...+‘/"xf2”—‘.r.

.
i
on voit que

o =0, ¢a=o0, ¢"a=o0,.., a=nf"ej"x;

A Y

on a aussi

v n e s 6
o = o oa — G
I.2.. n-f e (ﬂ—f—l)j ( /
Donc
+ et E"+l
_———Il n o, fn ., — o (g — G
fxfr—x T r.o...n f a+l.2_.(n—i—x)kp ( ”
fl. - gn o ght ! .
4 7 g 1 (g — B:)
—1‘2...nf‘+1.2...(n+1)f ( ‘
nfr Ty = £ -1 OC‘—-GE}
frafrap o 9 )

oo} -
', —.—___8___ 41 _Q
f“*’n—e-xf (o — %)
et quand x = a,

flafr \
—_‘f.z‘_‘r = nf .

11. Admettons maintenant que, 7 étant impair, I'équation f'a = o ait,
entre a et b, n — 1 racines égales et aucune autre racine réelle, et que fa
et fb aient des signes différents, en sorte que les deux suites [a] et [4]
soient terminées d'une des quatre maniéres sunivantes.

Si n estimpair,

St flan. ffx fle fx
[a] - + + - -+

I
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Srxe [t ffx fle fx

Jrx  frra. ffx flax fx

. a] -+ - —+ — —+
2 § (5] + — - +~ o+

o] S frleen. frx S fx
gy 1oL - - - - -
R R R

Mais le second cas se rameéne au premier, et le quatriéme au troisiéme
par le changement du signe de fx, ce quin’influera en rien sur le nombre,
ni la nature, ni la valeur des racines de for = o. 1l suffira donc d’exami-
ner le premier et le troisiéme cas.

On voit que si n est impair, fx = o peut avoir n racines réelles et égales,
ou une seule racine réelle comprise soit entre a et «, soit entre « et b; et
que, si n est pair, cette équation pourra avoir ou n racines réelles et égales,
ou deux racines réelles ou inégales dont une entre a et o, et I'autre en «
et b, on bien encore n’avoir aucune racine entre a et b.

12. On remarquera d’abord que « désignant la racine multiple de
S'x=o,sif'x = o0 anracines égales entre a et b, ces racines auront pour

fafra

b5
Fa —» a4 mesure que a se rappro-

chera de «, tendra vers nf"«; que si for = o a une racine réelle entre
et o, ce méme rapport tendra vers I'infini, tandis que si Ja = o n’a point
de racine entre a et a, il tendra vers zéro i mesure que a se rapprochera
de «.

valeur commune a, et que le rapport

f/ n/‘ft*i a

On peut étre averti de toutes ces circonstances avant que /- ait
a

pris une valeur infinie, nulle ou égale a nf*a.
En effet, j’admettrai d’abord comme démontré que la condition néces-
saire et suffisante pour que f'ox =0 ait n — 1 racines égales entrea et b { fx

\

etant constamment croissante ou décroissante depuis & = a jusqu’a x = b,

Document numérisé par la Bibliothéque Interuniversitaire Scientifique Jussieu - UPMC



(16)
et M et m désignant le plus grand et le plus petit des deux nombres f"a
et /"b) soit que

2m< %~<2\1
3m < %ﬂ < 3M,
5/n<w 3M,
fn la
{(n— >m<f”’;’;_ < (n—2)M,
(n—‘> f”;j,:——[f <(n——1\}M,

et je démontrerai que :

- e . .. flafr'a , .
15. THeoriME VI. — 57 flafa est plus grand que nM, [’équation
Ja
Jx =o0 aentreaet b deux racines réelles et inégales, si n est pair, ou une
seule racine reelle qui se trouve entre a et a, si n est impair.

De ce que
flafn—l a
—a > nM,
oti de ce que
Sflafr—ta

T >(n—1)M-+ M,
on tire
Safta f”af"“a
_‘fa‘“*> + fra;

o . . flafr—ta .
car, d’aprés ce que nous avons admis, e est moindre que (n— 1) M.
Donc aussi
4 —1 4 1
e o L7,
ou
4 [ N1 i e
Fard(LL LS
- Sa Sfa >
(fa)

0,

parce que f'a est négative; or, le premier membre de cette derniére inéga-
Sfafra
a

lité est la dérivée premiére de -; donc cette fraction est croissante.

Document numérisé par la Bibliothéque Interuniversitaire Scientifique Jussieu - UPMC



{ ~
(17)
Je dis de plus que & croissant depuis a jusqu’a une certaine valeur com-

Safria
—F0 11e pourra pas passer p‘dl" un maxi-

prise enire a et «, la fraction 7
fa
mum ; car, s’il en était ainsi, on aurait, pour la valeur & de & pour laquelle

e maximum a lieu,
/‘/ Ef,L._\y fl/ Efn__,y
= S

Fr Ef"“‘ v

et comme = I est comprise entre (n — )M et (n— 1)m, quef”f: est

compr‘me aussi entre M et m,

Ui E'ff;_lz' < nM;

\Il\

T n-— l
mais cela est unpossmle car - f étant croissante de x=a } usqu Ao ="1

on doit avoir aussi
f’ﬂf”_l(l f/ Ef”" E_

Ja Vi

donc, a plus forte raison,
fl af'n—~! a
<

ce qui est contraire a ’hypothese
On pourrait encore donner la déinonstration directe suivante
des valenrs successives de la limite a, et croissant par

Soient a, @', a’,
degrés insensibles ; on aura

f/ /’n— i i—1 . (l "=\ g .
i > f_; > nM, par suite, /{, ~—2———  esl croissante;
Fa' fr—a" a fra i "a’ fr-ta” .
jé” > r i - >nM, par suite, f ja" est croissante;

, flafra . .
Par conséquent, T croit sans cesse et tend vers une limite supé-
qui, d’apres ce qui précede, nue peut étre que Pinfini
5

rieure a n M, qui,
Done, si 72 est pair, jax = o a deux racines réelles et inégales; et si n est
impair, fx = 0 a une racine comprise entre a et b, et qui se trouve entre

3

aet g
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14. TukoriME VII. — Dans les mémes circonstances, c’est-a-dire si a
et b étant toujours assez rapprochés, pour que de x = a jusqu'a x =5
Slaf'a
- Sfa
nm, l'équation fax = o n’a aucune racine entre a et b, si n est pair; et sin
est impair, elle a une racine réelle entre o et b, et n’en a point entre a et o.

| " x soit constamment croissante ou décroissante, est plus petit que

La démonstration est semblable 4 celle du théoréme pnw."(‘édent.

15. Tueoreme VIIL. — 8i les limites a et b sont assez rapprochées pour
qion puisse appliquer la méthode de Newton au calcul de la racine o de
S e = o, comprise entre ces limites, et que fx = o ait une racine reelle

Sflafr—'a
. fa

En effet, en désignant par ¢ la racine de fx = o qui se trouve entre a

et o, et faisant

entre a et o, est plus grand que nM.

a=a—i, a=c—h i —h=¢ dou c=u-—z¢,

on a, sl n est pair,

. o I'u—lfnx 2t . .
f a= 1.2....(12—1)’ v j 4= I'/ “

/ ' B . Iz A" .
_ ' L "o " AR
Ja= /@]L+I.2j ¢ 1.2.3j c“"+l.z...nj €

" {fn o \2
Fla n—lﬂ— 1.2...(12——-1)\‘]“ s
Sa T b

Ix
——/g/"c+-l2—f”c...+ Sfre

I.2,..1n
Et comme

gt n—2

Vo n S : 1
Sfle= 1.2 .(n—1 % fc—l.‘l (n~2)~/ %

. _,_3 - . . .
fmc:_ 1.2...::”—3)j”a"‘flz_—‘c:_‘ ej"a_, . ”c"j”'r/"
AN

la dérivée du second membre prise par rapport a 7, en considérant A comme
. . dh . . , .
une fonction de i telle que 7 =5 deviendra, aprés quelques réductions
faciles a apercevoir,
n2in—t En‘}(‘n o

jr :.rz\‘z_
(i — =]
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Si n est impair, on a

flafr'a 2. 7 (fra;
17 = /]3 T 5
% hf ,——~f” — e — . .+ — fre
2.3 1.2...n
et comme, dans ce cas,
f C— f”&' P70 o — ‘i-z__7 f’na
.o (r—1) o/ 1.2.. (n—2) N

e s fra, fre=
la dérivée du second membre prise par rapport a i sera encore

n? Iu—l .nfn %

f.a dérivée du second membre est donc négative dans les deux cas; donc
celle du premier membre prise en considérant @ comme une fonction de 7,

{ o , . .
telle que f_{_‘{ = — 1, doit étre négative aussi; donc
al

(fap = <o,

. . ceer da
et comme fa et f’a ont des signes différents et que — <0,

" Te— § 4 n—1
j a—+ f ”f a fa < o.
Sfa
n—-I ! n—i
ff — étant comprls entre nmn et nM on voit que 51%‘” n’est pas

plus grand que nM, il doit étre compris entre nm et nM.
Nous remarquerons maintenant que l'inégalité

Sfa frta o Sflafr—ta
Sla Jfa
(fay

Su fla (f"(z -+

da
@ <

A .
entraine la suivante

Sa fla (f"n —+ Slafa —f’llf,‘~’a>

Sla Ja
(fa}?

> o,
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o flafr—a R , R R
qui signifie que ————;; croit ou décroit en méme temps que a (n® 15

. . \ ‘a f"'a .
et 14); par conséquent, si nous dovnons a a dans /:__f;___ et dans

S
. L , . ir—g")? m—M
nM — nm Paccroissement négatif trés-petit — ¢ = —(7;1—_)_ Fra le rap-

port diminuera de n*(M — m), tandis que la différence nM — nm variera
d’une quantité trés-petite par rapport 2 f"a elle-méme.

X 7 R n—1 "
En effet, on aura, en développant Sla—e) /(e ¢ par la formule de

Sfla—¢)
Taylor,
Faf=a d flafra , A fa—6) fr (e — 0 e
Fa A7 fa T am Fla— ) 2
. ., . , N s
Le coefficient de la premiére puissance de ¢ est égal a e donce le
TR

terme en ¢ a pour valeur numérique

(M —m)=n*b—a) f"a.

Quant au terme complémentaire, il est & peu pres égal a

Ilz[(fl—*—l)i"—{— (Il—* I)S"](l‘"—s") <b _ a')z(fz:+la)2

; ’
i"er 2 fra

quantité négligeable devant n* (M — m) = n* (b — a) f"a.
Done, si -2 "% était plus petit que »M, il deviendrait par i moindre
onc, et pus petit que ’ ' P
que nm, et fx = o, en vertu du théoréme précédent, n’aurait point de ra-
cine entre a — ¢ et «, ce qui est contraire 4 hypothése. Le rapport
f‘/afu—xu
e

montreé.

ne peut donc pas étre moindre que nM, et le théoréme est dé-

£6. TukorkMmE IX. — §i les limites a et b sont assez rapprochées pour
qu'on puisse appliquer la méthode de Newton au calcul de la racine o de

‘fln i

Jfrtx = o, et que fx = o nait aucune racine réelle entre a et o, =
fa

est moindre que nin.

En effet, en faisant
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on a dans ce cas, si n est pair,

n
Sflafr—a  1.2...n0 a)

o
iI‘ - n
\ - . -
S P
1.2 n
et si n est impair,
l"t
_——————— na;
(9 Slaf~a _ I.z...(n—-l)(f )
N : - n
Ja PR
I.2...1n

La dérivée du second membre de I’équation (1) de ce numéro est

ni"—!

Sa(fra)y

1.2...(n— 1)

<fa -+ ;;i';’lf"a>2

et elle est positive, parce que dans le cas de n pair f« > o.

La dérivée du second membre de 'équation (2) de ce méme numéro
est
ﬂi"_‘

) S ey

Te2...(n—1

/
(7o

1.2...1n

et elle est positive aussi, parce que, dans le cas de n impair, fa < o.

e ‘afr'a . ‘ .
Donc la dérivée de f—a—;a—~7 prise en regardant a comme une fonction
. di S -
de i, telle que 7? = — 1, doit étre positive dans tous les cas. Donc
/”afn—la f’afn—lﬂ
4 n b —
fafa(fa—*— Fa Fa )da
(fay @i~ 0
d’ou
. f//afn—~l “ 'flt'l =14
n —_—
fra+ Fa 7 >o0
et
f/a fn—i a _ - f//a w1 oy
A A a .
o <SR
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“a fra . : .
Comme fafa est compris entre (n — 1)m et (n — 1)M, on voit que
Sfa '
. Sfaffa . . .
si f——/.( n’est pas plus petit que nm, il est compris entre nm et n M.
(]

Remarquons aussi que Pinégalité

/4 f‘n-ﬁ[ ,C 7f‘11—|
faf’a(f"a+ff,l ftfa a>ﬁ>0
(fa) di
entraine la suivante,
fafa (fua+f”f}{:‘a el
< 0,
(fa)
["a e

% décroit quand a augmente, ou croit quand a di-

qui signifie que —

minue (n* 13 et 14).

e fini de

Remarquons encore que le I‘ilppOi‘t

"a fr'a
Ja

méme ordre que nM et nm, le numérateur et le dénominateur sont des
quantités de méme ordre (da méme ordre que i*); et que par suite, k dési-
gnant une quantité du méme ordre que 7, on peut poser

o e Ll
— e n
2., .(n— ”nfaf “

)
. I.2.. n

]~

et la dérivée de

==

- nz\z
t.2...(n—1) )

ill
Sfax Sra

1.2, n
R AL
pourra sécrire —
R . f’afu—i
Donnons maintenant 4 a dans — et dans #M — nm un accroisse-

k{m—M)
Sz

la différence nM — run variera d’uune quantité tres-petite par rapport a

elle-méme.

ment négatif — &' = » le rapport augmentera de n*(M — m), et
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frla—e)frla—¢

En effet, on aura, en développant f(a —

par la formule

de Tavlor,

flaf"ta dfaf""as,; Y fa— 0y fri(a— G
 fa T dé Ja EE Sla —as")

el le coefficient du terme en ¢ est

il

— e falfe)

1.2, (n—1)

2

, o
)
Vo e
par suite, ce terme se réduit a
n*( f*b— fra)=n*b — a) /" a.
Quant au terme complémentaire, il a une valeur a trés-peu prés égale a

PR ] [f“ - mf"“}(b—w(‘w'n)z

2 "o
= fa

n*

n—{—l

| n =1 —

A Aol . 2 WA Y e V
quantité négligeable devant n* (b —a) f*'a=n (M — m).

Done, si sel a plus

flafi—a Fla—) fr={a —
Ja )

est plus grand que nm, Fla 7

grand que n»M. Mais alors, en vertu du théoréme VI, jx = o aurait
une racine réelle comprise entre a ¢t a, ce qui est impossible. Donc

flafta

est moindre que nm, et le théoreme est démontré.

Ja
17. TuroreME X. — Si les limites a et b sont assez rapprochées pour
quon puisse appliquer la méthode de Newton au calcul de la racine « de
Ta fr—! . . - , .
J"'x = o, et que le rapport L4l iy compyis entre nm et n}l, ['équa-
Ja i

tion jvc == 0 a entre a et b n racines réelles et égales.
Ce théoréme est une conséquence évidente des deux précédents.

18. Les cing théoremes précédents ne sont vrais qu'autant quon admet
les conditions énoncées dans le n° 12,
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Mais elles sont remplies quand 7n = 3.
Elles le sont donc aussi quand 7 = 4,
Etquand. . . . . . ... . »n=5:

Et ainsi de suite.

Douc tous ces théoremes sont vrais quel que soit 7.

. . flafr—e
19. Remarque. — Tout ce gue nous avons dit du rapport ——_f{——w esi
(43
. . Flefb A
vrai aussi du rapport g etje regarderai comme démontrés pour ce

rapport tous les théoremes que nous venons d’établir relativement &
Flafrta

7 » & la seule condition de changer b en a dans leur énoncé.
(44

20. Remarque. — Si, le nombre n — i — 1 étant pair, on avait
fn-«zﬂf n—;
7:*-— < (l —+ I)Iﬂz
et en meme temps
. ‘ n—i—i—:a =y .
mn < 'f———l,n_i{{ <iM.
f:'{——~1 afr—e
am < —-—{—:{{— < oM.

Vequation [~ x = o n’aurait aucune racine réelie entre a et b, et ju =o
ne pourrait plus avoir quen — i — 1 racines entre a et b. Pour reconnaitre
s1 ces racines sont égales, ou pour les séparer si elles sont inégales, on fer:
commencer les suites [a] et [b] a /"' x.

jn tafn—-
fu~l ta

pair, et les rapports

Si on avait - > (i +1)M, ce nombre n — i — 1 étant toujours

fn».—.—\ (lf"_" a
fn—i”

3 - . . 1 - } } s l

le premier entre/m eti}l,..., et le cernier entre am et 2M, I'équation

J=ttar = o aurait deux racines réellcs et inégales entre a et b3 on les se-

[ :
etant toujours compris,

varerait, et en désignant par ¢ un nombre compris entre ces deux racines,
it chercherait combien far = o peut avoir de racines réelles entre a et c.
puis entre ¢ et b. Pour cela on ferait commencer les suites [a], [c], [] 2
;i
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fn—iafn—la <~

Enfin, si on avait (i+1)M, ou < (i+1)m, le nombre

fn——i—xﬂ -
n — i — 1 étant impair, et les rapports
n—i+1a n—1 g n—ig fr—ig
foafiia L foaf
fn ia fn—.'a

étant toujours compris entre les liniites im et iM,..., 2m et 2M, 'éguation
f"'ax = o n’aurait qu’une racine réelle entre a et b, et for = o ne pour-
rait plus avoir que n — i racines réelles et égales entre ces limites. Pour le
reconnaitre, on prendra de nouvelles limites a’ et &’ plus rapprochées
que a et b, et telles qu’elles comprennent toujours la racine de /"' = o,
sans en comprendre aucune de /" = 0; on fera commencer les suites
la’'} et [b'}a f*'x, et on appliquera les regles précédentes.

DEUXIEME PARTIE.

RESOLUTION DES EQUATIONS A DEUX INCONNUES.

[. — Exposé sommaire de la méthode de M. Sarrus.

21. Sarrus désigne par L, M, N,..., des fonctions quelconques de ., y,
z,...;parx’, ', 2,... des valeurs quelconques respectivement moindres que
X, ¥y Zy..., et par 27, 37, 2%,/ d’autres quantités respectivement plus
grandes.

11 suppose que dans toute étendue des limites &', y’, #,... et a”, 3,
z",..., les valeurs de L, M, N,... resteut finies et continues, et fait abstrac-
tion des autres valeurs de ces fonctions.

Il appelle limite inférieure et limite supérieure de L, des quantités 1./
et L” telles, que dans toute I'étendue des limites &', y', 7,... et &”, y”,
z",..., la valeur de L soit plus grande que I.” et plus petite que L”; et que,
de plus, en faisant varier les limites &/, ¥/, 2, ..., 2", »”, 2,... de ma-

N

niere que les différences positives x — x', y — 3, 2—2,..., et 2" — x,
Y = 7, #'— z,... décroissant indéfiniment, les différences également posi-

4
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tives L — I/ et L” — L finissent par devenir moindres que toute quantite
donnée.

M’ et M”, N" et N”,. .. désignent des quantités qui sont, par rapport a M
et N, ce que I." et L” sont par rapport & L.

Lorsque la limite inférieure des valeurs d’une fonction est positive, les
autres valeurs sont aussi et 4 plus forte raison positives; et par conséquent
aucune d’elles ne peut étre nulle.

Lorsque la limite supérieure des valeurs d’une fonction est négative, ces
différentes valeurs sont donc aussi a plus forte raison négatives; et par con-
séquent aucune d’elles ne peut étre nulle.

Réciproquement, si les limites x’, y’, #,... et x”, ¥”, 2’,... sont suffisam-
ment rapprochées, et si néanmoins aucune des valeurs de cette fonction
calculées dans toute I'étendue de ces limites n’est égale a zéro, il arrivera :

Ou que la limite inférieure de cette fonction sera positive, ou que la
limite supérieure sera négative.

Par suite, si la limite inférieure des valeurs d’une fonction est négative,
et si la limite supérieure est en méme temps positive, il faut, ou que cette
fonction devienne nulle, pour des valeurs convenables de «, 7, z,..., com-
prises entre les limites x', y', 2/,... et x”, »”, 2’,..., ou bien que ces
limites soient trop écartées.

22. Toutes les fois que I'on sait trouver la plus petite et la plus grande
des valeurs de L qui peuvent avoir lieu dans I'étendue des limites des va-
leurs de x, y, z,..., on peut prendre la plus petite de ces valeurs pour la
limite inférieure de toutes les autres, et la plus grande pour leur limite su-~
périeure.

C’est ainsi que I'on trouvera les limites inférieure et supérieure des fonc-
tions simples

x™, sinx, cosx, tangx, logux,....
§’il s’agit d’un produit de la forme
kax* ]'ez",...
dans lequel k, a, 3, 7,... expriment des nombres positifs quelconques, et

que les limites x', y', z,... et x”, ", 2’,. .. des valeurs de =, Yy By
soient toutes positives, les deux limites de ce produit seront alors

o 3 - . N
kx'* y'2'7 . et /fx”‘y”ﬁz”’,....
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Pour obtenir la limite inférieure d’'une somme algébrique de plusieurs
fonctions P, Q, R,..., T, U, V,..., il faut ajouter les limites inférieures de
celles qui ont le signe +, et retrancher de la somme les limites supérieures
de celles qui ont le signe —.

Ainsi, si
L=P+Q+R+ ..—-T-U-V . |
DN A
=P +Q+R +.. —T'—U"—-V'— .
V=P +Q+R'+...—-T—-U -V — ..

Dong, lorsqu’un polynéme ne contient que des puissances positives des va-
riables x, ¥, z,..., et que, de plus, les limites &/, y', #,...,x", ", 2",...
de ces variables sunt toutes positives, on aura une limite inféricure des va-
leurs de ce polynéme, en remplacant x, y, z,... par leurs limites inférieures
dans ceux des termes de ce polyndme qui sont positifs, et par leurs limites
supérieures dans ceux qui sont négatits.

On aura une limite supérieure des mémes valeurs en remplacant ., ',
z,... par leurs limites supérieures dans ceux des termes du polynome qui
sont positifs, et par leurs limites inférieures dans ceux qui sont négatifs.

Si on a
L =PQR... TUV...

et que les limites de PQR soient positives, mais que celles de TUV soient
négatives, on prendra le plus petit des deux produits

PQR ... T"U"V"... et PQ'R"...T'U'V'...
pour la limite inférieure L’ et le plus grand pour la limite supérieure 1.”.

25. Soient, maintenant, une ou plusieurs équations de forme quel-
conque,
L=0, M=o, N=o,...,

a une ou plusieurs inconnues, dont le nombre peut étre différent de celui
des équations; étant donné en outre un systeme de limites des valeurs des
inconnues, proposons-nous de trouver toutes les valeurs de ces inconnues
qui peuvent étre comprises entre les limites données, et satisfaire en méme
temps aux équations

L=0, M=o, N=o,....

NEAN
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Nous chercherons les limites inférieures des valeurs que peuvent recevoir les
fonctions ., M, N,... quand on fait varier x, y, z,... entre les limites
données, puis les limites supérieures des valeurs de ces mémes fonctions.

S’il arrive qu’une des limites inférieures soit positive, la fonction qui aura
donné lieu a cette limite positive ne pourra devenir nulle tant que les va-
leurs de x, y, z,... sont comprises entre les limites données, et par consé-
quent la question proposée n’a pas de solution proprement dite.

La méme chose a lieu lorsqu’une des limites supérieures est négative.

Lorsque toutes les limites inférieures des valeurs L, M, N, ... sont né-
gatives, et leurs limites supérieures positives, ou les limites données ren-
ferment des solutions des équations L =0, M =0, N=o,..., ou bien
ces limites sont trop écartées.

Apres cela, nous subdiviserons les systémes de limites données des va-
leurs de x, 7, z,... en plusieurs autres systémes de limites plus rappro-
chées, dont 'ensemble embrassera la méme étendue que le systéme de
limites primitives.

Nous recommencerons avec chacun de ces nouveaux systémes de li-
nites, comme nous avons déja opéré avec le systeme primitif.

De cette maniére, nous pourrons étre conduits a exclure quelques-uns
des nouveaux systémes de limites comme ne pouvant renfermer de solu-
tions des équations L. = 0o, M =0, N =o,.... Quant aux autres, nous les
subdiviserons a4 leur tour en d’autres systémes que nous traiterons de la
méme maniére,

En opérant ainsi, nous finirons par exclure tous les nombres qui, étant
compris entre les limites données pour les inconnues x, 7, z, ..., ne peuvent
pas satisfaire aux équations =0, M=o, N=o,....

Les systemes de limites qui n’auront pas été exclus nous feront connaitre,
avec tel degré d’approximation que I'on peut vouloir, toutes les solutions
des équations L=o0, M =0, N = 0,... qui peuvent étre comprises entre
les limites données.

24. Mais la méthode de M. Sarrus a I'inconvénient de laisser toujours le
calculateur dans Vincertitude, car lorsqu’il aura trouvé que pour des li-
mites méme trés-rapprochées, x’, ¥y, 2...etx", y, 2"..., des inconnues
XY % ..., toutes les limites inférieures des premiers membres des équa-
tions

IL=0, M=o, N=o,...

sont negatives, et toutes les limites supérieures positives, il ne saura pas si,
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entre ces limites des inconnues, il y a réellement des solutions ou s’il n'y en
a pas, ni combien il y en a; et, par suite, il ne peut savoir s’il doit conti-
nuer ou arréter ses calculs.

Mais quand, au moyen de cette méthode, on aura convenablement rap-
proché les limites des inconnues, la théorie que je vais exposer lévera toute
incertitude.

—~

II. — Résolution de deux équations a deux inconnues.

25. Je prends les deux équations

Sz x)=0, Flx, y)=o,

et je chercherai combien elles peuvent avoir de solutions entre deux limites
données z, et &, de la variable x, et entre deux limites y, et y, de la va-
riable y; et 'admettrai que, si on fait varier x depuis x, jusqu’a x,, 'équa-
tion f(x, y)=o ni Iéquation F(x, )= o ne détermineront une valeur
infinie de y; et que, y variant depuis y,, jusqu’a y,, aucune des valeurs de x
déterminées par f(x, ) = o et F(x, y) = o ue soit infinie.

On obtiendra facilement de semblables limites lorsque les deux équa-
tions proposées sont algébriques, car alors elles pourront se mettre sous la
forme

Ay"+ By™ '+ ... +Ty+U=o,

les lettres A, B, C,...,T, U désignant des coefficients numériques ou des
polyndmes en x. Or, les valeurs infinies de y répondent aux valeurs de x
qui rendent A = o. On résoudra donc A = o, et si a, et a, sont deux
racines consécutives de cette équation, en prenant pour limites de
x, = a, + & et X, = a, — ¢ (¢ étant une quantité positive aussi petite qu’on
voudra), aux valeurs de x comprises entre x, et &, ne répondra aucune
valeur infinie de y.
L’équation f(a, y) = o pourra aussi se mettre sous la forme

Ax™ +~Bx™ ' +...+1Tx+ U =o,

A/, B,..., T/, U étant des coefficients numériques ou des fonctions de y;
et il suffira de résoudre A’ = o pour connaitre les valeurs de y qui rendent.x
infinie; et si b, et b, sont deux racines consécutives de cette équation, on
sera stir qu’en prenant pour limites y,, = b, + ¢ et ¥, = b, — ¢ (¢ étant tou-
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jours un nombre positif aussi petit qu’on voudra), & aucune valeur de y
comprise entre ces limites ne correspondra uue valeur infinie de .

26. Soient donc x, et x, les deux limites données de la variable x, et y,,
et y, les deux limites données de la variable y; je suppose que les limites
intérieures de f et de F soient négatives, et les deux limites supérieures po-
sitives.

L’équation f{ux,¥) = o représente une courbe qu’on peut supposer rap-
portée a deux axes de coordonnées rectangulaires; de méme, I'équation
F{x,y) = o représente une autre courbe qu’on peut supposer rapportée
aux mémes axes que la premiére.

Je prends, sur I'axe OX, les distances OP = x, et 0Q = x,, et, par les
points P et Q, je mene des paralleles a ’'axe OY; je prends sur OY les lon-

gueurs OR = y, 08 = y,, et, par les points R et S, je mene des paralleles
a i’axe OX. Ces droites, en se coupant, forment un rectangle MNM'N'. Ce
rectangle est traversé par une ou plusieurs branches ab, a’'¥' de f, et par
une ou plusieurs branches AB, A’B’ de F; et les coordonnées des points de
rencontre sont les solutions comprises entre les limites données.

Il s’agit donc de savoir déterminer les points d’intersection d’un des arcs
de f et d'un des arcs de F, de ab et de AB, par exemple.

Je ferai, dans f(x, y)=o0, x=x,; je transformerai cette équation
en une autre a une seule inconnue, qui me fera connaitre les valeurs de y
correspondantes a a,, et comprises entre ), et y,. Soit y, une de ces va-
leurs, et admettons qu’elle ne soit pas une racine multiple de Sflx,, y)=o0;
x, et y, sont les coordonnées d’un point de la courbe f situé sur la droite
PMN. Je suppose que ce soit le point a. x, étant un nombre plus grand
que x,, je ferai dans la méme équation f(x, y)=o0, x = x,; je la chan-
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gerai en une autre qui me fera connaitre les valeurs de y correspondantes
a x,, et comprises entre y,, et ¥,; et si ¥, est 'une de ces valeurs et n’est
pas une racine multiple de f(x,, y)= o, etsi, de plus, x, et y, sont les
coordonnées d’un méme point de Parc passant par a, y, devra étre donné
aussi par la série

LA r h . o At n hn , n—I At
J2=00 0wy ']‘1.2+"'—{_J1x.z...rzT‘)ﬂf,+9h1.2...(n+1)“

dans laquelle  désigne la différence x, — x,, et ou ', 7y..., i dé-

signent les valeurs que prennent les dérivées y', y’,..., y" quand on fait

. Jtt , .
—_ _— N+t _—
x=2x, et y =y, et ou enfin yi-\ , YN Py désigne le terme
complémentaire.

Or, ces valeurs s’obtiendront facilement au moyen des équations

o 4
’ & Yoo
Ot =0
af af  ,  darf &

ny <4 " pCARN £ o
) dx? +2dxdy‘7 +a’]2'y +d7“y =

. df a f &f &f a&f _ af af

my =/ . 7 12 AP L ’ AW
= dz® +3dx2dyy +3dxdy7‘r +dy3‘y +3(dxdy+ dy*? J _r.dy‘y =%

e+ s = e & s s s e @ . e

de la maniére suivante :

On remplacera dans (') & par x, et y par y,, ce qui fait connaitre I

On remplacera dans (") x par x,, y par y, et y’ par y' et I'on ob-
tiendra y;

On remplacera dans (") x par x,, y par y,, y' par y', et Y’ par y.,
et l'on pourra ensuite calculer y';;

Ei ainsi de suite.

Quant 3 la série

R w h?
]’4‘*‘]/1;"[-]1'1—.;"—.,.,

on voit qu’elle doit étre convergente; mais il est toujours possible de la
rendre telle, en prenant x, assez voisin de x,.

Il sera peut-étre plus avantageux de composer d’abord, au moyen de cette
série, la valeur de y,, et de vérifier si elle satisfait 2 Péquation f(x,, y)=o.
La série ne fera pas connaitre exactement la valeur de y,, mais pourra en
donner une valeur approchée, que I’on rectifiera en se servant de cette pre-
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miere approximation pour calculer par la méthode de Newton la racine y..
Je ferai ensuite, dans I'équation F(x, y)=o0, x =x,, et jen tirerai
une valeur Y, de y comprise enire y,, et y,; j'aurai ainsi les coordonnées
d'un point A(x,, Y,) d’'une branche de la courbe F, puis je détermiverai
I'ordonnée Y, du point B, oti cette branche rencontre la droite QM'N’, par
des calculs semblables & ceux qui nous ont fait connaitre y,.

27. Je remarque maintenant que 'ordonnée d’un point quelconque de
Parc ab est une fonction de x (que je désignerai par y), et dont je puis
calculer la valeur, ainsi que celles de toutes ses dérivées qui correspondent
a'la valeur x, et a la valeur &, de x;

Que Pordonnée d’un point quelconque de 'arc AB est une fonction de x
(que Je désigne par Y), et dont je sais calculer la valeur, ainsi que celles
de toutes ses dérivées qui correspondent aux valeurs x, et x, de x;

Que les coordonnées des points de rencontre de ces deux arcs sont les
valeurs de x et de y qui satisfont a 1'équation

ry—Y=o0.
On admet d’ailleurs que Varc ab et I'arc AB n’ont aucun point pour
daf . . df .
lequel — = o ni & = O

Si donc on calcule les valeurs des fonctions
¥ — Y, )/ __Y/’ ]/,// . Y”,.--, )c . Yt"

qui répondent & & = a, et & x—u,, et si la derniére 7' — Y ne change
pas de signe quand x varie de & = x, 4 & = a,, jaurai deux suites de
nombres que jappelle la suite [x,] et la suite [, ], et, en vertu de la régle
de Fourier, autant la suite [oc,] aura de variations de moins que la
suite [, |, autant I'équation y —Y = o aura de racines au plus entre
xr=x, et x = mx,.

28. Tl reste & reconnaitre comment y’— Y’ ne changera pas de signe
depuis x = &, jusqu’a x = x,

2" est une fonctio s de &, ». y',..., ¥*'; comme on connait les valeurs

de x, et x,, y, et y,, de ¥, et y,..., de yi~" et de 75", on pourra
calculer la limite inférieure et la limite supérieure de y*.
De méme, comme Y’ est une fonction de x, Y, Y',..., Y, et que I'on

connait les valeurs de x, et x,, de Y, et Y,, de Y,etY,,..,etde Y\ " et

Y57, on pourra calculer la limite inférieure et la limite supérieure de Y*,
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et, par suite, la limite inférieure et la limite supérieure de y' —Y'; et si ces
deux limites ont le méme signe, on est sur que cette fonction restera tou-
jours positive ou toujours négative quand x variera de x, a x,.

29. Alors, si la suite [, ] et la suite [, ] ont le méme nombre de varia-
tions, 'équation y —Y == o n’a point de racines comprises entre x, et x»,
et les deux arcs ab et AB ne se rencontrent pas.

Si la suite [,] a une variation de moins que la suite [, ], les deux arcs
ab et AB se rencontrent en un point, et en un point seulement.

Si la suite [, ] a plusieurs variations de moins que la suite [ x, ], les deux
arcs ab et AB peuvent se rencontrer en un ou plusieurs points. On rappro-
chera alors les limites &, et x,, c’est-a-dire que x,, a, b,..., ¢, a, étant des
nombres rangés par ordre de grandeur, on chercheralesracinesde y —Y=o0
comprises entre x, et a, entre a et b,..., entre ¢ et x,, au moyen des suites
[z, [a], [b],..., [c], [x.].

Si une de ces suites, la suite [5], par exemple, a autant de variations ou
une variation de moins que celle qui la précede, il n’y aura point de ren-
contre entre a et b, ou il y en aura une seule; s’il n’en est pas ainsi, il y aura
incertitude, et i’on rapprochera eucore les limites a et b.

Et l'on continuera ainsi jusqu’a ce que I'on soit arrivé 4 des suites telles,
que chacune d’elles ait le méme nowmbre de variations ou une variation de
moins que celle qui la précede.

50. Si, pour les limites données x, et x, de la variable x, et y, et y, de
la variable y, les limites inférieure et supérieure de la fonction 3 — Y?n’ont
pas le méme signe, et qu'on ne puisse pas savoir par d'antres considérations
qu’elle ne change pas de signe lorsque x et y varient entre les limites don-
nées, il faudra rapprocher encore les limites x, et x, jusqu’a ce que I'on
soit retombé dans le cas que nous venons d’examiner. On pourrait aussi
prendre des dérivées d’un ordre plus élevé que i.

31. Si la valeur de y, donnée par

. o /e " h? m hs ,
)4—’—71?_'—‘}1—1_.—;_‘—‘)11 >3 T

n’était pas comprise entre 5, et »,, l'arc ab ne rencontrerait pas la droite
QM'N’ entre les paralléles RMM' et SNN’ 4 Paxe OX. On chercherait alors
en quel point il rencontre, soit RMM’, soit SNN’, en calculant les racines
de I'équation f(x,y,) =o0 ou f(x,y,) =o0, comprises entre x, et x,;
~
o]
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on aurait ainsi une valeur de & comprise entre les deux nombres tres-rap-
prochés o, et «,, et, au lieu des limites &, et x,, on prendrait x, et «,.
On agirait de méme si I’arc ab ne rencontrait pas PMN ou ne rencontrait
aucune des droites PMN et QM'N’ entre RMM’ et SNN'.

32. U pourrait se faire que les limites &, et &, étant tres rapprochées,
les suites [ac, ] et [a,] soient ainsi terminées :

j,// — Y// j,/ - Y/ J,. . Y,

[, L -
[x,] + 4+ +
ot bien

L] - + -

[:] - - -

le nombre des variations étant le méme dans chacune delles jusqu’a
la fonction y” — Y”, c’est-a dire lorsqu’on fait abstraction des signes que
donnent dans chaque suite y' — Y’ et y — Y.

On aura recours dans ce cas aux théorémes démontrés dans la premiere
partie (n° 2, 3 et 7), et les limites x, et xx, étant déja assez rapprochées
pour que ¥”— Y” ne change pas de signe depuis x = x, jusqu'a x = x,,

(7, =Y

on examinera le rapport Uy—T: désignons par M et m le plus grand et
17 t
le plus petit des deux nombres (¥, —Y') et (¥,— YY) :
(Y, — Y ., . . . L,
Si = Y.J > 2M, équation ¥y — Y = o a deux racines réelles et iné-

rn—Y,
gales comprises entre x, et &x,, et par suite les deux arcs ab et AB se ren-
contrent en deux points.
(Y=Y, , . ,
Si Y < a2m, y — Y=o n’a aucune racine réelle entre x, et x,,
et par suite les deux arcs ab et AB n’ont aucun point commun.
Sl (yll — Y/x)2
yi—Y
racines réelles et égales entre x, et &, et les deux arcs ab et AB se touchent
en un point dont l'abscisse est entre x, et x,. Nous dirons dans ce cas
que les équations proposées ont une so'ution double.

est compris entre 2met 2M, équation y —Y =0 a deux

33. 1l peut se faire encore que les limites 2, et a, étant déja assez rap-
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prochées pour que ¥* — Y” ne change pas de signe depuis x =, jusqu’a
x = x,, la suite [x,] ne présente plus que des variations, et la suite [a, |
ne présente plus que des permanences & partir de celte méme dérivée
y"—Y", comme par exemple
D G NP (S s RN
K —+ — o + — -+

[, ] + + Cee + + -+

lors, si 9" — Y" est constamment croissante ou décroissante de x = x,

A &= x,,et la méthode de Newton pouvant s’appliquer au calcul de la
racine de y"' —Y"' =o comprise entre x, et x,, on désignera par M
et m le plus grand et le plus petit des deux nombres (] —Y) et {y,—7Y1),
et s

n—x ___ Yn—x n—I __ ‘Yn—l
am < 1 ) =Y o,
‘71‘1— __Yr‘l—_
n—z__Yn——z n—r _Yn——l ,
3m < (r ,1,_5)_();,1”_3 ) < 3M,
'yl 1
. "_Y” { yh—1__Ya—
a’n——r')m(g‘ ‘),”‘ , ‘«)<(n—[)"M7
/ ¥ —Y, )
{‘7.’ _Y" ].n—l_Yn—x v
nin < ';(_‘Y ! )</st§,

I'équation y — Y =0 a entre x, et x, n racines réelles et égales et les arcs
ab et AB ont un contact de ordre n—1 en un point dont abscisse est
comprise entre x, et x,. Nous dirons que les équations f(x, y) =o et
Ffa, y) = o ont une solution multiple du n*™ ordre.

34. Si toutes ces conditions étaient remplies, jusqu’au rapport
LTI‘:VC_YT*L>(],11~;_YH—I)

1 1

—i——Y _ Yn—i—1
‘g Y

qui serait plus grand que (i 4+ 1)M, ou plus petit

que (i+1)m, on reconnaitrait le nombre et la nature des racines de
Y — Y = o, de la méme manieére qu’au n® 20, nous avons reconnu la nature
et le nombre des racines d’une équation & une seule inconnue fa = o, et
on en conclurait le nombre des points de rencontre ou de contact des deux
arcs ab et AB.

5..
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35. Si une des quantités y, ¥, y”,..., 5 ou Y, Y, Y,..., Y devenait
infinie pour une valeur de x comprise entre x, et x,, on chercherait
deux nombres «, et a, trés—approchés de cette valeur de x, I'un par exces,
l'autre par défaut, et on prendrait pour limites de o, x, et «,, puis a, et x».

36. Prenons maintenant trois équations a deux inconnues,
flx, y)=o0, F(x,y)=0, ¢(x y)=0,

et cherchons a reconnaitre si deux valeurs de x et de y, qui composent
une solution des deux premiéres f(x, y)=o0, F(x, y)=o0, et qui ne sont
connues qu’approximativement, c’est-a-dire dont l'une x est comprise
entre les limites connues x, et x,, et 'autre y entre les limites connues
aussi y, et y,, satisfont a la troisiéme ¢ (x, y) = o.

Nous remarquerons cu’en représentant par y ==¢x une fonction
de x déterminée par f(x, y)=o,siles trois équations f(x, y)=o,
F(x, y)=o0 et ¢(x, y) = o0 ont une solution commune entre x, et x,
et entre y, et y,, il faudra que F(x, o) =oetg(x, fa)= o aient une
racine commune entre x =, et x = a,; et réciproquement, si ces deux
dernieres équations ont une racine commune entre x, et x,, les trois équa-
tions proposées auront une solution commune comprise entre ax = x, et
X =ax,, et entre Y= ety =75

Or, pour que les deux équations F (&, yx)=o0 et g(x, fa)= 0 aient
une racine commune entre x, et x,, il est nécessaire et suffisant que

[F (ac, )]t + [ (0, o)) = dox =0

ait une racine double comprise entre ces limites.
Il faudra donc que ®x, et ®x, aientle méme signe (& savoir le signe +;

que o2F (ay, da,).Flay, x,) + 2¢ (2, $x,) . 0(xy, pa,) =¥,
et 2 (L0y $ ) F (X, pary) 4+ 20 (209 205) - 9 (200, §o0s) = ' 2,
aient des signes contraires;

que  2F"(x,, yo,)Flr, ¢x’>+2[F/ (e, ¢£f.>]2+2?'/(x,, $x,).ox, Ya,)
+ofd(x, g )P =02,

et 2F" (o, $,) Flars, Yay) + 2[F (x,, $ae,) [P+ 29" (25, Yay).@(x,, ba,)
-+ 2[(‘9/(35‘2, be.‘,)]? =q"x,
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aient le signe + et soient constamment croissantes ou décroissantes de

o' z,
x = x, 4 x = x,; et de plus, que (—E_) soit compris entre 29"x, et 20"x,,

Or, ces conditions pourront étre vérifides facilement, car la valeur Y
de x quand & = x,, et celle y, de la méme fonction quand & =, , sont
des valeurs approchées des racines de f(x,, y)=o et de f(ax,, y)=o0.
De plus,

[Flay, g + [p(xy, )] = [F (20, 71)]* + [o(xs, y)]%
[F (s, ‘1’“’2 12+ [o(as, Yoo )P = [F(xa, 7)1 + [9(22, 72) ],

@1‘4—2( ]‘> (.I‘, ]’ <ﬁ+i‘l‘}'l>?(xn}’1)
d,rl 1 ? dz, dy,/ 1 ’
@'.1‘:_,:2(% dF >F x2,f2 <Z_j +;£f'2>?(x27,)’2)7
@”x,:2<d—z—F +2 50— ¥+ y > (x0y 74) -+—2< ]f >
dr? aﬂ::,d_yI 1 fy; < 1 ! 1
o (T re ”’f’ ) el ) 2 (T )
dx? dz, dy,” 1 zJ A dy, 1
P’ xr,—2 <(12F +2—-{1—2F—_)" < Fj’ ‘—l— > XLy ¥a)+2 ( >
dx? dz,dy, 2/ 2 ’ J 2
+3 (G 2 g ot 5T y’»”——“’ 72) o 72 +2 (45 7a)
24 dz,dy,” 2 ; J 2 dy,” 2 rJ2 2

37. Si 'on avait n équations entre deux inconnues x et y, savoir :

F,(x,y)=0, Fy(x,y)=o,..,, F,(x, y)=o,

il faudra, pour que ces 7 équations aient une solution commune comprise
eutre des limites trés-rapprochées, a, et x, pour la variable x, y,, y,
pour la variable y, que, ¢ x désignant une fonction y de x déterminée par
I'équation F, (x, y)=o0, les n — 1 équations F,(x, x)=o0,..., F,(x,y x)=0
aient une racine coramune entre x, et &,, ou que

[Fy(a, b)) +oo.+ [Fo(x, dx)P =0

aient une racine double entre les mémes limites, ce dont il sera facile de
s’assurer.

L. — De quelques cas exceptionnels.

38. Des contacts de deux courbes planes. — On dit que deux courbes
planes données par les équations y = fx, Y =TFx, ont un contact de
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Fordre n au point (x,, 5, J, lorsque pour x = x, on a
dy dY d? Y dry drY
—Y =o, — e — = J-— = _— —— =
v e dx dx © dz? dx? Oreeer G dxm 05

d"'Hj‘ dn-i-Y
Y =<
et dri+ Az =~ o.

Or, ce sont la les couditions pour que I'équation fx — Fx=o0 ait n +1
racines égales a x,. Si donc on désigne par a et b deux nombres tres-rap-
prochés de x,, et tels que a < &, < b, ces conditions pourront étre rem-
placées par les suivantes :

° Tl faudra qu’en formant les suites [a] et [b], et les faisant commencer
iy ZWY, la suite [a] ne présente que des variations, et la suite | b

dl‘";‘ [[z.lh-l

ne présente que des permanences;
dn—l-iy dll+lY

Jue x croissant depuis a jusqu’a b, Terir — g SOt constamment

croissante ou décroissante;
3° Que les nombres a et b soient assez rapprochés pour qu'on puisse

. , . dn dn
appliquer la méthode de Newton au calcul de la racine de y_ 4y 0
dz" dx"

comprise entre a et b;

° Que M et m désignant le plus grand et le plus petit des deux nombres
dn-é—x‘},- dn+1Y dn+!.), drY

dan-i-i - dar+' e d—bn_;T - db"+ » on ait
(v‘d,,y ary [dy dY?
ey
S ’,\-"”l<“\‘? yZ—Yaa 2 < [n 4+ 1}],
fdry  drYN idiy d'Y \)
) da™ da® ) ( da* da* | M
nm < e Y < nM,
da ~ da
5
( dn‘), d"—- drY
m < P O TS ¥ < 33,
dar—* da"—?
. dn) qu> "dn}, drY
. _d{l" - (lll" y ( da” - dan ’)
21 < dr—y ‘du_‘Y < 2 M.
d”u-—-t - W
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Ces nouvelles conditions, en apparence plus compliquées, sont cepen-
dant, daus la pratique, plus faciles 4 vérifier que les premieres, qui ne peu-
vent étre considérées que comme la définition analytique du contact du
n®™ ordre entre denx courbes données. Car, dans la plupart des cas, x, et
les valeurs de fo, et de Fux,, et celles des dérivées de ces denx fonctions, ne
peuvent étre connues qu'approximativement, et des lors il est impossible

. ., dy, dY, dy, d*Y, dmy, d-Y
’ S P > — — . .
de s’assurer si les quantités y, Y,, To " dz dr o =

sont réeliement nulles ou seulement tres-petites.

Lorsque les deux courbes sont données par des équations non résolues.
telles que f(x, y) = o, F(«, y) = o, les conditions dn contact du n“* ordre
sont encore les mémes, mais les valeurs des founctions y et Y, et celles des

Ly ly d*y dY d*Y . , \ . . R
dérivées =—, —=,. .,——, —_, .., velatives A unc méme abscisse, doivent étre

dz’ dz? dx  dx?
calculées comme il a été dit au n° 26.

39. Des points singuliers. — Soit f(x, y) = o I'équation d’une courbe
qui a un point singulier dont les coordonnées sont £ et 4 ; et soient x, et x,
denx abscisses trés-rapprochées et qui comprenunent £; on sait que £ et v
doivent satisfaire a la fois aux trois équations

d df
Sflx, y)=o, di;:(’v 7Z§:

B

Q

. . d, . . .
Si donc on tire de v o la valeur de ) en fonction de x, savoir ¥

dx
v _ o la valeur de en fonction d savoir Y = il faud
- = N4 ction de x, savoir Y = u, il fandra

=g

et de
que chacune des équations en x
flxyox)=0, flx,dx)=0

ait une racine double entre x, ¢t x,, et que cette racine soit la méme pour
'une et pour autre.
Donc il faudra que

Sl gx )P+ [ flx, gt =0
ait une racine quadruple entre x, et x,.

Donc, Fa désignant la fonction [ f(ac, v2)]* + [ f{ac, gac) |3, il faudra

T
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d’abord qu’on ait les suites de signes

F*x F'x Fa Fx Fx
[x,] + - —+ — -+
[x,] + —+ + -+ +

F™  ne changeant point de signe, et étant toujours croissante ou décrois-
sante de & = &, 2 x = x,; etque, de plus, M et m désignant la plus grande
etla plus petite des deux quantités F"x, et FVx,, on ait
(F"z,)?
2in < W < 2M,
F"x B x,
¥ 2,
FaxFx,

Fm——' < 4M.

3m < < 3M,

4m <

Quant aux quantités Fac,, Fa,, Foe,, F'xy, . . ., elles s’obtiendront facile-
ment de la maniére suivante :

Dans Fac et daos ses dérivées, on remplacera pa et Y par I, et J, et
par Y, et Yo, ¢'x et ¢'a par 3, et J, et par Y, et Y,, ¢"xet {"x par.. .,
les quantités J, et J,, puis Y, et Y, étant tirées des équations

df(x,y) df{wy, y) af(z, y) af(zy y)

dz =0, r = 0, dy = 0, dy = 0;

de méwe, I et I, puis Y| et Y,, étant déterminées par les équations

d*flz, ¥\ drf(z, 1) 5 =0 A f (@ ¥3) d*f(xyy ¥s) ¥ —o
dz? dzx,dy, 1T dx} dzx,dy, 2T

dz{i'(-l'n;)’l) +d2f(-7"1; 71) Y;:O, d2f(~1'2a.72> + dzf(‘zt .72) Y"):O,
x dy, dy | dzydy, dy;, -

et ainsi de suite.

Apres avoir constaté I'existence d’un point singulier entre les abscisses
x, et x,, il sera facile de distinguer la nature du point singulier qu’on a
rencontre.

40. Lorsqu’il s’agira d’un point multiple, par intersection ou par con -
tact, on pourra, pour en déterminer ’existence et la nature, employer avec
avantage la méthode suivante :
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Soient & et n les coordonnées d’un point singulier résultant de Pinter-
section ou du contact de deux branches d’'une méme courbe f(x, ) = o,
x, et x, deux abscisses trés-voisines de &, et telles que &, < § < ap; ¥ et Y,
les ordonnées correspondantes & o, pour 'une et 'autre branche, et y, et Y,
les coordonnées de ces deux mémes branches correspondantes a x, : si
7, — Y, et y, — Y, ont des signes différents, et que la dérivée )’ — Y’ soit
finie et continue et ne change pas de signe depuis x = x, jusqu’a x = x,,
la courbe aura un point double par intersection dont I'abscisse est comprise
entre x, et x,.

Siy, —Y,et y, — Y, ont le méme signe, et que y, — Y| et y, — Y, aient
des signes contraires, et que y” — Y” soit finie et continue et ne change pas
de signe depuis & = x, jusqu’a x = x,, et que, de plus, cette différence soit
constamment croissante ou décroissante entre ces deux limites, M et m étant

la plus grande et la plus petite valeur de »” — Y, les deux branches de
courbe se renconirent en deux points, si

(ri—Y.p
ri—Y,

>2M,

et il y a deux points doubles dont les abscisses sont comprises entre x, et x,.
Si

' Y7')\2
(yy,l _Y;(“) < am,
les deux branches ne se rencontrent pas, et il n’y a aucun point multiple
dont Pabscisse est comprise entre x, et x,.
Si
=Yy

2n =
< ri—=Y,

< 2M,

les deux branches se touchent en un point dont I'abscisse est comprise
entre x, et x,.

Les deux branches de courbe pourront avoir un contact d’ordre supé-
rieur ; on le reconnaitra au moyen des différences des ordonnées de points
voisins du point singulier pris sur I'une et Pautre branche et de part et
d’autre de ce point, et des dérivées de ces différences, comme s’il s’agissait
de deux courbes distinctes, comme il a été expliqué au n® 38.

Si trois branches d’une méme courbe passent par un méme point (&, n),
et si I'on désigne par y, »’, y”les ordonnées de la premiére, de la seconde
et de la troisiéme branche, correspondantes a une abscisse quelconque o

6
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comprise entre x, et &,, x, et x, étant deux abscisses voisines telles que
x, < € < xy, il faudra que I'équation
N2 o aN\2
=0+ -yP=o

ait une racine double comprise entre x, et &, ce qui se reconnaitra aisé-
ment.

De méme, ¥, y",...,y" étant les ordonnées de n branches différentes

d’une méme courbe, qui passent par un point dont 'abscisse £ est comprise
entre les deux nombres tres-rapprochés x, et x,, il faudra que V'équation

D=0+ =0+ =y =0

ait deux racines réelles et égales entre o, et x,.

Si trois branches d’une méme courbe passaient par un méme point, deux
etant tangentes entre elles et la troisiéme coupant les deux premieéres; y’,
»” et y” étant les ordonnées de points pris sur chacune d'elles, et répon-
dant 4 la méme abscisse quelconque x ; a, et a, étant deux nombres tres-
voisins qui comprennent entre eux l'abscisse du point multiple, il faudrait
que 'équation

=+ =) =0

etit quatre racines réelles et égales comprises entre x, et x,.
Et ainsi de suite.

41. Lorsqu’il s’agira d’un point conjugué, on pourra employer les con-
sidérations suivantes :

Un point isolé ou conjugué d'une courbe algébrique est I'intersection de
deux branches de courbe imaginaires, dont les ordonnées correspondantes
a une valeur réelle & de ’abscisse sont de la forme

y=9x+dxy—1, Y=o9x—Jaoy—1,

la fonction y devenant nulle pour le point conjugué. Pour un pareil point,
on aura
¥y —Y =2d xy —1,

Y ey ey T,
J.//__ Y = 2(‘1}//'1,\/:’

r /
‘7 T YI/I:2£‘JIH‘1,v —I,
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Pour reconnaitre si o s'évanouit par une valeur de x comprise entre x,

et x,, on pourra supprimer le facteur \/:, etsi 2¢x, et 2¢a, ont des
signes contraires, et que 2¢’x soit finie et continue et conserve le méme
sign€ depuis & = &, jusqu'a X = x,, Y & devient nulle pour une valeur de x
comprise entre x = &, et x == &5, et il y a un point isolé,

Siadax, et 2¢x, ont le méme signe, et que 2¢’'x, et 20 x, aient des
signes contraires, et que 2¢”x soit finie et continue et ne change point de
signe et soit constamment croissante ou décroissante depuis x = x, jus-
qu'a x = x,, M et m désignant la plus grande et la plus petite valeur de
24”2, quand o varie entre ces deux limites :

Si

(>4 z,)?

> aim,
29z,

il y a deux points conjugués.
Si
(292 )

est compris entre 2m et 2 M,
2y,

il y a un point conjugué, et la courbe a une tangente en ce point.

Si

(2 )
2in,
24;.2:. < 2
la courbe n’a pas de point conjugué entre x = x, et x = a,.

Si la courbe est donnée par une équation algébrique non résolue
f(x,y)=o0,x, et x, étant deux abscisses tres-rapprochées et comprenant
un point conjugué, on aura pour la différence des ordonnées de deux points
de ces branches correspondants aux abscisses a, et x,

_}".—Y,:zﬁ,\/:_l, _}”1-—-Y'1=2ﬁ'1\/:-1, J':'_Y';:2ﬁ”\/_:—l’
.72”'Y2:2I62\/:—‘, Fo—Y,=2fV—1, yi—Yi=2 132\/“]7 X

et, au moyen des signes de ces quantités et des théoremes de la premiére
Partie, que nous avons appliqués si souvent, on reconnaitra si les deux
branches imaginaires se coupent en un ou deux points, ou si elles ont un
simple contact ou un contact d'un ordre plus élevé, ou si elles ne se ren-
contrent point.

42. Condition pour qu’une branche de la cowrbe f{x, y)== o passe par
6..
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un point double par intersection d’une autre courbe F(x,y)=o0. — x, et
x, étant deux abscisses trés rapprochées qui comprennent le point double
de F(x, y)=o0; 5, Y et J étant les ordonnées de la branche de f et des
deux branches de F qui passent par ce point double, il faudra que I'équa-
tion

=Y+ (Y—-9) =0
ait deux racines réelles et égales entre x, et a,.

43. Condition pour qu'une branche de la courbe f(x, y)= o passe par
un point double par contact de la courbe F(x, y) =o. — x, et x, étant
deux abscisses qui comprennent le point donble, y, Y, J étant les ordon-
nées de la branche de f et des deux branches de F qui passent par le point
singulier, il faudra encore que I'équation

F—Y)P+(r—-9)7=o0
ait deux racines réelles et égales entre x, et xc,.

44. Condition pour que la courbe f(x,y)= o ait un point double par
intersection, coincidant avec un point double par intersection de la courbe
F(x, y)=o0. — x, et x, étant toujours deux abscisses trés-rapprochées,
comprenant le point double commun aux deux courbes, y et n désignant
les ordonnées des denx branches de f, et Y et 9 les ordonnées des deux
branches de F, il fandra que I’équation

(r—mP 4+ =Y+ (Y-9?2=o0
ait deux racines réelles et égales entre x = x, et x = a,.

45. Condition pour que la courbe f(x, y)= o ait un point double par
contact coincidant avec un point double par contact d’une autre courbe
F(x, y) = 0. — Il faut, en conservant les notations du numéro précédent,

que
(=P +n—=Y2+(Y-9)P=o0

ait quatre racines réelles et égales comprises entre x, et x,. On voit facile-
ment ce qu’il y aurait a faire, pour reconnaitre :

Si une branche de f(x, y) = o passe par un point triple par intersection
ou par contact d’une autre courbe F (x, y) = o;
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Si un point double ou triple coincide avec un point triple d’une autre
courbe;
Et ainsi de suite.

6. Condition pour qu'une branche d’une courbe f(x, y) = o passe par
un point isolé d’une autre courbe F (x, y) = o.

Si la courbe est algébrique, x, et &, étant deux abscisses trés-rapprochées
qui comprennent celle du point isolé, Y et J étant les ordonnées de deux
branches imaginaires de ¥ (a, y) = o, correspondantes a une méme abscisse,

y Fordonnée correspondante & la méme abscisse de la branchede f(x,y)=o
qui passe par le point isolé, il faudra que I'équation

(r=Y)p=ly—-97=o0

ait deux racines réelles et égales entre x = x, et x = x,, pourvu que le
point isolé résulte d’une simple intersection des deux branches imaginaires
de F.

47. La méthode suivante conviendra 4 un plus grand nombre de courbes.
F(x, y) = o étant I’équation de la courbe qui a un point isolé, et
S >, y) = o étant 'équation de I'antre courbe, on prendra les équations

dF*O dF
dr — dj'_

- el A % . 3 '-’ dF -— — « > i
Soit y =¢x la valeur de y en x tirée deZ; =o0, et y = ¢ la valem

. dF . s, .
de y en x tirée de > =0 il faudra que I’équation

Sl g)] - [f (2 4] [F(, p2) ot [F (o )| = o

ait quatre racines réelles et égales entre o, et x,.

Quant aux quantités g, et ¢y, ¢'x, et ¢'x,, ..., Yx, et a,,. .., ila
été expliqué aux n° 36 et 39 comment on peut les obtenir.

C’est de la méme maniere qu’on reconnaitra qu'une branche d’une courbe
passe par un point de rebroussement d’une autre courbe.

On voit encore comment on pourra reconnaitre qu'un point conjugué
d’'une courbe coincide avec un point conjugué ou un point de rebrousse-
ment d’une autre courbe, et que deux points de rebroussement de deux
courbes différentes coincident.
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48. La méthode exposée au second paragraphe se trouvera en défaut
lorsqu'une branche d’une courbe f(a, y) = o passe par un point d’une
antre courbe F(x, y) = o, pour lequel la tangente est perpendiculaire &

dF
_d=

dF
dy

x, et x, étant deux abscisses trés-rapprochées comprenant le point de
F(x, y)= o pour lequel y’ devient infinie, F (x,, ¥) = o déterminera géné-
ralement entre les limites 7, et 7, de la variable - deux valeurs tres-rappro-

Paxe des o, ou pour lequel y' = esl infinie.

chées de cette inconnue, tandis que F(x,, ) = o ne déterminera aucune
valeur de y entre y, et y,.

Alors les dérivées des deux valeurs de y correspondantes & x = x, seront
tres-grandes, et d’ailleurs les deux équations

dF

o t dF
dr — €

> =°
n’auront point de solution commune entre x, et .,

On prendra alors y pour la variable et x pour la fonction dans les deux
équations f(a, ) =oet F(x, y) =0, et la difficulté disparaitra.

Cependant, si les deux courbes f(x, y)=oetF(x, y) = o0 se coupent a
angle droit, de telle sorte que 1’y’ du point de rencontre soit infinie pour la
courbe f et nulle pour la courbe F; en prenant & pour la fonction et ¥ pour
la variable, I'x’ du point de rencontre serait encore nulle pour 'une des
courbes et infinie pour 'autre, et la difficulté subsisterait toujours.

On pourra alors changer les axes des coordonnées en les faisant tourner
de 45 degrés autour de Iorigine, et remplacer

x par - (u — v)y2
} > V2,
- mar - o
Jpar ~(u+ v)ya.
1l sera alors facile de calculer les valeurs de u et de v relatives au point de
rencontre des deux courbes, et d’en tirer ensuite I'abscisse x et ’ordon-
née 5.

49. 1l peut encore se faive que f(x,, ») = o ait entre Im et y, (voir les
n® 23 et 26) une racine multiple. Alors il passe par le point de rencontre de
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la courbe F et de la droite PMN deux ou plusieurs branches de cette courbe;
et il pourra deveunir difficile de suivre le cours de chacune de ces branches
entre les deux paralleles PMN et QM'N’. Mais P'abscisse ux, est comprise
entre deux autres x, et &,; alors soient £, et £, deux autres abscisses telles,
quex, <&, <x, <&, < x,; et]’on pourra prendre pour limites de xx d’abord
x, et£,, puis &, et &,, et ensuite &, et &x,, et ’on retombera dans des cas pré-
cédemment résolus.

TROISIEME PARTIE.

APPLICATION A QUELQUES EXEMPLES.

PREMIER EXEMPLE.
50. Je prends pour premier exemple les deux équations
Jf=9x'+ 5ty + 4ty —axy® — 4yt — x —y — 22 — fxy — 3)*
+2x+ 3y —11=o0,
F=x*—3xy*+y*+2x*+3)y*—2x+3y —13=o.

Soient
r=0 e x=»>,

les deux limites de la variable @ ;
y=o0 et y=>

les limites de la variable y.
1l en résultera :
limite supérieure de f > o,
limite supérieure de F > o,
limite inférieure de f <o,

limite inférieure de F < o.

11 peut donc y avoir une ou plusieurs racines dans l'intervalle de x = o
a a = 5 d’'une part, et de y =o0 a y =5 d’autre part.
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Je prendrai maintenant pour limites de x, & = o et & = 1, et successive-
ment pour limites de y, y =oet y =1, y =1et y,,...,puis y==fet y=>73.

Je calculerai dans chaque cas les limites supérieures et inférieures de f
et les limites supérieures et inférieures de F. Quand les deux limites supé-
rieures seront positives, et qu'en méme temps les deux limites inférieures
seront négatives, il pourra y avoir des solutions dans I'intervalle considéré ;
mais quand une des deux limites supérieures sera négative ou quand une
des deux limites inférieures sera positive, il n'y aura point de solution.

Les résultats que j’ai obtenus sont consignés dans le tableau suivant,
dont la disposition se comprend aisément :

etde y =o a y=—1...... Point de solution.
de y =14 y—2...... Une solution.
Dexz—o aa—1¢ de y—=24a y=3...... Point de solution.
' de y =34 y=4.... . Id.
L de y =43 y=5...... Id.

En prenant pour limites de x, x = 1 et x = 2, et pour celles de ¥ suc-
cessivement y =o et y=1, y=1et y=a,.., Y =4 et y =5, puis,
pour limites de x, =2 et x =3, et pour celles de y, y=oety=r,

y=1 et y=2,.., y=4 et y =25, on trouvera les résultats consigneés
dans les tableaux suivants:

etde y —o0d y-z1...... Une solution.
s de y =14 y==2...... Id.
Dex=1raxrx=2¢( de y—=223 y=3..... Id
' de y =34 y—=4...... 1d
de y =4 a y=5...... Point de solution.
(etde y—oa y=1 ..... Point de solution
de y—1a y=—o2...... Id.
Dex=2a2=3( de y—24a y=—3..... Une solution.
de y =3 a yofo..... Point de solution.
de y =4 4 y=5...... Id.
[etde y—0a y—=1...... Point de solution.
de y=1d y=2...... Id.
Dexr=3az=4¢( de =221 y—=3. .... 1d.
de y =33 y—4...... Une solution.
de y =4 4 y=5....., Id.
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etde y=—oa y=1 ..... Point de solution,
de y=12a y—2...... 1d.
De x=4 2 x=5 . de y=22 y=3...... 1d.
de y =3 4 y —=4... ... 1d.
de y—4a y—=5...... Id.

Analyse e Uintervalle compris entre x = o, x =1 ei entre )y =1,
) = 2. — Jenteuds par analyser un intervalie, e décomposer en d’autres
plus petits on dont les lites sont plus rapprochées.

jetde 2==0 4 #=—o,1... Point de solution.

de z==0,1 4 x=—o0,2... 1d.
de r=—=o0,2 4 x=0.,3. .. Id.
de x—=0,3 4 2—=0,4... Id.
. | dezx=—o0,4 4 x=0,5. . 1d.
Dey=rvay=2i{ de z=—=0,5 4 2=0,6... 1d.
de x==0,6 4 x—0,7... Id.

de r—=—0,7 4 x—=0,8... Une solution.

| de z=0,8 4 z—o0,9... Point de solution.

de r-—0,9 4 z— 1,0... Id.

Une solution est donc possible entre x = 0,7, x = 0,8 ¢t y =1, y = 2.
Mais si 'on décompose cet intervalle en dix autres compris entre &' = 0,7
et x =0,8 d’une part, et entre y =1, y=1,1, puis entre y = 1,1 et
)y = 1,2, puis eutre y = 1,2 ) = 1,3, etc., d'autre part, on verra qu’il
n'y a point de solution duns ces sous-intervalles.

Ainsi, entre x = o et x =1 et ) = 1, y = 2, point de solution.

La décomposition de Vintervalle compris entre & = 1 et & = 2, d’une
part, et entre y =o, y = 1, d’autre part, en d’autres intervalles compris
entre des valeurs de x distantes d’un dixieme et des valeurs de y distantes
d'un dixieme, fera voir qu’il n'y a aucune solution comprise entre x = 1,
xXr=23¢ety=0,)y=1.

L |
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Analyse de Uintervalle compris entre y = 1, y =2et x =1, x = 2.

jetde 2—1,0 A 2=1,1... Une solution.

: de z=1,1 A x=1,2... 1d.
de x=—1,2 4 2—=1,3... 1d.
de x—=1,3 4 2= 1,4... 1d.
De y—1 & yeea dex=1,f 32 2=1,5 .. Id.
i de x—=1,5 2 x=—1,6. . id.
de z=1,6 4 z=1,7... id.

de z=—=1,7 4 z=1,8... Point de solution.
de z=1,8 4 r=1,9... Id.
de £ —=1,9 4 2=—12,0... 1d.

Analyse des trois intervalles compris entre y =1, y = 2, d’une part, et
A= 1,0, X == 1,1, PUIS X == 1,1, X = 1,2, puis £ = 1,2, x = 1,3, d’autre

oart.

retde y —=1,0 8 y =1,1...... Point de solution.

de y —=1,1 4 y —1,2...... Id.

de y —=1,24 y=1,3...... 1d.

De r=1 & a=1,1 de y =1,3 4 y—1,4...... d.

. de y—=1,44 y=1,5...... Id.

De xr=1,1 4 z=—=1,2

\ de y —=1,54 y —=1,6...... Id.

Deao=1,2iz=1,3 de y=1,6 2 y=1,7... .. Id.

de y=1,74 y—=1,8...... id.

de y —1,8 4 y =1,9 1d.

U de y=1,93 y=—2,0 Id.

Adnalyse de Uintervalle compris entre x =1,3,x = 1,het y = 1, y = 2.

jetde y=1,04 y —u1,1...... Point de solution.
I de y—1,1 4 y=1,2... .. 1d.
de y —=1,24 y=1,3...... id.
de y—=1,3 4 y=1,4...... d.
De o= 1,3 4 v 1,4 { dey:x,4:§y:1,5‘ ...... Id.
Vode y=1,5 4 y=1,6...... 1d.
de y=1,64 y=1,7...... 1d.
de y—=1,74 y=1,8...... Une solution.
de y=1,84 y=1,9 ..... Point de soiuntion.
v ode y=1,94 y=2,0.... . Id.
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Analyse de Uintervalle compris entre x = 1,4, x=1,bety =1, y = 2.

| et de y —=1,02 y—=1,1...... Point de solution.
de y —=1,1 24 y=1,2...... Id.
de y —=1,2 & y==1,3...... Id.
de y=1,34 y=1,4. .... 1d.
De o 1.4 21,5 de y=1,44 y—1,5...... Id.
de y=1,53% y=1,6...... 1d.
de y=1,6 4 y=1,7...... 1d.
de y—=1,74a y—=1,8...... Une solation.
de y=1,84 y=1,9. .... 1d.
I de y=1,94& y=2,0 ..... Id.

Analyse de Uintervalle compris entre x = 1,5, x =1,6 et y =1, y = 2.

etde y—=1.,04 y—=1,1.. . . Point de solution.
de y =1,1 & y=—=1,2...... 1d.
de y=1,2 4 y==1,3...... I1d.
de y=1,3 4 y=1,4...... Id.
De o 1,5 4 2= 1,6 de y=—=:,4 4 y=1,5...... .Id,
de y=1,54 y=1,6...... id.
de y=1,6 4 y—=1,7...... Id.
de y =1,74 y=1.8.... . Une solution.
de y =1,84% y=—=1,9.. ... Id.
\ "de y=1,94 y=2,0... .. 1d.

Analyse de Uintervalle compris entre x = 1,6, x = 1,7 et y =1, y = 2.

[ et de y=—=1,04 y—=1,1...... Point de solution.
[ de y=1,1 4 y=—1,2...... Id.
de y—=1,24 y —=1,3...... id.
de y=1,3 4 y=1,4...... 1d.
Deo—1,6 4 21,7 de y:],4f‘a)':x,5 ...... Id.
de y =1,54 y=1,6...... Id.
de y =1,6 4 y=1,7...... 1d.
de y=1,74 y=1,8. .. .. Id.
' de y=1,84a y=1,9...... Id.
l de y—=1,94 y=2,0.... . Une solution.
7
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Analyse de Uintervalle compris entre x = 1, x =2 et y =2 et y = 3.

etde x=—1,0a z—=1,1....... Point de solution.
de z=1,1d xz=1,2....... 1d.
dea—1,2 38 x=—1,3. ...... Une solution.
dexr—=1.3aac=1,4....... 1d.
De yo—n 4 y—3 | dex=1,400=1,5..... .. Id.
de r=1,502x—=1,6....... 1d.
de z=1,6 3 x—=1,7....... 1d.
de x =1,74x—1,8....... Id.
de z =1,84 x—=1,9....... 1d.
\n de x=1,9 4 x=12,0....... id.

Analyse des intervalles compris entre » = 2. v = 3, d’une part, et suc-
cessivement d'autre part x = 1,0, X = 1,1; X = .,I, & ==1,2; & == 1,2,
x=1,3; r=1,3, x=1,4; x=1,4, x=1,5.

etde y =204 y=2,1...... Point de solution.
de y 2,14 y—=2,2...... Id.
De z=1,0 & 2 —=1,I de y =2,2 4 y=2,3... .. Id.
De z=1,1 4 a=1,2 de y==2,3 3 y—=2,4...... Id.
de y—=2,4 4 y=2,5...... 1d.
De r=—=1,2 4 =1,3 { .
de y —=2,5 4 y—=2,6...... 1d.
— A
De z=1,3 4 x=1,4 de y=2,64 y =2,7...... 1d.
De x==1,4 4 z=1,5 de y=2,7 4 y=2,8...... Id.
de y —=2,8 2 J=2,9...... Id.
de y =2,9a y=3,0...... Id.

Analyse de Uinterville compris entre x = 1,5, x = 1,6 et y =3, y = 3.

etde y —2,04 y=—2,1...... Une solution.
de y—=2,14 y=2,2...... Point de solution.
de y —=2,2 4 y=2,3...... 1d.
de y—=2,3 a4 y—2,4...... Id.
De v=1,5 4 #=1,6 | de y =2,44 y=12,5... .. 1d.
| de y =254 y=12,6...... 1d.
de y=2,6 a4 y=2,7...... 1d.
de y =2,7 a4 y=—2,8...... id.
{ de y=2,84 y=2,9...... 1d.
L de y=2,94 y=3,0...... Id.
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Analyse de 'intervalle compris entre y = 2, y =3 et x = 1,6, x = 1,7.

letde y—=a2,0a y—=2,1...... Une solution.

| de y=2,1 4 y =2,2...... 1d.
de y=2,2 4 y=2,3...... Id.
de y =2,3 4 y =2,4...... Id.

De m= 1,64 2=1,7 de y —2,4 4 y—=2,5...... Point de solation.

de y =2,54 v=2,6...... Id.
de y=2,6a y=2,7...... Id.
de y=2,7 4 y—=2,8...... 1d.

| de y =2,8 4 y =2,9.. ... d.

! de y=2,94 y =3,0... .. Id.

En résumé, nous avons trouvé qu’il peut y avoir des solutions :

1° Entre 2—1,3, 2=—=1,4 e y-—1,7, y—=1,8,
2° Entre z— 1,4, 2—=1,5 et y-—1,7, y =2,0,
3 Entre z—=1,5, x—1,6 e y=—=1,7, y=2,0,
4° Entre 2=1,6, r—1,7 et y—1,9, ¥y =2,3,
5° Epntre r=1,5, x=1,6 et y:==2,0, y —2,1.

Je vais maintenant chercher a découvrir, au moyen de la méthode ex-
posée dans la seconde Partie, si ces racines existent et quel est leur
nombre.

a1, Recherche des racines comprises entre x = 1,3, x = 1,4 et y = 1,7,

y = 1,8. — Dans I'équation F = o, on fait & = 1,3; elle devient
> —o0,9y*+ 3y — 10,023 = o.
Dans le premier membre et dans ses dérivées, on fait successivement
y=1,7 et y = 1,8; on obtient les signes suivants :
F/// F// F/ F

[y=1,7] -+ -+ -+ —
[y =1,8] + —+ —+ —

I

Point de variations de perdues.
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La courbe F ne rencontre point la droite x = 1,3 entre y = 1,7 et y =1.8.
Dans la méme équation on fait x = 1,4, elle devient

y*—1,2y*+ 3y — 9,136 = 0;

et dans le premier membre et dans ses dérivées, on fait alternativement
¥y =1,7 et y=1,8; on obtient les signes suivants :

FI// FI/ F/ F
[r=1,7] + -+ + —
ly= 1,8] -+ -+ -+ —

Aucune variation perdue.
Donc la courbe F ne rencontre pas non plus la droite & =1,4 entre

ry=1,7ety=r,8.
Je fais dans F =0, y = 1,7; jobtiens

x®+ 2x* — 8,67 + 3,683 = o.

Je remplace dans le premier membre et dans ses dérivées a par 1.3,
puis par 1,4; je trouve les suites de signes

FW FI/ F.’ F
[x = 1,3] -+ -+ -+ —
1,4] + + -+ —

|

[x

Point de variations perdues.
Je fais dans la méme équation y = 1,8, d’ou

x4 2% — 14,962 + 20,952 = o,

et la substitution de 1,3 et 1,4 en place de & dans le premier membre et
ses dérivées donnera les suites de signes

FH’ F// F/ F
[x=1,3] —+ + —
[x=1,4] + -+ — -+

Point de variations perdues.
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Donc, la courbe F ne coupe point les droites y=1,7 et y =1,8 entre
x =1,3et x =1,4.
Donc cette courbe n’a aucun point dans P'intervalle que nous considé-
rons, 2 moins qu’il n’y ait un point isolé.
Mais pour que cette courbe F = o ait un point isolé¢ dans 'espace que
nous considérons, il faut que les deux courbes données par les équations

dF dF .o . 1 . Or i dans
oo =0, et el traversent cet espace et s’y coupent. Or, si dans

dF

——=o0on fait alternativement & =1,3 et x =1,4, les équations en y

qu’'on obtient ont leurs racines inférieures & 1,7. Et si, dans la méine équa-

tion d—F——o on fait alternativement y = 1,7 et ¥ = 1.8, on obtient des
de — 7 - oL He J=1,7 Y =10, s

. . . . .. dF
équations dont les racines sont imaginaires; donc la courbe —, he traverse
ax

pas 'intervalle en question. Donc la courbe F = o n’a pas de poiut isolé
dans cet intervalle.

Donc cet intervalle ne contient aucune solution.

o4. Recherche des solutions comprises entre x = 1,4, x =1,5,et y =1,7,
¥ =2,0. — 8i dans équation F = o on fait y = 1,7, et que dans le résul-
tat on remplace x par 1,4, puis par 1,5, on aura les deux suites de signes

FH' F// F/ F
[x =1,4] -+ + ~+ —
5] -+ + + -

l

[

La courbe F ne traverse pas la droite y = 1,7 entre x = 1,4 et & = 1,5.
Si dans la méme équation F = o, on fait y = 3, puis dans I’équation
résultante x = 1,4, puis x = 1,5, on troave les suites de signes

F F F F
|2 =1,4] -+ -+ —
[x=1,5] -+ 4+ _ -

La courbe F traverse la droite 3 = 2 en un point qui est situé entrex = 1,4
et x =1,5.
Dans F = o, faisons alternativement x = 1,4 et & = 1,5, on trouvera les
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résultats suivants :

F/,/<77Z’{I':’ FN(}”?UZU F/(:fv‘»4> F\(}’ala[l\)

-

r=r1,7] -+ -+ + —
[r=>1] + + - -

La courbe F ne rencontre pas la droite x = 1,5 entre y =1,7 et ¥y = 2.
mais rencontre la droite a = 1,4 en un point compris entre ces meéries
ordonnées. L’équation F(y, 1,4, = o fournira l'ordonnée Y, de ce point
avec autant d’approximation qu’on voudra. On trouvera

1,99 < Y, < 2,00.
On peut rapprocher les limites de la racine de

Flax,2)=x"+2x*—i4ax+13=o,
et on aura

1.42 < x < 1,43,
Et si on fait dans F = o, & = 1,43, on aura
¥t —1,29y*+ 3y — 8,845993 = o.

équation qui a une racine Y, comprise entre 2,0006 et 2,0007.

On voit par la que la courbe F ne traverse pas Uintervalle (& = 1,4.
x=1,5)et (y=1,7, ) =2 entre les paralléles x = 1,43 et x =1, =
Vaxe des 7.

Je prendrai ensuite Uéquation [ = o, jly ferai x = 1,4, puis & =1,43;
jaurai

4%+ 3,8y° — 4,849 — 11,12 — 21.6104 = 0}
d’ou
1,7231 <y < 1,7282.
Pnis

4y'+ 3,86y° — 5,1796)* — 12,621035 y — 26,57033-09 = o,
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d ou

1,8155 < y, < 1,8156.
On conclut de tout ce qui précéede
yi—Y, <o et y,—Y,<o.

De I'équation F = o, on tire

, 32— 3y'*+fax—2
~ 6ay—3y*—3

et on aura Y, et Y, en remplacant, dans cette formule, x par 1,4, ety par
1,99; puis x par 1,43 et y par 2,0006.
De I'équation

gat+5x%y+ oty —2xy® — 4yt —a — yP — 0a® — fxy
—3y'+2x+3y—11=o0,

on tire
g 362+ I5.z2y-+8x_}r2._2‘y3_ 31‘2-—41:—-4.7'4,_ >
4 5%+ 8x'y — bay*— 16y — 3y*—fo — 6y + 3~

et on aura y’, et ¥, en remplacant dans cette derniére formule x par 1,4
ety par 1,7281; puis & par 1,43, et y par 1,8155.

Or, si on cherche les limites supérieures et inférieures que peuvent
prendre ces deux formules quand on y fait varier & de 1,4 4 1,43, et y de
1,7 & 2,0007, on trouvera :

Que les deux limites de Y’ sont positives;
Que les deux limites de y’ sont positives;
Que la limite supérieure de Y’ est moindre que la limite inférieure de y”.

Donc ' — Y’ ne change pas designe dans Vintervalle & = 1,4, = 1,43,
et v —=1,7,y = 2,0.

Donc [’équation y — Y ==o n’a point de racinesentre x =1,4 et x =1,43;
donc les deux équations = o et F = o n’ont point de solutions dans I'in—
tervalle que nous considérons.

33. Recherchkedes solutions comprises dans Uintervalle x =1,5, 2 ==1,6,
et 3 =1,8,) = 2,0. — Si dans 'équation F = o on fait alternativement
8
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x =1,5etx = 1,6, on trouve

¥y —1,5y2+3y — 8,125 = o,

I

o,

1,89+ 3y — 6,984

équations qui n’ont aucune racine entre y = 1,8 et y = 2,0.

Si on fait, dans la méme équation F= o, alternativement y =1,8 et
¥ = 2,0, 0n trouve

2P+ 2% — 11,722 + 7,052 = o,

xd+ a2x® — 14x 4+ 13 = o,

équations qui n’ont aucune racine entre x =1,5 et & = 1,6.

ILa courbe F = o ne traverse donc pas U'intervalle que nous considérons;
cet intervalle ne contient donc aucune solution.

34. Recherche des solutions comprises dans Uintervalle x = 1,5, x=1,6,
et y = 2, y = 2,1. — En faisant successivement, dans F =0, x=1,5,
x =1,6, ona

¥ - 1,55+ 3y — 8,125 = o,
yr 1,897+ 3y — 6,684 = o.

La premiere a une racine Y, comprise entre y = 2,01 et )’ = 2,02. l.a
seconde a une racine Y, comprise entre y = 2,0245 et y = 2,0246.

En faisant, dans f = o, x = 1,5 et x = 1,6, on trouve
Ayt -+ 4y — 6y — 13,875)’ — 29,6875 = o,
G4yt +hay? —7,84y* — 17,080y — 41,9664 = o.

L.a premicre a une racine y, comprise entre 1,89 et 1,9o.

La seconde a une racine y» comprise entre 2,0/ et 2,05.
Donc

=Y, <o et y,—Y,>o.
On a d’ailleurs :

. , . 4 __ 234,812

limite supérieure de )’ = 105,395’
e ;192,754

limite inférieure de y' = 115.334
L - ;1,912

limite supérieure de Y' = To,9683"

limite inférieure de Y' = 0,043 |
15,1092
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Ainsi, la limite inférieure de y' est plus grande que la limite supérienre
de Y'; donc " — Y' reste positif quand x varie de x = 1,5 a4 & = 1,6, et
y depuis y = 2 jusqu’a y = 2,1; et I'’équation 3 — Y = o a une racine et
une seule entre ces valeurs de x et de y.

Donc les deux équations proposées ont une solution comprise eritre
=15, x=1,6,et y=2,y=2,1.

Et ainsi de suite.

On voit comment on trouvera les autres solutions des deux équations
proposées. Je passe & d’autres exemples.

DEUXIEME EXEMPLE.

35. Je prends les deux équations
j':)*3 — .T]'\.g -+ x® = o,
F=(y*+x*?2—30) =o0.

En prenant pour limites de x, x =0 et & = 1, et pour celles de y,
)y =oet y=1, on trouve qu’il peut y avoir une solution dans l'inter-
vallexr =oetxr =1,ety =0,y = 1.

En faisant croitre ensuite & par degrés égaux i 0,1 depuis zéro jusqu’a 1,
on trouve qu’il peut aussi y avoir une solution dans l'intervalle & = 0,8,
X =o0,9ety=o0,y=1.

Faisant croitre ensuite x par degrés égaux a 0,01 depuis x = 0,8 jus-
qu'a x = 0,9, on trouvera qu’il peut y avoir une solution dans P'intervalle
x =0,86, x =0,87, ety =0, y=1.

Remplacant maintenant x par 0,86 dans f = o, nous aurons

7*— 0,863y + 0,636056 = o.

Cette équation a deux racines réelles, car le premier membre est positif
pour y=o et pour y =1, et négatif pour y = 0,5. Si on cherche Ia ra-
cine comprise entre 0,5 et 1, on la trouve égale & y, = 0,87173282....

Examinons la fonction de a déterminée par f = o, et qui devient égale
a y, quand & = 0,86 (fonction que je désigne par y), et cherchons la
valeur qu’elle prend quand x = 0,87. On aura, d’aprés la formule de
Taylor,

j‘2 —_ ;‘4 +).l
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en désignant par h I’accroissement o,01, et par ¥, ¥, ¥'|,..., les valeurs
que prennent les dérivées de la fonction y, quand on y fait o = 0,86.
Comme
;o 3.t2—y\/§
C 3p— a3

en mettant dans cette formule 0,86 en place de x, et 0,8717328 en place
de y, on aura

P 0,708913 _
I = T 50101 0,8971414.
De méme, comme on a
].// . 6z — 2\/37’ _*_6},},11
—_— — 3
3yt — zy/3

en mettant dans cette formule 0,86 en place de x, et 0,8711328 en place
de y, et — 0,89714 en place de 7', on aura

v a2,49753
\7.1 = — m{ = — 15,7905.
Enfin, comme
g 6y 3 (=34 6y) 5"
3y? —x\/:”; ’
en faisant dans cette formule x = 0,86, y = 0,87173, y' = - 0,89714 et
" = — 15,7905, on aura
o 306,360
AT R
et ainsi de suite.
Ainsi,
. A
Yim=— 0,00897141,
n h?
Yigs=— 0,00078952,
" }l3 29
YiTo5=— 0,00000646+,
d’ou Y2 — ¥, = — 0,00982554,

et 72 =0,86190828.
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Enfin, rectifions cette valeur au moyen de 'équation
7* — 0,87y3 5 + 0, 658503 = o,
qui provient de f = o dans laquelle on a remplacé « par 0,87; on aura
J* = 0,86189927;
on trouvera ensuite facilement

Ys = — 1,077768,
Yy = — 20,72887.

Je prends maintenant I'équation
F=(r'+a*)—3xy =o,
qui devient, par suite de la substitution de 0,86 en place de x,
(r?+ 0,7396)* — 2,58y = o.

Cette derniére a deux racines comprises entre o et 1, car son premier
nombre (si on le développe et qu'on I'ordonne par rapport aux puissances
décroissantes de ) a deux variations, et il est positif quand y =oet y =1,
et négatif pour y = 0,6. La plus grandeY, de ces deux racines a ponr
valeur

Y, = 0,8719275q9.

Jappelle Y la fonction de x qui, satisfaisant a F = o, devient égale a
Y, = 0,8719.... quand & = 0,86 ; Ia valeur que prend cette fonction quand
x = 0,87 est donnée par la formule

r l 1 k2 T ]l3
Yo=Y, + Y, -+ Y, =+ Y, —— +

1y,2.3 777

dans laquelle % représente 0,01, et Y,, Y,, Y,..., les valeurs que prennent
Y et ses dérivées quand on fait & =0,86. Or, pour a =0,86 et
¥ = 0,8719..., on trouvera que

Y = fx (' + 2%) — 3y
1 — T 7 2 2y 3,
fr(y?+ =) — 3z
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devient
2,543726 . )
— S esioRg = — 95951045
que
Y — Gyt at) + 82+ 2(8xy — 3)y + (4 (v +a*) + 8?1 )"
S T T T T (i ) — B
devient
oo 17,28427 .
Y, = 2,651008 ~ 6,5197,
et
- s x + 24y + 242y + 24 vy +3{[(Bay — 3) + 4{rP+ 22) + 8y 1y 1"
Y=~ = e p—
br ¥ +a)—3x
devient
o 17 ,80324 _ g .
Vo= = o 00490
Ansi
, h
Y, - =~ 0,00959510,
o 2 32598
| T = — 0,00032598,
bl ]lz
| 753 = — 0,000001 16,
Y,— Y, = — 0,0a992224,
et

Y. = 0,86200535.
En rectifiant cette valeur de Y, au moyen de I'équation
(r*+ 0,7569)* — 2,61 y = o,
qui résulte de la substitution de 0,87 en place de xx dans F = o, on trouvera
Y, = 0,86199534. . .;

on aura ensuite, au moyen des formules qui nous ont servi 4 calculer Y',,

Y, Y, ..
_ 2,633780
Yg——m—— I,O28[56,
v 18,33062
Yo = = 5565 — — 7015950
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Considérons maintenant la fonction Y — y, et ses dérivées Y — ),
Y’ —y”,..., nous aurons, pour

x =08, Y,—y,=o0,00019477, Y, — r' | = — 0,06238qo,
Y'; _ ]'”2 — 9,2708’

x=0,87, Y, — y,=0,00009607, Y, — 7y, =0,040612,
Y, — ', = 13,57337.

D’ailleurs, la limite inférieure des valeurs que peut prendre Y’ — y”,
quand x varie de 0,86 jusqu'a 0,87, est positive; donc cette fonction ne
change pas de signe entre ces deux valeurs de x. Par conséquent, les suites

de signes

Y” — vV// Y — ]fr Y — k}A
[x = 0,86] -+ —_ -4
[-T == 0,87] - — e

font voir que 'équation Y — y peut avoir entre x = 0,86 et x = 0,87 ou
deux racines réelles et inégales, ou deux racines réelles et égales, ou aucune

racine. Mais
(Yll—y’xy . (le_y'z)z_
—Y,_—7— = 19,984, W = 23,645.
et
2(Yy, — ) = 18,5416, 2(Y, — y},) = 27,1467.

Donc, les deux rapports
(le _ .7'1 )2
Y. — Y Y. — J2

sont compris entre
2(Y, — 7)) et 2(Y, — J2)

D’ailleurs, la valeur x = 0,86 de la racine de I’équation Y — y’ = o est
assez approchée pour qu'on puisse employer la méthode de Newton au
calceul de cette racine, car

Y| — »| = 8,8409,
Y — 7 = 9,2708;
donce
Y,'E'-—yz' — 8,8409 <1
Y, — >, 9,2708
Par suite, on a k= — 1, et comme n = 2, on a bien n > — 4.
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Donc I'équation Y — y = o a une racine double comprise entre 0,36

et 0,87
Et par suite, les deux équations proposées ont une solution double entre

xr = 0,86, x = 0,87 et y = 0,8717, » = 8618.
TROISIEME EXEMPLE.

56. Lorsqu’on peut discuter facilement les courbes représentées par les
deux équations proposées, les calculs marchent plus rapidement encore;
pour le faire voir, je résoudrai encore les deux équations suivantes :

f. = (xt +2* — 4>),¢ _ 430(4 . 12) J.s — G (4 . -'1'2)]'2
—4x*(f —x*) gy — ' {f—x*)=o0,

F=yy"+xy*—2x*y —x*=o,
et je chercherai d’abord les solutions positives, je veux dire les valeurs po-

sitives de & et de ) qui satisfont & ces deux équations.
Cela revient 4 déterminer les points de rencontre des deux courbes { f)

N { L
. I |
|
I
iV " ’
v A’i ‘;i'b o a 'im X
i i | !

1 | i
. ’ f
n ' B i v

v

et (F) qui se trouvent dans 'angle YOX, en les supposant rapportées i un
meéme systéme d’axes de coordonnées rectangulaires.

La courbe f a deux asymptotes paralleles 4 1'axe des y, et qu’on obtient
en égalant 4 zéro le coefficient de rh,

9

xt a4 =o.

Ces deux asymptotes sont données par les deux équations

X = + \/E; y X oee — \/ \/—’_72~ 1 .
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et elles sont situées de part et d’autre de OY a des distances de 'origine

f1q — )
égales a \/1—1—72—~1 Soient AA’ et BB’ ces deux asymptotes.

fr———
. . . . fVig —1
Oll volt que S1 On donne ax des Valeurs momdres que \// §/~——}—2———7 tous

les ternies de f seront négatifs, et qu’aiusi a ces valeurs de x ne peut ré-
pondre aucune valeur positive de y, et que fa courbe n’a aucun point dans
Vespace YOaA.

Iéquation j peut se mettre sous la forme
xtyt = (4 —x*) [y +x)t =o,

et 'on voit alors que si on donne a x une valeur supérieure 4 2 ou infé-
rieure a — 2, les deux produits a* y* et — (4 — x?) (¥ + )" sont positifs
vour toute valenr réelle donnée a y, et que par conséquent si on prend
Om = On = 2, ¢t que par les points in et n on mene les perpendiculaires a
I'axe des &, MM’ et NN, la courbe n’aura aucun point a droite de MM’ ni
a gauche de NN

Maic o s o /7 —
Mais si on donne a x nne valeur comprise en \/ e
terme x*jy* sera positif, tandis que — (4 — x®)(y + x)* sera végatit;
donc, a chacuuve de ces valears de . répond uue valeur positive de y et une

et 2, le premier

LN . . _ . _ \/1_7—— 1 el -
seule. D’ailleurs, pour x = 2, y = o, et pour x = \/—2— , y est infi-
nie; donc la courbe f a dans 'angle YOX une branche et une seule, et cette

branche est tout entiére dans Pespace reciangulaire infini AamM. Elie part

de I'infini, se rapproche de 'axe des x & mesure que o augmente, et vient
enfin rencontrer cet axe au point n, quand X = 2,

La seconde courbe F a aussi une seule branche dans Pangle YOX, car le
premier membre de équation F = o v’ayant qu’une variation quand on
donne & x uue valeur positive, a chacune de ces valeurs de x réepond une
valeur positive de y et une seule. Pour & = o0 on a Y =0, pour x =
on a ) = % ; cette branche commence donc a I'erigine et s’étend indéfini-
ment & :roite de 'axe OY et au-dessus de 'axe QX.

Désignons maintenant par y l'ordonnée de la courbe f, et par Y Vor-
donnée de la courbe F.

17 —1
Pour x = \/uz——, ou a

Y =%,

Document numérisé par la Bibliothéque Interuniversitaire Scientifique Jussieu - UPMC



(66)
tandis que Y prend une valeur finie; pour & = 2, Y prend aussi une valeur
finie et non nulle, tandis que = o. Donc:

Pour x = \/\/17—1
-
2

r—Y>o;
Pour x = 2,

ry—-Y<o.

. I — I . .
Le nombre des points de rencontre entre \/\/7—2— et 2 est donc impair.

hEd

Je prends les dérivées de f par rapport a x et par rapport a y; jai

Syt = (G @) (g P+ 2z (),
% =haty' — 4 (4 — %) (y + x)P,

f e 2 )4 )
G =)y 4] et ' y® par

— 2 \a
et en remplagant ax® y* par (4 BRAAS S bl

x r

af ) r ;

= A=) (y+xP T+ ex(y + ),

af s . &

o 4(4 —x')(j+x}3;,
d’ot1 nous voy k e Y ¥ t toujour itif; 1 tout point d

n yons que = et 2 seront toujours positifs poul point de

la branche de f que nous considérons, et quainsi y' est toujours né-

gatif.
Je prends les dérivées de F par rapporta y et par rapport a a. Jai

dF . .
T = by +3xy* — 2a?,

dF .
o =7~ dxy — 3%
d’ou
Vo= 4y*+ 3xyt— 22°

y}— fxy — 327
et je vais chercher la limite inférieure et la limite supérieure de Y', quand «
vig—1

varie de a 2.
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. Vig—1 .
Au lieu de ~—— et 2, on pourra prendre 1,2 et 2 pour les limites

de x; et comme, en remplacant & par 1,2 dans F = o0, on a une équation
yr 41,29 — 2,88y — 1,728 = o,

dont la racine est supérieure a 1,3, et qu'en remplacant x par 2 dans F = o
on a une équation

rt+29*— 8y —8=o,

dont la racine est inférieure 4 2, on pourra prendre pour les limites de y
1,3 et 2.

D’aprés cela, la limite inférieure de Ay* <+ 3xy? — 2* est positive, la
limite supérienre de y® — fary — 3x* est négative. Donce la limite infé-
rieure Y' est positive.

Donc, »' — Y’ restera négatif et ne changera pas de signe depuis

x = \/L7—‘——Jusqu a 2 =2.Donc il n'y a qu'un point de rencontre dans

Pangle YOX, ou, en d’autres termes, les deux équations proposées n’ont
qu’une solution composée d'une valeur positive de x et d’une valeur

positive de y.

57. Pour avoir les solutions composées d'une valeur négative de x et
d’une valeur positive de y, on changera x en — x dans les deux équations
proposées, qui deviennent par la

vy 'yt = (4 —2*)(y —x) =o,
F) yt=ay? —ax*y 4+ x® =o.

Soit @ uve valeur de xx comprise entre o et 2, 'équation ( f') deviendra

atyt — (ﬁ—ag)(_)f——a)“:o,
ay = %y NG —a? (y —a).

Je prends d’abord le radical avec le signe + et jai

X
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7 devant étre positive, il faut que le dénominateur soit négatif, ou

a<<’ﬁ’4—‘a27
a* +a* — 4 < o.

g . . vig—1 .
Il faut donc que a soit cowmpris entre o et —+ \/—/—— on doit encore
2
remarquer que dans ce cas ¥ est toujours plus grand que a.

Je prends le radical avec le signe —, ’aurai

et les valeurs de y toujours positives seront moindres que a.

- \ . I .
Je vois qu’a chaque valeur de x moindre que + \/\ répondent

deux valeurs positives de y et deux seulement, tandis qu’a chaque valeur
P q

‘ 17— ,
de x comprise entre 4+ \/\/7T et 2, répond une valeur de y et une

seule.

i done | \ gauche du point O I Vi
Si donc je prends 4 gauche du point O la longueur On = \/ S et

que par le point N je méne NN’ paralléle 2 OY, la courbe aura deux bran-
ches situées dans I'espace YO bB; pour I'une de ces branches, que j'appelle
la branche inférieure, on a toujours y < x, tandis que pour Vautre, que
Jappelle Ia branche supérieure, y est plus grand que x. La courbe a encore
uiie branche et une seule dans 'espace BbrN, qui est la continuation de ia
branche inférieure située dans YObB, et pour laguelle on a y < x. Elle
n’a aucun point dans l'angle NnX'.

La courbe F a auss: deux branches dans 'angle YOX/, car si, dans I’é-
quation

yi—xy?—ax’y + ax*=o,

on suppose X = a :

Le premier membre est positif quand y = o;
. I . a
Le premier membre est négatif quand y = 5 ot quand y = a;

Le premier membre est positif quand y = .
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A chaque valeur de & répondent deux valeurs positives de y, et deux seu-
lement, parce que le premier membre de F n’a que deux variations.

Pour une de ces branches, 'ordonnée est toujours plus grande que 'ab-
scisse. Je Vappellerai la branche supérieure; pour l'autre branche, que
jappellerai la branche inférieure, 'ordonnée est plus petite que la moitié
de Pabscisse.

38. Reclierche du point de rencontre de la branche inférieure de f et de
la branche inférieure de F. — Pour x = o, les deux branches de f font
avec I'axe des x un angle de 45 degrés; car, en divisant par x* 'équation

4

byt (f—at) (- )=
ou
(20 2% — b))+ Gl )yt = 62 (4 )
+4xP(f—x*)y —x' (4 — x*) = o,
on a
e (Bt 300 )

+4lh— @) =+ 2 =0,

et Jla limite du rapport L, quand a =o, est donnée par
\

<hm J—’)

x

(limé)é— 4 (]i[ﬂ{-_)s—l— 6 (limy> hm —+— 1 = o,
<limj—; - 1)6: 0,

imZ =r.
X

4

<hm >.— 6.4 <!im£>z—+— 4.4 <lim“£) — 4 = o,

ou

Pour la courbe ¥, au contraire, la tangente a la branche intérieure fait a
'origine avec I’axe des a un angie moindre que 45 degrés ; car si on divise
Péquation F par a®, on obtient

r(E)=r(Z) —at+r—o;
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done la limite du rapporl'{, quand x = o, est donnée par I'équation
x

— 2 <|im‘Z> + 1= o0,
xr

d’on

. "~ I
lim? =2
x 2

. . Z . .
Si P'on fait » = - dans le premier membre de f =0, on le transforme
en

2

L L
Lt hor? — —
(X le 4)16’

et cette qlmntlte est ne AUVF‘ nulle ou posmve. suivant que x est inférieure.

—_— l
égale ou supérieure a \/\/ 7

Par conséquent, pour tout point de la branche inférieure de J compris
dans ’espace YObB, cetie iranche est constamment au-dessus de la branche
inférieure de F; il 0’y a donc pas de rencontre dans espace YOO B

. /17— 1, ,
Mais dans l'espace BhnN, comme pour x = \/u?——, i"ordonnée y,

de f est égale a g, tandis que Pordonnée Y, de F est < ga d'ou y,—Y, >o0,
et que, pour x = 2, l'ordonnée y, de f est égale a zéro, tandis que l'or-
donnée Y, de T est plus gra~de que zéro, on voit qu’il y a au moins une
rencontre. Je vais faire voir qu'il n’y en a qu’une.

En effet, si, dans I'équatioi: F = o0, on fait y = max, on a

mtat — mPat — amad 4+ x® = o,
d’ou
oam—1
X = ——
m*(m—1)
et, pour avoir la branche qui nous occupe, il faudra faire croitre m depuis
i . R - v I
zéro jusqu’a > Pour m = o, a sera infini, et, pour m = -, x sera nui.
2
On a aussi

2m — i
N 9
mim — 1)
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et 'on voit que la valeur de y augmente sans cesse depuis zéro jusqu'a I'in-
. ’ I . I . N R
fini quand m décroit depuis 5 jusqu’a zero.

En prenant les dérivées de x et de y par rapport & m, on aura

dz 6mt— 8m <+ 3
dm mi(m — 1} ’
dy fm*—5m + 2
dm nP(m—1)? ?

dou
dy (4m>*—5m 4+ 2)m
de = 4m'— 8m—+ 3

3

et, comme le nuwmérateur et le dénominateur restent positifs pour toute
valeur réelle et positive donnée a m, on voit que, pour toute valeur de x

. I7—1 .., dy .
comprise entre \/5/”72— et 2, la quantité s Y’ sera positive.

Pour la branche d¢ la courbe f donnée par

0N a aussi

w_Limei=fatizer o i—ar] —at—a)t| = Jatd—ar
“ | pTe <
-39 . (4_‘11)12
dr_ {(4—a)

da " (a+{f—af

17— . :
et comme de @ = \/M—— jusqu'a @a= 2 le nombre a* est plus grand
2 )

que 2, on voit que e =) esi negatlf entre ces limites.

Donc y’— Y’ ne change pas de signe quand x varie entre les limites
considérées, et, par suite, les deux branches inférieures de f et F n’ont
qu'un seul point de rencontre.

On continuera cette discussion avec la méme facilité et 'on trouvera :

Que la branche inférieure de f et la branche supérieure de F ne se ren—
coutrent pas non plus;
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Que la branche supérieure de f et la branche supérieure de F ont un
point de rencontre et n’en ont qu’un seul.
Pour avoir les solutions qui se composent d’'une valeur négative de y et
d'une valeur positive de &, on changera y en — y dans les deux équations
proposées, qui deviendront

) xiyt— (4~ x*) () —x) = o,
(F) =yt 4 2ty —at = o,
et {'on cherchera les solutions positives de ces équations.

La discussion fera voir que F a une seule branche qui s’é¢tend depuis
Porigine jusqu’a Pinfini;

Que f a deux branches qui se rencontrent a Vorigine, et dont 'une est
constamment au-dessous de {"autre;

Que la branche de F ne rencontre pas la branche inférieure de f, mais
renconire ia branche supéricure en un seul point.

Il 0’y a pas lieu de chercher les solutions composces d’une valeur néga-

tive de & et d’une valeur négative de », parce que la courbe F n’a aucun
point dans Pangle Y'OX'.

39. Remarque. — On se sert quelquefois de deux courbes tracées gros-
sierement pour déterminer le nombre des racines d’une équation. Les con-
séquences que I'on déduit de ces constructions n'ont rien de rigoureux;
mais, au moyen de la méthode exposée dans la seconde partie, on peut

rectifier ce que le tracé graphique a laissé d’incertain et rendre toute leur
rigueur a ces conséquences.

Ainsi, pour résoudre I'équation

x — tangx = o,

on pourra regarder ses racines comme dounées par les abscisses des points
d'intersection des deux courbes

I

5

) = tang ¥,

x,

dont 'une est une ligne droite et Pautre une ligue tangentoide.
De méme, au lieu de I'équation

a2t~ Bxt4+1=o0,
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on peut considérer les deux sulvantes :

y =t
ry(x—=5)+1=o0,
dont I'une représente une parabole cubique et I'autre une hyperbole,
On rencontre dans la théorie des vibrations d’une sphére élastique I’équa-
tion suivante :
(4 — 3x?)sinx — 4 cosax = o,

(8153

4 — 31‘2.
4z

cotxr —

On peut la remplacer par les deux suivantes :

4 —3a?
.7__“4_2,—’

Yy = cotx,

dont I'une représente une hyperbole et 'autre une tangentoide.

QUATRIEME PARTIE.

EXTENSION DE LA METHODE PRECEDENTE A DES EQUATIONS AYANT PLUS
DE DEUX INCONNUES.

I. — Equations a trois inconnues.
60. Soient les trois équations
f(xafv Z>: O, F(.’l‘, Ve z) =o0, ¢{x, Y Z) = 0.

11 s’agit de trouver les solutions comprises entre deux valeurs donnéesde x,
deux valeurs données de y, et deux valeurs données de z.
On emploiera d’abord la méthode de M. Sarrus, et on subdivisera le
systéme de limites données en plusieurs autres systémes de limites plus
10
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rapprochées, dont les unes ne contiendront pas de solutions, et dont les

autres pourront en contenir une ou plusieurs. C’est un de ces derniers que
je m’en vais examiner.

Soient z, Zet § des fonctions de x et de y, déterminées par les équations

=0, F=o0, 9 =05, et x,, yoet y,, z, et z, les valeurs inféricures et

supérieures de x, de yet dez Six,+ het y,-+ ksont des valeurs de x et
de y qui appartienuent & une solution, on pourra écrire :

. [dz dz 1 [dz dz | \* 1 dz dz ,\*
u—ZOT<E;h+ @A)u—l—;—;(ak—f—d—}-’/t)a—{- —‘—‘—I'2‘3<%b+‘?}’l{'>ﬂ+...+P“

1 /dZ dZ dZ \*
e (S 2 (0 ) (T

;:zo+<gﬁ+g;k>o Szt )

dz di¢
— (dxf+yk>+ - ps.

N
I.es notations

'dz dz \¢ dZ dZ ,\* dy di
<2;}1+@/1>07 <Zh+@ll>o, < h+ df /i)oa

;

étant les représentalions symboliques des po]ynémes

d'z 4, i1 Hi—1) diz i—2 2 d'z 4
Tz‘h—i_ ’—‘l Rk + 1.2 dridy? R d_)"/f’
ALy, i(i—1) iz,

i i—i {—2 [.2 Ry 1
dx‘k+ d“"d W=+ 1.2 117112/2 k? (Z)"k’
d! 48 4; i—1 -1 -2 1.2 e,
dx’ R+ Yz ‘d K=k + 1.2 dx’ ’dy L zl) K,

dans lesquels on a remplacé x et y par x, et y,.
., dz dz d'z d*z d?z , .
Les quantités — Al il el AR sont données, coinme on le sait,

par les formules

Y, G &y

dr | dz dz ' dy ' dz dz =
df d*f dz dzfa’z2 df d*z
T drdidn T A de T & %

dxf . d*f dz d*f dz d“’f{h dz df d*z
dedy  dxd: dy dydz dx dz* dxz dy dz dedy — s

df df di _ difde | df dz

dy* + 2 dyds dy dz2 dy* ' dz dy* =
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dZ d*Z dg di dig

.., dZ
et les qlldl]tlt(,577 —dj—‘, d—x—;:"') (Tr7 Z}’, d—.z‘_,

bles.
Quant aux restes p,, g3, p3, C€ sont les quantités

-+» par des formules sembla-

I d"z 5, n d"z i nln—1) dz prye
—— e ~ (el S
I.2...n<dx"k - 1 dz*—'dy Pt e+ 1.2 dz*dy? ’

1 d*Z n et 7 (n —1) d°Z - o2
1.2...n (n’Lx; 7 dm"*‘dy Bk -+ 1.2 dxdy? e )

! arg n _dg n—1 n{n—1, d'g n—2 L2 )

1 2...n<Zsz_“ +7 1 dx"“‘d Ptk + 1.2 dr""zly = R ;

dans lesquelles ona remplacé o et y par &, + G et y,+ 6 k; G et § étant
des nombres positifs compris entre o et 1.

. . df d;
On voit que p,, p,, p; sont des fonctions de £ et de £, et que si l, —{7

dz’ dy
G 4 df S ot AE dF dF &F dedy dF (e do dy,
@ dx dedy dxds’ " e Ay’ & dw TF dedn @ @ &
dg

o restent finies et continues pour les valeurs des variables comprises
entre x, et x,, y, et y,, ces fonctions s’annulent pour A=oeth=o, et
deviennent infiniment petites en méme temps que £ et A.

Or, pour que x,+ k, y,+ k et z constituent une solution de f'= o,

F = o0, g = o0, il est nécessaire et suffisant que
(\[) z— C = 0,
(2) Z—§=o;

on aura ainsi deux équations a deux inconnues, qui pourront servir a dé-
terminer A et 4.

61. Pour résoudre ces deux équations, je supprimerai les restes g,, g,
et pg, et je les réduirai a

(3) (2= — (£ — p) = (h, k)= o,
(Z—pi)— (£ —ps)=¥(h, k)=o0;

et je chercherai les valeurs de % et & qui satisfont a ces équations (3) et (4),
et qui sont comprises entre k=o0 et h=ux, — x,=h,, et entre k = o et
k=yi—=r.=k
Je ferai h=o0 dans(3): il en résultera une équation 4 une inconnue
10..
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¢ {0, k) = o. Soit » une des racines de cette équation comprise entre o et &,
et x, et x, deux nombres trés-rapprochés qui comprennent cette racine,
en sorte que ®, < 1 < ;.

Je chercherai ensuite les limites supérieure et inférieure que peut pren-
dre g, — ps = w, lorsque k= o et que k varie depuis », jusqu’a x,, et ¢’
depuis o jusqu’a 1. Et si ces limites sont trés-petites et peuvent étre négli-
gées devant la somme des termes du polynome (z — p,) — (§ — p3 ), #, sera
aussi une racine approchée de I'équation en £ qu’on obtient en faisant
h =o dans z — ¢ =o.

L.a dérivée de cette racine sera donnée par I’équation

. d(z—¢ d(z—2¢) dk
(5) (dh ) (dA- C)ZZ'_O’

mais on pourra 'obtenir encore, approximativement du moins, au moyen
de
d{z — % — o) + d{z—t—w)dk _

ah K an =%
ou
, dz—t) do, | [d(z—18) de\ dk
AY _ —_— e —e -
(6) ah ar t ( dk ai)an = 93

car la fonction w, est finie et continue pour toutes les valeurs de %, de £ et
de ¢’k qui sont comprises entre o et k,, , et », ou 1; de plus, elle reste
tonjours trés-petite, lorsque A varie depuis o jusqu’a 4, et k depuis », jus-
qu’a u,, et§ depuis o jusqu’a 1. Donc dw, est une quantité tres-petite par

. dw, . . dw, ., .
rapport a w,, et —- ainsi que — sontdes quantités du méme ordre que o,
pp dh q dk 1 q

et peuvent étre négligées.

1l en résulte donc que les quantités

d{z —%) d(z—§— w)
ak et ah

différent peu I'une de l'autre, et qu’il en est de méme de

d{z—1) d{z— ¢ —w)
a% et dF :

Donc la valeur approchée de »,, qu’on obtient en faisant dans (6;
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h=o et k= »,, est aussi une valeur approchée de la dérivée », qu’on ob-
tiendrait en faisant aussi & = oet k = x, dans (5).

Ces détails suffisent pour faire voir comment on pourra aussi calculer
approximativement %, «7,....

On verrait encore que si dans la méme équation (3) on fait 2 = A,, et
qu’on désigne par x, la valeur que prend pour & = £, la fonction k de %
qui se réduit & x quand 2 = o, on pourra calculer approximativement et x,
et ses dérivées «;, »},..; et qu'on obtiendra en méme temps les valeurs
approchées que prennent, quand 2 = /, la fonction £ de £ et ses dérivées
donnée par Péquation (1).

Enfin, on voit que si on désigne par K une fonction de 2 qui satisfait a
Péquation (2), et qui se rédnita K, lorsqu’on fait A= o (K, étant compris
entre o et k£, ), on pourra au moyen de I'équation (4) obtenir des valeurs
approchées de K, et de ses dérivées, et que K, étant la valeur que prend
cette méme fonction K quand & = k,, on pourra obtenir au moyen de la
méme équation (4) les valeurs de K; et de ses dérivées.

Alors, connaissant les différences

k,—K, et k;—K;,
K, —K, et K,—K

3 31

L R |

on pourra reconnaitre au moyen des théorémes exposés dans la premiére
Partie, et dont nous avons fait si souvent usage, combien les équations

z2—C=0 et Z—E=o0
ont de solutions entre o et A, et o et k.

62. Si les limites supérieure et inférieure de w, ne peuvent pas étre
négligées, il faudra rapprocher les limites, ou, ce qui sera nécessaire plus
souvent encore, prendre un plus grand nombre de termes dans les dévelop-
pements de z, Zet &.

65. Quand on aura séparé les solutions des équations proposées, on
potirra approcher indéfiniment des valeurs de x, y, z, qui composent une
solution, au moyen d’une extension connue de la méthode de Newton.

64. Si on avait quatre équations enire les trois inconnues x, y, z,

F,(x,y,2)=0, Fy(x,y,2)=0, Fy(x, y,z) =0, Fi(x,y,z)=o0,
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on résoudrait d’abord le systeme formé par les trois premieres, F, = o,
F, = 0, F; = 0; pour cela on déterminerait, comme il a été expliqué tout
a Vheure, une valeur de & = x, + k et une valeur de y = y, + £, qui
entrent dans une solution, au moyen d’équations semblables a celles qui
ont €té désignées par (1) et par (2) au n® 60, puis on déterminerait la troi-
sieme inconnue au moyen d’une des trois séries qui donnent z ou Z ou &.

Cela posé, nous remarquerons que y et z sont des fonctions de x,
¥ = ox, z= Yx, déterminées par les équations

F,(x,y,2)=o0, Fy(x, y,2) =0,

/

et que, si on remplace y et z par g et Y dans F, et dans F,, on obtien-
dra deux équations en a,

Fy(x, g, boxr)=0o0, F,(x,9x, x)=o0,

quidevront avoir une racine commune comprise entre x, et x,, si les quatre
équations proposées ont une solution commune entre les limites xc, et x,,
Yo et yy, etz, et z,.

Donc Péquation

[Fa (2, pac, )" + [Fy (2,92, dx)]P =0

doit avoir une racine double entre x, et x,.

On aura besoin, pour reconnaitre P'existence de cette racine double,
d’employer les quantités oo, et gy, ¢'x, et ¢’ 2, 0", et ¢"x,, et aussi
Y, et Yo, et Yoy et Yy, P e et 3", On pourra les obtenir ainsi qu’il
suit :

h, et h, étant les deux limites de £, &, et £, étant les valeurs de & cor-
respondantes & %, et h,, et données par les équations (1) et (2), on aura

dby b R4, les val
i3 d/la > d/ll7 Tl:. (3] Wseron[ €8s vaieurs

de o'x, et ¢'x,, et de ¢"x, et de ¢'x,.
les valeurs de z, tirées de z —C = o, et qui répondent a h = h,, k = k,,

Ty = Yo+ ko et CXy = Yo+ k

\ d: d?
et a k=h,, k=k, donneront yx, et ¢ux,; les valeurs de 2 et d—f,

£ A
tirées des mémes équations, et qui répondent 4 &= h, et k = k,, puis a
h = h, et k = k,, seront les valeurs de {'x,, ¢'x,, et de {"x,, " x,.

65. Ce probleme, qui vient de nous occuper dans le numéro précédent,

Document numérisé par la Bibliothéque Interuniversitaire Scientifique Jussieu - UPMC



(79 )
est celui qu’il faudrait résoudre pour chercher les points d’intersection ou
les points de contact de deux courbes a double courbure.

La recherche des points multiples par intersection ou par contact d’une
courbe 4 double courbure est encore un probléme du méme genre et qui
se résoudrait d’apres les mémes principes, mais sur lequel il est inutile
d’insister davantage , apres les détails qui ont été donnés dans ce qui
précéde.

II. — Résolution d’un nombre quelconque d’équations
a plusieurs inconnues.

66. Soient M =0, N=o0, P=0, Q=0,..., n équations & n incon-
nues, x, ¥, %,..., w. 1l s’agit de déterminer les solutions comprises entre
deux valeurs données de x, deux valeurs dounnées de y, ..., deux valeurs
données de w. On resserrera d’abord les limites d’apres la méthode de
M. Sarrus, et, quand elles seront suffisamment rapprochées, on pourra
écrire, en appelant w,,, w,, w,, w,,.... les fonctions de x, y,..., v déter-

minées isolémentpar M =0, N=o0,P=0,Q=o,...,

o dw"‘i—}—dwmil A 1 dwm.—*_dwmh \ 2

Wi = Wy -+ = pn +"')+Y3 it +> e By,
o dw, . dwnb 4 i dw, .+dw,,h+ 2_,_
um-—wo—l— El"l— dy .. R ([.l‘l d}’ o ...+P2,
Wy =W = v v v e e e e e )
W =W+« v v v .

On pourra méme supprimer les restes p,, ps, fs, .. ., si les limites des in-
counnues sont suffisamment rapprochées.

En égalant ensuite les valeurs de w,, &4 chacune des suivantes, on aura
un systeme de » — 1 équations a4 n — 1 inconnues, qui détermineront
i, h,....

On passera de ]a méme maniere, de ce systéme de n — 1 équations a
n — I inconnues, a un antre systeme den—o équations a4 n — 2 inconnues,
et ainsi de suite.

Et on arrivera 2 un systéme de deux équations 4 deux inconnues, qu'on
pourra résoudre.

Apres quoi on calculera de proche en proche les valeurs des autres in-
connues.
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Ces calculs seront assez simples, parce qu’ordinairement, dans les déve-
loppements de w,,, w,, ..., on pourra s’arréter aux termes du premier ou
du second degré; et le travail deviendra alors semblable a celui de la réso-
lution d’un nombre donné d’équations du premier degré & un méme nombre
d’inconnues.

67. Admettons que les limites des inconnues soient assez rapprochées,
et que, dans les développements de w,,, w,, .. ., on puisse négliger les termes
en seconde dimension de i, k, A,...; alors x, et x,, y, et y,,..., wy et w,
étant les limites des inconnues; My, Ny, Py, Q,, . .. les valeurs que prennent
les premiers membres des équations M=o, N=o0, P=0, Q=o,...,
lorsqu’on y remplace &, ¥, 2,... par Xq, Yoy Zoy-++3 € Xo+ I, ¥, + h,
zo + k,... étant les valeurs des inconnues qui composent une solution, on
pourra, aux équations proposées, substituer les suivantes :

dM dM dM

O:MO+EZ+E}1+E/{+""
dN . dN dN
0——N0+d—‘z_ol+2y—ok+—d—zo‘k+...,
dP . dP ap ,
O—Po—*—g‘;ol-*"d—yﬂll—FEz—U/i—!—...,

O == . . 4 h v d e e e e e e e

Et si toutes ces équations sont distinctes, et si aucune n’est incompatible
avec les autres, on pourra, par les procédés de I’Algébre élémentaire, obte-
nir deux équations en i et &, telles que

A+Bi4 Ch=o,
AN+-Bi+Ch

O.

De ces deux équations on tirera (k étant la fonction de i déterminée par
la premiere, et H la fonction de i déterminée par la seconde)

CC (h — H) = CA’ — AC -+ (CB' — BC'),

et on voit qu'il y a une valeur I de ¢ qui rend 2 — H= o et une seule;
donc i, et {, ¢tant deux nombres I'un inférieur et 'autre supérieur a I, les
différences b, — H, et £, — H, auront des signes contraires, tandis que la

L, dh—H
dérivée de —k—di-—) sera constante.
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Donc il y a dans ce cas une solution et une seule des deux équations
A+Bi+Ch=o0, et A +Bi+Ch=o;

et par suite il y a entre x, et x,, entre Yol y,,..., entre w, et w,, un sys-
téme de valeurs des inconnues, x, 7, z,..., w, et un seul, qui satisfait aux
équations proposées.

Ainsi, lorsque, par la méthode de M. Sarrus, on aura reconnu que les
équations proposées peuvent avoir une solution entre deux limites don-
nées de a, deux limites données de y,..., si ces limites des inconnues
sont assez rapprochées pour qu’on puisse, dans le développement de M,
N,..., suivant les puissances des différences de ces limites, négliger les
termes de Pordre des carrés et des puissances supérieures de ces différences,
ces équations ont entre les limites données une solution et une seule,
pourvu cependant que les équations du premier degré qui résultent de ces
développements ne rentrent pas les unes dans les autres, et ne soient pas
incompatibles entre elles,

68. On peut encore résoudre de la maniére suivante la question que
j’ai traitée dans cette these.

Jen ai eu I'idée quand j’avais écrit ce Mémioire, et pour éviter des redites,
je ne ferai que l'indiquer sommairement.

Soient F, (x, y) = o et Fy(x, ) = o deux équations a deux inconnues.
Soient aussi x, et x,, el y, et y, des limites suffisamment rapprochées des
inconnues x et y.

Admettons que F,{ux,, y)= o0 ait rine racine réelle comprise entre 5,
et y, et soit J, cette racine.

Admettons aussi que F,{x,, )= o0 ait une racine réelle comprise entre
Jo €t ¥, et soit J, cette racine, et supposons enfin que I, satisfasse a la
série

Zo v (21— a,)?

+ I I.2

T =5+, == o
[Cette série d’ailleurs peut servir a calculer approximativement J,, et
I'on pourra rectifier ensuite le résultat obtenu, en déterminant par la
méthode de Newton la racine 3, de F, (x,, y)=o.]

On voit que si on représente par y = g une fonction de x qui satisfasse
a F(x,px)=o0 et qui se réduise 4 J, quand x =x,, et & J, quand
x =, la recherche des solutions des deux équations proposées, et qui

il
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sont comprises entre les limites données, se réduira a la détermination des

racines de
Fy(x, 0x)=0

qut se trouvent comprises entre x = x, et x = x,.
On pourra donc, au moyen des signes des quantités

Fo{xe, 0g)y. ., Fo(ay, o),
F’Q('T07 ?1’0),..., Flg('rn fPJC'a),

Fio(xe, 9240 ..-y  Fylaxy, 0x,),

L )

et a I'aide des théorémes démontrés dans la premiere Partie, déterminer le

nombre de ces racines et les séparer.
Car il suffira pour cela de connaitre approximativement les valeurs de

OXys.... et oga,,
4
' xy,..., e gx,

" xyy. ... et @,

L e e T S Y

et elles sont données par F,(x,, y)=o0, F,(x,, )= o,

dF,  dF - dF_ dF

dz, dre @ Xy =0, ?lw_, a, Y x =o,
d°F, 5 d*F, 'z d*F, ., , N a¥. ,
G amd O Fe T gy [WRS G = o
d*F, d'F, d4%F, \ dF
. 2 ” -1 4 V2 2 e
dx? =+ dz, dy, I dy? (qo To)m dy, § X Oy

69. Supposons qu’on ait trois équations a trois inconnues
Fi(x,y,2)=0, Fy(x,y,2z)=0, Fj(x,r, 2 =o0;

3 ' 1 A oY 1 2 C - 3 3 1 S
il s’agit de déterminer les solutions comprises entre des limites déja sut-
fisamment rapprochées x, et xx, pour 'inconnue x, y, et y, pour Pincon-
nue ), z, et z, pour l'inconnue z.

Je ferai dans les deux premiéres équations x = x, , je les transformerai
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en deux équations a deux inconnues, savoir :
Fi{xe, y,2)=0, Fy(x,, y,3)=0,

dont je déterminerai les solutions comprises entre y, et y,, et entre z, et z,.
Admettons que ces solntions aient ét¢ séparées, et que J, et %, soient les
deux valeurs de y et de z qui composent V'une d’elles.

Désignons aussi par )y =ox et par z=Jx deux fonctions de « qui
satisfont aux équations

F(x, 00, bx)y=o0, Fy(x,ox, bx)=o,

et qui se réduisent a J, et & 3, quand x = &y, on pourra calculer les valeurs
des dérivées de ces deux fonctions ¢'x, et ¢'ax,, 0", et ¢"x,,..., qui
répondent a & = x,,, au moyen de

dF, dF, o 2 4 dF, Vo — o
dz, dy, ¥ 0 gz? vl =0,
dF, dF, , dF, ,

dx, —(E g Xo+ dz, q) To =0,

Je ferai encore, dans les denx premieres équations, x = x,, et soient 3,
et 5, les valeurs que prenment gx et Yo quand x =x,; on pourra cal-
culer approximativement I, et &, au moyen des séries

\2
5 Y sl X, — &y e (‘Z‘l_‘xo)
Sy =3+ +J + e,
1 (1] 4] 0 P2
P, w1 T &y ;,//(-Z'(_'-lu)z
By = 25+ XLy ; -+ &, T + e,

et rectifier ces valeurs au moyen des équations
Fi(x,,Y,Z) =0, Fy(x,,Y,Z)=0;

car, en représentant par Y, et Z, les valeurs approchées de 3, et 3,, on
pourra faire §, =Y, + h et &, =Z, + k, et on déterminera & et k par les
équations du premier degré

dF [z, Y, ), dFm, Yo, 2

Fola, Y, Z,)+ — )+ a7 k=o,
. o, dPae, Y, Z) dF (z, Y, L)),
F‘l/\J”I? Y, Li) -+ Y, b+ dz, k= 0;

1t
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apres quoi on pourra obtenir ¢'x, et {'x,, puis ¢"x, et {"x,,..., par des
procédés semblables a ceux qui ont donné ¢'x, et ¢'x,, puis 9"x, et

14

U
On voit maintenant qu’il ne s'agit plus que de séparer les racines de

Péquation 4 une inconnue
Fy(x, g2, ) =0

qui se trouvent comprises entre x, et &, et c’est ce qu’on pourra faire au
moyen des signes de

Fy(oe, 9y, ¢xy)s  Fo(xy, gy, pay),
! s 1
Fyolay, gao, $ay),  Fy(a, 91y, Ya,),
14 ~t
Fs(xov 9o, bary),  Fy(xy, gay, o),
b
parce qu'on connait les valeurs et ies signes de g, et §x,, de ¢’ x, et ¢,
de ¢"x, et " xy,..., degx, et ¢x,, de ¢’x, et ¢, de o, et ', ,....
Ce procédé s’étend facilement 4 quatre éguations 4 quatre inconnues,
q
puis a cinq équations & cinq inconnues,..., et ainsi de suite,

Vu et approuve.
Le 4 juillet 1866.

Le Doven pe ra FacuLté pES SciENCEs.

MILNE EDWARDS.

Permis d’imprimer.
Le 4 juillet 1866.

Le Vice-Rectecr pE L’Acapimie pe Parrs,

A. MOURIER.
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THESE DE MECANIQUE.

RECHERCHES

SUR LA

STABILITE DE L'EQUILIBRE DES CORPS FLOTTANTS.

La plus ancienne théorie de la stabilité de I'équilibre des corps flottants
est celle du métacentre. Elle a été donnée par Bouguer vers I'année 1750.
Considérons un corps flottant en équilibre, et nommons axe primitif la
verticale qui passe par le cenire de gravité du corps et celui du volume
de liquide déplacé. Si le corps est dérangé de sa position d’équilibre par
une cause quelconque, I’axe principal se déplace avec lui et la résultante de
la poussée du liquide vient le rencontrer en un point qu’on appelle méza-
centre. Suivant que ce point est au-dessus ou au-dessous du centre de gra-
vité du corps, les forces tendent a ramener le corps a sa position primitive
ou a V'en éloigner. L'équilibre est stable dans le premier cas, il est instable
dans le secoud.

L’application du calcul différentiel et du calcul intégral aux problemes
de la Mécanique avait permis de traiter aussi la question par I'analyse, et
Pon avait trouvé ainsi les mémes conditions que par la considération du
métacentre.

En 1832, M. Duhamel, dans un Mémoire lu 4 1’Académie des Sciences, a
fait voir que la position du métacentre est indéterminée, qu'elle dépend a
la fois du déplacement du centre de gravité du corps et de Pinclinaison

Document numérisé par la Bibliothéque Interuniversitaire Scientifique Jussieu - UPMC



{ 86 )
lonnee a axe primitif. De sorte que le corps peut étre dérangé infiniment
peu, de maniére que le métacentre se trouve, a volonté, au-dessus ou au-
dessous du centre de gravité du corps. Cette remardgue montre combien est
insuffisante la théorie du métacentre.

On trouve dans les Traits de Mdcanique de Poisson et de M. Duhamel
une théorie de ia stabilité de P'équilibre fondée sur la considération des
forces vives. On fait voir que la somme des forces vives du corps flottant
restera toujours trés-petite si son centre de gravité est plus bas que celui du
volume de liquide déplacé, ou, lorsqu’il n’en est pas ainsi, si la distance de
ces deux centres est moindre que le plus petit moment d’inertie de la sec-
tion a fleur d’eau divisé par le volume immergé du corps.

Mais, par celte théorie, on oit seulement que ces conditions sout sutfi-
santes ; il faudrait encore faire voir qu’elles sont nécessaires.

Un géometre allemand, M. Clebsch, dans un Mémoire qui a été inséré
dans le Journal de Crelle (année 135g), a montré que pour avoir une théo-
rie rigoureuse, il faut avoir égard aux variaticns de la pression du liquide,
provenant des petites ondulations que le mouvement du corps lui commu-
nique. Il chercha & résoudre la question en étudiant les petits mouvements
simultanés du corps et du liquide. Mais la difficuité du probleme ne lui a
pas permis de traiter 4 fond un cas spécial, et encore moins d’indiquer une
regle générale simple.

L’Académie des Sciences a proposé pour le grand prix de Mathématiques
de 1864, d’établir une théorie complete et rigoureuse de la stabilité de
I'équiiibre des corps flottants. J'ai essayé de résoudre la question, et quoique
deux Mémoires aient été couronnés par I’Académie, comme ils ne sont pas
encore publiés, j’ai cru pouvoir présenter mon travail comme sujet de
These a la Faculté des Sciences de Paris.

Je forme les équations. de tous les petits mouvements que peut prendre
le corps; j obtiens des équations linéaires a coefficients constants, et je fais
voir que leurs intégrales ne pourront étre périodiques qu’autant que les
conditions que fait connaitre I'analyse de Poisson et de M. Duhamel sont
remplies.

Jétudie ensuite U'influence des petits mouvemeiits du tiquide. Pour cela,
je forme les équations des petits mouvenients que le corps peut lui commu-
niquer ; jobtiens ainsi les variations qu’ils produisent sur la poussée du
liquide. Par la les équations du mouvement du corps prennent des seconds
membres qui sont des sommes de sinus et de cosinus d’arcs multiples du
temps, et ou les multiplicateurs de ¢ sont tels, que Vintégration ne peut
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amener aucun terme ayant £ pour facteur. Par conséquent, les petits 1miou-
vements du liquide ne modifient point les conditions de la stabilité de
Péquilibre.

En considérant la solution trouvée par cette analyse comme une pre-
miére approximation, et cherchant a tenir compte des termes du second
ordre par la méthode des approximations successives, j’ai trouvé que ieur
influence est absolument nulie.

PREMIERE PARTIE.
EQUATIONS DU MOUVEMENT DU CORPS.

1. Soit M le corps flottant dans sa position d'équilibre. Le niveau de
I'eau, prolongé dauns son intérieur, y trace une section ABCD, que je sup-
pose fixe dans ie corps.

Soit G le centre de gravité du corps;

H celui du volume de liquide déplacé.

La droite GH est verticale.

Par le point O e Vespace ou se trouve le centre G, J'imagine trois droites
rectangulaires entre elles, ’'une Oz dirigée dans le sens de la pesanteur, qui
sera I'axe des z positives, et les deux autres Ox et Oy situées dans un plan
horizontal.

Jécarte le corps de sa position d’équilibre en Pélevant ou en I'abaissant
d’une petite quantité, et en écartant aussi infiniment peu la droite GH de
la verticale; en outre, je lui imprime une vitesse tres-petite dans une direc—
tion quelconque.

Le corps prendra deux especes de mouvement : un mouvement de trans-
lation qui se décomposera en trois autres dirigés suivant les troix axes O,
Oy, Oz, et un mouvement de rotation autour d’un axe passant constam-
ment par le centre de gravité, et qui se décomposera aussi en trois autres,
s'effectuant autour de trois axes fixes dans le corps GX’, GY', GZ'. Je sup-
poseral que dans la position d’équilibre, GX’, GY’, GZ’ coincident avec O,
Oy, Oz. Jappellerai p, ¢, r les composantes de la vitesse de rotation sui-
vant ces trois axes.
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Par le point G je mene des droites GX, GY, GZ parallelesa Ox, Oy, Oz.
Soient &, », § les coordonnées de G par rapport a Ox, Oy, Oz; x, 7, 2,
celles d'un point quelconque par rapport a4 GX, GY, GZ; x', ", z celles du
méme point par rapport 4 GX', GY', GZ'. Ces coordonnées sont liées par
les relations suivantes :

x=E+ax' + by +cz,
y=n+ax +by +cz,
z={+a'x'+by+c'7.

Soit GN l'intersection des deux plans XGY et X'GY’, § I'angle qu’ils font
entre eux, o 'angle X’GN et ¢ 'angle XGN. Les neuf cosinus a, b,..., 0", ¢,
s’expriment en fonction des angles 9, 6, ¢, au moyen des formules suivantes :

a = cos§sin{ sin g + cos¢ coso,
b = cosfsinycosg — cosysiny,
c=sinfsing,

a’ = cosfcosysing —siny cosg,
b' = cosfcosy cosg + sindsing,

¢’ ==sinf cosy,

a’= —sinfsing,
b= —sinf cosg,
¢" = cosf.

Les composantes p, ¢, I s'expriment aussi au moyen des mémes angles,
par les formules suivantes :

— sinosing 2 6
p_smgosm E——COS@Ev

o g dxp . dg

q = COs 9 sin ar -+ sing -;;7
dy dy
= El—‘ — 0056 -d_t

2. La pression supportée par une molécule quelconque du liquide ou le
corps se trouve plongé est @, + gp(z — 2,), a I’état d’équilibre, @, repré-
sentant la pression atmosphérique, et z, 'ordonnée verticale d’un point de
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ia surface libre. Par suite des mouvements du corps, la pression du liquide
éprouve des variations dont on doit tenir compte. On aura donc, en dési-
gnan! par = une fonction indéterminée de x, y, z et ¢, et par € la pression

totale,
=% +gp(z—2,)+5

(¢ est la densité du liquide).

Les forces qui sollicitent le corps sont de trois sortes : son propre poids
égal & Mg (M désignant la masse du corps); la poussée du liquide égale a
— gpV (V étant la partie immergée du volume du corps a un instant quel-
conque) : les composantes horizontales de ces deux forces sont nulles; enfin
Ia pression =, qui s’exerce suivant la normale extérieure a la surface du
corps.

Si donc ), p., vsont les angles que fait la normale, en un élément ds de la
surface, avec les axes GX, GY, GZ, les équations du mouvement de traus-

M(/j = ——ffwcos)»({s,
dt? .

1%
METP o ffrs cosp.ds,

lation seront

dr*

BY (f—lz; = Mg —gpV — fb/ % Cosy . s,

3. Je représente par p'de, g'dt, r'dt les accroissements de la vitesse de
rotation pendant un instant infiniment petit, et estimés suivant les axes
GX', GY', GZ'; par X, Y, Z les composantes du poids du corps et de la
poussée du liquide suivant les mémes axes : les équations du mouvement de
rotation seront

5

/[ f!(L — "y = (Y — ¢V | din == ;‘ [a;(')"cosv’ — 2’ cosp)ds,

CIPA

fff[(x —phe — (L — ) ldm = / [ (2 cos)’ — x'cosv')ds,

fff[(& —q¢jx' — (X —py'|dmn ::if‘j[w(x’cosp.’—-‘)"cos).’)ds;

cos)/, cosp/, cosy sont les cosinus desangles que la normale a I'élément ds
fait avec les axes GX’, GY’, GZ'. Les intégrales des premiers membres
s’étendent a toute la masse du volume immergé. et celles des seconds mem-
bres 4 la surface immergée.

Document numérisé par la Bibliothéque Interuniversitaire Scientifique Jussieu - UPMC



4 Idr ! ' T
pPr=2z——y 2+ (p—qx)q+ (pz —rajr
¢ =x' 3 — 75+ (98 — ny)r+(gx'— py)p,

o i P (Iq ' [ 7! N 4 A
V= y' o —al— e (ra’ — p3 p+ (' — 4% )q.

Si donc on fait

fjfﬁY.Z"——X]'}dﬁz:R, ff (Xz' - Z&"ydm—Q, f/ f(Z_y’——Yz')dm::P,
/‘f[(y"—i—z")dm:A’, /f[(z'2+.r’2)dm:B’, f[/ {2+ y?)dm = C,
fjf_y'z'dm == A7, j//z’x'(lm -—= B”, [‘J J z'y'dm =C",

les équations du mouvement de rotation deviendront

’ dp Wi d’l " dr ' ’ " 2 " AT/,
Ao — O — B — o (B — C)gr + A”(¢* — 1*) - B'pg — C'pr
=P+ f‘/w(y’cosv’ ~- Z'cosp’ s,
qu Il / " 2 AT/ #
B%—A—— -C = +(C Apr—+ B'(r* — p*)+ C'qr — A" pq

:Q—+—f[m(z’cos)( — x'cosv')ds,

< dar ” d]’ " dq / A ~n 2 "o
¢ — B — —A — A —B)pg+ C'(p* — ¢*) + A"pr — B'qr

=R+ fj'cs(x’cosp.’ ~— y'cos)')ds.

4. Le volume immergé V, a un instant quelconque, est une fonction des
quantités trés-petites § et §. On peut donc poser

V=V, +Kdv>§+<t2z>9+5’

V, étant le volume de la partie immergée du corps a I'élat d’équilibre, et

dv av
(E) §.et (d;) ¢ les variations de volume qu’on obtiendrait en faisant va-
0

rier tantot § et tantot § isolément. ¢ est 'ensemble des termes du second
ordre.
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- Y dp . dP " ,
P—"P, ,~<ﬁ>”§ +~<E>“v+e,
d d ,

Q=Q + () t+(3) s +¢.
dR\ dR\ m

R =R, +(dt>uc+<a—e>ﬂ6+ ,

P,. Q. R, désignant les parties des moments P, Q, R dues 4 la poussée du
liquide sur le volume V; <\£;—l;/\,-0§, (f{%) Z, < > g, e <dp)06, (((1[(02)

dR . " .
( > G les parties de ces mémes moments dues respectivement aux va-

riations de volume <—> g et (dV) 9.

v s . dv R TN .
3. Laccroissement de volume o ¢ peut étre assimilé 4 un cylindre
Jo

droit ayant pour base l'aire & de la section ABCD, et pour hauteur &. Il est
égal a AL,

s . dv . . . L. . L.
[ accroissement o7 G est ceiui qui aurait lieu si ¢ était nulle. I1 peut
o

se décomposer en une infinité de petits cylindres ayant pour base un élé-
ment di de la section ABCD, et pour hauteur la partie §’ de la parallele
a GZ' comprise entre d) et le niveau du liquide. Jabaisse de d} une per-
pendiculaire I sur la parallele 4 GN menée par le point w ott GZ' rencontre
la section ABCD; jaurai §' = [’tangf. Menant par o des paralleles wx’

et w) a GX' et GY', et rapportant le point d) aux axes mx’ et wy’ par les
coordonnées x’ et y’, J'aurai

' = x'sing + y'cosgp.

Enfin, appelant f et h les distances a
ABCD, on trouvera sans peine

(m 5* fﬁ’dk_f[l’lal]gé = fcosy /a/’.f’d).—i— Gsinqoff.x"dl

wx' et wy’ du centre de gravité de

(On fait fcosg = 6, et fsing = 6,.)

I2.
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6. Pour les trois mmoments P,, Q,, R,, on a

Py =gpVo(— y'cosd — z'sinfcosy),

Q, = gpV,o(#sinfsing + x'cosf),

R, = — gpV,(x'sinfcosp — y'sinfsing ),
x', ', 2 étant les coordonnées du point H. Mais ' = o, 3’ = 0,2 = xv,
le signe — ou le signe + devant étre pris suivant que le point H est au-

dessus ou au-dessous de G.
Alors, en remplacant sing par 6, et Gcosg, Gsing par 0, et §,, il viendra

P, = = gpV,v6,,
Qo = = gp V70,
R, = o.

Les moments ( > g, ( > ¢ sont donnés par les intégrales

(%)Dg :gpj:ff(— Jy'cosd ——>z’sin6cosgo)dv,
“Q E=gp (#'sinfcosg + x'cosf)dv,
() =80 ] [txsinseoss

(‘%)05 :gpji[f(x’sin@ cosy — y'sinfsing)dv,

qu’il faut étendre a tout le volume <tg> c.

|

On peut faire dv = drdz’ et effectuer les intégrations par rapport a 2/,

depuis 2 = — z, — ¢ jusqu'ad 2 = — z,. Aprés quoi, en négligeant les
quantités trés-petites du second ordre, on aura
dp ,
(75 nggpgffjd)\—gptbjg,
Q

dQ 'dR
9, <E>09, (d9> ¢ sont donnés, comme les précé-
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dents, par les intégrales triples

<%>06 = gpf/f( — y'cosh — Z'sincosy)dy,

<‘%>09 = gpfff(z’sin@sin? -+ &' cosf)dv,
’<§6{>06 — 8f ffj‘(x’sinecosg — y'sinGsing jy.

On prendra didz pour I'élément de volume dv; on pourra effectuer les
intégrations par rapport a z/, depuis — &, — ¢’ jusqu'a — &, (&, étant la
distance du plan X’GY’ au plan ABCD); on remplacera ensuite, dans les
résultats obtenus, §' par I'G, et I’ par y'coso + x'sing, et 'on aura

(%) 6= gp@cosq;fff"-’dl + geb Si"?‘/“[xlv’ﬁ/d)‘
= gp,j\gli"@, + gpAm*G,,

(%2)06 == —gp@cosgoffx’f’dl — gp@singoffx”dl

= - gpAk2G, — gpAm*l,,

dR
()0 =

en faisant ffy”d)‘ = a1, ffx’zd)\z Lk* et f x' y'dh= sm?.
7. Je remarque maintenant que les équations qui donnent p, ¢, r en

fonction des angles ¢, 6, ¢, et dont nous avons fait mention au n° 1, sion
y réduit sin@ a @, et cosf a 'unité, deviennent

— sine _de

p=0sing — — cosg —>

— Gcosg 2 4 sin g 22

q = UCosp 5, s o
R S
dt dt

. N s dy (1 Cop. .
On en tire, par I'élimination de — et en négligeant les infiniment petits du

troisiéme ordre,
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dy o 420, d(re,;

Sor- . . .dr ., .
Jéliminerai eusuite P entre les trois equations du mouvement de rota-

d
tion, puis, dans le résultat obtenu, je remplacerai d_p et & par les valeurs

que ]e viens de trouver; ] ’aurai ainsi

, B//g d291 AIIBI/ ” d297 . , B”z dr% A”B” : ‘”' d’,ej
‘Q‘A-—7> d,:+< +c)dﬂ 4 (A T) ~ (T +¢)F
\ + Dpg + Epr + Eqr +~ Gp? +H(/ +—Ir? - gp(al® =V y)6,
/b) 4 ’”
\

. . B
+gpAmil, + goh fL+ me e

= (‘[w(j’cosv'—z’cosp. za'f——ff ax'cosp’ — y'cos) )wds,

Dy A"\ d*6, A”B" I , A"\ dré, ‘A"BY L\ dré.
B "*@*)W +< T C)?ﬁ (B )t (Tr"fc,) @
+D,,)(/—}—E1pr—'r-F|(1r+G,p2+H|q2+I,r'"-1~gp(~/1~,4"‘iVo'y)62
’ ' A—gpmwn261+gpguh§+%e’” =+
= .[as(z’cos)/ — a’cosv')ds — A { /%(x'cos ' — 3 cosd)ds
—-— . \ < C,' . ;‘U. ‘} 3 A s

les lettres D, E, F,..., D,,..., I, désignant des coefficients dont 1’élimi-

. dr . . N ... . . . . ,
nation de b7 fait connaitre Ja composition, mais qu'il est inutile de déter-

miner.

L’équation du mouvement vertical du centre de gravité du corps devient
ausst

i A A o,
£_+g ;+§_f€‘+b_}°_‘62:—% [fmcosvdc—‘/—~

8. Jappelle ¢,, 7,, z, les coordonnées d’'un point quelconque par rap-
port aux axes d’inertie principaux du corps, que je désigne par GA, GB, GC
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Yaurai
X' =a,x,+ by, +cz,
/:__ I bl - ( 1
y=dox,+ by +c z,
'=ax,+ by, + )z,

l

Soient A, B, C les trois moments d’inertie principaux du corps, savoir :

[ [t riymm=a,
jf/(x% +z2)din =B,

[‘/“/ {2 + y3)dn = C;

o e

SR RN B+ C— A
/j ’.z‘;dlrtzm,

2

Q/‘fff?dln—: C—tl:_B,
[ zim =A==

On obtiendra, par des calculs faciles, les résultats suivants, qu’il suffit de

on sait qu’'on a

mentionner :

3, 4 ! !
= - a4alA—b4blB—"c,cic,
" " U .
B = —a,a A~ bb,B—c.C,
vo___ ] v AP
A= —d d A- b b B—-C ' C;

A'=a?A + b?B -+ c2C,
R=alA + b}B + c}C,
C'=apA +b?B + c*C;

!

A’C’_j B”> _ ABc? + ACH?+ BCa'!

o T T Ad BT -G
B'C — A" ABc! -+ ACH} + BCa!
¢ T MA@+ B G
A'B"+CC”" __ ABe,d, + ACh, b, + BCa,d|
c - Aa’t + B + Gt
.. cor B”: e . . .
Ainsi, les deux quantités A" — T ©t B — o sont positives; je les désigne-

ral par A, et B,.
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Soient GN, lintersection des plans X'GY’ et AGB, 6§ langle de
ces deux plans, ¢’ I'angle AGN, et ¢’ I'angle X’GN. En remplacant, daus
ABe, ¢, +~ ACh, b, + BCa,d,, les cosinus a, et a';, b, et b, ¢, et ¢, par
leurs expressions connues en fonctions de ¢/, & et . faisant ensuite
tang ' = &, on aura

‘r‘l \ ) ,
- (A —B)Ccos§ sing cosg’
1+ 7 ) Y
x? . . ; S e g YT
— ——— [(Bsin®*y'+ Acos®s’) Ccos®§ — (Beos®¢' -+~ Asin® o) C+ ABsin*¥’ |
I —+— 7 ‘ P
B —

A .
Ccos§'sing coso’.
I 7
Si dene on égale cette expression a zéro, on aura une équation du second
degré, dont les deux racines sont réelles.
Donc on peut choisir Vaxe GX’, et par suite I'axe Ox, de maniere

1AV

que —— + C"=o.

9. Avant de commencer la discussion des équations du mouvement, i
ne sera pas inutile de rappeler I'énoncé de quelques propositions sur les
moments d’inertie d’une surface plane.

On peut tracer sur la surface, et par un quelconque O de ses points, deux

axes rectangulaives entre eux, et pour lesquels 'intégrale ffac")"dl = o,

Ce sont les axes principaux de la surface relatifs au point O.

De tous les moments d’inertie relatifs a des axes tracés sur la surface et
passant par un méme point, le plus grand et le plus petit sont ceux qui se
rapportent aux axes principaux passanl par ce point.

Si, par le centre de gravité G’ de la surface, on mene deux axes G'x’ et
G’ y’ paralleles 4 deux axes rectangulaires, passant par un méme point O,
savolr Ox et Oy, et tracés sur la surface, et que f et /2 soient les distances
de O a G’x’ et G'y’, les moments d’inertie pris par rapport aux axes Oux
et Oy sont respectivement égaux aux moments d’inertie pris par rapport a
G'x’ et G'y’, augmentés de & /2 ou de A /4%. De sorte que & étant Vaire de
la surface plane, A /2 et A k* les woments d’inertie par rapport a Oux et
a0y, et AL? et AK?les moments d’inertie par rapport a G'x’ et G'y”,
nn a

Al = ALl? - a f7
Ak = aK? - Ak
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d’ou
— f*>0, E2—h*>o0.

Le plus petit moment d’inertie d’une surface plane, pris par rapport aux

axes passant par son centre de gravité, est le plus petit de tous les moments
d’inertie de la surface.

DEUXIEME PARTIE.

CONDITIONS DE LA STABILITE QUAND ON FAIT ABSTRACTION
DES PETITS MOUVEMENTS DU LIQUIDE.

10. Je ferai d’abord abstraction des termes du second ordre et des termes
provenant des petits mouvements du liquide. Je choisirai aussi les axes

. ”B//
de wmaniére que + C”=o0. Cela réduira les équations du pro-

bleme a

9 @S S =0,

8,) ‘_Z% 4 & (‘M;Iiv"”) g, + g"i”lmg 6, + g‘%{ffi = o,

5 %+§P_(;')E.%‘—__l—_‘7iﬂ@2+gp§m25, + 8o
Je pose

et 724 i
=", 4, =Xe", G,=Ye";
je porte ces valeurs dans ({), (§,) et (6,). Jobtiens ainsi trois équations,

entre lesquelles j’é¢liminerai X et Y, ce qui me conduit a
sixieme degré,

I'équation du
() b+ Put + Qpf+R =o,

qu’on réduit au troisiéme degré en posant p? = A, savoir :

) P+ P+ Qi+ R=o.
13
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Les valeurs des coefficients P, Q, R, sont :

P = g;{: 4+ 8¢ (°L12+V07) gobhEV,oy)

V. A, B,
Q — g""pu{‘z(y{el?ivoy) . gzp,/{,2f2 - g’pa)b(f{.)lgzi VO«/) B g’pds’h"
ALY, AV, BV, BV
L S (el V) (MR EVy)  glptlim
A,B, AB
R = 8opteb (P, 9) (A2 2V y) i 2 g p? A3 flm? . ot A m
o ABY, A BY, A/ BV,
gt fr( LA =V y) g2 oAt (o2 2V, y
B AB Y, ) A/B.Y,

Pour la stabilité de {"équilibre, il sera nécessaire et suffisant que Véqua—
tion (}) ait ses trois racines réelles, inégales et négatives.
, pour qu'il en soit ainsi, il faut d’abord que les trois coefficients P,
Q, R soient positifs.

i1. Le coefficient R peut se mettre sous la forme
gL . " . . ) .
A.9B1V0[12(l f2>(/f' — Ry — r,t‘(mz_j]z)z
A (L2 [P kB Vey + VEy].

Exprimons les moments d’inertie 0% et A k*, pris par rapport aux axes
wax' et wy’ tracés dans la section ABCD, en fonctions des moments d'inertie
A 1.2 et AK?, pris par rapport a des axes paralleles a ceux-la, et passant
par le centre de gravité G’ de ABCD, et remarquons que par rapport a ces

derniers axes ffx’j’dl = A (m* — fh), et faisons & (m* — fh) = A M2,

nous anurons
R = g4e%h v [2K?2 M) = o IQ-P—K2>V SR VP
= py, [ LK — M) = (L o7+ Vil
Enfin, exprimons A L2, L K? et .. M? en fonctions des moments d’inertie

maximum et minimum, A 1/2 et ALK’ relatifs aux axes ¢ui passent par le
centre de gravité de ABCD, et soit &L > &K'?; nous trouverons
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On voit que R sera positit toutes les fois que le centre de gravité du corps
flottant sera au-dessous du centre de gravité du volume de liquide qu’il
déplace, c’est-a-dire quand V, 7y a le signe —+.
R sera encore positif quand V.9, ayant le signe —, est numériquement
moindre que AK’?, on numériquement plus grand que A L.

12 lLes deux coefficients P et Q seront positifs aussi quand V,7 aura le
signe +. Cela est évident pou:r P. On le reconnaitra facilement pour Q enre-
marquant que A2 — A f? > 0, que Ak* — Ah* > 0, et que Al et LA,
désignaunt les derx moments d’inertie principaux de la section a fleur d’eau,
relativement aux axes passant par w, les deux termes

g (ABE Vg (AR V) giordemd
' AB, A5

se transforment en
grot WP Vg (A EVg)
A, B,

15. Quand V,7 aura le signe —, le coefficient P ne pourra étre positit
, . Jo o l? ds/f’> AB,
7S ndre que | = + = + — .
qu'autant que V,7 sera moindre qu <an +% 5 ) ioE

Lorsque V,7 a le signe —, le coefficient Q peut se wettre sous la forme

+ S 2L

Ml —f) —Voy | A(K—F)— Vi
— 2,1 { oy J 7
Q=g PL[ AV, B.V.

g'p’ ’ N J .

On vout alors facilement qu’il est positif, quand V7 = &K,
ﬁil‘ A A7> A|B|

b
S; _— e V.o B T —, on trouver: rés
Si on y remplace V7 par <0V0 +x vt E i’ rouvera, ap

quelques développements et quelques réductions,

gl (B — A g A (A — B (P — &) gtAP (A + B+ AB.

iy — - — T
" ‘A + B} (A, -+ B,)?V, (A, +~B,pV?
g:‘ﬁ—"'{):f.' g‘: sz{g? k2 gzp? A2t
A, V. BV, = AB
ou bhien
O— _|gebie—m)p  gb(A =BT gt (A — By (& — &
= A -+ B, (A, =BV, (A + BV,
_ 3gnVABL gt gt gitlimt
‘A B, V! AV, BV, A, B,

13 .
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et la premiére forme fait voir que Q est négatif si (A, — B,) (I* — *) est po-
sitif, et la seconde que Q est encore négatif quand méme (A, — B,) (1> — &)
est négatif.
En rapportant Ia premiére partie de I'expression deQ, savoir:

M) Ve (R BV
2 )
g7 PN [ AV, -+ BV, 3

a des axes paralléles 4 wx’ et wy’, menés par le centre de gravité de ABCD,
et 'autre partie aux axes principaux de la surface relativement a ce centre,
désignant aussi par f’ et &' les distances de » & ces axes principaux, on
trouvera

gL (WL —Viy) g (AK—V,y) g

() — - 2 (K2 = V. v
Q AV, - BV, + o (WL = Vol (LR? = Voy,

4 gp A’ (Lzzbrz + K/‘zfm) _ gt (h/2 +j'/2) Vo
AB, AA, ol
Alors il sera facile de voir que Q devient négatif, si Vo y = A L% Or, le poly-
nome Qest dusecond degré par rapporta Vo7 il est positif pour Vyy = 4 K",
h . M :ﬂ;)lZ c% 4'7 A(Bl
anf pour = ALL?2 e = (= = S S
négatif pour Vo7 L? et V, <PV0+ i TR > i TE
quand V,7=1oc . Donc Q est positif aussi pour toute valeur de V, y moindre
que A K'2,
D’ailleurs P est positif aussi pour V,y = LK.

» et positif

14. On voit donc que P et Q ne peuvent étre positifs simultanément
qu’autant que V, 7 est moindre que la plus petite des deux quantités AL
ot <cl> A l? :15/1'2) A, B,

PVO_{’—.A—I—I_—E

est moindre que & K'2.

: is : ne peut étre positif que si V,, -
Aop, mai alors R ne | p q Vo

Donc la condition nécessaire et suffisante pour que P, Q, R svient tous
les trois positifs, c’est V, 7 < AL K'2.

15. Je dis maintenant que, quand ces trois coefficients sont positifs,
I'équation () a ses trois racines réelles, inégales et négatives.
Eu effet, remarquons d’abord que les deux quantités

W _ 8¢ (,,wivoy AREV\  go, //ALEVy  RkEV\E fAimT

= — == -+ — = — —+ s
2\ A, B, 2 \/ A, B, AB,

W= 8P (Zugivfl LAREVe L sp [(ALEVy cWiVWY I EOLO
2 A1 B, 2 Ax B( AIBI
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quand V,7 a le signe + ou quand V,y ayant le signe — est moindre que
A K2, sont toutes deux réelles et négatives.
Faisons ensuite

0 g °%(thl"‘iVo'/)_*_g“’pU{o(da/-r’ch.'/)_{_ gl V) (A B2V gt
! AV, BV, AB, AB

R, 8P (ALEV) (AR V,y) goptdetm

M ABYV, A BV,

et posons 'équation

() x* +Px?*+Q,x+ R, =o.

P est la somme changée de signe des trois quantités 2/, 1" et — g‘;:’- Q, est

la somme de leurs produits deux a deux, et R, leur produit changé de
signe, de sorte que I'équation () a pour racines X, 1/ et — é"%
Si, dans I’équation (1), nous mettons, en place de I'inconnue A, alterna-
tivement 2’ et 2", nous trouverons, en tenant compte des relations,
A? PN+ QY + R, = o,
AP+ PA?+ Q)+ R, = o,

et apres quelques transformations,

g ot A2 l:(f” I ‘) [ dol2A=Vyy dM”iVﬂ/) 4 M fho

2V, \A_x N E/ \ A, B, A8
+ (¥ —l—£ /<A.,l2ivoy _ ALATEVY 2+ fazm]
Bl Al \/ Al Bl Axsx

Or, il est clair que les trois racines de I'équation (}) seront réelles, inégales
et négatives, si, R étant positif, le vésultat de la substitution de X" est positif
et celui de la substitution de 27 négatif.

Pour qu’il en soit ainsi, il faut que la valeur numérique de la partie ra-
tionnelle soit moindre que la valeur numérique de la partie irrationnelle,
de sorte que I'excés du carré de la partie irrationunelle sur le carré de la
partie rationnelle doit étre positif.

Si on fait ces calculs, on trouvera un polyndéme composé de trois especes
de termes :

Des termes en m*, qai se réduisent a

<f /L?\)?Agzm‘_

A, B,) AB’
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;

des termes en m?*, qui se réduisent i

ALV A EVy ) A AN N
( A ) ’

2 fh <__»A! —

et des termes indépendants de m, qui se réduisent a

frf A=V, A AV, g\ 2
’\1B| "Xl BI )

Cet exces est donc un carré parfait et par conséquent positif.

{6. Concluons donc.

Pour qu'un corps flottant soit en équilibre stable, il faut et il suffit :

Ou que son centre de gravité soit plus bas que le centre de gravité du
volume de liquide qu’il déplace;

Ou, si son centre de gravité est au-dessus de celui du volume de liquide
qu’il déplace, que la distance de ces deux centres soit moindre que le plus
petit moment d’inertie de la surface de la section a fleur d’eau, divisé par
le volume de la partie immergée.

En raison de I'étendue de ce travail, nous avons cru devoir réserver
pour une publication ultérieure les résultats qui devaient faire I'objet de
la troisieme et de la quatrieme Partie.

Vu et approuvé.
Le 4 juillet 1866.
Lr Dovex pE 1A Facurtt pes SciEnces.
MILNE EDWARDS.
Permas d'imprimer.
Le 4 juillet 1866.
Le Vice-Rrecrrer pr 1’Acantyie pr Paris,

A. MGLRIER.
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ERRATA.

Page 8, ligne 8, au licu de  de fo—=o0, liscz de la racine de fr = o.
Page 14, ligne 18, au licw de  que, n étant impair, 'équation, lisez  que P'équation.
+ jn—t j f bi gt f
——— e fa fa —————— fafry
. ) 1.2...in— 1) n ) i.2...(n—1)n
Page 22, ligne 13, aw licw de -~ s lisez . .
7 - {
(fa:\":-— ——) /fx""“——w-— "y
\ I Aﬂ/ 3 i ¥/
it \ 4= nin
B M T e e
. , te2..{n—1) , c2(m—1)
Page 23, ligne 5, au liew de —~ o — ., lisez — .
D ) ? [ i \ 2 / in 2
fo - — Af"a) e "y
\‘ 1.2...10° f L;Z...nf /
age 23, au liew de la formule de la ligne o, lisez
Page 23, au licu de | le de la ligne g, 1
' 74 i A
(n—1)fop e e (:t R "1)
A,ﬁ,__,),,/, S re2eeen N re2eent ) b el (S
i"fa 2 \ Sra
1.2...2
Page 30, ligne 13, au licu de OR =y, OS=y,, lisez OR=y,, OS=y..
Page 75, ligne 7, au licu de »,+ 6'h, lisez y,-+ 6 k.
Page -6, ligne 18, au liew de x, ou 1, lisez x.. oet1.
Page g, lignes 18, 10 et 20,
Ve, =T (40—
au lienw de wpo. ., lisez Bptm. L,
N To . oy £, T
Page 88, ligme 14, an liew de sinGsing, livez sinfsind,
Page ob, ligne n. aw liew de ——nx 'y lisez
: P
PARIS. — INPRIMERIE DE GAUTHIER-Y MALLET-BACHELIER,
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