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PREMIERE THESE.

SUR LES

EQUATIONS DIFFERENTIELLES LINEAIRES
ORDINAIRES.

INTRODUCTION.

I. On sait que Lagrange, en cherchant un facteur intégrant d'une
equation différentielle linéaire ordinaire, trouva une équation connue
aujourd’hui sous le nom « d’adjointe de Lagrange », dont I'intégration
est intimement liée a celle de la proposée. Il mit aussi en évidence la
réciprocité des deux équations en énoncant cette propriété fondamen-
tale : Si l'on prend l'adjointe d’une certaine équation et si I'on prend
['adjointe de cette nouvelle équation, on retrouve I’ ancienne.

Plus tard, Jacobi étudia de plus pres la correspondance entre les
solutions d’une équation et celles de son adjointe de Lagrange; il ar-
riva au résultat suivant : Soit une équation (E) d’ordre  admettant
les n solutions y,, y,, ..., ¥, formant un systeme fondamental. Soit le
déterminant

Y1 Y2 ce Jn
’ 7 ’
Y1 )2 ¥ Qio Yn .
A= 5
(n—1) (r2—1) (n—1)
.yl .yQ g .yn

les solutions de 'adjointe de Lagrange de ’équation (E) sont les divers
quotients des mineurs correspondants aux éléments de la derniere

(8 T
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6 J. CELS.

ligne du déterminant A par ce déterminant. La réciprocité se trouvait
8 ) ;

précisée de la facon suivante : Sil'on désigne les n expressions dont il

vient d’étre parlé paru,, u,, ..., u, et si on considere le déterminant

1221 U, O G u,
’ 4 ’
B u, i, Sl u,
{ =~ ’
(—1) (n--1) (n—1)
wy uy R u,

les valeurs y,, 3., ..., ¥, sont au signe pres les divers quotients des
mineurs correspondants aux éléments de la derniere ligne du détermi-
nant A, par ce déterminant.

2. En lisant attentivement la démonstration de Jacobi, je me suis de-
mandé pourquoi 'on prenait la derniere ligne du déterminant A plutot
gqu'une autre, Ja démonstration paraissant étre visiblement la méme
pour les autres lignes. C’est cette remarque qui m’a conduit  toutes
mes recherches.

Considérons donc les quotients des mineurs correspondants aux
éléments de la A*“me ligne du déterminant A par ce déterminant.
Ces expressions en nombre » sont évidemment solutions d’'une équa-
tion différentielle linéaire d’ordre n», dont les coefficients sont des
fonctions des coefficients de I'équation (E) et des dérivées de ces coef-
ficients. Soit (E,) cette équation. Cette équation différentielle aura de
I'intérét si elle est réciproque avec I'équation (E). Jai repris la démon-
stration de Jacobi en y changeant peu de chose, et j’ai va qu’il en était
ainsi.

Il existe done pour une équation d’ordre n, outre I’équation adjointe
de Lagrange, n — 1 autres équations adjointes. Toutes ces équations
adjointes correspondent en quelque sorte aux » lignes du déterminant
fondamental relatif a 'équation (E).

Ce résultat acquis, 1l restait & former ces équations : la chose n’était
pas tres difficile; soit en effet une équation d’ordre n —1, (A), admet-
tant 7 — 1 solutions communes avec I'équation (E), d’apres la compo-
sition des coefficients d'une équation en fonction des solutions, on voit
que les coefficients de I'équation (A) seront les solutions des adjointes
correspondant aux différentes lignes du déterminant fondamental de
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.

SUR LES EQUATIONS DIFFERENTIELLES LINEAIRES ORDINAIRES. 7
I'équation (E). Il suffira donc d’écrire que cette équation a (n — 1) solu-
tions communes avec I'équation (E) pour avoir n relations desquelles
il suffira d’éliminer » — 1 des quantités pour avoir I’équation que ’on
veut obtenir. Dans la démonstration que j’ai donnée dans la premiere
partie, j’ai un peu modifié cette méthode, mais le fond reste le méme.

Ces équations obtenues, il fallait préciser exactement leur role dans
I'intégration de I’équation (E). Or leur définition méme montre que,
si I'on connait I'intégrale générale de I'une d’elles, on connaitra I'inté-
grale générale de la proposée; enfin on montre bien facilement que,
quand on connait plusieurs solutions particulieres de 'une d’elles, il
est facile d’avoir les solutions particulieres correspondantes de I’ad-
jointe de Lagrange, et, par suite, de simplifier, comme ’on sait, I'inté-
gration de la proposée.

3. Quelque temps apres avoir obtenu ces résultats, j’étudiais dans le
Livre de M. Darboux (') I’exposition de la méthode que Laplace a ima-
ginée pour les équations linéaires aux dérivées partielles du deuxieme
ordre. On sait qu’a une équation de cette nature on peut faire corres-
pondre une suite doublement infinie d’équations de méme forme, cette
correspondance étant telle que, si I'on connait une solution particu-
liere d’une des équations, on peut trouver la solution correspondante -
d’une autre équation de la suite par des opérations qui, le plus sou-
vent, sont des différentiations. L’intérét de cette méthode se détache
avec une tres grande netteté. On établit, par exemple, qu’une équation
de la forme étudiée s’integre quand une certaine fonction /A des coeffi-
cients est nulle; alors, par la correspondance, on étend ce vésultat,
puisque la quantité A varie quand on passe d’une équation a une autre.
C’est la, je crois, le fond de la méthode : Tous les caractéres qui permet-
tent d’integrer [’équation (E) deviennent, par la consideration de la
suite doublement infinie correspondante, des caracteres d’une application
beaucoup plus generale.

Jai eu I'idée d’imaginer une méthode analogue pour les équations
différentielles linéaires ordinaires.

Soit (E) une équation, prenons son adjointe de Lagrange (E,), pour
cette équation (E,) prenons son adjointe de la premiere ligne (E,);

(1) Lecons sur la Théoric gencrale des surfaces, t. 11.
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3 J. CELS.

pour celle-ci, I'adjointe de Lagrange, etc.; enfin formons une autre suite
en prenant d’abord pour I'équation (E) I'adjointe de la premiere
ligne, puis, pour cette nouvelle équation, 'adjointe de Lagrange, etc.

Cette suite doublement infinie est telle que, si 1'on a 'intégrale
générale d’une équation de la suite, on a, sans nouvelle intégration,
I'intégrale générale de I'équation (E). Enfin, si I'on a une solution par-
ticuliere d’une équation paire, par exemple, on a, sans nouvelle inte-
gration, les solutions correspondantes de toutes les équations paires.

Ces propriétés tiennent évidemment & la réciprocité qui existe entre
une équation et I'une de ses adjointes; il aurait été impossible de for-
mer de pareilles suites sans la notion des adjointes.

Il ne s’agissait plus maintenant que de trouver des caracteres qui
permissent d’intégrer I’équation (E), on augmenterait leur généralité
par la considération de la suite d’équations. J’ai songé d’abord aux ca-
racteres que M. Halphen a si bien précisés dans son Mémoire (*). Mais
pour étendre ces caracteres, il aurait fallu aborder le probleme géné-
ral du changement des invariants quand on passe d’une équation
'une de ses adjointes, en méme temps qu’il aurait fallu indiquer les
changements apportés dans les racines des équations déterminantes
relatives aux différents points critiques. La question, vue ainsi, m’a
paru trop vaste et trop difficile pour étre abordée des le début. La dif-
ficulté aurait été d’autant plus grande pour moi, que rien ne m’aurait
guidé dans cette recherche. Jai préféré appliquer d’abord ma méthode
a des classes particulieres d’équations afin d’apercevoir sur ces
exemples simples le mécanisme des différentes déductions. Apres cela,
j'emploierai tous mes efforts pour la solution de la question au point
de vue le plus général.

4. Jai pris d’abord les équations qui généralisent I’équation de
Gauss sur la série hypergéométrique. Dans ce cas, toutes les équations
de la suite ont la méme forme. Le caractere que je transforme est tout
a fait ¢lémentaire, c¢’est le suivant : on connait une solution de I’équa-
tion lorsque le terme en z manque; cette solution est, en effet, une
constante. Je cherche donc la transformation apportée dans le coeffi-
cient du terme en z par I'emploi de la suite.

(V) Mémoires de UInstitut. Savants étrangers, t. XXVIIL.
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SUR LES EQUATIONS DIFFERENTIELLES LINEAIRES ORDINAIRES. 9

L’expression de ce coefficient dans I’équation E,, est une équation
algébrique en p; je suis alors conduit a deux résultats qui sont princi-
paux pour cette étude, a savoir : qu'aux plus petites racines entieres
négatives et positives (en valeur absolue) correspondent des poly-
nomes comme solutions de la proposée ou de I'adjointe de Lagrange
de la proposée.

En cherchant a vérifier directement ces résultats, j’ai trouvé cette
propriété simple : Lorsque toutes les racines de I'équation détermi-
nante du point oo sonl entieres et négatives, il faut et il suffit que les
logarithmes disparaissent dans les développements des intégrales au-
tour du point critique % pour que lintégrale générale soit un poly-
nome.

Jai encore étendu ce résultat par ma méthode, en cherchant les
équations qui ont, dans leur suite correspondante, une équation dont
I'intégrale générale est un polynome. Je suis arrivé ainsi au résultat
le plus important de cette étude, a savoir : que I'équation s’integre sous
forme finie ou par des quadratures lorsque les racines de I’équation
déterminante du point o sont entieres et que des conditions algébri-
ques nettement indiquées sont remplies. Un des corollaires de cette
proposition est intéressant, c’est le suivant : Lorsque toutes les racines
de I'équation déterminante du point <o sont entieres et positives, pour
que l'intégrale générale soit une fraction rationnelle, il faut et il suffit
que les logarithmes disparaissent dans les développements des inté-
grales autour du point critique o>. Enfin application de ces résultats
a une équation déja considérée par M. Goursat conduit & une proposi-
tion tres simple qui décide des cas o I'intégration se fait par ma mé-
thode.

Cette étude est terminée par 'application spéciale de la méthode a
I'équation du deuxicme ordre. Je suis conduit & une formule conte-
nant des dérivées a indice quelconque qui exprime I'intégrale générale
de cette équation.

5. Jai ensuite appliqué la méthode a I’équation

dis dr—1z dsz
n—1 =2 _ | i l—1 -
(a) & AT T o de S =0
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10 J. CELS.
qui généralise dans les ordres supérieurs I'équation de Bessel

LB 02 e
det TRy T T

L’équation (a) s’integre quand elle a 'une des deux formes

n -
b n—1 d"z e e e
(b) @l et Tia =0,

drs dr-1z
(¢) gttt 4 Axn—2 - = pnlzi=tie)
G dx"’l

et ce sont ces deux résultats que j'ai étendus par ma méthode.
Une équation a la forme (&) lorsque les racines de I'équation déter-
minante du point o sont

Oy T, 25 ey lm—T)5

I’extension est celle-ci : ,

Dans la suite, correspondant a 'équation (@), il y a une équation de
la forme () lorsque les racines de I'équation déterminante du point o
pour I’équation (a) sont

o, 1-+pn, 2-+pn, ..., (n—1)--pn,

p étant un entier positif ou négatif.

Varrive de méme & montrer que, dans la suite correspondant a 1’é-
quation (a), il y a une équation de la forme (c) lorsque les racines de
Péquation déterminante du point o, pour I'équation (@), sont

14-pn, 2-+pn, ..., (pn—2)+pn, (n —1)+qn

ou
(n—1)+4-pn, (n—2)+pn, ..., 2-L-pr, T-+qn,

p et ¢ étant deux entiers positifs ou négatifs.

L’intégration se fait donc facilement dans ces deux cas, et ces résul-
tats donnent I'intégration pour les équations du deuxieme et du troi-
sieme ordre dans tous les cas ou l'intégrale générale est uniforme
autour du point critique o; il n’en est pas de méme pour les équations
d’ordre supéricur, parce que, dans une équation d’ordre 2, les condi-
tions nécessaires et suffisantes pour que I'intégrale générale soit uni-
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SUR LES EQUATIONS DIFFERENTIELLES LINEAIRES ORDINAIRES. 11

forme autour du point critique o sont, ainsi que je 'établis, que les
racines de I’équation déterminante du point o soient respectivement
1,2,..., (n--1), 2 un multiple de  prés, qui n’est pas le méme pour
toutes les intégrales.

6. J'aborde ensuite le cas ot la suite d’équations correspondant a
I’équation (E) est telle qu'on y trouve une équation qui lui est identique.
Le cas le plus intéressant est celui ot la suite est véritablement pério-
dique, c’est-a-dire ot (E) = (E,,); dans ce cas, j’integre et je montre
que ces équations appartiennent a la classe de celles que I'on peut
ramener aux équations linéaires a coefficients constants, par un chan-
gement de fonction suivi d’un changement de variable.

7. Vindique ensuite qu’il existe autant de méthodes de correspon-
dance doublement infinie qu’il y a de combinaisons de lignes deux &
deux dans le déterminant fondamental.

Il existe enfin des correspondances qui sont plus que doublement
infinies; on les obtient en considérant, par exemple, trois lignes du
déterminant fondamental. On a alors une correspondance sextuplement
infinie, et, je le répete, I'intérét de ces correspondances consiste en ce
qu’elles permettent de généraliser de plus en plus les caracteres d’in-
tégration d’une équation.

Tous les résultats exposés dans ce travail m’appartiennent : ils ont
été .communiqués a I’Académie des Sciences dans les séances du
- 15 juillet et 8 décembre 1890, 4 mai 1891 ; personne, avant moi, n’avait
parlé d’¢quations adjointes autres que celle de Lagrange, et jai le
premier indiqué Pexistence de ces équations, leur formation et leur
role dans ma Note du 15 juillet. Je dois cependant dire que, six mois
apres la publication de ma Note, le 16 décembre 1890, M. Imchenetsky
a envoyé a ’Académie des Sciences de Saint-Pétersbourg un Mémoire
contenant des démonstrations détaillées sur la formation de ces ad-
jointes et leur role dans I'intégration.

Qu'il me soit permis, en terminant, de remercier M. Darboux du
bienveillant accueil qu’il a fait & mes recherches et des encourage-
ments qu’il n’a cessé de me prodiguer pendant la durée de ce travail.
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12 J. CELS.

Jai divisé 'exposition en trois Parties :

Dans la premiere Partie, jexpose la propriété de réciprocité des ad-
jointes, le moyen de les former et leur role dans I'intégration de la
proposée. A la suite, je place une théorie de I’élimination relative aux
équations différentielles linéaires ordinaires, parce qu'on la déduit
facilement de la considération d’une équation linéaire aux dérivées
particlles que j'ai rencontrée dans mes recherches.

Dans la deuxieme Partie, j’expose, dans un premier Chapitre, la mé-
thode de correspondance doublement infinie; dans un deuxieme Cha-
pitre, application aux équations qui généralisent I'équation de Gauss
sur la série hypergéométrique; dans un troisieme Chapitre, I'applica-
tion aux équations qui généralisent I’équation de Bessel.

Enfin, dans la troisieme Partie, j’étudie les cas de périodicité de la
suite; je forme ensuite explicitement I’adjointe de l’avant-derniere
ligne et jindique I'existence d’autres méthodes de correspondance
analogues a celles de la deuxieme Partie.

PREMIERE PARTIE.

1. Lagrange a trouveé |’équation connue sous le nom d’adjointe de
(2] .
Lagrange en se proposant la question suivante :
Etant donnée I'équation diiférentielle linéaire du ni®me ordre

d’sz a1z dit=25 dsz
— i = = 2 = b 7 —
(1) @ g T M gpn—t TR g e Bl G T s =0,

ol @y, a,, ..., a, désignent des fonctions de «, trouver une fonction y
de « telle que, en multipliant le premier membre de I’équation précé-
dente par y, le résultat soit la dérivée exacte d’une fonction linéaire
de =z et de ses dévivées jusqu’a 'ordre n — 1. Une suite d’intégrations

Document numérisé par la Bibliothéque universitaire Pierre et Marie Curie - UPMC ~ Cote : HF uf 166 25 3



SUR LES EQUATIONS DIFFERENTIELLES LINEAIRES ORDINAIRES.

par parties conduit & la formule

I Codrs dz
Bo gy Qe e QB ydx

d dar
ef[aﬂy e (@G y) +.. +=(—1)" T (aoy)] zdx

13

d &2 dn—1
+ 3 [anfl,}/ S d.;‘ (anfl}/) it~ ;ZT/._, (an—:i]')_“' coe (— I)n_i 67;,;:1 (ao}’)]

ds d . dr=2 E
(2) ( = ;[; |:(l,l,.2‘:V — (7]72 (an—ay) o R A —+ (— I)'l“" ?l?"’_?‘ (doy)J
dk—l: A ) n—k
=} A1 [a,z—/:)_’ - dz (an—k—%]') Bt (— I)n“/‘ 67.:2:‘”_/‘ (Clo)/)]
d/z~1 ~
\ * dxn—} (aoy)

De sorte que I’équation qui détermine y est

d

d n
(3) an.y_a';(an—l)/)jl"'°+(__])nd$n(a0.}/):0'

Lagrange établit ensuite la propriété fondamentale de 1'équation

adjointe d’une équation donnée :

St lon forme I’équation adjointe de la nouvelle équation, on retrouve

s y
Uancienne.

Enfin il montre comment I'intégration complete ou partielle de I’ad-
jointe permet de simplifier I'intégration de la proposée. Pour toutes
ces considérations, ainsi que pour I’exposé des divers points de vue
auxquels se sont placés les géometres qui ont étudié cette question,
nous renvoyons le lecteur au bel Ouvrage de M. Darboux (Legons sur

la théorie génerale des surfaces, t. 11, p. 99 et suivantes).

2. Reprenons ’équation (1) en y faisant a, =1

: drs dls s :
(4) Zl;; -*,-a1m "f'...—r“ans_

Soient z,, 3, ..., 5, 7 solutions particulieres formant un systeme
1 %2 y
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14 J. CELS.

fondamental; soit de plus le déterminant

I & <9 “n |
#
5,1 ’3,2 zll l
T ~k—1)  L(k—1) ~h—1) |°
;.rl N2 »On
~(n—1 ~(n—1) ~{n—1)
B0 g g |

ol les indices supérieurs désignent des indices de dérivation.
Jacobi a montré que les expressions

1 JA 1 JA

=y Sl (i i =8 os el
JaE 0501 o= R dzirn

sont solutions de I'adjointe de Lagrange de I’équation (4).
Soit

dry

. dn—ly
(5) s

daoet

d
I = / S

B &7 E
t b1 d$+b,,y~0

cette adjointe; il a montré de plus que 'on avait

dAl I ()A1

T
= o e il e e e
Ay dyf A, Ay

A, désignant le déterminant

Y .}’2 Yn
’ ’ /A
}”1 .72 )/n
Al: o oo e
(k—1) (k—1) (k—1)
.)/1 )/ yn
(n—1) (n—1) (n—1)
i Yo s Y

Cette proposition renferme celle de Lagrange concernant la récipro-
cité qui existe entre une équation et son adjointe, et elle montre, en
outre, la liaison intime des solutions des deux équations. Elle permet
enfin de déduire sans aucune quadrature U'intégrale générale d’une
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SUR LES EQUATIONS DIFFERENTIELLES LINEAIRES ORDINAIRES. 15

équation de I'intégrale générale de son adjointe. C’est la lecture de
cette démonstration de Jacobi qui a déterminé toutes nos recherches.

3. Imaginons, en effet, I'équation différenticlle linéaire ordinaire ad-
mettant les solutions

_ T ()A , by I dA 1 ()A .
iy = A 53(1/{—_“? Uy — A W’ g Un— A —d_z(lc—f)’
n

nous allons montrer que cette nouvelle équation est liée a I’équation

donnée de la méme fagon qu’une équation a son adjointe de Lagrange.
Des propriétés élémentaires relatives au déterminant A donnent

\ i ; )
215131 =27, }:ulz’1 =00} "n64h Eu,:‘l"“”:o, Zuiz‘f'”: 1, th15(1/”:0, S Eulz‘l"““:: o.
Différentiant successivement 1, 2, ..., (n — 1) fois, nous obtenons

! o Lo ! oyt _— ! o k—2) ! o lk—1) ! (n—2)
U,z =10, Elttul =0y ey Eu‘al — O Eltlul Oy ..y Eul‘-l =l O
"ot - U "o (n=3)
Eu,‘,i =700, ekl ek A 8 5 B Sy Eulal S0y ww iy Eul,.,l ——-o,

............. TRl el | o= 30d i R YR L F e LG L 1 ! e D
= —2) ! — (k—2) mln—Fk+1)

Eu‘l’f Vg =0 ELLY Pl Sy o e a0 o Eul Fo Al

N (- gt : k—1) p(n—k)___

2 w1, E PR =50 " ooy e oaoknos oy , E ui =i —ig,
k _— k) 1 — (k) (n—hk-1)_—

E ul 34 o, E uls] o, B St : E 0y 0

La premiere colonne du Tableau précédent montre que I'on a

T ()Ag 1 dA? 2 1 ()Az
By = — — — ) B i == ceey S e )
A 2 Quf" A, gufFD A, gufFt
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16 J. CELS.

A, étant le déterminant

U, Uy Uy
’ 7 ’
U, u, u,
N .
“ (k—1) (h—1) (k-1)
uy U, u,
(n—1) (n—1) (n—1)
wy uy PRSI (1

La propriété de liaison et de réciprocité est donc démontrée.

[’équation qui a pour solutions les expressions u,, u,, ..., u, sera
appelée I'équation correspondant & la £ ligne du déterminant fon-
damental de 'équation donnée ou I'adjointe de la k™ ligne.

Relativement a ces équations, nous venons d’établir cette propriété
fondamentale :

1. Etant donnée une équation différentielle linéaire ordinaire, il y a
autant d’adjointes que d’unités dans U ordre de cette équation.

Si I'on prend l'adjointe de la £m° ligne d’une certaine équation et
que I'on prenne cnsuite I'adjointe de la £ ligne de la nouvelle équa-
tion, on retrouve I’ancienne.

Remarque. — Sous le nom d’adjointe de Lagrange de 'équation (1),
on désigne I'équation (3); dans tout ce qui suit, nous conserverons
cette dénomination, mais en remarquant toutefois que les solutions de
cette adjointe de Lagrange ne sont solutions de I'adjointe de la der-
niere ligne qu’a un facteur pres.

4. Proposons-nous de former I'adjointe de la £ ligne pour I'équa-
tion
drz @it ts ds
(1) aorm_l—alilﬁ R 27 a;;+anz,f
Soient z,, Z,, ..., 5, 7 solutions formant un systeme fondamental,
et soit le déterminant

34 Z3 oon by
ol b 1
< <2 Zn
z({c«l) z(zlc—ﬂ n ) 555“”
Z({L—D z;n—l) ] Z‘,;L'“
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SUR LES EQUATIONS DIFFERENTIELLES LINEAIRES ORDINAIRES. 17
Reportons-nous & la formule (2); elle montre que, si y, est solution
de I'adjointe de Lagrange

dr

d
apy — d—x(an—ly) s (— 1) = (ay)=o,

I'équation
/ d d? (AT T
| Ozz[ﬂn 1.1 — g (@n—2y1)+ o o (@n-s Y1)+ ..+ (—1)"! o (%}’1)-
521 d y ,{n -2 7
ot T [a,zvzyi g (e S R —+ (—1)m? Tt (@0y1)
o 8 B e e M e s e s P B F SN MR E B SEN R K § KR EEE RS e s s
(6) dk -1, . d dr—* 7
- I [an—kj/1 - (@ e | s )R e SR P por (@ 1)
g w e R B R B R b E B R K R B e e e i a T e e B s e e o e e
[in_l -~
i == dzn—1 Ao V1

admet (n — 1) solutions communes avec I'équation (1). En effet, pour
toutes les solutions de I’équation (6), le deuxitme membre de I'iden-
tité (2) ol y =y, est nul. Le premier membre doit done s’annuler
aussi. Appelons z,, ..., 5, ces (n — 1) solutions communes. L’équation

Zq T3 Zn Z
3 P g,
G—1* W % saw & o | —o
I b . 2l e 1 i ]
z(zk 1) 5(3& me zﬁ," 1) Z(/. 1) ‘
~,’,<2n—1) 5(31%1) . z%z—n Zn=1 ’

qui a comme solutions z,, ..., 5,, est la méme que 'équation (6), 2 un
facteur preés. En développant cette équation ® = o, on la met sous la
forme

dr-tz 00 d"?z 00 .00
(7) dzr—1 gfon—1) E dzn =2 Jf(n—2) o Q?Z =0l

En remarquant que

00 A 00 oA
JLG-D T s gpen T ggmen o
C. 3
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18 J. CELS.
I’équation (7) peut s’écrire

dr=1z 0N dr2z 9A d-1z QA oA
(7) dz® 1 ()Z(n W dxn-2 02(1”"'2’ oo dak—1 a"stllclf') et B =

L’identification des équations (6) et (7) nous donne I’égalité

0A | oA
Py 9zD
% 7s = p Ak 2
fln—k,%—g;c(an—/c—1y1)+- == (=10 P —— (@0 )1)
mais (') ‘
0A
0A 1 e
Qo Y1— dzn 1 A ou ao)’T =A4;
done
0A
N-k—1)
A:Z e = 0“1 T v

d d
Gl (Fn—t—1Y1) +eeet (““U”"kmyg (@0 1)

1 O0A d dn—k
(8) K az(kﬁu =Qu-rY1— d‘z(an—k—l‘yl) t. as - (_I)nVde,Z«L (aon)
1

Cette formule (8) montre comment on obtient les quantités « en
fonctions des quantités correspondantes y.
On obtiendra donc 'adjointe de la 4™ ligne en éliminant y entre

les équations
d dn—k
uzan—k}"“;{i(“n—k——l}’)“‘“-“ (_])n k - k(“o)’),

d
an}’— _ﬁ(an 1}’)‘*‘ 2(61,1 2}’) il +(_l)n ,L(ao.)/)a

ou entre les deux équations

i o d _— dn——/c
o u__an_,c(y—&;(an_kﬂy)—%—...—l—(-—l) dx"_'_/f(a‘)‘y)’
o 0Ls
( d/f w dk— d/c—2 o
Zii’f xk“1 (an /c!l,)/) ‘,v/‘ _(a/z A+2)’)+ +(_ [) (any)

(1) DarBovux, Lecons sur la théorie des surfaces, loe. cit,
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SUR LES EQUATIONS DIFFERENTIELLES LINEAIRES ORDINAIRES. 19

I n’est pas inutile de remarquer que cette élimination conduit 2 une
équation d’ordre n.
On peut donc adopter la regle pratique suivante :

II. Pour former I’adjointe de la k™ ligne de Iéquatior

drsz dr-1z
a, (_iﬁ —+ a, ’d‘x‘.‘,‘z—_‘T +...+ aAp2 —O0,
on considere I’adjointe de Lagrange

d -
an]/ T % an—iy i dﬁ (au—z}’) S

+(—1)"'-'k£l—li— (Cp-ry) + ..—i—(—l)"»d—n—(a YY)
dxk > " ) dzn 20

on la sépare en deux entre le k™ et le k + 1% terme; on égale les deux
... . dfu
trongons (commencant tous deux par un terme positif) a Tk

dk—1 dar

d*u dk = ) )
== m(“n—kj’) e (Fragg Pt el azn (@0 y),

dzk
dku dk—1 ‘
dx* = dzk—1 (an-—lu-i}’) G+t (— I)k—ian},;

on remplace la premicre équation par Uintégrale repétée k fous,

d n—rk dn_k
U=Qap_py— %(an_;ﬁ,y}—i—. co - (— 1) da:"—’;'(aoy);

enfin on élimine y entre ces deux équations.

5. Quand on connait I'intégrale générale d’une quelconque des équa-
tions adjointes, on connait I'intégrale générale de la proposée. Cela
résulte évidemment de la proposition I.

Quand on connait une intégrale particuliere de I'adjointe de la
ki*me ligne, on peut en général, i I'aide des formules (8 bis), en déduire
la solution correspondante de I’adjointe de Lagrange. En effet, sup-
posons pour fixer les idées que (n — £) soit un nombre plus grand
que (k£ —1),0n a

n—k=(_k—1)+(n—2k-+1).

Différentions la deuxieme des équations 8 bis (n — 24 + 1) fois, nous
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20 J. CELS.

obtenons ainsi » — 2% + 3 équations entre y, ¥/, ..., y* %, ¢’est-a-dire
k — 2 équations de moins que d’inconnues. En différentiant # — 2 fois
la premiere des équations (8 bis) et la derniere de celles que nous ve-
nons d’obtenir, nous aurons autant d’é¢quations que d’inconnues entre y
et ses dérivées. En général, nous pourrons résoudre ce systeme d’é-
quations linéaires par rapport a y, y/, ..., ¥ *; donc, comme nous
I’avons annoncé, nous aurons en général la valeur correspondante de y.

6. Nous allons former I'adjointe de la premiere ligne d’une équa-
tion parce qu’elle nous servira souvent dans la suite.
D’apres la regle II, il faut éliminer y entre les équations

d dizs! du
=) — o (Gaay) .o (=) pmm (G0 - =aaY;

on obtient alors

ey Al d [(a, o ar=t /a
e e T (2 u)=o.
a, dz dx \ a, dxit="t \a,

7. Reprenons I’équation (1), ses n solutions z,, z,, ..., 5, et le
p s 2

déterminant A; posons
1 0A P

A d_:{‘: — L
les expressions &, ol 7 reste fixe et £ prend les valeurs 1, 2, ..., n
sont successivement solutions de chacune des adjointes et ces solu-
tions sont correspondantes.
D’apres ce que nous avons établi relativement & la formation des
équations, nous avons

! ] n—1
i

d d
@y =lpa i o (@n—z Yl Aam = (L) dz—i (@yi),

n--2

. d d
Ty =2)i— g (G Ji) b+ (1) o (a00),

- d dr—+
(9) zy, :dn-k)’i*Zi;(“n—lc—t)’i)-l—v~~+(—I)"”‘"CTx-,l_,;(ao}’i),
: d
Tpg— )i G4 &;(aoyi)y
T = ayy
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SUR LES EQUATIONS DIFFERENTIELLES LINEAIRES ORDINAIRES. 21

De la, nous tirons les formules suivantes

Fhi ==y i
; dz?,
Xpg =0 )Yi— i
.................. 5
i Az} _jn
(10) e s
........... St S
2t a By
2 = -2l dz’
le = Qp- 1,}’i~
D’autre part,
dz’
;ix = n,)/l ’
done
dz’,
o e
d,):‘; i
T o o e
dzt

3 . i
= O e
/7 n-—-2Yi 93

xt .
remplacant y,; par — il vient
0

dwie | dz’, . dz? dx?, _ d=x

—— — n

(Z,fol an—%”“{z = aox; an~2'*v£z - a’o'xig o al'”fz, == aoxiz—1 o Qo
En désignant, d’une facon générale, par X, la solution de I’adjointe
de la A“me ligne, on a les relations

G agx, ¥y _dx, da

anxn Ap—y Xn—‘ Qo Xi ) an-—QXn”“ @y X‘z e ay X . x B

(11)

8. Considérons I’équation aux dérivées partielles

i
X,

) : J d
( + (@2 X, — a, X 83{_3 +oo (@ X —ay X,) a){; = (‘)é — 0,

( d
S anxn %{ S (an—1 Xn_' a0X1)
(12)
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292 J. CELS.

ou @, X,, ..., X, sont des variables indépendantes, / une fonction
inconnue de ces variables. A I'aide de ce qui précede, on peut trouver
la solution générale de cette équation en fonction de z,, z,, ..., 5,3
le résultat ainsi trouvé est simple. Au lieu de suivre cette voie, nous
partirons du résultat que nous nous contenterons de vérifier et nous
en déduirons une nouvelle démonstration de la regle II.

Soient toujours z,, ..., 5, n solutions de I’équation (1) formant un
systeme fondamental. L’expression

Y, — Xy K2 d X Z)z‘ . f"l'fx‘zz‘ +X, i;m;: %0 const.
est une solution de I’équation (12), z; étant une des quantités z,. ...,
z,. Il suffit de le vérifier. En substituant, on a

d.-"'i

apn ani%‘ (anHan i aoxi ) C?;
. d?z; dr1z;
=t (au-—2xﬂ_“a0X2)d—$2' tev o (@ Xy — @ X)) 5—— o e

3 d»ol nzi
<X1d +X2 +...+X & >

Apres avoir supprimé les termes qui se détruisent, il vient

dzi d2zl- ) d”z,-
Xn Ap5; =+ Ap—y Z{(l; -+ Ap2 'Zi_xﬁ .. A d_$; )

résultat qui est évidemment nul.
On a donc, pour I'équation aux dérivées partielles, les solutions
suivantes

d- dnr-zz d"*lz
X[‘q + X2 d % X3 + + Xn 1 T’V*; + n -CZI'TZ_; — COIlSt b
L Az, d“zz a2z, dié=tay
(13) X,z + X - X, o =X 'dx"—; + X, dx““; — const.,
.............................................................. ,
dsz d?z ar—2z dr iz
‘\ X, 55 + X, Zxﬁ + X, dx“':l oo+ X a’a?”—: + X~ £ = const.

Comme on le sait, ces équations, résolues par rapport a X,, X,, ...,
X,, donneront les solutions des équations (11); or 'expression de X,
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SUR LES EQUATIONS DIFFERENTIELLES LINEAIRES ORDINAIRES. 23

tirée des équations (13), est I'intégrale générale de 'adjointe de la
k“meligne. Donc les solutions correspondantes des adjointes sont liées
par les équations (r1). Comme il est facile de remonter des équa-
tions (11) aux équations (9), on retrouve ainsi la regle II.

9. On vient d’établir le résultat suivant :

II. Silon considere I équation aux derivées partielles

[ af of
ATy~ (@nyXp— Ayxy) =~
( ) n ndx1 ( oo BElh 0 1)0.1:2
12
+(a_x~—a0x2)-d£—|— “4- (a2, — ayx )0f +a ﬂ,—:
n—2 n oxg N, 1 n 0 -1 dxn Od(l' 2
Ol T, Xy, Xy, ..., X, sonl des variables independantes, f une fonction
inconnue de ces variables, I expression
Y o dzi dQZI' d” _251' (,‘Z"'"1 Zi
=X, 38+ 3«"2% -+ &3 T o R R Ao 2 + @z, Tt = const.

est une intégrale de I'équation (12), pourvu que z; soit une solution de
Uéquation differentielle linéaire ordinaire

I Ans 4+ Qpg —— + Ay
() n n 1[/ i n

x

D’apres cela, chaque fois qu’on aura une solution de I’équation (1),
on pourra en déduire une solution de I’équation (12); la réciproque
est vraie sous certaines conditions.

En effet, soit une intégrale quelconque de I'équation (12), cette
intégrale sera ¢(Y,,Y,....,Y,); supposons-la holomorphe dans le
voisinage de x, =z, =...=a, =0, en la développant suivant les
puissances croissantes de la variable, on aura

1] 7 dz; 0D :
(P(Y“ Yg, 5al 55y Y,L):COHSL—E—(L'IE Zi((—;Yi>0‘f‘ :I,‘QE ﬁ <5Yﬁ> =89 5
0 4 i Lt/ 0

\ 0
Xy, : d,];n—l ()Yl . ‘w e

Supposons que les termes du premier degré, dans le développement,
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24 J. CELS.

ne soient pas tous nuls ; leur expression
n ()(I) n dq) dzi I n dq) d""iz,-
xlEo ~[<TY‘5>0_|A x220 <(TY:>0 dx e ano (W;>o dzn=1
est de la forme Y. Donc
3, i‘?)
o \9Yi/,
est une intégrale de I'équation (1). Dol ce résultat :

IV. St f(x,,,,...,2,, x) est une solution de Uéquation (12) holo-
morphe dans le voisinage de x, — x, =...=x, = 0, on obtient une
solution de I’équation (1) en prenant le coefficient de x, dans le develop-
pement de [ par rapport aux puissances croissantes de x,, . . ., x,, toules
les fois que ce coefficient r’est pas nul.

Les résultats III et IV permettent de ramener la recherche des solu-
tions communes a un systeme d’équations différentielles linéaires or-
dinaires, & la recherche des solutions communes & un systeme d’équa-
tions différentielles linéaires aux dérivées partielles du premier ordre
et cette question se fait, comme I’on sait, par la théorie des systemes
complets (').

Sl s’agit d’équations algébriques, on leur fait correspondre d’abord
des équations différentielles linéaires ordinaires & coefficients con-
stants.

Un exemple éclaircira tout a fait les considérations précédentes.
Cherchons, par exemple, les conditions nécessaires et suffisantes pour
que trois équations différentielles linéaires ordinairves, dont la plus
¢levée est du cinquieme ordre, aient deux solutions communes.

Soient donc les équations

(a) a0’ + @ &V -+ k" + azl’ @&+ ast =o,
(b) 2 A + byt =o,
(¢) Col o +cs £ =o.

(1) Foir Goursat, Lecons sur les cquations aux dérivées partielles du premier ordre,
p- 55 ol suiv.

Document numérisé par la Bibliothéque universitaire Pierre et Marie Curie - UPMC ~ Cote : HF uf 166 25 3



SUR LES EQUATIONS DIFFERENTIELLES LINEAIRES ORDINAIRES. 20

ol a, 0. Soient les équations correspondantes

f ) d
(a2, — aoxz)»(z— —+ (@2 — a,xs) J(f + (asx1— ayx,) 52

. ox, Za L3
AY)
(A) ( _x_(a,x~a¢r--)ﬂ+a"?7 _Q£.+a ﬁ[ﬁo
» A °%5) 9w, %1 o 0 s = O
0
(B) (b11'1—b0x2)-d'7]:4— ................................... =0,
d.
(C) (eimi— coarz)dt;cf1 T e S S L U == O

Je remplace les équations (B) et (C) par les combinaisons
by(A) — a,(B), ¢,(A) — a,(C). Yobtiens ainsi

R ARSI |l SR

(o) “1%1-1—9(25@2—4— 3fx‘3+0540_% . “sd—xs——oy
af ar .
(B) 510—5—1— ........................ +55¢)x5h0’

ol oy, ..., &, B, ..., B; sont fonctions de = seulement

oa=a;by— a,b,,

Si les équations (@), (&), (¢) ont deux solutions communes,
d’apres le résultat 111, il en est de méme des équations (A), (B), (C),
et par suite des équations (A), (a), (B). Si donc on complete le sys-
teme, on doit obtenir quatre équations, puisqu’il y a six inconnues.

Remarquons que la parenthese

(OC7 5) =0,
Considérons )
xS
(A,OC) g ')/ndx; =0
n =1

; oy oy O3 oy Oy
i i B B B B
LY Y2 Ve Ve A
C. 4
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26 J. CELS.

tous les déterminants ne soient pas nuls. Soit

Oy Oy Ol

|
= |‘ Bi B Bs | Zo.
. | Y1 Y2 Vs
Alors, si 'on pose
n=3} n=3»§
_ 9 _ oOf _

(A,B) = Eanax; =0, [A(Aa)]=De, o =0

2 =14 =l

on voit que les conditions nécessaires sont les suivantes :
Il faut que, dans le déterminant

Loy o oty o o
51 62 55 Ba 50 :
[ 71 Vs l,
| 0, 05 f
e e &s |

tous les mineurs obtenus, en supprimant une colonne quelconque et
soit la derniere ou I’avant-derniére ligne, soient nuls.
Ces conditions sont suffisantes. En effet, si elles sont remplies, les

équations (A), («), (), (A, «) forment un systeme complet, et les
of

trois dernieres équations peuvent étre résolues par rapport a T

Ddi—c; ()(Z> puisque ¢:~o. Alors I'équation (A) pourra étre résolue
2 3

par rapport a %: puisque a@,>=o0. Or les coeflicients des nouvelles
¢quations sont holomorphes dans le voisinage de x = x, et de.
X, = Xy = Ty = x, = x; = 0; donc, d’apres le théoreme de Mayer sur
les systemes complets, il y aura deux solutions communes holo-
morphes dans ce voisinage et se réduisant & , et x; pour x =z, et
x,=x, =x,=o0; d’apres le résultat IV, on déduira de ces deux
intégrales deux solutions de la forme Y,, Y,. Ces solutions sont indé-
pendantes, car, si I'on avait AY, + 1Y, = o, en y fatsant @ —a,,
X, 7= Xy =2, = 0, On aurait Az, + px;=o, ce qui est impossible,
puisque @, et 2; sont des variables indépendantes. Enfin, des expres-
sions Y, et Y,, on déduira deux solutions communes, indépendantes
pour les équations (a), (&), (¢), d’apres le vésultat 1V,

Document numérisé par la Bibliothéque universitaire Pierre et Marie Curie - UPMC ~ Cote : HF uf 166 25 3



SUR LES EQUATIONS DIFFERENTIELLES LINEAIRES ORDINAIRES. 27

10. On peut rapprocher la notion des équations adjointes d’une
¢quation linéaire de la notion du systeme adjoint 2 un autre systéme.
C’est M. Picard qui m’en a donné I'idée.

Soit un systeme linéaire d’équations

dsz,
g = @Rt bizy+...+ U5,

= ay3,+ b3, +...+ U3,

On sait qu’on appelle systeme adjoint 4 ce systeme le systeme

d7z

dx‘l = -—a1Z1-a2Z2—...—a,lZ,,,
dz,

daf;— =—b1,— b7, — =0,
dl

o -4, —0L7,—.. —1,7,.

Les solutions de ces deux systemes ont entre elles une liaison re-
marquable. Pour la mettre en évidence, multiplions les premikres
équations parZ,, Z,, ..., Z,, les deuxiemes parz,, ..., 5,, etajoutons;
il vient

ds d7. d . .
ZZ‘E[j A—Zz1 a’xl zza—x(llz1+52z2+...-g— i 30 =10

ou
2,3+ 7Zy55+...+—1,5,— const.

Si done on a les solutions du premier systeme

1

~1 -
U S o)) SRy FN < )
-2 ~2 -2
3y 53, G0 G0y T
S e i gy orely
T ~70 >t
Sy By e s g
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28 3. CELS.
on en déduira celles du deuxieme par les égalités
2,5} +7,3) +...+ 7,3, = const.,

1,55 +171yz2 +...+ 17,3} = const.,

12,57 + 71,5} +...--7,z} — const.

qui donneront
ZI’ ZZ, Sineeliny) Zn-

Cela posé, soit I’équation linéaire

iz aydistiz | a, di2n a
E e B S FR L e S e
k) day L aondet "t N gy dntt a, §

pour avoir les notations précédentes, posons

ds dzn—1
=3, d—x:zg, SR Wn—’{:z"'
L’équation linéaire est équivalente au systeme
/ CZZ,L L} ay ay Qn _
A = o “n a, ~n—1 s a, 515
dsn—i —z
GER
(a) { dsp_g =
dx a1y
........... ,
[
dx 7

Le systeme adjoint & ce systeme est

dZ., .

G
dz = a‘_‘o Ln— Si0—110)

O L RN B A5 Vel T gt 5 ey :

| d7, Ap—y
=227,—1
dx a, n 1
ar, __ a, 7
AR T e
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Entre les Z et les =z, on a les relations

1,7, +2Zyz,+ ...-+1,5,= const.

ou
’ ds d?z A
Als = Zg ZJ; == Z3 —x2— =i 00 0 —i—lJ,L El’xfw’_i — const.

Sidonc &,,%,,...,%, sont n solutions de I’équation (E), nous aurons
4 /] /

Sos
G 7 EhE drg

Ziey - Z, d; S dx'; S —+—Z,17[xn—_gl = const.,
= dtz v 20 o di g,

Zlé? -+ 7, (_ij; +- 7, d—l_, + ...+ 4y C—l—’lj”‘_‘if — const.,

............................................. s
dé, d?; dr—1¢,

L A 1 n 7. —
qun—r 19 W == Z;; Zl—F a6 +LIL7[1TT — const.

Ces égalités montrent que si, dans les équations (6), on élimine
tous les Z, sauf Z,, on a I'adjointe de Lagrange de ’équation (E); si
Pon élimine tous les Z, sauf Z;, on a l'adjointe de la £ ligne de
I'équation (E).

Remarque. — Le systeme (b) n’est autre que le systeme (11) du

-

07

DEUXIEME PARTIE.

CHAPITRE 1.

EXPOSITION D’'UNE METHODE DE CORRESPONDANCE DOUBLEMENT INFINIE.

L. On sait que Laplace (') a indiqué une méthode qui fait corres-
pondre & une équation différentielle linéaire aux dérivées partielles

(1) Voir Legons, ete., loc. cit., par M. Darboux, t. I, p- 23 et suiv.
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du deuxieme ordre de la forme

0%z ds 0z
E ~——— 4+ a-— 4+ b+ +cs5=0
(&) dx dy dx dy ’
ou a, b, ¢ sont des fonctions de « et de y, = une fonction inconnue de
ces variables, une double infinité d’autres équations de méme forme

o (B2 ey (BEop), (B), (By) oony (By)s ..o

cette correspondance étant d’ailleurs telle, que, si I'on connait une
solution de I'une quelconque de ces équations, on connaitra la solu-
tion correspondante dans toutes les équations.

2. Nous allons montrer comment il est possible, en partant des
équations formées dans la premiere Partie, d’imaginer une méthode
analogue pour les équations différentielles linéaires ordinaires.

Soit donc une équation différentielle linéaire ordinaire

dar z dr-1z dr—2z ~

(E) B T B +cl—{;—”—j§rzr...:r/z-(‘—ﬁ—lz:o.

lx
Considérons son adjointe de Lagrange
n dn—1
(E)) [—L,;”(a:,) rl(?'p—n_—l(b:)ﬁu..fk (—1)?lz=o
ou
APz dr—1z ds
(E)) ay dx"l -+ b, ({m""‘l ceo /ziZ;l + {3, =o.

Considérons ensuite, pour cette équation (E,), I'adjointe de la pre-
miere ligne; soit

ZEe dr—1z, dz,
(Ey) i by d'l?"’_‘- et By T ly5,=o0,

continuons de cette fagon, ¢’est-i-dire formons I'adjointe de Lagrange
de équation (E,); soit I'équation (E,); puis I'adjointe de la premiere
ligne pour I’équation (E;) et ainsi de suite; nous obtenons une suite
d’équations

(E), (Ei), ..., (Ep),

Il est incontestable, & cause du résultat I de la premiere Partie, que
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la connaissance de I'intégrale générale de I'équation (E) détermine
Pintégrale générale de I'équation (E,); celle-ci détermine I’intégrale
générale de I'équation (E,) et ainsi de suite. Done, de I'intégrale géné-
rale de I'équation (E), on peut déduire I'intégrale générale de I’équa-
tion (E,).

Comme dans la méthode de Laplace, nous pouvons encore former
une autre suite infinie en partant de I"équation (E). En effet, prenons
I"adjointe de la premiere ligne pour I'équation (E). Soit
dfz drTlay dz_,

e R S S L ~ =
AT T e, e A dx. s

(E-1)

Prenons ensuite 'adjointe de Lagrange de I’équation (E_ , Soit
J glrdlg I

arz d=ely ./ dz_, y
T g B Sl B
U2~ — gt T A g AT

(E-»)

et ainsi de suite; nous formerons une suite infinie d’équations
(E), (E_), ..., (E_q),

qui, pour les mémes raisons que précédemment, est telie que la con-
naissance de I'intégrale générale de 1’é6quation (E) détermine Dinté-
grale générale d’une quelconque des équations.

En définitive, nous avons formé une suite doublement infinie
d’équations

sieis ) [E—(2q+1)], (E~2q), LR ROk \~E'-I)9 (E)’ (El>; LR A ) (Ezp), (E2p+1);
La propriété fondamentale est :

I. Eiant donnée léquation (E) et la suite doublement infinie qui lw
correspond, st l'on connait [ ‘intégrale generale de Iune quelconque des
équations de la suite, on pourra trouver, sans intégration nouvelle, I’in-
tégrale generale de 1 équation (E).

En effet, supposons que I'on connaisse 'intégrale générale de I'équa-
tion (K.,.,) par exemple, et considérons la suite

(\E2]7+l)7 (E21l>’ ) (El)7 (E)

L’équation (E,,.,) est, nous venons de le voir, 'adjointe de La-
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grange de I'équation (E,,) : donc I'équation (E,,) est I'adjointe de
Lagrange de I’équation (E,,.,); 'équation (E,,_,) est 'adjointe de la
premieére ligne pour I'équation (E,,), ainsi de suite jusqu’a 'équa-
tion (E). L’intégrale générale de I'é¢quation (E,,.,) détermine done
celle de I'équation (E). Le raisonnement serait trés peu différent si,
au lieu de I'équation (E,,., ), I'on avait pris une des équations

(E:'p)’ |_E {‘ZqH)]’ (E 2(1)'

Remarque. — La proposition I qui donne de I'intérét 3 la méthode
développée tient uniquement & la réciprocité qui existe entre une
équation et son adjointe. Grace a cela, les solutions des diverses équa-
tions de la suite se déduisent d’'une certaine maniere quand on s’avance
suivant un certain sens dans la suite; elles se déduisent d’'une maniere
analogue quand on retourne en arriere.

3. On peut aller plus loin et montrer qu’il y a une correspondance
univoque entre toutes les équations d’ordre pair

L) (E—‘lq)a [E—2((1-—-1)]’ LA ) (E—-2>7 (E)> <E2)} sice tely (Ezp)» CRERCE )

c¢’est-d-dire que d’une solution particuliere de I'une quelconque des
¢quations de cette suite, on peut déduire la solution correspondante
de I’équation (E).

Considérons, en effet, les trois équations

(E)’ (E1)7 (Ez)v

I’équation (E,) est ’adjointe de la premicre ligne pour I'équation (E,),
tandis que (E) est 'adjointe de Lagrange de I’¢quation (E,); dans ces
conditions, nous avons vu dans la premiere Partie (n°6) que 'on a

La considération de la suite

entrainerait la formule
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Nous arrivons ainsi a

! =

4

T d 1 d 1 d
 dox Uy Z

ﬁ,-~-———————k‘-;2.
s A lgpl dweF

(1)

1

~

Supposons maintenant que I'on connaisse une solution particuliere
de I’équation (E_,,). Soit la suite

(Ef2q)7 (E—‘qurl)! (F—Zq+2)‘

L’équation (E_,, ) est ’'adjointe de Lagrange de I'équation (E_,,),
et I'équation (E_,,.,) est I'adjointe de la premiere ligne pour I’équa-
tion (E_,,.,). Donc

_ i 1 d .
D’ou la formule
g i L i 1 d fl 1oa
(2) S gy B bag Ao dr g de
ou enfin
(3) s=fldz [l de... [Iagns-sgdz.
Remarque. — Cette derniere solution renferme des constantes arbi-

traires, mais il existera toujours des valeurs de ces constantes, telle
que la formule (3) donne bien une intégrale de I’équation donnée.
La suite des équations d’ordre impair possede la méme propriété
que celle des équations d’ordre pair.
En effet, de la signification des équations

[E—<'2q—1J ]’ (E—zq)7 [E~-<2(/+1)]

on tire
1 d
T B (2g-+1}3

ou, en répétant,

(4) 51 =

I

d
P i e b

o~| =

De méme la considération des équations

(Ezp——l)’ (E-z;))y (EZ})—H)
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donne

et, par suite,

5 N T e ool B e
(=) i b dx lyp—s dz dz 1, dx™"
ou encore
(6) si=fldzr fldz... [bysy., de.

Pour nous résumer, voici toute la méthode exposée dans le résultat
suivant :

II. On peut a une équation donnée (E) faire correspondre une suile
doublement infinie d’équations

(E—(‘~’11+1))7 (E—Qq)’ 4 sley) (E—l)’ (E)’ (El)’ sisey (E‘.’p), (E2p+1)’

La connaissance de Uintégrale génerale de 'une quelconque des équations
de la suite deétermine [intégrale génerale de ’équation (E); la connais-
sance d’une solution particulicre d’une équation d’ordre pair détermine la
solution correspondante de I’ équation (E), sans quadrature, st cette équa-
tion d’ordre pair est a droite; par des quadratures, si elle est a gauche ;
enfin, la connaissance d une solution particuliere d’une équation d’ordre
impaur determine la connaissance d une solution particulicre de I’ adjointe
de Lagrange de la proposée sans quadratures, si cetle équation est a gauche
de la suite; avec des quadratures, st elle est a droite.

4. Dans certains cas, la méthode précédente ne fera pas corres-
pondre & une équation une infinité d’autres équations. On va indiquer
les cas ou cela se produit.

Remarquons d’abord qu’une équation a toujours une adjointe de
Lagrange, méme si les coefficients /, 4, ..., par exemple, sont nuls. Il
n’en est pas de méme quand on considere I'adjointe de la premiere
ligne. Celle-ci n’existe plus, en effet, lorsque /= o.

On ne pourra donc pas obtenir 'adjointe de la premiere ligne d’une
équation dans laquelle il manque le terme en z.

La suite des équations sera terminée a droite, 4 la premiére équation
d’ordre impair qui n’aura pas de terme en z. Elle sera terminée 3
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gauche a la premiere équation d’ordre pair qui n’aura pas de terme
en z. Dans le premier cas, I’équation (E,,,,)a comme solution parti-
culitre une constante, d’ott une solution correspondante pour 1’équa-
tion (E,); dans le second cas, on aura une solution correspondante
pour I’équation (E).

Quand les circonstances dont nous venons de parler se produisent,
on peut encore continuer I'application de la méthode, soit qu’on étu-
2z2p

dx
quation (E) de la solution trouvée, quand il y en a une, ou que I'on
prenne une intégrale premiere de I'équation (E) quand on connait une
solution de ’adjointe de Lagrange.

die I’équation (E,,.,) en posant = u, soit qu’on débarrasse I’é-

CHAPITRE II.

APPLICATION AUX EQUATIONS QUI GENERALISENT L’EQUATION DE GAUSS
RELATIVE A LA SERIE HYPERGEOMETRIQUE.

1. Les équations qui généralisent I’équation de Gauss relative & la
série hypergéométrique sont de la forme

drsz dr1z dz
+...+h—— +1lz—o0,

(B ez T gt d

dans laquelle @ est un polynome de degré » au plus, 6 un polynome
de degré n — 1 au plus, etc., / une constante.

Si nous calculons I'adjointe de Lagrange de I’équation (E), nous
trouvons

(E ) C_[(_vat, . ¢ CE "
¢ B el
1 , 4 l /L(,’,Z_::Q fiiﬂ‘ e I)db i -dn;_si

1) daz*

‘ drzy o ( da b> dnf1 z
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D’ou ce premier résultat :
1. L'équation (E,) a la méme forme que " équation (E).
R [ 5 ] ” o e o A0 1 d
I’adjointe de la premiere ligne pour I'équation (E,) est (')

n—1 dn—?

~ d ’ ’ T ’ n LR
(Ey) %n—_l(aﬂg)—w(bizz)—n—...—k(—l) Lhysh+(—1)*liz3==0

ou encore
drz, da, drz,
“ g +[‘”“"3§ - 51]75—‘:
(n—1)(n—2) d*a i @ g”—azg St
+[ 12 dx? as Ll +ci_ dgn—t =0

d’ou ce résultat :
I1. L’équation (E,) a la méme forme que ['équation (E,).

III. Le coefficient de z, dans l'équation (E,) est le méme au signe pres
que celut de =, dans ' équation (E,).

Ces résultats montrent que toutes les équations de la suite sont du
méme type que I'équation (E); il nous reste & former 'équation (E,,).

Si, dans I’équation (E,), nous remplacons a,, b,, ¢,, ... par leurs
valeurs en fonction de a, b, ¢, ..., nous trouvons
dP sz, da ) a1z, d?a db sy
E, a ST 4 i BTG [ e APCE il = W
(Es) dax” +< dx Jdprt dt " dx ¢ dzn—2

On passera de I'équation (E,) a 'équation (E,), de la méme facon
que I'on passe de 'équation (E) a I'équation (B, ).

En se fondant sur la loi qui permet de passer de I'équation (E)a
I'équation (E,), on peut écrire sur une méme ligne les valeurs absolues

o da d*a . . .
des coefficients de a, -~ =5, --+» dans les premiers, deuxiemes, troi-

siemes, ... termes pour les différentes équations. On a le Tableau

(1) Poir, dans la premiere Partie, au n° 6.
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sulvant :

»

»

da d?a da dna

dz’ dz dx® U dan

Pour (Eg)eww hes oo I 1 T T
/// e /
2~ 3 4
o .///

(@ 279 FP 1 e L

(Eg)evoonnn. N B 6 o
////

.............. e o

- —+1 +1)(p-+2)

(B vt x vt I p plp+1  pp (f

o .2 L:2%

// ’/

[Eg(p+1)] ...... 1 p—‘—l/ ....................

dans lequel on obtient le terme d’une ligne en prenant la somme du
terme correspondant et de tous ceux qui le précedent dans la ligne im-
médiatement supérieure. Au reste, I’écriture du Tableau précédent est
rendue tout & fait facile, en remarquant que les termes en diagonale

forment un triangle arithmétique.
db  d*b

Remarquant ensuite que les coefficients de b, — ———, --- sont les
dx’ dx?

5 da . )
mémes en valeur absolue que ceux de a, ~— -+ on voit que I'équa-

tion (E,,) est

danr 52[) da d”_l,u”?p
2 dx" -+ <—'ng = b> HZL.IL—I

P [p(])+l d*a  db - C:I a2z,

dx dxn=2 T

1.9 da? de
+ [<~1>n’)(”+‘>- p+n—n1)da

(7) (Ezp)

n! dzt

_])lhip(/)—'r—x)...(/)A— n—o)dvth e i [1 Sy =0

\ +( (re—1)! dz+— "

Par un procédé tout pareil, on formerait I’équation (E,,); on obtien-
drait une équation qui se déduirait de I’équation (E,,) en changeant p
en — q.

Enfin on formerait I'équation (E,,.,) en prenant 'adjointe de La-
grange de I’équation (E,,).
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Les formules (1), (2), (5), donné¢es dans le premier Chapitre,
deviennent, dans ce cas particulier,

dr

(8) 5= 3&7 :‘Q/Ja
dq

(9) Bo2q T 0
dr

(ro) Baptt = o B

Comme nous 'avons fait remarquer, la suite des équations se ter-
mine lorsqu’une des quantités /s’annule; les formules précédentes ne
sont donc valables que sous certaines conditions. Ainsi, la formule (8),
par exemple, n’est valable qu’autant qu’aucune des quantités /,, , ...,
l,,_, ne s’annule.

2. Lorsque I’équation (2)n’a pas de termes en s, elle admet comme
solution particuliere une constante. C’est ce caractere d’intégration
que nous allons étendre par la considération de notre suite. Cherchons
done si, dans la suite, & droite, il y a une équation pour laquelle il
manque le terme en z. Ce fait se produira pour la premitre fois pour
une équation d’ordre impair. En effet, si /,, = o, comme, d’apres le
résultat I11, Z,,_, = [y, il faut que /,,_, == o. En écrivant,, = 4, , = o,
nous trouvons I’équation

(1) plp—+1).. .$7/> +n—1)da
n! da™

LI $
e} e plp+1)...+(p+n—2)d—b
(n—1)! dxn—!

= =0,

que nous appellerons I'équation algébrique correspondant a Uéqua-
tion (E). Cette équation est1’équation déterminante du point critique oo
quand D'intégrale générale est régulicre autour de ce point. Si cette
équation a des racines entitres positives et si & est la plus petite, on a

bty =03
I’équation (E.;_,)a pour solution particulitre une constante, et, a cause
de la formule (10), 'équation (E,)a pour solution un polynome de.degré
£ 1. Si I’équation (11) a des racines entieres négatives et si { est la
plus petite en valeur absolue, 'équation (E_,¢) a pour solution une con-
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stante et, a cause de la formule (), 'équation (E) aura pour solution
particuliére un polynome de degré €.
D’otu les résultats :

IV. La plus petite racine enticre positive & Ede I’ équation algebrique
correspondante ma’zque, pour ladjointe de Lagrange de I’ équation pro-
posée, une solution qui est un polynome de a’egie E 7,

V. La plus petite racine enticre négative (en valeur absolue) — { de
l’équation algébrique correspondante indique, pour l’équation proposée,
une solution qui est un polynéme de degre ¢.

Effectuons la vérification de ces résultats. Posons

-

a=ax® o2 14+ a4+ oy X+ oy,

b— IBx'L“J —— 611”‘_2+ 521’”*3-{— e ﬁﬂ_],

Soit
Sp) =oap(p—1)..(p—n+1)+Bp(p —1)...(p—n—+2)+...+0p-+)
Si(p) :ocip(p—l)...(pmn—i—l)+S,[)...(p—n+2)+...+'n1p:]9F,(p),
So(p) =ap(p—1).(p—n+1)+.. . +eap(p—1)=p(p _I)Fz(p)7

Sumt(P) =0papee(p—rt- D) +Bpy pon(p—n-r2)=p(p—1)...(p —n+2) Fo . (P)s
fa(p) =onp...plp—n+1)=p(p—1).. .(p—n+~ )F,.(p).

Si, dans 'équation (E), nous substituons le polynome

(11 bis)

Apat 4+ A 28t A2+ A o+ Ay,
nous trouvons, pour déterminer les coefficients, les égalités

Aof(§>:07

A f(E— 1)+ Ao f1(§) =0,

A2f(§—2)+A1f1(C——I)+AOf2(C— 9 N=0;
) e e St L R ,

Ag f(0) + Ag 1./(1)_‘" «o+ A, f(r)=o.
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Si f({)=octsio,r1,z2,...,(L—r1)nesont pasracines de I'équa-
tion /(p) = o, on pourra déterminer de proche en proche, a I'aide des
équations (12), tous les coefficients du polynome. Ce polynome ainsi
déterminé, substitué a la place de = dans I’équation (E), donnera un
résultat identiquement nul et, par suite, sera solution de cette équa-
tion. Mais I'équation /(p) = o n’est autre que I’équation (11), o I'on
a changé p en — p; nous avons donc vérifié le résultat V. La vérifica-
tion du résultat IV se ferait en substituant un polynome dans I’ad-
jointe de Lagrange de la proposée.

3. Nous allons maintenant démontrer un résultat que nous éten-
drons par la considération de notre suite.

VI. Si toutes les racines de U équation determinante du pount % sont ne-
gatives, pour que Uéquation (B) admette comme iniégrale génerale un
polynéme, il faut et il suffit que les logarithmes disparaissent dans le
développement de I'intégrale genérale autour du point critique .

D’apres les équations (12), il est bien évident que, si f(p)=o0a
toutes ses racines positives et si les logarithmes disparaissent, il y
aura une expression de la forme

Agzb+ Ayt~ A 2+ A

qui satisfera a 'équation, 2 des quantités A étant arbitraires; récipro-
quement, si U'intégrale générale de I’équation (E) est un polynome,
les logarithmes disparaissent dans les développements autour du point
critique .
Nous allons former les conditions nécessaires et suffisantes pour que
les logarithmes disparaissent dans les développements autour du point
critique oo, et cela en supposant les racines entieres et quelconques.
Soient o,, %, &, ..., &, les racines de I’équation déterminante du
point o changées de signe et rangées par ordre de grandeur décrois-
sante. Ces racines étant toutes entieres, nous avons, autour du point
critique %, le développement suivant pour I'intégrale générale :
Ag, %Ay % A g @4 A 2% A, 2% - A 2% - A 2L
+logz[Bg,x%+By,_y 2%+ ..
+log?z [Cy, 2%+ Copmqg 2% ...
+log*a...
+an
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Les équations permettant de déterminer les coefficients sont

[ Ai| f(OCl) =
Ay, flog—1) + Ay, f1(0y) =0,
Ay o flog—2) -+ Ay, fi(oey—1) 4 Ay fo(2) == 0,

A%—if(a2_']) .. '+Aﬁg-»1+nfll(a2—“-1+ Il) =0,
B, fl(o) +Aqg, f(ot2) + Ay, fi(as+1) +..4- Ay, fa(ota+n) =0,

B“a./‘(“?) =0,
]315_1‘/‘(052— I) -+ Bo‘sf1(a‘2) =0,

Pour que les logarithmes disparaissent, il faut et il suffit que
Bag:(]ua——:Dm:- ==t
mais, d’apres les équations précédentes, on voit que

Baz === Aal Uy

Couy =Ag,uty -+ Ay, 9,

Do, = Aq,us +Ayvy + Ay s,
.............................. .

Ly, = Aq tny+ A ¥n—s+ AgyWps+. ..+ Ay, @)
Les conditions nécessaires et suffisantes sont donc
(14) U=l — o = U R =— o RN o =0

en tout
n(n-—r)

I+...+(n—1) ou v conditions.

Si ces conditions sont satisfaites, le développement uniforme qui
représentera l'intégrale générale renfermera les n constantes arbi-
traires A,, A,. ..., A, . Etudions de plus prés les expressions de «,,
Wan o ek

Des équations (13) nous tirons

J1(e)
O 3
"Sloy=1)

Appoy ==
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42 J. CELS.

D’apres les formules (11 bis), f,(=,) contient le facteur o, : en le
mettant en évidence, on arrive a

Ag =y JAqy.

De méme
Aoci—z = oy (o — I)./.1 Au.;

et ainsi de suite; nous arrivons 2
By, == Ay o(oty—1). . . (ag—1)Uy.
On verrait de la méme facon que
Coy =Ag, gy —1) .o (otg— 1)Uy + Ay o (0t — 1) (03— 1) V.

Par suite, pour que les logarithmes disparaissent autour du point
critique oo, il faut et il suffit que les expressions

oy (aa—1) Uy,
oye..(ot3—1) Uy, e (ot3—1)V,
(15) { oy (o —1)Us, ota-= o0ty —1) Vg, oo (ot —1) Wy,

o0, —10)Upsy, 0o (at,—1) Vg, oage(oty,—01W, o, 0y dpyqe. (0, — 1)@

soient nulles.

Dans les cas ou toutes les racines de I'équation déterminante du
point o sont négatives, tous les nombres « sont positifs; donc, dans la
suite des nombres de «,, ... & «,, il n’y en a aucun de nul. Par suite,
les conditions nécessaires et suffisantes pour que I'intégrale générale
soit un polynome sont

(16) U—=U=...— U, =Y ==V, s =i =0, =0.

L’extension que nous allons faire par I'emploi de notre suite est
celle-ci: si les racines de I’équation déterminante du point « sont
entieres et si les conditions (16) sont satisfaites, I'équation (E) s’in-
tegre soit par des quadratures, soit méme sous forme enticrement

finie.
Auparavant, il est nécessaire d’établir une série de résultats préli-
minaires.
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SUR LES EQUATIONS DIFFERENTIELLES LINEAIRES ORDINAIRES. 43

4. Dans ce qui va suivre, nous considérerons toujours la suite
d’équations

2 SRt B0 P ey e G 7 R | NI, S

ol I'équation (E,,) a I'expression donnée par la formule (7) que p
soit positif ou négatif, et ot I'équation (E,,.,) est toujours I’adjointe
de Lagrange de I’équation (E,,). On sait que les formules de récur-
rence (8), (9), (10) n’existent plus quand une des quantités / s’an-
nule. Si done nous voulons nous servir de la suite (S), lorsque ce
fait se produit, il convient d’expliquer sa signification exacte. Suppo-
sons donc /,,_, = o. Si celte quantité n’était pas nulle, I’équation
(E,,) serait 'adjointe de la premitre ligne pour I'équation (E,,_,);
il n’en est plus ainsi lorsqu’elle est nulle. Pour avoir la signification
de I'équation (E,,), supposons d’abord que /,_, ne soit pas nul.
Puisque I'équation (E,,) est 'adjointe de la premicre ligne de 1'équa-
tion (E,,_, ), I'équation (K,,) s’écrit (*)

ar—1 ; dnr—2 p
(Esp) da= (Fap=134p) = s (bap-ssip) 4
pr

+ (= 1) hgp1 35y + (—1)"lyp—y 5ap = 0.
Si l,p—, = o, elle devient

dr—1 ! dn—2
(Esp) WI(“‘HJHZ‘;/J) T dapn—t (bap—152p) +. ..+ (— ')n_112p—15§p =o0.
Sous cette forme, on voit qu’elle est I'adjointe de Lagrange de
’équation (E,,_,) ou =,, , est considérée comme I'inconnue.
D’apres cette remarque, nous pourrons toujours nous servir de la
suite (S). En effet, supposons que nous voulions passer de I'intégrale
génerale de I'équation (E,,) a 'intégrale générale de I'équation (E)
en supposant que, dans la suite

(B)y -y (Bapoa), (Ezpoi), (Eap), ..., (Eyy),

une des quantités / s’annule, par exemple /,,_, .
La formule (8) permet de déduire les 7 solutions de I'équation (E,,)

(1) Foir I** Partie, n° 6.

Document numérisé par la Bibliothéque universitaire Pierre et Marie Curie - UPMC ~ Cote : HF uf 166 25 3



44 J. CELS.
des n solutions de I'é¢quation (E,,); puisque (Ey,_,) est 'adjointe de

J;I’ est I'inconnue, nous aurons les

valeurs des dérivées premieres des n — 1 solutions de 'équation (Ey,_, ),
et par suite, en ajoutant la solution qui est une constante, nous pour-
rons trouver les n solutions de I'équation (E,,_,). Puisque I'équation
(Eyp,) est l'adjointe de Lagrange de I’équation (E,,.,), on pourra
calculer toutes les solutions de I’équation (E,,_,). Enfin, de toutes les
solutions de I'équation (E,, ,) on pourra déduire toutes les solutions
de I'équation (E).
Nous pouvons donc énoncer le résultat suivant :

Lagrange de I’équation (E,,) ou

VII. Quand on connaitra Uintégrale geénérale d’une équation de la
sutte (S), on en déduira Uintégrale générale d’une quelconque des équa-
tions de la suite soit sous forme. finie, soit ayec des quadratures; 'une ou
Uautre de ces circonstances se produira suivant le nombre des quantités
qut s’annuleront dans Uintervalle qui sépare les deux équations.

5. On peut encore simplifier le passage des solutions d’une équation
aux solutions d’une autre en étudiant de plus pres la suite (S).

Supposons toujours,, , = o, et soient les équations (E,p_5), (Ezp_y ),
(E,,). Soient y,, ¥, ..., ¥4, const. les solutions de I'équation
(E,p—,). Considérons le déterminant

71 VL cee Yn—t const.
I ’ r

J1 Y2 cee Yn— o ;
(n—1) (n—1) (n—1)

i Yo o e Y o

puisque I'équation (E,,,) est I'adjointe de Lagrange de I’équation
. 5 - - I 5
E.._,), on obtient ses solutions en multipliant par = le quotient des
2p—1 a q
mineurs relatifs aux éléments de la derniere ligne par le déterminant
8

total.
Soit encore le déterminant

Document numérisé par la Bibliothéque universitaire Pierre et Marie Curie - UPMC ~ Cote : HF uf 166 25 3



SUR LES EQUATIONS DIFFERENTIELLES LINEAIRES ORDINAIRES. 45
. oy : Ry s ’
puisquel’équation (E,,) est'adjointe de Lagrange de I'équation (E,,_, )

o Az C A ; . .
ol —"= est considérée comme I'inconnue, on voit que Ion obtiendra

ds, o s T ; o -
les valeurs de —2” en multipliant par — les divers quotients des mineurs

relatifs aux éléments de la derniere ligne par le déterminant total. Les
valeurs ainsi obtenues se retrouvent toutes parmi les solutions de
I"équation (E,,_,).

Done la formule
d

Sop—2 T/ % 521)

s’étend & toutes les solutions de I'équation (B, ,), sauf a la solution qui
est une constante. Ainsi d’une solution de I'équation (E,,) on pourra
déduire une solution de I'équation (E,, ,); mais la réciproque n’est
pas vraie. }

Considérons maintenant I’équation (E) et la suite correspondant a
cette équation

$ oy (E)) (El), (E‘.))a ORCRUE ) (E:p—‘z)y (E21)~1)’ (EZp): o e ey (E2/p+q}—2)> (Ez(p+q)—1)’ (E'l(p—}-q))’

Soit
lyp_1=0, byprgy-1= 0,

La formule

dr=1

dzp—15w=2

Z

s’étend a toutes les solutions de I’équation (E,, ,); mais la formule

;211—2 ‘ZQp

d
X
ne s’étend qu'a (n — 1) solutions de 'équation (K,,) [la solution de
Uéquation (E,,) qui n’est pas comprise est une constante]. De méme, la
formule

d?
() : S2p= g B

ne s’¢tend qu’a (n — 1) solutions de I'¢quation (E,,,,) [la solution
de Uéquation (B, ), qui est une constante, n’est pas comprise |; done la
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46 J. CELS.

formule
dr+1
(B B g B

s’étendra i (n — 1) solutions de I'équation (E,,.,) pourvu que, parmi
les valeurs de z,, données par la formule (), il ne se trouve pas de
constante; autrement dit, pourvu que I’équation (E,,.,) n’admette pas
de solutions qui soit un polynome de degré ¢ ou de degré inferieur;
dans ce dernier cas, la formule (8) ne s’é¢tendrait qu'a (n — 2) solu-
tions de I’équation (E,,,.,)).

De toutes ces considérations il est facile de tirer le résultat suivant :

VIII. La formule z = s’ applique a toutes les solutions de [ équa-

dr
dar 2P

tion (B, ,) qui ne sont pas des polynémes de degré inférveur ap.

6. Ltudions la variation des racines de 1’équation déterminante du
pointoo quand on passe d’une équation de la suite & une autre.

IX. Quand on passe d’une équation a son adjointe de Lagrange, la ra-
cwne & de I équation déterminante du point critique » est changée en 1 — E.

En effet, I'équation déterminante du point critique o« pour I'équa-
tion (E) est

ap(p+1)...(p+n—1)—Bp...(p+n—2)+...+(—1)"A =o.
Celle relative au point oo pour I'équation (E,) est

ar(r=41)...(r+n—i1)—(nPa—B)r...(r —n-+2)

12

—i—[&(n:—]—)ga—(n—r)ﬁﬁ»&— y]z'...(/'—/z+3)+....

11 faut vérifier, par exemple, que le coefficient de o reste le meme
quand on pose p =1 — r; autrement dit, que le produit

pp—+1)...(p+n—r1)
se transforme en

n*(n—

I“l
r(r=+u..(r+n—1)—nr@r-1)..(r+n—2)+ - —)—r...(r +n—=3) .y

12

quand on change p en 1 — r.
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SUR LES EQUATIONS DIFFERENTIELLES LINEAIRES ORDINAIRES. 47

La démonstration est facile, nous nous contenterons de I'indiquer.
On vérifie le résultat pour » == 2 et on montre que, s’il est vrai pour z,
il est vrai pour » + 1.

On démontrerait de méme :

X. Quand onpasse d’une équation a son adjointe de la premiéreligne, les
racines de ['équation déterminante du point critique « changent de signe.

Si I'adjointe de la premiere ligne n’existait pas, on changerait la
‘ 8 ’ 8
premiere partie de I’énoncé en disant : Quand on passe d’'une équation
d’ordre impair a I’équation suivante d’ordre pair a droite dans la
suite S.)
Les résultats IX et X donnent, quand on les combine, les suivants :

XI. Quand on passe de I équation (E) a l'équation (E,), les racines de
l"équation deéterminante du point « diminuent de p; elles augmentent
de q quand on passe de U'équation (E) a I’ équation (E_,,).

Voici enfin un autre résultat, que nous nous contentons encore d’in-
diquer.

XII. Les racines des équations f(p)=o, Fi(p)=o0,F.,(p)=o, ...,
F,(p) = o (voir les formules 11 bis) sont changées de signe quand on
passe d’une équation a son adjointe de la premiere ligne; elles augmen-
tent de p quand on passe de I’ équation (E) a I’équation (E,,).

Soient les équations (E) et (E,,). Soit F"'(¢) I'expression du poly-
nome F, pour I’équation (E). Soit F{”’(s) ’expression du polynéme F,
pour I'équation (L,,). D’apres le résultat (XII), nous avons

FP (g +p)=F(q)-

Donc le résultat de la substitution de ¢ dans F{" est le méme que le
résultat de la substitution de ¢ + p dans F?.

En particulier, si nous considérons une racine £ de I’équation f(r)=o
relative a I’équation (E) [/(r) = o est 'équation déterminante du
point critique o ot les racines ont été changées de signe|, le résultat
de la substitution de & dans F\”’ sera le méme que celui de la substitu-
tion de £ -+ p dans F’; mais § + p estune racine de I'équation /(r) =o
relative a I’équation (E,,) (d’apres le résultat XII). Nous avons donc
le résultat suivant :

Document numérisé par la Bibliothéque universitaire Pierre et Marie Curie - UPMC ~ Cote : HF uf 166 25 3



48 J. CELS.

XIII. Les expressions [, ¥, F,, ..., ¥, restent invariantes pour une
quelconque des équations de la suite, lorsqi’on y substitue les racines de
Uéquation f(r) = o relatives a ces équations, ou des nombres différant
entre eux comme different ces racines.

Il suffit maintenant de regarder la composition des expressions U,
U,, ... pour en tirer le résultat suivant :

XIV. Les expressions U,, U, ..., ©, restent invariantes quand on
passe d’une équation de la suite a une aulre.

7. Nous sommes maintenant en mesure de faire 'extension du ré-
sultat VI.

Une équation (E) s’intégrera sous forme finie ou par des quadratures
si, dans la suite qui lui correspond, on trouve une équation ayant pour
intégrale générale un polynome. ‘

Cela ressort évidemment du résultat VII.

Il ne reste plus qu'a indiquer le moyen de reconnaitre sur I'équa-
tion (E) les cas ol cette intégration est possible.

1l faut et il suffit que les racines de I’équation déterminante du
point sosoient entieres et que les conditions (16) soient remplies.

S’il en est ainsi, lorsqu’on s’avance de deux rangs a droite dans la
suite, les racines de l’équation déterminante du point oo diminuent
d’une unité; il existera donc une équation (E,,) telle que toutes les ra-
cines de I’équation déterminante du pointeo soient négatives ; les condi-
tions (16) étant remplies pour I'équation (E) sont remplies d’apres le
résultat XIV pour I'équation (E,,); done I'équation (E,,) a pour inté-
grale générale un polynome.

Réciproquement, siune équation de la suite correspondant & I'équa-
tion (E) a pour intégrale générale un polynome, les racines de I'équa-
tion déterminante du point o pour cette équation sont entieres et les
conditions (16) sont remplies; donc les racines de I'équation déter-
minante du pointeo pour I'équation (E) sont entieres et, a cause du ré-
sultat XIV, les conditions (16) sont remplies. Donc :

XV. On peut intégrer sous forme entierement finie ou tout au moins par
des quadralures une e’guation (E) qui est telle que les racines de I'équa-
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tion determinante du point » soient entieres et que les conditions (16)
sotent remplies.

Nousavons déja examiné le cas olr toutes les racines deI'équation dé-
terminante du pointeosontnégatives. Dans ce cas, si les conditions (16)
sont remplies, I'intégrale générale est un polynome. Un autre cas in-
Léressant est celui ot toutes les racines de I’équation déterminante du
point o sont positives et ol les conditions (16) sont remplies. Dans ce
cas, I'intégrale générale est une fraction rationnelle. En effet, I’adjointe
de la premiere ligne est telle que 'équation déterminante du point oo
ait toutes ses racines négatives (résultat X). Les conditions (16) sont
encore satisfaites pour cette équation; donc elle admet comme solutions
particulieres 2 polynomes. L'intégrale générale de I’équation donnée
est donc une fraction rationnelle.

Les considérations précédentes permettent encore d’intégrer une
équation (E) lorsque, dans la suite correspondant i cette équation, se
trouve une équation ayant comme solutions particulieres n — 1 poly-
nomes. On verrait facilement, parmi les conditions (16), celles qui
doivent étre remplies pour qu’il en soit ainsi.

On simplifie enfin 'intégration de I'é¢quation (E) lorsque, dans sa
suite, on rencontre une équation admettant des polynémes comme
solutions particulieres, et il est encore facile de voir, parmi les condi-
tions (16), celles qui doivent étre remplies pour qu’il en soit ainsi.

8. Appliquons ces considérations & une équation déja considérée
par M. Goursat (') :

d2is cdr1z dsz
(17) (x”——x”_i)—xﬁ+(Ax”_1——A1xn_Q)m '—f—..-—f—(Lx—LOd‘x +Msz—o.

L’¢quation déterminante du point critique oo est
r(r—i—l)...(l‘—i—n—x)——Ar(r»ﬁ—l)...(r—l—n-—2)+...—|—(——1)”—1Lr—|—(—~1)”M =0
L’équation aux racines changées de signe est

f(ry=r(r--1).. (r—n+1)+Ar(r—1)...(r—n+2)+...+Lr+M=o.

(1) Annales de 'Ecole Normale superieure, t. XII, p. 275 et suiv.

C. F
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Soit, en méme temps,
e(r)=r(r—1)...(r—n+1n)+Ar...(r—n +2)+...+Lir=ro(r).

Considérons une racine simple £ de I'équation déterminante du
point oo, cette racine étant telle que & —1, & — 2, ... ne solent pas
racines. Nous aurons, pour le développement de I'intégrale corres-
pondante autour du point critique oo, 'expression

Aot +— A B A8 L,
les coefficients étant déterminés par les égalités

Aof(é) =0,

A f(E—1)—A9(E) =o,
Agf(E—2)— A o(E—T1) =0,
A f(E—3) —Ayo(E—2) =o0,

de sorte que l’exprcssion de I'intégrale est

k e &/ 5 W (C)O(g—l) oo
A°[‘ /(2—--1 V FE— ) f(E—2)"

Cherchons maintenant les cas ou les conditions (16) sont satisfaites.
Supposons donc que les racines de I'équation f(r) = o soient entieres
et rangées par ordre de grandeur décroissante. Soient

On voit bien facilement que

1 r"—‘I’(%)q’(“l——l)‘ s -(D(ai‘*‘ 1), Uy=U=...=U,=o,
V, =®(a,) Pty —1)...@(ct5+1), No— ="V 0!

@1::(1)(“11%)@(0511,—1“")‘ (an I)

Done, pour que les conditions (16) soient satisfaites, il faut et il
suffit que les racines de 'équation 9(7) = o (a part la racine o) soient

Document numérisé par la Bibliothéque universitaire Pierre et Marie Curie - UPMC ~ Cote : HF uf 166 25 3



SUR LES EQUATIONS DIFFERENTIELLES LINEAIRES ORDINAIRES. 51

entieres et comprises, I'une entre «, et o, sans étre égale a a,, I'autre
entre a, et oy, sans étre égale a o, etc. Si 'on remarque que I’équation
o(r)=o est 'équation déterminante relative au point critique o, on
a le résultat suivant :

XVI. Si les racines de Uéquation déterminante du point critique »,
changées de signe et rangées par ordre de grandeur décroissante, sont
Oyy Uyy - vuy 0,5 ST les racines de ['équation determinante du point cri-
tigue o (a part la racine o), rangees aussi par ordre de grandeur decrous-
sante, sont By, By, ..., Ba_y; st, de plus, les o et les 3 sont des entiers, et
quenfin (3, soit compris entre o, el o, sans éire égal a a,, B, entre o, et
oy, sans étre égal a a,, etc., I'équation (17) s’integre soit sous forme
finie, soit par des quadratures; si tous les a sont des nombres positifs,
lintégrale géncrale est un polyndéme; si tous les o sont des nombres néga-
tifs, Uintégrale génerale est une fraction rationnelle.

Nous venons d’examiner le cas ou I'équation (17) a, dans sa suite,
une équation ayant comme intégrales particulieres n polynomes;
I’équation donnée s’intégrerait aussi s’il y avait dans la suite une équa-
tion admettant comme solutions particulieres » — 1 polynomes. Un
des cas ou cette circonstance se produirait serait le suivant: n - 2
des nombres {3 seraient compris entre a, et «,, «, et a,, etc., 'autre
nombre § étant infini. On intégrerait ainsi dans un cas ou I'intégrale
générale ne serait pas réguliere autour du point critique o. Nous ne
développons pas le cas ou I'intégration de I'équation (17) serait sim-
plifiée, quand, dans la suite correspondante, il y aurait une équation
ayant comme solutions varticulieres des polynomes. Ces cas sont
rendus évidents par ce qui précede.

Appliquons la méthode 4 un exemple. Soit I’équation

d3s d?z ds
(23— a?) 0 + (x*—o2x)—— + (—bx -+ Q)ZZE - 6z=—0,

A

da? x
[’équation déterminante du point oo est
r(r+1)(r—+2)—r(r+1)-—6r—6—o;

elle admet les racines — 3, —1 et 2.
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L’équation déterminante du point critique o est
r(r—1)(r—2)+ar(r—1) —2r=o;
elle admet, & part la racine o, les racines 2 et — 1.

Les racines de I'équation déterminante du point % changées de
signe sont
3, 1, —a2a,
et celles relatives du point o sont comprises I'une entre 3 et 1, I'autre
entre 1 et — 2; nous pouvons donc appliquer le résultat (XVI).
~ Considérons la suite

(E); (El)’ (E‘.’>’ (ES)’ (E;),

ou
dd 3. d?s. ds
A R O e 2__ 6 3 ha — 73—
E;=(2®— 2?) P + (1122 — 62) e + (242 4)d$ 0,
Bz, a’z, dsz,
. LIPS G PR ) ——= -] A e
E.,—= (2 %) s+ (—Sax?-+2x) s +8xdx o)

D’apres le résultat XI, les racines de I'équation déterminante du
point = pour I'équation (E,) seront
— b, —3, o;

cette équation a donc pour solutions une constante, un polynome du
troisieme degré et un du cinquieme. On trouve tres facilement

dz, ds
2y L . 2,
—at— hx —
BB dx

= = 62— o 41.

L’équation (E,) étant 'adjointe de Lagrange de I'équation (E,), ol

1 est considérée comme I'inconnue, les solutions de I'équation (B;)

sont données par les formules

5 xe—20
dzy 1 PR kL
T = o (t—=bat)e S )
S n
ds; I _'/ sxl—ox
33 . » s,
dx  ad- - '1.2(6‘7’ ha +1)e ;

nous trouvons ainsi

dzy  x*— fa? dzsy 62— Qo +1

dr — 2t (x —1)" dr —  x*(x —1)*
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D’apres ce que nous avons dit au n°® 5, les solutions de 1'équa-
tion (E,) seront

Zy— " — hx?, Zo=06x% - fx 11
et
xt— fad v 6% fa -1 7 {
————dx —_— : X 2 o
I 2t (2 -—1)* xt(x—1)* | S o

— . 1 a SIS
&’ — 2t x*— fa? 62— Lo -+1

xZ* (1) T*(x——-l)

Cette derniere intégrale devient

. e -3 2 __
ZQ:(6m2—4x+1)/ o 4“ ~dx — (" — 4 ?)/‘6‘% fx I—]a'x;

zt(x - zH(x —1)*

les quadratures renfermant chacune une constante, on a l'intégrale
générale de I'équation (E,) par la formule

62— fa-t+1
e ey |

(2 —1)* xh (& —1)*

.

Zg:const.[(&r— x -+ 1) ¢dkrg(ac’*—»— z*)

Pour avoir l'intégrale générale de 1'équation (E), on n’a qua
prendre la dérivée. On trouve

. nb___[ -3 ‘6 2 /[ i
7.— const. [(rzx—4)/‘]?——"—7—"—%—;5&*' (4x3—~12x‘-’)/ é@ el IJ

e —

Les calculs une fois effectués, =z renfermera des expressions algé-
briques et des logarithmes.

9. Ily a des ¢quations qui se rattachent a la forme (17). Ce sont
celles de la forme

dr— 1~
dyn—f .

{ %z
5 [‘},n__y(n-r-q)] 26;1: o [A}(u g 15T A ), n-- q—l)]

([8) 1 l-
+[Ilyf/+1klly] s + Jy? d = S .. 4+Ns=o.

On passe d’une équation du type (18) a une équation du type (17)
par le changement de variables
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10. Revenons i I'équation (E). Nous allons appliquer notre mé-
thode & la solution de quelques problemes.

Formons, par exemple, 1'équation la plus générale de laforme (E),
qui admet comme intégrales particulieres » polynomes de degrés con-
séeutifs p, (p +1), ..., (p-+n). Si nous considérons la suite qui
correspond i I’équation cherchée, il y aura dans cette suite une équa-
tion qui aura comme intégrales des polynomes de degrés o, 1, 2, ...,
(n —1). Comme elle est de la forme de Gauss, elle sera

. drz
(E) = Gs =9
a étant un polynome de degré 7.
On obtiendra I’équation cherchée en prenant I'équation (E,,) cor-
respondant a cette équation. On a ainsi
drsz da d»—'z  p(p-+1) d*a d*?s

a-— —p-— 4 .
dxn 1 dr dx! 12 dax?* dan—*

(19)

n!

' == Q—— I)n a;z 2 == 0,

Pour toutes les valeurs entieres et positives de p, cette équation aura
nintégrales quiseront des polynomes de degrés p, (p+1), ..., (p+n).
Pour les valeurs négatives de p comprises entre o et (—n), 'équa-
tion (19) s’intégrera par des quadratures, et, pour les valeurs néga-
tives de p comprises entre — n et — o, 'intégrale générale de I’équa-
tion (19) sera une fraction rationnelle.

Ontrouve de laméme faconl’équation la plusgénérale dela forme (E),
qui admet comme intégrales particulieres o polynomes de degrés con-
séeutifs p, (p +1), ..., (p+a —1). En effet, si 'on prend la suite
qui correspond a I’équation cherchée, dans cette suite il y aura une
équation admettant comme solutions des polynomes de degrés o, 1,
2, ..., (@ — 1). Cette équation est donc

dvs dr—1z d*z
At g e Gy =0,

a étant un polynome de degré 7, a, un polynome de degré (2 —1), etc.
Done, I'équation admettant comme solutions particulieres o polynomes
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de degrés consécutifs p, (p+1), ..., (p+ o —1)est la transformée
(E,,) de cette équation, c’est-a-dire I'équation

ac_l”: . fia.:._a 417'1—1:i p(p-+1) d?a )da[ " i d”“‘-’zjli
dz® pd;;‘ ) dan—1 12 der Pae T der T
oS P pp+1)...(p+n—1d'a
nl dx™
pp+n..(pt+a—1)déa, 4|
-+ (—1)% o ded s=o,

ou pa des valeurs entieres positives.
En particulier, le type le plus général d’équations qui admettent
comme solutions (2 — 1) polynomes de degrés consécutifs est

( dlz < da - > dr=1z [/)(/J —+1) d*a dal] dr-2z
: + ==

CZor T\ TP T dzn1 " 12 dzr Pz |den2
1 pp-+1)...(p+n—1)dra P (pn—2)drlay
1) bk O S N R R B (P R
( +[( % n! dzn ) (rn-—1)! dx"-1t |

M. Hermite a considéré déja cette équation sous une autre forme
qu’il est bien facile de retrouver.

Dans I’équation (19), faisons p = 1; nous avons I’équation admettant
comme solutions particulieres 22 polynomes de degrés 1, 2, ..., n,

arz da d'z d*a dv?z N LA"a
Yz T dw dert T der dees T T m o

L’équation de Gauss, qui admet comme solutions particulieres les
polynomes de degrés 1, 2, ..., (» - 1), pourra s’éerire

RN AL F o TR
dx® =\ dx dat—t ° dx* dxr? ‘ dxn ’
b étant un polynome de degré » — 1. Il suffira de prendre la trans-
formée (E,,_,,) de cette équation pour retrouver la forme de M. Her-
mite.
Il résulte de notre étude que I'équation (21) s’integre pour toutes
les valeurs entieres de p, positives ou négatives.
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11. Parmi les équations qui se rattachent aux équations de forme (E),
nous citerons les suivantes :

dz"
(g e o e e i ) dy®

" dr—1z
e (@yn—l i ﬁl‘y(m' 1+p) 4, @n—h)’(”‘l”'("*”p) W S

on passe de ce type d’équations & une équation de la forme (E), en

posant
=y P,

12. Etudions le cas particulier de I’équation du second ordre

2

d dz
(22) a- - 4+ ¢z3=0,

dx

ol @ est un polynome de second degré, & un polynome du premier
degré, c une constante. Dans ce cas, il suffit que 'équation algébrique
correspondant A cette équation ait une racine entiere pour que I'on
puisse calculer I'intégrale générale. En effet, si c’est une racine néga-
tive, on a immédiatement un polynome comme solution de la proposée;
si ¢’est unc racine positive, on a un polynome comme solution de
I'adjointe de Lagrange et, par suite, une solution de la proposée.
L’autre solution s’obtiendra par quadratures.

Placons-nous dans le cas ou I'équation algébrique correspondant a
I’équation (E) a une racine entiere positive n, cette racine étant la
plus petite s’il y en a une autre.

Considérons la suite d’équations

(E)’ SOR (E21L—2>a (E2n—1)’ (E2n)’

L’équation (E,, ,) est alors

1N 252/1. 1 3 da dz‘ln»l o
(B y=at 2t i [ (n ) 22— 5| St =,

“avec la condition
n(n-+1) da db

— o — N 0 == 0,

23 )
LR 92 dx? dx

L’équation (E,,_,) a pour solution particuliere une constante, et

Document numérisé par la Bibliothéque universitaire Pierre et Marie Curie - UPMC ~ Cote : HF uf 166 25 3



SUR LES EQUATIONS DIFFERENTIELLES LINEAIRES ORDINAIRES. 57

I’équation (E,,_,), étant 'adjointe de Lagrange de (E,,_,), a la solu-
tion correspondante

ks o f[ wrug=ale — const.a”e %d'r.

On déduit de la la solution correspondante de I’équation (E),

(24) s = const. o i

Cette formule convient, & la condition que 7 soit la plus petite racine
entiere positive de I’équation (23).
Nous allons montrer que, dans tous les cas, la formule (24 ) donne

une solution de I’équation (22), pourvu que 7 soit solution de I'équa-
tion (23). En effet, posons

2b
—f —dx
y —_ ane -/ (l‘ 5
nous avons
*b b
jl = na”* e_‘/ at bat=ate w14 “ 5
i

drtly dadry n(n--1)d*a d—y

dx® ‘dz dz® 12 dx* daer—
o da dry d*a  db\ drtly
=(ng )z (i — &)

dn+1 n i 2 n—1
ary bdyw‘__[kﬂ,ﬂ F1) d’a ,db]d A=

ou

a 2 }
dzn+1 " 7 dgn 12 dx? dz | der="
et, a cause de I’équation (23),

d'“‘l.)/ ' dn.,y dnflty
+C Zixn—l

a

Jonit T O
dz dx

=0,

n--1

ce qui montre bien que ~—=7 — est solution de I'équation (22).

Remarque. — Dans certains cas, la formule (24) peut devenir illu-
C. 8
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b
soire; ces cas se présenteraient si a” e"’ « gtaitun polynéme de degré
inférieur a n — 1.

Appliquant la formule (24) & I’équation de Gauss mise sous sa forme
ordinaire

x(l——x)i% —k—[y——(a—)—@%—x)x]gé —afz=o,
on trouve L
S o
z:const.;i—cg;x“(l» ~x)°‘e-/( +ll‘(i—a)u Y‘“',
ou
o—1

e = . p(o— — p\Y—p-—-1
%= COnSL. dx“*’xu V(1 — z)7-P-1,

L’intégrale générale est donc

o—1 dS—x

d ; N
Zi—=1(r e 21%=Y) (1 — x)Y"ﬁ“%— (U o 2B-1 (1 — z)7—o—1,

CHAPITRE II1.

APPLICATION AUX EQUATIONS QUI GENERALISENT L'EQUATION DE BESSEL.

L. L’équation différentielle linéaire ordinaire connue sous le nom
d’équation de Bessel est

(E) deL) - mc—]; = 25 — 03

nous allons appliquer notre méthode a Iétude de cette équation. Son
adjointe de Lagrange est

2 d 2z ds
(Ey) T (x5,) — ‘d;(m%) = e ==, abﬁ;,l -+ (2 — m) Z’;‘I + xz.== 0,
d?z ds
(E;) ZE,} 1 1 7 : = LB =0

Document numérisé par la Bibliothéque universitaire Pierre et Marie Curie - UPMC - Cote : HF uf 166 25 3



SUR LES EQUATIONS DIFFERENTIELLES LINEAIRES ORDINAIRES. 59

I’adjointe de la premiere ligne pour I’équation (E,) est

(E d & b dle
2) da}(%)_ml =53 == 0,
d?z, dz,
d.xz 1 d 2 -+ XZy—= 0,
d*z A%
(E,) z dw; e (m—g)d; - 23, = O.
Par suite, nous avons
a’z dz
(Esp) x—gﬁz’i ) d;” e — B

Appliquant la formule (1) du Chapitre I de la deuxieme Partie, on a

les dérivations étant en nombre p.
Sim est un entier positif 2p, on voit que I’équation (E,,) est

Azt + x5 =0 ou dz =

X

elle admet les deux intégrales sina et cosa.
Donc :

1. L’équation

z‘dzz + 2 dz—l«zz——o
“dx? Y

ou p est un entier positif, admet les deux solutions

1 d 1 d )
B

le nombre des dérivations étant p.

De méme :
II. L'équation
d?z dz
Yar " 1z
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ou q est un entier posutf, admet les deux solutions

fwdx/xdx . .L/hcosxdx, !/‘xdx(fxdx. ; ..fsinxdx,

le nombre d’intégrations étant q.
L’intégrale de cette derniere équation

d’z f-4

xc—i‘%@ = 9(]7 = s O,

ou ¢ est un entier positif, peut se mettre sous une autre forme. En
effet, 'adjointe de la premitre ligne pour cette équation est

d?z dz
A ——r = D ——— XZ — O
det T2 gz T

Si z, et z, sont deux intégrales de cette équation, deux intégrales
de la premiére sont )

—dx
T et X2z,

Done :
III. ZLes z'nle’grales de l ‘équation

d?z 3 dsz
X—— —2g—— +x5=0
dx? 7 dx 'd %
ou q est un nombre entier posiutef, sont

xﬁqfci}_ii...ﬂ_cosx 229 d ,d, d 1
x x dx x dx ’ dzr = dx -;{;SID.Z‘.

8]~

le nombre des derivations élant q + I.

2. Ces résultats ont pu étre établis parce que I'équation de Bessel
ne change pas de forme par la transformation indéfinie qui a été
employée. Il suffit alors de prendre I'équation la plus simple de la
suite pour intégrer les autres. 11 existe des équations d’ordre supé-
rieur au deuxieme qui se traitent d’une facon analogue : ce sont les
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suivantes

n 5 dar—1z dr-2z dz
dazt dan—1 dzi—%

oua, b, ..., hsont des constantes.
L’adjointe de Lagrange d’une telle équation est

dar dn—1 .
(Ep) e (xs ) — ;t};,rlﬁ-r(ax”*“-:,) + e (— D)2 gy
41 dn51 v dr—1z
E) ‘“ Ui LRl e = ey
<1 i 2
[ n(n—1) ) 2
( - l——u———(n—-l) (n-—2)—(n—1) n--2)a—+ l)- e e

Elle a la méme forme que I’équation (E). Eecrivons-la

drz, drlz,
-+ a2t

A e g =0,

() o

d‘anl

L’adjointe de la premiere ligne pour cette équation (E, ) est

dn—1 , dnr—2 (l1:; -
(Eg) W:(Z?‘)__W< s >“]—+(——‘I)"’52 - 0,
n o~ n—1 ~
o195 s DB [(n—a)ay - by
(Es)

Cette équation ayant encore la méme forme que I'équation (E), on
voit qu’il en est de méme de toutes les équations de la suite.

La formule qui permet de passer de la solution de I'équation (E,,)
a la solution de I’équation (E) est
tod x4 d

T 2N dp 2 de e
le nombre de dérivations étant p.

3. L’équation (E) s’integre facilement dans les deux cas suivants :
1° Si, dans la suite qui lui correspond, on trouve I'équation

drz

( a ) .’I"lﬂi d[_r;

2t ls =0,
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c’est-d-dire
drz
— - 3=0;
dxl

2° Si, dans la suite qui lui correspond, on trouve I’équation

duz n—l/:;
a1 pr P et pr e ey gl =y,
c¢’est-a-dire
d’LZ dn——l; ‘ .
(0) ’%w+llp(i.—w'_'l -+ &z =0,

p étant un nombre entier.

Il suffit de montrer que les équations (a) et () s’integrent. L’équa-
tion (@) est une équation & coefficients constants; on I'integre par les
n expressions e**, o étant racine de 'équation algébrique r*+ 1= o.

~ Pour I'intégration de I’équation (b), posons z = ye*, on en tire

i‘: — ehx dy 2
de ~ S \dz ")

dn~—l 3 d/z—l y n—2 d 3
—~:em[ L e R R |

n—1 rh—1
dx dx

dr z dar dr -t d
— Sk JA 4 e G 7
dxn =& <d n +n)\dxn~1 +. +n) d {_)\L'})

L’équation transformée sera

ary i gk

dxl

+ (n)$+np)d —

_{_[nln—lx_'_n(n ____I)P)\n—‘_’]% +[x()."+1)+np7\”"]y:0.

St I’on prend pour A une valeur %, racine de I’équation A" + 1 = o,
I'équation devient

n 1)/
xd +(n7\1w+np)d ==+ ..

+ M e +n(n— [)p)\'f'_z]% +npdtTly = o;
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elle est de la forme que nous avons étudiée au Chapitre II de la
deuxieme Partie. Son équation algébrique correspondante est

n—1 4. n—1 .
AT e — np ATt = o5

elle a la racine -+ p.

Si p est un nombre négatif, I'équation (¢) a pour solution particu-
litre un polynome de degré p; soit P, ce polynome, I’équation (&)
aura pour solution 'expression P, ¢’*. On obtiendra ainsi les n solu-
tions de I’équation (b), puisqu’il y a n valeurs pour A,. Dans le cas ol
p est un nombre positif, I'adjointe de Lagrange de I'équation (c¢) a
pour solution un polyndme de degré p — 1, soit Q, ce polynome. Si
done y,, ..., ¥, ., désignent n solutions de I'équation (¢) convena-
blement choisies, on a

Ja Je V-1 |
’ 7’ r
Y1 Y2 Yr—1 |
(n—2) (n—2) (n—2) [
0 — X1 Y2 wee Ywea |
! yl ,}’2 R yn
’ ’ of?
J1 Y2 R Vi
(n—1) (n—1) |
Y1 .o oo Yn I

Mais, z, étant la solution correspondante a y, dans I’équation (b),

-on a
yi=z e M3,
=23, eMT— } 5 e M7,
yri=2zeM%— a3 e T4 A5 e M7,

En remarquant qu’'on peut, dans un déterminant, remplacer une
ligne par une combinaison linéaire des autres, on voit que

~1 e Snp-1
e-(n—l))wx{
~(n—2) =2
~n—1
O, = S . -
~1 “n
e—nhx |
’ |
I ~(n—1) -(n—1) |
Zy ks {
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Done

| #(n—2) ~(—2) |
| 3 Rl 2 &
T : : 1_’_1 e Q.M(r).iac'
‘ Z oo Zn 1
|
\ |
| (r—1) ~(n—1) ‘
I =it =N i

De sorte que I’adjointe de Lagrange de I'équation (&) admet la so-
lution Q, e »*. Puisque A, prend nvaleurs, on a toutes les solutions de
I’adjointe de Lagrange del’équation (4) et, par suite, toutes les solu-
tions de I’équation (b).

4. Apres avoir reconnu que I’équation (E) s’integre lorsqu’elle a,
dans la suite quilui correspond, une équation identique a (@) oua (b),
il nous reste & indiquer le moyen de reconnaitre a prioriles cas ot il en
est ainsi.

On établit par la comparaison des racines des ¢quations détermi-
nantes les résultats suivants :

IV. Quand on passe d’une équation (E) a son adjointe de Lagrange,
les racines de léquation déterminante du point critique o sont changdes
de signe.

V. Quand on passe d’une équation (E) a son adjointe de la premicre
ligne, les racines de l'équation determinante du point o (la racine o
exceplée ) sont changées de signes et augmentées de n.

L’application répétée de ces résultats fournit le suivant :

VI. Quand on passe de U'équation (E) a U équation (B,,), les racines
de U'équation determinante du point o (la racine o exceptée) augmentent
de pn; quand on passe de l'équation (E) a I"équation (E_gq), elles dimi-
nuent degn.

Considérons le cas ot une équation donne naissance i une suite ren-
fermant I’équation
dnszp

((Z) pr—1

1 =1 -
o X L= 0.

Les racines de I’équation déterminante du point o pour cette équa-
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tion sont 1, 2, ..., (n — 1); on peut en déduire les racines de I’équa-
tion déterminante du point o pour I'équation donnée. On arrive ainsi
au résultat suivant :

VII. Quand les racines de ’équation déterminante du point critique o
(la racine o exceptée) sont

1—pn, 2—pn, (n—1)--pn.

1° st p est un nombre entier positif, les solutions de I'équation (E) sont

données par
d d

I d i
T ot Az Az

1
"1 dx z®

s o
er,

<

le nombre des derivations étant petoétantracine de l’équation r'* + 1 =o;
2° st p est un nombre négatif, elles sont données par la formule

fx”“l dx fx" =, .. .fem dx,

le nombre d’intégrations étant p.

Dans le second cas, on peut éviter les quadratures par la considéra-
tion de I'adjointe de la premiere ligne de I'équation (E). En effet, son
équation déterminante aura les racines

pn—+(n—1), pn-+(n-—2), ..., pn-+I,

et 'on sera ramené au premier cas.
- Considérons maintenant les cas ot une équation donne naissance a
une suite renfermant I’équation

drz Ldt =l
) it =l e e

+ x" 1z =o.

Les racines de I’équation déterminante du point o sont
I, 2y ..., n—23, (R—1)—ng.
Donc :

VII. Pour qu'une équation (E) donne naissance a une suite renfer-
mant ’équation (), il JSaut et il suffit que les racines de leéquation déter-
minante du point o soient

t—pn, 2—pn, (n—2)—pn, (n -1)--p'n,
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ou
(n—1)—pn, (n--2)y—pn, 2-—pn, 1—p'n,

p et p' etant des entiers quelconques positifs ou negatifs.

Les résultats I et III integrent I'équation du second ordre dans tous
les cas ou I'intégrale générale est uniforme autour du point critique o;
mais, comme nous allons le voir, les résultats VII et VIII n’integrent
pas 'équation du 7' ordre dans tous les cas ol I'intégrale générale
est uniforme autour du point critique o. Cependant, dans ces cas, I'é-
quation du troisieme ordre se trouve intégrée.

5. Etudions donc I'intégrale de 'équation (E) autour du point eri-
tique o. L’équation déterminante du point critique o est

Jfr)=-+r(r—1).. (r —n+41)+ar.. (r—n-+2)...+hr—o.

Voyons d’abord la forme des développements. Soit & une racine non
entiere de cette équation etsupposons qu’il n’y ait pas d’autres racines
dont la différence avec £ soit un nombre entier.

Déterminons les coefficients du développement

14
2P Ayt At A 2Bt A A, bt

On a les équations

S(&) =o,

A=A = o A =5
A f(E+n) & =o,
A== A

Az,;f(g == 2]1) —— EAn =0,

et par suite le développement

3 E(E+n)

e S s L b e LSRG ) D §2n

S LT ey e e
g(g+n)(5—|—9n) Zheon

Lt BRECT A e ER)
SE+)f(E+2n)f(E+3n)
Cherchons maintenant les conditions nécessaires et suffisantes pour

que I'intégrale générale soit uniforme autour du point critique o.
Nous pouvons toujours supposer les racines de 'équation détermi-
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nante du point o positives, car, si elles ne 'étaient pas, il suftirait de
prendre dans la suite qui correspond  I’équation (E) une équation i
droite (E,,), dont les racines seraient positives, et les conditions qui
expriment que l'intégrale générale de I'équation (E) est uniforme
autour du point critique o sont les mémes que celles qui expriment que
I'équation (E,,) remplit les mémes conditions.

Soient donc o, a, B, ... les racines entieres rangées par ordre de
grandeur croissante, nous aurons le développement

S P A N I R S R T T +agaB+. ..
+logt (byx*+ byiq x*+) 4. ..
+log?¢(cgaf + cgpy 2BH) 4. ..
: 4
les équations qui déterminent les coefficients sont

W= Qo= s v— CQp—9 =0,
a, f(n) + na,=o,
Apigp=—- . .= Qap—1 =0,

il faut d’abord b, = o, et, puisque f(«) = o, il faut que a,_, = o, c’est-
a-dire que & — n soit, 4 un multiple prés de », un des nombres 1,
2, ..., (7 —1). En continuant, on verrait que § doit étre, 2 un multiple
prés de 7, un des nombres o, 1, ..., (n —1), sans que ce dernier nombre
puisse étre le méme que celui qui correspond i .

Donc :

IX. Pourque l’intégrale générale de I équation ( E) soit uniforme autour
du point critique o, i faut et il suffit que les racines de I’équation déter-
minante du point o (non compris la racine o) soient respectivement 1,
2, ..., (n—1), aun muliiple de n pres, positif ou négatif, qui n’est pas le
méme pour toutes les intégrales.

Ce dernier résultat, rapproché des résultats VII et VIII, montre bien ce -
que nous avons annoncé. Il n’y a que I'équation du troisieme ordre qui

soit intégrée lorsque son intégrale générale est uniforme autour du
point critique o.
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TROISIEME PARTIE.

1. Nous avons vu, dans la deuxieme Partie, qu’a une équation dif-
férentielle linéaire ordinaire
drsz dr s
on pouvait faire correspondre une suite doublement infinie d’équa-

tions
(Eg)a e (B ooy (B,

Un cas intéressant est celui qui se présente lorsque, dans la suite, on
retrouve une équation identique a I’équation (E).

Si, par exemple, la premiére équation identique a (E) est (E,,.,),
on voit que l'équation (E,), qui est I'adjointe de Lagrange de I’équa-
tion (E), est identique a I’équation (E,,.,), qui est aussi I’adjointe de
Lagrange de I'équation (E,,.;). En suivant de proche en proche, on
voit que I'équation (E,,.,) est identique & I’équation (E,,.,). Donc,
dans la suite, il y a une équation qui est identique & son adjointe de la
premicre ligne.

Si cette premiere équation identique a I'équation (E) est (E,,.,),
I'équation (E,,) est identique a I'équation (E,, ). Done, dans la suite,
il y a une équation qui est identique a son adjointe de Lagrange.

Il suit de la que les équations qui donneront naissance 4 une suite
présentant les caractéres que nous venons d’examiner seront celles
que U'on déduit des équations qui sont identiques, soit & leur adjointe
de la premicre ligne, soit a leur adjointe de Lagrange, en appliquant
notre méthode de correspondance.

Les équations qui sont identiques & leur adjointe de Lagrange ont
eté étudiées par M. Darboux et M. Bertrand ('); on pourrait étudier

(1) DarBoux, ZLecons, ete., loc. cit., 11° Volume.
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d’une fagon a peu pres analogue celles qui sont égales i leur adjointe
de la premiere ligne.

2. Lorsque, dans la suite, la premiére équation identique 4 I’équa-
tion (E) est I'équation (E,,), il se présente une véritable périodi-
cité, et I'on peut, en général, intégrer I’équation proposée par des
quadratures.

En effet, nous avons établila formule [voir deuxieme Partie, Chap. I,

formule (1)] 5 y ]
I 1 12, 1 a
Ldz l;"  dz b, , dz™*"

-~
2

Soient z,, z,. ..., 5, n solutions de I'équation (E) formant un sys-
teme fondamental; puisque 1'équation (E,,) est identique a I’équa-
tion (E), nous avons, en posant

i
dz bypy dax

| =

4 a=H(s,),
X

_N.
-

les égalités
H(s)=alz,+alzy+...+az,,

H(z,) =alz+ alzy+...+als,,
Hizp)=alsitolz ... als,.
Par conséquent

H(Az, +Bsz,-i-...+ Lz,)
=z (Aaj+Baj+...+Lal) + 3 (Aa?+...+ La2) +....

Pour que I'intégrale
Az +Bzy+...+ Lz,

se reproduise multipliée par un facteur constant quand on effectue sur
elle 'opération H, on doit avoir

A(a}—s)+Bal ...+ Lol —o,
Aot +B(a;—58)+...+~La? =0,

...................................... 5
Aa? -+ Boaf +...+L(a?—s) =o.
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Il faut que A, B, ..., L aient des solutions qui ne soient pas toutes
nulles; done

[(ai—s) @ o}
it %) (o3 —s) o s
1 I{(.S)¥ .................... | ‘_O.
|
| i (aps)|

Soit s; une racine simple de cette équation R(s) = o.
D’apres ce qui vient d’étre dit, I’équation

H(z) =s;5

a une solution commune avec I'équation (E). Ecrivons cette condition ;
en éliminant de proche en proche, nous arriverons évidemment i cette
conclusion que la solution commune doit aussi étre solution de

dz
.LA ;l_/[ e (B =t= Si)z,

A et B étant des fonctions de , mais ne dépendant pas de s. Donc une
intégrale sera de la forme

f‘b:f i
(1) SR T

s ayant une valeur numérique convenablement déterminée. Si nous
substituons cette valeur dans I’équation (E), on voit que nous aurons
une équation de degré n en s; les coefficients doivent étre des con-
stantes, puisque nous devons retrouver I’équation R (s) = o. Cette équa-
tion aura n solutions s,, s,, ..., s,, et en portant ces valeurs, supposées
différentes, dans’expression (1), nous aurons les 2 solutions de I'équa-
tion.

Il pourrait se faire que 1’équation en s obtenue ait des racines mul-
tiples. On traitera ce cas comme cas limite. Placons-nous, par exemple,
dans le cas d’une racine double.

Supposons d’abord deux racines voisines s, et s, -+ ¢, elles donnent
naissance aux deux intégrales

Beiasd
= =/(s1), 5= f(s1+¢).
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I’expression

&

est encore une intégrale : done, lorsque ¢ tend vers o, I'expression

of _Bas [Trta
o5, A ©
est I’autre intégrale.
Il est donc bien certain que 'on peut intégrer une équation (E)
lorsque cette équation peut donner naissance a une suite périodique.
Reprenons, dans le cas général, I'expression de 'intégrale

/‘B_t_‘,il ‘/7;/[1‘ /idx'
Gy gl A = eJ A

Considérons l'équation qui aurait comme solutions ces expressions
G S

B £
- i — | —=dx —dr . , .
multipliées pare J ; elles sel'ontef“ . Faisons dans cette équation
. dx ey . : .
le changement de variables == = dy. Nous aurons une équation qul

aura des solutions de la forme

elsdy — gsy,

Ce sera une équation a coefficients constants.

Donc les équations qui donnent naissance 2 une suite périodique
peuvent toujours se ramener a des équations a coefficients constants a
I'aide d’un changement fonctionnel suivi d’un changement de variable.
Ces dernieres équations ont été étudiées par M. Halphen (*).

Il serait d’ailleurs facile de voir que les équations a coefficients con-
stants donnent naissance 4 une suite périodique de deux en deux.

3. Nous allons donner une application dans le cas du second ordre.
Soit une équation du second ordre

(1Y Mémoires de I’Institut ( Savants c¢trangers), année 1884, t. XXVIII.
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Considérons la suite correspondant a cette ¢quation <je supposerai

; : . d’z
que, dans toutes les équations, le coefficient de 53 est 1)

e O (E)’ (Ei)a 950D (EZIL)a

avec
d2z dsz
CE = T /ch-z’; + kpz= 0,
on a les récurrences
d
= —h, hy—=— Te logk, — hy,
/flzk—i-/l, kcﬂ;‘jki.
dx
En ajoutant les formules
d
= & B h,
ko= ky,
d
ky=— k, — T iy,
d

kc) = k —_—— ]1
2 1 2 2n—
n 2n d 2n—2y

on a

d
kon—y=kan= k — e (Rl ATy y).
De méme, en ajoutant les formules

T (;L+ll1)::O,
d
foy - hy—— e logk,,

S (/lz—*— /75) — 0,

d
/1272—1 == hgn = (Tf 10{%/%1—1,

on a

1
hrop = h — Z{{;loghkg.../{m "
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Par suite, pour que
kon—k,  hg,—h,

il faut et il suffit que

d
gt et ps) = o,

d
—CEInglkg. S8 e ./A"Q,L_l =0,

ou bhien
I+ hy~+...+ hy,_,— const.,
i s o s e OIS T,

puisque 4,, = — A,,_, ; ces conditions équivalent &
I+ hy—+. ..+ hyp_y== const., /
el Ao e p o oe ko= CONST.

Sutte periodique de 2 en 2. — L’équation qui donnera naissance i

une suite périodique de 2 en 2 sera, en appliquant le résultat préce-
dent, celle pour laquelle # = const., £ = const. ; alors, pour une valeur
convenable de s, elle aura une solution commune avec

A ou -C£~—s~
ky dz” ds kT

S5 =

c’est-a-dire que les solutions seront de la forme e**. On arrive ainsi i
un résultat bien connu.

Sutte périodique de 4 en 4. — Pour que I’équation

s R R
dx? L

donne naissance a une suite périodique de 4 en 4, il faut et il suffit

(2) hi+hy=—2a, kyks='0,
mais
d
ko=, =0k, klf:/;'——%h;
donce
« s 2 d e
(3) A<A~ %/L> -

2

10
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D’autre part,
d
/l;;: == alog/[- = /l,
/ll =
Portant dans (2), on a

d
(-Elogk—e— 2h =2a,

14

2 dxlng -+ a.

(4) h=—

Si nous portons, dans I’équation (3), nous avons l'équation qui
donne £

i 1 d? N,
() <A—+—5d—x210gl.)_z,
posons £ = €, nous avons

1 d?u
uw L =
ilEete beithi
.. du S
en multipliant par —= ct en intégrant, on a

B 2+6"+be‘“+0——0'
4 \dzx e

d’ol1, en revenant a la variable £,

2
<%> + 4K+ 4 bk + ck*=o,
i dk

T V=L —ck—4bk

Mettons cette quadrature elliptique sous la forme ordinaire; posons
k=—u—+ a.

Nous avons sous le radical

hub—ur(120 + fc) + u(12a*+ 8ac + 4b) + (— ha> — hea*— fba);

prenant ¢ = — 3a, on a

hut— u(120>— 40) + 8ad — 8ba;
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posant
gy=1202— 4 b, gs=8a(b—a?),
on a
I du
T Vie—g—g
Donce
u=p(x) et k=—p(x)+ .

Appliquant la formule (4), on a

P

2 z—pla)

L’équation qui donne naissance & une suite périodique de quatre en
quatre est donc

; d’z 1 p'(x) ds
ou p(z) est la fonction de M. Weierstrass, g, et g, étant arbitraires.
La quantité « dépend de ces g, et g;. Quant a a, c’est aussi une
constante arbitraire.
Intégrons cette équation. Elle a une solution commune avec I'équa-
tion

2 0 7K PN
ky dz ks dz” 7
ou
ke W, ds
Kk dwr Kk de T
mais

kky=b,  ky—k.

La solution est donc commune aux équations

(h+ 3 5 )i+ (k- )s =0,

/11 dk ds / o L
(5 _}+a>¢Tr+(A -+ bs)z = o.
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Les solutions sont donc de la forme

il */\erc— dx

d
1)——10 gh+ a
== a0

Pour déterminer s, il faut substituer cette valeur de z dans I'équa-
tion; apres réduction, on trouve

3
bs? + <—4—0C —a,"’b> S+1=—=o0,
et 'on a ainsi les solutions.

Nous allons nous proposer maintenant de former 1'adjointe de
'avant-derniere ligne.
Soit ’équation

dis diats dit s
(7) dx” i dz! VA dxlt 2

s el N R Ol SO

Pour avoir cetle adjointe ('), il faut éliminer y entre les deux équa-
tions

U=a y — ==

d!l——‘l 17 (lll" 2 (ln—:}

e O i WY ik L ] "
dz™1 — drpr—= ay Ao Ay +...+(—1) a, V.

La seconde équation peut s’écrire
dz™ = do\N e T dx VT I A

e d”*‘( dy da, > et
1 ay

Enremplacant E)?/ par sa valeur tirée de la premiere équation, il vient

d 1ty di3 as? da it
W-f—d e 3(dzlt)-—-_d e 3<(lidq+;z;~—a3 y—i— e

(1) Four dans la premiére Partie.
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Si donc nous posons

as
G a+ o — A=,
do
a;o +a'_x “+a,=f,
................... :
di
ah + (1) g, =1,

nous concluons qu’on a I’équation adjointe de I'avant-derniere ligne
en éliminant y entre les deux équations

du~1u d/1—3 . d/lv’« A
F+ 35’7‘—3(%u) + o (at) +...+ku="0y,
d
Uu=—=ay — dg.

Deux cas sont a distinguer :
1° 2 0. — En posant symboliquement

n—1

. ., d
by =F¥(u)="—3 + f(u),

on voit que 'adjointe de I’avant-derniere ligne est

d F(u)

a . o=
Z{;—e———?r(zt)+zt_o,

!

1 d g a\ .
»g—ﬁF(u)——<——2+~6—>P(u)—|—u:o,

d d d Tzt ’
(8) zix—.ult+("i;f(ll)ﬁ<£log0+a1> [W —i—f(lt)}-i‘*@ll/:().

En prenant I'adjointe de I'avant-dernitre ligne de cette derniere
équation, on doit retrouver I'équation proposée. Par un calcul tres fa-
cile, on arrive & montrer que l'adjointe de I'avant-derniere ligne de
I’équation (8) est

dn. 3 n—1 ~

d disai
(9) W—F—Q(z)—%—al[m—%c‘o(z)]iéz:o,

dx

¢ (=) étant Padjointe de Lagrange de I'expression f(u).
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L’équation proposée pourra donc se mettre identiquement sous la
forme (9).

2° §=o0. — Puisque P'équation propos¢e se met identiquement
sous la forme (9) dans le cas ot 0 = o, elle s’écrit

d/z,; d d”"l,’.f
(10) W—*—(E?(:)—l—m[m—i—q(:)il_o

Done I'équation aura les (7 — 1) solutions communes de I’¢quation

dr—1g

c?;zT—T ‘f—G(G) = 0.

On verrait facilement que, dans ce cas, il n’existe pas d’adjointe de
I'avant-derniere ligne, parce que les n expressions qui devraient étre
solutions de cette adjointe ne forment pas un systéeme fondamental.

5. La méthode de correspondance que nous avons exposée dans la
deuxieme Partie est basée sur la considération de I'adjointe de la pre-
miere ligne et de 'adjointe de Lagrange; il est clair qu’on pourrait,
par exemple, en établir une autre basée sur I'emploi de I'adjointe de
Lagrange et I'adjointe de 'avant-derniére ligne. On aurait ainsi une
méthode tout a fait pareille. Dans ce cas, la suite serait terminée lors-
qu'une des quantités 0 serait nulle. La considération de la périodicité
dans cette suite donnerait des conclusions tout & fait pareilles i celles
précédemment développées. On étudierait par ce procédé les équations
identiques & leur adjointe de Lagrange ou & leur adjointe de I'avant-
derniere ligne et celles qui s’en déduisent par la méthode. Enfin les
équations qui donneraient naissance 4 une suite véritablement pério-
dique rentreraient toujours dans la classe d’¢quations qui se ramenent
aux équations a coefficients constants par un changement fonctionnel
suivi d'un changement de variable.

On peut encore aller plus loin et former des correspondances autres
que celles-la. Considérons, par exemple, dans les équations du troi-
sitme ordre et des ordres supérieurs, les adjointes de Lagrange, de la
premiere et de avant-derniere ligne. On peut réaliser avec ces équa-
tions une correspondance sextuplement infinie. En effet, une infinité
d’équations seraient obtenues en prenant, par exemple, I'adjointe de
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Lagrange de 'équation donnée, I'adjointe de la premiere ligne pour
cette deuxieme équation, I'adjointe de 'avant-derniere ligne pour cette
troisieme équation, I'adjointe de Lagrange pour cette quatrieme équa-
tion et ainsi de suite. On obtiendrait les cing autres infinités d’équa-
tions en prenant les autres arrangements des trois lignes. Cette cor-
respondance serait évidemment telle que la connaissance de I'intégrale
générale de I'une quelconque des équations entrainerait celle de toutes
les autres. 11 y aurait en plus des correspondances univoques entre
les solutions de certaines équations.

Cette méthode serait évidemment plus puissante que celle dont
nous nous sommes servi pour étendre des caracteres d’intégration;
a un autre point de vue, si 1'on savait intégrer une équation particu-
litre du troisieme ordre, on pourrait par cette méthode trouver un
type plus général que I'on saurait intégrer et qui renfermerait plu-
sieurs entiers arbitraires.

Vu et approuvé :
Paris, le 29 juin 189o0.
LE DoYEN DE LA FACULTE DES SCIENCES,
G. DARBOUX.
Vu et permis d’imprimer :
Paris, le 29 juin 18go.
LE Vice-RECTEUR DE L’AcADEMIE DE Paris,
GREARD.
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SECONDE THESE.

PROPOSITIONS DONNEES PAR LA FACULTE.

ixposé des différentes méthodes qui permettent de déterminer les
surfaces minima passant par des contours donnés. — Probleme de
Plateau. Sa solution dans les cas les plus simples.

Vu et approuvé :

Paris, le 29 juin 1891.

Le Dovex pE LA FicuLti DES ScIENGES,
G. DARBOUX.

Vu et permis d’imprimer :
Paris, le 29 juin 18gr1.
L Vice-RecTteur pe L’Acapimie pE Paris,
GREARD.

17589  Paris. — [mprimerie GAUTHIER-VILLARS ET FILS, quai des Grands-Augustins, 55.
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