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THESE

DE MECANIQUE.

Sur les mouvements vibratoires dune verge e’lastique.

1. On entend par verge élastique une verge droite ou courbe
qui reprend d’elle-méme sa forme naturelle des que les forces qui
Ven avaient écartée cessent d’agir sur elle et que tout mouve-
merit a cessé. Une verge élastique pourra changer de forme soit parce
que les différents filets longitudinaux dont elle se compose seront
allongés ou raccourcis, soit parce qu’ils seront infléchis, soit parce
qu’ils seront tordus, soit enfin parce qu’ils seront dilatés ou con-
tractés dans le sens de leur section normale : mais Iexpérience
nous apprend qu'un corps que 'on a écarté de sa forme naturelle
au moyen de la flexion ne peut éire parfaitement élastique qu'an-
tant que son épaisseur n’est pas trop petite; autrement, ce corps
deviendrait parfaitement flexible, c’est-a-dire ne conserverait plus
aucune tendance & reprendre son état naturel.

2. Nous avons dit que la courbure de la verge élastique pou-
vait étre quelconque dans P’état naturel; mais dans tout ce qui
suivra, il ne s’agira que d'une verge naturellement droite; nous
supposerons aussi sa longueur considérable par rapport 4 son épais-
seur; enfin elle sera parfaitement homogene, et parfaitement pris-
matique ou cylindrique. On pourra toujours décomposer, par la
pensée, une pareille verge en un nombre infini de filets longitu-
dinaux; il y en aura un qui passera par les centres de gravité de

I..

Document humérisé par la Bibliotheque Interuniversitaire Scientifique Jussieu - UPMC



(4)

toutes les sections paralléles aux bases de la verge : nous Vappelle-
rons filet moyen.

B— ‘ C
A M

3. Considérons une parcille verge, dont BC sera le filet moyen;
prenons sur BC un point A que nous supposerons fixe, appelons 5
la densité de 1a verge, @ laire d'une section normale; supposons
Vaxe des x positifs dans la direction AC de A vers C. Si 'on prend
sur BC un point quelconque M placé 4 une distance x de l'origine,
le point M’ infiniment voisin et & droite de M sera & une distance
de Forigine marquée par x +dx, et si 'on considére la masse in-
finiment pelite comprise entre les deux sections normales qui cor-
respondent aux points M et M/, cette masse sera 9@dz. Si nous sup -
posons maintenant que des forces particuliéres viennent agir sur les
différents points de cette verge dans le sens de Paxe des x, alors
les diffévents filets longitudinaux éprouveront un allongement ou
se raccourciront; le point M que nous avons considéré aura pour
abscisse x -}~ u, « étant une quantité positive ou négative selon que
le point M se sera éloigné ou rapproché du point A. Nous suppose-
rons enfin que tous les points qui se trouvaient primitivement
dans une méme section normale s’y trouvent encore quand les
forces dont nous avons parlé sont appliquées & la verge.

4. La résistance que la verge oppose au rapprochement ou a
I'écartement de ses molécules est une force qui s'exerce normale-
ment aux sections de la verge perpendiculaires au filet moyen, et
si I'on appelle T cette force rapportée a la section normale qui cor-

A L4 K4 dT .
respond a I'élément ywdx, elle sera T + —= da sur la section nor-

male correspondant & l'autre extrémité du petit cylindre dont la
hauteur est dx; et si nous appelons X la force appliquée a I'unité
de masse de la verge au point x, il faudra pour V'équilibre de la
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tranche infiniment mince comprise entre les deux points, que
Pon ait

dl‘

= + X =
5. Il est facile de passer de I'équation d’équilibre a celle du
mouvement. Le point M dont Pabscisse est x dans V’étal naturel de
la verge a pour abscisse x dans I'état de mouvement et au

bout du temps ¢; sa vitesse est don(, la force accélératrice perdue

pendant Pinstant dt est X— —. Si p est le poids de la verge, et [
de ’ 1 .

sa longueur, g sera égal & 7wdx. Enfin la tension T est propor-

tionnelle au rapport de l'allongement du 4 la longueur primitive

da de I'élément, aiusi que le fait voir Vexpérience. Nous pouvons

du ; . : s o1
donc poser T =@ —, @ étant une tension donnée qui dépendra de

la nature de la verge. En substituant ces différentes quantités dans
I'équation d’équilibre, et faisant
87 4 et X = 0,
1)
on trouve pour I'équation du mouvement dans le sens de l'axe

des x
diu , du
- = a

Quand on aura intégré cette équation, on aura r en fonction de x

. di
et de £, on en tirera = et — du ce qui donunera T, et si 'on a déter-

de dz’
miné tout ce qu’il y a d’arbitraire dans la valeur de « donnée par
Pintégration, le probléme sera complétement résolu.

6. Quoique I'on sache intégrer cette équation sous forme finie,
il sera plus commode pour découvrir les circonstances différentes
du mouvement d'en chercher l'intégrale en séries. Or st l'on
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fait
u = Pe* 4 P 4 etc.... (a)

P, P’. .. étant des fonctions de x et a, #'... des counstantes, on
aura une série qui, bien qu'elle ne contienne pas de fonctions arbi-
traires, ne sera pas moins générale que l'intégrale sous forme finie,
si Pon détermine P, P/,... a, «'... de la maniére la plus géné-
rale. Cette méme série peut étre transformée en une autre,

u == pcosmt -~ p'cosm’t... <~ gsinmt 4 ¢’ sinm't 4 etc.,

en déterminant’p, p's... ¢, ¢',... m, m'. .. de la maniére la plus
générale. Cette derniére forme, qui se déduit de la précédente en
changeant les expouneutielles en lignes irigonométriques, sera plus
commode dans le cas dont il s’agit maintenant.

7. Je tire de I'équation (a)

d.{
de

d'u d-p dp’' ’
I =i cos mt +d.r’ cosmt, + sm mi + ks - sin m't.

~— pint cos It — p'm’ cosm't. . . —gm?* sin mt-—q’m"sin m't,

Je porte ces valeurs dans I'équation (1):
pm* cos mt - p'm’®cos m't. ..+ gm®sin mt -+ q’ m'* sin m't
dn da /
= a* (d—g cos mt - 2—5 cos m't. . -|— sm mt--etc. )

Puisque cette équation a lieu quel que soit ¢, on trouve, en iden-
tifiant,

l
°

dp — dp -
a 5o -+ pm* = o, a 3 -+ pm*
d'g dig’

- Iola oo
adxn+qmn_0’ adxg +qmn——0..o

En intégrant ces équations, on a pour les deux premiéres

mx

mx . mx - mxT
= s —— - Bsin = = = s
P Acos ——+ = g C cos — + Dsin—,
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(7)
et ainsi des autres. Et comme A, B, C, D sont des constantes tout-
a-fait arbitraires, et que les constantes m, m’... sont aussi quel-
conques, on peut écrire la formule (@) plus simplement sous cette
forme

u=—3 (A cos"—Z—x—[-B sinzzzir ) cos 1nt+2(C COos ﬁ;—{—D sinzaf >sin mt...(b)

les sommes = s'éiendant & toutes les valcurs possibles réelles on
imaginaires des constantes A, B, C, D, m.

Je vais maintenant déterminer ces constantes d’aprés les condi-
tions auxquelles la verge est assujétie pendant son mouvement,
et aussi d’aprés son état initial.

8. Si les extrémités sont fixes, et que l'origine des cooidonnées
soit placée 4 un des bouts de la verge, « sera constamment égal
a zéro pour x == o et x = I, [ étant la longueur de la verge
dans son état naturel. La premiére de ces conditions donne
A = o0, =C = o0, et comme chacun des termes de la somme
= se détermine indépendamment des autres dans l'équation (5),
puisque chacun des termes dont u est la somme est une in-
tégrale particuliére de l'équation (1), chacun des termes de la
somme =A sera nul; il en sera de méme des termes de la
série =C.

De la seconde condition résulte :

EBsinm?I = 0, =2Dsin— = o;

. . . ml ,  ml .
on y satisfera en faisant sin — =0, d’ot — = i, { étant un nom-

bre entier positif ou négatif, mais réel. La formule (5) prend donc
la forme

. . . imat
u = Zsin ?(Bcos% -+ Dsmmla) ... (€)

11 ne reste plus qu’a déterminer les constantes B et D soumises au
signe 2: ony parviendra en considérant I'état initial de la verge.
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. d ’ o e
9. Pour cela, soient u = @x et —El—: = @'x les valeurs initiales de

u et de g;—‘ : ces fonctions @ et ¢’ seronl données arbitrairement de-

puis 2 =: 0 jusqua x = {; cependant elles doivent étre nulles
pour ces mémes valeurs de x, afin quiil n’y ait pas incompatibi-
lité dans les données de la question. Cela posé, je multiplie Péqua-

tion (1) par sin # dx que jappelle Xdx pour abréger, et j'in-

tegre depuis x = o jusqu'a x == L. Le résultat s'écrira ainsi :

ly du Ry 7
foxd—t,dx = ajo X.Fdl’,

mais en Intégrant par parties

fxd;;dx=xg +f e

les quantités délivrées du signe f sont nulles aux limites, et
d*X % . 'zx , . f . , .
= — Eosin——, et I’équation précédente pourra s'écrire

alnsl :

L irx
a2 u sin ~Zomdx . ! 4
° d S E wein % doe =
ar 7 Jo 7 =0

on trouve par l’intégration

f usin l—"‘z dx = Ecoq + Fsi L rat , E et Fétant arbitraires.
o

Cette équation ayant lieu pour toutes les valeurs de ¢, j'y fais
t==o0, ainsi que dans sa différentielle par rapport a ¢, et jobserve

y ) d Y 3 . e
que l'on a par hypothése t=o0, u=ox, d—l: == ¢’z & lorigine du

mouvement. Il en résulte

4 . 7 v
E =f:) ox sin l—’;fdx, F = - YT de.

Vax
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Je remplace dans I'équation ci-dessus E et F par leurs valeurs, etu
par sa valeur tirée de ’équation (c)

wat . Ixat
[ sin —a’xzsm - (B l——-{-Dsm 7 )
urat z 1 . Jrxx . 'mat
—-( / pxsin® — dx) +7 (jo @acsin de)sm -

1 xx . Ix . .
Mais /; sin - —- sin T T dx = o toutes les fois que 7 et i ne sont

. (d)

pas égaux et de mémes signes, ou égaux et de signes contraires.
Les termes de la série = se réduisent donc & deux quand on donne
a i’ une valeur particuliere, alors cette équation ne suffira pas pour
détermiaer la constante B et la constante D pour une valeur parti-
culiére de 7, et il 0’y a rien dans la question qui puisse servir i les
déterminer. Mais si 'on convenait de représenter par B et par D la

v . irat . Izat .
somme des coeflicients de cos et de sin— dans la premieére pa-

rentheése de I'équation (d) pour une méme valeur positive et néga-
tive de i, alors ces coefficients seront déterminés; car on n’étendra
plus dans la formule (c) les valeurs de i que depuis zéro jusqu'a
Iinfini; on fera =/ dans I'équation (d), ce qui cst maintenant

. . . inx /
permis, puis on observera que f si* —= dzx = -, et Von anra
o 2
lwat
Be +D =3 (/ (pxsm——dx) cos

2 ; . I»zx mat
— sin — dx n-—.
—{-a“r (j; @ x sin 7 )51

Je porte ces valeurs dans 'équation (c) et je trouve enfin

‘Tat
u= ; fcpxsm—dx)sm osn—la

([ ¢'x sin —dx) sin 7% gin 72 (e)

7

. , . d du
On tirera de cette équation la valeur de 7:‘ et celle de o0 €t Pon
2
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aura la vitesseiv-et la tension T d’un point quelconque de la verge
a un instant quelconque, ce qui est la solution complete du pro-

bleme.
Si Yon fait £ =0 dans cette équation et dans son équation diffé-
rentielle par rapport a £, et que l'on ait égard aux valeurs initiales

de u et de , on trouve
Ppx =32(fl¢xsin§fdx)sinilx,
q).x_..—E(/ (pxsul-—-d.r) iz,

Ces deux formules parfaitement semblables n’en font réellement
qu'une. La premiére, par exemple, donne toutes les valeurs d’une
fonction quelconque de & continue ou discontinue entre les limites
x=o0 et x=1: et bien que cette formule ne soit pas démontrée
directement, on ne saurait néanmoins en contester I'exactitude.
Cependant, comme nous en ferons usage par la suite, nous allons
la démontrer directement.

(4)

10. Je considére la fraction rationnelle par rapport a 4

t — h
[ —2kcosl + B °° (l)

dans laquelle § désignera un angle réel. Je divise son numeérateur
par son dénominateur, et je irouve aprés quelques réductions
évidentes

1 — h®

T—2hcosbifr 1~ 2k cos 0 4 2A* cos 20 + 2/° cos 36 .

2k cos (n4-1) 6—2h7+2 cosnd

-+ 2h* cos nfl + 1 — 2h cosb + A )

Si n est infini, le terme complémentaire de la série est nul dans
I'hypothése de % plus petit que V'unité, et dans ce cas, on aura en
toute rigueur,

1 — h*

t—2hcosO4- b2 ! -+ 22k cosnfl; . f2)
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en étendant la somme = a toutes les valeurs entiéres et positives de
n, depuis n==1 jusqu’a n= co.
Eun désignant par « une constante réelle, et par £ une fonction
arbitraire de §, on a encore :

[ focd+azke | Tcosn(§—a) fidi= f:(. _h)g:r—zg);fnidf(e — )

Jappelle rc une quantité positive et infiniment petite ; je faish=1—gu.
1l en résulte A*==(1 —p)"== 1 pour des valeurs finies de 7. Comme
I'équation (3) a lieu pour des valeursde % plus petites que P'unité,
on pourra mettre 1—za la place de % et l'unité par conséquent
pour toutes les valeurs de n qui ne sont pas infinies. Pour savoir
si Pon peut encore mettre I'unité 4 la place de % pour les valeurs in-
finies de n, on intégrera par parties et I'on trouvera

fcosn (G—sc)deQ_-':-j—;i sinn (§—a)— ,ll fsinn (6-a) i{;% df;

. . . copr .y dfe o
etsi f8, nison coefficient différentiel % ne passent pas par Vinfini

entre les limites §==0, §=ar ni pour ces limites, 'intégrale devien-
dra nulle pour 7= . Ainsi 'on pourra, dans tous les cas, substi-
tuer l'unité &  dans le premier membre de I'équation (3); eten
négligeant x> par rapport 2 24, elle prend la forme

if:f@dg + Ef:cos n(§—a) fidt = f:‘u2+4£{?f0(0_d) e (4

Cette derniére intégrale ne peut avoir de valeur qu’autant que
§—a est infiniment petit. Donc, si a n’est pas compris entre les li-
mites o et 7, et s'il n'est égal ni a 'une ni & Pautre de ces h-
mites, il fandra que l'on ait

if:f@ dy + = f: cos n(f—a)f§df = o... (5)

Si au contraire « est plus grand que zéro et plus petit que =, on
fera § — 2 = z, z étant une variable positive ou négative, mais qui
2..
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devra rester infiniment petite tant que l'intégrale du second membre
de Péquation (4) ne s’évanouira pas. Je fais sin{f— zz) iz,
Ji=/(a), et j'integre depuis — ® jusqu’a -} o, ce qui est sans
inconvénient d’aprés Pobservation précédente. La valeur de cette
intégrale est 7/, et Véquation (4) devient

/08 + = [7 cos nlf—a) fold =mfa.  (6)

!
. BT . .
Je fais § = — et J8== ¢x’; je porte ensuite ces valeurs dans les

e
équations (5) et (6); je fais a = — == dans la premiére et & = —

dans la seconde; les limites des mtegrales relatives 4 8 se trouvent
changées et les équations (5) et (6) deviennent

-;;f:@x’dx’ -+ ‘ilzfo“ ox’ COSTE;——W dx’' =o, (7)
f ox' dx’ - Ef ¢x' cos —— ( —2 L =o¢x. (8)

Ces équations , retranchées I'une de l’autre, donnent précisément
la formule qu’il s’agissait de démontrer,

2 a ; » nxx’ . N\ . nmx
tpx::‘—lZ(fo ox sm—a-—dx)SInT, (9)
formule dont le second membre représente toutes les valeurs de la

fonction arbitraire @ entre les limites o et a ; et c'est ce que nous
nous proposions encore de démontrer.

11 Je revieos a la formule (¢). On voit & son inspection que
la valeur de redeviendra la méme toutes les fois que £augmentera

. 2f .
d’'un multiple quelconque de -3 i} en sera de méme des valeurs

. . 2l . .
de v et de T. Donc, si l'on fait T =, le temps d'une vibration
sera représenté par 7, el sil'on met dans la valeur de 1, au lieu

L [/ . ..
de 7, sa valeur \,./{’:I,E: on aura T = 2 \/”—@, et s1 'on divise
o=
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'unité par 7, et que Von représente le quotient par n, on trouve
n =—;— \/ i—? . Ce nombre r est le nombre de vibrations que fait
la verge dans I'unité de temps, etil fera connaitre immédiate-

ment le ton donné par la verge.

12. Supposons que l'une des extrémités soit libre, par exemple,
Vextrémité correspondant & x = I, et que l'autre extrémité cor-
respondant & x = o soit fixe. L’équation différentielle du mouve-
ment sera encore la méme que précédemment, mais il faudra
déterminer les constantes d’une autre maniére, puisque on
n’aura plus z == o pour x = /. Mais on remarquera qu’a I'extré-

e . . , du
mité libre, la tension T est nulle, par conséquent >~ = o pour

ce point et pendant tout le mouvement, et 'on aura toujours u =o
pour x = o. Cette derniére condition, introduite dans l'inté-
grale générale qui est 1’équation (6) du n° 7, donne, comme
on I’a expliqué au n° 8,

u= =B sin%"fcosmt -~ 2D sih % sin mt.

Si 'on différentie cette équation pour avoir d‘ » que Yon égale le

premier membre a zéro, que 'on mette [ & la place de x dans le
second, et que l'on observe que cetie équation aura lieu quel

. . . ml ..
que soit ¢, on y satisfera en faisant cos - =0, ce quiexige que

(2f — 1) wa

m = ————. De cette maniére, u prend la forme suivante :
u =% sin @) T2 [ cos S Py pain =P me),

Je suivral, pour déterminer les constantes B et D, une marche
analogue a celle que jai suivie dans le n® 9. En représentant
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3 -
sin & :l”m: par X pour abréger, un a Véquation

Iy du o lX du d
/; X 2?; dx = a '/‘0 i )
et en intégrant par parties , on trouve

['de,dx—x Sl_:_ dX+f d*k

Ce qui est hors du signe f est nul aux limites par hypothese et

y o aX (2i' — 1)%* i
dailleurs —— = — —F X. On peut écrire I'équation précé

dente ainsi qul suit :

7]

a f wXdx . .
° (2l ~—1)35%a® Pl o .
= T [, w¥dx = o;

d’ou

.
f Xudx == H cos > l  7wat+-H, sin 2 l — 2 orat.
]

Je détermine H et H' en faisant £= o dans cette équation et

dans sa différentielle par rapport & ¢, et j'observe que pour t=o
d ? 7 . ’

on au=—px et —;t =¢'x, ¢ et ¢’ étant des fonctions données de-

puis x == o jusqu’a & = { et qui satisfont aux conditions auxquelles
sont assujéties les extrémités de la verge. Les valeurs de ces cons-
tantes sont :

—/\ ¢xsm( ll)rxdx H= (2L-—1)aarf <p.7csn(u ll)Lxx

Je remplace dans I'équation précédente H et H', « et X par leurs
valeurs

L. (i —1)mx , _ . (2i——1)7rx[: I)yral ( 1) xat
‘/‘o sin -—27———dxzsm al Bco 57 +Dsix —2—2-——]

z . (2 — V)wx (28— 1) mat
= [fo ¢pxsm——7— dx:l cos ——;l__._.

!
+(2z” 2ll) a [f dmin ‘)7’"’ dx] = l) -
) ax o
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Mais

1 —_— .
f sin (2i — 1) 7z sin (28 — 1)z dx = o,
° 2 2l

quand / et i/ ne sont pas égaux et de méme signe, ou égaux
et de signes contraires; et si 'on a réuni dans la somme =
que contient %, sous uun méme coefficient B les deux termes qui

. 2l—1)7at (2{ —1)mat .
correspondent a cos( 21) et & cos — Py AR et de méme

pour les sinus, ainsi que cela a été expliqué au n° g, on n'é-
tendra les valeurs de [ dans la somme = que depuis i = 1
jusqua i= c; on fera i=={ dans l'équation précédente, et
comme
flsiﬂ’ (2 — 1) TE e 1
o 2l 2.’

il en résulte

B :;/1¢x sini":'—l":—l')-ﬂzi;r,

et
_ (2t — 1) 7z
D = mf @xs]n'—‘l——(i‘r.

La valeur de « sera ainsi complétement déterminée, et 'on aura

U= —2[[ (p.%‘sm I) 72 dx ] sip PE= =z o (@i Vrat

LY al
+ ;;2 [ ﬁ cp’xsin

)wxd ] (2l—l)wxsi (2i-—|)xaz.
25 —1
En faisant £ = o on en lire

2/ 2l
l )  — . (20 — D w
cp:;c:zl}:[:/ﬂo Qx sin (f——ﬁ)f—x-dx] sm@—#)—f; (B)

on tirerait une formule tout-a-fait pareille en différentiant la va-
leur de % par rapport & £ et faisant ¢==o dans le résultat.
Cette série peut encore se tirer des formules (7) et (8) du n° 10:
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nous la démontrerons bientdt directement, et elle satisfait, comme

cela doit étre, aux conditions @x=o0 pour xr=o et ‘%r_—: 0
pour x =1,
Toutes les fois que £ augmentera d'un multiple quelconque

41

‘état de la verge redeviendra le méme qu’il était: le ton

fondamental sera donc une octave au-dessous de ce qu’il était
dans le cas précédent, puisque le nombre des vibrations, ainsi
quon peut s'en assurer, sera deux fois moindre dans lunité de
temps.

15. Examinons enfin le cas oh la verge est libre dans toute sa

longueur. La tension est nulle aux extrémités, il faudra donc que
, .. d .- . .

I'on ait d—:‘:= o pour x==o0 et x =l. Ces condilions introduites
dans l'intégrale générale qui est I'équation (6) du n° 7, donnent

ml .
B=o, D= o, — = i7,
et par conséquent
inx izat
u=2(:os—"l—(Aco ‘4 Csin 2 ),
formule dans laquelle nous pourrons supposer i entier et positif,
pourvu que V'on ait réuni en un seul les deux termes qui corres-

pondent & une méme valeur de i pris positivement et négative-

d*u d'u
ment. Je multiplie I'équation fondamentale - =a® -, par...

lv v sy \ ] . x
cos —%—dx et j’integre les deux membres depuis & ==0 jusqua

x =1, exactement comme dans les deux cas précédents; puis je
détermine aussi, comme précédemment, les constantes ameneées
par l’intégration etje irouve, tout calcul fait :

flc 7% dxZcos = = (A l ! +Csi mu)

= (f ”mt—{-— (f cos = — o xdx) sin m'
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or

7rx 171'.!
c05 2 cos —dx = o,
o 7 ]

quand i et ¢ sont inégaux; et quand. i == cette intégrale a pour

valeur , d’'ou 1l est facile de tirer
. .
A=2 cos == Qxdx,
1) o I
. .

et C = —:2— CcOS I—W—E (p'xdx

iza | o {
[l est évident que l'on doit faire aussi i =o dans la valeur de u;

dans ce cas, les cosinus deviennent égaux a V'unité et les sinus
égaux a zéro. L'intégrale définie

ﬁlcos’bf—lxdx=l, A “‘_f pxdx.

. . imat . . . . .
Mais Csm—fi— prend une forme illusoire, puisque C est infini,

et le sinus égal 4 zéro. On trouvera la valeur véritable de
( f (pxd:c sin —lit

du calcul d1ffe'rentiel ou en développant le sinus en série par la
’ pp

formule commue, divisant toute la série et le dénomiunateur ima

par i, et faisant ensuite i = 0. D’une maniére comme de l'autre,

dans ce cas particulier par les régles ordinaires

. . t 1
on trouvera que la vraie valeur de cette expression est 7 f @'xdx;
o
on connaitra donc complétement la valeur de u. Cette valeur est
! ! ; ; ;
u=1f exdx 4+ —2-2<f (pxcosﬂdx)cos Tcos”’Tat
+ 5 [ cpxdx-l— ( [ Q' x coe—dx) cos——- s'nilaf
On donnera dans cette formule a i toutes les valeurs entiéres,
depuis I'unité jusqu’a V'infini positif. Pour ¢= o on trouve
1 2 ! Inx Inx
X = ?_/; pxdx +7Z (f; @x €os —l—dx) cos—;  (€)
)
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une formule toute semblable se déduirait de la différentielle de .»
par rapport 4 ¢ en y faisant £ = o.

Avant que d’aller plus loin, je vais démontrer directement cette
formule, et celle qui est 4 la fin dun® 11.

14. Reprenons les formules 7 et 8 da n° 10, ajoutons-les d’abord
et retranchons ensuite la premiére de la seconde, mettons x -7 4
la place de x, ce qui changera les limites des intégrales que l'on
prendra dans ce cas depuis=— 1 jusqu’a -~ /. et cela fait, mettons px
a la place de @ (x 4-7). On trouve les deux formules suivantes

L : ’ ‘-1 ’ I
X = é/_ﬁx’dx' +112(f_l @x’ cos ""(:l_*'—)dx) cos 22 % (:l'_’?_),

1 1 peonr(xi+d) , N\ . onw(x4 D)
(px_.72(f_lcpx sin ——— -dx)sm———z—l—-—.

Dans ces formules on doit donner & n toutes les valeurs entiéres,
depuis n=1 jusqud n = co.

Considérons successivement dans ces deux series les termes qui
répondent aux valeurs paires et aux valeurs impaires de 7, et,
pour cela, faisons y 7 == 2i et n== 2{ — 1 ; chaque série X se par-
tagera en deux autres, et si I'on se rappelle que

207 (2 +1) wT (2t —1)7 (x+1)__ . (20— 7z
0s —T——-—'( J)‘cos y COST———r—mz= (= rfsinT——y—,
odm{x+1) e (= w (24D i (2i—1)rx
n —_—=(—1)sin—, sin——"——*=—(—1)cos VR
les deux formules précédentes pourront s’écrire ainsi :
ox = cpxdx -!-—E(f ox cos——dx) os—
+ s (f @x' sin = l)wx dx)sm SW_‘T;;L”_%',
(1)

Qxr = —Z(f Qx sm—d:c)sm——
o z(f ox’ cos(“—_i?idx’) os———;)ix.

Dans ces deux formules i prendra toutes les valeurs entiéres et
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.\ - " P e \ :
positives depuis 1 jusqu’a infini, et ces mémes formules servi-
ront entre les limites & = — et & == [. 8i nous supposous main-

2 . 1
tenant que ¢ (—x)=—0ox, les éléments de I'intégrale f ) Qxdx se

détruiront denx a deux et cette intégrale sera nulle. Il en sera de

méme des autres/ @x cos - 5 L dx etf @ Cos (i ‘)Wx dx. Au

contraire , les éléments de lintégrale f ox sin"—édx étant
égaux pour deux valeurs égales et de signes contraires de x,
on pourra prendre cette intégrale depuis x = o jusqua x—1
et doubler le résultat. Il en sera de méme de lintégrale. ..

f @x sin (i ) dx. En apportant ces modifications dans les

deux équations ( ), on trouve que la seconde se réduit précisément
4 Péquation (g) du ne 10, laquelle convient & une fonction quel-
conque de x, & étant compris entre les limites o et , sauf la res-
triction dont il a été question quand on a démentré la formule.
Quant 2 la premiére formule, elle se réduit &

ox = —2 [/ o’ sin 2 ')"x ——dx’ ]sm _1_—_27'_@_ (2)

Cette formule coincide précisément avee V'équation (B) du n® 1 1.

Supposons maintenant que l'on ait @x = @ (—x), ep intro-
duisant cette hypothése dans les formules i, et en supprimant,
comme nous venons de le faire, les intégrales dont tous les élé-
menis se détruisent deux a deux, et observant que les autres
peuvent se prendre depuis o == o0 jusqu'a x =1 en doublant le
résultat; la seconde équation (1) rentrera dans I’équation (2) en
substituant dans celle-ci &« — [ a la place de x et ensuite ¢x
i la place de ¢ (¢ — ). La premieére formule (1) donnera

! - -
;:}/: ox'dx’ -+ ;—E(fo @x’ cos er—dx')cosl—; (3)
3..
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Cette derniere coincide avec la formule (C) du n° 12, et c'est ce
quo nous nous proposions de démontrer.

15. La valeur de zzdu n° 12 contient, indépendamment des séries,
l 1 l ..
deux termes 11/‘0 pxdx et ; [ ¢'xdx. Ce qui nous montre que
v O

si les deux intégrales qu’ils contiennent ne sont pas nulles, la verge
aura, outre son mouvement vibratoire , un mouvement de trans-
lation commun a tous ses points. Abstraction faite de ce mouve-
ment progressif, 'état de la verge redeviendra le méme toutes les fois

. al .
que ¢ augmentera ’un multiple quelconque de —, Ce qui prouve

que le ton sera le méme que stla verge était fixe a ses deux extré-
mités.

16. 1l importe de remarquer que dans les trois cas qui viennent
d’&tre exposés, on aura une intégrale de 'équation différentielle du
mouvement, intégrale qui satisfera aux conditions qui assujétis-
sent les points extrémes et a I'état initial de la verge, si U'on donne
a i une valeur particuliéere dans chacune des trois formules qui
déterminent u. Je supposerai pour fixer les idées, quil sagisse
de la valeur de u que nous avons trouvée dans le troisieme cas de
la verge vibrante, et, comme il n’est ici question que du ton donné
par la verge, clest-a-dire du nombre des vibrations d’un quel-
conque de ses points dans I'unité de temps, nous pouvons y sup-

z z , . .
posel‘[ pxdx=o0 el/ ¢’xdx=o0, Cela posé, si nous faisons
J 0 o
i=1 et si nous supprimons les signes Z qui se trouvent dans cette
valeur de u, le second membre de I'équation sera enrcore une va-
leur de u satisfaisant a toutes les conditions de la question, et la
valeur de u ne redeviendra la méme que quand le temps augmentera

al . .. ,
d’un multiple quelconque de % mais si Uon fait i=2 et que l'on

fasse toujours abstraction de tous les autres termes, la valeur de «
redeviendra la mnéme toutes les fois que £ augmentera d’'un multiple

Document numérisé par la Bibliotheque Interuniversitaire Scientifique Jussieu - UPMC



( 21)
quelconque de % ; le nombre des vibrations sera doublé dans 'unité

de temps, et le son correspondant 4 ce mode de vibrations sera a
T'octave aigué du précédent. On voit donc que pour chaque valeur
de i on trouvera que la verge produit un son particulier; il y en
aura une infinité qui coexisteront, et si 'on appelle 1 le son fonda-
mental, les autres seront 2, 3, 4, 5, etc.

17. Cette conséquence ne pourrait étre infirmée que dans les cas
\ . I inx l Irx .
ou les 1intégrales f @x cos _7;_ dx et /‘ o'x cos-—?— dx devien-
[¢] “ o

draient Yune et 'autre égales a zéro pour certaines valeurs de i. Les

modes de vibration correspondant & ces valeurs de i n’existeraient

pas. Et si ces mémes intégrales étaient nulles pour toutes les valeurs

de 7 qui ne seraient pas un multiple d’'un nombre entier m. la va-
P .

leur de u ne contiendrait plus que des sinus et cosinus d’arcs multi-

mnrx tmza[
7 ¢t

ples de ; la valeur de w redeviendrait la méme toutes les

. o1 . ! © s
fois que ¢ augmenterait d'un multiple de — , ce qui élévera le ton
) an

fondamental de la verge dans le rapport de 1 & m; mais il y aura
sur la longueur de la verge m— 1 points également espacés qui ue

. . . du .
vibreront pas, et I'inspection de - montre quils wont recu an-

cune vitesse & lorigine du mouvement.

Vibrations longitudinales occasionnées par le choc.

A CD B

18. On peut appliquer les formules précédentes au cas de deux
ou d’un plus grand nombre de verges élastiques homogenes, ayant
méme section normale , et dont les filets moyens viendraient a se
choquer. En effet, soient AC, DB, les filets moyeus de deux verges;
si les deux points C et D viennent & la rencontre I'un de l'autre ou
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sils se meuvent dans le méme sens, mais que le point C qui est
derriére ait la plus grande vitesse, de maniére que le choc ait lieu,
les différents points des deux verges éprouveront uue certaine ten-
sion, et le mouvement vibratoire qui en résultera produira un son
quil s’agit de déterminer. Si 4 un instant donné la tension rede-
venait nulle apres le choc, et si a ce méme instant tous les points
de la verge DB étaient animés d’une vitesse commune et plus
grande que la vitesse du point C, le choc serait évidemment ter-
miné, Si, au contraire, ces deux circonstances ne peuvent pas se
présenter & la fois, les deux verges ne se séparcront pas.

19. A la vérité, les intensités des forces moléculaires en fonction
de la distance n’étant pas connues, on ne connaitra pas non plus les
vitesses imprimées par ces forces aux points qui se trouvent pour
la lame DB daus la sphere d’activité de Uextrémité C, et de méme
pour tous les points qui se trouvent sur la premiére verge dans la
sphére d’activité du point D : mais ces points ne sout qu'a des dis-
tances insensibles de G et de D, et I'équation du mouvement trou-
vée au n° 6, sera applicable a tous les autres points des deux verges;
quant aux points qui ne se trouvent pas compris dans Péquation
du mouvement, leurs vitesses pourront différer de beaucoup des
vitesses des autres points des deux verges; toutefois, les tensions
des points extrémes qul se trouvent sous Vinfluence des forces dont
il est question, doivent étre sensiblement les mémes, sans quoi la
différence des tenstons T'— T de ces points extrémes qui sollicite
la masse insensible soumise a ces forces correspondrait & une force
accélératrice immense et comme infinie, ce qui est inadmissible.

20. Sitous les points de la verge AC ont unc méme vitesse ¢
avant le choc, et si tous les points de la verge DB ont aussi une
méme vitesse ¢' avant le choc, la tension T sera zéro pour tous les
points des deux verges au commencement du choc, et si A et A’/
sont les longueurs des parties des deux verges qui se trouvent hors
du rayon d’activité des points C et D, ces deux parties ne différe-
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ront pas sensiblement des verges entiéres auxquelles elles appar-
tiennent, et I'on pourra écrive sans erreur sensible A - A’ = [,
[ étant la somme des longueurs des verges. L’équation différentielle
du mouvement des deux parties A et A’ sera toujours

d'u Jdu
—_— = a®——
d[’ dxq, b

etla valeur de u se tirera des formules précédentes.

Comme la tension est nulle pour tous les points des deux verges
au commencement du choc, on aura ¢x ==o, et d’aprés les no-
tations que nous venons d’indiquer, on aura encore

! wrx { . Iwa
¢ s 5
x — —_ — — _
/;(D cos —- dx — (v—¢) sin—;
alors si les deux verges sont libres, on introduira ces modifications
dans la valeur de « du n°® 3, etl'on trouvera
wA inx irat

| SR f
-— §1n —— COS
ll

A = AT
— 1 ; 7 COS—7—

U ==

On tirera de la la vitesse et la tension d'un point quelconque,

du Av-ay A inx irat
- = ——+—(v —v’)E——sm - C0s——cos~—— ..., (1)

du inx . I@mx . iwmal
_@E————(V—O)E—Sln 7S = sla —— ... (2)

ce qui est la solution complete du probleme, puisque Pon connait
maintenant la vitesse et la tension d’un point quclconque des deux
verges pour un instant donné. On peut remarquer que si g = o'
la tension sera nulle pour tous les points, et la vitesse commune
j—u se réduira a v, ce qui est évident a priori.
t

21. Les formules démontrdes précédemment servent a trouver
les sommes comprises sous le signe £ dans les équations (1) et (2).
En effet, si dans la formule (C) du n® 15, je mets x* au lien de
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ox, je trouve
1 ; 3 1
=3 x* cos ﬂdx)cosﬂ +—‘-f x*dx;
{ ° ) l i) o
je différentie par rapport 4 x, et il vient
_ ! s r Ixx ixdr\ . Izx
x__—T (/;xcos—l—.—-—l )SIDT,

équation qui a lieu pour toute valeur de & comprise entre — [ et
=~ I. On trouve en intégrant

l izx Iwdx . ol*
a3 . = (— 1) —
_/; &7 C08 7 l ( ) tr’
d’ou
(—1) . izxx
o= — E—i—sm 75

R 4
2l

. . T . .
faisons ensuite - = g, il vient

P = — =z, (3

2
formule dans laquelle § peut avoir toutes les valeurs comprises entre
—a et 7. Ainsi, par exemple, si I'on veut avoir la valeur de la
. du . ’ \ .
vitesse — pour un point quelconque d’une des verges a un instant

. . . ImA mT ixat
donné, on transformera P'expression sin < €0S—~ COS —— en une

somme de sinus par les formules ordinaires de la trigonométrie. Ces

.. du oy
formules montrent quel'on peut écrire la valeur de 7 de la maniére

suivante
du  av-2"v | ' 1. W
=7t (v—v’)LE 7 sin T’r (Axtat)+= ssin —[(A-l-x- at)

+2:T sin i25(7\—.7L'—{—at) -+ = :Tsin l;(A—x—-at)], 4)
formule dans laquelle il faut déterminer les sommes = pour toutes

les valeurs de x, depuis zéro jusqu'a / et pour toutes les valeurs de
¢ depuis o jusqu’a l'infini.
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Le procédé a employer sera le méme pour les quatre séries de
sinus; nous allons I'indiquer pour la premiére senlement. Soit donc

la série = }sin i;r (A 4 x + at) dont il sagit de déterminer la
valeur au moyen de la formule (3). Je remarque d’abord que

I = A 4 X,
et par conséquent

sin i;(?x+x+at) = sin i{(l—?\’+x+at) = (—1)'sin i—}(x—-f—at—?\’ )

Mais la formule (3) donne

(=) E ’ x t—d’
= il sm%’(x-i—at-—?\):—-——(fj;—al-—).

Mais cette formule ne servira qu’entre les limites x 4 at = o et
x4 at=1I1+4N.Si x 4 at dépasse cette derniere valeur, on re-
marquera que

sin ‘_l"'_' (x+4at-A")=sin[ '—?—(x-}-at-?\’)—zifrr].—_ sin 5;: (x4 at-A'-al),
et en faisant dans la formule (3)

fz(x—l-at—}\'—-nl):—..g,
on trouvera la valeur de x + at entre les limites o =}~ at = I 4
et x -+ at=>3l-}-A'; puis, substituant au lieu de...........
sin '% (x + at—A’—2l) son équivalent sin l; (=t at —AN'—4l) et
faisant ;.(x+at—?\’——4l) =0, cette valeur de § mise dans la for-

mule (3) donuera la valeur de la série entre les limites.......
x4at=2A'+3l et x~at=>»1"+4-5l, et ainsi de suite, jusqu’a telle
valeur de -} at que 'on voudra assigner; les trois autres séries
se calculeront d'une maniére analogue, et 'on calculerait encore

de méme la valeur de T pour les différentes valeurs de x et
de ¢.

4
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Si dans les quatre séries de I'équation (4) on fait t==o, on doit
retrouver la valeur initiale de la vitesse, et c’est ce que l'on véri-
ficra aisément. En eflet, on.a dans ce eas,

du... aw4a'v w1l .« Ix,. ! v
- = —f—+;z; sin T(?\—}-x)-{— ;21—. sin A —x),

el par des transformations pareilles a celles que nous venons d’in-

. du . ey s .
diquer, on trouvera =" quand le point considéré appartiendra

T . du .
a la partie A de la premiére verge, et — == ¢' quand le point ap-

partiendra 2 la partie A’ de la seconde verge; et si le mouvement
vibratoire des deux verges dure un temps suffisant, ces vitesses
initiales reviennent les mémes pour les mémes points toutes les

fois que # est un multiple pair de -l&,

Quant 2 la tension T, elle est nulle pour tous les points quand ¢
est un multiple quelconque de % ; elle est donc toujours nulle quand
les deux verges reprennent leurs vitesses initiales, et dans le cas ou
le mouvement vibratoire aurait duré pendant un temps égal a 2;1,

les choses se retrouveraient dans le méme état qu'an commence-
ment dn choc : mémes vitesses pour les mémes points; tension
nulle pour tous les points, les mémes phénomeénes se reproduiratent
sous Vinfluence des mémes causes, et le mouvement vibratoire se
perpétuerait indéfiniment.

22. Examinons dans quel état se trouvent les deux verges quand
i \ . . . -
le temps est égal 2~ ou a un multiple impair de cette quantité.

D’abord la tension est nulle pour tous leurs points, ainsi que nous
venons de le voir; mais il faut connaitre les vitesses de leurs .diffé-
rents points. C'est ce que Pon trouvera facilement par la méme for-
mule (3) du n° 1g qui nous a servi précédemment, et par la for-
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mule (1) du n° 16 en y faisant cos '—L;tz (— 1)}, et par un calcul

< e .. d
tout-a-fait semblable aux précédents, on en conclura que i = ¢

pour tous les points dont l'ahscisse est moindre que A, et que

du . s .
- = v pour tous les points dont V'abscisse est plus grande que A.

Donc si sur les deux lames on prend un point M tel que AM =2 et
BM =2’ ou en difféere infiniment peu, tous les points de AM aurout
la méme vitesse ¢, et tous ceux de BM la méme vitesse ¢ au bout du

l
temps Z.

Cela posé, il pourra se présenter plusieurs cas: ou bien les
deux verges auront des longueurs égales, et par conséquent des
masses égales , ou bien ce sera le contraire qui aura lieu. Dans la
premiére hypothése, comme les exirémités contigués des deux
verges n’éprouvent aucune tension, quel'on a nécessairement v>¢/,
puisque le choc a eu lieu, ces deux extrémités ont des vitesses iné-
gales, et celle qui va devunt a la plus grande vitesse; donc Je choc
est terminé et les verges vont se séparer aprés avoir fait échange de
leurs vitesses , ce qui est conforme au théoréine connu sur le choc
des corps parfaitement €lastiques et de masses égales. Mais si les
deux verges n'ont pas méme longueur, la vitesse sera toujours la
méme aux extrémités contigués quand la tension y sera nulle, ce
qui empéchera les verges de se jamais séparer; alors elles vibre-
ront ensemble comme une seule verge d’'une longueur égale a
leur somme, et elles feront entendre les mémes sons que celle-ci.

Supposons le point M situé sur la verge DB, et la verge DB
composée ellc-méme de deux parties séparées au point M, mais
ayant une vilesse commune au commencement du choc. Il est

o , l . -
évident quau bout du temps ¢ = — les deux parties contigués de

la verge DB vont se séparer au point M, puisque I'une de ces par-
ties a une vitesse différente de lautre, que celle qui a la plus
grande vitesse va devant, et que la tenston est nulle partout. Le

4..
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reste DM de la verge ayant dans tous ses points la méme \itesse v’
que tous les points de la verge AC, la tension étant nulle pour
tous les points depuis A jusqua M, il v’y aura plus de mouve-
ment vibratoire, et le mouvement uniforme de translation sul-
sistera seul.

23. Enfin, le point A pourrait étre tout-a-fait fixe, la seconde
verge ayant pour tous ses poinls une méme vitesse négative — ¢
au commencement du choc. Nous prendrons pour ce cas la valeur
de u déterminée au n°® 12; nous y ferons ¢'x = o depuis x =o
jusqu'a & = A, et @'x = — v depuis x = A jusqu’a x == [; d’ail-
leurs on a w = o pour £ ==o0, ce qui fait disparaitre gx, et la
formule se réduit dans le cas présent &

 —1)aA . (al— . (2i —
pmm— s L o5 UG, QU G (= Urar,
#*a ™ (21— 1)° 2l 2f 2l ’

d’ou Pon tire

du 4v 2l — ¥ . (2l —xx (2 — 1) wat

= 2 5 %08 A S1n 7 €08 =7 ,  (5)
du __ fvw t (2ai—1)xr _ (2i—1)rZ . (20—1)7al

T= T =" —Z 27 ¢08 7 €08 L7 sin - (6)

Ces formules sont la solution compléte du probléme, et, comme

daus le cas précédent, on pourra, au moyen d’une formule que
nous allons démontrer, calculer les séries contenues dans les va-

leurs de a,—“ et de T pour toutes les valeurs de x et de .
(3

Je mets daus la formule (B) du n° 11, x au lieu de ¢x, et
je trouve

2 (} xsin ;)’x dx) sin (m:l')”x.

Cette 1'ormu1e a lieu pour toutes les valeurs de & comprises entre
— et L

Je la différentie par rapport & x, ce qui donne

2(1 & sin (2;-— i . (2 z—l)d.x) Ccus ——~(21:1)7’x
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La valeur de I'intégrale définie contenue dans cette formule est,

40

comme on peut s’en assurer , — ey Ry

(— 1) Si on la substi-

tue dans la formule et que Poun fasse Z; = 8, on trouve

al
 __ (— 1)

- cos (20 — 1) 6, (7)

4= T a—
x

formule qui a lieu pour toutes les valeurs de § entre § = —~Z

(]

et ="
2
Pour appliquer ces formules 4 la sommation des séries qui en-
du

trent dans -~ et T, je change les produits des lignes trigonométri-
ques soumis aux signes £ en sommes de sinus par les formules

dinaires, et je trouve que o le devient
ordinaires, et je trouve que -~ par exemple devien

i
du ‘iz ! [sin(u2 d \x-l-at+7\)+sm

E': - 2i—1
l)x

-+ sin U (o 4= at— A)+sin

!)7:'

——— (¢ —at-7)
(x—at—A)];

ce qui fait quatre séries que l'on calculera toutes par la formule
précédente. Je choisis pour exemple la premiére série, je substitue
L— X\'a A et je trouve

(21 l)a-

1 (n_lh(x—}-at-[—)\)— l) Zco 1)w(x+at-——)l)

2i—[

et si 'on met le second membre de cette equatlon dans la formule (7),
en changeant { en 5 (¢ = at — A'), on aura la valeur de la série,

mais non pour toutes les valeurs de x et de ¢, mais pour toutes
les valeurs de x =4 at, depuis zéro jusqu’a I+ A'. Six 4 at dé-
passe cette limite, on aura toujours

!)7r

cos—— (x=-at—A’' )==—-.cos[:£m‘—lx )'(x-{—at—)\’ )—(ai=—1 )71']

(91 1)

==-—CO0S (c4=at — A'—2l),
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et en faisant

f = :—l(x-f—at--/\’—— al),
la formule (7) donpera la somme 2 pour toutes les valeurs de
x 4 at entre les limites A’ 4 I et A’ + 3/, et ainsi de suite pour

toutes les valeurs plus élevées de x —= az. On trouverait d'une
maniére tout-a-fait semblable les sommes des trois autres séries.

24. 1l sera intéressant d’examiner les formules (5) et (6), dans
le cas ou ¢ est zéro ou un multiple pair de %l. D’abord il est évi-
dent qu'a toutes ces époques la tension T sera nulle pour tons les

points. Quant a la valeur de % d , cherchons-la d’abord quand ¢ est

2610 , ou un multiple pair de 2 = ; car elle sera la méme & toutes ces
epoques. Je fais £ == o dans les quatre séries qui entrent dans la

du ’ . 1
valeur de = elles se réduisent a deux, et 'on a

d v -
d—'jz_z:zm_‘_[ [Sm(zz ~ 1) (.x‘—!-?\)-{-sm(m x)vr( -—7\):'

je calcule ces deux séries par les moyens déja indiqués, et je
trouve

. (22 ) d (=) — y;
' sin 22T (x42r)= ;l.—_—_l* €os (2_’.;1'1’ (x—A) =

=7
: sin(m’.-l)r(w——?\)= (1) o5 @2 l)"'( +A’)=—’—[:.

2i —1 al a1 ¢
Mais dans cette seconde série x ne pourra pas surpasser A. Daus

cette hypothése, on trouve Z,'—j‘:o, pour tous les points de la
verge fixe.

Si & surpasse A on trouve par la transformation que j’ai indi-
quée dans le cas le plus général

Document numérisé par la Bibliothéque Interuniversitaire Scientifique Jussieu - UPMC



(31 )
\ , , - . d g . .
{ette valeur et celle de 'autre série mises dans d—-;‘ réduisent la vi-

tesse 4 — v, ce a quoi 'on devait s'attendre.

d . .
Enfin la valeur de 2’—: mountre que quand ¢ est un multiple im-

. 4 . . . . .
pair de %, les vitesses sont égales et de signes contraires a celles
qui ont lieu quand ¢ est un multiple pair de cette quantité. I} en
’ e 1 2l
¥ ! nt = -—.
résulte que les verges se sépareront au bout d'un temps ¢ =~

En effet, la verge fixe n’aura aucune vitesse; celle de devant
a une vitesse -~ v qui I'éloigne de la verge fixe; la tension est nulle
pour tous les points, la séparation est donc devenue nécessaire ;
le mouvement vibratoire est détruit, et le corps parfaitement
élastique a échangé sa vitesse ~— ¢ en une autre égale et con-
traire - ¢.

Sans qu’il soit nécessaire d’entrer dans de nouveaux détails, on
voit que P'on trouverait par la méthode uniforme qui a été expo-
sée précédemment, et au moyen de la formule (7) du n°® 21, la
valeur de la tension T, quels que soient x et ¢: le probleme peut
donc étre considéré comme complétement résolu.

FIN.

Vu ¢t approuvé par le doyen de la Faculté des Sciences,
27 juin 1839,
Baron THENARD.
Permis d’imprimer,
Plnspecteur général des études, charge de Vadministration

de I’Académie de Paris,
ROUSSELILE.
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PROGRAMME

D'UNE

THESE D’ ASTRONOMIE.

2" %

L
Lois de Kléper.

Conséquences qui s’en déduisent immdédiatement,

Démonstration d'une formule au moyen de laquelle ou trouve le rayon vec-
teur et ’équation du ceutre en séries ordonnces snivant les puissances. crois-
santes de V'excentricite.

Autre méthode souvent plus commode pour trouver les mémes quanntes en
sérics ordonnées suivant les sinus et cosinns des multiples croissants du moyen
mouvement.

Détermination de la vitesse de la planéte en fonction du rayon vecteur.

Calcul de la force accélératrice qui sollicite chaque planéte.

Conséquences de la troisieme loi de Képler.

' 11.

Mouvement d’une planéte attirée par le soleil. Remarque sur la troisieme loi
de Képler.

Les équations du mouvement doivent donner six intégrales premiéres.

Méthode par laquelle on trouve sept intégrales premiéres. On démontre que
deux de ces intégrales rentrent dans les cing autres : elles suffisent néanioins
pour montrer que la trajectoire est une section conigue et pour en déterminer
les dimensions et la position par rapport & un plan fixe.

III.

Mouvement elliptique troublé, €quations de ce mouvement, en supposaat la
planeéte sous U'influence de masses perturbatrices.

Principe de la variation des constantes arbitraires pour passer des intégrales
des équations du mouvement non troublé aux équations du mouvement troublg,

Détermination des éléments et de la position de I'ellipse variable.

Application de ces principes au mouvement troublé par la résistance d’un
milieu Lrés peu résistant.

Vu et approuvé par le doyen de la Faculté des Sciences,
20 juillet 1839, i
Baron THENARD.
Permis d’imprimer,
Llinspecteur général des études, chargé de ladministration
ROUSSELLE.

Document numérisé par la Bibliothéque Interuniversitaire Scientifique Jussieu - UPMC



