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A  LA  M Й M O I R E  DE  MON  P И R E . 

A  MA  M И R E . 



PREMIИRE  THИSE. 

MЙMOIRE 

SUR  LA 

THЙORIE  DES  FORMES  BINAIRES 
E T  S U R 

L ' Й L I M I N A T I O N . 

L'importance  de  la  thйor ie  des invariants  et  covariants  pour  l'Al
gиbre  n'est  plus  а  йtablir  aujourd 'hui .  Indйpendamment  des  grandes 
et  profondes  questions  que  le  dйveloppement  de  cette  thйorie  a  sou
levйes,  elle  nous  a  appris  а  chercher,  dans  chaque  problиme  d'Al
gиbre,  tout  ce  qu'il  peut  y  avoir  d' inaltйrable  par  des  substitutions 
linйaires  convenables,  et  а  donner  ainsi  aux mйthodes  et  aux  rйsultats 
un  cachet  de perfection  et une gйnйralitй  puisйe  а  la  nature  mкme  des 
choses. 

Il  est  vrai  que  cette mise sous forme projectile  (comme  on  dit, 
d'aprиs  une  expression  empruntйe  а  la  Gйomйtrie)  des  diverses  ques
tions  d'Algиbre  n'est  pas  toujours  trиs  commode;  ce  qu'on  pourrai t 
at tr ibuer,  en  part ie ,  а  des  raisons  subjectives.  Mais  le  fait  est  que 
cette  difficultй  est  le  plus  souvent  minime  devant  l ' importance  des 
rйsultats  auxquels  il  s 'agit  d 'arriver. 

La  thйorie  de  l 'йl imination,  entre  deux  йquations  а  une  seule  va
riable,  a  dйjа  йtй  l'objet  de nombreuses  recherches  sous  le point  de vue 
de la thйorie des formes;  mais ces recherches  se bornent ,  pour  la  p lupar t , 

S. i 



a  la  maniиre  dont  on  peut  obtenir  le  rйsultant  de  deux  formes  don
nйes,  et il  n'y en a que  fort  peu,  si je  ne me  trompe,  qui se  rapportent 
а  la  thйorie  gйnйrale  du  plus  grand  commun  diviseur. 

Par  contre,  on  trouve,  dans  divers  Mйmoires  rйdigйs  en  dehors  de 
toute  prйoccupation  de  projeclivitй,  des  rйsultats  qui ,  bien  que va
lables  pour  le  cas  oщ  les  йquations  considйrйes,  supposйes  d'ordres 
donnйs,  n 'admettent  point  de  racines  infinies,  ne  sont  plus  applicables 
au  cas  oщ  il  s'agirait  de  chercher  les  facteurs  linйaires  que  peuvent 
avoir  en  commun  deux  formes  binaires  d'ordres  donnйs. 

Nous  йtant  proposй  derniиrement  d'approfondir  la  thйorie  de  l'йlimi
nation  sous  le point  de vue  projectif,  nous  sommes  arrivйs  а  plusieurs 
nouveaux  rйsultats,  et  nous  avons  trouvй,  entre  autres,  comment  on 
devrait  modifier  les йnoncйs  des propositions  dйfectueuses  mentionnйes 
plus  haut ,  de  maniиre  qu'elles  ne se prкtent  plus  а  aucune  sorte  d'ob
jections. 

Un  des  buts  du  travail  actuel  est  prйcisйment  de  donner  un  aperзu 
de  ces divers  rйsultats  en  les prйsentant  comme  des consйquences  de la 
thйorie  des systиmes  linйaires  de  formes  binaires  et de  celle  des  formes 
apolaires,  thйories  qui  n 'on t  fixй  l 'attention  que  dans  ces  derniиres 
annйes,  mais  dont  l ' importance  se  montre  plus  considйrable  d'un  jour 
а  l 'autre. 

Le  prйsent  Mйmoire  peut  кtre  considйrй  comme  constituй  de  trois 
Parties  distinctes. 

Dans  la  premiиre  Partie  (§§IIII) ,  nous  йtudions  les propriйtйs  des 
systиmes  linйaires  de  formes  binaires  et  les relations  qui doivent  avoir 
lieu  entre k +  i  formes  binaires  d'ordre m(m>k)  pour  que ces  formes 
soient  liйes  entre  elles  par  quelque  relation  linйaire.  Cette  premiиre 
Partie  n'est  que  le  dйveloppement,  sous  des  points  de  vue  diffйrents, 
des  trois  premiers  paragraphes  de  notre Mémoire sur les faisceaux de 

formes binaires ayant une même jacobienne  ( 1 ) .  Nous  y  avons  pourtant 
ajoutй  ( n o s  1013)  divers  rйsultats,  mis  en  lumiиre  par  des  recherches 
postйrieures  pour  la  plupart  а ce  travail. 

Dans  une  seconde  Partie  (§§ IVVII),  nous  examinons  les  propriйtйs 

(*)  Prйsentй  а  l'Acadйmie.des  Sciences  de Paris  dans  la  sйance  du 12  dйcembre  1881 et 
insиre  dans  le Recueil des Mémoires des Savants étrangers,  t.  XXVII,  n° 7:  i883. 



Nous  йtudions  ainsi,  d 'une  part  (§  IV),  les  formes a™ liйes  а  une 
forme d'"~t  donnйe  par  la  relation  prйcйdente,  formes  qu'on  appelle 
conjuguées  а d"x

1'1, et,  d 'autre  part  (§§  VVII),  les  formes d™~\  liйes  par 
la  mкme  relation  а  une  forme a™  donnйe,  formes  qu'on  appelle apo-

laires à am

c. 
Je  passe  ici  sur  plusieurs  rйsultats  nouveaux  de  cette  Partie  et  je  me 

borne  а  signaler,  d'aprиs  les  rйsultats  des  §§ VVII,  les  faits  suivants  : 

Etant donnée une forme binaire f = a™ quelconque, on peut toujours 
déterminer deux formes rk

x et sl

x, où k -h l — m  4 i, de manière qu'elles 
soient apolaires à f et n admettent aucun facteur linéaire en commun. 
Les nombres k et l (k'Sl) sont toujours déterminés d'une manière unique. 

Si k = /, ce qui suppose que m soit pair, chacune des deux formes r 
et s peut être déterminée d'une infinité de manières. Pourtant le faisceau 
xr t   X* est toujours le même. Les formes de ce faisceau constituent les 
seules formes apolaires à f qui soient d'ordre minimum. 

Si k < /, la forme r est complètement déterminée et un facteur constant 
près, et constitue la seule forme d'ordre minimum qui soit apolaire à f. 
Quant à la forme s, elle peut être déterminée d'une infinité de manières; 
malgré cela, le système linéaire 

où x.x

 k désigne une forme arbitraire d'ordre l — k et \ une constante 
arbitraire, reste toujours le même. 

Dans l'un et dans l'autre de ces deux cas (A SI), les formes comprises 
dans l'expression 

( i )  Pour  la  commoditй  des  notations  je  me  servirai  partout,  par  la  suite,  des  notations 
symboliques,  comme  elles  ont  йtй  mises en  usage  par  MM.  Clebsch  et  Gordan.  Le  lecteur  qui 
voudrait  se  familiariser  avec  ces  notations,  dont  nous  ne  ferons,  du  reste,  ici  que  des  appli
cations  йlйmentaires,  pourrait  consulter  l'Ouvrage  de  Clebsch  : Théorie der binàren alge-
braischen Formen  (Leipzig,  1872) ,  ou  encore  le  premier  Volume  de  la Géométrie  du  mкme 
auteur,  publiйe  par  M. Lindernann  (traduction  franзaise  par  M.  Benoist;  Paris,  1879) . 

de  deux  formes  binaires ax  et d™~e ( o < * < m ) ,  liйes  entre  elles  par  la 
relation 



(où les formes p et a sont arbitraires) constituent les seules formes d'ordre 

m — t qui soient apolaires à f. 

Les formes rets, déterminées d'après ce qui précède, peuvent être deux 

. formes quelconques de leurs ordres respectifs, astreintes seulement à la 

condition de n'avoir aucun facteur linéaire en commun. Il se trouve, en 

effet, qu en partant de deux formes rk

x et sl

x arbitraires et n admettant 

aucun facteur linéaire en commun, on peut toujours déterminer d'une 

manière unique la forme f = a'll(m —k-hl  — 2) , de manière quon ait 

C'est  а ces propriйtйs  qu'est  due la relation  qui existe  entre  la  thйorie 
de  l 'йlimination  et  la  thйorie  des formes  apolaires. 

Enfin,  dans  la  troisiиme  Partie  (§§ VI1IIX),  nous  nous  occupons 
exclusivement  de  la  thйorie  de  l 'йlimination,  pour  le  cas  de  deux 
formes  binaires r = rx  et s = s[. (kSl). 

Les  dйveloppements  de  cette  Partie  sont  fondйs  sur  la  considйration 
de  la  forme 

symйtrique  et  d 'ordre i — 1 par  rapport  aux k-h l — 21 + 2. sйries  de 
variables  binaires OC  9 OC  9  • • • ̂  oc  ),  dont  l 'йvanouissement,  pour 
quelque  systиme  de valeurs  des x\ . . . , xh+l~\  constitue  la  con
dition  nйcessaire  et  suffisante  pour  qu 'une  forme  comprise  dans  l'ex
pression 

soit  divisible  par  la  forme 

La  grande  importance  des formes  w 0 ,  w,,  . . . ,  (dont  la  premiиre 
coпncide  avec  le  rйsultant  des  deux  formes r  et s),  pour  la  thйorie  de 
l 'йl imination,  tient  а  cette  circonstance,  que  l 'йvanouissement  iden
tique  de la  forme  fournit  l 'ensemble  des relations  (fondamentales) 
qui  doivent  avoir  lieu,  entre  les  coefficients  des  deux  formes r  et s, 

pour  que  ces  deux  formes  admettent i  facteurs  linйaires  en  commun. 
Parmi  les  rйsultats  obtenus  par  la  considйration  des  formes  w/_ f l,  je 

citerai  ici  les  suivants  : 

Pour que les deux formes r et s admettent au moins i facteurs linéaires 



en commun [c'est-à-dire pour que Von ait o>i_1 =  o) , il faut et il suffit que 
la forme 

qui est d'ordre (i — i)(k -h l — 21 •+- 2) par rapport à x, soit (identique-
ment) nulle, quel que soit x. 

En  dйsignant  maintenant  par /  une  valeur donnée  de x,  choisie  de 
maniиre  qu 'on  n'ait  pas  а  la  fois r(j)  =  o  et s(y) -—  o,  on  aura  ces 
propositions  : 

Dans le cas où R /_ J =  o,  R , ^ o , le plus grand commun diviseur des 
deux formes r et s est une forme p(oc), d'ordre i, telle que 

\ désignant une constante différente de zéro. 
Pour que les deux formes rets admettent i facteurs linéaires en commun, 

il faut et il suffît qu'on ait 

Si l'on veut, de plus, que les deux formes r et s n'admettent pas plus de 
i facteurs linéaires en commun, il faut ajouter, aux i relations précédentes, 
r inégalité  R t ( y )  o. 

Pour que les deux formes r et s admettent, comme plus grand commun 
diviseur, une forme d'ordre i, il faut et il suffit que la forme, d'ordre i —  1 
par rapport à x, 

soit nulle, quelque soit x,pourvu qu'on ait, en même temps,  R;(y) ^  o. 

Cette  derniиre  proposition  est  d 'autant  plus  remarquable  que  l'йva
nouissement  de  la  forme (oc,y,y, ... ,y),  quel  que soita?,  ne  peut 
fournir  aucune  indication  sur le  nombre  des facteurs  linйaires  que les 
deux  formes r et s peuvent  avoir  en commun,  dans  le cas oщ l 'on  aurait 
R.(y)  =  o (voir  le  n°  46) . 



I. 

1.  Soient  ї+1  formes  binaires  d'ordre m(>k) 

C'est  une  proposition  йlйmentaire  que  si  ces  formes  sont  liйes  entre 
elles par  quelque  relation  linйaire 

tousles  dйterminants  (d 'ordre k  h  i)  du  systиme 

(0 

doivent  кtre  nuls,  et  rйciproquement . 

Il  importe  de  remarquer  que  les  diverses  йquations  qui  expriment 
l 'йvanouissement  des  dйterminants  d 'ordre k  + 1  du  systиme 
prйcйdent  peuvent  кtre  condensйes  en  une  seule,  celle  qui  exprime 
l 'йvanouissement  (identique)  de  la  forme 

( A ) 

quelles  que  soient  les  valeurs  attribuйes  aux  variables 

Et  d'abord  il  est  clair  que,  lorsque  les k  H  i  f o r m e s /  sont  liйes 
entre  elles  par  quelque  relation  linйaire,  la  forme  prйcйdente  (A)  est 

Propriйtйs  relatives  au  cas  oщ k  +  i  formes  binaires J = a% (m>k) 
sont  liйes  entre  el les  par  quelque  relation  linйaire. 



identiquement  nulle.  Il  s'agit  donc  d'йtablir  que ,  rйciproquement , 
l 'йvanouissement  identique  de  la  forme  (A)  conduit  prйcisйment  aux 
(*+*.)  йquations  qui  expr iment  l 'йvanouissement  de  tous  les  dйtermi
nants  du  systиme  ( i ) . 

Pour  cela,  remarquons  que ,  d 'aprиs  un  thйorиme  dы  a  Binet  et  а 
Cauchy,  la  forme  (A)  doit  кtre  йgale  а  la  somme  des  produits  des  dй
terminants  du  systиme  (i)  par  les  dйterminants  correspondants  du 
systиme 

( 2 ) 

Or,  il est  clair  que  les  divers  dйterminants  de ce  dernier  systиme  sont 
des  formes  linйairement  indйpendantes  entre  elles,  ce  qui  revient  а 
dire  qu 'une  combinaison  linйaire  2L/XZ  des  dйterminants  X, de  ce  sys
tиme  ne  peut  кtre  identiquement  nul le  que  dans  le  cas  oщ  tous  les 
coefficients  L4  sont  nuls.  On  voit  par  lа  comment  l 'йvanouissement 
identique  de  la  forme  (A)  a  pour  consйquence  l 'йvanouissement  de 
tousles  dйterminants  du  systиme  ( i ) . 

2 .  A  cфtй  de  la  forme  (A)  se  place  encore  une  autre  forme,  conte
nant m — k  sйries  de  variables xk^{, xk+2, .. ., xm,  et  qui,  а  l 'exemple 
de lа  forme  (A),  ne  peut  кtre  identiquement  nulle  qu'aussitфt  que  les 
dйterminants  du  systиme  ( F )  sont  tous  nuls . 

Celte  seconde  forme  est  la  suivante  : 

(B) 

oщ  nous  avons  posй,  pour  abrйger, 



Gomme  cette  forme  est  йgale  а  la  somme  des  produits  des  dйtermi
nants  du systиme  (i)  par les dйterminants complémentaires  du  systиme 

( 3 ) 

oщ 

on  voit  que,  pour  passer  de  la  forme  (A)  а  la  forme  (B),  il  suffit  de 
considйrer  l 'expression  (unique)  de (A)  en  fonction  linйaire  des  dйter
minants  du  systиme  (2)  et d'y  remplacer,  au  lieu  des dйterminants  du 
systиme  (2),  les dйterminants  complйmentaires  du  systиme  (3 ) . 

3 .  Au  lieu  de  la  forme  (A), qui est  alternйe  et  d 'ordre m  par  rap
port  aux x°, x \ ..., xh,  on  peut  aussi  considйrer  la  forme,  symйtrique 
et  d 'ordre m — k  par  rapport  aux x°, xi, ..., xh,  qu 'on  obtient  en di
visant  (A)  par la  fonction  alternйe 

Cette  nouvelle  forme,  nous  la  reprйsenterons  par 

( C ) 

C'est  un  fait  connu  ( ' )  que , si l'on  reprйsente  par 

la  forme 

(!) Voir  le Memoire  de  M.  GORDAN  : lieber den grössten gemeinsamen Factor [Math. 

Annalen,%.  VII,  p.  4 3 2  4 4 8 ,  1874) 



•  les  quotients  des  divers  dйterminants  du  systиme 

par  la  fonction  alternйe 

sont  йgaux  aux  dйterminants  complйmentaires  du  systиme  а m  +  i  co
lonnes 

Delа  il  suit  que  l 'expression  entiиre  de  la  forme  (C)  est 

( C ) 

i .  D'une  maniиre  analogue,  on  peut  considйrer,  au  lieu  de  la  forme 
alternйe  (B),  la  forme  symйtrique  et  d 'ordre k   +   I  par  rapport  а  cha
cune  des m — k  sйries  de  variables x k + i , xk+2, ..., xm 

(») 

qu'on  obtient  en  divisant  la  forme  (B)  par  la  fonction  alternйe 



Voici  maintenant  comment  on  peut  obtenir  l'expression  entiиre  de 
la  forme  (D). 

Supposons  qu'on  ait  remplacй,  dans  l 'expression  de  la  forme  (B),  les 
coefficients a1: des  formes/j

par  les  coefficients  correspondants  (—  iy'a^' ta;JJ 1  des  formes (xxl)m : 

On  obtient  ainsi  une  expression  qui  est  йgale  а 

Pour  arriver  maintenant  а l 'expression  de  la  forme  (B),  par  le  moyen 
des  symboles ais, ai2  des  formes 

il  suffit  йvidemment  de  remplacer,  dans  l'expression 

les  variables x h , xi2 (i —  o,  i ,  . . . , k)  par  les  symboles  — ai2, aiK. 

De  cette  maniиre  on  trouve 

йtant  posй 

L'expression  cherchйe,  de  la  forme  (D),  est  donc 



Il  importe  de  remarquer  qu'en  posant 

et 

on  a 

5 .  Comme  les  dйterminants  du  systиme  (2)  sont  des  formes  linйaire
ment  indйpendantes  entre  elles,  il  faut  bien  que  les  (^J)  formes, 
symйtriques  et  d'ordre m  — k  par  rapport  aux x \ x \ ..., xk,  qu'on 
obtient  en  divisant  ces  dйterminants  par 

soient  aussi  des  formes  l inйairement  indйpendantes  entre  elles. 
Or  on  sait  que  toute  fonction  symйtrique  et  d'ordre m  — Ј > o  par 

rapport  а k  H  1 variables xotxt xk(non  homogиnes)  peut  кtre  com
posйe  l inйairement,  et  cela  d'une  seule  maniиre,  au  moyen  de 
fondions  symйtriques  йlйmentaires  de  la  forme 

De  lа  on  dйduit  aisйment  que,  si  l'on  considиre  l 'expression  de  la 
forme  (C)  en  fonction  linйaire  des  formes  symйtriques  йlйmentaires 

correspondantes,  les  coefficients  de  cette  expression  seront  des  combi

naisons  linйaires,  linйairement  indйpendantes  entre  elles,  des  dйtermi

nants  du  systиme  (2). 
Des  propriйtйs  analogues  subsistent,  йvidemment,  pour  la  forme  (D). 



I L 

Systиmes  linйaires  de  formes  binaires.  —  Formes  involutives. 

6.  Lorsque k  + i  formes  binaires,  d 'ordre m(m>k), 

sont  linйairement  indйpendantes  entre  elles,  on  dit  que  les  formes 
comprises  dans  l 'expression 

(4) 

oщ  les X0, X (,  • • >  XВ dйsignent  des  paramиtres  arbitraires,  constituent 
un système linéaire à k paramètres.  Celles  des  formes  d'un tel  systиme, 
qui  ne diffиrent  entre  elles  que par un facteur  constant,  sont  considйrйes 
comme  coпncidentes,  c'eslkdire  comme  consti tuant  un  mкme  individu 
du  systиme  l inйaire.  Dans  les cas oщ k =  i  et k =  2, le systиme  linйaire 
est  dйsignй  sous  les noms  de faisceau  et de rèseaii. 

A  la  notion  d'un  systиme  linйaire  de  formes  binaires,  tel  que (4), 
correspond  une notion  gйomйtrique  йgalement  importante.  Ainsi,  lors
qu'on  considиre  les groupes  de points  (ou  autres  йlйments)  reprйsentйs 
sur  une  droite  (une  courbe  rationnelle,  etc.)  par  les  diverses  formes 
binaires  d'ordre m  appartenant  а  un  systиme  binaire  а k(<m)  para
mиtres,  on  obtient  un  systиme k  fois  infini  de  groupes  de m  points, 
auquel  on a donnй  le nom tVinvolution du m'èmeordre et du klèmerang{{ ) . 

Pour  obtenir  la  condition,  pour  qu 'une  forme  du systиme  linйaire  (4) 
soit  divisible  par 

il  suffit,  йvidemment,  d'йgaler  а zйro  le  dйterminant  qu'on  obtient  en 
йliminant  les paramиtres  X0. X  X*, ainsi  que  les m — k  coefficients 

(*')  Ces  involutions  ont  йtй  considйrйes,  pour  le  cas  oщ  A  < i ,  par  Poncelet  (dans  la 
2 e  йdition  de  son Traite des propriétés projectiles des figures, i e  volume,  p.  286 267 , 
T 8 6 6  ), Battaglini [Suite forme binarie di grado qualunque [Memorie delVAccad. di Napoli, 
1867) ] ,  Cayley  et  autres  auteurs.  Dans  ces derniers  temps,  elles  ont fait  l'objet  de  nom
breuses  recherches  gйomйtriques par MM. Emile  Weyr,  Le Paige,  Franz  Meyer,  etc., sans  par
ler  des  travaux  algйbriques  qu'on  peut  y  rattacher  йgalement  et  que nous  aurons  l'occasion 
de  citer  par  la  suite. 



de  la  forme  <p(a?)  d'ordre m — k — i ,  entre  les  m +  i  relations  aux
quelles  conduit  l 'йvanouissement  identique  de la  forme 

Ainsi,  en  reprйsentant  la  forme 

par 

on  aura,  pour  expression  du  dйterminant  en  question, 

( C ) 

йtant  posй 

Du  reste,  nous  savons que l'expression  prйcйdente  est йgale  а la  forme 

• ( C ) 

que  nous  avons  dйjа  eu а  considйrer  au  n° 3 ,  forme  qui  ne saurait  кtre 
identiquement  nulle  (quelles  que  soient  les x°, x * , x k )  tant  que les 
formes/ , , , / , , ...,fksont  l inйairement  indйpendantes  entre  elles. 

Toute  forme  symйtrique  analogue  а  la  forme  (C)  peut  кtre  appelйe 
forme symétrique involutive,  comme  correspondant  а un systиme  linйaire 
а k  paramиtres  et  dйfinissant,  par  consйquent,  une  involution  du mu'me 

ordre  et  du kltmc  rang. 

De  mкme,  on  peut appeler forme alternée involutive  toute  forme  alter
nйe  analogue  а  la  forme 

( A ) 

Un  systиme  linйaire  а k  paramиtres,  tel  que (4) ,  est  complиtement 



dйterminй  lorsqu'on  donne  les  rapports  mutuels  des  dйterminants  du 

systиme 

(O 

puisque  les  formes  involutives  (A)  et  (C)  correspondantes  sont  alors 

complиtement  dйterminйes (voirnos  1  et  5 ) . 

Les  rapports  mutuels  des  dйterminants  du  systиme  (i)  ne  changent 

pas  lorsqu'on  remplace  les  fo rmes^  par  d'autres  formes,  linйairement 

indйpendantes  entre  elles,  contenues  dans  le  systиme  (4).  De  lа  il  suit 

qu 'un  pareil  systиme  linйaire  est  susceptible  d'un  nombre (k-h i){m — k) 

fois  infini  de  dйterminations. 

7.  Comme  les  dйterminants  d'un  systиme  а m  lignes  et  а m  f  i  co
lonnes  sont,  en  gйnйral,  indйpendants  les  uns  des  autres,  il  se  trouve 
que  toute  forme  alternйe  et  d'ordre m  (de  mкme  que  toute  forme 
symйtrique  et  du  premier  ordre),  par  rapport  а m  sйries  de  variables 
binaires,  est  involutive  par  rapport  а  toutes  ces  sйries  de  variables. 

Par  contre ,  pour  qu 'une  forme  alternйe  et  d 'ordre m  (ou  une  forme 
symйtrique  et  d'ordre m  — k^>  i ) ,  par  rapport kk  +1 «< m  sйries  de  va
riables a?0, x \ xk,  soit  involutive  par  rapport  а  ces  variables,  il  faut 

que  ses (j.coefficients  satisfassent  а  un  grand  nombre  de  rela

tions  correspondant  aux  relations  qui  existent  entre  les  dйterminants 

du  systиme  ( i ) . 
Ainsi,  par  exemple,  pour  qu 'une  forme 

alternйe  par  rapport  а  deux  sйries  de  variables  binaires x et y,  soit 

involutive,  c'estаdire  de  la  forme 

il  faut  et  il  suffit  que  la  forme 



soit  identiquement  nulle,  quelles  que soient  les valeurs  de x,y,z, /('). 

Une  forme  symйtrique  et  involutive  par  rapport  а k  H 1  sйries  de 
variables x°, xK, ..., xk  jouit  de cette  propriйtй  qu'elle  est aussi  invo
lutive  par rapport  а k'-\-  1 quelconques  de ces k  + 1 sйries de  variables. 

Ainsi,  en  supposant  que  la  forme  involutive  symйtrique 

soit  relative  au  systиme  linйaire  (4) , la  forme  involutive 

sera  relative  au  systиme  linйaire  composй  par  celles  des  formes  du 
systиme  (4)  qui sont  divisibles  par' 

Cette  forme  involutive y(x\ x \ ..., xk')  peut  quelquefois  devenir 
identiquement  nulle  par un  choix  convenable  des  paramиtres  ,  . . . , 

yk;  dans  ce  cas,  les  formes  du  systиme  (4)  qui  sont  divisibles  par 

forment  un  systиme  linйaire  а plus  de k'  paramиtres  (* ). 
Rйciproquement,  on  peut  dйmontrer  que, toutes les fois qu'une forme, 

symétrique par rapport à k  h  r séries devariables binaires x°, xK, ..., xk, 

est involutive par rapport à un certain nombre k' •+-  r (kf^>o) de ces 

k +  1 séries de variables, elle doit être aussi involutive par rapport à 1 en-

semble de ces k -\- 1 séries de variables x°, x*, .. ., xk. 
•  •  • 

Il  s'ensuit  de  lа que  : 

Pour qu'une forme, symétrique par rapport à k •+-  1 séries de variables 

(!)  Voir,  pour  la  dйmonstration  de cette  propriйtй,  notre Mémoire sur les faisceaux de 
formes binaires ayant une même jacobienne,  p.  29 [Recueil des Mémoires des savants 
étrangers,  t.  XXVII,  n° 7;  i883). 

( 2  )  Les valeurs de fA'+l,  j A ' + 2 ,  . . . , yk  pour  lesquelles cette  circonstance a  lieu  sont  celles 
qui  annulent  tous  les dйterminants  du  systиme  : 



binaires, soit involutive par rapport à toutes ces séries de variables, il faut 
et il suffit qu'elle soit involutive par rapport à deux de ces séries de varia-
bles arbitrairement choisies. 

8.  De mкme  que les formes  (A) et  (G), les formes  (B) et (D), consi
dйrйes  aux n o s  2  et  i ,  sont  involutives  par  rapport  aux m — k  sйries 
de  variables 

qui y entrent.  Le systиme  linйaire  auquel  se rapportent  ces deux  formes 
est  celui  que  l'on  appelle conjugué  du  systиme  linйaire  (4),  auquel  se 
rapportent  les formes  (A) et (C). 

Deux  formes  binaires 

sont  appelйes conjuguées  (d 'aprиs  M. Rosanes)  lorsque  leur  invariant 
simultanй 

est  nul. 
Si m  formes  binaires  d 'ordre m 

conjuguйes  а  la  fo rme/ ,  sont  linйairement  indйpendantes  entre  elles, 
toute  forme g = g™,  conjuguйe  а  / ,  sera  comprise  dans  le  systиme 
linйaire 

De  mкme,  йtant  donnй  un  systиme  linйaire  а k  paramиtres 

les  formes  d'ordre  m conjuguйes  aux  formes  de ce  systиme  donnent  un 
autre  systиme, 'à m — k — i  paramиtres, 

( 5 ) 

C'est  ce second  systиme  linйaire  qu'on  appelle conjugué du premier  (' ). 
Puisque  les m — k  formes gk+t, ..., gm  correspondent  a m — k  s o 

(*)  Dans  son  Mйmoire  citй  plus  haut,  M.  Battaglini  avait  dйjа  considйrй  la  notion  des 
involutions conjuguées,  qu'il  appelle involutions associées. 



lutions  linйairement  indйpendantes  des k  +1  йquations  linйaires 

il  faut  bien,  d'aprиs  un  thйorиme  йnoncй  d'abord  par  Grassmann  et 
retrouvй  depuis  par  divers  gйomиtres  (Clebsch,  Brill,  d'Ovidio),  que 
les  dйterminants  du  systиme 

( 6 ) 

soient  proportionnels  aux  dйterminants  complйmentaires  du  sys
tиme  ( i ) . 

Ce  fait  peut,  servir  а dйmontrer  que  la  forme  involutive 

relative  au  systиme  linйaire  (5),  conjuguй  du  systиme  linйaire  (4 ) , 
coпncide,  а un  facteur  numйrique  prиs,  avec  la  forme  alternйe  (B)  con
sidйrйe  au  n°  2. 

Pour  cela,  il  suffit  de  remarquer  que  la  forme  involutive 

est  йgale  а  la  somme  des  produits  des  dйterminants  du  systиme  ( 6 ) 
par  les dйterminants  correspondants  du  systиme  (3) . 

Il  est,  de  mкme,  aisй  d'йtablir  directement  que  la  forme 

(B) 

considйrйe  au  n° 4,  coпncide  avec  la  forme  involutive  symйtrique  rela
tive  au  systиme  linйaire  (5),  conjuguй  du  systиme  (4). 

Pour  cela,  supposons  qu 'une  forme  conjuguйe  aux  formes  du  sys
tиme  linйaire  (4)  soit  divisible  par 

et  soit g = ck

xd'" k  cette  forme.  Nous  aurons  ainsi  les k  h  i  relations 

S.  4 



Pour  obtenir  la  condition  pour  qu 'une  des  formes  conjuguйes  aux 
formes  du  systиme  linйaire  (4)  soit  divisible  par d™~\  on  aura  йvidem
ment  а  йliminer  les k  +  i  coefficients  de  la  forme  c*  entre  les k  + 1 
relations  prйcйdentes.  Or  il  est  а  remarquer  que  le  rйsultat  de  cette 
йlimination  est,  а  un  facteur  numйrique  prиs,  йgal  au  dйterminant 

(du  n° 4) ,  et  par  consйquent 'proportionnel  а  la  forme  (D).  Cette  forme 

(D)  est  donc  la  forme  involutive  symйtrique  relative  au  systиme  li

nйaire  (5) ,  conjuguй  du  systиme  (4)  ( (  )• 

9.  Dans  le  cas  oщ k = m,  la  forme  involutive  (D),  de  mкme  que  la 

forme  involutive  (C),  se  rйduit ,  а  un  facteur  numйrique  prиs,  au  dйter

minant 

Par  contre ,  dans  le  cas  oщ k — o,  la  forme  involutive  (C)  peut  иtre 

supposйe  йgale  a 

de  sorte  que  la  forme  (D)  correspondante  sera 

On  remarquera  que  cette  derniиre  expression  est,  au  signe  prиs, 

йgale  а  ce  que  devient  l ' invariant (f,g)m = (ahyn  des  deux  formes 

/= a'"  et g = b1",,  lorsqu'on  suppose 

(!)  On  dйmontrerait,  de  mкme,  que  la  condition  nйcessaire  et  suffisante  pour  que  les 

formes  du  systиme  (5) divisibles  par d™~k' -  ) (  )...(ara?™), oщ k'  >  ї,  forment 

un  systиme  linйaire  а  plus  de k' — k  — i  paramиtres,  consiste  dans  l'йvanouissement  de  tous 

les  dйterminants  du  svstиme 

йtant  supposй  que  l'on  ait 



10.  Les deux  formes  involutives  ( A) et (B) jouent  un  rфle  important 
dans  la  thйorie  des combinants  des k  +i  formes 

c'estаdire  de  ceux  des  invariants  et  covariants  de  ces  formes  qui  se 
reproduisent  multipliйs  par une puissance  du  dйterminant 

lorsqu'on  remplace  les f o r m e s /  par des combinaisons  linйaires 

.  de ces mкmes k -h i  formes. 
D'aprиs  un  thйorиme  dы  а  M. Gordan [lleber Combinanten (Math. 

Annalen,  t. "V, p . 116, 1872)],  les covariants  et invariants de la forme (A) 
fournissent  tous  les  combinants  des k +  1  f o r m e s / .  D'autre  part ,  de 
rйcentes  recherches  ont  conduit  а  cette  remarque  importante  que  la 
mкme  propriйtй  appartient  aussi  а la  forme  (B). Ainsi  donc  : 

Deux formes involutives relatives à deux systèmes linéaires conjugués 

doivent admettre les mêmes covariants et invariants,  ce  qu'on  peut  aussi 
exprimer  en  disant  que deux systèmes linéaires de formes binaires, con-

jugués entre eux, admettent les mêmes covariants et invariants (1 ) . 

Le  fait  que deux  formes  involutives,  telles  que (A) cl (B), relatives  а 
deux  systиmes  linйaires  conjuguйs,  constituent  chacune  un  covariant 
de  l 'autre,  rйsulte  assurйment  de  ce  que  les formes  de chacun  de  deux 
systиmes  linйaires  conjuguйs  sont  liйes  aux  formes  de  l 'autre  par des 
relations  invariantes.  Pourtant,  on  peut  encore  trouver  un  autre  motif 
de  ce fait,  et qui tient  а la maniиre  dont  on  peut  passer  (d 'aprиs  le n°2) 
de  la  forme  (A) а la  forme  (B). Il se trouve,  en  effet,  que si, en partant 

( l )  Ces thйorиmes,  que j 'ai  toujours  considйrйs  comme  йtant  йvidents a priori  (de  mкme 
que  leurs  gйnйralisations  relatives а des formes  а  plus de deux  variables),  se trouvent  dыment 
exposйs  et  utilisйs  dans  mon Mйmoire  dйjа  citй Sur les faisceaux de formes binaires ayant 
une même jacnbienne•',  Mйmoire  qui avait йtй prйsentй а l'Acadйmie  des Sciences de Paris  dans 
la  sйance  du  10 dйcembre  1881. Pourtant  c'est  seulement  dans  le  Rapport  de  M.  Jordan 
( Comptes rendus,  t.  X C I V ,  mai  1882) qu'il  en  est  fait  mention  pour  la  premiиre  fois. Voir 
aussi  M . BRILL  : Ueber binàren Formai und die Gleichung seclisten Grades [Math. An-
nalen,  t.  X X ,  p.  33o336;  1882) .  FRAПSZ  MEYER, Apolaritàt und rationale Ciuven  (Tiibin
gen,  i883). 



d'une forme alternée quelconque, d'ordre m ( > k) par rapport à k -+-  i sé-
ries de variables binaires x°, xK,..., x'' et qui soit exprimée en fonction li-
néaire des déterminants du système  (2 ) (ce qui est toujours possible d'une 
seule manière), on y remplace, au lieu des déterminants du système (2 ) , 
les déterminants complémentaires du système  (3) , on obtient une nouvelle 

forme, alternée et d'ordre m par rapport aux m — k séries de variables 
binaires x1'"', xh+2, xm, laquelle constitue un covariant de la pre-
mière (1 ) . 

III. 

Sur  les  dйterminants  fonctionnels. 

11 .  Parmi  les  f o r m e s / = a ™  d'un  systиme  linйaire  а k  paramиtres 

(4) 

il  y  en  a  seulement (k+ i)(tn  — k)  qui  admettent  comme  facteur  la 
puissance [k •+•  i ) , u m e  d'une  expression  linйaire (xy).  Les  valeurs  de y 

auxquelles  correspondent  de  pareils  facteurs  sont  prйcisйment  ceux  qui 
annulent  le  dйterminant  fonctionnel 

(E«) 

des k  f1  formes f . 

La  forme  (E°)  doit,  d 'aprиs  cela,  кtre  proportionnelle  а  la  forme 
û(x, x,  . . . r )  qu'on  obtient  en  faisant x{) — x* = ... == xh = x  dans 
la  forme  involutive  symйtrique  (C),  relative  au  systиme  linйaire  consi
dйrй  (4) .  D'autre  part,  il  est  aisй  de  voir  que  l 'expression  symbolique 
de  la  forme  (E°)  est,  а  un  facteur  numйrique  prиs, 

( L ) 

( l )  La considйration  de deux  formes  alternйes, dйduites l'une  de l'autre  d'aprиs  ce  procйdй, 
est  d'une  grande  importance  pour  la  thйorie  des  formes  binaires  (entre  autres,  elle  conduit 
а  de  nouveaux  aperзus  sur  la  loi  de  rйciprocitй  de  M.  Hermile).  Dans  une  occasion  pro
chaine  nous  espйrons  publier  relativement  а  ce  sujet  un  petit  travail Sur la théorie des 
formes complémentaires. 



D'une  maniиre  analogue,  le dйterminant  fonctionnel 

relatif  au  systиme  linйaire 

(5 ) 

conjuguй  du  systиme  linйaire  (4), ne s 'annule  que  pour  celles  des va
leurs y  de x  auxquelles  correspondent  des  formes (xy)m~k  entrant  en 
facteur  dans  quelque  forme  du  systиme  (5).  La  forme  (E 1 ) doit  donc 
кtre  proportionnelle  au  rйsultat Q.'(x, x,..., x),  qu'on  obtient  en  fai
s a n t e 4 " 1  = x^2 =-...= x'n x  dans  la  forme  involutive  (D), relative 
au  systиme  linйaire  (5),  c'estаdire  qu'elle  doit  кtre  proportionnelle  а 
la  forme  (E)  prйcйdente. 

On  voit,  d'aprиs  cela,  que deux systèmes linéaires de formes binaires, 

conjugués entre eux, doivent admettre les mêmes déterminants fonction-
nels.  On  a  ainsi  l 'exemple  le  plus  simple  de  ce  fait  que  deux  pareils 
systиmes  linйaires  admettent  les  mкmes  covariants  (n°10) . 

Dans  son  Mйmoire  dйjа  citй (Math. Annalen}  t.  XX), M. Brill  a  fait 
voir  que le discriminant  du  dйterminant  fonctionnel  (E)  se  dйcompose 
en  deux  facteurs  entiers,  lesquels  sont  respectivement  d'ordres 

par  rapport  aux divers  dйterminants  du  systиme  ( i)  (*).  Il est а  remar
quer  que  l 'йvanouissement  du  premier  de  ces  facteurs  constitue  la 
condition  nйcessaire  et  suffisante  pour  qu'i l  existe  dans  le  systиme 
linйaire  (4)  une  forme  admettant  un  facteur  linйaire (m — k  +  i ) " p l e , 
tandis  que  l 'йvanouissement  du  second  facteur  constitue  la  condition 
nйcessaire  et  suffisante  pour  que,  parmi  les  formes  du  systиme  con
juguй ,  il y en ait  une  admettant  un  facteur  linйaire (Â f  2 ) u p  e (voir 

n°  15). 

( ' )  Le  cas  oщ & =  i  avait  dйjа  йtй  considйrй  par  SALMON [Higher Algebra,  3 e  йdition, 
n°  180). — Dans  une Note Sur le système complet des combinants de deux formes binaires 
biquadratiques [Comptes rendus,  t.  XCVIl,  p .  27,  i883)  nous  avons  donnй  (pour  le cas oщ 
k =  i, m --  4)  l'expression  des  deux  facteurs  du  discriminant  de  la jacobienne [ab)a*bx 

en fonction  entiиre  des  invariants  (combinants)  du faisceau  *a*t y-b^. 



On  doit  aussi  а M.  Brill  une  dйmonstration  de  ce  fait  que  le  dйter

minant  fonctionnel  (E)  d'un  systиme,  tel que  (4) , peut  coпncider  avec 

toute  forme  binaire  d'ordre (k   b i ) (m  — k). 

12.  Donner  (а  un  facteur  constant  prиs)  le  dйterminant  fonctionnel 

d'un  systиme  linйaire,  tel  que  ( 4 ) ,  revient  йvidemment  а  donner 

(k  h  i.) (m — k)  relations  linйaires  et  homogиnes  entre  les  dй

terminants  du systиme  (i),  dйterminants  que j 'appel lera i , pour  abrйger, 

coordonnées  du  systиme  linйaire  (4) .  Aussi  le  problиme  de la  dйtermi

nation  du  nombre  des systиmes  linйaires  d'ordre m  et  а k  paramиtres 

(ou  bien  des  systиmes  linйaires  d'ordre m  et  а m — k  — i  paramиtres) 

qui  admettent  un dйterminant  fonctionnel  donnй  est  identique  au  fond 

avec  le problиme  de la  dйtermination  de Vordre 

du  systиme  d'йquations  par  lesquelles  sont  liйs  entre  eux  les  dйtermi

nants  du  systиme  (i),  ou  bien  ceux  du  systиme  (6),  problиme  qui  est 

d 'une  importance  capitale  pour  la  Gйomйtrie  d 'un  espace  а m  d imen

sions  ( 1 ). 

On  voit,  d'aprиs  cela,  que le nombreN ( / c •+-1, m — k)  reprйsente, non 

seulement  le nombre  des systиmes  linйaires,  tels que (4) , dont  le  dйter

minant  fonctionnel  serait  une  forme  donnйe  d'ordre (k  + \)(m — k), 

mais,  aussi,  le  nombre  des  systиmes  linйaires,  tels  que  (4)?  dont  les 

coordonnйes  satisferaient  а (k  i ) (m  — k)  йquations  linйaires  arbi

traires,  ou, en  d'autres  termes,  le nombre  des formes  involutives 

( 4 )  L'examen  du  cas  oщ m =\. k — i  (ou /• =  a) ,  et  oщ  N (2 , 3 )  =  N(3 , 2 )  =  5,  nous  a 
conduit  а de nombreux  rйsultats,  communiquйs  а  l'Acadйmie  des Sciences  de  Paris  dans  les 
sйances  des  17 et  24 octobre  1881 [Sur une configuration remarquable de quinze cercles et 

sur les congruences linéaires de cercles dans Vespace ( Comptes rendus,  t.  XCIII,  p. 578 
et  633)].  Quant  а  l'йtude  dйtaillйe  des faisceaux  (et  des  rйseaux)  de  formes  biquadratiques 
ayant  pour  jacobienne  (dйterminant  fonctionnel)  une forme  donnйe  du  sixiиme  ordre,  nous 
lui  avons  consacrй  toute  la  seconde  Partie  (p .  57 i35)  de  notre Mémoire sur les faisceaux 

de formes binaires  dйjа  citй (voirun  court  extrait  de ce Mйmoire dans  les Comptes rendus  du 
10  dйcembre  1881, t.  XCIII, p . 994) 



symйtriques  et d'ordre m — k  par rapport  aux ї1?°, x \ ..., xk,  dont  les 
coefficients  seraient  liйs  par (k  f i) (m—k)  conditions  linйaires  ( ' ) . 

Dans  une Communication  faite  а  la  Sociйtй  mathйmatique  de  France, 
il  y  a  quatre  ans  (sйance  du  i 3  dйcembre  1880),  nous  avons  donnй  la 
valeur  du  nombre N(k  •+ r, m — k)  pour  le cas oщ k =  1. Cette  valeur, 
qui  a  йtй  aussi  obtenue  depuis  par M. Franz  Meyer  ( 2 ) , est 

J'ajouterai  que, tout  derniиrement,  M.  Schubert  a  annoncй  ( 3 ) que, 
par  l 'application  des  mйthodes  de  la  Gйomйtrie  йnumйrative,  il  a  pu 
arriver  а  ce  rйsultat,  que , dans un espace à m dimensions, le nombre 

des variétés linéaires ci m — k  — 1 dimensions qui rencontrent (en un 

point) chacune de (k  4  1 ) (m — k) variétés linéaires à k dimensions 

données est égal à 

Si  ce  rйsultat  est  exact,  comme  il  y  a  tout  lieu  de  le  croire,  nous 

aurons 

13.  Йtant  donnйes (k  h 1) (m — k) -+- r  йquations  linйaires  et  homo
gиnes  entre  les dйterminants  du  systиme  (1), on ne peut,  en  gйnйral ,  en 
dйduire  aucun  systиme  de  valeurs  pour  les  rapports  de  ces  dйtermi

J )  On  remarquera  que,  si l'on  considиre  les deux  formes  involutives  symйtriques 

relatives  au  systиme  linйaire  (4)  et  а  son conjuguй  (5),  toute  relation 

oщ  les j ° , y1,  . . .  о jr ' ' , J 7 '  M ,  • • - ,y"1  ont des valeurs  donnйes,  constitue  une condition  linйaire 
entre  les  dйterminants  du  systиme  (1). 

( 2 )  FRANZ  MEYER, Apolarität und rationale Curven,  p.  3gi  (Tubingen,  i883). 
3 )  Dans  les Mittheilungen der Mathem. Gesellschaft in Hamburg  (n° 4 , p .  8 7 ;  1 8 8 4 ) . 



nants,  de  sorte  que,  dans  ce  cas,  la  seule  solution  permise  est  de  sup
poser  que  tous  ces  dйterminants  soient  йgaux  а  zйro. 

Par  contre,  pour  que  les (k -+-1) (m — k) -+-1  йquations  donnйes 
soient  compatibles  avec  le  systиme  de  relations  qui  lient  entre  eux  les 
dйterminants  du  systиme  ( i ) ,  il  faut  que  les  coefficients  des  йquations 
en  question  satisfassent  а  une  certaine  relation,  dont  le  degrй,  par 
rapport  aux  coefficients  de  chacune  de  ces  йquations,  doit  кtre  йgal  а 

Supposer  que  le  dйterminant  fonctionnel  des k -h i  formes  binaires 

soit  ident iquement  nul  revient  йvidemment  а donner (k-hi)(rn — k)-hi 

йquations  linйaires  entre  les  dйterminants  du  systиme  (r) .  Maintenant 
c'est  un  fait  de  la  plus  baute  importance,  que  ces (k   f  1 ) (m  — k)  f r 
йquations  ne  peuvent  кtre  satisfaites  autrement  qu'en  supposant  que 
tous  les  dйterminants  de  la  matrice  (r)  soient  nuls.  Nous  avons,  en 
effet,  ce  thйorиme  : 

Le déterminant fonctionnel 

de k  h  i formes binaires d'ordre mim>k, 

ne peut être identiquement nul que dans le cas où les k h r /ormes Jt sont 
liées entre elles par quelque relation linéaire. 

Ce  thйorиme  n'est  qu 'un  simple  corollaire  de  cette  proposition  fon
damentale,  que  si k -h i  f o n c t i o n s / 0 , f{.  d 'une  variable x  sont 
telles  que  le  dйterminant 



soit  identiquement  nul,  ces k   h i  formes  doivent  кtre  liйes  entre  elles 
par  une  relation  linйaire  et  homogиne  а  coefficients  constants  ( ' ) . 

On  remarquera  que,  rйciproquement,  la  condition  nйcessaire  et  suf
fisante  pour  que k  i  formes f0,f,,  . . .  , / А ,  d 'ordre m<k,  soient  liйes 
entre  elles  par quelque  relation  linйaire,  consiste  dans  l 'йvanouissement 
identique  du  dйterminant  fonctionnel  de ces k  4  1  formes. 

En  d 'autres  termes  : 

La condition nécessaire et suffisante pour qu'une forme involutive 
symétriaue 

soit identiquement nulle consiste dans l'évanouissement identique de son 
covariant principal 

IV. 

Sur  les  formes a'£  conjuguйes  а  une  forme hx

+i  donnйe (m > k). 

14.  La  notion  des formes conjuguées  relative  а deux  formes  binaires 
du  mкme  ordre  ( n ° 8 ) ,  notion  dont  nous  avons  dйjа  fait  un  grand 
usage,  est  susceptible  d 'une  extension  importante . 

Ainsi,  йtant  donnйes  deux  formes f=a"'.  et h  =  A*+l (m > k +  i ) , 
nous  dirons  que la forme f = a"1 est conjuguée par rapport à h = hv

+[ 

dans le cas où la forme 

est identiquement nulle,  de  mкme  que  nous  avons  employй  cette  ex
pression  pour  le  cas où m = k-hi. 

( J )  Des  dйmonstrations  de  cette  proposition,  indйpendantes  de  la  thйorie  des  йquations 
diffйrentielles  linйaires, ont йtй  donnйes  par  MM.BRIOSCHI (Theorie des déterminants,  p.  8 2 ; 
i854 ),  CHRISTOFFEL [Journal de Crclle,  t.  5 5 , p. 281 ) et  FROBENILS  ( Journal de Borchardt, 
t.  76, p . 2 3 8 ;  1873  ) . — Voir  aussi  BALTZER  : Theorie und Anwendung der Determinanten 
( 5 e  йdition,  p.  7 8 ;  1 88T)  et  PASCH  : Note über die Determinante, etc. (Journal de Bor-
c/iardt,  t.  80, p.  177:  1875). 

S.  5 



Lorsque  la forme  (/ , h)k+i  est identiquement  nulle ,  on a 

quelle  que soit  la forme  X =  X™ k  Rйciproquement,  si cette  derniиre 
relation  est satisfaite,  quelle  que soit  la  forme  X,  on doit  avoir  aussi 

quel  que soit x.  On voit  par lа que les  formes f= a1",  conjuguйes  а une 
forme h = hx

+i  donnйe,  sont  caractйrisйes  par  cette  propriйtй,  d'кtre 
conjuguйes  par  rapport  а  toutes  les  formes  d'ordre m  divisibles par 
hkf{.  (On dйmontrerait  de  mкme  que les formes f=ax  en  question 
sont  aussi conjuguées  par  rapport  а toutes  les formes,  d'ordre  infйrieur 
а m,  divisibles  par h). 

D'aprиs  cela, le système linéaire composé par les formes d'ordre  m, 
conjuguées à une forme h = donnée (m^> k), coïncide avec le con-

jugué du système linéaire composé par les formes d'ordre m divisibles par h. 

Ce  dernier  systиme  contient m — k formes  linйairement  indйpendantes, 
de sorte  que le nombre  des formes  d'ordre m conjuguйes  а y  (et linйai
rement  indйpendantes  entre  elles)  doit  кtre  йgal h k -i-1. 

15.  Lorsqu'une  forme  /'— a"x

lest  conjuguйe  а [xy)h+s,  on doit  avoir 

quel  que soit^r,  et  rйciproquement.  En  d'autres  termes,  pour  qu 'une 
f o r m e / =  «"'soit  conjuguйe  а (xyf^1,  il faut  et il  suffit  que toutes  les 
dйrivйes  d'ordre m—k— i  de f  s 'annulent  pour  la  valeur y  de x. 

Ainsi  : 

Les seules formes d'ordre m conjuguées ci [xyf^1, c'est-à-dire conju-

guées à toutes les formes d'ordre m divisibles par (xy)k+i, sont celles 

divisibles par (xy)'n~k. 

Cette  proposition  permet  de se rendre  compte  comment  deux  sys

tиmes  linйaires  de formes  binaires  d'ordre m 

eu 



et 

(5) 

conjuguйs  entre  eux, ont les mкmes  dйterminants  fonctionnels  (n° 11), 
c'estаdire  comment  les  points (kh  i ) U P L E S  du  systиme  (4)  coпncident 
avec  les  points (m — k)aples  du  systиme  conjuguй  (5).  En  effet,  si l'on 
suppose  que (xj)k+{  X^~~*1  soit  une  forme  du  premier  systиme,  il  est 
clair  qu'on  pourra  toujours  dйterminer  une  forme,  d'ordre m  et  divi
sible  par (xy)"'~'k,  qui  soit  comprise  dans  le  second  systиme  linйaire, 
puisque  cette  forme,  йtant  dйjа  conjuguйe  а (xy)k,i  X ' ? n ' a u r a  plus а 
satisfaire  qu'а k  conditions  linйaires  indйpendantes . 

On  dйmontrerait  de  mкme  que : 

Lorsque le système linéaire  (4) contient i formes divisibles par (xy)k'+{ 

où k'  f i ^> k, le système linéaire conjugué  ( 5 ) doit contenir i h k' — k 

/ormes, divisibles par (xy)m~k'(1 ) , et réciproquement. 

Cette  proposition,  appliquйe  au cas oщ i =  i , k' = k +  i  et au  cas oщ 
i = 2, k' = k — i ,  conduit  а  de  nouvelles  propriйtйs  des  deux  inva
riants,  dont  il  a  йtй question  а  la  fin  du  n°  1 1 , propriйtйs  qui  permet
tent  d'obtenir  l 'expression  de  ces deux  invariants. 

16.  Parmi  les formes  d 'ordre  m conjuguйes  а h = hk^  se  distinguent 

les k-h i  formes (xy)m  correspondant  aux  divers  facteurs  linйaires 

(xy)  de h.  Dans  le cas oщ  les  facteurs  linйaires 

de h  sont  tous  distincts  entre  eux,  l 'expression 

reprйsente  l 'ensemble  des  formes  d'ordre m  conjuguйes  а h (2). 

(!)  Cette  proposition  n'est  qu'un  cas  particulier  de  cette  autre  : Lorsque le système 
linéaire {i) contient i formes, linéairement indépendantes, qui soient divisibles par h%+i 

(ou qui soient conjuguées à une même forme d%-k'), où &'-+- i > /-, le système conjugué  (5) 
doit contenir i f k' — k formes, linéairement indépendantes entre elles, qui soient conju-
guées à h%JrX (ou qui soient divisibles par d"¿-k'). 

r 2 )  Il  est  а  remarquer  que si l'on part  d'une  forme j - a%1  conjuguйe  а (m > k), 



Il  rйsulte  de  cette  propriйtй  que la forme involutive symétrique rela-

tive au système linéaire des formes f = a"1, conjuguées à la forme 

est 

( F ) 

De  mкme, la forme involutive symétrique relative au système linéaire 

conjugué, composé par les formes d'ordre m divisibles par h, sera 

On  remarquera  que les  deux  expressions  (F)  et  (G)  prйcйdentes, 
mises  sous  forme  entiиre,  doivent  constituer  les  formes  involutives 
relatives  aux  deux  systиmes  linйaires  considйrйs,  mкme  dans  le  cas oщ 
la  forme  A aurait  des facteurs  linйaires  multiples  ( ' ) . 

En  posant x° = x1 = .. .:== xk — x  dans  la  forme  (F), multipliйe  par 
un  facteur  numйrique  convenable,  on  obtient,  d'aprиs  le  n°  11 ,  le 
mкme  rйsultat  qu'en  posant xkf1  = xk+2 = . . . — x7" = x  dans  la 

on  aura,  pour  dйterminer  les coefficients  X/ qui  figurent  dans  l'expression 

les  /<•  41  relations 

oщ  nous  avons  posй 

C1)  La  valeur  de  l'expression  ( F ) ,  en  fonction  des coefficients  des deux  formes 

peut  кtre  mise  sous  la  forme  d'un  dйterminant  d'ordre m — k,  dont  les  йlйments  sont  des 
fonctions  linйaires,  aussi  bien  des coefficients  de la forme g  que de  ceux  de  la  forme  Les 
divers  йlйments  de ce dйterminant  ne  sont  autre  chose  que  les coefficients  de  la  forme  dou
blement  binaire 

L'йvanouissement  identique  de tous  les  mineurs  d'ordre m — i — A— i  de  ce  dйterminant 
fournit  l'ensemble  des  conditions  qui  doivent  avoir  lieu  pour  que ,  parmi  les  formes 
d'ordre m  divisibles  par g  (ou  par h),  il  y  en  ait i  qui  soient  conjuguйes  а h  (ou а -g) 
[comparez  la  note  du  n°  15). Dans  le  cas oщ m — /, + 1 , ce  dйterminant  est йgal  а {gh)m. 



forme  (G).  Comme  maintenant  ce  rйsultat  est  йgal  а  la  puissance 
(m — k)ième  de h(x),  on  voit  que les seules formes [xy)k+i qui entrent en 
facteur dans quelque forme f = a'x conjuguée à h = hfx correspondent 
aux facteurs linéaires (xy) de h. 

17.  Voici  maintenant  quelques  rйsultats  relatifs  au  cas  oщ  la  forme 
h — hkf*  aurait  des  facteurs  linйaires  multiples. 

Lorsque la forme f-— a™ est conjuguée à 

où les y0, y\ ... sont différents entre eux, elle peut toujours être repré-
sentée, et cela d'une manière unique, par une expression de la forme 

où  X, X',  . . . désignent des formes d'ordre /0, i]t ... convenablement 
choisies. 

Dans le cas où la forme f = a™ lì est conjuguée par rapport à aucune 
forme qui soit un diviseur de h, les formes  X,  ) / , ,.  . doivent satisfaire aux 
conditions 

Si, au lieu de partir de la forme h, on partait d'une autre forme di-
visible par h, mais qui ne soit pas d'ordre supérieur à m -+-1  ( ' ) , on se-
rait conduit à une représentation de f — a'", laquelle coïnciderait terme 
par terme avec la représentation obtenue en partant de la forme h. 

( ! )  Si  je  dis  «  pas  supйrieur  а m -h i  » et  non  «  pas  supйrieur  а m  »,  c'est  parce  qu'il 
se  trouve  que  : Étant donnée une forme binaire d'ordre m  +  i 

toute forme binaire f = a'" peut être représentée d'une manière unique par une expres-

sion de la forme 

pourvu que les y®, y1, ... soient tous différents entre eux. 
J'ajouterai  que  le  problиme  de  la  dйtermination  des  formes  ).,  ).',  . . .  revient  au  problиme 



V. 

Par  contre,  on dit,  avec  M. Reye,  qu 'une  forme  c  est apolaire  par 
rapport  а / — a™, lorsque  la  polaire 

est  identiquement  nulle,  c'estаdire  lorsque  la forme / e s t ,  d'aprиs  l'ex
pression  dont  nous  nous  sommes  servi  dans  le  paragraphe  prйcйdent, 
conjuguée  а d™~* (*). 

Une  forme d'"'1  apolaire  а  /  est conjuguйe  par  rapport  а  toutes les 
polaires (ac)1 a'"'1,  correspondant  aux  diverses  formes cx.  La  relation 

n'est,  en  effet,  qu'une  consйquence  de 

Il  est  clair  que,  rйc iproquement ,  si  une  forme dx~
l  est  conjuguйe 

par  rapport  а  toutes  les polaires (ac)ta'""t,  elle  doit  кtre  apolaire  par 
rapport  а / .  Ainsi  donc  : 

Le système linéaire composé par les formes d'ordre m — t apolaires 

(œy)m 

de  la  dйcomposition  de  la  fonction  rationnelle jj„ix  en  une somme  telle que 

Voir,  pour  le  cas  oщ  ?0 = i^ —.. . = o,  notre  notice  : Sur la décomposition en fractions 
simples d'une fonction rationnelle homogène,  §  I (Bulletin des Sciences mathématiques, 
i e  sйrie,  t.  VIII,  p.  120144;  1884) . 

( ! )  Pourtant  M. Reye  emploie  aussi  l'expression  de  « formes  apolaires  »  pour  dйsigner 
les  formes  que nous  avons  appelйes conjuguées. 

Sur  les  formes d%~-( apolaires  а  une  forme  donnйe a™. 

18.  On  appelle polaire  d 'une  forme cc

x  par  rapport hf= a™ (m >/) 

la  forme 



à f = a'", est le conjugué du système linéaire composé par les diverses 
formes polaires (acfa1™'1. 

D'aprиs  cela,  on voit  que si les  polaires (ac)lax^  forment  un  systиme 
linйaire  а V paramиtres (tf<Sm — t),  il  faudra  que ,  parmi  les  formes 
d™~* apolaires  а  / ,  il y  en  ait m — t — t'  qui  soient  linйairement  indй
pendantes. 

Lorsque  la  forme  cЗ~ f est  apolaire  а f,  toute  forme  d'ordre  infй
rieur  (ou  йgal)  а m  divisible  par d"^1  est  aussi  apolaire  (ou  conju
guйe)  par  rapport  а / ( n °  14). C'est  lа  une  remarque  fort  simple,  mais 
dont  nous  aurons  а  faire  d' importantes  applications  par la  suite. 

Dans  l 'йtude  des formes  fЗ~ f apolaires  а / = a™, nous  devons  natu
rellement  comprendre  aussi  les  formes  d'ordre m(t = o)  conjuguйes 
а f,  dont  les  propriйtйs  sont  en  tout  point  analogues  а  celles  des ^ 
formes  apolaires.  Mais,  pour  йviter  les  doubles  йnoncйs, il convient 

d'étendre la dénomination des formes apolaires au cas des formes con-
juguées d'un même ordre. 

19.  Les  formes  polaires (acfa^'1  coпncident  йvidemment  avec  les 
diverses  combinaisons  linйaires  des t  +  i  formes 

(7 ) 

Lorsque  la  forme  / e s t  quelconque,  les t-hi  formes  (7)  doivent 

кtre  linйairement  indйpendantes  entre  elles,  tant  que t < — • Ainsi,  dans 

le  cas oщ t<— )  les polaires [acfanfft  forment,  en  gйnйral ,  un  systиme 

linйaire  а t  paramиtres.  Par contre,  dans  le cas oщ t >  — > l 'expression 

(acYa"x

l "'comprend it — m  formes  identiquement  nulles, de sorte  qu'elle 

peut  reprйsenter  toute  forme  d'ordre m — t, et  cela  pour  plusieurs  va

leurs  de cx.  Dans  le  cas  intermйdiaire  oщ, m  йtant  pair,  on  a l — — > 

la  forme (acfa"^  peut  encore  reprйsenter  toute  forme  d'ordre m  — t, 

mais  pour  une seule valeur  de cx. 

De  cette  maniиre,  parmi  les formes  involutives  symйtriques 



relatives  aux t  +  i  formes 

il  n'y  a  que  celles  correspondant  а  des  valeurs  de t  supйrieures  а — > 

qui  soient  toujours  identiquement  nulles. Au  contraire,  les formes  , 

pour  lesquelles  on  a tS —>  doivent  ne  pas  кtre  identiquement  nulles 

dans le cas normal,  c'estаdire  tant  que la  forme  /  ne  satisfait  pas а des 
conditions  particuliиres. 

Le  nombre  des  formes  3>fH_,  correspondant  ainsi  а t< —  est  йgal  а 

jtx f  i , aussi  bien  dans le cas oщ m =  2|x que  dans le cas o щ m =  2p. +  i . 

La  premiиre  de ces formes  ^  n'est  autre  chose  que  la  forme / .  Quant 
а  la  derniиre  elle  constitue  un  invariant  de / d a n s  le  cas  oщ 
m  — 2 jx ,  tandis  que, dans le  cas oщ m =• 2| i h i ,  elle  ne  contient  cha
cune  des variables  a?0, a?',  . . q u ' a u  premier  degrй . 

L'ordre  de  la  forme  ( / < f )  par  rapport  а chacune  des  sйries  de 
variables x°, x \ ..œ*  est  йgal  а m — it. 

20.  Dans  le  cas oщ  la  forme  /  — «'"est  quelconque,  il  ne  doit  pas 

exister  de  formes d™~*  d 'ordre m  — t 5 — >  apolaires  а / .  Par  contre, 

si m — t >  — » il  doit  y avoir  a?? —  2 Ј formes  apolaires  а  / l i n й a i r e m e n t 

indйpendantes  entre  elles. 

Lorsque m  est  impair,  йgal  par  exemple  а i\l  h  j ,  il  n'y  a,  en 
gйnйral,  qu 'une  seule  forme  d'ordre  m, h  i  qui  soit  apolaire  а / ;  c'est 
la  forme  reprйsentйe  par 

D'autre  part ,  si m—  les  formes  d'ordre  p. +  1,  qui  sont  apo
laires  а /  forment,  en  gйnйral ,  un  faisceau;  pour  que, dans  ce  cas, il 
y  ait  quelque  forme  d'ordre  jji  apolaire  а / ,  il  faut  que  l'invariant  4 y H 

soit  nul . 

2 1 .  Considйrons  maintenant  la  suite  des  formes  involutives  svmй



triques 

correspondant  aux  divers  systиmes  linйaires  composйs  par  les  formes 
d'ordre m — t  apolaires  par  rapport  а / .  Comme  les  formes  d'un  pareil 
systиme  linйaire  sont  conjuguйes  aux  formes  (7),  il  est  clair  (d'aprиs 
le  n°  8)  qu'on  peut  supposer  la  forme £ït+,  йgale  а 

йtant  posй 

Il  est  aisй  de  voir  que  cette  mкme  forme  est  йgale  а 

oщ 

On  remarquera  que  la  forme Q\  est  йgale  а 

tandis  que  la  forme  Ы ^ ,  est  proportionnelle  а 

dans  le  cas  oщ m = 2^  t  1. 

A  cфtй  des  formes ù t + i ,  il  convient  de  placer,  dans  le cas  oщ m = 2/ut, 
l 'invariant 

qui  est  йgal,  a  un  facteur  numйrique  prиs,  а  ® v + i . 
S.  6 



L'ordre deQt+n  par  rapport  а  chacune  des m  — 2t  sйries  de  varia
bles x t + l , xc+2, ..., xm~l,  est йgal  а t  +1. 

22 .  Lorsqu'on  pose  o ? 0 . 3 =  4e1
  u x  =  a Ј = a?  dans  la  forme  <п\ + j , 

supposйe  multipliйe  par un facteur  numйrique  convenable,  on  obtient 
le  mкme  rйsultat  qu'en  posant x M = xt+2 ==... = xm~l  — a?  dans  la 
forme  (n° 11). 

La  forme,  а  une seule  sйrie  de variables, 

qu 'on  obtient  ainsi,  n'est  autre  chose  que le  dйterminant  fonctionnel 
des t  t1  formes  ( 7 ). 

La  forme  F,  est  ainsi  йgale  а / ,  la  forme  F 2  йgale  а  la  hessienne 
! ( / • / ) 2  d e  /»  e t  a ' n s i  de suite.  Enfin  la  forme  F (JH_<  est  йgale  а 
(si m  =  2 p . ou m =  api  4  1). 

D'aprиs  les propriйtйs  des  dйterminants  fonctionnels,  rappelйes  au 
n°  13 ,  l 'йvanouissement  identique  de  la  forme  F f + , ,  qui  est  d 'ordre 
(t-\-\)(m — it),  doit  consti tuer  la  condition  nйcessaire  et  suffisante 
pour  que les formes  (7)  soient  liйes  entre  elles  par  quelque  relation 
linйaire. 

Gomme  l'йvanouissement  identique  de Ft+i  entraоne  l 'йvanouisse
ment  identique  des formes  et Clc+i,  et  rйciproquement,  on  peut, 
toutes  les fois  qu'il  s'agira  de  l 'йvanouissement  identique  de la  forme 

ou de la forme ùt+it  parler  simplement  de  l 'йvanouissement  iden
tique  de la  forme Fi+i  correspondante. 

On  remarquera  que l 'йvanouissement  identique  de  la  forme Ft+i  a 
pour  consйquence  l 'йvanouissement  identique de toutes  les formes  F , + 2 , 
F , .+3,  F ^ , , dont  l'indice  est supйrieur  а t   f  1. 



VI. 

relation  а  laquelle  correspondrait  une  forme  r*,  telle que 

De  lа dйcoulent  ces deux  consйquences  :  i°  qu'i l  n 'existe,  dans  ie cas 
considйrй,  aucune  forme,  d'ordre  йgal  (ou  infйrieur)  а k,  qui  soit  apo
laire  а f; 2° que le nombre  des formes d"x

l~h,  l inйairement  indйpendantes 
entre  elles,  qui  sont  apolaires  а f,  est  йgal  а m — 2k,  de  mкme  que 
dans  le  cas normal . 

Maintenant, s'ilarrive que la forme  F ^ , soit identiquement nulle, sans 

quil en soit de même pour la forme  F*, il faut quily ait au moins une 

forme  r*, d'ordre k, apolaire à f, mais il ne pourra y avoir aucuneforme, 

d'ordre moindre que k, qui soit apolaire àf(1 ) . 

D'autre  part,  le  nombre  des formes  d'ordre 

apolaires  а / ,  doit  кtre,  dans  ce  mкme  cas ( F A + 1 — o, F A ? Ј o ) ,  le  mкme 
que  dans  le cas normal,  c'estаdire  йgal  а 

respectivement. 

(!)  Rйciproquement  :  pour  que,  parmi  les  formes  apolaires  а / ,  il  y  en  ait qui  soient 

d'ordre k1™,  sans  qu'il  y  en  ait  qui  soient  d'ordre  moindre,  il  faut  et  il  suffit  qu'on  ait 

F>hI =  o, Yicjé  o. 

Examen  du  cas  oщ  F* + 1 =  o, Fk^£o. 

23 .  Tant  que le  covariant  F A + , (kS  ™j  de  /  ne  devient  pas  identi

quement  nul, il ne peut  exister  aucune  relation  linйaire  entre  les k -+•  i 

formes 



24.  Une fois  que  l'on  admet  l'existence  d'une  forme (k<~y 

apolaire а/ , on doit  en conclure  que toutes  les formes  d'ordre m — t<m, 

qui  contiennent rx  en facteur,  sont  apolaires  а / ( n °  18). Or, comme le 
nombre  des formes,  linйairement  indйpendantes  entre  elles,  comprises 
dans  l'expression  r*X™~A_i,  est йgal  а m — k — t  +1,  on voit  que,  dans 
le  cas  oщ t = k — i ,  ce  nombre  devient  йgal  au  nombre  des  formes 
d'ordre m — t = m — k-h i  qui sont  apolaires  а f.  Cela  nous  montre 
que  les seules  formes  d'ordre m — k  H I  qui  soient  apolaires  а f  dans 
le  cas considйrй  sont  celles  qui contiennent  en  facteur  la  forme  r*. 

De  lа dйcoule  la  proposition  importante  suivante  : 

Dans le cas où la forme  F*^ est identiquement nulle, sans qu'il en soit 

de même pour Y k fk^^\ il n'existe quune seule forme rx, d'ordre k, 

qui soit apolaire à f. De plus, les seules formes d"^, où 

qui soient, dans ce même cas, apolaiïes à f sont celles divisibles par r*. 

Prenons,  en effet,  au hasard,  une forme d"x

l~\  d 'ordre m — t>k  (oщ 
t>k—  i ) , qui soit  apolaire  а f.  Toutes  les formes,  d'ordre m — k -+-1, 

comprises  dans  l'expression  i ^ ~ f X Ј * S  seront  apolaires  а / .  Or  nous 
savons  que toutes  les formes  d'ordre m — k  H r,  apolaires  а / ,  doivent 
кtre  divisibles  par  la  forme rx;  il  faut  donc  que  toutes  les  formes 
dI^~t'kt~k+{  prйcйdentes  soient  divisibles par rx,  quelle  que soit  la  forme 

ce  qui ne  peut  йvidemment  avoir  lieu  que si la  forme d™"1  est 
divisible  par rx. 

25 .  De ce qui prйcиde  il  rйsulte  que, dans  le cas oщ* 

les  divers  systиmes  l inйaires,  composйs  par  des  formes  d'ordre 
m — t>k  apolaires  а / ,  se  classent,  en  trois  catйgories,  suivant  que le 
nombre m — t  est infйrieur,  йgal  ou supйrieur  а m — k +  i . 

Le  systиme  linйaire  correspondant  а m  t — m — k-\-i  se rap



proche,  par  ses  diverses  propriйtйs,  plutфt  des systиmes  linйaires  cor
respondant  а m  — t<^m — k + \.  Pourtant ,  il  prйsente  cette  propriйtй 
commune  avec  les systиmes  linйaires  correspondant  а m — t^>m —k-h  i 
que  le  nombre  des  formes  linйairement  indйpendantes  qu'il  contient 
estle  mкme  que dans  le  cas normal ,  propriйtй  qui  se  traduit  en ce que 
la  forme  involutive ÛA  correspondante  n'est  pas identiquement  nul le . 

Comme  le  systиme  en  question  est  composй  par  toutes  les  formes 
d'ordre m — k +  i  divisibles  par  r*, on  voit  que  : 

Dans le cas où F A + 1 =  o,  F A p ^ o, la forme involutive ûk est égale a 

où r(x) représente la seule forme d'ordre k qui soit apolaire à f dans ce 

cas. La forme ¥k doit aussi être égale à la puissance (m — ik  + 2)ieme 

de r(x) (1 ) . 

26 .  Les  svstиmes  linйaires  composйs  par  les  formes  d'ordre 

apolaires  par rapport  а / ,  jouissent  de propriйtйs  tout  а  fait  diffйrentes 
de  celles  des  systиmes  linйaires  correspondant  а m — t<m — k +  i, 
que  nous  venons  d 'examiner  ( n o s 24 et 25 ) . 

Et  d'abord  nous  allons  dйmontrer  que : 

Dans le cas où Vk+i =  o, F A ^ o, les formes d'ordre m — t^> m — k -+-1 

apolaires àfne peuvent admettre aucun facteur linéaire en commun. 

Supposons,  pour  un  moment,  que toutes  les  formes  d'ordre 

apolaires  а / ,  soient  divisibles  par [xy).  La forme (xy)"1'1,  йtant  con
juguйe  par  rapport  а  toutes  ces  formes,  serait  йgale  а  la  polaire 

f 1 )  Je noterai  ici que, dans une rйcente Note, Zur Théorie der binaren Formai (Gôttinger 
Naclu'ichten,  p .  n 5  I 2 I ;  avril  i883),  M.  Gundelfinger  a  йnoncй,  sans  dйmonstration,  une 
proposition  qui revient  а ceci  : «  Lorsque  le covariant  F ^ + I  de /  est  identiquement  nul,  sans 

que ¥k {^~1<^^j  ' e  s 0 ' t '  c e U e  derniиre  forme  F* est йgale  а  la puissance (m — ik-\-ifime 

d'une  forme  binaire  d'ordre h.  apolaire  par  rapport  а / .  »  Cet  йnoncй  comprend  aussi  le 
cas,  examinй  au  n° 20,  oщ m =  a p. -¥ п , k  — p  +1. 



(acjax 1  de quelque  forme cx  par rapport  а / ( n ° 18). De cette  maniиre 
on  aurait 

quel  que soit x,  ce qui  signifie  que  la  forme (ocy)cx,  qui est  d 'ordre 
t-j-i<^k,  doit  кtre  apolaire  а / .  Or  cela  est  impossible,  puisque  la 
relation Y/c-^o exclut  l 'existence  de  formes  apolaires  а / d o n t  l 'ordre 
soit  infйrieur  а k  (n° 23 ) . 

La  supposition  dont  nous  sommes  parti  est  donc  йgalement  impos
sible. 

27 .  Considйrons  maintenant ,  а cфtй  de la forme  r*,  qui est la  seule 
forme  d'ordre k  apolaire  а / ,  dans  le cas considйrй,  une autre  forme sl

x, 

d'ordre l — m - k -+-  2, qui soit  apolaire  а / ,  sans  кtre  divisible  par rx. 

On  voit,  d'abord,  que  toutes  les  formes  d'ordre  /,  comprises  dans 
l 'expression 

(oщ al~k  dйsigne  une forme  arbitraire  d'ordre  /— k,  e t p un  paramиtre 
arbitraire) ,  sont  toutes  apolaires  а / .  Or, comme  la  forme s n 'est  point 
divisible  par r,  il  faut  bien  que le  nombre  des  formes,  l inйairement 
indйpendantes  entre  elles,  comprises  dans  l'expression  prйcйdente,  soit 
йgal  а  /— k  4  2,  c'estаdire  йgal  au  nombre m  — ik  +  4 des  formes 
d'ordre  / = m — k +  2  apolaires  а / . 

L'expression  prйcйdente  comprend  donc  toutes  les  formes  d'ordre 
/ = m — k H 2  apolaires  а / .  Cela  montre  que la forme s ne peut avoir 

aucun facteur linéaire en commun avec  r,  d'aprиs  la  proposition  du 
numйro  prйcйdent. 

Envisageons  maintenant ,  plus  gйnйralement ,  les  formes  d'ordre 
m — t^> m  — k h 1 contenues  dans  l 'expression 

(oщ p  et a  dйsignent  deux  formes  arbitraires  d'ordres m — t — l 

et m — t — k) et qui sont  toutes  apolaires  а / .  Puisque  les deux  formes r 

et s  n 'admettent  aucun  facteur  linйaire  en commun,  il  faut  bien  que 
le  nombre  des formes  linйairement  indйpendantes,  comprises  dans  l'ex
pression  prйcйdente,  soit  йgal а m  — 21 (voir le n°35) ,  c'estаdire  juste 



йgal  au  nombre  des  formes  d'ordre m — t^> m — k -+- 2  qui  soient 
apolaires  а / d a n s  le  cas  considйrй  (n°  23) . 

En  rйsumant  ce  qui  prйcиde,  nous  obtenons  cette  proposition  : 

Si l'on représente par r la seule forme d'ordre k qui soit apolaire à/ 

dans le cas où Fk+i =  o, F^yé o > et par s une forme d'ordre 

l = m — k -+- 2 qui soit apolaire à f, mais qui ne soit pas divisible par r 
(et qui n ait, par conséquent, aucun facteur linéaire en commun avec r), 
l'expression générale des formes d'ordre m — t^> m — k-\-i(t>o), 
apolaires à f sera 

28.  Des  faits  analogues  aux  prйcйdents  ( n o s  26 ,  27)  ont  lieu  dans  le 
cas  normal  oщ  aucune  des  formes  F 2 ,  F 3 ,  F ! X H 1  n'est  nul le .  Ainsi, 
nous  avons  encore  cette  propriйtй  fondamentale  que les formes d'ordre 

m — t^> — ) apolaires à /, ne peuvent admettre, dans le cas normal 

(Fp. + 1 yé o), aucun facteur linéaire en commun.  De lа  dйcoulent  les  pro
priйtйs  suivantes  : 

Soit, d'abord, m =  2p, -+-1 et F ^ ,  ^  o ; désignons par r la forme 
F[x ,̂ et prenons pour s une forme d'ordre  p. 4 2 qui soit apolaire à f sans 
être divisible par r (et qui n ail, par conséquent, aucun facteur linéaire en 
commun avec r). L'expression générale des formes d'ordre m — t ^> ju, f1, 
apolaires à f, sera 

Si, au contraire, m = 211 et  F [ X, + 1  o, nous aurons à prendre r et s 
parmi les formes d'ordre  p. h 1 apolaires à f, de sorte que, ces deux 
formes, étant supposées distinctes, ne pourront avoir aucun facteur linéaire 
en commun. L'expression générale des formes d'ordre m — t^>  p. apo-
laires à f sera ainsi 

2 9 .  Les  formes  r e t s ,  considйrйes  dans  ce  qui  prйcиde  ( n o s  27 ,  28) , 
peuvent  кtre  deux  formes  quelconques  d'ordres k  et  /,  assujetties 
seulement  а la condition  de  n'avoir  aucun  facteur  linйaire  en  commun. 

Il  est,  en  effet,  aisй de|reconnaоtre  que ,  йtant  donnйes  deux  formes rk

x 

et sl

x,  n 'admettant  aucun  facteur  linйaire  en  commun,  il  existe  ton



jours  une  forme  u n i q u e / = am,  d 'ordre m = k  + / — 2.  qui  soit  con
juguйe  а chacune  des deux  formes r  et s (voir  n° 41). Par la sui te ,  nous 
aurons  l'occasion  de  nous  rendre  compte  du  rфle  que  joue  la  forme 
/ = a™,  ainsi  dйterminйe,  dans  la  thйorie  de l 'йl imination.  Pourtant  il 
convient  de  remarquer ,  dиs а  prйsent,  que , si l'on suppose kSl, il ne 

pourra pas y avoir de formes d'ordre moindre que k, qui soient apolaires 
à la forme f — akfl~'2 définie par les relations 

En  effet,  si  l'on  supposait  qu 'une  forme r',  d 'ordre  moindre  que k, 

fыt  la  forme  d'ordre  minimum  apolaire  а / ,  il  faudrait  que  les  deux 
formes r  et s  fussent  divisibles  par r '  ( n o s  2 3 , 2 4 ) , ce  qui  ne  peut  pas 
кt re . 

30 .  D'aprиs  ce  qui  a  dйjа  йtй  exposй  ( n o s  16,  17),  l 'utilitй  de  la 
considйration  des formes  apolaires  а une forme  d o n n й e / = ax\  doit 
кtre  grande  dans  la  question  de la reprйsentation  de la  f o r m e / p a r  une 
somme  de m — t  puissances  m i и m e s ,  ou,  plus  gйnйralement ,  par  une 
expression 

(8) 

OЩ 

les y 0 , y{,  . . .  йtant  supposйs  diffйrents  entre  e u x ,  et  les  tormes  X, 

X',  . . .  satisfaisant  aux  relations 

En  effet,  pour  que  la  fo rme /== a"J puisse  кtre  reprйsentйe  par  une 
expression  telle  que (8)  et  satisfaisant  aux  restr ict ions  indiquйes ,  il 
faut  et il suffit  que la  forme 

soit  apolaire  а / ,  sans  qu'elle  soit  divisible  par  aucune  forme  d 'ordre 
moindre  apolaire  а / .  (Si  cette  forme  n'a  que  des  facteurs  linйaires 
simples,  on  aura i0 = i{  — . . , 4 —  o,  et  l 'expression  (8)  prйcйdente  sera 
la  somme  de m — t  puissances  m i и m e s . ) 



Les  dйveloppements  qui  prйcиdent  nous  apprennent  que  dans  le  cas 
normal  (oщ  F ^ ^ o ) ,  il  y  a  toujours  une  infinitй (m — it—  j ) " P L E  de 

formes  d 'ordre m — t  >  — qui  soient  apolaires  а / s a n s  кtre  divisibles 

par  aucune  forme,  d 'ordre  moindre ,  apolaire  а / ( n " s  20 , 28) . La  reprй
sentation  d e / = a™ par  une  expression  telle  que  (8)  est  donc  toujours 

possible,  dans  ce  cas,  pourvu  qu'on  ait  m  — ї>>  — • 

Maintenant ,  pour  le  cas  oщ  F A + 1  =  o, o (k<™\  nous  avons 

les  rйsultats  suivants,  relativement  aux  formes  d'ordre m — t>k  qui 
sont  apolaires  а / , sans être divisibles par aucune forme d'ordre 
moindre :  i °  si m — t ^> m — k  +  i ,  il  v a  une  infinitй (m — it  —  i  ) u i > , e 

de  pareilles  formes; 2°  si 

il  n 'existe  aucune  forme  d 'ordre m — t  ayant  les  propriйtйs  requises : 
et  3°  il  y  a  une  seule  forme  d 'ordre m — t = k  qui  soit  apolaire  а / 
mais  il  n'existe  aucune  forme  d'ordre  moindre  ayant  la  mкme  propr iй tй . 

Ainsi  donc,  dans  le  cas  oщ ¥k+i =  o,  F A . ^ o ,  la  f o r m e / = a™  n'est 
susceptible  d'une  reprйsentation  telle  que  (8),  et  satisfaisant  aux  res
trictions  mentionnйes,  que  si 

ou  bien  si 

( ! )  Il  serait  superflu  de  citer  ici  les  travaux,  trиs  connus,  des  divers  auteurs  qui,  d'aprиs 
M.  Sylvester,  se  sont  occupйs  de  la  reprйsentation  de  la  forme  /  = a'£  par  une  somme 

m 

de m  — t g —  puissances mmmes.  Je  noterai  seulement  que  c'est  M. Gundelfinger,  dans  sa 

Note  citйe  plus  haut, qui  a  indiquй  le  premier  quelles  sont  les conditions  nйcessaires  et  suffi

santes  pour  qu'une  forme  / — a1^  puisse  кtre  reprйsentйe  par  une  somme  de  A I m p u i s 

sances mièmes,  et  examinй  les  modifications  que  subissent  les  йnoncйs  dans  le cas oщ  la  forme r, 

dйfinie  par  la  relation rm-**+* =  F*?* o  (FA+I =  O) , admetdes  facteurs  linйaires  multiples. 
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VII . 

3 1 .  Complйtons  maintenant  l 'йlude  des  divers  systиmes  linйaires 
composйs  par  les  formes  d'ordre m — t  apolaires  а /  =  a j . 

Nous  savons  que, dans  le cas normal,  il n'y  a point  de  formes  d'ordre 

m — t<\ ~  apolaires  а f,  tandis  que  le  nombre  des  formes  d'ordre 

m — t^>  apolaires  а f  est  йgal  а m — 2t  (n° 2 0 ) .  Cependant, lorsque 

la forme f= a7x satisfait à des conditions particulières, il peut se faire 

que le nombre m — k — / + i <m — t des formes d'ordre m — t apolaires 

à f soit plus grand que dans le cas normal, c est-à-dire à la fois supérieur 

à zéro et supérieur à m  — 2t. 

Les  rйsultats  des n o s  2 3  et 2 4 nous  apprennent  que, dans ce cas, on doit 

avoir  Fam = ¥ky^o, de sorte que toutes les formes d'oindre m  — t 

apolaires à f seront divisibles par une même forme d'ordre k ^> o, laquelle 

doit coïncider avec Vunique forme apolaire à f dont Vordre soit mini-

mum  ( '  ). On  remarquera  que,  dans  ce  cas, on  doit  avoir k < m —f • 

3 2 .  Passons  maintenant  а  l 'examen  dessystиmes  linйaires  composйs 

par  les  formes d'x

n 1,  d'ordre m — t  —  apolaires  а / ,  dans le cas oщ, le 

covariant  F I ( _,  de / "n 'й tan t  pas identiquement  nul, le nombre  des  formes 

(m  question,  linйairement  indйpendantes  entre  elles,  est le  mкme  que 

dans  le c.as normal,  c'estаdire  йgal  а m — 2t. 

On  voit,  tout  d'abord,  que  si  l'on  considиre  une  forme  arbitraire 

e"'r'n',  d'ordre  йgal  ou  infйrieur  а m — t,  il ne  doit  exister,  en  gйnйral , 

aucune  f o r m e l ' "  '  apolaire  а f,  qui  soit  divisible  pare'"""''  dans  le cas 

oщ m — m'^>m  — 2t  — i ,  tandis  que,  dans  le cas oщ m — m'<m — -it —  r, 

( ! )  Proposition  communiquйe  par  l'auteur  а  la  Sociйtй  mathйmatique  de  France  dans 
la  sйance  du  20 dйcembre 1880. 

Propriйtйs  ultйrieures  des  systиmes  de  formes  d'ordre m — t 
apolaires  а / =  «,'". 



le  nombre  des  formes dn

x

l 1  apolaires  а / e t  l inйairement  indйpendantes 

entre  elles  sera  йзal  а m! — 'it. 

Au  contraire,  il  peut  se faire  qu'en  choisissant  convenablement  la 

forme e™~m',  le nombre  des formes  d'ordre m — t apolaires hf  et  con

tenant e'"'"1'  en  facteur  soit,  а la fois,  supйrieur  а zйro  et supйrieur  а 

m' — it. 
Comme  exemple  de pareilles  formes e™~m  exceptionnelles, nous  avons 

а  citer,  tout  d 'abord,  les  formes d™~m',  d 'ordre  йgal  ou infйrieur  а 
ni — t,  apolaires  а / . Ainsi,  comme  toute  forme d'ordre m — t  divisible 
par d'"~m'  est apolaire  а f,  nous  aurons un  nombre  (positif) 

de  formes,  l inйairement  indйpendantes  entre  elles,  divisibles  par d'" "', 

qui  seront  apolaires а / . 
En  partant  des formes,  d 'ordre  йgal  ou infйrieur h m — t,  apolaires а 

/ ,  on peut  trouver  d 'autres  formes e'"',  d 'ordre  infйrieur  а m — t,  qui 

entrent  comme  facteurs  dans  un nombre  positif  et  supйrieur  а m' — 2 / , 

de  formes dx'
c  apolaires а / . 

Considйrons,  par exemple,  une  forme 

d'ordre  йgal  ou infйrieur  а m - t,  qui  soit  apolaire  а / , et  supposons 

nue  le facteur  C " àe cette  forme  soit  d 'un ordre  tel que 1 on  ait 

Comme  toutes  les  formes  d'ordre m — t divisibles par er  doivent  кtre 

apolaires  а y ,  nous  aurons m' k' — t -+-  1  ^> o formes,  l inйairement  in

dйpendantes  entre  elles  et divisibles  par e"'  '",  qui seront  apolaires  а / . 

Le  nombre  positif m'—k' — t-hi  йtant  supйrieur  а m' — it,  par suite 

de  la relation k'<^t +  1, on voit  que la forme e™~m' envisagйe  est  excep

tionnelle  au mкme  titre  que les formes d'".'m,  apolaires  а / ,  considй

rйes  d'abord. 
Pour  arriver  а ce  rйsultat,  nous  avons  supposй  simplement  que la 

forme e'"~m' entrait  en facteur  dans  une  forme e"' "lr''r,  d 'ordre  йgal ou 
infйrieur  а m — t,  apolaire  а / ,  telle  que o < k ' < t +  1. Il est  mainte
nant  а remarquer  que s'il existait  une  autre  forme e"1 '"'rf,  telle que 



k"<Ck',  qui  soit  apolaire  а f,  le  nombre m' — k"  — /  •+• i  des  formes 
d'ordre m  — їapolaires  а f  et  divisibles  par  e™~'"VJ'  serait  supйrieur  а 
///      i +  i . 

Cela  montre  qu'il  est  tout  а  fait  avantageux  de  supposer  qu 'en  de
hors  de  la  forme e™~m'r'*'  il  n'existe  aucune  forme  d'ordre  moindre, 
divisible  par e™~m',  qui  soit  apolaire  а/(*•). 

33 .  C'est  un  fait  trиs  important  qu'en  dehors  des  formes e'"~"1',  dйjа 
considйrйes,  et  qui  entrent  en  facteur  dans  quelque  forme e'"rm'rx  apo
laire  а / e t  de  plus  telle  que 

il  n'existe  point  d'autres  formes e™~"1' qui  entrent  en  facteur  dans  un 
nombre  positif  et  supйrieur  а m'— it  de  formes  d'ordre m -- t  apo
laires  а  / . 

Supposons,  en  effet,  que  le  nombre m'—k'—t i<m'— t  f  i  des 
formes  d'ordre m — t  apolaires  а / e t  divisibles  par  une  forme  donnйe 
e™~m' (oщ m — m'^m — t),  soit  tel  que 

de  maniиre  qu'un  ait 

et  examinons  quelle  doit  кtre  la  forme ex "l. 

Et  d'abord  il  est  clair  que  si ni! — k' — t  h  i  == m'' — t -+-  r,  c'est
аdire k' =  o,  la  forme e™~m' doi tкtre  apolaire  а / ,  puisque  le  nombre  des 
formes  d 'ordre m — t divisibles  par ї™~m' est  juste  йgal h m' — t+\. 

Passons  maintenant  au  cas  oщ  l'on  aurait k'  >  o. 
D'aprиs  les  suppositions  faites,  la  relation 

(9) 

( 1  )  Du  reste,  d'aprиs  ce  que  nous  verrons  par  la  suite  (n°  33),  si  <?»«»»'/•'*' est  la  (seule) 
forme  d'ordre  minimum  qui  soit  apolaire  а  /  et  divisible  par c"x'-'

n\  et  qu'on  suppose 
k'im'— t,  o < ї ' < ї  +  1 ,  les  seules  formes  d'ordre m--t  apolaires  а /  et divisibles  par 
<?*»'«'seront  celles  divisibles  par c™~m' 



ne  peut  кtre  satisfaite  que  par m - k' -  l +  i  formes  meaire
ment  indйpendantes  entre  elles.  Cela  йtant,  je  remarque  que  la  terme 

ne  saurait  кtre  identiquement  nulle,  puisque,  autrement,  le  nombre 

m> _ k' - t +  i des formes eT^d'f-',  satisfaisant  a la  relation  (9)  prй

cйdente,  serait  йgal  a m - t +  .   La  relation  (9) peut  donc  кtre  йcrite 

r n m m e  il  suit  : 

d'oщ  nous  apprenons  que  toute  forme d'"1'"1 satisfaisant  а  la  relation  (9) 

doit  кtre  apolaire  а b'"', et  rйciproquement. 

Si  la  forme  6™'йtait  arbi traire ,  le  nombre  des  formes  d'ordre m' — t 

qui  lui  seraient  apolaires  serait  ou  o  ^dans  le  cas oщ m — t% "  ^  ou 

bien m — it  (\lans  le  cas  oщ m' — / >  A  prйsent,  les choses  se 

passent  autrement,  puisque,  d'aprиs  les suppositions  faites,  ce  nombre 

(c'estаdire m' —k' — t  t 1)  doit  кtre  а  la  fois  positif  et  supйrieur  а 

m' —2t. 

C'est  de ce fait  que dйcoulent  les rйsultats  que nous  avons  en vue.  En 

effet,  d 'aprиs  ce que  nous  avons  vu  au  n°  3 1 , il  faut  que, dans  le cas 

actuel,  toutes  les formes  d'ordre m' — t,  apolaires  а b'"', soient  divisibles 

par une mкme  forme r'*'(m ^~1 ^>k'^> o^j,  laquelle  doit  constituer  la 
forme  d'ordre  minimum  qui  soit  apolaire  а b™'. 

Les  suppositions  dont  nous  sommes  parti  nous  conduisent  donc  а 

cette  consйquence,  que  les  formes  eЗ 1 '  '  satisfaisant  а  la  relation  (9) 

sont  toutes divisibles  par une mкme  forme r'J;'(^—¡~  0^,  carac

tйrisйe  par  la  propriйtй  que  la  forme e™~m'r£' coпncide  avec  celle des 

formes,  d'ordre  йgal  ou  infйrieur  а m  — /,  apolaires  а /  et  divisibles 

par  e™'", dont  l 'ordre  est  minimum. 

Nous  arrivons  ainsi  а  cette  proposition  importante,  dans  laquelle 

nous  avons  compris  aussi  le cas oщ k' — o : 

Envisageons le système des formes d'"~' (m — t >> ™J apolaires à f, 

dans le cas où, la forme ¥t+.t n'étant pas identiquement nulle, ce système 

file:///lans


contient ni — it formes linéairement indépendantes entre elles. Si le 
nombre m' — k' — i +  i ^ m '  Z  +  i des formes de ce système qui sont 
divisibles par une forme e™~'"' (où o < m — m!S m — t) est à la fois 
positif et supérieur à m'— it, il faut bien qu'il existe une seule forme 

r * '  ( ~ ~ 2 ~ ~  ^ > ^ = ° )
 a y a n t lu propriété que la forme e'"~"''r* coïncide 

avec celle des formes apolaires ci f et divisibles par e"!~"1 dont l'ordre 
est minimum. 

Les seules formes d'ordre m — t apolaires à f et divisibles par e"!""' 
sont alors celles divisibles par e'"r'"'r'f. 

3 4 .  De  la  proposition  que  nous  venons  d'йtablir  il  rйsulte  que  : 

Si, dans le cas où Ft.ht  ^  o (m — t ]> , il y a, parmi les formes 

d'ordre m — t apolaires à f au moins m'— k' — l f  i >  o, où o'Sk'^t  + i, 
qui soient divisibles par une forme e"f'"1', d'ordre égal ou inférieur à m — t, 
il faut bien que la forme ë"~'m' entre en facteur au moins dans une forme 
(Jm m  r'A'^ d'ordre m — m' — k', apolaire à f 

Considйrons,  en  particulier,  le  cas  oщ m' — 2ê 4- ï. 
Si  la  forme 

йtait  quelconque,  il  n'y  aurait  qu 'une  seule  forme  d'ordre m - t,  apo
laire  а /  qui  soit  divisible  pare™  ce  serait  la  forme  reprйsentйe  par 

Si, au contraire,  on suppose  que  le nombre  des formes  d'ordre m — t >~> 

apolaires  a fot  divisibles  par e™.~m\  soit  au  moins  йgal  а  2,  on  devra  en 
conclure,  d'aprиs  la  proposition  prйcйdente,  qu'il  existe  au  moins  une 
forme  d'ordre m — t  — 1,  apolaire  а f,  qui  soit  divisible  par e'"~m '. 

En  remarquant  maintenant  :  i°  que  la  condition  nйcessaire  et  suffi
sante  pour  que  la  forme e'"~'n — e'"~2t  1  entre  en  facteur  au  moins  dans 
deux  formes  d'ordre m — t  apolaires  а  / ,  consiste  dans  l'йvanouisse
ment  de  la  forme 

quel  que  soit x,  el  2 0  que  lorsque  la  forme e™.-'"'  entre  en  facteur  dans 



quelque  forme  d'ordre m - 1    i ,  apolaire  а / ,  on  doit  avoir 

on  arrive  а  ce  rйsultat  important ,  que  : 

Toutes les fois que la forme 

(où les f+2,  J t k 3 ,  • • • ont des valeurs données) est nulle quel que soit x, 

on doit avoir les m — 'it—i relations 

En  partant  de  celte  proposition,  il  est  aisй  d'йtablir  la  proposition 

plus  gйnйrale  suivante  : 

Toutes les fois aue la forme 

(oùm-t>t'>t, et où les / + a , ... ont des valeurs données) est 
nulle quelles que soient les valeurs des xt+i, x M , xl\ il se trouve 
que toutes les formes 

correspondant aux valeurs 

de /, sont également nulles quelles quesoient les valeurs des x t + - J + i x 1 , 
aussitôt qu on suppose que les z1'^, z^'1 zm-l-j qui y figurent sont 

m-t—t'—j symboles différents pris parmi lesyt+K, ym'r (1 ) . 

( i )  On  peut  aussi  arriver  а  ce  rйsultat  en  parlant  de  la  proposition  йnoncйe  au  com
mencement  du  prйsent  numйro,  proposition  qu'on  appliquerait  au  cas  oщ m'= t  4 t'. 



Par  suite  des propriйtйs  des  formes  involutives  exposйes  aux  n o s  7 
el  13, on peut  aussi  йnoncer  cette  proposition  comme  il  suit  : 

Toutes les fois que la forme 

(où m — t^> t' >> t', etc.) est nulle, quel que soit x, il se trouve que toutes 
les formes 

correspondant aux valeurs  r, 2 , t ' — tde j , sont également nulles quel 
que soit x, aussitôt que l'on suppose, etc. 

Des  propositions  analogues  ont lieu  pour  les  formes 

(considйrйes  au n° 19) ; mais,  comme  le plan  du  prйsent  Mйmoire  ne s'y 
prкte  pas, nous  prйfйrons  remettre  leur  йtude  а  une autre  occasion. 

V I I I . 

Sur  la  thйorie  du  plus  grand  commun  diviseur. 

35 .  Soient  deux  formes  binaires 

et  considйrons  le  systиme  linйaire  composй  par  les  formes  d'ordre 
k  f  / — i  comprises  dans  l 'expression 

do) 

oщ  p* '  eto"^1 dйsignent  deux  formes  arbitraires,  dont  les  ordres k ~ i 
etl—i  sont  infйrieurs  а k. 

On  sait,  d'aprиs  une  remarque  utilisйe  dйjа  par  Euler  pour  la 
thйorie  d 'йl imination,  que  dans  le  cas  oщ  l'on  peut  trouver  deux 
formes pl~l et a1'*,  telles  qu 'on  ait 



les  deux  formes r et s doivent  admettre  en  commun  au moins i  facteurs 

linйaires. 

De  cette  maniиre ,  dans  le  cas  oщ  les  deux  formes r  et s  n 'ad
mettent  pas plus  de i —  i  facteurs  linйaires  en commun,  aucune  forme 
comprise  dans  l 'expression  (10)  ne  doit  кtre  ident iquement  nulle 
(nous  faisons  naturel lement  abstraction  du  cas  oщ p = o = o).  En 
d'autres  termes,  les  formes  comprises  dans  l 'expression  (10),  et  qui 
sont,  toutes  des combinaisons  linйaires  de k + / — ii  f  2  formes 

( » ) 

consti tuent,  dans  le cas considйrй,  un  systиme  linйaire  a k h f   ^  +  1 
paramиtres.  On  remarquera  que,  lorsque  les  deux  formes  r  e t *  n  ad
mettent  aucun  facteur  linйaire  en  commun,  l 'expression ax r - px s 

est  capable  de  reprйsenter  toute  forme  d'ordre k •+ l -  1. 

36 .  On  obtient  la  forme  involutive 

relative  au  systиme  linйaire  (10),  en  йliminant  les  * + /  a i  +  a 
coefficients  des  formes  et  a »  ainsi  que  les i -  1 coefficients  de  la 
forme  r t 2 ,  entre  les  * +  /    » +  1  йquations  de  condition  auxquelles 
conduit l 'йvanouissement  identique  de  la  forme 

(comparez  le n° 6) ( 1 ) . 

La  forme  w^,  est d 'ordre i —  1 par  rapport  а  chacune  des  sйries  de 

variables  a ? '  1 , xl~2, ...,xk+l~l,  de  degrй  /— i H 1  par  rappor t  aux 

coefficients  de r  et  de  degrй k  — ї + 1  par  rappor t  aux  coefficients 

de s. 
La  forme  w 0 ,  ne contenant  pas de  variables,  constitue  le  rйsultant 

/1 \  E n  dehors  de  l'expression  de  par  un  dйterminant  d ordre  Z + Z  . +  i,  qu on 

nh  enf de  ette  maniиre,  on  peut  aussi  trouver  une  autre  express.on  par  un  determman 

XoXztTÎ-l  Mais  ;es  queslions  ne  sont  que  d'une  importance  secondaire  pour  le but 

que  nous  avons  en  vue.  g 

S. 



des  deux  formes r  et s.  L'йvanouissement  identique  de  w0  exprime,  en 
effet,  la  condition  nйcessaire  et  suffisante  pour  qu 'une  des  formes 
comprises  dans  l'expression 

soit  identiquement  nulle,  c'estаdire  pour  que  les  deux  formes r  et s 

admettent  au  moins  un  facteur  linйaire  en  commun. 
De  mкme, r évanouissement identique de la forme <ùi_i fournit l'en-

semble des relations (fondamentales) qui doivent avoir lieu, entre les deux 
formes r et sr pour qu une forme au moins comprise dans V expression ( i o) 
soit identiquement nulle, c est-à-dire pour que les deux formes r et s ad-
mettent au moins i facteurs linéaires en commun. 

37.  Considйrons  maintenant  le  covariant  principal 

de  la  forme  covariant  qui  coпncide  avec  le  dйterminant  fonc
tionnel  des k + l — 2i-h 2  formes  (i  i ) .  (Pour i  == i ,  on  aura  R 0 =  &>„.) 

D'aprиs  ce  que  nous  savons  (n°  13),  les Çx  relations, 

linйairement  indйpendantes  entre  elles,  auxquelles  conduit  l 'йvanouis

sement  identique  de  la  forme  involutive  «,•_,, doivent  кtre  toutes  satis

faites  aussitфt  que  la  forme  R,., (x)  devient  identiquement  nulle.  Il  suit 

de  lа  que  : 

Pour que les deux formes r = rk

x et s = sl

x admettent au moins i fac-
teurs linéaires en commun, il faut et il suffit que la forme, d'ordre 
(i  — i) (k  +  /— 2Î-+- 2), 

soit identiquement nulle. 

Lorsque la forme  R, est identiquement nulle, il en est de même pour les 
formes  R/_ 2,  R;„ 3 ,  . . . .  R 0 . 

Pour que les deux formes r et s admettent moins de i -+-1 facteurs li-
néaires en commun, ilfaut et il suffit que la forme  R, ne soit pas identi-
quement nulle. 

Pour que le plus grand commun diviseur des deux formes r et s soit une 
forme d'ordre i, il faut et il suffit que la forme  R;_, soit identiquement nulle 
sans qu'il en soit de même pour la forme  R;. 



38 .  Lorsque  les formes  r e t s admettent  pour  plus  grand  commun 

diviseur  une  formep(x)  d 'ordre i,  aucune  des formes  comprises  dans 

l 'expression 

ne  peut  кtre  identiquement  nulle.  L'expression  prйcйdente  est  donc, 
dans  ce cas,  capable  de reprйsenter  toute  forme  d'ordre k + 1 — ì  — i 
divisible  par p(x).  De lа il  suit  que, dans  ce cas, la  forme  involutive 

coпncide  avec  la  forme 

Ainsi  donc  : 

Dans le cas où la forme  R;_H est identiquement nulle, sans qu'il en soit 

de même pour  R,, la forme involutive  a>, devient égale à 

p(x) désignant la forme d'ordre i qui constitue, dans ce cas, le plus grand 

commun diviseur des deux formes ret s. 

En particulier, lorsque le résultant  R 0 des deux formes r et s est nul, sans 

que la forme  R<, laquelle est d'ordre m = k-h l—  2, soit identiquement 

nulle, on doit avoir 

(xy ) désignant le seul facteur linéaire que les deux formes r et s admettent, 

dans ce cas, en commun (*). 
De  cette  proposition  nous  dйduisons  que, si le plus grand diviseur 

( 1  )  On sait  que Jacobi {Journal de Creile,  t.  15) est  le premier  qui ait considйrй  les coef-
ficients  de  la  forme  pour  le  cas  oщ k = l,  lesquels  coefficients  ne  sont  autre  chose  que 
les  premiers  mineurs  du dйterminant  qui  reprйsente  le  rйsultant  de  Bйzout.  Jacobi  avait  fait 
voir,  entre  autres,  comment,  en  partant  des coefficients  en  question,  on  peut  dйterminer, 
d'une  maniиre  unique  (en  gйnйral),  les  deux  formes r  et s,  de  faзon  que  deux  coefficients 
arbitraires  de chacune  de ces" formes  aient  des valeurs  donnйes.  M. Gordan  s'est  aussi  beau
coup  occupй  de  la  forme  Ri,  qu'il  reprйsente  par  la  lettre  ©,  dans  son  Mйmoire  : Ueber 
die Bildung der Resultante zweier Gleichungen {Mathem. Annalen,  t. III;  1871).  Fo/raussi 
une  Note  de  l'auteur  : Sur un problème de la théorie de Vélimination {Comptes rendus des 
séances de VAcadémie des Sciences,  t.  XCVIII,  p.  io5o;  dйcembre  i883). 



des deux formes rets est une forme p(x), d'ordre i, cette forme p(x) doit 

être égale, à un facteur constant (différent de zéro) près, à 

où les y l + i , yl+2, ... sont des valeurs de y choisies de manière qu elles n'an-
nulent pas à la fois les deux formes rets,  c'estаdire  de  maniиre  qu'au
cune  des  expressions 

ne  constitue  un  facteur  linйaire  commun  aux deux  formes  r e t s. 

39.  D'aprиs  les propriйtйs  que nous  venons  d'йtablir ,  toutes  les  fois 
que  la  forme  est  identiquement  nulle,  sans  qu'i l  en  soit  de  mкme 
pour  co;,  on  doit  avoir 

aussitфt  qu 'aucune  des v a l e u r s / , yi+i,  . . .  d e y  n 'annule  а  la  fois  les 
deux  formes r  et s.  De lа  dйcoule  cette  proposition  : 

Pour que, la forme étant identiquement nulle, la même chose ait 

lieu pour la forme &>,-, il faut et il suffit qu'on ait 

pour des valeurs y1, yl+i, ... de y choisies de manière qu'aucune d'elles 

n annule à la fois les deux formes r et s. 

Ce  rйsultat  est fort  remarquable,  parce  qu'il  nous  apprend  comment, 
йtant  supposй  que  la  forme  soit  identiquement  nulle,  on  peut  ex
primer, par une seule équation,  la  condition  nйcessaire  et  suffisante 
pour  que la  forme  w{ soit  aussi  identiquement  nul le .  En  partant  main
tenant  de ce rйsultat,  appliquй  successivement  aux cas oщ i=i,  2,  . . . , 
on  arrive  а un  procйdй  permettant  d'exprimer, au moyen de i équations 

seulement,  accompagnйes  d'un  certain  nombre  d' inйgali tйs,  les  condi
tions^nйcessaires  et  suffisantes  pour  que la  forme  o>,_,  soit  identique
ment  nulle. 

Ainsi  : Pour que la forme  a»;, soit identiquement nulle, c'est-à-dire pour 

que les deux formes r et s admettent au moins i facteurs linéaires en com-



muri, il faut et il suffit qu'on ait 

!  2  „,«  v J _ 1  v*  ,  . •  •, y*+f'  ^ e choisies 
pour des valeurs y], y\, •>-, Ti> ••-> J i - * > 1

J l ' i , , „ 
Pde manière qu'aucune d'elles n'annule à la fois les deux formes r et s. 

Si  l'on  voulait  d й p l u s  que,  avee  =  o,  on  ait  !o,  on  devrait 
aiouter,  aux  i йquations de  la  proposition prйcйdente, l inйgalitй 

les  valeurs y\, yf\  . . .  de y  йtant  toujours  choisies  d'aprиs  la  mкme 

rиgle. 

40 .  Parmi  les  cas  particuliers de  la  proposition  prйcйdente,  il  con

vient  de  signaler le suivant  : 

Pour que les deux formes r et s admettent au moins i facteurs linéaires 

en commun, il faut et il suffit qu on ait 

la valeur  y étant choisie de manière qu'on n'ait pas a la fois r(y)-  o 
et sly)=o. Si maintenant on veut que les deux formes r et s admettent 
juste i facteurs linéaires en commun, il faut et il suffi d'ajouter au, equa-
tinns précédentes Vinégalité 

On  voit  par  lа  que, dans le cas où les premiers (ou les derniers) termes 

des deux formes r et s ne sont pas nuls à la fois, les conditions nécessaires 

et suffisantes pour que les deux formes r et s admettent i facteurs linéaires 

en commun consistent dans l'évanouissement des premiers (ou des der-

nmrs\ termes des formes 

»' Von veut que les deux formes r et s aient juste t facteurs linéaires en 

ÎVSunUfL de plus et i suffi que le premier {ou le dernier) terme de l, 

forme soit diffèrent de zéro. 



IX. 

relatives  aux  systиmes  linйaires 

on  pourrait  considйrer  les  formes  involutives 

relatives  aux  systиmes  linйaires  conjuguйs. 

Parmi  ces  nouvelles  formes,  la  plus  intйressante  est  la  forme 

laquelle  reprйsente,  toutes  les  fois  qu'elle  n'est  pas  identiquement 
nul le ,  la  seule  forme  qui  soit ,  dans  ce  cas,  conjuguйe  aux  formes 
comprises  dans  l 'expression 

Ainsi,  en  supposant 

on  devra  avoir 

La  forme  R,  est  caractйrisйe  par  la  propriйtй  d'кtre  conjuguйe  aussi 
bien  par  rapport  а  la  forme r  que  par  rapport  а  la  forme s.  Aussi  est
elle  complиtement  dйfinie,  а  un  facteur  numйrique  prиs,  au  moyen  des 
relations 

Nous  savons  (n°  38)  que,  dans  le  cas  oщ  R 0  =r  o,  la  forme  R (x) 

devient  йgale  а (xy)\ (xy)  dйsignant  le  facteur  linйaire  que  les  deux 

Comparaison  avec  la  thйorie  des  formes  apolaires. 

4 1 . Propriétés de la forme  R,.  —  A  cфtй  des  formes  involutives 



formes r  et s  admettent  en  commun  dans  ce  cas.  Mais  si  les  deux 
formes r  et s  ont i  >  i  facteurs  linйaires  en  commun,  on  a R 1 (x)  =  o, 
le  nombre  des  formes  d'ordre m =  ї H   /  — 2,  conjuguйes  а r  et  а s  et 
l inйairement  indйpendantes  entre  elles,  йtant  йgal  а i. 

42 .  D'aprиs  ce  que  nous  avons  vu  au  n°  2 9 ,  lorsque  les  deux 

formes r  et s  n 'admettent  aucun  facteur  linйaire  en  commun,  et  qu'on 

suppose k<l,  il  ne  peut  pas  y  avoir  de  formes  d 'ordre  moindre  а k  qui 

soient  apolaires  а R,  = a™. 

Si k  =  /,  les  seules  formes  d'ordre k  apolaires  а R,  = a™  sont  celles 

comprises  dans  le  faisceau  z r  H 1s. 

D'autre  part ,  si k  <  /,  la  forme r  est  la  seule  forme  d 'ordre^  apolaire 
а  R,,  tandis  que  les  seules  formes  apolaires  а  R 1 ?  dont  l'ordre  soit  su
pйrieur  а k  et  infйrieur  а  /,  sont  celles  divisibles  par r. 

De  cette  maniиre ,  les  seules  formes  d'ordre m — t  йgal  ou  supйrieur 
а l(=k),  apolaires  a  R 4 ,  sont  celles  comprises  dans  le  systиme  linйaire 

Dans  le  cas,  au  contraire,  oщ  R 0 =  o,  R,  = (xy)n\  toutes  les  formes 

d'ordre  йgal  ou  infйrieur  а  m,  qui  sont  divisibles  par (xy)  doivent 

кtre  apolaires  а  R< = a™. 
On  dйduit  de  tout  cela  que ,  si  l'on  considиre  le  covariant 

de  R, = ' < (voir  n°  21 ),  pour  les cas oщ  o < t < k -  1,  ce covariant  doit 
кtre  йgal,  а  un  facteur  numйrique  prиs,  au  produit  de  la  forme 

par  la t i è w e  puissance  du  rйsultant  R 0 . 
D'autre  part,  le  cas  oщ  l'on  aurait t> k — 1 offre  des  particularitйs 

assez  curieuses.  Et  d 'abord,  si  le  covariant Ûk  de  R,  doit  кtre 

йgal,  a un  facteur  numйrique  prиs,  а 



tandis  que les covarianls  suivants £lk+1, ùk+2,  . . .  de R,  sont  identique
ment  nuls .  Si,  au  contraire, k  =  /,  l ' invariant Q,k de R4  se  rйduit  а  la 
puissance (k  —  i ) i и m e  du  rйsultant  R 0 . 

43 .  Comme  les systиmes  linйaires 

sont  composйs,  dans  le  cas  oщ R 0  o,  par  des  formes  d'ordre m — t 

apolaires  а R^x),  ces  systиmes  linйaires  doivent  possйder  toutes  les 
propriйtйs  dont  il  a йtй question  aux n o s  3234. 

De  cette  maniиre  nous  devons  avoir,  entre  autres,  les  propositions 
suivantes  (pour  le  cas oщ R 0 ^  o) : 

Si le nombre des formes du système 

qui sont divisibles par une forme ex~
2C~* est égal ou supérieur à 2, il doit 

exister au moins une forme d'ordre m — t — \ apolaire à  R, qui soit divi-

sible par en

x~
2t~h. 

Toutes les fois que la forme 

où les y t + 2 , y t + s ,  . . . , j / 7 W _ t ont des valeurs données, est nulle, quel que 

soitx, on doit avoir les m  — 2t — 1 relations 

44. Propriétés relatives au cas où  R,_< =  o,  R ^ o .  —  Considйrons 
maintenant  de  nouveau  le  cas  oщ  les deux  formes  r  et  s  admettraient, 
comme  plus  grand  commun  diviseur,  une forme pl

x.  Comme  toutes  les 
formes  R/..,, R/_ a п  R o R 0  sont,  dans  ce  cas,  identiquement  nulles, 
nous  aurons  а envisager  seulement  les formes  involutives 



Si  l'on  suppose 

T4  el s'  йtant  deux  formes  d'ordres k' — k — i  et V — l—i  respective
ment,  les  systиmes  linйaires  auxquels  se  rapportent  les  formes  involu
tives  prйcйdentes  seront 

Cela  йtant ,  il  est  aisй  de  voir  qu 'une  quelconque  des  formes  involu

tives 

en  question  doit  кtre  йgale  au  produit  de  la  forme 

par  la  forme  involutive 

relative  au  svstиme  linйaire 

La  forme  o,  sera,  en  particulier,  йgale,  a  un  fadeur  constant  prиs,  a 

comme  nous  l'avons  dйjа  remarquй  (n°  38). 

( i )  Il  est,  en  effet,  clair  que  si k  +  i  formes  b i n a i r e s / e , / t ,  . . . , f/c  d'un  mкme  ordre  so nt 
toutes  divisibles  par  une  mкme  forme p(x),  de  maniиre  qu'on  ait 

la forme  involutive 

est  йgale  au  produit  de  la  formep(xS>)p(x l ) , . .p(x*)  par  la  forme  involutive 

S.  9 



45.  Les  formes  w 0 , w\,  . . . .  jouent ,  par  rapport  aux  formes r' 

et s',  le  mкme  rфle  que les formes  co 0 ,  w n  . . . ,  wA_.,  jouent  par  rapport 
aux  formes  r  et  s. Ainsi  la  premiиre  de ces formes  constitue  le  rйsul
tant  R 0 ,  supposй  diffйrent  de zйro,  des deux  formes r'  et s'.  Quant  а  la 
forme 

elle  constitue  la seule  forme  d'ordre m' = k' -+- l' — i = k-hl — 21 — 2 

qui  soit  conjuguйe  aux  deux  formes r' et s';  elle  jouit ,  par  consйquent, 
de  propriйtйs  tout  а  fait  analogues  а  celles  exposйes  aux  n o s  4143 а 
propos  de  la  forme  R , ( # ) .  Parmi  les  diverses  propriйtйs  auxquelles 
conduit  la considйration  de  la  forme  R',(a?),  i l ' importe  d'envisager  ici 
la  suivante  (comparez  le  n° 43) : 

Toutes les fois que la forme 

où les y',  y y + 1 ,  . . ., yk+l~J ont des valeurs données, est nulle, quel que soit 

.r, on doit avoir les k +  / — 27f  1 relations suivantes : 

Si  l'on  passe  maintenant  а la  considйration  de la  forme 

(oщ  * < / < / "  +  1 ) ,  on  remarque,  d'aprиs  la  proposition  prйcйdente, 

que  : 

Si la forme 

est nulle, quel que soit x, sans que la forme  Ry_, soit identiquement nulle, 

on doit avoir 

( 1 1 ) 



toutes les fois que les valeurs yJ, , .. ., yk+l~J de y sont telles qu'aucune 
d'elles ïi annule ci la fois les deux formes r et s. 

Voyons  maintenant  ee  qui  se  passe  lorsque  la  forme  R y_,  est  iden
t iquement  nulle .  Et  d 'abord,  si  R, =  o,  on  aura  aussi  « y  =  b ,  de 
sorte  que  toutes  les  relations  ( I F )  prйcйdentes  seront  satisfaites  identi
quement .  Si  maintenant  R 7  „, =  R y  7^  o,  on  devra  avoir  (d 'aprиs  les 
n o s  38 ,  39) 

toutes  les  fois  qu 'aucune  des  valeurs yf y i + \  . . .  de  j  n 'annule  а  la 
fois  les  deux  formes r  et s.  En  combinant  ces  remarques  avec  la  pro
position  prйcйdente,  on  arrive  а  ce  rйsultat  trиs  remarquable,  que  : 

Pour que la forme  R f_ 4 soit identiquement nulle, sans qu'il en soit de 
même pourri, c'est-à-dire pour que le plus grand commun diviseur des 
deux formes r et s soit une forme d'ordre i, il faut et il suffit que la forme 

(où les y1, .. ., yk+l~i désignent des valeurs données de y, choi-
sies de manière qu'aucune d'elles n annule à la fois les deux formes r 
et s) soit nulle, quel que,soit x, pourvu qu'en même temps ait lieu une 
quelconque des inégalités 

En  supposant,  en  particulier, 

nous  avons  cette  proposition  : 

Pour que le plus grand commun diviseur des deux formes r et s soit 
une forme d'ordre i, il faut et il suffit que la forme 

(y ayant une valeur qui n'annule pas à la fois les deux formes r et s) 



soit nulle, quel que soit x, pourvu qu'on ait en même temps 

46.  D 'aprиs  ce qui prйcиde,  il est clair  que l'йvanouissement  pur et 

simule  de la  forme 

quel  que soit x,  ne  peut  fournir  aucune  indication  sur le  nombre  des 

facteurs  linйaires  que les deux  formes r et s peuvent  avoir  en  commun, 

mкme  si  l'on suppose  que les y£, yi+*,  . . .  soient  choisis  de  maniиre 

qu'aucune  des expressions (xy1), (xyihi)  . . .  ne  constitue  un  facteur 

linйaire  commun  aux  deux  formes reis. 

Ainsi,  par  exemple, on peut  dйmontrer que,pour qu'on puisse trouver 

une valeur de y qui n annule pas ci la fois les deux formes r et s, et qui 
soit telle que la forme 

sait nulle quel que soit x, il faut et il suffit (en général, p. e. dans le cas où 
R ^ o ) qu'un invariant des deux formes r et s soit nul. Cet invariant est 
d'ordre (i — i ) (k -+- / — ii  t1 ) par rapport aux coefficients de la forme  w, 
et son évanouissement constitue la condition nécessaire et suffisante pour 
que, parmi les formes du système linéaire 

il y en ait une qui admette un facteur de la forme (xy)k+l 2 l + i (voir 

n°  M ). 
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