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THČSE DE MÉCANIQUE. 

SUR 

LES ВМСШТОСНВОШ. 

Le problиme des braehys^cjarqpgs a йtй autrefois l'objet des re­
cherches d^n grand nombre de gйomиtres, parmi lesquels nous cite­
rons Jean Bernoulli et Euler. En prenant ce problиme pour sujet de 
thиse, nous avons dы naturellement reproduire beaucoup de rйsultats 
connus; mais nous pensons du moins avoir prйsentй quelques dйtails 
nouveaux, quant а ce qui concerne les brachystochrones sur une 
surface donnйe. 

I. 

Des brachystochrones dans le cas de la pesanteur. 

1. Le point mobile peut кtre libre ou ­assujetti а se mouvoir sur 
une surface donnйe. 

Dans le premier cas, la brachystochrone (que nous nommerons 
alors brachystochrone absolue) est, de toutes les courbes que Ton 
peut faire suivre au mobile pour qu'il se transporte (sous l'influence 
de la pesanteur) d'un point de l'espace а un autre point, la courbe 
pour laquelle le temps total du mouvement est un minimum. 

Dans le second cas, le temps de la descente sur la brachystochrone 
est simplement un minimum relativement au temps que mettrait le 
mobile а descendre sur une autre courbe tracйe aussi sur la surface 
donnйe. 



Dans les deux cas, le point de dйpart et le point d'arrivйe peuvent 
кtre ou donnйs de position, ou seulement assujettis а se trouver sur 
des courbes ou des surfaces dйterminйes; nous les supposerons tou­
jours par la suite donnйs de position. 

Considйrons d'abord le cas oщ le mobile est libre. 
On aura pour la vitesse de ce mobile а un instant quelconque, 

zQ йtant l'ordonnйe du point de dйpart;, et l'intйgrale qu'il faudra 
rendre un minimum sera la suivante : 

En appliquant les rиgles du calcul des variations,. on arrive sans 
peine aux deux йquations 

d'oщ l'on dйduit une йquation de la forme 

йquation d'un plan vertical. Le mobile devra donc se mouvoir dans 
le plan vertical qui passe par le point de dйpart et le point d'arrivйe; 
la brachystochrone sera donc la mкme courbe que celle qui doit кtre 
suivie par un mobile assujetti а rester sur un pian vertical donnй, cas 
que nous examinons ci­aprиs (nw 2). 

Supposons, en second lieu, que le mobile, doive rester sur une 
surface, dont nous reprйsenterons l'йquation par 

(A) 

cette йquation sera l'une des йquations de la brachystochrone. La 
seconde йquation, donnйe sans difficultй par le calcul des variations, 
est la suivante : 

(B) 



Au moyen de l'йquation (А) on pourra rйduire l'йquation (B) а une 
йquation diffйrentielle du second ordre entre deux variables. L'intй­
grale de cette йquation du second ordre contiendra deux constantes 
arbitraires qui permettront de se donner arbitrairement le point de 
dйpart et le point d'arrivйe. 

Je vais maintenant йtudier les propriйtйs des brachystochrones 
considйrйes sur certaines surfaces en particulier. 

Cas où la surface donnée est un plan vertical. 

2. Nous prendrons ce plan pour plan des xz ; son йquation sera 
doncjr — o; et, par suite, on aura 

L'йquation (B) nous donnera donc 

d'oщ 

ce qui est l'йquation diffйrentielle de la cycloпde. 

5. Je n'ai pas а examiner ici les propriйtйs gйomйtriques de la bra­
chystochrone, qui sont celles de de la cycloпde; j'indiquerai seule­
ment quelques propriйtйs en quelque sorte mécaniques, fournies par 
la considйration de son йquation diffйrentielle. 

i°. La brachystochrone est, au point de départ, tangente à la 
verticale. 

En effet, si l'on fait z — z0, on a ­ r — °? e t > P a r suite, 4~ = o. 
as 1 az 

i°. La vitesse du mobile, en un point quelconque> est égale à la 
projection sur la tangente en ce points de la vitesse au point le plus 
bas. 

En effet, si Ton remarque que la vitesse, а chaque instant, est 



donnйe par la formule 

v — \ji§{z — z0), 

et que l'angle de la tangente avec l'horizontale a pour cosinus 
dx 

cos a = — 5 

as 

l'йquation (i) donnera 

cos a i 

= constante —­\T­> 
P v 

d'oщ 
v = V cos a. 

Or on voit par cette йquation que V n'est autre chose que la valeur 
de v pour a = o , c'est­а­dire au point oщ la tangente est horizontale ; 
ce qui dйmontre le thйorиme йnoncй. 

3°. Lorsque le point de départ et le point d'arrivée sont sur la même 
verticale, la brachystochrone n'est autre chose que cette verticale. 

En effet, l'йquation diffйrentielle (i) donne 
dx = Cds \Jz — z0. 

Le point de dйpart et celui d'arrivйe йtant sur la mкme verticale, leur 
abscisse est la mкme; il faudra donc que la somme des accroissements 

du second membre, c'est­а­dire l'intйgrale C j ds\Jz—z0, soit 

nulle, ce qui ne peut avoir lieu qu'en faisant G — o. L'intйgrale de 
l'йquation ci­dessus est alors simplement 

йquation de la verticale qui contient а la fois le point de dйpart et le 
point d'arrivйe. 

4 . Dйterminons maintenant pour chaque instant t la position du 
mobile sur la brachystochrone. En mettant l'origine des coordonnйes 
au point de dйpart, nous aurons pour cela les trois йquations 



dont les deux premiиres sont celles de la cycloпde. Ces deux йquations 
donnent 

la troisiиme deviendra donc 

d'oщ 

en supposant que le temps soit comptй а partir de l'origine du mouve­
ment. 

La loi du mouvement sera donc donnйe par les deux йquations 

Ces йquations montrent que le mouvement du point sera le mкme 
que si ce point йtait sur un cercle de rayon r, roulant sur une droite 
horizontale, avec une vitesse constante convenable. 

Cas où la surface donnée est un plan incliné. 

5. Nous rapporterons la courbe cherchйe а l'ancien axe Ox ou 
OX, supposй placй dans le plan inclinй, et а un nouvel axe OZ qui 
sera la ligne de plus grande pente de ce plan. 

Soit ф l'angle du plan inclinй avec le plan horizontal. L'йquation 



de ce plan, savoir, 

(>) 

donnera 

L'йquation (i) est la premiиre des йquations de la brachystochrone, 
et la seconde sera 

d'oщ 

D'ailleurs, les formules de transformation propres а passer du systиme 
(x,y,z) au systиme (X, Z) sont 

et l'йquation de la mкme courbe, dans le systиme (X, Z), sera 

Cette йquation montre que la courbe suivie par le mobile doit кtre 
toujours la mкme dans le plan inclinй, quelle que soit la position de 
ce plan autour de l'horizontale O.r, pourvu que les points de dйpart 
et d'arrivйe gardent relativement la mкme position. Il est, du reste, 
йvident à priori qu'il doit en кtre ainsi. Car on peut dйcomposer la pe­
santeur qui agit а chaque instant sur le mobile dans la direction de la 
verticale, en deux forces, l'une normale au plan inclinй et qui n'aura 
aucune influence sur le mouvement du point, l'autre suivant la ligne 
de plus grande pente et qui sera reprйsentйe par g sin Q. On pourra 
donc regarder le mobile comme йtant soumis а chaque instant а une 
force constante en grandeur, et constamment parallиle а la mкme 
direction (celle des lignes de plus grande pente) ; ce qui ramиne le cas 
du plan inclinй а celui d'un plan vertical quelconque. 



On peut remarquer que si le point de dйpart et celui d'arrivйe se 
trouvent sur une ligne de plus grande pente, la brachystochrone, 
d'aprиs ce qui a йtй йtabli au n° 5 , n'est autre chose que cette ligne 
de plus grande pente elle­mкme. 

Cas des surfaces de révolution, 

6­ Nous supposerons, dans ce qui va suivre, que la surface est de 
rйvolution autour d'un axe vertical. 

L'йquation gйnйrale de ces sortes de surfaces, 

(0 
donnera 

et, par suite, on aura, pour la seconde des йquations de la brachysto­

chrone , 

d'oщ 

et en intйgrant, 

w 
On peut interprйter gйomйtriquement cette йquation diffйrentielle 

du premier ordre; en effet, si l'on adopte dans le plan des xj des 
coordonnйes polaires; qu'on appelle r i e rayon vecteur de la projec­
tion M, 6 l'angle que ce rayon OM fait avec l'axe des z, on sait que 
l'on aura 

De plus, on a pour la vitesse du mobile а chaque instant, 

2 



l'йquation (2) pourra donc se mettre sous la forme 

(3) 

Ainsi, l'aire décrite à chaque instant par la projection du rayon 
vecteur est proportionnelle au carré de la vitesse du mobile. 

Dans le cas du cylindre circulaire, que nous examinerons spйciale­

ment ci­aprиs, le rayon r est constant. D'ailleurs, ~ reprйsente пa 

vitesse angulaire de la projection du rayon vecteur; par consйquent: 
Lorsqu'un point matériel descend sur un cylindre circulaire, en 

suivant une brachystochrone, la vitesse angulaire de la projection du 
rayon vecteur est proportionnelle au carré de la vitesse effective du 
mobile, 

A l'origine du mouvement, la vitesse v est supposйe nulle; est 

donc nulle, en vertu de l'йquation (3), pour une surface de rйvolution 
quelconque; par consйquent, le mobile reste, pendant le premier 
instant, dans le plan vertical qui passe par le rayon vecteur. Ainsi : 

Toute brachystochrone sur une surface de révolution est tangente 
au méridien qui passe par le point de départ. 

L'йquation (2) peut se mettre sous la forme 

(4) 

et l'on voit que le second membre a toujours le mкme signe: il est 
positif ou nйgatif suivant le signe de C. 

Cela posй, supposons que le point d'arrivйe (xiyizi) soit sur le 
mйridien du point de dйpart (x0y0z0), on aura 

il faudra donc que la somme des accroissements du rapport ­ soit 

nulle, c'est­а­dire que 



ce qui ne peut avoir lieu qu'autant que C — o. Alors l'йquation (4) se 

rйduit а 

d'oщ 

йquation du mйridien qui passe а la fois par le point de dйpart et le 
point d'arrivйe. 

Ainsi, quand le point de départ et le point d'arrivée sont situés sur 
un même méridien, la brachystochrone entre ces deux points n'est 
autre chose que ce méridien lui-même. 

7. L'йquation gйnйrale des brachystochrones sur une surface de 
rйvolution, 

(0 
peut кtre intйgrйe dans tous les cas. Car on en tire 

On a d'ailleurs 

et 

l'йquation (i) pourra donc se mettre sous la forme 

d'oщ 

d'oщ l'intйgrale 



Cas du cylindre circulaire droit, à axe vertical. 

8. En faisant, dans la formule que nous venons d'йtablir, 

F (z) = constante == a, 

il serait aisй d'achever l'intйgration indiquйe, et l'on aurait l'йquation 
de la brachystochrone sur le cylindre circulaire droit а axe vertical; 
mais nous prйfйrons y arriver au moyen du thйorиme suivant que nous 
allons d'abord dйmontrer : 

Si l'on développe le cylindre donné sur un plan vertical, autour de 
la verticale qui passe par le point de départ, et qu'on trace sur ce plan 
vertical la brachystochrone passant par les deux points donnés, 
cette courbe, en enroulant le plan sur le cylindre, deviendra la bra-
chystochrone cherchée. 

Pour le dйmontrer, remontons aux йquations de la brachystochrone 
sur le cylindre, 

avec 

et cherchons l'йquation en (X, Z) de la transformйe de cette courbe, 
en supposant qu'on dйveloppe le cylindre sur le plan des XZ, de part 
et d'autre de l'arкte AB qui passe par le point de dйpart B. 

Soit m {oc,y, z) un point quelconque du cylindre; ce point prendra 
une position telle que M (X, Z) , et l'on aura, entre les coordonnйes 
des points m et M, les relations suivantes : 



G- pouvant avoir toutes les valeurs comprises entre o et + 180 degrйs 
et o et — 180 degrйs. De lа on dйduit 

et 

l'йquation de la transformйe sera donc 

ou simplement, 

La transformйe n'est donc autre chose que la brachystochrone entre 
les nouvelles positions des deux points donnйs sur le cylindre; et de 
lа , rйciproquement, rйsulte le thйorиme йnoncй. 

Ce thйorиme peut aussi кtre dйmontrй synthйtiquement de la ma­
niиre suivante. 

Imaginons qu'on ait tracй une courbe quelconque sur le cylindre; 
cette courbe se transformera, par le dйveloppement du cylindre, en 
une courbe isochrone, c'est­а­dire qu'un point matйriel mettrait, а 
descendre d'un point а un autre de la courbe cylindrique, le mкme 
temps qu'il mettrait, sur la transformйe, а parcourir l'espace compris 
entre les deux points correspondants. 

En effet, si l'on partage en йlйments йgaux la courbe cylindrique et 

J
(* *l ds 

— — aura exac­
t e V2#(Z —Z») 

tement la mкme valeur, parce que, dans le dйveloppement du cylindre, 
les йlйments (ds) conservent la mкme grandeur, et les points corres­
pondants gardent la mкme hauteur (z). Or cette intйgrale reprйsente 
le temps total de la descente; ce temps est donc le mкme pour la 
courbe cylindrique et pour sa transformйe. 

De lа il rйsulte йvidemment que la courbe cylindrique pour laquelle 



le temps de la descente est minimum donnera une transformйe jouis­
sant de la mкme propri tй; et rйciproquement 

Les formules de transformation propres au dйveloppement du cy­
lindre permettent d'obtenir, au moyen du thйorиme prйcйdent, et 
des йquations connues de la cycloпde, les йquations de la brachysto­
chrone cylindrique en coordonnйes (x,y, z). 

On a, pour les йquations de la cycloпde, 

D'ailleurs, on a 

йliminant Z et X, on aura 

II. 

Des brachystochrones en général. 

9. Supposons qu'un point mobile soit soumis а l'action d'un sys­
tиme donnй de forces variables avec la position du mobile; parmi 
toutes les courbes assujetties ou non а se trouver sur une surface 
donnйe, que le mobile pourra suivre pour se rendre d'un point de 
l'espace а un autre point, la brachystochrone sera la courbe pour 
laquelle le temps total du mouvement sera moindre que pour toutes 
les courbes voisines. 

S'il existe une certaine fonction <p (x, y, z) dont les forces appliquйes 
(X, Y, Z) soient les dйrivйes respectivement par rapport а x,y et z, on 
sait, par le principe des forces vives, que l'on aura 



C'est seulement ce cas que nous considйrerons dans tout ce qui va 

suivre. 
On a toujours 

et, par suite, 

Il faut donc rendre minimum la valeur de l'intйgrale J* ~, considйrйe 

depuis le point de dйpart jusqu'au point d'arrivйe. 

Le calcul des variations conduit sans difficultй aux йquations diffй­

rentielles de la brachystochrone; а savoir, si le point est tout а fait 

libre, 

et s'il est assujetti а se mouvoir sur une surface, 

Dans les deux cas, le mouvement du point sera entiиrement dйterminй 
en joignant aux йquations prйcйdentes la relation qui rйsulte du prin­
cipe des forces vives, et que nous йcrirons ainsi : 

10. Considйrons d'abord le cas oщ le point est libre. On aura, 



dans ce cas, pour les йquations de la brachystochrone absolue, 

A ces йquations on peut joindre celle­ci: 

En effet, en multipliant ces trois derniиres йquations respectivement 
par dx, dy, dz, et ajoutant les produits, on a 

йquation identique : la troisiиme des йquations ci­dessus peut donc 
кtre regardйe comme une consйquence des deux autres. 

11 . Convenons de nommer lignes de plus grande pente absolues les 
courbes dont la tangente en chaque point est perpendiculaire а la sur­
face de niveau v — constante, qui passe par ce point, ou, si l'on 
veut, l'enveloppe des directions successives de la force appliquйe en 
chaque point. 



Une pareille courbe aura pour йquations 

(0 
Cela posй, je dis que, si la vitesse initiale est nulle, la brachystochrone 
absolue est, en son point de dйpart, tangente а la ligne de plus grande 
pente absolue. 

En effet, les йquations de la brachystochrone donnent 

ou bien 

йquations qui, pour v = o , donnent, pour le premier йlйment de la 
brachystochrone, la mкme direction que celle assignйe par les йqua­
tions (i) pour l'йlйment de la ligne de plus grande pente absolue. 

12. Considйrons maintenant le cas oщ le mobile se trouve toujours 

sur une surface 

Alors, les йquations de la brachystochrone peuvent кtre mises 

sous la forme d'une йquation а trois membres parfaitement symй­

triques , 

10 
3 



Four Je prouver, йcrivons cette йquation comme il suit : 

il suffira de faire voir que ces trois йquations se rйduisent а deux 
йquations distinctes. 

Ajoutons ces йquations membre а membre, aprиs les avoir respec­

tivement multipliйes par dx, dj, dz; il viendra, en remarquant 

que b (x, y, z) = o, que, par suite, — dx + — dj -+- — dz = o, et 
I T 

que 

On voit donc que l'une quelconque des trois йquations ci­dessus 
pourrait se dйduire des deux autres. 

Ainsi, l'on pourra, suivant les cas particuliers que l'on aura а consi­
dйrer, adopter pour les йquations de la brachystochrone avec 



F une quelconque des trois йquations que fournit l'йquation а trois 
membres ci­dessus. 

On peut dйduire de ce qui prйcиde les йquations gйnйrales de la 
brachystochrone absolue ; en effet, il est йvident, par la nature mкme 
de la brachystochrone absolue, que cette courbe est aussi une bra­
chystochrone sur toute surface F = o qui la contiendrait. Par consй­
quent, l'йquation (i) doit кtre satisfaite pour un point quelconque 

de la brachystochrone absolue, quels que soient ~, ­5—; ce qui 
CtOC (tj &z 

ne peut avoir lieu que si les trois numйrateurs sont simultanйment 
nuls, ou, ce qui revient au mкme, si ^ = o. On retombe ainsi sur 
les йquations trouvйes directement au n° 10. 

1 5 Supposons d'abord que le mobile ait reзu une certaine vitesse 
initiale, et qu'il ne soit ensuite soumis а l'action d'aucune force; la 
brachystochrone se rйduira а la ligne gйodйsique, laquelle sera reprй­
sentйe par les йquations : 

qu'il est aisй, du reste, de trouver directement. 

14. On arrive encore aux йquations de la ligne gйodйsique en sup­
posant que le mobile est assujetti а rester sur une des surfaces de 
niveau e == constante; car on aura 

Et comme le terme sera commun aux trois membres de 1 йqua­

tion de la brachystochrone, cette йquation deviendra 

3. . 



et comme v doit кtre regardй comme constant dans les diffйren­
tielles totales indiquйes ci­dessus, l'йquation prendra la forme 

йquation de la gйodйsique sur la surface v(x,y, z) — constante. 

15. Convenons de nommer lignes de plus grande pente sur la sur­
face F (x, j , z) = o les lignes de cette surface dont la tangente en 
chaque point fait le plus petit angle possible avec la normale а la sur­
face de niveau qui passe par ce point, ou, ce qui revient au mкme, la 
ligne qui est, en chaque point, perpendiculaire а la courbe de niveau 
correspondante ; ou encore l'enveloppe des projections sur la surface 
de la direction de la force en chaque point. 

Soient, (aj3y), (a'jS'y'), (a."fî"y") les angles formйs respectivement 
avec les axes par les directions MV de la normale а la surface de 
niveau, MM' de la ligne de plus grande pente, MF de la normale а 
la surface donnйe. Soient, de plus, p. et pj les angles que MV fait 

respectivement avec MM' et MF; le caractиre gйomйtrique de la direc­
tion MM' sur la surface donnйe sera 

Cela posй, je dis que la brachystochrone est en son point de dé-
• part, ou plus gйnйralement, aux points ou la vitesse du mobile se 

trouvera nulle, tangente à la ligne de plus grande pente. 
Et d'abord, en remarquant que l'on a 



les йquations de la brachystochrone pourront se mettre sous la forme 

et l'on voit que, pour les points oщ la vitesse sera nulle, la direction 
de la tangente sera dйterminйe par des йquations de la forme 

(0 
Or je vais dйmontrer que ce sont lа prйcisйment les йquations gкnй­

raies des lignes de pins grande pente. 

En effet, si nous posons 

et 

nous aurons 

et enfin 

Alors les йquations (i) deviendront 



De lа on dйduit 

mais on a aussi 

En rapprochant l'une de l'autre ces deux valeurs de la mкme fonc­
tion y 0 , on en conclut 

et, par suite, 

ce qui est la propriйtй caractйristique des lignes de plus grande 
pente. 

Les йquations (i) peuvent donc кtre regardйes comme les йquations 
des lignes de plus grande pente ; et, par suite, on voit que la bra­
chystochrone est tangente а la ligne de plus grande pente qui passe 
par le point oщ la vitesse du mobile est nulle. 

16. Les йquations gйnйrales des brachystochrones peuvent, d'aprиs 
ce qui prйcиde, кtre mises sous la forme 

et l'on voit que l'on aura satisfait а ces йquations si l'on a en mкme 



temps 

c'est­а­dire qu'une courbe qui , sur une surface donnйe, pourra кtre 
а la fois ligne gйodйsique et ligne de plus grande pente, sera, par 
suite, une brachystochrone. 

Ou, plus gйnйralement, en considйrant les lignes gйodйsiques, les 
brachystochrones et les lignes de plus grande pente sur une surface, 
on voit qu'une ligne qui jouirait des propriйtйs des courbes apparte­
nant а deux de ces genres, jouirait aussi des propriйtйs des courbes 
du troisiиme genre. 

Tels sont, dans le cas de la pesanteur, les mйridiens sur une surface 
de rйvolution; les arкtes d'un cylindre droit quelconque, etc. (n o s 5 , 
5 , 6 ) . 

17. La résultante N des forces appliquées, estimée suivant la direc-
tion du rayon de courbure, est égale, en grandeur absolue, dans les 
brachystochrones planes, et dans les brachystochrones absolues, à la 

jorce centrifuge — • 

Calculons d'abord la rйsultante N. 
En remarquant que le rayon de courbure 

et que les trois angles que sa direction fait avec les trois axes ont 
respectivement pour cosinus 



on aura 

Maintenant, dans l'йquation gйnйrale des brachystoehrones 

multiplions les deux termes de chaque rapport respectivement par 

et ajoutons terme а terme. Remarquons, d'ailleurs, 

qu'en appelant 6 l'angle que la normale а la surface fait avec la direc­
tion du rayon de courbure, on a 

ou bien 

en dйsignant, pour abrйger, le dйnominateur par A. Il viendra , aprиs 
quelques rйductions, 

ou bien 

Or, pour les brachystoehrones planes « on a йvidemment 



d'autre part, ainsi quil a йtй dit au dernier paragraphe du n° 1 2 , 
on a, pour les brachystochrones absolues, 

Dans les deux cas, on aura donc 

ce qui dйmontre le thйorиme йnoncй [*]­• 

18 . Supposons3 sur une surface F (.x, jr , z) =  о,  une série de bra-
chystochrones issues d'un même point A; soient AM, AM',... des arcs 
parcourus dans le même temps, la vitesse initiale étant supposée la 
même,- le lieu des points M, M',... sera une trajectoire normale à 
chaque brachystochrone [**]. 

Caractйrisons chaque brachystochrone, par exemple, par l'angle  о 

qu'elle fait, au point de dйpart, avec une brachystochrone particu­
liиre, ou par une fonction de cet angle ; un point particulier M 
d'une brachystochrone pourra кtre caractйrisй par le temps t de la 

[*] Ce t h é o r è m e e n ce qui concerne les brachystochrones planes, est dы а Euler, 

qui l'a regardé comme exprimant la propriété caractéristique de ces courbes. [Mecha-

nica, tome II.) 

[**] Ce théorème m'a été communiqué par M. J. Bertrand, qui le démontre ainsi 

qu'il suit : 
Si l'angle en M' est a igu, on peut faire en M un angle NMM'>> NM'M; on aura 

alors M N < M ' N : alors le mobile , arrivé en N avec une certaine vrtesse, pourra 

parcourir (sa vitesse ne changeant pas sensiblement) l'élément NM en moins de temps 

Lil n'en mettrait а parcourir l'élément NM', d'oщ il résultera* que la ligne ANM 

serait parcourue en moins de temps que la ligne ANM' ou AM ; ce qui est absurde. 



descente de А en M. On pourra donc se reprйsenter les coordonnйes 
de chaque point M de la surface, comme fonctions de deux variables 
indйpendantes (t, <p). 

Cela йtant, si l'on pose 

S sera une fonction qui deviendra nulle en mкme temps que le cosinus 
de l'angle que font en M la brachystochrone AM et la trajectoire MM'; 
or on aura, en diffйrentiant par rapport k t, 

ou bien 

Rappelons­nous, maintenant, les йquations de la brachystochrone, 
et remarquons qu'en mettant en йvidence la variable t, l'expression 

peut кtre mise sous la forme 

ou bien 

Les йquations de la brachystochrone deviendront alors 



et elles donneront, en multipliant respectivement les termes de chaque 
doc dy dz 

rapport par—? e t remarquant que la somme des dйnomina­

teurs est alors nulle, et que, par suite, la somme des numйrateurs 

doit l'кtre, 

ou bien 

et, par suite, 

L'intйgration de cette йquation donnera, en reprйsentant par R une 
certaine fonction de cp seulement, 

(0 
Supposons maintenant que les mobiles partent tous du mкme point 

avec la mкme vitesse initiale v0, dans des directions diffйrentes; il est 
clair alors que les arcs infiniment petits AM, AM',..., parcourus dans 
le mкme temps avec une mкme vitesse, auront mкme longueur, et que, 
par suite, la trajectoire MM',... sera un cercle dйcrit dans le plan tan­
gent en A, et ayant son centre en A. On aura donc, pour v = v0, 
S 0 = o, quel que soit qp; ce qui exige que R soit nul, quel que soit cp. 
Et comme d'ailleurs R ne dйpend pas du temps, on aura identique­
ment R = o, et, par suite, S = o, pour toutes les trajectoires; ce 
qui dйmontre le thйorиme йnoncй. 

Si la vitesse initiale v0 йtait nulle, les brachystoehrones seraient, au 
point de dйpart, tangentes entre elles et а la ligne de plus grande 
pente. Dans ce cas, la trajectoire MM',... est un arc infiniment petit 

4 . . 



(du second ordre) d'un cercle d'un rayon infiniment petit (du pre­
mier ordre), ayant le point A pour centre; et le thйorиme йnoncй 
s'applique encore. 

19. Le thйorиme prйcйdent peut s'йtendre а des brachystoehrones 
non issues du mкme point, toutes les fois qu'il existe une trajectoire 
qui rencontre normalement ces courbes en des points oщ les mobiles 
parcourants ont la mкme vitesse c 0 ; les arcs AM, AM',... йtant alors 
remplacйs par les arcs parcourus dans le mкme temps а partir de la 
trajectoire orthogonale. 

il est, en effet, aisй de voir que les raisonnements qui conduisent а 
l'йquation (1) s'appliquent encore ici; seulement la variable <p dйsi­
gnerait alors, par exemple, la longueur de l'arc de la trajectoire 
compris entre un point dйterminй de cette courbe et le point oщ elle 
est rencontrйe par la brachystochrone que l'on veut caractйriser. Cela 
posй, S devant кtre nul pour la valeur particuliиre v0, R sera nul 
identiquement, et l'on aura toujours S = o pour une valeur quel­
conque de v. 

20. Si Ton suppose que la vitesse du mobile soit constante (n° 13) 
les brachystoehrones deviendront des lignes gйodйsiques, et il est 
йvident que les thйorиmes que nous venons de dйmontrer auront leurs 
correspondants relativement а ce nouveau genre de lignes [*]. 

2 1 . Supposons maintenant que l'on mиne, а partir d'une certaine 
surface, toutes les brachystoehrones absolues normales а cette surface; 
les extrйmitйs MM',... des arcs parcourus dans le mкme temps forme­
ront une surface dont chaque йlйment, tel que MM', sera normal а la 
brachystochrone correspondante AM. 

Donc chaque brachystochrone sera normale а la surface lieu des 
trajectoires. 

Pour les lignes gйodйsiques, cela revient а dire qu'en prolongeant 
d'une mкme longueur toutes les normales а une surface donnйe, on 
obtient de nouvelles surfaces ayant les mкmes normales. 

[*] Ces théorèmes, dans le cas des lignes géodésiques, ont été établis par M. Gauss, 

dans ses recherches sur la Théorie générale des surfaces. (Mémoires de la Société de 

Gottingite, tome VI, 1823­1827.) 



22 . Revenons au cas oщ ia force donnйe est la pesanteur. 

On a 

et l'йquation gйnйrale des brachystochrones devient 

Si la surface F ( x , j , z) = o est supposйe кtre un plan vertical, par 
exemple y = o, on a alors les deux йquations 

La premiиre de ces deux йquations reprйsente, ainsi qu'on l'a dйjа vu, 
une cycloпde; la seconde doit donc йvidemment reprйsenter la mкme 
courbe. 

Si la surface F {x ,y, z) = o est un cylindre droit 

constante, 

Tune des йquations de la brachystochrone sera 

(0 
et cette йquation ne changera pas quand on dйveloppera le cylindre 
sur le plan des xz. Or, sous cette forme, et sur le plan des xzy elle 
reprйsente, comme on vient de le voir, la brachystochrone plane ; 
ainsi, la brachystochrone cylindrique se dйveloppe suivant la bra­
chystochrone plane. 

Il est clair, d'ailleurs, que la dйmonstration synthйtique donnйe 
(n° 8) pour un cylindre circulaire s'applique а un cylindre droit 
quelconque. 

2 3 . Considйrons maintenant le cas particulier oщ la force qui soi­



licite le mobile est constamment dirigйe vers un centre fixe, cette force 
йtant supposйe une certaine fonction de la distance r. 

La vitesse v sera alors une fonction connue de la distance ; soit 

(0 
Or on a, en prenant le centre d'attraction pour origine des coor­
donnйes , 

d'oщ . 

les йquations de la brachystochrone absolue seront donc, avec l'йqua­

tion ( i ) , et en observant que ­

d'oщ 

et , par suite, 

et en intйgrant, 



Multipliant ces trois йquations respectivement par z, x, y, et 

ajoutant les produits , il viendra 

ou 

йquation d'un plan qui passe par l'origine des coordonnйes. Ainsi, la 
courbe est tout entiиre dans le plan qui passe par le point de dйpart, 
le point d'arrivйe et le centre d'attraction; ce qu'il йtait facile de 
prйvoir. 

En prenant ce plan pour plan des zx, la courbe sera reprйsentйe 

par les deux йquations 

en coordonnйes polaires (r, 0), cette йquation devient 

et elle montre que, lorsqu'un point mobile est assujetti а suivre la 
brachystochrone sous l'influence d'une force йmanйe du point O, 
l'aire décrite par le rayon vecteur dans un temps infiniment petit est 
proportionnelle au carré de la vitesse. 

Il est clair que la projection de la mкme aire sur un plan quel­
conque suit la mкme loi; ce qu'on pourrait d'ailleurs dйmontrer aisй­
ment au moyen des йquations (2) . 

Nous supposerons que la vitesse initiale soit nulle. Dans ce cas, on 
voit, par l'йquation (3), que la brachystochrone est tangente au rayon 
vecteur qui passe par le point de départ. En effet, cette йquation 

donne — = o, а l'origine du mouvement. 
dt 

On peut voir aussi que, lorsque les points de départ et d'arrivée 
sont situés sur une même droite passant par l'origine, la brachysto-
chrone n'est autre chose que cette droite. 

Car on a~ 



d'oщ 

l'intйgrale йtant prise depuis le point de dйpart jusqu'au point d'ar­
rivйe. Or ici 0, = 0O, donc A = o; et l'йquation de la brachystochrone 
se rйduit а 

d'oщ 

йquation de la droite sur laquelle se trouvent, d'aprиs l'hypothиse, 
le point de dйpart et celui d'arrivйe. 

On remarquera que ce thйorиme est un cas particulier de celui qui 
a йtй dйmontrй (n° 16). 

24 . L'йquation 

peut кtre mise sous une autre forme. 

Soit OC = X la perpendiculaire abaissйe du centre sur la tan­
gente MC ; on aura 

Mais on sait que 



par suite, 

et Pйanation (0 deviendra 

On voit donc que la vitesse en chaque point est proportionnelle à la 
longueur de la perpendiculaire abaissée du centre d'attraction sur la 
tangente [*]. 

2 5 . Sans pousser plus loin l'йtude des diffйrents cas particuliers qui 
peuvent se prйsenter, nous nous bornerons а dйduire ici le cas de la 
pesanteur de celui que nous venons d'examiner. 

Il suffit de supposer que le centre d'attraction C est а l'infini, et que 

la force est constante. 
Adoptons d'abord une origine fixe O, et soit c l'ordonnйe verticale 

du centre d'attraction supposй placй sur l'axe des z. Un calcul ana­
logue а celui du n° 2 3 conduirait а l'йquation suivante pour la 
brachystochrone, 

D'ailleurs, si la force est constante et йgale а g, on aura 

et, par suite, 

et l'йquation de la brachystochrone deviendra 

dans laquelle A' est une certaine fonction dec . 
A la limite, cette йquation devient 

(0 

r*l Ce théorème a été démontré par Euler dans le second volume de sa Mécanique. 
L J 5 



А' 
en posant — А" — limite de — pour c — oo , et en remarquant que 
\lr0. — r a pour limite yjz — z0. 

Or l'йquation (i) n'est autre chose que l'йquation diffйrentielle de 
la cycloпde. 

Vu et approuvé? 

Le 26 Juillet 1847­
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THČSE D'ASTRONOMIE, 

suit 

M CAS PARTICULIER DU PROBLČME DES TROIS CORPS. 

1. Imaginons que le Soleil, la Terre et la Lune se trouvent placйs 
en ligne droite, а une йpoque arbitraire prise pour origine; on peut 
reconnaоtre, et Laplace l'a montrй dans le chapitre VI du livre X de 
la Mécanique céleste, que , si l'on йtablit une relation convenable 
entre les distances et les masses des trois corps; si, de plus, on im­
prime а la Lune et а la Terre, autour du centre du Soleil, des vitesses 
parallиles Tune а l'autre et proportionnelles aux distances au centre, 
les trois masses, sous l'influence de leurs actions mutuelles, resteront 
par la suite constamment en ligne droite, la droite qui les contient 
йtant, bien entendu, mobile. 

Laplace a dйmontrй, en outre, que la loi du mouvement de 
chaque masse sera la mкme que pour un point matйriel attirй vers 
un centre fixe; en sorte que , si les conditions ci­dessus йnoncйes se 
fussent trouvйes remplies а l'origine du temps, « la Lune, sans cesse 
» en opposition avec le Soleil, eыt dйcrit autour de lui une ellipse 
» semblable а celle de la Terre ; ces deux astres se seraient succйdй 
» sur l'horizon: » et comme la Lune devrait, dans cette hypothиse, 
se trouver constamment а une distance de la Terre а peu prиs йgale 
а la centiиme partie de la distance de la Terre au Soleil, et qu'а cette 



5. Pour simplifier les calculs, nous admettrons que les mouvements 
de nos trois corps, aprиs une lйgиre perturbation, ne cessent pas de 
s'accomplir dans le plan mobile oщ se ferait le mouvement rйgulier 
si les conditions initiales nйcessaires pour que ce mouvement puisse 

[*] Exposition du Systиme du monde. 

[**] Mémoire, lu а l'Académie des Sciences le 4 avril 1842, et imprimé dans la 

Connaissance des Temps pour l'année 1845. 

[***] Journal de l'Йcole Polytechnique, xx i e cahier, page 268. 

distance elle n'eыt point йtй йclipsйe, sa lumiиre aurait constamment 
remplacй celle du Soleil [*]. 

Mais, comme l'a fait remarquer M. Liouville, il faudrait, pour que 
ee genre de mouvement pыt exister d'une maniиre permanente dans 
la nature, qu'il fыt stable par lui­mкme; or c'est ce qui n'a pas lieu, 
ainsi que M. Liouville l'a fait voir [**]. Nous nous proposons ici de 
prйsenter d'une maniиre qui nous paraоt plus simple la dйmonstration 
de M. Liouville, en nous appuyant sur les principes du mouvement 
relatif dйmontrйs par M. Coriolis [***]. 

2. Dans le mouvement régulier, la Terre et la Lune, ainsi que je 
l'ai dit plus haut, dйcrivent autour du Soleil des ellipses semblables. 
L'orbite de la Terre diffйrant peu d'un cercle, nous nйgligerons 
l'excentricitй de ces ellipses dans l'examen des dйrangements produits 
par suite d'une perturbation dans les circonstances initiales combinйe 
avec les forces du systиme. On pourra donc regarder la Terre et la 
Lune comme tournant d'un mouvement uniforme autour du Soleil, 
dans un mкme plan qui se dйplace parallиlement а lui­mкme avec le 
Soleil ; en sorte que les trois corps garderont leurs distances respec­
tives, et la droite qui les contient possйdera, outre son mouvement 
de translation, un mouvement de rotation uniforme : c'est­а­dire que 
l'angle (a) que cette droite fait avec un axe fixe 0 , x , variera pro­
portionnellement au temps. 

Nous poserons, en consйquence, 



se produire se trouvaient rigoureusement remplies. En rapportant les 
nouvelles positions de la Lune (X) а deux axes rectangulaires mobiles 
se coupant en (L), position correspondante de la Lune dans le mou­
vement rйgulier, et dont l'un sera la droite LTS elle­mкme, il s'agira 
d'йtudier le mouvement relatif de la masse (X), et d'examiner si les 
coordonnйes {pc, y) de cette masse, coordonnйes que l'on suppose au 
commencement trиs­petites, ne pourront pas, par la suite des temps, 
acquйrir des grandeurs apprйciables. 

4 . Supposons, vu la petitesse de la masse de la Lune, que les petits 
dйrangements de cet astre n'altиrent pas le mouvement rйgulier de la 
Terre et du Soleil ; et prenons en consйquence TS == i ; soit alors p la 
distance LT; enfin soient m et m' respectivement les masses de la 
Lune et de la Terre, celle du Soleil йtant prise pour unitй : les йqua­
tions du mouvement relatif que nous considйrons seront de la forme 

(0 

­ et ­ sont les composantes de la force accйlйratrice rйellement ap­

pliquйe а la masse (X) ; on a donc 

п f e t " ' ­ sont les composantes de la force qui serait capable d'entraоner 
m m 

k. masse (X) avec l'axe LTS; ces composantes sont 



La substitution de ces valeurs dans les йquations (i) donne 

en posant 

M 

5. Ces йquations йtant linйaires а coefficients constants, on en 
obtiendra des intйgrales particuliиres, si l'on pose 

et si l'on dйtermine convenablement les constantes A et a , ces 
constantes doivent satisfaire aux deux йquations 

d'oщ Ton tire, en йliminant A, 

6. Il est aisй dи prouver que (rc2 — n'2) est positif, en ayant йgard 
а l'йquation (a) et aux valeurs des constantes n'2 et p, fournies par les 
йquations suivantes que l'on dйduit immйdiatement des principes du 
mouvement relatif, appliquйs au mouvement rйgulier des trois masses, 

7. De lа on conclut que les deux valeurs de a 2 seront rйelles, 
l'une nйgative, l'autre positive. La premiиre « introduira [*] dans, x 
» et Y des exponentielles imaginaires qui se transformeront en sinus 

[*] Mémoire de M. Liouville. 



» et cosinus; niais la seconde donnera lieu а deux exponentielles dont 
» les exposants at seront rйels et de signes contraires. Celle de ces 
» exponentielles dont l'exposant est positif grandira rapidement а 
» mesure que le temps augmentera ; elle empкchera donc les valeurs 
» de x et de j ­ de rester trиs­petites, et, par suite, rendra instable 
» l'йtat du mouvement des trois corps. » 

Vu et approuvé, 

Le 6 Janvier 1848. 
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