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THESE DE MECANIQUE.

e QOO m—

SUR '

LES BRACHYSTOCHRONEN.

Le probléme des brachysieghrepgs a été autrefois 'objet des re-
cherches d'un grand nombre de géometres, parmi lesquels nous cite-
rons Jean Bernoulli et Euler. En prenant ce probléme pour sujet de
theése, nous avons dii naturellement reproduire beaucoup de résultats
connus; mais nous pensons du moins avoir présenté quelques détails
nouveaux, quant 4 ce qui concerne les brachystochrones sur une
surface donnée.

I.

Des brachystochrones dans le cas de la pesanteur.

1. Le point mobile peut étre libre ou assujetti & se mouvoir sur
une surface donnée.

Dans le premier cas, la brachystochrone (que nous nommerons
alors brachystochrone absolue) est, de toutes les courbes que l'on
peut faire suivre au mobile pour qu’il se transporte (sous Iinfluence
de la pesanteur) d’'un point de Pespace ‘a un autre point, la courbe
pour laquelle le temps total du mouvement est un minimum.

Dans le second cas, le temps de la descente sur la brachystochrone
est simplement un minimum relativement au temps que mettrait le
mobile 4 descendre sur une autre courbe tracée aussi sur la surface
donnée.
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(4)

Dans les deux cas, le point de départ et le point d’arrivée peuvent
étre ou donnés de position, ou seulement assujettis 4 se trouver sur
des courbes ou des surfaces déterminées; nous les supposerons tou-
jours par la suite donnés de position.

Considérons d’abord le cas ou le mobile est libre.

On aura pour la vitesse de ce mobile 4 un instant quelconque,

ds —
vou - = \/zg(z — Zo)s

z, étant 'ordonnée du point de départs et Iintégrale qu’il faudra
rendre un minimum sera la suivante :

f 3 ds
z \/2g(z—z,,)

L

En appliquant les regles du calcul des variations, on arrive sans
peine aux deux équations

digi v chv e o
R e P} R st A— 19
ds\/z—z., ds\/z 2

d’ot1 'on déduit une équation de la forme

d

e
equation d’un plan vertical. Le mobile devra donc se mouvoir dans
le plan vertical qui passe par le point de départ et le point d’arrivée;
la brachystochrone sera donc la méme courbe que celle qui doit étre
suivie par un mobile assujetti & rester sur un pian vertical donné, cas
que nous examinons ci-apres (n°® 2).

Supposons, en second lieu, que le mobile doive rester sur une

surface, dont nous représenterons Yéquation par

(A) e e tecy,

cette équation sera l'une des ¢quations de la brachystochrone. La

seconde équation, donnée sans diffieulté par le calcul des variations,
est la suivante :

d »—»-——(—lx d l,lf
(B\ ds \/z—zo‘ ok ds \z— z,
/ dF 7 TR
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Au moyen de 'équation (A) on pourra réduire I'équation (B) a une
équation différentielle du second ordre entre deux variables. L’'inté-
grale de cette équation du second ordre contiendra deux constantes
arbitraires qui permettront de se donner arbitrairement le point de
départ et le point d’arrivée.

Je vais maintenant ¢tudier les propriétés des brachystochrones
considérées sur certaines surfaces en particulier.

Cas ot la surface donnée est un plan vertical.

2. Nous prendrons ce plan pour plan des xz; son équation sera
donc y = o; et, par suite, on aura

HET iy
Frse i Ll

L’équation (B) nous donnera donc

dx
d ———— = 0O ,-
(15'\/5—— Z,
d’ou
p drx
() ———— = constante;
YK ds \/z — 2z,

ce qui est I'équation différentielle de la cycloide.

3. Je n’ai pas & examiner ici les propriétés géométriques de la bra-
chystochrone, qui sont celles de de la cycloide; J'indiquerai seule-
ment quelques propriétés en quelque sorte mécaniques, fournies par
la considération de son équation différentielle.

1°. La brachystochrone est, au point de départ, tangente a la
verticale.

o s Y . dx : dx
En effet, si Uon fait z2 = 3,, on a - = o, et, par suite, = = o.

2. La vitesse du mobile, en un point quelconque, est égale a la
projection sur la tangente en ce point, de la vitesse au poinl le plus
bas. '

En effet, si on remarque que la vitesse, a chaque instant, est
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o)
- donnée par la formule
v = \2g (@ — 2,
et que I'angle de la tangente avec I'horizontale a pour cosinus

dz

COSIY = =
ds’

Véquation (1) donnera

1
= constante —-—_;
P A%

d’our

v = V cos .

Or on voit par cette équation que V n’est autre chose que la valeur
de ¢ pour o = o, cest-a-dire au point ou la tangente est horizontale ;
ce qui démontre le théoreme énoncé.
3°. Lorsque le point de départ et le point d’arrivée sont sur la méme
verticale, la brachystochrone n’est autre chose que cette verticale.
En effet, I’équation différentielle (1) donne

dx = Cds \/z — z,.

Le point de départ et celui d’arrivée étant sur la méme verticale, leur
abscisse est la méme; il faudra donc que la somme des accroissements

Z, :
du second membre, c’est-a-dire l'intégrale »Cf ds \z — z,, soit
zﬂ

nulle, ce qui ne peut avoir lieu qu’en faisant C = o. L’intégrale de
I'équation ci-dessus est alors simplement

Bl =t
équation de la verticale qui contient a la fois le point de départ et le
point d’arrivée.

4. Déterminons maintenant pour chaque instant # la position du
mobile sur la brachystochrone. En mettant I’origine des coordonnées
au point de départ, nous aurons pour cela les trois équations

; \ St S S
x=r(u—snu), z=r(1—cosu), - =V2g85
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dont les deux premieres sont celles de la cycloide. Ces deux équations
donnent

ds = du 2 rz;

la troisieme deviendra donc
du \/2'gz \/g
e S 2,
de Varz 7

u:t\/ﬁ,
iy

en supposant que le temps soit compté 4 partir de I’origine du mouve-
ment,
TLa loi du mouvement sera donc donnée par les deux équations

x=r(z\/’5—sint\/§),
r r
z:r(r—cost\/%)-

Ces équations montrent que le mouvement du point sera le meéme
que si ce point était sur un cercle de rayon r, roulant sur une droite
horizontale, avec une vitesse constante convenable.

d’otr

Cas ou la surface donnéc est un plan incliné.

\

3. Nous rapporterons la courbe cherchée a 'ancien axe Ox ou
OX, supposé placé dans le plan incliné, et & un nouvel axe OZ qui
sera la ligne de plus grande pente de ce plan.

c

)
X

Z |z

Soit ¢ I'angle du plan incliné avec le plan horizontal. L’équation
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(8)

de ce plan, savoir,

(1) F(x, 7,8 =2z — ytangf = o,
donnera
dE - B e [T
E = 0, @ = — anb 5

L’équation (1) est la premiére des équations de la brachystochrone,
et la seconde sera

dx
T S
d’ou
it i
ds \/sz_D ;

D’ailleurs, les formules de transformation propres a passer du systeme
(x, ¥, 2) au systeme (X, Z) sont

£ =X, yi=Zeosl, 1z =1Zsinb,

et I'équation de la méme courbe, dans le systéme (X,2), sera

_—__de = == .
dSNZ—=Z,

Cette équation montre que la courbe suivie par le mobile doit étre
toujours la méme dans le plan incliné, quelle que soit la position de
ce plan autour de I'horizontale Ox, pourva que les points de départ
et d’arrivee gardent relativenient la méme position. 11 est, du reste,
évident a priori qu’il doit en étre ainsi. Car on peut décomposer la pe-
santeur qui agit a chaque instant sur le mobile dans la direction de la
verticale, en deux forces, I’'une normale au plan incliné et qui n’aura
aucune influence sur le mouvement du point, 'autre suivant la ligne
de plus grande pente et qui sera représentée par g sin 6. On pourra
donc regarder le mobile comme étant soumis & chaque instant a une
force constante en grandeur, et constamment paralléle 2 la méme
direction (celle des lignes de plus grande pente); ce qui rameéne le cas
du plan incliné a celui d’un plan vertical quelconque.
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{97
On peut remarquer que si le point de départ et celui d’arrivee se
trouvent sur une ligne de plus grande pente, la brachystochrone,
d’apreés ce qui a éte établi au n° 5, n’est autre chose que cette ligne
de plus grande pente elle-méme.

Cas des surfaces de révolution.

6. Nous supposerons, dans ce qui va suivre, que la surface est de
révolution autour d’un axe vertical.
I’équation générale de ces sortes de surfaces,

(1) s Al = o),

donnera

I dF _
;l.TY,“ = 2.1‘, e 9"77

et, par suite, on aura, pour la seconde des équations de la brachysto-
chrone,

d —f—ii-: d —~—£[!———-
dsg/z—zo__ ds \Jz — z,
x T Ly 4
d’ou
d. dy
el BT B W N
ds vz — 2z, ds \/z——-z,,
et en intégrant,
(2) ydx — xdy = Cds \z — 2.

On peut interpréter géométriquement cette équation différentielle
du premier ordre; en effet, si 'on adopte dans le plan des xy des
coordonnées polaires; qu’on appelle r le rayon vecteur de la projec-
tion M, § Pangle que ce rayon OM fait avec I'axe des z, on sait que
I'on aura

ydx — xdy = 72 9.
De plus, on a pour la vitesse du mobile a chaque instant,

ds e —
= = = V28 (5 — 2,);
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\

’équation (2) pourra donc se mettre sous la forme

dh .
(3) rt—=Av%, dou r*df = Av*ds.

Ainsi, Laire décrite @ chaque instant par la projection du rayon
vecteur est proportionnelle aw carré de la vitesse die mobile.

Dans le cas du cylindre circulaire, que nous examinerons spéciale-
4 3 Ahe d0 2
ment cl-apres, le rayon r est constant. D allleurs, ai represente la
a

vitesse angulaire de la projection du rayon vecteur; par conséquent:

Lorsqu’un point matériel descend sur un cylindre circulaire, en
suivant une brachystochrone, la vitesse angulaire de la projectior du
rayon vecteur est proportionnelle au carre de la vitesse effective du
mobile.

N z s db
A Porigine du mouvement, la vitesse ¢ est supposée nulle; - est

donc nulle, en vertu de I’équation (3), pour une surface de révolution
quelconque; par conséquent, le mobile reste, pendant le premier
instant, dans le plan vertical qui passe par le rayon vecteur. Ainsi :

Toute brachystochrone sur une surface de révolution est tangente
aw méridien qui passe par le point de départ.
I’équation (2) peut se mettre sous la forme

(4) d —y"'f = Cy*ds yz — z,,

et 'on voit que le second membre a toujours le méme signe: il est
positif ou négatif suivant le signe de C.

Cela posé, supposons que le point d’arrivée (@, y,z,) soit sur le
méridien du point de départ (, ¥,2,), on aura

Ty &
T
. . . X .
il faudra donc que la somme des accroissements du rapport = soit
7

nulle, c’est-a-dire que

CJ; B yids Wz —z, = o,
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(1)
ce qui ne peut avoir lieu quautant que C = o. Alors 'équation (4) se
réduit a

x
d; = 0,
d’ou
B
Sl o=
Yy Yo P

équation du méridien qui passe a la fois par le point de départ et le
point d’arrivée.

Ainsi, quand le point de départ et le point d’arrivée sont situés sur
un méme méridien, la brachystochrone entre ces deux points n'est
autre chose que ce méridien lui-méme.

7. L’équation générale des brachystochrones sur une surface de
révolution,

2({9_

i 2
(1) r (E—AV’

peut étre intégrée dans tous les cas. Car on en tire
r2df = Ads \/z — z,.
On a d’ailleurs
pi—=1B A adn =— FL (2
et

ds = Jdz* & dr®* + r* d§® = ydz*[1 + F' (3)* | + F (2)* d6?;

Péquation (1) pourra donc se mettre sous la forme
F(z)"df® = A% (z — 3,) {dz? [1 + F'(2)*] + d6* F (245

d’our

- Ads [T F Bl (e —2),
1 =55 V i a

F(z) z—1z)

d’ou Vintégrale

s £ dz [+ F@le—m)
6—'90 = AL F(Z) \/F(Z)Z—AQ(Z—‘-ZU)
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(12)
Cas du cylindre circulaire droit, a axe vertical.

8. En faisant, dans la formule que nous venons d’établir,

F (z) = constante = a,

il serait aisé d’achever I'intégration indiquée, et I'on aurait I’équatiorn
de la brachystochrone sur le cylindre circulaire droit & axe vertical;
mais nous préférons y arriver au moyen du théoréme suivant que nous
allons d’abord démontrer :

Si Lon développe le cylindre donné sur-un plan vertical, autour de
la verticale qui passe par le point de départ, et quion trace sur ce plan
vertical la brachystochrone passant par les deux points donnés,
cette courbe, en enroulant le plan sur le cylindre, deviendra la bra-
chystochrone cherchée.

Pour le démontrer, remontons aux équations de la brachystochrone
sur le cylindre,
dx dy

/ 0F bk /
ds \z — 2, ds {z — 2z,

J =

avec
x? =il ‘),.2 — a2 4
et cherchons ’équation en (X, Z) de la transformée de cette courbe,

en supposant qu’on développe le cylindre sur le plan des XZ , de part
et d’autre de 'aréte AB qui passe par le point de départ B.

0 B P N
1) %
I'D
m e
A
J P
Z.

Soit m (x, y, 2) un point quelconque du cylindre; ce point prendra
une position telle que M (X, Z), et 'on aura, entre les coordonnées
des points m et M, les relations suivantes :

2= L, x-=\dcost; " p=lmsind, X=a(1+ 0,
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(1287)
6 pouvant avoir toutes les valeurs comprises entre o et + 180 degrés
et o et — 180 degrés. De la on déduit

X == d COS

7 X a
) )’::asm 5 9

et

ds = Jdx* + dy® + dz* = N R st

I'équation de la transformée sera donc

9 2X—‘” dx_“ i Sl stant
dilsiniiaes so GICES s T constante,

ou simplement,

L]

dX

————— — constante.

sz — 2,
La transforinée n’est donc autre chose que la brachystochrone entre
les nouvelles positions des deux points donnés sur le cylindre; et de
la, réciproquement , résulte le théoréme énonce.

Je théoréme peut aussi étre démontré synthétiquement de la ma-
niere suivante.

Imaginons qu’on ait tracé une courbe quelconque sur le cylindre;
cette courbe se transformera, par le développement du cylindre, en
une courbe isochrone, c’est-a-dire qu’un point matériel mettrait, a
descendre d'un point 4 un autre de la courbe cylindrique, le méme
temps qu’il mettrait, sur la transformée , & parcourir I’espace compr]‘;
entre les deux points correspondants. :

En effet, si 'on partage en éléments égaux la courbe cylindrique et

X : 5 ey ds
sa transformée , on voit bien que P'intégrale

ol s, V2g(z—2)
tement la méme valeur, parce que, dans le développement du eylindre,
les éléments (ds) conservent la méme grandeur, et les points corres-
pondants gardent la méme hauteur (z). Or cette intégrale représente
le temps total de la descente; ce temps est donc le méme pour la
courbe cylindrique et pour sa transformée.

De 14 il résulte évidemment que la courbe cylindrique pour 1aqudle

aura exac-

Document numérisé par la Bibliotheque universitaire Pierre et Marie Curie - UPMC - Cote : HF uf 166 3 31-32



(14 )
le temps de la descente est minimum donnera une transformée jouis-
sant de la méme propri té; et réciproquement. ;

Les formules de transformation propres au développement du cy-
lindre permettent d’obtenir, au moyen du théoreme précédent, et
des équations connues de la cycloide, les équations de la brachysto-
chrone cylindrique en coordonnées (&, y, z).

On a, pour les équations de la cycloide,

Z =11 — cosu), X = r(u— sinu).
D’ailleurs, on a
X.=a(1+8), Z=72, £ —acosl, y=asmni;
élimmant Z et X, on aura

z = r(1 — cos u),
a(1 +0)=r(u—snu),
Xh==a Cos G

i Gy

II.
Des brachystochrones en gencral.

9. Supposons qu'un point mobile soit soumis a P'action d’un sys-
teme donné de forces variables avec la position du mobile; parmi
toutes les courbes assujetties ou non a se trouver sur une surface
donnée, que le mobile pourra suivre pour se rendre d’un point de
'espace & un autre point, la brachystochrone sera la courbe pour
laquelle le temps total du mouvement sera moindre que pour toutes
les courbes voisines.

S’il existe une certaine fonction 4 (x, ¥, z) dont les forces appliquées
(X, Y, Z) soient les dérivées respectivement par rapport a x, y et z, on
sait, par le principe des forces vives, que I'on aura
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(o
(est seulement ce cas que nous considérerons dans tout ce qui va
suivre. '

On a toujours

s ds
R

et, par suite,
At = ds.

%

LH o S ds S
1l faut donc rendre mnimum 1a valeur de l’mtegl‘a\ef et considérée

depuis le point de départ jusqu’au point d’arrivée.
Le calcul des variations conduit sans difficulté aux équations diffé-

rentielles de la brachystochrone; a savoir, si le point est tout a fait
libre ,

@ = o
9 (% ;
a’sg—dm—o,

= 5

0 Dy
ds—;l?.—‘dvds =

et, il est assujetti a se mouvoir sur une surface,

ol < ; &
14 e 4 }
NG s T dsd — — d ——
gy d. “ s N Ly dy & ods
dF o dF ;
dzx dy—

| F (x, 7, 3) = O.

Dans les deux cas, le mouvement du point sera entierement détermine
en joignant aux équations précédentes la relation qui résulte du prin-
cipe des forces vives, et (ue nous écrirons ainsi:

Pt (215 7y R

10. Considérons d’abord le cas ou le point est libre. On aura,
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(16 )

dans ce cas, pour les équations de la brachystochrone absolue,

R == s 2 )

! Gy
2 e = vds
B b
- Al
DA vds
@— RS

A ces équations on peut joindre celle-ci:

I dz
= d-——
§ oS vds
dz50 o ds e

En effet, en multipliant ces trois dernieres équations respectivement
par dx, dy, dz, et ajoutant les produits, on a

dx dy dz
dxd —— ~+ dyd —— _—
dzd vds o vds 2 = vds

I
d; o ds
I . 3 T )
. 5 = (dzxd?z + d)’dz_)’+d2d’z)+d-‘—}d—s(dx’+(ly‘+dz2)
iy ds
1 |
—— dsd*s + ds*d — -
___vds g s T d2s g I
" e ds T vds JEgsa “ods

:d(ﬁds):d%:

équation identique: la troisieme des équations ci-dessus peut donc
étre regardée comme une conséquence des deux autres.

11. Convenons de nommer lignes de plus grande pente absolues les
courbes dont la tangente en chaque point est perpendiculaire & la sur-
face de niveau v = constante, qui passe par ce péint, ou, si l’'on
veut, enveloppe des directions successives de la force appliquée en

chaque point.
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Une pareille courbe aura pour équations

\ dv dy dv
dx @ dz

Cela posé, je dis que, si la vitesse initiale est nulle, la brachystochrone
absolue est, en son point de départ, tangente a la ligne de plus grande
pente absolue.

En effet, les éqnations de la brachystochrone donnent

dx d dy J dz

e A o R
= = 9
d i d . d 4
0 0 v
dx 7} dz
ou bien
dr dx dy dy dz dz
dy — — vd — 1) e — = 1} 2= em —
& ds “ ds ded ds 4 ds % ds o ds
do h do ik dv 2
dx @ dz

équations qui, pour ¢ = 0, donnent, pour le premier élément de la
brachystochrone, la méme direction que celle assignée par les équa-
tions (1) pour I'élément de la ligne de plus grande pente absolue.

12. Considérons maintenant le cas ot le mobile se trouve toujours
sur une surface

F (e, ¥, 5= 0.

Alors, les équations de la brachystochrone peuvent étre mises
sous la forme d’une équation a trois membres parfaitement symé-

triques,
1 dx I dy I dz
xd — d— — - ] —
4 0 4 vds v ¢ ods Sl o
PN Seedy ds _ dz ds
(1) T T B T S e
dz dy dz
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(18)

Pour ie prouver, écrivons cette équation comme il suit :

dzx

! [l o
i v s vds b
s dx ds _X;I.Z‘,

1 dy

7 = 1 —.
o B Ly el S 1B
| dy At o, ‘(T_y_’

/ i dz
W A
dz ds __/(‘E’

il suffira de faire voir que ces trois équations se réduisent 4 deux
équations distinctes.

Ajoutons ces équations membre 2 membre, apres les avoir respec-
tivement maultipliées par dx, dy, dz; il viendra, en remarquant

: R dF . dF
que F(x, y, z) = o, que, par suite, = drt o dy + = dz = o, et
dis o= T
(4 (2 v I
e —+ — 2 _ e =
quedxdx ; dyé{)—l—dzdz L~
dx d {
Gl g B e
d oo vds Y ods vds
VI ds
— (dod*e 4+ dyd®y + dsd?2) + (da® 4 dy* + o) d—
vas
= ’ s T AT 4 0
1 I
o dsd’s 4~ ds*d T
or vas vas iy 1 2 I
=Ty ds T vds d*s + dsd vds:

:d(ids) =d?i.

On voit donc que l'une quelconque des trois équations ci-dessus
pourrait se déduire des deux autres.

Ainsi, Pon pourra, suivant les cas particuliers que 'on aura i consi-
dérer, adopter pour les équations de la brachystochrone avec

B, 2 — 0 et v=f(x, y, 2),
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'une quelconque des trois équations que fournit Iéquation a trois
membres ci-dessus.

On peut déduire de ce qui précede les équations générales de la
brachystochrone absolue; en effet, il est évident, par la nature méme
de la brachystochrone absolue, que cette courbe est aussi une bra-
chystochrone sur toute surface F = o qui la contiendrait. Par consé-
quent, P'équation (1) doit étre satisfaite pour un point quelconque

3 dF dF dF :

de la brachystochrone absolue, quels que soient —> ——, ——; ce qui
dz’ dy  dz

ne peut avoir lieu que si les trois numérateurs sont simultanément

nuls, ou, ce qui revient au méme, si y = o. On retombe ainsi sur

les équations trouvées directement au n°® 10.

A5 Supposons d’abord que le mobile ait recu une certaine vitesse
initiale, et qu’il ne soit ensuite soumis a I'action d’aucune force; la
brachystochrone se réduira  la ligne géodésique, laquelle sera repré-

sentée par les éqnations :

/

bl e o2 i—r O

dx dy dz
o Y y) i
2 ds y 4 ds iy 8 ds |
GE U dn ean
dz dy dz

qu’il est aisé, du reste, de trouver directement.

£4. On arrive encore aux équations de la ligne géodésique en sup-
posant que le mobile est assujetti a rester sur une des surfaces de
niveau ¢ — constante; car on aura

dz dz dx
s A /i, d

& 0 g ods 1 dv “ s ods

dr  ds s ToRdm b L ds A I ds

TR e oy X B T T e do

dx dz dx
2 i 4 ,
Ft comme le terme — — sera commun aux trois membres de équa-
(4

tion de la brachystochrone, cette équation deviendra

dx dy dz

o i e d —
4 vds ¢ vds _ vds
Delon T WA e b

dx dy dz
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et comme ¢ doit étre regardé comme constant dans les différen-
tielles totales indiquées ci-dessus, I'équation prendra la forme

dx 5 dy a dz

Pl 4 i
ds o L sl linds
do — dv . ‘dv
dx dy ds

équation de la géodésique sur la surface v (x, ¥, z) = constante.

45. Convenons de nommer lignes de plus grande pente sur la sur-
face F (x, 7, z) = o les lignes de cette surface dont la tangente en
chaque point fait le plus petit angle possible avec la normale a la sur-
face de niveau qui passe par ce point, ou, ce qui revient au méme, la
ligne qui est, en chaque point, perpendiculaire 4 la courbe de niveau
correspondante; ou encore 'enveloppe des projections sur la surface
de la direction de la force en chaque point.

Soient (af3y), (&’'f'y'), («""9”) les angles formés respectivement
avec les axes par les directions MV de la normale 4 Ia surface de
niveau, MM’ de la ligne de plus grande pente, MF de la normale
la surface donnée. Soient, de plus, u et p’ les angles que MV fait

M

respectivement avec MM et MF; le caractere géométrique de la diree-
tion MM’ sur la surface donnée sera

po =2

Cela posé, je dis que la brachystochrone est en som point de de-
- part, ou plus généralement, aux points ot la vitesse du mobile se
trouvera nulle, tangente & la ligne de plus grande pente.

Et d’abord, en remarquant que I’on a
2 dv
lx d T
L RS N
d. 14 ds p?

ads. %  vods
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les équations de la brachystochrone pourront se mettre sous la forme

di‘E (liiZ dc_i—z
e i e R T O IR
. dsds ds dx _ dsds " ds dy  dsds ds dz,
S dF i dF e aF :
dr dy. dz

et Pon voit que, pour les points ou la vitesse sera nulle, la direction
de la tangente sera déterminée par des équations de la forme

dv dx dv dv dy do dv dz dv
dz~ ds ds _dy  ds ds _dz  dsds

() LoD T o Tk Do w0 o
dx dpt. iy dz

Or je vais démontrer que ce sont 1a précisément les équations gené-
rales des lignes de plus grande pente.
En effet, si nous posons

VT

v \/ dEN A AR AN
=V @+ @+ @)

et

nous aurons

de dv dv
i n i
cos o = 3 cosﬁ__—v—, cosy = 3
dx v dy dz
0 04 R h R
cos o/ = —» COS Bo sl ke =g
dF: daF dF
dx dy dz
cos o/ = — v cos Y= —
o e B e 7.
et enfin
do dz s dv dy P dv dz dv
Tods Rapds s b d s
COS {.}. == v — V.

Alors les équations (1) deviendront

€OS o — COS . COS &’ cos B — cos p. cos £ cosy — €08 p oS iy’
X,Oz lfl == @ = /EL @ e __._——————————"y f/l‘ U o
: cos o cos'f cos ¥
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De 1a on déduit

V|cos « — cos p €08 &’)? + (cos p— cos p cos f')* + (cos 7 — cos p.cos )¢
yeost 2" + cos? B” + cos?y” ’

Xo=

i \/‘1+cos?{;-—2cos’p i ;
= ; = sin ;

mais on a aussi

.

(cosa—cosp.cose’) cosa =+ (cos B—cos p cos B’ ) cos  + (cos+ —cosp.cosy’ cosy
€os " cos o -+ cos B” cos f + cosy” cosy

0o—

I—cos’p  sin’p ~sin p.

cosp’ T cosp’ T H‘cos;ﬂ

En rapprochant I'une de 'autre ces deux valeurs de la méme fonc-
tion y,, on en conclut :

sin p1. = cos p’,
et, par suite,

pp =5

ce qui est la propriété caractéristique des lignes de plus grande
pente. :

Les équations (1) peuvent donc étre regardées comme les équations
des lignes de plus grande pente ; et, par suite, on voit que la bra-
chystochrone est tangente a la ligne de plus grande pente qui passe
par le point ou la vitesse du mobile est nulle.

16.. Le? e‘zquat{ons geperales des brachystochrones peuvent, d’apres
ce qui précede, étre mises sous la forme

Mzi’f Fo.f Bde dy o dy B N A ,dz dv  dz dv
~-d{—l—dx ds ds ds dy ds ds_u ds dz~ ds ds
dF T T R T i g

et Pon voit que P'on aura satisfait 4 ces équations si 'on a en méme
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(ab

N

T(‘,mPS'
/ dx dy dz
Sr az d - d =
dF > TdF 3 Aar’ .
T T

et

do dx dv do dy dv dv dz dv

e S S
dF e dF Gt Ay
T 73 —

|

\

c’est-a-dire qu’'une courbe qui, sur une surface donnée, pourra étre
a la fois ligne géodésique et ligne de plus grande pente, sera, par
suite, une brachystochrone.

Ou, plus généralement, en considérant les lignes géodésiques, les
brachystochrones et les lignes de plus grande pente sur une surface ,
on voit qu’une ligne qui jouirait des propriétés des courbes apparte-
nant a deux de ces genres, jouirait aussi des propriétés des courbes
du troisiéme genre.

Tels sont, dans le cas de la pesanteur, les meéridiens sur une surface

-

de révolution ; les arétes d’un cylindre droit quelconque, etc. (n” 9,
5,0).

A7. La résultante N des forces appliquées, estimée suivant la direc-
tion du rayon de courbure, est égale, en grandeur absolue, dans les
brachystochrones planes, et dans les brachystochrones absolues, a la

: oI o?
Jorce centrifuge b
Calculons d’abord la résultante N.
En remarquant que le rayon de courbure

ds
dx\? dy\ 2 dz\ 2’
R R

et que les trois angles que sa direction fait avec les trois axes ont
respectivement pour cosinus

=

dx dy dz
d— { ] —
R Ve S iz
! 75" ds &
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on aura
P
N ds dv o ds dy ds do
' = T T dy ds dz

Maintenant, dans I’équation générale des brachystochrones

d d—l—‘ d d—‘) d CE '
LT _dods a0 Tl dedy b & i b
‘ ds dsds dr  ds ds ds dy ds ds ds dz
L5 dF i aF o dF ’
dz dy dz

multiplions les deux termes de chaque rapport respectivement par
e b

ds ds ds : 2 3
——> ——> ——> et ajoutons terme a terme. Remarquons, d’ailleurs,

qu’en appelant 6 angle que la normale & la surface fait avec la direc-

tion du rayon de courbure, on a

dF ,dx  dF ,dy  dF  d
dr ds ' dy ds  dz  ds

cos f§ = S, — Em 5
dF\?2 dF 2+ dF\?2 ddx2 ldy2 d dz\?
oy, e Tl e i) ol

ou bien

s d dz
dz  ds dy ds dz = ds

cos § = 5 s

dF ,dz  dF  dy dF

en désignant, pour abréger, le dénominateur par A. Il viendra, apres
quelques réductions,

dx\ 2 dy\ 2 dz\ % dx dy dz
hins:S B d— d — d —- —
dds i dds i ds Ye ds du+ dsdo+ ds dv
i ds ds ds ds dzr ' ds dy | ds dz
e A cos 0 ?
ou bien
. 2
¢ .I_ + N i. N + i
o rt PR Epls 7
D S O A Y

Or, pour les brachystochrones planes,.on a évidemment

cos 9 = o;
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d’autre part, ainsi quiil a été dit au dernier paragraphe du n° 12,
on a, pour les brachystochrones absolues,

o= 10
Dans les deux cas, on aura donc
%

'—"N:'—ﬁ

=
ce qui démoutre le théoreme énoncé [ *].

. 8. Supposons, sur une surface ¥ (x, y, 2) = o, une série de bra-
chystochrones issues d’un inéme point A; soient AM, AM,... des arcs
parcourus dans le méme temps, la vitesse initiale étant supposée la
méme; le liew des points M, M,... sera une trajectoire normale a
chaque brachystochrone [ **].

Caractérisons chaque brachystochrone, par exemple , par angle ¢
qu’elle fait, au point de départ, avec une brachystochrone particu-
licre, ou par une fonction de cet angle; un point particulier M
d’une brachystochrone pourra étre caractérisé par le temps ¢ de la

[*] Ce théoréme, en ce qui concerne les brachystochrones planes, est dd A Euler,
qui I’a regardé comme exprimant la propriété caractéristique de ces courbes. (Mecha-
nica, tome I1.)

[**] Ce théoréme m’a été communiqué par M. J. Bertrand, qui le démontre ainsi
qu’il suit :

Si 'angle en M’ est aigu, on peut faire en M un angle NMM’' > NM'M; on aura

alors MN < M’ N: alors le mobile, arrivé en N avec une certaine vitesse, pourra
parcourir (sa vitesse ne changeant pas sensiblement) 'élément NM en moins de temps
quil n’en mettrait 4 parcourir Iélément NM/, d’ou il résulterait que la ligne ANM
serait parcourue en 1Roins de temps que la ligne ANM’ ou AM; ce qui est absurde.

4
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descente de A en M. On pourra donc se représenter les coordonunées
de chaque point M de la surface, comme fonctions de deux variables
indépendantes (¢, o).
Cela étant, si I'on pose

_dzdr  dydy  dids

T de dy T drdy " dtds’
S sera une fonction qui deviendra nulle en méme temps que le cosinus
de I’angle que font en M la brachystochrone AM et la trajectoire MM’ ;
or on aura, en différentiant par rapport 4 ¢,

dS  d'z dx d*y dy d*z dz i) dx d’z o d*y d*y dizdiz
AT A dy " A dy T de dy | df dpds | de dpd T ar dpdi

ou bien

dS d*x dr d*y d d*z d. d
dt de? dy de® de dt* dy de

Rappelons-nous, maintenant, les équations de la brachystochrone,
et remarquons qu’en mettant en évidence la variable ¢, Iexpression

peut étre mise sous la forme

ou bien:
<ﬁ§ﬁ—zd—;z+;a)"’“
dF :
dr

Les équations de la brachystochrone deviendront alors

d*z  2.dv de W dv d’y  2.dv dy dv d*z 2 dvds dv
T [0 O = VoV S ey i miliits e S il
dF 9 dF = dF ¢

dz @ dz
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et elles donneront, en mullipliant respectivement les termes de chaque

dy dz 4 A

» —» ——> et remarquant que la somme des dénomina-
dy’ de

teurs est alors nulle, et que, par suite, la somme des numérateurs

doit I’étre,

: : dx
1app01t par ;l;

d*z dx d*y dy d?z dz 2 dv [dx dz s dy dy dz dz

T N\drrdp T dirdy " At dg)  ede\dt dy ' dr dy ' du d})
e dx e dv dy dv dz)\ -
i dx do dy dy dz J; ;

ou bien

dxzdr d*y dy  d*z dz 2dv (dxde  dy dy dzdz A dy
°:<F@*’m—ua}7 det dp) T v de\dt dyp " de dp ' dtdy dy’
ds 2 dv
0= —— —-—8§,

dt o dr’

et, par suite,

dS dv
i
TSR T

I’intégration de cette équation donnera, en représentant par K une
certaine fonction de ¢ seulement,

(1) S = Kv2.

Supposons maintenant que les mobiles partent tous du méme point
avec la méme vitesse initiale v,, dans des directions différentes; il est
clair alors que les arcs infiniment petits AM, AM',..., parcourus dans
le méme temps avec une méme vitesse, auront méme longueur, et que,
par suite, la trajectoire MM',... sera un cercle décrit dans le plan tan-
gent en A, et ayant son centre en A. On aura donc, pour ¢ = g,
S, = o, quel que soit ¢; ce qui exige que K soit nul, quel que soit ¢.
Et comme d’ailleurs K ne dépend pas du temps, on aura identique-
ment K = o, et, par suite, S = o, pour toutes les trajectoires; ce
qui démontre le théoreme énoncé.

Si la vitesse initiale v, était nulle, les brachystochrones seraient, au
point de départ, tangentes entre elles et a la ligne de plus grande
pente. Dans ce cas, la trajectoire MM/,... est un arc infiniment petit

4..
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(du second ordre) d’un cercle d’un rayon infiniment petit (du pre-
mier ordre), ayant le point A pour centre; et le théoréme énoncé
s’applique encore.

19. Le théoreme précédent peut s’étendre 4 des brachystochrones
non issues du méme poiut, toutes les fois qu’il existe une trajectoire
qui rencontre normalement ces courbes en des points ou les mobiles
parcourants ont la méme vitesse v,; les arcs AM, AM’,... étant alors
remplacés par les arcs parcourus dans le méme temps a partir de la
trajectoire orthogonale.

Tl est, en effet, aisé de voir que les raisonnements qui conduisent &
I’équation (1) sappliquent encore ici; seulement la variable ¢ dési-
gnerait alors, par exemple, la longueur de P'arc de la trajectoire
compris entre un point déterminé de cette courbe et le point ou elle
est rencontrée par la brachystochrone que 'on veut caractériser. Cela
posé, S devant étre nul pour la valeur particuliere v,, K sera nu}
identiquement, et 'on aura toujours S = o pour une valeur quel-
conque de . ;

20. Si on suppose que la vitesse du mobile soit constante (n° 13)
les brachystochrones deviendront des lignes géodésiques, et il est
évident que les théorémes que nous venons de démontrer auront leurs
correspondants relativement & ce nouveau genre de lignes [ *].

24. Supposons maintenant que ’on mene, a partir d’une certaine
surface, toutes les brachystochrones absolues normales & cette surface;
les extrémités MM’;... des arcs parcourus dans le méme temps forme-
ront une surface dont chaque élément, tel que MM’, sera normal a la
brachystochrone correspondante AM.

Donc chaque brachystochrone sera normale a la surface lieu des
trajectoires.

Pour les lignes géod(‘siqueé', cela revient & dire qu’en prolongeant
d’une méme longueur toutes les normales & une surface donnée, on
obtient de nouvelles surfaces ayant les mémes normales.

[*] Ces théorémes, dans le cas des lignes géodésiques , ont été établis par M. Gauss,
dans ses recherches sur la Théorie générale des surfaces. (Mémoires de la Société de
Gottingue, tome VI, 1823-1827.)
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99 TRevenons au cas ou ia force donnée est la pesanteur.
On a

d— d=
v ag e — 5, Pr =0 A
— T S e
et I’équation générale des brachystochrones devient
. % d
rls\/z—z,J o5 ds \/z—z0 g ds'\,/z—z0 dz \/z-—zD
dF e dF b dF ;
dz dy . dz

Si la surface F (x,y, 3) = O est supposée étre un plan vertical, par
exemple ¥ = o, on a alors les deux équations

d d: d.
T iy e S i
ds \/z-—-zo ds\/z—za dz \/z—zD

=10

La premicre de ces deux équations représente , ainsi qu’on I’a déja vu,
une cycloide; la seconde doit donc évidemment représenter la méme
courbe.

Si la surface F (¢, ¥, 2) = o est un cylindre droit
F (o, y) = constante,

I'une des équations de la brachystochrone sera

Iz ds I
7l e et e G
([) ds\z—7z s \z—3z d

et cette équation ne changera pas quand on développera le cylindre
sur le plan des xz. Or, sous cette forme, et sur le plan des xz, elle
représente , comme on vient de le voir, la brachystochrone plane;
ainsi, la brachystochrone cylindrique se développe suivant la bra-
chystochrone plane.

11 est clair, d’ailleurs, que la démonstration synthétique donnée
(n°8) pour un cylindre circulaire sapplique 4 un cylindre droit
quelconque.

93%. Considérons maintenant le cas particulier ou la force qui sol~
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licite le mobile est constamment dirigée vers un centre fixe, cette force
étant supposée une certaine fonction de la distance r.
La vitesse ¢ sera alors une fonction connue de la distance ; soit
I
(1) ~=9 ().
Or on a, en prenant le centre d’attraction pour origine des coor-
données,
’.2 — x2 _+_‘),2 4% 227
d’ou
dr __z dr y dr z
de T P iy - iy T ]
les équations de la brachystochrone absolue seront donc, avec I'équa-
I
v A

- N _—(}. 0 \
tion (1), et en observant que o o g’ (1)

Il

d’ou

Ry

et, par suite,

: 7

2 s TR =10
et en intégrant,
xdy — ydx = c’vds,

(@) on aurait de méme,
2)
: ydz — zdy = c vds,
zdx —.xdz = c'vds.
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Multipliant ces trois équations respectivement par z, X, J, et
ajoutant les produits, il viendra
o= vds(c"z + cx +c'y), /
(0201
cx + c'y +¢"z=o0,

équation d’un plan qui passe par l'origine des coordonnées. Ainsi, la
courbe est tout entiere dans le plan qui passe par le point de départ,
le point d’arrivée et le centre d’attraction; ce qu’il était facile de
prévoir.

In prenant ce plan pour plan des zx, la courbe séra représentée
par les deux équations
ds 1
@& e
zdx — xdz = Avds;

. ¢ ou

en coordonnées polaires (r, 6), cette équation devient

3) s

et elle montre que, lorsqu’un point mobile est assujetti 4 suivre la
brachystochrone sous I'influence d’une force émanée du point O,
Uaire décrite par le rayon vecteur dans un temps infiniment petit est
proportionnelle au carré de la vitesse.

11 est clair que la projection de la_méme aire sur un plan quel-
conque suit la méme loi; ce qu’on pourrait d’ailleurs démontrer aisé-
ment au moyen des équations o

Nous supposerons que la vitesse initiale soit nulle. Dans ce cas, on
voit, par I'équation (3), que la brachystochrone est tangente auw rayon
vecteur qui passe par le point de départ. En effet, ‘cette équation

db 5 o
donne — = 0, 4 I'origine du mouvement.
it

On peut voir aussi que, lorsque les points de départ et d’arrivée
sont situds sur une méme droite passant par lorigine, la brachysto-
chrone mest autre chose que cette droite.

Car on a.
d i

e
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d’ou
U o
6,——90=Afr i,
Pintégrale étant prise depuis le point de départ jusqu’au point d’ar-

rivée. Or ici §, =0,, donc A = o; et 'équation de la brachystochrone
se réduit

d’ou

équation de la droite sur laquelle se trouvent, d’ apres I'hypothese,
le point de départ et celui d’arrivée.

On remarquera que ce théoréme est un cas particulier de celui qui
a été démontré (n° 16).

24. L’équation

(1) r3 g = Ap?

peut étre mise sous une autre forme.

0 @

b3S

o/

Soit OC = la perpendiculaire abaissée du centre sur la tan-
gente MC; on aura ;

) = rsin OMC.
Mais on sait que

db

smOMC_ld,
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par suite,

et ’équation (1) deviendra
= A

On voit donc que la vitesse en chaque point est proportionnelle a la
longueur de la perpendiculaire abaissée du centre d’attraction sur la
tangente [* .

25. Sans pousser plus loin Pétude des différents cas particuliers qui
peuvent se présenter, nous nous bornerons a déduire ici le cas de la
pesanteur de celui que nous venons d’examiner.

1l suffit de supposer que le centre d’attraction G est a infini, et que
la force est constante.

Adoptons d’abord une origine fixe O, et soit ¢ Pordonnée verticale
du centre d’attraction supposé placé sur I’axe des z. Un calcul ana-
logue a celui du n° 23 conduirait 2 I'équation suivante pour la
brachystochrone,

(z — ¢) dx — xdz = Avds.
D’ailleurs, si la force est constante et égale a g, on aura,

Ke—:2

X
7

A P
et, par suite,

b= gl — 1)
et I'équation de la brachystochrone deviendra

(5 — ¢)dx — xdz = A'ds \r, — r

dans laquelle A’ est une certaine fonction de ¢.
A la limite, cette équation devient

(1) = dx = A'ds\z — z,,

[*] Ce théoréme a été démontré par Euler dans le second volume de sa Mecanique.

5
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S5 A
en posant — A” — limite de — pour, ¢ = ® , et en remarquant que

Vr, — ra pour limite 'z — z,.
Or I'équation (1) n’est autre chose que I’équation différentielle de
la cycloide.

Vu et approuvé,
Le 26 Juillet 1847.
Le Doven pE 1A FAcuLtt pEs Scrences,
DUMAS.
Permis d tmprumer,

E’InspEcTEUR GENERAL DE L’UNIVERSITE,

Vice-Recteur de I Académie de Paris,
ROUSSELLE.
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THESE D’ASTRONOMIE,

. suR

UN CAS PARTICULIER DU PROBLEME DES TROIS GORPS.

' 1. Imaginons que le Soleil , 1a Terre et la Lune se trouvent placés
en ligne droite, 2 une époque arbitraire prise pour origine; on peut
reconnaitre, et Laplace I'a montré dans le chapitre VI du livre X de
la Mécanique céleste, que, si Pon établit une relation convenable
entre les distances et les masses des trois corps; si, de plus, on im-
prime 4 la Lune et 3 1a Terre, autour du centre du Soleil, des vitesses
paral]'eles'l’une a Pautre et proportionnelles aux distances au centre,
les trois masses, sous I'influence de leurs actions mutuelles, resteront
par la suite constamment en ligne droite, la droite qui les contient
étant, bien entendu, mobile.

Laplace a démontré, en outre, que la loi du mouvement de
chaque masse sera la méme que pour un point matériel attiré vers
un centre fixe; en sorte que, si les conditions ci-dessus énoncées sc
fussent trouvées remplies a I’origine du temps, « la Lune, sans cesse
» en opposition avec le Soleil, efit décrit autour de lui une ellipse
» semblable a celle de la Terre; ces deux astres se seraient succédé
» sur I’horizon: » et comme la Lune devrait, dans cette hypothese,
se trouver constamment 4 une distance de la Terre & peu pres égale
3 la centieme partie de la distance de la Terre au Soleil, et qu’'a cetie
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distance elle n’etit point été éclipsée, sa lumiere aurait constamment
remplacé celle du Soleil [*].

Mais, comme Pa fait remarquer M. Liouville, il faudrait, pour que
ee genre de mouvement pit exister d’une maniére permanente dans
la nature, qu’il fat stable par lui-méme; or c’est ce qu n’a pas lieu,
ainsi que M. Liouville I’a fait voir [**]. Nous nous proposons ici de
présenter d’une maniére qui nous parait plus simple la démonstration
de M. Liouville, en nous appuyant sur les principes du mouvement
relatif démontrés par M. Coriolis [ ***].

2. Dans le mouvement régulier, la Terre et la Lune, ainsi que je
Pai dit plus haut, décrivent autour du Soleil des ellipses semblables.
L’orbite de la Terre différant peu d’un cercle, nous négligerons
Pexcentricité de ces ellipses dans ’examen des dérangements produits
par suite d’une perturbation dans les circonstances initiales combinée
avec les fortes du systéme. On pourra donc regarder la Terre et la
Lune comme tournant d’un mouvement uniforme autour du Soleil,
dans un méme plan qui se déplace parallelement 4 lui-méme avec le
Soleil; en sorte que les trois corps garderont leurs distances respec-
tives, et la droite qui les contient possédera, outre son mcuvement
de translation, un mouvement de rotation uniforme: c’est-a-dire que
I'angle (2) que cette droite fait avec un axe fixe O,a, variera pro-
portionnellement au temps.

Nous poserons, e conséquence,

da .
S —
de
3. Pour simplifier les calculs, nous admettrons que les mouvements
de nos trois corps, apres une légere perturbation, ne cessent pas de
s’accomplir dans le plan mobile ou se ferait le mouvement régulier

si les conditions initiales. nécessaires pour que ce mouvement puisse

[*) Ezposition du Systéme du monde.

[**] Mémoire, lu & I'’Académie des Sciences le 4 avril 1842, et imprimé dans la.
Connaissance des Temps pour année 1845.

[***] Journal de I’Ecole Polytechnique, xx1° cahier, page 268..
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se produire se trouvaient rigoureusement remplies. En rapportant les
nouvelles positions de la Lune () & deux axes rectangulaires mobiles
se coupant en (L), position correspondante de la Lune dans le mou-
vement régulier, et dont I'un sera la droite LTS elle-méme, il s’agira
Jétudier le mouvement relatif de la masse (}), et d’examiner si les
coordonnées (x, ) de cette masse, coordonnées que I'on suppose au
commencement trés-petites, ne pourront pas, par la suite des temps,
acquérir des grandeurs appréciables.

4. Supposons, vu la petitesse de la masse de la Lune, que les petits
dérangements de cet astre n’alterent pas le mouvement régulier de la
Terre et du Soleil ; et prenons en conséquence TS = 13 soit alors p la
distance LT; enfin soient m et m’ respectivement les masses de la
Lune et de la Terre, celle du Soleil étant prise pour unité : les équa-
tions du mouvement relatif que mous considérons seront de la forme

d*x X —X. G ﬂ/
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La substitution de ces valeurs dans les équations (1) donne

M

d*x dy: 5 -
—d?_,-——ana—(an + ¥ x = o,
'y /bd‘r ‘2 2
-;l—;——t—znjt——&—(n —J/I,)J":O,
en posant
m’ I
2 ol R
2 7 ey

5. Ces équations étant linéaires & coefficients constants, on en
obtiendra des intégrales particulieres, si 'on pose

i esfed Ty =—=hens

et si. Pon détermine convenablement les constantes A et o, ces
constantes doivent satisfaire aux deux équations

0} —an'Ae — (2n* + %) = o,
Ag? +an'a + (n* — n?) A =o,
d’ou l'on tire, en éliminant A,

ot + o2 (2n? — n®) = (n* — n’®) (2n® + %)

6. 11 est aisé de prouver que (n* — #'*) est positif. en ayant égard
4 I’équation (2) et aux valeurs des constantes n'* et p, fournies par les
équations suivantes que 'on déduit immédiatement des principes du
mouvement relatif, appliqués au mouvement régulier des trois masses,

n’2:1—|—m’+——m——z——-:7
(e s

P+ pP — 1] =m((x + pp — p’l+m (1 pf (1 —p7).
7. De la on conclut que les deux valeurs de «* seront réelles,

I'une négative, 'autre positive. La premiere « introduira [*] dans x
» et y des exponertielles imaginaires qui se transformeront en sinus

[*] Mémoire de M. Liouville.
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» et cosinus; mais la seconde donnera lieu 4 deux exponentielles dont
» les exposants «f seront réels et de signes contraires. Celle de ces
» exponentielles dont I’exposant est positif grandira rapidement a
» mesure que le temps augmentera; elle empéchera donc les valeurs

» de x et de y de rester trés-petites, et, par suite, rePdra instable
» Pétat du mouvement des trois corps. »
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