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PREMIERE THESE

Sur les fonctions de variables réelles

INTRODUCTION.

Le mot fonction, qui a servi primitivement & désigner les différentes
puissances d’ une méme quantité, a pris une signification de plus en plus
étendue, jusqu'a ce que Diricurer ait donné & ce mot le sens qu'on lui at-
tribue aujourd’hui.

Il y a fonction, des qu'on imagine une correspondance entre des nom-
bres, qu’on.convient de considérer comme les états de grandeur d’une méme
variable y, avec d’autres nombres, tous distinets, qu’on convient de considérer
comme les états de grandeur d’une méme variable . On ne s’occupe pas,
dans cette définition, de rechercher par quels moyens la correspondance peut
otre effectivement établie; on ne cherche méme pas s'il est possible de 1'éta-
blir. La notion de fonection, entendue de cette maniére, est entitrement con-
tenue dans la notion de défermination; ce point de vue s’oppose & celui qui
consiste & partir de certaines fonctlonq simples, et & considérer des expres-
sions composées avec ces fonctions simples, en réservant le mot de fonction
aux expressions ainsi obtenues.

Aprés avoir défini, d’aprés Diricnter, la fonction la plus générale, on
est conduit & distinguer les fonctions en différentes catégories, suivant qu’elles
possédent ou ne possédent pas telle ou telle propriété; c’est ainsi, par exemple,
qu'une fonction peut étre continue ou discontinue, ponctuellement ou totale-
ment discontinue, intégrable ou non intégrable, posséder ou non une déri-
vée, ete.... Chacune de ces distinctions conduit & une étude particuliere, et
toutes ces études présentent le caractére suivant: on recherche si le fait d’im-
poser & la fonction la plus générale telle ou telle restriction s’exprimant par
une définition simple entraine d’autres conséquences simples.

Par exemple, on a reconnu, contrairement & ce qui avait été longtemps
admis, qu'il existe des fonctions continues n’admettant pas de dérivée. Ce

1
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2 Baire: Sur les fonctions

résultat doit &tre entendu de la manitre suivante: le fait d’imposer & une
fonction la continuité n’entraine pas comme conséquence I'existence d’une dé-
rivée; il en résulte que les fonctions continues qui admettent une dérivée ne
forment qu'une classe particuliere dans I’ensemble des fonctions continues;
autrement dit, c’est par exception qu'une fonction continue admet une dérivée.

Indiquons un autre exemple: on démontre qu'une fonction continue est
uniformément continue; ces deux propriétés, la continuité et la continuité
uniforme, sont définies d’'une maniére différente I'une de l'autre; on pouvait
croire a priori que 'une n’entraine pas I'autre, c’est-d-dire qu’il existe des
fonctions continues, mais non uniformément continues; le théoreme que je
rappelle montre que cela n’est pas.

D’une maniére générale, étant donné un ensemble de propriétés bien
définies qu’on impose & une fonction, il y a lieu d’étudier aussi complétement
que possible les propriétés qui sont des conséquences nécessaires des premidres.
Cest, & ce qu’'il me semble, la maniére la plus nette d’interpréter les résul-
tats des différents travaux entrepris sur les fonctions de variables réelles;
parmi ces travaux, qui sont nombreux, je me contenterai de citer- le mémoire
de M. DarBoux: « Sur les fonctions discontinues », et I'ouvrage de M. Dir:
« Fondamenti per la teorica delle funzioni di variabili reali ».

Le présent travail est concu dans cet ordre d’idées; je vais indiquer
bricvement la nature des questions que je me suis proposé de résoudre.

Apres avoir, dans le premier chapitre, exposé quelques considérations
générales qui s’appliquent & toutes les fonctions, et donné des définitions dont
j’ai besoin dans la suite du travail, j’aborde, dans le chapitre II, I'étude des
deux problemes suivants: :

1. Une fonction de deux variables # et y etant assujettie & &tre con-
tinue par rapport & chacune d’elles, les valeurs qu’elle-prend sur une ligne
quelconque forment une fonction d’une variable qui peut étre discontinue:
je me propose d’en déterminer la nature.

2. Quelles sont les fonctions discontinues qu’il est possible de repré-
senter par des séries dont les termes sont des fonctions continues?

Je suis parvenu & résoudre complétement ces deux problémes, qui se trou-
vent admettre la méme solution, ce'qui m’a conduit & les traiter simultané-
ment: il existe une condition nécessaire et suffisante pour qu’une fonction
discontinue puisse étre obtenue, soit dans les conditions du premier probleme,
soit dans les conditions du second; le chapitre II est tout entier consacré a
Pétablissement de cette condition, que j'ai été conduit & énoncer ainsi: 7/
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de variables réelles. 3

faut et il suffit que la fonction donnée soit ponctuellement discontinue relative-
ment & tout ensemble parfait.

Les questions traitées dans les deux chapitres suivants, qui sont des gé-
néralisations en divers sens des questions précédentes, sont loin d’étre réso-
lues d'une maniére aussi compléte. Dans le chapitre IIT, ou il ne s’agit que
de fonctions d’une seule variable, je définis, en particulier, les fonctions déve-
loppables en séries doubles de fonctions continues; n’étant pas parvenu, en
ce qui concerne ces fonetions, & trouver une condition caractéristique aussi
compléte que celle du chapitre II, je me suis contenté d’exposer les résultats
partiels que j'ai obtenus sur la question. Dans le chapitre IV, je donne
quelques propriétés des fonetions de plusieurs variables, continues par rapport
4 chacune d’elles.

Enfin j'étudie, dans le chapitre V, une question en apparence assez di-
stinete de celles qui précédent. Je fais remarquer tout d’abord que les raison-
nements par lesquels on integre los équations aux dérivées partielles les plus

]('

simples, par exemple l’équation: + , introduisent 1"hypothése de

la continuité des dérivées qu’on emplme. Il est donc légitime de se proposer le
probléme suivant: rechercher toutes les fonctions assujetties seulement aux
conditions indispensables pour que les éléments qui entrent dans l’equatlon
donnée aient un sens et vérifient cette équation. Par exemple, en ce qui

concerne ’équation : T f f — 0, on sait que, si l'on assujettit une fonc-
q b )

by

tion & &tre continue ainsi que ses dérivées, et a satisfaire & 1'équation, elle
doit &tre constante sur chaque droite: xz — y = Constante; il s'agit de sa-
voir si, lorsqu’on supprime I'hypothése de la continuité des dérivies, le ré-
sultat subsiste ou non.

D'une manidre générale, il arrive trés souvent qu'une question d’analyse
6tant posce, on introduit, pour traiter cette question, des hypothéses plus re-
strictives qu’elle n’en comporte par elle-méme; on peut donc dire qu'on laisse
inachevée une partie du probléme; il s’agirait de traiter, au moins dans
quelques cas simples, cette partie de la question qu'on a, pour ainsi dire,
abandonnée en chemin; c’est ce que j'ai essayé de faire pour 'exemple traité
dans le chapitre V; je suis arrivé, comme on le verra, & résoudre en partie
la question.

Les principaux résultats contenus dans ce travail ont été communiqués
4 D'Académie des Sciences dans les séances du 8 novembre 1897, du
21 mars, des 6 et 13 juin 1893,

Document numérisé par la Bibliotheque universitaire Pierre et Marie Curie - UPMC - Cote : HF uf 166 39/2 -4



4 Baire: Sur les fonctions

CHAPITRE 1.
Geéneéralités sur les fonctions de » variables.

1. Considérons une fonction quelconque des n variables &, @,,... 2,
cela veut dire que, dans un certain domaine D de 'espace & n dimensions,
nous supposons qu’a chaque systéme (2,)o, (2:)o,... (2x),, appartenant au do-
maine D gorrespond un nombre, que nous désignons par 7 ((z.)y, (®2)oy-- . (@n))-

Soit un point P du domaine D, de coordonndes (2,)y, (%s)o,... (Zn)o; cON-
sidérons la sphére 4 n dimensions de centre P et de rayon p,, c¢’est-d-dire
I'ensemble des points pour lesquels on a:

[#s— (@:)o]® -+ [#2 — @]+« - [0 — (@a)o]? = £i -
L’ensemble des valeurs de la fonction en tous les points dont les coor-

données satisfont & cette condition a une limite supérieure (ou maximum) M,,
Prenons une suite décroissante de nombres positifs, tendant vers 0. Soit:

By o s T g T

On prendra successivement les sphéres de centre I’ et de rayons g, ps,...
ppyeee soient My, My,... My, ... les limites supérieures de f dans ces spheres;
chaque sphere étant comprise dans la précédente, on a ¢évidemment la suite
d’inégalités :
M=M= =M= (1)
La quantité Mj; qui ne croft jamais, a une limite déterminée quand p
croit indéfiniment; je désignerai par M [(z.)o, ()o,... (X)) ou M, cette li-
mite, et je dirai que M, est le mawimum de la fonction au point P.

2. On sera conduit au méme nombre M,, si au lieu d’une suite de
spheres, on considere une suite de domaines de forme quelconque D,, D,,...
D,,... pourvu qu’ils satisfassent aux conditions suivantes :

1.° Le point P est intérieur a chacun de ces domaines, en enten-
dant par la qu'il existe une sphere de centre P et de rayon positif dont tous
les points intérieurs font partie du domaine.

2.° La plus grande dimension de D, tend vers 0, en entendant par
la que, si petit que soit p, il existe une valeur de ¢ telle que D, est con-
tenu tout entier & I'intérieur de la sphére de centre P et de rayon p.
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de variables rdelles. 5}

Supposons en effet ces deux conditions remplies, et soient M',, M',,...
M'y,... les limites supérieures de Ja fonetion dans D,, D,,... Dy,... En
vertu des deux propriétés précédentes, il existe pour tout nombre M’;, deux
nombres My, My de la suite (1) tels que l'on a:

]l{p' = M’(j = Mp'.‘,

et de plus, p’, et par suite p”, croissent indéfiniment avec ¢. Donec M', a
pour limite M,.
3. Les propriétés fondamentales du nombre M,, qui résultent immédia-
tement de sa définition, sont les suivantes:
1.° Si petit que soit le nombre positif ¢, il existe un nombre positif ¢
tel que, dans la sphére de centre P et de rayon p, on a en tout point:

Filay, ey, i ta) < M-t

2.° 8i petits que soient ¢ et p, il existe dans la sphere de rayon g
au moins un point pour lequel on a:

f(.]",, x27. . (Z'nl\>M0—-€.

4. Etant donnée une fonction f, j’aurai souvent besoin de considérer
simultanément, d’'une part la limite supérieure de f dans un certain domaine
continu & n dimensions, d’autre part le maximum en un point, tel que je viens
de le définir. Je préeiserai, lorsque cela sera nécessaire, en désignant par
M [f, D] le maximum de f dans le domaine D, et par M [f, I’] le maximum
de f au point P.

Remarquons que, d’apres nos définitions, si un point P est & Uintérieur
d’'un domaine D (c’est-d-dire s'il existe une sphere de centre P contenue
dans D), on a certainement :

M[f, Pl=Mf, D].

5. J'appelle l'attention sur un cas particulier intéressant. Supposons
qu’en un point I’ on ait:

Mf, P]=f.

Alors, si petit que soit le nombre positif ¢, on peut trouver un nombre p
tel que, dans la sphére de centre P et de rayon p, on ait en tout point:

f (@, 93‘27“- ) < [ ((:)oy @oye -+ (Tn)o) .

La fonetion posséde donc au point P V'une des deux propriétés dont I'ensemble
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6 Baire: Sur les fonctions

constitue la continuité; l'autre serait exprimée par la condition:
f(x, xg gos xn) > f((x‘)o, (xg)o, Y (CC,;)O) = £

Nous conviendrons de dire que la fonction posséde au point P la semi-con-
tinuité supérieure. Si la propriété a lieu pour tous les points d’un domaine,
nous dirons que la fonction, dans ce domaine, est semi-continue supérieure-
ment. On peut dire aussi qu’elle est toujours egale & son maximum.

6. Pour donner tout de suite des exemples de fonctions possédant la
propriété précédente, partons d’une fonction quelconque f(xy, Zsy... Tn), et
-appelons ¢ (2, @,,... z,) la fonction qui a pour valeur en chaque point le
mazimum en ce point de f.

La premigre des propriétés indiquées au § 3, peut s’exprimer de la ma-
niére suivante:
Etant donné ¢, on peut trouver un domaine D entourant le point P,

et tel que:
MIf, Dl=M[f, Po]+-
Si maintenant nous prenons dans D un point quelconque I, on a en ce point:

Mf, PY=M[f, D],
o o MIf, Pl=M[f, P +s
ce qui s'éerit:

¢ @iy Tayeer Tn) =@ (@10, (@ooy.ov (¥n)o) + ¢

(Pest la propriété qui caractérise les fonctions que j'ai appelées semi-continues
supérieurement.

On peut faire la démonstration d’'une maniére un peu différente. J’énonce
d’abord quelques remarques sur les domaines & n dimensions.

Etant donné, par exemple, une spheére de centre P,, je considére, d'une
part, ensemble S des points pour lesquels:

32— ()] =¢,
d’autre part I'ensemble S’ des points pour lesquels:

2 [, — (2:)o] <p*
Je dirai que S est une sphére fermée, S’ une sphére ouverte. La différence
essentielle entre ces deux ensembles réside dans le fait suivant:

Etant donné un point quelconque de S', il existe une sphére ayant ce
point pour centre et de rayon positif, dont tous les points font partie de S'. J’ap-

et par suite:
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de wvariables réelles. 7

.

pelle d’'une manidre générale domaine ouvert & m dimensions tout ensemble
de points possédant cette propriété. On voit que I'ensemble S ne rentre pas
dans cette catégorie de domaines. ‘

Cela posé, je dis que, dans tout domaine ouvert, les deux fonctions f
et ¢ ont méme limite supéricure; cela tient & ce que, 2 étant un nombre
quelconque, si I'une des deux fonctions peut dépasser dans le domaine la
valeur A — ¢, quel que soit ¢, cela est également vrai pour l'autre fonction.
(On voit aisément que le raisonnement ne s’applique plus si le domaine n’est
pas ouvert.)

Ce point étant établi, pour définir le maximum en un point de f et de g,
nous pouvons employer une suite de domaines ouverts D,, D,,... Dy,...;
les limites supérieures de f et ¢ dans chacun de ces domaines sont égales;
par suite, les maxima de f ¢t ¢ au point P sont définis comme limites de
suites identiques; il sont donc égaux. Ainsi, on a, en tout point P:

‘ Mg, P] = M[f, P,
et comme, par définition, on a:

o(P)=M[f, D),
My, Pl =¢(P),

c’est-a-dire que la fonction ¢ est égale & son maximum, autrement dit, elle
est semi-continue supérieurement.

7. De méme que nous avons défini M [f], nous définirons, en chaque
point P, le minimum # de la fonction f(z,, @,,... x,); m sera la limite vers
laquelle tend le minimum de / dans un domaine entourant I, lorsque la plus
grande dimension de ce domaine tend vers 0.

Si en un point P on a:

m[f, Pl=f(D),

on dira qu’en ce point la fonction posstde la semi-continuité inférieure.

En partant d’une fonction queleconque f(z,, @.,... %), et en appelant
¢ (24, ®3,... %) la fonetion qui a pour valeur en chaque point le minimum
de f, on reconnait que ¢ est semi-continue inférieurement.

8. Remarquons tout de suite que si une fonction ¢ est semi-continue
inférieurement, la fonction — ¢ est semi-continue supérieurement; a toute pro-
priété de I'une correspond évidemment une propriété de l'autre; il nous suf-
fira done d’étudier les fonctions de I'une de ces catégories.

on voit que:
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8 Baire: Sur les fonctions

Donnons, a titre d’exemple, quelques propriétés simples de ces fonctions.

La somme de plusieurs fonctions semi-continues supérieurement, est une
fonction semi-continue supérieurement.

Si, dans un certain domaine, une fonction semi-continue supérieurement
a pour limite supdrieure 2, elle atteint, en' un certain point du domaine, la
valeur Z. II suffit, pour s’en rendre compte, de reprendre le raisonnement
qu’on semploie lorsqu’on suppose la fonetion continue: on divise le domaine
donné en un nombre fini de domaines partiels; dans l'un au moins de ces
domaines la limite supéricure est %; on démontre ainsi 'existence d’un point
olt le maximum de la fonction est %, et ol par saite la fonction est elle-méme
égale a .

Indiquons enfin une propriété qui est, en un certain sens, la propriété
caractéristique des fonctions semi-continues supérieurement.

Soit P, un point limite de points P,, I%,... P,,...; supposons que la
suite 1(P)), f(Ps),... [(Pn),... ait une limite «, ou, plus généralement,
soit o un nombre tel que, si petit que soit ¢ supposé positif, les quantités de
la suite précédente surpassent, & partir d’un certain rang, « —e; on peut
affirmer que l'on a:

f(Pv) =,

car si 'on avait f () <, la fonction ne posséderait pas au point P, la semi-
continuité supérieure.

Sous une autre forme, nous pourrons dire que sz une fonction [ est semi-
continue supérieurement, l'ensemble des points o Von a = a est toujours un
ensemble fermé, c’est-a-dire un ensemble contenant son dérivé.

De méme, si une fonction est semi-continue inférieurement, Uensemble
des points ol f= o est essentiellement fermé. ‘

9. Soit f une fonction quelconque, ¢ son maximum, ¢ son minimum,
et soit ¢ une fonction continue. Je dis que la fonction /- ¢ a pour maxi-
mum ¢ - ¢ et pour minimum ¢ --g.

Démontrons par exemple que -} ¢ a, au point I, son maximum dégal
& ¢+ ¢,. En effet, si on se donne un nombre positif ¢, on peut déterminer
autour de P, un domaine en tout point duquel on aura & la fois:

)

f<§9o+

| o

g< 9 -+

LS @

Document numérisé par la Bibliotheque universitaire Pierre et Marie Curie - UPMC - Cote : HF uf 166 39/2 -4



de variables réelles. 9

et par suite:

f+9 <9t gt
Tl est donc certain qu'on a:
MI{f+ 9, Pl=¢ 4 go-

En second lieu, on peut trouver un domaine autour de P, ou I'on aura
partout:

€
) = i 9 %
Dans ce domaine, il y a au moins un point ot l'on a:

€
f> Qo — 9 ’
et par suite:

f+9>9+9—-

ce qui montre que 'on a:
M[f+g, Pl =90+ go-

10. Continuons & employer les notations f, ¢, ¢ pour désigner respec-
tivement une fonction quelconque, son maximum et son minimum. On a, en
tout point:

p=f=4¢.

Chacune des deux fonctions ¢ — f, f— ¢ est positive ou nulle.

Je dis que, dans tout domaine & n dimensions, ¢ — f a pour limite in-
férieure 0. Je peux toujours, dans le domaine donné, prendre un domaine
ouvert; il me suffit done de démontrer la chose pour un domaine ouvert.
Supposons done que la limite inférieure de ¢ — f dans le domaine ouvert D
puisse &tre un nombre positif 4. On aurait, en chaque point de ce domaine:

So—fi)w
ou:

g=f-+%N

On pourrait en conclure :
Mg, D] =M{[f+2, D],
et d’apres le § 9, on a:

M[f+2 D]l=M[f, D] +

(8
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Lo Baire: Sur les fonctions

Done on aurait:
My, Dl=M]f, D] +72,
ce qui n’est pas possible, puisque nous savons quon a:
My, D= M][f, DI.
On reconnaft de méme que f— ¢ a pour minimum 0 dans tout domaine
4 n dimensions.
On peut aussi conclure de 1 que chacune des deux fonctions o —f,

f— ¢, a pour minimum 0 en tout point.
11. En chaque point P je pose:

6 By B0 e B 7= G B s 4 Tn) — ¢ (#1, 24y... 22),

et je conviens d’appeler w Foscillation aw point P; c'est aussi, comme on le
voit, la limite de l'oscillation de la fonction dans un domaine contenant P A
son intérieur et dont la plus grande dimension tend vers 0.

Comme pour M et m, nous emploierons les notations » [, D] et o [f; P]
pour désigner I'oscillation de f* dans le domaine D et Poscillation au point P.

De par sa nature méme, la fonction w est positive ou nulle. En un point
ol elle est nulle, la fonction f est continue; au contraire, en un point ol
clle est positive, il y a une discontinuité pour £. On peut dire, en quelque
sorte, que la fonetion w [f] relative & la fonction f caractérise le degré de
discontinuité de f aux différents points.

Je dis que o [f] est semi-continue superleurement En effet, si on <e
donne un nombre positif ¢, on peut trouver autour de tout point P, un do-
maine ot V’on aura partout

9<%+ 5 ‘
et:

V> h—g
mégalités d’ott I'on conclut, par soustraction :

0 < wy + e

On pourrait d’ailleurs démontrer la chose directement, en employant un
raisonnement analogue & celui du § 6.

Enongons la remarque suivante, qui résulte immédiatement de ce qui
précede : Ktant donnée une fonction quelcongue Uensemble des points o U'o-
scillation de cette fonction est =a est fermé.
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12. Je vais considérer une catégorie particuliere de fonctions, celles

pour lesquelles l'oscillation » a son minimum nul dans tout domaine & » di-
mensions, et par suite en tout point. La considération de ces fonctions s'in-
troduit d’une maniére naturelle; on peut dire en effet que, pour une fonection
de cette nature, il y a, dans tout domaine, des points ou elle se rapproche
autant qu’on veut d’une fonction continue. Mais nous allons préeiser cette
idée un peu vague, en montrant qu’il existe effectivement dans tout domaine
des points ou la fonction est continue.

Je vais d’abord établir un théoréme qui me sera souvent utile dans la
suite.

St une fonction y est semi-continue supéricurement, et si elle a en tout
point son manimum nul, il existe, dans tout domaine, des points ot y est nul.

En effet, prenons un domaine D quelconque. Puisque, dans ce domaine,
% a son minimum nul, si on s¢ donne un nombre positif ¢, on peut trouver
un point P & Vintérieur de D ou l'on a:

X(P)<§'

Ensuite, & cause de la semi-continuité supérieure, on peut trouver un do-
maine D, entourant P ou I'on aura partout:

x<x(P)+5 ,

¢’est-a-dire :

St

Nous voyons ainsi que, dans tout domaine D, et quel que soit ¢, on
peut trouver un domaine D; ou 'on a partout:
e,
Prenons maintenant une suite décroissante de nombres positifs tendant

g
vers 0, par exemple e, S

Dans D, nous trouverons un domaine D, ou 'on aura partout :
et
dans D, un domaine D, ou l'on-aura:

A oo

DN @

(

ete,
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12 : Baire: Sur les fonctions

Les domaines D,, D,,... D,,... étant tels que chacun d’eux est contenu
dans le préeédent, il existe au moins un point limite conteriu & I'intérieur de

tous les D,,. On doit avoir, en ce point, » <2—°n, quel que soit n, c’est-a-dire

» =0, ce qui démontre le théoréme.

Il n'est pas inutile de remarquer que les deux conditions données dans
’énoncé du théoréme sont indispensables. En effet, il est bien évident d’une
part qu'une fonction peut avoir en tout point son minimum nul, sans jamais
atteindre la valeur 0; citons, par exemple, la fonction f(x) qui est égale & 1

: 5 )
pour z irrationnel, et & i pour les valeurs de la forme x=§- D’autre part,

by

une fonction assujettie & &tre semi-continue supérieurement, peut ne jamais
atteindre la valeur 0, et cependant avoir son minimum nul en un point, ou
méme en tous les points d'un certain domaine & n — 1 dimensions, §’il s'agit
d’une fonction de n variables; pour former un tel exemple, prenons dans le
plan un arc de courbe A4 B, et formons une fonetion continue ayant la va-
leur 0 aux points de cet arc, une valeur positive aux autres points du plan;
remplagons ensuite les valeurs aux points de I'are A B par une succession
continue de valeurs positives; la nouvelle fonetion est semi-continue supérieu-
rement en tout point; elle a, en chaque point de A B, son minimum nul, ct
cependant n'atteint jamais la valeur 0.

. Je vais maintenant tirer une conséquence du théoréme que je viens dc
démontrer, ou, pour mieux dire, énoncer ce théoréme sous une auatre forme.
Nous reconnaissons que si 7 est semi-continue supérieurement, et si 'on a partout:

% >0,

les points ot le minimum de y est nul ne peuvent pas former un domaine
continu & n dimensions, car alors il existerait, d’aprés la démonstration que
nous venons d’exposer, des points ol 'on aurait ;= 0. L’ensemble de ces
points est d’ailleurs fermé; il ne peut donc pas étre dense (*) par rapport &
un domaine & n dimensions; je déduis de cette remarque I'énoncé suivant,
qui est une transformation de celui de tout & I'heure:

Si une fonction y est semi-continue supcérieurement et est toujours posi-
tive, il existe dans tout domaine & n dimensions un domaine de méme nature
dans lequel y a son minimum positif.

(*) On dit qu’un ensemble est dense par rapport a un domaine si son ensemble dé-
rivé contient tous les points de ce domaine. Voir, par exemple: BoreL, Legons sur la
théorie des fonctions, page 38.
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Revenons aux fonctions pour lesquelles » a son minimum nul en tout
point; d’aprés ce que nous venons de voir, il existe dans tout domaine a n
dimensions (autrement dit, au voisinage de tout point) des points en chacun
desquels on a o =0, et ol par suite la fonction est continue.

Une telle fonction est dite ponctuellement discontinue; toute fonction qui
West pas ponctuellement discontinue est dite fofalement discontinue. On voit
que, si.une fonction est totalement discontinue, il existe néeessairement un
domaine & n dimensions dans lequel loscillation en chaque point de cette
fonetion a son minimum positif. :

Les fonctions ponctuellement discontinues sont caractérisées par ce fait
que, en tout point, et dans tout domaine, le minimum de o est nul. On peut
encore dire que 'ensemble des points olt » =g, 5 Gtant un nombre positif,
w'est dense dans aucun domaine & n dimensions.

Montrons qu’une fonction semi-continue, supérieurement par exemple, rentre
dans cette catégorie de fonctions. Soit en effet f la fonction considérde; en re-
prenant les notations déja employdes aux § 9 et 10, on a, dans le cas actuel:

?:fa_

v=¢—p=[—1¢,
or, nous avons montré que, dans tous les cas, f—¢ a son minimum nul par-
tout. Done » a son minimum nul en tout point, et /* est ponctuellement dis-
continue. V

13. Pour terminer ce chapitre, je vais donner un théoréme sur les
fonctions quelconques, qui comprendra comme cas particulier le théortme connu
relatif aux fonctions continues: La continuité est uniforme.

Soit f(x,, %s,... ©,) une fonction quelconque. Considérons un point P,
ct une sphere & n dimensions de centre P et de rayon p; dans cette sphere
(considérons la sphere fermde, par exemple), la fonetion a une oscillation dé-
terminée ; si je fais varier p, je pourrai considérer » comme une fonetion
de p définie pour les valeurs positives de p. Pour p=0, jattribuerai a la
fonction » la valeur limite des valeurs qu'elle prend lorsqu’on fait tendre g
vers 0, c'est-d-dire ce que j'ai appelé Voscillation au point i

Cela posé, donnons-nous un nombre positif %; le seul fait que o est une
fonction de p non décroissante suffit pour qu’on soit assure de Vexistence d’'un
nombre  parfaitement déterminé, tel que:

et par suite :

pour O0=p<<r ona: w()=>
pour Bl on a: w(p)>2,
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14 Baire: Sur les fonctions

Pour g =», on peut avoir, soit o (r) <<%, soit w (r) = A, soit o (1) >’
Nous pouvons définiv » comme la limite supérieure des nombres p pour les-
quels on a: o(p) =

On peut étre conduit, par la définition précédente, & attribuer & » la
valeur --oo; cela ne créera, d’ailleurs, aucune difficulté dans les appli-
cations.

On reconnait tout de suite que si l'on avait pris des sphéres ouvertes
au lieu de sphéres fermées, on aurait trouvé le méme nombre limite r; il
suffit de remarquer que toute sphére ouverte de rayon < est contenue dans
une sphére fermée de rayon <C», tandis que toute sphére ouverte de rayon
=-r contient une sphere fermée de rayon > r.

Au lieu de considérer des spheres de centre P et de rayon variable,
on pourrait considérer des domaines de forme quelconque, mais assujettis aux
conditions suivantes: I'ensemble des points qui constituent le domaine va-
riable est déterminé par la valeur d’un paramdtre unique p, qui prend les
valeurs positives et nulle; si 'on a p'<<p”, le domaine D' qui correspond
& p' est contenu tout entier dans le domaine D’ qui correspond & p”; enfin,
st p tend vers 0, la plus grande dimension du domaine tend vers O. Dans
ces conditions, le raisonnement précédent est applicable, il existe un nom-
bre r tel que, pour p < 7, 'oscillation dans le domaine correspondant & p
est =72, tandis que pour p>>r, cette oscillation est > 2.

Reprenons le cas ou les domaines considérés sont des sphéres, et soit 7.
un nombre positif déterminé, que nous laissons fixe, tandis que nous faisons
varier le point P; » devient alors une fonetion du point P; je vais démon-
trer que cette fonction est continue; il suffira, pour s'en rendre compte, de
reprendre un raisonnement employé par M. Liirors dans le cas ol f est une
fonction continue (Math. Annalen, Bd. VI).

Il s'agit de démontrer que, au voisinage de P,, r (P) est aussi voisin
quon veut de # (P,) = r,. Pour cela, considérons la sphére 3, de centre P,
et de rayon r,; en supposant d’abord 7, positif, prenons un point P & I'in-
térieur de X,, et soit P, P—¢. Décrivons de P comme centre les spheres S,
et S, de rayons respectifs 7, — 3 et 7, 4 9; tous les points de S, appartien-
nent & X,, et tous les points de ¥, appartiennent & S,.

Considérons maintenant toutes les sphéeres S déerites de P comme centre,
avec le rayon variable p. Si p<1,—9, la sphére S est comprise & inté-
riewr de S,, et par suite & 'intériewr d’une certaine sphére =, de centre P,
et de rayon inférieur & r,; donc loscillation dans S est =2 On déduit
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de Ja:
r(P)=r,—9.
Si 'on a p>r,+d, la sphére S contient & son intérieur S,; par suite
elle contient aussi & son ntérieur une sphére 3, de rayon supérieur X 7,;
oscillation dans S est donc >> 2. On a par suite:

r(P)y=r,+ 0.

En réunissant ces deux résultats, on voit que si on se donne un nombre
positif ¢ quelconque, il suffit de prendre P & I'intérieur de la sphére de cen-
tre P, et de rayon ¢ pour que l'on ait:

[r (P)—7r(Py) | <e.

Dans le cas ot I'on aurait » (P,) = 0, il suffirait d’appliquer la seconde
partie du raisonnement pour voir que la conclusion reste la méme.

En résumé, » (P) est une fonction continue du point P. Donnons une
application de cette propriété. ,

Etant donnée la fonction f(x,, ,,... @), nous avons défini la fonction
o (@, @2y... x,) qui représente en chaque point I'oscillation de f. Soit D un
certain domaine; appelons % le maximum de » dans ce domaine, et prenons
un nombre 2" supérieur a %

Puisque, en chaque point, on a w<<%, la fonction » relative & 2" a en
chaque point une valeur positive (jamais nulle). Ainsi » est une fonction
continue dans le domaine, toujours positive; son minimum dans le domaine
est donc un certain nombre positif «. Nous déduisons de 12 le résultat suivant:

St ) est un nombre supérieur auw maximum de o dans le domaine, il
existe un nombre positif o tel que, dans toute sphére de rayon égal ou in-
férieur & «, Uoscillation est inférieure ou égale a 7.

Sous une autre forme, on peut dire qu'il existe un nombre positif @ tel
que, si deux points P et Q sont & une distance = l'un de Uautre, on a:

[f(P)—[@)1=7"
Ce théoreme doit étre considéré comme la généralisation du théoréme:
La continuité est uniforme. En effet, appliquons notre résultat & une fonction
continue; il suffira de faire 1=0, 2’=¢; on voit qu'on retrouve I'énoncé
connu.
14. J’ajoute, pour terminer ce premier chapitre, que beaucoup des ré-
sultats qui précédent peuvent s’étendre au cas olt I'on étend encore la notion
de fonction, en considérant des fonctions multiformes. '
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Supposons qu’au lieu de considérer un seul nombre f((@.)o, (%2)os--+ (#n)s)
attaché au point [(#.)s, (Z2)o,-.. (%a)e], On en considére plusieurs, ou méme
une infinité pouvant former un ensemble d’une nature absolument quelconque.
Le seul point essentiel que nous avons besoin d’admettre est que la question
suivante ait un sens préeis: Un nombre donné y, est-il, oui ou non, une va-
leur de la fonction f au point (&)e; (®s)oye @n)e?

Pour une fonction de cette nature, on peut définir, comme pour une
fonction uniforme, les limites supérieure et inférieure dans un domaine, puis
en partant de 13 le maximum, le minimum, loscillation en un point. Les
fonctions ¢, §, , qui représentent respectivement ces trois quantités en chaque
point, possédent les propriétés que mous avons étudiées dans ce chapitre, en
supposant qu’on etait parti d’une fonction uniforme. Enfin, les résultats du
§ 13 sont applicables aux nouvelles fonctions que nous considérons mainte-
nant. J’aurai oceasion, dans la suite, de faire usage de cette remarque.

CHAPITRE IL
Fonctions discontinues développables en séries de fonctions continues.

I. ExoNcE DES PROBLEMES.

15. Quand on considére, au point de vue de la continuité, une fonction

de plusieurs variables, il y a lieu de distinguer la continuité par rapport a
Pensemble de ces variables et la continuité par rapport & ces variables con-
sidérées séparément. On sait, en effet, qu'une fonction des deux variables
réelles 2 et y peut &tre, en tout point, continue par rapport i chacune d’elles,
sans btre toujours continue par rapport & leur ensemble; cette remarque est
énoncée depuis longtemps par M. Dt dans ses cours a 1'Université de Pise.
Citons, comme exemple, la fonction qui est égale & O pour origine, et

i ;2—3_”—?/ pour les autres points du plan; on voit qu’en tout point distinct de

Porigine, la fonction est continue, au sens ordinaire; & 'origine, elle est en-
core continue par rapport & x et par rapport & y, puisqu'elle est nulle sur
chacun de ces deux axes: mais elle éprouve unc discontinuité si on déplace
le point de coordonndes (v, %) suivant unc direction oblique; suivant la di-
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rection =y, par exemple, elle saute brusquement de la valeur 0 a la va-
leur ~ -

2

En partant de cet exemple ou d’autres exemples analogues, on peut
former une fonetion qui sera toujours continue par rapport & chacune des
deux variables, et telle cependant qu’il n’existe aucune aire ou elle soit tou-
jours continue par rapport & leur ensemble. Pour cela, rangeons tous les
points du plan dont les deux coordonnées sont rationnelles en une suite sim-
plement infinie (a, 8.), (%2, Bs),--. (2n, Bu),-.. ce qui peut se faire, puisque
ces points forment un ensemble dénombrable. Soit w,, s, une fonction telle
que la précédente, discontinue par rapport & I'cnsemble (2, y) au seul point
(e, Bn), oU elle est continue par rapport & @ et par rapport & y, et de plus,
inférieure en valeur absolue & un nombre fixe. Si = a, est une série absolu-
ment convergente, = a,u,, g, sera une fonction possédant les propriétés indi-
quées : elle sera partout continue par rapport & chacune des variables, et
dans toute aire il existera des points de discontinuité par rapport & l'en-
semble (z, ¥).

16. On est ainsi conduit & se poser les questions suivantes. En pre-
mier lieu, si 'on assujettit une fonction de deux variables & étre continue
par rapport & chacune d’elles, cette condition entraine-t-elle des conséquences
simples relativement & la manidre d’gtre de la fonction ? En particulier, et
’est 'une des questions qui feront l'objet de ce chapitre, la succession de
valeurs prises par la fonction sur une courbe du plan, par exemple sur la
droite @ =y, constitue une fonction d’une variable qui, nous venons de le
voir, n'est pas nécessairement continue; cette fonction est-elle assujettie a
des conditions, et quelles sont ces conditions?

En se plagant au point de vue en quelque sorte réciproque du précédent,
on se donnera a priori une succession de valeurs sur « =y, et l'on cherchera
¢'il est possible ou non de former une fonction de x et y, toujours continue
par rapport & chacune de ces deux variables, et prenant sur la droite x =¥
les valeurs données. Ce sera le probleme I.

17. Indiquons maintenant une autre question d’analyse dont le rapport
avec la précédente est trés étroit.

Supposons qu'on ait une fonction continue par rapport a (2, y) & Uinte-
riewr d’une aire A limitée par un contour C, et supposons qu’en chaque point
de C il y ait continuité swivant la normale; j'entends par la que, lorsque le
point M se rapproche indéfiniment du point M, de C en suivant la normale
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4 C en M,, la fonction f(M) tend vers une limite déterminée, qui est égale
& f(M.,). La succession des valeurs f(M,) prises par la fonction sur la courbe C
peut étre discontinue, comme on en trouve des exemples dans des questlonq
classiques d’ Analyse nous nous proposons d’examiner si cette succession de
valeurs est assujettie & certaines lois. , '
Je fais remarquer tout de suite que nous n’enleverons évidemment rien

a la généralité de la question en supposant que le contour C est constitué
par une portion de I’axe 0 ». Nous supposerons donec que, dans le rectangle:

e=r=_

0=y =y,

PN

on a une fonction continue par rapport & l’ensemble (2, y) en tout point
sauf aux poinis de Ox, ol elle est seulement continue par rapport & y. Il
s'agira de savoir ce qu'est la fonction sur 0x. Ce sera le probleme II.

18. Nous verrons dans la suite qu’il y a lieu de traiter simultanément
les deux problemes I et IT. Montrons d’abord qu'on peut les considérer tous
deux comme cas particuliers d’un troisitme probleme, dans quuel les condi-
tions imposées & la fonction sont un peu plus générales.

Supposons une fonction f(x,y) définie dans le rectangle :

a<x4‘3

p="y =10,

en tout point, il y a continuité par rapport & y; en ce qui concerne I'autre
variable z, nous supposons seulement que, entre deux droites paralléles & 0 z,
Y==Yi, Y =Y, 1 existe toujours une droite y = y, sur laquelle il y a con-
tinuité par rapport & x; en d’autres termes, il y a un ensemble de paralldles
& 0@ sur chacune desquelles la fonction est continue par rapport & x, et cet
ensemble est dense par rapport a I'ensemble de toutes les paralldles & 0 2.
On se propose de voir ce qu’est la fonctlon sur une courbe du plan. Ce sera
le probleme ITI.

Il est bien évident que les conditions des ploblemes T et IT rentrent dans
les conditions du pxobleme T :

19. Passons maintenant & un autre ordre de questions, relatives i la

théorie des séries.

Reprenons le -cas du-probleme II, 1nd1que au § 17 ot T'on suppose que
la fonction f(x, ) n'a de dlscontmmtes qu’aux points de 0 ; il y a, en chacun
de ces points, continuité par rapport & la variable .
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Prenons une suite déeroissante de quantités positives et tendant vers 0;
801t iy Ysyerr Yny---, €F tragons dans le plan les paralleles & 02 ayant pour
ordonnées ces nombres 4y, Ys,-.. ¥n,... Chacune des fonctions dest i, i
(@ ys)ye.oo [(@ Yu),... est une fonction continue de z, tandis qu’au con-
traire la fonction f(z, 0) peut étre discontinue. D’autre part, si on donne & x
une valeur fixe, la suite f(x, ¥.), [ (&, Y2),--- [ (& Yn),... @ pour limite f(x, 0).

D’une maniere générale, nous dirons qu'une fonction f(x) est la limite
de la suite de fonctions f.(x); fo()y.. [u(®),... dans un certain champ de
variation de x, si, pour chaque valeur x, appartenant & ce champ, la suite
~de quantités fi(xo), f2 (%), [n (%), ... & pour limite (). i

On voit, d’aprés cette définition, que dans la question précédente , la
fonction discontinue f(x,0) est la limite de la suite de fonctions continues
f @, y), f (%, 1s)yeee [ Yn)... ouy ce qui revient au méme, la somme de
la série de fonctions continues :

)+ 31 @ i) — £ @],

série qui est convergente pour toute valeur de », au moins dans un certain
intervalle de variation.

Ces remarques nous conduisent tout naturellement & étudier le probleme
suivant. Etant donnée une série, dont les termes sont des fonctions continues
de x, et que nous supposons convergente pour chaque valeur de x (dans un
certain intervalle de variation), la somme de cette série est une fonction dé-
terminée de x; on sait que, lorsque la convergence est uniforme (ou méme
uniforme simplement, au sens donné & cette expression par M. Dt (¥)), cette
fonction est continue; mais si on suppose seulement la convergence, la fonction
peut dtre discontinue, comme la théorie des séries trigonométriques en fournit
des exemples; il y a donc lieu de rechercher quelle est la nature de cette
fonction; en d’autres termes, existe-t-il un critérium préeis, caractérisant les
fonctions qui pewvent étre représentées par des séries de fonctions continues?

920. Je veux montrer ici comment ce probleme se rameéne complete-
ment au probléme II (§ 17). Soit la série: '
e (@) 4 s (2) -t @)

Posons : Sy (X) =ty (%) 4 - <+ - Un ()

S (@) =u (@) "+ tn (€] + -
S (x) est la limite de S, (@). -

(*) U. D1, Fondamenti, etc., page 103,
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Prenons, comme plus haut, une suite décroissante tendant vers O : o'y
Yay--+ Yny--. et tragons dans le plan les droites: y =y, y = ¢u,... ¥ = Y. ..
En supposant que la série soit convergente quand x varie de « & 3, consi-
dérons le rectangle 4 B A, B, limité par les droites # =, 1 — 8, y =0,
y =y (fig. 1); appelons 4, B,, ete..., 4, B,,... les droites y = y,,...
Y =Yn,... Je définirai dans cette région une fonction f(x, ») de la manitre
suivante. ’

Sur chacune des droites y = y,,, je pose:

f(x’v ?/n) =Sy (x%

f(x7 0) = S(x)

Cela fait, chacun des points ot la fonetion n’est pas encore définie se trouve

et sur 'axe 0z

y Ay By
Az 1B,
A, B,
A/l~ B4
ol ol
0 A B @
Fig. 1.

situé entre deux droites y =y, et y =y,,. Soit (z, ) un tel point. En
supposant :

- ' Yp=>y > Ypiiy
Je poserai : :
Yp — 1 “— Yp+i
f(-%', .7/) :mﬁn f(x7 yp“f!) +%f@; yP); (1)

c’est-d-dire que, sur le segment paralléle & 0y qui joint les deux points (z, y,)
et (@, ypsi) je fais varier la fonction linéairement.
D’apres cette définition, la fonetion sera continue par rapport & l'en-

semble (2, y) dans chacun des rectangles partiels tels que A, B, 4, B,,
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A, B, 4; B;, ete.... En effet, les différents termes qui figurent dans le second
membre de la formule (1) sont des fonctions continues de I'ensemble (x, ¥).

J’énonce & ce sujet une remarque. J'aurai souvent occasion, dans la
suite, de définir une fonetion continue dans une aire A limitée par un con-
tour C, en supposant que, sur C ou sur certaines portions de C, la fonction
doive prendre des valeurs formant une succession continue donnde; il est
bien évident que la chose peut toujours se faire; j'ajoute qu’on peut s’assu-
jettir & ce que les limites supérieure et inférieure de la fonction dans A
solent les mémes que les limites supérieure et inférieure de la fonction donnée
sur C. Clest ce qui a lieu, par exemple, pour chacun des rectangles partiels
A, B, 4, B,, etc.... d’aprés la manitre dont nous avons défini f(x, y).

Je dis que f(x, y), qui se trouve définie maintenant dans tout le rec-
tangle A B A, B,, satisfait aux conditions du probleme II. D’abord, en tout
point pour lequel ¥ >0, il y a continuité par rapport a '’ensemble (z, y),
d’aprés ce que nous venons de voir. Si maintenant nous considérons un point
de I'axe Oz, je dis quil y a en ce point continuité par rapport a y. D’une
part en effet, la suite f(2, v,), (2, ¥2)... f(®, yn)... tend vers f(z, 0);
d’autre part la quantité f(z, y), lorsque y est compris entre y, et y,.,, est
comprise entre f (2, y») et (2, ynw); il en résulte que, quelle gue soit la
maniére dont y tende vers 0, f(x, y) a pour limite f(z, 0).

21. Nous voyons en résumé qu’il y a identité compleéte entre les fonctions
discontinues qu’on peut obtenir comme fonctions limites, dans les conditions
du probleme II, et celles qu'on peut représenter par des séries de fonctions
continues.

Nous reconnaitrons que ces fonctions sont aussi celles qu’on peut obtenir
sur Ja droite # =1y, quand on suppose une fonction continue par rapport a
chacune des variables, comme dans le probleme I.

Je m’occuperai d’abord de trouver des propriétés générales que possédent
les fonctions assujetties aux conditions du probleme IIL et a fortiori les fone-
tions assujetties aux conditions des problemes I et II; nous obtiendrons ainsi
des conditions nécessaires; nous démontrerons ensuite que ces conditions sont
suffisantes; nous aurons alors complétement caractérisé ces fonctions.
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II. CoNDITIONS NECESSAIRES.

22. Je suppose donc une fonetion £ (z, y) satisfaisant aux conditions du
probleme III, c’est-a-dire qu’elle est partout continue par rapport & , et que,
entre deux droites paralléles & Oz, il en existe toujours une troisieme sur la-
quelle la fonction est continue par rapport & z. Nous pourrons énoncer cette
seconde condition de la maniére suivante: si on représente chaque paralléle a
0z par son point d’intersection avee 0, il existe sur 0y un ensemble de
points, dense dans toute portion de 0, tel que, y' étant I'ordonnée d'un de
ces points, la fonction, en tout point de coordonnées (z, y'), est continue par
l'apport a . J’appellerai E I'ensemble des points qui appartiennent aux droites
y =y'; ainsi, en tout point de E, il y a continuité par rapport & .

Je vais définir, en chaque point, une fonction qui jouera un role 1m-
portant dans l’etude que je me propose de faire.

Pour cela, prenons un point 4, de coordonnées (x,, #,), et considérons,
sur la droite x = &,, un segment B C dout-le milieu soit 4, et de longueur
variable 2 p; soit done BA — A (0 = ;

Appelons  (p) Toscillation de la fonction dans le segment B C; cest
une fonetion non décroissante de p; de plus, puisque la fonction, considérée
sur la droite @ =u,, est continue, on a:

m(O)—O

on peut remarquer en outre que w (p) est fonction continue de e

Soit maintenant ¢ un nombre positif; jappelle «, la limite supérieure des
valeurs de p telles que o (p) =o. Le nombre «, est ainsi completement ca-
ractérisé par ce fait que:

pour p=a, ona ow(p=c

pour p>a; on a w(p) >oa.
Si dans la premitre de ces inégalités je péux derire p =4, et non pas seu-
lement p <Ta; (¥), c'est & cause de la continuité de o (p) par rapport & g,
qui provient elle-méme de la continuité de la fonction sur x = 2,.

En supposant la définition précedente faite pour chaque point du plan,
nous aurons ainsi défini une fonction «, (, y) parfaitement déterminde, et qui,

(¥) Of § 13.
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d’aprés Uhypothése de la continuité par rapport & y, a en chaque point une
valeur positive. Je vais démontrer, en faisant usage de I'autre condition im-
_posée a f(z, y), que «,(, z/) est semi-continue supérieurement par rapport
a Uensemble (x, y).

‘ 23. 11 faut montrer pour cela que, si Je considére un pomt quelconque
A, [s, 9], et si je prends un nombre. positif quelconque e, je peux déter-
miner autour de A, une aire assez petite pour que, 4 [z, y] etant un- pomt
quelconque de cette aire, on ait:

as (2, Y) < as(@oy Yo) + ¢

4 )
’ C 1 %
N 7 N

N
Co

B A

Prenons (fig. 2):
) Bo A0=A0 Co=ow(xo, ?/0)‘7
prenons ensuite :

Bid,=4,0 = ag (%o, ?/o) o ‘;‘

D’aprés la signification de «; (25, 7o), 'oscillation de la fonction, dans le seg-
ment B, C,, est un nombre supérieur a o; je peux le leprssenter par ¢ + k.
Si je prends un nombre positif &, mfemem a k, je peux certainement trouver,
entre B, et C,, deux points M et N tels que l'on ait:

) —fN) I >tk e el s |

De plus, je peux supposer que ces points M et N sont situés sur deux
paralleles & 02 sur lesquelles il y a continuité par rapport & #, autrement dit
font partie de ’ensemble K. Nous savons en effet que £ est dense dans toute
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24 Baire: Sur les fonctions

portion de B, C,; si donc le point M de linégalité (1) ne fait pas partie
de K, je peux le remplacer par un point M, faisant partie de E et suffi-
samment voisin de M pour qu’on ait encore:

lf (M) —fF(N) I >a+F.

Je suppose donc que dans (1), les deux points M et N soient des points de E;
considérons maintenant les paralleles & 02 menées par ces points M et N
la fonction étant continue sur chacune de ces droites, on peut déterminer
deux segments M' M", N' N, paralleles & 0, ayant pour milieux M et N,
et de méme longueur 29, tels que, si P et @ sont deux points quelconques
pris respectivement sur ces segments, on ait:

|F(P)—F (M) 1<%

F@— @) <.

De ces inégalités et de I'inégalité (1) on déduit:

[ F(P)— (@) 1> (2)
P et @ étant deux points quelconques pris, le premier sur M’ M”, le second
sur N'N".

Prenons maintenant le carré de centre A, et dont les cOtés paralleles aux
axes sont & une distance de A4, égale & 5, n étant inférieur au plus petit des

€ o . . .
nombres 5 et 0. Dans ces conditions, si A est un point queleonque pris dans

ce carré, la distance de A & chacune des droites M' M"’, N’ N" est moindre
que o5 (%, %) + ¢. Menons alors par 4 la parallele & 0y, et prenons sur cette
droite le segment dont 4 est milieu et dont la demi-longueur est «; (,, 7,) -+ ¢;
ce segment traversera M' M et- N' N"; il contiendra donc un couple de
points P et () satisfaisant a I'inégalité (2); par suite, 'oscillation dans ce seg-
ment est supérieure & o; done la fonction «, relative au point 4 est inférieure
A o (o, Yo) t-¢; cest-d-dire que o, (x, y) est semi-continue supérieurement
par rapport & (x, y); c’est la propriété que je voulais établir.
24. Je vais maintenant tirer des conséquences du résultat précédent.

Considérons une courbe quelconque C coupant toutes les paralléles & 0y,
ou, avec préeision, I'ensemble des points représentés par 1'équation : y = ¢ (),
¢ (x) étant une fonetion continue quelconque définie dans un certain intervalle.
En chacun des points de cette courbe, «; a une valeur déterminée; je con-
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sidére «, comme fonction du point variable de la courbe C; cette fonction a,
en chaque point, un minimum par rapport & la courbe; on peut dire aussi
que, dans les conditions ol nous nous plagons, «, est une fonction de z; je
considere en chaque point le minimum de cette fonction, tel que je l'ai dé-
fini au § 7.

En premier lieu, je dis que, si en un point 4, (z,, y,) de C, la fonction «,
a son minimum par rapport & C positif, I'oscillation de f(x, ) en ce point
par rapport & I'ensemble (z, y) est = 2 o. Soit en effet y ce minimum et soit y,

4
| 0
| B, 14, ¢
/ 1\ 1
Ao
s, e
P N
0 X
Fig. 3.

un nombre positif inférieur & y. Je prends d’abord, autour de x,, un inter-
valle (z, — ¢, x, + J) assez petit pour qu’'on ait dans cet intervalle :

2 L
'?(x)_?(xo)|<‘§’
je réduis ensuite cet intervalle, il le faut, de maniére que, en tous les points
de C correspondant aux valeurs de # qui s’y trouvent, on ait:
Og > ?1 .

La chose est possible, puisque j'ai choisi y, inférieur au minimum de o, au
point A, relativement o C.
Prenons alors (fig. 3) le rectangle R:

I -

i

Y Y1
r—d=x=uw,+d, yo—%fyfyo-l-g'
4
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Sur tout segment tel que P ), parallele a 0y, et joignant les deux bases du
rectangle, l'oscillation de la fonction est =g, car il y a sur ce segment un
point A4 de la courbe C, et le segment de milieu A et de demi-longueur
a5 (A) > v, contient tout le segment P Q.

Je dis maintenant qu’étant donné e, on peut trouver une aire autour
de A, dans laquelle T'oscillation soit =2 5 ¢. Je prends pour cela, sur I'or-
donnée de A4, et dans le rectangle I, un point 4, (z,, y,) ou il y ait conti-
nuité par rapport a z; puis, sur la droite ¥ =y,, un segment B, C, [z, — ¢,
*, + 9], ot Poscillation soit <Ze¢, en prenant, de plus: ¢' = d. Si on considére
la portion du rectangle R limitée par les droites x =, — 9, 2 =, -} 7,
¢’est-a-dire le rectangle R':

ry—d =x=u2,+7, g/.——%f}/fg/o—l—%a

oscillation dans ce rectangle est << 2o 4 ¢. Soit en effet M et N deux points
quelconques pris dans ce rectangle, projetons-les en M, et N, sur B, C,, on
aura:

[fM) —f(M)|=a, |fN)=fN)I=a, I[(M)—FD)l<e,

d’olt nous déduisons:

|f (M) — (V)| <20+

Comme le raisonnement s'applique, quel que soit ¢, on voit qu’au point 4,
Poscillation par rapport & (z, y) est =2q. J'emploierai ce résultat, soit sous
la forme que je lui ai donnée plus haut, soit sous la forme suivante. Si aw
point A, Uoscillation est > 2a, on peut affirmer qu'en ce point le minimum
de a; par rapport & C est nul.

25. Rapprochons les deux propriétés de la fonction o, (x, %) considérée
sur la courbe C, d’étre positive et d’étre semi-continue supérieurement. D’apres
le § 12, il existe dans tout arec D de la courbe €' un arc D, ol «, a son
minimum positif.

Prenons maintenant une suite décroissante de quantités positives et ten-
dant vers 0; soit o, g,, gs,... Gn,... Dans arc D, il existe un arc D, sur
lequel a, a son minimum positif, dans D, un arc D; ol a, a son minimum
positif, etc.... On voit de cette maniére que, dans I'arc D, et par suite dans
toute portion de la courbe C, il existe un point olt «, a son minimum positif
par rapport & la courbe, si petit que soit . En ce point, l'oscillation par
rapport a (z, y) ne peut &re que 0, puisqu’elle doit &tre inférieure ou égale

Document numérisé par la Bibliotheque universitaire Pierre et Marie Curie - UPMC - Cote : HF uf 166 39/2 -4



de variables réelles. 27

4 24, quel que soit o; on a donc la un point de continuité par rapport a
(z, y), et nous pouvons énoncer le résultat suivant:

Dans toute portion de courbe représentable par une équation de la forme
y =g (x), ¢(x) dlant fonction continue, il existe des points o f(x, y) est
continue par rapport o Uensemble (x, y).

On peut dire, @ fortiori, que, dans toute aire, il existe des points de con-
tinuité, c'est-a-dire que la fonction f(xz, y) est ponctuellement discontinue.

En ayant plus spécialement égard aux valeurs prises par la fonetion sur
la courbe considérée, ce qui est mon principal objet en ce moment, on voit
aussi que la fonction d’une variable ainsi déterminde est ponctuellement
discontinue.

C'est 1a un premier résultat sur la nature de cette fonction. Pour en
obtenir d’autres, je commencerai par poser de nouvelles définitions, qui me
permettront d’étendre une partie des résultats déja acquis.

96. Soit une fonction de la variable ¢ définie dans un certain intervalle;
comme toujours, j'imagine qu’on représente ¢ par un point variable sur un
segment de droite. Prenons, sur ce segment, un ensemble de points E, que
je supposerai parfuit, c’est-d-dire coincidant avec son dérivé E’. Considérons
une portion B C du segment, contenant & son intériewr au moins un point
de E, et par suite une infinité. Les valeurs que prend la fonction en tous les
points de E qui font partie de B C ont une limite supérieure M, une limite
inférieure m, et une oscillation o = M — m. Soit maintenant 4 [¢,] un point
quelconque de E; V'intervalle (f, — o, %, + a), si petit que soit o, contient des
points de E’; les trois nombres préeédents relatifs & I'intervalle (¢ — «, & + ),
quand « tend vers 0, tendent vers des limites déterminées, que j’appellerai le
mazimum, le minimum, Voscillation de la fonction en A relativement & Uen-
semble parfait K.

On voit que ces définitions sont toutes semblables & celles que nous avons
données dans le premier chapitre; la seule différence consiste en ce que nous
nous oceupons seulement des valeurs de la fonction en certains points, négli-
geant completement les autres points. Il est bien évident d’ailleurs que ces
mémes notions peuvent étre définies pour un ensemble E absolument quel-
conque; si je ne considére que des cnsembles parfaits, c’est parce que c’est
seulement dans ce cas que ces notions me seront utiles.

Lorsqu’il y aura lieu de préciser, je désignerai par M [f(?), E, « 8] le
maximum de f(z) aux différents points de E contenus dans l'intervalle o 8,
et par M [f(f), E, P] le maximum en P de f(f) relativement & E.
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27. Nous pouvons, grace aux définitions précédentes, définir la conti-
nuité et la discontinuité relutivement & Uensemble E.

Je dirai qu'en un point 4 out 'on a =0, » étant oscillation en cc
point par rapport & K, la fonction est continue par rapport & E; si au con-
traire on a >0, nous dirons quil y a discontinuité par rapport & cet
ensemble.

D’une maniére générale, trois cas sont possibles :

1. On a, en tout point de J (dans I'intervalle quon considére):
»w=0; dans ce cas 1l y a continuité en chaque point; nous dirons alors que
la fonction est continue relativement & E.

2.° Il existe des points ot 'on a »>>0; mais, dans tout inter-
valle « 3 contenant & son intérieur des points de F (autrement dit, au voi-
sinage de tout point de E), il existe des points de E pour lesquels w— 0.
Par analogie avec une notion que nous avons déja étudiée, nous sommes
conduits & dire que, dans ce cas, la fonction est ponctuellement discontinue
relativement & FE.

3. Si I'on ne se trouve pas dans I'un des deux cas précédents, c’est
qu’il existe un intervalle « 8 contenant & son intérieur des points de F, » étant
positif en chacun de ces points; nous dirons alors que la fonction est totale-
ment discontinue relativement & K.

J’emploierai également la notion de fonction semi-continue sur un en-
semble parfait. ,

28. Ces nouvelles notions étant acquises, nous pouvons généraliser un
certain nombre de résultats précédemment obtenus. Je commencerai par le
suivant, démontré au § 12: Une fonction positive, semi-continue supérieure-
ment, ne peut pas avoir son minimum nul en tous les points d’un segment.

Cet énoncé va devenir un cas particulier du suivant: Une fonction, dc-
finie aux points d’un ensemble parfait E, positive et semi-continue supérieu-
rement, ne peut pas avowr son minimum (par rapport & E) nul en tous les
points de E. Il me suffira de reprendre, avec quelques modifications, la dé-
monstration du théoreme qui précede.

Supposons d’abord une fonction définie sur E, positive ou nulle, semi-
continue supérieurement, et ayant, en tous les points de F (au moins entre
deux limites déterminées), son minimum nul. Je conviendrai, pour abréger,
de dire qu'un intervalle est relatif & E s'il contient & son intérieur des points
de E; dans ce qui suit, je considére exclusivement des intervalles satisfaisant
a cette condition. D’aprés la derniére hypothése faite sur notre fonction, on
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voit que, dans tout intervalle « relatif & F, et si petit que soit ¢, il existe
un point 4 de E ou l'on a:

fla)y<<.

L)
KEn vertu'de I'hypothese de la semi-continuité supérieure, on peut déterminer
autour de A un intervalle «, olt Von aura partout, c’est-a-dire pour tous les
points de I contenus dans o,:

f<f(AH-%<6-

On peut donc trouver, dans tout intervalle o un autre intervalle «, ot I'on
aura partout :

f<€7

dans «, on trouvera «, ol l'on aura:
< 5

et ainsi de suite; chacun des intervalles o, étant contenu dans le préeédent,
ot ensemble E contenant tous ses points limites, il existe au moins un point
de E contenu dans tous ces intervalles; on a nécessairement en ce point:

£=0.

On déduit de la que si une fonction définie sur E est positive (jamais
nulle) et semi-continue supérieurement, Uensemble des points o cette fonction
a son minimum nul, ensemble qui est essentiellement fermé, ne peut coin-
cider avec Uensemble E dans aucune portion du segment.

29. Ceci nous ameéne & poser quelques nouvelles définitions au sujet
des ensembles. ‘

Nous dirons qu'un ensemble F' contenu dans un ensemble parfait I est
dense par rapport & E, dans une certaine portion de droite, si le dérivé de F
comprend tous les points de I situés sur cette portion de droite. Si cette con-
dition n’est remplie pour aucune portion du segment considérs, c’est que, dans
tout intervalle relatif & FE, on peut trouver un intervalle relatif & E ne con-
tenant aucun point de I7; dans ces conditions, nous dirons que /' n’est dense
nulle part par rapport & E, ou plus brizvement que F est non dense par rap-
port a F.

On peut dire que si une fonction est positive et semi-continue supérieu-
rement sur Uensemble E, Uensemble des points oi le minimum de la fonction
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est nul est un ensemble non dense par rapport & E; sous une forme diffé-
rente, nous dirons que, dans tout intervalle relatif & E, il existe un inter-
valle relatif & I, dans lequel le minimum de la fonction par rapport o &
est positif.

Comme application immédiate de ce théordme, on reconnait que si une
fonction est totalement discontinue par rapport & un ensemble parfait, il existe
certainement un intervalle relatif & cet ensemble, dans lequel » a son mi-
nimum positif.

30. Reprenons maintenant la fonction f(z, ), assujettie toujours aux
conditions du probléme IIT; soit nne courbe y = ¢ (z); prenons un ensemble
parfait E' de points sur cette courbe, ou, ce qui revient au méme, un ensem-
ble parfait de valeurs de z.

Remarquons d’abord que, en un point de % ol «, a son minimum par
rapport a K posmf Poscillation de la fonction par rapport & E est = 2. Il
suffit, pour le voir, d’appliquer le raisonnement du § 24, en considérant seu-
lement les paralleles a 0y sur lesquelles se trouvent des points de E.

Cela posé, d’aprés les propriétés de «,, on peut trouver dans tout inter-
valle relatif & ' un autre intervalle ol «, a son minimum positif, dans celui-ci
un autre out «, a son minimum positif, etc.; on démontre ainsi l'existence

>
d’un point de E ol «, a son minimum p0s1t1f par rapport & K, quel que soit o,
et ol par suite l'oscillation par rapport & E est 0. Ainsi, il existe, au voi-
sinage de tout point de F, des points de continuité par rapport é, E; en
d’autres termes, la fonction est ponctuellement discontinue relativement & tout
ensemble par fa?t L.

Ce résultat comprend évidemment comme cas particulier celui du § 25,
qu'on obtiendra en supposant que E est une portion de courbe continue. On
voit, que, dans les raisonnements que nous avons employes, les propriétés es-
sentielles du continu sur lesquelles nous avons raisonné, sont celles qui ap-
partiennent aux ensembles parfaits en général: le contmu n’est qu’une espece
particuliere d’ensemble parfait.

Tous les résultats obtenus jusqud présent sur la question qui fait 'objet
essentiel de ce chapitre peuvent se résumer de la manidre suivante:

Une fonction qui peut &tre obtenue dans les conditions du probleme IIT
(et @ fortiori dans les conditions des problemes I et II) est ponctuellement
discontinue relativement & tout ensemble parfuit.

Document numérisé par la Bibliotheque universitaire Pierre et Marie Curie - UPMC - Cote : HF uf 166 39/2 -4



de variables réelles. 31

II1. CoNDITIONS SUFPFISANTES.

31. Je vais suivre maintenant la marche inverse de celle que j’ai suivie
jusqu’ici. Je me propose d’étudier la nature de la condition que nous venons
de trouver, et de montrer que toute fonction qui la remplit, ¢’est-i-dire qui
est ponctuellement discontinue relativement & tout ensemble parfait, peut &tre
obtenue dans les conditions des problémes I et IT. Pour cela, je m’occuperai
d’abord de construire a priori une catégorie de fonctions présentant des dis-
continuités de plus en plus compliquées, mais satisfaisant & la condition pré-
cédente, et je démontrerai pour ces fonetions la possibilité des problémes.
J’aborderai ensuite le cas général, que je parviendrai A traiter compldtement
en le ramenant & celui des fonctions de cette catégorie particulidre. En outre,
la méthode que je suivrai nous permettra de transformer la condition fonda-
mentale, et nous donnera un moyen en quelque sorte pratique de reconnaitre
si une fonetion donnée satisfait ou non & cette condition.

Je rappelle que les probldmes & étudier sont les suivants:

Probléeme 1. Que doit étre la fonction ¢ (x) définie pour « =z = B, pour
qu’il soit possible de déterminer une fonction f(z, y) définie dans le carré .
e =2={, a =y =p, continue en tout point par rapport & z et par rap-
port & y, et égale sur x =y & ¢ (z)?

Je conviendrai de dire qu'une fonction ¢ (z) est représentable dans les
conditions du probleme I, si le probléme précédent est possible pour cette
fonction. J’énonce tout de suite & ce sujet une remarque qui me sera souvent
utile.

Supposons ¢ () représentable. Si f(», ) est une solution, on en aura
d’autres en ajoutant & f(x, ) une fonction £, (z, y) continue partout par
rapport & (z, y), et égale a 0 sur #=y. On peut évidemment choisir f, de
maniére que f--f, prenne sur le périmétre du carré une succession de va-
leurs continue donnde & [Pavance, assujettie seulement aux conditions :
fi(“y 2)=0, fi(8, B)=0.

Probleme II. Que doit étre ¢ () définie pour « =z = @, pour qu’il existe
une fonction f(z, y) définie dans le rectangle: s =2 =g, 0 =y =y,, con-
tinue par rapport & (v, y) en tout point pour lequel y > 0, continue par rap-
port & y aux points de y =0, et égale sur 0z & ¢ (2)?

Nous dirons que ¢ () est représentable dans les conditions du probleme II,
si ce probléeme a une solution.
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Remarquons, comme dans le cas précédent, que si cela a lieu, on peut
se donner arbitrairement les valeurs de f(x, y) sur le périmétre du rectangle,
moins le coté y = 0.

32. Je vais, comme je I’ai dit plus haut, former a priori des fonctions
discontinues représentables. Pour prendre d’abord le cas le plus simple, je
considére une fonction ¢ () définie pour O =z =1, et qui n’a de disconti-
nuité qu’au point x = 0. Je rappelle & ce propos qu’une telle discontinuité est
dite de premitre ou de seconde espece (*) suivant que ¢ () a ou non une limite
déterminée quand z tend vers O; mais il n’y aura pas lieu, dans la question
dont je m’occupe en ce moment, d'insister davantage sur cette distinction.

Considérons d’abord le probleme I. Je prends le carré O A B C (fig. 4):

O=2=1 0=y=1.

=
Z

L~
0 M A4 x A M B

Fig. 4. Irig. 5.

Je définis d’abord la fonetion sur la diagonale O C par la condition:
f(@, 2)= ¢ (2).
Sur P'axe O, c'est-d-dire sur O A4, je place une fonction continue quel-
conque, assujettie seulement a la condition d'dtre égale & ¢ (0) pour z = 0.
Pour les points du triangle O A C, on a: y < x; je prendrai en ces points:

f@ y)="r@ 0)+< [f(@ 2)—f(, 0.

Autrement dit, sur tout segment M N parallele & 0 y et reliant les droites
0 A et OC, je fais varier linéairement f (z, y). Enfin, je complete la défi-
nition de f(x, ) par symétrie autour de x=1y. Il est évident que f(x, ¥)
satisfait aux conditions du probléme.

La solution du probléme II est analogue. Soit (fig. 5) A B A" B’ le rec-
tangle ol il s’agit de définir la fonction f(2, ). On a, sur 4 B, une fonction

(*) Cf. Dint, Fondanenti, ete.
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continue en tout point, sauf au point A. Je trace dans ce rectangle une
courbe quelconque partant de A, par exemple la diagonale A B'; je définis,
dans P'aire A" A B', une fonction continue de (z, %), la seule condition imposée
étant que cette fonetion prenne en A4 la valeur donnée; cela fait, sur chaque
segment M N reliant A B et A B', je fais varier la fonction linéairement de

(M) a f(N); f(z y) est alors partout définie, et cette fonction constitue une
solution du probléme.

33. On congoit tout de suite que le résultat s’étend & une fonetion qui
présente un nombre fini quelconque de discontinuités. Je donne a ce sujet le
théoréme général suivant:

Une fonction étant définie dans Uintervalle o = x = (3, si on peut partager
cet intervalle en n portions par des points de division o, asy... on—,, de

£ H :
T /4,’ C//
/ B
B //C G
! A
0 A D Lo B
Fig. 6. Fig. 7.

telle sorte que, sur chaque portion o; = x = a;1, la fonction soit représentable,
la fonction, considérée dans Uintervalle entier, est représentable.

Il suffira évidemment de vérifier ce théoréme dans le cas de n=2.

Sl s’agit du probleme I, considérons la fig. 6.

On suppose que, sur chacun des segments O C, C I, la fonction est re-
présentable; on peut donc définir dans chacun des carrés O 4 C B, C G F H,
une fonction f(x, y) satisfaisant aux conditions du probléme; il suffit alors de
définir dans 4 D G C une fonction continue prenant sur A4 C et C G une
succession continue de valeurs, qui se trouve déterminée par la définition
précédente; il en est de méme pour B ¢ HE. On voit alors que la fonction
donnée, considérée sur O I, est représentable.

Dans le cas du probleme II, je considére la fig. 7. Le probleme est sup-
posé possible, si on considére la fonction, seulement sur 4 C, ou seulement
sur C B. Donnons-nous sur C C’ une succession continue de valeurs arbitraire.
D’aprés 'hypothése et d’aprés une remarque faite au § 31, on peut achever

3]
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la définition de f(x, ) dans 4 CC' A" et dans C B B' C’, de manidre que,
dans chacun de ces deux rectangles, les conditions fondamentales soient vi-
rifies; considérons alors la fonetion qui se trouve définie dans tout le rectangle
A BB A'; elle constitue une solution du probléme proposé.

En résumé, nous connaissons, jusqu'a présent, comme fonctions représenta-
bles, toutes les fonctions dont les discontinuités sont en nombre fini.

34. Pour passer au cas ol les discontinuités peuvent &tre en nombre

infini, je vais démontrer un autre théordme général.

Supposons qu’on ait, sur le segment ot la fonction est définie, une suite
de points Ay, As,... Ap,... d’abscisses #, >a,...>x,..., ayant pour li-
mite un point A, de telle sorte que, sur chaque portion 4, 4,_,, la fone-

c A_’ . A
f //]Ai Ag/ 4
A» / Ti’ '

AL
A3 R; ]
] |
A 'B A Ai <Az Ay AA.
Fig. 8. Fig. 0.

tion soit représentable; je dis qu'elle sera représentable sur le segment
total 4 4,.

Probléeme I. Soit 4 B A, C le carré ol il faut définir f(z, ) (fig. 8);
& cause de la symétrie par rapport & z = y, je considérerai seulement le trian-
gle AB A,. La fonction est donnée sur 4 A4,; je me donne sur 4 B une
fonction continue; puis, je définis f(z, 7) successivement dans les aires sui-
vantes: triangle 7', rectangle R,, triangle T\, rectangle R,, etc. Je peux
définir f(z, y) dans chacun des triangles T',, T,, etc...., en observant, bien
entendu, les conditions de continuité, parce que, d’aprés les hypothéses, la
fonction donnée est représentable sur chacun des segments A, 4,, 4, A,, ete.
Si on imagine I'opération prolongée indéfiniment, la fonction £ (x, y) se trouve
définie en tous les points du carré et satisfait & toutes les conditions du
probléme.

Probleme II. Considérons la fig. 9. Je définis d’abord la fonction dans le
triangle 4 A" A'y, puis je méne les droites 4, A',, 4, A';, ete...., qui relient
A A, et AA,, et je définis la fonetion successivement dans chacun des tra-
pezes formés: A, A", A, A'y, A, 4's As A's,... ete.... I est évident que cha-
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cune de ces opérations est possible, puisque, sur chacun des segments 4, 4.,
A, Ay, ete., la fonction est représentable. En tout point qui n’est pas sur le
cbté A A,, il y aura continuité par rapport & (z, y), et en tout point de ce
c¢Oté, il y aura continuité par rapport & y.

35. Le théoréme est donc démontré; je vais en transformer 1’énoncé
de la maniére suivante. Supposons que nous prenions sur A 4, un point A’
différent de A, mais aussi voisin que nous voulons de A; si nous considérons
alors le segment A’ A,, le théoréme du § 33 suffit pour nous apprendre que
Ja fonction est représentable sur ce segment, car il est décomposable en un
nombre fini de portions sur chacune desquelles la fonction est représentable.
On voit alors que nous pouvons donner au théoréme que nous venons d’éta-
blir la forme suivante : '

Si une fonction est représentable dans tout segment A' B intériewr & A B,
elle est représentable sur le segment A B.

Enfin, en combinant ce résultat avec celui du § 33 que je viens de rap-
peler & linstant, on obtient I'énoncé suivant, qui résume I'étude que je viens
de faire:

Théoreme 1. Etant donnée une fonction définie sur un segment A B, s’il
existe sur A B un nombre fini de points, tels qu'en entourant ces points d’in-
tervalles aussi petits qu’on veut et en retranchant ces intervalles de A B, lu
fonction, sur chacun des segments qui restent, est représentable, elle est re-
présentable sur le segment A B.

36. Nous pouvons déja, & I'aide de ce théoréme, obtenir une catégorie
étendue de fonetions discontinues représentables.

Supposons d’abord que g (x) ait des discontinuités en nombre mfini, mais
que Pensemble P des points ol ces discontinuités ont lieu n’ait qu’un nombre
fini de points limites; en adoptant pour les ensembles dérivés les notations de
MM. Caxtor et Bexpixsox (¥), nous dirons que P’ se compose d'un nombre
fini de points. Dans ces conditions, si nous entourons ces points de P’ d’in-
tervalles trés petits que nous retranchons de I'intervalle total, la fonction, sur
chacun des segments qui restent, n’a qu'un nombre fini de discontinuités, ct
ost par suite représentable; done, d’apres le théoréme I, elle est représentable
sur le segment total.

On voit tout de suite comment, en appliquant de nouveau le théoréme I,
on passera du cas que nous venons d’examiner au cas ou il existe un en-

(¥) Acta Mathematica, Tome II.
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semble P" composé d'un nombre fini de points, puis au cas ot il existe pour P
des ensembles dérivés d’ordre 3, 4,... n, etc....

Pour voir exactement jusqu’olt nous pouvons aller dans cette voie, rap-
pelons bridvement les définitions de M. Canror relatives aux ensembles dérivés
d’ordre supérieur (*). Si un ensemble P est de telle nature que le dérivé
d’ordre n, P, existe, quel que soit n, il y a des points qui appartiennent
& P», quel que soit n; on désigne I'ensemble de ces points par P%, et I'on
convient de dire que P est ensemble dérivé de P dordre ». On désigne
les ensembles dérivés successifs de P® par la notation Pe+t, Po+e .., Potn . .
¢'il en existe, quel que soit 7, les points qui appartiennent & tous ces en-
sembles forment un nouvel ensemble qu’on appelle P, ete.; on est ainsi con-
duit & la notion d’ensemble dérivé d’ordre «, « étant un quelconque des sym-
boles définis par M. Caxtor et qu'il appelle nombres de la deuxitme classe.

Je ferai remarquer & ce sujet, une fois pour toutes, que nous n’aurons
jamais & nous préoccuper des difficultés que peut comporter en soi la notion
abstraite de nombre transfini, bien que cette expression puisse étre employée
par nous dans la suite de ce travail. Dans le cas actuel, par exemple, I'en-
semble P?, o étant un nombre déterminé de la deuxidme classe de nombres,
représente quelque chose de parfaitement déterming, indépendamment de toute
considération abstraite relative aux symboles de M. Caxtor; il n'y a done,
dans 'usage que nous pourrons faire de la locution nombre transfini, vien de
plus que l'emploi d’un langage commode. Tl en sera toujours de méme dans
la suite.

Rappelons encore quelques résultats. Tl existe des nombres transfinis de
deux espéees différentes; « est un nombre de premidre ou de seconde espece,
suivant qu’il existe ou non un nombre qui le précéde immédiatement. Au
point de vue des ensembles dérivés, qui nous intéresse ici, on peut dire que,
si o est de premitre espdue, P* est 'ensemble dérivé de P*—; si « est de
seconde espéce, P* est par définition 'ensemble des points qui appartiennent
& tous les ensembles P*, &' étant un quelconque des nombres inférieurs 2 o.
Si e est de seconde espece, et si P* est nul, il existe certainement un nom-
bre o' de premidre espéce, inférieur & «, et tel que P* est nul.

Nous pouvons maintenant étendre les résultats obtenus sur les fonctions
représentables. Je dis que, en appelant P I'ensemble des points de disconti-
nuité d'une fonction et « un nombre quelconque de la premidre ou de la

(*) Voir Acta, Tome II,
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deuxiéme classe, s'il est démontré que toute fonction pour laquelle P* =
est représentable, une fonction pour laquelle P* se compose d’un nombre fini
de points est aussi représentable. En effet, jentoure les points de P* d’in-
tervalles trés petits que je retranche de l'intervalle total; dans chaque po-
tion qui reste, on a P*=0, la fonction est donc représentable dans cette
portion; comme les intervalles retranchés peuvent étre pris aussi petits qu’on
veut, la fonction, d’aprés le théoréme I, est représentable sur tout linter-
valle donné.

Nous savons déja qu’une fonction est représentable si, en appelant « le
plus petit nombre pour lequel P* =0, on a: a=1, ou «:= 2. Le théoréme
qui précéde montre que le résultat subsiste si l'on a a=3, 4,... n,... o,
w-1,... 2m,... ete., de sorte qu'on peut énoncer le résultat suivant:

Toute fonction pour laquelle P* est nul, o étant un nombre quelconque
de la premiére ou de la deuxiéme classe, est représentable.

Il est bon de faire voir qu'il existe effectivement des fonctions représen-
tables pour lesquelles P* existe, « ¢tant un nombre donné arbitrairement. Il
suffit de rappeler qu’on sait former un ensemble P pour lequel P* existe (*);
si on prend une fonction égale & 1 aux points de P, & 0 en tous les autres
points, les points de discontinuité de cette fonetion sont les points de P'; on
a donc l& un exemple d’une fonction représentable pour laquelle P* existe.

On peut dire que les fonctions représentables que nous connaissons jusqu’a
présent sont celles pour lesquelles Vensemble P des points de discontinuité
son dérivé P’ dénombrable, autrement dit est un ensemble réductible.

37. Nous allons chercher maintenant & construire des exemples de fonc-
tions représentables pour lesquelles 1'ensemble des points de discontinuité ne
sera pas dénombrable. J’aurai besoin de rappeler d’abord quelques résultats
sur les ensembles parfaits linéaires qui ne sont denses dans aucun intervalle.

Soit done P un ensemble parfait non dense par rapport au continu ; cela
veut dire que, dans toute portion de segment, on peut trouver une autre por-
tion qui ne contienne aucun point de P. Soit M un point ne faisant pas partie
de P; il n’est pas non plus point-limite de P, puisque P est parfait; donec
on peut trouver un intervalle contenant M & son intéricur, et dont aucun
point intériewr ne fait partie de P; si les points extrémes de cet intervalle
ne sont pas des points de P, on peut reculer les limites de l'intervalle d’'une
longueur finie; on voit done qu’on peut attribuer un sens préeis & 'expression:

(*) Voir Cantor, Acla Mathematica, Tome II, page 360,
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prendre Uintervalle précédent aussi grand que possible ; ce sera déterminer un
intervalle 4 B contenant M, et ne contenant aucun point de P si ce n’est
A et B, qui devront. étre des points de cet ensemble.

On reconnait ainsi que I'ensemble parfait P peut &tre défini de la ma-
niere suivante: Il existe, sur le segment de droite qu’on considére, une infinité
dénombrable d'intervalles 4, B,, 4, B,,... Ay By,... tels que deux quelconques
de ces intervalles n’ont aucun point commun, et tels que toute portion de
droite contient un de ces intervalles ou fait partie de 'un deux; l'ensemble
complémentaire de P est constitué par les points infdrieurs aux intervalles;
'ensemble P comprend des points de deux espéces distinctes: en premier lieu,
les points A4,, A4,,... An,... By, Bs,... Bn,... qui sont les extrémités des
intervalles précédents, et qui forment un ensemble dénombrable; en second
lieu, 'ensemble non dénombrable des points C tels que chacun d’eux est ex-
térieur & tous les intervalles 4, B,.

Etant donné un ensemble parfait non dense, nous imaginerons que les
intervalles 4,, B, dont nous venons de rappeler la définition, et qu'on peut
appeler intervalles contigus & P, sont rangés dans un ordre déterminé, par
exemple dans un ordre te] que chacun d’eux ne surpasse en longueur aucun
de ceux qui le précédent. Concevons que, de I'intervalle total, on retranche
successivement A, B,, puis .4, B,, 4; Bs, etc....; au bout de » opérations,
P'intervalle total se trouve partagé en intervalles partiels, les uns retranchés, ce
sont précisément A, B,, A, B,,... A, B,, les autres conservés; soit 1, la plus
grande longueur d’un segment conservé; je dis que, si n croft indéfiniment,
’n tend vers 0; si en effet cela n’était pas, ), aurait une limite positive 7;
on démontrerait 'existence d’une portion de droite de longueur A dans laquelle
il 'y aurait jamais de segments & retrancher, par suite dont tous les points
feraient partie de P; cela est impossible, puisque P est non dense.

Remarquons aussi que, si I'on effectue 'opération précédente, les points
de P de la deuxidme espdce sont ceux qui se trouvent, quel que soit 7, &
Uintérieur d’'un intervalle conservé.

Comme type d’ensemble parfait non dense, citons celui qui est obtenu

comme il suit: on retranche de lintervalle (0, 1) Pintervalle (%a —g), puis

on opére sur chacun des deux intervalles restants comme on vient d’opérer sur
T 1.2 2 1.2 2

(0, 1), c’est-a-dire qu’on retranche (5, §) et (§+ 57 §+ 5)1 et d’'une ma-

niere générale, aprés un nombre quelconque d’opérations analogues, on opére

sur chacun des intervalles conservés comme on a opéré sur (0, 1). Tous les
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points de I'ensemble P ainsi défini sont ceux qui correspondent & une va-
leur de 2 donnée par la formule :

Cn

! Ce C3
x=§'+—3;+§+"'+37+“'

le nombre des fractions étant fini ou infini, et chaque quantité ¢ pouvant
prendre I'une des valeurs 0 ou 2.

38. Ces notions étant rappelées, considérons un ensemble parfait non
dense P situé sur un segment 4 B, en supposant, pour plus de commodité,
que 4 et B appartiennent & cet ensemble. Imaginons une fonction définie
sur A B et satisfaisant aux deux conditions suivantes: d’une part, les discon-
tinuités n’ont liew qu’en des points faisant partie de P; d’autre part, la fone-
tion, considérée sur Uensemble P, est continue. Un exemple de ce cas nous
sera fourni par la fonction qui est égale & 1 aux points de P, & 0 aux au-
tres points. Je me propose de montrer qu'une fonction qui satisfait aux deux
conditions précédentes est représentable. Cela résultera, comme cas particu-
lier, du théoréme général suivant:

Theortme II. S'il existe un ensemble parfait non dense P sur lequel
la fonction est continue, et si, sur tout segment contigu & P, la fonction est
représentable, elle est représentable sur Uintervalle total.

Je ferai une remarque générale trés simple au sujet de la notion de
fonction continue relativement & un ensemble parfait non dense. Soit ¢ (x) une
telle fonction, que nous supposons continue sur P. Je dis qu’on peut trouver
une fonction ¢ (z), définie en tous les points de I'intervalle, égale & ¢ (x) aux
points de P, et partout continue.

Il Sagit de définir ¢ (z) aux points qui n’appartiennent pas & P, c’est-a
dire aux points qui sont situés & intérieur des segments A, B, contigus & P.
Il suffira par exemple d’adopter la loi suivante: dans chaque segment 4, B,,
on fera varier linéairement ¢ (z) depuis ¢ (4,) jusqu'a ¢ (B,). Je dis que,
dans ces conditions, la fonction ¢ () est continue; la chose est évidente pour
les points qui ne font pas partie de Pj; soit maintenant M [x,] un point de P.
D’apres I'hypothese faite sur ¢ (2), & tout nombre ¢ correspond un nombre «
tel que, en tous les points de P compris dans l'intervalle (x, — «, #, - «), on a:

Lo (@) — ¢ (x0) | <.

Diminuons, ¢'il y a lieu, cet intervalle, de manitre que ses points extrémes
fassent partie de P. Si alors nous considérons dans cet intervalle un point
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quelconque, il se trouve sur un segment A, B, contigu & P, et ¢ (H) est
compris entre ¢ (4,) et ¢ (B,), c’est-a-dire entre ¢ (4,) et ¢ (B,). On a done,
pour tous les points de I'intervalle:

¢ (@) = (@) <,
ce qui exprime la continuité de ¢ ().

Reprenons maintenant la fonction assujettie aux conditions du théoreme IT
qu'il s’agit d’établir; soit ¢ (#) cette fonction; nous pouvons, d’aprés ce qui
précéde, définir une fonction ¢ () continue partout, et égale & ¢ () aux points
"~ de P. Posons alors:

94 (%) =9 () — ¢ (2).

La fonction ¢, (x) sera dans les mémes conditions que 7 (z); car, puisqu’elle

i

D - B
I

H B 3
E 2 g G

3 i

‘BZ
e
A X v
Fig. 10.

ne difféere de ¢ que d’une fonction continue, elle est représentable sur tout
segment contigu a P; mais elle présente cette particularité d’avoir la valeur 0
en tous les points de P.

Le théoréme II sera démontré pour ¢(z), si nous le démontrons pour
¢: (%), qui n’en differe que par une fonction continue; le fait que ¢, est nul
aux points de P rendra plus claires nos démonstrations.

39. Je me place donc dans les hypothdses suivantes: Sur 4 B on a
un ensemble parfait non dense P, dont 4 et B font partie; on a une fone-
tion ¢ (x) égale & 0 aux points de P, et qui, sur chacun des segments A, B,
contigus & P, est représentable; il faut montrer que ¢ (), considérée sur 4 B,
est représentable.

Probleme 1. Soit A C B D le carré ou il s'agit de définir f£(z, y) satis-
faisant aux conditions du probleme I (fig. 10). La fonction a, en 4 et B,
la valeur 0; je lui attribue la valeur 0 sur tout le périmetre 4 C B D.
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Je suppose, comme plus haut, que les segments A, B, contigus & P sont
rangés dans un ordre déterminé; soit A, B, le premier d’entre eux. Menons
par A, et B, les paralleles & O x et & 0 y; nous divisons ainsi le carré donné
en plusieurs airves partielles, que je distingue en trois catégories :

1.° Le carré 4, I' B, H, qui a pour diagonale 4, B,; sur le périmétre
de ce carré je donne & la fonction la valeur 0, et je définis, & U'intérieur, une
fonction continue par rapport & chaque variable, ce qui est possible, puisque
d’aprés 'hypothese la fonetion est représentable sur A, B, .

2.% Les carrés AK A, B, B, I BL, qui ont pour diagonales A4 A4, et
B, B pour le moment, je me borne & définir la fonction sur le contour de
chacun de ces carrés: je lui attribue la valeur 0.

3° 1l reste les deux aires DE A, HB, L, 4, KC1I B, I’y sur chacun
des deux contours de ces aires, la fonction a la valeur 0; je lui attribue la
valeur 0 en tous les points intérieurs.

Cette premiere opération étant effectuée, la fonction se trouve définie
- partout, sauf & Pintérieur des carrés qui ont pour diagonales 4 A, et B, B;
et on reconnait que chacun de ces carrés se trouve exactement dans les mémes
conditions que le carré primitif 4 C B D.

Supposons que le second segment contigu & P, A, B,, se trouve sur la
portion A A,. On répétera I'opération précédente, A, B, jouant dans le carré
de diagonale A A, le méme role que A, B, dansle carré 4 C B D. On con-
tinuera ensuite de la méme maniére, en opérant successivement sur A, B.,...
An Byy... Quand on a enlevé de A B les segments 4, B,, 4, Bg ysas. oy By
il reste sur 4 B des segments conservés; les seuls points out la fonction ne se
trouve pas définie sont ceux qui sont & 'intériewr d’un carré ayant pour dia-
gonale un segment conservé. Il résulte de 13 qu’en répétant I'opération pré-
ctdente Indéfiniment, la fonction se trouvera définie en tous les points qui
ne se trouvent pas sur la diagonale 4 B; en effet, la distance d’un tel point
& A B est un nombre positif 7, et il existe un entier n tel que, aprés n
opérations, la plus grande longueur des segments conservés est inférieure
& 22 a4 ce moment, il est certain que la fonction se trouve définie au point
considéré. D’autre part la fonction est donnée sur 4 B; elle est donc définie
dans toute la région A4 C B D.

Démontrons maintenant que les conditions de continuité sont remplies. La
chose est évidente pour tous les points situés en dehors de A B, car la fone-
tion est définie en un quelconque de ces points au bout d’un’ nombre fini
d’opérations; et d’aprés la construction, elle est continue par rapport a z ot

6
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42 Baire: Sur les fonctions

par rapport & y. Pour un point de A B ne faisant pas partie de P, le fait
est aussi certain, car un tel point se trouve & lintérieur d’un carré ayant
pour diagonale un segment A, B,.

Il reste & étudier les points de P. Remarquons que, d’apres la construc-
tion, les seuls points olt la fonction n’a pas la valeur O sont ceux qui sont
3 I'intérieur d’un carré ayant pour diagonale un segment 4, B,. Si donc M
est un point de P, et si I'on meéne par M les paralltles & Oz et & 0y, la
fonction a, en tous les points de ces droites, la valeur 0; il y a donc conti-
nuité en M par rapport & z et a y, ce qui achéve de démontrer la pro-
position.

On peut résumer la construction de /' (, y) dans le carré A CB D de la
maniére suivante: on prend les carrés C,, C,,... Cp,... qui ont pour diago-

Av' A,’l i ' -B; [T Bl
A?; A: By |4} Bi B’
Y
o B
Irig, 11

nales les segments A, B,, 4, B:,... A, By,...; sur les périmetres de ces
carrés, on pose f=0, et on définit f & l'intérieur de chacun d’eux en ob-
servant les conditions de continuité; enfin, en tous les autres points du carré
A CBD, on pose f=0.

Probleme II. Soit (fig. 11) le rectangle ABA'B": a=2=§, 0=y =y,.
Imaginons qu’on trace toutes les paralleles & 0y menées par les points de P;
sur chacune de ces droites, j’attribue a la fonetion la valeur 0, ainsi que sur
A’ B'y de cette maniére, il y aura certainement, en tout point de P, conti-
nuité par rapport a .

Considérons le rectangle A4, B, A, B',, correspondant au segment A4, B,;
puisque, par hypothese, la fonction donnée ¢ (x) est représentable sur A, B,
je peux, dans ce rectangle, définir f(x, y) continue par rapport a (z, %) en
tout point, sauf en ceux de A, By, ol il v aura seulement continuité par rap-
port & .
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'

. . 0 . L e
Tragons maintenant la droite A" B : ?/:%3 si nous considérons le

rectangle A" B" A" B”, la fonction se trouve actuellement définie, d’une part
dans la portion A’y B’y A", B”,, d’autre part sur toutes les paralldles & 0y
dont le point d’intersection avec A B est un point de P; jacheve la défini-
tion de f(x, y) dans ce rectangle, en domnnant & f la valeur 0 en tous les
points ol elle n’est pas encore définie; on voit alors que f aura la valeur 0 en
tous les points de chacun des deux rectangles A' 4, 4" A”,, B, B B', B";
ct, dans tout le rectangle A" B 4" B", ce sera une fonction continue.
Prenons maintenant le segment A, B,, supposons qu'il soit sur A A,,
par exemple; considérons le rectangle A, B, 4'. B';, limité supérieurement &

la droite: y =%; dans ce rectangle, je peux définir f(z, y), puisque la fone-

tion ¢ () est représentable sur 4. B,; je trace ensuite la droite A" B :y = —7{}—0- :

et jachéve la définition de f(z, y) dans le rectangle 4” B” A" B, en don-
nant & f la valeur 0 en tous les points ol elle ne se trouve pas encore dé-
finje. On voit aisément comment le procédé de définition se généralise pour
ce qui concerne les segments A; B;,..., A, By,,... En tout point ou I'on a
y >0, la fonction se trouve définie au bout d’un nombre fini d’opérations,
et par conséquent, d’aprés la construction de f, il y a continuité en ce point
par rapport & (z, %); nous avons remarqué en commengant qu’aux points
de P il y avait continuité par rapport & #; il reste & considérer les points
de 4 B qui ne font pas partie de P: chacun d’eux est intérieur & un seg-
ment 4, B,; d’aprés la construction préeédente, il y a encore, en un tel
point, continuité par rapport & .

En résumé, le théoreme II est ¢tabli d’unc maniere compléte; on voit
que c’est pour une simple raison de commodité que j’ai ramené le cas gé-
néral a celui de la fonction qui est nulle en tous les points de P; on aurait
pu faire la démonstration directement pour le cas général.

40. Appelons toujours P I'ensemble des points de discontinuité de la
fonction donnée ¢ (v); je supposerai toujours, dans ce qui suit, que P est un
ensemble fermé; si cela n’était pas, il suffirait d’adjoindre & P ses points li-
mites; autrement dit, on remplacerait la considération de P par la considé-
ation de l'ensemble formé par la réunion de P et de P'.

Il résulte des raisonnements de M. Benpixsox exposés dans les Actu
Mathematica (Tome II) que, si P est un ensemble fermé non dense, il peut
se présenter deux cas:
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1.° P est dénombrable; alors il existe un nombre o de la premicre ou
de la deuxiéme classe, tel que P” = 0.

2.° P n’est pas dénombrable; la condition préeédente n’est remplie pour
aucun nombre «; mais il existe un nombre « tel que:

Po_— Pagy L

On est conduit & dire qu’il existe dans tous les cas un ensemble P, dérivé
d’ordre Q de P, Q représentant le premier nombre transfini de la froisitme
classe de nombres; dans le premier cas, on a P*=10; dans le second :

‘Pa:Pa_H______,__ Q9

I’équation P** =0 caractérise les ensembles pour lesquels P est dénom-
brable; on dit encore dans ce cas que P est réductible.

Dans le second cas, P** est un ensemble parfait, et P est constitué de
la maniére suivante: dans chaque intervalle contigu & P*, P forme un en-
semble réductible (*).

Nous avons appris jusqu’ici & former des fonctions discontinues représen-
tables de deux sortes: celles pour lesquelles P est réductible, et celles pour
lesquelles P est parfait, la fonction étant continue sur Pj; nous pouvons tout
de suite en former une troisicme catégorie, comprenant les deux premiéres.
Supposons que P soit un ensemble non dense, et qu’il existe un dérivé d’or-
dre Q, P*; nous prendrons une fonction continue sur P, et, dans chaque
intervalle contigu & P*, nous définirons la fonetion de manitre qu'il y ait
des discontinuités aux points de P (qui forment, dans un tel intervalle, un
ensemble réductible). Le théoreme IT montre que la fonction ainsi définie sera
représentable, car elle est continue sur I'ensemble parfait P, et elle est re-
présentable sur tout segment contign a P,

41. Nous sommes conduits & une extension des remarques faites au § 37
sur les ensembles. Etant donné sur A B un ensemble P fermé et non dense,
il existe sur 4 B des intervalles parfaitement déterminés, dont les points ex-
trémes sont des points de P, et dont aucun point intérieur ne fait partie
de P; deux quelconques de ces segments n’empictent pas l'un sur autre,
mais ils peuvent avoir une extrémité commune; comme cas particulier, on
voit que si cette dernitre condition n’est jamais remplie, I’ensemble I est

(¥) Les démonstrations de ces théorémes se trouvent dans le Mémoire de M. Brx-
p1xsoN (Aeta, T. I0). JPaurai d'ailleurs oceasion plus loin (§ 47), d’établir sur les ensem-
bles des théorémes qui comprendront ceux-ci comme cas particuliers,
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parfait; au contraire, si un quelconque des segments en touche deux autres
par ses points extrémes, 'ensemble P est réductible. :

Réciproquement, si, par un moyen quelconque, on arrive & définir sur
une droite une infinité dénombrable d’intervalles, dont deux quelconques n’em-
pittent jamais 'un sur autre, et tels que, dans toute portion de la droite,
il y ait des points appartenant & ces segments, 'ensemble P formé par leurs
extrémités et par les points limites de ces extrémités est un ensemble fermé
non dense. Nous dirons encore que chacun de ces intervalles est contigu & P.

Le dernier résultat obtenu sur les fonctions représentables est celui du
§ 40, qu'on peut énoncer ainsi: S'il existe un ensemble P fermé et non
dense, tel que la fonction est continue sur P** et continue dans tout seg-
ment ¢néériewr a un segment contigu a P, elle est représentable.

Ce résultat n’est qu’un cas particulier d’'un théoréme général, qui sera
une combinaison des théoremes I et IL et qui résumera tout ce qui précede.

Généralisons d’abord les résultats obtenus au § 36 ; nous y avons reconnu
que si, en dehors de tout point d’un ensemble P pour lequel P*= 0, la fone-
tion est continue, elle est représentable. Cet énoncé peut &tre considéré comme
cas particulier du suivant: Si, dans fout segment contigu & P (en supposant P
réductible, ¢’est-i-dire P” =0 pour une certaine valeur de «), la fonction est
représentable, elle est représentable dans tout le segment. La démonstration
est identique & celle du § 36; le théortme a déja ét6 démontré pour le cas
de a=1, a=2; on a, dans ces cas, les propositions des § 33 et 34. Il suffit
de montrer que si le théortme est vrai quand P est de telle nature que P — 0,
il est encore vrai si P comprend un nombre fini de points; en effet, si on
entoure ces points d’intervalles trds petits qu'on retranche de I'intervalle total,
la fonction, dans chaque intervalle restant, ott 'on a P*=0, est représen-
table; le théortme I montre alors qu’elle est représentable sur tout le segment.

Nous sommes maintenant en mesure d’énoncer le théoréme général suivant:

Théoreme III. Sl existe un ensemble P, fermé et non dense, tel que la
fonction est continue sur P** et est représentable sur tout segment contigu o
P, clle est représentable sur le segment total.

Ein effet, dans tout intervalle contigu & I°*, la fonction est représentable,
d’apres ce que nous venons de voir; le théortme Il nous montre qu’elle Pest
sur lintervalle total.

Pour que le théoréme IIL résame tout ce qui a été démontré jusqu'ici,
nous conviendrons de faire rentrer le cas de P** = 0 dans celui ol, * exis-
tant effectivement, la fonction est continue sur cet ensemble.
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42. Grace au théoréme III, nous allons pouvoir donner une extension
considérable aux résultats acquis. Supposons que 'ensemble des points de discon-
tinuité P (complété, 8'il y a lieu, par ses points-limites) soit non dense, con-
tienne un ensemble P**, mais qu'il existe sur P* un nombre fini de points
qui soient points de discontinuité par rapport & P*; le théortme I suffit pour
montrer que la fonetion est représentable, car en isolant ces points de discon-
tinuité par de petits intervalles, la fonction est représentable sur chaque por-
tion restante. Nous avons donc 1a un nouvel exemple de fonction représen-
table que nous n’avions pas obtenu jusqu’ici; mais on peut tout de suite donner
a cette remarque toute sa portée, en introduisant d’une maniére systématique
la considération des points de discontinuité par rapport & P

Jappellerai d’une manidre générale P, I'ensemble des points de P* qui
sont points de discontinuité par rapport & P**, ou qui sont points limites de
points de discontinuité, de telle sorte que P, sera essentiellement fermé. Nous
venons de voir que si P, est fini, la fonction est représentable. D’une ma-
nitre plus générale, supposons que P, soit, ou bien un ensemble réductible,
ou bien un ensemble non réductible, mais tel que, sur Pi* (dérivé d’ordre Q
de P,) la fonction soit continue. Nous pouvons, dans ces conditions, appli-
quer le théoreme III, en faisant jouer & l'ensemble P, que nous venons de
définir le role de 'ensemble P dont il est parlé dans ce théoréme; en effet,
P,, daprés sa définition méme, est d’une nature telle que, dans tout inter-
valle contigu & P,, la fonction est représentable, puisque, si dans cet inter-
valle il existe une portion de P il y a, en chaque point de P** intéricur
a Vintervalle, continuité par rapport & P*. On reconnait ainsi que le théo-
veme III est applicable & I'ensemble P; il en résulte que la fonction est
représentable.

Montrons comment on pourra effectivement former des exemples de fone-
tions pour lesquelles P, existe. Prenons un point 4, juxtaposons des seg-
ments qui auront ce point pour limite, soient 4, Ay, A As,..., Ap-s Any. .5
dans chacun des segments de rang impair, je placerai un ensemble parfait,
ot je donnerai & ¢ la valeur 1, tandis que je donnerai & ¢ la valeur 0 aux
autres points du segment; au contraire, dans chacun des segments de rang
pair, je donnerai & ¢ la valeur 0 aux points d’'un certain ensemble parfait,
et la valeur 1 aux autres points; en chacun des points 4,, ds,... 4yn,..., 4,
je donme arbitrairement & la fonction I'une des valeurs 0 ou 1. On voit que,
dans un tel exemple, il y a pour la fonction des points de discontinuité for-
mant un ensemble parfait P, identique & P*; de plus, il y a des points
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de P qui sont points de discontinuité par rapport & P*: ce sont les points
Ay Asy.oo Ay,..., A; dans le cas actuel, P, se compose donc. d’une infinité
de points ayant un point limite.

- On concoit tout de suite comment, en partant des mémes principes, on
pourra construire des exemples ou P, aura des ensembles dérivés jusqu’a
Pordre 2, 3,... #,... v, o+1,... 2w,... a,..., en d’autres termes,
sera un ensemble réductible quelconque. Enfin, pour former un exemple
ol P existe, prenons @ prioré un ensemble parfait, qui sera P{*; dans
chacun des intervalles contigus & P, plagons une fonction de la catégorie
précédente, en ayant soin que les points extrémes de ces intervalles soient
effectivement des points limites de points de discontinuité relatifs & P*; de
plus, prenons la fonction continue sur Pj*: on aura ainsi une fonction re-
présentable.

Il est utile de remarquer que, dans tous ces exemples, 'ensemble P, est
non dense par rapport & P

43. Les notions nouvelles introduites par la considération de P, se
prétent & une généralisation immédiate. Etant donnée une fonction ¢ (), nous
appellerons P, 'ensemble des points de P3* qui sont, par rapport & P{*, points
de discontinuité ou points limites de tels points. Nous définirons ainsi succes-
sivement P,, Ps,... P,,..., chacun de ces ensembles se déduisant du préce-
dent exactement comme P, se déduit de P. Nous serons conduit a dire que,
si P, est réductible, ou bien si P:*,, son dérivé d’ordre Q, existe, mais
si la fonction est continue sur P:*,, on a P,=0.

L’application du théoréme III montre que toute fonmetion pour laquelle
un nombre entier n existe, tel que P, =0, est représentable. On reconnaitra
d’ailleurs facilement qu’il existe des. fonetions pour lesquelles P, comprend
effectivement des points.

Je conviendrai d’appeler fonctions représentables d’ordre n, celles pour
lesquelles P,_, existe, tandis que P, est nul. Par exemple, les fonctions dont
nous nous sommes occupés en premier lieu, celles pour lesquelles I est ré-
ductible, ou bien pour lesquelles P+ existe, la fonction étant continue sur
cet ensemble, seront des fonctions d’ordre 1.

44. Tmaginons maintenant que la formation des ensembles P,, P,...
P,,... puisse se prolonger indéfiniment, sans qu’on rencontre jamais d’ensemble
nul. On est conduit & introduire une notion analogue & celle que M. Canror
a introduite dans la congidération des ensembles dérivés, sous le nom d’en-
semble dérivé d’ordre w.
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Nous avons une suite d’ensembles fermés, tels que:
Px>JD2>>Pn>

j'exprime, par cette suite d’inégalités, que chaque ensemble est tout entier
contenu dans le préeédent. Je dis qu'il existe au moins un point appartenant
& tous les I,; en effet, si on décompose le segment donné en plusieurs por-
tions, il y a au moins un de ces segments partiels dans lequel P, renferme
des points, quel que soit n; prenons I'un d’eux, décomposons-le & son tour, et
répétons cette opération indéfiniment en faisant tendre vers 0 la dimension du
segment, nous avons ainsi une suite de segments dont chacun est contenu
dans le précédent et contient des points de P,, quel que soit n; il y a un
point intériear a tous ces segments, il est donc point limite de P,, et par
suite fait partie de I’,, quel que soit n.

Pour conserver les analogies avec la théorie des ensembles dérivés, nous
appellerons P, I'ensemble des points qui appartiennent & tous les ensembles P,,;
P, est un ensemble fermé.

On peut former une fonction pour lequelle P, se composera d’un point A
donné d’avance; je prendrai une suite de points A,, A,,... 4,,... tendant
vers A, et dans le segment A, 4,., je placerai une fonction d’ordre n. Dans
ces conditions, il existe, quel que soit #, un ensemble P,, qui comprend tou-
jours le point A. Cette fonction sera évidemment représentable.

45. On définira de méme I'ensemble P4, déduit de P, comme P, de
P, puis les ensembles Pyysye.. Pusnyeoo Pouy.o. Poy... D'une manidre géné-
rale, soit « un nombre de la premiére ou de la deuxiéme classe de nombres.
Si o est de premieére espéce, c’est-a-dire si « — 1 existe, P, sera l'ensemble
des points de discontinuité de P+, par rapport & Pi, (complété par ses points
limites); dans le cas ol P;*, nexiste pas, ou dans le cas ol la fonction est
continue sur cet ensemble, nous dirons que I’, est nul. Si « est de seconde
espece, P, est par définition l'ensemble de tous les points communs & tous
les ensembles I’,:, « représentant un nombre quelconque inférieur & o si 'on
a I,=0, il existe certainement un nombre »' inférieur & o, et de premitre
espece, pour lequel on a P, =0. ‘

Nous pouvons maintenant démontrer la proposition suivante : S’/ est dé-
montré qu'une fonction pour laquelle P,_, est nul est représentable, lu chose
est encore vraie d’'une fonction pour laquelle P, est nul. En effet, puisque P,
est nul, c’est que, ou bien P, ., est réductible, ou bien P:*, existe, mais la

a—1

fonction est continue sur cet ensemble; de plus, si on considére un intervale
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contigu & P,_,, comme il n’y a aucun point de P,_, & l'intérieur de cet in-
tervalle, la fonction, d’aprés I'hypothese, est représentable dans tout segment
contenu & l'intérieur de cet intervalle, et par suite dans cet intervalle lui-
méme; on peut donc appliquer le théordéme III, ce qui montre que la fone-
tion est représentable encore dans le cas olt P, est nul.

On conclut de 1& que, en formant pour une fonction ¢ (x) la suite d’en-
sembles :

P) Piy P?;--- Pn;---, Pw‘,... Pg&,,... P,”...

si, pour un certain nombre o de la premiére ou de la deuxiéme classe, on
a P, =0, on peut affirmer que la fonction est représentable.

46. Nous avons, dans ce qui précéde, obtenu une premitre catégorie
de résultats dans la voie que nous nous étions tracée, en ce sens que nous
avons démontré, pour certaines fonctions, la possibilité d’étre représentées dans
les conditions des problemes I et II. Notre but, est, je le rappelle, de dé-
montrer que toute fonction qui est ponctuellement discontinue relativement &
tout ensemble parfait, est représentable. Avant d’aborder le cas général, je
commenceral par traiter complétement un cas particulier; on pourra se rendre
compte d’une manitre netle sur ce cas particulier de la méthode que jem-
ploierai et qui est fondée sur la considération des emsembles & indices infé-
rieurs, définis précédemment.

Ce cas particulier est le suivant: on considére une fonction ¢ (x) qui ne
peut prendre que l'une des deux valeurs 0 ou 1. Il s’agit de savoir quelles
sont les fonctions de cette nature -qui sont représentables, de sorte que la
question pourrait se poser dans les termes suivants: Décomposer le continu
en deux ensembles, de telle sorte qu’en attribuant & une fonction la va-
leur 0 aux points de l'un, la valeur 1 aux points de 'autre, cette fonction
soit représentable.

D’aprés la nature méme de la fonetion ¢ (), Ioscillation en chaque point
(par rapport au continu, ou par rapport a un ensemble parfait quelconque), ne
peut &tre que l'un des deux nombres O ou 1; si, dans un intervalle continu,
la fonction est continue, elle est nécessairement constante dans cet intervalle.

Une: premiere condition que doit remplir ¢ () est d’étre ponctuellement
discontinue; dans le cas général, cela veut dire que I’ensemble des points ol
I'oscillation est = o est non dense, o étant un nombre positif quelconque;
dans le cas actuel, cela veut dire que l’ensemble de fous les points de dis-
continuité est non dense. On reconnait, par exemple, qu’'une fonction égale

7
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4 0 pour x rationnel, & 1 pour z irrationnel, n’est pas représentable, car en
tout point l'oscillation est égale & 1: la fonction est totalement discontinue.

Supposons done que ¢ (x) remplisse cette premiére condition, et soit I’
I'ensemble des points de discontinuité. Formons, il y a lieu, P, et soit P,
Pensemble des points de P qui sont points de discontinuité par rapport & P*.
L’ensemble P,, comme P, est essentiellement fermé, car en chacun de ses
points l'oscillation par rapport & P est égale & 1. Si, dans un certain in-
tervalle, P, est dense par rapport & P+ (par suite coincide avee P%), la
fonction n’est pas représentable, car alors elle est fotalement discontinue re-
lativement & P2, puisque, dans l'intervalle considéré, en chaque point de P
Voscillation par rapport & P est 1. Construisons un exemple ol cela a
lieu: pour cela, prenons un ensemble parfait non dense P; les points de P
sont de trois sortes: 1.° les points A, extrémités gauches des intervalles con-
tigus & P; 2.° les points B, extrémités droites des mémes intervalles; 3.° les
points O, points extérieurs & tous ces intervalles; chaque point de ’ensemble,
qu'il soit A, B, ou C, est point limite de points des trois catégories; nous
attribuons & ¢ () la valeur 0 en tout point, sauf aux points 4 ol nous lui
attribuons la valeur 1; dans ces conditions, la fonction est discontinue en tous
les points de P, et de plus, si on consideére cet ensemble, chaque point de P
est point de discontinuité par rapport a P, I'oscillation étant 1; la fonction
est done fotalement discontinue sur P.

On voit donc que, pour que ¢(x) soit représentable, il est nécessaire
que P, soit non dense par rapport & P*. D’une maniére générale, appelons,
comme plus haut, P,., I'ensemble des points de discontinuité de Pi* par rap-
port & Pz*; nous reconnaissons que si la fonction est ponctuellement discon-
tinue relativement & tout ensemble parfait, P,., est non dense par rapport
& P%. Bien entendu, si « est un nombre de seconde espéce, P, se compose
des points qui appartiennent & tous les ensembles P, dont l'indice est infé-
rieur & «, de sorte qu'on peut écrire:

Pg,._-u’<Da (T
47. Je vais démontrer que, quelle que soit la fonetion ¢ (x) (égale
4 0 ou 1) qu'on considére, il existe un nombre « de la premiere ou de la
deuxiéme classe de nombres pour lequel on a P, = P,.,. Les raisonnements
que je ferai sont imités de ceux que M. Brxpixson a employés pour démon-
trer ses théorémes relatifs aux ensembles dérivés d’ordre quelconque (Acta,
Tome II). '
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) o, % I Ey .
D’une maniére générale, supposons qu’on ait des ensembles correspondants
aux différents nombres de la premitre et de la deuxidme classe,

D
g T A e ke S TR,

satisfaisants aux conditions suivantes :

1. Chacun de ces ensembles est fermé.

2.° Si &y <., tous les points de P,, appartiennent & P, .

3.” Si un ensemble ne comprend qu'un nombre fini de points, 'en-
semble suivant est nul.

Ces conditions, qui se trouvent évidemment remplies par les ensembles
dérivés d'un ensemble donné, suffisent pour qu’on puisse appliquer les raison-
nements de M. Bexpixson, que je reprends ici, avec quelques modifications
de détail.

Il est d’abord évident que deux cas seulement peuvent se présenter: ou
bien il existe un nombre « tel que P, =0, et alors, tous les ensembles qui
suivent sont également nuls; ou bien, quel que soit o pris dans la deuxiéme
classe de nombres, P, contient des points. Dans le premier cas, on a évi-
demment P, = P,.,; il suffit donc d’examiner le second cas.

Nous supposons donc que, dans le segment 4 B, I'ensemble P, renferme
des points, quel que soit «; on en conclut aisément, par un’ procédé que j'ai
déja eu Poceasion d’employer, qu’il existe dans A B au moins un point M
possédant la propriété suivante: dans tout intervalle contenant M & son inté-
rieur, si petit qu’il soit, I'ensemble P, renferme des points, quel que soit «;
ce point M fait donc partie de tous les P, puisque ce sont des ensembles
fermés. Nous avons ainsi démontré qu’il existe des points appartenant & tous
les P,; il est naturel de désigner I'ensemble de ces points par- Poj; nous
savons déja que Po comprend un point au moins.

Je vais démontrer que Po ne contient pas de points isolés. Remarquons
d’abord que si un intervalle ne contient pas de points de FPn (en comptant
les points extrémes), il existe un nombre « tel que P, =0 dans linter-
valle; en effet, si cela n’avait lieu pour aucune valeur de «, d’aprés ce que
nous venons dé voir, Po contiendrait au moins un point dans Iintervalle.
Supposons pour un instant que A4 soit un point isolé de Po; soit B C un
intervalle contenant A & son intérieur et ne contenant pas d’autre point de
Po; dans B C, prenons, & droite de A, une suite de points 4,, 4,,... Aa,...
tendant vers A; dans chacun des segments A, 4,.,, comme il n’y a aucun
point de Po, il existe un nombre o, tel que P, est nul dans ce segment.
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On peut de méme déterminer & gauche de A4 une suite de segments
Ay Ayooy Ay A'yiyy... tendant vers A; il y a, pour chacun d’eux, un
nombre «', tel que P, est nul dans A', A'x+,. Servons-nous maintenant du
théortme de M. Caxvor: Une suite dénombrable de mombres appartenant a
Pune des classes 1 ou 2 a une limite supérieure, qui est un nombre appar-
tenant & Uune de ces mémes classes (*). On voit alors que les nombres e,
et «’, ont une limite supérieure «; dans lintervalle B C, I'ensemble P, ne
peut pas contenir d’autre point que A; par suite, I, est nul, le point 4 ne
peut done pas faire partie de P,. La démonstration fait voir en outre que, si
B C est un intervalle ne contenant & son inéériewr aucun point de Po, les
points extrémes pouvant faire partie de Po, il existe un « tel que P, =0
dans Vintérieur de 'intervalle. ’

Il résulte de 13 que Pq, qui ne peut pas contenir de pomts isolés, est
un ensemble dense en lui-méme; il est d’ailleurs fermd, car si un point est
limite d’une suite de points dont chacun appartient & tous les P, il a lui-
méme cette propriété. En résumé, ensemble Po est parfait. Considérons alors
un intervalle contigu & Po (dont aucun point intérieur n ‘appartient & Pao,
les points extrémes seuls en faisant partie). Dans cet intervalle, il existe un
nombre § tel que Pg ne contient aucun point éntériewr & Uintervalle. 1l y a
une infinité dénombrable d’intervalles analogues, et les points intérieurs a ces
intervalles forment ’ensemble complémentaire de Po; les différents nombres £
qui correspondent & tous ces intervalles ont une limite supérieure o, qui est
un nombre de la premitre ou de la deuxitme classe, et l'on voit que l'en-
semble P, ne peut pas contenir d’autres points que ceux-de Poqj il les con-
tient d’ailleurs tous, de sorte qu'on a:

Pa,=Pd,+i="”.'=P'”

et cet ensemble est essentiellement parfait.
48. Revenons maintenant & la fonction ¢ (), qui ne peut prendre que

I'une des deux valeurs 0 ou 1; imaginons qu’on forme les ensembles I, P,
%,... P, ... que nous avons définis. Il ne peut se présenter que deux cas:

Ou bien il existe un ensemble P, qui est nul. Dans ce cas, la fonction
est représentable, d’aprés la conclusion qui termine le § 45.

Ou bien il n’existe pas d’ensemble de cette nature. Alors il existe un
nombre « tel qu'on a:

Py= Py,

(%) .leta, Tome II, page 333.

>
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d’olt je déduis, comme on a toujours: P, = P*=P,,,:
Q
By =P ’

ce qui exprime que tous les points de I'ensemble parfait P2 sont points de
discontinuité par rapport & cet emsemble, l'oscillation étant égale & 1; autre-
ment dit, la fonction est fofalement discontinue par rapport & I'ensemble par-
fait P:*. Elle n’est donc pas représentable.

On peut exprimer le résultat d’'une manitre différente; convenons d’ap-
peler, dans tous les cas, Po l'ensemble des points qui appartiennent & tous
les P,. La condition nécessaire et suffisante pour que la fonction ¢ (x) soit
représentable est que :

Po=0.

Le probléeme que nous nous sommes proposé est ainsi complétement ré-

solu dans le cas particulier que nous venons d’examiner. v
49. Pour passer a I'étude du cas général, j'aurai besoin de quelques
théoremes auxiliaires sur les fonctions discontinues d’une variable.

Soit une fonction ¢ (x) définie sur le segment A4 B, les extrémes compris;
supposons que le maximum de l'oscillation de f(x) en chaque point, dans
cet intervalle, soit A, et prenons 2’ >> 2. Je dis qu’on peut poser:

¢ (%) = g (¢) +¢ (@),
g (x) étant une fonction continue, et ¢ (z) une fonction dont la valeur en cha-
que point est comprise entre 0 et 2.

D’aprés ce que nous avons vu au § 13, puisque l'oscillation en chaque
point est inférieure & 2, on peut trouver un nombre p tel que, dans toute
portion du segment dont la longueur ne surpasse pas p, loscillation relative
a cette portion soit =2'. Partageons le segment en portions dont chacune

ait une longueur inférieure & %; soit A, A, A; A, As... la suite de points de

division ainsi obtenue, & partir de I'extrémité A4, que je désigne par A,.
Considérons d’abord les segments suivants: A, 4;, 4; A5, A5 4,... La
longueur de chacun de ces segments étant inférieure & p, on peut certainement,
dans chacun d’eux, déterminer un nombre m tel que la fonction soit, dans
toute I'étendue du segment partiel considéré, comprise entre m et m --2'; on
peut par exemple prendre pour s le minimum de la fonction dans 'intervalle;
(mais il n’est pas toujours indispensable de choisir 2 de cette maniére). Soient
My, Mgy Ms,... les quantités ainsi choisies, relatives aux segments A, A,,
A5 Ag, A5 A,,... Je représenterai géométriquement les choses en tragant dans
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le plan zy (fig.B12) les segments B, By, B', B';, d’ordonnées m, et m, -2
et correspondant & A, 4,, les segments C; Cs, C'; C’5, d’ordonnées m; et ms -+ 2,
correspondant a d; A;, ete....

Je prends maintenant les segments A, 4,, A, Ag,... dont chacun em-
piete sur deux des précédents. Considérons, par exemple, A, A,; si nous sup-
posons, pour fixer les idées, m, <<m,, comme dans le cas de la figure, on
peut trouver m, compris entre m, et m,, et tel que, dans 4, A,, la fonction

y
! F i |
’ g’ !
| Ca i |
: ! 1 1
% iEZl E” Ele i
s H = ] 15! i
B; T Bl B, Ey s i % ,
| & | ; 7 i
‘ ! { D5 Dg ED7
! I ! i I
| ! | Ce e |
I : g o ;
| ! ‘!_/_/{ 1
| [~ b 4
e o i v |
Bli BZ: 33; Lz 1 o ;
! ! i e . el
0 a, Adg - 43 Ay Ay 4p Ay -

soit comprise entre m., et m, + . Soient H, K, E', I, les segments corres-
pondant & A, 4, d’ordonnées m, et m, -+ .

Tragons maintenant les lignes brisées paralleles B.E,C,, B, E'; C,; je
désignerai par. g (z) la fonction continue qui est représentée par la ligne
B, B, E,C,, et qui est ainsi définie jusqu'a present de A, & A,; la ligne
brisée B, B's E'; C', représente évidemment la fonction ¢ (x)--2". Dans le
segment A, 4;, la fonetion donnée est comprise, d’une part entre m, et m, + ¥
d’autre part entre m, et m, -1, par suite entre m, et m, + X', représentés
par les segments E, E,, B'; B';; elle est donc a fortior:i comprise entre les fone-
tions représentées par B, E, et B, E';, c’est-a-dire entre g (x) et g (x) + ¥
On voit de méme que, dans le segment A; A,, elle est comprise aussi entre
g (x) et g (#)-F1, qui sent représentés par EC, E,C,.

Pour prolonger la fonction g(z) au déla de A,, on prendra le segment
Ay 4, qul emplete sur A4, A; et sur 45 4,, on opérera sur lui comme on vient
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d’opérer sur 4, 4,; la fonction ¢ (z) sera, dans ce segment, représentée par
une ligne brisée telle que C, F'y D,; on continuera I'application de la méthode
jusqu'a ce que g (x)se trouve définie dans tout 'intervalle donné; nous aurons
alors, en tout point:

g@=9@=yg@)+,
ce qui démontre qu’on peut poser:

9 (2) =g (@) + ¢ (@),
O=¢@=2.

avec la condition:

50. Dans le cas que je viens d’examiner, j’ai supposé la fonction dé-
finie sur tout un segment, les extrémes compris. J’ai maintenant besoin
d’examiner le cas ol I'on considére la fonction seulement pour les points in-
térieurs au segment. On voit tout de suite qu’il y a une différence essentielle
avec le cas qui précéde: si 'on sait que, en chaque point intérieur 3 A B,
Poscillation est inférieure & ), on ne peut pas en déduire la possibilité de la
division en un nombre fini de segments partiels, dans chacun desquels 'oscil-

c b B y ; : W B
lation serait inférieure & 2'; citons, par exemple, la fonction sin " définie

pour > 0; en chaque point ot # >0 la fonction est continue, mais, dans
un intervalle comprenant le point =0, la continuité n’est pas uniforme.
Voici comment il convient de modifier la méthode précédente, dans le
cas ol le point 4, par exemple, est exclu. Si on remplacait le point 4 par
un point 4’ voisin, si petit que soit 4 4', les raisonnements que nous avons
faits s’appliqueraient au segment A’ B. Il résulte de 1a qu’on peut déterminer
une suite infinie de points 4,, A,,... 4u,... tendant vers 4, et tels que dans
tout segment 4, 4,., l'oscillation de la fonction soit inférieure & A’. En ima-
ginant que la méthode indiquée dans le numéro préeédent soit appliquée &
A; Ay; Ay Ag,... mdéfiniment, on définira ainsi une fonction g (2), en tous les
points ntérieurs an segment considéré, qui sera continue en chacun de ces

points, et 'on aura:
¢ (%) =g @+ ¢ (@),

¢ () étant compris entre 0 et A" (en chaque point intérieur).

51. Ces résultats suffiraient pour les applications que je me propose
de faire; mais il n’est pas sans intérét de montrer qu’on peut aller plus loin,
et s’arranger de manitre que, dans la décomposition de ¢ en g + ¢, la fone-
tion ¢ soit toujours comprise entre 0 et A
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Soit done ¢ (%) la fonction donnée, définie, soit sur tout le segment 4 B
comme au § 49, soit seulement aux points ¢ntérieurs, comme au § 50; les
raisonnements seront les mémes dans les deux cas; si X est le maximum de
oscillation en chaque point, je prends 2" =2 - o; d’aprés ce que nous ve-
nons de voir, on peut poser:

¢ (#) = go (%) 4 §o ().
o () est continue en tout point ol ¢ (x) est définie, et I'on a:
0=¢,(r)=21+Ho0.
Je vais maintenant appliquer de nouveau la méthode, en mettant la
fonction ¢, (z) & la place de f(x), et en remplagant o par % Faisons ici

une remarque : la fonetion ¢,, qui ne differe de ¢ (x) que par une fonction
continue, a, en tout point, son oscillation =2; de plus, elle ne dépasse en
aucun point la valeur A4 o. Je peux done, en appliquant & ¢, (z) la mé-
thode précédente, m’astreindre & prendre tous-les nombres nt,, m., ms, ete....,

positifs ou nuls et inférieurs ou égaux & A-+o — ()\ + ;—) » ¢'est-a-dire & %
Jarriverai ainsi & mettre ¢ () sous la forme:

o (2) = 91 (%) + ¢ (),
. () étant une fonction continue, et ¢, () étant compris entre 0 et A -{-%
On voit en outre que ¢, (%), qui reste toujours compris entre les valeurs ex-

A W o G
trémes des quantités m,, m,, ms,..., est compris entre O et e

J’appliquerai ensuite la méthode & ¢, (x) en remplagant 25 par Z—, et

jaurai:
P (@) = g2 (%) + ¢2 (2),

g, (x) étant continue; de plus on a:

Ofgb?(x)fl—l—i—-

On voit qu'au bout de n opérations analogues, on a I'identité :

3 (@) —[90 (®) + 9. (@) + 2 (#) 4+ - + ga (@)] = ¢ (@). (1)
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Imaginons qu’on répete Popération indéfiniment; la série de fonctions con-
tinues :

go@+gi@ 4+ ga@+ -

est uniformément convergente, puisque les termes, & partir du second, sont

A

positifs et respectivement inférieurs a ceux de la série:

G
éz,...

G G
ELEREANY.
2 4
cette série représente donc une fonetion continue g (z).
Posons:

g (x) — g (¥) =¢ (@)
Il est facile de déduire de I'égalité (1) que, pour chaque valeur de 2, on a,
.quel que soit n:

0=4¢(2) = ¢u ().
Par suite, ¢ (z) est une fonction déterminée de = qui est comprise entre 0
et A 57677’ quel que soit n, par suite entre 0 et A

Il est ainsi démontré qu’on peut effectuer la décomposition :

¢ (@) =g @) +¢ (),

¢ (x) étant continue, et f(z) compris entre 0 et A
52. Ajoutons une remarque. Si, au lieu de supposer une fonction dé-

finie pour tous les points d’un intervalle continu (les extrémes étant compris
ou non), on suppose qu’elle n’est définie que pour les points d’un certain en-
semble parfait (les points extrémes pouvant étre exceptés), des considérations
analogues aux précédentes s’appliquent, et 1'on peut énoncer le théoréme
suivant :

Si % est le maximum de Uoscillation en un point de la fonction par rap-
port & Uensemble, on peut poser:

¢ (@) =g @+ @),

g étant une fonction continue relativement & Uensemble donné, du moins en
tout point ol o est définie, et § étant compris entre 0 et A

On peut d’ailleurs ramener cette question & la précédente; soit ¢ la fone-
tion, donnée seulement aux points de 1’ensemble parfait P; je completerai la
définition de ¢ aux points du continu qui ne font pas partie de P de la ma-
nidre suivante: sur tout intervalle contigu & P, tel que A, Ba, je fais varier

8
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linéairement 9 depuis ¢ (An) jusqu'a ¢ (By). Il est facile de vérifier que pour
la fonction ainsi définie, I'oscillation en chaque point (par rapport au contmu)
est =%; on en déduit 1mm(,d1atement le théoreme.

Enfin, pour terminer cette étude, je ferai remarquer que les raisonnements
que nous avons faits s’appliquent encore si ¢ () est une fonction multiforme ;
nous donnerons alors & 'expression: oscillation en un point le sens défini au
§ 14; on pourra écrire:

9 (®) =g () + ¢ (2),

g () étant une fonction continue, et ¢ (z) une fonction multiforme comprise
entre 0 et A

53. Abordons maintenant la question qui fait l'objet essentiel de ce
chapitre: Si une fonction est ponctuellement discontinue relativement & tout
ensemble parfait, elle est représentable. :
> Je commencerai par démontrer le théoréme suivant: S¢ une fonction ¢ ()
est ponctuellement discontinue relativement & tout ensemble parfait, et si s
est un nombre positif quelconque, on peut poser:

9 (%) =9 (@) + ¢ (@),

g0 () étant une fonction dont nous powrrons affirmer qu’elle est représentable,
Laprés les théorémes donnés dans la premiére partie de cette étude, et  (x)
Stant compris entre 0 et .

Soit P I’ensemble des points ot I'oscillation de ¢ (z) est = o; formons P<;
soit P, 'ensemble des points de P ot loscillation par rapport & P est = o.
D’une maniére générale, soit P,., 'ensemble des points de P ol Poscilla-
tion par rapport & P est=c; si maintenant « est un nombre de seconde
espece, P, sera par définition 'ensemble des points qui appartiennent & tous
les ensembles P, , dont l'ordre o est <.

Puisque, par hypothdse, ¢ (x) est ponctuellement discontinue relativement
4 tout ensemble parfait, il en résulte que, quel que soit «, I’ensemble P, .,
(qui est d’ailleurs fermé) est non dense par rapport & P%; a fortiori cet er-
semble ne peut pas coincider avec I’,, & moins que P, ne soit nul. Il existe
done, d’aprés le § 47, un nombre 8 de la premitre ou de la deuxiéme classe,
tel que Pg=0.

Cela posé, pour définir ¢, et ¢ de maniére & satisfaire aux conditions
imposées, je procéderai de la maniere suivante.

Considérons d’abord ’ensemble P. Dans tout intervalle contigu a P, 'oscil-
lation en chaque point 7néérieur est un nombre <<s. D’aprés le théordtme du
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§ 51, on peut, dans chacun de ces intervalles, effectuer la décomposition :

¢ (&)= gu (%) + 9( ).

¢, et ¢ seront ainsi définis en tous les points du continu, que je représente
par E, sauf en ceux de P, autrement dit aux points de K — P. En tout
point de E — P, ¢, est continue, et ¢ a une valeur comprise entre 0 et o.

Il reste & définir ¢, et ¢ aux points de P. Considérons, en supposant que
P ne soit pas réductible, 'ensemble P— P“; cet ensemble est constitué par
les points de P qui sont & I'intérieur des mtervalles contigus & U'ensemble par-
fait P*; aux points de P— P je pose:

90 () = ¢ ()
¢ (x)=0.

Si A4 B est 'un quelconque des intervalles contigus & P, P forme dans cet
intervalle un ensemble réductible; il en résulte que g,, qui, dans chaque in-
tervalle contigu & P, est représentable, sera représentable dans toute 1'étenduc
de 'intervalle 4 B, (ou, plus exactement, dans tout intervalle compris dans
A B, puisque g, n’est pas encore définie aux points 4 et B).

La définition de ¢, et ¢ est maintenant faite partout, sauf aux points-
de P*“; j’ai appelé P, 'ensemble des points de P-- ou loscillation par rap-
port & Pest=g; P, est non dense par rapport & P*. Soit 4 B un inter-
valle contigu & P; cet intervalle peut contenir a son intérieur des points de
P-’l mais nous savons qu'en chacun de ces points, l'oscillation par rapport

44 est<a. Il en résulte que, dans l'intérieur de l'intervalle, nous pourrons
deﬁnlr ¢, et ¢ aux points de P# qui s’y trouvent, de maniére qu’on ait en
tous ces points: ¢ = 9 -+ ¢, que @, soit continue par rapport & P, et que ¢
soit compris entre O et c. Nous aurons, par cette opération supposée effectuée
dans .chacun des intervalles contigus a P,, défini ¢, et ¢ dans I’ensemble

2 __ p,. Il ne restera plus & les définir que sur P,, et, dans tout intervalle
contigu & P,, ¢, sera représentable.

On voit que la marche & suivre est la suivante: on effectue la décom-
position de ¢ en ¢, + ¢ successivement dans les ensembles:

E_P PP Pe. B "p—Pt. ., PP — P,, P,— P2,...

7

Si on suppose cette suite d’opérations prolongée indéfiniment, la décom-
position se trouvera, effectuée en tous les points de E, sauf en ceux de P,
qui est 'ensemble des points communs & tous les P,; de plus, dans tout in-
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tervalle contigu & I,, la fonction ¢, sera représentable. On continuera en-
suite ‘de la méme manidre, c'est-i-dire qu'on définira ¢, et ¢ sur P, — P,
puis sur PF— P, ., etc....; aprés avoir appliqué cette méthode une infinité
de fois, on aura défini ¢, et ¢ sur K — Pu.

Pour justifier d’'une manitre complete et rigoureuse ce que je viens de
dire, je suppose, d’une manitre générale, que la décomposition soit effectuée
sur 'ensemble E'— P,_,, et que, dans chaque intervalle contigu & P,-,, la
fonetion ¢, soit représentable. Considérons 'ensemble P ,; dans tout inter-
valle contigu & P2, 'ensemble des points de P,_, qui s’y trouvent est ré-

ductible; en ces points je pose:
g0 (@) = ¢ (2)
§ @) =0.

la fonetion ¢,, qui par hypotheése est représentable dans chaque intervalle con-

1
tigu & P,_,, est encore représentable dans tout segment contigu & Pi*,. Pre-
nons maintenant P,, qui est 'ensemble des points de P2, ol Voscillation par
rapport & cet ensemble est =s. Dans un intervalle contigu & P,, on peut,
aux points de P32, qui s’y trouvent, effectuer la décomposition, de manicre
que 9, soit représentable dans tout cet intervalle.

Il est ainsi démontré que, si ¢, et ¢ sont définies sur 'ensemble &/ — P,_,,
elles peuvent étre définies sur I'ensemble K — P,, les conditions fondamen-
tales étant encore observées.

Si maintenant « est un nombre de deuxieéme espece, on peut toujours

le considérer comme la limite supérieure d’une suite dénombrable de nombres:

0(17 dlg,... d’n,... Y -
de telle sorte que « joue par rapport & cette suite le méme role que o par
rapport 2 la suite: \
L Zyees Bgnan

Imaginons qu’il soit possible de définir ¢, et ¢ sur K — P, sur B — P,,,...
et généralement sur E — P, ; si on suppose cette suite d’opérations prolongée
indéfiniment, la décomposition se trouvera effectuée sur tout l'ensemble £ — P,.
Dans toute portion contenue & l'intérieur d’un intervalle comtigu & P,, il
existe un nombre n déterminé tel que P, est nul dans cette portion; ¢, est
donc représentable dans cette portion, et par suite, dans tout intervalle con-
tigu & P,.
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On voit ainsi que, quel que soit «, il est possible d’effectuer la décom-
position sur ensemble B — F,, de telle sorte que sur tout intervalle contigu
a P, la fonction ¢, soit représentable. Or, il existe un nombre g tel que Py
est nul. Quand la décomposition se trouvera effectuée sur E— Pg, qui est
identique & E, on aura, en tous les points du segment donné :

¢ (x) = ¢ (&) + ¢ (2), (2)

o (x) Ctant représentable dans toute Uélendue du segment, et ¢ (x) ayant en
chaque point une valeur comprise entre 0 et o.

54. J'arrive maintenant & la démonstration du théoreme général. En
supposant ¢ (x) ponctuellement discontinue relativement & tout ensemble par-
fait, et en prenant arbitrairement un nombre positif ¢, nous venons d’obtenir
I'égalité (2). Appliquons maintenant la méme méthode & la fonction ¢ (x) de

| a

5 remarquons en outre que, comme on
-

a: 0=y =g, on peut, en définissant ¢, et ¢, de maniére que:

P (2) = 9. () + ¢ (2),

s'arranger de fagon qu’en tout point on ait:

cette ¢galité, en remplagant ¢ par

Of?i(x)f‘ 2

ol a

0=, (v)=

ro| a

Cela résulte d’'une remarque énoncée au § 51; bien entendu, ¢, (x) est une
fonction représentable.
On posera ensuite :

i (@) = . (@) + ¢ (),

avec les conditions :

Ofgoe(x)fi-a

0=, (r)=

| a

D’une maniére géunérale, on aura :

s (€) = 90 (€) + ¢ (%),
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avece . -
) _ Ofgon(x)fQ—'“,

O=du(@)=g5

“'?ln

et ¢, (¥) étant unc fonction représentable.
Quand n croit indéfiniment, la fonetion ¢, () tend uniformément vers 0
on peut done éerire :

$@) = o®) 9. @) + 7@+ @) ®)

la série ¢tant uniformément convergente.

Chacune des fonctions qui figurent dans le second membre de P'égalit¢ (3)
est représentable dans les conditions des problemes I et II. Considérons, pour
fixer les idées, le probleme I il correspond & ¢, (#) une fonction fy (2, y),
continue en tout point par rapport & chacune des variables, et égale sur z = y
A g (#); cela résulte de ce que g, (z) fait partie de la catégorie de fonctions
que nous avons appris a construire dans les § 33 & 45; ce qui distingue
ces fonctions, c'est que 'ensemble de fous les points de dlSCOﬂtlI]lllfb relatifs
4 un ensemble parfait quelconque est non dense par rapport a cet ensemble.
On reconnait aisément que, dans tous les théorémes qui ont été démontrés
pour établir que ces fonctions sont représentables, on peut s'astreindre & ce
que la fonction f(v, y) que I'on définit, ait pour limites supérieure et infé-
vieure dans toute l'aire les limites supérieure et inférieure de ¢ ().

Nous supposerons done que la fonction f; (#, ¥) qui correspond P (€)

compris entre O et —7 » est elle-méme comprise entre 0 et 5 = - Nous pouvons

alors poser :

f, N=r@ ) +Fi@ )+l y) + -

le second membre est une série uniformément convergente. Il en résulte que
f(z, y) est une fonetion parfaitement déterminée, qui posséde tous les caracteres
de continuité des fonctions 7, (¥, y), et qui, pour z =y, se réduit & ¢ (»). Il
est ainsi démontré que ¢ (z) est une fonction représentable dans les conditions
du probleme I. La démonstration est évidemment analogue pour le pro-
bleme II

En résumé, nous avons prouvé que la condition nécessuire et suffisante
pour qu’une fonctzon soit représentable, est quelle soit ponctuellement discon-
tinue relativement & tout ensemble parfait.
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Nous avons aussi donné un moyen de reconnaitre si. cette condition est
remplie ou non. Etant donné un nombre positif 7, on forme la suite d’en-
sembles P, P, B,,... P,,... P,,... Pu,... P,,... correspondant & cette
valeur de . Soit Po l'ensemble des points qui appartiennent & tous les P,.

11 faut et 4l suffit, pour que la fonction soit reprisentable, qu’on ait, quel
que so0it o: '
i . Pg = 0.

Si, pour une certaine valewr de o, on a Po>0, la fonction est totalement
discontinue sur cet ensemble parfait, et par suite w’est pas représentable.

IV. ProrrifiTés GENFERALES.

55. Nous avons, dans ce qui préceéde, caractérisé une catégorie par-
faitement déterminée de fonctions discontinues, qui, entre autres propriétés,
possedent la suivante: Une quelconque de ces fonctions est représentable par
une série qui a pour termes des fonctions continues, el qui est convergente
pour chaque valeur de x. Nous avons déja fait observer que cet énoncé re-
venait au suivant: la fonction est limite dune suite de fonctions continues.

Servons-nous maintenant du théoréme de WrmrstrAsS (¥): si une fonetion
est continue, et si on se donne un nombre ¢, aussi petit qu'on veut, il est
possible de trouver un polyndéme qui differe-de la fonction en: chaque point
de moins de «. . (

Soit £(x) une fonction discontinue limite d’une suite de fonctions conti-
nues f; (%), f» (®),... fu(x),... Prenons une suite de quantités tendants vers O:
€y €y.vs Eny... Nous pouvons, d’une maniére générale, faire correspondre &
la fonction f;(x) un pelynéme ¢;(x) qui en differe de moins de ¢;. Dans ces
conditions, la suite de polynomes:

91 (#), g2 (T)y.. 40 (@),..

a pour limite f(z), comme la suite des fonctions f;(x). Ainsi, une fonction
qui est limite d’une suite de fonctions continues peut aussi étre considérée
comme limite d’une suite de polyndmes, et par suite peut étre développée en
série de polyndmes. Nous pouvons done énoncer ce théoréme:

(*) Une démonstration trés simple du théoréme de WERIRRSTRASS a ébé donnée par
M. Luprscur dans une Note: Swr Capprocimation des fonctions. (Bulletin des sciences
mathématiques, novemhre 1898.)
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La condition nécessaire et suffisante pour qu'ume fonction soit représen-
table par une série convergente de polyndmes est qu'elle soit ponctuellement
discontinue relativement & tout ensemble parfait.

56. Indiquons quelques exemples de fonctions représentables ; je dis
que toute fonction semi-continue est 1epresem‘able' nous avons vu au § 12
qu'une fonction qui posséde en tout point la semi- -continuité supérieure, par
exemple, est ponctuellement discontinue; on démontrera par la méme méthode
cet énoncé plus général: une fonction semi-continue par rapport & un en-
semble parfait, est ponctuellement discontinue sur cet ensemble. 11 résulte de
15 que toute fonction semi-continue satisfait & la condition d'étre ponctuel-
lement discontinue relativement & tout ensemble parfait, et par suite peut étre
considérée comme limite d’une suite de fonctions continues, ou de polyndmes.

57. Donnons une autre application dans un ordre d'idées différent.
Supposons qu'une fonction continue f(z) ait en tout point une dérivée déter-
minée [’ (). Cela veut dire que la quantité :

fz+y — 7
?/ b
lorsque y tend vers 0, tend vers une limite déterminée, qui est f” (x). Con-
sidérons alors la fonction ¢ (z, y) définie de la maniére suivante :

flaty) —7(=),
Y

pour yZ0 ona: ¢(x, y) =
pour y=0 ona: o¢(x, 0)=/ ().
Cette fonction des deux variables réelles » et  est une fonction continue de
ensemble (z, y) en tous les points du plan qui n’appartiennent pas & 0x;
de plus, en chaque point de O, elle est continue par rapport & . Done /o
fonction dérivée f'(x) est une fonction représentable par une série de fonc-
tions continues. :

On peut méme remarquer que si 'on suppose seulement pour la fone-
tion f(x) Uexistence en chaque point d’'une dérivée & droite déterminée, fq(»
le raisonnement qui précéde s’applique & cette fonction fz(x), qui est, par
suite, une fonetion représentable.

58. Je me propose maintenant d’approfondir la nature des fonctions
représentables, en tirant des conséquences de la condition fondamentale qui
les caractérise.

Considérons d’abord une fonetion f(x) que nous supposons ponctuelle-
ment discontinue. La propriété caractéristique est que, dans tout intervalle,
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il existe au moins un point ol la fonction est continue; nous en avons dé-
duit que l’ensemble des points olt I'oscillation est =, est un ensemble non
dense. Prenons maintenant une suite décroissante de nombres positifs tendant

vers 0, par exemple:
G G

9 —— g e e —

a, 9e ’ on bl

| Q

Jappelle d’une manitre générale P, 'ensemble des points ot Ioscillation o
est }_2% - Si A est un point de discontinuité pour f(z), il existe un entier p
tel que A fait partie de 'ensemble P,, dés que n est égal ou supérieur & p.
En appelant P 'ensemble de tous les points de discontinuité, nous sommes
conduits & dire que P est limite de Uensemble P,, quand n croit indéfiniment.
L’ensemble P peut évidemment &tre d’une nature tout & fait différente de celle
des ensembles P,; en particulier, il peut &tre dense dans tout un intervalle;
de plus, il n’est pas nécessairement fermé, car ses points limites peuvent &tre
des points de continuité pour la fonetion.

59. Mais on voit que ces remarques conduisent tont naturellement a
étudier les propriétés d'un ensemble linéaire P satisfaisant & la condition sui-
vante: Il existe une infinité dénombrable d’ensembles P,, Pi,... DPy,... dont
chacun est non dense, et tels que tout point de P fait partie de 'un au moins
des ensembles P, P,,... P,,... Je dirai qu'un ensemble de cette nature est
de premiére catégorie. Tont ensemble qui ne posséde pas cette propriété sera
dit de deuxieme catégorie.

Je commence par démontrer la proposition suivante: Si P est un en-
semble de premidre catégorie, il existe, dans toute portion o du segment
sur lequel il est défini, au moins un point (et par suite une infinité) n’appar-
tenant pas & P. En effet, d’aprés les hypothéses, on peut déterminer dans
« 3 un intervalle fini «, 3, ne contenant aucun point de I;; dans «,8,, un
intervalle «, 3, ne contenant aucun point de P, etc....; dans ap—y Bn—y, UN
intervalle «, 8, ne contenant aucun point des n premiers ensembles Py, Ps,...
P,; il existe au moins un point M compris & 'intérieur de tous les segments
on Bny ce point M ne fait partie d’aucun ensemble P, et par suite ne fait
pas partie de P.

Il résulte immédiatement de 13 que le continu constitue un ensemble de
deuxiéme catégorie; nous venons en effet de démontrer qu’on ne peut pas
obtenir tous les points d’un intervalle continu au moyen d'une infinité dénom-
brable d’ensembles non denses. ‘

9
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]

L’ensemble formé par la réunion d’un nombre fini ou d’une infinité dé-
nombrable d’ensembles de premitre catégorie est encore un ensemble de pre-
midre catégorie; cela résulte de la définition méme.

Le continu, dont on a retranché un ensemble de premiére catégorie, au-
trement dit, 'ensemble complémentaire d’un ensemble de premitre catégorie,
est de seconde catégorie.

. Si on a, d'une part, un ensemble E'— P, complémentaire par rapport
au continu E d’un ensemble de premidre catégorie, et d’autre part un en-
semble @ qu’on sait étre de deuxidme catégorie, on peut affirmer que H — P
et ¢ ont des points communs. Si en effet cela n’était pas, c’est que tous les
points de @ appartiendraient & P, et @ serait alors de premidre catégorie.

On voit la différence profonde qui existe entre les ensembles des deux
catégories; cette différence ne réside, ni dans la dénombrabilité, ni dans la
condensation dans un intervalle continu, puisqu’un ensemble de premiére ca-
tégorie peut avoir la puissance du continu, et peut aussi &tre dense dans
toute I'étendue du segment qu’on considere; mais elle est en quelque sorte
une combinaison des deux notions précédentes.

60. Revenons aux fonctions ponctuellement discontinues; on voit que,
pour une telle fonction, I'ensemble des points de discontinuité est de premidre
catégorie, tandis que l’ensemble des points de continuité est au contraire de
deuxiéme catégorie. '

Je. déduis maintenant de I'étude précédente un théoréme donné par
M. Vourerra en 1881 (*). Considérons un nombre fini, ou méme une infinité
dénombrable de fonctions ponctuellement discontinues, définies dans un méme
intervalle de variation de z. L’ensemble P des points ot 'une au moins des
fonctions est discontinue, est formé par la réunion des ensembles P,, I%,...
P,,..., P, étant 'ensemble des points de discontinuité de f, (x). Done, d’a-
prés ce que nous avons vu, £ est un ensemble de premiére catégorie. On en
déduit que, dans tout intervalle, il y a des points oi toutes les fonctions
considérées sont continues.

Tirons une conséquence de la proposition qui précéde. Supposons qu'une
suite de fonetions ponctuellement discontinues £, (2), fi (%),... fa (@),..., tende
uniformément vers une limite f(z), c’est-d-dire que |f(x) — f (2)| devienne
inférieur & ¢, si petit que soit ¢, indépendamment de x, quand = est suffi-

(*) VoLTERRA, Alcune osservazioni sulle funzioni punteggiate discontinue. (Giornale di
Battaglini, 1881.) :
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samment grand. Dans ces conditions, je dis que f(x) est ponctuellement dis-
continue; 1l suffit de montrer que si A [2,] est un point de continuité com-
mun a tous les 7, (¥), c’est encore un point de continuité pour £(x). En effet,
¢ étant donné, prenons d’abord » assez grand pour qu’on ait en tout point :

(@)~ fa@)] <3

On aura en particulier :
| o) — fu (o) | < = -

Puis, prenons autour de A un intervalle assez petit pour qu’on ait dans cet
intervalle :

| o ) = () | <5 -
On déduit de ces inégalités:

(@) — 1 (@) | <e,

ce qui montre que f(z) est continue au point A.

61. Je fais remarquer maintenant qu’on peut généraliser les notions
indiquées au § 59, en prenant pour base un ensemble parfait, au lieu du
continu.

Soit G un ensemble parfait quelconque; je ne considére dans ce qui suit
(ue des ensembles qui ne contiennent que des points de G. Si P est formé
par la réunion d’une infinité dénombrable d’ensembles P,, P,,... P,,..., dont
chacun est non dense par rapport & G, je dirai que P est de premiére ca-
tégorie par rapport & G. On peut tirer de cette définition des conséquences
en tout point analogues & celles que nous avons indiquées au § 59.

On reconnait de méme que si on a une infinité dénombrable de fone-
tions définies sur un ensemble parfait G, et si chacune d’elles est ponctuel-
lement discontinue sur cet ensemble, il existe, au voisinage de tout point
de G, des points de G ol toutes les fonctions sont continues. Si elles tendent
uniformément vers une fonction limite f(z), un point de continuité commun &
toutes ces fonctions sera aussi point de continuité pour f(x).

Supposons & présent qu’on ait une suite de fonctions représentables: f, (x),
fo(®),... fu(®),..., tendant uniformément vers une fonction limite f(x). Si
on considére un ensemble parfait quelconque, d’aprés ce que nous venons de
voir, la fonction f(z) sera, comme chacune des fonctions £, (2), ponctuelle-
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= e e e R e e e

ment discontinue sur cet ensemble parfait; il en résulte que f(z) est repré-
sentable.

Nous obtenons done¢ ainsi un résultat qui est & rapprocher du théoreme
connu : Une série uniformément convergente de fonctions continues reprisente
une fonction continue, et qu'on peut énoncer sous la forme suivante :

Une série uniformément convergente, dont les termes sont des fonctions
représentables, est une fonction représentable.

CHAPITRE TIL

Fonctions discontinues développables en séries multiples
de fonctions continues.

1. DEFINITION DE CES FONCTIONS.

62. Je me propose de définir et d’étudier dans ce chapitre, certaines
catégories de fonctions discontinues, dont on peut dire qu’elles se rattachent,
en un certain sens, aux fonctions continues. Je prendrai pour point de départ
la notion de fonction limite d’une suite de fonctions. Nous venons de voir,
dans le chapitre précédent, qu'il y a des fonctions discontinues d’une variable
réelle qu'on peut obtenir comme limites de fonctions continues, et nous avons
déterminé la condition nécessaire et suffisante pour qu’une fonction posséde
cette propriété.

Je conviendrai de dire que les fonctions continues forment la classe 0,
et que les fonctions discontinues limites de fonctions continues forment la
classe 1. D’aprés cela, les fonctions de la premiére classe sont les fonctions
discontinues qui sont représentables par des séries convergentes de fonctions
continues, et par suite, comme nous I'avons montré, par des séries conver-
gentes de polynomes.

63. Supposons maintenant qu’on ait une suite de fonctions appartenant
aux classes 0 ou 1, et possédant une fonetion limite n’appartenant & aucune
de ces deux classes. Je dirai que cette fonction limite est une fonction de
la seconde classe, et ’ensemble de toutes les fonctions qu’on peut obtenir de
cette maniére formera la classe 2. On voit d’aprés cela qu’une fonction de
la classe 2 est développable en une série, convergente pour chaque valeur
de x, et dont tous les termes sont des fonctions de classe 1; en remplacant
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chacun de ces termes par la série de polyndmes .qui le représente, on recon-
nait qu'une fonction de classe 2 peut étre représentée par une série double
dont les termes sont des polyndmes.

J'indique tout de suite un exemple simple de fonction de classe 2. Il
suffit de considérer la fonction ¢ () qui, dans un certain intervalle, 0 =z =1
par exemple, prend la valeur O quand x est rationnel et la valeur 1 quand z
est irrationnel. En effet, considérons la fonction ¢, (x) définie de la maniére

suivante: pour z = g; si g =n et si %; est irréductible, on a g,(x)=0; pour

toutes les autres valeurs de #, on a ¢, (z)=1. On voit que ¢ (x) est la li-
mite de ¢, (#) quand n croit indéfiniment; d’autre part, ¢, (x), n’ayant qu’'un
nombre fini de discontinuités, est de la premiére classe; il en résulte que ¢ (x)
est de classe 2. Cela nous montre qu’il existe une série double:

(=1, 2 0re Hgorr)

11)01.
;%‘ it (Be=d, 20 e iy ens)

les P,s étant tous des polyndmes, qui est convergente pour chaque valeur
de x comprise entre 0 et 1, & condition que la sommation soit effectuée d’a-
bord par rapport & B, puis par rapport & o, et dont la somme est 0 quand x
est rationnel, 1 quand x est irrationnel.

64. De méme que nous avons défini les fonctions des classes 1 et 2,
nous pourrons définir les fonctions de classe 3, 4,... n,...

Une fonction sera dite de classe n, si elle est la limite d'une suite de
fonctions appartenant aux classes 0, 1, 2,..., n—1, et si elle n’appartient
pas elle-méme & P'une de ces classes. Une telle fonction, s'il en existe, pourra
se représenter par une série d’ordre m, dont les termes seront des polyndomes:

22 X Py w (@)
oy oy an

On peut aller plus loin, en suivant une marche analogue & celle par la-
quelle M. Cantor arrive & définir les ensembles dérivés d’ordre « d'un en-
semble donné, « étant un nombre transfini. Supposons qu’on ait une suite de
fonctions dont chacune appartienne & 'une des classes 0, 1, 2,...'n,..., et
qu’il existe une fonction limite ne faisant partie d’aucune de ces classes; nous
conviendrons de dire que cette fonction limite appartient & la classe ». Nous
concevons de méme D'existence possible de fonctions qu'on sera conduit &
considérer comme faisant partie des classes w 1, o +2,..., 2a,...
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Pour donner une définition générale, supposons qu’on ait défini les classes
de fonctions marquées par tous les nombres «' inférieurs & un nombre «. Si
une suite de fonctions dont chacune appartient & une classe marquée par un
nombre « a une limite, et si cette fonction limite n’appartient & aucune de
ces classes, nous dirons qu’elle appartient & la classe o.

65. Il est naturel de chercher & voir jusqu'ou peut s’étendre cette for-
mation, ou tout au moins cette conception logique de fonctions discontinues
de plus en plus compliquées, mais pourtant se rattachant toujours d’une ma-
niere trés précise aux fonetions continues. Nous allons tout de suite montrer
que le procédé préeédent s’applique seulement pour les nombres transfinis de
la premiére et de la deuxidme classe; cela résultera du théoréme suivant:

Considérons Vensemble E des fonctions appartenant aux classes marqudes
par un nombre de la premiére ou de la dewxiéme classe de nombres. Si une
suite de fonctions appartenant & U'ensemble E a une limite, cette fonction li-
mite appartient aussi & U'ensemble K.

La démonstration de ce théoreme résulte trés simplement du théoréme
de M. Caxror dont j’ai déja eu l'occasion de me servir: Une suite dénom-
brable de nombres de la premiére ou de la deuxiéme classe a une limite
supérieure, qui est un nombre appartenant & l'une de ces mémes classes.

Soit: fi (x), fo (®),... fu(®),... la suite de fonctions; soient:

Oijg Olggess Opgens

les nombres qui marquent les classes auxquelles elles appartiennent; d’apres
le théoréeme de M. Cantor, il existe un nombre B, de la premitre ou de la
deuxieme olasse, tel qu’on a, pour toute valeur de 7n:

Oy <0 5

Done, d’apres la définition des fonctions de classe f3, la fonction f(x), limite
de f, (z), appartient certainement, soit & la classe (3, soit & une classe infé-
rieure; c’est done une fonction faisant partie de 'ensemble .

Nous sommes ainsi parvenus a la définition logique d’un ensemble E de
fonctions qui contient toutes ses fonctions limites, propriété que ’ensemble des
fonctions -continues, par exemple, ne posséde pas. Ajoutons que chacune des
fonetions qui font partie de ’ensemble E peut étre définie par une infinité
dénombrable de conditions (*); en effet, une fonction de premiére classe, par

(¥) Voir & ce sujet: Boren: Legons sur la théorie des fonctions, Notes I et IIL
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exemple, est définie si on connait la suite dénombrable de fonctions continues
qui I'admet pour limite, et chacune de ces fonctions continues est définie au
moyen d'une infinité dénombrable de conditions. Le théoréme s'étend facile-
ment, par voie de récurrence, & toutes les fonctions de F. Il résulte également
de 13 que I'ensemble I a la puissance du continu;j on sait d’autre part que
ensemble de toutes les fonctions discontinues a une puissance supérieure; on
voit donc que I’ensemble de fonctions F, tout en étant beaucoup plus étendu
que I'ensemble des fonctions continues, ne forme qu’une catégorie trés parti-
culiere par rapport & I'ensemble de toutes les fonctions qu'on peut concevoir.

I serait intéressant d’arriver & démontrer ’existence effective de fonctions
appartenant aux différentes classes que nous avons définies logiquement, et de
caractériser chacune de ces classes, comme nous sommes parvenus, dans le
chapitre précédent, & caractériser les fonctions de classe 1. Les difficultés de-
viennent trés grandes dés qu'on aborde 1'étude des fonctions de classe 2; je
vais exposer les résultats obtenus en ce qui concerne les fonctions de cette
classe.

II. FoNCTIONS DE LA DEUXIEME CLASSE.

66. Il me sera utile, pour étudier les fonctions de deuxiéme classe,
d’énoncer quelques remarques au sujet des fonctions de premidre classe; ces
remarques résultent immédiatement des théorémes généraux qui nous ont per-
mis, dans le chapitre précédent, de caractériser complétement ces fonctions.

Supposons que le segment 4 B puisse étre divisé en un nombre fini de
segments sur chacun desquels la fonetion soit de premidre classe; elle est alors
de premiere classe sur 4 B.

Si T'on sait que, sur tout segment A' B intérieur & A B, si voisins que
soient A" et B' de A4 et B, la fonction est de premitre classe, elle I'est en-
core sur 4 B..

I est bien évident que ces énoncés subsistent, si 'on y remplace expres-
sion: fonction de premidre classe, par celle-ci: fonction de deuxiéme classe.

Si une fonction est de premiere classe, on peut changer ses valeurs en
un nombre fini de points d’une maniére arbitraire, sans qu’elle cesse d’étre
de premiére classe; on peut de méme modifier d’une manidre absolument quel-
conque les valeurs de la fonction aux points d'un ensemble réductible.

67. Indiquons maintenant un moyen d’obtenir. une catégorie étendue
de fonctions de deuxiéme classe.
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Partons d’une fonction de premitre classe, et remplagons par des valeurs
arbitraires les valeurs de cette fonction aux points d’un certain ensemble £
dénombrable: je dis que la fonction ainsi obtenue est de deuxiéme classe
au plus. ‘

Soit en effet f(z) la fonction primitive, ¢ (#) la fonetion modifiée; nous
supposons que ¢ (#) ne differe de f(z) qu'aux points 4,, 4,,... A,,... Dé-
finissons une suite de fonetions de la maniére suivante:

fi () =f(x) sauf en A, ou fi(x)=¢(2)
fi (@)= f(@) swfen A, 4, ot /() — g (@)
Chaque fonction f;, (z) ne différant de f(x) qu’en un nombre fini de points,
est de premiére classe, comme f(z). D'ailleurs il est évident que £, («) a pour
limite ¢ (#); done ¢ (x) est de la deuxitme classe.

Je vais m’occuper en premier lieu de cette catégorie particuliere de fonc-
tions, et je vais poser de nouvelles définitions qui me permettront de donner
une condition néeessaire et suffisante pour qu’une fonction ne differe d’'une
fonction de premitre classe qu’en un ensemble dénombrable de points.

68 Considérons une fonction quelconque; soit « 8 une portion de l'in-
tervalle dans lequel cette fonction est définie; je désignerai par M, («f) et
i, (o @) les limites supérieure et inférieure de la fonction dans « 8.

Soit 2.un nombre quelconque inférieur & M,; il existe dans « 8 un en-
semble bien -déterminé de points ot on a: f(x)=7, cet ensemble contenant
au moins un point; il peut se présenter deux cas: ou bien cet ensemble est
dénombrable (ou fini), et alors la méme chose a lien pour tous les nombres
compris entre % et M,; ou bien au contraire cet ensemble est non dénom-
brable, et la chose est vraie pour tous les nombres inférieurs & 2.

Cela suffit pour quon soit assuré de l'existence d'un nombre que je dé-
signerai par M, (« 8), qui sépare les nombres en deux catégories de telle ma-
niére que:

si 4> M,, I’ensemble des points olt 'on a f(z) =2 (ou f(z)>2) cet
dénombrable ; '

si A< M,, 'ensemble des points ol f(x) =1 (ouf(x)>1) n’est pas
dénombrable.

Il 'y a d’ailleurs doute pour %= M,. On peut dire que M, (« ) est la
limite supérieure des nombres i tels que les points oh f(x)=% forment un

fan(x)=1f(x) sauf en A,, 4;,..., 45 ol
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ensemble non dénombrable, et la limite inférieure des nombres % tels que ces
points forment un ensemble dénombrable.

De la méme maniére, nous appellerons m, (« 8) la limite inférieure des
nombres % tels que les points o f(x) =X forment un ensemble non dénom-
brable.

Il résulte de ces définitions qu'on a certainement :

M, (2 f8)=M, (of)=m, (aB) =m, (« ).

- Pour montrer qu'on a: M, («f)=m, («8), il suffit de faire voir que tout
nombre qui est supérieur a M, est aussi supérieur & mz,; soit done A > M
Pensemble des points ol /() > X est dénombrable, d’aprés la définition de M;
par suite, 'ensemble des points ol f(#) =12, qui est le complémentaire du
précédent, est non dénombrable; done, d’aprés la définition de m,, on a
m, = A

Faisons une remarque importante. Si E est un ensemble dénombrable
queleonque, mais déterminé, on peut, pour définir M, (« B) et m, (« @), faire
completement abstraction des valeurs de la fonction aux points de E; cela
résulte de la propriété fondamentale qui caractérise ces nombres.

Je poserai:

m‘(aﬁ)=M, (“ﬁ)—mi(“ﬁ)7

et je dirai que M, (aB), m, (aB), w,(« (), sont respectivement le maximum,
le minimum, Voscillation de f(x) dans Vintervalle « 8, quand on néglige les
ensembles dénombrables. :

Si maintenant, au liea de considérer un intervalle fini, nous considérons
un point @,, nmous commencerons par prendre un intervalle autour de ce
point, soit (#,— 9, @, + J); prenons, dans cet intervalle, les trois nombres
que je viens de définir, et désignons-les par M, (d), m,(d), w (d); lorsque ¢
tend vers 0, ces nombres tendent vers des limites déterminées, que j'appelle:

M, (x0)7 My (To); 4 (xo)

Ces nombres seront dits le maximum, le minimum, Voscillation aw point ,,
en négligeant les ensembles dénombrables. On a: o, (%) = M, (x,) — m, (x,)-
J'énonce les propriétés fondamentales du nombre M, (2,):
1.° Si petit que soit ¢ supposé positif, on peut déterminer un inter-
valle (z,—d, x, 4+ 0) dans lequel les points ol f(z) > M, (x,) ¢ forment
un ensemble dénombrable. :
10
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2.° 8i petits que soient ¢ et J, dans Vintervalle (z, — d, @, 4 9), les
points ot f(x) > M, (z,) — ¢ forment un ensemble non dénombrable.

On aurait des propositions analogues pour m, (%) et «,(2,); 'analogie
des nouveaux nombres avec les quantités M,, m,, «,, est évidente; citons
encore une propri¢té qui nous sera utile.

La fonction M, (x) est semi-continue supéricurement. Pour démontrer cette
proposition, remarquons d’abord que si un point  se trouve & l'intérieur d’un
intervalle « 8, on a certainement :

M, (z) = M, (= B).

Cela posé, si on considere un point z,, et si on se donne un nombre ¢, on
peut trouver autour de x, un intervalle « 8 dans lequel on aura:

M, (« ) < M, () + .
si x est un point quelconque de cet intervalle, on aura:
M, (x) < M, (z,) + ¢,

ce qui exprime la proposition.

On voit de méme que m, () est semi-continue inférieurement, w, () semi-
continue supérieurement.

Enfin, des notions en tout point analogues & celle que nous venons d’é-
tablir peuvent é&tre définies, si on part d’un ensemble parfait quelconque G;
dans un intervalle « 8 contenant des points de cet ensemble, on définira les
quantités :

M. [f (@), G, «f], mi[f(2), G «B], o [f(®), G «8],
puis, en chaque point z, de @, les quantités:
M, [f(w), G o], m, [f(2), G @], o [f(@), G =]

69. Considérons maintenant une fonction f(z) obtenue en modifiant
d’une maniére arbitraire les valeurs d’une fonction de premitre classe ¢ ()
aux points d’un ensemble dénombrable. D’aprés les remarques que nous avons
faites, la fonction w, relative & f(x) sera en tout point identique & la fone-
tion w, relative & ¢(x), car on peut, dans la définition de ,, faire abstrac-
tion des points ol les deux fonctions ne sont pas égales, puisque ces points
forment un ensemble dénombrable.
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On a done:
o, [f ()] = o, (p(2)]-
D’ailleurs on a, pour ¢ (x):
| oy [g (@)] = o [9 @)]-
Comme, par hypothese, ¢ (z) est de premiére classe, c¢’est-a-dire développable
en série de fonctions continues, elle est ponctuellement discontinue, ce qu’on
peut exprimer en disant que la fonction o, [¢ (x)] @ son minimum nul en tout
point; la fonction o, [¢ ()], égale ou inférieure & la préeédente, possede
fortiori la méme propriété; on peut donc dire que f(x) est une fonction telle
que o, [f ()] a son minimum nul en tout point.

Le raisonnement est valable, soit quand «, est relatif au continu, soit
quand o, est relatif & un ensemble parfait quelconque. Ainsi on peut dire
que, G étant un ensemble parfait, la quantité o, [f(x), G] a son minimum.
nul en tout point de G.

70. Je me propose de démontrer la réciproque de ce théoréme, c’est-
a-dire que si o, [f(x), G] a son minimum nul en tout point de &, quel que
soit 'ensemble parfait G, la fonction f(z) peut étre obtenue en modifiant les
valeurs d’une fonction de premiére classe aux points d’un ensemble dénom-
brable.

Je commencerai par démontrer le théoréme suivant: Si, en tout point

d’un intervalle continu, on a:
@y (CU) — O,

la fonction f(x) peut s’'obtenir en partant d’une certaine fonction continue, et
en changeant les valeurs de cette fonction aux points d’un ensemble dénom-
brable.
En effet, on a, d’aprés I'hypothese:
o (x)= M, () — m, () = 0.
Nous pouvons donc poser:
| M, (@) = m, (2) = g (2).

La fonction ¢ (z), étant identique & M, (x) et & m, (x), se trouve &tre a la fois
semi-continue supérieurement et inférieurement; c’est donc une fonction con-

tinue.
Soit ¢ un nombre positif; je dis que I'ensemble des points ol I'on a:

f@)>g @)+,
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est dénombrable. Si en effet cet ensemble n’était pas dénombrable, il y aurait
au moins un point x, tel que, dans tout intervalle entourant ce point, 'en-
semble ne serait pas dénombrable. On peut choisir 'intervalle (z, — d, z,— 9)
assez petit, pour qu’on ait & son intérieur:

9@ >g(@)—3>

et on aura, dans cet intervalle, et dans tout intervalle plus petfit entourant z,,
un ensemble non dénombrable de points pour lesquels:

F@>g@+o>[g@—3|+2
¢’ est-a-dire:
f@>g @)+
Par suite, la quantité M, (v,) serait au moins égale & ¢ (z,) +-§a ce qui est

impossible, puisqu’elle est ident.ique a g (x).
Ainsi I'ensemble des points olt 'on a:

f@>g @)+,
est dénombrable, quel que soit le nombre positif o. Il en résulté que 'ensemble
des points ou I'on a:

f(®) > g (x),

qui est limite du précédent, lorsqu’on donne & o une suite de valeurs tendant
vers 0, est aussi dénombrable. Il en est évidemment de méme pour 'ensemble
des points ou f(x) << g (%).

En résumé, les points ol I'on a:

f()Zg @),

forment un ensemble dénombrable, ce qui démontre le théoréme.
71. Démontrons maintenant un autre théoréme auxiliaire, qui sera
analogue & ceux que nous avons établis aux § 49, 50 et 51.
Etant donnée une fonction f(x), appelons } le maximum de o, [f(2)]
dans l'intervalle que l'on considére. D’apreés cela, on a, en chaque point:

| M, (x) — m, () | = A

D’ailleurs on sait que M, est semi-continue supérieurement, m, semi-continue
inférieurement; si donc nous imaginons la fonction multiforme définie par la
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condition d’avoir en chaque point deux valeurs, celle de M, et celle de m,,
Poscillation de cette fonetion en chaque point (au sens du § 14) sera préei-
sément égale & w,.

On en déduit, d’aprés 'extension faite du théortme du § 51. aux fone-
tions multiformes (§ 52), qu'il est possible de déterminer une fonction con-
tinue g (z) telle que, en chaque point, les deux nombres M, et m, soient
compris entre ¢ () et g (z) -+ 2.

D’autre part, en faisant un raisonnement analogue & celui que nous ve-
nons de faire dans le § précédent, on voit que I'ensemble des points ol
Pon a:

f@)> g (@) + 2+,

est dénombrable, ainsi que celui des points ol :

f@)<g@)—o
On en conclut que les points ol la condition :
: g@=f@)=g(@)+%

n’est pas remplie, forment un ensemble dénombrable. Ainsi, & part un certain
ensemble dénombrable E de points, la fonction f(x) reste comprise entre g (x)

et g (x)+ ’
Je décomposerai f(x) de la maniére suivante: Aux points qui ne font
pas partie de L, je poserai: ' ’

(@) =g ()
¥ (@) =1(2)—yg @)
Aux points de E je prendrai:

¢ (2) = f(@)
y (@)=0.
En tout point, on aura:
f(@)=¢ ()¢ (),
avec.:
O0=¢(x)=A

y (z) ne différe d’une fonction continue qu’aux points d’un ensemble dénom-
brable; ce sera donec une fonction pour laquelle o, [7 ()] a son minimum nul
en tout point.
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J’ai supposé, dans ce qui précede, que I'on considérait une fonction dé-
finie sur un segment, en y comprenant les extrémes. L’extension se fera,
comme au § 50, si Uon considere seulement les points intérieurs au segment.

Enfin, une autre extension, analogue & celle du § 52, peut se faire, si
on remplace le continu par un ensemble parfait quelconque. On peut ainsi
résumer tous les résultats que nous venons d’obtenir dans I’énoncé suivant :

St G est un ensemble parfait sur lequel la fonction f(x) est définie, les
points exirémes powvant étre exceptés, et si le mazimum de o, [f(z), &, 7]
est A, on peut poser:

f@=¢@+y¢@),

¢ (x) ctant compris entre O et X, et ¢ (x) ne différant d’'une fonction continue
sur G qu’aux points d’un. ensemble dénombrable.

72. Supposons maintenant qu’une fonction f(z) remplisse la condition
suivante : Dans tout ensemble parfait G, la fonction w, [f(z), G] a son mi-
nimum nul en tout point.

Prenons un nombre positif o, et considérons I’ensemble des points olt
o, [f ()] = a; il s’agit, bien entendu, de la fonction w, relative au continu.
Soit I’ cet ensemble; P est fermé, et d’aprés hypothése, est non dense. Soit
2 8 un intervalle contigu & P; en chaque point intérieur & cet intervalle, on a:

o, (x) <a.

On peut done, dans cet intervalle, poser :

[ (@) =¢ @)+ ¢ @),
¢ (x) ne différant d’une certaine fonction continue ¢ () qu’aux points d’un
ensemble dénombrable, et ¢ (x) étant compris entre 0 et o.
Il reste & définir ¢, ¢, g, aux points de P. Considérons P*; dans un
intervalle contigu & P, P forme un ensemble réductible; aux points de P
qui sont intérieurs & cet intervalle, nous posons:

9 (@) =g (x)=[(x)
¢ (x)==0.

Dans cet intervalle, la fonction g est de premiére classe, puisque ses -points
de discontinuité forment un ensemble réductible; ¢ ne differe toujours de g
qu'aux points d’un ensemble dénombrable.

Soit maintenant P, I'ensemble des points de P** ol 'on a:

o [f (@), P9 =0.
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D’aprés I'hypothése faite sur f(z), P, est non dense par rapport & P et
dans tout intervalle contigu & P,, on a:

o [f (@), P2 <a.

Nous opérons la décomposition de fen ¢ 4 ¢ aux points de P qui se trou-
vent dans un tel intervalle; 7 sera identique & une fonction continue sur cette
portion de P*, que je désignerai par g, sauf un ensemble dénombrable; de
sorte que si nous considérons ¢ et g dans tout I'intervalle continu contigu
a P, (sauf les extrémes), g est de premitre classe, et ¢ n’en differe qu’aux
points d’un ensemble dénombrable.

On voit en résumé qu’en suivani une marehe tout i fait analogue & celle
que nous avons suivie au § 53, on arrive & mettre f(x) sous la forme sui-
vante :

f@) =g (x) + ¢ (2),

¢ (#) ne différant d’une fonetion de premiére classe ¢, () qu’en un ensemble
dénombrable de points, et ¢ (z) satisfaisant en tout point & la condition :

0=¢(x)=o.

3

Nous appliquerons ensuite la méme méthode & ¢ (), en remplacant ¢

G

par - Il faut montrer d’abord que ¢ (z) satisfait & la condition que nous

avons supposée étre remplie par f(z), c’est-a-dire que w, [¢ (), G] a son
minimum nul en tout point de G; cela résulte de ce que ¢ (z) est la diffé-
rence de deux fonctions f(x) et g, () pour chacune desquelles la condition
est remplie. '

On peut donc poser :

¢ () = 9. (%) + ¢4 (2),
avec les conditions suivantes :

Ofc‘pj (%)fc

Of!{u(x)f

o] a

De plus, ¢, ne differe d’une certaine fonction de premiére classe g, qu’aux
points d’un ensemble dénombrable. On a également pour g,:

0=y, ()=
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On répétera la méme opération pour ¢, en remplagant -2(3 par 2, et ainsi
de suite indéfiniment. On arrive ainsi & la.formule suivante:
| f@)=o0@+o@+e@+: - +oul®)+---
cette série étant uniformément convergente, et chaque fonction ¢, () ne dif-
férant qu’en un ensemble dénombrable F, d’une fonction de premiére classe

gn (2).
Posons:

9@ =9 @+ 9. @+ g @)+ -+ ga(@)+-

Nous avons la une série uniformément convergente dont les termes sont tous
des fonctions de premiére classe; donc g (x) est aussi une fonction de pre-
midre classe. D’autre part, I'ensemble F formé par la réunion de tous les
ensembles dénombrables &, est encore dénombrable. En tout point qui n’ap-
partient pas & F, f(x) est identique a ¢ (x). Nous avons donc démontré le
résultat annoncé au § 70: la fonction f(z) ne différe d’une certaine fonction
de premiére classe qu’aux points d’un ensemble dénombrable.

73. Dans 1'étude que nous venons de faire, nous avons trouvé une
condition suffisante pour qu'une fonction soit de deuxiéme classe: c’est que
w, [f(x), G] ait son minimum nul en tout point de G, quel que soit G sup-
posé parfait. Il est bien facile de montrer que cette condition n’est pas né-
cessaire. Je prendrai I'exemple suivant:

Dans l'intervalle (0, 1), prenons un ensemble parfait non dense I, ; pour
ﬁxer les idées, ce sera l’ensemble type du § 37, défini par la formule:

Ci

C2 Cn
e e B
le nombre des fractions étant fini ou infini, et chaque nombre ¢ pouvant
prendre la valeur 0 ou la valeur 2

Je formerai ensuite un ensemble E, de la manitre suivante: dans chaque
intervalle contigu & E,, je formerai 'ensemble qui, par rapport & cet inter-
valle, a la méme situation que E, par rapport & Uintervalle (0, 1); 'opéra-
tion étant supposée effectuée dans tous les intervalles contigus & E,, je dé-
signe I'ensemble total par F,.

Je déduirai E, de E, par le méme procédé, c'est-A-dire que dans tout
intervalle contigu & E,, j’introduis un ensemble jouant le méme role par rap-
port & cet intervalle que E, par rapport a (0, 1).
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Je définis ainsi ¥,, E,,... E,,... Chacun de ces ensembles contient les
précédents, et est non dense par rapport au continu; mais si nous désignons
par E l'ensemble limite de F,, il est facile de voir que E est dense dans
toute portion du continu; il suffit de s’assurer, par exemple, qu’en désignant
par «, le maximum de la longueur des segments contigus & E,, «, tend
vers 0 quand n croit indéfiniment. L’ensemble E est ce que j'ai appelé au
§ 59 un ensemble de premiére catégorie.

Considérons alors la fonction £ () qui a la valeur 1 pour les points de E,
la valeur 0 aux autres points; je dis que f(x) est de deuxiéme classe. Pour
cela, je prends f, (), définie par la condition d’dtre égale & 1 aux points
de E,, & 0 aux autres points. Il est bien évident que f,(r) a pour limite
f(z); d’ailleurs f, (x) est une fonction de premidre classe, car elle n’a de dis-
continuités que sur l’ensemble parfait F,, et elle est continue sur cet en-
semble; donc f(x) est de la deuxiéme classe.

D'autre part, si nous appliquons & cet exemple les définitions que mnous
avons données des nombres M,, m,, », (relatifs au continu), nous reconnais-
sons qu'on a, en tout point:

M=1, m=0, a=1,

ce qui montre que la condition du numéro préeédent n’est pas remplie par
cette fonction. '

74. Je vais maintenant indiquer des conditions nécessaires auxquelles
satisfont les fonctions de deuxiéme classe; il me faudra pour cela poser de
nouvelles définitions. .

Je rappelle qu'au § 59 j'ai appelé ensemble de premiére catégorie tout
ensemble formé par la réunion d’une infinité dénombrable d’ensembles non
denses. Considérons maintenant une fonction f(z) définie dans 'intervalle « f.
Il existe un nombre M, («B) qui est la limite inférieure des nombres ) tels
que les points ol f(x) > forment un ensemble de premiére catégorie, et ce
nombre est en méme temps la limite supérieure des mombres % tels que les
points ol f(x) > forment un ensemble de deuxiéme catégorie.

‘ De méme, il existe un nombre m, (« ) tel que, suivant qu’'on a % > m,
ou A< m., les points ot f(x) <2 forment un ensemble de deuxitme ou de
premiere catégorie.

Comme pour la définition de M, (« B) et de m, (« B3), il est indifférent de
mettre f(x) =1 ou f(x) <<

11
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On a d’ailleurs:
M, (eB)= M, (« 8) = M, (« 8) = m, (o B) =m, (a 8) = m, (2 f5).
Je me contente de démontrer I'inégalité :
M, (o 8) = m, ( B).

Elle résulte de ce que, si on a: 2> M,, I'ensemble des points ot f(z)=1
étant de premidre catégorie, 'ensemble complémentaire, en chaque point du-
quel on a: f(r)<{), se trouve é&tre de deuxiéme catégorie; on a donc aussi
A=m,.

Si on considére un point z,, nous appellerons M, (x,) et m, (x,) les li-
mites vers lesquelles tendent respectivement M, (« 8) et m, (« 8) si on prend
pour « 3 Uintervalle (r, —d, 2, -} 7) et si 'on fait tendre & vers 0.

Posons enfin:

0 (o B) = M, (o 3) — m (a B)
ws (o) = M, (%) — m, (2,).

Nous pourrons dire que les nombres M,, m,, w,, considérés, soit dans un in-
tervalle « 3, soit en un poeint z,, représentent le maximum, le minimum, I’os-
cillation de f(x) quand on néglige les ensembles de premiére catégorie; il
est évident que si I est un ensemble de premieére catégorie, on peut, pour
définir ces nombres, faire complétement abstraction des valeurs de la fonction
aux points de F.

Enfin on prouvera aisément, comme au § 68, que M, (x) et w,(x) sont
semi-continues supérieurement, u#, (2) semi-continue inférieurement.

75. Supposons & présent qu'on ait une suite de fonctions de premiére

classe :

9 (®)y 92 (). gu (), ...

ayant une fonction limite ¢ (z). Je vais définir une fonction f(x, ) de la
maniére suivante: je prends d’abord une suite décroissante de quantités po-
sitives et tendant vers O: ¥, %s,... Yn,... et je pose:

[ & Yn) = 9n(¥)
£, 0)=¢ (@)

Sur chaque paralléle & 0y, = x,, la fonction se trouve définie en des points
qui ont pour limite le point y = 0; pour la définir aux autres points, entre
(2o, Yn) €t (5, Yn+i) par exemple, je conviens de raccorder linéairement les
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valeurs en ces deux points, c’est-a-dire que je pose:

— Yn—Y Y—Ynt1 oo,
f (@, y)——yn~—yn+x f (o, ?/n+1)‘|‘yn_yn+‘ f(@oy Yn) (1)

Cest le procédé que j'ai déja employé au § 20; on reconnait que la fonction
ainsi définie est, en tout point de z = x,, continue par rapport & y.

Si maintenant on considere une droite paralléle & O «, et d’ordonnée po-
“sitive, la fonction, considérée sur cette droite comme fonction de z, est’ de
premitre classe; cela a lieu, d’aprés les hypotheses, sur les droites y =ya,
et aussi sur les autres droites paralleles & 0z (sauf y =0), ol f(z, y) est,
d’aprées la formule (1), une combinaison linéaire de fonctions de premitre
classe.

Rappelons un résultat obtenu au chapitre II: si on considére la suite de
fonctions :

9. (@), 92 (@)yert 9n (@)y.00y

Iensemble P des points en chacun desquels une au moins des fonctions est
discontinue, est un ensemble de premiére catégorie; en chaque point de I'en-
semble complémentaire £ — P (E représentant le continu), toutes les fonctions
sont continues par rapport & x. Soit A4 (x,) un point quelconque de cet en-
semble F— P; je dis que, quel que soit y, pourva qu'il soit positif, (2, y)
est continue au point (z,, y) par rapport & z. Cela a lieu, d’aprés I'hypo-
these, quand y fait partie de la suite: y,, #s,... Yn,...; par suite, cela a lieu
aux autres points de la droite = ,, en vertu de la formule (1).

Mon but est done d’étudier la fonetion: ¢ () = f(x, 0), sachant que f (z, ¥)
est en tout point continue par rapport & y, que, pour y, >0, f(x, y,) est
de premiére classe par rapport & , et que, pour toute valeur z, qui n’ap-
partient pas & un certain ensemble de premitre catégorie P, f(x, y) est con-
tinue par rapport & @ au point (w,, y) si y est positif.

76. Prénons sur 0z un point quelconque A, (z,), et considérons la
droite 2 =a,. La fonction est continue sur cette droite; si donc on se donne
un nombre positif o, il existe un segment A4, B, (fig. 13) de longueur «, qui
posséde la double propriété suivante: dans A, B, l'oscillation de la fonction
est o5 dans un segment 4, B, de longueur supérieure & «;, I'oscillation est su-
périeure & o. La quantité «, est ainsi une fonction parfaitement déterminée
de z, qui a en chaque point une valeur positive.

Je vais démontrer que si A4, (x,) est un point de K — P, o, (x) est, en
ce point, semi-continue supéricurement par rapport & x; la démonstration est
tout & fait analogue a celle du § 23.
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Je prends:
Ao B‘ = Ug (xo) + o

Dans le segment 4, B,, l'oscillation est un nombre supérieur a o; soit & S
Si je prends &, <<k, je peux trouver, entre A4 et B,, deux points I et
tels que:

I E) = (@10 + k.

Comme, en chacun des deux points P et @, il y a continuité par rapport
a «, on peut déterminer deux segments P'P" et @' @', paralleles & 0z,

B’ Bz
B

o' o} 0 ar
B,

PPl P p’
A A,
Fig. 13.

ayant pour milieux P et @, de méme longueur 2 9, tels que, si P, et Q, sont
deux points quelconques pris respectivement sur ces segments, on a:

(P —f(P) <

1@ —F@1<%
Des trois inégalités écrites on déduit: .

[F(P)—1(@)]>5,

P, et @, étant deux points quelconques pms le premier sur P’ P, le second

sur @ Q.

Si alors on prend un point A (x) d’abscisse comprise entre x, — ¢ et
x, 4 d, et si on considére le segment 4 B’ correspondant & A et de longueur
o5 (2,) —} ¢, on voit que dans ce segment I'oscillation est >, puisqu’il ren-
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ferme un couple de points P, et @,. Donc, toutes les fois que:

Ly~ 0 <L & < X+ 9,

on a:

a5 (%) < 25 (o) &4

ce qui exprime la propriété que je voulais établir.

Considérons maintenant la fonction m, relative & «,, c'est-i-dire le mi-
nimum de a; lorsqu’on néglige les ensembles de premitre catégorie. Je dis
que m, (a5) ne peut pas étre nul pour tous les points d’un intervalle con-
tinu A B. Supposons pour un instant que cela ait lieu, c’est-3-dire que, dans
toute portion de Pintervalle, et si petit que soit ¢, les points oll «; < ¢ for-
ment un ensemble de deux1emc catégorie; cet ensemble a certainement des
points communs avec E— P (§ 59); done, dans toute portion de B — P, et
sl petit que soit ¢, ou peut trouver un point de £— P ol l'on a: as <€
et comme, en tout point de B'— P, «, est semi-continue supérieurement, il

y a, autour de ce point, un intervalle ot I'on a partout :

g < 2e¢.

Ainsi, dans toute portion de A B, et si petit que soit ¢, il y a un intervalle
en tout point duquel on a:

o < 2e.

On en déduit I'existence d’un point ol «, = 0, ee qui montre que I’hypothése
est inadmissible.

En résumé, m, («;) ne pouvant &tre nul pour tous les points d’un inter-
valle continu, le points olt #, (a,) est nul forment un ensemble non dense.
Autrement dit, dans tout intervalle il existe un autre 1nte1valle (4 B) tel que
I'on a:

el ms [as, A B] > 0. ‘

On peut aussi conclure de 13 qa’il existe dans tout intervalle un point # oil
My [as, x] est positif, quel que soit o.
Soit 4 B un intervalle tel que m, [2;, A B] soit positif; prenons un nom-

A

bre positif y inférieur & ce nombre. Les points de 4 B ol lon a:

0‘6<77

forment un ensemble de premidre catégorie @. Tracons (fig. 14)le rectangle
AB A B qui a pour base A B et dont la hauteur est y. Si M est un point
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de A B n’appartenant pas & ¢, on a en ce point:

“Olg = Y
Par suite, dans le segment M M’ paralltle & 0y et qui joint les deux bases
du rectangle .4 B B' 4, l'oscillation est =oa.

Soit B I'ensemble formé par la réunion de P et de @, P désignant tou-
jours, comme plus haut, ensemble des points z, tels que, sur les points de
r=4a,, 1 y a continuité par rapport & »z. L’ensemble E— R posstde i la
fois les propriétés de Bl — P et de E— @; c’est-d-dire que si M appartient
& I — R, l'oscillation sur M M’ est =g, et en tout point de M M’ distinct
de M, il y a continuité par rapport & z.

4’ ™/ B'.

PP |P P: P’

A M, MM, B
Fig. 14.

Je dis que, si M (2,) est un point de 4 B appartenant & F — R, Voscil-
lation de la fonction en ce point par rapport aux points de E — R est = 2.
En effet, donnons-nous un nombre positif ¢; prenons sur M M un point quel-
conque P (Zy, 9,); nous pouvons déterminer un nombre ( assez petit pour
que, sur le segment P’ P" (%, —pB=xz=mx,-+ B, y=y,), Voscillation soit
<& S1 M, et M, sont deux points de 4 B appartenant & E — R et pris
dans Vintervalle z, — =2 =2+ 3, et si P, et P, sont les projections de
ces points sur P P", on a:

!f(Mi)_'f(P1)|f07
(M) — f(P) | =0,
[ F(P) — (Pl <Te

|FM) — (M) | <20+,

ce qui démontre qu’au point M, quand on ne considére que les points de
E — R, Poscillation est = 2.

D’ailleurs B est un ensemble de premiere catégorie; si donc on consideére
tous les points du continu I, et si en chaque point on définit w, [¢ ()], cette
quantité sera = 2.

d’ott Von déduit:
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Ainsi, dans toute portion de I'intervalle considéré, et si petit que soit o,
il y a un intervalle en chaque point duquel on a: w, =24. Il en résulte que,
dans toute portion de intervalle, il existe des points ot I'on a: w, =0. Au-
trement dit, si une fonction ¢ (v) est de deuxieme classe, la fonction w; [¢ ()]
a son minimum nul en tout point.

77. On peut refaire une théorie analogue & celle que je viens d’exposer
en partant d’un ensemble parfait quelconque G, qui jouera le role du continu
dans les considérations qui précédent. Nous définirons, dans tout intervalle « £
contenant des points de @, et en chaque point de (¢, les nombres:

M, [(P (), G, a,@], M, [(P (), G, %], ete....

Par exemple, M, [¢ (2), G, « (] sera la limite supérieure des nombres % tels
que les points de G situés dans lintervalle « 8 ol 'on a: f(z)>1, forment
un ensemble de deuxiéme catégorie par rapport & G.

Les raisonnements du numéro préeédent s’appliquent quand on remplace
le continu par un ensemble parfait G5 on en déduit I’énoncé suivant:

Si une fonction est de deuxiéme classe, et si on considére un ensemble
parfait quelconque G, la fonction «, [ (x), G] a son minimum nul en tout
point de G.

Nous avons ainsi obtenu des conditions nécessaires; mais il semble dif-
ficile d’obtenir des conditions suffisantes. Je bornerai donc ici I'étude des
fonctions de' deuxiéme classe.

CHAPITRE IV.
Fonctions de plusieurs variables.

78. Au sujet des fonctions de plusieurs variables, il se pose des ques-
tions tout & fait analogues & celles dont nous nous sommes occupés relative-
ment aux fonctions d'une seule variable. En particulier, les notions indiquées
au commencement du chapitre III sur les fonctions des différentes classes,
s'appliquent mot pour mot, si I'on considére des fonctions de n variables.
Nous appellerons classe 0 I'ensemble des fonctions continues, classe 1 Iensem-
ble des fonctions discontinues qui peuvent &tre considérées comme limites de
fonctions continues, ete.... Il y aurait, comme pour le cas d’'une seule varia-
ble, & étudier les fonctions de ces dlffelentes classes, en commencant par celles
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de classe 1. On congoit tout de suite que cette étude serait plus difficile que
I'étude des fonctions d’une seule variable ; supposons, pour prendre le premier
probleme qui se pose, qu’on cherche la condition nécessaire et suffisante pour
qu'une fonction f(r, ) soit la limite d’une suite de fonctions fi(z, v),
f2(y ¥)ye.. fu(z, ¥),..., dont chacune soit continue par rapport & Iensem-
ble (z, y); les résultats que nous avons démontrés dans le chapitre II nous
donneront bien aisément des conditions nécessaires, mais si nous cherchons des
conditions suffisantes, nous serons amenés & copsidérer des ensembles parfaits
de points dans le plan; or, il est plus difficile de raisonner sur ces ensembles
que sur les ensembles parfaits linéaires. On peut dire que la théorie de ces
derniers est complite: tous les points qui ne font pas partie de I’ensemble
sont constitués par les points intérieurs & une infinité d’intervalles parfaitement
déterminés, qui sont les intervalles contigus & I'ensemble. Dans le cas du plan,
les choses sont loin de se présenter d’une manidre aussi nette; il faudrait
done en premier lieu chercher ee qui, dans le plan, remplacera la notion
d’intervalle contigu & 'ensemble. Dans tous les cas, il faudrait faire, & un
point de vue en quelque sorte géométrique, une étude de I'ensemble parfait
& deux dimensions le plus général; c’est seulement alors qu’on pourrait aborder
le probléme relatif aux fonetions.

En ce qui concerne les fonctions de plusieurs variables en général, je me
bornerai done & ces indications; Je vais, dans ce chapitre, donner quelques
résultats sur les fonctions de plusieurs variables continues par rapport & cha-
cune d’elles.

L. Foxcrions pE DEUX VARIABLES, CONTINUES PAR RAPPORT A CHACUNE D ELLES.
79. Nous avons déja obtenu, dans le chapitre II, des résultats impor-
tants sur les fonctions de deux variables, continues par rapport & chacune
d’elles; je me propose de completer ces résultats.

Soit f(z, y) une telle fonction; nous avons reconnu (§ 25) que I'ensemble
des points ot I'oscillation par rapport & (z, y) est =¢ est un ensemble qui
w'est dense nulle part par rapport au continu, et qui n’est dense mon plus
par rapport & aucune portion de la courbe: Y =¢(x), ¢(x) étant une fonction
continue. Posons-nous maintenant la question suivante: soit un rectangle pa-
talléle aux axes:

== y=y=07
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Parmi les segments paralleles & 07 et contenus dans ce rectangle, ¢’est-a-dire
parmi les segments:

N
L=y y7=Y=¢9,

en supposant x, compris entre « et 8, considérons ceux qui contiennent un
point ol I'oscillation est =, et prenons leurs points d’mtelsectlon avee 0 z;
ces points peuvent-ils former sur 02 un ensemble dense par rapport au con-
tinu?. En' d’autres termes, les segments en question peuvent-ils former un fais-
ceau dense par apport au ffusceau de tous les segments paralléles & 0 y?
C'est la question que je me propose de traiter, et qui m’ameéne tout natu-
rellement & de nouvelles études sur la théorie des ensembles.
80. Supposons que, dans le rectangle:

e=x=8 y=y=07,

il existe un ensemble de points E réparti de telle maniére que, entre deux
droites paralleles & Oy: x =a, x =20, (supposées limitées aux bases du rec-
tangle), il existe toujours une droite x — ¢ contenant un point de E je sup-
pose de plus que F est fermé.

Remarquons d’abord que ces deux conditions entrainent la suivante: Sur
toute parallele & 0y, il y & au moins un point de E. Cela résulte du théo-
réme suivant: : AT I b

Si une droite # = a est limite d’une suite de droites z =a,, = =a.2~,...,
®=d,..., dont chacune contient un point de F, supposé fermé, elle contient
un pomt de E au moins. Soit en effet P Q (r =a, y =y =29) le segment li-
mite de la suite de segments P, Q,, P, @,,... P, Q, [t = an, y =y =7],..
chacun de ces segments contient un point de F au moins. Partageons tous
ces segments en deux par la droite R, R,,... R,,... R, d’ordonnée g/.=L+—8,-
Je dis qu’un au moins des deux segments PR, E @, a la prOprlete que nous
supposons -appartenir & P @; en effet, ou bien, parmi les segments P, R,
P, R,,... P,R,,..., il y en a une infinité contenant des pomts de E et ad-
mettant P B ¢omme limite, ou bien la chose a lieu pour R Q; car si la pro-
priété n’avait liew ni pour P R, ni pour R @, elle n’aurait pas lieu non
plus pour le segment total P ¢). Supposons par exemple que P B posséde la
propriété' on divisera P R en deux segments; dont un au moins la posstdera,
set ainsi de suite- indéfiniment. On arrive ainsi & la démonstration de exis-
tence d'un pomt M (y,) de P @, qui possede la propriété suivante: si petit

12
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que soit ¢, le segment: ¢
x=a, Yo—e=yY=t+¢
est la limite d’une suite de segments:
X=0p, Yo—e=x=1y,+¢ m=1,2,3,.),

dont chacun contient au moins un point de E. Le point M est done un point-
limite de E, et par suite fait partie de K.

Nous pouvons énoncer le résultat sous une autre forme: Si I est fermé,
et si on projette cet ensemble sur une droite, 'ensemble projeté est fermé.

A A, B,

B

B c. D, 1

c D
Fig. 15.

81. Cette remarque étant faite, reprenons I'ensemble I, supposé fermé,

et réparti sur toutes les paralléles & 0y dans le rectangle A B C D (fig. 15):
a=2=8, y=y=7d.
Tracons la droite I F':
g
2

Je dis qu'il existe certainement un rectangle paralléle aux axes, ayant pour
bases des portions de A B et de EF, ou de EI' et de C D, tel que, sur
chaque segment paralléle & 0y joignant les bases de ce rectangle, il y a au
moins un point de K.

Si en effet cela n’était pas, c’est que, en projetant sur A B (paralléle-
ment & 0y) les points de I'ensemble FE contenus dans le rectangle A BF'E,
ou ceux qui sont contenus dans K F C D, on aurait chaque fois un ensemble
non dense; on en déduirait que, dans le rectangle total A B C D, il n’y au-
rait qu'un ensemble non dense de paralltles & 0y portant des points de Fe
ce qui serait contraire & I'hypothése.
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Il existe donc certainement un rectangle tel que 4, B, C, D, (fig. 15),
qui se trouve dans les mémes conditions que le rectangle primitif 4 B CD:
Pensemble F est réparti sur toutes les paralltles a2 0y contenues dans ce
rectangle; de plus, la hauteur de ce nouveau rectangle est la moitié de celle
du rectangle primitif. Je désigne par a«,, Bi, 7., ¢, les coordonnées qui
jouent le méme role par rapport & A, B, C; D, que «, 8, y, J, par rapport &
A BCD, de sorte que 4, B, C, D, peut étre représenté par :

B =T ==, y,fyf,c?,,

et I'on a:
d—v
i

a1"‘}’1 —

Par le méme raisonnement, on voit qu'il existe dans A, B, C; D, un
rectangle 4, B, C, D, : .
B=C=0y p1=Y=7%,
possédant les mémes propriéiés que 4 B CD et A, B, C, Dy, et tel que:

3 — v
9

N
02—72:

En répétant indéfiniment I'opération, on obtient une suite de rectangles dont
chacun est contenu dans celui qui le précéde; de plus, on peut s’assujettir

&4 prendre toujours :
Oy = Cip—y 3 Bn < ﬁn“ly

les inégalités excluant les égalités. Dans ces conditions, il existe au moins
un point P (%, y,) appartenant a F, et tel qu'on a, quel que soit n:

an<xo<ﬁn; "/nfyo—é—an-

Ce point possede la propriété suivante: Si on prend une aire quelconque con-
tenant P & son intérieur, si petite qu'elle soit, on peut trouver dans cette
aire un rectangle de cotds paralléles aux axes, dans lequel Uensemble E est
réparti sur toutes les paralleles & Oy, P étant contenu dans ce rectangle,
mais ne se trouvant pas sur Uun des cotés paralléles & 0y.

Si nous reprenons le rectangle 4 B C D, et si nous considérons deux
paralléles quelconques & 0y, le raisonnement s’applique aussi bien a la por-
tion de A B C D limitée par ces deux droites qu'au rectangle total; il existe
done, entre ces deux droites, un point de méme nature que le point dont je
viens de démontrer l'existence; je dirai qu’un point est un point P §'il pos-

-
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séde la propriété fondamentale que je viens d’énoncer. Nous pouvons dire
alors que U'ensemble des paralléles & 0y qui portent des points P est un en-
semble dense.

Je vais montrer que I'ensemble des points P est un ensemble dense en
lui-méme, c’est-a-dire qu'un point P ne peut pas étre isolé. Supposons pour un
instant qu'il puisse exister un point P, (x,, ¥,) isolé; je peux alors déterminer
un rectangle 4 B C D (fig. 16) contenant P, & son intérieur et ne contenant
pas d’autre point P. Soit:

P

u

> H F D
Fig. 16.

ce rectangle. On a:

a<m0<ﬁ,

Jie ==,
Menons la droite G H:

T =T, — .

Le rectangle 4 C G H ne contient, par hypothése, aucun point P; done, entre
A C et G H, il ne peut y avoir qu'un ensemble non dense de segments pa-
ralleles & Oy portant des points de I'ensemble F. Ce raisonnement s’appli-
que, si petit que soit ¢, de sorte que, dans le rectangle A CEF, I'ensemble
des segments qui portent des points de E est non dense; cela est encore vrai
pour le rectangle I F' B D, et par suite pour le rectangle 4 B C D. Donc le
point P, ne peut pas posséder la propriété caractéristique des points P,
puisqu'il y a des valeurs «' de x aussi voisines qu'on veut de x, et telles que
@ =" ne contient aucun point de E. L’hypothese faite sur P, est donec
inadmissible: P, n’est pas un point isolé.

En appelant G' 'ensemble des points P, on voit done que G, qui est
contenu dans I, est un ensemble dense en lui-méme; 'ensemble G', dérivé
de G, est aussi contenu dans E, et c'est un ensemble parfait; de plus, il
est, dans le rectangle donné, réparti sur toutes les paralléles & 0.

-
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Voici maintenant la conséquence que je déduis de la propriété essentielle
des points P. Supposons que, en chaque point M de K, on construise le seg-
ment parallele & Oy, ayant ce point pour milieu, et de longueur 2 /; con-
sidérons ’ensemble de tous les points qui se trouvent appartenir aux segments
ainsi construits; prepons un point P(x,, v,); je dis que, si petit que soit 7,
il existe une aire contenant P & son intérieur, et dont tous les points appar-
tiennent & l'ensemble préeédent. En effet, tragons les droites:

H
bo| X

Y ="Ys

D’aprés la propriété de P, il existe certainement un rectangle B ayant pour
bases des portions de ces droites, comprenant I’ entre ses cotés paralleles
& 0y, et tel que I'ensemble E est réparti sur tous les segments paralléles
a 0y contenus dans B. Si, par chaque point (z,, y,) de K contenu dans R,
on méne le segment de longueur 2 2 qui a ce point pour milieu, ce segment:

=z, Y —h=y=y +n,

contiendra tout le segment:

/) h
X =y ?/0“”7)’52/£?/o+§'

On pourra done affirmer que tout point du rectangle E appartient a un seg-
ment de longueur 2 % ayant pour milieu un point de E.

82. Considérons maintenant une fonetion f(x, y) continue par rapport
& chacune des variables; reprenons la fonction a, (, i) définie au chapitre II:
c'est Ja demi-longueur du plus grand segment parallele & 0y et de milieu
A (z, y), dans lequel 'oscillation est égale & o.

Nous savons que o, est une-fonction positive et semi-continue supé-
rieurement; si on considére un ensemble parfait quelconque F, je dis qu'il est .
impossible que, en tout point de E, «, ait son minimum nul par rapport a E.
La démonstration a déja été faite au chapitre I (§ 12), quand on considere
une fonction de n variables qui peuvent prendre toutes les valeurs comprises
entre certaines limites; je I'ai étendue ensuite, au chapitre II (§ 28), au cas
ot la fonction est seulement définie aux points d’'un ensemble parfait linéaire.
D’une maniére plus générale, le théoréme est vrai si la fonction est définie
sur un ensemble parfait absolument queleonque, dans un domaine & » dimen-
sions; il suffit, pour le voir, de reprendre avec quelques modifications de dé-
tail, la démonstration donnée au § 28; j'admettrai donc ce résultat.
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83. Cela posé, considérons la fonetion f(x, y) dans un certain rectan-
gle A B C D paralléle aux axes, et admettons pour un instant que I'ensem-
ble E des points ol l'oscillation est = o puisse étre réparti dans ce rectangle
sur toutes les paralleles & 0 y.

L’ensemble £ est essentiellement fermé; par le progédé du § 81 je dé-
duis de E un ensemble @, dont chaque point P posséde la propriété étudide
dans ce paragraphe; j'ai fait remarquer de plus que G' est parfait, et réparti
sur toutes les paralléles & 0. Il est done impossible que «,, considérée comme
fonction définie sur G, ait, en tout point de G/, son minimum nul par rap-
port & G'. Il est également impossible que ce minimum de «, par rapport &
@' soit nul en tous les points de @ car alors il serait nul en tout point
de G'. Il existe donc certainement des points de G en chucun desquels as @
son minimum par rapport & G positif.

Je dis que, en un point P de G ol «, a son minimum positif par rap-
port & G, Voscillation de la fonction par rapport & (2, y) est =20. En ef-
fet, prenons un nombre positif & inférieur & ce minimum. D’aprés ce que nous
venons de voir au § 81, si par chaque point de G' on meéne le segment pa-
rallele & 0y et de-longueur 2% qui a ce point pour miliey, il existe un rec-
tangle contenant P & son intérieur, et dont tout point fait partie d’un de ces
segments; par suite, sur chaque segment parallele & 0y contenu dans ce
rectangle, P'oscillation est =o. On en déduit, en raisonnant comme au § 24,
qu'au point P Poscillation par rapport & (x, y) est =2 3. Nous dirons, sous

. 1 - . i
une autre forme: Si, en un point P, l'oscillation est =g, et si I'on a o' << gt

la fonetion or a en P son minimum nul par rapport a G'.

Nous sommes maintenant en mesure de montrer que I'hypothese faite
plus haut aboutit &4 une contradiction: I’ensemble E des points ot w==o se-
rait réparti sur toutes les paralleles & 0y dans A B C D. Il en résulterait que
oy aurait son minimum nul en tous les points de G; nous avons vu que cela
est impossible.

En résumé, il est établi que, dans tout rectangle tel que 4 B C D, I'en-
semble des paralleles & 0y portant des peints oll = o, est un ensemble non
dense. La conclusion de cette étude est donc le théoréme suivant:

St f(x, y) est une fonction continue par rapport & chacune des variables,
Pensemble des points ot Uon a: o [f(x, y)] = o, se projette sur chacun des
dewr axes, parallélement & Uautre, suivant un ensemble non dense.

84. J'indique maintenant une autre propriété des fonctions séparément
continues par rapport & x et y, propriété qui a été remarquée par M. VoLTERRA.
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Si on considére un point A (z,, ¥,), et si on se donne un nombre ¢, on
peut, dans tout cercle de centre A4, trouver un autre cercle en tout point du-
quel on a:

| f(x, y) — £ (20, ¥o) | <e AL

En effet, nous pouvons prendre, sur 0z par exemple, et & partir de 4,
un segment A B contenu tout entier dans le cercle donné, et dans lequel

. . . " Xy o . . . A
I'oscillation sera inférieure a ~ Dans le segment A B, il existe des points ol

la fonction est-continue par rapport & l'ensemble (x, #); prenons 'un de ces
Y y Y)
points; nous pourrons trouver un cercle C' ayant pour centre ce point, et dans

lequel I'oscillation sera inférieure & Il est évident qu'en tout point du

No| @

cercle C, l'inégalité (1) a lieu.

Remarquons la différence qui se présente entre les points de continuité
et les points de discontinuité: si en A la fonction est continue, on peut tou-
jours choisir pour cercle C un cercle contenant 4; au contraire, s'il y a une
discontinuité en A, lorsque ¢ est suffisamment petit, on est obllge de prendre
pour cercle C' un cercle ne contenant pas A.

II. FoNcTIONS DE TROIS VARIABLES.

85. Etudions maintenant le cas d’une fonction de trois variables z, v, 2,
qu’on suppose, en chaque point, continue par rapport & chacune d’elles.
Soit f(x, y, 2) une telle fonction; soit A, un point (x,, 9., 2,); je con-
sidere une portion de surface S passant par 4,, et représentable par une
équation de la forme:
=19y, 2),
avec la condition:

To=9 (Yo, %)

Soit, en chaque point 4 (2, y, 2, os (2, y, 2) la demi-longueur du plus
grand segment B C paralltle & 0z et de milieu A, dans lequel I'oscillation
est.=o; je vais étudier cette fonction o, (2, y, 2), considérée comme fonction
sur la surface S. :

Soit (fig. 17):

By A== A, 'Cils=pa () o) )
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Prenons, ¢ ¢tant un nombre positif quelconque' i

Ig Ao——A Co—au‘(x07 7/0; ZO)_I—

t\‘DIm

Dans le segment B', ¢, Poscillation est un nombre Supétlieur a g, soit o -+ k;
si je- prends k' <]K 1l existe entre B’y et C’, deux points I, et @, tels que:

lf(Po)—f(Qo)|>c+L.

Je vais considérer des points de S voisins de A4,; je m’astreins tout d’a-

zZ'\ i VALY
Z * % £ i
4 Po _. o
B! / B, ] E el €3
(¢ /PJ / Qf
: //
L A/ ”
g‘,
Fig. 17

bord & faire varier y et 2 dans un champ suffisamment restreint autour de
Yo et % pour qu’on alt toujours :

Ix——xol<— ' (€))

Menons par P, et 0, ]es plans- paralleles au” plan des y 2, et dans “ces
plans, les paralleles a 0y, P,y’, Q.y"; prenons, sur Pyy' et” @, y", deux
segments I, P, et @, @,, dans chacun desquels l'oscillation soit inférieure

J
|

a4 —j nous les prenons en outre assez petits pour que les valeurs de y et 2

.

correspondant aux points intérieufs a ces segments soient comprlses dans le
champ de variation de y et 2, précédemment défini. ’

Choisissons sur P, P, un point de continuité par rapport & I’ensemble
(y, 2) dans le plan Py'z'; soit P’ un tel point; prenons dans ce plan un

’

. . . . - k :
cercle O de centre P’ et o oscillation soit moindre que = Prenons en-

suite, sur @, Q,, un point Q' se projetant & I'intéricur du cercle C, et tra-
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gons dans le plan @, %" 2" un cercle C' de centre @, ol l'oscillation soit in-
A"

férieure & — -
4

Si P et @ sont deux points quelconques pris, 'un dans C et 'autre
dans C', on a les différentes inégalités:

Sl

@)= fEN<F> 11P)—[P)<%

??i

@) —f@I<%, 170 —1@)1<%,
If(Po)"“f(Qo)'>c+k',
I 7(P) —f(Q) | >0

D’aprés la construction des cercles C et C’, ces cercles ont en projection
(sur le plan y 2) une partle commune; le cyhndre pro]etant cette partie com-
mune découpe sur la surface S une certame aire G5 si A(x, y, z) est un
point de cette aire, et si on trace le segment paralltle & 0z de milieu 4
et de demi-longueur a;(z,, ¥,, %)+ ¢, ce segment contient certainement un
couple de points P et @, car la distance de A & chacun des plans’ menés
par B', et C’; parallelement au plan des y z est moindre que o, (,, ¥,, 2,) + ¢,
d’aprés l'inégalité (1). Par suite, 'oscillation dans ce segment est supérieure
& o; on a done, au point A4 :

“G(x) Y, z)<“ﬂ(xo7 Yoy 2,) + .

Ainsi, la fonction «, définie sur la surface S posséde la propriété sui-
vante: au vorsinage de fout point (x,, 3., 2,), et si petit que soit ¢, on peut
trouver sur la surface une aire ot U'on a parfout:

U (x7 Y, 5)<“6(w07 Yoy zo)+e'

Cette propriété, jointe a cette autre que o, est positif en tout point, con-
duit & celle-ci que «; ne peut avoir son minimum par rapport & S nul en
tous les points d’une aire. Supposons en effet que cela puisse avoir lieu; si

d’ott 1'on ' déduit :

nous nous donnons un nombre ¢, nous pouvons prendre un point ol o, <C j’

puis, au voisinage de ce point, une aire en tout point de laquelle on aura:

a5<§+-§a
13
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c’est-a-dire:
ag < €.
De méme, dans cette aire, on en trouvera une autre ol I'on aura partout:

=3

0C5<§9

et ainsi de suite. : :

On aurait finalement un point olt 2, =0, ce qui est impossible.

Ainsi, dans toute portion de S, il existe une autre portion dans laquelle
le minimum de «, est positif. Soit ' une portion dans laquelle «, a son mi-
nimum positif, et soit y un nombre positif inférieur & ce minimum.

Nous pouvons déterminer un domaine & trois dimensions, un prisme de
cOtés paralleles aux axes, par exemple, tel que, sur chaque paralltle & 0z
contenue dans ce prisme, il y ait un point de C, et dont la dimension pa-
rallele & O soit au plus égale & y; dans ces conditions, sur tout segment
parallele & 0 et contenu dans le prisme, l'oscillation est = o. Prenons en-
suite une section de ce prisme par un plan parallele aux y .z, et dans cette
section, une aire G' dans laquelle I'oscillation soit = ¢. Considérons le eylindre
qui projette G sur le plan des y 2, soit L ce cylindre, limité aux faces du
prisme, et soit C, la portion de C qu’il découpe sur la surface S. Je dis que,
dans le cylindre L, l'oscillation de la fonction est =34. En effet, soient P
et @ deux points quelconques pris dans ce cylindre, et soient P’ et @ leurs
projections sur G. On a:

[fP)—f(P)l=o, If@)—F@Q) =0, IfP)—[(Q) =0,
d’oilz ‘
[ f(P)—f(@)]=38o.

En particulier, nous constatons que, en chaque point de C,, P'oscillation
par rapport a I'ensemble (z, y, z) est = 3.

Ainsi, dans toute portion de la surface: x — ¢ (y, 2), et si petit que soit o,
il existe une aire en chaque point de laquelle Doscillation par rapport &
(%, y, 2) est =3a. On déduit de 13, par un procédé de raisonnement que
jai eu souvent I'occasion d’employer, I'existence, dans chaque portion de la
surface, d'un point de continuité par rapport & I'ensemble (x, v, 2).

On a, a fortiord, les résultats suivants:

Dans tout domaine & trois dimensions, il y a des points de continuité
par rapport & Uensemble (v, y, 2); autrement dit, la fonction est ponctuel-
lement discontinue.
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Sur toute surface x = ¢ (y, 2), la fonction donnée, considérée comme fonc-
tion de y et z, est ponctuellement discontinue.
86. Nous voyons d’apres cela que l'ensemble des points ou l'on a:
o [f(x, ¥, 2)]=0 ne peut pas étre dense par rapport & un volume, ni méme
par rapport & une surface; mais cet ensemble peut contenir ftous les points
d’une ligne, comme je vais le montrer sur un exemple trés simple.
Prenons une fonction ¢ (x, %) continue par rapport & chacune des deux
variables x et y, en supposant que le point # =0, y =0, par exemple, soit
point de discontinuité. Nous définirons f(z, y, 2) par la condition:

f(@ y, =79 (. ¥),

de sorte que f sera constante sur toutes les paralleles & 02z. Cette fonction
est continue partout par rapport a chacune des variables, et l'on voit que
tous les points de Oz sont des points de discontinuité, la valeur de 1’oscilla-
tion en tous ces points étant la méme.

J’indiquerai encore un autre exemple. Je fais remarquer d’abord qu’on
peut prendre, dans le plan (x, y), une fonction toujours continue sur les trois
séries de droites suivantes: les paralleles & O, les paralleles & Oy, et les
paralleles & une troisitme direction telle que celle de » — y =0, cette fonc-
tion pouvant étre discontinue en certains points par rapport & I'ensemble (x, %);

la fonction qui est égale & 0 pour lorigine, et a:
zy (@—y)
3 2
(22 + %)
pour les autres points, posseéde ces propriétés. Prenons alors une fonction
x 2) qui sera constante sur toutes les paralléles & la droite:
» Yy q P
T 2= Y= 2,

et qui, pour les points du plan 0y, sera égale & la fonction précédente.
Sur la droite # =y = z, tous les points sont des points de discontinuité, la
valeur de Doscillation étant la méme en tous ces points. D'autre part, la fone-
tion f, qui est égale & 0 pour la droite z=y =2, et a;

—2)y—2)(@—y
3 2
[(z — 2 + (v — 21
aux autres points, est partout continue par rapport & chacune des variables
x? ?/7 2
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87. 1l y aurait lieu maintenant d’étudier la succession de valeurs que
prend, sur une courbe quelconque de I'espace, la fonction f(z, ¥, 2), continue
par rapport & chacune des variables. Je donnerai & ce sujet le résultat sui-
vant: la fonction d’une variable ainsi obtenue est auw plus de la deuxiéme
classe. »

Je commencerai par démontrer le théoréme suivant: Si une fonction de
deux variables f(x, y) est continue sur chaque paralléle & 0 x, et est de pre-
miere classe sur chaque parallele & 0y, elle est, sur une courbe quelconque,

A,

Fig. 18.

de deuxieme classe au plus. Je ferai la démonstration en considérant la droite
r—y =10. Prenons la suite des droites (fig. 18):

T—Y =01y T—Y =0syee. T—Y=an,...

@y Ogyev. On,... 6tant une suite de quantités tendant vers 0.

Soient 4, A'y, A, A'y,... ces droites. Entre une quelconque de ces droites
et la droite voisine, par exemple entre 4, A', et A, A'y, je peux tracer des
segments paralléles & 0y, tels que P, Q,, P, ., ete...., de sorte que chaque
parallele & 0z contienne un seul point appartenant & V'un de ces segments
(sauf les droites @, P,, @, P;, etc....); la succession des valeurs que prend
f (=, y) sur P, @, (P, compris, @, exclus), puis sur P, @, (P, compris, @,
exclus), etc.... forme une fonction d’une variable, qui est de premitre classe,
puisqu’elle est de premitre classe sur chacun de ces segments. En supposant
que cette opération soit effectuée entre A, A’y et A,i, A'ysy, pour toutes les
valeurs de n, nous déterminons ainsi une suite de fonctions de premiere classe :

e1(¥)y 2(¥)yeer Pn ().
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Si d’autre part ¢ (y) est la fonction donnée, considérée sur  — y =0, on re-
connait que ¢ (y) est la limite de g¢,{y). Ainsi ¢(y) est une fonction de la
deuxiéme classe. ,

Reprenons maintenant la fonetion f(z, ¥, 2), et soit C une courbe de
espace. Projetons C sur le plan des (y, 2) suivant C’, et imaginons qu’on
développe sur un plan le cylindre projetant. Dans ce plan, aux paralleles a
0z de I'espace qui rencontrent C correspondent les paralléles & une direction
0 X: il y aura donc continuité sur ces droites. A C' et aux courbes paralléles
4 C' situées sur le cylindre correspopdent les paralléles & une direction 0 Y7
or, dans chaque plan paralléle & % o 2z, comme il y a continuité sur chacune
des paralléles & I'un des axes Oy et 0z, la fonction est de premitre classe .
sur les courbes paralleles & C' et par suite sur les paralleles a 0 ¥. Enfin, &
C correspond dans le plan X0 ¥ une courbe C, & laquelle le théoréme pré-
cédent s'applique; done, sur C,, et par suite sur ¢/, la fonction est au plus
de deuxiéme classe. ~

CHAPITRE V.
Le probléme de lintégration au point de vue des variables réelles.
88. Lorsqu’on se sert de la théorie du changement de variables dans
une question d’Analyse, on suppose implicitement la continuité des dérivées

quon emploie. Pour prendre un exemple trés simple, soit une fonction de
deux variables f(x, y); faisons le changement de variables:

r=X+7Y

y=X—Y.
Les formules connues:

of _of , 0

PX 75 oy

B owl Fijon B

0Y oz oy

12 or of : Canhd

ne sont valables que si I'on suppose == et =— continues. Si l'on suppose

‘ 0 oy
seulement existence de ces dérivées en chaque point, il peut arriver que les
formules ne s'appliquent pas; c’est ce qui a lieu, par exemple, & l'origine,
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pour la fonetion qui est égale & 0 en ce point, et & v—%_z aux autres points.
£ Y

On a, en effet, au point #—0, y =0:

0f _ 97 _ .

ox Oy
Si maintenant on déplace le point (2, ») & partir de I'origine dans la direc-
tion y =awx, on a, en appelant Z’an la dérivée dans cette direction :

a
DFIEL L B
0 Na & v1 + al

Ainsi, & Porigine, il y a une dérivée déterminée dans chaque direction, mais
ces dérivées ne sont pas données par les formules ordinaires.

Cette remarque correspond, au point de vue géométrique, a ce fait que
si on considere la surface z = f'(2, y), cette surface n’a pas, au point x =y =0,
de plan tangent déterminé.

89. Cela posé, considérons une équation aux dérivées partielles, et po-
sons le probleme de I'intégration de la manidre suivante:

Rechercher toutes les fonctions de variables réelles, assujetties seulement
aux conditions strictement indispensables pour que les dléments qui entrent
dans Uéquation aient un sens déterminé et vérifient cette équation.

En prenant comme exemple 'équation trés simple :

or 07

oz ' 0y !
il faudra déterminer toutes les fonctions de = et y qui, en chaque point,
sont continues par rapport & chacune des variables, et possédent des dérivées
of 0
T2 et %

Le probléme étant ainsi posé, le raisonnement qui consiste & prendre
comme nouvelle variable X' = — y, et & constater que la fonction ne doit
dépendre que de X, est insuffisant, car il suppose la continuité des dé-
rivées.

Pour essayer de traiter la question avec le minimum d’hypothises pos-
sible, il convient tout d’abord de faire une étude des conséquences qu’en-
traine, pour une fonction de deux variables, 'hypothése de I'existence de dé-
rivées partielles en chaque point.

satisfaisant & la relation donnée.

Document numérisé par la Bibliotheque universitaire Pierre et Marje Curie - UPMC - Cote : HF uf 166 39/2 -4



de variables réelles. 103

.

90. Je commencerai par exposer quelques considérations générales sur
les fonetions d’une seule variable.
Soit une fonction quelconque f(z), définie dans I'intervalle 4 B. Prenons
deux points M, (x,) et M,(x,) dans cet intervalle, et formons le rapport:

f(x2) — f (21) ]

T2 — X1
Je désignerai dans la suite ce rapport par la notation:
rapport (#,, ), ou #t(x,, x,), ou (M, M,).

Il est indépendant de l'ordre dans lequel on énonce les deux points; on peut
dire que c’est une fonction de I'ensemble des deux nombres (z,, ), définie
seulement pour x,Z x,.

Dans le cas ol I'on suppose la fonction f () continue, la fonction #¢(x,, x,)
est, en chaque point (z,, ) ol elle se trouve définie, continue par rapport
a Uensemble (x,, x,).

Je donne une propriété élémentaire de cette fonction qui me sera utile
dans la suite. Considérons trois nombres x,, @,, x,, rangés par ordre de gran-
deur. Soit:

Ty < 2 < 5.
On a évidemment:

f(xq) —f(fl) A f(ﬂz) — /'(x.) o< Te — T + f(as) ——f(xz) < xr3 — X2 ,
X3 — T X2 — X1 X3 — Ty X3 — X2 X3 — Xy
¢’est-a-dire, en posant :
. ZTe — X1

xr3 — &1

rE(my, @) = art (2, ) (1 —a)rt (2, o).

o )

Comme on a:
el e I8

on en déduit que 7t (x,, @) est compris entre vt (x,, x,) et rt(x,, ).

Nous emploierons quelquefois ce résultat sous une autre forme: Si %,
Ty, Xy sont rangés par ordre de grandeur, et si 1t (x., ®,) est supériewr (in-
férieur) & un nombre ), Uun aw moins des deux nombres rt(z,, .), 7t (2s, x;)
est supérieur (inférieur) a 1.

Enfin le résultat s’étend au cas olt I'on considére un nombre quelconque
de quantités x: Si »,, 2,, 2;,... @, sont rangés par ordre de grandewr, la
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quantité 1t (z,, x,) est comprise entre la plus grande et la plus petite des
quantités : . 1
riel, P agYy Pl Eey s, Dty ER)

1 ) LY )
91. Reprenons maintenant la fonction % (x,, x,); laissons x, fixe, et
donnons & z, toutes les valeurs satisfaisant & I'inégalité:

< =2+ h,

. étant un nombre positif. Les valeurs de »¢(z,, «.) qui correspondent & ces
diverses valeurs de z, forment un ensemble de nombres, qui a une limite su-
périeure et une limite inférieure: soient Mj et my ces limites (qui peuvent
d’ailleurs é&tre infinies); si & tend vers 0, Mj ed m; tendent vers des limites
déterminées Ay ed 2q, qui sont les extrémes oscillatoires de la fonction &
droite (*); on définit de méme les exérémes oscillatoires & gauche Ay et ;.
On a ainsi les quatre nombres dérivés, dont I'étude a fait I'objet de travaux
de plusieurs géometres, en particulier de MM. Dini, Vorrerra, L. ScuEerrer.

Remarquons que, si en yn point les quatre nombres dérivés sont finis, il
est certain qu'en ce point la fonction est continue, mais la réeiproque n’a
pas nécessairement lieu.

Si, en un point, les quatre nombres dérivés sont égaux, c’est qu’il existe
en cc point pour la fonction une dérivée déterminée ' (x) qui a pour valeur
la valeur commune de ces quatre nombres.

Supposons qu’il en soit ainsi au point A, (z). On peut alors, si petit
que soit ¢, déterminer un intervalle B C [¢, — o, @, + 2], tel que, si M est
un point quelconque de cet intervalle, distinct de A,, on a:

|t Ay M—f' (2)| =-.

.Prenons alors deux points P et @ dans l'intervalle B C, situés de part et
d’autre de A,; dans ces conditions, d’aprés la remarque faite au § 90, »* P
est compris entre 7t 4, P et 7t 4, Q. On a donc:

|7t P Q—f" (x,) =-e.

D’une manidre générale, B C représentant un segment de milieu A (x,)
et de longueur 2 «, prenons, de toutes les maniéres possibles, un couple de
points P et @ situés dans cet intervalle et de part et d’autre de A, de telle

(*) Cf. D1, Fondamenti, ete., page 190.
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sorte qu’on ait toujours:
Ly—a==Tp=2, > 1)
Ty =Tyg =0+ oa. )
D’aprés ces inégalités, il y aurait lieu de considérer 'expression #t(z,, ),
qui n’a pas encore été définie; je poserai:

rt (.700, wo) e f, (xo)'

De cette manitre, pour tout systéme de valeurs de zp et x, satisfaisant aux
inégalités (1), il existe une valeur de »* P Q parfaitement déterminée; Ven-
semble de ces valeurs a un maximum M et un minimum m; posons en outre:
w =M —m. Si nous faisons varier «, nous pouvons considérer » comme
fonction de «; c’est évidemment une fonction qui n’est jamais déeroissante;
de plus, si o tend vers 0, elle tend vers 0, car, d’aprés ce que nous avons
vu plus haut, M et m tendent tous deux vers la méme quantité 7' (z,).

Si done on se donne un nombre positif o, il existe un nombre positif
parfaitement déterminé, que je désigne par «,, qui est la limite supérieure
des nombres « pour lesquels w =o. Soit B, C, le segment de milieu A4, et
de longueur 2 «,(x,); dans ce segment, le nombre o est inférieur ou dgal
@ o (si on suppose la fonction continue); dans tout segment B, ', de mi-
lieu 4, et de longueur supérieure & 2 a., o est supérieur & o.

92. Je considére maintenant une fonction de deux variables f(z, ¥),
sur laquelle je fais les hypothéses suivantes: elle est continue par rapport
a x, par rapport & y, et posséde en tout point une dérivée déterminde par

rapport a x, Z_]; En chaque point 4, je considére la fonction o, (z, y) dé-

finie comme au numéro précédent: c¢’est donc la demi-longueur du plus grand
segment parallele & Oz, et de milieu 4, dans lequel la différence entre les
valeurs extrémes de r* (P Q)[zp <<z, <<xg] est =o. Je dis que «, (z, y) est
semi-continue supérieurement par rapport & (x, y).

Pour le démontrer, prenons (fig. 19):

B, Ao=Ao Co = a5 (2, ?/o)
B,0A0=Ao C'o=a¢(x0, ?/o)'{"%'

Dans le segment B', C’;, le nombre w est supérieur & o; soit ¢ + & sa valeur.
En prenant k" <k, on peut déterminer, entre B, et C',, deux couples de
14
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points P, @,, P, Q., tels que: ,
|9t P, Q,— 1t P, Qy| >0+ . (1)

On peut d'ailleurs s’astreindre & ce qu’aucun des quatre points Py, @, Py Q,
ne coincide avee A,; on aura ainsi:

xp, <Xyy X > Toy

xp, < Loy X, To
Il existe un nombre positif 3 tel que, dans Dintervalle (z,— 8, x, ), 1
n’y a aucun de ces quatre points.

J|
B BB B 4, | % o
0 X
Fig. 19.
La condition (1) s’écrit: _
f(@p, y0) — 1 (@, yo) __ 1 (@n, yo) — f (o, y0) >c L (@)
Tp, — X, Zp, — Zg, :

Je vais maintenant utiliser la condition imposée 4 la fonetion d’étre con-
tinue en tout point par rapport a ¥.

Considérons les paralleles & 0y menées par les points P, @, P., @,
et remarquons que, si dans la formule (2) on remplace 7, par la quantité
variable y, le premier membre de cette formule est une fonction continue
de y; donc on peut trouver un nombre positif y tel que, quand y sera com-
pris entre y,—y et y, -+, on aura:

| f(zp, l/) —f(xQn. Y) __f(xl’m Y) — (g, ¥) > 0. (3)

Tp — xQx xl’a - xQﬁ :

Appelons 5 le plus petit des trois nombres 5, y, ct considérons le

€
§ )
carré de centre A, et de cOté 2y, soit:

By — 0 =& = &, -I- M,y _’l/(,—“/]f]/f?/o'i‘n-
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Si 4 (z, y) est un point quelconque pris dans ce carré, le ségment paralléle
a 02, de milieu 4 et de demi-longueur «,(,, y,) ¢, contiendra certaine-
ment deux couples de points tels que:

(zp,y )y, (7o, Y)
(Zp,y ¥y (%o, ¥)

auxquels s’appliquera la relation (8); de plus, les deux points de chacune
des couples seront de part et d’autre de A. Par suite, dans le segment de
milieu 4 et de demi-longueur «, (z,, ¥,) + ¢, oscillation o des 7 (P @), telle
que nous 'avons définie, est supérieure & o. On a donc:

as (@, y)<"‘c (@, yo)"l"E)

ce qui montre que o, (2, y) est une fonction semi-continue supéricurement.

93. Nous déduisons de 1a que si E est un ensemble parfait quelcon-
que, il y a, au voisinage de tout point de E, des points de B ol «, a son
minimum posétif par rapport a K.

Prenons d’abord pour E le continu & deux dimensions, c’est-a-dire une
aire quelconque. On peut, dans cette aire, en trouver une autre oll «, a son
minimum positif, dans celle-ci une autre ol e, a son minimum positif, etc....

2
On voit ainsi que dans toute aire il existe des points oll «, a son minimum
par rapport & (x, y) positif, quel que soit a.
Supposons que, dans une aire C, le minimum de «, soit positif. Je dis

quen un point quelconque A, (%,, y,) de cette aire, V'oscillation de —g—; par

rapport & (%, y) est =20. En effet, prenons dans C un rectangle C, de
cOtés paralleles aux axes, contenant A,, et dont la dimension paralléle & 0
soit inférieure au minimum de «, dans C; dans ces conditions, si P, @, 4,
sont trois points situés dans ce rectangle C,, sur une méme parallele a 0z,
et de manidre que P et @ soient de part et d'autre de A4, on aura:

PP Q— gl;(A) e 1)

Donnons-nous un nombre ¢ positif. Je prends d’abord, sur la paralléle & 02
menée par A,, et de part et d’autre de A,, deux points P, et ¢, compris
dans C,; puis, sur les paralltles & 0y menées par P, et ¢,, je prends deux
intervalles entourants ces points, assez petits pour que, P et @ étant deux
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points quelconques pris respectivement dans ces intervalles, on ait:
[r*PQ—rtP, Q| <e. ()

On voit alors qu'on peut prendre autour de A, une aire assez petite pour
que, A étant un point quelconque de cette aire, il y ait, sur la paralléle a
02 menée par 4, une couple de points P et @ vérifiant les inégalités (1) et
(2); ajoutons I'inégalité:

i af _
J’tPoQo—“'gz(Ao) =i
Nous déduisons de la:
orf 0P
Ly 2Ly <20+

0f

et comme ¢ est aussi petit qu'on veut, Voscillation de =~ en A, est = 2.
) 0x 0

Nous avons reconnu qu'il existe des points ol e, a son minimum positif,
of

quel que soit ¢; en un tel point, Poscillation de 55 est mulle, c’est-d-dire

or . ‘
que =~ est continue,.

On reconnait ainsi que si —g—{c existe en tout point, c’est wne fonction
ponctuellement discontinue.

94. Supposons & présent que f(x, y) ait, en chaque point, des dérivées
partielles déterminées par rapport & @ et par rapport & y. Appelons g, (7, y)
la fonction qui joue par rapport & y le méme réle que «, (@, y) par rapport
a . Dans toute aire il existe une autre aire oll o, a son minimum positif,
et dans celle-ci une autre ot ; a son minimum positif; ceci ayant lieu quel
que soit ¢, on reconnait qu'il existe dams ftoute aire des points en chacun
desquels o; et s ont lewr minimum positif, quel que soit o. Je dirai qu’un
tel point est un point régulier.

Soit A un point régulier; d’aprés la définition, quel que petit que soit a,
les fonctions a, (%, 4), B (%, y), ont en A leur minimum positif; je dis que,
si petit que soit o, il est possible de déterminer autour de A une aire assez
petite pour que, si B et C sont deux points quelconques de méme ordonnée si-
tués dans cette aire, on ait:

P |
1“B0—3—);6(A)j<o—.
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En effel, «, a son minimum positif en 4; je peux prendre un nombre
B
positif y inférieur & ce minimum, et déterminer autour de A une aire en
tout point de laquelle on aura: «, > . Dans cette aire, je prendrai un rec-
5
tangle de centre 4 et dont la dimension parallele & 0 2 sera plus petite que y;

enfin je diminuerai, s'il le faut, les dimensions de ce rectangle, de manidre que
oscillation de g—f y soit inférieure & —;— Dans ces conditions, si nous pre-
nons, dans le rectangle obtenu en dernier lieu, et sur une méme paralléle
& 02, deux points quelconques B et C, on a, en appelant D le milieu du
Qegment B C:

rBC— " (D)] .
et: :
| 0 of G
LR AGIESS
inégalités d’ott 'on déduit:
epr D ‘
V'tBC——a—]a—;(A)I‘fa. (1)

On démontrerait de méme que si I'aire considérée autour de A est suf-
fisamment petite, et si on prend deux points quelconques B’ et C' de méme
abscisse dans cette aire, on a:

ilrtB'O'—g;(A) !fa. @)

Etudions maintenant ce qui se passe quand on considire deux points au
voisinage de A, situés 'un par rapport & Pautre d’une manitre quelconque.
Je suppose qu’on ait déterminé autour de A une aire (un carré de centre A,
par exemple), dans laquelle les conditions précédentes, exprimées par les iné-
galités (1) et (2), se trouvent remplies.

Soient P et @ deux points quelconques de cette aire. Je représente la
longueur P @ par I, I'angle que fait la direction P Q avec Oz par i; de
cette maniére, si les coordonnées de P sont wz,, 7,, celles de @ seront
%y =1, 4 Lcosk, y,==1vy, + Isin A Considérons le point R qui a méme or-
donnée que P et méme abscisse que @, c’est-d-dire qui a pour coordonnées

(T2 9.
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Je me propose de trouver une expression de la quantité :

it 2 F (@ =L E) !
Y= longueur P @
Pour cela, j’éeris :

LQ—7(P)_fR)—F(P PE  [(Q_FB) EQ
I"PQ PR IrPQ RO 1"PQ

c’est-a-dire :
" PQ=1rtPR-cos’-+r*RBQ- sink

Rappelons maintenant qu'on a:

rtPR—g—’;(A)'fa

) of _
7tRQ—“8—'&(A)]._G.
Nous avons done:

1'tPQ~——[al(A)-00sl+-a—f(A)~sin>\]'fa-(| cos A | 4 |sin21).

ox 0y |

La quantité du second membre ne surpasse pas g - V2. Nous pouvons tirer de
cette étude la conclusion suivante :

Si A est un point régulier, & tout nombre positif ¢ on peut faire cor-
respondre un cercle de centre A, tel que, P et Q ¢tant deux points quelcon-
ques pris dans ce cercle, et i étant U'angle de P Q avec 0z, on a:

o
‘]i-(%i;—g(l))——[g—];(A)c(}sk—l-%(A)sinl] ~ s,
95. On pourrait faire des raisonnements analogues aux précédents, en
- considérant une courbe au lieu d’une aire. D'une maniére plus générale, je
passe tout de suite au cas ot I'on considére un ensemble parfait queleonque E.

Si on considere les fonctions o, (2, y) et Bs (z, y) sur 'ensemble K, cha-
cune d’elles étant positive et semi-continue supérieurement, il est impossible
que P'une d’elles ait, en tout point de K, son minimum nul par rapport & E;
par suite, au voisinage de tout point de F, on peut trouver un point de K
ol le minimum de «, et celui de B, sont positifs. On déduit de la que, au
voisinage de tout point de E, il existe des points de E en chacun desquels
le minimum de «, et de f3, par rapport & E est positif, quel que soit o. Je
dirai qu’un point de cette nature est un point régulier par rapport & E.
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Nous allons voir qu'un tel point posséde des propriétés tout & fait ana-
logues & celles que j'ai étudiées dans le numéro préeédent.

Soit 4 un point régulier par rapport & E; la fonction «, a son mini-

£
mum par rapport a E positif; soit y un nombre positif inférieur & ce mini-
mum. Je peux déterminer un carré de centre .4 possédant les propriétés
suivantes :
1.° On a, en tout point de K situé dans ce carré:

oy =Y

2
2.° Le c0té du carré est inférieur a 7.
3.° Loscillation de 2L par rapport a I est inférieure & —62—; il est

ox
possible de réaliser cette condition, parce que % est continue en 4 par rap-
port & E.
Dans ces conditions, si nous prenons dans ce carré un point B appar-
tenant & K et'un autre point C' quelconque, mais de méme ordonnée que B,

nous aurons :

X of | __ ¢
!“BC"a_;(B)j—E’

ro| a

Le—Lu|=3

et par suite:

o
ch—-%(A)}fa.

Supposons qu’on ait déterminé autour de A un carré remplissant les
conditions qui précédent et celles qu’on en déduit en permutant le rdle des
Jettres # et y. Prenons dans cette aire deux points P et () appartenants & F;
soit I le point de méme ordonnée que P, et de méme abscisse que Q; (I
n'appartient pas nécessairement & [). On peut, en raisonnant comme au nu-
méro précédent, montrer qu'on a:

— (P of 0 : | 5
/(Qz)rPg( .)_[é.f;(A)cosk—l—g;—;(A)st“fc'\/z-

% représente, comme plus haut, 'angle de P @ avee 0 .
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Je résume ces résultats dans 1’énoncé suivant:

St K est un ensemble parfait, il existe, au voisinage de tout point de E,
des points de K que j’appelle régquliers par rapport & E; si A est un de
ces points, & tout nombre e correspond un cercle de centre A tel que, si P
et Q sont deux points de E pris dans ce cercle, on a:

wPQ-EéMwammP@+ggmyﬁmmmP@L<& (1)

Comme application de ce résultat général, nous reconnaissons que si I'on
considére une courbe, il y a, dans tout arc de cette courbe, des points ou

0f o 0f . 4 :
72 et 3y sont continues par rapport & la courbe.

Mais il peut arriver que, pour tous les points d’un arc de courbe, S—Z ;

par exemple, soit discontinue par rapport & (2, y). Citons la fonction qui, pour
x—1y=0, est égale & 0, et qui, pour x —y =0, est égale &:

(z — y)*sin

z—y

En tous les points de # —y =0, les dérivées g—]; et g—; sont discontinues,
Voscillation étant égale & 2.

96. Revenons maintenant au probléme posé au § 89, & savoir l'inté-
gration de I'équation :

0f L 0F ), @)

Je viens de déterminer certaines conditions auxquelles satisfait toute fonction
f(xz, y) qui possede en chaque point des dérivées déterminées; j’ajoute main-
tenant & ces conditions celle qui est exprimée par I'équation (2).

Interprétons alors les résultats trouvés. Prenons une quelconque des
droites paralleles & # —y =0, et sur cette droite un ensemble parfait quel-
conque K (qui, en particulier, pourra étre le continu). Il existe, au voisinage
de tout point de K, des points réquliers par rapport & E; si A est un de
ces points, & tout nombre positif ¢ correspond un intervalle de milieu 4, tel
que, si P et @ sont deux points de E pris dans cet intervalle, on a:

M"PQ——[S—’; (A)-oos—Z—-{-Z—;(A) . sinf—]r g T
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Dans le cas actuel, cette relation devient simplement :
' [t PQ|< e

Nous sommes ainsi conduits & rechercher les fonctions d’une variable qui
‘possédent les propriétés exprimées dans I’énoncé précédent. Jaurai besoin,
pour cela, d’exposer encore quelques considérations générales sur les fonctions.

97. Soit ure fonction quelconque f(x); considérons, dans l'intervalle
A B ou elle est définie, un ensemble parfait I, qui pourra é&tre le continu,
et prenons une portion déterminée de cet intervalle « 8, contenant des points
de K. )

Soit un couple de points P et @ appartenant & K et situés sur « 3;
considérons toutes les quantités: +* P Q; I'ensemble de ces quantités a une li-
mite supérieure M et une limite inférieure m. Je conviendrai de dire que M
et m sont les coefficients mazximum et minimum de variabilité de f(x), par
rapport & K, dans Uintervalle o ; et je représenterai ces nombres par
Mf (), E, o f], m[f (x), E, o f3].

Si @, est un point appartenant & F, je prendrai, dans I'intervalle (2, — 9,
%, + 9), les nombres que je viens de définir; quand 9 tend vers 0, ces nom-
bres tendent vers des limites détermindes: M [f (x), E, ) et m [f (=), E, =,],
qui seront les coefficients maximum et minimum de variabilité de f(z) par
rapport & E au point x,.

Il est évident que si #, est compris dans « 8, on a:

M (z4) = M (e ).

On déduit de la que si on considére le coefficient maximum de variabilité en
un point M (z) comme fonction de x, cette fonction est semi-continue supé-
rieurement.

J’énonce encore une remarque qui me sera utile dans la suite. Si l'on
a deux points P et Q tels que:

rPQ=1,
il existe certainement un point A4 situé entre P et @, ou coincidant avec
P'un d’eux, et ot I'on a:

M(A)y=1,
la fonction M étant relative au continu. C’est une conséquence directe d’une
remarque faite au § 90.

Je n’ai fait jusqu’d présent aucune hypothése sur f(x); je suppose main-
tenant que cette fonction est continue. Soit « 3 un intervalle contenant le

15
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point A4, (+,). Pour définic M (f (), E, « @), on peut, au lieu de considérer
tous les couples de points A, (»,) et A, (r;) appartenants & E et situés dans
'intervalle, considérer seulement ceux pour lesquels on n’a pas: @, = @, = &,
en d’autres termes faire abstraction du point M,. En effet, dans I'hypothese
de la continuité, toute quantité telle que »* 4, 4 peut &tre regardée comme
limite d’une suite de quantités telles que 7t A4, 4., A4, et A, étant distinets
de A,; par suite, que I'on tienne compte ou non des quantités de la forme:
7t A, A, les limites supérieure et inférieure resteront les mémes.

Prenons maintenant lintervalle (i, — 9, 2, + 9), et considérons tous les
points du continu €' qui sont dans cet intervalle, en retranchant le point x,.
La fonction M [f(r), C, #] a, en chacun de ces points, une valeur déter-
minée; cet ensemble de valeurs a un maximum qui, quand J tend vers 0, a
une limite M'; je dis que, dans le cas o la fonction est continue, cette li-
mite M' est précisément M [f (), O, a,].

Nous savons déja qu'on a:

M () = M.
Cela résulte de ce que la fonction M (z) est semi-continue supérieurement; il
suffit done de démontrer qu’on ne peut pas avoir:

M (z,) > M'.
Supposons que cela ait lieu; prenons un nombre i tel qu’on ait:

M(z)>r>M'.

On peut trouver, aussi prés qu'on veut de @, deux points I et @ tels que:

rtP Q>
On peut d’ailleurs supposer que P et @ sont du méme cbté par rapport A
A (z,); en effet, si cela n’a pas liey, si I'on a, par exemple:

Zp Lo <%y,

il est certain que I'une au moins des deux quantités »* P A et'rt A @), est su-
périeure & 2; soit, par exemple : '
" PA>M
Nous pouvons, & cause de Ja continuité de la fonetion, prendre un point ),

du méme c¢bté que P par rapport & A et assez voisin de A pour qu’on ait
encore : ¢

ri P () ek
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Il existe, entre P et @, un point B(z) ou l'on a:
M (x) >,
ce qui est en contradiction avec I'hypothese: 2> M.

En résumé, dans le cas ot f(x) est continue, la fonction M (x) relative
au continu, posséde une propriété caractéristique qu’on .peut énoncer de la
maniére suivante:

La fonction M (x) est égale, en chaque point, aw mazimum des valeurs
qu’elle a aux points voisins. '

Considérons maintenant une fonction f(x) continue, et mnon constante;
cette dernitre condition peut s'exprimer de la maniére suivante: il existe deux
points P et ¢ tels que I'on a:

r*PQ=0.

On aura, ou bien: 7¢ P @ >0, ou bien: »* P @ < 0; il suffit d’envisager, par
exemple, la premidre hypothése. Je suppose donc qu’il existe un nombre po-
sitif ¢ et un couple P @, pour lequel on a:

r* P Q> o.

D’aprés ce que nous avons vu, il existe certainement au moins un point
ou 'on a:
M (%) > g,
et, au voisinage de ce point, il en existe d’autres possédant la méme pro-
pricté: tout point on Lon a M (x)>> o est point limite d'une suite de points
ot Von @ aussi M () > o. Autrement dit, en désignant par G I'ensemble des
points ot M (x) > o, ensemble G est dense en lui-méme. Son dérivé G' est
done un ensemble parfait, et en chaque point de G' on a: ‘
‘M(x)éa.

98. J'arrive maintenant & I'étude des fonctions présentant la propriété
indiquée au § 96, propriété que je peux énoncer de la manitre suivante: Si
Pon considére un ensemble parfait quelconque E, il y a, aw voisinage de
tout point de E, des points ok U'on a:

M|f, E, x] =m [f, E, 2] =0.

On peut dire qu'un point ol cette double condition est remplie est un point
stationnaire par rapport & E; au contraire, en un point ou I'un des deux
nombres M et m est différent de 0, on dira que la fonction est variable par
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rapport & FE. Nous sommes conduits & dire, par analogie avec la notion de
fonetion ponc'tuellement discontinue, que la fonction dont nous nous occupons
en ce moment est ponctuellement variable relativement & tout ensemble parfait.

D’aprés cette définition, le résultat du § 96 peut s’énoncer dans les ter-
mes suivants: S¢ une fonction f(x, y) satisfait en tout point & Udquation:

2—7; + g—l; =0, sur chaque droite x — y = C', elle est ponctuellement variable

relativement & tout ensemble parfait.

Supposons qu’on impose & f(x, y) la condition d’étre continue par rap-
port & I’ensemble (z, y); dans ce cas, la fonction d’une variable définie sur
chaque droite x — y = Ct%, sera a la fois continue et ponctuellement va-
riable sur tout ensemble parfait. Je vais démontrer qu'une telle fonction est
nécessairement constante. ‘ v

Je ferai voir pour cela qu'une fonction continue et non constante ne
peut pas remplir la condition d'étre ponctuellement variable sur tout ensemble
par fait.

Soit donc f(x) une fonction continue et non constante; j’ai montcé plus
haut qu’il existe (soit pour f(x), soit pour cette fonction changée de signe),
un nombre positif ¢ tel que I'ensemble G des points ot M (f (z), C, ) >0,
C représentant le continu, est dense en lui-méme. En tout point de @ on a:

M= a,
et en tout point qui ne fait pas partie de G', on a:

M=o
Si on suppose que f(x) est ponctuellement variable relativement au continu,
G (et par suite G') est non dense par rapport au continu.

Soit A (x,) un point de G'. Je considére simultanément les deux nom-

bres M [f(x), C, «] et M [f(x), G, x]; je vais démontrer qu’ils sont
égaux.
D’abord on a certainement:

MG, )= M(C, ),

car tous les couples de points qui sont & considérer dans la définition de
M (G, w,), le sont aussi dans la définition de M (C, x,).
Je dis maintenant qu’on ne peut pas avoir:

M(G', @) < M(C, ).
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Supposons en effet que cela puisse avoir lieu; prenons alors un nombre 2 tel
qu'on ait: -
M(G'y =) <1< M(C, z,),
et en méme temps:

A >0,

On peut, d’aprées cela, déterminer un intervalle B B’ contenant le point 4 (z,),
tel que, pour tout couple H K de points de G' contenus dans cet intervalle,
on ait:

|7t HK| <A

Soit alors P Q (xp < ,) un couple de points quelconques pris dans V'intervalle;
soit H le point de G' qui est le plus voisin de P, & droite de P, et K le
point de G qui est le plus voisin de @, & gauche de @; on a ainsi:

Lp=Tp===Tr=2y.

De plus, il n'y a, entre P et H, ou bien entre K et ¢, aucun point de 'en-
semble G'. De cette manidre, il est certain qu'on a:

(#* PH|=o,

17 KQ|=o,
car si I'on avait, par exemple: »* P H>> g, il y aurait entre P et H un point
de @, ce qui ne peut pas étre. On a en outre:

[ HK | < .

Or, la quantité »* P () est comprise entre les valeurs extrémes des quantités
r"PH, r»» HK, »* K Q. On a donc:

|78 P Q| < X

Comme P et ) sont deux points quelconques de l'intervalle B B, on devrait
avoir:

M[C, w] =),

ce qui est contraire a I'hypothése.
En résumé, on a:
MG, 2] = M(C, =),

ce qui montre qu’'en tout point de l’ensemble parfait G', on a:

MG, z)=o.
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Donc, sur I'ensemble parfait G', la fonction considérée ne peut pas étre ponc-
tuellement variable; nous pouvons dire qu’elle est, sur G, totalement varia-
ble, ou méme tolalement croissante.

La conclusion de cette étude est, que, si une fonction est continue et
est ponctuellement variable relativement & tout ensemble parfait, elle est cons-
tante.

Pour se convaincre de la nécessité des raisonnements que nous venons
de faire, il suffit de se rappeler qu’une fonction peut &tre continue, non cons-
tante, et telle que, dans tout intervalle, il en existe un autre ou elle est
constante (*). Autrement dit, une fonction peut &tre continue et étre ponctuel-
lement variable relativement au continu, sans étre constante.

D’autre part, si on supprime la condition de la continuité, le théoréme
ne s'applique plus. Prenons par exemple la fonction discontinue égale par-
tout & 0, sauf en un point, ol elle a la valeur 1. Cette fonction, qui n’est pas
constante, est ponctuellement variable relativement & tout ensemble parfait.

99. L’application des résultats précédents & l'intégration de I'équation

S—I;-f— g—;:—— 0 est immédiate, et nous pouvons énoncer le résultat suivant:

Toute fonction f(x, y), continue par rapport & (xz, v), et possédant en tout

of ,of

point des dérivées P et 5y satisfaisant & la relation:
8wl wt
ooy
est de la forme:
¢ (@ — ?/)7

9 (u) représentant une fonction continue de u qui a une dérivée déterminde en
chaque point.

Si on compare ce résultat avec les résultats courants, on voit que notre
démonstration est plus complete que la démonstration par le changement de
variables, en ce sens que nous ne faisons sur les dérivées aucune autre hy-
pothése que celle de leur existence. Il resterait, pour terminer la question, a
voir ce qui se passe lorsqu’on n’assujettit plus la fonction & étre continue par

rapport & ’ensemble des variables, mais seulement par rapport & chacune
d’elles.

(¥) L. ScHeerrer, Acta Mathematica, Tome V, page 289.
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100. Les résultats que nous venons d’obtenir pour I'équation simple :

%4— (d_]; — 0, s'étendent sans difficulté & toute équation de la forme :

0 af
X( ) se+ Yo, 1) 52 =0. M)
Lorsqu’on se place au point de vue ordinaire, on cherche d’abord les
courbes satisfaisant & la relation différentielle :

dx dy
X 9 Yy

Ces courbes sont les caractéristiques de I'équation (1); si 'on admet que

()fet =~ sont des fonctions continues, la fonction f/(z, y) admet une différen-

ox 0y
tielle totale:

df_ dm—}—afdj

On voit alors que cette fonction doit &tre constante sur les caractéristiques.
Cherchons dans quelle mesure nous pouvons étendre ce résultat.

Je me place dans les hypothéses suivantes: Dans une certaine aire S,
il existe une famille de courbes : |

9 (2, y).=1u,

de sorte que, par tout point de laire, passe une courbe et une seule de cette
famille; ¢ (x, ) a en tout point des dérivées continues par rapport a (z, y);
il y a ainsi, en chaque point (2,, y,), une tangente déterminée pour la courbe
qui passe en.ce point; langle « de cette tangente avee Ox est donné par
la- formule :
eosae  sine 1
X(w, o) Y(xo, o) yXoof V2

Enfin, X et ¥ sont lmités dans 'aire que nous considérons.

Soit € une de ces courbes, F un ensemble parfait de points pris sur C;
je dis que la fonction f(z, y), relativement & E, est ponctuellement variable.
Il suffit, pour le démontrer, d'interpréter le résultat général énoneé¢ au § 9o:

(1 existe dans E des points réguliers par rapport & E; si A estun de
ces points, & ¢ correspond un cercle de centre A tel que, si P et  sont
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deux points de K pris dans ce cercle, on a:
}rtPQ—[S—L;(A)-cos(Ox, PQ)—I—%(A)-sin(Ox, PQ)H<E. @)

Dans le cas actuel, si « est I'angle de la tangente & C en A avec Oz, les
quantités cos (0 x, P @), sin (0z, P ), sont infiniment voisines de cosa« et
sin «, qui sont proportionnelles & X (4), Y (4); done, en tenant compte de
I'équation (1), la relation d’inégalité (2) donne lieu a celle-ci:

|7t P Q| <ey, 3)

e, pouvant devenir aussi petit qu'on veut. Cette inégalité (3) exprime la pro-
position que je voulais démontrer.

On déduit de 1a que, si f(x, y) est assujettie & &tre continue par rap-
port a (x, ), elle doit étre constante sur les caractéristiques, la chose étant
démontrée indépendamment de toute hypothése sur les dérivées autre que celle
de leur existence. ‘

101. Nous~pouvons enfin donner encore une extension & ces résultats,
en considérant le cas de 1'équation & » variables:
af

856;1_

KiaGnyiaoagi il Fyp Dleag saugeZy 0. (1)
R 0 L2
En premier lieu, on fera une étude sur les conséquences qu’entraine, pour
une fonction de n variables, I'hypothése de I'existence de dérivées partielles
en chaque point; dans le cas général, cette étude présenterait des difficultés,
analogues a celles que nous avons rencontrées dans ’étude des fonctions de n
variables, continues par rapport a chacune d’elles, dés que n est égal & 3.

Mais si 1'on suppose que f (&, #:,... ,) est continue par rapport & l’en-
semble des variables, on a immédiatement un résultat trés simple; en effet,
appellons «; (,, @.,... ,) la fonction définie au § 91, et relative & z,; dans
hypothése de la continuité de f, cette fonction a, est semi-continue supérieu-
rement par rapport & Uensemble (x,, x,,... 2,); on en déduit que, sur toute
courbe caractéristique de 1'équation (1), la fonction f est & la fois continue
et ponctuellement variable relativement & tout ensemble parfait; elle est done
constante.

Ici encore nous avons accompli un progrés: nous avons supprimé la res-
triction de la continuité des dérivées.

Je ferai remarquer qu'il existe certainement des fonctions non continues

par rapport & Pensemble des variables et satisfaisant & 1'équation (1); par
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exemple, si nous envisageons 1’équation :
of L BF | OF _

la fonetion que j'ai déja considérée au § 86, qui est égale & O pour les points
de la droite 2=y =2, et a:

@—2)y ===y,
(@ —2)* + (y — 2)7]*

pour les autres points de I’espace, satisfait en tout point & I'’équation aux
dérivées partielles (2); cela résulte de ce qu’elle est constante sur chaque pa-
rallele & # = y = 2; mais on voit qu'elle est discontinue par rapport a I'en-
semble (z, y, 2).

CONCLUSION.

Dans Pintroduction, j’ai montré comment les différentes questions traitées
dans ce travail peuvent &tre considérées & un méme point de vue. On voit &
présent que les méthodes qui ont été employées pour les résoudre présentent
aussi entre elles les plus grandes analogies. La théorie des ensembles de points
joue un rodle trés important dans ces méthodes; on peut méme dire, d’'une
manidre générale, que, dans 'ordre d’idées ol nous nous sommes placés, tout
probléme relatif & la théorie des fonetions conduit & certaines questions re-
latives & la théorie des ensembles; et c’est dans la mesure ol ces derniéres
questions sont avancées ou peuvent I'8tre qu’il est possible de résoudre plus
ou moins complétement le probleme donné.

Les questions dont 1'étude fait I'objet de ce mémoire en appellent une
foule d’autres. En ce qui concerne les fonctions d’une variable, il y aurait
lieu de poursuivre I'étude des différentes classes de fonctions définies au cha-
pitre IIL; il faudrait ensuite faire une étude analogue pour les fonctions de
plusieurs variables, étudier en particulier, d’une maniére plus approfondie
qu'on ne 'a fait au chapitre IV, les fonctions de n variables, continues par

16
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rapport & chacune d’elles; il y aurait lieu aussi de chercher & résoudre, aussi
complatement que possible, la question posée au chapitre V au sujet des équa-
tions aux dérivées partielles.

On voit qu'il y a la tout un groupe de problemes, dont quelques-uns
seulement, choisis parmi les plus simples, ont été étudiés dans ce travail.

Vu et appirrouve :
Paris, le 1ler aofit 1898.
LE DOYEN DE LA FACULTE DES SCIENCES,
G. DARBOUX.
Vu et permwis dimprimer :
Paris, le ler aolit 1898.
Lt VicE-RECTEUR DE L'ACADEMIE DE PARIS,

GREARD.
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