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PREMIERE THESE.

SUR LE SYSTEME D’EQUATIONS

AUX

DERIVEES PARTIELLES SIMULTANEES

AUXQUELLES SATISFAIT LA SERIE HYPERGEOMETRIQUE
A DEUX VARIABLES Fy(e, 3,8, y5 2, 5).

Le présent travail est une modeste contribution & I'étude du systéme
d’équations aux dérivées partielles simultanées (S) auxquelles satisfait la
série hypergéométrique a deux variables I, (o, B, 8/, v; 2, v).

[l est divisé en cing Chapitres.

Dans le Chapitre I, je m’occupe des relations qui existent entre la fonc-
V(= 8, 3, v; =, y) et ses contigués. Je démontre que toute fonction con-
tigué, ¥, (e« +p,B+¢q, 8 +q,v+1r;z,%), p, g, ¢ et r étant des
nombres entiers, est une fonction linéaire et homogéne de I, de % et de
T;/‘, les coefficients étant des fonctions rationnelles de & et de y. Jen dé-
duis, par une voie naturelle, les équations aux dérivées partielles du second
ordre auxquelles satisfait la fonction I,. En suivant une marche identique,
jétudie de la méme facon les dix intégrales particuliéres bien connues
qu’on obtient en donnant a g et £, dans 'expression

k
f WA — )Y (w2 ) B — wy) P du,

I )]
les valeurs o, 1, w0, —, —-
x Y
Dans le Chapitre 1I, j'établis un Tableau de 64 intégrales du systeme
L. |
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2 R. LE VAVASSEUR.

(S) analogue au Tableau des 24 intégrales de Kummer relatif a I'équation
différentielle du second ordre a laquelle satisfait la série hypergéométrique
de Gauss, F(2, 3, v; z). Cest le développement d’une Note que M. Gour-
sat a fait publier dans les Comptes rendus de U’ Académie des Sciences.
e Chapitre III est occupé par la recherche des relations qui existent
entre trois ou quatre des dix intégrales précédemment citées, lorsqu’elles
ne sont pas distinctes. J'ai insisté sur ce fait que les relations en question
dépendent des positions de x et y. J'ai dressé quatorze Tableaux distinets
de relations, je n’ai éerit que celles qu’on ne peut déduire simplement des
relations déja trouvées. J'ai adopté un systéme de numeérolage qui permet
de trouver immeédiatement dans I'un des Tableaux la relation qui existe
entre tel groupe que l'on voudra, de trois ou quatre intégrales non dis-

tinctes.
Soit
o(u) =ur " (u —1)" 1 (u — x)(u— y),
K he 1
0)1:[ o(u)du, mz—;/ o(u) du, 0)3:/ o(u)ydu;
Jy 0 o
enfin
Wy . s
wy 2 oy f“

M. Picard a démontré que si x ct y, considérées comme fonctions de % et
de 1, étaient des fonctions uniformes de Z ct de v, les dix nombres
a+0—1, a+c—1, a+d—1, b4+-c—1, b+d—1, c+d—1,
o —-b—¢c—d,2—c—d—a, 2o—d—a—0>b, 2—a— 0 — ¢ devaient
étre les inverses de nombres entiers. Je me suis proposé, dans le Cha-
pitre IV, de trouver tous les groupes de quatre nombres a, b, ¢, d, jouis-
sant de cette propriété.

Dans le Chapitre V, jétablis le groupe du systéme (3) en suivant la
mdéthode de M. Picard; puis, considérant la forme quadratique ternaire, a
indéterminées conjugucées que ce groupe lalsse maltérée, j’é¢tablis que son
déterminant invariant ne peut s’annuler qu’en méme temps que tous ses
premicrs mineurs, répondant ainsi & une question que M. Picard a posée
dansune Note insérée au Bulletin de la Société mathématique de France,
t. XV, année 1886-1887, p. 148.

Je cherche ensuite dans quels cas le systéme (S) aura son intégrale gé-
nérale algébrique.
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SYSTEME D’EQUATIONS AUX DERIVEES PARTIELLES SIMULTANEES, ETC. 3
CHAPITRE 1.

1. Considérons 'expression
U= w1 — )% (1 — u)=B (1 — )8,

dans laquelle on suppose que « prend des valeurs réelles appartenant &
I'intervalle (o, 1). Je choisis pour I'argument de u« et pour I'argument de
(1 — u) la valeur zéro. x et y sont des valeurs complexes ou réelles, mais,
si elles sont réelles, inféricures 4 r. Comme arguments de (1 — w.z) el de
(1 — uy), je choisis cenx qui s’annulent en méme temps que w. Les
nombres «, 3, 3’, v sont réels ou imaginaires. La partie réelle de « et celle

de (v — ) sont assujetties a étre positives.
Dans ces conditions, 'intégrale définie

1
(5 5 yir )= [ U
0

a un sens. Clest une fonction bien déterminée de x et de ), Sil'on regarde
la portion indéfinie de I'axe réel X qui est & droite du point (+ 1) comme
une coupure, que ne pourront franchir nile point x, ni le point y, @ sera
une fonction uniforme de z et de y.

On a, en particulier,

1
P (o, B, f)’y;o,o):f w1 —u)* b du = B (o, y — 2),
4]
enposant
_I(p)T(qg) Y A :
Bip, ) = g2, r<p>~V[ 2r=terdr (1)

Nous définirons, avec M. Appell (*), 'expression (&, k) par I'égalité

Y. (2 + Kk —1).

(*) Voir le Cours d’Analyse de U'Ecole Polytechnigue de M. C. Jordan, t. I[, p.
190, 1QIL.

(?) Yoir Journal de Mathématiques pures et appliguées de Liouville, t. VIII, année
1882, p. 173 et suivantes.
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4 R. LE VAVASSEUR.

Par convention, le symbole (%, o), qui n’a pas de sens par lui-méme,
représentera I.
On voit alors immeédiatement que 1'on a

()/n 11([)(7 o 3’/ x, 7)
.Z‘"ld]

= (B, m) (3, n)®la+m+n,3+m,B'+n, y+n-+n;x v.

En conséquence, si nous posons

(o, 3,3, 752, 0) =B (o, y — ) D (2, 3,8, y; 7, ¥),

en sorte que
D (x,83,3,7;0,0)=1,

on déduit aisément de I'égalité précédente pour cette nouvelle fonction @,
Ia formule suivante :

gm+n (Dl(gg’ f), ‘3', 75 %> y)
B dvyn

m—+-n)(3.m)(5,n
ﬁ(a _:/ 27(2—1—71))( )ll)l(a—%—m—q‘—n,ﬁ—}—m,lﬁ’—}—n,y—{—m—{—n;a‘,}*).
8]

On conclut de 14, en observant que m! == (1, m),

1 [d'"”‘bx(a, 8.8, v;x, ,v)] _{a,m ) (3, ) (3,

minl dx™dyn TIYT (yeman) (1, m) (1, n)

et, par conséquent, la fonction ®, sera représentée, pour x et y voisins de
I'origine, par la série

M=o n=>

Fi(2 8, 3, v; , 3 2‘ Z (o, m+n) (3, m) (5, n)xmyﬂ

! (7 24 n) (1, m) (1, n)

m=90 n—

M. Appell a démontré que cette série est convergente sous les condi-
tions | x| <1, |y | <r, quelles que soient les valeurs de «, 3, 3" et~y ("). Elle
servira donc a définir la fonction @, («, 3, &', v; x, ), quelles que soient
les valeurs de #, 8, 3’ et v, tant qu’on aura | x| <71, |y | <T1.

2. Soit p un nombre entier quelconque. Dans ce qui va suivre, pour
abréger, je désignerai par ®(« + p), ®(3+ p), ®(F +p), (v + p) les
expressions ‘I’(a—i—p 3, 3, vs xy, ), ®(2, 34+p, 3, vy ox, ¥,
D(a, 8,8 +p,vsa, ), ®(x, 3,8,y +p; x, )), respectivement.

(1) Voir le Mémoire de M. Appell, loc. e¢it.
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SYSTEME D’EQL'ATIONS AUX DERIVEES PARTIELLES SIMULTANEES, ETC. 5

De méme, ¢ désignant un autre nombre entier, ® (« + p, 3 + ¢) repré-
sentera @ (a + p, 3 + ¢, 3, v; r,y), et ainsi de suite.
J'emploierai les mémes abréviations pour la série F, (o, 3, 8, v5 2, y).

1
5 .. . , . . -, Udu
Cela posé, si la partie réelle de « est supérieure a 1, I'intégrale f —

aura un sens ainsi que ® (2 — 1) et 'on verra sans difficulté qu'on a
1 er
“Udu
j — @ (x—1)+ D
A o

De méme, si la partie réelle de (v — o) est supérieure a 1, Pintégrale

'Y Udu .. . s .-
~——,; 4Ura un sens, amsi que ® (v —1) et I'on aura précisément
0

Fa—
Udu
A P =®(y—1).
On a aussi
1 .
Udu
Q“ﬂw-¢@+m
1
Udu ,
et

1
f Uudu =®—® (5 +1).
0

Ensuite on trouvera aisément les relations suivantes :

P(a+1)=P(y—1)— D,
OB —1)=ax®(y+1) —(x —1)P,
QB3 —0)=y®(y+1)—(¥y—1)0.

Les trois derniéres relations donnent immeédiatement, si I'on suppose
l]<1,et]y|< 1, en tenant compte de la formule

®(o, 5, 3,30 0) = NI (05,8 g5, ),
(7)
qui a lieu dans les conditions données,

) aFi(a+1)=(y—)F(y—1) +{+a—yF,
(2) yFB—10)=(y—a)2Fi(y +1) —y(x —DF,,
) YFU(B = 1) = (7 — %) yFily+1) — (> — DFu,
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8 R. LE VAVASSECUR.
3. De I’équation

U= (1 —u) %1 (1 —ux)y 31— uy)?,
je déduis

(LU:U<°(_I~:—H_Q_7+ o ‘5"V>
du

u 1 —u t—uxr | 1—uy,

Intégrant les deux membres de cette équation, multipliés par du, depuiso
jusqu’a 1, on trouve (en supposant toujours les parties réelles de o ot
de v — o supéricures a 1)

(2 —)[P(x—=1) +@] —(y —2—1)P(y —1)+PrP(34+1)+ 3y T3 +1)=0,
ct, par suites

7 \'('/—Of)F1(1—I)+(9’—')F—(‘/—1>F1(’/—1)
N / +B8xF(3+1)+3yF, (3 =+1)=o0.

De méme, on a

d(UU):UU<9_€+I—I—a——7_‘_ Bxr By >
u

-
du 1— i " i—uwx I—uy

Multiplions les deux membres de cette ¢quation par du ct intégrons de o
jusqu’a 1, il vient
PR+ +FOF )= —x—) 0y —)+(+3+3 =)0,
et, par suite,
3) BR@E+D+FFE+)=(G—)FR{—)+0+3+3—nk.
infin, en partant de ’équation

N\

d(ll‘zU):lﬁU(a—i—I_’_I—F—a—”/_'_ gz By ),

du 17 T—u Cr—ux  1—uy

multipliant les deux nombres par du, puis intégrant de o a 1, on trouve

[ey—B8—f' —a—nay —Ly—53z]®0—(y—B8—F)ay®(y+1)
—(y—a— D)2y ®(y— 1)+ By ®(B 1) + B e ®(F 1) =o,

et, par suite,

( (7 —a)(y =B —B)ayF(y+1)
(6) =[2y—8—f —a—0zy—3y—F2lyFi—y(y—nayFi(y—1)
+ ByyFi(B+1)+ 5 vxF (3 +1).
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SYSTEME D'EQUATIONS AUX DERIVEES PARTIELLES SIMULTANEES, ETC. 7

Nous avons ainsi obtenu siz équations linéaires ¢t homogénes entre I7,,
Fi('y' - ])a Fi(te_ l)v Fl(‘gl’* ]>a F«(Y - I)a FI(\"/- + I): Fi(? -+ ')a
F (3 +1), Y (y + 1), les coefficients étant des polynomes entiers en « et
cn y. La suite des caleuls montrera que ces six relations sont distinctes.

Nous pouvons deés lors énoncer le théoréme suivant :

Tutorine. — Entre la fonction ¥, et trois quelcongues des huit fone-
tions conligués ¥, (2 — 1), F (fp—1), F, (' — 1), F'\, (v — 1), F,(« + 1),
Fo(3+0), B (3 +1), F.(y + 1), existe une relation linéaire et homo-
gene dont les coefficients sont des polyndmes entiers en x el en y.

4. Posons
_ oy m+n) (B, m)(B, n)
T (yom+n)(1,m)(1,n)’

i}
Umn

Z’"Z) n’

d’ot
Mm—x p—o
¥ Bl _
,1(01, 5,- ,3 7/,"67,})— umn_ Umn-
m=0 n=0

On a alors
< I
Fi(3+n=Fi+ 5 §mu,,,

Fi(3+1)=F,«+ Snu,,,,l

ct
]

F1(7—1>:F1+7—IL

(m <4 n)u,,,.

D ailleurs, on voit immédiatement que

oF,
Mmil,y,,=—

2
dx

\ _OF,
b N ypn=—2Y d)’

Donec
Fi(B+1)=F + % Cz)l;l’
Fi(y —1)=F,+ 1 <1% +)/(i)i:1>.

On déduit de 1a que les huit fonctions contigués pourront s’expriner
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3 R. LE VAVASSECR.

. ., \ F F .
en fonction linéaire et homogéne de ¥, de ?Txl et de %—y’, les coefficients
élant des polyndémes entiers en x et en y.

On a le Tableau suivant :

. — (- / 129 . dFl . . dFi
(= Fi(a—n=(y—a—pe =B Frel—a) 5l +ra—0 Gl
: o , oF oF
(y—=3-8)YFE—0=@y—-5-Ff—-ax)Fi+2(—ux) d£‘+r(l—y> d,,"
/ ar , aF aF
=3 =P F@E =)=y =B =8 —ay) Fi+y(—» 5 +ra—a)
oF JF
G=0FG—nN=G—0F+eym +r5s
. . _OF, _ 9F,
an(zx—l—l)_d[“-{—J‘d—x + ) Ik

.. . OF
BR(B+1)=pF,+z-0

, , OF
BF (B+1)=pF+)y 0‘}:’

-

1

dy

, . JF, .
(y—)(y—B=B)F(y+1)=(y—a—8—-08")yF+ P(1—=2) 5 =y (=)

De la formation effective de ce Tableau résulte que les équations (1),
(2), ..., (6) sont bien distinctes, ainsi que nous 'avions annoncé.

5. La méthode que nous venons d’appliquer, pour trouver les huit
premicres fonctions contigués en fonction linéaire et homogéne de Iv,, de
JF, JF,
Jdr dy

Soit & calculer

et de » s’applique aussi aux suivantes.

Q(ax+p, B+q,B'+q,7y+r),

Py ¢, g’ et r étant des nombres entiers, positifs ou négatifs. On part de la
formule

Sa+p,B+q, B+q,y+r)

1
:f wdFp=t (g — @)Y=%+r—p=t (1 — ua)~B=7 (1 — uy)-P-7du;
0

s1 p est négatif, il faudra supposer que la partie réelle de « est supérieure a

Document numérisé par la Bibliothéque Interuniversitaire Scientifique Jussieu - UPMC



SYSTEME D’EQL‘ATIONS AUX DERIVEES PARTIELLES SIMULTANEES, ETC. 9

— p; de méme, si (r — p) est négatif, il faudra supposer ue la partie
réelle de y — o est supérieure a p — r.

Sous ces conditions seulement, I'intégrale du second membre a un sens.
Cette intégrale peut s’écrire

1
f Cuwur(1—u)yr—r(1—ux)?(1—uy) 7du.
0

On décomposera alors la fonction rationnelle de «,
uP(1— )P (1—ux) 701 —uy)= 7
.y . , .
en ses éléments simples. Supposons que I'on ait

uP (1 —u)yP(1—ux)?7{1—uy)y?

N . Ay o By C ~ C
= a,u’ +2$ + T > = l”u_)v + 3

(r1— ay)”

(hy N, w, v, v étant des entiers positifs); on aura alors & calculer des inté-
grales de la forme

1 17 A T 1 1 T
() [ wtU du, f Uc?ct’ [ Udu Udu Udu
0

Jo uh Jo (l—u)l*, o (I—zcx)"’ A (I—uy)""

Or on a identiquement

d(u”“U):uhH .‘<a+/z_!_ I+a—7y B N By >,

du u f—u | t—ux IT—uy

d U 1 U b Sl Tl px By

dul (1—w)¥1 ] 7 (1 — w)v! u r—u I —ux 1—uy)
d U - U d—IJ—I—:—O!—'/_L(lB—E—‘)—I)x_‘_ By
du (1 — ua)']| " (1— ux)! « 1 —u 1—ux Tr—uy)’
d U J y e . . I
d |- U _ o 1+1+oc Y Bx +(B—|—J nry.
du | (1 —uyy—! (1—uy)y—t u I—u 1— ux 1—uy
Enfin

d U U /fa—1 P4-o—7 Bx By
| ] = — -+ -+ -+ .
du \ g1 ur1 u T—u 1—ux I—uy

Multiphant par du les deux membres de 1'une quelconque de ces équa-
tions, et intégrant, de o & 1, le premier membre est nul, et les équations
obtenues, toute réduction faite, permettront de calculer les intégrales (),

L. 2
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10 R. LE VAVASSEUR.

pourvu que 'on ait déja calculé les intégrales analogues, ot les exposants
l, k, w, v, v solent moindres.

On passe ensuite des formules concernant la fonction @ aux formules
concernant la fonction I¥,, sans aucune difficulté.

Ces derniéres formules se trouvent ainst démontrées pour certaines va-
leurs de «, 3, ', v. Néanmoins, elles ont licu pour toute valeur de o, 3,
#’, v. Il suffit, pour s’en convaincre, d’observer qu'on peut les vérifier

directement, en partant de la formule

1‘1 - S Umns

et que, dans le calcul de vérification, on n’a aucune restriction a faire sur
les valeurs de «, 3, 3" et .
On peut donc énoncer le théoréme suivant :

Tutorive. — Toule fonction contigué ¥\ (a—+ p, 3+ ¢q, 3'+¢q', v+7r)
est une fonction linéaire et homogéne de I, de (;F’ et de drl, les coef-

Jicients étant des fonctions rationnelles de x et de y.

Je donne ici le Tableau des fonctions contigués obtenues en remplacant
dans I, deux des quantités o, 3, 3/, ypara =1, =1, B'=d=1, v = 1.

(y— =) (y—B3—B)F (2—1,3—1)
:K7~5—3M7—a—ﬁx—ﬁJ%%y—ﬁ—E—aMa—wﬂE
JF,
+(1+y—x2—5—7 ).I’(I—.l)()r

aﬂw—s—&n~wa—oﬂo—yﬂh

(7—a)(y— B —B)Fi(a—1, 5—1)
[y —B—B)(y—a—Br—By) —(y—p—F — o) (2—1)y]IF

(g — o

i JdF,
-+ [(y —5he — (o —1) V](1~x)dx
- : JF Ik,
(7= Fi(z =ty = 1) = (7 =1 =B — B Fi o (1 — ) b 2y (10— ) o
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SYSTEME D’EQUATIONS AUX DERIVEES PARTIELLES SIMULTANEES, ETC.

S5(p—a)F(a—1, B+ =[y—a—(+5—a)x—32y]3F

+ (1 +3—2) r(I——x) JF, (I——V)()
iy —a)Fy(a—1, 8+ =[y—a— 0+ —a)yy —Bx]3'F,
, ) N 5 . NUAYR
—!—(1—5—,5~a)}(1—(1)~()7+r1 (1—1)()7,

(y—oa+0)(y—a)(y—EF—E)Fi(a—1,y+1)
=y =B8—=8Vy—a—=Bx—=0y)—(2—1)(y—a—5—5)]yF,

(=B =B E— (2 — 1] 70— 2) I

Ly — BBy — (=070 — 1) T
(7—8—8) (7 —8— 8+ )F(B—1, 6 —1)
=7 =880y —B—F =) +alfy + )
(=B () —a(B B2y IF

BB e Dy B)y (g B 25 ] () O

+[BE+f—a—nay+ = ++y—25— BHril I_}/)_L
<’7—1>F1<5—r,7~r>:<~/-r—ax>F1+<x—x>(x% +v%FT>
<7#’>Fx<‘3—I,'/—I>i('/~'—ay>F1+(r—y><xd—1f +.>*T,,’);

a(y—B—B)Fila+1,6—1

F,
:a[(5+5'“—°‘—1)$+(‘/“5—‘5’)]1“1“(5+5/_z'_l)x(l—m>(;7>

oF
+[B+p—a—zy—(y—a—nNx+(y—3—5")r] d‘,‘,
a(y =B —8"YFi(e—+1,5 —1)
—al(B B — Uy (j— B — “]Fl—<3+5’~aﬂ>»<l—w>"”
+[B+B—a—1)xy —(y—a—1)y+(y—B—0 )x]dF’

JF
3 a4 By =5 . _ 1.
BEGLE =6 F (2 — ) 0
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(7—)(7—B—08")V(y—B—F+yF(E—1,7+1)

=[a(z—p)ay+aBy+B8x)+ (7 -3+ -3 -5+a)y]yl

JF,
+ly—a)xy + =By —Brly(—x) 5o

JF,
+ =)oy —(y =Bz +{y =23 =+ 0xly—0) 57>

(y—a)(y—=B—=B)Y(y—B—f+nNzF(F—17+1)

=[a(a—yley +aBy +pz)+(y—5— B+ (y—3—5"+a)r]yk,

E,
+ [y —a)ry + (0 =3z —Byly(— }')(3)—},

aF,
[y —a)zy — (3 =By +(y—2B =B +naly(t —2) 55
a(y —0)F ye = (y— 1 BE o'y F
(y — O F (a1, y —1)={7 —1+ 1—~x+1—]’ ok,
u z =1 .
+la—(y—a—1) r_ ki -+ oy z
; / I —x 1 —x I—y

+[“_(_/_x~1) y . Bx 5’}’]]

—y 1—x  I—Y

ﬁ(y-l)([»—m)Fl(ﬁ—i—I y—1) .
y 0[} JF,
=[y—1—(y—e2—Dx]3F+{3—(y—a2—1) x]z’ + 3y )

Bly—n(—y)F (@ +15,y—1)

¥ JF

=l (a1 R I8 = (a0l G e
oF JF

aBa—2)F(a+1,3+1)=a3F,+(a+3 —y+1)x 5;1+‘8de1
o' (t-—yYF(ax+1,5+1)=aB'Fi+ (a +§ /+1)yddr B’x(())i

. oF, JF,"
9‘("/~5“5')F1(d+1,7+1):ozyh—\—y[(w—l)d +(y—1) J

dy
. P JdF o 4 O0F
B3 (x —F(B+1,3+1)=3 QI(I—y)F1+J$‘d—;—Hy‘—(i;

o JF
B(r—a)Fi(B +u,y+0)=0y Fi+y(@—1) 45

Jf
By —)Fi (B +r,y+1) =8y Fi+7(y —) dyl'
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6. Revenons & la formule démontrée au n° 1, savoir :

gm+n F1 (o(_ 5, 5’, 77T, )’)
oxm ()J/Il

(or m—+ ) (3, m)(5, n)
(7 mi— 1)

Filat+tm+n,53-+-m5 +n,y+m-+n;ao,y.

Iy

De cette formule et du théoréme énoncé au numéro précédent résulte le
théoréme suivant :

Les deéricées partielles d’ordre supérieur a 1 de la fonction ¥, peu-
cent s'exprimer en fonction linéaire et homogéne de ¥, de JF, tetde ()l
les coefficients élant des fonctions rationnelles de x et a’,c)r'.

En particulier, si nous calculons les dérivées partielles du second ordre,
en suivant toujours la méme méthode de caleul, nous obtenons le systéme

d’¢quations aux dérivées partielles qui suit :

| w(—z)(z— y) dr‘ [y (e —y)— (e Bt (48— 5 4+ 1)y + 53y 5=

*F
y(l—y)(y—x)Wf—%[y(y~x)—(a+‘ +D Y 4 (a3 =3+ 1)y + 3] oy

—
o]
~

Bl (1—x) %‘% — a3 () —YF,=o,

0*F, _B,OFl_f oF,
dy

-

oy
| ( dx ay

(est ce systeme d’équations aux dérivées partielles que nous allons prin-
cipalement étudier dans le présent travail. Nous en possédons déja une
intégrale particuli¢re. Proposons-nous d’en trouver d’autres.

. visageons pour cela 'intégrale définie
7. Envisag o la I'intégrale défi

13
Wz, 3,3,y 0,0)= [ (0 — )Y — wa ) B — uy) ¥ du.

Lo

(1) Voir le Mémoire de M. Appell, loc. cit. — Pour Tétude de la derniére équation aux
dérivées partielles, prise isolément, voir le Chapitre III de la II° Partie des Lecons sur la
théorie générale des surfaces de M. Darboux.
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ot g et h sont deux constantes quelconques, réelles ou imaginaires. Nous
prendrons pour le chemin que suit « pour aller du point g au point 4, une
courbe arbitraire, donnée une fois pour toutes. Si elle part du point o, ou
si elle y aboutit, on supposera la partie réelle de « plus grande que zéro; si
elle part du point (+ 1), ou st elle y aboutit, on devra supposer la partie
réelle de (v — o) supérieure a zéro. Si elle part du point a I'infini, ou si elle
v aboutit, il faudra que la partic réelle de (v + 3 + 8’ — v) soit supérieure
a zéro. Si les points g, £ ne coincident ni I'un ni l'autre, ni avec le point o,
ni avee le point (<~ 1), ni avec le point a l'infini, «, 3, 3’ et ¥ sont arbi-
traires; mais le chemin que suit z ne doit passer ni par le point o, ni par le
point + 1, ni par le point & Vinfini. De plus, % et }i/ ne devront pas se
trouver sur ce chemin.
Cela posé, on a, comme pour la fonction ®, d’abord

()/zz+n lI_"( o, B’ .6,’ 7 s, 3)
()J/./n ().),/z

o

=(E,m) (3, ¥ (a+m+n,B+mp +-n,y+m+n;x,y).

0

nsuite, en posant

Uiy = (1 — )T * 11— ux)B(1—uy)¥,

on trouve
(9) Y(x+n= W(iy—1)—W
(10) T3 —n=a¥(y+1N—(x—0nY¥,
(11) ‘F(@’—]):y‘lfﬂ(y—}—I)—(}’—I)T,
puis
(12) )(/AI (W (a—1)+W]—(y—a—1)¥F(y —1)

B +BaW (B +D+FyW (B +1)=U()—U(g),
RS DR R

( o=y =¥y —0+0+ 3+ 3 =¥+ 2U0A)—2U(5).
Enfin

[y 3 =8 —a—nay—By—5z1¥—(7—3—5) oy ¥(y+1)

XN —(y—a—DzyW(y—0+By¥(B+1)+3zW (3 +1)

[ = U — g U(e).

Il résulte de la que, entre la fonction W et trois quelconques des huit pre-
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mieres fonctions contigués, il existe bien encore une relation linéaire, mais
clle n'est plus toujours homogctne.
Drailleurs, si de la formule

" U du

F(aen=[ 0

on retranche membre & membre la formule

W :f U du,

il vient
h - a
.. . Ud o¥
oW [ MLl o0
On a donc
. x JW¥
oW
Y3 =0+ l:—
(2 ) 5 ay
Done

(B0 +B W (B )= (345 O vd(;j

=(y—a—nW(y—1)+0+B+5— W+ U (h)—gU(g)

et, par suite,

ow o .
N=(7—0OW+oo=+y 5+ glg)— Al

(y —a—1)W(y
On voit donc que toute fonction

W(axtm,pBx=p, 3 £p, yEn;a,y)

et, en particulier, toute dérivée partielle de ¥ d'ordre supérieur a un,

()‘F 0
pourra s’exprimer linéairement en fonction de W, de -~ et de 5=+ Seule-

ment on n’aura pas toujours une fonction linéaire ct homoe,‘ene. L&s coeffi-

() v° o

cients de W7, de et de 5y seront encore des fonctions rationnelles de «
Y

et de y; le terme mdepend’mt de I, de el de P %era, en général, une
fonction transcendante de x et de y.
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16 R. LE VAVASSECR.

Si nous cherchons en particulier 'expression des dérivées partielles du
second ordre de W', on arrive au résultat suivant :

(r—x)(z—w) ZI} —|—[/ (x —yv)—(1+a-+53)a? —+—(:+a4—5—‘3’)wy+ﬁ’y]%i

— a0 _”"0;‘ —aBla— )W = pla —p| ELZERL A DR,

1—owx 1—

27
.r<n~y><g'—x>i’d7+[~/<y—x>—<r+a+@'>yf+<r+a+9'—@>xy+5x]ﬁ
¥ c(1— g U(g) h(1—R)U (A
(i) O o <»—x>q_—5'<y—x>[*“l_"Zy( ) ’(‘I_,{)(l)]

W , 0¥ 5
()t’()}'_r) oz d)

(. —y)

De la résulte ce fait important : lorsque les inlégralesf Udu et

>

j U duont un sens, elles satisfont au systéme d’équations aux dérigées
& +1

partielles (8); en effet, on a alors partie réelle de o > o, partie réelle de

v — @) > o, partie réelle de (1 + B + B'— v) > o. Les seconds membres

dea deux premiéres équations aux dérivées partielles qui précedent s’annu-
lent donc pour g =o0,1, A==+

8. D’autres solutions particuliéres vont nous étre fournies par 'intégrale

h

Lo, 3,3, 752, 0) :fr W (1 — e (1 — ux) R — uy) Fdu.

lci encore, g et A sont des constantes quelconques. Donnons a « unc
valeur arbitraire, complexe ou réelle, et choisissons un chemin quelconque

. . h .. .
allant du point g au point - en observant les conditions suivantes.

Si g =o0, ou g =1, on devra supposer la partie réelle de «, ou la partie
véelle de (y — @) supérieure a zéro. Sinon, « et v seront arbitraires. Si
/v =1, on devra supposer que la partie réelle de 3 est inférieure & 1. Enfin,
si g = =, la partie réelle de (1 + 3 + 3" — v) devra étre supérieure a zéro.
En tous cas le chemin ne devra passernipar le point o, ni par le point + 1,

. . T . e s .. . . .
ni par les points —> —, ni par le point a I'infini; si 'on fait ensuite varier .=
xy !
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SYSTEME D'EQUATIONS AUX DERIVEES PARTIELLES SIMULTANEES, ETC. 17

d’une facon continue, le chemin suivi par « devra varier en satisfaisant
toujours aux conditions précédentes.

Cela posé, on a pour la fonction I, en faisant pour «, 3, B’ et ¥ les res-
trictions nécessaires, les formules suivantes :
I(a+1)=1(y—1) —1,
I(B—n)=al(y+1)—(r—n)l,
(3 —1)=yl(y+1)—(y—01l,

/ .
(—1) [Ho—1)+1]—(y—a—DI{y—0)+321(3+1)+3y1(3'+1)=U <;l> —U(g),
PUB+1)+ 1B +1)
o , h h -
=(—a—DIG—0+ (58—l 2U( 1) — s,

[(27—B—f —a—nzy—By—3'z]l—-(y—5—-F)ayl(y+1
2 =l ll2 /l a1
(a0 =) BT (G Bl (F ) =1.U (5 ) — £ U(s):
11 résulte de la qu’entre la fonction I et ses contigués prises trois par trois
il existe encore une relation linéaire, mais non toujours homogeénc.
D’autre part, les formules

T
@1(@+1):@1+x%+£u(¥),

A
, J1
BHE +0)=FT+y 5
b Jl .
(y—a=0ly == —nl+a5 +y5+sU)

nous permettent d'affirmer que ces mémes fonctions contigués, ct c¢n
particulier les dérivées partielles de I d’ordre supérieur & un, sont des
/

. . . . \ ol ol
fonciions linéaires (mais non toujours homogénes) de I, de oz ¢t de o

Jdy '
Jl
5 ot de R

Jl

Les coefficients de 1, de - seront des fonctions rationnelles de .«

. 1. ol o1 o .
ctde y, et le terme indépendant de I, 5. 2y seraen général une fonction

transcendante de x et de y.

Si nous cherchons en particulier I'expression des dérivées partielles du

L. 3
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18 R. LE VAVASSEUR.

seccond ordre de I, on tombe sur les équations suivantes :

ol o PR |
x(l—:c)(ac—y)d'x2 +y(x—y)—(2+ 3+ 1)+ (2 +3—3 1)y -+ 39"15;

¥ % i

7z OI
—5yG—y) 5 —23l@—y)]1

:\3(1-_}/)#(1 —2)0(g) +£(1_ Il)U<x)[(/~y~ 1)(y—x) 5’](1‘—])]

1— g x — N x — hy

21
yio—x)(r ~x) —t—f/(y z)—(a+5'+0))*+ (a5 —B+1)zy+ Sr]g—:

— 3’x(l—~a)»———y "y —ax)]

Sy —a)gi—g) Ulg {3(1— /1([—/1)L< >

- >
F— gy x —hy
. J

0°1 o ., o1 3
(x_))()v()v ‘ ‘3())/ P 0w x—hy x (_/)U( >

Les secconds membres de ces trois équations aux dérivées partielles
s’annulent sil'on y fait 2 =1, g = o, 1, % en tenant compte des conditions
auxquelles doivent alors satisfaire o, 3, 3’ et +.

1
Donc, lorsque les intégrales fodu,f Udu,f U du ont un sens,
<o 1 1

elles satisfont au systéme d’éguations aux dérivées partielles (8).
14 q9 P
h

D’ailleurs 1’étude de P'intégrale /yUd-u se réduira & permuter dans les
i &
résultats précédemment obtenus pour l'intégrale fo du ala fois x et y
1
d’une part, 3 et 3’ d’autre part. Et, par suite, s¢ les intégrales [YU du,
! £
fyU du, f ) U du ont un sens, elles satisfont aux équations aux déri-
’ ;
cées partielles (8).
/L

9. Il nous reste enfin & étudier l’mtegra]ef Udu=13(2,3,8,v;z, y),

olt g et i sont des constantes quelconques, de module fini ¢t différent de
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zéro. Si g =1 ou b =1, on devra avoir (partie réelle de ) <C1 ou (partie
réelle de ') < respectivement; x et y étant donnés, on choisira pour le
chemin que doit décrire le point # une courbe quelconque partant du
g o P/ . - . .
point £ pour aboutir au point jl/, en l'assujettissant & ne passer ni par le
point o, ni par le point 1, ni par les points é, ‘iy, ni par le point & U'infini.
Si ensuite et y tiennent a varier d'une facon continue, on fera varier
d’une facon continue les extrémités du chemin arbitrairement choisi, en
tenant toujours compte des conditions précédentes.
Cela posé, on a tout d’abord
Jao+1)= J(y—1)—1,
IS —)=x)(7+1)—(z—n)],
JE =) =yd(y+1)—(r -1l

(=)= 1) +I] = (= 2=y =) + B (B 1) + 5 yI (3 +1)

=u(5)-0(%)

3J(3+1)+3J(B +1)
S A== b g =l 2 U( ) £ (),

(a7 — 38— 7)oy — 5y — Bl — (7 — 5= )y (7 + 1)
—(y—a—nayd(y —0)+3yIES+1)+ 3 xf(E +1)

:EU<Q>_£U<£>.
Ny, 2\«

On peut donc énoncer, pour la fonction J, le méme théoréme que pour
les fonctions W et I. D’autre part, on a

31(B+1) _BJ—Lr£H§U<5>

a x
e s aJ h U h
BB 4+1)y=53F+y Iy -+ = <T>
(7= 2—1) aJ JJ
dx ‘))’

Les huit premiéres fonctions contigués s’expriment donc linéairement

oJ

en fonetion de J, de et de o . La méme méthode de calcul s’applique

d’ailleurs aux fonctlons contigués suivantes, et en particulier aux derivées
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partielles de J d’ordre supérieur a un. Ainsi, si 'on fait le calcul pour les
dérivées secondes, on trouve

2

g2 : J
(1= 2) (2 =) G+ (@) — (e B 1)@ (2 B — B+ 1) 2y B ] o

—Byi—y) §~j, —a3(x—y)J

2

(I—g)U<O.> [5’)’(1*‘96’) (”/—a—-l)(x—‘y)jl _ %(‘_/I)U<g>(l~x)

2 .
x r—gy r—g y—hx

] ¥

0*J dJ
Y= =2) 5 b —a) =@+ BNyt +(a+ 5 —F+nay+3z] 5=

S Fr—) D ()

;S’g(l—g')U<5>(I—y) \

= = ~£(I—h)U K f’v't(‘—f)_('/—a—l)(.y—x)]’
T =3y Y Y y——/z:l’ 7——-/1 )
/L }l o o
Gy — {2 Ix-1 . 5
(x—y)_gi N _dgl__grﬂ_'j.)’(l R <y> +5 2 (1—g)U <x>
dzdy T dy T dzr y—hx z—gy

A la seule inspection de ces équations, on voit que si 'on suppose que
1

y
l’mtégralef U du a un sens, elle satisfait aux équations aux dérivées par-
1

tielles (8).

En résumé, nous avons trouvé dix intégrales particuliéres du systéeme
des équations aux dérivées partielles (8).

Ces dix intégrales ont déja été signalées depuis longtemps par M. Pi-
card (). La méthode ici exposée permet d’établir d’unc facon nette les re-
lations qui lient la fonction de x et de y définie par 'une de ces dix
intégrales, ses dérivées partielles du premier ordre, et les fonctions conti-
gués qui s’y rattachent.

(V) Sur une extension aux fonctions de deux variables du probléme de Riemann re-
latif aux fonctions hypergéométrigues, par M. Emile Picard (Annales de I’Ecole Nor-
male supérieure, t. X, année 1881, 2° série, p. 305 et suiv.).
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CHAPITRE L

10. J’ai l'intention d’établir dans le présent Chapitre un Tableau de
60 intégrales du systéme (8) analogue au Tableau des 24 intégrales de
Kummer relatif a I’équation différentielle du second ordre a laquelle satis-
fait la série hypergéométrique de Gauss, F(«, 3, v; ). Ce Tableau a été
signalé par M. Goursat dans une Note parue aux Comptes rendus de
I’Académie des Sciences.

Pour abréger, je désignerai par argz celui des arguments de = qui est
compris entre — = et —+ 7.

1
Reprenons l’intégralef U du, telle que nous I'avons définie aun® 1 du
0
Chapitre I. Posons u =1 — ¢, dott ¢ =1 — u; ¢ et (1 — ¢) seront réels,

positifs, on pourra poser arg¢ = o, arg(1 — ¢) = o.

On a
—ur=(—a) (1— ),

X — 1

or, d’aprés nos conventions, 'argument de 1 — ux varie de oaarg(r — x);

. v 4
d’autre part, les points 1 — x, 1 — —
part, p ? x —1

du plan, 'un au-dessus de I'axe réel X, 'autre au-dessous. On peut donc

sont dans des régions différentes

choisir pour arguments de (1 — ) et de <1 — ﬂ—) ceux (ui sont com-
xr —1

pris entre (— =) et (+ w), car leur produit aura encore un argument com-
pris entre (— =) et (+ =), comme celui de (1 — zx).

vy . i A
La formule 1 — uy =(1—y) <1 — }7——1> donne lieu aux mémes con-
clusions. On a alors

1 1 - N
[ Udu:(l—x)—ﬁ(l——y)‘ﬁ'fo vY‘“*i(va‘)“—‘<I—x‘:®I> B(I———},—(i)_—I) pd(x

| ¥
l}._]!<1,

_I\<r',

.« . . . A X
Sous la condition qu'on ait simultanément lx
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cette derniére intégrale pourra étre remplacée par un développement en
série défini par ’équation

fle_g(_1(I___(;)1—1(]— [ -3 vy d(
o N X —1 } —1I

:B(z,-{—a)E(/—“n@’@ [l Lyle)'

J'emploierai les mémes notations que M. Goursat ('). C, et G, seront
les cercles de rayon égal & I'unité décrits des poinis o et -1 comme cen-
tres; E, et E, seront les portions de plan limitées par la corde commune
a ces deux circonférences, prolongée indéfiniment, E, contenant le point o,
E, le point (+ 1). Cela posé, si x et y sont simultanément dans la région

E, et & l'intérieur du cercle C,, on a identiquement

(13) Filon 8,8, 52, y) = (1— 2)=F(1— )~ f’Fl(/—-v@ B )

.Z’—I y—l

avec les conditions
—r<arg(i—x) <<+,

—rn<<arg(i—y)y<<-+mw (3.

11. Posons maintenant

[2]
U —_= —
11—+ v
Tandis que z parcourt le segment rectiligne o——(+ 1), le point ¢ par-

court un arc OM(+ 1) =L d’une circonférence qui passe par les trois
€Xr —1

pomts o, 1,
u(r—x)

" .
et,enposantx = ¢ 7
1—ux ’ posant T,

© . .
De la formule v = ———— je tire v =
1I—xr-t+vax

Cu(i—8 (1—ué)—iu(i— u)n
- (r— ub)2+n?

je conclus de 14 que ¢ et  sont dans des régions différentes du plan. D’ail-
leurs

] — = — >

X — 1

(1) Sur Uéquation différentielle linéaire qui admet pour intégrale la série hyper-
géométrique (Annales scientifiques de I’Ecole Normale supérieure, Supplément au t. X,
année 1881, 2° série, p. 11).

(2) Cette formule a été donnée par M. Appell (loc. cit.).
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donc x et (1 S > sont dans la méme région, et, par suite, (1— x) et

X —1

<1 — vxf 1) dans des régions différentes. On peut donc choisir pour cha-

cune de ces quantités des arguments compris entre (— =) et (4 %), le

produit (1 — x)<1 —e =

o I> aura cncore un argument COIHPI‘iS entre

o
(I—.Z‘)(I—inl>

arge — arg (1 — ) + arg (1 — o —=
rgy — arg (1 — x) -+ arg r—v——

(—=) et (=), et la formule u =

nous permet de

poser

I— ¢

Légalité 1 — u= nous permet de définir 'argument de (1 — ¢)

I — ¢

X — 1T
par la formule

— — x
arg (1 — v) _alg<1—— ‘)(TAI>.

On a d’autre part

T —
— o )
X — 1 x —
1—uy=— =(1—ux){1—v¢ AN
&z x —1
I— ¢
X — I

On posera

g (1— v T2) =gt — uy) — B G~ wa)

/

x—y . -,
:) celul qui s’annule

cela revient a choisir pour argument de <1 — e

pour ¢ = o. L’'argument d'un facteur une fois choisi, on le laisse varier
d’une facon continue, méme si, dans sa variation, il franchit I'une des
limites (— =), (+=).

Cela posé, on aura

+1 L ’
[ Udu:(wx)ﬂfﬂﬂ@-uw—u—l o e \EE L ele— )R
o0 L =1, xr — 1 .

L’intégrale du second membre est prise le long de I'arc de circonfé-

B s PN ..
rence L. On ne peut pas toujours remplacer 'arc L = OM 1 que décrit le

point ¢ par le segment rectiligne o (+1). L est vrai que I'on n’a pas a

se préoccuper du point critique ¢ = —— qui correspond a x = x, et qui,
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24 R. LE VAVASSEUR.

— I .
» qul COrres-

par suite, est sur 'arc OM'1; mais le point critique ¢ =

. 1 . 4 - . :
pond & u = —, pourrait étre situé a l'intérieur de l'aire O 1 MO ( fig. 1).

On aurait alors, en posant, pour abréger,

. B8 - 15
o [ v{x ¥ b
V= v“*i(xAv)‘:"“—‘<1— ,__> ' [1~—L »f—'—)] 5

X — i X — 1 J
xr—1
- el ‘l")' PR !
fV do = (1 — X7 [ Vdp 4 e2wd / V de.
L 0 Yo
Mai . . l, ., X xr — 1| ] o
Maintenant, imaginons que l'on ait ——| <, Z:_;J <1, en sorte
I
. xr—1 xr—1 . ;.
que les deux points — —, — solent extérieurs au cercle C,. Alors 'arc

T . . T . S .
OM’1 devra étre plus grand que 'arc OM 1, tandis que I'aire O 1 MO sera
tout entiére a I'intérieur de C,. Donc le point j—__% ne pourra pas étre

situé dans cette aire. Alors on aura

1 1 . o
G . ) o B+B'—y 7 — y\—B

/ Ua’u:(l—x)_“f et — )Y — ‘ — ¢ 2 do,

o 0 x—1 L=t

et d’ailleurs

t s N B+B—y . -5
o X — ;
f p%=1() — o)y—a—1 <1 — ) <1 — ¢ "V> dy
s Zx — I x — 1

:B(Z,'/—a)F1<y.,7—5»5’,5",7; x ,J‘*—,Y>_

X —1 x&—1

Si donc z est a la fois dans E, et dans C, et plus rapproché de y que
de 1, et siy est lui-méme dans C,, on aura

I 1
5 ___&3/, 131’7,;__ X V>( )

2
— 1 X — 1

(16) Fi(2,3,3, v 2, )= (1 — 2)-*F, <a, Yy

(1) Cette formule a été donnée par M. Appell (Zoc. cit.).
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Cr

avec
—m<<arg(1—.x) <<+ 7.
. ¢ '
La formule de transformation v = P donne des résultats ana-
logues. 1l suffit de permuter, dans ce qui précéde, x et y, §ct 3.
Si donc & et y sont a la foisa l'intérieur de G, si, en outre, y est dans la
région E, et plus rapproché du point 2 que du point 1, on aura

b Y CoY — N2 R s = o LY L Y
(7)) Fio(e 2. 53h v ) = (=) ‘r‘Q“’H,/~9~9,/')»_I 3»—:;>

avec
—rm<larg(t—y)<<-+7.

{2. Soit maintenant
11—«
- —
I — ¢

Tandis que u parcourt le segment rectiligne o (-+1), le point ¢ d¢-

crira 'arc A = o M1 d’une circonférence passant par les pomts o, 1, —- Je

choisis comme arguments de (1 — .x) et (1 — )') ceux quisont compris entre
(— =) et (+ =), o, si ces quantités sont réelles.

0 et x sont dans la méme région du plan, ¢ et 1 — x dans des régions dif-
férentes. Je choisis pour argument de ¢ celul qui est compris entre (— =)
et (+ =). Alors la formule
e (1—wx)

I — ¢

I — =
nous permet de poser
-a-r_g(l — o) :Tl‘gv—l— arg (1 — ).
On a, d’autre part,

arg (1 —¢) = arg (1 — e.x).

.

) y— .. , ., ..
L’argument de (1 — ¢ ) — 1> se trouve ainsi déterminé par la condition

qu'il s’annule pour ¢ = o. On a alors

1 " s A8
[ Udu— (1—a)1=%=B(1—y)=# / c'Y'i"l(I—")“"l(I—('x)x“*?'ﬂ'(I——v i ? de.
o ’ SN . Y1

On ne pourra remplacer I'arc de circonférence A par le segment recti-

L. 4
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26 R. LE VAVASSEUR.

. ) . . .. r—1 . .
ligne o——— (= 1) quessi le point critique ¢ = ¢ — Nestpassurlaire ot Mo;
c’est ce qui a lieusil’on a

[l y—x|
RS <.
Y—1r]

Drailleurs

! —x\ ¥
f Y2 (1 — )2 (1 — o) BBy <1 - vl——{> ds

> y—I1

% ’ &
:B(-'Z’”/*‘Z)FI<"/_7~v"/""5_pa5"/;f';) )

y—

Par suite, si @ et y sont simultanément dans G, et si, en méme temps,
y est plus voisin de @ que du point + 1, on aura

V—ux\
Y-V
737/’Ll)

i 0

(8) I (2, 3,8, 750, y) =(1—a)1=% B (1-— ) F,

TN

Yy Y3 —
[ VS

avec
—rm<Carg(1—x)

<+ T,
—rn<<arg (t —y) <+ 7.

Il - I — ¢ . ’
Si P'on pose u = - 7 il suffira de permuter, dans les résultats que

nous venons d’obtenir, et y d’une part, 3 et 3’ de I'autre, en sorte que, si
@ et y sont simultanément a 'intérieur de C,, » étant plus voisin de ) que
du point (+1), on a

N ey / - , T—19
(19) File, B, 2 y5 2, 0) = (1—a) Pa—y)V B R (72,5 y =3 =575 5=, )
\ X y
avec
—r<<arg(t—z)<<+ 1.
—rm<<arg(r—y)<<-+ 7.
13. En résumé, posons
21
/ Udu=DB(«,y— 2)z,.
vy
Si et y sont tous les deux a l'intérieur de ., on a
o= F (2,3, 3,752, 5)
Lorsque « et y sont simultanément dans la végion kE,
_5 s | PR e v o
e e L I ety
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avec
—rm<Carg(l— o) <<+ 1.

—rm<<arg(l1—y)<<+m.

Si z est dans la région E,, et plus voisin du point y que du point (+ 1),

R —aF (5w, Y
oy ={1—r) 1{ %7 S 999’/9'['__1’1,__1
avec

—r<<arg(t—x) <<+ 7.

Si y est pris dans la région E, et plus voisin de « que de (+ 1),

' Yy —_-Z Y

o= ~.>*>““F1<a, YA Y S et v—1>’ [—=<arg(t—y)<+r=].

Lo

Stz est a Pintérieur de G, et y plus voisin de = que de (+ 1),

)

i

o= (1= ) (= )R (g — 5 B B g LT,

[—r<arg(t—a) <+ 7],
[— = <arg(s

») <-+=l

Enfin, si y est a I'intérieur de G, et y plus voisin de = que de (+ 1),

g[:(1_-)f)‘{—“—ﬁ'([—x)“ﬁ[ﬂ('/~1, 5,y —p—5, '/;"—Ljf'ya ‘)">7
AN

X—1

/

[-r<arg(—a) <+l
[—r<arg(i—y) <-+7].

14. Envisageons maintenant I'intégrale

“u

—=
f w1 — W2 (L — w) =B (1 — w )y ¥ du,

u est réel et négatif. Son argument pourra étre pris soit égal a (+ =), soit

égal & (— =). On poscra

arg(r— u) =o.
Pour arguments de 1 — wx et de 1 — wy, on choisit ceux qui s'annulent
pour # = o.

On doit avoir

(Partie réelle de o) > o, Partie réelle de (r + 3 -+ 83— ) > o.
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28 R. LE VAVASSEUR.

Les variables x et y seront assujetties & ne pas. franchir le segment
(— =)—o.

A ces conditions, 'intégrale a un sens et définit une fonction uniforme
de & et de y.

Choisissons d’abord (+ =) pour argument de . Posons

e
=" ——,;
r—¢
¢ étant une quantité réelle appartenant a l'intervalle (o,1).
On posera
arge — o, arg(r— ¢)=—o.

Pour arguments de 1 —¢(1t — ) et de v — ¢(1 — v), il faudra prendre
ceux qui s’annulent pour ¢ = o; et alors on a

at

f Udu = e*= / eA (= )BT [ — (1 — )P — (‘(I*y?’)]"{ya’v,

‘0

ou bien

—x

f Udi=e*" B (o, 1-- 34+ 5" — /) c,.
0

D’ailleurs, en se reportant aux formules (15), (16), (17), (18) et (19).
on voit que, si x et y sont simultanément dans C,,

oy=I(e, 3,8 1+a+3+3 —yi1—a,1— ).

Si x et y sont simultanément dans E,,

avee
(—rm<Carge <<+ 7)),

(—rm<<argy <+ 7).
Si x est dans la région E, et plus voisin de y que de l'origine,

; x—1 x—
o=a*F (2, 1+2—7,3,1+a+8+5—y; ;

B
\ xr 2r )

avec
(—r<<argae <+ 7).
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Si y est dans la région E, et plus voisin de x que de I'origine

L V—x V—1I)\
92:}'~1f,<a,5,1+1—7,1+a+§+f3’-7;“ — )

\ R V4

avec
(—rm<<argy <<+ 7).

Si x est a 'intérieur de C, et y plus voisin de « que de I'origine,

@z:J"*"”'U’_‘j]”<‘+3+(5’—'/a1+a—‘m5’,'+a+‘r)+é>7;r~—f,' )

Y,

Si y est a l'intérieur de C, et = plus voisin de y que de l'origine

— 8By I = o = ~ o a ¥ \
= By IR (1 35—y Sk — e S Sy :I——)')-

G«

Dans ces deux derniéres formules, on a

(—rm<<arge <<+ 7)),
(—m<<argy <<+ m).

Rappelons que, si 'on prend argu = + =,

f Udu—er* " B(o, 14+ 5+ 38 — 7)o,
g .

et, s1 l'on prend argu = — =,

f Cdu= %R (2 1+ B+ 5 — 7)o
0

{5. Prenons maintenant Uintégrale

—+ oo

f ot (1 — YV (10— e )R (1 — wy )P du.
+1

On prendra Uargument de u égal a zéro. Celui de (1 — ), quantité
réelle négative, pourra étre pris égal soit a (- =), soita (— =).

Observons que les points .« et ) sont assujettis & ne pas prendre dc
valeurs réelles comprises entre o et 1. Pour rendre la fonction uniforme,
nous interdirons aux variables x et y de franchir le segment rectiligne
0 — (- ). On pourra donc choisir pour argument de 1 — ux, 1 — uy

ceux (ui sont compris entre (— =) et (+ =).
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On a, bien entendu,

Partie réelle de (y — «)>o,
Partie réelle de (1 +3+ 3 —y)>o.

Cela posé, soit u = ¢ étant réel, et appartenant a I'intervalle (o, 1)
Soit aussi arge = o.

Supposons qu’on choisisse + w© pour argument de 1 — «, de sorte que

1T-— ¢

1— 1 — eiv -5 avec arg(i—¢)y=—o.
;7

D’ailleurs

o ¢
1— — L — —

x 2

{1 — ur=—(_(—ux) T L—uy=(—y) )

¢ ’

o , N ¢ . . op e . . -

Comme (— x) et <r — ;) sont dans des régions différentes, je puis choisir
¢ . .

pour arguments de (— z) et de 1 — — ceux qui sont compris entre (— =)
€

et (+- =). Méme remarque pour les arguments de (— y) et de ( : )

1 —_— —
\ Y/
Alors

!

Drailleurs, on a, sous les conditions | x| >1, | y| >1,

* T oy o IS . -t n 'y . ¢ ¢ _5 ’ [ _S,
L‘dlt:e<{"*—”‘“(—.t)—r’(——y)—ﬁf -s‘r'*s—”.(l—v)‘/*“—’( I—;> ( 1——~> de.
0 b \

AN )’

1 . s 73 . _‘3,
f B =Y (1 ")“'_1_1<I — (—> (1 —_ L) do
R x . ¥

=B34y — A P (1085 =3,

/

Si donc on pose, avec la condition arg(r — «) = + =,

f Udll:@iﬂi’_l-l‘iﬁB([‘;—|3+;3/—7’7'—1)931
1

ie
H

avec la condition arg(1 — u) = —
!
e
Udu=et*% VB (1 3+ 3 — v,y —a)9;

~ 41

on aura pour g, les formes suivantes.

Document numérisé par la Bibliothéque Interuniversitaire Scientifique Jussieu - UPMC



G
3

SYSTEME D’EQUATIONS AUX DERIVEES PARTIELLES SIMULTANEES, ETC. 31

Si x et ¥ sont tous les deux extérieurs au cercle C,,

93—;(—1)—3(-"}»)*@'1“,(1 +3 4+ =50, 1+ =5 —a - —/>
Ici, ona
—rm<Carg(—x)<<+m,

—rn<<arg(—y)<<+ 7.
St & et y sont tous les deux extérieurs au cercle C,,

[z ar g 4 o / 7l 1 I \-
C;’:}:(I*‘l))_-é(l"_.y)fp I*IK“/—O(,‘B, 3l’ l+i3+‘r3/_ %3 “"‘_1)7 I_—:/

¥ {f —
Je dis qu'on a
(=m)<arg(t—x)<(+7), (=r)<arg(t —))(+ 7).
En effet, reportons-nous a la formule (15); le facteur (1 — «)=% provient

.o 4 i\ - -
du produit (— (Z?>_?’KI — ;> ; or 'argument de (— a') a été choisi entre
g , ~ . » o oy 10
(— =) et (+ =), et dans la formule (15) <aprcs quon y a changé x en 3;/)7
le facteur (1 — '—) a aussl son argument compris entre (- - w) et (- 7).

\
\

. 1 ;. o
D’ailleurs (— ) et (1 - —) sont dans des régions différentes, on a donc

— PR -/ T\
arg (1 — x)=arg(— x)+ arg( 1= ), €. Q. F. D.

al P ~ } P 1
Six est extérieur au cercle C,, et - plus voisin de - que de 1.

. N - s - 1
(—2)HB=1 () =B ()Y~ 1~ B3 F,(x 54—y i, 3+ 55—y —
avec
—m<arg( — )<<+ 7,
—r<arg( —)) <+,
—m<Carg(t— )<<+ 7.

<. roe ~ 1 s . 1
Si ) est extérieur au cercle G, et Y plus voisin de — que de 1.

Gy == (— y ITBY () B (s )Y

q =Y o0
. s L = - Y . .
><h(r+p+s’—7,y,l—x,rﬂ—pw—p——z,_—— —)

Document numérisé par la Bibliothéque Interuniversitaire Scientifique Jussieu - UPMC




22 R. LE VAVASSECR.
avec
—n<arg( —a)<-+7,
—r<carg( —y)<<-+71,
— Em<Carg(1—y)<<—+ 7.

- . s 1 . 1
Si x est extérieur a C, et 5 plus voisin de — que de 1,

) . o/ o a0 L 4
Sy =(— ) V(1 — 2)T2 81— y)=B'F, (\»'/—2, 1—2, 5, 1343 — 23 2 r(1—y)

avece
—rm<<arg( —x)<<—=+7,
—rm<<arg(t— x)<+ 7,

—rm<Carg{r—y)< -+ 7.
~ - e - (\ 1 1 At d I d
S1 y est exterieur a L, et - plus voism de > que de 1,

V— 1
93:<—y>°‘—’r<x«y)*«—*-ﬁf'(wx)*ﬁf\(y—z,5,I—z,r+f>+5’ o)

e -
Ty —a)
avec
—rm<carg( —y)<<+m,
—rn<arg(1—az)<<+m,

—rm<<arg(1— ) <<+ 7.

16. Examinons actuellement 'intégrale

1

X

w11 — a2 (1 — w2 B (1 — wy)¥ du.
Ay

. . . . . . . 1 .
Nous faisons décrire & « le chemin qui va de I'origine au point — en droite

ligne. Si w est 'argument de (— x), supposé compris entre (— =) et (-+7),
et sil’on veut, pour argument de v, un argument compris, lui aussi, entre
(—=) et (+ =), il faudra poser argu = = — , si le point (— x) est dans
la région supérieure du plan, et argu = — = — o, si le point (— z) est
dans la région inférieure.

Dans le premier, on écrira

. ¢ A . N
= e¥i% =y ¢ étant réel, et appartenant a I'intervalle (o, 1),
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et, dans le deuxieme cas,

u-—e T

¢ . . 5 1% ;
st ¢ étant réel et appartenant & 'intervaile (o, 1).

¢ .. .
1—u =1——:0n choisira ’'argument qui s’annule pour ¢ = o0}
1— uxr=1—v¢;arg(1 — uxr)=arg(1 — ¢)=o0;
vy R R [
1 — uy =1 — - : on choisira argument qui s’annule pour ¢ = o.
@

On doit avoir
Partie réelle de (o) > o,

Partie réelle de (1 — 3)> o,

x est assujelti & ne pas prendre de valeurs réelles comprises entre o et 1, de
facon que le point (+ 1) ne soit pas sur le parcours de la variable u. Le

. I . A - I}
point — ne devra pas, lui non plus, étre situé sur ce parcours.

Supposons que (— x) soit dans la région supérieure du plan; alors

argu=r — arg(— ),

et
x 1 y) ——1 v\ —B
f Udu = X7 (— z)—ocf (1 — v)’ﬁ(l — ‘—>Y * <I — t_}) ? de.
/o 0 : z x
D’ailleurs, sous les conditions ' -;; { <1, \ ;y ' <1,

1

[Fomtemors (=2 e 2)

-0

:B(a,x—B)F1<a,x+a~y,l’,1+g_5;i,l>.

xr X

On peut donc poser, sil'ona argu = = — arg(— z),

1

f Udu—=e*"B(a, 1 — B)o,,
0

et, sil'ona argu = — = — arg(— &),
1

/ Udu =e*7*B(a, 1— B)o,,

I'intégrale ¢, pouvant, d’ailleurs, prendre les formes suivantes :
L. 5

Document numérisé par la Bibliothéque Interuniversitaire Scientifique Jussieu - UPMC



34

R. LE VAVASSECUR.

Si x est extérieur au cercle C,, et y plus voisin de l'origine que le
point x,

'Kg,*:(u—x)‘“F,<oc T o—7y, B, 1+O¢-—3,;a%)
avec

(—m)y<< _arg(— x) <<+ T.

Si x est extérieur au cercle C, ety plus voisin de I'origine que du point x,

5= (= it (= ) B (1= By a8 e B i )

On a toujours
—w<<arg(—x) <<+ 7.
D’autre part,

WE( ) = arg (1 — ) arg(— 2
donce
—rn<<arg(1—x)<<-~T.
Enfin

. . Iy _Z\ Aol
arg(y x)-arg<1 x)—+—arg( x).

Si x est extérieur au cercle C,, et y plus voisin de 1 que «,

fI—>x 1—wx

:‘9,‘:(1——‘1:)“'1]?,<9(,‘/——5—;3’,5',1—&—9(—.3; - ,l—)’)
avec

—n<<arg(1—x) <<+ 7.

Si y est plus voisin de 1 que de z, et aussi plué voisin de o que de «,

P4

:‘Qi:(‘y-——.t)_“la(d,I+a—7,7_ﬁ_3 1o — 33 ;, J? y_{x>

avec

arg(y —x) = arg<1 — Z) + arg(— ).

Si x est extérieur a C, et y plus voisin de 1 que de «,

f,o;:(—x)M'—Y(x*‘rﬂ-“—f%y—w)-ﬁ'ﬂ(‘—5, y—B—8,8, 1ra—5; o, L] >
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avec
—r<carg (—x)<—+m,
—rm<<arg(t1—x) <<+,

arg(y — @) = aTFé(I — %) + arg(— ).

Enfin, st y est a la fois plus voisin des points 1 et o que .z,

9,= ;x)ﬂﬂ“@’—‘x’(l—x)}’—“—'(y—x)"ﬁ—ﬁ'Fl(1——5, t+ax—y,y—3—03,1+a—35; i:y’ ‘Z>

x X

avec
—n<garg (—xr)<+m,
—n<<arg(t—x) <<+,

arg(y — o) =arg (1— L) + g (— o).

1

Y
L’intégrale/ U du donne lieu 4 des considérations analogues. 11 suffit
i}

de permuter dans les résultats précédents x et y d’'une part, § et 3’ de
lautre.

Silonaargu == — arg(— )

1

¥
f Udu =e*™ B (o, 1 —8') o5,
0

et si lon aargu=—= — arg(—y)

1

¥
f Udu=—e %*B(a, 1— ') 0,
0

I'intégrale o, pouvant d’ailleurs prendre les formes suivantes.
Si y est extérieur au cercle G, et x plus voisin de I'origine que y,

avec
—r<<arg(—y)<<-+rx.
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Si y est extérieur au cercle C, et  plus voisin de I'origine que de y,

50 (=) — )R (1= 8 B g e 8 T )

avec
—rn<<arg (—)y)<+m,
—r<<arg(i—y)<<+T,
[ X —_—
arg(x —y) :arg(x—— }> —+arg(—y)-

Si y est extérieur au cercle C, et z plus voisin de 1 que y,

o= g # (@ 5y = B e85 )

avec
—m<<arg(1—y) <<-+rT.

S1 x est plus voisin de 1 et de o que de y,

, . x—1
Qs:(x—y)—“E(z,y—ﬁ—ﬁ,x+oc~—-/,1+a~r)’,x_y,x~)/>

avec

arg(x —y) :é?g(l — §> —(—Eé(—y).

Si y est extérieur a C,, et x plus voisin de 1 que de y,

:%:<—y>f>—+8’—y<x—y)Y-x—3'<x—y>—ﬁF1(n~@', A L ey
avec
—n<<arg (—y)<<+m,
—r<<arg(t—y)<-+m,
_ x -
arg(x —y) :arg(r — 3/> “+arg(—y)-

Enfin, si & est & la fois plus voisin des points 1 et o que y,

05 == (— y)PB=T (1 — Y21 (2 — ) =88, ( e e AR R ‘:_i)

1Ty
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SYSTEME D EQUATIONS AUX DERIVEES PARTIELLES SIMULTANEES, ETC.

w
~Ja

avec
—r<arg (—y)<<—+m,

—r<<arg(r—y)<<+m,

xZ

arg(w~y):5@(1— ;) ~+ arg(—y).

17. Soit a étudier I'intégrale

f w1 — @)Y (1 — wa) P (1 — wy) ¥ du.
1

A
. 1 ' St ' « 18-
Ici nous poserons u = —, ¢ étant une quantité réelle appartenant a I'in-
v
tervalle (o, 1); on aura donc
argu ——arga.
On doit donc avoir

Partie réelle de (1—8)>o,
Partie réellede (1 + 3+ 53— y)>o.

D’autre part,

I — U —=1— -()_:i’
il ne faut pas que cette quantité puisse devenir nulle. z est donc assujetti
a ne pas prendre de valeurs réelles supérieures a 1.
De méme
y

T—uy =1— =3

. . 7 . [
il ne faut pas que ce facteur puisse s’annuler. Donc i est assujetir a ne pas
- a] p
prendre de valeurs réelles comprises entre o et 1, c’est-a-dire que x et y ne
devront pas se trouver en ligne droite avec Porigine, du méme c6té par
gine, P
rapport & I'origine étant compris entre 1’origine et le point «.
) g
Maintenant
1T—oX
11— U =(—1)——-
(1)
Pour argument de 1 — ox, je choisis celui qui s’annule pour ¢ = o. Si I'on

veut que 'argument de 1 — u solit compris entre — = et + =, si « est dans
q )
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33 R. LE VAVASSEUK.

la partie supérieure du plan, il faudra poser

e T VX L 1I— ¢
f—u—er'T —— et 1—u—=—=e " —
ex o

lorsque x sera dans la partie inférieure.
De méme

I—tty:(—l);}Lx(I—v%\);

o x . Ly
on choisira pour argument de 1 — °S celui qui s’annule pour ¢ =o. De
plus, si'on veut que 'argument de 1 — # )y soit compris entre — =« et + =,

- X . ‘.
si est dans la partie supérieure du plan, on posera

I*lty:e””L(I—v;);

v

. . X .. , . ..
si, au contraire, ¥ est dans la partie inférieure du plan, on écrira

: v
I— uy:e‘”‘—y <1-—- ——>
vz

Y
Silon pose w =& +in, y =5+ iy,
x _ &' +nn'+i(ng —&n')
y o (&% +mn")
Si Z est dans la partie supérieure du plan, on a
Y

g —&n’' > o.

Par suite, si I'on parcourt le périmétre du triangle Oxy dans le sens Oy,
on a l'aire du triangle @ sa droite. On aura 'aire du triangle ¢ sa gauche

si le point § est sur la partie inférieure du plan.

Entin,
P — ¢
I—ux —e*™ ——.
‘)

On aura alors

o 1 N e
f U du — e3dm=sBimea’ Y—2—tim p1foy g B f eBB—Y(1 — ) B (1 — vI)Y"a_l<1 — ‘—t> " de,
J, Jo Y
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SYSTEME D’EQUATIONS AUX DERIVEES PARTIELLES SIMULTANEES, ETC. 39

les valeurs de ¢, ¢/, ¢” étant déterminées ainsi qu’il suit :

Siarg(r —ux) =+, g ——1.

Si arg(1 — uz) =—m, g =-+1.
. X . s

Si 5 est dans la partie supérieure du plan, g =—1.

Si 7 est dans la partie inférieure du plan, g =+

Si x est dans la partie supérieure du plan, ' =-—+1.

Si « est dans la partie inférieure du plan, gh=—1.

D’ailleurs, sous les conditions || <1,

<

1 _a
f Vﬁ’fﬁ"‘Y(x—v)—ﬁ(x—vx)l’—“—1<1—v§> sda

¢

:B(1+5+@’—7,I—B)F1<I+@+.5’—“/,I+°‘—'/, ;5”2+:5’—‘/?“"§>'

En résumé,

f U du — esBin+efinte(y—a—1)in B (1+ 5 -+ Br — 1 — 8) s,
1
™

0, ayant I'une des six formes qui suivent.
Si z est dans C, et plus voisin de ’origine que ¥y,

c‘p‘;:x“‘ﬁ'—Y‘y-ﬁ'F,(I—{—ﬁ-i—@’ 7 I —7, B, 2+ }3’~—7; xz, —;)

avec
—n<argxr <+ 7

et

argy = argz — arg —
- y

Si « est plus voisin de 'origine que de 1 et de y,

@G:x‘+3’—Y(1———w)Y—a—‘(y——x)"ﬁ'F,(x—3, 1+ax—7y,8,24+86—y; r$ 1’——{_—)
X—1 x—y

On a d’abord

— T <<argx <+ T,
puis

—r<<arg(r—x)<<-+m,
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jo R. LE VAVASSEUR.
enfin

=
x

arg(y—x):%(y >+a—r§x.

Si x est dans la région E, et — plus voisin de 1 que —»
Y X

96 2t +BT y =B (1 — )R- F, [‘+ R O I A ;%E%}

avec
—rm<<arge <-4 7,

—_— x
argy —argx — arg;,

—ﬂ<arg(1—x)<+r.

Si L est plus voisin de 1 et de o que de L,
Y x

Z{1— 1) x ]

0p= Yy By (y — )RR F, [‘+ Brfl—ptroa—y,1—o2--5—y;
r—y = xr—y

avec
—T<argx <-+m,

— e
argy —argx — arg;,

Y

arg(y — )= ai“g(;; . ) + arger.

Si & est dans C, et si = est plus voisin de 1 que de 2,
¥ x
95 = 2t BT (1 — 2 )r2-f(y — 2)=F'F, [I —Bt—a,fl2 45—y, ———xs _':,’)],

avec
—n<argx <<+ T,

—rn<<arg(t —x) <<-+m,
arg(y — ) :aT’g(z — I> —‘r——a_réx.
X

Enfin, si x est plus voisin de 'origine que y;, etf/ plus voisin de 1 que de ;Ip,
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SYSTEME P’EQUATIONS AUX DERIVEES PARTIELLES SIMULTANEES, ETC, (B
avee
—r<<argex <{—+m,
—rn<<arg(i—ax)<—+m,
— —
argy —argx — arg(;):

arg(y —x) = 5@(% — 1> + arga.

Pour obtenir les résultats concernant I’intégralef Udu, il n'y a qua
1

permuter, dans ce qui précéde, z et y, Bet 3.
On a donc

U du ezdimaBimesy—a=—1imB (1 - 8 + 8 —y, 1 — 3oy,

S

g, ¢ et g’ étant déterminés comme 1l suit :

Siarg(t—uy)—-+m, =1,
Siarg(r—uy)——m, gl—= 1.
~. V . L.
Si= est dans la partie supérieure du plan, ¢ ——1,
pa

.V <. -
Si= est dans la partie inférieure du plan, & —=-r1,
x

8i y est dans la partie supérieure du plap, ¢"— -1,
Si y est dans la partie inférieure du plan, &'=——r.

o, aura, d’ailleurs, 'une des six formes ci-jointes :
Si y est dans le cercle G, et plus voisin de I'origine quc =,

:‘:7:)/"*3*Y.r—3F,<1 +5+p =B +a—y,2+58—1; %, j");

Si y est plus voisin de Porigine que de 1 et de x,

O; =y B Y (1—y i a—y) P Fy <‘ — BB — 2t By, );

y—r y—1

. . I .. I
Si y est dans la région E,, et — plus voisin de 1 que -,

@::J"+‘r°"‘-"x“3<l—y)Y—*‘S“B'Fl[I+5+(3’-/, By i 2k p—y L, ) ];

z(y—1) y—1

L. 6
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42 R. LE VAVASSEUR.

. 1 .. I
Si — est plus voisin de 1 et de o que de =,
x Yy
[ - 18—y Yy—1-83-8'F e . L “ LY }"(1-—1') .
G =y Yo'+ —Y(r—y) F, 1+p+p—/,1—2,1+1—/,2+p—/,y—:7—y—_7 ;
v < .«
o . o1 - 1
Si y est dans C,, et si — est plus voisin de 1 que de -,
x ¥

a . B - ~ Y{l—
o= B (1 2B (2 ) BF, [‘ R T y];

. . . T e 1 “ . I
Enfin, si y est plus voisin de 'origine que x, et — plus voisin de 1 que —,
3 o) ’ @€ Yy

@7:}/1+ﬁ*7x5'—’(x—y)‘*@-?'(l—y)‘{—“*‘Fl [1 — B = 1+a—y,2+ 53— */;j: Z———A((”:: :3]

Dans ces formules, on a

—m<argy << -+ 7,
—rn<<arg(t —y)<<-+ 1,

argx — argy —arg=;
x

x Y
arg(x —y)—= arg(— — 1 ) -+ arg v.
\./,}‘ / -

18. Nous arrivons a l'intégrale

1
+1
+
f w1 — w4 (1 — wx) =B (1 — wy ) F du.

On doit avoir
Partie réelle de (y — «) > o,

Partie réelle de (1 — 3)>o.

’ . 1 . o7 . . . 13
On fera décrire & u le chemin rectiligne qui va du point 1 au point 2

X — 1 v . ’
» ¢ étant une variable réelle

on posera, en conséquence, & =1 — ¢

appartenant alintervalle (o,1). Ce facteur ne doit pas s'annuler. Or 1'équa-
. . . \ 1 . < 4

tion # = o equivaut a x =1 — ——; donc x est assujetil a ne pas prendre

de valeurs réelles négatives.
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w

De méme

I—(Q‘:(I—)')[l— (7M]

x{(1—¥)
. . x(1— vy . .
Ce dernier facteur ne doit pas s’annuler; _v—(:?; est assujettl a4 ne pas

prendre de valeur réelle, positive, comprise entre zéro et 1. Géométrique-
. 11 . . . .
ment, les points —, - ne devront pas étre en ligne droite avee le point + 1,
Yy z
1

r « 1
p ¢tant plus prés de 1 que —-

Passons aux arguments.

x —1 . .,
u=1—¢——;on prendra pour argument de z celui qui s’annule

p()lll‘ ¢ = 0.

1— X . . ro. I
1—u = — ¢; si . est dans la partic supérieure du plan, — est dans
; e
e . R | 1 .
la partie inférieure; il en est de méme de = 1. Si x est dans la

partie supérieure du plan, on posera donc
. T—x
(1 — U =TT — w>,
=
ct stz est dans la partie inféricure,
S
I — e tT e ¢

I—x

en choisissant pour argument de celul qui est compris entre — = et
-+ . L’argument de ¢ est égal a zéro.
1 — ux = (1 — x)(1— ¢); posons arg(1 — ¢) = o. Choisissons pour ar-
gument de (1 — «) celui qui est compris entre — = et -+ w3 alors
arg(r — wr)—arg(r — ).

Remarquons que 'on a
q

— — — ] — I
argx — arg(1 — x) — arg

(t—uy)=(1—y) [I——M] On prendra pour argument de (1 — y’)

z(1—y)
celul qui est compris entre — = et -~ =, et pour argument de 1 — =)

.. z(1—y)
celui qui s’annule pour ¢ = o.
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5 R. LE VAVASSEUR.
On arrive alors aux résultats suivants :
Si « est dans la partie supérieure du plan,
1

e
1) 2 e
[. Udu—=e¥=*DTB(y — o, 1— ) 03

“1
St x est dans la partie inférieure du plan,

1

f U du — et+2-DizB (4
1

2, 1—3) o83

D’ailleurs, ¢4 prend les six formes qui suivent :

<. - 1 . 1
Stz est dans E,, et = plus prés de 1 que =

ga (1 — )73 B A (1 — ) F, [y— mi—a By —a— i I_ﬁ;"ﬂ
X Iy -—y)

les arguments de x, 1 — 2, T — y étant compris entre — = el + =

Si z est dans C, et ~ plus voisin de 1 que de 5
! xr v

X . v —x)
gs = (1 --r)Y*“‘ﬁx"“‘Y(l‘—J’)'?'Fz[I— Bot—ofhir+y—a—51—ua, %T)J

Stz est dans C, plus prés de 1 que y,

?8—_—([—*ﬂ‘“_g(‘—v"')_‘g'f‘i(?—1,”/-5—5', By —a—5;1—x, ::i),

. .. I .« .
Si z est plus voisin de 1 que de y, — plus voisin de 1" que de -,
Y

C?8:([_I)Y‘ac—,’s(l_),)y—oc-—?f(f_‘},>oc‘yFl [74 o1 — o, '/*i?’— 8 Gy —a— 5y 1 —x y(1— x):l;

ol
y—ax y—ux

Si « est dans la région E,, plus voisin de 1 que de y,

go=(1— @) > Pab Py (x —J)_‘WF’[I_@,‘/—S— BBy —a—p; T, ] ~w];
x y—x

Si enfin « est plus voisin de 1 que y, et ;I plus voisin de 1 que i,

b (1 =28 BB =Y (1 — )1 (2 — ) BB F, | 1 — 8, 1ty — B — & g 2t yu—a)]
Ce=(1— )% S zPt (1—y)—Yox—y) Fl[l Byr—o,y—p—Fh1ty—a 5’:y—l’.i(f(l—_}’)
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SYSTEME D EQUATIONS AUX DERIVEES PARTIELLES SIMULTANEES, ETC. 43

Dans ces formules, les arguments de x, 1 — , 1 — y sont compris entre

—w et + =,
On a, d’autre part,

arg(x — y) :a_rg[l—— 5%—2‘—;%] + argax + arg(1— y).

En permutant, dans ces résultats, « et y, p et §’, on aura ceux qui con-
1
4

J
cernent 'intégrale U.du.
+1
Les voici : si y est dans la partie supérieure du plan,

1

y
1

Si y est dans la partie inférieure du plan,
1

f" Udu = e Y—21iTB(y
1

o, 1— 3"}y,

@, pourra prendre l'une des six formes qui suivent :

. I .o . 1
Si y est dans E,, — plus voisin de 1 que -
¥ x

L2(1—y) .)/'~l].

yu—a Ty )

o

Gy (1—y W23y Y (1—2)=BF, [7—1, Byi—ay1+y—a—75

1

Sty est dans C,, et ¥ plus pres de 1 que é,
99:(1~y)Y71—3’y1+5*Y(‘y—m)—?’Fl[1——3’, ﬁ,[—a,l+7—9€—~@/;%_yy), r——y];

Si y est, dans C,, plus voisin de 1 que 2,

'.&9:(1—y)Y—“—ﬁ'(I—I)‘ﬁFx@—1, 3,7—5—5’,I+7—1—5’;§:i’ I~y>;

. . . 3 .« i
Si y est plus voisin de 1 que de x et 5 plus voisin de 1 que de =

Go=(1—y ) F (1 —2) 2B (y — ) VF, [7 —ay—3—=3 -1+ y—a— [ ‘—me_‘,‘,yx x}——:;J
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46 R. LE VAVASSECR.

S1 y est, dans la région E,, plus voisin de 1 que de .,

e .. 1 . . , 1
Enfin, si y est plus voisin de 1 que ., " plus voisin de 1 que —

=i

Dans ces formules, les arguments de y, 1 — z, 1 — y sont compris entre

— et + 7, etlona

x(1— )

—+ argy + arg(1— ).

arg(y — x)=— arg[l —_

3

19. Reste enfin a étudier I'intégrale

t

Y
f w1 — ) (1 — ux)—?’ (1— uuy)‘?" du.
1

R
En premier lieu, on doit avoir

Partie réelle de (1— 3 ) > o.
Partie réelle de (1— 3') > o.

1

. ’ . oy I
Le chemin décrit par « sera le segiment rectiligne allant de — A

u:i[l_i(y_—flj,
x Y

v étant réel et appartenant a I'intervalle (o, 1). Ce facteur ne doit pas s’an-

1
y

Posons

v et YV —a . X 1 .. .
nuler. OrI'égalité 1 — 9“—‘7— =orevientad~ =g — -: la condition revient

done géométriquement a la suivante : les points x et y ne doivent pas étre
& la fois en ligne droite avec l'origine, et de part et d’autre de Porigine.

.. xr—1 Y —x . s
Drailleurs 1 — u = 1 — ¢————| ne doit pas non plus s’annuler.
@ y(i—a)

Or I'équation
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SYSTEME D'EQUATIONS AUN DERIVEES PARTIELLES SIMULTANEES, ETC. 4=

peut s’écrire

KR

{l
|
<=

8-

on en conclut que le point 1 ne doit pas sc trouver sur le segment de droite
. I, ¥
qui vade — a —.
x oy

v(y—=x . ‘ot
() g ——)], je choisis comme argument de x

. . : e(y—.x
celui qui est compris entre — = et + 7, et comme argument de 1 — —(‘——)

celul qui s’annule pour ¢ = 03 on a donc

1
Dans la formule v = -~ [1 —

arg al_ I— —‘—"xH —argax — U= d ! — ——~y d
argu — arg T g 1 = 1 9 — 5
el o ¥ ’ x ¥ b

et I'on aura

arg(1 — u)=—arg(1— — )+ arg|1— v L1,
’ * y(i—z)

>

. — x
1— u e, d’ou arg(1 — ux)— arg I—-;_ -

Enfin
Yy —
>

. x
1— uy = €™ (1r— o).
On posera
e=-+1 si % est dans la partie inférieure du plan,

e——1 si % est dans la partie supérieure du plan.

Alors on a

7
[ Udu= et BB, 1= ),
1

., pouvant d’ailleurs se mettre sous les six formes suivantes :

. .. y e I .. 1
Si y est plus voisin de 2 que de lorigine, et — plus voisin de 5 que de 1.

, g yo—r —
Olo= (¥ — )1 =88 (@ — 1)T—2—1 g8y 31 F [1 — B i—o, 1+ a— 255 - ——
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Si x est plus voisin de y que de l'origine et que de 1,

L T C R e A

. .. « T . . )]
Si y est plus voisin de x que de 1, et auss: > plus voisin de ~ que de 1,

910= ( — 2)1 BB (2B BBy ( — ) Fi[‘—ﬁ’ e e N e ;‘f,—}%]

Si y est plus voisin de « que de l'origine et de 71,

o= (¥ — 1’)‘“3—3'(] — I)Y—i_‘yg*'{i'—‘{ F, <I —53, 1+ — 7 — 3 - ;3’, 22— 53— 3’; z _"}/7 i ~ I);
. . . I .. 1
Si x est plus voisin de y que de 1, et p plus voisin de 3 que de 1,

Oro== (¥ — )38 (¥ — 1)V 28 By (g — 1) F, [I— 3,y—B3—53.1—a,2—-3—3 i :] ;

; ’y(r—‘r)’ 1 —a |’

. . .. .. 1 - 1
unfin, st x est plus voisin de y que de l'origine, ct ¥ plus voisin de — que

de 1,

o . B ) 5 y—x xr—
G10= (y — @) BF (ot iy B ‘Fl[’—ﬁ’,I+a»7,1—z,e«é—5/;m’ ]

Dans ces formules, les arguments de « et de (z — 1) sont compris entre
— et + 7.
On a d’autre part

argy = arg % -+ argx,

arg(y —1) :a—rg@;:i

__’V —
>—|—arg“;+arg(x—— 1),

arg(y —x) :ﬁg(% — 1) + arga.

20. En résumé, voici le Tableau des soixante intégrales annoncé au début

Document numérisé par la Bibliothéque Interuniversitaire Scientifique Jussieu - UPMC
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de ce Chapitre :

F1<27 39 ; ’, 73 Ly )"\):

(1

ot ;N
11’)'3(1—')/)-3']“1 <7 — 2, [3’ 3’9 7; J_I7 J )ﬂ

o

(I—.l')_1F1<1,’/~—&3—;§” ;6,,’/; ZX ,x—‘)/>’

r—1 x—I,

Q
I

i N—2x R 2. ,’"..y_‘r ,7\
(I—)) F1<1,r3’/_5_ij/, —3/—_—17 JTI),

(1= 55— ) E R (g =y 5

mtomt '_"T\
\ ,5”3,'/;1", %:/.),

o ’ , ’ . . xr—y
(r Vw')‘*“‘ﬁ(l—x)‘ﬁFl(\y~1,@,7—9~p,7; x_'I: ¥

) Fi(xy r’:” 3',1—%954-‘3—5—(3'—‘/;1*1,1—3’),

.p*ﬁy—ﬁ'F1<1+r’3+5’—y, 3,83, 1+o+3+3 —y; L

LT ’
r—*F -~ B gl B e BT .1‘—)/\)
x o2 —y, 5Lt 2e 5+ 3 =y — )
P2= .\ - , f— ey — 10
y—°‘1<1<o:, 3,1+1—7,1+z+p+5~7:—9 . 2 ),
Y Y
LR . o o r Y — Xy
pl+d—y =B F1<1+‘5—5—9—'/,1+z—7,§,1+a+§+5 ~7;1——.1‘,‘} > );
5 ’ &£y A
BB (1 B Sy Bt a— e B By =
(o My R (1 pe B B B B B L L,
oo I 1
(1) B ) B F, (7o, B, Bl = 5+ B o )
\ I—x 1=y,
P - . o 1  —
,(“‘l‘)u—s_\‘(_y)‘;j(,[’—J')‘*l#‘s_p F1[1+5+QA/, I—2o 5,’ I;‘_rrj_i_ﬁ,_y’ 2
Dg=—= (
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SYSTEME D' EQUATIONS AUX DERIVEES PARTIELLES SIMULTANEES, ETC. 5!

CHAPITRE L.

21. Les dix intégrales précédentes ne sont pas distinetes. Entre quatre
d’entre elles existe certainement une relation linc¢aire. Parfois méne, si on
les prend trois par trois, certains groupes, pour des positions convenable-
ment choisies de iz et de y dans le plan, seront composés de trois intégrales
non distinctes, entre lesquelles, par conséquent, il existera une rvelation
linéaire et homogéne. Le point capital que je désire bien mettire en évidence,
c’est que les relations cherchées ne subsistent pas pour toutes les positions
de x et de y dansle plan. Clest ce que je vais d’abord établir.

Rendons-nous compte, en premicr licu, des chemins suivis par les points
1—u, 1 —ux, 1— uy quand le point « suit un chemin déterminé. Nous
n'examinerons que les cas particuliers nécessaires pour la suite.

1° Le point « va sur 'axe réel X, de o a1 ( fig. 2); le point 1 — u va
sur X, de 1 a o3 le point 1 — ux va en ligne droite du point 1 au point
(1—a) et, de méme, le point 1 — uy va en ligne droite du point 1 au

point 1 — y.
o

2° Le point & va sur Xde +1 & + % ( fig. 3); le point (1 — u) va sur
X deoa (—=); 1— ur vade (1 — ) al'infini sur la droite (1, 1 — x):
1 — uy va de (— y) al'infini sur la droite (1, 1 — y).

3° Le point « vasur X de o & (— =) ( fig. 4); le point (1 — ©) va sur
X de 414 + o5 le point (1 — wx) va de 1 a I'infini sur la droite (1, 1 —x):
le point 1 — uy va de 1 a Uinfini sur la droite (1, 1 — y).
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i
-—

. . ¢ o . . \
4° u vaen ligne droite de o & = (fig. 3): 1—u va en ligne droite de 1 a

&=

So Fo M. 3 » I - re Ty 1 N
5% w va en ligne droite de o A (fig.5); 1—u va en ligne droite de 1 4

1 . . . x - .
1— -5 T—wurvaen ligne droitede 1a 1 — y; et (t— wy) vasur X de 1 a o.

‘o . . . . s I | W L . 2
0° @ va en ligne droite de 1 & — (fig.6); 1 — « va en ligne droite de o &

1 . . . . .
1— —; 1—wr va en ligne droite de 1 — .z &4 05 1 — wy va en ligne droite

der—yar— L.

N

B . . . I 2 .
7° u va en ligne droite du point 1 au point 5 (fig.6); T—uvaen ligne
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<

. ] . I - . . :
droite deo a4 1 — J—; 1 — 2 va enligne droitede 1 —ra 1 — =5 et 1— uyv
p ~ )

va en higne droite de 1 — y ao.

. . T\ qs- . . I
8° u va en ligne droite de — & Pinfini sur la droite (0, —) (fig. =), sans
X \ x o //?
.. Lo e o o R
passer par Porigine; 1 — « va de 1 — — a I'infini sur la droite (1 JI— =)
@€ Ny

. . . .
sans passer par le point 1; 1 —wuw vasur X deoa (—=x); 1 —uy vader — =
A - L

a Tinfini sur la droite (1, 1— 3;>, sans passer par le pomt r.

. . | . T
9° u va en ligne droite de ¥ a l'infini, sans passer par origine:; 1 — « va

AN o

. o I« yar s . ]
en ligne droite de 1 — by a U'infint sur la droite (1, I — ;>7 Sans passer par

. X, . . . 4 x
le point 11 1— wr va de 1— = a Vinfini sur la droite (r. T— = ), sans
5

passer par le point 1. Enfin 1 — 2y va sur X-de o & (— ).

. . | B . . .
10° « va en ligne droite de — a — (fig. 8): 1— « va en ligne droite de
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SN 1 . X w .
1——at——; 1—urvadeod1—=; et 1 —uyde1— VA o, toujours
X .}’ )/ X -

en ligne droite.
Fig. 8.

11° Sile point « décrit une circonférence de rayon g autour de o comme
centre, le point r— « déerit, dans le méme sens, une circonférence de
méme rayon autour de 1 comme centre; 1 — zr décrit, dans le méme sens,
autour du point 1 comme centre une circonférence de rayon glx

jet 1 — uy
deéerit, dans le méme sens, autour du point 1 comme centre une circonfé-
rence de ravon gfy/.

12¢ Le point « décrit une circonférence de rayon g autour du point ¥
comme centre; 1 — uw déerit, dans le méme sens, une circonférence de
rayon ¢ autour de l'origine comme centre; 1 — we décrit, dans le méme
sens, une circonférence de rayon glz] autour du point (1 — x) comme
centre: 1 — ay déerit, dans le méme sens, une circonférence de rayon ¢} y|
autour du point (1 — y) comme centre.

130 Le point w décrit du pointi comme centre une circonférence de
rayon g: le point 1 — u décrit, dans le méme sens, autour du point 1 — ;’

comme centre une circonférence de rayon z; le point 1 — we décrit, dansle

méme sens, autour de o comme centre une circonférence de rayon glx';

-

enfin le point 1 — uy décrit, dans le méme sens, autour du point 1 — % une

circonférence de rayon gy . 7
14° Le point « déerit autour de;’/ comme centre une circonférence de
rayon p: t — u déerit, dans le méme sens, autour de 1 — ;Icommc centre
une circonférence de rayon s 1 — wx déerit, dans le méme sens, autour de
!

x . , .
1 — 7 comme centre une circonférence de rayon ¢ x|

s enfin 1 — uy décrit

autour de o comme centre une circonférence de ravon oiyl.
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22. Précisons maintenant les arguments choisis pour u, 1 — u, 1 — uz,
1 — uy dans les dix intégrales que nous aurons & considérer.

1
1° Dans l'intégrale f Udu,ona
)]
argu —= o, arg(1— u) = o.

I’argument de (1 — wx) reste compris entre o et arg(1 — x);
L’argument de (1 — uy) reste compris entre o et arg(1 — y).
On posera
1
f Udu=B(a, y —a)o,= ;.
0

2° Dans I'intégrale fM Udu,

argu ==+ 1, arg(1— u)=o.

L’argument de (1 — wx) varie entre o et argx;

I’argument de (1 — wy) varie cntre o et argy.
Soit

>

by=B (o 1+ B+ B — 7)o,

on aura, en posant (a) = e*'~,

e
f Udu=(a)b, si argu — + T,
Y

|

—
f Udu=—={(—a){, si argu ——
0

-
30 Dans l'intégrale f U du,
+1
argu —o, arg(r—u)—=r.

I’argument de (1 — ux) varie entre ;Ig(— x)etarg(1 — x);
L’argument de (1 — wy) varie entre @(—)) et 51%(1 —¥).

Sil'on pose
L=Bu+3+5—y,y—a)9s,

L. 8
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on aura

—+ =

f Udu—(7—a—1)d, si arg(1—u)=rm,

1

Pk

J Udu—= (14 a2—y)dy si arg(y— u)=—r.
+1

1
4° Dans 'intégrale f U du,
o

argu — ar — X r—arg(—.x);

I
g

[¢)¢]

T

on prendra le signe + si x est dans la partie inférieure du plan, le signe —
si x est dans la partie supérieure. L’argument de (1 — «) varie entre o et

. .
arg <1 — ~>- L’argument de 1— ux est nul; 'argument de 1 — zy varie de
=

; Y
oaarg{1— =}
C < b< ‘[‘

Soit

Uy=B(a, 1—5)o,:

si z est dans la partie supérieure du plan,

1
f Udu=(— a)dy;
0

si z est dans la partie inférieure du plan,

1
y
f Udu—= (o).
0

1
. 5
5° Dans I'intégrale / Udu,
o

argu —arg— =X m—arg(—y).

I
Y
L’argument de (1 — u) varie entre o et 'ar—g<1 — 3_1/>’ Iargument de
. —_—/ x s
1 — wx varie entre o et arg<1 — ;), l'argument de 1 — «y est nul.

Soit
ds=B (2, 1—5)o;:
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si y est dans la partie supérieure du plan,

1

y
[ Udu =(— a)d; ;

3
bl ]
si y est dans la partie inférieure du plan,

1

[fU du = (a)Ys.

bt

6° Dans I'intégrale fx Udu, on a
1

x

argu —= arg

—=—argax.

§ |~

L’argument de (1 — ©) varie entre

1 —_— 1 _—
r —— — — =% 7 — argwx;
alg<1 x) et arg( x> T —arg.uar;

I'argument de (1 — uy) varie entre

e R 4 are(— XY =27 —are( Z):
arg(l x) et arg< x>__r. arg<y>,

I'argument de 1— ux est égald &= =.

Soit
Ge=BU+pB+p =y, 1—=5)o,
on aura
4
f Udu—=[ef+¢'f + ¢ (7 —a—1)]ds,
1
*
avec
t—=—1 $i arg(1—ux) =+ m,
E=—+1 si arg(1— uxr) ——m,
=1 si 7 est dans la partie supérieure du plan,
gl=1 si 7 est dans la partie inférieure du plan,
=41 si 2 est dans la partie supérieure du plan,
d=—1 si # est dans la partie inférieure du plan.
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7° Dans 'intégrale f U du, on a
1

I
argu — arg; =—argy.
L’argument de (1 — «) varie entre
— I _ 0 _
arg 1——; et arg —}):i‘r—arg)f:

I'argument de (1 — wx) varie entre

I'argument de 1 — uzy est égal & == =.

Soit
b= B B+ 8y, 1— 5)o
on aura
JTUdn= (B e e (= — )]
3 _
avec
g==—1 si % est dans la partie supérieure du plan,
f=41 si % est dans la partie inférieure du plan,
g=—1 si arg(1—uy)=—-+ 7,
=41 si arg(1—uy)=—r,
=1 si y est dans la partie supérieure du plan,
=1 si y est dans la partie inférieure du plan.

1
. I3 X T
8° Passons a l'intégrale [ U du.
“1
—— 1

L’argument de u varie de o a arg—; on a

arg(1— ux)=—arg(1—.z).
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L’argument de (1 — «) est égal &

7/
I I—x
arg 1——>:in+‘1r0 .

/

Si le segment de droite (1 — ¥, 1— Z) ne coupe pas l'axe réel X, ou le
x _—
coupe a droite du point o, ’'argument de (1 — uy) varie entre arg(1 — y)
arg(1— 7).
Si le segment de droite <1 — ¥, 1 — Z) coupe l'axe réel X a gauche du
A
point o, si y est sur la partie supéricure du plan, I'argument de 1 — wy
varie entre arg(1 — y) et arg<1 — %) — 27; tandis que, si y est sur la
partic inférieure du plan, l'argument de 1 — uy varie entre arg(1 — y ) et
Y —
arg<1 — ;> + 2.
Si maintenant I'on pose

b= B(y —a, 1— 3) 0,

on a, st x est dans la partie supérieure du plan,

1
fArUdU:(*/—oc———x)"Ls,
i

et, st x est dans la partie inférieure du plan,
1
fA Udu=(1+a— ).
i

1
9° De méme pour l'intégrale / U du.

. v 1
L’argument de « variede o a arg . ; on a

arg(1— wy) =arg(1— y);

Pargument de (1 — ) est égal a
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S1 le segment de droite (1 — 2, 1T — f) ne coupe pas 'axe réel X, ou le
Y
coupe a droite du point o, 'argument de 1 — ux varie entre arg(1 — x) el
@('1 _ £>
> Y
Si le segment de droite (1 —x, 1— %) coupe X a gauche du point o, si

x est sur la partie supérieure du plan, on a
— — &
arg(1-—a)Zarg(1— ux)iarg<1 — ;) — 2T
s1 z est sur la partie inférieure du plan, on a
—_— —_— x\
arg(1— z)larg(1— uz) < arg<1 — y) - 27,

Soit
Y= B(y —a, 1—[")gs:

s1 y est sur la partie supérieure du plan,

fyUdu:(y——oz*l)%;

siy est sur la partie inférieure du plan,

1
f"Udu:(wa—y)%.
1

10° Enfin envisageons l'intégrale f U du.
1
D’abord |
arg(1 —ux) = ﬁr—g<1 — f)
y 2

puis

_ — ove _J_’ _ — /Yy —x
arg(t uy)_arg<1 I)_i‘n—i—al‘g< p )

. . . .7e I I 2 4
Ensuite, si le segment rectiligne (;, )—/) ne rencontre pas I'axe réel X, ou
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le rencontre en un point situé a droite du point o, 'argument de « variera

/1 — 1 . I I . . . \

entre arg — et arg —; s1 ce segment ( —»> ~ ) eoupe X en un point situé a
°x y’ zy

gauche du point o, on aura, si « est sur la partie supérieure du plan,

-

oL > > oo i are -
arg — ZarguZ—am +arg:;

<

st z est sur la partie inférieure du plan,

argi Sargui+ 2w+ arg—-
x T - ~ y
A . Iy 1 1 .
De méme, si le segment rectiligne (1 — —, 1 — = ) ne coupe pas l'axe
X
réel X, ou le rencontre en un point situé @ droite de o, 'argument de 1 — «
. — 1 — I 5 . , .
variera entre arg{ 1 — — ) et arg{ 1 — — ). S'il coupe 'axe réel en un point
@ y

situé a gauche de o, si  est sur la partie supérieure du plan,

1 — 1
arg<1— }>§al“g(1~ u)S+om+ arg(x— —>;
"

o

si x est sur la partie inférieure du plan,

[ 1 — 1

aro > apo > -

ar 1 Zargi(t w)< 2T -+ argi 1 .
o< .22)‘ o( )7 c< y)

bre=B( — 5, 1—5)op,:

Soit

x . ..
5 est sur la partie supérieure du plan,
1
Yo i
Udu=(1—5"d1e;
1
x

P 44 v . P e
st est sur la partie inférieurc du plan,

1

fyU du—=(1+ 5"y
1

X
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23. Les droites O, O}U sont également inclinées sur X ( fig. 9); de

plus, — est sur la tangente au point 1, a la circonférence passant par les

points o, 1, &, de sorte que, sil'on fait varier &, en 'assujecttissant a rester

sur une circonférence quelconque passant par les points o, t, le point

1
— se
X
meut sur la tangente au point 1 & cette circonférence.

Y

7/
La droite qui joint le point 1 — y au point (1 — T) a pour équation

(5 et 5° désignent deux quantités imaginaires conjuguées). Nous avons be-

soln de savoir en quelle région se trouve son point d’intersection avee X.
Soit { I'abscisse de ce point d'intersection. On a

[g—

axx'(y —y') —i—xy’—«ytz?'—y_y"(x—x")‘
xri(y —y') + zy'—ya!

Supposons que le point x soit fixe et le point y variable, I’équation

3,}"l(¢r—xl):x-rl(y_y/)+‘l"y/—'_)/x/

représente précisément le cercle qui passe par les points o, 1, x, et

zx'(y —y' )+ oy —yxr'=o

est I'équation de la tangente a ce cercle a l'origine.

Document numérisé par la Bibliothéque Interuniversitaire Scientifique Jussieu - UPMC



SYSTEME D’EQUATIONS AUX DERIVEES PARTIELLES SIMCLTANEES, ETC. 65
En faisant y =y’ =1, on trouve, en posant x = ¢ i,

.
Lin

e

i

Il en résulte que € sera négatif si y est & Uextéricur de la circonfé-

£<C0

rence o, 1, r, ¢t du méme coté de la tangente en o que la civconférence.
Sinon £ est positif.
Drailleurs
L= yy (' —x) .
zx' (y — ') +xy' — ya’

=

{ — 1 sera donc positif dans la région du plan séparée par la tangente qui
ne contient pas la circonférence, ct négatif dans P'autre.

Avec le point)—iles résultats sont encore plus simples. Soient A ( fig. 11)

la droite <I, —>, B la paralléle & A menée par origine.
va

b el™
510 s

\

v

L est dans la région séparée par B et ne contenant pas A, la droite
(=

T — _y_> coupe X & droite du point 1.
A
L.

5
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L1 . e )’
Si 7 est dans la bande comprise entre A et B, la droite (10 1 — 7)
coupe X a gauche de o.
- T .. , , . . .
Si ¥ est dans la région séparée par A, qui ne conticnt pas B, la droite
Y -
(1—)', 1 — "—) coupe X entre o et 1.
xX
Des considérations analogues nous indiqueront en quelle région.sera le

point d'intersection de la droite <I—~ Z, T — f> avee X. 11 suffit de per-

muter x et y dans cc qui précede.
1° Supposons x et y tous les deux dans la partic inférieure du plan.

o 1 - ' v ' .
Supposons 5 situé dans la région séparée par B et ne contenant pas A.
. , . It . . , , , .
On voit que, nécessairement, — est dans la région séparée par A’ qui
xX
ne contient pas B’ (fig. 12). Ainsi la droite <1 — ), 1 — %) coupe X a

Fig. 12.

A

/XN

. . ’ @€ - . -
droite de 1 et la droite <[ —x, 1 )~> coupe X cntre o et 1. Dailleurs,

. . 11 . \ .

puisque le triangle o — -- est & gauche de 'observateur qui parcourt dans
o o

1 [ Xy

Y

11 C e Ce .
le sens o — — son périmetre, c¢’est que < est dans la partie inférieure du plan.

D’autre part, « est dans la partic inférieure du planj; il en est de méme

de _—1/ =ux. Or(—y)ect <—— l;> sont simultanément dans la partic supé-

L
-y

ricure, done le point est, lul aussi, Commc———'; = x dans la partic infé-

— -

X x
ricure du plan.

Bref, le triangle <0, I—y, 1 — %> est a gauche de I'observateur.
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s
Voici alors le schéma des chemins que parcourront les variables w,
V- U 1 — i, 1 — Uy

Tasrese L.

Chemin de { z)

Chemin de {1~ wx) Chemin de(l-uj/)

. R { . . ’ V . \ N
St le point = vient sur B la drotte <I — 1= )/> devient parvallele a XL
o \ .

’

. 1 . ¥ ] -
Si — entre dans la bande AB, la dvotte <I — I—y) coupera X & gauche
> ; . g

. . v A . .
du point o. Mais le segment <! — I )/> reste tout enticr dans la partie

supcérieure du plan. Ces deux cas rentrent done dans le premicr.
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R. LE VAVASSEUR.

. . (% .
Dans le Tablean 11, on suppose toujours que x, ), = sont dans la partie
=

. ce . . 1 : s ’ v . .
mféricure du plan, mais 5 est dans la région séparée par A qui ne contient

TaprLesc 1.

Chemin de { - )

Chemin de { 1- wx)

e
Chemin de { 1-uy)

/ X - . L
pas B. Alors le segment (1 — 2, 1 — ;,>) coupe X a gauche de o. Le point —

est a I'mtéricur du triangle <0 1 ?> (fig.13).
S " ’

. Voo . ..
Dans le Tableau 111, = vient sur la partic supéricure du plan, 1 —

| &

seg

asse aussi dans la partic supérieure; le segment <

1—y, I —%) coupe le

ment (o, 1) entre o et 1, ete. On obtient de la sorte quatorze Tableaux.

2%. Voici maintenant comment nous allons opérer. Imaginons un sys-

teme de trois ou quatre intégrales qui, pour les positions de .« et de y con-
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e

sidérées, ne soient pas distinctes. Supposons qu'il existe dans I'un des qua-
torze Tableaux précédents une aire dont les cotés rectilignes correspondent

Tapresv 111

Chemin de ()
a4

Chemin&de(l—m) Chemin de (1—uy)

aux intégrales envisagées, telle que ces cotés ne se coupent pas, telle enfin
qu’a l'intéricur de cette aire la fonction

U= u*1(1— u)t=*1 (1 — ux)=B(1 — uy)=¥,

considérée comme fonction de %, soit holomorphe.
Nous supposons que 'on a

Partie réelle de o > o,
Partic réelle de (y — a) > o,
Partie réelle de (1 —53)>o,

Partie réelle de (1 — 3')> o,

[

Partie réelle de (1-+3 +5— ) > o.

i
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Alors les intégrales de la formch du, C étant un arc de circonférence
G

. . . . 1 I
de rayon infiniment petit ayant pour centres les pomnts o, 1, e y; ou un

arc de circonférence de rayon infiniment grand ayant pour centre o, sont
des quantités infiniment petites, qui deviennent nulles a la limite.

Tasresv IV.

Chemin de ( ze”)

Chemin ce { l~ua) Chemia de(l—u'_z/)

L’aire trouvée, on forme un Tableau dans lequel, en suivant d’une fagon
continue sur les schémas des Tableaux précédents, les cheminsde , 1 — «,
1 — wx, 1 — uy, onindiquera si les arguments de w, 1 — u, 1 — ux, 1 — uy
sont bien ceux que nous avons choisis pour préciser la définition des fone-
tions 4y, 4o, ..., 4y, ou de combien ils en différent. N désignant l'argu-
ment normal choisi, on aura a éerire si Pargument trouvé est N ou N + 2=«
ouN — 27, & l'argument trouvé est o, 4+ =, ou — =, on éerira dans le
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Tableau. Le Tableau formé, on en déduit immédiatement la relation par

Fapplication du théoréme de Cauchy.

Tapreav V.

Cheminde { = )

Chemin de {1- wz) Chemin de(l—uy)

Premier exemple. — Soit a trouver, dans le Tableau I, la relation qui
existe entre ,, 4., J,. Considérons Vaire

ab.p.cd. t.ef ).

Formons le Tableau swivant :

Chemin. arg u. arg (1—u). arg{1— ux). arg (1 — wy’).
ab ... . o o N N
ed.... oo o +7 N N
ef — o AY N
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Nous reportant alors au n® 22, nous obtenons la formule
i+ (7 —a— D) —(—x)da==0,
qu’on peut écrire
("‘)'~I’1~ (/) LIJ;;— qu: O,

(o:):e“w, (-/):eiT‘Y, e

Deuxieme exemple. — Proposons-nous d’obtenir la relation qui existe

TasrLeav VI

e

Chemin de {z) - Chemin de ( 1—zc-)

Chemin de { 1=z Chemin de (1 '“J)

entre ,, ¥,, $,, ¥;. Jenvisage, toujours dans le premier Tableau, Paire

ab.rpep.ba.d. fe.tdin.ef .kl mws. lk.gh.vig.hg,
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et je forme le Tableau qui suit :

Chemin. argu. arg(1—u). arg (1 — ua). arg (1 — )’ ).
ab ... o ... o o N N
ba.............. o —2T N N
feo .o, —T —aT N N
ef v +7 o N+oam N+or
kloooooioioioL. N N N+oean 27
oo oot N N N-o2m o
gho. ..o, N N 2T N
hg . ool N N o N

TABLEAU

Chemin de {1-)

J
Chemin de {(1~zz) Chemin de (1-uj)

De ce Tableau, je déduis la formule

[1— (2 — 27)]di+ [(a— 27) — (o — 26— 25/)]da
(e — 25— 20') — (@ — 20)]ds+ [(2— 28) — ()] by =0,

I.. 10
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formule qui peut s’écrire

(5 + B Uisin(y — o) -+ as
— (7 +B"Ndusinin — (y — 8)dssind’'n =o.

Troisiécme exemple. — Soit encore & trouver la relation qui existe
entre ¥,, 4., 4., 4. Envisageons l'aire

ab.rpcp.ba.l. fe.td.jig. kg (Tableau ),

TasLeav VIII

Sagel
Chemin de (1-zx) Chemin del\l-uy)

et formons le Tableau suivant :

Chemin. arg u, arg(r—u). arg(1 — uzx). arg (1 —uy)-
ab ... o N N
ba . ........... .. o —a7 N N
e . .o, —= —aw N N
Sl N N + N
he oo N N o N
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D’ou la formule
[t—(a—2]d + (2 —2y)ds— (=3 =58 +14+a—yjb—(2)bh=o0,
(qu’on peul écrire
20 sin(y —a)m +(— )by — ()b + (— 3 —53)dy=o.

Remargue. — Au cas ot deux chemins rectilignes se croisent, la relation
o )

TaprLrav IX.

Cheminde { w )

Chemin de (1-ucx) Chemin de (1-uy)

correspondant & l'aire ou ce fait se produit se déduira des rclations déja
trouvées par voie d’é¢limination.

Voici les quatorze Tableaux de relations. Je désigne par (/A ) la relation
qui existe entre ¥;, 1;, ¥;, quand elles ne sont pas distinctes; par (ijhh) la
relation qui existe entre gy, 4, by et .
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J
TasLeav 1 (voir page 67).

(1L,2,3)  (Dbh—d—(7)h=o, [(2) = exx],

(1,2,4,3) (3+3)sin(y —a)m+dpsin(B3+ 3 —7)w

—(y+ B, sinBr — (7 —3)ds sinf'w = o,

)b — ()4 (=3 =5 =0,

(1,2,4,6) 20sin(y—o)rm

TasLeat X.

Chemin de (z )

Chemin de {1=z.) Chemin de( l-uy)

_
®

v, T) (B3)dsin(y —a)m 4+ dysin(3 —y)m — ()b sindr — &y sin3'm == o,

9) [3+3)sin(y —a)ym—(y—a—3)sin3' =],
+dasin(3 + 8 —y)n— (7 + 3 ), sin3x + (—3)dysin3

™

12k

—(Usin(3+ 3+ (y—2—~3—3)Vbpsini/m=o,

(1,2,%,10) (3 +53")4sin(y —o)m 1, sin(3 + 3/

L C T T

(1,2,3,6) (3)4isin(y —a)m +dasin(3 —y)m — (7)bssind’'m — gy sinfr = o,
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(1,2,

5,8) (Lgf).\plsin(y——y.*@)ﬁ_kqﬁsin 3+ﬁ'—7)r
_‘(/_5)%51115'T+ (B )dgsinBr —o,
a)m +vzsn(5+
( ) ln 5‘*‘:3)7'“(/—9’)'&10511]\)7-*0,
(—

5) o sin B — (8) 4 sin @'z =

(1

2,3,10) (3 +3")d, sin(y

(1’2’677) Ulsln(/—“ﬁ')A —*'J/)Sln/—

ki

TapLesv XI.

Cheminde {1~z )

e

Chemin de { 1—u3)

(1,2,6,8) 4‘1—(_-/)'2—('/*“*5_5/)%—(7—9‘)%:0’
(1,2,6,9) dysin(y —a— 57+ $ysin(f — y)m — b sinn + b, sin3'm —o,
(1,2,6,10) ¢, sin(y — o) m — &y sinym — g sin(B -+ 8w+ (y —a)d,sin3' n=o0,
(1,2,7,8) dysin(y —a—3)r+d,sin(3—y)m —¢;sinj T+ LysinBr=o,
(L2,7,9) di—()de— (343 + 2 —7)b— (2 —7) =0,

(1,2

7,10) Ly sin(y —o)m — dysinyw — 4;sin (B + 3
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(1,2,8,9) Y,sin(y —a— 88— 507+ dpsin(f+ 3 — )+ (B )dssind
(= B)besing =0,
(1,2,8,10) Yysin{y — o — 38— 8w+ dusin(B + 3 —y)m+ desin(3 + )7
+(y—a—B—8"),sinfr=o,
(1,2,9,10) ¢, sin(y —a— 3 —8')n+ Lpsin(3 + 5’ —y)=w +dgsin(B+ 5w

— (y — ) sinfn —o,

TasrLear XI1I.

Cheminde { w-) Cheminde {t-w )

(1,3,8,3) ¢;sin(3+pB—o)m+dysin(y—5—3)r— () sin 37

i

(1,3,5,6) 4, — (0 —y)by— () +(x—y—B—0")ls=0,
(1,3, %,7) dsin(B—oa)m+dysin(y — 3)m—d,sinfmr — (— y)d; sin3'n=o,
(4,3,4,9) [(B'—o)sinBr —(— 3 —p)sinan]d, —dysin(3+ ' — )=
— (5, sin 3w + (— B — )Y sin3 m=o,
(1,3,4,10) L, sin(3 4+ 5'—a)n + dysin(y — 3 — 3w
—dysin(B+ 3T+ (—a—3—3)d,sin3 n=o,

h
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(1,3,3,6)
(1,3,3,7)
(1,3,3,8)

(1,3,35,10)

(1,3,6,7)
(1,3,6,9)
(t,3,6,10)
(1,3,7,8)
(1,3,7,9)

Gysin(B'—a)r +dysin(y — 3 ) —dysin3’'m — (—7)desinfn=o,

nS

= (7=t (B B —a =)~ (—a)ds =0,
(= )% sin (5 — @) 7 + Yy sin(y — 8 — 3=
—(—8)ssinB' w4+ (F—y)dssin3n=o,

sin(3+ 5 — o) +dysin(y — 3 — 8 )r— ¢y sin(B+ 37
— (—a)d,sin3r =o,

Tasresv XIII.

Cheminde {1- w )

Cheminde {1-za) Chemin de(1-u5 )

dysinorm — dysinyn + (— 7y — 3 )dgsinBn + (3 — y)dssin3'm=o,

h

!

dysinanm+ (3 )dssin (3 — ) m+ (3 —7)lesin 3 — (2’ — ) dysin 3’ n=o,
by sinam — dysinym + (— )b sin(3 4+ 37 — (— 2) by, sind’w =o,
Gy sinan+ (3 sin(B—y)n+(3—y ) drsin 3’ m—(3—v)lssinfr —o,

20bysinan — (s + (3 + 3 — )b+ (—7)ds=o,

(1,3,7,10) dysinam—dysinyn+(—y)d:sin(3+3)n+(—a—3— 54, sin3r=o,
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(1,3,8,9) (7—p— £ )Y sinem + (y)dysin(3+ 5'—y)x
—(3")dssin3r — (— B)dysind'm=o,

{1,3,8,10) (/kp—p)u151nocr+(/)u351n(3—i—§/—/);

[y

—dgsin(B+ 3 ) —{y—oa—3—=53")esin3 =0

,3,9,10) ¢ B — BN, sinar + (/)ugcm(q—h@’—y)
—dysin(B -+ 8w+ (y —a)sinfn=o,

TasLeav XIV.

Chemin de {

Chemin de { l=w) Chemin de(l-uj)

(1,4,3,6) Gisin(y —a)m+ (B sin(B'—y)m — (B — y)dssinf'n
—(— ) Yesin(B+B'—y)r=o,

(L33, T) gysin(y —o)m — (7 — B)dysindn + (— B)dssin(3 -7)m
— (=) sin(3+ 8 —y)r=o,

(,54,6,7) (y)yisin(y —a)m — (yidasinygm — (— B )dgsin(p — )=

(1L, 5,6,9) [(y—2o)sin(F —y)m+ (— B ) sinan|d,— (), sin( 3 — 9=

+ (=B sin(B+ B — )T — dysinfn=o,
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(1,4,6,10) 4, sin(y —a)m — ¢y sinymw — (— 7)Y sin(B + B'— v)=x
—(—a—7)dy,sinf'm—=o,
(1,%7,9) [sin(y—oa)rm+(—a—3)sin(B —y)rldi—(y —B)dysin3n
— (= )sin(B+ 3 — )T — (=B — ) esin(f—y)m =0,
(4, %,7,10) 4y sin(y —a)r —d, sinyr — (— y)drsin(3 + 3 — )=
—(—a—3—3"),sin(B—y)r=o,
(1,4, 8) v — ()b — (2 — y)ds=0o,
(1,%,9,10) ¢, — () — (a — Y)Y+ (— B db=0,
(1,8,6,7) (y)dysin(y —a)ym — (y) s sinym — (y — B g sinBr
— (B)drsin(8'—y)m=o,
(1,3,6,8) dysin(3 —oa)yr —dysind'm+ (— 3 )dgsin(y — 5 —B)=
+dysin(y — 3 ) m=—o,
1,5,6,10) 4y sin(y —o)m — dysinym — (— p)dssin(B+ ' —y)=

+(— )b, sin(B' —y)mr=o,
(1,5,7,8) dysin(y — o —5)7 + Yssin(p —y)=

— (B—y)brsin(3 + 3 —y)m + Yy sinfBr =
(4,5,7,10) dysin(y —a)m —dysinyr — (—y)d;sin(B + 3/ —y)=
—(y—a—B =06, sinbw=—=o,
(1,5,8,10) 4, — (a)ds— (@ — ) s —(— )b =0,
(1,3,9)  dr— ()b —(x—y)ds—o0,
(1,6,7,8) dysinar 4+ (— 3" )ssin(3 —y)7m+ (B — y)brsinf'nm — Yy sinyr —o,
(1,6,7,9) Yysinaw + (7 — 3 )P sinBm+ (B)dy sin (' — y)m — dy sinyr = o,
(1,6,8,9) dysinar + desin(B + ' — y)mw+ (B)dssin(3' — y) =
—(B'—7)YysinB'm —o,
(1,6,8,10) %sinxn%—%sin(ﬁ—f—5’—7)ﬁ~q/ssinyr—(—a)'ylosinS’ﬁ:o,
(1,6,9,10) by sinom + g sin(3+53'—y)m— Yy sinyn —(y—a) Yy sin(B'—y)m=
{1,7,8,9) z[qsinaf:+k[47sin(l3+@’~7)ﬁ—(7—@)yssmﬁﬁ
+ (—B)ysin(3 —7)m=o0,
(1,7,8,10) 4y sinarm 4+ d;sin(3 + 8’ — y)w — g sinyn
_'_(7““‘@*31)%051”(5—7)7320,
(1,7,9,10) dysinam+drsin(3+3'—y)m—dysinyr+(2y—a—B—3) 4, sinfr =o,
(2,3,4,5) dysin(B+3 —o)mr+(3+53)sin(y —a)m
— (o =3y sinBr — (. —B)dssinf 7 =o,
23,8,6) (—o)by+2idssin(y —o)m — ()Y + (2 —7 — 83— 8 )ds=o,
3

—
8

—
d

Vi T) dasin (B —a) w4 (3)dssin (7 — ) — () U, $in B — (ot — )y sin B = o,

I1 .
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(2,3,4,8)
(2,3,4,9)

(2,3, 4, 10)

(2,3,5,9)
(2,3,5,10)

(25 37697)

(2,3,6.9

(2,3,6,10)
(2,3,7,8)

(2,3,7,9)

-

(2,3,7,10)

(2,3,8,9)

(2,3,8,10)

(2,3,9, 10)

(2, %, 5,6)

(2,4,3,8)

R. LE VYAVASSEUR.

(—a)a+ (7 —a) by — ()i — (o —7)ds — 0,
(33 —a)sindr — (— 5') sinar]d,
+[(23+3")sin(y —a)r—(y —a)sinf'm]d;
— {4+ 5+ 8L, sin3n+ (2 —y)dysin 3’ m =0,

bysin(3+ 3 —a)w -+ (B+ 3 ) bysin(y —a)=
— ()b, sin(B+ Bm+ (— 3 — )y sinIrm=o,

bysin(3' — a)m ++ (3 )dssin(y —a)m — (2) by sin3'n
(

Gysin(3 —a)m+ (3 + 31 <i11(7—2—5)r
— () sin3' m (3 + 2 42— y)bgsinin=o,

(—a)da+(y — )by — (o) ds— (ot —y)py—= o,

bysin(B+ 3 —a)m+(3-+3

3w — Ly sin3E = o,
b -t d iy &
by sinarm -+ gy sin(x — y)m+ (2 — 53— 7) Py sin 31
H (a3 —y)bsind =0,
Losinom + (3 ) bysin(x + 5" — )+ (2 + 3 — )l sin3n
— (x4 3 —yybysin3d'w =0,
Lysinam -+ g sin(z — w4 (2 — )by sin( G+ 3 m — by sin3 =0,
dosinam +(3)bysinfa+ 3 —yim+ (2 + 3 —y)l.sin3'n
(B —y)yksinim=o,

2id,sinog — (y — )by + (2 =3+ 3 — )b+ (2 —7)bs==0,

by sinam - Yy sin(a — y)m =4 (2 — ) bs sing 3

(=3 —53)b,sin3m=o,
by sinan 4 (3 4 57 )dpsinlx 4+ 3 + 3 — )7
—(/*3-&—>l3’—‘/):48~111l37'~(yffb'—/)';_,\m:,7‘:0,
Lysinan + (3 =5 sinta+ 54+ 53— )=
— (233 =i 3+ 3 m— Y sinim=o,
i - AW 48 Gl =
Ly sinan 4+ (3 4+ 3)dsin(2 + 3+ 5 Y2k
— (a2 + 343 —y)ybysin(3 -+ 37 (533", sin3z=o,

)
—*(‘/wﬁ)%sin;ﬁ't+(2+l’3+§f-/)‘p shi(y —z)m=o,

;>]ll(/—9!)7'.—‘(‘/*‘3)“11‘3/7?]&1/5

(245345 —y)bsin(y —a)m=o0,

'

— b+ 20(3 —yrbsindn =0,
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SYSTEME D EQUATIONS AUX DERIVEES PARTIELLES SIMULTANEES, ETC. 83
(2,56,8) (—a)yh— ()i (7 —a—3— 5+ 20dysin(y —a)r=o,

(2,5,8,9) [(y =) sin(y — )7 — (—a)sinB ml4a— (7) 4 sin(y —o— @)=
+LE)sin(y —a)m—(y —a—p—F)sinf'n]d,
+2idysinf ' wsin(e —y)r=o,

35 6,10) be— b+ (3 + 3 — )l —2i(—a)y,sinfr=o,

(2,4,7,8) 4ysin(3—4)w (o), sin(y —a—B8)m
— Y 8in3'm (a0 + 8 —y)dgsin(y —a)mw —o,
(2,%,7,9) [(—3)sin(2— )7+ (2)sin(y —a)m]dy— (v — B)dy sinjn
+[(x+3+5—y)sin{y —a)m— (—B)sin3' =],
+(a—y)bsin(y —a)m =o,
(27i)77 10) ",/2_’*;3_!_(:}_’_?)Ik‘/)'b?_i_(_x—3/>d)10:0y
(2,%,8,9) (a)bsin() —a—53—3)r+dysin(+58—y)=
(B sindn+(a—y)sin(y—a—3—8)n]ds+ (—3)dsinf'm =0,
(2,5,8,10) L,sin(3 + 5"~ 7),—4—(7)"5\‘111(7—7—3—;”')1—.
(a3 + 3 —yidgsin(y —a)m+(y—a—3—3",sinB' r=o,
(2,4,9,10) Losin(3 + 3'—y)r — (o), sin(a + B+ B8'— )=
+(2+3+3 — ) dysin(y —a)m
—‘.—[‘/—a—ﬁ—p)amp —(3)sin(y —a)r]db,=o,

(2,3,6,8) dysin(3' —a)m— (a)dysin3’'m+ bysin(y — o —B)w

+ (3 sin(y —a)m=o,
(2,5,6,9) dosin(3'—yim+a)ylssin(y —a— 3w —Lssindn
+ (o 4+ 3" —y)dgsin(y — o) —o,
(2,8,6,10) by dyt- (8 + 5 — ) bs— (5'— 2)dyy=o,
('2’577) "LE“'

(2,5,8,9) ygsin(3+;3’—7)r:+(or)%qn(/*a—@—@’)r
+ (3 YssinfBr 4+ (a + B —y)dysin(y —a —Byr=o,

(2,5,8,10) bysin(3 + 3 —y)m + (a)dssin(y —a— 38 — 5')r
H (B4 3 —y)dgsin(y —a)m -+ dypsin(y —a — By =o,

(2,3,9,10) 4, sin(3+ B'— )% + (a)ssin(y —a — — /)=
+(x4+8+3 —y)desin(y —a)m — (y —a)dy,sinBr =o,

(2,6,7,8) dysinaw -+ (—3)dssin(a +8 —y)n -+ (2 + 58 —y)d;sinf'n
+{gsin(a—y)wr—o,
(2,6,7,9) dosinar—+ (7 — 2 — 5, sinBr + (3)d; sin (2 + B —9)%
+ Yy sin(ae —y)mw —o,
(2,6,8,9) dysinan +dssin(a+ 3+ 8" —y)m+ (B )dgsin(a+p'—y)m
— (o +B'— ) sinB'w —o,

(2,6,8,10) dysinam + e sin(a+ 3 + B’ — y) 7 + Yy sin(e — y)m — ¢y, sinf'mw = o,
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(2,6,9, 10)

(2,7,8,9)

(2,1,8, 10)

(2,7,9,10)

(3,4,5,6)

(3,%,3,7)

(3,%,3,8)

(3) !l" 5’9)

(3’l"’ 697)

(3,4,6,9)

(3, 4,6, 10)

(3,4,7,8)

(3,4,7,9)

(3,4,7,10)

(3,4,8,9)

(3,4, 8, 10)

(3,4,9,10)

(3y 5) 6,7)

R. LE VAVASSEUR.

Yy sinam 4 dgsin{e +- B+ B'—y)m + by sin(a —y)w
by — )b sin(y —a— 5)m=o,
Jasinar + &y sin(e + 3+ 3'— ) —(y —a — 3) s sinf3m
+(—B)dgsin(a + 8 —y)m=o,
by sinan + Yy sin(a + 3 + 3" — y)m + dysin{a —y)w
+(y—a—p =580, sin(e+ 3 —y)n=o,
dysinar + ¢ sin(a + 38+ 3'—y)m + e sin(az — y)w
+(2y —2a—53— 8, sinr=o,
Ygsin(y — o)+ (B sin(B' —a)m— (3’ — a)dssinf'n
+ (— ) dssin(a — 38 —53)n=0,
dysin(y —o)m— (a0 — 3)Y,sin B 4 (— 3)dssin(3 —o)m
S (=) sin(z— 3 —5)m =0,

bysin(y — 3 —3)n+ (a2 —

S)dsin(3 —o)m

h
~

— (= B) s sinB - (& — g )y sin (3 + 5 — 2)m = o,

T

27
S [(a)sin(3 -+ 5 — 2)m — (— 5)sin 3w
+ (ot —7y)dsin(3 + 3 —2)n=o,

dysin(y — 3 — 3w — (34, sinj3n

dysin(y —a)m — by sinag 4+ (— 3 — y)desin(a — 3) =z

[(2)ysin(y —a2)mr— (3" —v) QlllJ_]U;;-—(.’Z)\!J;Sin7T"
+[(2—38—8" —y)sinan —(3'—y)sinsn]d;+ (3 —7)tasind’ n=o,
%sin(y—a)/‘:—5‘4511117:+(~7)"1’/Gsi1'1{a—~5—;3’)7:
+(—a2z)d,sini'm=o,
bysin(y —3)m — (2 — 3) by sinar — (— ) d;sinf/n
+(x—y)bgsin(3 —ajm=—o,
[(7—y)sinS-r——(?)—*/)sinyr]dar—?L’L‘/ sinawsin3®
+ (=B —pisinar —(3+3"—y—2)sin S b+ (— ) desin(a—3)n=o,

dysin(y —o)m — by sinaw 4+ (— )b, sin(a — 5 — 53w

i
+(—2—3—=03")d,sin{x— 3)m=o,

(ydsin(B+3'—yin+(x+vy—53—53"
+[(a—3—3)sinamw — (3')sin3

dysin(y — 38— 53— (2 —3— 3", sinax

4 (=) dpsin(B+ 3 —a)n+(—a—3—53)),sin37m=o,
Yysin(y — B — 38 )m — (2 — 3 —8')d,sinar
+{a—y)dysin(3+ 8 —a)w
+{—=B—8)[(—p3)sinar — (3 + 3" — x)sin3=]),,=o,
Yesin(y —a)m — dysinan — (o — 3'— )Y, sinBn
4+ (B —Pdssin(a —3Yr=o,
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(3,5,6,9) dysin(y —f')r— (a— 3 )ysinan — (— y)desinSr
+(a—y) by sin(3—a)m=o,

(3,5,6,10) dysin(y —o)n — dysinan + (—y)dgsin(a — 3 — &)z

— (— )y sin(a — 5w =o,

(3,3,7,8) dasin(y —a—3)r —(— B)dssinan + (— ) sin(a — 5w

(3,5,7,9) (y—a)bs—2idssinan — (B+ 3 —a—y)b;— (a—y)dy=o,

(3,5,7,10) dysin(y —a)w — Yy sinar + (— )b, sin(x — 3 — /)%
—(—3—p5")dy,sindr —o,

(3,5,8,9) dysin(y —353—5)7— (a2~ 53— 5)dssinar
(B — y)dssinBr + (a0 — B — y)dysin( 3 — a)w = o,

(3

3,8,10) dysin(y — 5 — 3 yn— (2 — 3 — 3 )dssinan
+ (2 —)dgsin(3 + 53— o)+ (— B8 —5") by sin(3 —a)r=o,
(3,5,9,10) dysin(y — 53— 53 )n— (22— 3 — 53)lssinan
+ (o —y)desin(B + 3 — o) 7w — (— a) by sinom = o,

(3,6,7,9) Yy+20(— 5 )desin3 — (53— 50, —dy=o,

(3,6,8)  y—(— 58

(6,3,6,7) Uy b= (53— 53— )+ (B — &' — )b —o,

—
=
o
2]
@
~—
{
S
w
=
=
o
R
~—
=t
-C-
o
o
[N
=

(%,5,6,9) ('3")%sin(‘3’—'/):+[\ aysin(y —a)r — (3 —y)sinf'w]d;
in(g+5—n + (o —y)bgsin(y —a)ym = o,

|
—
|
-
o
'&
3

(4,5,7,8) (7)‘!45i11(‘/~91—'3)7+4/55111(0—“/)1’{
(3 —=y)dssin(y =S =2+ (a+B—y)dssin(y —a)mn—o0

57,9 (M si115ﬁ+[(x+5)sin(1—7)tQ—sin(y—fi)r}%
(3= )bsin(3+ 3 —y)n+(2+ 53— y)desin(a—y)m o,

-+ (o')'b8 sin(e —y)n=o,

B — (5 — 5 — ) sinan]l,

PE
) +(B—a—y)sini'w}l; +dysin(a—yin=o,
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(", 6,8,9) dysinar + (—a)dssin(B+p'—y)m
+[(—y)sinar+ (B'—a)sin(f'—y)n]ds — (B'—a—y)dysinf’ m=—0o,
(A, 6,8,10) (), sinan + desin(3 + 3 —y)w
+ (o)dgsin{a —y)m — (— )Yy, 8inB'w =o,
{(%,6,9,10) (o)L, sinax +dysin(3 + 5" — y)w -+ () dg sin(a —y) =
+(—a)(y —f)sin(y —a)m —(—a)sind n]d,=o,
(,7,8,9) (2)l;sinar + ;- sin(3 + 3 —y)n
+ (2 —vy)sinaw — (y — B)sinBn]ds+ (— 3)besin(3 — y)m=o,
(%, 7,8,10) (a)l,sinar + dssin(3 + 3’ — y)m
+ (aygsin(e — )+ (7 —a—53—53),sin(3 —vy)r=o,
7,9,10) ()L, sinar + bysin(3 + 3’ — y)m + (2)dysin(a — y) 7w
+[(2y —a—3—8)sindr— (— §)sinar]d,,=o,
(3,6,7,8) Yysinor 4+ (—5)sin(a+ 8 —y)w
+ (5 —y)dbisin(f —a)m + dysin(xz —y)r=o,
(5,6,7,9) dssinarw + (y —a — 3")dssin3n
+ (B—a)b:sin(3 —y)r 4+ Yy sin(z —y)n=o,
(5,6,8,9) d;sinar 4+ (—a)dssin(3+ 3 —y)n
+{(f —a)gsin(B —y)im+ (B —y)desin(a — 3 )m—o,
(5,6,8,10) (a)dssinoar + dgsin(3 + 35—y«
+ (a)dgsin(o — y)w + by sin(a — B w
{3,6,9,10) (a)dssinar +dgsin(3 + 5 —y)=
+ (o) e sin(a —y)m 4+ (7 —a)dyesin(y — 53 =o,
{(3,7,8,9) (7_)',[)_;sinocr.+uf»7:<1n(l3—i—ﬁ’—y)ﬂ
— (7 —8)dssin3r + (2 — B)dysin(a+ 5 —y)m=o,
(5,7,8,10) (o) bssinar + drsin(3 + 5 —y)n
+(a)yhgsin(a —y)n+{(y—B—P3 ) diysin(a +3—7)m=o,
(3,7,9,10) (o:)%sina:—%—«-sin(@—l—ﬁ’—y)r
+ (a)ydgsin(a —y)m+ (2y —a2 — B —8)dy,sindr=o,
(6,7,8,9) (38— B8)%—(8—8")ds+tdh—be=0,
(6,7,10) LPG“LIH“(}’_O‘-‘S)H'MO:O’
(8,9,10)  dy— Yy+ (7 — & — 8" )by, =o.

Tasreau 11 (voir page 68).

(1,2,3), (1,2, 4 5), (1,2, 4, 6), (1,2, 4, 7) (voir le Tableau I).

(1,2,4,9) disin(y —a— )7+ (—B)sin(B +5'— )=
—{(y —B—8") Y, sinfr + dysinfm=
(1,2,4,10), (1,2,5,6), (1,2,5,8) (voir le Tableau I).
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~J

(L,2,5,9) (a+3+5—7y)b+2ilysin(y—5—53)x

(=3 —=8)—(3+5)b=o,
(1,2,3,10), (1,2,6,7), (1,2, 6,8) (voir le Tableau 1),
(1,2,6,9) [(—5)sin(y—a)m—( sinf'm ]y,
+[(E3+B —y)sin3m—(—5 )\111/1 Ly
—(— B =8 sinlBr + (B + 8, sind'n=o,

(1,2,6,10), (1,2,7,8) (voir le Tableau 1),

(1,2,7,9) 'I«x*(-a)'%z*w*’-—@*ﬁ’)I:—<7—1>%:°»
(1,2,7,10) (voir le Tableau 1),
(1,2,89) disin(y —a—3—3)n—+dysin(F+ 53 —y)n
+ (— B ylgsin3r + (B)dysin3 = o,
(1,2,8,10) (voir le Tableau I, '

(1,2,9,10) 4 sin(y—z— 5 — 5=

+A i
+%sm(§+§’)ﬁ—(7—a—2§~~:zﬁ')%usinﬁr;ﬂ.
(4,3,%,5), (1,3,4,6), (1,3,4,7) (voir le Tableau 1),
(5,3,%9) disin(3—a)r—(3)dsin(3+5—y)r— L, sinsz
+(B+ B —y)lysinim=—o,

(1,3,%,10), (1,3,5,6), (1,3,3,7), (1,3,5,8) (voir le Tableau I),
(1,3,3,9) b+ 203+ 5 —a)ylysin(Z+ 5 —y)x
— (=) — (23253 —a—y)yby=—o,
(1,3,5,10), (1,3,6,7) (voirle Tableaul),
(1,3,6,9) (—ﬁ)%siuat%—[(ﬁ’)sin(§+5’~7)r—~(~'7)<i1 157,

+(—y—3—=08)dssin3r— (345 —y)lsinim=o,
(1,3,6,10), (1,3,7,8), (1,3,7,10) (voirle TableauI),
(1,3,8,9) (y—3—5)bisinam - (7)dysin(3 + 5'—y)=
— (— 3 ssinin —(3)lysinSr = o,
(1,3,8,10) (voir le Tableau 1),
(1,3,910) dysinor + (3 + 5 )dysin(Z+5—)=
— (35— dbysin(B+ 3 )m+(—a— 35— 5L sin 5=,
(1L 3,6),( l, ", 5,7) (voirle Tableau I),
(L33,9) (3)bi—20(a)besinin — (2 =)y —(a+5—y)L,=o,
(1,4,6,7) (voir le Tableau I),
(L,%6,9) [(S—a)sinf'n—(y—5—53)sin(y —a)n]d,

(=8 sinfm— (7)sin(B+ 5 — )71,
A (=3 =)l sin(B+ 3 —y)im— (35— )l sinim—=o.

(1,4,6,10) (voir le Tableau I),
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(1,%7,9) dysin( —a)r— Y, sinfr
+(—=B)ssin(y — B —B)m + dosin(y — B)m —=o,
(1,4,7,10), (1, 4,8) (voirle Tableaul),
(1,59,10) 4y — ()b — (3 — )b+ (— 23— B)dbp=o0,
(1,5,6,7), (1,5,6,8) (voirle Tableau I),
(1,8,6,9) [(y+5 —a)sin(3+ 3 —y)m— (a)sin3n]d,
—[(y+B)sin(3+p —y)m—sinfrid;
—2idgsinBusin(3 + 5 — )7 — (8 + 8 )y sin(3' — y)m == o,
(1,5,6,10), (1,35,7,8) (voirle l’ablean 1),
(1,5,7,9) & —(— a) by 2i(— )b sin(3+ 8 — y)m — (7 — o)y = o,
(1, 3,7, 10) (voir le Tableau I),
(1,5,8,9) (—3)—(a—B8)s+2{{a—y)dssinin —(a+ 3 —y)dy—o,
(1,3,8,10) (voir le Tableau 1),
(1,5,9,10) b, — (a)bs;— (¢ — 9)bg—20(— 3 — '), sinBr =—o,
(1,6,7,8) (voirle Tableau I),
(1,6,7,9) bysinar - (— 3" — )b sin3x
+[(3—y)sinf'm—(—5—5
(1,6,8,9) (y—5—3"Yysinar 4+ (y — 3 — 3") e sin(]
+[(y)ysin(B + 3 —vy)m— (—5')sin]
(1,6,8,10) (voir le Tablecau I),
(1,6,9,10) U, sinan + &, sin(3 + 3 — y)m — dy sinym
—(y—a2—3—06"[(5+ 5—7)sin;3’7r—(—;S)Sin—/r:]'bw:o,
7,8,9) dysinam-+d.sin(3+ 5 —m—(3—y)bssin Bn+(B)Yysin(3 —y)mr—=o,
(1,7,8,10) (voir le Tableau I),
(1,7,9,10) ¢1sinén+%sin(‘@+5’—7)7t—%sin-/7:+(-oc—S—r’s’)z;msin‘ﬁr:0,
(2,3,%,5%),(2,3,456),(2,3,4,7),(2,3,4,8) (voirle Tableau I),
(2,3,4,9) dysin(3—a)r+(3-+3)sin(y —a—5")
+ (a4 B+ —y)bysind'w—(a)d; sinBr —o,
(2,3,4,10), (2,3,3,6), (2,3,5,8) (voir le Tableau 1),
(2,3,8,9) o+ (28 + 28 — )by —ds— (283 + 26— y)dy—o.
(2,3,5,10), (2,3,6,7) (voir le Tableau I),
(2,3,6,9) (—pB)ssinar + [(x+ B+ B —y)sinf'wm — (— B)sin(y — a)mw] Y,
+(a—B =0 —)dssinbn — (2 +p+ B —7)dsindn=o,
(2,3,6,10), (2,3,7,8), (2,3,7,10) (voir le Tableau I),
{2,3,8,9) Yysinan + (B + 3 )dssin(a + 3+ 3 —y)w
—(a+PB—y)gsinBr—(a+ 28+ B —y)lysinB'r=o,
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(2,3,8,10) (voir le Tableau I),
(2,3:9, 10) by sinar + (3 + 3 ) dysin(za + 3+ 53— y)=w
— (24 B+ B P dasin(B 4 87 -+ (— 3 — By, sinpr = o,
(2,%,3,6), (2,4,3,8) (voirle TableauI),
(2,559 (y—a—53)dsin(3+3 —y)r—(a),sinjn
(7= B ssin(y — 2 — 8w+ (B)desin(y — 2)7 =0,
(2,4,6,7), (2,4,6,8) (voir le Tableau 1),
(2,4,6,9) (— 33— a)sindr—(y—3—3)sin(y — )b,

—(7=3—8NE+ 5 +a—y)sindnr—(=3)sin(y —a)r]d
+ (—3—3Yesin(a+ B3 —y)m+ 20y sin3'wsin(y —a)m=o,

(2,4,6,10), (2,4,7,8) (voir le Tableau I),
(2,4,7,9)

=

bysin(B —a)m — ()b, sin3r
+disin(y —a— 37+ (3)Yysin(y — a)m =0,

(2,%,7,10) (voir le Tableau I),
(2,4,8,0) dysin(3+3"—y)n+(a)lysin(y —2—3—53%
+(2+3—y)dgsin(y —2— 3w+ (3)Yysind' m =0,
(2, 5,8,10) (voir le Tableau I),
(2,%,9,10) d,sin(3 + 3" —)m+ (2)sin(y —a—3 =3~
(@433 = bysin(y—a)r+(—3— 3)bysin(e+ 3 —p)n=o,
(2,3,6,8) (voirle Tableau 1),
(2,3,6,9) [(3)sin(3—ao)r—(y—3—3")sin(y —a)m]d,
—[(2+B)sinB'm+ (7 — F— B sin(z— )z 1Y,
—(x+3—y)ssindn — (3 + 3 ) desin(a—y)im =0,
(2,3,6,10), (2,3,7) (voir le Tableau I),
(2,3,8,9) (y—a)bsin(3+ 3 —y)m+(y)dssin(y —a—3—73")%
(2423 4+ 53— )by sin3m 4+ (23 + 3 ) dysin(y —a2— S)n=o,
(2,5,8,10) (voirle Tableaul),
(2,5,9,10) (7 —a)dysin(3+§'— )5+ (7)dssin(y — o — 5 — 3=

+ (34 3)Yysin(y — a)m— ), sin3m —o,
(2,6,7,8) (voirle TableauI),
(2,6,7,9) dysinan 4 [(x-+ 3 —y)sin3'm 4+ (—3—3)sin(az—y)n]d:
’ A+ (2 — B —)ssin3n+ bysin(a — y)m —o,
(2,6,8,9) dysinan + Ygsin(a+ 3+ 3 —y)=w
+[3+3)sin(a+ 3 +3—y)m—(2+ 3 —y)sin3w]l,
— (2 +23 4+ 5" —y)dysind'm—o,
(2,6, 8,10) (voir le Tableau I),
L. 12
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(2,6,9,10) dysinom +desin(a+ 3+ 5 — y)m — dysin(y — )z
— [sinj3'm — (4 B)sin(y —a2)w]d,—o,

(2,7,8,9) dysinam +dssin(a+ 8+ 5 —y)n

— (25— yivssindm + (3)dysin(a+ 5 —y)m=o,
(2,7,8,10) (vorr le Tableau 1),
(2,7,9,10) dysinamn+ drsin(a + 3+ 3 — y)m

+dysin(a—y)mn+(— 38— 3 )Y, sinr—o,

(3,4,5,6),(3,%53,7), (3,4,5,8) (voirle TableauI),
BYyr—(2a—23—05"),sinB3x
—r(y—z — 3 Wssin(B —a)m 4 (2 — y)dgsin(3+ 3'— 2)m=o,

(3,%,6,7) (voirle Tableau 1),
(3,%,6,9) [(2—y)sin(z—3)r+(3")sin(3+ 3 —y)nld,
4+ (2 —3)sinam + (2 — 3 — B — ) sin(B — a)w
—(B+ 3 —y)lysin3d'n=o,
(3,4,6,10), (3,%,7,8), (3,4,7,10) (voir le TableauI),
(3,5,89) dysin(y—3—3")n—( 7——3—5’)&}45iuxr
+ (=8 — ) desin(3 —a)m + (3 — y)dasin 3

=

2
I
2

(3,4, 8,10) (voir le Tableau 1),

(3, 910) 4;sin{y — 3 —3)m— (2 —3 — 3" ), sinax
(2 —yiysin(B+ 3 —a)m+(—23—25 ), sin(x—5)x <o,
(3,5,6,7) (voirle Tableau ),
{3,5,6,9) [(23+23 —2—y)sin(a— 3)n+ (3 —a)sin(y —ax)njl,
— (53— 2)dysinam — (— 7)Y, sin3x
+ (2B + 25—y —a)lysin( — o)z —o,
(3,5,6,10), 13,3,7,8), (3,5,7,10) (voir le Tableaul),
(3,5,8,9) lysin(y —3—3)n—(x—53—73")d;ssinar
+ (20— 3 —dysin3n (2 + 3 —y)yhsing 3 — a)jn = o,

(3,5,8,10) (voir le Tableauly,
(3,3,9,10) Lysin(y —3 — 3 )m—(x—3— 3 )dssinan
(22— pPibesin(B+ B —a)m—(x—23—23" )y, sinir=—=o,
(3,6,9,10) (3+3)ds— 46— (B+5)be+ (7 — 2 — B1dyy=o,
(3,7,8,10) (voer le Tableau 1),
(37,9) b (— 58— )% —de=o,
(%,5,6,7), (%,5,6,8) (voirle Tableau 1),
(%, 3,6, 1(7+§+§’~~ sin( 3’ -—a)m — (xa— 5)siny—x2)7 |y,
— (B +B —y)sinfn+ (. —B)sin(a—y)n]Y;
—(B—=dssin(B+ 58 —y)m—(a+ 5 —y)desinga —y)m =o,
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(% 3,7,8) (voirle TableauI),

(1,5,7,9) (2),sin3% + ysin(z — 8)7
(B —a)brsin(B+ B/ — )7+ (5)dysin(a—y)m =o,

(4,5,8,9) Yi— s+ (23 —y)(Is—ds) =0,
(%, 5,10)  (voir le Tableau I),
(4,6,7,8) (voirle Tableaul),

(1,6,7,9) (3)lysinan+[(— 5 sin(x—y)n+ (23 —y —a)sin3'n]d:
— (B — 8 —y)lgsin(a =8+ (B)Yssin(a — )= =o,
(4,6,89) («—3—53)y,sinar
+{sin(3+ 5 —y)m+ (2 —5"—y)sin(a— B)m]ds
(= B— B esin(B + 8 — )7 — (B —7)besin 'z

o,
(%, 6,8,10) (vorr le Tableau I),

(4,6,9,10) b, sinom + (—a)dssin(B+ 3 —y)m +dysin(a — y)7
—[(—20)sinf'm+4(y—a—28—8)sin(a—y)n]b,=o,
(4,7,8,9) (x)lisinam+ b sin(B+ 5 —y)rn+ (2 +8—y)fssin(a—)n
+ (B)dysin(B —yym=o,
(4,7,8,10) (voir le Tableau I),
(h,7,9,10) (a)dysinam + ¢y sin(B + B/ —y)m -+ (a)dysin{a — y)w
4 (— B =8 ) pesin(B —aim =o,
(3,6,7,8) (voirle Tableaul),
(3,6,7,9) Yssinan+ (a— 3" —y)dssinfBn
+[B—y)sin(f —a)r —(—3 — B )sin{y —a)m],
+dysin(a—y)n=o,
(5,6,8,9) Yssinoam +(— 2)yesin(fp+5'—y)=
+ (28 +8 —y)sin(B' —a)yr—sin(y —a)n]d,;
+ (28 +p'— ) Yysin(a — B —o,
(5,6,8,10) (voir le Tableau I),

(5,6,9,10) dysinam+ (— ) sin(B+ 3 — y)m -+ o sin(a —y)7m
(7 —o—2B—p)sin(y — )7+ (— a)sin(ax — B)n]b = o,
(3,7,89) {ssinan +(—a)y;sin(f+ B —y)r—(a+B—y)ssinfn
+ (B sin(a+B—y)m =0,
(5,7,8,10) (woir le Tableau I).
(5,7,9,10) U;sinarw + (— a)d;sin(38 +3'—y)m +dysin(e —y)w
+(—B —B")ysinfr=o,
(697;879) ‘-IJG_LP7+(}B+5l)¢8_—(ﬁ+5,)qj9:0’
(6,7,10) (voir le Tableau 1), (8,9,10) dy— g+ (y —a—28 —8B")¢,,=o.
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Tasiescx I er IV (wvoir p. 69, s0).

Les formules correspondantes se déduisent respectivement des formules
des Tableaux I et I1 par la végle suivante : 1° On permutera et 875 204,
L,, y, restent inaltérés; 3° on permutera 4, avee 4, g avee 4, by avee 4,

by, sechangeen — (8 + §)Y,,.
Exemples :

1,2,3) meéme formule qu’au Tableau 1.

(L,2,4,3) (3+3")sin(y—a)r+d,sin(B+3"—y)=m
—(y =38, sin3rn — (7 + 3)Yssind'm =o,

(1,2,%,10) (3 -+ 3)sin(y —a)m+ Lysin(3 + 3 — )=«
—(sin(B+f )T+ (y—a+ 3+ 3),sind'm=o,

(Ces formules se rapportent au Tableau I1I).

TasLeav V (voir p. 71).

("2)371‘) (;3)'*%

—_

2— 51— (2 + 35— y)dy—ai(a)d, sin3n—o

(4,2,3,3) (=3, — (3 —a)by— (y —a— 3+ 2i{(—a)l;sin3' = = o,

(1,2,3,6) b — ()b~ (2 —)by—2i(x— 3 — 7)Y sin 3z = o,
(L,2,3,7) bi—(—a)dby—(y —0)by+20(3+y—a)b:sin3z=—o,
(1,2,3,8) (—3)hi—(2—3)dby— (2 + 3 — )b+ 20(x—v)lgsinidn —o,
(1,2,3,9) (3)h— (5 —a2)be— (7 —2— 3 )b—2ily — a)bysins'm=0,
(1,2,3,10) [(=z+3)sin3n+ (3 —2)sin3 =], —d,sin( 3+ 3')

+[(y—3)sin3+ (3 —7)sin3 ]y
(1,2,4,3) (3—=53")bisin(y—2)m+dysin(3+3 —y)n—(y-—3")

(1L,2,%,7) bisin(y —a)m+(—3)dysin(3 —y)m—(y — 3)busin 3=

(1,2,4, 9 (f)%sin(y—1—5’):+']Jgsill(3+.3’-'/)ﬁ
— 53")d,sin 3+ (3)dbesind'm=o,

—

(1,2,%,10) (3 — 3"y sin(y — )7 + Ly sin( 3 + 3 — )=

— (3 —=3")sinyr +sin(3+ 3 — )=
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(1,2,3,6) &ysin(y — )+ (3)dasin(B — )7 — (8

(1,2,5,8) (— 3 sin(y —a—B)m+ dysin(3 + 4

(1,2,3,10) (3—3") 1'/15“1 Y — Z)E+dysin(3 + 8 —y)n
— 3 —32)sinyn +sin(B+ 3 —vy)nlds

—(y —a—2a5 )y, sinpx

(L,2,6,7) Yysin(y —a)m— dysinyr — (— 3 dssinfr — (B)d:sinf'm=o,

(1,2,6,8) & (a)da—(2+ 8 — 5 —7)db— (=
(

(1,2,6,9) bysin(a+ 3 —y)m + dysin(y
“+ (—2f)dssinBr — by sin'x

(1,2,6,10) L sin(y —a)m — 4,
— (=B -3

si nyw
sinym —+sin(3 + 3'— y)w]ds
+(—a—y)bpsini'zn

~

(,2,7,8) Yysin(z+ 38—y )n+dysin(y —3)m+ (23)d:sin 3w — g sinfr
(I’Q’T)Q) ‘!’l"_(_“>'ﬁb2ﬁ(5_3’
(1,2,7,10) & sin(~/~y)r—'b75in'/r

— (B =3 sinym +sin(3+3 —y)m]d.
_(/__1‘_3_

)' (/—‘a)"b9:0:

h

(1,2,8,9) dysin{a+ 3+ 3 —y)n+ dasin(y —3—3")=

— (— B sin3n — (B)dysin/ -

(1,2,8,10) [(5'—3) 5111(3—}—5’ 7T (a v)sinan ]y,
RCEE 5wsw5+5 /)m

— (—y)besind' =
(1,2,9,10) [(3'—3)sin(3 + 5 —y)m—+ (y — «) sinaxw ],
— (3 28in(3 + 53— y)w
—(y—a)[(y—=3)sin3n+ (53— y)sinf' =],
(g ra—

—5— )

(1,3,%,5) $sin(3+3 —a)m+dssin(y—3—~3"=n

(1,3,%,6)

Pps— () +(a— 35" —y)by=o,

!

(5,3,%,9) dysin(a—3)r+(—8)bysin(3+ 5 — )=
+bisindn — (7 — 53— 3 desin '

h

(,3,8,7) dysin(x—3)r+dysin(f—y)n+d,sindz+ () sin' n=o,
(

(1,3,%,10) 4y sin(B3+ &' —a)m —dasin(3 +3'—vy ﬁ—’iﬂsin(B-%—@/):
1)
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(1,3,5,6) dysin(a— 3 )m+dysin(B' — y)nw+d;sin'n + (—y) s sinnm =o,

(63,8,7) bi—(y—a)bs— (=) 4+ (2 + 5 +y—a): =0,

(1,3,5,8) Yysin(a — 5w+ (3)dasin(3+ 3 — )=
+dssinB'm — (2 + 53— y)desinfn =o,

(1,3,5,10) Uy sin(3+ 5 — o) — 4, sin (3 + 3" — 1

!

(1,3,6,7) dysinoar —dpsinyr 4+ (— 3 — y)desindn + (3 +y)dssing'm=o.
(1,3,6,9) dysinom + (— 5 )dgsin(3 —7) )

(1,3,6,10) Yy sinar — dy sinym + (— ) dssin(5+ 3 )r — (—2) Yy sind'n=o,

(1,3,7,8) dysinom 4+ (3)hysin(3 —y)n+ (8 + 7)d:sind'n

— (B —y)ybgsin 3m =o,

(1,3, 710) Y, sinar — dysinyn + (y)bosin(3 + 5') =
+(—oa—3—5)desinir=o,

(1,3,8,9) (3 — 53 )dysinam+ bysin(3 + 58—y

P

— (B — ) dgsinin — (7 — B)esind =0,
(1,3,8,10) dysinaw + (3 + 3" )dssin(f + 53 —y)=
—(B+3 —y)ssin(B+ 53 )n—(—oa)d,sin3 m=o,

(1,8,9,10) dysinar +(— 3 —5Ndysin(3+ 3 — y)=
— (7 =3 —=08)¢esin(B+3)m+(—a—53—5")}psin3n=o,
(1,4,5,6) Yysin(y —a)m+ (3)Y, Lsin( 3 —vyim
— (B —=y)dssin3'm — (—y)gesin(3+ 5 —y)m=o,

(1,4,5,7) dysin(y —oym —(y — B)d,sinBn + (— B)dssin(3 —y)=

— () sin(B+ 3 —yin=o,
(1,4,6,7) dysin(y — o)z — dysinyr — (— B — y)be sin(B — )7
— (), sind'mn =g,
(1,4,6,9) dysin(y —a— 37+ dusin(3' —y)=
— (=B —y)ssin(B+ 3 —y)n+dysinf’m=o0,
(4,5,6,10) dysin(y — a)m —d, sinym — (— y)dssin(B + 3 — y)=
“+ (— o —y)Yyesin’m=o,
(1,4,7,9) dysin(a—B)m+dysinfr+ (3)d;sin(f+ 8 —y)=w
+ dysin(f —y)=w

| l

(1,%,7,10) ¢, sin(y —a)w — g, sinym — (y) s sin (B3 +B'—y) =
+(—o—B— By sin(y —B)m=o0,

(1,4, 8) Y1 — () — (2 — Y)Yy —o,
(1,%,9,10) (a)‘%_\h“‘ (7)449*‘ (B'— 0‘)‘-1»‘107:0,
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(1,5,6,7) dysin(y —a)r —dssinyn — (— 3 ) sinfn

—(B+y)sin(f —y)r=o0,
(1,5,6,8) Yysin{a—5")m+ YssinBn+ (—B)desin(B+ 8’ — y)w

+dysin(p' —y)r=o,

(1,3,6,10) ¢y sin(y — )7 — Pssinyr — (= )4 sin(B + - 7)7
_(“‘9‘)'%0 sin(y — B/ )m=o,
(1)577,8) 'ab‘Si”(Y_9“—?))7T+\]45Si11(§—7)7—_
— (B 7)dysin( 3

+ 3 —y)m 4+ dysinfn=o,
(1,3,7,10) Lysin(y —a)r — dysinym —(y )b sin(B 4+ 5 —y)=m

—(7—ax—3—02")bsinir=0o,

i

(4,3,810) (—a)b,—ds—(—v)ds—(— o2 — B )= o,
9

(1,5,9) b= (=2 — (7 —2)b=o0,
(1,6,7,8) Uysinon+ (—BHdgsin(f—y)m (5 4+ y)dssin3m — dysinyn=o,
(1,6,7,9) dysinom+ (— 3 —y)desin3m + (B)d;sin(B'— y)n — desinym = o,

!

(1,6,8,9) (5 sinar+(— 3 ) esin(3+ 3 — 7)7+ Yesin( 3 —vy)=
/)\gg Sll’lﬁ’:‘. —= o,

(1,6,8,10) &y sinam 4+ $esin( B+ 53 —y)m — dgsinym — (— a )Yy sin3'm =o,

(4,6,9,10) (P, sinar 4+ (—yrdesin(B+ 3 —y)m— (7)Y sinyn
G (—a)ysin(y —E)m=o,
(4,7,8,9) (—3)bstnoar+(3)d:sin(3+-5—7y)xm
— (—y)dssindn + by sin(3 — y)m=o.
(4, 7,8,10) (—y)dysinan + (p)1d:sin(3 + 3 —y)m — (—y) s sinyn
—(—a—8—53"l,esin(y —5)ym—o,
(1,7,9,10) 4 sinon + d:sin( 3+ 3'— y)n — Ly sinym

Y e
+(—a—5—5)lbsinirn=o0,

(1,8,9,10) 2idysinar + (— y)ds— () by + (—ax— 5" )y =0,

(2,3,%,3) (5'—58)d,sin(3+ 5 —a)m+dysin(y —a)m— (x— 8)d, sinfx
— (p'—ea)ysinf'm=o,
(2,3, % 7) (—3)bysin(B—a)m+ desin(y —a)n — (o — 5)d, sinfPx

(2’3’“,")8) (—5)4‘2%—(5_7)4@‘(_3)4&_(‘5_7)'!48:0’

(2:3,4,9) (B)hsin(s— )7+ (- B)hsin(y —a— 5
—{a—B)dsinfr+(y—a— B )lysinn=o,

(2,3,5,10) Lpsin( B+ 8 —a)n+ (5 —5)ysin(y —o)m
— (B — 5" sinam -+ sin (5 4 3 — o) 7]
H+(B—p —2a)d,sinf'x
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(2,3,5,6) (3)asin(3 —a)r+dysin(y —a)m— (3 — 2) s <i113’7:

h

— (2 — B —)dgsinin —=o,

(2,3,53,8) (3")sin(3 — a)m + (B)dysin(, Bym
— (B — ) sinB'm 4+ (2 4+ B — y)dssinrn == o,

(2’37539) (rs/)U’_'_(/"—rj)u_( )U_(‘/“‘ra,)k,'JBZO!

(2,3,3,10) 'fugsin(B—t—S'—«o')"- (§~ﬁ’)¢;si1)(7—1)t
— (5 )sinam 4+ sin(3+ 3 )Ty — (— 23" )y sindn = o,
(2.3,6,7) %sillxt%—u‘zsxm(y—/) + (22— 3 —y)lssin3n
+(3+y—a)bsind'm =—o,
(2,3,6,9) dysinan 4+ (— 3, sin(z2+ 3 —)m+ (a2 — 5 — )l sinfn

—(y—a—5)lgsin3’'m=o,
(2,3,6,10) dysinar -+ 4y sin(yﬂﬂ/)—
(= (B—3")sinan+sin(3+ 3 —a)m]ds—(—2a)d,sin5'm=o,

(2,3,7,8) dosinon + (B)dysin(a+ 3 — y)w+ (3 -+ v — o), sir 5’

(2,3,7,10) &, sinarm + dysi

a)‘—

= ()[(B—3")sinar +sin(3+ 5 — )f]':'/'
+(— 53— 3", sinfn = o,

(2,3,8,9) dasinan+ (3 — 3 )dssin(o+ 5+ 53— y)=
—(2+3 —y)Yssindan —(y—a2— 3" )by sind' = = o,

(2,3,8.10) (= — 3)dssinan + [(o - 3 — y)sinam + (3" )sin(3 + 3’ —v)= |,

l I
— (=3 3)sinZ m+(22)sin37] by — (—a—3) L, sin3' =0,

T

12,3,910) (3'—a)bysinan+[(y—a—5")sinam + (— 3)sin(3+ 3 —yim]ly
(=32 —3")sin3m + (—2x)sin3' 7],
+(—a2—3—25)db,sindm—o,
(2,%,3,8) dasin(3+ 53 —y)m—(2—3)sin(a+ 5—y)7
— (3 dysinB'm 4+ (2 +3 — 3" — y)dgsin(y —a)m=o,

T /
(2 +3 =9+ (7+3—5 —a)dgsin(y —a)n=o,

(2,4 7,8) (—5)bsin(3—y)7r— (22— 3)d, sin(z - 3—rw
— (B)YasinB'm - (2 — ) dgsin(y —a)m=o,
— B3),sinBr

+(B)ysin(y —a— 3w+ desin(y —a)m =0,
(25 "I”Ty 10) ":JZ_"IJQ_’_(S_ 31_"_ /)‘IJT_*— (_3’_*j )410—07

(2,5 7,9) (=3)tasin(3 —a)m — (2

h

\2

(2,48,9) %sin({j—\‘—5’—*/)7:“(9!)&[/5 sin{oe + 84 53"— )¢
+ (248 —y)gsin(y —a— 30+ (B)desind'm =0,
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(2,%,8,10) (—a)Yssin(B+B8'—y)m
—[(— ) sin (5 +B'—y)m -+ (5 — B'— ) sinam
— (BB —y)sin(a—y)n+(B—3 —y—2a)dsinf' =0,
(2, 4,9,10) xpgsin(5+5’—y)7r+[(f>—~oc)sin(/ﬁy—ﬁ’)r_(/—ﬁ’ sinf3n ],
+(7—2+B—5)dysin(y—oa)r
— (B — 5’—za)y,05111(/—y~f>)7-?0,
(2,5,6,8) (8)ysin(p'—a)w — (B — a)Yssinf3'w
+ (— B sin(y — a2 —3)n +dysin(y — a)w=o,
(2,5,6,9) (B")esin(B'—y)m— (B'—a)dssin(a+ 3 —y)7
— (=B YesinBr+ (y — )y sin(y —a)m=—o,
(2,5,6,10) 4y — s+ (B — 3 —y)e— (—a — 3" )Yy, =0,
(2,3, 7) ¢2—¢a+(5_5,+7)¥7:0;
(2,5,8,9) dysin(B+3 —y)n—(—a)Yssin(x+ 3+ 3 —y)w
+ (=B ) Yssin3r+ (7 —a— 5 osin(y —2-—3)rn=
(2,5,8,10) dysin(f+ 5 —yin
—[e—3sin(a+3—y)r+(B—y)sin3'm]d;
—»—(1+5 B'—y)gsin(y—a)r+(—258 )y, sin(y —a2— 3)n=o0,
(2,5,9,10) (a)dysin(B3+ 8 —y)m
—{(e)sin(B+p —y)m+(3—p' +y)sinarn]d;
—(B—=05 -+ ) dysin(z—y)m—(—2a+7—23 )V ysin3r =o,
(2,6,7,8) dysinam+ (— 8 ) ssin(a+3—y)=w
+(y—=a2+3)b;sin3'm+dssin(az —y)n=n0,
(2,6,7,9) dpsinan -+ (ax— 5 — y)dssin3r + (3)d;sin(ax+ 3 —y) =
+dysin(az —y)T =0,
(2,6,8,9) (BHdysinan + (— 3N Ygsin(a+3+3 —yi=w
+dgsin(a+ 3" —yin—(y —2)dysinf'm—=o,
(2,6,8,10) &y sinam + (3 — B’ — y)sinan + (—a)sin(B + 5’ — y)n]d,
+dysin(a —y)n — (—2a)dysinB'm = o,
(2,6,9,10) (y)dssinar +[(ax— y)sin(B+ 3 —y)m+ (3 — 3" ) sinan]d,
+ (P esin(az—y)m— (— )Y, sin(a + 3 —y)w —o,
(2,7,8,9) (—B3)dysinarn + (B)Yysin(a+38+p' —y)n
— (2 — 7)Y sinBrn + Jysin(z+ 5 —y)m=o,
(2,7,8,10) (—y) by sinan +[(y — ) sin(B 4B’ —y)m + (B — ') sinarn ],
' +{(—y)bssin{a—y)T—(—a—3 =3 dsin(a+3—y)r=o,
(2,7,9,10) Yy sinarn + [(B — B’ +y)sinaw + (2)sin(3 + 5" — y)n]d,
+dgsin(a —y)m+ (—2a—3 — ")V, sinBr =—o,
L. 13
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(2,8,9,10) 20, sinansin(B+ ' —y)=n

(3,4,5,6)

3, 43,7)

(3,4,3,8)

(3,45,9)

(3,4,6,7)

(37 !‘" 6)9)

— (¢ —y)sin(B+p' —y)n+ (B—f')sinan]d,
— [y —a)sin(B4-p'—y)m+ (B — 3 )sinan ],
+ (o —BYdsin(a+ B+ B —y)m=o,
dysin(y —a)m+ (B dysin(B —a)mw— (B — ) YssinB'n
(=) besin(B + ' —a)m=o,
Gy sin (7 — a)w— (& — B)dy sinfr + (— B) dssin (B — )7
— (P dsin(B+p —a)n=o,
dysin(y — B —B)mn+ (2 —B3)sin(3 —a)rw
— (= B)ssinB'm+ (2 — )Y sin(B+ ' —a)r=o,
dysin(y —B—B)mn— (3 dusinBn + (3 —a)dssin(B— o)
+ (7 —a)desin(B+ B8 —a)r=o,
Ussin(y — a)m — Yy sinam + (— ' — y)Yssin(a — B)w
—(B+y — ) drsing m= o,
dgsin(y —a—B')r— (3) Y, sinan
— (= 7)ssin(3 —a)n+(y—a)dysinB'n=o,

(3,4,6,10) dssin(y -— 2)m — dysinan — (— y)desin(B+ 8 —a)rw

(3,%7,8)

+ (—2a)d,sinf'n=o,
Yssin(y —B) 7w — (a — B) s sinaz
— (P sinB' w4+ (a—y)dysin(f—a)r=o,

(3,%,7,10) dysin(y —a)m — d,sinar — (y) Yrsin(3+ 3 —a)m

(3,48,9)

+(—a—3—8"),sin(a—3)n=o,
bssin(y — B —B')m— (2« + B — E) Y, sinan
— (a3 —y)dssin(a —B)n+ (y —B)dysinfn=o,

(3,4,8,10) ¢ssin(B+B' —y)n+ (a— 3 — 3')sinan

— (2= ysin(B+ 3 —a)r—(—a—3 =3, sinfr=o,

(3,4,9,10) dysin(B+f —y)m+ (B + 38 —a) Y, sinan

(3,9,6,7)

(3,5,6,9)

—(y—a)ysin(3 + B —a)m+ (—2a) dy,sin(f —a)n == o0,
dpsin(y —a)m — Yy sinaw — (a0 — B/ — y) bg sinfPn
+ (B+y)dssin(a — 3 )mn == o,
dysin(y — Bm— (B'— a) Yssinan — (— y) b, sin Bz
4 (y—a)Yysin(B — a)r = o,

(3,5,6,10) dysin(y —a)w — s sinan — (— y) dgsin(B+ 3 —a)m

(3,5,7,8)

— (—a)dyesin(a —8Yw=o,

ysin(y —a—B)r — (— B)Ussinan — (y)dysin(B'— o) w
+(a—y)YsgsinPBr-= o,

(3,3,7,10) dssin(y —a)m — Yy sinar — (7) &y sin (B + B —a)w

—(—B— By sinBr =0,
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(3,5,8,9) Yssin(y —B—B")w—(3'—B—a)Y;ssinax
+ (B'—y)Yssinfr — (y — e — By sin(a — B )m=o,
(3,5,8,10) Yysin(B+p' —y)m—+ (2 — 3 — B Yssinan
—(a—y)dgsin(B+ P —a)yn — (— 83— By sin(3 — a)w = o,
(3,5,9,10) Yssin(B+ B'—y)m -+ (B + B'— a) Y5 sinan
—(y — ) Yysin(B + B —a)r+ (— ) by, sinfir = o,
(3,6,8) Ui — (=B =B — s =o,
(3,6,9,10) ()¢ — (B+B' —y)ds — (7)) s + (3’ — ) Yy =0,
(3,7,8,10) (-7)4’3—('/—@"ﬁl)%_(—'/)%—(“‘a—2@“5’)\”10:0,
(3,7,9) Gy — (B +ENY—ds=o,
(3,8,9,10) 2eysin(B+3'—y)m— (B -+ B — )Yy
(=B8N —(—a—8)dp=0,
(45,6,7) (3'—B)hu— (B —B) s — (— )Y+ (P b =0,
(4, 5,6,8) dysin(B —aym —(—a)dysinf'n
—(—a—=3")Yesin(3+ ' — )+ (— B)ssin(y — a)m=o,
(5,8,6,9) dysin(B —y)nw+ (—oa)d;sin(y—a—58)xn
— (=B = desin(B+3 —y)m+ (7 —a—B)Ypsin(y — a)m=o,
(% 3,7,8) (a)dysin(y—a—B)m—+ssin(3—y)n
— (5+y)%sin(3+{3'—7)ﬂ+(oc—|—‘3—y)upssin(y-—oc)ﬂ:o,
(5,5,7,9) (a)dusinBr—+dssin(a— B)n+ (a+B)d;sin(B+p' — )=
+ (B)dssin(a - y)mw=o,
(5,53,8,9) ()b — (—a) s+ (x—9)ds— (y — a) Y=o,
(4, 5,10) $p— s —(—a—p3)d=0o,
(5, 6,7,8) dysinan +(—a—B")sin(B—y)w
+(B+y—oa)d;sinB'm 4 Yysin(a—y)n==o,
(4,6,7,9) Yisinan+ (— B —y)desin(3—a)m
+ (B)asin(x+ 5 —y)m +ysin(z — ) —o,
(4,6,8.9) (B)dusinan +(—a—3)Ysin(B+p —y)w
+dgsin(a+ 3 —y)n— (y —a)dysinfB'w =o,
(4,6,8,10) 4, sinan + (— a)desin(B+ ' —y) =
+dgsin(a—y)w~ (—20) Y, sinfB/ m == o,
(4,6,9,10) (y)dysinoam +- (2 — y)desin(B+ 3 —y) =
+(~/)%sin(a——y)ﬂ:—(~~~oc)np,osin(oc—l—ﬁ’—y)n:o,
(4,7,8,9) (=B)disinan -+ (f—o)Yysin(3+p'—y)x
—!—(—y)%sin(a——ﬁ)n—&—(——oc)%sin(;f‘i——y)n:o,
(5, 7,8,10) (—y)dysinan+ (y — ) yzsin(B+ 3 —y)w
+ (=) dssin(e —y)m+(—20— 5~ By sin(3—y)m=o,

Document numérisé par la Bibliothéque Interuniversitaire Scientifique Jussieu - UPMC



100 R. LE VAVASSEUR.
(5,7,9,10) dysinam + () g, sin(B+ B —y)=w
+dgsin(e—yIm+(—a—B—B') Yosin(f—a)r=o,
(5, 8,9,10) 20y, sinam + (0 — y) by — (7 — a)§g 4 (— 200 — ' Yy = 0,
(5,6,7,8) Yssinam 4+ (—B")dgsin(a+ B —y)m
+(B+7)Yysin(B —a)ym+ Yysin(a —y)n=o,
(5,6,7,9) Ygsinam + (o — ' — y) g sinfn
+(2+ B )by sin(B —y)m+ Yysin(ax —y)m=—o,
(3,6,8,9) (B')dssinam + (a«—3)Yesin(f+ 5 —y)m
()Y sin(3 —y)m+ (y) Yy sin(exe — 3)ym=o,
(3,6,8,10) Ussinan + (—a)desin(3+ 5 —y)n
+dgsin(a —y)m — (—a)dysin(3' —a)r=o,
(5,6,910) (y)dssinam -+ (2 —y)dpsin(B+p'—y)w
+ (P ssin(a —y)w — g sin(B —y)r=o,
(5,7,8,9) (—pB)bssinar + (2 + B)dysin(f+L'—y)m
— (¢ — ) sinfn + g sin(a+ 3 —y)r=o,
(5,7,8,10) (— y)dssinom + (y — o) Yy sin(B+ 58—y
+(—y)dssin(z —yimn+(—a—B— B ) dyesin(a+ 5 —y)r=o,
(5,7,9,10) Uysinam 4+ (a)dy sin(B+ 3" — y)m +dysin(a — ) m
(B — B Yo singr = o,
(5,8,9,10) 2idysinar + (¢ — )by — (y — )by + (— B Yy, =0,
(6,7,8,9) (_5_,")96*—(5 )U +U8_L{9*o’
(6,7,10) (—/)L'JG'—(}’)‘-P"J ("9‘—‘5)?10:0,
(6,8,9,10) 2id,sin(3+ 58 —y)nm—(y)bs+ (y) 4y — (3 — )by =o,
(7,8,9,10) 20d:sin(B+ 3 —y)n—(—7)ds+ (—y)bs—(—a—25— 3, =o.

Remarqgue. — A chaque formule de ce Tableau en correspond une autre
du méme Tableau, que I'on peut déduire de la premiere par les régles sui-
vantes :

1° Dans les coefficients de 4,, by, dg, iy s,y Yoy Y1y byy 4y 0n change
en — i en laissant «, 3, 3', v invariables, puis on permute 8 et 3, {, et {,,
Do el do et by

2° On multiplie le coefficient de {,, par — (20 + 8 -+ §’), puis on
change 7 en — 7, en laissant «, 3, &', v invariables; puis enfin on permute
Betf.

(—a—§) devient par exemple — (—a —B); (—a—B') devient
(a8,
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(—a—pB—0) devient — (— ), lequel devient + (—a-—§ —§),
etc., ete.
Certaines formules se correspondent a elles-mémes.

TasLeav VI (voir p. 72).

Remarque 1. — Les formules de ce Tableau, qui ne contiennent ni ¢,
ni,, nid,,, sont les mémes que dans le Tableau V.

Remarque II. — Dans les formules qui contiennent ¢, ou ., ou {,
et {,, sans contenir ¢, ,, il suffira d’ajouter 2%’ & la quantité entre paren-
théses dans le coefficient de ¢, et de retrancher 23 & la quantité entre pa-
renthéses dans le coefficient de ;. Cela tient & ce que le point !x- passe de

la partie inférieure du plan dans la partie supérieure.
Exemple. — La relation
U1 — (@) b — (e — 7)bs—2i(ax — B'— y) s sinBm =o
du Tableau V devient dans le Tableau VI
Y= () — (= Y)Y — 20(a + 3'— ) dssinr = o.

Cela posé, voici les relations du Tableau VI :

(1,2,3,4), (1,2,3,5) (voir le Tableau V),
(1,2,3,6), (1,2,3,7) ('),
(1,2,3,8), (1,2,3,9) (voir le Tableau V),
(1,2,3,10) d;sin(3 + 3")m — [(3'— a)sinfBr + (2 — 3)sin3'n]d,
— [y —ax—3)sin3r+ (a+ B —y)sin3'nll,
— 2i(3 )y, sinBrsin3'w = o,
(1,2,4,5) (voirle Tableau V), (1,2,4%,7) (1), (1,2,%,9) (voir le TableauV),
(1,2,5,10) 4, sin(y —a)m 4+ (3’ — B)dysin(3+ 3 — v)=
—(y—8)sinBr+ (2o + ' —y)sinB'n]d,
+(a+428 —y)d,sinB'm=—o,
(1,2,5,6) (Y, (1,2,5,8) (voirle Tableau V),
(1,2,5,10) (8 — 38, sin(y —a)m+ Yy sin(3 4+ 38— y)w
—(—a)l(y—a—3)sinfn+(a-+3—y)sind'n ]l — (y — a) b, =o,

(1) Voir la remarque II, p. 101.
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(1,2,6,7), (1,2,6,8), (1,2,6,9) (%),
(1, 27 6; 10> (_— @I)('pi Sin(“/'”a)ﬁ
— (e —F")ysin(y —a)r+ (a+ 3 — y)sinan ],
—[sinfrn+ (204348 —2y)sinB' n]ds+ (a+ 5 —y)ysinB' 7 = o,
(1,2,7,8), (1,2,7,9) ('),
(1,2, 7,10) (—B)d;sin(y —a)
—[(B—a)sin(y —a)m+ (y —a—B)sinan ]y,
+{sinf'n+(2y—2a—B—f))sinfnld; — (y—~o—B),,8in3'w = o,
(1,2,8,9) (voirle Tableau V),
(1,2,8,10) ¢y sin(a -+ B34+ —y)m —dysin(3 +8'— y)n
—[(—B")sinBr + (2e — 2y -+ B) sinf/ ],
—(x+B-+B"—y)d,sinB'm=o,
(1,2,9,10) dysin(a+ B+ B —y)m—dysin(3+ ' —y)=
—[UB)sinf'm+ (27 —2a—3')sinB8n]ds+ (y — )by sinfmr —o,
(1,3,4,8) (voirle Tableau V), (4,3,%,6),(1,3,4,7) (1),
(1,3,4,9) (voir le Tableau V),
(4,3,4,10) &;sin(B+B'—a)m —dysin(B+ P —y)nm
—{(2a —8)sin3'm + (B")sinB3rld, + (2 + 3 — B) by, sin 3w =o,
(1,3,5,6),(1,3,5,7) (Y, (1,3,5,8) (voirle Tableau V),
(1,3,5,10) dysin(B+f —a)nr —dysin(B+ B —y)m
—[(—B8)sinfB'n+ (3’ —2a)sinfBrld;— (28" — a)dy, sinfr=—o,
(1,3,6,7), (1,3,6,9) ('),
i1,3,6,10) ¢;sinam — [(x —y) sinonw + (x — 2f")sin(y — a)w]d,
+[(2a—p —y)sinf'm 4+ (3'—y)sinBu ] (a)d,,sin3' 7 = o,
(1,3,7,8) ('),
1,3,7,10) Y, sinarx — [(y — a) sinarw + (28 — a) sin(y — o) w ]y,
+[(y—2a+F)sin3n+(y—B)sin3' 7}, + (3+ 8 —a)d,sin3n=—o,
(1,3,8,9) (voirle Tableau V),
(1,3,8,10) d;sinar + (3 — B )dssin(B+p'— y)=
—[(3—y)sinfn+ (20 — B’ —y)sinf'n]ds— (a)Py, sin 3’7 = o,
(1,3,9,10) dysinar - (3 — s sin(B+ ' — y)w
—{[{(y—B)sinf'm+(y+B— 2a)sinfBr]y,
+ (843 — )y, sinfr=o,
1,435,6), (1,43,7), (1,4,6,7) (1,4,6,9) (1),

(1) Voir la remarque II, p. 1071.
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(1,8;6,10) (— o — ") dysin(y —a)m
+ {(— @) sin(a —y)m — (B'—y) sinarn ],
— (' —a—y)ssin(B+B —y)m+ (B —y)dy,sing'r=o,
(4L,4,7,9) (')
(1,5,7,10) (B — o), sin(y —a)n+ [(@)sin(3 —y)m — (y — a)sin 3],
—(7—oa—B)sin(B+f'—y) — () sin(f—y)mr=o,
(1,4,8) (voir le Tableau V),
(1, 4,9, 10) d{l—(“)%*(?“OC)L'Hs—F(@')\'on:O,
(1,5)6J7)7(]’5,678) <l>’
(1,8,6,10) (o — By sin(y —a)w
+[~—oc )sin(B' —y)m— (2 —y)sin3'mid;
— (4B —y)ssin (B + B —y)m+ (B )b sin(f —y)m=o,
(1,3,7,8) ('),
(1,3,7,10) (2« +B);sin(y —a)m+ [(8)sin(a—y)m— (v — B)sinan]d;
—(/—a—ﬁ)up-,sm B+pB —y)n— (B +7)d,sinBr=o,
(1,5,8, 10) dﬁ1~(‘9‘)'-!’5—(““"/)413*(5')%0:0,
(1,5,9) (voir le Tableau V), (1,6,7,8), (1,6,7,9) ('),
(1,6,7,10) 2id, sinansin(y —a)=w
+ B+ B —y)sin(y —a)m+ (B —B)sinan]d,
+[(y—8—F")sin(y—a)m+ (3’ — B)sinan ], — (3’ )dy, sinyr == o,
(1’6’8’9> ( )}
(1,6,8,10) ¢, sinam + $gsin(3 -+ 3’ — y)n
— [(a—2f")sin(y —a)m+ (2 — y) sinam jby— (o), sin3'n — o,
(1,6,9,10) &, sinar + §gsin(3 + ' —y)=w
— 2y —a—2f")sin(y —a)r+ (y—a)sinan]d,
+(y —a)y,sin(y — B )m=o,
(1,7,8,9) ('),
(1,7,8,10) ¢y sinan + ¢y sin(B+p'—y)w
— &+ 2B —2y)sin(y —a)r + (a — y)sinan] s
— (@B + P —y)dsin(y —Bim=o,
(1,7,9,10) ¢, sinam + Y, sin(P+ B'—y)=n
— (28 —a)sin(y —a)m+ (y —a)sinan ],
+(B+B'—a)d,sinfr=o,
(2,3,4,8) (voirle Tableau V), (2,3,4,7) ('),
(2,3,4,8),(2,3,4,9) (voirle Tableau V),

(1) Voir la remarque II, p. 101.
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(2,
(2,
(2,

(2,
(2

(2,
(2,

(2,
(2,

(2,
2,4
2,4

(
(
(2,
(2

(2,

(2,
(2
(2,
(2,

(2

(2,
(2,
(2,
(2,
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3,4,10) Yosin(B+ B —a)m-+ (B8 — B ) ssin(y —a)n
(@) by sin (B + BT+ (B B SN m =0,
3,5,6) (), (2,3,5,8),(2,3,5,9) (voirle Tableau V),
3,5,10) dosin((B+ B — )+ (B — B ) dysin(y —a)w
— (—a)¥ssin(B+ B )r —dy,sinfr =o,
3,6,7),(2,3,6,9) (),

,3,6,10) dysinar — (— 28" )Y;sin(y — a)m

+ (o —y)desin(B + 3w — by, 8in' T =o0,
3,7,8) ('),
3,7,10) dysinan — (23)Yssin(y —a)m
+(y —a)ysin(B+ 3w+ (B + B )y, sinfmr =o,
3,8,9) (voirle Tableau V),
3,8,10) dysinan + (5 — 3 )ysin(a + B+ 3 — )
— (e + B+ —y)dssin(B+ B )m— Y sinf’'m=o,
3,9,10) 4y sinar + (3 — B)dssin(a+ B+ B — )=
—(y—a—03—F")esin(B+ BV + (B + B )y, sinBr—=o,
»5,8),(2,4,5,9) (voirle Tableau V), (2,4,6), (2,4,7,8), (2,4,7,9) (1),
7,10) (—a)po— ()b + (v —2— 3 =53+ ()=,
4,8,9) (voirle Tableau V),

2,4,8,10) &ysin(B +p'— /)r—(a)u, sin(a+3+3 —yn

(o —7+3—B8)ssin(y —a)m +(a+ 3+ 3 — )y, sinf'n=o,
4,9,10) dysin(B + 3’ —y)m — (a)dysin(a + -+ B —y)w
+ (7 =2+ B =B )ssin(y —a) T+ (BB ) ysin(a+ 3 —y)m=o,
3,6,8),(2,5,6,9) (Y,

»8,6,10) () g2 — (—a)ds+ (2 + 3+ 5 —7)dbe— (8" )by =0,

5,7) M, (2,5,8,9) (voirle Tableau V),
5,8,10) 4, sin (8 + B'—7)m — (— e)Yssin (o + B+ 8'— y)m
—|—(oc—y+5__@')%sin(y—a)n—xp,osin(a+5~/)n:o,

+8,9,10) $osin(B+ ' —y)m — (—a)dssin(a+ B+ —y)m

(7 —a+B—3)esin(y —a)mr — (y — o)y, sinpr = o,
6,7,8), (2,6,7,9) (),
6,7,10) 2l'q.zgsinoc7r+(ot—\—ﬁ—‘r6’—7)%—(y——oe——@—ﬁ’)‘%—(ﬁ’)kpw:o,
6,8,9) (),
6,8, 10) Yy sinamw + dgsin(a + B+ B'— )=
— (— 2B ) ssin(y — ) — Yy, sinf'n=o,

(1) Voir la remarque 11, p. 1or.
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(2,6;9,10) dysinar + Ygsin(a + B+ — y)n
—(2y—2a—2B3" )bysin(y—a)m 4+ (7 — )y sin(y —a — B )n=o,
(2,7,8,9) ('),
(2,7,8,10) d,sinarm + dysin(a + B+ 3 —y)=w
— (22428 —ay)dsin(y — )
— (2 —74+B8+5BY,sin(y —a—B)r=o,
(2,7,9,10) 4y sinar + . sin(a +~ 3+ 58— y)=w
— (28)dysin(y —a)m+ (B + B )y, sinfr=o,
(3,%5,6), (3,5,3,7) () (3,%58),(3,45,9) (voirle Tableau V),
(3,%,6,7), (3,4,6,9) ("),
(3,4,6,10) (— 3")dysin(y —a)m — (3")Y, sinan
— (5 — ) desin(B+5'—a) + (3, sinB'n=o,
(3,%7,8) (')
(3,%,7,10) (3 —2)Yssin(y —a)m— (22— 3)
—(y—a—B)brsin(5+ 5
(3,%,8,9) (voirle Tableau V),
(3,4,8,10) (3 — 3")b;sin(3 - 53" —y)m+ (o) by sinar

— (o —y+3—5)ssin(B+ 8 —a)r— (), sinb'm=0

i

L, sinar
B'— o)+ (3 sin(ae — 3)m=o,

i

(3,%5,9,10) (3 —3")dysin(3+ 3 —y)m =+ ()Y, sinux

T ¥ T i h

—(y—2+5— 30 sin(3+ 3" —a)m—(3 + 3) b sin(x — B)w = o,
(3,3,6,7),(3,5,6,9) (1),

(3,5,6,10) (2 — 3)Yysin(y —a)m — (5 — a)lssinar
(2 B )b sInGE B )7 — (3, sin (2 — 5 = o,

h

(3,5,7,8) (',

(3,3,7,10) (3)lysin(y —a)m — (— 3)d;sinax
—(y—3)brsin(3+ 53 —a)m—(3)d,sin37=o,

(3,5,8,9) (voirle Tableau V),

(3,5,8,10) (5 — 5, shi @ :

) (— o) bssinan
1 1z

5=
3—3Vsin(3+ 3" —a)m+ dysin(a— 5 )n=o,

(3,3,9,10) (53— 3 )#, sin(3 4+ 3’ —y)m - (— 2) by sinarw
—(y— a2+ B =8 besin(3+ 53 —a)x+ (3 + 53— a)d,sinn=o,

(3:6’7’ 10) 21’(‘3*@ )JSS]H(/_Z) (7-/)\4_(/—7)'*"“( )d“lo—oy
(3,6,8) (")

(1) Voir la remarque II, p. 1ol

L. 14
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(3,6,9,10) (¢ — by— (2 —y + 5 — B — (y — 2)ds+ (3)byy=o0,
(3, 7,8,10) (y — a)ys—(y —2+ 5 —B)br— (2 — y)ds— (

(3,7,9), (4,5,6,7), (1,3,6,8), (4,3,6,9), (1,5,7,8), (1, 3,7, ¢
(4,5,8,9) (voirle Tableau V),

(4,5,10) (o) — (—o)bs— (8" )4 =0,
(1,6,7,8), (4,6,7,9) (),
(% 6,7,10) oidysinan + (3 + 5 —a—)be— (7 —2— 53— 5L — (3 )l,—o,
(,6,8,9) (')
(1, 6,8,10) 4, sinor + (—2)d; sin (B + 8'— )=

4+ (— 28" )y sin(a — y)n — g sin
(1,6,9,10) 4, sinon + (—a)ysin(3+ 3 — y)w

!

+(2y—22—a3 jdysin(a — ¢ )m (7 — 2)dbysin(y — 2 — 5 ) =o,

7,8,9) (voirle Tableau V),

w
°

("% 7,8,10) (y—3)d,sinax + (y — o — B8)d:sin(B+ 5 — y)=

4 (B3 —y)gsin(a—y)m -+ (B )d,sin(3—y)n—=o,
(% 7,9,10) (22— 3)d,sinam + (— 3)dssin(B + 3'— )=

(B ) sin(z— )7 — (5) by sin(z — 5)n = o,

(3,6,7,8), (3,6,7,9) ('),

~

(3,6,7,10) 2idysinan + (2 + 325" —lg— (2 -y — 5 — 3, — ()=,
(3,6,8,9) ('),
(5,6,8,10) (5 — 2)d; Sll)y“n—(f)’)LGSl (3+5—=
(o — 3 s sin(a—y)w
(3,6,9,10) (3'— y)dssinen + (2 + 3 — y)desin(3 + ' — )=
+ (7 — 3 desin(a — ) — (3 ), sin (3 — yim=o,
(3, 9) (1),
(3,7,8, 10) Yysinan 4+ ()b sin(3 + 3'—v)=
4.—(21—,—25—2/)\4511](0(—7)/—.
(& =y 4+ B B ysin(y — o — )m=o,
(3,7,9,10) gysinorm + (a)ds sin(B3 + 3 — y)m 4+ (28)de sin (o — y) 7
+ (B4 B)YgsinBr=o,
(6,7,8,10) (y — 2)bs — (y — a) by + 20(B — 5 )ds sin(y — o)~ (3) o= o,
(6,7,9,10) (= — y)bs — (o0 — )y +20(B — (3)% sin(y —a)m— (8)die=o,

(8,9,10) (= — )by~ (7 — )b+ (8 o= 0.

(1) Voir la remarque II, p. 101.
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TisLesu VIIL

(1,2,3,4), (1,2,3,3), (1,2,3,6) (1,2,3,7), (1,2,3,8), 1,2,3,9) (voir le Ta-
bleau VI).

(1,2,3,10) [(y —a—3)sin3/ r+ (x+ 3 —y)sin3n]d,
1

— [y —8)sin3' 7w+ (5'— ) si
—4ysin(3+ 3 ) —al(y— a2+ 3)Lsininsin3'n=o,

(L,2,5,3), (1,2,4,7), (1,2,4,9) (voir le Tableau VI,

dysin(3+ 3 —yim

(1,2,4,10) d;sin(y —a)m+(—5— 3"
— (=25

(1,2,5,6), (1,2,3,8) (woirle Tableau V1),
1

'

(y—a2)dsins’'n=o0,

o r/)__

sin(3 +

0) Y,sin(y —a)m+ (B + 5 )y, sin(

— (B —sin(3+ 3 —(y—a+ 53+ 5 sinin=—o,
(1,2,6,7), (1,2,6,8), (1,2,6,9) (voirle Tableau V1),
(1,2,6,10) 4y sin(y — )7 —dysinym — dgsin(3 -+ 537+ (y — )b sind’ = —=o,
1,2,7,8), (1,2,7,9) (voirle Tableau V1),

(1,2,7,10) ¢;sin(y — 2)m — ¥, sinyn — ¢osin( 5= 5=

—(/—jf-—3-}—:‘1')'.:zlosilll37?:u,
(1,2,8,9) (woir le Tableau V1),
(1,2,8,10 ¢;sin(y —a2—53—53)m—y,sin(3= 5 — )=
+Yssin(i+3)n+—(y 2+ 3+ 53 ,sindn =0,
(1,2,9,10) ¢ysin(y —a—5— 2)m+dysin(3 =+ 5'— y)w
+Posin(3+ 3 )m — (y— )b sinin = o,

(1,3,%,3), (,3,%,6), (1,3,%7), (1,3,4,9) (voirle Tableau VI,

(1,3, 4,10) [(5—2
—

— 7) sin(3 +

/4!

_ Lﬁ“

— ) msin(y —2) ]
— )dysin(5+ 53— )=
T+ (3 —)sininiy, - (y— 2) by sind’ m=o,

'Lo W

(1,3,5,6), (1,3,5,7), (1,3,5,8) (voirle Tableau V1),
(1,3,35,10) [(2 =53 —58")ysin(3 + 3 — y)m+sin{y — a)=],

—(y—a-+5=+3)sinBn=o,
(1,3,6,7), (1,3,6,9) (voir e Tableau VI),
(1,3,6,10) ¢, sinar — dysinym 4+ [{(5'— y)sin 57 4 (7 — B) sin 3'7)d,

(1,3,7,8) (voir le Tableau V),
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(1,3,7,10) };sinow — dysinym + [(B'— ) sinfBr + (y — B) sinf'w) ¢y
+ (B+p'—a)bysini3r—=o,
(1,3,8,9) (voirle Tableau V1),
(1,3,8,10) (@’)'Jr'lsinom'—l—(5)¢3Si11(5+@’~7)r
—[(B)sin(B+ ' — )7 + (B) sinym )by
—(2y—a+ 3),sin3 m=o0,
(1,3,9,10) (—B) Yy sinan+ (— 5 dssin(3 +3 — )=
— (= 3)sin(B+ ' — ¥z +(—B)sinyn]d,
+ (B — )y, sinBr=o,
(1,5,5,6), (1,4,5,7) (voirle Tableau VI),
(1,4,3,10) 20d;sin(y —o)m — ()b + (= b+ (7 — a2+ 5, =0,
(1,%,6,7), (1,4,6,9) (voirle Tableau VI),
(4, 4,6,10) &y sin(y —a)m —Usinyn — (— 7)desin(3 + 3’ — )=
+ (y—2)dysinfi’'m=o,
(1,5,7,9) (voirle Tableau VI).

(,4,8) (voir le Tableau VI),
(1, 4,9, 10) %—(d)%——(a—‘/)%—i—(5’)%0—*—0,
(1,5,6,7), (1,5,6,8) (voirle Tableau VI),
(1,3,6,10) dysin(y —a)m —dysinym — () ysin(B+ 3'— )=
{2y —a)b,sin(f—y)ym=o,
(1,3,7,8) (vour le Tableau V1),
(1,3,7,10) ¢;sin(y —o)m — dysinym — (y)d-sin(3 + 3/ — i
—(y— 243+ 5),sin3r=o,

(135,8) 10) ‘IJI—“(_a)"!JS—(V_a)'!JS_(?‘K/_Q:x":f 3/)@10:0,

(1,5,9, (1,6,7,8), (1,6,7,9) (voirle Tableau VI),
(1,6,8,10) & sinam 4 s sin(3 + 3 —y)m — by sinyr — (2y — )4, sin3'm =o,
(1,6,9,10) ¢, sinan +dssin(3 + 3 —y)m — g, siny=

— (7= )b sin(@ —y)r=o,
(1,7,8,9) (voirle Tableau VI),

(1,7,8,10) Y, sinam + by sin( 3 + 5 — y)w — by sinyn

7

+(y—2+3+8),sin(3—y)m=o,

(4,7,9,10) ;sinan 4+ $s8in(3 + 5 —y)m — dy sinyn
+(—a-+ B+ By, sinBr —o,

(2,3,4,5), (2,3,5,7), (2,3,4,8), (2,3,4,9) (voir le Tableau VI),
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(2,3,5,10) [(—3) sin(B + 5" —y)m+ (2 — ) sin(y —2)w]s
+(a+5—7)'¥35iﬂ(7—a)ﬂ
—[(2a —)sinBr+ (y — 8 — &) sin3'w ]y,
s (y— o+ B3)psind'm==o,
(:"')’ 3’ 57 6)7 (2’ 3» 5’ 8)’ (21 3’ 379) (UOl./']C Tableau V[)’

(2,3,5,10) [(B)sin(B+p —y)m+ (B —a)sin(y —a)w]d,
+(y—oa—B)ysin(y —a) 7w
— [y —2a)sin3' 7w+ (3 + 3 —y)sin3n]l;
—(y— 2+ 53)bpsin3dn=o0,
(2,3,6,7), (2,3,6,9) (voirle Tableau V1),

(2,3,6,10) Yysinam + Yysin(a — ) 7w
+ [+ 3 —y)sindr+(y—a—3)sind' w]ds
— (27 —22)dsini m=q,

(2,3,7,8) (voirle Tableau VI),

(2,3,7,10) &y sinar + &y sin(a — y)x
+[y—a—3)sin2'm+(2+ 5 —y)sin3n]d;
+(3+23

{ Yy sindt —o,

(2,3,8,9) (voirle Tableau VI),
(2,3,8,10) (3'— 3)dysinar + dysin(ox+ 5+ 3 — 7)7‘
—[(a+ 2 —y)sinBr 4+ (y —a2—3)sinp'n]ds
— {2y —2a+ 5 —35),sin3' m=o,
(2,3,9,10) (3 — 3)dysinam + s 11(/——J+J~/)
— e+ 3 —y)sinBr+ (y —2—3)sin3' ],

+ (2

—LD

Ny sin 3w = o,
) (2,%,5,9) (voirle Tableau VI,
0) 2idysin(3 + 3 —y)=w
(= BB (B B = s — (= 2+ B b= o,
(2,%,6), (2,%,7,8), (2,4,7,9) (voir le Tableau VI),
(2,5,7,10) by— i+ (3 + 3 — )b+ (283 + 3 — )b, =o,
(2,4,8,9) (voir le Tableau VI),
(2,5, 8,10) Ypsin(3 + 5 — )7 + ()b sin(y —2—3—53~%
—f—(c<+5+i5'——y)'jbssin(7~y)~
+{y—a2+3+30,sin3'7 = o,
(2,%,9,10) Yysin(3 + ' —y)m+ () dysin(y —2—3—3')=
+(2+ 5+ 3 =) besin(y —o)m
—(B+ 5 dsin(y —a—Er—o,
,5,6,8), (2,5,6,9) (voir le Tableau VI),
5,6,10) Gy — by (7= 8 — B)%— (27 — 2 — )b =o,
5,7), (2,5,8,9) (voirle Tableau VI),

%

o

A

(.
(,
(

b
’

b
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(2,3,8,10) Lysin(3 + ' —y)r +(—a)bssin(y —2—5 - p=
+(y—a—B—p )'lussm(/—a)r.
(27 —a2z)bysin(y —a2—53)r=o,

(2,5,9,10) dosin(P+ B —y)n-+(—a)bssin(y—a—53—0)n
+(y—oa—38—=5)dysin(y—a)n—(y —a)b,sindn =

(2,6,7,8), (2,6,7,9), (2,6,8,9) (voirle Tableau V1),

(2,6,8,10) Lysinarm +— dosin(a + 3+ 53— yim+dgsin(az—y)m

—(2y—2a)bsin3'm=o,
2,6,9,10) Lysinar +dgsin(a+ 5+ 3" —y)m+dysin(z — )%
—(y—a)lysin(a+ 3 —y)m=o0,
(2,3,6,8), (2, 3,6,9) (voirle Tableau VI),

(2,5,6,10) Lo— 4+ (y — 52—V — (27— a2 — 5= o,

(2,5,7), (2, 35, 8, 9) (wvoirle Tableau VI,

(2,5,8,10) ¢,sin(3+ 3 — o+ (—a)ysin(y—a2—3—5")=
+(‘/*1~‘3w‘3/‘)]¢s§ VW(y——am— {2y —2a)l,sin(y—a—3)n = o,

(2,5,9,10) dasin(3 + 5'—y)m + (— a)L; sin( ‘/—/*J_* 59w
Ay —a— 5= physin(y —a2im — (y —2) b sinin=o,

(2,6,7,8), (2,6,7,9),(2,6,8,9) (voirle Tableau VI,

(2,6,8,10) dysinon = Losin(a+ 5+ 2=
+ yssin(oa —yim— (27— 22)y,sin3’ m=o,
2,6,9,16) Uysinom +— dgsin(a+ 5+ 5'— /)=
— Yy sin(a— ) — iy —aybgsin(z 4+ 5 —y)m =0,

(2,7,8,10) Yysinan 4= b.sin(az +— 5+ 53" —y)=

+dgsin(o—y)n+(y—2+ 3+ 3 sin(a+ 3 —y)n=o,

(2,7,9,10) Yosinar - dssin(e -5+ 5 — )=

g sin(a — ) E {5+ 5 sin3r —o,

(3,4,5,6), (3,55,7) (3,4,5,8), (3,4, 3,9 (voirle Tableau IV),

(3,4, 5, 10) >zu3sm(/—y)—<1n(3—3'—'/)7
— Wy —5)sin(3 —a)m+ (25— y)sinBzld,
— (' —)sin(5Z—z)= —1/—y—,3)sillr3’t N
(=280, sin(3 + 53— a)r —o,

(3,%6,7), (3,4,6,9) (vorr le Tableau VI,
(3,%,6,10) dysin(o —y)m + ;s

T

naw

’

+[(—a)sin(Z+ 5 —yim+ (35—

ysin(y — a)w Jds
— (27 —22)Ysinf'm=o,

o

(3,4, 7,8) (voir le Tableau VI),
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(3,%7,10) %sin(y—ﬂ*—% sinam
— B —yysin(3—2)m+ (/—/—'J) sing’ m]d,
—(B+5 —a)b,sin(3—a)m—o,

(3,4,8,9) (voirle Tableau V1),
(3,5,8,10) ysin(3+ 3 —y)m+ (24 5 — 3)dysinan

—[(a+ 8" —B)sin(y—a)m+sin(5+5'—y)n]ds

—(2y —a2+ 3 —5),sin3'r—=o,
(3,4,9,10) Lysin(3+ 5 — y)m -+ (2 + ﬁ'—ﬁ)%sina:
+[(z+=5'—y)ysin(z—5)m— (y— 3)sing’ n]dy
— (25" sin(a— S )jm =0,
(3,3,6,7), (3,5,6,9) (voirle Tableau V1),
3,3,6,10) dysin(y — a)m — Y, sinz
Ty — By sin(F— o) (2 Y qsinga
( /—O’)"‘/m:lll(q—J)—:n,

(3,5,7,8) (voirle Tahleau V1),
(3,3,7,10) dysin(z —y)m+ bysinan

+ [(2)sin(3+ 5 —yym =+ (5 —3)sin(y — =

h

—~

(3,5,8,9) (vorrle Tableau V13,
(3,5,8,10) qjg sin(3 -+

S =T (=3 — 2)dssinan
3

g —

(3,5,9,10) dysin(3 + |

[~

~

(/‘/ P
_[4 ¢

| (25 — )l sinsn = o,
(3,6,8) (voir le Tableau VI,
(3,6,9,10) Y3 — (3" — )b — Do+ (7 — 2+ 2 Y=o,
(3,7,8,10) 4y — (3 — )b — s — (7 — 2+ 54 =o,
(3,7,9), (%,5,6,7), (4, 3,6,8), (4,3,6,9) (voirle Tableau VI),
(%, 5,6,10) b, —d,—a2idssin(3 + 53 —yim— (27 —a— 8 ,,=o,

(% 3,7,8), (435,7,9) (voirle Tableau VI),
(%3, 7,10) 4, — bs—2id,sin(3+ 5 —y)m— (23 4+ 58 —a)l,=o,
(%, 5,8,9) (voirle Tableau VI,
(% 5,8,10) (a)d, — (— a)¥s—2idssin(y —a)m— (2y —22+ 3, =0,
(4,5,9,10) (o), — (—a)s—2idysin(y — a)m — (84, = o,
(% 6,7,8), (4,6,7,9), (4,6,8,9) (voirle Tableau VI),
(4,6,8,10) Y, sinar -+ (— 2)dssin(3 +5'—7)=
+dgsin(a—y)m— (29— 22}y sini'm —=o,
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(", 6,9,10) 4, sinarx + (—a)desin(B+ 3 —y)w
+dysin(o — y)w — (y — 2) Yy sin{a 4+ ' — y)m =o,
7,8,9) (voirle Tableau VI),
(%, 7,8,10) 4, sinan + (— a)d,sin(3 + 5 — y)=w
+dgsin(oa—y)m+(y—2a+ B+ 3 )Yesin(f—y)n
("% 7,9,10) d,sinar + (— ), sin(3 + 3 — )=
4y sin(a —y)m — (53 + 2 — )y sin(a — B)m=o,
(3,6,7,8),(3,6,7,9), (5,6,8,9) (voirle Tableau VI),

(3,6,8,10) Lysinar + ()Y sin(3+8'—y)n

+dgsin(a—y)w+ (27 —a) by sin(ae — B ) =o,

(3,6,9,10) &ysinar + (a)dssin(3 +5'—vy)=

P

—dysin(a — )7 — (7)diosin(d

T — o0,
(3,7,8,9) (voir le Tableau VI),
(3,7,8,10) Ussinarw + (a)b;sin(3+ 5" — )«

— )+ (y— a2+ 38+ 3 )y sin(a+ 83
(5,7,9,10) Uysinorm -+ (a) - &1x1(§+3’—7)r

+dgsin{a —y)m -+ (34 8)dy,sin 37 =

-~ s sin(a

((;’T’ 10) "LO_'#T_(“

‘ LIJLD: 0,

(85()’10) IS_'VI’S)_S—(./A‘Q_;_@/)"IJIO:O)

Remarque I. — Les formules de ce Tableau s’associent deux a deux, ou
a clles-meémes comme il a déja été dit (voir p.100). Il n'y a de changement
(que pour le cocfficient de 4, ,. Etant donnée une formule du Tableau, con-
tenant 4, pour avoir le coefficient de §,, dans la formule associée, il faut
clfectuer les opdérations suivantes : 1° multiplier le cocfficient de 4, dans
la formule donnée par — (22 — 27 — 3 — B'); 2° dans la parenthése, per-

muter 3 et 35 3° changer tous les signes des termes de cette parenthésc.

[{ema/'guc [l. — Etant données deux aires symeétriques par rapporta X,
tandis que « parcourt le contour de I'une, le point imaginaire conjugué u,
parcourt le contour de l'autre. Les deux formules correspondantes se de-
duiront 'une de l'autre comme il suit : dans le coefficient de chaque terme
de T'une, on changera les signes de tous les termes entre parentheéses.
Un terme de la forme ¢, = (%)), devient ainsi e=™ ¢, = (— k) L,. Les
arguments des sinus restent inaltérés.

Cette remarque permet de déduire les Tableaux VIIL, IX, X, XI, XII,
XIUI, NIV des précédents.
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CHAPITRE 1V.

25. Si l'on pose

C= w1 — u) 2 (1 — ux) B (1 — wy) ¥
(o

Vo= BBy (e — Y2 (0 — )R (0 — )R,
on aura

b

0 ) — % o W1
/ UCdu—= [ Y dy, f Ua’u:f V de, / Uclu:/ Vde,
Y v+ 0 0 +1 0
1 1
x e ; o
f Udu :/ Vdy, f Udu—= f YV odv,
0 x 0 y
1
X A1 . 1
f Udu — / v dy, Udu — f v,
1 @€ 1 ¥
3
P _e e Ly 2 X
f Udu :/ V dy, f Uduj/ Vdy, / Edu:f Vde.
1 0 L 0 1 y
x ¥ x

AT

Les intégrales des seconds membres sont prises soit le long de segments
rectilignes, soit le long d’arcs de circonférences qu'il est aisé de déterminer.
Choisissons les trois intégrales suivantes
el

o)l':f L'du:‘/“ Vdy,
1 0

0 Y
e Udu :f Vde,
1 ¢

y
- 1
o)azf Udu :f Vdy,
1 0
et soit
w, . w3
— = Zy — == .
AN W,
I).
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On peut sc demander & quelles conditions « et y, considérées comme
fonctions de £ et de 7, seront des fonctions uniformes de & et de 7.
Sotent

‘

a=1 434 58—, b=y — 2, r=1—3, =15

M. Picard a démontré (') que les dix conditions suivantes étaienl tout
d’abord nécessaives : les dix nombres ¢ +b —1, a +h—1,a+uv—1,
b+h—1, b+uv—1, h+u—1, 2—b—X—u, 2—h—u—a,
2-—u—a-—b, 2 —a—b—Adoivent ¢tre les inverses d'un nombre en-
tier, positif ou négatf (*).

Nous nous proposons, dans le présent Chapitre, de trouver tous les
groupes de quatre nombres, a, b, ¢, d, tels que I'on ait

1

«-+b—=1-+ -
h

1 X 1
a—+c¢c—1+4+ —, 2--(b+c+d)y=—,
Nae K n,
1 ) 1
a+d=—1 -+ > 2—(c+d+-a)= —,
aa 1y
] ‘ I
b+¢—1+ 5 2—(d+a+b)y=—,
Npe n,
1 T
b4+d—=1-+ ) 2—(a+b+c)= —>
Rpa nq
1
C4-d—=—1-—+ 5
Reg

ot les n sont des nombres entiers.

Les quatre dernieres équations, ajoutées membre a membre nous donnent

. _ 1 I I 1
8‘5(0+b—.—0—%(l):—-+-——%—~4’—*:g

ny ny, n,. ng
ou
-,

a-+b--c+d=— .

(1) E. Picarp, Sur les fonctions hyperfuchsiennes provenant des séries hypergéo-
métriques de deux variables (Annales de UEcole Normale supérieure, 3° série, t. 11,
p- 381; année 1885.

(1) E. Picarp, Sur les fonctions hyperfuchsiennes provenant des séries hypergéo-
métriques de deur variables (Bulletin de la Soctété mathématique de France, t. XV,
p. 148; année 1886-1887.
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d’ott je conclus

P 1
p— b2
3 Ny
2 — G 1
b — —
3 7ty
2— g 1
C — —+ —
3 ",
2— G I
d= "t 4= —
b} ny
On en dédult
1 1 I 1— 25
= — + — + >
iy n; n; 3

i et j désignant deux quelconques des quatre lettres a, b, ¢, d; si ket [ dé-
signent les deux autres, on peut mettre cette équation sous la forme

])O]l(‘, cn pOS('lnl, nNg="7",, Ny =), N, =3, Ny;— l,
Neg— U, Npag — ¢, Tpe — V' Naga —=p, TNge =14, Ngp, =1,

on est ramené a résoudre en nombres entiers le systeme des six équations
qui suivent

2 2 I I 3
—~ - - — = 4 ==,
s 4 5 A u
2 2 I i 3
- =+ - — - — = 4+ - =1,
&x 3 I3 Y ¢

2 1 I 3
—_— = — = — = -+ = =1,
T t Y ] 3%

2 1 1 3
—+-: —————— =1,
¥ 5 x 14 P
2 2 1 1 3
- 4 = — = — - = = ==,
Y t T 3 q
2 2 1 1 3
e =L — - 4 - — 1.
3 4 x ¥ 7

26. Sil’on considere la premiére de ces équations, si 'on a simullané-

ment
lz|>10, |y|>10, |5]>5, lt]>3, ju|>13,

Document numérisé par la Bibliothéque Interuniversitaire Scientifique Jussieu - UPMC



110 R. LE VAVASSEUR.

jen déduis

2 | f 2 | 1 i T [ X I
1— <o o<z =<z o iri<z o<z
x B Yy D 3 J 4 5] u )
donc
D) 2 I 3
S T R P
x ¥ 35 A u

ct, par suite, pas de solution possible dans de telles conditions.

Comme z, y, z ct¢jouent le méme role, je vais d’abord donner a x des
valeurs enticres appartenant a U'intervalle (— 10, + 10).

Je donnerai ensuite a u, ¢, w, p, ¢, " des valeurs cntiéres appartenant a

Fintervalle (— 15, 4+ 13).

27. Nous ferons d’abord z = 2. Les six ¢équations précédentes devien-

nent
2 I 1 3 2 2 I 3 3
————— +==o0, e T
Yy 3 [4 u ¥ = [2 P 2
2 1 ¥ 3 2 2 I 3 3
~~~~~ +==o, S - =,
z ¢ ¥ 3z I3 y r 2
2 1 f 3 2 2 T 3 3
t oy sz w7 ¢t Ty s g 2

Si I'on a simultanément

[yI>4 |l >4 (>3 [pl>8
ou
lyl|>35, |=z]>5 [¢t|>2, [p]|>8,
il est impossible de satisfaire a la premiére équation du deuxiéme groupe.
Comme dans les équations du deuxieme groupe, j, s ct ¢ jouent lc
méme role, je donnerai & y des valeurs entiéres comprises dans 'intervalle
(— 5, +5). Ensuite je donnerai & p, ¢, - des valeurs entiéres appartenant

al'intervalle (— 8, + 8).

28. Soit y = — 2. Le systéme a résoudre cst le suivant :
3 1 1 I 3 5
~~~~~ =1, - - L =,

w“ fad i 3 t 14
1 ) 3 1 2 2 3
————— = -, e
{ et [ 2 = ¢ r
1 ) 3 I 2 1 3 )
————— =, - =5,
3 A 34 2 t z q 2
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Je considére en particulier I'équation

2 1+3_7
Tt p o
Si 'on a simultanément
RN R TN
358 758 |p| %
ou hien
|zl >2, |t|>1, |p|>3,
il n'y a pas de solutions.
- /7
29. Soientl:l,3+§:i,z: el
= p 2 7p—6
Qo , 4, 24 . .
501ent7p—6:p,z::+_—p,- On doit donc avoir
7 7
A
4_‘_2P__’;EO (mod?),

p’ étant un diviseur de 24.
Donc
p=r1,38, p=1, 2, a=14, 13

/

. 3 I yqe .
mais, pour’ =1, - =2 + - élimine z = 4.

3]

Reste la solution ¢ = z == 1, qui convient.

Soientdoncz =2, y = —2,z=1{=1.0na
1 1 I 1 2—0a I I
g — 4 — -k - =2, — o, a=b=—r, ¢ = —; d—— —.
x ¥ K< ¢ 3 2 2

Nous avons ainsi une premiére solution. Elle est comprise dans une solu-

tion plus générale, que nous trouverons plus tard.

. 4
30. Smentt:—l,g—l—E:%,;:_ﬂ’__.
s p 2 3(p—2)
/ 4 8
POSOHSP‘ZZP,Z:§+3—F,-OI‘121
4—%—250 (mod. 3),
P
d’ou
p/:-—S,—-2,I,_/;,
p:_6,3’692,
z= 1,4, 2, .
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y

3 ~
La formule ¢ = — 220

PN

2.

4~

élimine z =1, 4,

oo
=13

23
2

. ., . 1 3 .. .
Drailleurs 'équation S = élimine { = — 1, 5 = =*.

3
]

. < . . 61 .
31. Soient maintenant 5 = — 2, p= ———; so1L 7 + 2 = r,
? 7 I3 49 3

I 12
= 6—,—,50 (mod. 7),
7 ;

NSy

x =2, y=3z=1=— 2 est une solution.

i 1'e solution : x=—2, y=s=tl=—2; a—=b—c=1%, =3
32. Soit 5= —1,0na
3 19
p t 2
Orona
3 <y,
p 7Y
done, pas de solutions.
33. Soltz=+1,0na
6¢ 12

— t-+2—1¢ =6 —
P=1 ’ P

-
t'=—19, —6, — 4, —3, —2, —1,1, 2,3, 4, 6,12, o,

j— s IA A b
t¥——l./;,—8, ““6,_31——4’_3’“19 Iy 2, 4,10, 00, — 2.

. 6t e -
Drailleurs la formule ¢ = — elimine
7t—4
t——14, —8, —6, —5, —4, —3, —1, 2,10, 00, — 2.

Reste
t=1, 4;

=1 a déja été essayé (29).
3 1e -
- :2—{—%61111111181:_/[.

142
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34. Soit 2=+ 2,0na

11g

6¢ 4
T e — 3t+a2=1¢ —_ 93— -
39’ P ¢
{'=—=— 14, — 2, —1, 1,2, 4, oo,
3t——6, —4, — 3, —1, 2, w0,
{——2, — 1, o,
6t . .
La formule ¢ = 5 élimine £ = — 2, — 1.
X=2, Y= — 2, 5= 2, { — o est une solution.
a® solution : x—=—y=2, s=-—2, (=w, a=b=1, c¢=0, d=4.
35. Revenons aun® 28. Soit | p|<3. On peut supposer
. 9 7o
lz]> 2, [t] > o, d’ol max.{ - — ;) =1.
. )
On doit donc avoir P Sty
3 3
- — —%1 donne pZoa,
2 P
en supposant p >o. Or
3 5
— — =51 donne p>o,
P 2
done
p=1, 2,
pP=1
T 2 23 o . 8
¢ s 2 =% T t=2—
== 8, —4, —2, — 1,1, 2,4, 8, o,
5:_12)_81*6)_5:MB’MZ’ZUOC,"-—L
t— 3, 4, 6, 10,—6, —2,1,2, 00

Jécarte les solutions pour lesquelles on n'a pas |z] > 2, [{] > 2.

23 Yy .
La formule v = élimine 3 = —12, — 8, — 5. Reste
z+ 2
5=—6, — 3, — 4.
t= 6,—6, oo.
yye e 25z Sy . - ’
27 + s=o0 élimine 2=—3; ¢ = élimine z = — 6, — 4.
Z— 2
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36. p=2:
2 o _ 24 , 2
;—“‘~—I, ~»:2+1, L+1=1U, ::2—?:
== —2, —1,1, 2, o0,
t=—3, —2,1,00, — 1,
5= 3, 2.
La seule solution a essayer est = — 3; z — 3 or elle donne ¢ = £.
37. Reportons-nous au n° 27 et faisons y = — 1.

Le systéme a résoudre est le suivant :

3 I 1 2 1 3 7
s m— - =, - — =,
u z I3 3 A P 2
I 2 3 2+2+3 I
————— =1 - - - = -
t z I ’ 5 ¢ r 3’
1 ) 3 2 1 3 7
————— - I, - s e = .
3 t v 3 q 2

Prenons la derniére de ces équations. Sil'on a simultanément

3

s | . -
12l <7 <7 YN L i = >0
K <g :-}<6’ 7 <§ ou bien [e]>1, |z >o, gl >,
il n'y a pas de solutions.
. . 3 y .
38. Soit doncl:——l;a—é:%nadmetpas de solutions.
39. Soit t = +1,
3 1_§ o 2q
g 5 2 T T3 (e—gq)]

. o, o 2 4 - ‘
2—q=q, T3 T3 7 2=0 (mod.3),
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40. On peut maintenant supposer

121

/2 1 . i 31.3
[sl>1, Fflt]>1, max ~—~):-; d’olt T Ry
: t 5 2 ql= 2
3_3
z~~§f donne ¢Zi,
2 q 2
3 7.3
— —%2— donne g¢>o,
q 2 2
donc
{]:I,
2 1 1 2¢ p , 3
Z—;:ia Z:[}_[a H—t=1t, ::F—Q,
t=— 8"‘_’-/!,_2,_ 1, I, 2, ’—/h 87 <,
t—= 12, 8’ 69 5} 3; 2, ﬁ4’ o, 4’
S —=— 3:‘*4,—65'*1056721‘“‘*2,%
Jécarte immédiatement la solution
{—— . '
4 ou js]=r1.
5= —1
2t e .
u = ¢limine 2 == 12, 8, 6, 5, 3, 4; reste
L+ 2
t—2, w0,
T=2, —2
=00, 5==—2donnent p=3; x =2, y= —1, 3=1¢=2 donnenl unc
solution,
CI:Z):C:I, d:—%,

mais cette solution rentre dans une solution plus générale que nous trou-

verons plus tard.

41. Reportons-nous au n°® 27, et faisons y =1.
Le systéme & résoudre est le suivant

1 I 3

— = — = =2,
z 4 u

2 i 3

- -4 - =1,
3 [ 4

2 r 3

— — - 1 — =1
t 3 W ’

IJ-

2 3
z p—zy
2 2 3 b
S =0,
= 2 r
I 2 3 1
s ¢t g 2
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Considérons la premicre de ces équations. Pour

]

|1l<2 }rl<2 3<2 ou [a]> Le] > el >
- 5 - 5 - = s} i« 4
s % 8 I ’ ’ R
—_— .
il n’y aura pas de solutions.
42. Soit 3= —1,0na
17 I 3 3
[ p— 3u+3=1du, (= o — o 1—— =0 (mod3).
3u+3’ ’ 3 3u” % ( )
uU—=-—1 ( .
, ) est la scule solution; elle donne
p=—2%
43. s=+1,0na
42
t = w+3=u" =1 — —
w3 ’ o’
w=—3, —1,1,3,
ll——6, — 4y, — 2, 0, —3,
t—= 2, v/h — 2, 1, 0.
6¢ . .
P=""5; élimine ¢ == 2, 4, ».
{ —=-—2 donne une solation qui rentre dans une solution plus générale
(que nous trouverons plus tard.
1
3e solution : x—=2, t—y—=z=1, a=hb=c=1, d—o.

4%. Revenons au n°® 41. On peut supposer

d’ott

3
- - 2 <1 donne

|5]>1, [tl>1, max<l:+t£>

=1,
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3
-+ 251 donne

T<_ 1,
w> 3
d’oll
H=-—1, —2a, —3
Soit @ = — 3,
I+I t
- - =1 &S =
3 I3 t—1’
l—292, %, I,
s=—2, 1I,c.
{ =, 5 =1 donnent
w—=232.
4° solution : x—=y—z=n2, t=r, a=b=c=1, d=—3.
45. Soit u = — 2,
ot
TR’
t=—2, 1, 3, 4, 6, @, 2,
3= Iy_2y6y'—/h3a 2, w.
i Leartons : L ’ -
Nous ¢cartons les solutions oi 'on n'a pas [z | >1, |¢] >1.
3¢ solution : =1, y—=2, 5=3, t=6, a=1, b=1% c=} d=1
6¢ solution : x =y =4, =1, t=2, a—0b=1, c=1, d=—=1
7o solution : x =y =2, s=r1, t=ew, a=b—=1 c—i1, d=—o.
46. u = — 1 donne
1 1
R
t—=—2, o, —1I,
s/—m—2, —1,
t == — 2 donne
r—=.
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7. Reportons-nous au n°® 27.

4
Soit y = 2. Les équations & résoudre sont

1ot 3 ., 2 1_}#3*
st u s ¢t T p T2
2 1+3_1 2+2|3ﬁ?
5 ¢ g T 2’ z ¢t r 7
2 1 3 2 1 3 I
e =
[2 s w 2 [/ = q 2
,, . 2 2 3
Prenons Péquation — + - + = = 2.
Silon a
»;,i<2 2[<2 3§<2 ou 151> 3 =3 s
- 5 Sl -l < 3 s ‘ P>
I (i3 ri 3’ ’ P
il n’y a pas de solutions.
48. Soit = = 3,
I4
2 3 _ 4,
¢ r 3
t——12, 6, 2.
8e solution: x—=y—2, =3, t—=—12, a=b=% c= d=_.
g° solution: z=y=o2, 5=3, t=©6, a=b=3% c—=; d—=1i.
10° solution : xr—y=—s=a2, t=3, a=b—c=3, d—=F.
49. 3 = 2 donne
?+3 .
t r 7
";‘37 I, 2, 47 5, 6'7 9, %, 3’
= ]1—11_‘{4’8y 574)‘37 2, L
les valeurs # =1, — 1 sont écartées, puisqu'on a déjafait y =1, y = —1.
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11° solution : x—y=s5=n2, t——4, a—=b=—c=3 d — o.
12° solution : xz—y—s5=a2, t—38, a=b=c=}, d=1
13¢ solution : =y —=5—2, t—=235, a—=b—c :%, d:%o'

14¢ solution : x=y=—35=2, t—=14, a—=b—c—=4, d=1.
13¢ solution: z—y—35—2, t—3, a=b=—c=3%§, ad—= .
16° solution : z—=y—s—t=2>, a=b—=c=d=1.
17¢ solution : x =y =1s5=—2, t— o, a—=b=c=1, d=1

50. Il est inutile de faire z=1, —1, — 2, puisque nous avons déji
donné ces valeurs a y.

Soit 3= —3,0na
2+3_8
¢ r 3
r=u,
t—=— 6.
t
18 solution : x=y=»2, 5=—3, t=—6, a=b=1, ¢c=}, d=1..

[5]>3, l[e] >3, max(%——;—?):l,
d’ott
3.
12—; oI,
i
3
2—;§1 donne
3
;_21 donc r>o et ris3,
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3
= 2 <1 donne
rzu donc r—r, 2,3
r =1 donne
1 ’—I__ I
3 r 2
l——_6’_‘43_3yA1; 2, Xy, — 2
5:'—39'——4"—6’ 2, —1, —2, x

Si nous écartons les solutions pour lesquelles on n’a pas |z, > 3, || > 3,
reste

t—=3=—4.
J
1g° solution : = =y =2, s=t—=—4, a—b=—r1, c—=d—=1.
[
52. r=2donne
2 2 1
= ¢ 2
t=—12, — 4, 2, 3, 5, 6,8, 12,20, x, 4,
3= 3, 2, —f, — 12, 20, 12, 8, 6, 5, 4, co.

2}
i
le
2
I
Jeo

20¢ solution : x —y=—2, 5=95, t=—20, a=b=]

21 solution : x=—=y=2, 5=6, t—=12, a=b=% c=&, d=1.

22¢ solution : x—=y=—2, s—t=8§, a=b—=% c—=d=3
a3¢ solution : x—=y-—=2, z=4, t=w, a=b=3% c=|, d=1,
{
53. 7 =3 donne
1 I T
- s ==
3 [4 2’
t=—2, 1;3’ !l, 6> X, 2,
s= 1,—92,6,4,3, 2, <.

l 24¢ solution : x—y =2, 5= t=4§, b=b=21%, c=d=45.
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54. Reportons-nous au n° 27 et faisons y = — 3.
Les équations a résoudre sont

3 12 2 1_‘_3*13
w oz ¢ 3 z ¢ p 6’
173__3__1 2 2 3 5
¢ 3 » 3 ;ﬁ_t_‘_r—é’
12 3 0 2 1 3 _ 13
5 w 3 t == q 6
Prenons I'équation
2 1 3 __Q
= 1 +p 6
Sil'on a simultanément
[g}<ﬁ £'<13 [3] 13
|z 18’ t} 18’ Jp‘<18’
ou bien
[z]>2, ltj>1, |[pl>4,
il n’y a pas de solutions; or on peut supposer
h P 2 1
[si>2, [t >2, d’ou max.<j—z>:1.
Donc
3
é——~;—)§1, d’on p=—1, 2.
55. Soit p =1, on a
2 r 5
5 t 6’
s==—6, —4, —3, —2, 12,
t = 2, 3y 65 *Gy 1
3= —4,t =3 donne
wo=— 12,
23 solution: z—=y—=-—3, s=02, t=6, a=b=1, c=1
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56. Soit p = 2,

2 T s 2
5 : 3%
£:~-6, 2, 49 67 12, 39
t= 1, —3,6, 3, 2, .
)z 'y .
= 5 élimine 5 =4, 3; reste
75—
5—=26,
t =3,
qui donne
w— 18,

I 1 3 2 2 1 3 B)
-t —-— = 5 - — = 4+ == =>
3 t u 3 z I3 p 6
5 I 3 2+2_|_3_11
st Ty % 5 ¢ r— 6
2 1 3 1 2 1 +§_§
T ETe TR ¢t s q 6
Considérons I'équation
2 2 3 11
e
3 ¢ r
Sil'on a simultanément
2 It 2 11 3 <11
z <18’ ¢ 18’ r 18’

ou bien
ls{>3, [t{>3, |ri>4

il n’y a pas de solutions. Or on peut supposer
[sl>2, |tl>o2.

58. Soitz=3,0na

Pour|¢| >3, || > 5, il n’ya pas de solutions; soit £ = 3 (alors » = 6), on
trouve ensuite
t=—6, 12.

x=v=135=23, (=2 estunec solution.
Y )
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i 26° solution : & —y—3=3, t=n2, a=b=c=—1} d—=32.

|

| 27¢ solution : x—y=3, =z2=2, t—=—6, a=0b—=% c¢—3, d=4L

L28 solution : wx—yv =3, s=2, =12, a=b=%, ¢c=% d=—=4i
29, Ona

ot L 3.
d’olt — — =<
6 ry- >
ce qui donne
r=n2, 3,
S01t 7 = 2,
1 ) 1 _ 1
st 6
t—=-—30, —12, —6, —3, =, 3, 4, 35 7, 8, g, 10, 12, 13, 13, 24,
s= 3, 43, 2 —3, —6, —12, —30, 42, 24, 13, 15, 12, 10, 9, 8,
t—= 42, =, 6,
s= T, 6, oo,
P= 7% ¢limine £ = — 30, 7, 8, 9, 10} reste
t=—12, 12, =,
3= 4, 12, 6,

= 8% ¢limine 5 == 4

! 5+6 -

| |

| ; PR R R _ — 5 2

] 29° solution : v =2, y =3, s=12, t=-+12, a=b=4, c=3% d=2. =

]

"l \
3o° solution : w—=2, y=3, :=6, (=w, a=}, b=2 c¢=4% d=1. {
60. =3 donne

I 1 b
-+ o=,
z [4 12
pour | 3| > 4,17 > 4, pas de solutions,
1= 3, 4,
F=12, 6.

la premiére solution a dé¢ja ¢té trouvee (58).

IJ.
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1o soludion : v =2, y=3, s5—=4, t=6, a=3, b=y, c=1, d=1.

l
l
|
0

61. Reportons-nous maintenant au n° 27 et soit y = — 4. Le systéme a
résoudre est
3 1 I 1 2 T 3
————— = - - — = 4 - == 2,
u 3z [4 2 ’ z [3 P ’
{ 2 3 ! ) 2 3 B!
_____ - - R .
t z ¢ i’ ER r L’
1 2 3 I 2 ] " 3
————— = - — -t - =2
s t w 4 t 3 q
"y - 2 1 3 ) . P .
L équation - — ¢ ¥ = 2maurapas de solution si I'on prend simulta-
nément
2 < 2 1 - 2 ‘ < 2
5|3 3’ 3
ou

Or on peut supposer

done

3{.3 .
‘2—— e d’olt p=n2
4 4
62. Soit donc p = 2,
2 T _ 1
st 2
s = 12, 87 6’ 5’ 33 2, _4’ xz, j"
t—=— Sa_—/h”“6a*10y 6’ :—)"‘—'19’42; Ky
43 .. 5— 1
r= ;——élimine s =6, 5; ¢ = "—— ¢élimine z = §, 4.

>

3:—8
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63. Revenons au n° 27 et soit y = 4. Le systéme a résoudre est

L 3 1 2 ' 3
- - — = = - —_—— = —— 1
st w o’ 5t p ’
2 T i 3 1 2 2 “ 3 z
Se— -+ 2 =, 4=
3 ¢ g 4 5 t r 4’
2 1 3 1 2 I_I_S
- — = — = - - — - — =1
¢ s w4 ¢ s q
L’¢quation
2 2 3 7
TR
ou bien
Pzl>3, [¢>3, |ri>).
On peut supposer
N .. 2 2
|z{>3, |t|>3, d’olt max. —_—‘r—z):r
Donc
7 3 < d’ ~ — 3 4
. =1, ou r/=12,9,4
[ 7
64. Soitr = 2,
1 1 ]
2TITY
5:_56’ _"24’ _“8’ 47 6’ 7y 9 10, 12, ]6: 24, —/I‘-)a 72, ®, 3,
t= =, 6, h —8, — 2k, — 356, 72, 4o, 24, 16, 12, 10, 9, 8, =.
q¢

P= ¢limine ¢ = 7, 6, 72, 40, 24, 16, 8. Reste

z=-—238,

t—= 4.
| —_ -
[ 32° solution: x—=y=4, s5=2 ((=—8, a=0b=% c¢=% d=—1
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65. r = 3 donne

+

5

(el Rer)

1
t

-

pour [z]>5, || >3, il n’y a pas de solutions.
l :47
=38
donne
q =3
66. r — 4 donne
I - I - I.
3 t 2’
< = 25 I, 3’ -/l) 6’ Ly 2y
(= 1, —2, 6, 4, 3, 2, «

i
i_\
I
N
]
i
¥
I

33° solution : x=y ==

67. Revenons au n°® 27, soit y =— 3.
On a a résoudre le systéme suivant :

3 1 1 2 2 3 19
w st 3 ¢t p 1o
I 2 3 I 2 2 3 i3
————— = > -t -4 - =
14 z ¢ 3 z t r Fo
1 2 3 1 2 « 3 19
z t w5 ¢ s g 10
Considérons I'éqnation
2 1 3 19
B
3 4 P 10
Il n’y aura pas de solutions si 'on a simultanément
|2 19 “ I g |3 19 . L,
’— < gt o< g o <3 ou [=]1>3, Jej>1, |pi>i.
| = 3o~ |t 30 P 30
Or on peut supposer |z| >4, [¢| > {; donc
2 1 3 . 19 31 3
max.|{ 3 — - ) = =» d’ott — e =D
3 t 2 o pl=o
d ot
P = 2.
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68. p =2 donne

2 T . 2_
s t 5’
s = 30, 10, 6, \/h — 20, '3’
L — — 3, — 5, —15’ 10, - 2’ “.
10% [ . 2 Ing
= ¢limine s == 6, 5. Reste
5 = 10,
t —=— 3,
qui donne
9=1

I 1 3 2 2 I 3 11
T S — =,
3z ¢ 13 D = ¢ Y 10
2 I 3 1 2 2 3 07
S-S =, St =2,
z ¢ § D =z ¢ / 10
2 f 3 i 2 1 3 1
T - —— D=
z T B z q 10
Prenons I'équation
2,2 3 17
TR T
s 4 r 10

Elle n’aura pas de solutions, si I’'on a simultanément
p )

7
30

2 2
E ¢

- 3 - R R
< i, 2l< 2 ou bien la]>3, |t|>3, |[ri>53.
30 r 3o

Or on peut supposer |z >4, || > 4, donc

/ b ’
2 2 s 1 3.
max. (= + - ) = 25 d'on 22t
ot 4 D 1o riTa
done
r—=n2, 3.
70. Soit rr = 2,
1 , I _ 1
R T N
s —=-—90, _‘407 ’_‘15y —10, 3, 6, 8’ 9, 1T, 12, I—/l; 13, 20, 30, 35, 60, 110,

o~

- 9, 8, 6, 5, —10, —13, —50, —90, 110, 6o, 35, 3o, 20, 15, {, 12, 11,
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10¢

P= 570 élimine ¢ =g, 8, 6, 110, 60, 33, 20, 10. Reste

s =—10, 15,

[ A 5, 3o.
103 e .
= ——— élimine z —135.
33410
" 34¢ solution : r—y=3, s=2, t=—10, a=b=4% c=p%, d=4
| o I o
71. Soit r = 3,
: i -
Lo D= L.
z 14 20

Pour |z] >3, |¢] >3, il n’y a pas de solutions; or =z == 5 donne
£ =22,
72. Revenons au n° 27. On peut supposer |y | >5, |z]>5, [{]>.
Donc
( 2 1 5 . 31_5
max, { — + — — — = > d’oil - — —{<2;
X 3 t} 6 p1=6
donce
p=2, 3, 4
De méme,
g=2, 3, 4, r==, 3, ;.

D’ailleurs, en ajoutant les équations du second groupe, on trouve

I I 1 t 1 3
et e e e
y = ¢t p q r 2
de lavon tire
6 pgr
Y/ 3
T 3pgr+epg—ir(p+q)
- 6 pgr
T T 3pgr+opr —hg(p+ry
6 pgr
[ = - :
Spgr —2rq —4p(qg +r)’
puis
. 3pqr o 3pgr ) - Spgr
r(p+q)—2pq qp+r)—apr INAVESDESY
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73. SOitl): g =2, = 2, 3, /4

33 solution : r—=y —3==x, (=2, a=10

] 36° solution : x-—y =g, t=—a, 5——18, a=b=1%, =1 =3
‘E 37¢solution : x=y=—86, t—2, s=-—12, a=b=—15 c=1, d=1
|
74 =2, g=23,r=3 /'<v~——Léliminer:’l'pzz,q———l‘:3
- P24 == 0, =20, 4 —3_5r 1
donnent
f— 2
75. p=2, ¢ =r =4 donne
xr =2, s == 3, S—=t=—19,
solution déja trouvée (n° 59).
76. p=¢g¢g=3,r=3,4; p=¢g=23, r=4donne
st — 3%
E - T
I 38¢ solution : x =y =:=6, =2, a=0b=c=14, d=3
77. p=3, g =r =4 donne
{— 18,
78. p = ¢ =1 =4 donne la 33° solution.
79. Revenons aux n° 26 et 25, et faisons o = — 1.
On a a résoudre le systéme suivant :
2 i I ) 2 2 I 3
————— + — =3, — 4+ — -4+ —=o0,
y z 122 ¥ = 14 P
2 I 1 3 2 ) I 3
————— + - =3, - — = = =0,
z t y ¢ t Y = q
) [ I 3 2 2 1 3
————— + —=3, -+ — -+ -0
)' z (25 < 14 y I
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La premiére ¢quation n'aura pas de solutions, si P'on suppose simultand-
ment

2l 3 11 : f 3 30 3

\; -y 131<3’ [?l<1’ wl A
ou

Ivi>eo, lz|>s, (t|>1, Ju|>4

Remavquons que nous avons trouve foules les solutions ot 'un des nom-

bres .r. y, 3, 1 est égal & 2. Nous essayerons done y = — 2, — 1, + 1.

80. Soit y = 1. Le systeme i vésoudre devient

3 ! ! 1 2 3
PR - — = g
i ¢ £ 3 P
2 i 3 , 1 9 3
e - = Z=a,
3z I3 ¢ 3 I3 7
2 1 3, 22 3
2_ P2 2.2 3
¢ w b ST,
., . 2 1 3 s . L. ]
[équation - —- -+ = = j n'aura pas de solutions si 'on prend simulta-
nénment
I i 1 _" 3 !‘ ‘
g__'(\g: E; <§’ r<—5— ou 2] >1, Lo > .
81. = —= — 1 donne
3 I 5
2_f 5
¢ t ’

(ui n’a pas de solutions, car

82. z =+ 1 donne

,
3 I
;—t—:q’ l—=—2, — 1,1

3¢ . .
@ = ——— ¢limine — 2, — 1.
Il — 2
r=1y=3=1,1=—1 donne

a=b=c=1, d=—1;

v

cette solution rentre dans une solution plus générale, que nous trouverons

plus tard (86).
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83. Revenons aun® 80; on peut supposer

T

\ .
|z]|>1, [¢] >1, d’ol max.<2——l):§-

2
Donec
. 3.3 :
e ] et, par suite, ¢ =1I.
¢ 2
2 1
S =1 On a
t=—3, —2,1, %, —1,
= 3, 4y 1, 2, =
W= élimine 3, 4, »
84. Revenons au n® 79 ct faisons y = — 1. Le systeme & résoudre
3 I I . 2 1 N 3
————— — - — — = 2
u s t > 3 ¢ P ’
2 I+3 ) 2 T3 5
2_r_.°_ 2_ 1.2
= t ¢ ’ ¢ 3 q ’
2 I 3 2 3 3
- — = - == 2, -t - - =1
A P 84 Jad ¢

¢

8

137

L

Or, si nous considérons la premiére équation, le maximum du premier

membre est précisément 5; il est atteint pour 5 =1¢ = — 1. La solation

ainsi trouvée (@ = b = ¢ = d =1) rentre dans une solution plus géncrale

ue nous trouverons plus tard (86).

85. Revenons au n® 79, ct faisons y = — 2.
. , . . 3 I I .
La premiére équation devient -~ — - — - = 1. I n’y aura pas de solu-

tions si I'on a simultanément

3 / 1 4
;<§: lé'<§, |t{<§: ou || > 2.
Comme on a
max. (-l"i—i)__“l,
3 2

on en conclut

3 :

- — 412 = 1.

{u 41T, U=t

L 18
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1 1
-+;=—1.0na
s=—2, o, —I,
t—=—2, —1, ot
La solution ainsi trouvée x = y = 5= — 2; {= — 1 rentre toujours

dans la méme solution générale que nous allons trouver a I'instant (86 ).
86. Revenons aun® 79; on suppose | y| > 2, | 3| >2, [¢] > 2. Donc

4 3 4
max.(g—l—i>:i’ d’ou ]<3—3‘>’§;
y s t 3 w/i=3

b

done
w=—r1, et, de méme, ¢ = w1,
Done
2 1 I
— = - 4+ <>
y s ¢
2 1 i
—-I= = =
5 [4
2 I I
S= -,
t Ty s
done
3 3 3 1 ] i
=
Yy 5 [A y 3 [4
ainsi

y=—s5=l=n

(n étant un entier quelconque positif ou négatif).

39° solution : x=y—=s=-—n, t—=—1, a=b=c—=1, d— -,

i n étant un nombre entier arbitraire, positif ou négatif.

87. Revenons au n° 26 et faisons « = — 5. Le systéme a résoudre sera

2 i I 3 b 2 2 3 f
————— 2= S+l 2=d,
Yy =z 4 u o) Y s 4 P D
2 f 1 3 = 2 2 I 3 4
————— -+ - = é) -+ - — =+ ==z
z [3 Y (4 d 3 ¢ Y ! )
2 1 I 3 - 2 2 1 3 4
e S S - - t=

Y s w bl 14 y s q b}
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o

La premiére équation n’aura pas de solutions si 'on a simultanément

2oz, Moz, ez, [Blez
Y <20’ ‘:1<207 lt < 20’ u 20’
ou bien

Ly]>5, [5]> 2, [t] > 2, |w]>8.

Nous allons faire varier y dans l'intervalle (— 5, + 5), en ometlant les
valeurs y = 2, — 1, qui ne pourraient donner que des solutions déja

trouvées,
. 2 I 3 12, . .
88. Soit y =13 = — - 4 - = — n’aura pas de solutions si I'on suppose
jet [A ¢ J
20 4 v 4 3 )
}—|<:7 ‘*<:) —‘1<é ou |5}>27 |t|>[’ i(ﬁl>5,
z 2 [ o] { | o
=1 donne
2 3 17 -
—_ 4+ - = - 5= 0.
z ¢ J
La solution correspondante (¢ =b =1, ¢ ==, d = — ;) rentre dans une
solution plus générale (146).
89. z = — 2 donne
3_1_ 17
P t b
. .
qui n’a pas de solutions.
90. 5 =1 donne
3 | 2 2 3 17
- — - =z et - — = =5
¢ 14 o) t [£4 I

dont la seule solution est z = 5 (déja trouvée).
91. On peut supposer [ 3| > 2, || > 2,

2 ¥ -
max. (—’ — f) =1, d’oll

2 _
5

0=1,2.
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¢ =1 donne

i 2 3
t s 5
S = 20, *‘5a - -/b - 3) 59
t = 2, 5, 10,-—13,1.
%= e . . .
w= —"— élimine s = — 5, — 4, — 3.
25 —5
92. ¢ = 2 donne
2 [_ 9.
= t 10’
or on trouve
P=—1%-

[ 3 4 1 4 I 4
j-’<:; ~!<¢: —|< =z ou |z|>1, [t >1,
u 2 3| b} 12 b} '
D’ailleurs on a
1 ] .. 3 12,
max. | -+ - =1, d’oll - — =2, u=1,2,
z 14 u o}

94. =1 donne

-
+
|
Il

ne peut donrer qu’une solution déja trouvée.

95. u = 2 donne

1 1 9
- - =
z ¢ 10’
t—=— 1, 10,
S= 10, — 1

ne peut donner qu’une solution déja trouvée.
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96. Revenons au n° 87, et soit y = — 3. La premicre ¢quation devient

elle n’admettra pas de solutions si I’on a simultanément

3 _3_! 1 31 [ 31 , s> >
o 43) Z <Ba 7 <-§::)-, ou {1[1>4, s y I‘ 1.
On a

nax I AN ‘i‘ 3/\%_

max Az Ty 5 w|=3

cette inégalité ne peut ¢tre vérifiée.

97. Revenons au n® 87 ct soit y = 3. La deuxi¢me équation donne

— T =2

19

§ 26
{

0w
I

2 26 1] 26 '3 26 . Y ) .
< oz - < 7z ~|<< 7= oubien |z|>3, lei>1, [e > 5.
z 45 ,t‘ 45 | ¢ 45

3 1 16
v L 13
{ = — 15 est la seule solution; elle donne
w—=12
99. Soit|z|>3,(¢| >3,
max. (2 — 1) — 3 26 3.3
‘\s t) 8 15 o |=7
d’ou
V=1, 2, 3.
¢ =1 donne
2_ .19
5t 1’
pour | 3| >3, [{] > 1 pas de solutions. Or, = 3 donne
t:%
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100. ¢ = 2 donne

[ANEY]
l

on en déduit

|~
\
AR
+
o

qui est plus simple & résoudre; elle donne
5—=—"42,—24,—18,—13,—12,—10,—9,—8,—7,—3, — 4, —3,—2,3,6,12,30,—6;
j’en conclus

= 6, 12, 3o,

t =10, —13, — 6,

comme solutions communes.

Drailleurs & = - s élimine z = 6, 12 et 3o0.

5 —

101. ¢ =3 donne

2 11
=t 1
qui admet pour solution z =3, = — 15; mais, pour s =3, { = — 15, 0n a
w=1i3.
102. Revenons au n°® 87 et soit y = — 4. La premiére équation donne
3 1 119,
w =zt 10’

il n’y aura pas de solutions si I'on a simultanément
lul>4,  ls|>1,  fe]>1
Comme on peut supposer |z| >3, [{|>3, ona

35 _ 19

u 10

<
T2

1 I 1 .
max. <: -+ ?> =3 et, par suite,
d’oul

u = 2 donne

] -
+
|
1l
|
LI
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d’ou
t—=—15,—95, — 3, — 2, 10,
5= 37'_'59_15’ 10)-_‘:—5
et!=z=—>5 donne
N 20

103. Revenons au n° 87, et faisons y = —+ 4. La seconde équation de-

vient

1 3 33
- - =
t ¢ 20

wlw

Il n’y aura pas de solutions si 'on a simultanément

lz]>3, |¢]>1,  |e|>0.
D’ailleurs
2 1 3
max - — T =7
E<S 4 &4
donc
33 313,
20  ¢|74
donc
¢=12, 3.
v = 2 donne
2 1 3
P r_ 2,
3 t 20
d’ot1 ’on conclut
1 I I 1 1 13 1 [ 19
- ==+ 5 —— - = —, -t — =,
i = I iv Z 20 o (144 20
dont les solutions sont
u 1, — 20,
W = — 20, 1,
donc, pas de solutions.
104. ¢ = 3 donne
) I 13 . . 60
- — = = — d’ou p=—
z 4 20 7
105. Revenons au n°® 87, et soity = — 5. On a
3 I 19
Iz} 3 t 5
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(qui, pour |u|>5, |z >1,|!] > 1, n'aura pas de solutions. On a

I 1 2 . 31 _»2
max.<~+—>::, d’ol !9——— <o
= ¢ 5 5 w|=5
et, par sulte, # = 2, qui donne
1 I 3 . 5
— - = d’ot rm= =
Pt t 10 2

106. Revenons au n° 87 et soit y = + 5. On a

38
t T3

AR RN

qui n’aura pas de solutions si 'on a simultanément {z| > 3, || > 1, |[¢| > 3;

on a
2 1 3 L 3 St. 3
max.{ -~ — - ) = > d’ou - — S5
ot o ¢ 5|75
ct, par suite,
¢ =2, 3.
¢ = 2 donne
2 1 1 1 I 3 1 1 3 T I 9
—— - = > — = - == — -4 — == 3> - — = =
= ¢ 10 u 3 10 =<t 24 5 u [§% 10
v — i, — 10,
w——10, 13
done pas de solutions.
107. ¢ = 3 donne
2 I 3 1 1 2 1 1 14 1 I 16
- - = - == - + —%: — 4 - = > -+ — = —>
= A D u Ped 19 14 et 10 123 3% HS)
u= i, u=1iJ,
=13, W= I
On trouve
= —1), t=— 1%
donc pas de solution.
108. Revenons aun® 87. On a
| 1 i 3.2
max.f — — - — = ) = = d’oll ’ AN
‘ < st 37 |5 u|73’
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done

w—2,3,4, v=2, 3,4, w=12, 3, 4.

D’ailleurs, en ajoutant les trois premiéres équations membre & membre,
on trouve

1 7
-+ -+ — == ;
142 (% W 9
donc pas de solutions.
109. Revenons au n°® 26 et faisons x = — 4. Le systéme & résoudre est
le suivant
2 1 1 3 3 2 2 1 3 3
e T S o=,
y s 4 Y z A P 4
2 1 2 2 I 3 3
————— 4=, S+l —-4+I=5
5 t vy v y t 3z g 4
2 I 1 3 2 2 I 3 3
————— =73 St 4+t =7.
Yy 5 w2 3 ¢ty r 4

Sil’on a simultanément |y | > 5, | z| > 2, || > 2, | u| > 8, pas de solu-

tions.
Faisons d’abord varier y dans U'intervalle — 5, + 5, en évitant les va-

leurs 2, — 1, — 5 qui ne pourraient que nous donner des solutions déja
trouvées.

110. Soity =1. Prenons I'équation

[ ]
l

o~ -
< W
(53

elle n’a pas de solutions si 'on prend simultanément |z|> 2, [{|>1,

0] >3,

111. Soitt=1,0na

(AR ]
w

la solution y = ¢ =1, z = 4 donne une solution qui rentre dans une solu-
tion plus générale que nous trouverons plus tard (146).
y =1=z=1 donne

L. 19
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1406 R. LE VAVASSEUR.

112. z = — 2 donne
3 I
v t 2
{ = — 2 donne
r—=42,
113. Solent |z >2,[f|>2,0na
2 10 15 3.
max.| - — -}y =1, - — =i 21 ¢ =1, 2.
z 4 12 %
¢ =1 donne
2 I 1
2_r___ I
z (4 2
3:#'127_‘8’_67_ 57_*35'—2’4;007_4’
t= 3, 4 6, 10, —6,—21,2, .
W= - ‘5 élimine z = — 12, — 8, — 5, — 3, — 4.

{114. ¢ = 2 donne

1 v ~
— ;=5 d’ou p=—

nlw
0o

]

115. Revenons au n°® 109’ct soit y = — a. L’équation

w

i

-
Nt

n’admettra pas de solution sil’on a simultanément |u| > 3, |5]| >1,{] > 1:
on a d’ailleurs

1 1 . '3 5
max.<—+—>:1, d’ou 1= — "|=x w=—ri, 2
s 14 | u 2
=1 donne
1 T 1
- - = -
z [4 2
d’ou
{——2, 1,3, 4,6, %, 2
~ = 1, —2,6,4,3, 2,
A
4t e . .
= élime ¢ = 6.
I L+ 4 ’ 6
ho® solution : x—y =4, z=—0, t=—4, a=b=1, c=!, d=]
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116. & = 2 donne

I 1
FRVEE
{—=—2, oo, —1I,
5 =9, 1, =
y =1=z=— 2 donne
p==*
117. Revenons au n° 109 et soity = — 3. On a
3 1 I max [+1 2 13 31 2
~~~~~ = — N -1 = = —_ S5 u
17 = ¢t 6 1 t 3’ 16 w|=3’ >
v = 2 donne
I ¥ 2
=
5 ¢ 3
d’ot1 ’on conclut
r—=42,

W
|
|
1
+
|
{
-

¢quation qui, pour | 5| >3, | >1, |¢| >4, n’a pas de solutions.
Soit z= 3, on a

~J

3 1 s a o
;:Z+(ZB’ d’ou t—=--6, —1,3
t = — 6 donne
w=—=2%,
hre solution: x—=y—3=3, {——14, a=b=c=2%, d—1
119. Maintenant on a
max 2 1 3 13 il 3 )
N = - — |z v = 2,
I t) & lv 6 =4
¢ = 2 donne
2 I
3 t 3
t—=—21, —12, 9 — 6, — 5 — 4, — 2, —1,3,6,15, =, — 3,

i 8, 9, 12, 15, 24, —-12, --3,3,4, 5, 6, =.
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148 R. LE VAVASSEUR.
o 63 yl- . — 8 ~ /L K. t
U= ¢ chmme 3 =7, 5, 9, 13, 24, 4, 5; reste
z=12, 6.
6= ye e N
w = —— ¢limine 3z =12, 6.
55— 6
120. Revenons aun® 109 et soity = — 4. On a
3 1 i 1 1 3 <1
————— =2, max.{ - 4+ — } == —» - — 2|2 w—_2
u s 14 E ¢ 2 u 2
1 = 2 donne
1 o 1 o 1
3 :t 2
t—_6,_47—3"_‘1’ 2, P, —— 2,
24—3,—4,—6, 27—17—'29 ®x .
!
| 4o solution: x—y—=sz=t=—14, a=b=c—=d="%.

|

2 1 3
M___*__:;;
3 ¢ [4 4
de plus
S | 3 ) s
max.{ - — = =, d’ous
I t 4
done
¢ =2, 3.
Soit ¢ = 2;0na
2 1 1 I 1 I
i - =+ -
5 ot 4 w 4 =
done
I
-+ — =1,
1/ (¢4
U —2, w, I,
Ww—2, 1, 0.
U =x
! donne
W= 1
. 7 PPRRY I
3= -— 4 d’ou Z

7 3|3,
b vith
ror_3
w oz 4’
-3
T4
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il
<
Il
n
1l
.‘{_\
1
|
i;\
Q
Il
S
Il
[
I
U
il
o

43¢ solution : z-

u = w — 2 donne

Al
I
S
S
I
N

122. ¢ = 3 donne

=~ w
-

I
t

Wl

qui n’a pas de solutions sil'ona |z] > 5, [¢] > 2,

l

est la seule solution, déja essayée d’ailleurs.

z 4
l — — 4 )
123. Revenons au n°® 109, et soit y = 5; on a I'équation

3_1
¢ 10

nlw

L
¢

qui n’a pas de solutions si 'on suppose simultanément |z|> 3, |¢] >1,

[o]>5,

2 1 3 1 31_3
max.{ = — -~ )=, donc 7.2 S P
3 t 5 10 vi=95
v = 2 donne
2 1 1 1 1 3 1 I i I 1
_— = = — = -+ —> —_ = = -y - 4 — =1,
3 t 5 u 3 10 w z 10 u w
w =2, o0, 1, .
2 =20, t—=>5
w=—12, 1, o0,
44e solution : x—y—=2z=3>5, t—-—14, a=b=c=1%, d=4;. 5
|

124. Revenons au n° 109, et supposons |y |>5, |z1>5, [t|>5.

d’ou
max 2 I 1 2 3 3| .2
\y 3 t) 3 2 w|=3’
aill w=n1, 3, p=2, 3, w=12, 3.
aieurs
1 I 3
— - — =
u ¢ W 2’
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130 R. LE VAVASSEUR.

la solution ¢ = w = w convient seule. On a alors

2_I+]
y = ;'
ZA_I+I
5t y’
T I
_:_,+:;
y =
done
3 3 3 1 I I
— = - = = = = = 4 = y=zs—=t
¥ j=1 4 Y 3 14
On trouve alors
I 17]
y p 4

et, par suite,
y=—12, —h 2,3, 5, 6, 8, 12, 20, oo, k.

Toutes ces valeurs de  donnent des solutions, savoir :

45e solution : x—y—3——12, t——4, a=b=c=% d—=15
46° solution : x—y—s—= 6, t—=—4, a=b=—c=—=3, d—*1.
hye solution : x—y—s5— 8§, t=—4, a—=b—c—3, d—3.
48¢ solution : z—=y—z— 19, t—=—A4, a=b=—c—=3, d — .
49° solution : z—y—s5— 20, t=—14, a=b—=c=3% d—32
30° solution : x—y =35 =, t=—14, a=b—c=3% d—=1.
125. Revenons au n° 26, et faisons x = — 3. Le syst¢me d’équations &
résoudre est alors le suivant :
2 1 r 3 5 2, 2 13 2
y 5 t u 3 y s ¢t " p ¥
2 T 1+3ﬂ5 2 2 1+3*2
5 t y Ty 3 t  y = g 3
1 i 3 5 2, 2 L 3 2
¢ Yy = w3’ 5 t v r 73
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Si 'on suppose simultanément |y |>4, |z|>2, |t|>2, [¢]|>7, la
premicére équation n’aura pas de solutions.

126. Soit y =1.Ona
8

[N

+

L

Rl

{

| >1,|z]>2,|¢| >3, iln’y a pas de solutions.

POUF
{ =1 donne
2 3 I1 o=,
-+ -= >
3 v 3 5=3.
x=1y=1, =3, t=— 3 donne unc solution; elle rentre dans unc

solution plus générale que nous trouverons plus tard (146).

127. = =— 2 donne

heB L)
|
I
o3|

qui n’a pas de solutions.

128. Supposons | z| >2, | 1| > 2, d'ou

1 8 3| .
max. E—; =1, g—; =1, [ |
¢ =1 donne
1 o 2 ) 1 1 4 - 2
t s 73 3 w 3’
3==—3, 3,
t —— 3, 1
Nous aurons la solution sulvante :
S1° solution: x—y—=z=—3, t=i, a—=b=c=14, d=2%
129. Revenons au n° 125, et soit y = — 2. On a "équation
3 1 18
u© 5 ¢ 3

laquelle n’a pas de solutions si 'on a simultanément |u|>3, |z|>1,

[t]>1.
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122 R. LE VAVASSEUR.

On a
max. ( ~ + i> =1, d’olt 3_8 <1,
3 L, w 3
d’ou
=1
« =1 donne
I e I 1
= ¢t 3
t:’—"67 2, 4; 69 12, 0, 3’
5= 2, —6, 12, 6, &, 3, w.
6¢ . . 3z . .
¢ =% élimine 1 = 4; ¢ = P ¢limine 7z = 3.
i
32¢ solution : x—=y—=6, 5=—3, (=-—2, a=b=1, c=4%, d=1.
130. Revenons au n° 125, et soit ¥ = — 3. On a I'équation
3 1 1

laquelle n’a pas de solutions si I'on a simultanément || >4, |5]|>1,

>
On a
1 X _2 s a |3 7 <2 J—
n]ax-(\2+z>*g) d’ou a—"g :§7 [{ ¢
Pour u =1,
I I 2
-+ - =35
3 ¢ 3
{ ——3, 1, 2, 3, 6,
s—=-+1, -3, 6, 3, 2.
33¢ solution : x—y =23, s—=t=—3, a="b=—1, c=d=1

131. Revenons au n° 125, et soit = 3. On a I’équation

I
[4

-+ - 2,

<o

bl

qui, pour | 5| >3, | 7| >1, | ¢| > 4, n'aura pas de solutions.
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Essayons z = 3, qui donne

(

=] w

i’

&~ -

t = o donne

132. On a alors

2 1 3 . 3 3
max. | - — - )= 5> d’ou 2 — =S, It
3 [2 4 v 4
¢ = 2 donne
2 I . I
3 9
t=-—j30, —6, —4, — 3, —1, 2, 6, =, —2,
s= 3 6, 8 12, —h, 2,3, 4, <.
635 . . . z i1 .
U= % élimine 3, 8, 4; w = - - élimine 6.

133. Revenons au n° 123, et soit y = 4. On a I'équation

— )
12

3 23
+_
y

i

o~ |

qui, pour |z} >3, |¢|>1, |¢| >4, n’admet pas de solutions.

Ona
D) | 3 23 3[.3
max. (= — — ] = >, = -z, ¢ =,
s ¢ 4 12 Y 4
¢ = 2 donne
2 15 1 11 1
3 12 v w3 w s 4
w——12, —6, — 4, —2, 6, oo, —3,
U —— [h —6’_‘12’ 6, —‘Q,-—g, o'}
hu e .
z = —~— élimine u = — 6, — 3; pour
4—u ’ ?
lt—_“—-(;, 67
s=—2, 12,
3 — — 12 donne
f— 12
=1z,
1.

Document numérisé par la Bibliothéque Interuniversitaire Scientifique Jussieu - UPMC

10



154 R. LE VAVASSEUR.

[134. Revenons au n® 125, et soit | z| >4, |y | >4, |1]| >4,

2 | I A . . 5 3 4 .
max.< ————— =3, d’ou S 2i<d, =12, 3;
¥y s ¢t 3 3 uiTh
pareillement
=2, 3, w—=2, 3.
Or on dotit avoir
I I 3
u ¢ wo 3°
il y a contradiction.
134 bis. Revenons maintenant au n°® 26, et soit £ = — 2. Les équations
a résoudre sont
) 1 2 2 i 3 1
—————— — =, e =
¥ 3 ¢ 114 Yy 3z 4 P 2
9 I 1 3 2 | 3 I
————— N s> T4 L=,
= ¥ t ¢ ¥ 3 q 2
2 1 I 3 2 2 I 3 i
~~~~~ — 2, - = — = = - = -
¢ 3 Pt 3% 1 ¢ ¥ r 2

La premiére équation n’aura pas de solutions si lona |y | >4, |5]> 2,

[t > 2, |u]>0.

135. Soit y = 1. On a I'équation

uilw
l
+
!
{l
Nad

laquelle, pour [ 5| > 2, || >1, |¢| >3, n’a pas de solutions.
Soit 3=1, 0on a

3 I
;~t_:l, t=—14, —2, 2, v, —1,
) 3¢ Limi .
ts T ; climine — 4, — 2, =.
136. z = — 2 donne
3 1
21— —__
e b=
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137. Soit|z|>2, [t|>2,0na

max 2 ! 1 3 3 I { I
- == O — —| = =
z ¢ ’ el =
¢ =1 donne
¢ 2 1
Pad 2 —_— 4 === 2
’ W t ’

w)
3= 12, 0;

{ =1, 3 = 2 donnent une solution qui rentre dauns une solution plus géné-
rale, que nous trouverons plus tard.

34¢ solution : rx=y=w, s=—2, t=1, a=0b=1, c¢=o, d-=3,
138. Revenons au n® 134, et soit yy = — 2. On a I'équation

bl

o I I

_____ — 3,

172 s 3

qui, pour |u| >3, |z[>1,|Z| > 1, n’a pas de solutions. On a

1 1 3
xnax.<—+—>:1, 13——v§1, w—1
3 [4 n|-
u = donne
1 1 I
3 =—1U, -+ — = -
ER Y
522’_17—‘39_41 _67 X, — 2
z=2, 1, 3, 4 6,00, 2
i 1 I 3 e P
— = -4 - ouw= elimine z = 3, 4, 6.
w 35 2 3+ 2
53¢ solution : z =y =—2, 5=t=wo, a=0=3, c=d—1. '

139. Revenons au n°® 134, et soit y» = 3. On a I’équation

3 —-
I Z 4
t+0 3’

tlw
Y

qui, pour [z| > 2, |{| > 1, |¢| >4, n’a pas de solutions.
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On a

¢ =1 donne

1 ‘2_2
¢ s 3’
z—=-—12, —6, —4, —2, 6, —3,
t— 2, 3, 8 —3, 1, =
u — ——— élimine — 4.
23 4
140. ¢ = 2 donne
2 15
s {6’

t—=—6, —3
36¢ solution : r=y=3, z=—2, t=—6, a=b=1, c¢c=], =3
141. Revenons au n°® 134, et soit y = 4. On a
Lredet,
équation qui n'a pas de solutions pour | z|> 2, [{| > 1, |¢]| > 4.

Ona

¢ = 1 donne

I 2 3

TTITY
S:—*—_/;,
t—= 4.

142. ¢ = 2 donne

2 I 3

2 =2,

= ¢ 4
s= 4
t=—A4.
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143. Revenons au n° 134. On peut supposer |y | >4, | 3| >4, || > 4.

I 1 4 3.4
maxx.|—— - — - _ = 2— — 2= U -2
< 5 t> 5’ w|=5 ’
et de méme
(% w2
Or on doit avoir
1 1 1
-t - = =2,
U (% (2%

il y a contradiction.

144. Reportons-nous au n® 26, et soit x = 1. Le systéme a résoudre est

le suivant :

3 2 I ] 2 2 I 3
e =1, - D — = — =2,
i ¥y 3 I3 Yy Jd { P
3 2 1 I 2 2 Y 3
-t - — - —— ——1, - 4= — =~ =2
© 3 t N 14 ¥ 3 q
2 1 1 2 2 1 3
— 4+ - — = — - —_ 1, -t = — = - =2
v Lty 3 3 ¢ ¥ r
Prenons

2 2 1 3

-t = — — 4+ = =23

3 ¢ Yy r

>2,|r] > 6,1l n’y a pas de solutions.

pour | [ > 4, |4 >4, |

145. Soity =1,

[ARES]

pour|z|>2,[7]>2,|r| >3, pas de solutions.

Soit z =1,
2 3
- 4+ — =1
t r ’
t:—!"s '_'11 I, 37 —/l’ 57 83 <, 2-
3t Jimine 3. 4. 5. 8. %
P = ——; ¢limine 3, 4, 5, 8, «.
3ze solution : x=—y—zs=t=r, a=b=c=d=1\. |
|
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146. Soit|z|>2, || > 2,

2 2
max. <: -+ 2>

r =1 donne

[
|
i 38¢ solution: x=y=1, z3=n, t=—n, a=b=1, c=
|

} n étant un nombre entier quel

conque.

I
-
n

d=— =,
n

147. Revenons au n° 144 etsoity = 3. On a

0l

+

o N

+

S
[N |

Pour

A
Lot

4
=4

~ o

[SET0 |

2 2°
max. <: -+ 2)

r =1 donne

|-

148. r

2 donne

_{

149. r =3 donne

U — —

z|>2,|t] >2,|r >4, pas de solutions.

r=i, 2,

W

3.

% 59° solution :

!

+ =+

I

~1o
FENT]

I NS ]
~ |

pour | 3| > 2, |£] > 2, |r]| >4, pas de solutions.
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On a

r =1 donne

I51.

Le =
+

7 = 2 donne

AN

~=

13 .
Z——g’ [ 7 gy

152. Revenons au n® 144. Supposons |y | >4, | z| >4, [ 1| >4,

donc

2
max. <— -+
y 2

On a d’ailleurs

—+

<RI =

1 I 1
4+ - =+
topq

Q-

[ ]
l
N
I

153. p =g =r =1 donne

=+
)’

+

1
L

[RIA]

=13

p=1i, 2, 3,
l]:I, 2, 3}
r—i, 2, 3.

{

-—=2 avee

-

1
donc -+

154, p=¢ =1, r =2 donne

5. p=g=1,r

156. p=1,9=r

157. p

158. p=1,9=r

t—= 5=, y=—2
= 3 donne
y = — 3.
= 2 donne
t=3 (déja essayé).

1, ¢ =2, r=23 donne

t—

e

3 donne

L) o=
+

| -

i
max.(~ -+
e

G| =

Lt N

(volr Ja 34 solution).
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159. p=¢=r=2 donne

y—=z3=t—6
6o°® solution: zx—y—=35=2©6, t=1, a=b=c=j, d=3
|
160. p=¢g=2,r=3.0na
, 1 1 12 3,
Tp g rT375

les autres essais sont donc inutiles.

161. Revenons au n° 26, et soit x = 3. Les équations & résoudre sont

1 1 1 2 ) 3 4
————— == g - S =S = 5,
¥ s t u 3 ¥ z ¢ P 3
2 1 1 3 1 2 2 i 3 4
L e =t
sty g 3 t 'y s g 3
2 1 I 3 I 2 2 1 3 4
————— + == S S = =g
t Yy 5 w3 - y r 3

Prenons I'équation
2 2 i3 _ 4
y "z ¢t p 3

Pour |y|>6, |5]>6, [{]|>3, |[p|>9, iln’y aura pas de solutions. -

162. Soit y = — 6; I'équation devient

I
[SUINSTS

Gl

o~ -
= w

Pour |z]>3, |¢|>1, |p|> 5, cette derniére n’a pas de solutions.
TFawsons 5 = 3, cela donne

3

=1, {—=—14, —2, 2, w0, —1I.

La seule solution a essayer est ¢ = oc; elle donne

—3
9=}
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163. Soit [z]>3,|7]>3, ona

1051

e (2 15 3 i 5 31.3 3
max.{ - — - ) = - = — —| =5 ) T 2, J.
< z Iy _/l7 ;‘5 P = 47 / b
p = 2 donne
2 1 1 t 1 2 , a @
S — - = =, - - = d’on s=—3,1,2,3, 6
3 ¢ 6 q 3 3
. Gresolution: r=y=0, =3, t=——6, a=b=3, c=2% d=1.
163, p =73 donne
2 1 2 . . Y
P == =0, —3, —2, —1, 3, =,
3= 4y 3:
{= — 0, 5 == 4 donne
q == 3.
165. Revenons au n® 161, et soit y = 3. On a
2 2 3 5
-t -t - =
3 ¢ r 3
Yo | =1~ : ‘ O e
Pour [ =] >3, |t > 3. | >3, pas de solutions.
Soit 2 =3, ona
2 3 . <
Z+;:I’ t=—"h, —1, 1, 3, 4,3, 3, », 2
!
O2¢ solution: xr—y=3=1(=3, a=b=c=d=3}, ‘[
5 63¢ solution: w—y-—35-—=3, t=14, a=b=c—F, d—1.
s i
64 solution: r—y=—s5=23, t =3, a—=b=c=13, d=f. 1
[
| |
| 63 solution: w—=y=73=3, t=38, «=b=c=3%, d=2. |
i
N . .
1\ 656¢ solution: x—y—=35—3, t ==, a—=b=—c=2 d=—4. |
1
L. ol
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166. Soit | z|

R. LE VAVASSEUR.

>3, [1]>3,ona

2 2 5 3
max.(:—i—7>:x, 5 — 1<, r=—s9, 3, 4;
st 13 1
r = 2 donne
11 1 1 T 1 1 H 1 1 1 5
- e = — - = - - = 4 s TR
z ¢ 12 q z 6 p t p q 12
P = 2, 3; 45
¢ —=-—12, 12, 6,
5=—14, —12, ¢,
t—= 3, 6, 12
i .
Gresolution: r—y—=3, := 6, (——12, a—b=23 oc¢=f5, d==1
i
- O8¢solution : x—=y=3, =12, (= w, a=hb=}, o=} d-= 5.
|
167. r =3 donne
1 1 1
FR I
t—— G, 2, 4, 6, 12, =, 3,
= 2, —6, 12, 6, &, 3, x.
‘ i
} 6g°solution : r =y =3, =14, (=12, a=b="" =3, TESE li
! socsolution: r—y=3, s=£=6, a—="hb=—=2 c=d=1 {
|
168. rr =1 donne
1 1 1
ERE

{ =3, =8 dome une solution déja trouvée.

169. Reveno

qui, pour | 3>

s aun® 161, et soit y = 1. On a 'équation

— T

12

3 1y
.

‘)

3, 41> 3, || >3, nfa pas de solutions.
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Ona
2 2\ 1 3] . .
max.<j+2):1, 1—2—; s, r—»=, 3, 4, 5
7= 2 donne
LR 1771+1 L B 113
3 t 2% o ¢ 6 w oz 6 e e Ty
v — 8, 2, 3, 4, 8, 23,
¢g= 2, —8, 24, 8, 3
(S X
= —— ¢limine g = — 8,
0 — ’
b
,
Ao . g .
p = - ¢lhimine ¢lhimine z= 6.
[ (=4
170. r =3 donne
I v 7.
T r T
pour [ z| > 6, | (| > 6 pas de solutions.
t = -/I, 0,
=24, 8
123 vy .
g = ——— ¢hmine 3 = 3.
I+ 12
=1t solation: rx—y—4 =3, ¢t=2f, a=—=0b=¢, c==L, d=3.
171. rr= 4 donne
i I 5
o2
~ 1A [
-
~— 4>
t—0
=2¢ solution : v —=y=1,, = 3, t=06, a— b=15, c¢= 3, o =1
172. r==>5,o0na
I 39
z 120

pas de solution.
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1

73. Revenons au n® 161, et faisons y = 5. On a

IS

4

I

bl
~iw

RN
-
“r

Gauation qui, pour | 5| >3, || >3, {r{ > 5, n’a pas de solutions.

On a
2 2 4 L 23 314
max.<—+—>:}’, d’ott SR r==9, 3, 4
z t 5 15 ’ 3
r = 2 donne
1 1 i I 1 L I ] I t H 1 1_
- - = i el — I= - + = -t - = =
z ot 6o’ ¢ 14 6’ “ s 6 § e 20’
¢ — 3’ ‘/'9
w =60, 10
t = 12
- . donne
Iz=—12
q =3
174. r=73 donne
I T4
E ¢ T
S = 6’ 3’
t — 10, 13
Iy Lye - R
p= — ¢limine ¢ = 0.
2L -1
! . . . . . |
o 73vsolution : x=y =5, =3, (=15, a=b=2% ez, d=y5 |
H |
i i
175. 7 = 4 donne
,
| i A= . 120
- - = ", d’ott “w—=—"
= 14 120 1o

176. Revenons ann® 161, et faisons y = 6. On a

~ W

B
R
I3

[ARE™]

S

'
—-

pour | | > 4, [£]>> 4, | 1] > 6, pas de solutions. On a

<

[, 2
— ; roomay 3, 4

o

2
P
7

[SIFEN
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= 2 donne

, I T i i 1 i

5= - =4 - = = —_ = = - =

’ ¢ 3 6’ e =6

v :‘:*67 2y —/h 6’ 12, «, 5’
¢ = 2, —06, 12, 6, 4, 3, =
___ 6w
BT
s 3, — 3, —12, %, 12, 6, — 6,
t —=—3, 3, 12, =, —12, —6, +6.
3z 3z . . .
p= 5> = -— ¢luniment la solution — 12, 4+ 12.
=3 4+ 3 ’

! PERATCIPY y . sy — S — - oy — — 2 — 1
=4¢ solution : r—y=6, t—=—6, 3=3, a—=b=3, =g,
o3¢ solution : x=y—=w=, s= 3, =0, a—b=14 c¢=, d=1.
177. r =3 donne

L
- - - = 5>
z ¢ 4
L= —12, — ,ls 2, Iy 5’ 0, 8) 12, 20, %, 1,
= 3, 2, —h, — 12,20, 12, 8, 6, 3,k %
bo=Gesolution : o=y =06, =3, (=12, an=b=17,, c¢—=3% d=—]

178. r =4 donne

I
ol W
[

Ly | o~
S

pour | 3| >3, |£] > 5 pas de solutions; or = =6 donne
t =2

5

179. Revenons aun® 161. On a

dot
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LE VAVASSECUR.
On a d’ailleurs
I e 5 B3
¥ I 1 1 I I 1 13 3
. max.|{ - + — + —)M:-
y 5 ¢ p g r 3 y = L ;
[80. Soient p=¢g=r=2, y=3:=1{=—13
‘ =s¢ soluecion : xr—y=—3=—18, t =3, a=—b=c=2%, d =15
|
I8l p=¢ =2,r=3,1=:=18
Yy —=— g9, w==14,
182, p=g=2,1r=41=3=9,
yo— 3
p =2, r=q¢=>3 donnent
t = 6.
p =2, g =75, =14 donnent
— 3.
[ 4 .
p — 2, g = 1 = 4} donnent
! ' 4 {— 13
183. p=4¢ =r=73 donne
y:::l:g.
| =Sesolution: w=y=3=y, { =3, a==b=c=-z3}, d=3 |
4 “ Pp—
184. p=¢g =23, r=4,
- B
I 1 1 J 2
s eI
4 = ) 12 7

Les autres essais sont inutiles.

185. Revenons au n® 23, el soit . = §. Les

) 1 1 3

5 3z { u

2 1 1 3

- — L = L L=

3 t ¥y ¢

2 1 3
¥ T

R

<H

¢quations a reésoudre sont

2 2 T 3 B
- - — = = = = 7
B2 z { P N
) 2 I 3 >
- 4 - — = 4= = 5
L } 3 7 A
) 9 3 )
z t ¥ 4

Document numérisé par la Bibliothéque Interuniversitaire Scientifique Jussieu - UPMC



(@
~A

SYSTEME D'EQUATIONS AUX DERIVEES PARTIELLES SIMULTANEES, ETC. I

Prenons 'équation

2 2 1 3 53
Sl - -+ =
z t o r 4

pour || >6, || >0, |y >3, |r|>9 il n’y apas de solutions.

{86. Soit y=—06.0Ona
3 _ 19

—+ —_— T
Yz 12

o~ |

hilw
I

21 >3, [t >, [ p] >3, wapas de solutions.

2 1>
max. [ — — -} =
= )

p =2 donne

qui, pour

19 3

12 l

A

FEN I

- —_— T

1
12

ol

1 1

(S8}

cette derniére n'aura pas de solutions si T'on a simultanément |z | >

71> 3.

g = 2, q =3,
s man, = 5.
z = 4 donne
{— 12
: 79° solution : x—=y =1, v=14, t=-—0, a=hb=3 c=% d=1
\
LU VU —_— - R — _— -
187. p =3 donne
o -
L=
z L
pour |z > 06, || >3 pas de solutions.
= 4, 6,
= —12, —h
=1, { = —12 donnent
=N

188. Revenons an n® 185, ctsoit y = 4. On a

B3
B
2

YRS
|

[=] >4, [ > 1. [r]> 6, napasde solutions.

(Il]l, l)()!ll‘
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168 R. LE VAVASSEUR.

L=y — 1, 1, 3, 4, 5, 8, =, 2

2! dlimine 5
- L‘/ (- .
[ ¢ /‘ 2

| Bo¢ solution: x=y=s=1t=4, a=b=c—=d=27. ‘
| i
I

’ e

i

1 S1¢ solution r=—y—zs=14, t =38, a h=c¢=3%, d-—=1.

I H
| !
i 820 solution ;o — ¥4, b= o, a=0b=c=1%, d—=:23.

189. Soient maintenant |z >4, 1] >4,

i

7 i Bl /

3 2 4 i3 31 4 .

max. ~—|——>:: - — <2 =0, 3, 4.

¢ (: ¢, 57 | 2 =3 >

= = donne
I H 1 i I I 1 1 1
=1, - == - 4 5> — 4 ==, — === =
VR roos 4 v
q=—o2, 1, 3, 4,6, =, 2,

7 I

) Pye . 3 'y .

= —J‘—’—, ¢himine p =—2u; 3 = -~ ¢limine ¢ == — 2.
P4 i—q

83¢ solution : x=y=14, =12, t=—12, a=0=% c¢=5, d=43.

84¢ solution : xr=—=y =14, t=:—cw=, a=b=3% c¢c=d=1

190. = 3 donne

i ) I 1

=

3z ¢t 4
t—=—12, —4, %, 3, 5, O, 8,12, 20, %, 4,
s= 3, 2, —h, —12,20,02,8, 6, 5, I x
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123 rye .
q = ——— ¢limine 8, 20.
I 412

85¢ solution : x—=y=4, =6, t=12, a=b=% c¢=%, d=1
191. r = 4 donne
1 I 3
_ 1 - =
s ¢t 8
pour | 3| >5, |t| > pas de solutions.
s =5 donne
Z:%ﬂ
192. Revenons au n° 185 ct soit y = 5. On a 'équation
2 2 3 3 i 29
ol el e
P A r 4 By 20
qui pour 3| >4, |{| >4, || > 6n’a pas de solutions.
2 2 4 29 31_4
max.{ -+ - )=z —~ — - |55 r—==,3,4.
2 <: l> 5 20 7|75 » o
Pour r = 2,
1 1 i 1 L 3 o
- == = - 4+ —> 3 =25, 30, — 20, — 10,
st 40 q s 1
oS 1y .
{—— b —— élimine 5 =35, 30, — 10
5+ 40
3 —=—20
| donne
t= 4o §
P =i
193. r = 3 donne
I I s 120
-+ - = /2, d’ou U= —5-
3 ¢ 4 13
194. r = 4 donne
1 I it . 20
- = d’on = =.
5 t 20’ 3
L. 22
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170 R. LE VAVASSEUR.

195. Revenons au n° 185 et faisons yy = 6. On a I’équation

I 1

+

_.I_
SN

+ 61

AN

N

=~ o

7

2

-

> 6 n’a pas de solutions.

quipour |z| >4, [t| >4, |r
On a
2 2\ 2 |g_3 <2 L ,
max.<;+;>_—3-, i"z 3|=3? r—=—n=2,3, 4.
196. r = 2 donne
1 4 _ I o 1 “ 1
s 2y q s 3’
ZT=—12, oo,
= 2!1:’_24»
— 3L gliminc 24 et (—24)
P t+3 - )
197. r =3 donne
1+1_5 1_1 1 L SN
ERA ¢ 5 6 p t 6
pas de solutions acceptables.
198. r = 4 donne
)} I 1
Ty
t:—~6, 2, L/b 69 12, %0, 37
s= 92,—6,12,6, &, 3, w.
86¢ solution: x=—y—=3=6, t =1, a=b=c=1, d=2.

&) 2 I 5 > 31,
1'nax.<—+——— =5, - — =\Z
N A ¢ 7 + P
De plus
1 I 1 I 1 1 5
e S B B avec
y s A ([ r Y

~1 ] Ot
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200. p = g =r =2 donne

Y

171

87° solution :

Xy =5—=—12,

a:b:c:fz"

f

F
.

20l. p=g¢

p=¢q =2, r =14, donnent

s=1t=12,

Y=

=2, r = 3 donnent

6, solution déja trouvée (79° solution).

p=¢ =2, r=>5 donnent
t— 80
=80,
p =2, g =r =23 donnent
t—38
p=2, ¢ =23, r=14 donnent
t =38,
p=2, ¢ =23, r=2>5 donnent
t__‘lSO
T k1t
p =2, ¢g=r=>/4 donnent
t—14, y =3 =w=, solution déja trouvée (84°solution).
p=2, ¢g =14, r=>5 donnent
t—=252
p =2, ¢g=r=>5 donnent
£==52
19°
p=¢q =r=23 donne
y—=s=tl=12
¥
88e solution : a =1, y=s=t=12, a=b=—c=4%, d=3%.
202. p=gq= 3, r=1/4 donnent
£ =35,
p=¢q=3, r=2>5 donnent
el AR
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p=3, g=r =4 donnent

p=3, g=4, r=2>5 donnent

+ -

W
+

o | -
I
:([\1
A

~ L

R =

les autres essais sont inutiles.

203. Revenons au n® 26 et faisons « = 5. On a 4 résoudre le systéme

2 1 I 3 3 3 2 2 1 0
————— + = = o -t =+ = — - = >
Yy 3 u 9} P ¥ P 13 J
2 I I 3 3 3 2 2 I 6
S =k, 4D L=,
z 4 Yy 4 d q v 4 3 )
2 I I 3 3 3 2 2 I G
Y S D=
t ¥y s w5 ¢ S
Prenons I'équation
2 2 1 3 6
e T
J s ¢ P 9
pour |y | >G, |5|>6, || >3, |p|>10, pas de solutions.
20%. Faisons y =— 0, on a
2 I 3 6 I 23
—— -+ =+ 5= -7
s ¢t p 533 ’
pour |z|>>3, |t >1, [p| > 5, cette équation n'a pas de solutions. On
1 3 23 31.3 Y
max.| — — - | == o — - — 2T P == 2,0,
pay ¢ o) 1o [) J
p = 2 donne
) 2 I 1 Vot 15
I = d’ou p—= —
b4 ¢ 30 2
p =3 donne
2 1 8 I 1 13
- — - = -~ - = =
Ped A 10 3 q 1)

cctte derniére équation n'a pas de solulions.
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205. Revenons au n® 203 et faisons y = 5. On a

~i N
.{
(A ]

3|>4, [1|>4, |r|>6n’apas de solutions. On a

qu1 pour

/ / - a2l 7
2 2 4 bJ &4 ~
max.| > + = | —= 32, VAN r=2, 3, 4,5
¢ 3 ) 5 ri=o5
r = 2 donne
2 2 I I 1 3 1 1 3 1 i 11
-t - = — - = - 4 — —_ o = = — - — —
14 3 10 ¢ 12 10 W Pof 10 4 W 20
¢$— 2, 20,
w—n20, 2,
t=— 5

l
-~

|

;vdonnc une solution déja trouvée.

206. r — 3 donne

T I I , 15
- 4 = = = d’ou U— —:-
A k=1 o) 2
r = 4 donne
1 T 13 . 4o
e ) d’ou u= 2.
A 3 40 7
r =275 donne
1 1 2
-+ ==
4 3 ]
s —=— 10, 2, 3, 3, 15,
t= 2, —10, 15, 3,
f
! 8g° solution: x—=y=—szs=—1(=3, a=b=c=d=1.

207. Revenons au n° 203, ct soit y = 6. On a I'équation
2 2 3 41
- —_ T —
PR ER N T

qui pour | 3| >4, |{| >4, || > 6 n’a pas de solulions.

2 2 2 o
max. _+t_ =3 r=—=z2, 3, 4.
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r—= o> donne
1_|_1_ I_~I+I I_I+I I+I_—3
st 9 3% p ¢ ¥ p q 3
pP= 2, 10,
q =10, 2.
g =10 donne
z——_ 30
o — 7 -
r =3 donne
1 i 1 1t d'ou 20
- - = = u -
= 1 6o 3
r =4 donne
S 7 d'otr 6o
- - I u—_—_ -—
j<4 14 60’ 11

|y 1>6, |z|>6, || >6, dou

<-2 2 1> 5 6 3(5
maxo\ — + - — - | = —» T — ==
Y = 4 7 2 pi7
P=2 39 -/h 5’ 67
g, r—=2, 3, 4, 3, 6.
On a d’ailleurs
i 1 1 1 6 I 1 3
i i e e it avec max. | — +— 4+ — ) ==
y 3 ¢ ) q b g = t 7
p = q=r =2 donne
T 1 ~+_[ 3 . o
— - - == — — 5= _—_ —1
_V—r; ¢ 10 Y
go® solution: & —y—3s——1o, t=3, a=b=c=1, d=:%.
209. Soient p=2, ¢ =3, r=3,4, 5,6;0na
T +I +I+I _II
¥ 3 t 7 30
On a d’ailleurs
1 1 1 3 3 9
-t =t -t = - =2
Y z ¢ u r J
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d’ou
or .
u= ,—i—, > pas de solutions.
43]‘—40
P=2 9:4, r=14, 376
Gor .
U= ey pas de solutions.
271 — 4o
~ ~
pP=2,qg=35r=>506
Jor .
U———— pas de solutions.
137 — 20
pP=2,¢g=r—= 6 donnent

p=¢q=r=23 donne

g1° solution: x

i
<
]
I
I
[
I
e~
|
I

N d

I
7

210. p=¢ =3, r=4, 5,6 donnent

4or

19r — 30’

=

pas de solutions.

~

p=3,9=4, r=14,5,6 donnent

18or .
= — pas de solulions.
7[1'— 120
p=3, g=>5, r=2> donnent
I 1 1 6 1 2 " 3
-t -t - = — 5 — - = >
Y 35 ¢ 2 N 3 19 7

donc les essais suivants sont inutiles.

211. Revenons maintenant au n° 26, ct soit x = — 6. Le svsléme & ré-

soudre est le sulvant :

3 2 1 I 4 B 2 1 3 )
- - — - = 5 — 4 - + - = =

y 3 14 3 = t Y2 6
3 2 I 1 4 ) 2 1 3 5
— = — = = -t - — - ==
¢ s ¢ y 3 Yy = g 6
3 2 1 1 4 2, 2 1 3 5
s ——— - = S+ — D=
w ¢ty s 3 szt r- 6
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Prenons I'équation

pour |y | >6, |5] >3, |1] >3, |u|>9, il n'y aura pas de solutions.
242, Soit y = — 6, alorson a

qui pour | |>5, |z >71, || > n’a pas de solutions.

max. (! 1 1 53 3.1
Xl ~-+——-}1 =73 55— — = i —2
3 ¢ 3’ 3 w =3’
1« = 2 donne
T I I I 1 1 1 I I 1 i 3
e i e e — = = 4 = -+ - =1 — 5 =%
3 t (8 ¢ ¢ 2 1% = 2 ¢ w 6 6
g1, ¢ —a,
=8, w— 3.
¢ =1 donne
t— 2
¢ = 2 donnce
t =0, z2—=—06
i g2°® solution: x—=y—=z3=-—0, t ==, a=—=b==c=2, d=73
| |
213. Revenons aun® 211, et soit y = 6. Ona
3 2 1 3.
¢ 3 t 2’
pour |¢| > 6, | 5| >4, | 1] > 2, pas de solutions.
2 1\ I 3 311
max.(———):—, e ) v—=o2, 3.
3 ¢, 2 2 ¢ 2
p =2 donne
6¢
g =2 d’ol u—
’ 2{+ 3
b — — 6, ®©,
s==—12, .
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=
1 93" solution: r—y—ow, =6, =—06,

I
I
i

214. ¢ = 3 donne

o I

3 o
t——10, 6, =,
= 5, 3, A,

aucune solution nouvelle.

215. Revenons au n® 211, Supposons |y | > 6, | 2] >0, (] >0,

2 I I { 4 313
max.(iv—¥~ =3, ?‘ﬁ——\;—“ u=—, 3;
¥ 3 14 7 15 w7
de méme
¢, w =1, 3;
mals
s’
1 1 I 4 .

s d’ol w=n, ¢ =, w3,
17 i v 3 ’
2 1 I 1
3 s ¢t 6
2 1 1
= ¢ y 6’

2 1 I 1
—————— f— =

¥y = 3
1 T I 1 I 1
Yy — 3, - — - = = - = =
t ¥ 6 p ¥ 9
y —3—®, { =6,
¥y =12, t=—14.

Pas de solutions nowvellrs.

216. Revenons maintenant au n® 26, ct faisons = + 6. Le systéme i
résoudre est le suivant :

P ( i 3 2 ) 2 T 3 =
e b= e e
¥ z ¢ 17 3 i = ¢ p 6
) 1 i 3 > ) 2 I 3 i
_ . _
~~~~~~ T T/ 3 — 4 - - T = ==
s t ¥ v > 2 ¥ s 7 6
> 1 I 1 ) 2 2 1 3 "
— e = e — T - = — — = — == 5
/ v = 3 3 E ¥ / 6
L 23
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Prenons I'équation
2 2 I 2
Il =,
¥ Jed A I

[ A

| > 10 pas de solutions.

pour |y >0, (2| >0, [ >3,
217. Essavons y = 6. On a

—+

[SN ]
+
Nl
Il
Lol

qui pour | z| >4, [11>14, | 7] > 6, n’a pas de solutions.

2 0, 2 14 31 _2 Y
max, { - + < | == So— =S donne ooy 3, 4.
‘ <: l> 3’ 03 1"*3’ v
r = 2 donne
1 I 1 1 i 1 1 I i I 1 ”
- - T — — - = -+ 3> — = - 4 5 -+ - = =
z { 12 Y2 ¢ 3 7 = 3 Iz q 12
¢ 7=, 3, 3=6, =,
=12, 4, =14, —12.
Lo9ic solution r=y==06, (=—12, s==%, a=b(=1 c¢=4§, d=+
[ —
218. = 3 donne
1 1 1 1 1 ] ] 1 1 r 1 i
-+ - = = - = - 4 - — = = 4 = - - D -
= t P { 6 q = 6 P q 2
§=—2 ;9 /h 2, ::69 12, 5’
p—1, 6, 4, =, t ==, 12, — O
gy solution . v =—y=:=06, (==, a=b=c=3, d=|
Poobe solution : r — y =6, l—=z:=1», a=0=3, c=d=1%
| 3
219. r» = 4 donne
1 1 = .
-+ = d’on
z 14 2%
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220. Revenons au n°® 216; supposons | y| >0, | =] >0, || >0,

2 2 I 5
max.<—+_‘_>::’ l
Yy = 4 vi :
d’ou
Py =2, 3,4, 5, 6
D atlleurs
! P 1 1 1 7
i e i il - 4+ - = Z;
y = P g 7 6
on a
2 I 1 3
max. { = + - + =} =2
¥ 3 4 7
[)r::q:z,
1 1 1 I T
r—=, 3, 4 5, 6; ;ﬂw-zfzi;:g,
done
1_5_342711
6 w 6
= ——— ¢limine 1 = 2, 4, 5, 6; reste
57 —6 1 » 4, 0, O reste
r=—=3,
2 2 2 1 / 6
Syt =5 I Tm e
Y 3 12 3’ ° Y s

solution déja trouvée (¢3¢ solution).
p==w, g==3, r=23,4,5,6,

I " I o I . 1 _ i
y 3 ¢t r 3
6r e N
U= g ¢limine 3, 5, 6 reste
7T — '
r=1%,
2 2 2 1
— T+ = -+ - = 5
¥ = t 6

{ = 6 ne peut donner quune solution déja (rouvée.

P =2 q:/h r=4, 57 6,

360 ST
U = ———— ¢himine r
170 -— 23

|
e~
Qr
(e
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130 K. LE VAVASSEUR.

T 1 =
e
¥ z 7 1D
qgor e .
u=—"2"_ élimine r =3, 6.
411 — 6o
.
p=2, g=r=235,
T I I f . . 43
e L= 2 ’ont l:"—q
Yy z { 19 13
p=gqg=3, r=3,4,5,60,
1 1 1 I 1
i R R
Y z 3 r 2
e . .
« = 27 élimine 3, 4, 5: reste
AN 6 ) b M
1r—
r—6,
L P I ot r—6
S d’on =6
yT: ¢ 3’
p=3, g=14, r=4,5,0,
1 1 T 1 il
— == L
¥ 3 4 1 12
127 e . N
= s— élimine 77— 35, 65 reste
r=4,
Pl f— 6
y 3 ¢ 3 e
p=3, g=>5, r=>3,0,
L 1 I I 1 I i 13 3
T S BRI I EI
Yy = A / 20 30 D a0 z
les essais sont inutiles.
P:g:/la I':,/l, .’),(),
L1 11
y ERRN r 3
1= 4 donne
9 2 1 = 3
{— - I - = =
2’ 3 i 1.)>7
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£ D' EQUATIONS AUX DERIVEES PARTIELLES SIMULTANEES, ETC.

5y =0, 0,

U
—

T 1
T-*‘“_‘*‘

1y
gl
<
W
SO

o~ |

les essais sont inutiles, ainsi gque ceux qui suivent.

221. Revenons au n° 26, et faisons x = — 7. On a I'équation
3 2 I 1 g
u ) E

pourip|>06,|z]>3, [{|> 3, |u|>8, pas de solutions. On a

d'on

Mais

. N ’ ' 2 ’
2 1 1 i) 1 O o IR Y
max.(——j——):—» el B
F ~ l/ 7 v u /
o

W, ¢y V=2, I,

L+i4_ ! _ L

u ¢ W 9’

done, pas de solutions.

222. Revenons aun® 26, et soit &« = + 7. On a

181

¢quation qui, pour |y > 7, [ 2] > 7, [(] >3, p|>10, na pas de solu-

tions.

issayons y» = -3 on a

= 3 donne

2 2 ] 9
S o=
z ro3

2 2 4 ( 304
j+—)::a <'_7_)*— I d’ot =2, 3, 4
~ t / / g

T 3 Poi 28

-+ - =— > d’ott U= 5--

z ot 28 3

1 1 . 21

— - == d’on U == —

o 4 ; |
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= 4 donne
1 1 £ ot 56
e e d’ou o= —-
3 t 56° 13

223. Supposons maintenant |y | >~ |z{>7, [{]> 7,

d’on

D

=

i —=

14

U =

(ﬁ 2 a2 1\ 5 18 315
max.({ — +- — ) =g - — =l
¢ ¥ "oz f> ]’ L7 P =3’
p=2, 3, 4 3, de méme o, r=m2, 3, 4, 5.
Tatlleurs
i i ( ¥ [ 1 1 3
T max.{ — + -+ - )= 3
Y z [A P q 7’ 7 ) Ped A S

1 1 [ 1 1
e S
y z 14 / 7
> 1 3 5)
————— + = = =
y z u 7
22 I 3 3
- =
= g / 7
1 1 1 2 3 13
e T T e B
Yy z 4 7 7 u 7
- by e . .
Ly éhmine 7 == 3, 4, 5; reste
ar—7z
r—=2, d’olt (—— —-
D
=2, = 3, =3, 4,9,
0 I 1 1 13
g
¥ = ¢ ! 42
126 Jye - . .
——— elimine 1 = 3, 4, 3.
»)I'—S_l
= 2, ({:47 I"::,/h 5
1 I
o=
y e r 28
S84+ She .
————= élimine 4, 5
dir— 56
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p=2, g=r1r=>5,

e 210
-t = f—= ——
Yoozt 0 59
— L .o ;=
pP=9q=35,1r=23,4,3.
! ! i I 10
-4t =
Y < ¢ r 21
631 e . . .
U= ———— ¢limine r = 3, 4, 5.
2071 — 42
- - — .7~
p,—,,j, qméa "=}y D.
I 1 1 I 4s
YT Ei T LTy
= 232 climine =14, 5
T rogr — 168 — I
[):3’ 927‘257
LI N T 315
Sl el (o= =
3 < ¢ 10) -1
_ 7 s o=
P=4=1 I'= 1y 9,
1 T 1 [ 9
-4 -+ - - = 5
A ERlY ; '
42
— 2" dlimine 5= 4, 5
U= - '—=3 c¢himine 1= 4, 5
p=q=r=>5 ~
! ! ! 9 109
- 4 -+ - I [ —= — .
Y s 4 33 I
224. Revenons au n® 26, et soil .« = — 8. On a
2 b 1 . 3 B 5
Yy F ¢ w 4

S

183

cquation qui, pour |y | >0, [ 31 >3, 4] > 3, | «| > g, n'a pas de solutions.

On a

. N '

) I i i D 3.1 Y,
ll]il.\.& ————— = —> - — —ii=> =2, 0,
2 A

De méme
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184 R. LE VAVASSEUR.

Or
1 1 1 D ,
— g = o == = ¢==2, (="
" ¢ " " ’ !
est Ta seule solution.
—— } e i
' g5°solution : r—=y—5=—38, t =S8, a=1b=rc=3, d=—=1.

225. Revenons au n® 26 et faisons - = 8. On a I'équation

2 2 1 3 g
-+ - — =+ - = }’, 3
¥ 3 t Yz 8

qui, pour |y | >, =] >7,1(]|>3,|p| >9, nadmel pas de solutions.

Prenons Péquation

2 I L3 3
¥y z t w4
On a
2 I I 1 3 3 1 .
max.( ~~~~~ ):—: ‘\7i—l;;-r =3, 14, , 12,
y = t, 2 K ui" o
et de méme
¢, v =3, 4, , 12
Or on a
i 1 1 3
- -+ = T = 7>
% ¢ 3 \

qui, pour [« | >4, le| >4, |w] > 1, n'a pas de solutions.

v = 3 donne

X 1 5
Tl =2,
4 i 12
¢ = Ba 4
w12, 6.
@ = 4 donne
H i 1
- — = = ===
{ I35 2
226. « =3 == ¢, w =12 donnent
1 1
- == — 4 5 =3
t y 4 J ’

pas de solutions acceptables.
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u=3,v=14, w=0 donnent

185

P I I | i 1__*_1__%.
2y iTyte y T pTE
pas de solutions acceptables.
u=rc¢=1w=4,
T I 3
y—=s=t, 3/+E:§’ y =28, 24
QSESOZUU'OIZ.' x:y:s:t:S, a:b—c_d:—g,
99° solution : x—=y—=z=2}, t =8, a—=b—=c—3%, d=14

227. Revenons au n° 26 et faisons x = — ¢g. On a I'équation

3 11
-+ - =
9

2 1 I 4 11 314
ma\.(;-—-“—z)—iy _— = é’é) ll:2,5,
3 9 9 u
de méme
¢, wo—2, 3.
Orona
1 1 U 11
u ¢ w9’

donc pas de solutions.

228. Revenons au n° 26 ct soit x = + g. Alors on a 'équation

10
>

9

I

Tt

3
+_
P

ulw

R RS

yi>r7, |21 >7, 11| >3, |p| >10, n’a pas de soluttons.

qui, pour
On a aussi
2 1 1 3 i 2 I 1 4 - 3
“~"'~_'T—:Z‘; max.{ - — - — - >:—‘, —/—-——iéa
Y z [4 u 9 Y 3 t 9 9 u|T g
y O, =2, 3, .., Q.
L. 24
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186 R. LE VAVASSEUR.

Drailleurs

Ly, 7
{

' w9

u

équation qui, pour |u| >3, |¢| > 3, [w]| >3, n'a pas de solutions.
© = 2 donne

5
= -5
1Y W 18

« = 3 donne

Mais «w = ¢ donne

2 L_d d’ont t—=g y —23 9 (inacceptable)
- — — e — =T -y --qQ, V:,.‘:—‘ « - ).
{ Yy 3 9

229. Revenons au n° 26 ct soit = — ro. On a I'équation

2 1 1 3 6
-

qui, pour |y | >6,|z|>3, || >3, |u >10, n'a pas de solutions.
2 1 1 2 6 3
max.(;—zwz>:g, *3_52

¢, V2, 3.

u=—n1,3;

[SUE ]

de méme

Orona

donc pas de solutions.

230. Revenons au n° 26 ct soit x = + 10. On a 'équation

2 Ir

9

D
)

P

W

_+_

~ -

10

qui, pour |y| > 7,z >7, (| >3, |p]| > 10, n'a pas de solutions.
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SYSTEME D EQUATIONS AUX DERIVEES PARTIELLES SIMULTANEES, ETC. 187

On aura aussi

> 1 1 3 4 I 1 1 2 21 b 3l ar
—————— —+ = = max —— = = = | = = = o ';——l:ﬁ‘
y 3 ¢ 2 z t o 11 29 B wi™ 99
w, v, wv=3,4,35,6, 7.
Or
I I
-+ - 4+ — = é;
12 ¢ 134 9
équation qui, pour | u«| >3, |¢|> 3, [«w| > 3, n'a pas de solutions.
Or u = 3 donne
r.r__ 7
v w15
qui n’a pas de solutions acceptables.
231. Revenons au n et supposons |x 10 10. |z 10,
231. R au n° 26 et , / _

[t|>10, d'ou

) 1 1 I 6 31,6
max.{ = 4+ -~ — - — - =, — ==
' Y z [4 11 u 11
donc
PGy Ty ity v, w—2,3,4,5,6
D’ailleurs
1 I 1 1 I I 1 1
—— s 4~ — - =o, —— C 4 = — = =0
y = @ P Yy 5 q 7
done
I I 1 I I I
-~ =t - =— 4+ —-=0
u 7 v q w p

Voici les valeurs que peut prendre o; elles correspondent aux combi-
. \ I
naisons 2 & 2 des nombres 2, 3, 4, 5, 6 :

2, 2 donne ¢=1; 2,3, o—=1; 2, oc=2%; 2,5, o=
2’6 U—_—%; 3’ 3’ 6:%; 3’ 4, a':TT'v ’ » U 0.:1_85_;
3,60[1 [l,[l O’:—f,:, 4, :), O’:%)-; 4,6’ U:%; , 9, O’:‘;;
5’6 ‘7:%—3); 6’67 G:%;
¢ =1 donne
"L "1
L_t+;‘:I’ U=y —=w—p—=¢g—1r=—2;
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2 donne

1 X 5 o pp—3.
;Z—i—;_—_g; U—¢—=Ww=2, p=q=r=—23;
2 donne
1 1 3 - .
Z—l——,—:Z, u v =v—_—2, P=qg=r=4;
15> donne
Tyl 2 U—v—=w=—2 p—=q=—r=—=5;
w© r 10 - = P=q="r=2:
% donne
1 1_2
u r 3%
u—p—=w=—2, p=qg=r=_6, u=o2, r—==6, v—w—p=—gq=23,
u—p—w=p=q=—r=3, u—y¢=—2, r—q—==6, w=p=3;
= donne
1 r_ 7 b — g — e
;—i—;_—l—i Uu—v=—w=3, p=qg=r=4;
2 donne
2
i 1 -
I-c_‘—;:—l?)’ Uw=—¢=w=3, p=qg=r=>3;
1 donne
1 1 1
— 4+ = = -
w r 2
wu=—v—=w=3, p=qg=r==6, =3, r=6, v=w—=p=—g=A4,
u=ev=w—p—=g=r=A4, u—v=3, r=qg=—=6, w=p=—A4.
-5 donne
1 19 o, .
= U=y =w=\A4, p=qg=r=25;
= domnne
1 1 5
PR u—=yv=w=*1, p=q=r=06;
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SYSTEME D EQUATIONS AUX DERIVEES PARTIELLES SIMULTANEES, ETC.
= 2 donne
I+I—2 U—v=w=p=—qg—=r=—>
v T rTE =rEw=pEg=r=.
At .
= 3 donne
I I I
e Uu—v=w=>5 =g=r==6.
v Tr T8 ? P=9
Enfin ¢ = § donne
‘+I ! § [§1 7
—_ - == = U = ¢ W= - = I =0.
u r 3’ rP=1
Soit d’abord
) s 2 3
u—p=w—p—g=—r, d’ ot r=y=s5=—1L, 5—1—;:1.
AU qe . .
@ = 5 ¢limine u = 2, 4, 5. Reste
u—3
==y =8=1l=0.
1008 solution: x—y—z=t=wx, a=b—=c=d=3%.
232. Sotent maintenantu =¢==w, p=g¢g =r,ona
6 21 .
—+9:3, x = ) d’olt x =,
x u uw—3
I I I 3
- =4+ - 4+ — =1
Yy z [4
=y =z = —L_ ¢limine p= =2, 3, 5, 6. Rest
_y__a_P_?,elmlnep_z, , 5, 6. Reste
p=Ah.
101¢ solution : x—y—s5=—12, t==oo, a=b—c=2% d—=45.

233. u=12,r=6,v=w=p=¢g =23 donne

r=y=—12, s=t=12.

|

102 solution : x—=y=12, s=l—=—12, a—b—2% c

I

b
[t

It
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solution déja trouvée.

=

U —=

On ne

3,7r=0,v=w=p=¢=24 donne

R.

LE VAVASSECR.

x = — 6,

z=06.

(::3, ]‘:(1:6, gv:p:!;donne

pourrait donc que tomber sur des solutions de’jé trouvces.

y-=8.

p =3 donnent

t=6;

235. Nous pouvons maintenant résumer, dans le Tableau suivant, les

solutions que nous avons trouvées.

La méthode que nous avons appliquée nous permet de dire que nous les

avons trouvées toutes :

¢ =

VW -

-

[ -

[

ol

(=210

a—=b—=c=d
1] 51315
213, 9148
2| 7 1
ol-tL ol
6113 4
31 2| 2
Sl vyt
A1 3 3
315 |1 I
Si12|3]2]2
I Il3 2
hi2) 413
A REE!
1 Il —|—-1=
1223
1 1|11
) 61316
315
416
)
12 3
2
1|1
2 |2
51
123

1 v

[

Slee Ble svw

Wil

E

—
w

£

(23

un
£

[SVTI]

fa~p oo

[SEI ]

MoE e o e

Pt
Wl BN W

e )

eI S

[=2TRaN SEERGET

(o211

bt o=

wi v

[SVIRN]

] Cr

(ot

SR Y

SR

S S

ol Lt

O BN

—

dnf o [SCINN]

S =
=

Slee Zlo wdw

PR

i

[opL 13 ;]'l

[+

S

i Ot

M

i
[

& I RC-RE

-
o

| wo el en

[N

e

-
<
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SYSTEME D'EQUATIONS AUX DERIVEES PARTIELLES SIMULTANEES,

a—=b—c=

d—

343 171313253321l 717
4141313312151 81!3|9gi9|8] 3 12|12
915 7 713 17|71 5] 2|11
e il Rl N VA Rl (VAR N Nl (e [V I B (i
20] 2|3 6} 2|15{12(3/18|gl2j12] 3 |12
213137215173 jr1712]3]2]2
Izt 71l lslasl—=l=1i-l—Ii5|71|3l3
314141318 12221203433
Hojg |1 Z |z 2530507179
66112 212,243 15|64 6 |12{12|6
1 [ 3{3 D]l 2155 1]1
2133 l12]12|12] 21133} 2{12l121 2
202131 5| 2
3|3/8 8|3
LA R VARV
612182412

e 5 i
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g2 R. LE VAVASSEUR.

CHAPITRE V.

236. Soit

o(u) = w2 (e — 1)~ (u— 21 (4 — y)=1.

Je poserai, avec M. Picard,

0 '
UO:f o(u)du, U1:f o(w)du,

[) 0

£ X Y
U”:f o(u)da, Ux:f o(u)du, Uy:f o(u) du;

) 8 [

a, b, k, u. sont des nombres réels satisfaisant aux inégalités
a>o, b>o, >0, © >0, a+b+r+p<3.

Les arguments de u, («—1), v —x, u—y sont choisis d'une facon
arbitraire, mais bien déterminée au point w,; ensuite, on les fait varier
d’une facon continue.

Cela posé, choisissons les trois intégrales

wy= U, — U,,
0,=—= U,— U,,
w3=U; — U.

L.es chemins suivis par le point d’affixe z étant ceux qu’indique la
q

(o)

Jig. 14, imaginons que le point x tourne autour de l'origine dans le sens
direct. La substitution correspondante, calculée d’aprés la méthode de
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SYSTEME D’EQUATIONS AUX DERIVEES PARTIELLES SIMULTANEES, ETC. 193

M. Picard ('), sera
Loy, (2a+27)e, l )
S, = | v, wy+[(22) —1]w; |

AN wa—+ [(24) — 1],

Supposons maintenant que le point i tourne autour du point 1 ( fig. 15),

cette fois dans le sens inverse, on aura la deuxiéme substitution qui suit

oy o+ [(—22)—(—20—20)] (0 — o) |

|
N |
ba P ) [O% !
!

19

0O

w5

Wy, + (—22) (w3 — o))
Un tour du point x, dans le sens inverse, autour du point y (fig. 16),

Fig. 16.

donne la substitution suivante :

Ew‘ (.)l[x—(—27.)+(~—27.—2;J.)]—1—(~27.—2b)[1—(—2‘u)];w2+[(2b)~~1]o)3’;}‘
3 %0)2 o (20)[1— (—21)] - (—2L)ms +f1— (28)][1— (— 2})] w3 ;

f.
{

g Oy

Laissons mamtenant z fixe et faisons tourner ) autour du point ¥
(fig. 17) dans le sens direct. On aura une quatriéme substitution
1 Oy

o o 4 (22 [(20) — 1] (03 — w5)

Pog o+ [1—(22)] (02— ;) i

o

Q

T

(1) Bulletin des Sciences mathématiques, > série, t. IX, année 1883, I'® Partic, p. 20v.
(2) Yemploic tuujours la notation (@) pour efne,

L. 25
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104 R. LE VAVASSEUR.

En faisant tourner le point y dans le sens direct autour du point x, on
trouve la substitution S;'.

Fig. 17. Fig. 18.

-y
L \/ -
A //

Enfin, en le faisant tourner dans Ie sens direct autour du pointo ( fig. 18),
on trouve la cinqui¢me et derni¢re substitution qui suit

xS N
)

e e B

w; [(2p)+(—22)—(2p—al)]o,+(—2b— 2 [(2p) —1]o,
(o) [(ap) — 11 [1— (— 28)] o
my [(2a2)+ab+ap)—(a+2b+2u)—(2b-+2)k 4+ 2u)
—p—22)+@b4+op) + Op) = (—22) — 1]
S, +[(ap—2b—2k)+ (2a +ap)—(—20—20)—(21) + 1] o
+[(2a+2b+2p)— (o2u—20—21)— (2a-+2u)

— b+ + (o —2l)+(—22—2D)+(2p)—(—27]w,

s [y —1][1— (— 2]+ [(ep) —1](— 26— 22)m,
= (=2 +(2u—2t)+(—2b—2))—(2p.— 20— 2b)]w,

o

VI

L’équation déterminante relative & S, admet la racine double s = 1 et
la racine simple s = (2a + 24); celle relative 4 S, admet la racine double
s =1 ct la racine simple s = (— 2k — 20); celle relative a S, admet la
racine double s = 1 et la racine simple s = (— 2 — 2u.); celle relative &
S, la racine double s =1 ct la racine simple s = (2u + 20); celle rela-
tive & S; admet la racine double s =1 ct la racine simple s = (2a + 2u.).

237. Nous nous proposons, dans ce qui va suivre, de former la forme
quadratique ternaire a indéterminées conjuguées, que les cing substitu-
tions précédentes laissent inaltérées, au cas ot 'on prend pour @, 0, )
I'une des solutions données a la fin du Chapitre V.

Soit

Ny P.

S=Awwl+ Nonl+ A w0

+Boywl+Bimlo;+Bayn?--Blaln, B o, n)+ B, nlw,
2y 0y W3 39 g gy 2 0 1

cette forme, A, A", A” étant des constantes réelles, B ¢t By, B et B, B” ct

0?
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B! des quantités imaginaires conjuguées, o}, o}, w, étant les imaginaires
conjuguées de ©,, Wy, ©,.
Je formerai le déterminant suivant

A B, B
5= | B A" B,
B, B A"

et chercherai dans quel cas il est nul, en méme temps que tous ses premiers
mincurs, ou s’il existe des cas ol ¢ est nul sans que tous ses premiers
mineurs le soient.

Les conditions nécessaires et suffisantes pour que la substitution S, laisse
la forme f 1naltérée sont

B’ sin(a + 2)7 + (— a) (A’ + B,) sinir = o,
B,sin(a+ M+ ( @ (N +B)sinkz=o,
B sin(a+2)7+( o) (A + By)sinir=o,

By sin(a + 27+ (— @) (A"+ B )sinizr —o.
La substitution S, nous donne quatre autres équations

B sinkt={(}+ 0)B;sinbdx,

B, sinkr =(— 2 — b)B"sinbr,

B’ sin(2 — b)Y == (— M Asinbr — (— d) N sinir,
B,sin(h —b)yr=( WNAsinbz—( b)Y\ siniz.

Infin la substitution S, peut se déduire de la substitution S, par le chan-
gement de w, en w,, de w, en ®,, de A en —u, et deben — b, On en

conclut
B’ sinpn = (b4 p)Bysindm,

B, sinpn =(—b—u)B"sinbm,
B sin(p—b)m=(—p)A'sinbrn — (— &)A"sinur,

Besin(p — b)m=(p)A'sinbr — (b) A" sinpum,

ce qui donne, en les considérant simultanément,

oA =sinimsin(a + b+ p)7,
cA' =sinursin(a + b + )%,

cA"=sinbrsin{a +2 + p)=w
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ct

B = — 4+ a)sinbzsinun,
sByz=-— (— 1% —a)sindbmsinpr,
eB = — (v —+ a)sinbx sinir,
B =~ (— p—a)sinbzmsiniz,
oB = — (b — a)sinimsinus

i 3
B = — (a— b)sinizsinypr.

On en conclut

*d =sinarsinhzsintasinprsin(a + 04 7+ p)7.

Or, parmi les solutions dont nous avons donné le Tableau & la fin du
Chapitre I'V, nous devons é¢liminer celles ot 1'un des nombres «, b, ¢, d
est égal & 1 on a o3 en effet, nous supposons que, dans Uexpression
o(w)=u""(u—1)"""(u—r)Y""(«—y)*', ancun des facteurs n'a un
exposant nul; ct de plus, on doit avoir @ >0, 0 >0, x>0, u>o. Il cn
résulte que les nombres @, b, %, w sont certainement des fractions, el non
pas des nombres entiers, ct, par suite, la condition nécessaire et suffi-
sante pour ques soit nul, c’est que a + b+ h + w soil égal & un nonibre
cnlier,

Drailleurs, on a

?a =7 (AN —DBBy) —sinumsindrsin(a+ W rsin(a + b+ %+ )%,
gra = (ATA =B B =sinbrsinizsin(a + wWyrwsin(a + b+ 7+ p)7,
a2z 7 (AN —B'B)) = sinimsinprsin(a -+ 2)msin (@ + b+ 4+ p)7,
b =3 (B'B"—AB,) = (—a)sinizsinumsinvr sin(a +~ b 7 + p)7,
20 =2 (B'B—A'B)) = (— ) sindmsinpzsinvesin(a + b+ 7+ )7,

20" =2 (BB — A"BY) = (o) siniz sinumsinvesin(a +— 0 + 7 + g7,

Evil vésulte de ces formules que, s/ ¢ est nud, il en sera de méme de

lous ses ])I'/’JN [ers m l.ll(’l[/‘S.

238. Nous avons donce a partager les solutions trouvées an Chapitre IV
en deux catégories, celles pour lesquelles @ + 0 -+ % -+ p. st un nombre
entrer, et celles pour lesquelles @ + b + % + w est une fraction.

In nous placant & un autre point de vue, nous aurons a distinguer les
solutions pour lesquelles aucun des dix nombrves ¢ + 0, a + ¢, a4,

b~ec,b+d,c+d, a+b—+vc, b-cad, ¢ -d-+a, d4+a-+bn'est
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entier. Pour les solutions correspondantes, le groupe hyperfuchsien qui v
est attaché est tel que le polyedre fondamental est tout entier & I'intéricur
de 'hyperspheére limite; la surface du domaine fondamental n’a auvcin
point commun avee celle de cette hypersphere. Nous allons examiner suc-
cessivement, cn nous placant & ce double point de vue, les solutions trou-
vées au Chapitee I'V.

Premiiere calégoric : a + b + ¢ + d est entier.

a=b=—c=d =), 3¢ —17—=0, 2 —3a=}, N

1
&)g ), @ ( [[) s 7’;’ SnITTTonLL T R o U S
V(e —un) (u— v )(u—y)

J == () — ws— 93)(w) + )

Les cinq substitutions fondamentales sont

BT 0y Moy 3y By, Wa—— 20y, Gy 200,
o= Vv, oy Mgy W 20, Gy 29— By
STy, Wy Wy, SW - 2y (g, — 2y w1y, w3,
Sy= 1wy, w2, g, 0y, 30, — 2wy, 20— oy,
S 5 o ’ . L= H
D570 Mgy Way Wy T 0N 2y 4oy, Gy, T ) T Ry D0y .
aA=b=c=d=713; 2L woe Ja T — GrtT= 3.
/= (4 P o 0 00 . . !
J={oi— o+ tmyg) (w) —») — (w]), Glu)= o oo oo
V(e — ) — )y (u— )
Si= o ma, wmy, — o, 0, — (14 Doy, 03— (10w,
So= oy, 05y 05y (1= £) g — £y, yy (T— )y =4 Loy s
DT W, gy gy — L (= 1)y 20, — (1) Lms b 2oy, my,
S, =y, 0, Wy, W L= (1 — )y, (T4 () my— (o],
S5 =Wy, My W3, — 0y (L 1) 03— 260m3,
— 2D mw 4 (20 1)+ 201 — )y, — 26 4 (14 ) my = (1 == 27 ) 4y 1.
" - ~ N ¢ roankr . ~ ) T
Toutes les autres solutions rentrent daus la deuxiéme catégorie.
AN < . o - 233 I —_— JE— C— — 1 )'
Citons, par exemple, lecasa=b=c=d =1 lai
S=j(mewl + oynl) +/Hwiog+ o)) -+ 0,00 4+ w0l
.
ou
%%
; - /2N 3 S
J=Gl=e?, 0=

On peut écrire
J= ey e, — Lo,
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U0y 0 Wy,

[§ Sy

d’ot1, inversement,

Voicl quelles sont ici les
formées :

-

b1:[0317 W3y W3
S, =l 050, —2/70;+
S5, | wy, Way 3 — 22wy
8, — | @1y Way w3
8= | Wiy Way B3

ct

S, = u, v, w

S,=|u,v,w Ju+i(r—j2)¢
S;=|u, v, w
S, =|u,v,w
S;=|u, v, w

lecssa=b=c=d=

changer ¢ en — ¢ dans les
étudié spécialement par M.

U, 3 —1)v—3(j+1)w,

wy— 0+ (f — /) ws,
o=t -—3dw—ju,
or=—3iv+iw—ju,
Wy = U

cinq substitutions fondamentales et leurs trans-

Jioy, W (f —1) oy, o3+ — 1w,

(JP— J)ws, way (1— J2) w0+ fPwsl,
(/—1Dwe—3 s (j—1)o;+ J2ws+ Jws, 0],

W, — 2w+ (] — j?) v, (1—J)ws=+ josl,
—20,+ (= j)wy— 3 /03 — 6w+ (2 — 3/ )0, — 6 /2w,

— 3w (P s (1 — 31w, |

Jluti(j—nDe—3(—0w, (P~ ue—§Fje-+50E— )

(SP=Ju 5 (2—1)e — (2= 3)w|
— 3=, (SP=u—3 v+ 50— ))w,

(Sr=u+5(J—1)9¢—3(—3)w|,
S/ v —5(j—3)w|,

Jrua (=)o = Y, (= e — 4 jo— 3 (- 2)w,

(P Ju—+L(j+2)0 5+ 4)w],

Jru+(jP—n)e 4+ (P 2)w, 2(JP—1)u+ (22 —1) v+ 2 (J2+ 2) a,

2(2/5F )+ 22,24+ 1)0 + (2] -+ B)w .

B

3
formules que I'on vient d’écrire). Ce cas a été

Picard (').

est & rapprocher du précédent (il suffit de

Je wvais me borner, pour les autres cas, a énumeérer les solutions

(a, b, c,d), telles que, dans le groupe hyperfuchsien correspondant, le

(V) Sur des fonctions de deuxr variables analogues aux fonctions modulaires (dcta

mathematica, t. II, p. 114).
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polyeédre fondamental n’ait aucun point commun avec I'hypersphere
limite :

5 i 5 3
a—=b—c—d—"2, L, I, I,
g 127 8 5
351317513133 1313|3] 3 3155 |5
a:l):c:—~:i~~—7~———if—~
o8I d5 1244141414141 411215181919
- b
d— |T{I[3 iz |3 3 509 1715 1714
81410 3 12l1013812 20| 2 |15 12|18 |9
a—b—e— |22 2|2 [3]3]3]2
8lizji2|12| 5|5 |8]8
__,
d— Ly 2|39
2| 3 |12] 4 |10]15|8|2)
a—p— | 333133 o a3 a3 )22
— Y v\ 7 815 |1 418 ,.-.391
a1l 34y 41712 21123 9 12 4 241 9 112 3
1o |33 |t|g|d|17ix] 7|17 210|337
c= L 2= s sl Sl =l s = 7] 2
122012 4 14]10| 6 |18|12/12|24| 3 |15 41612}
d___l-g 1713207 1 S5t ig 1|5
T 1611013713810/ 31:81 313112 2al15]2l12]|2
312213
a—=b—= |- 5| 51|~
41313714
31515173
c=d—= || 1L |L
S8lia|12]|12
En tout...... 424 <5 +16 <12 + 4 < 6 =316 cas.

239. Pour terminer ce travail, je veux dire quelques mots du probléme
(ui consiste a chercher si le systeme d’équations aux dérivées partielles (8)
(n° 6) peut, pour certaines valeurs de «, 3, §', v, avoir son intégrale
geénérale algébrique. Le probleme revient & chercher pour quelles valeurs
de @, b, A, p le groupe dont les cinq substitutions fondamentales sont S, ,
S., Sy, S, Sy est un groupe fini.

En premier licu, cherchons si 'on ne pourrait avoir un groupe dont les
substitutions seraient de la forme

|
|0~)1, Wy, Wy AWy, Do, Cwy i,

a, b et ¢ étant des racines de 'unité.

Remarquons tout d’abord que chacune des cing substitutions S, 8,, S,,
S,, S doit avoir pour forme canonique précisément unc substitution de
cette forme. Or les équations déterminantes des cing substitutions consi-
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dérées ont pour racines (2¢ + 22), (—2b—2%), (—2i—2w), (20+2u),
(2@ + 2¢) (voirn® 236).
Soient
(2a 4+ 27)=A, (26 +4-22) =B, 22 +2m) =G,

(
(2b422$)==D, (2a+20)=E,
A, B, G, D et E étant des racines de unité.

On en conclut
(2a) = A(— 22,

(20) = B(—212),
(2p) == C(—2%);
done
D = BC(— 47);
donc 7 est réel et rationnel, et, par suite, il en est de méme de «a, 0, u.
La substitution S, sera de la forme indiquée si (2) = 1, d’ott 1l suit que
X doit étre entier. Alors

S,= 1wy, @y 0y, (20)0, 0, ol

La deuxictme devient
w, (—2b)o,+[1— (—20)]0,

x
S, =1 wy s ",
W3 0y |

on en conclut que & doit étre entier, et S, devient la substitution iden-

tique. Alors
fon (—2p)o -+ [1— (= 21)] o,

S;=1 m, [ i

| o Wy i

on en conclut que w doit étre entier.
S, devient la substitution identique.

S, dans ces conditions se réduit ausst a la substitution identique, et

S;= oy, 0y w3 0, (2&)w, ozl

'

Ainsi on trouve la solution suivante : @ rationnel, 0, A, u entiers. Comme
on a

B3+3—y=a—i, Y —a—=2>b, 3=1-—1, B'=1-p,

on en conclut que § et 3" sont entiers, ainsi que ¥ — o, v et a ¢tant ration-

nels.
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Si, d’une fagon plus générale, on cherche siles substitutions du groupe
peuvent étre de la forme

[wi, @y 03 aw, Doy, copl,

ou f, j, k représentent I'une quelconque des permutations des indices 1,
2, 3, on retrouve les mémes résultats.

Enfin si I'on essaye de faire en sorte que les substitutions soient de la
forme | @, 0}, 04, oo, + Bw;, Yo, + S, co,| ¢ étant racine de 'unité, et le
groupe | w;, w;, 0w, ~+ Bw;, yo,+ So; | étant un groupe fini & deux variables,
on retombe encore sur les mémes résultats.

D’ailleurs si I'intégrale générale était unc fonction algébrique de « et
de y, elle serait une fonction algébrique de x seulement (- ayant une valeur
constante quelconque). Donc le groupe formé par les trois premieres sub-
stitutions prises scules devrait étre fini. Or les groupes finis a trois variables
autres que ceux déji considérés dérivent de plus de trois substitutions
fondamentales. Par suite, il n’y a pas d’autre solution que celle que nous
avons indiquée plus haut.

240. Supposons maintenant que nous cherchions les cas ot le systéme
d’équations aux dérivées partielles (8), n°® 6, admet une seule intégrale
algébrique.

Je n’ai pas encore eu 'occasion d’écrire les équations auxquelles satisfait
la série F, (2, B, B’, v; 2, ¥) considérée soit comme fonction de x seulement,
soit comme fonction de y seulement. Ces équations, qui sont du troisiéme
ordre, ont été données par M. Picard (*). Les voici

Pz
x(]——x)(x—y)a;;
LBy 2) @+ (3 —y— 1)y — (2 25+ 5) 0% (24 B— 5 +3) )] 2

Iy

+(B+0ly —(22+ 3+ 2)1—}—(2—3’—&—1))]%——1‘3(:3—\—1)::0,_

) 9%z
)(""}’)U—l’)”d;; A
+ (B +y+2)y+(B—y— 1)r~(z+2;~”»’+3).v2+(x+.3’—5+3)r.,v]g_,2
(B 0ly—(2a+ 5 +2)y+ (20— 3+ W‘l% — oS (P =0

(1) Comptes rendus de I’Académie des Sciences, t. XC, n° 22, p. 1267, 31 mai 1880.

1. 26
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Soit z = f(x, y) une fonction de deux variables qui satisfasse simulta-
nément aux deux équations. Considérée comme fonction de x, elle admettra
comme points critiques les points x =0, x =, z =1, x = .

x == o, a=o0,1,1+ 3 — v,
Les racines de I’équation déterminante | & = ez, . b—a,B,5+1,
- . son
relative aux points....... .......... xr =1, c=o,1,y—~a—3,
xr=y, d=o,1,1—3—7.

Considérée comme fonction de y, elle admettra comme points critiques
lespoints y = o0, y ==,y =1, y = x.

[y —o, [a'—o0,1,1+3—7,
Les racines de I'équation déterminante ) y =, cont b=a, B, 3" +r,
relative aux points.............. ... y=1, d=o0,1,y—a—0,

y=ux, d' —o,1,1—3—3"

Si les équations précédentes admettent une intégrale algébrique unique,
ce sera une fonction algébrique de z seul, ou de y seul, les dérivées par-
tielles logarithmiques du premier ordre seront des fonctions rationnelles de
x et de y.

L’intégrale sera donc de la forme

sty (= 2 (1= ) (e — ) g (o, ).

a, a, ¢, c’. d étant réels et rationnels, g(x, y) étant un polynéme entier
en x et en y, de degré m en z, de degré n en y, ct I'on aura

b=—(a—+ ¢+ d+m),

O'=— (' + ' +d+ n).

Dés lors, le Tableau des intégrales que nous avons donné & la fin du
Chapitre I nous fournira aisément des exemples ot le systéme d’équations
aux dérivées partielles (8) admet une seule intégrale algébrique.

m étant entier et positif, F,(— m, 3, B’, v; %, ») est un polyndme cntier
de degré m, en x et en y.

On aura encore, comme intégrales algébriques,

r p r— y
(1—a)r(1—=r)" F1<'/ R e i )
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enposant f'=—m,y—B — B =—n, y—a— 3= L;, m, n, p, q étant

entiers, positifs, puis

P .
(1—)')7(1—1)”1F1<7+ﬂl+’l+ .g, —m, —n, y; z ),]),

dans des circonstances analowues.
Sil'on pose 1+ ' —y="* —, 8'=—n, 1+2 —y=-—m,on aura I'in-
tégrale algébrique
P v —x

17_)/”]?1(54—57 —m, —n,3—m—n;1—x,° );_>,

et, dans des circonstances analogues

r ) xr —
y(/.z:’”F1<f3'—|— Z, —m, —n, 3 —m—n; Y, 1~—y>.
q x
M R [ _
Si I'on pose 1— 3 —18 =3 y—B—fF=—n14+a—y=—m, on
aura l'intégrale algébrique

I _ ,
(y —x)1 (—z2)" (1 — x)” Fl<1—f§ —m, ~n,1—3 —m-—n— £, Iz, }>-

q I—'x' €

!

1 I’ v———P ‘ «/—p ’ =
Si 'on pose 1+ 3 —v = .’ 1+ 5B —v= 1+8+3—yv=—m,
on aura I'intégrale algébrique

»oy / —
arqyll'(y—x)”‘F,<—n2 %+ m + p—l—p,, l—oc,l—%—p,x(l V>, d )

q q 9 =)y Iy

!

Sll’onposel—i-@’-—“(:]é,*; a—ﬁ:%,ﬁ’:—n,l—a:—m,

on aura I'intégrale algébrique

L 2 Y —
a1 (1 —x) 7y —x)* Fl[l—t—m—i—N—F L l,: —m, —n, 14+ £, x, M]
9 9 q =y

et, dans des circonstances analogues,
P p P

P
a N m '————H)
yI(1— )" (2 —y) F[I+Ill+ﬂ+7/+7—172,—ll,l+§, yy__x > Y-
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I
En posant vy —a — 8 = 5, v—a—03= (I%, v —o= —m, onaura l'in-
tégrale algébrique
4 P /
- = . p p.1—x y(1—x)
(]__x)/(l_.y){/ (Lr_)/)ﬂFi [—Iﬂ,l—d,‘/**?l!l—a—%; 1+7]"}/‘—-—1;,‘Z5/—_—-—J;—],

et ainsi de suite.

241. Pour finir, démontrons le théoréme suivant, qui est une généralisa-
tion d’un théoréme analogue concernant 'équation différenticlle & laquelle
satisfait la série hypergéométrique de Gauss (*).

Solent 3y, z,, 3; trois intégrales particuliéres, distinctes, du systéme d’é-

quations aux dérivées partielles (8). Sil'on pose p, = %, q:= g—;> etsi A

désigne le déterminant

! 3 Ty Sy j
i PP Py
' 7 q2 s "

on sait que

A=A ,rﬁ")’y?"\' (1 — x)‘l’—l-f’—l (1 —)')Y‘“—x@'—‘ (& — v)r')“r@—ﬁ .

(Voirle Mémoire de M. Appell, déja cité.)
St 34, 5, 5; sont des fonctions algébriques de « et de y, il en scra de

|L|

méme de o, = = et de w,= 2. Réciproquement, si w, et w, sont des fonc-

3
tions algébriques de = et de y, et si Aestaussi une fonction algébrique de

A

e

et de y (ee qui aura lien si z, 3, 3', v sont réels ct rationnels), z,, 5, el 3,
seront aussi des fonctions algéhriques de x et de y.
Iin effet, s1 w,, w, sont des fonctions algébriques, il en sera de méme de

doy;, 0wy 0wy O,
%7 >()VT’ "077 W' OI‘

Pl 1 I | 0 O 1

[ = P - i ! ‘

LS S Ey | Pr P2 Py I Ps ]2 Ps Ps

i — ; _— = — .

A= 1{p p: ps 1} =EE%s | 5 52 S3iTmmyen s F S35 Sy S5
. > !

H 1

AN Iy g 0 0

I Sy Sy | = Sy %2 Sy &yl

(1) Foirle Mémoire de M. Schwarz : Sur les cas dans lesquels la série hypergéomé-
trique de Gauss représente une fonction algébrique de son quatriéme élément (Jour-
nal de Crelle, t. LXXYV, p. 292, 33)).
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d’ailleurs
v dwy P Py tdw, gy
—_ 5= = = — — —_ I — = s
w0 = N w, dy ES Sy
10wy Py Py 1 dos gy s,
ik R it S o N LY 3
My Jr Z, 3y ny Oy

donce

Aeay (D don Iy s,
ST\ D2 dy Jdy dux

\

Done =, est une fonclion algé])riquc de w et de y, et par suile aussi

I, el oz,

Vi et approuveé :
Paris, Ie 19 avril 18g3.
L Dovex pe LA FACCLTE DES SCIENGES,

tr. DARBOUX.

Vi et permis d'imprimer :
Paris, e 19 avril 18g3.
Lt Vice-RECTECR DE L' ACADEMIE DE Panis,

GREARD.
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