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THÉORIE 

GEOMÉTRIQUE ET MÉCANIQUE 
DES 

LIGNES A DOUBLE COURBURE. 

PREMIÈRE THÈSE. 
THÉORIE GÉOMÉTRIQUE DES LIGNES A DOUBLE COURBURE. 

HISTORIQUE. 

I. 

1. Le problème de la duplication du cube et celui des deux 

moyennes proport ionnelles , qui exercèrent une si heureuse 

influence sur les progrès de la géométrie naissante, présentent 

aussi le premier exemple de l 'apparition des lignes à double 

courbure dans les spéculations géométriques. On connaît les 

nombreuses et inutiles tentatives qui furent faites d'abord pour 

résoudre ces problèmes par la ligne droite et le cercle; et les 

diverses solutions mécaniques qui leur succédèrent, exigeant 

toutes, ou l'emploi d 'un ins t rument spécial, ou l'usage d'une 

courbe auxiliaire, construite par points. C'était sans doute après 

avoir acquis la conviction de l ' impossibilité d 'une solution 

géométrique, que les anciens , aussi sévères dans leurs con­

structions que dans leurs raisonnements, s'étaient enfin rejetés 
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sur les solutions mécaniques, ou même purement spéculatives, 
de ces problèmes. Parmi ces dernières, celle que nous allons 
rapporter d'après Architas, philosophe pythagoricien, qui eut 
la gloire de compter Platon parmi ses disciples, nous parait 
offrir, quoique très-ingénieuse et très-simple, l'expression la 
plus élevée du découragement où en étaient arrivés les géo­
mètres; et du sentiment, général sans doute dès cette époque, 
de l'inutilité des efforts que l'on pourrait tenter encore pour 
parvenir à une véritable solution. 

Traçons sur un plan deux demi-conférences égales et ayant 

un point commun o. oy étant la corde que le diamètre oa' de 

la seconde détermine dans la première, soient ox la corde de­

la seconde circonférence ayant oy pour projection et ox' la 

projection de oy sur le diamètre oa de la première. Si l'on 
pose 

ou aura 

Si donc on savait donner à la seconde circonférence, relati­
vement à la première, une position 
telle, que le rapport de ox' à ox 
fût égal à celui de b à a, b dési­
gnant une seconde ligne donnée (que 
l'on peut supposer inférieure à a), 
les équations précédentes se change­
raient en celle-ci : 

et x — ox, y = oy seraient les deux moyennes proportion­
nelles cherchées entre les lignes a et b. 

Or si l'on regarde comme fixe la circonférence oa, et que 

l'on fasse tourner la seconde autour de oa' de manière à l'ame­

ner dans un plan vertical perpendiculaire au plan horizontal 

de la circonférence fixe, yx venant en yx,, et ox en ox, \ on 



voit, en joignant X!.x ' ,quecette droite est perpendiculaire kox'. 

et que Je rapport — = - étant donné , l'angle x, ox' ou x, au 

est donné . Pa r su i te , dans l 'espace, le point cherché x, 

appartient à la surface d'un cône de révolution ayant pour 

axe la droite oa. Mais ce point appart ient aussi à la ligne à 

double courbure qui est la commune intersection dit cylindre 

droit, ayant pour base la circonférence oya, et du tore en gen­

dré par la circonférence oX, a' se mouvant autour de la ver­

ticale du point o. Ainsi le point cherché x, est l 'intersection 

d 'une ligne à double courbure et d 'un cône ; et l 'une des 

moyennes proportionnelles cherchées, la droite ox,, se trouve 

ainsi virtuellement déterminée. 

2 . Les Collections mathématiques de Pappus font aussi men­

tion de quelques lignes à double courbure connues des anciens, 

et dont ce géomètre découvrit certaines propriétés curieuses. 

La première est la spirale hémisphérique, représentée en coor­

données géographiques par l 'équation 

Pappus établit, à l 'aide des méthodes d'Archimède, que l'aire 

sphérique comprise entre la spirale et la base de l'hémisphère-

est équivalente au carré construit sur le diamètre. C'est ce 

que l'on vérifie aisément par les méthodes modernes , en pre­

n a n t , pour élément de l 'aire à évaluer, la superficie comprise 

entre la spirale , deux méridiens consécutifs et l 'équateur. 

superficie assimilable à une portion de zone, et ayant , par 

sui te , pour mesure 

d ' où , pour la surface ent ière , 

La seconde des lignes à double courbure étudiées par Pappus 



est celle qui résulte de l'intersection d'un hélicoïde gauche à 
plan directeur et d'un cône de révolution ayant même axe que 
l'hélicoïde. L'axe commun des deux surfaces étant supposé ver­
tical, Pappus démontre que la projection horizontale de la 
courbe d'intersection est une spirale d'Archimède, ce qui 
fournit une génération de cette dernière courbe par les lieux 
à la surface. Depuis, M. Chasles, développant cette proposi­
tion, a fait voir [Aperçu historique, Note VIII) que l'on peut 
obtenir toutes les spirales en projetant l'intersection de l'héli­
coïde gauche et d'une seconde surface convenablement choisie, 
de révolution autour de l'axe de l'hélicoïde, sur un plan per­
pendiculaire à cet axe ; et ce n'est pas là seulement la solution 
d'un problème d'analyse déterminée, mais un mode précieux 
de transformation, à l'aide duquel on peut constater des dépen­
dances géométriques remarquables entre des courbes diverses. 

3. Les lignes à double courbure dont nous venons de parler 
paraissent être les seules qui aient été connues des anciens. Il 
faut néanmoins ajouter à cette nomenclature l'hélice tracée sur 
un cylindre de révolution, dont doux arcs quelconques peuvent 
se superposer partiellement, observation attribuée à Géminus ; 
et les lignes résultant de l'intersection mutuelle de certaines 
surfaces que le géomètre Philon de Tyane nommait plectoïdes, 
et que M. Chasles croit avoir été des surfaces réglées [Aperçu 
historique, chap. Ie'", § 25). 

II. 

4. La loxodromie sphérique, c'est-à-dire la ligne coupant 
sous un angle constant les divers méridiens d'une sphère, est 
une des premières lignes à double courbure étudiées avec une 
certaine suite par les modernes. Cette étude, commencée par 
le géomètre portugais Nonius, fut continuée par Halley, 
Leibnitz, Hermann et Murdoch. On doit à Hallcy cette obser­
vation intéressante que la projection stéréographique d'une 
loxodromie est une spirale logarithmique; ce qui résulte 
d'ailleurs du principe de la conservation des angles, déjà 



connu de Ptolémée. Nous verrons plus loin que ces deux 
courbes, qui ont la même définition, l'une sur la sphère, l'autre 
sur 1G plan, présentent encore cette analogie que le centre 
de courbure sphérique de la première s'obtient par une con­
struction identique à celle qui, sur le plan, donne le centra 
de courbure de la spirale logarithmique. 

5. Roberval, dans son Traité des Indivisibles (Divers Mé­
moires de Mathématiques etde Physique, p. 213 ), et Viviani. 
dans le problème de la voûte carrable, trouvèrent des propriétés 
différentes de la ligne qui résulte de l'intersection d'une sphère 
et d'un cylindre de révolution, ayant un rayon de la splière 
pour diamètre de sa base. 

Si l'on regarde d'abord, avec Viviani, cette ligne comme 
tracée sur la sphère, elle y a pour 
équation 

et l'aire sphérique comprise entre 
l'un des quadrants de la courbe, le 
méridien tangent au cylindre et 
l'équateur, est. mesurée parle carré 

du rayon de la sphère. 

Si l'on regarde ensuite cette ligne comme tracée sur le cy­
lindre, et que l'on veuille, avec Roberval, évaluer l'aire cylin­
drique comprise entre l'un de ses quadrants et la base du 
cylindre, on voit que l'élément AA'q'q de celte aire a pour 
mesure 

et l'on en conclut que l'aire cylindrique considérée, étant 
encore mesurée par le carré du rayon, est équivalente à l'aire 
sphérique évaluée précédemment. 

Enfin, suivant une remarque de Bossut, le volume com­
pris entre les deux aires sphérique et cylindrique, le plan de 
la base et le plan du méridien langent au cylindre, a pour 
mesure les \ du cube du rayon. 



Montucla (Histoire des Mathématiques, tome III , page 101) 
ajoute au problème résolu par Roberval cette observation que 
l'aire cylindrique comprise entre la base du cylindre et la 
sphère est encore exactement carrable dans le cas, plus géné­
ral, où la base du cylindre est simplement tangente au grand 
cercle qui limite inférieurement la sphère. 

6. Enfin, si nous citons encore la théorie des épicycloïdes 
sphériques étudiées successivement par Hermann, Jean Ber-
noulli, Nicole et Clairaut [Mémoires de l'Académie, 1732) ; 
l'équation des lignes géodésiques des surfaces de révolution, 
obtenue par Jacques Bernoulli et Clairaut (ActaLipsiœ, 1698, 
page 227, et Mémoires de l'Académie, 1733) ; la description 
des lignes résultant de la pénétration mutuelle d'une sphère, 
d'un cône ou d'un cylindre, et leur construction à l'aide d'or­
données menées par les différents points d'un axe curviligne 
(Frezier, Traité de Stéréotomie, 1732); nous aurons à peu près 
épuisé la nomenclature des recherches de détail, peu nombreuses 
comme on le voit, qui ont précédé l'étude systématique des lignes 
à double courbure : Etude commencée avec quelque généralilé 
par Clairaut, mais qui, en réalité, doit exclusivement ses bases 
actuelles aux travaux de Mongc, — qui découvrit tout ce qui se 
rapporte à la première courbure, aux développées, aux droites 
polaires, à la surface formée par l'ensemble de ces droites et à 
la sphère osculatrice ; — de Tinseau et de Lancret, auxquels on 
doit les importantes notions du plan osculateur et de la seconde 
courbure. 

CHAPITRE PREMIER. 
PROPOSITION P R É L I M I N A I R E S . 

7. De deux cas particuliers dans lesquels il existe une 
relation simple entre la première courbure d'une ligne et celle 
de sa projection orthogonale. 

On sait que dans un triangle quelconque le rayon du cercle 



circonscrit est égal au produit des trois côtés divisé par le qua­
druple de la surface du triangle. Il eu résulte, ou désignan; 
par R et R' les rayons des cercles circonscrits à un triangle ABC 
et à sa projection A 'B 'C , que l'on a 

d'où 

Cela posé, supposons, en premier lieu, que les sommets A, 

B, C soient trois points infiniment voisins d'une hélice cylin­

drique; A', B', C étant leurs projections sur le plan de la 

section droite du cylindre. Si Ton désigne par a. l'inclinaison 

constante des tangentes de l'hélice sur les génératrices corres­

pondantes du cylindre, les rapports —•> -y> - auront pour 

limite commune sina. On voit aisément d'ailleurs (par la con­
sidération d'un cône droit auxiliaire dont les génératrices 
seraient parallèles aux tangentes de l'hélice) que le plan oscu-
lateur de l'hélice (limite du plan ABC) fait avec le plan de la 

base du cylindre un angle égal à a; et, par suite, que la 

limite du rapport— est encore sina. On a donc, en concevant 

que les points B et C, B' et C se rapprochent indéfiniment 
des points A et A', et en passant à la limite, 

( I ) 

pour la relation existant entre les rayons de courbure p et p' de 
l'hélice cl de la section droite du cylindre, en des points corres­
pondants de ces lignes. 

L'angle a. étant constant, p et p' sont l'un et l'autre con­
stants, ou l'un et l'autre variables-, donc si le rayon de pre­
mière courbure d'une hélice cylindrique est constant, cette 
hélice appartient à un cylindre de révolution. 

Supposons, en second lieu, que le plan de projection ait été 



choisi parallèle à la tangente en A de la courbe ABC et faisant 
un angle a. avec le plan osculateur de cette courbe au même 

point : cosa sera, dans ce cas, la limite du rapport —, les rap-

«' b' c' 
ports — j -y--, - auront pour limite commune 1 unité; et l'on 

aura, entre les rayons de courbure en A et A' de la ligne ABC 
et de sa projection, la relation 

(II) 

Si l'angle a. du plan de projection et du plan osculateur en A 
tend vers zéro, le rayon de courbure p' de la projection tend à 
devenir égal au rayon de courbure p de la ligne projetée ; et si 

cet angle tend vers -» le rayon de courbure p' de la projection 

augmente indéfiniment. Donc si l'on projette une courbe sur 
un plan mené suivant sa tangente en A, perpendiculairement 
au plan osculateur correspondant, la projection présente un 
point d'inflexion en A. 

Observation. Les relations (I) et (II), que nous avons dû 
établir directement, sont des conséquences immédiates des 
théorèmes d'Euler et de Meunier, appliqués à une surface cy­
lindrique. 

8. De la courbure géodésique d'une ligne tracée sur une 
surface : théorèmes. Une ligne AA' étant tracée sur une sur­
face, si par deux de ses points infiniment voisins, A et A', on 
mène deux lignes géodésiques de la surface tangentes à cette 
ligne; leur angle, que nous désignerons par E g , est appelé 
angle de contingence géodésique de l'arc AA'; et la limite du 
rapport de l'aie AA' à l'angle correspondant, quand l'are AA 
tend vers zéro, est le rayon de courbure géodésique au point A 
de la ligne considérée : nous le désignerons par Rg. 

THÉORÈME I. Le rayon de courbure géodésique en un point 
quelconque d'une ligne tracée sur une surface, est égal au 
rayon de première courbure R, de celle ligne au même point 



divisé par le cosinus de l'angle du plan osculateur de la ligne 

et du plan tangent, à la surface en ce point : 

(III) 

Démonstrat ion. Soient I le point d'intersection des lignes 

géodésiques tangentes en A ,A ' à la 

courbe considérée ; I a , Ia' les tan­

gentes à ces l ignes, faisant entre 

elles un angle aigu égal à E . ; et IN 

3a normale à la surface au point I ; 

IN sera une normale principale com­

mune aux deux lignes géodésiques 

IA , IA', et le plan tangent en I à la surface sera perpendiculaire 

au plan oscillateur en I de chacune de ces lignes. Si l'on pro­

jette, sur le plan tangent en I , le triangle curviligne A A ' I , la 

projection sera un triangle curviligne a a ' I ; et les tangentes 

en a , a ' du côté a a ' , ou les tangentes aux mêmes points des 

lignes a I , a ' I , feront, avec les tangentes en I des mêmes lignes, 

des angles mesurés par des infiniment petits du second, ordre : 

puisque, d'après la fin du numéro précédent, les projections 

des lignes IA, IA' sur le plan tangent en I présentent une inflexion 

en ce point . Il résulte de là que l'angle de contingence e. 

relatif à l 'arc aa' de la projection aa', peut être remplacé par 

l'angle des tangentes en I des lignes I n , la' ou par l' angle E„ 

des lignes I A , IA' el les-mêmes; et le rayon de courbure r', de 

, A A' 
la ligne aa' , égal à —> ou à —^-i est égal a Rg : 

D'ailleurs la formule (II) du numéro précédent étant évi­

demment applicable à la ligne AA' et à sa projection aa' on a 

et la comparaison de ces deux formules démontre le théorème 

énoncé. 



THÉORÈME II. Le rayon de courbure géodésique en un point 
quelconque A d'une ligne AA' tracée sur une surface, est égal 
au rayon de courbure au point correspondant de la ligne 
plane que l'on obtient en circonscrivant à la proposée, sui­
vant la ligne AA', une surface développable , et développant 
cette dernière sur un plan en même temps que la ligne AA' 
qu'elle contient. 

Nous renvoyons au chapitre VIII la démonstration de cette 
proposition, que nous n'aurons pas à employer jusque-là. 

Observation. L'importance de la considération du rapport 

—R— dans l'étude des lignes tracées sur une surface, a été si-
cos a 
gnalée pour la première fois par M. 0 . Bonnet, dans son Mé­
moire sur la théorie générale des surfaces (Journal de l'École 
Polytechnique, 32e cahier, 1848). Plus tard, et dans ses le­
çons au Collége de France, M. Liouville a donné à ce rapport 
une signification géométrique nouvelle, par l'introduction de 
la notion de l'angle de contingence géodésique. 

9. Théorème relatif à la distribution des plans tangents 
à une surface gauche:, le long d'une même génératrice de la 
surface. 

THÉORÈME. Un plan quelconque étant mené par une gé­
nératrice d'une surface gauche, la distance du point, suivant 
lequel ce plan est tangent à la surface, au point central O de 
cette génératrice, est proportionnelle à la tangente trigono-
métrique de l'inclinaison de ce plan sur le plan tangent au 
point central (CHASLES, Mémoire sur les surfaces gauches : 
Correspondance Mathématique et Physique, tome XI). 

Dans cet énoncé, on appelle point central d'une généra­
trice OA, le point où la droite 0 0 ' qui mesure la plus courte 
distance entre les deux génératrices infiniment voisines OA, 
O'A', s'appuie sur la première; ou plutôt la position limite de 
ce point. 

Démonstration. Soit 0 0 ' la plus courte distance entre la 
génératrice fixe OA et une génératrice variable O'A', infini­
ment voisine de la première: le point O sera infiniment voisin 



du point central . Désignons la plus tou r t e distance O O ' par 

w , l'angle des deux génératrices, 

ou son égal rt'OA, par w; et posons 

A = limite de - • 

Prenant, un point déterminé A de la génératrice O A . situé 

à une distance B. du point centra l , menons par ce point une 

droite AA', perpendiculaire à la génératrice OA , et rencon­

trant la génératrice infiniment voisine O 'A ' . (Il suffit, pour 

cela , de mener A a ' perpendiculaire à OA dans le plan a'OA , 

d'élever a 'A ' égale et parallèle à O O ' et de joindre AA'.) Les 

triangles rectangles A a 'A ' , O A a ' donnent les relations 

ou 

d'où , en mult ipl iant membre à membre et réduisant . 

Si l'on suppose maintenant que la génératrice O 'A ' se rappro­

che indéfiniment de la génératrice fixe OA , le second membre 

aura pour limite k .R. D'ai l leurs , les cordes infiniment pe­

tites O O ' et AA 'on t pour limites respectives des tangentes me­

nées à la surface par le point central , dont le point O se rap­

proche indéfiniment, et par le point fixe A ; et comme ces 

tangentes sont perpendiculaires à OA , et que leur angle me­

sure , par su i t " , l ' inclinaison cp des plans tangents menés à la 

surface par le point central et par le point A . on voit que le 

premier membre a pour limite tang çp, de sorte que l'on a 

(IV) tangt p = k . R; 

et cette formule démontre le théorème énoncé. 

Observation. ç> et R peuvent être regardés comme positifs 

dans la formule précédente, quand on l 'applique à la détermi-



nation d'un plan tangent unique. Mais si l'on veut fixer, sans 
ambiguïté, la position du plan tangent à la surface en un se­
cond point A' de la même génératrice, situé à une distance R' 
du point central, on devra, dans la formule analogue 

regarder <p' et R' comme positifs, ou négatifs, suivant que le 
nouveau point de contact A' sera situé, par rapport au point 
central, du même côté que le point A, ou du côté opposé. Il 
résultera d'ailleurs de cette convention que l'on aura tou­
jours, en désignant par ty l'inclinaison mutuelle des plans 
tangents en A et A', ip — <f — ?'i et, par suite, 

On voit que si R et R' sont de même signe, le dénomina­
teur de la formule précédente sera toujours different de zéro, 
et l'angle tfi différent d'un droit. Donc si les plans tangents 
en deux points d'une même génératrice d'une surf ace gauche 
sont rectangulaires, /e point central de cette génératrice est 
nécessairement compris entre leurs points de contact. 

CHAPITRE II. 
DES PROPRIÉTÉS DESCRIPTIVES COMMUNES A TOUTES LES LIGNES 

A DOUBLE COURBURE. 

10. La tangente en un point d'une ligne à double courbure 
est, ainsi que la tangente d'une ligne plane, la limite des po­
sitions occupées par une sécante tournant autour de ce point, 
de manière qu'un second point d'intersection do la sécante et 
de la courbe se rapproche indéfiniment du premier. 

11. Le plan osculateur en un point d'une ligne à double 
courbure est la limite des positions occupées par un plan pas­
sant par ce point, et par deux autres points de la courbe qui 



se rapprochent indéfiniment du premier . O n peut encore le 

considérer, soir, comme la l imile des positions occupées par un 

plan passant par la tangente au point considéré, et par un point 

infiniment voisin du p r e m i e r ; soit comme la limite d'un plan 

variable passant par cette même tangente , et parallèle à une 

tangente infiniment voisine de la première : et ces trois défini­

tions sont équivalentes. 

Pour le démontrer , concevons un cylindre passant par la 

ligne donnée abc, et dont les génératrices 

soient parallèles à la tangente at de cette 

ligne en a : ce cylindre est entièrement 

dé terminé , ainsi que son plan tangent 

en a; et nous allons voir que ce dernier 

représente , quelle que soit celle des trois 

définitions que l 'on adopte, le plan oscil­

lateur de la ligne abc au même point . En effet, 

Le plan mené , d'après la troisième définition par la tan­

gente at. , et parallèlement à une tangente infiniment voisine 

bt ' , est parallèle au plan tangent au cylindre en b, et a pour 

limite le plan tangent en a. 

Le plan mené , d'après la seconde définition , par la tangente 

at et par un point infiniment voisin b, renferme la généra­

trice du cylindre pour le point b, et une corde infiniment pe­

tite ba d 'une ligne cba située tout entière sur le cyl indre; il 

est donc infiniment voisin du plan tangent au cylindre en b. 

et a même limite que ce dernier , à savoir le plan tangent en a. 

Enfin, et relativement à la première définition, si l'on consi­

dère un cylindre variable, passant constamment par la ligne abc. 

et dont les génératrices soient parallèles à la droite; variable ac, 

on verra que le p lan variable abc, contenant toujours une géné­

ratrice v.'rt et passant en outre par une corde infiniment petite 

cb d 'une ligne située tout entière sur ce cyl indre , est infini­

ment voisin du plan tangent à ce cylindre en c : la limile de ce 

plan variable sera donc encore le plan tangent en a au cylin­

dre- l imi te , ou au cylindre défini précédemment. 



Remarque I. Il résulte, en particulier, de cette dernière 
partie de la démonstration, que la position du plan-limite de­
meure la même quels que soient les modes de convergence des 
points b et c vers le point a. 

Remarque II. La distance au plan oscillateur eu un point a 
d'un second point b de la courba infiniment voisin du premier, 
est un infiniment petit du troisième ordre. Cette distance est, 
en effet, un des côtés de l'angle droit d'un triangle rectangle 
ayant pour hypoténuse la distance du même point b à la tan­
gente at (distance du second ordre) ; l'angle opposé à ce coll­
­tant infiniment petit, parce qu'il mesure l'inclinaison du plan 
variable tab sur le plan osculateur en a, qui en est la limite. 

Remarque III. La plus courte distance entre deux tan­
gentes infiniment voisines at et bt' d'une ligne à double cour­
bure, est un infiniment petit du troisième ordre (Bouquet). 
La distance en question est, en effet, égale à la distance du 
point b au plan taO' mené par la tangente at parallèlement à la 
tangente bt' ; et cette dernière, à son tour, est égale à la dis­
tance du même point b à la tangente at, quantité du second 
ordre, multipliée par le sinus de l'angle formé par le plan tab' 
avec le plan tab. Or cet angle est infiniment petit, ainsi que 
son sinus, puisque les plans variables ta& et tab ont la même 
limite, à savoir le plan osculatcur en a. Donc, etc. 

Remarque IF. La tangente en un point d'une ligne à dou­
ble courbure est la limite de la droite d'intersection du plan 
oscillateur en ce point, et du plan oscillateur en un second 
point infiniment voisin du premier. Il suffit, pour le démon­
trer, d'imaginer un cône auxiliaire dont les génératrices soient 
parallèles aux tangentes de la ligne considérée : les plans tan­
gents du cône sont, en effet, parallèles aux plans osculateurs 
de la ligne à double courbure ; l'intersection de deux plans os­
cillateurs infiniment voisins est parallèle à l'intersection des 
plans tangents correspondants, et celle-ci a pour limite une 
génératrice du cône; donc, etc. 

12. On appelle angle de torsion d'un arc quelconque ab 



d'une ligne à double courbure l 'angle H des plans osculateurs 

menés à l 'origine et à l 'extrémité de cet a r c ; CL rayon de se­

conde courbure R , de la ligne en un de ses poin ts , la limite 

vers laquelle tend le rappor t de l'are élémentaire de cette ligne 

à l'angle de torsion correspondant, lorsque l 'origine de l'are 

demeurant fixe en ce p o i n t , sa longueur décroît indéfiniment. 

Le rapport inverse —- recevant le nom de seconde courbure; 

_L — — 

Par chaque point d 'une ligne à double courbure passent une 

infinité de normales à cette courbe , toutes situées dans le plan 

normal: celle d 'entre elles qui est située dans le plan oscula­

teur correspondant reçoit le nom de normale principale ; les 

normales principales relatives aux différents points d 'une ligne 

à double; courbure engendrant une surface gauche, la surface 

Hanche des normales. 

13. l 'angle de contingence E . la courbure totale ou 

moyenne d 'un arc fini quelconque, la courbure et le rayon de 

courbure (ou encore la première courbure et le rayon de pre­

mière courbure) en u n point dé te rminé , ont les mêmes défini­

tions dans une ligne à double courbure et dans une ligne plane. 

Ou doit ajouter cependant que le cercle de courbure , dont le 

rayon R, est défini par l 'équation R, = —-, e s t , en chaque 

po in t , situé dans le plan oscillateur correspondant , tangent à 

la courbe en ce po in t , et situé du même côté que celle-ci par 

rapport à la tangente. 

14. Le cercle osculateur en un point d 'une ligne à double 

courbure est la limite d 'un cercle variable passant par ce point 

et par deux autres points de la courbe infiniment voisins du 

premier ; on peut encore le considérer comme la limite d'un 

cercle variable tangent à la courbe au point considéré et pas­

sant par un second point de la courbe infiniment voisin du 

premier. 



En chaque point d'une ligne à double courbure, le cercle 
osculateur et le cercle de courbure coïncident; et le centre 
commun de ces cercles est situé sur la droite polaire relative à 
ce point; cette dernière n'étant autre chose que la limite de 
l'intersection du plan normal au point considéré et d'un plan 
normal infiniment voisin. Il suffira d'ailleurs, pour la démons­
tration , d'établir que le rayon du cercle osculateur est égal à 

celui — du cercle de courbure ; et que la distance du point 

considéré de la courbe à la droite polaire correspondante a la 
même valeur. 

Prenant à cet effet trois points infiniment voisins a, b, c de 
la courbe donnée, considérons la figure composée des tangentes 

aux points extrêmes at, cv, de la 
droite oo' intersection des plans 
normaux aux mêmes points, et du 
système des trois points a, b, c ; 
projetons orthogonalement toute 
celte figure en t'a'b'c'v' sur un plan 
parallèle aux tangentes at, cv; et 
soit o' le point auquel se réduit la 
projection de la droite oo' : a'o1 re­
présentant la distance du point a à 

cette droite, et o' étant le point de rencontre des normales 
en a' et c' de la ligne projetée. 

Dans la projection, et en vertu des propriétés des courbes 
planes, analogues à celles que nous voulons établir pour les 

dS' 
lignes à double courbure, le rapport •—r relatif à l'arc infini­
ment petit a'c', la distance a'o1 et le rayon du cercle a'b'c', 
ayant la même limite, sont mesurés par des nombres infini­
ment peu différents les uns des autres. De là, en revenant à la 
ligure primitive, et remarquant que la différence dS — dS'est 
du second ordre, que l'angle E est égal à l'angle E' ; la distance 
du point a à la droite oo' égale à la droite a'o', et enfin que le 
rayon du cercle abc diffère infiniment peu, d'après le lemme I, 



(voir page 8) , du rayon du cercle a'b'c': on conclura que le 

rapport — relatif à l 'arc infiniment petit abc de la ligne a 

double courbure pr imi t ive , le rayon du cercle abc, et la dis-

tance du point a à la droite intersection des plans normaux aux 

extrémités de cet arc, sont des quantités qui diffèrent infiniment 

peu les unes des au t res , et que leurs limites respectives sont 

égales : ce qui suffit à la démonstration. 

15. Considérant une ligne à double courbure quelconque . 

inscrivons dans cette ligne une ligne polygonale v.fjyàs... 

ayant ses côtés égaux, et menons , par les milieux m, m', m"... 

de ces côtés, des plans normaux à ces côtés. Ces plans se cou­

peront deux à deux et consécutivement, suivant les droites 

cs, c's', c"s",..., qui sont respectivement perpendiculaires 

aux plans a§y. fi'/ô•> yoz. .. de deux éléments consécutifs de 

la ligne polygonale p r i m i t h e , et qui rencontrent ces plans 

aux points c , c',c",..., centres respectifs des cercles a(Sy. 

(Syo,. . . , passant par trois sommets consécutifs de celte l igne: 

et les droites cs, c's', c"s",..., formeront elles-mêmes par leurs 

intersections successives une nou­

velle ligne polygonale ss's"... dont 

les sommets s, s''.... représen­

tent les centres des sphères afiyd, 

fiyâe,..., qui passent par quatre 

sommets consécutifs, de la ligne pr i ­

mitive. 

Prenant maintenant un point 

quelconque cl sur la droite es, joi­

gnons dm' qui coupe c's' en d', 

joignons ensuite rl'ru" qui coupe 

PVen d", d'' m'''qui coupe c''' V " 

en d'", et ainsi de suite. Et soit dd' d". . . la ligne résultante. 

L'égalité hypothétique des côtés de la ligne polygonale pr i­

mit ive , la définition des droites es et celle des points c entraî­

nent successivement les égalités cm = cm', c'm' = c'm", . . .-. 
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les égalités d'm'=d'm", d" m"=d" m'",.. . ,et enfin l'égalité 
des inclinaisons de d'm' et d'm" sur c'd', de d"m" et d" m'" 
sur c" d",.... Or, il résulte d'abord de ces dernières égalités . 
que la ligne dd' d". . . se transforme en une ligne droite par 
le développement sur un plan de la surface polyédrale, formée 
par les droites cs, c's',..., sur laquelle elle est tracée; et il ré­
sulte des précédentes que cette même ligne est une véritable 
développée de la ligne polygonale mm' m". . . qui a pour som­
mets les milieux des éléments de la ligne primitive; car si l'on 
conçoit un fil partiellement enroulé sur la ligne dd' d"d'", et 
dont la partie actuellement libre d'" m'" atteindrait par son 
extrémité le point m'"; et que l'on déroule ce fil de manière 
que sa partie libre soit successivement dirigée suivant les pro­
longements des côtés d'd" dd',... de la ligue d"d'd, l'extré­
mité de ce fil atteindra successivement tous les sommets m", 
m', m ,. . . de la ligne mm'm". 

Si donc on imagine que la longueur commune des côtés de 
la ligne polygonale <xfiy, inscrite dans la courbe primitive, di­
minue indéfiniment, et que l'on passe à la limite, on aura ce 
théorème : Les droites polaires relatives aux différents points 
d'une ligne à double courbure quelconque sont les généra­
trices d'une surface développable, la surface polaire; l'arête 
de rebroussement de cette surface est le lieu des centres des 
sphères osculatrices de la ligne primitive; et il passe par cha­
que point de la surface polaire une développée de la ligne pri­
mitive , la série tout entière de ces développées formant une 
série de lignes géodésiques de la surface polaire. 

Remarque. Les tangentes de l'arète de rebroussement de la 
surface polaire étant perpendiculaires aux plans osculateurs 
de la ligne primitive, les plans osculateurs de la première sont 
aussi perpendiculaires aux tangentes de .la seconde. Il en ré­
sulte que les angles de contingence et de torsion de la ligne 
primitive sont respectivement égaux aux angles de torsion et 
de contingence de l'arête de rebroussement ; le rapport de la 
première à la seconde courbure pour l'une de ces lignes étant 



égal à l'inverse du rapport analogue pour l'autre. (Fourier.) 

En ou t r e , les normales principales des deux lignas son/ pa­

rallèles. (Lemonnier.) Ces deux droi tes , en effet, sont situées 

dans un même plan, le plan normal de la première l igne, qui 

coïncide avec le plan oscillateur de la seconde; e t , dans ce 

plan , elles sont perpendiculaires à une même droi te , la droite 

polaire de la première ligne qui coïncide avec la tangente de 

la seconde. 

16. Revenant à la ligure précédente, supposons que l'on dé­

veloppe sur un plan la surface polyédrale formée par les droites 

es. c' s',...; et soient S S ' S " , C C ' C " . . . les lignes polygonales 

planes suivant lesquelles se transforment les lignes ss' s", 

ce' c"... : la ligne dd'd"... se transformera, dans ce développe­

men t , en une ligne droi te ; et tous les points m, m', m" , . . . 

de la ligne mm'm" viendront se réuni r en un même point O 

de cette droite. Or , les différents points c de la ligne ce' s 'ob­

tiennent, avant le développement, en abaissant, des points m . 

des perpendiculaires me sur les éléments prolongés de la ligne 

ss': et les distances me, ms sont alors infiniment peu diffé­

rentes des ravons du cercle et de la sphère passant par trois ou 

quatre sommets consécutifs de la ligne primitive v-fly: donc, et 

puisque les perpendiculaires me et les droites// '* sont toujours 

situées dans le plan de deux éléments consécutifs es, c's' de la 

ligne sis", la ligne CC'C" s'obtiendra, après le développement 

en abaissant d'un même point O des perpendiculaires sur les 

éléments prolongés de la ligne SS 'S" ; et les rayons vecteurs 

correspondants OC et OS de ces deux lignes représenteront, à 

un infiniment petit près, les rayons du cercle ou de la sphère 

passant, par trois ou quatre sommets consécutifs de la ligne 

primitive afiy. Dès lo rs , si l 'on conçoit que la ligne polygonale 

xfSy se rapproche indéfiniment de la ligne à double courbure 

considérée d 'abord, on parvient à ce théorème : 

Si on développe sur un. plan la surface polaire relative à 

une ligne à double courbure quelconque, le lieu des centres 

3 . 



de courbure de cette ligne se transforme suivant la podaire. 
relative à une certaine origine O, de l'aréte de rebroussement 
développée ; et les rayons menés du point origine à deux 
points correspondants de l'arête développée et de sa podaire, 
sont respectivement égaux aux rayons de la sphère osculatrice 
et du cercle osculateur pour le point correspondant de la ligne 
primitive. 

Ce théorème, dû à Lancrct, et demeuré depuis inaperçu, 
a été établi par ce géomètre à l'aide de considérations qui ne 
paraissent pas complétement rigoureuses. 

Remarquons, en effet, en reproduisant sa démonstration, 
que l'on peut construire toutes les développées de la ligne con­
sidérée, suivant la méthode connue, en prenant pour point 
initial, dans la description de chacune de ces lignes, chacun 
des points du lieu des centres de courbure. On reconnaît par 
là que chaque développée passe par un point de la ligne des 
centres, et qu'elle est en ce point perpendiculaire à la généra­
trice correspondante de la surface polaire; et, comme les dé­
veloppées sont des lignes géodésiques de cette surface, elles 
se transforment, par son développement, en des droites me­
nées par les différents points de la ligne des centres déve­
loppée, perpendiculairement aux tangentes correspondantes 
de l'arète de rebroussement développée. Or, ajoute Lancret 
( Correspondance Polytechnique, tome I , page 51), toutes les 
développées ayant dans l'espace un point commun, à savoir 
le point d'intersection de la ligne primitive et de la surface 
polaire, leurs transformées après le développement concou­
rent en un même point; ce qui est le théorème énoncé. 

On peut objecter à ce raisonnement qu'admettre l'existence 
d'un point commun aux développées et à la ligne primitive 
revient à supposer nul , en ce point, le rayon de courbure de 
cette dernière; si donc le rayon de courbure de la ligne pro­
posée ne s'annule jamais, le point commun, sur l'existence du­
quel reposait le raisonnement, n'existe pas; et la démonstra­
tion paraît en défaut. 

On pourrait croire cependant, et d'après notre démonstra-



tion même, que les développées ayant toujours un point 

commun 0 après le développement de la surface polaire , il en 

est de même avant le développement. Pous s'assurer qu ' i l peut 

en être au t rement , il suffit de remarquer qu 'un point quel­

conque, pris au hasard sur le plan où s'est effectué le déve­

loppement , est rée l , ou imaginaire , par rapport à la surfa ce 

pr imit ive , suivant que de ce point on peut mener une tan­

gente à l 'arête de rebroussement développée, ou que l'on ne 

peut en mener aucune. 

Remarque 1. La réciproque de la proposition précédente 

est v ra ie , quoique donnant lieu à une démonstration plus pé­

nible ; elle consiste en ce que toute podaire de l'aréte de re­

broussement développée d'une surface, est la transformée du 

lieu des centres de courbure d'une certaine ligne de l'espace 

ayant, pour surface polaire, la surface développable consi­

dérée. 

Remarque II. Les normales principales d'une ligne à dou­

ble courbure ne sont pas tangentes à lu ligne des centres de 

courbure, et celle-ci n'est une développée de la ligne primitive 

que dans le cas où cette, dernière est plane. En effet, si les 

normales principales étaient tangentes à la ligne des centres. 

comme elles sont situées dans les plans tangents de la surface 

pola i re , elles conserveraient la même propriété après le déve­

loppement de celle-ci sur un plan. Or, c'est ce qui n'a pas lieu, 

en général ; car on a vu que dans ce développement la ligne 

des centres se transforme dans la podaire , relative à une cer­

taine origine O de l 'arête de rebroussement développée: les 

normales principales devenant en même temps les rayons vec­

teurs de la podaire, par rapport à la même 

origine. Cette propriété négative cesserait 

cependant d'avoir l ieu si la podaire deve­

nai t une ligne droite passant par l 'or i ­

gine : mais alors les tangentes de l 'arête 

de rebroussement développée ; ou les génératrices de la sur­

face pola i re , seraient parallèles après et aussi , par suite. 



avant le développement ; la surface polaire se réduirai t à un 

cy l indre , l 'angle de torsion serait rigoureuscment nul dans 

toute l 'étendue de la ligne considérée, et cette ligne serait 

plane. 

17. Si une ligne à double courbure L est coupée à angles 

droits par les tangentes d'une ligne L', 

un arc quelconque de cette dernière, est 

égal à la différence des tangentes menées 

par ses extrémités et terminées à la ligine 

primitive dont elle est, par suite, une-

développée; elle est, en outre, situee 

tout entière sur la surface polaire rela­

tive à la ligne primitive, et ses normales 

principales sont parallèles aux tangentes de cette ligne. 

Démonstration. Si on développe, en effet, sur un p l an , la 

surface développablc ayant la ligne L' pour arête de rebrous-

sement , la ligne L , qui est une trajectoire orthogonale des 

génératrices rectilignes de cette surface, et la ligne L', se t rans­

forment en une ligne plane l et en sa développée l'; et cette 

seule observation démontre la première part ie de l 'énoncé. 

En ou t r e , chaque point de la ligne L' pouvant être considère 

comme la l imite d u point d'intersection de deux normales infi­

n iment voisines de la ligne primit ive, appart ient à l 'une des 

droites polaires de celle-ci ; et la ligne L' est dès lors située 

tout entière sur la surface polaire de la ligne primitive. Enfin 

les tangentes de cette dernière et les normales principales de 

la développée L' sont parallèles. Elles sont , en effet, situées 

deux à deux dans un même plan , — le plan langent de la sur­

face développable, qui coïncide avec le plan oscillateur de la 

ligne L ' : — et, dans ce plan , elles sont perpendiculaires à une 

même droite, — la génératrice de la surface, qui coïncide avec 

la tangente de la ligne L'. 

COROLLAIRES. 1. Une ligne à double courbure n'admet 

qu'un seul système de développées, défini précédemment, et 



représenté par une série de lignes géodésiques dela surface 

polaire relative à cette ligne. 

2. Les développées d'une ligne plane forment une série de-

lignes géodésiques d'un cylindre ayant, pour section droite la 

développée plane de la ligne proposée. Évident. 
2'. Une ligne dont l'une des développées est une hélice 

cylindrique est. nécessairement plane. Les tangentes de la ligne 

considérée sont en effet parallèles aux normales principales de 

la developpée-, et ees dernières , dans le cas actuel , sont paral­

lèles à un même plan. ( Voir c i -après , chapitre VI.) 

3. Les développées d'une ligne sphérique forment, une série 

de lignes géodésiques d'un cône concentrique à la sphère et 

ayant pour base, sur celle-ci, la développée sphérique de la 

ligne proposée. (Voir ci-après, chapitre III.) 

3 ' . Si l'une des développées est une ligne géodésique d'un 

cône, la courbe primitive est. une ligne sphérique ; la sphère qui 

la contient est concentrique au cône; et le rayon de la sphère 

qui aboutit à un point quelconque de la courbe fait un angle 

constant avec la tangente correspondante de la développée. 

(Vieil le, Compléments d'analyse et de Mécanique, p 80.) 

En effet , par le développement du cône sur un plan , la ligne 

géodèsique considérée L', et toutes ses tangentes, se trouvent 

développées, ou rabattues, suivant une môme ligne droi te : en 

même temps , et en vertu de la première partie du théorème 

contenu dans le ri> 17, les difi'érents points de la ligne pr imi­

tive L, situés d'abord sur les tangentes de 

la ligne L', viennent se rabattre sur un 

même point de cette droite. Or la distance 

de ce point unique au sommet du cône 

développé représente la commune dis­

tance du sommet du cône à tous les points 

de la ligne primitive L, qui appartient dès 

lors à une sphère concentrique au cône; et l'inclinaison de la 

droite qui mesure cette distance sur la droite, transformée de 

la ligne géodèsique primit ive, représente l 'inclinaison constante 

du rayon de la sphère aboutissant à un point quelconque de 



la ligne primitive sur la tangente correspondante de la déve­
loppée. 

3". Les développées d'une hélice sphérique forment une 
série de lignes géodésiques d'un cône de révolution. (Voir 
ci-après, chapitre III.) 

CHAPITRE III. 
ÉLÉMENTS DE GÉOMÉTRIE SPHÉRIQUE INFINITÉSIMALE. 

I. 

De l'arc de grand cercle tangent, à une ligne sphérique. 

18. Une ligne sphérique quelconque, appartenant à une 
sphère de rayon i, étant représentée par une équation entre 
les coordonnées polaires sphériques p et w : l'inclinaison V 
sur le rayon vecteur p de l'arc de grand cercle tangent au 
point correspondant de cette ligne; la sous-tangente et la sous-
normale, seront définies par les équations 

(I) 

( 2 ) 

(3) 

La première peut être employée dans la recherche des liai­
sons qui doivent exister entre deux courbes conjuguées, égale­
ment inclinées sur chacun des rayons vecteurs issus d'une 
même origine. On aura, en effet, pour ces deux courbes, 

d'où 



ou 

(a) 

Les lignes sphériques ainsi conjuguées, projetées stéréo-

graphiquement sur le plan tangent mené par l 'origine des 

rayons vecteurs, se transforment suivant deux courbes sem­

blables, ou suivant deux courbes réciproques. 

Il existe, dans le plan , entre deux courbes réciproques , une 

telle dépendance, que la sous-tangente de l'une et. la sous-

normale de l'autre sont les facteurs d'un produit constant. 

Cette propriété ne se conserve pas dans les lignes sphériques 

correspondantes: car on a , pour ces dernières . 

19. Une courbe sphérique à plusieurs foyers f1 f2 

étant représentée par l 'équation différentielle 

.4) 
la position de l'arc de grand cercle normal à celle courbe, et 

formant avec chaque rayon vecteur p un angle positif ou négatif 

représenté par V, sera déterminée par l 'équation 

(4') 

Applications, i . Que la courbe considérée soit une con~ 

choïde sphérique ayant pour base une ligne quelconque, mais 

dont on sache construire l 'arc tangent, ou l'arc normal . L'équa­

tion de cette dernière étant p — c ( w ) . l 'équation de la con-

choïde sera 

d'où 

La conchoïde et la courbe qui lui sert de base ont par consé­

quent même sous-normale [voir la formule (3) ] ; et ce résultat 

renferme la construction de l'arc n o r m a l , à laquelle conduit 

aussi la théorie des centres instantanés de rotation. 

2. Que la courbe considérée soit la podaire pp' d'une 
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ligne aa' par rapport à l 'origine 0 . Si l'on considère la 

courbe a a ' supplémentaire de la ligne aa', on reconnaît aisé­

ment que la supplémentai re et la podaire sont , relativement 

à l 'origine O, deux courbes à rayons vecteurs complémentaires. 

Leurs perspectives sur le plan langent en O , le point de vue 

étant au centre de la sphère, sont donc par rapport à l 'origine O 

deux lignes à rayons vecteurs réciproques; et les perpendicu­

laires abaissées de l 'origine sur les tan­

gentes en des points correspondants de ces 

lignes sont également inclinées sur le 

rayon vecteur commun. La même p r o ­

priété subsiste donc sur la sphère, et les 

arcs de grand cercle 0q, oh, abaissés de 

l 'origine perpendiculairement sur les arcs 

tangents en p et en x aux lignes pp' et au', sont également 

inclinés sur le rayon vecteur comme poa. Mais le dernier de 

ces arcs perpendiculaires est le prolongement de l'arc ou: 

donc, sur la sphère, comme dans le plan, le rayon vecteur de 

lu première podaire pp' divise en parties égales l'angle formé 

par las rayons vecteurs de la ligne primitive aa ' et de la 

seconde podaire qq ' . Si la ligne primitive se réduit à un point, 

la podaire est l'ellipse sphérique décrite par le sommet de 

l'angle droit d 'un triangle rectangle, construit sur une hypo­

ténuse fixe. 

3 . L arc normal à la courbe ù plusieurs foyers représentée 

par l 'équation 

(c) 
ou 

dans laquelle m1 , m2,... désignent des nombres constants. 

est défini par la formule (4 ) , 

ou 

(c') 



p,, pt. . . désignant les a rcs , perpendiculaires à l 'arc normal. 

menés par les foyers J",, / , , . . . ; et sin/>,, s i n / ; , , . . . les dis­

tances, positives ou négatives, des mêmes foyers au plan de 

l a ï c normal . L'équation (c') exprime donc que le plan delar< 

normal passe par le centre de gravité G des masses m,. /«.. , . . . 

placées respectivement aux foyersJ\, f t , . . . ; ou que l 'arc noi -

mal lui-même passe par un point fixe g, extrémité du rayon 

cGg : et la courbe représentée par Véquation (c) est un petit 

cercle fie la sphère, ce qui est peut-être un théorème nouveau. 

Remarque. On peut parvenir directement à ce dernier 

résultat , en remarquant que le premier membre de l 'équa­

tion (c) représente le m o m e n t , par rapport au plan du grand 

cercle ayant pour pôle un point quelconque de la courbe con­

sidérée, d 'une masse fx= m,-+- w 8 - | - . . . placée au centre de 

gravité G des masses m, , m2,. . . distribuées aux divers foyers 

j\i fît • • • '• la distance du centre de gravité à ce plan est dora 

constante; ce plan roule sur un cône de révolution autour de 

l'axe c G ; le grand cercle qu'il détermine sur la sphère a pour 

enveloppe le petit cercle qui sert de base à ce cône; et la courbe 

primitive enfin, ayant pour supplémentaire u n petit cercle, est 

elle-même un petit cercle. 

4- Proposons-nous enfin, comme dernière application, de 

construire 1 arc normal a la 

cnurbeCC'décri te pa r l e som­

met libre d 'un triangle A B C 

d'aire constante , construit 

sur une base fixe AB. C , C 

étant deux points inflniment 

voisins de la courbe considé­

rée , les triangles infinitési­

maux A C C , R C C sont équivalents , et Ton a 

(1 — cosAC)rf« = ( i — cosBC)</p. 

On trouve d 'a i l leurs , dans chacun de ces triangles, 

sin AC. da. = CC. cos ACN, sin BC. d p = CC. cosBCN, 



CN étant l 'arc normal ; et dx, dp désignant les angles infini­

ment petits CAC', CBC' : et l'on déduit de la combinaison de 

toutes ces relations 

ou 

(d) 

Or, si l'on prolonge les arcs AC, BC jusqu 'aux points A', B' d ia ­

métralement opposés à A et à B, et si on désigne par a et [3 les 

points milieux des arcs CA', CB' ; l 'équation précédente pourra 

être remplacée par celle-ci : 

( d ' ) 

qui exprime que l 'arc normal CN passe par le point de con­

cours des arcs menés par a et [3 perpendiculairement aux arcs 

CA', CB' ; ou par le pôle du petit cercle de la sphère déterminé 

par les deux points fixes A', B et par le point C. Et il résulte 

de là , non-seulement la solution du problème proposé , mais 

encore la détermination de la nature de la courbe considérée, 

ou la démonstration du théorème de Lexell. On voit, en effet, 

que la courbe considérée et le cercle A'B'C sont tangents l 'un 

à l 'autre en C : cette courbe ne peut donc être qu 'un cercle dé -

terminé passant par les points A' et B', ou l 'enveloppe d u n e 

suite de cercles passant par ces mêmes po in t s ; mais cette der­

nière hypothèse est inadmissible, puisque l 'enveloppe se ré­

duirai t aux deux points directeurs A' et B'; donc , etc. 

Remarque 1. L'équation (d) exprime encore que l'arc nor­

mal en c. est perpendiculaire à l'arc de grand cercle mn qui 

joint les milieux des côtés AC et BC : d'où cette construction 

donnée par Gudermann [Grundriss der Analytischen Spharik, 

p . 147) du pôle N du petit cercle : Mener l'arc de grand cercle 

perpendiculaire sur le milieu p de la base donnée AB; et. 

prendre sur cet. arc , à partir de son point de rencontre q avec 

I arc mn , une longueur qN égale à un quadrant. 



Remarque 1I. L ' interprétat ion précédente de l 'équation (d) 

conduit encore à une première définition des polygones d 'a ire 

maximum inscrits dans une courbe donnée, à savoir que l'arc 

normal à la courbe circonscrite en chacun des sommets du 

polygone maximum doit, être perpendiculaire à l'arc de grand 

cercle joignant les milieux des côtés adjacents. Il en résulte 

eu part icularisant la courbe donnée , que de tous les polygones 

sphériques, d'un même nombre de côtés, inscrits dans un petit 

cercle, le polygone régulier est maximum d'aire. Si la courbe 

donnée est une ellipse sphér ique, la dernière définitiou du 

polygone maximum inscrit paraît offrir une tout autre diffi-

culté, même dans le cas le plus simple où le polygone se réduit 

à un triangle. (Voir Steiner, Journal de Mathématiques. 

1841, page 170.) 

II. 

Cercle de courbure, cercle oscillateur et développée d'une 

ligne sphérique quelconque.. 

20. PROPOSITIONS PRÉLIMINAIRES. — L E M M E 1. Deux pents 

cercles de la sphère étant tangents intérieurement en un 

point, la différence de leurs ordonnées curvilignes correspon­

dantes, terminées au. grand cercle tangent au point commun, 

est un infiniment petit du second ordre, ou du troisième 

(l'abscisse commune étant, du premier), suivant que la diffé­

rence des rayons des deux cercles est finie ou infiniment petite. 

Démonstration. L'abscisse commune étant du premier 

ordre, l 'ordonnée de chaque cercle est du second, et il eu est 

de même de la différence des ordonnées, si la différence d e 

rayons est finie. D'un autre côté s i , 1 abscisse commune de­

meurant fixe, la différence des rayons décroît indéfiniment, la 

nouvelle différence des ordonnées décroîtra de même indéfini­

ment ; et son rapport à la dillérence primitive, déjà du second 

o rd re , tendra vers zéro : ce qui veut dire que cette nouvelle 

dillérence est du troisième ordre. 

LEMME, II Étant donné un arc infiniment, petit a Mb 



d'une courbe sphèrique quelconque, il existe toujours entre 

les extrémités de cet arc un point M tel, que l'arc de grand 

cercle normal à la courbe en ce point soit perpendiculaire à 

l'arc de grand cercle ab qui réunit ses extrémités. En outre, 

la distance de ce point. M à l'arc ab est du second ordre ; et. 

le grand, cercle joignant le point M au milieu de la corde ah 

fait avec l'arc normal en M un angle nul, ou fini, mais tou­

jours différent d'un droit. 

Démonstration. Abaissons d'un point m de l 'arc consi­

déré a m M b un arc de grand cercle perpendiculaire sur la 

corde ab, et menons par ce même point un arc de grand cercie 

tangent à la courbe en ce point, et dirigé dans le sens ab. La 

longueur du segment intercepté par ces deux arcs sur la 

corde ab est très-voisine d 'une demi-circonférence, ou de 

zé ro , quand le point m est très-voisin de l 'origine a, ou de 

l 'extrémité b; et elle varie d'ailleurs 

d 'une manière continue si le point 

m décrit lu i -même l 'arc aMb d'un 

mouvement continu. Le segment in­

tercepté sera donc exactement égal à 

un quad ran t , pour une certaine position intermédiaire M du 

point décrivant ; et à cet instant l 'arc normal à la courbe en M 

coïncidera avec l 'arc perpendiculaire à la corde a b . D'ailleurs 

la distance de ce point M à la corde ab est évidemment du 

second ordre; et l 'arc qui mesure cette distance forme avec 

celui qui jo int le point M. au milieu de la corde ab un angle, 

nul ou fini , mais toujours différent d 'un droit . Cet angle, en 

effet. est rigoureusement nul quand la courbe est un cercle, et 

ne peut être supposé droit quand ht courbe est quelconque : 

car ce serait admettre que l 'arc tangent en M coupe la corde ab 

entre ses extrémités. 

2 1 . Cercle de courbure géodésique. On appelle courbure 

géodésique totale d'un arc déterminé d 'une ligne sphér ique, 

l'angle extérieur formé par les arcs de grand cercle tangents 



aux extrémités de cet arc , ou l 'arc qui mesure cet angle dans 

la circonférence de rayon i ; courbure géodésique moyenne du 

même a r c , le rappor t de la courbure totale à la longueur de 

l 'arc, et enfin courbure géodésique de la ligne considérée, en 

chaque point de cette ligne, la l imite —°- vers laquelle tend la 

courbure moyenne d 'un arc variable de cette ligne, avant pour 

origine fixe le point considéré et décroissant indéfiniment. Si 

la ligne considérée est un petit cercle de la sphère, la courbure 

géodésique moyenne d'un arc quelconque est constante, et me­

surée par , 8 désignant le rayon, sphérique du petit cercle. 

On appelle enfin cercle de courbure géodésique en un point 

d 'une ligne sphérique le petit cercle de la sphère tangent à 

cette ligne en ce point , situé du même côté par rapport au 

grand cercle tangent, et ayant même courbure que cette ligne 

en ce point. Le rayon sphérique 6 de ce cercle est donc défini 

par l 'équation 

ds désignant l'arc élémentaire de la ligne considérée. et v-

l'angle extérieur des arcs de grand cercle tangents aux extre-

mités de cet arc, ou l 'angle de contingence géodésique : et le 

pôle de ce cercle est appelé le centre de courbure géodésique. 

ou le centre de courbure sphérique de cette ligne, pour le point 

considéré. 

THÉORÈME 1. Le centre de courbure sphérique d'une ligne 

on un de ses points coïncide avec lu limite du point d'inter-

section de l'arc de grand cercle normal à la ligne en ce. point. 

et d'un second arc normal, infiniment voisin du premier. 

Démonstration. Deux arcs tangents infiniment voisins et 

les arcs normaux correspondants forment 

un quadri latère sphérique birectangle 

oatb, dont l 'aire est mesurée par l 'une 

ou l 'autre de ces expressions o — c . . 

o (i — c o s oa) : la première exacte: et la 



seconde supposant l'omission des infiniment petils du second 

o rd re , s*. On a donc 

(a) 

d'ailleurs 

et l'on déduit de ces deux relations 

ou 
C. Q. F. D. 

On peut encore établir cette proposition en remarquant que 

les prolongements des arcs ao, bo sont normaux en a' et b' à 

la ligne a'b' supplémentaire de la proposée ab, et que l'arc 

élémentaire a'b' de la supplémentaire mesure l'angle de con­

tingence géodésique correspondant e de la proposée. On a 

donc 

22. Le cercle oscillateur en un point a d 'une courbe sphé-

rique abc étant, par définition, la limite d 'un cercle variable 

passant constamment par ce point et par deux autres b et c de 

la courbe infiniment voisins du premier , le cercle osculateur 

en chaque point d 'une ligne sphérique coïncide avec le cercle 

de courbure sphérique au même point , et c'est ce qui résulte 

du théorème suivant. 

THÉORÈME I I . Le. pôle du cercle osculateur (qui est evi­

demment un petit cercle de la sphère) coïncide avec la limite 

du point d'intersection de deux arcs normaux infiniment 

voisins. 

Démonstration. Soient o le pôle du petit cercle passant par 

a, b , c ; m et n les milieux des arcs de grand cercle ab et bc; 



M et N les points des arcs ab et bc de la ligne considérée. 

pour lesquels, suivant le Lemme II , les 

arcs normaux M u , Nv sont perpendicu­

laires aux cordes ab et bc; O le point 

d'intersection de ces arcs , et w le point de 

rencontre de NO et de mo. 

Les angles m M u , nNv étant différents 

d 'un droi t , et Mu , Nv étant du second ordre , 

il en est de même de mu, nv. Il en résulte que les segments 

O w, ow sont du premier ordre , ainsi , par su i te , que la dis­

tance O o . Le point de rencontre de deux arcs normaux consé­

cutifs et le pôle du cercle variable abc sont donc infiniment 

voisins, et les limites de ces points coïncident. c. Q. F. D. 

On peut encore regarder le cercle oscillateur comme la limite 

d'un cercle variable langent, en a à la courbe considérée, et 

passant par un autre point b de la courbe, infiniment voisin 

du premier. Conservons, en effet, la même figure, et menons, 

en ou t re , l 'arc normal en a qui rencontre en I et /' les arcs 

M u O , mo. On reconnaît encore que le segment Ii est du p re ­

mier o rdre , ou que le pôle i du cercle variable dont il s'agit 

est infiniment voisin du point de rencontre I des arcs normaux 

en a et M ; et, par sui te , que les limites de ces points coïn­

cident. 

THÉORÈME III. Une ligne sphérique ab et le cercle oscula­

teur de cette ligne en un point A étant rapportés au grand 

cercle tangent en ce point, la différence des ordonnées cur­

vilignes des deux courbes est du troisième ordre, l'abscisse 

commune étant du premier. 

Démonstration Considérant le petit cercle de pôle i, tangent 

à la courbe en a et passant par le point b; menons an point b 

de ce cercle l 'ordonnée bp rencontrant en b' le cercle oscula­

teur de la courbe au point a. Les deux cercles ab' et ab étant 

tangents en a et leurs ravons étant infiniment peu différents 

puisque, d'après le théorème précédent.. le premier es', la l i ­

mite du second: le Lemme I est applicable, et la différence bb' 

5 

cercle.de


de leurs ordonnées est du troisième ordre. Or, le point b appar­

tenant à la courbe primitive e l le-même, bb' est aussi la diffé-

rence des ordonnées de la courbe et du cercle osculateur; et le 

théorème est démontré . — L a réciproque est vraie et s'établit 

aisément. 

2 3 . THÉORÈME IV. Chacun des arcs normaux à une courbe 

sphérique quelconque est tangent à la développée sphérique 

de celte ligne, c'est-à-dire à la courbe formée par les intersec­

tions successives des arcs normaux à cette ligne; et l'arc élé­

mentaire de la développée est. égal à la différence correspon­

dante des rayons de courbure sphérique de la ligne primitive. 

Démonstration. Soient a,b, c , . . . , des points successifs 

de la ligne pr imi t ive , et o , o ' . . . , les 

points d'intersection des arcs normaux à 

celle ligne en a et b, en b et c , etc. 

Soient, en ou t re , x la limite de o quand 

on suppose que , a étant fixe, b se r a p ­

proche indéfiniment de a, [3 la limite de 

0' quand on suppose que, b étant fixe, c se 

rapproche indéfiniment de b , etc. , et soit 

#j3 la courbe formée par tous ces points l imites , ou la déve­

loppée. 

1). Si l'on abaisse l 'arc xp perpendiculaire sur (iob, on a 

dans le triangle opx, 

Or le segment ox est du premier o rd re . puisque le point x est , 

par définition, la limite du point o ; il en est de même de 

l 'angle o , puisque les points a et b sont infiniment voisins; la 

distance xp es t , par su i t e , du second o rd re ; et ce résultat 

suffit pour établir que l 'are (ib est tangent en 8 à la courbe z ji, 

dont l 'arc a (3 est d'ailleurs du premier ordre . 

2) . En second l ieu , la différence des arcs oa et ob étant au 

moins du second ordre (ou peut, en effet, établir qu'elle est du 



t rois ième), on peut poser, en négligeant les infiniment petits 

de cet o rd re , 

ou encore 

ou enfin 

en remplaçant xo-\-ofi par son égal, au troisième ordre 

prés , arc « | j . 

COROLLAIRE. Un arc fini quelconque x\ de la développée, 

correspondant à l'arc al de la ligne primitive, est égal à la 

différence 1/ — ax des rayons de courbure sphérique de cette 

ligne en ses extrémités a et. 1. De plus , Concevant, un fil par­

tiellement enroulé sur la développée xl et dont l'extrémité 

coïnciderait actuellement avec le point a , et déroulant ce fil. 

la portion libre sera toujours dirigée suivant un grand cercle 

et. son extrémité venant coïncider successivement avec les 

points a, b,. . . , décrira la ligne primitive tout entière. 

24. Rayons de première et de seconde courbure d'une ligne 

sphérique; relation entre ces rayons, et représentation géo­

métrique du rayon de seconde courbure. 

Notation. Nous désignerons, dans tout ce qui su i t , les an­

gles de contingence et de torsion en chaque point d 'une ligne 

sphérique par les lettres e et h ; l'are élémentaire par ds, les 

rayons de première et de seconde courbure par r, et r. e t , 

comme précédemment, l 'angle de contingence et le rayon de 

courbure géodésiques par e et r; enfin la lettre 0 désignera 

l 'inclinaison du plan osculateur sur le plan tangent à la sphére; 

au même point . D'ai l leurs , quand nous aurons à considérer, 

en même temps que la ligne pr imi t ive , sa développée sphéri­

q u e , nous désignerons les éléments analogues de celle-ci par 

les mêmes lettres accentuées. 

Cela posé , le rayon de première courbure r, d 'une ligne 

sphér ique, ou le rayon du cercle osculateur, n'est autre chose. 

5. 



d'après le Théorème II, que le rayon du cercle de courbure géo-
désique. Or le rayon sphérique 9 de ce dernier étant défini par 
l'équation 

on a , pour son rayon dans le plan, 

(5) 

les angles de simple contingence et de contingence géodésique 
étant liés par la relation 

(6) 

déjà établie d'une manière générale, et dans laquelle 0 désigne 
l'inclinaison du plan oscillateur sur le plan tangent à la sphère : 
et l'on déduit aussi de ces deux dernières équations, 

(5,6) 

pour l'angle de contingence absolue de la ligne considérée. 
D'un autre côté, la surface polaire relative à une ligne sphé­

rique quelconque se réduisant à un cône dont le sommet est au 
centre de la sphère, et ayant pour base sur celle-ci la dévelop­
pée sphérique de cette ligne , d'après les Théorèmes II et IV, 
l'angle de deux génératrices consécutives de ce cône, ou l'angle 
de torsion de la ligne considérée, est mesuré par l'arc élémen­
taire de la développée, qui est lui-même égal à dd. On a donc, 
pour le rayon de seconde courbure , 

ou 

et si l'on a égardà cette relation, en différentiant l'équation (5) 
par rapport à s, il vient 

ou 



dont la combinaison avec l'équation (5) fournit, par l'élimina­
tion de 0, la relation découverte par M. J.-A. Scrret, entre les 
rayons de première et de seconde courbure d'une ligne sphé-
rique, 

(7) 

Enfin, si l'on considère, en même temps que la ligne pro­
posée l, sa développée sphérique l', on a déjà vu que l'arc élé­
mentaire de cette dernière mesure l'angle de torsion de la pro­
posée, et l'on aperçoit aisément que son angle de contingence 
géodésique est égal à l'angle de simple contingence de la pro­
posée : 

et si l'on divise ces équations membre à membre, on trouvera 
pour le rayon de courbure géodésique de la développée 

(8) 

Cette équation peut s'écrire 

a, a', a'' désignant trois points correspondants de la ligne pro­
posée, de sa développée et de la développée: de cette dernière: 

et comme le triangle rectangle aa'a" four­
nit la relation 

on a 

Ainsi, en chaque point d'une ligne sphérique, le rayon de 
seconde courbure est mesuré parla tangente trigonométrique 
de l'inclinaison, sur cette ligne, de l'arc de grand cercle qui 
joint le point considéré au centre de courbure sphérique cor­
respondant de la développée. 



25 . THÉORÈME Y. Une ligne sphérique dont la première 

courbure (courbure absolue, ou courbure géodésique) est con­

stante, est un petit cercle de la sphère. 

Démonstration. Le rayon de première courbure étant con­

stant , il résulte de la formule (6) que l ' inclinaison du plan 

oscillateur de la ligne considérée sur le plan tangent à la sphère 

est aussi constante : donc , le plan oscillateur de cette ligne est 

un plan fixe , et cette ligne est un petit cercle; ou bien le plan 

osculateur roule sur une sphère concentrique à la p remière , et 

d 'un rayon égal à cosO. Mais ; dans cette seconde hypothèse, 

l ' intersection de deux plans osculaleurs successifs serait tan­

gente à la sphère in té r ieure , et l 'on sait , au contra i re , que 

celte intersection est tangente à la ligne considérée et, pa r suite, 

à la sphère extér ieure: cette hypothèse est donc inadmissible , 

et le théorème se trouve établi. 

26. La détermination de la ligne sphérique dont la seconde 

courbure est constante , présente de plus grandes difficultés. 

La représentation sphérique de r, que nous avons indiquée 

dans le n ° 2 4 , conduit cependant à une propriété de cette ligne, 

qui peut être utile pour sa définition ultérieure : à savoir que 

le grand cercle joignant un point quelconque de cette ligne 

au centre de courbure sphérique correspondant de sa déve­

loppée , coupe la ligne proposée sous un angle constant. 

Il résulte encore de la définition même de cette courbe et des 

liaisons qui existent entre une ligne sphérique quelconque et 

sa développée, que un arc quelconque de la courbe est pro­

portionnel à l'arc correspondant de sa développée sphérique. 

Cette propr ié té , ou la relation équivalente 

se transforme, à la l imi t e , quand le rayon de la sphère aug­

mente indéfiniment, en celle-ci 

o et o' désignant les rayons de courbure de la courbe plane 



transformée et de sa développée; et cette équation représente 

une spirale logari thmique. O r . la loxodromie sphérique 

transformant aussi en une spi ra le , dans les mêmes circon­

stances, la possibilité de l ' identité de ers deux lignes sphéri-

ques résulte de cette analogie. Mais nous verrons un peu plus 

loin que l 'expérience contredit cette induction , et que la ligne 

sphérique dont la seconde courbure est constante n'est pas 

une loxodromie. 

Observation. On vient de supposer que a la relation 

- = constante ayant. lieu entre les rayons de courbure cor­

respondants d'une ligne plane 1 et de sa développée 1', cette 

ligne est nécessairement une spirale logarithmique. Cette 

proposit ion, que nous aurons d'ailleurs à employer dans la 

suite, peut être établie en quelques mots de la manière sui­

vante : 

Si l'on désigne par a, a', a", trois points correspondants de 

la ligne l , de sa développée l' et de la développée l" de celte 

dern iè re , la relation donnée exprime d'abord que l 'hypoté­

nuse, aa" du triangle aa' a" coupe la ligne l sons un angle 

constant . D'ailleurs les éléments correspondants des deux 

lignes l, l' é t an t , par suile de la même relat ion, dans un 

rapport constant , les lignes l, l' sont semblables, leurs élé­

ments homologues étant rectangulaires. Enfin la ligne l' étant 

semblable à la ligne l e s t , comme celle-ci, semblable à sa 

développée l", les éléments homologues de ces deux lignes étant 

encore rectangulaires. Il en résulte que les lignes l, l" sont 

semblables entre elles et scmblablement placées. Donc la 

droite aa", qui jo int deux points homologues de ces lignes et 

qui coupe déjà la ligne l sous un angle constant , passe par un 

point fixe o, centre de similitude de ces l ignes; et la ligne l 

est une spirale logari thmique. 

27 . THÉORÈME VI. Toute hélice sphérique est une dévelop­

pante d'un petit cercle de la sphère. 

Première démonstration. Pour que la ligne considérée soit 



une hélice sphérique, il faut et il suffit, d'après un théorème 
dû à M. Bertrand, et que nous établirons plus loin , que le 

rapport de ses deux courbures — demeure constant, ou, 

d'après la formule (8), que le rayon de courbure sphérique 9' 
de la développée demeure constant : ce qui exige que cette 
développée soit un petit cercle, la courbe considérée étant dès 
lors une développante de ce petit cercle. 

Seconde démonstration. On peut parvenir autrement à 
ce résultat en remarquant que la courbe formée par les extré­
mités des arcs de grand cercle tangents à une ligne sphérique 
quelconque, et égaux à des quadrants, peut être regardée 
comme le lieu des extrémités des rayons de la sphère parallèles 
aux tangentes de cette ligne : si donc cette dernière est une 
hélice, la courbe auxiliaire sera un petit cercle de la sphère. 
Or, on reconnaît aisément que la développée sphérique de la 
ligne primitive et la courbe auxiliaire sont, dans le cas géné­
ral , deux lignes supplémentaires, ayant par suite même déve­
loppée; et comme, dans le cas actuel, la développée de la 
courbe auxiliaire se réduit à un point, il en est de même de la 
développée seconde de l'hélice sphérique, et la première déve­
loppée de celte ligne se réduit à un petit cercle de la sphère. 

c. Q. F. D. 

Enfin, on parvient encore à ce résultat par les considéra­
tions ordinaires, en remarquant que la surface polaire relative 
à la ligne cherchée est un cône concentrique à la sphère, et 
ayant pour base sur celte dernière la développée sphérique de 
celte ligne. Or la ligne considérée étant une hélice, le cône, 
qui en est la surface polaire, est de révolution; et sa base sur 
la sphère, ou la développée sphérique de l'hélice, est un petit 
cercle. 

28. Expressions diverses du rayon de courbure géodésique 
d'une, ligne sphérique. 

1). Soit une ligne sphérique quelconque aa, dont chaque 
point est défini par sa distance sphérique p à un point fixe A, 



pris sur la surface de la sphère, et par l'angle.' w que le grand 

cercle qui mesure cette distance fait avec le grand cercle 

fixe Ax. Menons les rayons vecteurs sphé-

riques Art = p, Aflj = p -+- dp, ainsi que 

les arcs de grand cercle at, a,t tangents 

à la courbe en a , a% \ décrivons, du point 

A comme pôle, l'arc de petit cercle ax et 

menons les rayons c a , ca, de ce cercle; 

désignons enfin par V et V+dV les an­

gles aigus sous lesquels les arcs A a , Aa , coupent la courbe 

en a ,a , ; et par dw 1 angle a A a, ou son égal acx. 

Le triangle a a « i , rectangle en a , donne d'abord pour l'arc 

élémentaire de la ligne considérée 

(a) 

la substitution de la portion de zone A a au quadrilatère 

sphérique Aata, et l 'évaluation directe de l 'aire de ce dernier 

fournissent ensuite l'égalité 

ou 

(b') 

Cela posé, si l'on prend d'abord l'angle w pour variable in­

dépendante, on aura , comme on sait. 

d'où 

Cette valeur, substituée dans la formule (b), donne la valeur 

du rapport. —-; et comme la formule (a) fournit l'expression 

du rapport — > en divisant ce rapport par le précédent on 

6 



trouve enfin 

(9) 

Supposons, en second l ieu , que l'on prenne l'arc s pour-

variable indépendante, on aura dans le triangle axa 

d'où 

On déduit d'ailleurs de la formule ( a ) , 

(a') 

et si l 'on porte ces valeurs dans l 'équation ( b ) , préalablement 

divisée par ds, on trouve 

(9') 

2) . Enfin, en désignant par p l 'arc de grand cercle abaissé 

de l 'origine des rayons vecteurs sur l 'arc tangent au point a 

de la ligne considérée, et regardant p et p comme formant 

un système particulier de coordonnées, on a , en généralisant 

une formule d 'Euler , 

(9") 

Pour établir cette formule le plus simplement possible, s u b -
Fig. 19. stituons à la courbe considérée son cercle 

osculateur en a, dont le pôle est a'; me ­

nons Art' , posons aa'=Q et A a ' = x. 

Le triangle rectangle Apa donne 

sin/i = sin 0 .sin Aeip = sinp cos Ac«' ; 

et si l'on substitue cette valeur dans la formule 



fournie par le triangle A a a ' , il vient 

d' où 

ce qui est la formule énoncée. 

On peut encore établir directement cette formule en abais­

sant les arcs Ap, Ap% , perpendiculaires sur les arcs tangents 

en a, a, . et dont le second rencontre en q l 'arc tangent en a. 

de manière que pt q = dp. Les triangles infinitésimaux Aaa. 

ap,q. et le triangle rectangle Apa fournissent les relations 

dont la multiplication membre à membre donne , après sim­

plification , la formule cherchée 

Remarque I. La formule (9) ne diffère que par la notation 

de l 'une des formules données par Gudermann sur cette ma­

tière (Grundriss der analytischen Spharik, page 34). 

Remarque 11. La formule (9'') suppose que l 'origine des 

rayons vecteurs soit située du même côté que la ligne sphé-

rique elle-même, par rappor t au grand cercle tangent à cette 

ligne au point considéré. Elle devrait s'écrire 

(9) 

dans le cas contraire. 

29. Application des formules précédentes à l'ellipse et à 

la loxodromie sphériques. 

1). Supposons d'abord l'ellipse sphérique rapportée à son 

centre o; et concevons l'ellipse plane également rapportée à 
6 . 



son centre, qui en est la perspective sur le plan tangent en o, 
le point de vue étant au centre de la sphère : la considération 
de cette dernière, si utilement employée déjà par M. Borgnet, 
dans son excellent Essai de géométrie analytique de la sphère 
(Tours, 1847), devant nous dispenser de tout calcul nouveau, 
par l'emploi des formules bien connues relatives à l'ellipse 
plane. L'équation de celle-ci, suivant les coordonnées particu­
lières r et p, est 

a, b, r et p désignant les demi-axes do l'ellipse plane, ou les 
tangentes trigonométriques des demi-axes de l'ellipse sphérique; 
le rayon vecteur d'un point quelconque de la courbe, et la dis­
tance du (-entre à la tangente en ce point. On aura donc, pour 
l'ellipse sphérique rapportée aux coordonnées analogues p et p, 
l'équation 

ou 

(c) 
de là, en différentiant et appliquant ensuite la formule (9"), 

( 1 0 ) 

A l'extrémité de l'un des axes, de l'axe 2<z, par exemple, la 
formule devient 

2). Supposons, en second lieu, l'ellipse sphérique. rap­
portée à l'un de ses foyers f, pris pour origine, et cherchons 
d'abord son équation entre les coordonnées p et p. 

On a 



V et i désignant les angles complémentaires que forme le rayon 

vecteur fm avec l'arc tangent et l'arc normal en m : le trian­

gle fmf' donne d'ailleurs la relation 

(d) 

et l'on en déduit, pour l'équation de l'ellipse, 

( c ) 

le grand axe et l'excentricité de la courbe étant représentés 
par 2a et 2y. 

Différentiant cette équation, et ayant égard à la formule (9"). 
il vient d'abord 

De là enfin, en remplaçant sinp par sinp sin V, et utilisant la 
formule (d), 

ou 

(II) 

On peut d'ailleurs introduire dans cette formule l'arc nor-



mal mn=N terminé à l'axe focal ff. Car si l'on désigne 
par n la bissectrice de l'angle intérieur m d'un triangle recti-
ligne fmf ', par r et r' les côtés adjacents, on démontre aisé­
ment cette formule 

et en regardant ce triangle comme la perspective sur le plan 
tangent en m du triangle sphérique fmf', on en déduit pour ce 
dernier 

d'où, par des transformations successives, 

ou, en multipliant par sin V et remarquant que 

d'après la formule (d). 

qui, combinée avec la formule (II) , nous donne enfin 

( 1 2 ) 

Remarque I. Le produit tangN. sin V étant constant, il ré­
sulte de la formule (II) que le rayon de courbure géodésique 
en chaque point d'une ellipse sphérique est proportionnel au 
cube de la tangente trigonométrique de la. portion de l'arc 
normal à la courbe en ce point, terminé à l'axe focal. 

Remarque II. La formule (12) démontre immédiatement 
cette construction du centre de courbure géodésique de l'ellipse 
sphérique, à laquelle j'étais parvenu par d'autres considéra­
tions (*) : Par le point de rencontre de l'arc normal et de 

[*) Des Méthodes en Géométrie, page 87. (Mallet-Bachelier, 1855.) 



l 'axe focal, et perpendiculairement au premier, mener un 

arc de grand cercle terminé au rayon vecteur qui joint l'un 

des foyers au point considéré; et élever, par son extrémité, 

un arc de grand cercle perpendiculaire au rayon vecteur et 

rencontrant Parc normal au point cherché. 

3) . La ligne aa, étant une loxodromie ayant pour pôle l 'or i-

gine des rayons vecteurs, on a, entre le rayon vecteur Aa = p 

d'un point quelconque de la courbe et l 'arc Ap = p, perpen­

diculaire au grand cercle tangent en a, la relation 

(/) 

d'où 

puisque, par la définition même de la courbe , l'angle V est 

constant ; et l 'on trouve, en appliquant la formule ( 9 " ) , 

( 1 3 ) 

ou 

a' é tant le (entre de courbure géodésique de la loxodromie 

en a (voir la figure de la page 42}. Il résulte de celte formule 

que le triangle a A a' est rectangle en A, de sorte que le centre 

de courbure géodésique, en chaque point de la loxodromie. 

s'obtient par la même construction que le centre de cour­

bure de la spirale logarithmique qui en est la projection sté-

réographique. Mais là s 'arrête d'ailleurs l'analogie entre les 

développées plane et sphérique de ces deux lignes. Car si le 

triangle aAa', rectangle en A, est supposé rectiligne. l'angle 

Aaa' étant constant. il en est de même de l'angle Aa'a, qui 

est précisément égal à V; et de là résulte l ' identité de la spirale 

et de sa développée. Mais si ce triangle est spliérique. l'angle 

Aaa' étant constant et le côté Aa variable, l'angle A a ' a ne 

saurait être constant ; et, par sui te , la développée spliérique de 

la loxodromie n'est pas soumise au même mode de construc­

tion que cette ligne el le-même. 



Si l'on abaisse encore Ap' perpendiculaire sur aa ' , on aura, 

en posant Aa' = p', Ap' — p', et désignant par 8' le rayon de 
courbure géodésique en a' de la développée de la loxodromie, 

mais on trouve aisément sur la figure 

d'où 

(f') 

de là , en différentiant et substituant dans l'expression de 
tang 6', 

ou encore 

rt désignant [voir page 37, formule (8') ] le rayon de seconde 
courbure de la loxodromie. Il résulte de cette dernière formule, 

dans laquelle ——, est un nombre variable, cette conséquence 

négative déjà annoncée ( voir page 38, n° 26) que la ligne 
sphérique dont la seconde courbure est constante n est pas 
une loxodromie. 

I I I . 

Des enveloppes sphériques. 

30. De l'enveloppe sphérique d'une série d'arcs de grand 
cercle passant par les différents points d'une ligne donnée, 
et coupant cette ligne sous un angle qui demeure constant, 
ou qui varie suivant une loi donnée. 

Soit i le point d'intersection de deux arcs de grand cercle 



infiniment voisins ai, a,i- coupant sous les angles a et a+ta 

la ligne sphérique aa,. Menons les arc de 

grand cercle tangents à cette ligne en a. 

a,, se coupant en t. et formant en ce point 

un angle aigu qui est l'angle de contin­

gence géodésique cs de la ligne aa^ dont 

nous désignerons l'arc élémentaire par ds . 

Le triangle infinitésimal iaa, donnant la 

relation 
(a) 

on voit que la position du point i sera déterminée si l'on par-

vient à une seconde expression de l'angle i. Or il suffit, pour 

la trouver, de recourir à une méthode déjà employée, en assi­

milant d'abord le quadrilatère sphérique iata, à une portion de 

zone , et en évaluant directement ensuite l'aire de ce quadrila­

tère. On obtient ainsi l'égalité 

ou 

(a') 

dont la comparaison avec la relation (a) fournit la formule 

cherchée 

(14) 

Si l'on suppose, en o u t r e , que par les mêmes points de la 

ligne aal on mène des arcs de grand cercle perpendiculaires 

aux précédents et se coupant en u, on voit aisément que la po­

sit ion-limite de leur intersection est donnée par la formule 

(.5) 

/s / \ 
a et da ayant les mêmes valeurs numériques et le même signe 



que dans la formule (1) : nous ferons dans la suite un usage 

très-fréquent de ces formules. 

Examinons , en par t icul ier , le cas où les arcs ai coupent la 

ligne aa, sous un angle constant : da sera nul dans la for-

ds 
mule (14)> — représentera la tangente trigonométrique de 

es 
l 'arc a a ' normal à la ligne donnée et terminé à sa développée ; 

et l'on aura 

ou 

qui démontre que le triangle iaa' est rectangle en i'. Donc, si 

par chacun des points d'une ligue sphèrique on mène un arc 

de grand cercle coupant celte ligne sous un angle constant, 

la point où l'un de ces arcs louche son enveloppe s'obtient en 

abaissant, du centre de courbure géodésique correspondant 

de la ligne proposée, un arc de grand cercle normal à l'arc 

considéré. On a, comme on sai t , une construction analogue 

pour les courbes planes (Réaumur) ; et la détermination du 

centre de courbure géodésique de la loxodromie présente une 

application inverse de cette construction. 

3 1 . De l'enveloppe sphérique d'une série d'arcs de grand 

cercle, dans le cas où chacun de ces arcs est. défini par deux 

de ses points. Rayon de courbure d'une roulette sphèrique ; 

applications diverses. 

Soit aba' un arc de grand cercle mobile , et supposons que 

son mouvement sur la sphère à laquelle il appartient soit défini 

par les mouvements simultanés de deux de ses points a et b, 

qui décrivent dans le même temps les ares très-petits aat et 

bb, : l 'arc mobile occupant dans l 'instant suivant la posi­

tion a, bi. La l imite du point d'intersection a' des deux arcs 

infiniment voisins ab, at bs, .c'est-à-dire le point où l 'arc mo­

bile ub touche son enveloppe, s'obtiendra (comme dans le cas 

analogue du problème relatif à l 'enveloppe plane d 'une droite 

mobile) p a r la comparaison des triangles a'aa,, a'bbt ces tri-



angles donnen t , on effet, 

d'où 

(b) 

Considérons d 'une manière spéciale la roulette spherique 

aa-i engendrée par le point a invariablement lié à la ligne b'b' 

qui roule sur la ligne fixe bb^ : la ligne fixe, la ligne et le point 

mobiles appar tenant à une même sphère : et regardons les lignes 

fixe et mobile comme des polygones sphériques de cotés infini­

ment petits et égaux deux à deux: l'angle extérieur de deux 

côtés consécutifs de l 'un de ces polygones pouvant être pris, a 

la limite', pour l'angle de contingence géodésique de la ligne 

correspondante. 

Cela posé , les deux polygones étant actuellement en contact 

suivant les éléments b0h, b'b b', le mouvement de la figure mo­

bile dans l'instant, suivant consistera en une rotation s'effec­

tuant autour du diamètre ob, 

et en vertu de laquelle le 

point mobile décrira un pe­

tit arc de cercle aa,, ayant 

pour pôle le point b ; l'angle 

décrit aba, étant égal à bibb\ 

c ' e s t - à - d i r e à ej,±c'(, : par sui te , en posant ba^=p. 

bbt = b'b' —ds, et désignant par r„, r' les rayons de cour­

bure géodésique en b, b1 des lignes fixe et mobi le , ou aura 

d'où 

(b') 

On voit d'ailleurs que les arcs ab, a,b, sont normaux a la 

roulette en a, a4 ; et que. ces deux arcs allant se couper au 
7. 



point a, la limite de aa' est le rayon de courbure sphérique 
de la roulette en a : nous le désignerons par 0, et nous appel -
lerons V l'inclinaison de l'are ab sur la ligne fixe bbt. Or, la 
comparaison des formules (b) et (b') donne, en remplacant 
sin a par I et sin b par sinV. la formule cherchée 

(B) 

dont nous allons faire quelques applications. 

I). Que l'on considère en particulier la cycloïde sphérique 
engendrée par un point de la circonférence d'un petit cercle 
de rayon sphérique R roulant sur un grand cercle de la sphère : 
on aura d'abord, en posant r = oo , t{ = tangR, 

Si l'on abaisse ensuite du pôle du petit cercle un arc perpen­
diculaire sur le rayon vecteur p et divisant ce rayon en deux 
parties égales, on aura dans le triangle sphérique résultant 

ou 

d'où, en substituant dans la formule précédente, 

On déduit de cette dernière 

Cette formule a déjà été donnée par Gudermann (Grundriss 
der analytischen Spharïk, p. 46), mais sans construction; et 
sous sa forme actuelle elle eu parait, en effet, peu susceptible. 
Toutefois, si l'on calcule au moyen de cette formule la valeur 
de tang(9 — p), on trouve, toutes réductions faites, cette 
équation très-simple : 

(x) 



qui conduit à la construction suivante : Sur le rayon vecteur 

sphérique p, qui joint, le point, décrivant nu point de contint 

actuel du cercle mobile sur le grand cercle fixe, construire 

un triangle rectangle dont l'angle droit, soit adjacent au 

point de contact, l 'angle qdjacent au point décrivant étant 

de 45 degrés; et rabattre le second côté de l 'angle droit de 

ce triangle sur le prolongement du premier; l 'extrémité de cet 

arc rabattu est le centre de courbure sphérique de la cycloïde, 

au point considéré. 

2) . Considérons encore, avec Bernoulli et Clairaut, l'épi-

cycloïde engendrée par un point d'un grand cercle de la 

sphère roulant sur un petit cercle fixe. 

Le lieu des intersections successives du grand cercle mobile 

est i c i , abstraction faite du petit cercle directeur, un petit 

cercle symétrique du premier par rapport au centre de la 

sphère ; e t , comme le grand cercle mobile représente, dans 

l 'une quelconque de ses posi t ions, le grand cercle normal à 

l'épicycloïde ou le grand cercle tangent à sa développée, on 

voit que cette développée est un petit cercle de la sphère : et 

lépieycloïde el le-même, d'après un théorème démontré, est 

une hélice sphérique dont l 'axe est perpendiculaire au plan du 

petit cercle directeur, c 'est-à-dire une courbe rectifiable. 

comme toutes les hélices. On retrouve a ins i , mais d 'une ma­

nière intui t ive , et en donnant un nom à la courbe , le seul 

cas, déjà rencontré par Bernoulli et Cla i rau t , où une épicy-

cloïde sphérique soit, rectifiable [Mémoires de l'Académie des 

Sciences, 1732). 

3). PROBLÈME. Trouver sur la sphère la ligne dont le rayon 

de courbure sphèrique est double de l'arc normal terminé à 

un grand cercle fixe. 

Regardant, à cet effet, la courbe cherchée comme une rou­

lette décrite par un point a invariablement lié à une courbe, 

de nature inconnue, et qui roulerait sur le grand cercle fixe 

dont il s 'agit, nous ferons dans la formule (B) 



et il viendra 

dont la comparaison avec la formule générale 

fournit enfin l'équation différentielle de la courbe auxiliaire 
cherchée, 

ou 

d'où 

ou 

(x) 

Si l'on rétablit dans cette formule l'indétermination de l'u­
nité de longueur, et si l'on suppose ensuite que le rayon 
de la sphère augmente indéfiniment, elle devient à la limite 
o = C'sinV et représente une circonférence passant par l'ori­
gine des rayons vecteurs. La courbe correspondante sur la 
sphère est beaucoup moins simple, et son équation en p et w 
ne peut être obtenue en termes finis que dans le cas où la 
constante C est égale à l'unité, auquel cas on trouve 

4). PROBLÈME DE CARDAN SUR LA SPHÈRE. Trouver la ligne 
sphèrique qui en roulant sur un petit cercle donné engendre, 
par un de ses points, ou par un point qui lui est lié invaria­
blement, un grand cercle de la sphère. 

Si on modifie la figure sphérique déjà employée, de manière 
que les lignes sphériques fixe et mobile soient dans les mêmes 
relations de position que les deux cercles du théorème de 
Cardan, on aura l'équation 



Faisant dans cette équation 9 = - > S — p = c . et résol-

vant par rapport à -, » il vient 

r',. désignant le rayon de courbure géodésique du cercle fixe, 

r'„ la grandeur analogue pour la ligne mobile cherchée : et o et 

p les coordonnées, déjà employées, d 'un point quelconque de 

cette l igne, prises par rappor t au point décrivant, considéré 

connue origine. Si Ton remplace enfin dans la dernière for-
. i rf.sinn , . , 

mule — par — — , on obtient cette équation differentielle de 
rf

 L sinp.ap 
la courbe cherchée 

que l'on peut écrire 

en posant 

Or , cette dernière équation étant linéaire, on trouve en l ' in-

tégrant 

et l'on en déduit cette première équation de la courbe cherchée 

(x1) 

Dans le cas où la sphère se transforme en un plan, on a 

et, en supposant nulle la constante C , 



qui représente un cercle décrit sur l'un des rayons r du cercle 
fixe comme diamètre. Il en résulte que le théorème de Cardan 
renferme seulement une solution particulière du problème 
général. 

Supposant pareillement nulle la constante C de l'équation 
(x3) relative à la sphère, il vient 

ou 

(x'3) 

dont l'intégration ne peut s'effectuer algébriquement. 
Si l'on suppose que la base de la roulette soit un grand 

cercle, ou, si l'on pose rg, = «3 dans la formule (x 3) , elle de­
vient 

(x") 

Si la constante C est inférieure à l'unité, cette équation repré­
sente la développée sphérique d'une loxodromie [voir page 44, 
formule (f')] Et la courbe qu'elle représente, dans le cas le 
plus général, se transforme en une spirale logarithmique quand 
le rayon de la sphère augmente indéfiniment. 

5). L'élégante méthode à l'aide de laquelle M. Bresse a pu 
résoudre d'une manière complète le problème de la construc­
tion du rayon de courbure, pour une classe très-étendue de 
courbes mécaniques planes, repose, abstraction faite de toutes 
considérations de cinématique, sur ces deux théorèmes de géo­
métrie 

Dans le mouvement, d'une figure plane, et. à une époque 
quelconque fie son mouvement, 

1°. Les centres de courbure des lignes enveloppées par les 
diverses droites de la figure mobile, aux points où ces droites 
les touchent actuellement, sont distribués sur une première 
circonférence, passant par le centre instantané actuel de 
rotation, et tangente à la ligne décrite par ce centre; 



2°. Les points de ta figure mobile dont les trajectoires ont 

actuellement un rayon de courbure infini, sont également 

distribués sur une seconde circonférence, symétrique de la 

première, par rapport au centre instantané de rotation. 

Le mouvement d 'une figure sphérique sur la sphère à laquelle 

elle appart ient , présente-t-i l des propriétés analogues? 

Cherchons d 'abord, pour répondre à cette question, le lieu 

des points de la figure mobile qui décrivent actuellement des 

arcs de grand cercle, ou dont les trajectoires ont, actuelle­

ment un rayon de courbure géodésique infini. Il suffit pour 

cela de faire 

dans la formule ( B ) ; et l'on trouve ainsi, en remplaçant V 

par w, 

(x) 

pour équation de la courbe cherchée, qui n'est pas un cercle 

comme dans le plan, mais bien une courbe du troisième degré 

représentée, suivant le système de coordonnées de G u d e r m a n n , 

par cette autre équation 

(•>••',) 

En second l ieu, il est facile de voir que sur la sphère il 

n'existe p lus , comme dans le p l an , une courbe spéciale lieu 

géométrique des centres de courbure sphérique des lignes enve­

loppées par les divers grands cercles de la figure mob i l e ; et 

que ces centres peuvent couvrir la sphère tout entière : le 

centre de courbure de la ligne enveloppée par un grand cercle 

quelconque coïncide, en effet, avec le centre de courbure de 

la trajectoire décrite par le pôle de ce grand cercle ; et les cen­

tres de courbure des diverses enveloppes sont, par su i t e , dis­

séminés d'une manière quelconque sur la sphère , exactement 

comme les centres de courbure des trajectoires correspon­

dantes. 

8 



Néanmoins, si l'on sait qu'un grand cercle de la figure mo­
bile tourne autour d'un point fixe, son pôle décrivant un grand 
cercle , on connaîtra un point de la courbe 

qui est complétement déterminée par la connaissance de trois 
de ses points, et que l'on pourra utiliser, quoique avec beau­
coup moins d'avantage que la circonférence qui lui correspond 
dans le plan, pour la construction du centre de courbure sphé­
rique de la trajectoire d'un point quelconque de la figure mo­
bile. 

Remarque I. Si on pose, dans la formule (B) ( voir page 52), 

d'où 

on trouve l'équation 

elle représente une ellipse sphérique, capable d'un angle 
droit, et dont l'axe hypoténuse est normal à la ligne des ('en­
tres instantanés de rotation; et cette ellipse d'ailleurs est le 
lieu géométrique des points de la figure mobile dont les cen­
tres de courbure des trajectoires sont situés à go degrés du 
centre instantané de rotation. La courbe actuelle présente 
donc des analogies géométriques plus intimes avec la circonfé­
rence, lieu des points sans accélération centripète, employée 
par M. Bresse ; et se transforme aussi en cette circonférence, 
quand le rayon de la sphère augmente indéfiniment. 

Remarque II. Les points de la figure mobile situés sur 
l'ellipse sphérique, capable d'un angle droit, et ayant pour 
axe hypoténuse le rayon de courbure sphérique de la ligne 
mobile, ont leurs centres de courbure sphérique distribués sur 
une seconde ellipse, de même nature que. la précédente, et 
ayant pour axe le rayon de courbure sphérique de la ligne 



fixe : en appelant ligne fixe la courbe des centres instantanés 

de rotation , et ligne mobile la courbe q u i , en roulant, sur la 

première , produirait le mouvement considéré de la figure pr i­

mitive. 

IV. 

Sur divers usages du principe de dualité qui résulte, sur 

la sphère, de la théorie des figures supplémentaires. 

32. Le principe de dualité qui résul te , dans la géométrie de 

la sphère, des propriétés des figures supplémentaires, est connu 

depuis longtemps, et on en a tiré déjà un parti considérable 

pour l 'étude de divers lieux géométriques, et decertaines cour­

bes enveloppes. 

Il nous paraît toutefois que l'on n'a guère considéré jus­

qu'ici dans ce principe que l 'un des aspects qu'i l présente , et 

d'après lequel , à chaque horizon découvert dans une première 

exploration géométr ique, correspond un second! hor izon , 

aperçu seulement par les yeux de l 'esprit , et n 'ayant exigé 

aucun effort, aucun déplacement nouveaux. En d'autres termes, 

on a vu surtout dans ce principe un précieux moyen de mul t i ­

plication des vérités déjà acquises, sans apercevoir peut-être , 

d une manière assez ne t t e , qu'il présente aussi un mode re­

marquable de transformation à l'aide duquel un problème de 

géométrie infinitésimale se r amène , dans un grand nombre de 

cas . à un problème de géométrie finie : la méthode infinitési­

male intervenant seulement , et une fois pour toutes, dans l'é­

tablissement des liaisons existant entre deux lignes supplémen­

taires : les problèmes suivants nous offriront divers exemples 

de cette transformation. 

3 3 . Considérant une courbe quelconque mm'. l'arc tangent 

en un point m de cette courbe, et les arcs fp, f' p'.... menés 

des foyers donnés f, f'... perpendiculairement au p remie r ; 

les arcs pf'et p ' f ' , prolongés, se coupent en un point M qui est 

le pôle de l'arc langent pmp' etqui appart ient à la courbe MM', 

supplémentaire de la proposée . les points m et M étant d'ailleurs 

8. 



deux points correspondants de ces courbes. Si donc, posant 

on cherche à définir la ligne sphérique dont l'arc tangent en 
chaque point possède la propriété exprimée par l'équation 

la ligne MM', supplémentaire de la ligne cherchée, sera définie 
par l'équation 

p, p',... désignant les rayons vecteurs fM, f'M,... complé­
mentaires des arcs p, p ' , . . . 

a). THÉORÈME I. m,m'... désignant des coefficients con­
stants . la courbe représentée par l'équation 

(I) 
est un cercle. La courbe supplémentaire est, en effet, définie 
par l'équation 

( I ' ) 

qui représente un cercle, comme on l'a vu précédemment 
(voir page 26, n° 3). 

b). THÉORÈME II. La courbe 

( 2 ) 

est un cercle. 
La courbe supplémentaire est, en effet, définie par l'équa­

tion 

(2') 

qui exprime que le rapport des distances rectilignes d'un point 



quelconque de la courbe aux deux foyers f, f 'est constata : 
celte courbe est donc un petit cercle, intersection de la 
sphère proposée et d'une seconde sphère, dont le centre est 
quelque part sur la droite ff' 

c). THÉORÈME III. La courbe 

(3) 

est une ellipse sphérique, enveloppe d'un quadrant, dont les 
extrémités glissent sur deux grands cercles donnés : la courbe 
supplémentaire 

(3') 

est; en effet, une ellipse sphérique, capable d'un angle droit 
(Vannson, Nouvelles Annales de Mathématiques ; 1858. 
page 253). 

d). THÉORÈME IV. La courbe 

(4) 
est. une ellipse sphérique : la courbe supplémentaire est en 
effet représentée par l'équation 

(4') 
qui est l'une des définitions de l'ellipse sphérique; et l'on sait 

que l'ellipse a pour supplémentaire une autre ellipse. 

e). THÉORÈME V. La courbe 

(5) 

est une ellipse, ayant pour foyers les points f, f'. 
Prenant, en effet, comme dans le n° c), le milieu de l'arc 

ff' = 2c pour origine des coordonnées polaires r et w, on a 
pour la courbe supplémentaire, 

ou, en remplaçant tangVcos2w et tangV par tangs£ et 
tang* £ -+- tang2 n respectivement, 

(51) 



Equation d'une courbe du second degré ou d'une ellipse 
sphérique, d'où l'on déduirait aisément l'équation de l'ellipse 
primitive, de manière à constater que cette dernière a précisé­
ment pour foyers les points f et f'. 

Observation. On pourrait aussi étudier directement plu­
sieurs des courbes précédentes, en employant d'une manière 
convenable les formules 

Reprenons, par exemple, la courbe 

(s) 

et désignons par p et p' les rayons vecteurs qui joignent un 
point quelconque de cette courbe aux deux points f et f'. On 
a cette double expression du rayon de courbure géodésique de 
la ligne cherchée, 

d'où 

et si l'on porte ces valeurs dans l'équation différentielle 

déduite de l'équation (5), on trouve, successivement, 

on a donc aussi 

ou 

ou 



d'où enfin 

équation d 'une ellipse sphérique. 

3 i . De la ligne sphérique ayant pour podaire un grand ou 

un petit cercle. 

La podaire d 'une ligne sphérique quelconque, relativement 

à un point o pris arbi t ra i rement sur la surface de la sphère. 

et la supplémentaire de celle même ligne, sont deux courbes à 

rayons vecteurs complémentaires , l 'origine de ces rayons étant 

au point o : il en résulte, en prenant le centre de la sphère 

pour point de vue, et le plan tangent en o pour plan du ta­

bleau, que les perspectives de ces deux courbes forment deux 

lignes planes à rayons vecteurs réciproques, ou simplement 

deux lignes réciproques par rappor t à l 'origine o ; et ces rela­

tions entre la podaire et la supplémentaire d 'une ligne sphé­

rique permettent de résoudre d 'une manière très-simple les 

problèmes suivants : 

a). PROBLÈME I . La podaire étant un grand cercle, trou­

ver la ligne primitive. 

Solution. La perspective de la ligne cherchée est une ligne 

plane dont la podaiie relative au point o est une ligne droi te : 

c'est donc une parabole ayant le point o pour foyer : et la ligne 

cherchée elle-même est une conique sphérique ayant l 'un de 

ses foyers au point o. D'ailleurs si on veut la définir avec plus 

de précision, il suffit de remarquer que la podaire et la sup­

plémentaire de la ligne cherchée se projettent suivant deux 

lignes réciproques par rapport à l 'origine o. Or , la projection 

de la première é t an t , par hypothèse, une ligne droite, la p ro ­

jection de la seconde est une circonférence passant par l 'or i­

g ine; et la supplémentaire de la ligne cherchée est 1 ellipse 

sphérique, capable d'un angle d ro i t , dont le point donné o et 

le pôle du grand cercle podaire sont les extrémités de l'axe 

hypoténuse. La ligne cherchée est donc enfin la conique 

sphérique, enveloppe d'un quadrant dont les extrémités glis-



sent sur deux grands cercles donnés, et son équation est 

les deux cercles directeurs étant pris pour axes. 

b). PROBLÈME II. La podaire étant un petit cercle, trouver 
la ligne primitive. 

Les projections, sur le plan tangent à l'origine o, de la po­
daire et de la supplémentaire de la courbe cherchée, sont, la 
première une conique plane, la seconde la réciproque de celte 
conique, ou une courbe plane du quatrième degré. Il en ré­
sulte que la supplémentaire de la ligne sphérique cherchée est 
également du quatrième degré, la ligne cherchée étant dès 
lors d'un degré supérieur au second. 

35. La substitution de la courbe supplémentaire à la courbe 
primitive ne peut être d'aucune utilité dans la recherche de 
la développée d'une ligne sphérique, car deux lignes sup­
plémentaires ont même développée sphérique. Mais on peut 
alors substituer à la recherche de la développée celle de la 
courbe supplémentaire de cette développée : et il est facile de 
voir que cette dernière recherche constitue un problème de 
géométrie finie, ou n'exigeant du moins que la solution du 
problème des tangentes. 

Que l'on mène en effet par chaque point d'une ligne sphé­
rique un arc de grand cercle tangent à cette ligne, et que l'on 
prenne sur cet arc à partir du point de contact une longueur 
égale à un quadrant. Entre la ligne primitive et la courbe 
décrite par l'extrémité de cet arc, que nous avons déjà ap­
pelée l'indicatrice de celle ligne, existeront les relations sui­
vantes : 

1°. L'indicatrice peut être considérée comme le lieu des 
extrémités des rayons de la sphère parallèles aux tangentes rec-
tilignes de la ligne primitive; 

a0. L'indicatrice et la développée de la ligne primitive sont 
deux courbes supplémentaires. 



La recherche de l'hélice sphérique nous a fourni une pre­

mière application de ces relations : nous allons voir qu'on 

en dédui t , t rès-simplement aussi, l 'équation de la développée 

de l 'ellipse sphérique, déjà obtenue par Gudermann (Sphärik. 

Page 9 2 ) 
Soit ( x , y) un point quelconque d 'une ellipse sphérique 

(I) 

rapportée à son centre et à ses axes; a et b, x et y désignant 

les tangentes trigonométriques des demi-axes de la courbe et 

des coordonnées axiales du point considéré. Le point corres­

pondant (Xi, y) de l ' indicatrice étant situé sur l 'arc langent 

à l'ellipse en a, et sur le grand cercle ayant pour pôle le 

point a (x, y); on a, pour déterminer les coordonnées x, y , 

de ce point, les équations 

d 'où, en posant 

(a) 

On en déduit d'abord cette équation de l ' indicatrice 

(2) 

et son grand cercle tangent est représenté, toutes simplifica­

tions faites, par l 'équation 

Or , ce grand cercle ayant pour pôle le poinl correspondant 

(£, ri) de la développée, son équation peut être identifiée à 

9 



celle du grand cercle polaire de ce point 

et il résulte d'abord de cette identification, 

d'où 

(b) 

Et la substitution de ces valeurs dans l'équation (1) donne 
enfin 

(3) 

pour équation de la développée de l'ellipse sphérique. La 
courbe (3) a même développée sphérique que l'indicatrice (2). 
Mais, tandis que cette dernière est seulement du quatrième 
degré, la développée de l'ellipse est du sixième. 

V. 

De quelques propriétés nouvelles des coniques sphériques (*). 

v. 

36. Si l'on rapporte les différents points M d'une sphère à 

deux grands cercles fixes OX, OY, et que, prenant sur chacun 

d'eux, à partir de l'origine O, les arcs OX, OY égaux à un qua­

drant, on mène les arcs YM, XM coupant respectivement OX, 

OY en P , Q , les arcs OP — £, OQ = n seront les coordonnées 

(*) Toutes les propriétés qui suivent ont été communiquées à la Société Phi-
lomathique, le 22 mai 1858, et se trouvent reproduites dans son Bulletin. La 
livraison de juillet 1858 des Nouvelles Annules de Mathématiques renferme, sur 
le même sujet, un article de M. Vannson, qui est parvenu, de son côté, et par 
une voie toute différente de la nôtre, a quelques-unes de nos propositions. 



axiales du point M; et les tangentes trigonométriques de ces 
arcs 

seront les coordonnées sphériques de ce point, suivant la défi­
nition de Gudermann (Sphärik, page I) : une ligne sphé-
rique MM' étant dite, en outre, du nu'"'c degré, quand les coor­
données sphériques de chacun de ses points satisfont à une 
même équation f (x,y) = o, algébrique et du degré n. 

37. Si prenant le centre de la sphère pour centre de projec­
tion, le plan tangent à l'origine O des axes curvilignes OX, OY 
pour plan de projection, on projette centralement le point M 
en m; et que l'on rapporte le point projeté m aux axes recti-
lignes Ox, Oy respectivement tangents aux axes curvilignes 
précédents OX, OY : on reconnaît sans peine que les coordon­
nées rectilignes du point m sont respectivement égales aux 
coordonnées sphériques de même nom du point M ; d'où cette 
conséquence intuitive qu'une ligne sphérique du second ou du 
n""" degré appartient à un cône du second ou du n"'""' degré: 
concentrique à la sphère cl ayant pour base sur le plan tangent 
à l'origine O une courbe plane du second ou du n"""'degré; 
une ligne sphérique du premier degré étant un grand cercle. 

38. A une conique plane a?y* •+• b'x* — n s6 2 = o , située 
dans le plan tangent en O, ayant pour grand et petit axes 2a 
et 2b et dont le centre est en O, correspond une conique sphé­
rique représentée par la même équation, ayant pour centre le 
point O, et dont les axes 2a et 2(3 sont définis par les équa­
tions 

On sait d'ailleurs que cette courbe peut être engendrée par le 
mouvement d'un point M dont, la somme des distances sphé­
riques à deux foyers fixes F , F ' demeure constante et égale au 
grand axe 2a. Les deux foyers étant situés sur le grand axe, de 
part et d'autre du centre, et à une distance y de ce dernier, 
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définie par l'équation 

39. Une conique sphérique quelconque a toujours trois cen­
tres, un centre intérieur et deux centres extérieurs; son équa­
tion peut toujours, par un changement d'axes, être ramenée à 
la forme précédente; et, par suite, toute conique sphérique 
admet au moins un système de deux foyers. Toutes ces pro­
priétés, et beaucoup d'autres que, pour l'objet que nous avons 
en vue, il serait inutile de rappeler, sont aujourd'hui fort con­
nues, grâce aux travaux de MM. Chasles, Gudermann et Bor-
gnet. La méthode particulièrement élégante suivie par l'auteur 
de l'Essai de Géométrie analytique sphérique (Tours, 1847), 
consiste essentiellement à substituer à une ligne sphérique rap­
portée à un point O de la sphère, la projection centrale, ou 
perspective, de cette ligne sur le plan tangent en ce point ; le 
centre de projection, ou point de vue, étant au centre de la 
sphère : ce mode de transformation possédant d'ailleurs plu­
sieurs propriétés remarquables. Les plus importantes, et en 
même temps les plus intuitives, résident dans l'égalité déjà 
mentionnée des coordonnées sphériques et rectilignes de deux 
points correspondants rapportés à des axes passant par l'ori­
gine; dans la conservation des lignes géodésiques et dans celle 
des pôles et polaires relatifs à une courbe du second degré : ce 
sont du moins les seules qui aient été employées par M. Borgnet. 
Il en existe cependant quelques autres, un peu plus cachées, 
que nous allons exposer; et qui nous ont conduit à plusieurs 
propositions nouvelles, paraissant clore la série des analogies 
déjà constatées entre les coniques planes et sphériques. 

il'. 

40. LEMME I. A deux grands cercles de la figure sphéri­
que, perpendiculaires entre eux et. dont l'un passe par l'ori­
gine O, correspondent, dans la projection centrale sur le plan 
tangent en O, deux droites perpendiculaires entre elles. 



41 . LEMME, II . Le rapport des sinus des distances sphériques 

d'un point M à l'origine O et à un grand cercle fixe DD'. 

est égal au rapport: des distances de sa 

projection m à la même origine O et à la 

droite correspondante dd', multiplié par 

un coefficient, constant; la valeur de ce 

coefficient étant indépendante de la posi-

tion du point M. 

Abaissons, eu effet, OD, Od perpendicu­

laires sur l'arc DD' et sur la droite dd', me­

nons M.D, md; et projetons le point O 

en H et h sur MD et md. On aura 

c. Q . F. D. 

42. LEMME III . Si un point O est tel que le grand cercle 

joignant ce point à un point quelconque D' de sa polaire 

DD' relative à une conique sphérique C soit perpendiculaire 

à la polaire du point D' , prise par rapport à la même coni­

que; le point O coïncidera nécessairement avec l'un des deux 

foyers de la conique considérée. 

On reconnaît d'abord que le point O est situé sur l 'un des 

axes, CA par exemple , de la conique considérée: sa polaire 

relative DD' étant dès lors perpendiculaire à cet axe : soient 

posés 

y' et â' étant liés par la relation 

(a) 



Si l'on mène l'arc tangent au sommet B de la courbe, ren­
contrant en D' la polaire du point 

O , et que l'on mène OB, OD', ces 
deux arcs seront perpendiculaires 
entre eux, et les angles BOC, D'OD 
seront complémentaires. D'ailleurs 
l'are D'B, prolongé, allant couper 

l'axe AA' en P, ce point P est situé a 90 degrés du centre C, 
et l'angle en P du triangle PDD' est mesuré par l'are BC — B. 

Cela posé, dans les triangles rectangles OCB, ODD', PDD' 

les sinus de OC, OD, PD sont respectivement égaux aux pro­
duits des cotangentes des éléments adjacents; et l'on a, après 
avoir multiplié membre à membre les deux premières des 
trois égalités résultantes, et en conservant la troisième, 

d'où, en divisant membre à membre, 

ou 

Enfin, la substitution de sa valeur (a) à tangiî', et quelques 
transformations conduisent à la relation 

(x) 

qui démontre la coïncidence du point O avec l'un des foyers. 

43. LEMME IV. Dans toute conique sphérique, le rapport 
des sinus des distances sphériques, au foyer O et à sa polaire 
relative DD', de lune des extrémités A ou A' de l'axe focal. 
est égal au rapport analogue par l'autre extrémité. 

, ,, ,. , sinAO sin A'O 
L'égalité -——- = -——- exprime en effet que les rayons de 0 sinAD s inAD r 1 j 

la sphère qui aboutissent aux sommets A et A', au foyer O et 



au pied. D de sa polaire relative sur l'axe, forment un faisceau 

harmonique : ou que les traces de ces rayons sur le plan tan­

gent en O déterminent u n système de quatre points conjugués 

harmoniquement. Or cette propriété , ayant lieu quelle que soit 

la position du point O sur l'axe AA', a lieu, en particulier pour 

chacun des foyers. 

III'. 

44. PROBLÈME. Trouver sur la sphère le lieu géométrique 

des points M dont la sinus des distances sphériques à un 

point O et à un grand cercle fixes, sont, dans un rapport 

constant. 

Solution. La projection m m ' de la courbe cherchée sur le 

plan tangent en O pourra être considérée, d'après le lemme H, 

comme le lieu des points m dont, les distances au point O et à 

la droite fixe dd' (projection du grand cercle DD') sont dans 

un rapport constant : cette projection est donc une conique 

plane, et la ligne pr imit ive est une conique sphérique. D'ail­

leurs, dans la projection, la directrice dd' est la polaire du 

foyer O, et la droite joignant celui-ci à un point quelconque 

d.' de sa polaire est perpendiculaire à la polaire de ce point d'. 

Les mêmes dépendances existent donc dans la figure sphé­

rique entre le grand cercle directeur DD ' et le point O5 et par 

suite, d'après le lemme III , le point O est l 'un des foyers de la 

conique sphér ique, le grand cercle DD' étant de même la 

polaire du foyer relative à la conique. On a donc ce théorème: 

THÉORÈME I . Le lieu des points de la sphère dont les sinus 

des distances sphériques à un point et à un grand cercle fixes 

sont dans un rapport constant, est une conique sphérique 

dont l'un des foyers est au point fixe, et pour laquelle la 

polaire de ce dernier coïncide avec le grand cercle directeur. 

45. THÉORÈME II Réciproquement, toute conique sphé­

rique C présente cette propriété que les sinus des distances 

sphériques d'un point quelconque M de la courbe à l'un des 

foyers O , et au grand cercle DD ' qui est la polaire de ce 

foyer, sont dans un rapport constant. 



Démonstration. Considérons, en effet, indépendamment de 

la conique C-, une seconde conique C qui serait le lieu des 

points M ' dont les sinus des distances sphériques au point O 

et au grand cercle DD' sont dans u n rapport constant , égal 

au rapport analogue pour V un des sommets A ou A', de l'axe-

focal de la conique C. Cette conique C aurait en commun 

avec la conique proposée le foyer O, d'après le théorème pré­

cédent, et les deux sommets A , A' de l'axe focal, d'après le 

lemme IV; mais ces conditions entraînent évidemment la coïn­

cidence des coniques C, C; et le théorème est démontré. 

COROLLAIRE I. La perspective d'une conique sphérique sur 

le plan tangent en l'un de ses foyers a même foyer que cette 

conique, et. sa directrice est la perspective du grand cercle 

directeur de la conique sphérique : et réciproquement. 

COROLLAIRE I I . L'équation d'une conique sphèrique, rap­

portée à l'un de ses foyers, peut prendre l'une quelconque 

des formes suivantes, 

Réciproquement, toute équation de l'une de ces formes re­

présente une conique sphèrique dont. l'un des joyers est à 

l'origine ; le grand cercle directeur relatif au foyer origine 

étant représenté par l'équation 

ou 

La proposition directe avaitseule été établie par Gudermann-

(Sphärik, pages 78-80. ) 

Remarque. Le théorème I peut être établi d i rectement , 

au moins quant à la na ture de la courbe 

décrite par le point variable M, de la ma­

nière suivante. La relation donnée 



peut être remplacée par celle-ci 

p désignant Je pôle du grand cercle directeur DD'. Or, 

en posant OM = p , MO/? = O ) , 0 / J = -/', on a 

et l'on en déduit successivement 

équation d 'une conique sphérique. 

46 . De la parabole sphérique. La nature du lieu des points M 

de la sphère, également éloignés d 'un point O et d 'un grand 

cercle fixes, peut être obtenue immédiatement en remar­

quant que la somme des distances sphériques d 'un point du 

lieu au point O et au pôle p du grand cercle fixe est égale à un 

quadrant . La courbe considérée est donc une conique sphé-

rique dont le point O est un foyer, le second foyer étant le 

pôle p du cercle directeur, et le grand axe de l'ellipse étant 

égal à u n quadrant : or c'est précisément à cette courbe, dont 

l 'équation peut se ramener à la forme y* = zpx: qu 'on a 

déjà donné le nom de parabole spliérique-, et cette coïncidence 

complète la série des analogies que présentent , au point de 

vue des foyers et des directrices, les coniques planes et sphé­

riques. 

47. THÉORÈME III . Le lieu décrit par le sommet d an angle 

droit circonscrit, à une parabole spliérique se compose de 

deux grands cercles : les cercles directeurs relatifs aux deux 

foyers. 

Démonstration. Les considérations géométriques que l'on 

emploie pour établir la propriété analogue de la parabole 
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plane , s 'appliquent sans aucune modification à la parabole 

sphérique. 

48. THÉORÈME IV. Le lieu des projections d'un foyer O 

d'une conique sphérique sur les arcs de grand cercle tan­

gents à la courbe, est, en général, une seconde conique 

sphérique dont le petit axe est dirigé suivant le grand axe 

de la proposée; et. le point O est l'un des pôles des sections 

circulaires du cône qui la contient : le lieu en question peut 

d'ailleurs se réduire à un grand cercle, dans un cas parti-

culier déjà examiné [voir page 6 3 ) ; mais il ne peut jamais 

être un. petit cercle de la sphère. 

Démonstration. La projection du lieu considéré sur le 

plan tangent au point O est en effet la podaire d 'une conique 

plane par rapport à l 'un de ses foyers; et cette podaire est 

un cercle dans le cas général, une ligne droite dans un cas par­

ticulier; et le cône qui renferme ce cercle, dans le cas général, 

et qui a pour sommet le centre de la sphère, n'est jamais de 

révolution. 

Remarque. La podaire d 'une coniqu'e sphérique, pa r r ap ­

port à un point quelconque O de la sphère, et la supplémen­

taire de cette conique étant, relativement au même point O, 

deux lignes à rayons vecteurs complémentaires; leurs p r o ­

jections sur le plan tangent en O seront deux lignes réci­

proques Donc , la podaire d'une conique plane, par rap­

port à un point quelconque de son plan, est. la réciproque, 

par rapport au même point, d'une seconde conique. 

49. L'application de la théorie des ligures supplémen­

taires aux théorèmes précédents conduirait aisément aux 

théorèmes corrélatifs , que nous nous dispenserons d 'é­

noncer. 



50. Définition de l'indicatrice sphérique d'une ligne a 

double courbure. 

Considérons dans l'espace une ligne à double courbure quel­

conque L, et menons par le centre d 'une sphère de rayon i. 

des rayons ot, ott parallèles aux tangentes de celle ligne : leurs 

extrémités t, t, formeront sur la surface de la sphère une ligne l 

que nous appellerons l'indicatrice sphérique de la ligne primi­

tive; les points correspondants desdeux lignes seront d ailleurs 

un point quelconque du la ligne pr imit ive , et. le point de la 

ligne sphérique qui est l 'extrémité du ravon parallèle à la tan­

gente au premier point. 

51. Relations descriptives entre une ligne et son indica-

trice sphérique. 

Une ligne quelconque de l'espace L et sou indicatrice l, con-

sidérées en des points correspondants, présentent les propriétés 

suivantes : Le plan du grand cercle tangent, à l'ndicatrice est 

parallèle au plan osculateur de la ligne primitive L la tan­

gente rectiligne de l'indicatrice est parallèle à la normale 

principale de la ligne L, et le rayon de la sphère, aboutissant 

au pôle du cercle oscillateur de l'indicatrice est parallèle à 

la direction limite de la plus courte distance entre deux nor­

males principales consécutives de. la ligne L, ou à la droite rec­

tifiante. Ces relations sont à peu près évidentes. Ains i , le 

plan tot, étant parallèle au plan mené par une tangente fixe de 

la ligne L , parallèlement à une tangente infiniment voisine, les 

limites de ces plans, c 'est-à-dire.. . sont parallèles. La tangente 

de l ' indicatrice en t étant située dans le plan du grand cercle 

tangent en ce po in t , et se trouvant perpendiculaire dans ce 

plan au rayon ot, est parallèle à la normale principale de la 

ligne L qui occupe dans le plan osculateur et par rapport à la 
1 0 . 

CHAPITRE IV. 
DE L' INDICATRICE SPÉRIQUE. 



tangente de cette ligne, une position semblable. Enfin, le rayon 
de la sphère aboutissant au point d'intersection de deux grands 
cercles normaux à l'indicatrice, est perpendiculaire à deux tan­
gentes rectilignes de l'indicatrice, ou parallèle à la plus courte 
distance de deux normales principales consécutives de la ligne 
primitive : donc la limite de ce rayon ou le rayon de la sphère 
qui aboutit au centre de courbure sphérique de l'indicatrice, 
est parallèle à la droite rectifiante. Celte dernière observation 
conduit à la conséquence que la développée sphérique de l'in­
dicatrice est elle-même l'indicatrice sphérique de l'arête de 
rebroussement de la surface rectifiante, engendrée par les droi­
tes de même nom, c'est-à-dire par les intersections successives 
des plans menés par les tangentes de la ligne primitive, per­
pendiculairement aux plans osculateurs correspondants. 

52. Relations métriques entre la ligne primitive et son 

indicatrice. 

L'arc élémentaire ds — tt, de l'indicatrice pouvant être rem­
placé par l'arc de grand cercle ttu et ce dernier mesurant l'an­
gle des rayons ot, ott parallèles à deux tangentes consécutives 
de la ligne L, on voit d'abord que l'arc élémentaire ds de l'in­

dicatrice mesure l'angle de contingence E de la ligne pri­

mitive 

(.6) 

Il résulte ensuite de la première des relations descriptives 
énoncées précédemment, que l'angle de contingence géodési-
que de l'indicatrice est égal à l'angle de torsion H de la ligne 
primitive. 

('7) 

et de la combinaison de ces relations on déduit 

(18) 

Cette formule exprime que le rayon de courbure gèodésique. 
de l'indicatrice mesure le rapport de la première à la se-



conde courbure de la ligne primitive; elle fournit en même 

temps la tangente trigonométrique de l ' inclinaison, sur le 

plan osculateur, de la plus courte distance entre deux norma­

les principales consécutives de la ligne primitive,. 

Enfin, l'angle w de doux normales principales consécutives 

de la ligne primit ive est égal à l'angle de contingence de l ' indi­

catrice. 

(19) 

et si l'on appelle E ' , H ' les angles de contingence et de torsion 

de l 'arête de rebroussement de la surface rectifiante, qui a pour 

indicatrice la développée de la ligne £/,, on aura (d'après les 

relations établies à la page 37 entre une ligne sphérique et sa 

développée) 

ou 

( 2 0 ) 

et 

ou 

( 2 1 ) 

5 3 . De deux autres lignes sphériques conjuguées à la 

ligne primitive, et de leurs relations avec l'indicatrice. 

Menons, par le centre de la sphère , deux nouvelles séries 

de rayons on. on,,,.. et op, o p , , . . . 

parallèles aux normales principales 

et aux droites polaires de la ligne 

primit ive: leurs extrémités engen­

dreront deux nouvelles lignes sphé-

riques nn et ppu dont nous allons 

indiquer rapidement les liaisons 

avec l 'indicatrice tt,. 

1°. Le plan ton étant parallèle au plan osculateur de la ligne 

pr imit ive , e t l ' angle ton é tant d ro i t , l 'are tn est égal à un qua­

drant et coïncide avec l'arc tangent à l ' indicatrice en t. Ainsi 



la ligne sphérique des normales un, peut sa construire par 

points en menant des arcs de grand cercle tangents à l'in-

dicatrice en ses différents points, et prenant sur chacun d'eux, 

à partir du point de contact, un arc égal à un quadrant. 

2°. Le rayon op étant perpendiculaire au plan osculateur 

de la ligne primitive e t , par sui te , au plan ton, le point p est 

le pôle de l'arc de grand cercle m; donc la ligne sphérique des 

droites polaires pp, peut se construire par points en menant 

par les divers points de l'indicatrice des arcs de grand cercle 

normaux à cette courbe, et prenant sur chacun d'eux, à par­

tir de cette dernière, un. arc égal à un quadrant. On voit en 

outre que l'indicatrice et la ligne pp t sont deux lignes sup­

plémentaires ayant même développée sphérique îïir,, les 

rayons de courbure sphérique de ces lignes étant complémen­

taires; et que la ligne nnt présente u n mode de construction 

identique par rapport aux deux lignes « , , ppx. 

3°. Enfin la ligne nn , et la ligne •KTÏ1 (développée com-

mune des lignes tt1} pp () sont deux lignes supplémentaires, 

ayant, même développée ; et dont les rayons de courbure sphé­

rique sont complémentaires : cela résulte de ce que le point n 

est le pôle de l'arc de grand cercle tp tangent en ÎÏ à la ligne 7:77,. 

Observation. La ligne pp pouvant être considérée comme 

l'indicatrice de l'arête de rebroussement de la surface polaire 

relative à la ligne primitive L , il résulte des relations, précé­

dentes entre les lignes tt, et ppx que les angles de contingence 

et de torsion d'une ligne sont respectivement égaux aux an­

gles de torsion et de contingence de l'arête de rebroussement 

de la surface polaire, et que les normales principales de ces 

deux lignes sont parallèles (voir pages 18 et 19). 



CHAPITRE V. 
DE DIVERS ÉLÉMENTS DIFFÉRENTIELS ET DE DIVERSES GRANDEURS 

QUE L'ON PEUT AVOIR A CONSIDÉRER EN CHAQUE POINT D'UNE 

LIGNE A DOUBLE COURBURE QUELCONQUE: FORMULES DIVERSES. 

54. Angle w de deux normales principales consécutives. 

Cet angle étant égal à l 'angle de contingence absolue de 

l'indicatrice sphérique, on a (voir formule ( 5, 6 ) , page 36) 

ou encore 

(22) 

55. Direction, position et grandeur de la plus comte dis­

tance entre deux normales consécutives. 

Soit 0 0 ' la plus courte distance entre les normales princi­

pales en A, A, de la liane considérée. C étant le centre de cour­

bure de cette ligne pour le point A. 

menons CA, ; abaissons O V per­

pendiculaire sur le plan ACA,, ou 

sur la droite CA,. et menons 0o' 

qui sera perpendiculaire à OC. Si 

nous appelons 0 l 'inclinaison , 

O 'Oo ' , de la droite cherchée OO' 

sur le plan osculateur, la considération de l'indicatrice nous 

a déjà donné la formule 

(23) 

il suffira donc, pour fixer complétement la position de cette 

droite, de déterminer son pied 0 sur la normale AC. Or les 

triangles rectangles Oo 'O ' , O'o 'A, , o'OC, dans lesquels les an-



gles en O, At et C, sont respectivement égaux à 0, H et E, don­
nent successivement, 

de là, en multipliant membre à membre, et remplaçant 

par il vient 

(23') 

Quant à la plus courte distance elle-même, en la désignant 
nar w, on a 

ou 

(23") 

Remarque. Nous avons supposé, dans la figure, le point O 
situé entre les points A et C. Pour démontrer qu'il en est tou­
jours ainsi, il suffit de remarquer que les plans tangents en A 
et C de la surface gauche formée par les normales principales 
de la ligne A A,, sont rectangulaires : le premier de ces plans 
contient en effet la tangente en A de la ligne AA,, le second 
contient la droite polaire qui passe par le point C, et qui re­
présente la tangente en ce point d'une trajectoire orthogonale 
des génératrices rectilignes de la surface-, et ces droites sont 
perpendiculaires entre elles. Il en résulte (voir la page 12, ob­
servation) que le point central de la génératrice AC, c'est-
à-dire le pied O de la plus courte distance considérée, est com­
pris entre les points de contact de ces plans, c'est-à-dire entre 
les points A et C. 

COROLLAIRE I. Détermination du coefficient de distribution 
des plans tangents à la surface gauche formée par les nor­
males principales. 

Suivant le théorème général démontré dans le chapitre I 
(n° 9, page 10), le coefficient dont il s'agit, k, est égal au 



rapport de l'angle de deux génératrices consécutives à leur 

plus courte distance. J> = -• on a donc, en employant les for-

mules (22) et (23") , 

(24) 

COROLLAIRE I I . On déduirait sans peine des résultats précé­

dents, 1° l'expression de l 'arc élémentaire OOi de la ligne de 

striction de la surface gauche des normales, et la direction de 

la taDgente à cette l igne; 2° la direction de la droite rectifiante 

en À, laquelle est parallèle à 0 0 ' ; et l'arc élémentaire de 

l'arête de rebroussement de la surface rectifiante, arête dont 

nous avons calculé déjà les angles de contingence e tde torsion, 

E 'e t H' (voir les formules (20) et (21) , page 77) : la surface 

rectifiante étant, comme on sait, l 'enveloppe des plans menés 

par les tangentes de la ligne considérée, perpendiculairement 

aux plans osculateurs correspondants ; et les génératrices de 

cette surface portant le nom de droites rectifiantes. 

56. Rayon R de la sphère osculatrice. 

On a, pour le carré de ce rayon, 

(25) 

Cette équation résultera immédiatement de la formule (7) 

(voir page 37) , si on se rappelle que le rayon de la sphère y a 

été pris pour unité de longueur, et si on y rétablit l ' indétermi­

nation de cette unité ; car il suffira dès lors de remarquerque 

dans tout problème où l'on a seulement à considérer quatre 

points inGniment voisins d 'une ligne à double courbure, on 

peut regarder cette ligne comme tracée sur la surface d'une 

sphère. 

57 . Eléments divers relatifs à la ligne des centres de 

courbure et à l'arête de rebroussement de la surface polaire. 

Soient AA' CC' et SS' la ligue à double courbure primitive, 

le lieu des centres de courbure et l 'arête de rebroussement de 
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la surface polaire : développons cette surface sur un plan, et 
soient ss1, ce' les transformées des lignes SS' et CC'; la ligne 
cc' étant, d'après le théorème de Lancret (voir page 19), la po-
daire de la ligne ss' par rapport à une certaine origine O. Si l'on 
pose 

on aura, par le même théorème et par l'emploi de la formule 

(25), page 81 , 

(a) 

Cela posé, il existe, entre la ligne plane 
ss' et sa podaire cc', plusieurs dépendances 
simples, soit métriques, soit descriptives, 
que nous devons d'abord rappeler. 

1. Les rayons vecteurs correspondants de ces deux lignes. 

Os et Oc, les coupent sous des angles égaux. 

Il en résulte, en désignant par SS' et CC' les arcs élémen­
taires du lieu des centres et de l'arête de rebroussement qui 
correspondent à l'arc A A ' = dS de la ligne primitive, ces trois 
relations : 

2. La formule connue d'Euler donne ensuite pour le rayon 
de courbure de la ligne ss', 

3. Et l'on trouve sans peine pour le rayon de courbure 
de la ligne cc' elle-même, 



Or pour passer de là aux relations correspondantes entre les lignes 
CC' et SS' de l'espace, il suffit d'y remplacer r, p, et iijr*— p* par 
leurs valeurs (a) ; pss, par le rayon de première courbure R, „, 
de l'arète de rebroussement SS'; et enfin, suivant le théorème II 
de la page II, qui sera démontré plus loin , psi, par le rayon de 
première courbure géodésique de la ligne CC', R, v . On ob­
tient ainsi les résultats suivants : 

1'. Les rayons correspondants de la sphère osculatrice et 
du cercle oscillateur coupent sous des angles égaux l'arête de 
rebroussement de la surface polaire et la ligne des centres de 
courbure; et l'on a 

(26) 

(27) 

(28) 

2 ' 

(29) 

et l'on pourrait déduire de cette formule l'expression du rayon 
de seconde courbure de la même ligne, en se rappelant que 

3'. 

(3o) 

Enfin, on peut trouver encore la valeur de la seconde cour­
bure géodésique de la ligne des centres CC', en employant la 
formule suivante, relative à une ligne quelconque CC tracée sur 
une surface développable ayant SS' pour arête de rebrousse­
ment, et coupant sous un angle i la génératrice de la surface qui 
passe par le point considéré de la ligne CC (voir ci-après, cha-

1 1 . 



pitre VIII , n ° 3 , formule (39") ) , 

dans laquelle r désigne la port ion de génératrice comprise entre 

l'arête de rebrousseraient SS' et la ligne CC' : car on a , dans le 

cas actuel , 

et l'on t rouve , en subs t i tuant , 

(3.) 

Remarque. Les formules (30) et (31) appliquées en par t i ­

culier à la ligne sphérique dont la seconde courbure est con­

stante, conduisent à ce résultat : La ligne des centres de cour­

bure de la ligne sphérique dont la seconde courbure est 

constante, a ces deux courbures géodésiques constantes, par 

rapport à la surface conique polaire sur laquelle elle est 

/racée. 

58 . Expression de la distance entre deux tangentes con­

sécutives d'une ligna à double courbure. 

On connaît cette intéressante proposition, due à M. Bouquet, 

et d'après laquelle si dans une série quelconque de droites se 

succédant d'une manière continue, la distance de deux droi­

tes consécutives est un infiniment petit d'un ordre supérieur 

au premier, cette distance est au moins du troisième ordre ; et 

les conséquences qui s'en déduisent relativement à l 'ordre de 

la distance entre deux tangentes consécutives d 'une ligue à dou­

ble courbure . On peu t , en modifiant l 'ordre de succession de 

ces proposi t ions, les établir géométriquement l 'une et l ' aut re , 

comme nous allons le faire voir. 

1. Si la distance de deux droites consécutives quelconques 

d'une série est un infiniment petit d'un ordre supérieur au 

premier, les droites de cette série sont les tangentes d'une 

même ligne de l'espace. Considérons , en effet, la surface r é -



glée S, ayant pour génératrices les droites de la série donnée : 

l 'angle w de deux génératrices consécutives de la surface étant 

du premier ordre , et leur plus courte distance w étant, par hy­

pothèse, d 'un ordre supérieur au premier , le coefficient de 

distribution des plans tangents le long de chaque génératrice, 

k = l im. -i est infini ; la surface a même plan tangent le long 

de chaque génératrice ; elle coïncide avec la surface dévelop-

pable qui serait l 'enveloppe de ces plans tangents; et les droites 

de la série donnée, dont chacune est située tout entière sur cette 

surface développable, coïncident avec les tangentes de son arête 

de rebroussement. 

Ce premier point peut encore s'établir, plus clairement peut-

ê t re , de la manière suivante. 

Considérant la ligne de striction 0 0 ' de la surface S, soient 

OG, O'G' deux génératrices infiniment voisines coupant cette 

ligne en O, O'; et soit 0 0 1 leur plus courte distance. Cette der­

nière ligne étant au moins du second o rd re , ou eu conclut , par 

l'emploi du triangle rectangle 0 0 , 0 ' , ou que la corde OO' de la 

ligne de striction est el le-même du second 

o rd re , ou bien que cette corde restant du 

premier ordre , l 'angle q u e l l e forme en 0 ' 

avec la génératrice O'G' est infiniment 

petit. On déduit immédiatement de cette 

seconde hypothèse, que les génératrices sont tangentes à la 

ligne de striction 0 0 ' qui devient dès lors l 'arête de rebrousse­

ment de la surface : et quant à la première hypothèse, elle 

conduit aisément à la conclusion que la ligne de striction se 

réduit à un point un ique ; la surface se réduisant elle-même 

à un cône ayant son sommet en ce point . 

a. La distance de deux tangentes consécutives d'une ligne 

à double courbure est un infiniment petit du troisième ordre 

mesuré par le douzième du produit des angles de contingence 

et de torsion, multiplié par l'arc intercepté entre ces tan 

gentes. (Ossian Bonnet , Nouvelles Annales de Mathémati­

ques, 1853, page 192.) 



On peut évidemment, dans la recherche de la distance dont 
il est question, substituer à la ligne proposée L, qui est quel­
conque, une ligne sphérique l ayant avec elle un contact du 
troisième ordre; et au lieu de laisser indéterminée la nature de 
cette ligne sphérique, on peut la regarder comme une dévelop­
pante aa' d'un petit cercle ce' de la sphère : car on fait ainsi 
intervenir réellement, quoique d'une manière implicite, qua­
tre points, et, par suite, deux tangentes consécutives des li­
gnes L et l; ce qui est nécessaire et suffisant dans le problème 
actuel. 

Cela posé, menons deux arcs de grand cercle infiniment voi­
sins, normaux en a, a' à la ligne sphérique aa', tangents en 
c-, c' au petit cercle dont le pôle est p , et se coupant en i ; me­
nons en outre les arcs pc, pc', pi', les rayons oi, oa, oa' et la 
corde aa'; et posons, suivant la notation déjà employée, 

_ _ _ / \ 
ne—9, a'c'~Q-i-d6, arc cc'=rfô, pc = &', cpJ = e. 

Le rayon oi de la sphère étant parallèle à la droite qui mesure 
la plus courte distance CT des tangentes 
en a, a' de la ligne considérée aa', cette 
plus courte distance est égale à la projec­
tion de la corde aa', ou à la différente 
des projections des rayons oa' et oa, sur 
le rayon oi : on a donc 

ou, par des transformations qui se lisent 
aisément sur la Ggure, 

e désignant un arc infiniment petit. D'ailleurs, si on suppose 
menées les cordes sous-tendant les arcs ic, ic', cc', on sait que 
chacun de ces arcs est égal à la corde correspondante augmen­
tée d'un infiniment petit du troisième ordre, et que la corde 
enveloppée cc' ne diffère de la somme des deux autres cordes 



ci, c'i que d'une quantité du même ordre : il en résulte que 

l'arc est, ainsi que w, du troisième ordre; et 

que, sans commettre aucune erreur de cet ordre, on peut écrire 

Or, on a, sans rien négliger, 

(a) 

et 

ou 

(b) 

ou encore, en négligeant cette fois les infiniment petits d'un 
ordre supérieur au troisième, 

(b') 

On déduit de là, en remarquant que 

d'où, eu substituant dans l'expression de ET, et remplaçant 
e' e' 

t a n g - p a r - , 

(') 

Enfin, en désignant par e, h et ds les angles de contingence et 
de torsion et l'arc élémentaire de la ligne aa' on a les rela­
tions connues 



que l'on peut écrire 

(2) 

(3) 

(4) 

et si on multiplie membre à membre les relations (1), (2), 
(3) et (4), on trouve, en simplifiant, la formule énoncée 

(32) 

3. Si on suppose du quatrième ordre la distance entre deux 
tangentes consécutives, l'un des nombres e, ou h, doit être 
infiniment petit par rapport à ds; et la ligne considérée est 
droite dans le premier cas, et plane dans le second. 

CHAPITRE VI. 

DES LIGNES A DOUBLE COURBURE QUI , CONSIDÉRÉES DAMS TOUTE 

LEUR ÉTENDUE, JOUISSENT EN CHACUN DE LEURS POINTS D ' U N E , 

MÊME PROPRIÉTÉ, MÉTRIQUE OU DESCRIPTIVE ; ET DE LA DÉFINI­

TION GÉOMÉTRIQUE DE CHACUNE DE CES LIGNES D'APRÈS CETTE 

PROPRIÉTÉ. THÉORÈMES. ROLE IMPORTANT DE L ' I N D I C A T R I C E 

DANS LA DÉMONSTRATION DE PLUSIEURS D ' E N T R E EUX. 

I. 

Propriétés descriptives. 

59. Si les tangentes d'une courbe rencontrent un plan fixe 
sous un angle constant, cette courbe est une hélice, ou une 
ligne géodésique d'un cylindre perpendiculaire au plan direc­
teur : semblablement, 

THÉORÈME I. Si les tangentes d'une courbe à double cour-



bure rencontrent une sphère fixe S sous un angle constant, 

cette courbe est une ligne géodésique tracée sur un cône con­

centrique à la sphère directrice, abstraction faite du cas, dont 

la possibilité est évidente, où la courbe serait une simple ligue 

sphérique, appar tenant à une seconde sphère concentrique à la 

proposée. 

Démonstration. Q u e l'on développe, en effet, sur un plan 

le cône auxiliaire ayant pour sommet le centre S de la sphère, 

et passant par la courbe donnée A A'. Dans 

ce développement, la ligne T T ' déterminée 

sur la sphère par les traces des tangentes 

de la courbe proposée, se transformera en 

un cercle tt' ayant pour centre le point s. 

ou se réduira à un point unique t. Dans 

le dernier cas , toutes les tangentes de la 

ligne AA', t ransformée, concourent en un 

même poin t ; cette ligne est droite, et la 

courbe primitive AA' est une ligne géodé-

sique du cône déjà défini : dans le premier , 

les tangentes de la ligne A A', transformée, 

coupent le cercle ( u ' , s) sous un angle 

constant ; celle ligne est un second cercle 

concentrique au premier , et la courbe pr imit ive AA' appartient 

à une sphère concentrique à la sphère directrice proposée. 

COROLLAIRE. Les tangentes d 'une ligne à double courbure 

ne peuvent rencontrer deux sphères, distinctes et non concen­

t r iques , sous des angles constants. 

Scolie. Nous verrons plus loin (voir c i -après , chap. VIII) 

que toute surface developpable dont une ligne de courbure 

(ou une trajectoire orthogonale des génératrices rectilignes) 

est plane, a pour arête de rebroussement une ligne géodési-

que tracée sur un cylindre perpendiculaire au plan de cette 

ligne ; toutes les autres lignes de courbure de la surface pré­

sentant , en outre, les mêmes particularités : semblablement, 

toute surface développable dont une des lignes de courbure 

est une ligne sphérique, a pour arête de rebroussement une 
12 



ligne géodésique tracée sur un cône concentrique à la sphère 
qui contient celle ligne; et toutes les lignes de courbure de la 
surface appartiennent à des sphères concentriques. Il suffit, 
pour le démontrer, de concevoir développé sur un plan le cône 
auxiliaire passant par l'arête de rebroussement AA' de la surface 
considérée, et ayant pour sommet le centre S de la sphère qui 
contient la ligne de courbure donnée TT ' . Car la ligne AA' 
étant une développée de TT ' , la même relation subsiste encore 
entre ces deux lignes après le développement. Celui-ci doit 
donc, transformer la ligne TT ' , non en un cercle tt', parce qu'a­
lors la ligne AA' se réduirait à un point, mais en un point 
unique t : et ce résultat conduit, comme précédemment, à la 
définition de l'arête de rebroussement A A'. D'ailleurs, l'une 
quelconque des autres lignes de courbure, TtT' , , se transfor­
mant en un point unique t, par le même développement, la 
distance de ce point au sommet S du cône développé représente 
Je rayon d'une sphère, concentrique à la première, et conte­
nant la ligne de courbure considérée. 

On aurait pu éviter une nouvelle démonstration et rentrer 
dans le théorème I , en remarquant que la sphère S, qui contient 
la ligne de courbure donnée, coupe la surface sous un angle 
constant. 

THÉORÈME II. Si les tangentes d'une courbe à double cour­
bure sont tangentes à une même sphère, cette courbe est une 
ligne géodésique appartenant à un cône concentrique à la 
sphère; ou une ligne sphérique. 

Démonstration. Le théorème actuel est un cas particulier du 
précédent, et se démontrerait, directement, de la même manière. 

COROLLAIRE. Les tangentes d'une courbe à double courbure 
ne peuvent être tangentes à deux sphères distinctes. 

6O. THÉORÈME III. Si par le centre d'une sphère on mène 
des rayons parallèles aux normales principales d'une ligne 
à double courbure fermée, mais d'ailleurs quelconque; leurs 
extrémités forment une courbe fermée:, partageant la surface 
de la sphère en deux parties équivalentes (Jacobi). 



Démonstration. Considérons l'indicatrice sphérique //, de 
la ligne considérée, et appliquons-lui la construction qui fournit 
la courbe nnt, lieu des extrémités des rayons de la sphère pa­
rallèles aux normales principales de la ligne primitive; c'est-
à-dire prenons sur chaque grand cercle tangent à l'indicatrice 
un arc tn égal à un quadrant. Si nous prolongeons, en outre, 
chacun des arcs tn en nt', jusqu'au point diamétralement op­

posé au point f, le point t' ainsi obtenu 
décrira sur la sphère une courbe t't', sy­
métrique de la première tts. D'ailleurs, la 
ligne primitive étant fermée, il en sera 
de même de chacune des lignes ltu t' t', et 
les aires sphériques enveloppées par ces 
lignes seront équivalentes. il suffira donc, 
pour démontrer la proposition, d'établir 
que la courbe nny divise en deux parties 

équivalentes la portion de la sphère comprise entre les lignes tt.t, 
t't',. Or ceci est évident, car si l'on appelle i, i'ies points d'in­
tersection des grands cercles (ni1, nt',, on peut prendre pour 
éléments respectifs des aires sphériques comprises entre la 
courbe nn1 et chacune des lignes tt,, t't', les triangles infinité­
simaux ianu i'nnl-, et comme chacun des arcs in, înu i'n, 
i'n diffère infiniment peu d'un quadrant, ces triangles sont 
équivalents. 

Observation. La démonstration précédente n'est autre que 
celle de M. Bonnet (voir Journal de l'École Polytechnique, 
1848, page 132), dégagée néan moins de quelques considérations 
qui paraissent étrangères à la question. 

61 . THÉOREME IV. Si les normales principales d'une ligne 
sont parallèles à un plan fixe, cette ligne est une hélice 
cylindrique. (Bertrand, Journal de Mathématiques, 185o, 
page 343.) 

Démonstration. Les tangentes rectilignes de l'indicatrice de 
la ligne considérée, étant parallèles aux normales principales de 
cette ligne, sont, dans le cas actuel, parallèles à un même plan : 

1 2 . 



l'indicatrice est donc plane et, par suite, circulaire; et les 
rayons de la sphère qui aboutissent à ses différents points font 
avec une direction fixe un angle constant. Il en est donc de 
même des tangentes de la ligne primitive, parallèles à ces 
rayons ; et cette ligne est une hélice tracée sur un cylindre 
dont les génératrices sont perpendiculaires au plan fixe donné. 

62. THÉORÈME V. Si les normales principales d'une 
courbe sont parallèles aux génératrices d'un cône de révolu­
tion , cette courbe est une ligne gèodésique d'un hêliçoïde dé-
veloppable. 

Démonstration. La réciproque de cette proposition est évi­
dente, puisque les normales principales d'une telle ligne gèodé­
sique coïncident avec les normales mêmes de l'héliçoïde; et que 
ces dernières étant perpendiculaires aux plans osculateurs d'une 
hélice, lesquels sont parallèles aux plans tangents d'un pre­
mier cône droit, sont parallèles aux génératrices d'un second 
cône, de même axe que le premier. 

Pour établirla proposition directe, imaginons que, par les di­
verses tangentes de la ligne considérée, on mène les plans rec­
tifiants, perpendiculaires aux plans osculateurs correspondants 
de cette ligne. Ces plans formeront par leurs intersections suc­
cessives une surfacedéveloppable, la surface rectifiante, qui est 
ici un héliçoïde On voit aisément, en effet, que la génératrice 
de cette surface, pouvant être regardée comme perpendiculaire 
à deux normales principales consécutives de la ligne proposée, 
normales parallèles elles-mêmes à deux génératrices consécu­
tives d'un cône droit, est perpendiculaire au plan tangent de 
ce cône et fait avec l'axe de ce cône un angle constant. L'arête 
de rebroussement de la surface rectifiante, dont cette génératrice 
est une tangente, est donc une hélice, et la surface rectifiante 
elle-même est un héliçoïde développable. Enfin les normales 
principales de la courbe proposée, qui appartient à cet héli­
çoïde, étant normales à la surface, celle courbe est une ligne 
géodésique de l'héliçoïde. 

On peut établir aussi la proposition par l'emploi de l'indica-



trice. Car les tangentes rectilignes de cette d e r n i è r e , qui sont 

parallèles aux normales principales de la ligne primit ive, se 

t rouvent , dans le cas ac tue l , parallèles aux génératrices d 'un 

cône de révolution. L' indicatrice est donc une hélice sphéri-

que, ayant u n petit cercle de la sphère pour développée (voir 

page 39) . Or , les plans des grands cercles normaux à l ' indi­

catrice sont parallèles aux plans rectifiants de la l igneprimit ive, 

et la développée de l ' indicatrice sert d' indicatrice à l 'arête de 

rebroussement de la surface rectifiante [voir page 76). Cette 

arête , ayant un petit cercle pour indicatrice, est donc une h é ­

lice cyl indr ique, et la surface rectifiante est un héliçoïde dé­

veloppable. 

6 3 . THÉORÈME VI. Si les normales principales d'une 

courbe rencontrent une droite fixe oz, cette courbe est une 

ligne géodésique tracée sur une surface de révolution ayant 

pour a.xe la droite oz. 

Démonstration. Si l 'on considère, en effet, la surface de 

révolution engendrée par la rotation de la courbe donnée AB, 

autour de l'axe o z , la normale à cette surface, en chaque point 

de la courbe AB, devra être normale à cette courbe el le-même, 

et rencontrer en outre l 'axe oz de la surface; et comme ces 

conditions sont déjà remplies par la normale principale de la 

courbe AB, ces deux normales coïncident, et la courbe AB est 

une ligne géodésique de la surface de révolution déjà définie. 

Il résulte de ce théorème qu'il suffirait, pour rechercher les 

propriétés que présente, par rapport à une droite fixe oz, une 

ligne à double courbure dont les normales principales rencon­

trent constamment cette droite, d 'examiner les liaisons qui 

existent entre une ligne géodésique d 'une surface de révolu­

tion et l 'axe de celte surface : or ces liaisons sont exprimées 

p a r l a proposition suivante : 

THÉORÈME VII . En chaque point d'une ligne géodésique 

d'une surface de révolution, le rayon du parallèle qui passe 

par ce point, multiplié par le cosinus de l 'angle de ce paral­

lèle et de la ligne géodésique considérée, donne un produit 



constant. (Clairaut, Mémoires de l'Académie des Sciences, 

1733.) 

Première démonstration. On sait qu'une ligne géodésique 
d'uue surface quelconque peut être considérée comme la tra­
jectoire d'un mobile qui, animé primitivement d'une vitesse 
convenablement dirigée, et n'étant sollicité par aucune force 
extérieure, serait uniquement soumis à la réaction normale de 
la surface. D'ailleurs, et dans ces circonstances, lemouvement 
du mobile étant uniforme, les arcs parcourus sont proportion­
nels aux temps ; et l'on a 

(1) 
c désignant une constante. D'un autre côté, le mobile pouvant 
être regardé comme entièrement libre et soumis à l'action 
d'une force extérieure représentant la réaction normale de la 
surface supprimée ; sa projection, sur un plan quelconque, se 
meut comme un point matériel sollicité à chaque instant par 
la projection, sur ce plan, de la réaction normale primitive. 

Or, si l'on suppose maintenant que la surface considérée 
soit de révolution autour de l'axe oz, et que le plan de projec­
tion xy soit perpendiculaire à cet axe, on voit que la projec­
tion, sur ce plan, du mobile primitif se meut sous l'action 
d'une force émanant d'un centre fixe o, qui est le pied de l'axe. 
oz sur le plan xy. Les aires décrites autour du point o par le 
mobile projeté sont donc proportionnelles aux temps ; et l'on 
a, en désignant par r le rayon du parallèle et par c' une nou­
velle constante, 

(2) 
enfin, de la comparaison des relations (i) et (2), on déduit, 

(3) 

et il est aisé d'apercevoir dans celte relation l'expression ana­
lytique du théorème VII. 

Seconde démonstration. AA' étant une ligne quelconque 



tracée sur la surface de révolution qui a pour axe la droite zz, 
nous désignerons par r, comme précédemment, le rayon du 
parallèle qui passe par ce point; par Ô l'inclinaison de ce rayon 

sur la courbe méridienne zA du même point; par i et i + di 
les angles que la courbe considérée AA' forme, en A et A', avec 
les courbes méridiennes de ces points, et par dw l'angle formé 
par les plans de ces dernières. 

Ces notations posées, imaginons, par le centre d'une sphère 
des rayons os , ox, occ' parallèles respectivement à l'axe de la 
surface et aux tangentes des sections méridiennes aux points 
A, A'; et, ayant construit l'indicatrice aa' de la courbe AA'. 
menons les arcs de grand cercle zc/., zal (parallèles aux plans 

des sections méridiennes des points A, A'); aa, a'x' perpendi­
culaires aux précédents et se coupant en p : enfin, décrivons du 
point p, comme pôle, l'arc de cercle aa1. On a, dar.s le triangle 
rectangle aat a', 

(a) 

E et a désignant l'angle de contingence et l'inclinaison, sur le 
plan tangent, du plan oscillateur de la 
ligne AA' en A. D'ailleurs l'arc zx' 
pouvant être considéré comme perpen­
diculaire en k sur l'arc aap, on peut 
regarder le point p comme le pôle de 
l'arc ka', et poser l'égalité 

ka — a!a,, 

d'où l'on déduit 

ou 

et la comparaison des relations (a) et (b) conduit à cette for­
mule générale 

(33) 



qui se réduit, dans le cas où il s'agit d'une ligne géodésique, à 
celle-ci : 

Enfin ou trouve sur la figure de l'espace, et en désignant par 
da l'arc élémentaire de la section méridienne, 

et la substitution de cette dernière valeur dans la formule pré­
cédente donne successivement 

d où, en intégrant. 

On pourra d'ailleurs faire disparaître l'ambiguïté que présente 
encore cette formule, en prenant, au Heu d'une surface quel­
conque, un cône de révolution dont les lignes géodésiques 
sont, évidemment, représentées par l'équation 

(34) 

Scolie. Les normales principales d'une ligne à double 
courbure peuvent-elles rencontrer constamment deux droites 
fixes, non situées dans le même plan, ou, en d'autres termes. 
deux surfaces de révolution, dont les axes ne se rencontrent 
pas, peuvent-elles être en contact suivant une ligne géodé-
sique ? 

Si cette question devait être résolue négativement, le théo­
rème suivant serait une conséquence immédiate de cette con­
clusion, et la démonstration que nous allons en donner de vien-
drait inutile. 

THÉORÈME VIII. Les normales principales d'une ligne à dou­
ble courbure ne forment jamais une surface réglée du second 
degré. (Bertrand, Journal de Mathématiques, 185o, p. 342) 

Démonstration. Une ligne à double courbure quelconque 
est, en effet, une ligne asymptotique de la surface gauche for-



mée par les normales principales de cette l igne; et il ne passe 

d'ailleurs, en chaque point d 'une surface quelconque, que deux. 

lignes asymptotiques. Or , dans une surface réglée du second 

degré (hvperboloïde à une nappe, ou pat paraholoïde hyperbol i ­

que) , toutes les lignes asymptotiques sont des lignes droites, à 

savoir, les génératrices rectilignes de la surface, de l'un ou de 

l 'autre système : donc, etc. 

COROLLAIRE. Les normales principales d'une ligne à dou­

ble courbure ne peuvent rencontrer en même temps trois 

droites fixes, ou, rencontrer deux droites fixes et se trouver 

parallèles à un plan fixe : et, en particulier, les normales 

principales d'une hélice cylindrique quelconque ne peuvent 

rencontrer deux droites fixes. 

64. THÉORÈME IX. Si les normales principales d'une ligne 

rencontrent à angle droit une droite fixe OZ, cette ligne est 

une hélice tracée sur un cylindre de révolution ayant pour 

axe la droite OZ. 

Démonstration. D'après le théorème VI, la courbe consi­

dérée est une ligne géodésique de la surface de révolution S. 

qui aurai t pour génératrice cette courbe; el le-même, et pour 

axe la droite OZ. D'ail leurs les normales principales de la 

courbe, ou les normales de la surface S, étant perpendiculaires 

à l 'axe O Z , les plans tangents de la surface sont parallèles à 

OZ, et la surface S est un cylindre parallèle à OZ. La courbe 

considérée est donc une ligne géodésique tracée sur une sur­

face cylindrique, de révolution autour de l'axe OZ; ou une hé­

lice appar tenant à un cylindre de révolution. 

0 5 . THÉORÈME X . Si les normales principales dune courbe 

rencontrent sous un angle constant une droite fixe OZ, cette 

courbe est une ligne géodésique tracée sur un cône de révo­

lution, ayant pour axe la droite OZ. 

Démonstration. Il résulte encore des données de la ques­

tion que la courbe considérée est une ligne géodésique d 'une 

surface de révolution ; et que les plans tangents de cette sur -

13 



face font avec l'axe OZ un angle constant : les tangentes d'une 
section méridienne de la surface, aux différents points de cette 
section, font donc avec l'axe OZ un angle constant; la section 
méridienne est donc une droite, et la surface se réduit à un 
cône de révolution. 

Observation. Les normales principales de la ligne géodési-
que considérée forment une surface gauche ayant l'axe même 
du cône pour ligne de striction. 

II. 

Propriétés métriques. 

60. Des relations existant entre une ligne dont la pre­
mière courbure est constante, et le lieu des centres de cour­
bure de cette ligne. 

Soient AA' la ligne proposée; AC, A'C' ses rayons de cour­
bure en A, A', et CCI la ligne des centres de courbure. La 
droite AC, de longueur constante , étant normale à la courbe 
décrite par son origine, est aussi normale à la courbe décrite 
par son extrémité; et la tangente du lieu des centres de cour­
bure est, par suite, perpendiculaire à la normale principale. 
D'ailleurs la normale principale, la tangente du lieu des cen­
tres de courbure et la droite polaire, relatives à un même 
point d'une ligne quelconque, sont toujours situées dans un 
même plan; et comme ces deux dernières droites sont l'une et 
l'autre, dans le cas actuel, perpendiculaires à la première, 
elles coïncident. Donc les droites polaires , c'est-à-dire les tan­
gentes de l'arête de rebroussement de la surface polaire, coïn­
cident avec les tangentes de la ligne des centres; et, par suite, 
la ligne des centres de courbure elle-même coïncide avec l'arête 
de rebroussement de la surface polaire. Cela posé, 

Les normales principales de l'arête de rebroussement étant 
parallèles aux normales principales de la ligne primitive, quelle 
que soit cette ligne, les normales principales du lieu des cen­
tres , dans le cas actuel, coïncident avec celles de la ligne pro­
posée. 



De même les tangentes de l 'arête de rebroussement étant, 

quelle que soit la ligne p r imi t ive , perpendiculaires aux plans 

osculateurs de cette ligne, les tangentes du lieu des centres de 

la proposée sont perpendiculaires à ses plans osculateurs; e t . 

par su i te , inversement , les plans osculateurs de la proposée 

coïncident avec les plans normaux de la ligne des centres. Il en 

résulte que la l imite de l ' intersection de deux plans osculateurs. 

ou la tangente de la proposée, coïncide avec la droite polaire 

relative à la ligne des centres ; et la courbe proposée est l 'arête 

de rebroussement de la surface polaire relative à la ligne des 

centres. D'ailleurs le centre de courbure de cette de rn iè re , si­

tué à la fois sur la normale principale et sur la droite polaire, 

coïncide avec le point correspondant de la ligne pr imi t ive , et 

celle-ci est à la fois la ligne des centres de courbure et l 'arête 

de rebroussement de la surface polaire relatives à là ligne des 

centres CC' dont le rayon de c o u r b u r e , égal à celui de la pro­

posée A A', est constant comme lu i . 

Enfin , le produit des rayons de seconde courbure d 'une ligne 

quelconque et de l 'arête de rebroussement de la surface polaire 

est égal au produi t de leurs rayons de première courbure : on 

a donc, entre les rayons de la courbe considérée et de la ligne 

des centres de courbure , la relation 

et en réunissant ces résultats, on obtient le théorème suivant: 

THÉORÈME X I . Si l'on considère une courbe dont ta pre­

mière courbure est constante et la courbe lieu des centres de 

courbure de la première, ces deux courbes ont mêmes norma-

les principales; chacune d'elles est à la fois la ligne des cen­

tres de courbure et. l 'arête de rebroussement de la surface 

polaire relatives à l'autre; leurs premières courbures sont 

égales, et le produit de leurs secondes courbures est constant 

et égal au carré de la première courbure commune à ces deux 

lignes (Bouquet) . 

67. THÉORÈME XII. Si les deux courbures d'une ligne ont 
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un rapport constant, cette ligne est une hélice cylindrique. 
(Bertrand, Journal de Mathématiques, 1848, page 423.) 

Première démonstration. Considérons l'indicatrice sphéri-
que de la ligne proposée : le rayon de courbure géodésique de 
l'indicatrice étant égal au rapport de la première à la seconde 
courbure de la ligne primitive, la courbure géodésique de l'in­
dicatrice est constante, et l'indicatrice est un petit cercle de la 
sphère. Il en résulte que les rayons de la sphère aboutissant 
aux différents points de l'indicatrice, et, par suite, les tangen­
tes de la, ligne primitive, qui sont parallèles à ces rayons, font 
un angle constant avec une direction fixe : et la ligne primitive 
est une hélice, tracée sur un cylindre parallèle à celte direction. 

Seconde, démonstration. Considérons la surface recti­
fiante relative à la ligne proposée. Les génératrices de cette 
surface sont parallèles aux droites qui mesurent les plus courtes 
distances entre les normales principales consécutives de la ligne 
proposée; et l'inclinaison de l'une de ces droites sur celle ligne 

a pour tangente trigonométrique le rapport —- de ses deux 
courbures, rapport qui est ici constant, par hypothèse. La 
courbe proposée, qui est toujours une ligne géodésique de la 
surface rectifiante, est donc, en outre, dans le cas actuel, une 
trajectoire sous un angle constant des génératrices rectilignes 
de cette surface, et conserve la même propriété après le déve­
loppement de cette dernière sur un plan. La courbe proposée 
se transforme donc par le développement de la surface recti­
fiante, en une ligne droite qui coupe sous un angle constant 
les génératrices développées. Les génératrices sont donc paral­
lèles après et, par suite, aussi avant le développement; la sur­
face rectifiante est un cylindre, et la courbe proposée est une 
hélice tracée sur ce cylindre. 

68. THÉORÈME XIII. Si chacune des deux courbures d'une 
ligneest constante, cette ligne est une hélice tracée sur un 

cylindre de révolution. (Puiseux, Journal de Mathématiques, 
eme VII, 1842, page 65.) 



Démonstration. Les deux courbures de la ligne proposée 

étant séparément constantes, leur rapport est aussi constant ; et 

cette ligne est une hélice, d'après le théorème précédent. D'ail­

leurs le rayon de première courbure de celle hélice étant con­

s tan t , il en est de même du rayon de courbure de la section 

droite du cylindre qui la contient (voir page 7) : cette section 

droite est donc un cercle , et le cylindre est de révolution. 

09 . THÉORÈME XIV. Toute hélice dans laquelle le. rap-

port -—- est constant, (sans être nul) appartient a un cylin­

dre ayant pour base une spirale logarithmique; cette courbe 

est en même temps une hélice conique coupant sous un angle 

constant les génératrices d'un cône de révolution, dont l'axe 

passe par le pôle de la spirale et se trouve parallèle aux gé­

nératrices du cylindre. Nous appellerons celle courbe hélice 

cylindro -conique. 

Démonstration. Le rayon de courbure p et 1 arc s de la sec­

tion droite du cylindre qui contient l 'hélice considérée, étant 

respectivement proport ionnels aux grandeurs correspondantes 

et analogues de celle-ci , le rapport ~ de leurs différentielles 

1 (/R' 
est constant pour la section droi te , comme Je rapport -—• 

pour l 'hél ice: et l'on en conclut, en premier lieu (voir page 39. 

Observation), que cette section droite est une spirale logarith­

mique . 

Q u e l'on regarde, en second l ieu, l'hélice donnée comme la 

génératrice d 'une surface de révolution ayant pour axe la para l ­

lèle oz aux génératrices du cylindre menée par le pôle o de la 

spirale, et que l'on rapporte la section méridienne de cette sur­

face à l'axe oz et à une perpendiculaire ox à oz menée dans le 

plan de la section. On reconnaît aisément que les variations 

correspondantes des coordonnées z et X d 'un point de la sec­

tion méridienne sont mesurées respectivement par les projec-

tions, sur l 'axe du cylindre et sur le rayon vecteur de la spirale. 



des arcs correspondants de l'hélice et de la spirale ; et que ces 
variations, par suite, sont respectivement égales aux produits 
de ces arcs par des nombres constants. Or le rapport de ces 
arcs étant constant, il en est de même du rapport des varia­
tions des coordonnées z et x de la section méridienne; cette 
section est une ligne droite, et. l'hélice considérée appartient à 
un-cône de révolution. 

Enfin, on voit immédiatement, à laide de l'indicatrice, 
qu'une courbe tracée sur un cône de révolution et Taisant avec 
l'axe de ce cône un angle constant, coupe pareillement ses gé­
nératrices sous un angle constant; et la courbe considérée est 
une hélice cylindro-conique, suivant les termes de l'énoncé. 

Réciproquement, l'hélice conique, c'est-à-dire la courbe 
tracée sur un cône de révolution et coupant ses génératrices 
sous un angle constant, n'est autre que l'hélice cylindro-
conique définie précédemment. 

On reconnaît, en effet, à l'aide de l'indicatrice, que les di­
verses tangentes de la courbe considérée font un angle constant 
avec l'axe du cône, cette courbe étant dès lors une hélice tracée 
sur un cylindre parallèle à cet axe. D'ailleurs la section droite 
du cylindre, ou la projection de la courbe sur un plan perpen­
diculaire à l'axe, est une spirale logarithmique. Car d'après la 
définition de l'hélice conique, les variations correspondantes 
de l'arc de la courbe et du rayon vecteur issu du sommet du 
cône, sont dans un rapport constant : il en est donc de même 
des variations de l'arc et du rayon vecteur de la projection; et 
le rayon vecteur de la projection coupe celle-ci sous un angle 
constant, ce qui est la définition de la spirale logarithmique. 

70. THÉORÈME XV. Toute courbe coupant, sous des an­
gles constants, les génératrices d'un cône et celles d'un cylin­
dre, dont elle est la commune intersection, appartient néces­
sairement à un cône de révolution, et, par suite, est une 
hélice cylindro-conique. 

Démonstration. Menons, en effet, par le sommet o du cône, 
un plan. xy perpendiculaire à la direction oz des génératrices 



du cylindre, et désignons par r et z les distances d 'un point 

quelconque de la courbe au sommet du cône et au plan xy. 

On a cette double expression de l 'arc élémentaire de la 

courbe : 

i et i, désignant des angles constants. Il en résulte l 'équation 

différentielle 

et l 'équation, en termes finis, 

de la courbe considérée, C désignant une constante. D'ail­

leurs une hélice, tracée sur un cône quelconque, ayant tou­

jours le sommet du cône pour point asymptote; l 'équation pré­

cédente doit être satisfaite par r= o et s = o ; la constante C 

est nul le , et l 'on a simplement 

ou 

Et cette relation exprime que le cône qui renferme la courbe 

considérée est de révolution autour d'un axe oz parallèle aux 

génératrices du cy l indre ; ce qui suffit à la démonstrat ion. 

(Vieille, Compléments d'Analyse et de Mécanique, page 89.) 

7 1 . THÉORÈME XVI. Si une courbe à double courbure et 

la ligne des centres do courbure sont deux hélices tracées sur 

des cylindres parallèles, la courbe proposée est une hélice 

droite appartenant à un cylindre de révolution, ou une hé­

lice cylindro-conique. (Tissot, Nouvelles Annales de Mathé­

matiques, 1852, page 455.) 

Démonstration. Soient en effet AA' la courbe proposée. 

quclconquc.de


CC' la ligne des centres de courbure et SS' l'arête de rebrousse-
ment de la surface polaire relative à AA'. Cette dernière étant 
une hélice, il en est de même de SS', et le cylindre qui la con­
tient est parallèle au cylindre contenant AA' : donc, par suite 
de l'hypothèse, les hélices SS' et CC' appartiennent à des cylin­
dres parallèles. Or, on reconnaît facilement, par l'emploi de 
l'indicatrice, que « toute hélice CC, tracée sur un héliçoïde 
développable, et appartenant à un cylindre parallèle à celui 
qui contient l'arête de rebroussement SS' de l'héliçoïde, est une 
trajectoire des génératrices rectilignes de la surface. » Donc, 
dans le cas actuel, la ligne des centres de courbure CC coupe, 
sous un angle constant, et les droites polaires CS, et les nor­
males principales CA de la ligne AA'. Or on a trouvé (voir 
formule (26) page 83) 

et il en résulte pour le cas actuel la relation 

0n déduit d'ailleurs de la formule (25) (voir page 81), 

et le rapport—1 étant constant, puisque la courbe est une hé­

lice, on a simplement 

On parvient plus rapidement encore à ce premier résultat, par 
l'emploi de la formule 

qu'il est aisé de démontrer. 

Cela posé, si la constante C est nulle, R, est constant et 
l'hélice appartient à un cylindre de révolution : dans le cas 

rebrous.se-


contraire, on rent re dans le théorème XIV . et la courbe est une 

hélice cyl indro-conique. 

Observation. Q u a n d la ligne primitive est une hélice tra­

cée sur un cylindre de révolution, on sait que la ligne des cen-

tres de courbure CC' et l 'arête du rebroussement SS' de la surface 

polaire, qui coïncident, sont des hélices de même nature que 

la première , tracées sur un cylindre de même axe que le pre­

mier ; la ligne de striction de la surface gauche, formée par les 

normales principales, se réduisant à une ligne: droite, coupée à 

angle droit par chaque génératr ice, et qui est l'axe même du 

cvlindre. Le théorème suivant, dont une partie seulement a étè 

énoncée déjà par M. Tissot , met eu évidence les propriétés 

analogues de l'hélice cylindro-conique. 

72. THÉORÈME XVII . Dans toute hélice cylindro-conique. 

la ligne de striction 0 0 ' de la surface gauche des normales 

principales, la ligne des centres de courbure C C , et l 'arête de-

rebroussement SS' de la surface polaire sont trois hélices cylin-

dro-coniques, appartenant à des canes de même axe et de 

même sommet que celui qui contient la courbe primitive. 

Démonstration, 1). Nous occupant d'abord de la ligne de 

striction, soient 0 0 ' l 'arc élémentaire de cette ligne, 0 0 ! = r a 

la plus courte distance entre les normales principales A C , A ' C 

r la distance AO et m le rapport constant ~ relatif à l' hélice 

A A ' . O n a 
0 0 , 

t a n g ( 0 0 ' , A C ) = 6 r o - = 5 : r . 

Or la ligne AA' étant une hélice dont les génératrices sont pa­

rallèles à la plus courte distance OOi, cette plus courte distance 

TS et l'arc élémentaire AA' = dS sont dans un rapport constant 

en outre, à cause de la relation —- = — \= constante, AOoi 

r est proportionnelle à AC ou R,, dr est proportionnelle 

dR | , et l'on a, par suite, 

tang(OOSAC) = ^ C ^ = C . 
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C et C désignant des constantes. Il résulte de la, en général, 
que, parmi les hélices, celles qui appartiennent à un cylindre, 

ou à un cône de révolu­
tion, sont les seules pour les­
quelles la ligne de striction 
de la surface gauche des 
normales principales soit 
une trajectoire des généra­
trices rectilignes de la sur­
face; et, en particulier, que 
la ligne de striction 0 0 ' re­
lative à l'hélice considérée 
A À', est elle-même une hé­
lice tracée sur un cylindre 
parallèle à celui qui con­
tient cette ligne. D'ailleurs, 
dans toute surface gauche 
à plan directeur, les trajec­

toires orthogonales dus génératrices rectilignes, projetées sur 
ce plan, ont pour commune développée la projection de la 
ligne de striction de la surface. Donc., dans le cas actuel, la 
section droite du cylindre contenant la ligne de striction 0 0 ' 
est la développée de la spirale logarithmique qui sert de base 
au cylindre contenant AA' ; cette section droite est une spirale 
logarithmique égale à la première et de même pôle., et la ligne 
de striction OO' est une hélice cylindro-conique tracée sur un 
cône de même axe que celui contenant l'hélice primitive AA'. 
(Voir Théorème XIV.) 

2). Si l'on désigne, en second lieu, par p le pôle commun des 
spirales aa', oo' projections des hélices AA', OO', et que, pro­
jetant sur le même plan C C suivant cc', on joigne pa, po, pc : 

OA R; , . 
on voit que Je rapport ~Tp ~ ;n étant constant, le rapport 

, oa . , 
égal— est constant, ainsi que le rappor t— Mais déjà, sur la 
"oc x l 

figure, le rapport — et l'angle pao, ou pac sont constants ; et 



il résulte de tout cela que le rappor t — et l'angle p a c sont con-

stants, et que le triangle pac est donné d'espèce. L'angle apc et 

le rapport — sont donc constants à leur tour, et le point c 
pc L 

décrit une spirale logar i thmique, égale à chacune des précé­

dentes ad, oo', et de même pôle qu'elles. Il résul te , en ou t re , 

des relations précédentes entre les spirales ad et cc', et du pa ­

rallélisme constant de AC et de ac, que le point c décrit une 

hélice sur le cylindre ayant pour base cc', de la même manière 

que le point A sur le cylindre ayant pour base ad. 

Les éléments correspondants des lignes ad et cc' é tan t , en 

effet, dans un rapport constant , on a 

el les projections sur Ce et A a des éléments correspondants CC' 

et AA' étant égales entre el les , on a 

on en déduit 

e t , par su i t e , 7 est constant comme a. On en conclut que la 

ligne des centres de courbure C C est une hélice cylindre-co­

nique, de même axe que les précédentes, AA' et 00' . 

3) . Quan t à l 'arête de rebroussement de la surface po­

laire SS', ses normales principales é tan t , dans tous les cas. 

parallèles à celles de la ligne pr imi t ive , et celle-ci étant une 

hélice dans le cas actuel ; SS' et AA' sont des hélices situées sur 

des cylindres paral lèles; et il en est de même des hélices SS' 

et C C : d'où cette conséquence, déjà énoncée, que CC' est une 

trajectoire des génératrices rectilignes de la surface polaire. Il 

résulte de là que le trièdre formé au point C, par la droite CS, 

la tangente à la ligne C C et la génératrice Cc du cylindre con-
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tenant CC, est constant, ainsi que le dièdre suivant Cc Or 
si l'on projette, sur le plan de projection déjà employé, SS' 
et CC suivant ss' et cc', il est facile de voir que les droites se 
qui sont tangentes à la ligne ss', coupent la ligne ce' sous un 
angle qui mesure le dièdre précédent, et qui, par suite, de­
meure constant. Si donc on appelle y le centre de courbure en c 
de la spirale cc', que l'on joigne pc, py, ps et cy, on reconnaît 
que le quadrilatère cpys, bi-rectangle en p et s, est donné d'es­
pèce, ainsi, par conséquent, que le triangle pcs. L'angle cps et 

le rapport — sont constants; le point s décrit une spirale loga­

rithmique égale à chacune des précédentes, et de même pôle 

qu'elles-, et l'arête de rebroussement. SS' de la surface polaire 

est encore une hélice cylindro-conique, de même axe que les 

précédentes AA', 0 0 ' et C C . 

4). Il est facile de voir, en dernier lieu, que les cônes de 
révolution contenant les quatre lignes AA', 0 0 ' , C C et SS', 
ont même sommet P. Car si l'on appelle P le sommet du cône 
contenant AA', et si l'on conçoit que le point A se rapproche 
indéfiniment du sommet P , le rayon de courbure AC — RI 

de AA', qui est proportionnel à la distance PA , tendra indé­
finiment vers zéro. Donc les trois côtés du triangle ACS, donné 
d'espèce, tendent simultanément vers zéro en même temps que 
le point A tend vers le sommet P. Il en résulte que les sommets C 
et S de ce triangle, et le point O qui divise le côté AC dans un 
rapport constant, tendent à se confondre avec le point A, pen­
dant que celui-ci tend lui-même vers le point P ; et les hélices 
décrites par les points O, C et S ont, pour point asymptote 
commun, le sommet P du cône contenant l'hélice AA' ; ce qui 
suffit à la démonstration. 

Remarque I. La surface gauche formée par les normales 
principales de l'hélice AA' contient une infinité d'hélices 
cylindro-coniques, de même axe et de même sommet que la 
proposée; ces hélices peuvent se construire par points en divi­
sant dans un rapport constant quelconque chaque rayon de 

lesommetP.il


courbure AC de ia ligne proposée; et elles sont les lignes 

asymptotiques de la surface (voir ci-après le chapitre I X ) . 

Remarque II. Les rayons de première et de seconde cour­

bure de l'hélice cylindro-conique sont, en chaque point de 

cette courbe, proportionnels à la distance de ce point à un 

point fixe P . Mais ]a réciproque n 'est pas vraie, à moins que 

l'on n'ajoute la condition que le point fixe P appar t i enne , 

comme point asymptote, à la courbe considérée;. 

7 3 . PROBLÈME. Trouver la définition de la ligne à double-

courbure L dont les normales principales peuvent coïncider 

avec les normales principales d'une seconde ligne L' ; et les 

relations métriques, ou descriptives, existant entre les lignes 

conjuguées L et L ' . 

Solution, 1). Cherchons , en premier lieu, les relations des­

criptives qui peuvent exister entre les lignes L, L' que nous 

supposons avoir mêmes normales principales. 

Recouran t , à cet effet, aux indicatrices sphériques de ces 

deux l ignes , nous remarquerons que les lignes considérées 

ayant mêmes normales pr incipales , la ligne sphérique nnx. 

lieu des extrémités des rayons parallèles à ces normales, doit 

être la même pour les deux courbes 

L et L'. Il en résulte, d'après la gé­

nération de la ligne nn1 au moyen 

de chacune des indicatrices tt,, tt' 

(voir page 7 8 ) , que les arcs de 

grand cercle nt, nt' sont des qua­

drants , et sont en outre tangents 

aux indicatrices ttu t't'. Donc l'arc 

de grand cercle tt' joignant deux 

points correspondants quelconques de ces lignes est normal à 

l 'une et à l 'autre ; les deux indicatrices ont même développée 

sphér ique, et l 'arc de grand cercle normal tt', compris entre 

ces l ignes, conserve une valeur constante. Or cet arc mesure 

l'angle tot' ou son égal , l 'angle des tangentes aux lignes L . l' 

menées par des points correspondants de ces lignes. Nous arri-



vons donc à ce résultat, qui subsisterait encore si les normales 
principales des deux lignes, au lieu de coïncider, étaient seu­
lement parallèles : Les tangentes des deux lignes conjuguées L, 
L', menées en des points correspondants de ces lignes, font 
entre elles un angle constant. La figure sphérique fourni! 
d'ailleurs une première expression de la tangente de cet angle 
constant y : car en désignant par ÎI le centre de courbure sphé­
rique des deux indicatrices pour les points t et t', ou a 

et, par suite, puisque l'on a 

(I) 

R, et R,, R, et R', désignant les rayons de première et de se­
conde courbure des ligues L, L'. 

2). Revenons, en second lieu, à la figure primitive compo­
sée des lignes AB, A'B' et de leurs normales principales com­
munes A A', BB'; et cherchons de nouvelles expressions de 
l'angle des éléments correspondants AB, A'B' de ces lignes, 
que nous savons demeurer constant. 

1°. A cet effet, G étant le centre de courbure de la ligne AB 
pour le point A, décrivons du point C comme centre, et dans 

le plan osculateur en A, ACB, le petit arc de cercle A'b' ter­

miné à la droite CB prolongée , et joignons B'b'. On voit aisé­

ment que la portion de normale principale, AA' ou BB', 

comprise entre les deux courbes, conserve une longueur con­

stante, que nous désignerons par la lettre n. Il en résulte que BB', 

Bb' ne diffèrent que d'un infiniment petit du second ordre; et 

que la droite B'b', déjà située dans le plan normal en B et fai-



sant avec Bb' un angle infiniment peu différent d'un droit, 
peut être considérée comme perpendiculaire au plan osculateur 
ACB ou A'Cb'. Dès lors les triangles infinitésimaux A'b'B', 
rectangle en b' et dans lequel l'angle en A' est égal à l'angle (j>, 

B'Bb' et A'Cb' , dont les angles 
en 13 et C représentent les angles de 
torsion et de contingence, H et E, 
de la ligne AB, nous donnent suc­
cessive ment : 

De là, en multipliant membre à membre et simplifiant. 

ou enfin 

(2) 

20. Effectuant en suite une construction analogue au point C', 
centre de courbure de la ligne A'B' pour le point A', les u i-
angles infinitésimaux AbB, rectangle en b, et dans lequel l'an­
gle en A est égal à l'angle <j> ; BB't et AC'b, dont les angles en 
B' et C représentent les angles de torsion et de contingence. H' 
et E', de la ligne A'B', nous donneront de même : 

d'où 

(3) 



et si l'on réunit les résultats précédents dans un même énoncé, 
on obtient cette proposition : 

THÉORÈME XVIII. Si les normales principales d'une ligne L 
sont en même temps les normales principales d'une seconde 
ligne L', 1° les tangentes menées en des points correspondants 
de ces lignes font entre elles un angle constant (<p); 2° il existe 
entre les rayons de première et de seconde courbure de ces 
lignes, pris isolément ou collectivement, les relations sui­
vantes : 

(') 

<p et n désignant des constantes. 

Observation. Los formules précédentes, ou du moins des 
formules équivalentes, ont été déconvertes par M. Bertrand 
(voir Journal de Mathématiques, tome XV, page 332, 185o). 
On voit que la première de ces formules exprime que, entre 
les deux courbures d'une ligne possédant la propriété énon­
cée, il existe une relation linéaire. M. Bertrand écrit cette 
relation sous la forme 

la constante C restant indéterminée, et su signification géomé­
trique demeurant inconnue. Les relations (1) permettent de 

lever cette indétermination, et donnent C = pour la va-
l a n g <p r 

leur de cette constante. 
COROLLAIRE. Si on suppose l'angle <p égal à un droit, les 

formules générales (I) se réduisent à celles-ci : 

relations déjà trouvées, dans l'un des numéros précédents, entre 
une ligne L dont la première courbure est constante, et la 
ligne L' lieu des centres de courbure de la première. 



74. THÉORÈME X I X . Réciproquement , s'il existe entre 

les deux courbures d'une ligne AB une relation linéaire, on 

peut construire une seconde ligne À'B' ayant mêmes normales 

principales que la première; et il existe entre les rayons de 

courbure de ces lignes, outre la relation supposée, les autres 

relations exprimées par la formule (1) de la page précédente. 

Démonstration. Mettons la relation donnée sous cette 

forme : 

(1) 

et, la constante n étant, pour fixer les idées, supposée posi­

tive, portons sur le prolongement des rayons de courbure de 

la ligne AB ou L, à part i r de cette courbe, des longueurs AA', 

BB', . . . égales à la ligne n : les points ainsi obtenus formeront 

une courbe A' B', ou L', située toute entière sur la surface gau­

che S formée par les normales principales de la courbe L, et 

coupant à angle droit les génératrices de cette surface. Or 

nous allons établir que la ligne L', ainsi définie, a mêmes nor­

males principales que la ligne L. 

Et d 'abord, les tangentes menées en des points correspon­

dants A et A' des lignes L et L', font entre elles un angle cons­

tant, dont: la tangente trigonométrique est précisément; égale 

à la constante C (voir la figure de la page III). 

Soient , en effet, O le point central de la génératrice AA': 

0 0 ' la plus courte distance entre A A' et la génératrice infini­

ment voisine 151V; 'J3, 4>' les inclinaisons des plans tangents de 

la surface S en A, A' sur le plan langent en O, inclinaisons 

mesurées par les angles que forment avec 0 0 ' les tangentes des 

lignes L, L' aux mêmes poin ts ; çp — 4>'— lP l ' inclinaison mu­

tuelle des plans tangents en A, A', ou des tangentes aux lignes 

L, L' aux mêmes points-, et soit enfin k le coefficient de distri­

bution des plans tangents de la surface S pour la génératrice 

AA'. 
15 



On a, comme on sait (voir page 10, n° 9), 

d'où 

ou 

D'un autre côté, 4» n'étant autre chose que l'inclinaison, sur 
le plan osculateur de la ligne AB, de la plus courte distance 
entre deux normales principales consécutives de cette ligne, 
on a (voir la formule 23, page 79), 

et, par suite, 

(b) 

enfin on a trouvé pour le coefficient k (voir la formule 24, 

page 81), l'expression 

(c) 

et si on remplace k. oA et k par ces valeurs dans la formule (a) , 
il vient 

d'où, en réduisant au même dénominateur et simplifiant, 

(2) 

Ainsi la tangente de l'angle 9 a précisément pour valeur cette-
fonction des deux courbures de la ligue AB qui demeure cons-



tante d'après l 'hypothèse exprimée par la relation (1); et, par 

suite. l'angle <p est constant : or ce résultat est suffisant pour 

établir que les droites AA', BB', . . . qui sont déjà les normales 

principales de la ligne AB, sont aussi les normales principales 

de la ligne A'B' (Voir la figure de la page 109). 

Considérons, en effet, les indicatrices sphériques tt,. t't', des 

lignes AH, A 'B ' ; et soit nn, la ligne sphérique formée par les 

extrémités des rayons on parallèles aux normales principales 

de la seule ligne AB, ou aux génératrices de la surface gauche 

déjà considérée. Les tangentes en A, A' des lignes L, L' étant 

toutes les deux perpendiculaires à la génératrice AA', le rayon 

on, parallèle à cette dernière, est perpendiculaire au plan tot': 

le point n est le pôle de l 'are de grand cercle tt', et l 'arc nt est 

perpendiculaire à l 'arc tt', qui demeure par suite, toujours 

normal à la ligne tt, : cet are tt' est d'ailleurs constant, pu is ­

qu'il mesure l'angle constant des tangentes aux ligues L, L': 

on vient de voir qu'i l demeure toujours normal à la ligne tt, 

décrite par sou origine t, il demeure donc pareil lement nor ­

mal à la ligne t't.,. décrite par son extrémité t'. Les indicatrices 

des lignes A B, A' B' ont clone même développée sphérique ; par 

suite la ligne spherique. des normales principales, nn,. est la 

même pour les deux courbes AB, A' B', et les normales princi­

pales de ces courbes sont parallèles. Enfin, la normale prin­

cipale en chaque point A de la courbe AB passant constam­

ment par le point correspondant A' de la courbe A' IV, la nor­

male principale de celle-ci, qui passe par le même point et 

qui est parallèle à la première, se confond avec el le; et les 

deux courbes ont mentes normales principales. 

7 5 . THÉORÈME XX.. Si les normales principales d'une 

ligne L sont an même temps normales principales de deux 

autres lignes distinctes, L' et L", chacune de ces lignes est une 

hélice tracée sur un cylindre de révolution ; et la surface for­

mée par leurs normales principales est un hèlicoïde gauche à 

plan directeur. 

Démonstration. Désignons en effet par n' et n" les portions 
15. 



constantes des génératrices do la surface gauche des normales, 
comprises entre la courbe L et chacune des courbes L' et L"; 
par c' et y" les angles constants des tangentes de la ligne L avec 
les tangentes correspondantes des lignes L' et L". En appli­
quant la première des relations contenues dans la formule (1) 
du n°73 (voir page 112) à chacun des deux systèmes formés 
par les lignes L et L', L et L", on a 

(1) 

(2) 

et ces relations, n'étant autre chose que deux équations du 

premier degré entre — •> —et des constantes, assignent à cha-

cune des deux courbures de la ligne L une valeur constante : 
la ligne L est donc une hélice tracée sur un cylindre de révolu-
tion ; il en est de même pour chacune des lignes L' et L", et la 
surface formée par les normales principales, communes a ces 
lignes, est un héliçoïde gauche à plan directeur. 

COROLLAIRE I. On déduit aisément des résultats qui précè­
dent, la démonstration du théorème suivant, établi d'abord 
par M. Catalan (Journal de Mathématiques, 1842, page 203) : 

Toute surface réglée dont les rayons de courbure sont en 
chaque point égaux et. de signes contraires, est un héliçoïde 
gauche à plan directeur. On peut même donner plus de géné­
ralité à l'énoncé, en disant que : S'il existe sur une surface 
gauche trois lignes L, L', L" coupant à angle droit les généra­
trices de la surface, et en chaque point desquelles les rayons 
de courbure de la surface soient égaux et de signes contrai­
res, la surface est un héliçoïde gauche à plan directeur. 

Il suffit, en effet, pour démontrer cette dernière proposition, 



de remarquer qu'en vertu de l 'hypothèse, et d'après les théo­

rèmes d 'Euler et de Meunier , les plans osculateurs de chacune 

des lignes L, L', L", coïncident avec les plans tangents à la 

surface. Il en résulte que les normales principales de ces l i­

gnes coïncident avec les génératrices rectilignes de la surface : 

ces trois lignes ont donc mêmes normales principales ; chacune 

d'elles, d'après le théorème précédent, est une hélice apparte­

nant à un cylindre de révolution ; et la surface est un héliçoïde 

gauche a plan directeur. 

On trouve dans un Mémoire de M. O. Bonnet une démons­

tration analogue (Journal de l'Ecole Polytechnique, 1848. 

page 134). 

COROLLAIRE II . Enfin le même théorème, combiné avec celui 

du numéro précédent, conduit à la séparation en trois classes, 

déjà établie par M. Bertrand, des surfaces gauches formées par 

les normales principales des lignes à double courbure : La pre­

mière classe renfermant les surfaces dont les génératrices 

sont les normales principales d'une courbe unique ; la se­

conde, les surfaces dont les génératrices sont les normales 

principales de deux courbes distinctes ; et la troisième enfin, 

les surfaces dont, les génératrices sont les normales principa­

les d'une infinité de. courbes, cette dernière classe ne conte­

nant que les héliçoides à plan directeur. (Journal de Mathé­

matiques, 185o, page 332.) 

CHAPITRE VII 

DES LIGNES TRACÉES SUR UNE SURFACE DE RÉVOLUTION. — SECTIONS 

PLANES. LIGNES ET CERCLES GÉODÉSIQUES. LOXODROMIES 

ET LIGNES D'OMBRE. 

76. L'équation en coordonnées polaires de la section méri­

dienne d'une surface de révolution étant 

(I) 



l'équation de la section de cette surface par un plan incliné 

de l'angle a. sur l'équateur, sera 

(I) 
l'origine des rayons vecteurs p et. p' étant le point d'intersec­

tion du plan sécant et de l'axe; et. les angles w, w' étant 

comptés, dans le plan méridien et dans le plan sécant, à par­

tir des perpendiculaires à l'axe, situées dans ces plans. 

Applications. a). La surface considérée étant un tore; et 

le plan de la section, mené tangentiellement à la surface par la 

projection sur l'axe du centre de la section méridienne : on 

aura, au lieu des équations générales (I) et ( I ) , 

(I') 

(I') 
Or cette dernière équation peut prendre , successivement, les 

formes suivantes : 

et enfin 

équation du système de deux cercles, qui démontre le théo­

rème de M. Yvon Villarceau. 

b). Soient encore 

(I") 

l 'équation d'une lemniscate de Bernoulli , prise pour section 

méridienne d 'une surface de révolution ; et 

(I") 

l 'équation de la section de la surface par un plan passant par 

le centre de la lemniscate méridienne, et incliné de l'angle a. sur 



l 'équateur. Si l'on pose s i t i « = - - = ! auquel cas l 'angle a est de 

45 degrés, et le plan de la section est tangent à la surface, 

comme dans le théorème précédent; il vient simplement 

pour équation de la section considérée, qui est encore le sys­

tème de deux cercles. On peut d'ailleurs parvenir géométri­

quement à re résultat en remarquant que la surface actuelle 

est la réciproque, relative à l 'origine, d 'un hyperboloïde de ré­

volution à une nappe, lequel est coupé par le plan sécant con­

sidéré suivant deux génératrices rectilignes, parallèles entre 

elles, et ayant pour réciproques deux circonférences passant par 

l 'origine, et mutuel lement tangentes en ce point. 

77, Lignes géodésiques. L'équation générale des lignes 

géodésiques d 'une surface de révolution 

(34) rsin ;=r constante, 

déjà établie dans le chapitre VI, peut être obtenue plus simple­

ment encore par la méthode de Maclaurin (*). 

LEMME. Parmi tous les triaiigles rectangles construits sur un 

côté, donné de l'angle droit, celui pour lequel l'excès du temps 

employé à parcourir l 'hypoténuse avec une vitesse donnée v. 

sur le temps employé à parcourir le second côté de l'angle 

droit avec une vitesse v, supérieure à v , est un minimum; 

— est celui dans lequel le sinus de l'inclinaison de l'hypoté­

nuse, sur le côté donné de F angle droit, est égal au rapport -
i ' , 

des vitesses données. Et celte propriété de min imum subsiste 

encore, dans les mêmes conditions, pour des triangles curvil i­

gnes infiniment petits tracés sur une surface quelconque (Des 

méthodes, page 113) . 

Supposant ce Lemme établ i , et remarquant q u e , pour 

(* ) Voir Traité des Fluxions, tome II, n o s 572 et suiv. ; et des Méthodes en 

Géométrie, Mallet-Bachelier, 1855, page 112. 



toutes les lignes réunissant le point A au point B, la somme 

l dw des angles consécutif s formés par les méridiens qui 

aboutissent aux points successifs A , . . . M, M' . . . B de ces 

lignes, est constante; on verra que la ligne géodésique cher­

chée, pour laquelle / MM' est m i n i m u m , coïncide avec la 

ligne pour laquelle la différence l MM' — A l d'w est m i n i m u m , 

A désignant un coefficient constant. D'ail leurs, cette différence 

totale sera rendue min imum, si l 'on rend min imum chacune 

des différences élémentaires M M ' — A. rZu = M M ' — A . — > 

dont elle se compose : r désignant le rayon du parallèle du 

point M'-, et M'u' étant la projection sur ce parallèle de 

l 'arc élémentaire M M ' de la ligne considérée. Enfin, si l'on 

conçoit que la zone totale comprise entre 

les parallèles extrêmes ait été décomposée 

en un très-grand nombre de zones par­

tielles par une série de parallèles in te rmé­

diaires, la série de ces parallèles étant la 

même pour toutes les lignes qui joignent le 

point A au point B : on pourra regarder 

comme donné l 'arc M u ' de méridien compris entre les para l ­

lèles des points M, M ' ; et l 'on verra dès lors que la différence 

, M'a' MM' H ' / 
élémentaire MM — A — - - = - — sera min imum, 

r i r 

\ 
d'après le Lemme, si l 'inclinaison i de l 'arc M M ' sur Je méri­

dien est définie par l 'équation 

ou 
c. Q. F. D. 

Remarque I. L'équation précédente s'applique encore d 'une 

manière plus générale aux lignes géodésiques d'une classe de 



surfaces, étudiées par Monge, et comprenant les surfaces de 

révolution : nous voulons parler des surfaces dont les lignes de 

première courbure sont planes et situées dans des plans paral­

lèles. On sait que les lignes de seconde courbure de ces surfaces 

sont également planes., perpendiculaires aux plans des p re ­

mières , et superposables entre elles : les lignes de première 

courbure , projetées sur le plan de l 'une d'elles, ayant en outre 

même développée. Cela posé, en chaque point d'une ligne 

géodésique d'une pareille surface, le rayon de courbure de la 

ligne de première courbure, et le sinus de l'inclinaison de la 

ligne géodesique sur la ligne de seconde courbure, sont les 

facteurs d'un produit qui demeure constant dans toute l 'é ten­

due de la ligne géodésique considérée. La démonstration 

précédente s 'applique, à peu près sans modification, à la p ro­

position actuelle. 

Remarque II. La même équation conduit encore à cette 

conséquence dont la démonstration est facile, et que nous 

nous contenterons d'énoncer : Les côtés d'un triangle géo­

désique quelconque, tracé sur une surjace de révolution, for­

ment, avec les lignes méridiennes qui aboutissent aux trois 

sommets, six angles distincts; le produit des sinus de trois 

de ces angles, non adjacents, est égal au produit des sinus 

des trois autres. 

Remarque 111. Enfin cette équation conduit encore à ce 

résultat qu'une même ligne tracée sur une surface de révolu­

tion ne peut être à la fois une loxodromie et. une ligne géo­

désique de. la surface : exception faite toutefois du cylindre 

parmi les surfaces de révolution, ainsi que de l 'équateur et des 

sections méridiennes dans chaque surface. 11 en résulte, sous 

les réserves mentionnées, cette généralisation d'une propriété 

négative, bien connue de la loxodromie sphérique : quelle que 

fût la nature de la section méridienne du solide terrestre, sup­

posé toujours de révolution, la ligne parcourue par un vais­

seau qui suit constamment un même rumb de vent, oblique 

au méridien, ne saurait jamais être la ligne la plus courte 

entre le point de départ et le point d'arrivée. 

16 



78. Expression de F angle de contingence géodésique 
d'une ligne quelconque. Que l'on mène, par deux points infi­
niment voisins A et A' d'une courbe quelconque tracée sur la 
surface de révolution, deux lignes géodésiques tangentes à cette 
courbe en ces points, se rencontrant en T, et formant en ce 
point un angle infiniment petit qui est, par définition, l'angle 
de contingence géodésique Eg relatif à l'arc AA' de la courbe 
considérée. Si l'on mène le méridien du point T , cl que l'on 
appelle i, I les inclinaisons de la première ligne géodésique sur 
les méridiens des points A , T , et i',l' les inclinaisons de la 
seconde ligne géodésique sur les méridiens des points A' et T ; 
on aura, d'après le numéro précédent, 

d'où 

r, r' etR désignant les rayons des parallèles passant par les points 
A,A' et T. On déduit de la dernière relation, en remarquant 
que I — I ' = E g , ei que les angles I , I ' , i' et i sont infiniment 
peu différents les uns des autres, ainsi que les rayons r,t' et R, 

et enfin 

(33 bis) 

Le problème suivant va nous offrir une application de cette 
formule. 

79. PROBLÈME. Parmi les lignes, de longueur donnée, 
qui sur une surface de révolution réunissent deux points don­
nés, trouver celle qui enveloppe une aire maximum. 

Solution. Imaginons que la zone totale comprise entre les 
parallèles des points extrêmes A et B ait été décomposée 
en un très-grand nombre de zones partielles, par une série 



de parallèles intermédiaires , la série de ces parallèles étant 

la même pour toutes les lignes qui joignent ces deux points : et 

soit AM M'B la ligne cherchée (fig- 36). Cette ligne étant de 

longueur donnée , renfermant une aire maximum, et réunis­

sant deux points appartenant à des méridiens dont l'angle est 

donné : l ' intégrale 

sera min imum pour la ligne cherchée : en désignant par R dw 

l 'aire élémentaire M M ' m'm comprise entre cette ligne, deux 

méridiens consécutifs et le parallèle initial A a . dont on peut 

prendre le rayon pour un i t é ; R étant une fonction du rayon 

du parallèle [tassant par le point M, indépendante de l'angle w. 

et dont la forme dépend de la nature de la section méridienne. 

Or , on rendra cette intégrale min imum, en rendant minimum 

chacun de ses éléments 

ou 

ou 

et comme l'are M u ' de méridien compris entre les parallèles 

des points M et M' peut être regardé comme donné, cette der­

nière différence sera min imum, d'après le Lemme, si l 'incli­

naison i de l'arc M M ' sur le méridien est définie par l'équation 

ou 

(•'1 

Différentiant cette équation, et remarquant que. 

16. 



da désignant l'arc correspondant Mu' du méridien, il vient, 

successivement, 

(x') 

d'où, en divisant par l'équation (33 bis) de la page 122, 

(x") 

ce qui démontre que la courbure géodésique de la ligne cher­
chée est constante ; et ce résultat, comme on sait, demeure vrai 
pour une surface quelconque. 

80. Des loxodromies. Si rapportant chaque point d'une 
surface de révolution à un parallèle et à un méridien fixes 
ox et oy, on désigne par y l'arc du méridien passant par ce 
point terminé au premier parallèle, et par x l'arc du parallèle 
passant par le même point et terminé au premier méridien, 
on trouvera immédiatement 

et 

(3) 

pour équation d'une loxodromie passant par l'origine des 
coordonnées. L'aire interceptée entre le premier méridien, la 
trajectoire et un parallèle quelconque, a pour différentielle, 
dans le même système, 

et l'on en déduit, pour l'aire elle-même, 

(4) 

De la forme de l'équation (3) il résulte, ainsi que l'a fait 
remarquer M. l'abbé Aoust [Journal dé Mathématiques, 
tome XI, 1846, page 184), que la loxodromie joue, sur une 



surface de révolution, le même rôle que la ligne droite dans 
le plan. En particularisant cette observation générale. on 
parvient aux résultats suivants : 

1. Les loxodromies issues d'un même point de la surface 
déterminent sur un parallèle quelconque des arcs propor­
tionnels. 

2. Les sommets d'un triangle variable, formé par des 
loxodromies, glissant sur trois parallèles donnés, et les deux 
premiers côtés tournant autour de deux points donnés, le troi­
sième côté, ou côté libre, passe continuellement par un troi­
sième point fixe. 

81 . Rayon de courbure géodésique d'une loxodromie. 
Nous avons trouvé dans le chapitre précédent [voir page 95 
formule (33)] , pour l'angle de contingence géodésique d'une 
ligne quelconque tracée sur une surface de révolution, 

cette équation devient, en supposant que la ligne considérée 
soit une loxodromie, et négligeant les signes, 

d'où 

On a d'ailleurs 

r désignant le rayon du parallèle passant par le point consi­
déré; et si l'on substitue cette valeur dans la formule précé­
dente, il vient 

(35) 

pour le rayon de première courbure géodésique d'une loxo­
dromie : cette formule renferme celle qui a été établie précé­
demment pour la loxodromie spbérique. 



82. Des lignes d'ombre, relatives à des rayons incidents 
parallèles. 

Recourant au mode de représentation sphérique des li­
gnes tracées sur une surface de révolution déjà employé dans 
le chapitre VI, considérons l'indicatrice sphérique aa' d'une 
ligne d'ombre AA', et soient z,p les extrémités des rayons de 
la sphère parallèles à l'axe de la surface et à la direction des 

rayons lumineux incidents ; menons les 
ares de grand cercle zp, pa, pa' qui re­
présentent, le premier-, le plan de la sec­
tion méridienne principale, parallèle aux 
rayons incidents ; le second et le troisième, 
les plans tangents en A et A'; abaissons 
enfin perpendiculairement sur pa l'arc zx, 
dont le plan est parallèle au plan de la 

section méridienne en A, et qui mesure le complément de l'in­
clinaison 5 de la tangente en A de cette section sur le ravon 
du parallèle correspondant. 

Le triangle sphérique rectangle zap donne 

OU 

(6) 

m désignant une constante, et w représentant l'inclinaison du 
plan de la section méridienne, qui passe par le point A de la 
ligne d'ombre considérée, sur le plan de la section principale. 
On déduit facilement de cette formule, comme nous allons le 
voir, les équations des projections de la ligne d'ombre sur le 
plan de la section méridienne principale et sur un plan per­
pendiculaire à l'axe. Soit d'abord, à cet effet, 

(VII) 

l'équation de la section méridienne, entre les coordonnées par­
ticulières r et ô, dont la première désigne le rayon du parallèle : 
si on élimine 8 entre les équations (6) et (VII), on aura, pour la 



projection d'une ligne d'ombre sur le plan de l'équateur. 

(7) 

En second lieu, l'équation (VII) de la section méridienne 
principale pouvant s'écrire 

(VII') 

si on élimine r entre cette équation et la suivante 

ou 

(7') 

l'équation résultante en r' et z représentera la projection de la 
ligne d'ombre sur le plan de la section méridienne principale : 
les coordonnées z et r1 étant comptées, la première parallèle­
ment à Taxe de la surface, et la seconde perpendiculairement 
à cet axe. 

83. Application. THÉORÈME. Toute surface de révolution 
qui admet une ligne d'ombre plane est nécessairement une 
surface du second degré. (De la Gournerie, Journal de 
l'École Polytechnique, 1853.) 

Démonstration. Le plan de la ligne d'ombre considérée de­
vant être, à cause de la symétrie, perpendiculaire au plan de 
la section principale, la projection de cette ligne sur ce plan 
sera une ligne droite dont l'équation pourra s'écrire, en dispo­
sant convenablement de l'origine, 

et si l'on porte cette valeur dans l'équation (7'), il vient, pour 
l'équation différentielle de la section méridienne, 



d'où, pour la section méridienne el le-même, 

équation d 'une courbe du second degré , dont l 'un des axes 

coïncide avec Taxe de la surface. 

84. On peut , dans certains cas, reconnaître d 'une manière 

très-simple, et sans aucun calcul, la nature des projections sur 

le plan de l 'équateur, des diverses lignes d'ombre d 'une sur­

face de révolution. 

Imaginons, en effet, deux surfaces de révolution, construites 

sur le même axe, et ayant pour section méridienne deux cour­

bes égales dont on pourrai t effectuer la superposition à l'aide 

d 'un mouvement de translation, dirigé perpendiculairement 

à l 'axe, que l 'on at t r ibuerai t à l 'une d'elles. Si l'on appelle 

points correspondants de deux pareilles surfaces les points de 

ces surfaces situés sur un même rayon perpendiculaire à 

l'axe, il est évident que les plans tangents en des points cor­

respondants de ces surfaces sont toujours parallèles : et il r é ­

sulte, en général, de ce parallélisme que les lignes d'ombre des 

deux surfaces, relatives à une même direction des rayons in­

cidents, sont deux lignes correspondantes. Si l'on suppose, 

en particulier, que la première des deux surfaces considérées 

soit un paraboloïde de révolution, ou une sphère, on obtiendra 

les résultats suivants : 

1, Dans la surface de révolution engendrée par la rotation 

d'une parabole autour de l'un quelconque de ses diamètres, 

les lignes d'ombre relatives à des rayons incidents parallèles 

se projettent, sur un plan perpendiculaire à l'axe, suivant des 

conchoïdes. 

2. Les lignes d'ombre du tore, projetées sur le plan de 

l 'équateur, donnent naissance à des conchoïdes à base ellip­

tique, que l'on peut cons truire en prolongeant, d'une longueur 

constante, les demi-diamètres d'une ellipse ayant pour centre 

le pied de l'axe sur l'équateur. 



CHAPITRE VIII. 
DES LIGNES TRACÉES SUR UNE SURFACE DÉ VELOPPABLE.. 

8 5 . LEMME. Le rayon de courbure géodésique.V., .. = ——, 

d'une ligne tracée, sur une surface est égal nu rayon de cour-

bure ordinaire, R', de la courbe plane suivant laquelle elle se 

transforme par le développement, sur un plan, de la surface 

dêveloppable circonscrite à la proposée suivant cette ligne. 

Démonstration. Construisons l ' indicatrice sphérique aai de­

la ligne considérée A A j , et menons par le centre de la sphère 

des rayons og, og1 parallèles aux généra­

trices A G , A , G , de la surface dévelop­

pable. Les arcs de grand cercle g a , g , a , , 

se coupant en i, seront parallèles aux 

plans tangents en A, A, de cette surface; ils 

seront tangents on outre à la ligne ggt : 

car cette dernière n'est autre que l 'indica­

trice de l'arête de rebroussement de la sur­

face développable; el l'on sait que les plans 

tangents de l 'une coïncident avec les plans 

oscillateurs de l 'autre. Dès lors, en posant 

a a , = E , gg, — AG, AlGi = dd, ag — i. a1gl—i~hdi. et 

décrivant du point i, comme pôle, l'arc de petit cercle a x. 

on trouve 

ou 

d'où 

Ainsi, 



a désignant l'angle sous lequel l'arc ga coupe la ligne au,, ou 
l'inclinaison du plan tangent en A sur le plan osculateur de 
la ligne AA1. Or, si l'on développe sur un plan la surface 
AGGi Aj 5 dS, di et dd ne changent pas de valeurs ; di + d8 
représente l'angle de contingence E ' de la ligne AAi transfor­
mée, et la formule précédente devient 

C.Q.F. D. 

86. Formules relatives aux courbes tracées sur un cy­
lindre. 

AAt étant une courbe quelconque tracée sur un cylindre, 
désignons par i et a les angles que la tangente et le plan oscu-
lateur de cette courbe en A forment respectivement avec la 
génératrice et le plan tangent du cylindre au même point; 
par i+di, a+da les grandeurs analogues pour le point A, ; 
et soient p et dw le rayon de courbure de la section droite du 
cylindre en A, et l'angle des plans tangents en A,A, : dS 
désignant l'arc élémentaire de la courbe AA,, on aura d'abord 

(a) 

Si l'on construit ensuite l'indicatrice sphérique aat de la 
courbe AA,, et si ayant mené le rayon og 
de la sphère parallèle aux génératrices du 
cylindre, de son extrémité g, comme pôle, 
on décrit l'arc de petit cercle aa, terminé 
aux arcs de grand cercle ga, gat ; le trian­
gle rectangle a a a , fournira les relations 

et si l'on remplace dw par sa valeur (a), il vient 

(36) 

(37) 



On a d'ail leurs. 

(38) 

en remarquant que l'intersection des plans tangents menés par 

les points A , A, a pour l imite la génératrice du point A, et 

appl iquant la formule (14) sur les enveloppes sphériques, ob ­

tenue à la page 49 ; et si l 'on mult ipl ie membre à membre les 

relations (36) , (38) , on trouve, en simplifiant, 

ou 

(39 

pour le rayon de seconde courbure géodésique de la courbe 

considérée. 

Enfin, si Ton abaisse l 'arc gp —/> = - — GJ perpendiculaire 

sur le grand cercle tangent en a à la ligne aa,, la tangente tri-

gonométrique du rayon de courbure sphérique de l ' indica-

trice aa, , ou le rapport—' des deux courbures de la courbe 

/ s i r i / , . dp . . 
primitive AA, , a pour valeur ——.—- •> ou. suivant la nota-1 \ tl.smp 

\ —sini.f/i el.vasi ... , , 
tion actuelle —;—: = > d' après la formule (9") de 

/ d. sin/j a. coscr 
la page 4 2 ; de sorte que l'on a 

( F ) 

Cette élégante formule, déjà obtenue par M. J.-A. Serret . 

fait voir que le rapport de la première à la seconde courbure 

d'une ligne quelconque est. mesuré par le rapport des diffé­

rentielles des cosinus des angles que forment, avec une même 

direction fixe, la tangente de la courbe considérée et la droite 

polaire correspondante. {Journal de Mathématiques, 1851. 

t. XVI . p. 195.) 
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Si l'on pose (4°) p= constante, ou si l'on suppose le cy­
lindre de révolution, et qu'ayant différentié l'équation (36), 
on remplace dans l'équation résultante di et da par les valeurs 

_ Esina— titans?; . , , , . — E coso et ; — tirées des relations (37) et (38), on 

trouve, après quelques transformations, cette dernière formule 

(4o) 

Observation. Il convient de remarquer que les arcs ga de la 
figure sphérique actuelle doivent aller en décroissant, quand 
on passe de a en a^ sur la ligne sphérique aa1 ; ou, en d'autres 
termes, que la différentielle di doit être négative. Cette condi­
tion, en effet, était remplie par la figure 20 de la page 49, sur 

laquelle nous avons obtenu la formule (38), t a n g j = —, 

et l'on reconnaît aisément que cette dernière devrait être écrite 

tang/— T1——— si l'on supposait positive la différentielle di. 

Remarque. L'arc de grand cercle tangent en un point quel­
conque a de l'indicatrice représentant le plan osculateur de la 

ligne cylindrique considérée, et l'arc ga qui joint le point g au 
même point a représentant le plan tangent au cylindre; on 
voit que si l'indicatrice spliérique passe par le point g, le 
plan osculateur au point correspondant de la ligne primitive et 
le plan langent du cylindre qui la contient, au même point, fe­
ront un seul et même plan. Donc, si la tangente en un point 
d'une courbe de l'espace est perpendiculaire au plan de pro­
jection (et dans ce cas la courbe est tangente eu ce point à la 
génératrice du cylindre projetant), la tangente au point corres­
pondant de sa projection sera la trace sur le plan de projection 
du plan osculateur de la courbe primitive au point considéré : 
proposition due à M. Chasles; ramenant, comme on le voit, la 
construction de la tangente de la projection d'une courbe, au 
point où l'élément de la courbe est perpendiculaire au plan de 
projection, à la détermination du plan osculateur de la ligne 



que l'on projette; et donnant, par cette réduction même, l'ex-
plication de l'inefficacité des méthodes ordinaires, dans le 
cas particulier en question. (Voir Journal de Mathémati­
ques, 1837, tome II, page 293.) 

Applications. 

87. Posons i= constante : !a courbe AA, devient une 

hélice, la formule (37) montre que a — - ? les formules (36) 

et (38) donnent 

et l'on voit que, si le cylindre est de révolution, Rt et R sont 
séparément constants. 

88. Posons p = constante et a = constante, c'est-à-dire 
proposons-nous de définir, sur un cylindre de révolution, 
la courbe dont le plan oscillateur coupe la surface sous un 
angle constant. 

L'équation (36) résolue par rapport à Rl et divisée par 
cos a, donne 

ou 

C désignant une constante, et R' représentant (Lemme. 
page 129) le rayon de courbure de la ligne suivant laquelle 
se transforme la courbe cherchée par le développement du cy­
lindre. On déduit aisément de celle formule que la ligne trans­
formée est une chaînette, dont l'axe est parallèle aux généra­
trices du cylindre; et comme cette dernière ligne est aussi la 
transformée de la chaînette cylindrique (Vieille, Compléments 
d'Analyse et de Mécanique, page 202), on voit que la courbe 
cherchée est la chaînette cylindrique. On a d'ailleurs ces 
expressions des rayons de courbure de la ligne, en chacun de 



ses points, 

et ces formules s'appliquent encore, non plus à la chaînette, 
mais à la courbe a = constante, dans le cas où le cylindre est 
quelconque. 

89. Posons jo =: constante et R, = constante : la for­
mule (4o), dans laquelle nous ferons abstraction de la solution 

cas a = o, ou a = -i qui reproduirait l'hélice déjà considérée 

an n°87 , devient alors 

On a d'ailleurs, suivant la formule (39), 

et il résulte de la comparaison de ces formules que : sur un cy­
lindre de révolution, l'angle de torsion de la ligne dont la 
première courbure est constante, est proportionnel à la va­
riation correspondante de l'inclinaison du plan oscillateur 
de cette ligne sur le plan tangent à la surface. 

90. Formules relatives aux tourbes tracées sur un cône. 
Soient aa1 l'indicatrice sphérique de la courbe AAi, et gg, 

la ligne formée par les extrémités des rayons de la sphère pa­
rallèles aux génératrices oA, oA, du cône; menons les arcs 
de grand cercle ga, g,at, qui se coupent en i, et décrivons du 
point i, comme pôle, l'arc ax. Conservant les notations du 
numéro précédent, et désignant, en outre, par r la longueur o A, 
par dd l'angle des génératrices consécutives oA. oA, (mesuré 
sur la sphère par l'arc gg,) et par A le demi-angle au sommet 
du cône de révolution, osculatcur du cône proposé suivant la 
génératrice oA (l'angle A étant mesuré sur la sphère par le 
rayon de courbure sphérique de la ligne ggt en g) : nous aurons 



d'abord 

(a) 

(b) 

Le triangle rectangle aa-a^ nous fournira ensuite les relations 

qui deviennent, par l'emploi des formules (a) et (b). 

(36') 

(37') 

On a d'ailleurs 

(38') 

comme dans le n° 86 ; et si l'on multiplie membre à membre 
les formules (36') et (38'), on trouve, en simplifiant. 

(39') 

Les formules correspondantes du n° 80 se déduisent de 
celles-ci en posant tangA = o, r = <x> et r tang A = p. 

Applications. 

91. Posons A = constante et i= constante : la courbe; 
considérée est une hélice tracée sur une cône de révolution ; 
les équations (36') et (37'), divisées membre à membre, four-



nissent la relation 

d'après laquelle l'angle a demeure constant; et C, C désignant 
des constantes, les formules (36') et (38') prennent cette forme 

Il résulte, de cette dernière, que la courbe considérée est en 
même temps une hélice cylindrique ; et il est aisé de voir que 
les génératrices du cylindre, à hase spirale, qui la contient, sont 
parallèles à l'axe du cône; car l'indicatrice sphérique aa, et la 
courbe ggt sont deux cercles ayant même pôle. 

92. Posons a= - : la courbe est une ligne géodésique, et 

l'on obtient des expressions très-simples de sim, Ri et R, en 
fonction de r et de tang A. 

93. Posons A —constante et a = constante : l'équa­
tion (36'), résolue par rapport à Rj et divisée par cosa, 
donne 

pour le ravon de courbure de la ligne suivant laquelle se trans­
forme la courbe cherchée par le développement du cône. De 
là, en désignant par p la perpendiculaire abaissée de l'ori­
gine des rayons vecteurs sur la tangente, et remarquant que 

v T., rdr 
sin i = —, que R'=~r- ? ou tire, successivement, 

r ' dp 

d'où l'on pourra déduire l'équation en coordonnées polaires 
de la courbe transformée : équation qui se présente sous des 
formes différentes, suivant que C est inférieur, égal ou supé­
rieur a l'unité. 



94. Scolie On pourrai t se proposer de déterminer l 'équa­

tion générale des lignes tracées sur un cylindre, ou sur un cône 

de révolu lion, analogue à l 'équation 

qui représente une ligne sphérique. Mais cette recherche, qui 

présente d'ailleurs des difficultés, pourra-t-elle du moins con­

duire à un résultat simple:1 II est aisé de voir que non, et de 

définir les lignes et les rapports différentiels qui entreraient 

dans l 'expression du rayon du cylindre, ou de l'angle au som­

met du cône de révolution , contenant la ligue considérée. En 

effet, quatre points sont nécessaires pour déterminer une 

sphère, cinq pour un cylindre et six pour un cône de révolu­

tion : le rayon de la sphère osculatrice, le rayon du cylindre 

et. l 'angle au sommet du cône, oscillateurs d 'une ligne à double 

courbure en un de ses points, dépendent donc, implici tement, des 

lignes finies et des rapports différentiels qui naissent de la con­

sidération simultanée et de la succession de quatre, dé cinq ou 

de six points infiniment voisins d 'une ligne à double courbure. 

Pour le cas de la sphère, le nombre des points est quatre : les 

trois premiers donnent naissance au rayon de première cour­

bure ; la succession des quatre points donne naissance au rayon 

de seconde courbure et au rapport différentiel —-' : le rayon 

de la sphère oseulatrice est donc une fonction de R t , ïl.2, ——'• 

Pour le cas du cylindre, le nombre de points est cinq : les 

quatre premiers donnent naissance aux grandeurs R , , R 2 , —-î : 

et la succession des cinq points in t rodui t , en outre , les rap-

dli2 f/JR, , 
ports ——, ——— : le rayon du cylindre oscillateur est donc 

ci S «S1 

une fonction des quanti tés K,, R 2 , — -̂> - r j p —— • 
tlb db dS 

Enfin, on verra de même que l'angle au sommet du cône 
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droit oscillateur est une fonction des mêmes quantités, et des 

nouveaux rapports 

95. Formules relatives aux courbes tracées sur une sur­
face développable. 

Les formules établies dans le n° 90 s'appliquent, avec une 
seule modification, aux courbes tracées sur une surface déve-
loppable quelconque. Il suffit, en effet, d'y remplacer tangA, 
qui représentait le rayon de courbure géodésique de la ligne 
sphérique formée par les extrémités des rayons parallèles aux 
génératrices du cône, par le rayon de courbure géodésique 
analogue relatif à la ligne sphérique formée par les extrémités 
des rayons parallèles aux génératrices de la surface dévelop-
pable considérée. Or, celte dernière ligne est précisément l'in­
dicatrice sphérique de l'arête de rebroussement de la surface, et 

son rayon de courbure géodésique tang A est égal à — ; p, et pt 

P' 
désignant les rayons de première et de seconde courbure de 
cette arête. On a donc les formules suivantes : 

Applications. 

96. Posons — = constante et i=constante : les for-
P« 

mules (36-37") et (38") montrent que l'angle a et le rapport 



~ sont constants; et R, , R2 sont proportionnels à r. Donc, les 

trajectoires des génératrices rectilignes d'un hélicoïde déve-

loppable sont des hélices, et leurs plans oscillateurs coupent 

la surface sous un angle constant.. On voit d'ailleurs qu'il est 

nécessaire, pour que i et a soient simultanément constants . 

que — le soit aussi , ou que la surface soit un hélicoïde. 

97. Posons a = - : la formule (38") devient 

ou 

Il en résulte que ; en chaque point d'une ligne géodésique 

tracée sur une surface développable, le rapport de la première 

à la seconde courbure de cette ligne est égal à la tangente de 

son inclinaison sur la génératrice correspondante de la sur­

face. 

98 . Posons — = constante et / = - : on a , comme précé-
p, 2 

demmen t , 
ou 

La formule (38") donne d'ailleurs H + da = o\ doue. H = o, 

et la ligne considérée est plane. Réciproquement , si l'on a 

i = '- et H = o, ou a encore da = o, a = constante. Donc, les 

lignes de courbure d'un liélicoïde développable sont planes : 

et toute surface développable dont les lignes de courbure sont 

planes est un liélicoïde. (Voir le n° 96 . ) 

99 . Si une surface développable a des cercles pour lignes 

de courbure, cette surface est un cône de révolution. En effet, 

i. a et -£- étant constants par suite de l 'hypothèse, ( équa ­

tion (37") se réduit à / ' = constante, ce qui suffit pour établir 

que la surface est un cône, et par suite u n cône de révolution. 

Car les rayons ; ayant une longueur constante et étant nor-

. 8 . 



maux, par une de leurs extrémités, à la ligne de courbure AA,. 
ces rayons devraient être également normaux à la courbe 
formée par leurs autres extrémités. Mais ces rayons sont déjà 
tangents à cette courbe, qui est l'arête de rebroussement ; 
donc celle-ci se réduit à un point, et la surface est un cône de 
révolution. 

100. Observation. — Les trajectoires des génératrices recti-
lignes d'un héliçoïde développable sont des hélices. Cette 
proposition, que nous avons vue résulter des formules précé­
dentes, peut être établie directement en quelques mots. Il 
suffit, en effet, de remarquer que l'indicatrice sphérique d'une 
trajectoire peut se construire par points, en menant des arcs 
de grand cercle tangents au petit cercle ggt de la sphère, qui 
sert d'indicatrice à l'arête de rebroussement de la surface, et 

prenant sur chacun d'eux un arc 
constant ga = i. Or le lieu des 
points ainsi obtenus est évidemment 
un petit cercle aa, de la sphère , 
parallèle au cercle ggt et de même 
pôle; donc la trajectoire considérée 
est une hélice cylindrique, et le cy­

lindre auquel elle appartient est parallèle au cylindre contenant 
l'arête de rebroussement de la surface. On voit d'ailleurs que 
l'arc de grand cercle ga, tangent au premier cercle gg1 et 
limite au second aa^ coupe ce dernier sous un angle qui reste 
constant; donc le plan oscillateur d'une trajectoire quelconque 
coupe la surface sous un angle constant. Réciproquement, 
toute hélice tracée sur un héliçoïde développable, et. apparte­
nant à un cylindre parallèle à celui qui contient l'arête de 
rebroussement de la surface, est une trajectoire des généra­
trices rectilignes de l'héliçoïde. Car p étant le pôle commun 
des petits cercles ggt et aat qui servent d'indicatrices à l'arête 
de rebroussement et à l'hélice considérée, les côtés pg et pa 
du triangle sphérique pga, rectangle en g, sont constants; 
il en résulte que le troisième côté ga est constant aussi, et que 



l'hélice considérée est une trajectoire des génératrices rerti-
lignes. 

Si l'hélice, arête de rebroussement. de la surface, appar­
tient à au cylindre de révolution, les mêmes conséquences 
subsisteront encore; mais avec cette particularité que l'une 
des trajectoires, en nombre inGni, qui correspondent à une va­
leur déterminée, et d'ailleurs quelconque, de l'angle i, est une 
hélice tracée sur un cylindre de révolution. Dans ce cas, en 
effet, si on développe la surface sur un plan, l'arête de re-
broussement, dont la première courbure est constante, devient 
une circonférence-, les génératrices de la surface se transforment 
suivant les tangentes de cette circonférence, et leurs trajec­
toires suivant les trajectoires des tangentes. Or, dans la figure 
ainsi développée, l'une des trajectoires, en nombre infini, 
qui correspondent à une valeur donnée de l'angle i, est une 
circonférence (décrite du même centre que la première, avec 
un rayon convenablement choisi), cl son rayon de courbure 
est constant. De là, en revenant à la surface primitive, on 
conclut qu'il existe sur celle surface une trajectoire dont le 

rayon de courbure géodésique —— est constant; et comme il 

est déjà établi que a et =p sont constants pour une trajectoire 

quelconque, R1 et R2 sont l'un et l'autre constants pour la 
trajectoire considérée qui est, par conséquent, une hélice 
tracée sur un cylindre de révolution, 

Enfin si, revenant au cas général, on suppose l'angle i égal à 

-y les arcs ga, g, a, sont des quadrants, les rayons de la 

sphère aboutissant aux points a, at sont parallèles aux tan­
gentes en g, gi du petit cercle ggi, et la ligne aa, est un 
grand cercle de la sphère. Donc les lignes de courbure de 
l'héliçoïde développable sont des courbes planes, et le plan 
de chacune d'elles coupe la surface sous un angle constant. 
Réciproquement, une ligne de courbure d'une surface déve­
loppable étant plane, cette surface est un hèlicoïde. Les tan-



gentes en g, gt de l'indicatrice de l'arête de rebroussement, 
étant en effet parallèles aux rayons de la sphère qui aboutissent 
aux points a, a, du grand cercle servant d'indicatrice à la ligne 
de courbure que l'on suppose plane, sont parallèles à un plan 
fixe. La ligne gg, est donc plane et circulaire; l'arête de 
rebroussement est une hélice, et le plan de la ligne de cour­
bure considérée coupe la surface sous un angle constant : ce 
qui renferme le théorème de M. Joachimstal. 

Les résultais précédents ont été obtenus analytiquement par 
M. Molins, dans le cas particulier de l'hélice tracée sur un 
cylindre de révolution. (Journal de Mathématiques, tome VIIl, 
page 141.) 

101. Les mêmes considérations conduisent, très-simplement 
encore, à la solution de cet autre problème, également résolu 
par M. Molins : Faire passer par une courbe donnée une sur­
face développable telle que, par le développement de cette 
surface sur un plan, la courbe se transforme en un cercle 
de rayon donné Ri , e . (Journal de Mathématiques, 1856. 
page 270.) 

On voit d'abord que le problème est susceptible de deux 
solutions. Car si l'on mène par les tangentes successives de la 
ligne donnée une double série de plans formant avec les plans 
osculateurs correspondants de cette ligne, d'un côté et de 
l'autre de ces plans, des angles a dont les cosinus soient définis 
en chaque point par la relation 

les deux surfaces développables enveloppes des plans de chaque 
série, répondront l'une et l'autre à la question. 

Examinons, avec M. Molins, le cas où fa ligne donnée est 
une hélice tracée sur un cylindre de révolution ; et construisons 
les indicatrices sphériques gg, et aav de l'arête de rebrousse­
ment de la surface cherchée et de l'hélice donnée : l'indica­
trice de cette dernière est un petit cercle aa, de pôle p, et les 



arcs ag, a1gi ont pour enveloppe la ligne gg1 (voir la figure 
de la page 140). 

R,j(, étant constant, ainsi que le rayon de première cour­
bure R, de l'hélice donnée, l'angle a est constant ; les arcs ag. 
a, gt coupent le petit cercle aai sous un angle constant ; le 
point g, où chacun d'eux touche son enveloppe gg, , s'obtient 
en abaissant l'arc pg perpendiculaire sur ag : et il résulte de 
cette construction que le triangle variable pgu demeure tou­
jours égal à lui-même et que les arcs pg et ga sont constants. 

L'arc pg étant constant, la ligne ggt est un petit cercle de 
même pôle p que le cercle aa, : et l'arête de rebroussement de 
la surface cherchée est une hélice située sur un cylindre paral­
lèle à celui qui contient l'hélice donnée. 

L'arc ga étant constant, l'hélice donnée est une trajectoire 
des génératrices rectilignes de la surface, et se transforme, par 
le développement de cette dernière sur un plan, en un cercle 
coupant sous un angle constant les tangentes de l'arête de re-
broussement développée. L'arête développée est donc l'enve­
loppe d'une série de cordes égales d'un cercle, ou un cercle 
concentrique au premier : et l'arête de rebrousscnient elle-
même est une hélice dont la première courbure est constante 
ou une hélice tracée sur un cylindre de révolution. 

Les formules précédentes peuvent aussi conduire aux mêmes 
résultats. 

CHAPITRE IX. 

DES LIGNES TRACÉES SUR UNE SURFACE GAUCHE. 

102. Observations préliminaires ; notation et définitions. 

On appelle, comme on l'a déjà vu, point central de chaque 

génératrice OA d'une surface gauche la limite des positions 

occupées sur cette génératrice par le pied de la droite sur la-



quelle se mesure la plus courte distance OOi entre cette généra­

trice et une génératrice infiniment voisine O'A' : le système de 

tous les points analogues, relatifs aux diverses génératrices de 

la surface, formant une courbe continue 0 0 ' O " que l'on appelle 

ligne de striction de la surface. Il résulte d'ailleurs de cette 

définition qu 'en chaque point de la ligne de striction le plan 

tangent à la surface est perpendiculaire au plan mené, par 

la génératrice (fui passe en ce point, parallèlement à la géné­

ratrice infiniment voisine : car il peut être considéré comme 

contenant la droite 0 0 , , sur laquelle se mesure la plus courte 

distance entre ces deux génératrices. 

Les droites indéfinies 0 0 , , O'O', , 0 " 0 " , . . . , sur lesquelles se 

mesurent ainsi les plus courtes distances entre les génératrices 

successives de la surface primitive S, sont à leur tour les géné­

ratrices d 'une seconde surface gauche S', que l 'on appelle la 

surface conjuguée : et il est évident que les génératrices de la 

première surface reçoivent les plus courtes distances entre les 

génératrices consécutives de la surface conjuguée ; les deux 

surfaces étant circonscrites l 'une à l 'autre tout le long de leur 

commune intersection O O ' O " , qui est , en outre , la ligne de 

striction de l 'une et de l 'autre. 

Dans fout ce qui sui t , nous désignerons l'angle de deux gé­

nératrices infiniment voisines de la première surface, leur plus 

courte distance, le coefficient de distr ibution des plans tan­

gents (voir page 10); et les éléments analogues et correspon­

dants de la surface conjuguée, par 

Quand nous aurons à considérer une ligne AA' tracée sur la 

surlace, nous rapporterons ses points successifs A , A' , . . . , aux 

points correspondants O , O ' de la ligne de striction par les 

coordonnées spéciales 

l 'arc élémentaire dS et l 'inclinaison i de cette ligne sur la gé-



nératrice étant définis par les équations 

(2 ) 

(3) 

dont la seconde devient, quand il s'agit de la ligne de striction. 

pour laquelle o = Il = ç , 

(4; 

Pour démontrer ces formules, soient, comme précédemment. 

OOi = w la plus courte distance entre les génératrices infini­

ment voisines O A , O 'A ' , et 0 , 0 ' = w' le segment déterminé 

sur O 'A ' par cette plus courte distance OO, et la ligne de 

striction 0 0 ' ; menons les droite.-. 

0 , a parallèle à O A , Aa parallèle 

et égale à 0 0 , , aa' perpendiculaire 

sur O'A' : et A u ' , qui peut être con­

sidérée comme l 'élément de la tra­

jectoire orthogonale des génératrices 

issue du point A , et qui forme avec 

Aa l'angle <j) mesurant l ' inclinaison 

du plan tangent eu A sur le plan tangent en O : inclinaison 

définie par l 'équation fondamentale [voir p . 11 , formule (IV)] : 

(') 

On a dans le triangle A n 'A ' , rectangle en a', les relations : 

D'ailleurs la trajectoire orthogonale A a' et la plus courte dis-

tance OOj interceptant sur les génératrices infiniment voi-
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sines O A , O' A' des segments égaux, on a l'égalité 

ou 

ou 

ou enfin 

et la substitution de cette valeur dans les relations précédentes 
fournit les formules (2) et (3). 

103. Représentation sphérique d'une surface gauche et 
des lignes les plus remarquables, ligne de striction, lignes de 
courbure, lignes géodésiques, lignes asymptotiques et lignes 
d'ombre d'une telle surface. [Voyez fig. 43, p. 148.) 

Si l'on mène par le centre d'une sphère, de rayon 1, les 
rayons cg, cg\. . . , parallèles aux génératrices rectilignes 
d'une surface gauche quelconque S, leurs extrémités forme­
ront une courbe sphérique gg', dont l'arc élémentaire ds me­
sure l'angle w de deux génératrices consécutives de la surface 
primitive S, et dont l'angle de contingence géodésique eg est 
égal à l'angle w' des deux génératrices consécutives, correspon­
dantes, de la surface conjuguée S' : le rayon de courbure géo­
désique de cette ligne gg' étant défini dès lors par la formule 

(5) 

En outre, si l'on construit l'indicatrice sphérique 00' de 
la ligne de striction 0 0 ' , les points o, o',..., de cette indica­
trice seront respectivement situés sur les arcs de grand cercle 

gy, g'y,..., normaux en g,g',. . . , à la ligne gg'. L'arc go, et 
le grand cercle tangent en g à la ligne gg', représentent, en 
effet, le premier, le plan tangent au point O de la ligne de 
striction; le second, le plan mené par la génératrice du même 
point parallèlement à la génératrice infiniment voisine; et 



doivent ê t r e , comme ces deux plans, perpendiculaires entre 

eux. 

Si l'on construit de même l ' indicatrice an' d 'une ligue quel­

conque AA', tracée sur la surface : les plans des arcs de grand 

cercle ag a ' g ' , . . . , jo ignant les points correspondants des deux 

lignes aa', gg' sont parallèles aux plans tangents de la surface 

aux points A , A ' , . . . ; et l ' inclinaison de l'arc ag sur l'arc nor­

mal go ou gy, ou le complément de l'inclinaison de l'arc ag 

sur la ligne ggy, mesure l'angle çp des plans tangents au point A 

de ta ligne considérée, et au point, correspondant O de. la 

ligne, de striction. 

Enfin, la ligne pp' formée par les intersections successives 

des arcs ga,g'a',..., sert d'indicatrice à l 'arête de rebrous-

sement de la surface développable circonscrite à la proposée 

suivant la ligne AA' : et si dans la formule (14) de la page 49, 

on remplace l'arc ai, l'angle a, ds, c„ par leurs valeurs ac-

tuelles, arc gp, - —çp,o),w' , relatives à la ligne gg' et à l 'in­

clinaison de l'arc gp sur cette ligne, on obtient cette nouvelle 

formule : 

(6) 

dont nous ferons un continuel usage dans ce chapi t re , ainsi 

que des principes suivants, par lesquels nous terminerons ces 

prél iminaires. 

A. Si la courbe AA' est la. ligne de striction de la surface. 

les arcs ga , g' a' sont normaux à la ligne gg'. 

B. Si la courbe A A' est une ligne géodésique, les arcs ga, g'a' 

sont normaux à l'indicatrice aa'. 

C. Si cette courbe est une ligne de courbure de la surface. 

les arcs ap , a'p' sont des quadrants, et. les arcs gp , ga sont 
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complémentaires. Car les rayons ca et cp de la sphère sont 
parallèles à la tangente de la ligne de courbure AA' et à sa 
tangente conjuguée, et ces tangentes sont rectangulaires. 

D. Si la courbe AA' coïncide avec l'arête de rebrousseraient 
de la surface développable cir­
conscrite à la proposée suivant 
cette courbe, ou si la courbe AA' 
est une ligne asymptotique de la 
surface, la ligne pp' coïncide 
avec la ligne aa', et les arcs ga, 
ga' sont tangents à la ligne aa'. 

E. Enfin, si la courbe AA! est une ligne d'ombre relative à 
des rayons incidents parallèles (ou la courbe de contact d'un 
cylindre circonscrit à la surface), la ligne pp' se réduit à un 
point, et les arcs ga, g/ a' concourent en ce point, qui est l'ex­
trémité du rayon de la sphère parallèle aux rayons incidents. 

104. Rayon de courbure géodésique d'une trajectoire A A', 
sous l'angle constant i, des génératrices rectilignes (voir la fi­
gure précédente}. Décrivant du pôle commun p, les arcs gh, aq 
interceptés entre les ares pag, pa'g", on a l'égalité ga = hq , 
dont la comparaison avec l'égalité donnée, ga = g'a' = i, con­
duit à la relation 

ou, à cause des triangles rectangles aqa!, ghg', 

(4°) 

On a d'ailleurs, parla formule (2) (voir page 145 ) , 

et, par suite, 

Il résulte de cette formule qu'en un même point d'une surface 



gauche, la somme des carrés des premières courbures géodé-

siques de deux trajectoires, perpendiculaires entre elles, est 

constante. 

105. Propriétés de la ligne de striction; cas particuliers 

dans lesquels la ligne de striction est une trajectoire des gé­

nératrices rectilignes; une ligne géodésique; ou une ligne 

asymptotique de la surface. 

THÉORÈME. Une ligne, tracée dans de certaines conditions 

sur une surface gauche, peut être, soit une ligne géodésique, 

soit une trajectoire des génératrices rectilignes, soit la ligne 

de striction même de la surface : et si deux de ces trois pro­

priétés se trouvent réunies dans une même ligne de la surface, 

elle possède aussi la troisième. ( O . Bonnet , Journal de l'É-

cole Polytechnique, t. X I X , p . 71.) 

Démonstration. Q u e la ligne de striction 0 0 ' soit d'abord 

une ligne géodésique, ou une trajectoire des génératrices rec-

tilignes : dans le premier cas (voir la figure précédente), 

les arcs go, g'o'. déjà normaux à la ligne gg', puisque 0 0 ' est 

la ligne de striction, sont aussi normaux n la ligne 00', pu is ­

que 0 0 ' est une ligne géodésique. Les deux lignes gg', 00', ont 

doue même développée sphérique, et les ares go, g'o', normaux 

à l 'une et à l 'autre , conservent une valeur constante qui me­

sure l ' inclinaison, également constante, de la ligne 0 0 ' sur les 

génératrices de la surface. Dans le second cas, les arcs go ont 

une longueur constante ; ils sont encore normaux à la ligne 

décrite par leur origine g : ils sont donc pareil lement normaux 

à la ligne 00' décrite par leur extrémité o; et la ligne 0 0 ' est 

une ligne géodésique. 

Enfin, si AA' est à la fois une trajectoire des génératrices et 

une ligne géodésique de la surface, les arcs ga ont une lon­

gueur constante et sont normaux à la ligne aa' décrite par leur 

extrémité a ; ils sont donc pareillement normaux à la ligne gg' 

décrite par leur origine g. Les arcs ga, g'a' coïncident en di­

rection avec les arcs g o , g ' o ' ; les plans tangents à la surface, 

menés par les points correspondants de la ligne considérée AA' 



et de la ligne de striction 0 0 ' , sont parallèles; et ces lignes 
elles-mêmes coïncident. 

Toutes les surfaces gauches dans lesquelles la ligne de 
striction présente ces particularités peuvent donc être engen­
drées en menant, par chacun des points: d'une ligne à double 
courbure quelconque, prise pour ligne de striction, et dans le 
plan rectifiant correspondant, une droite faisant avec la ligne 
considérée un. angle constant : cet énoncé contenant, en par­
ticulier, la génération de la surface gauche de révolution. 

Supposons, en dernier lieu, que la ligne de striction 0 0 ' soit-
une ligne asymptotique de la surface : les arcs go, g'o' étant 
alors tangents à la ligne oo', celle-ci coïncide avec la déve­
loppée yy' de la ligne gg'. On a donc constamment 

ou, d'après les formules (4) et (5) [voir pages 145, 146), 

ou 

En outre, l'arc élémentaire de la développée 00', ou l'angle 
de contingence E de la ligne de striction, est égal à la diffé­
rentielle di0 de l'inclinaison, go ou gy, de la génératrice de la 
surface sur la ligne de striction ; et comme d'ailleurs les géné­
ratrices de la surface sont, dans le cas actuel, situées dans les 
plans osculateurs de la ligne de striction, on a ce théorème : 

Si par les divers points, et dans les plans osculateurs cor­
respondants d'une ligne à double courbure quelconque, con­
sidérée comme directrice,, on mène des droites coupant cette 
ligne sous une inclinaison variable dont la différentielle soit 
précisément égale à l'angle de contingence de la directrice : 
ces droites seront les génératrices d'une surface gauche S 
ayant cette directrice pour ligne de striction, et les coeffi­
cients de distribution des plans tangents de la surface S et de 
sa conjuguée S' seront constamment égaux. 

En particulier, si par les divers points d'une droite on mène 
de nouvelles droites, non situées deux à deux dans le même 



plan, et coupant la première sous un angle constant : ces 

droites formeront une surface gauche ayant la droite donnée 

pour ligne de striction. On a un exemple de cette génération 

dans la surface gauche formée par les normales principales 

d 'une ligne géodésique d'un cône de révolution. 

Remarque. La p lupar t de ces propositions ont été énoncées 

déjà par M. Catalan. [Bulletin de la Société Philomathique. 

1848, page 68 . ) 

106. Equation générale des lignes géodésiques, sur une 

classe particulière de surfaces gauches. Théorèmes sur le 

triangle géodésique. [Voir page 147, remarque B.) 

Les arcs ga, g'a' étant normaux à l ' indicatrice aa' de la 

ligne géodésique considérée AA', on a, en 

abaissant l 'arc gh perpendiculaire sur g' a', 

ou 

ou 

(7) 

ce qui mont re , en passant , que la variation de l'inclinaison 

d'une ligne géodésique sur la génératrice rectiligne de la 

surface a la même valeur, pour toutes les lignes géodésiques 

issues d'un même point de la surface et terminées à la géné­

ratrice infiniment voisine. 

Quel le que soit d'ailleurs la ligne considérée AA', on a, par 

la formule (3) [voir page 145) : 

et l 'on dédui t , de la multiplication membre à membre des 

deux dernières équations, 



ou enfin , en employant la formule (I) tang© = k. R, 

(8) 

équation générale des lignes géodésiques d'une surface gauche 
quelconque. 

Si l'on pose 

(A) 

le second membre devient une différentielle exacte, l'équa­
tion (8) est susceptible d'une première intégration, et on 
trouve en l'eiïectuant, 

ou 

(A') 

Quant à l'ambiguïté que présente cette formule, et qui pro­
vient du double signe + et — que nous avons dû conserver 
dans l'équation (8), il suffira de la faire disparaître pour l'une 
quelconque des surfaces représentées par les équations 

(A) 

Nous choisirons, à cet effet, l'héliçoïde gauche à plan direc­
teur; les autres surfaces, qui sont engendrées, comme on le 
voit aisément, par les bi-normales d'une ligne gauche dont 
la seconde courbure est constante, se prêtant moins bien à la 
discussion. 

Supposons donc que la surface soit un héliçoïde gauche, et 
soit [voir la figure précédente) y le pôle du grand cercle gg', 
lieu des extrémités des rayons de la sphère parallèles aux géné­
ratrices de la surface. Menons l'arc de grand cercle ya cou­
pant gg ' en q. On a, dans le triangle sphérique rectangle aqg, 

ou 



Si donc on prenait le signe supérieur dans la formule (A'), on 
aurait 

L'arc y a serait lui-même constant; les arcs ay, a'y seraient 
normaux à la ligne aa' comme les arcs ag a'g et. coïncide­
raient avec ces arcs ; les plans tangents aux différents points de 
la ligne AA' seraient parallèles à l'axe de l'héliçoïde; et la 
ligne AA' ne serait pas une ligne géodésique quelconque de la 
surface, mais l'axe même de l'héliçoïde. 

On doit donc rejeter les signes supérieurs et écrire, définiti­
vement, 

(9) ou 

Observation. L'équation des lignes géodésiques de l'héli-
çoïde à plan directeur, déjà obtenue par M. Catalan (Mémoire 
sur les surfaces gauches, Journal rie l'Ecole Polytechnique, 
29° cahier, 1843, page 142), 

ou, en rentrant dans notre notation , 

peut servir de vérification à notre méthode. Elle revient iden­
tiquement, en effet, à l'équation (9), 

pourvu qu'on fasse dans celle-ci 

et cette particularisation du coefficient k résulte implicitement, 
dans la notation de M. Catalan, de la forme même de l'équa-
tio 

qu'il emploie pour représenter l'héliçoïde. 
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Applications. La formule (9) 

conduit à quelques conséquences curieuses, relatives aux 
triangles géodésiques tracés sur l'une quelconque des surfaces 
gauches définies précédemment. 

1). Dans tout triangle géodésique isocèle ayant pour base 
la ligne de striction, la génératrice rectiligne issue du sommet 
est perpendiculaire à la base, et divise l'angle au sommet en 
deux parties égales : en appelant isocèle un triangle dont les 
angles à la base sont égaux; et en remarquant que la ligne de 
striction est ici une trajectoire orthogonale des génératrices et 
une ligne géodésique de la surface. 

Pour démontrer ce théorème, il suffit de remarquer que la 
constante C, entrant dans l'équation d'une ligne géodésique, 
représente le cosinus de l'inclinaison de cette ligne sur la ligne 
de striction, au point où elle coupe cette dernière ; les con­
stantes, entrant dans les équations des deux côtés du triangle 
isocèle considéré, sont donc égales; et ces équations étant 

si l'on y fait <j> = y', pour avoir les angles i et i' qui se rap­
portent au sommet du triangle, on trouve 

ou 

a) . Les côtés d'un triangle géodésique ABC formant, avec 
les génératrices reclilignes de la surface, issues des sommets 
de ce triangle, six angles distincts ; le produit des sinus de 
trois de ces angles, non adjacents, est égal nu produit des sinus 
des trois autres : propriété analogue à celle du triangle recti­
ligne, pouvant être étendue, comme celle-là, à un polygone 
géodésique quelconque; et dans laquelle les génératrices abou­
tissant aux sommets remplacent les droites issues d'un même 
point dans le triangle rectiligne. 

Pour la démontrer, nous désignerons par <j>A, <j>0, <pc les an-



gles formés par les plans tangents en A, B, C respectivement 
avec les plans tangents aux points correspondants de la ligne 
de striction ; par /<v\ et ic>r, les angles formés en A et B, avec 
les génératrices de ces points, par le côté AB ou c; et ainsi des 
deux autres côtés. Nous aurons donc, d'après ces notations, et 

en appliquant successivement la formule = constante 
COS tp 

aux côtés AB, BC, CA, les relations suivantes : 

dont la multiplication membre à membre fournit la relation 
énoncée. 

107. Équation générale des lignes de courbure. Applica­
tions. 

L'indicatrice d'une ligne de courbure de la surface étant aa' 
et p étant le point d'intersection des arcs infiniment voi-
sins ga, g1 a' ( voir la figure de la page 148), l'arc ap est égal à 
un quadrant, d'après la remarque C (voir page 147); les ares 
gp et ga = i sont complémentaires, et la tangente trigono-
métrique de l'un est. égale à la cotangente de l'autre. Or, d'après 
les formules (3) et (6) des pages 145 et 147, 

on a donc 

(A) 

ou, en remplaçant df par sa valeur 
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tirée de l'équation (1), 

Cette équation, quoique assez compliquée, donne lieu cepen-
dant à quelques applications intéressantes. 

1). Posons 

la surface devient un hèliçoïde à plan directeur, et l'équation 
se réduit à 

ou, en remplaçant à celle-ci : 

d'où 

(10), 

équation générale, suivant les coordonnées polaires R et Î2, 
des projections des lignes de courbure de l'héliçoïde sur le plan 
directeur (Catalan, Mémoire cité, page 143). On peut d'ail­
leurs parvenir directement à cette équation, par le seul emploi 
de la formule ( 3 ) 

et en remarquant que, dans le cas actuel, les lignes de cour­
bure ne sont autres que les trajectoires, sous l'angle de 45 de­
grés, des génératrices rectilignes de la surface. 

2). Définition analytique de la surface gauche dont toutes 
les lignes de première courbure sont équidistautes de la ligne 
de striction, de telle manière que la ligne de striction et l'une 
quelconque des lignes de première courbure interceptent des 
segments égaux sur toutes les génératrices. 

Si l'on suppose cette condition remplie par toutes les lignes 
de première courbure, l'équation générale de ces lignes, (1o), 



devra être satisfaite par la substitution 

ou 

quelle que soit d'ailleurs, pour chaque point de la ligne de 
striction, la valeur attribuée à celle constante. Or, si l'on 
introduit l'hypothèse dR = o dans l'équation (10), et si, après 

avoir multiplié tous ses termes par = i -+- ft2R.2, on l'or-
r r COS'ç 

donne par rapport à R, elle devient 

et cette équation devant être satisfaite par une valeur quel­
conque attribuée à R, doit se réduire à une identité, ce qui 
donne les deux équations de condition 

ou les deux systèmes d'équations 

(C) 

(C) ou 
ou 

Le système (C) se décompose lui-même en deux : 

ou 

Les équations ou représentent 

une surface gauche dont la ligne de striction se réduit à un 
point, c'est-à-dire un cône quelconque; et les dernières 
O = W'= co représentent un cylindre. 

Il résulte de là que les surfaces gauches proprement dites, 
possédant la propriété énoncée, sont définies analytiquement 
par les équations (C) : 

(10), 

On reconnaît aisément d'ailleurs que la dernière équation 
exprime seulement que la ligne de striction est une ligne de 



courbure ; et l'on a par conséquent ce théorème ; Toute surface 
gauche dont une des lignes de première courbure coïncide avec 
la ligne de striction, et dans laquelle le coefficient de distri­
bution des plans tangents est constant, a toutes ses lignes de 
première courbure équidistantes de la ligne de striction (*). 

3). Cherchons en particulier à définir celle des surfaces 
gauches jouissant de la propriété précédente, dont la ligne 
de striction coupe les génératrices sous un angle constant: 
ce qui nous fournira en même temps une vérification. 

La ligne de striction de la surface cherchée étant une trajec­
toire des génératrices rectilignes, est aussi une ligne géodési-
que suivantle théorème du n° 105. Etant à la fois ligne géodé-
sique et ligne de courbure, la ligne de striction est plane; les 
génératrices de la surface étant dès lors situées dans les plans 
menés par les tangentes de la ligne de striction perpendiculai­
rement au plan de cette ligne, et faisant avec ces tangentes 
l'angle constant i0. Or, ce premier résultat, joint à la relation 
h — constante, conduit aisément à cette conclusion : que la 
ligne de striction est un cercle, la surface cherchée étant dès 
lors l'hyperboloïde de révolution, à une nappe. 

Soient, en effet, y le pôle commun du petit cercle gg1 et du 
grand cercle oo' qui sert d'indicatrice à la 
ligne de striction; E, dS et R, l'angle de 
contingence, l'arc élémentaire et le rayon 
de courbure de la ligne de striction. On a 

d'où 

d'où 

(*) On peut ajouter que 1es lignes de seconde courbure déterminant, sur les 

génératrices rectilignes, des divisions homographiques. 

et 



et l'on en déduit 

puisque h et ia sont l'un et l'autre constants. c. Q. F . D. 
On aurait d'ailleurs, pour la surface conjuguée S', 

et il résulte, de cette double expression de R l la relation 

4)- Définir la surface gauche dont les lignes de cour-
bure sont des trajectoires des génératrices rectilignes de la 
surface. 

Une ligne de première courbure de la surface cherchée de­
vant couper sous un angle constant toutes les génératrices de 
la surface, et étant elle-même coupée à angle droit par toutes 
les lignes de seconde courbure, il en résulte que ces dernières 
sont inclinées d'un même angle sur les génératrices ; et il en 
est de même pour les lignes de première courbure. 

Soit donc i l'inclinaison constante des lignes de l'une des 
courbures sur les génératrices : posons 

et introduisons cette constante C dans l'équation (3) de la 
page 145 ; il viendra 

d'où 

Si l'on porte ces dernières valeurs dans l'équation générale 
(10) des lignes de courbure (page 156), on trouve, successi­
vement, 



ou, à cause de k.xs = w, 

d'où, en remplaçant cos <p par et élevant au carré, 

Cette équation, du quatrième degré en R, montre qu'il existe, 
en général, sur chaque génératrice d'une surface gauche quel­
conque, quatre points tels, que l'une des lignes de courbure 
passant en ces points coupe la génératrice sous l'angle i défini 
par la formule cot/ = C; mais, dans la surface cherchée, cette 
circonstance doit se reproduire en tous les points de chaque 
génératrice : l'équation précédente doit donc être une identité, 
et les coefficients des diverses puissances de R, R*, R'- .R0 , 
doivent être identiquement nuls. Or, le coefficient de R' étant 
ut'-.k'', on doit avoir d'abord 

(m) 

et l'équation de condition (1o)3 se réduit alors à celle-ci 

qui doit se réduire elle-même à une identité. La surface cher­
chée sera donc définie par l'équation (m) jointe aux trois sui­
vantes : 

(a) 

(b) 

(c) 

On satisfait à la seconde, soit en posant 

(n) 



et la troisième et la première donnent alors, successivement. 

(p) 

et dk — o, ou 

(q) 

soit en posant 

et, dans ce cas, la première et la troisième donnent, successi­

vement, 

Ces deux solutions rentrent l 'une dans l 'autre ; la surface cher­

chée est définie par les équations 

(I) 

et l 'inclinaison constante des lignes de courbure sur les géne­

ratrices est définie par l 'équation (p) : 

ou ou 

d'où 

(II) 

On a donc ce théorème : L'héliçoïde à plan directeur est la 

seule surface gauche dont les lignes de courbure coupent les 

génératrices rectilignes sous un angle constant. 

Remarque. La génératrice rectiligne représentant , en 

chaque point d 'une surface gauche, l 'une des asymptotes de 

l 'indicatrice de la surface en ce point , la tangente trigono-

métrique de son inclinaison sur une des lignes de courbure est 

égale, comme on sait , à la racine carrée du rapport des deux 

rayons de courbure principaux de la surface en ce point . Le 

théorème précédent est donc susceptible de ce nouvel énoncé : 
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Toute surface gauche dans laquelle le rapport des rayons de 

courbure principaux a la même valeur en tous les points de 

la surface, est. un hélicoïde à plan directeur; et le rapport en 

question est égal à l'unité : ce qui constitue une généralisation 

du théorème de Meunier . 

5). Lignes de courbure des surfaces gauches du second degré. 

La représentation sphérique d'une surface gauche, appliquée 

aux surfaces réglées du second degré (hyperboloïde à une 

nappe, ou paraboloïde hyperbolique) , conduit d 'une manière 

très-simple et sans aucun calcul , si l'on veut , aux équations 

des lignes de courbure de ces surfaces. 

Soient , en effet, yy' gg' l'ellipse sphérique, formée par les 

extrémités des rayons de la sphère parallèles aux génératrices 

rectilignes de l 'hyperboloïde, et que nous nommerons ellipse 

directrice ; aa' l ' indicatrice sphérique d'une ligne de cour­

bure AA' de la surface; a g y , a'g'y',. . . , les grands cercles 

parallèles aux plans tangents de la surface en A , A',. . . , et 

contenant les pôles g et y, g' et. y', des quatre génératrices des 

deux systèmes situées dans ces p lans ; mm' la courbe enveloppe 

des grands cercles ag, a 'g ' ; et nn' enfin la supplémentaire de 

la courbe mm'. 

D'après des propositions bien connues, dues à M. Ch. Dupin. 

l 'arc «m, qui mesure l'angle de 

deux tangentes conjuguées rectan­

gulaires, est égal à un q u a d r a n t ; 

et le point m est le milieu de l 'arc 

gy, parce que les tangentes aux 

deux lignes de courbure qui passent 

par le point A de l 'hypcrboloïdc, 

sont les bissectrices des angles for­

més par les deux génératrices recli­

lignes qui se croisent au même point. 

Il résulte de là un premier moyen de trouver par le calcul 

les équations générales des ligues aa', mm' et un'. Car le point 

a ( x , y) étant donné, le point m (X, Y) est aussi donné, par 



l 'intersection de la polaire absolue du point a, x X + j ' Y = — i . 

et de sa polaire « s ) 'Y-t- / r j c X = a"h"1 relative à l'ellipse di­

rectr ice; ceci résultant dc ce que les quatre points a et m. g et y, 

forment une division harmonique. D'ailleurs. l'arc ma étant 

tangent à la courbe mm', on a l'égalité 

et de là , en remplaçant X , Y et leurs différentielles par leurs 

valeurs en fonction de ,r, y, dx, dy', on déduira l'équation 

différentielle de la ligne aa ' . Cette équation . où les variables 

sont séparées, s'intègre aisément : et l'on trouve que la courbe 

aa' est du quatrième degré, les courbes mm' nn' étant seule­

ment du second. 

Mais on peut aussi trouver les courbes mm' et. nn ' s ans cal­

cul. Imaginons, en effet, que l'on ait. construit les arcs de 

grand cercle avant pour pôles les points m, g et y ; tes trois 

arcs, qui se croisent au point n, seront : l'arc tangent à la 

courbe nn' en n, et les deux arcs menés par le même point 

tangentiellement à l'ellipse sphérique E', supplémentaire de 

l'ellipse directrice E. Mais ces deux derniers arcs sont égale­

ment inclinés sur l'are tangent à la courbe nn ' en n, puisque 

les arcs mg et my sont, égaux ; il font aussi des angles égaux 

avec les deux arcs de grand cercle qui réunissent leur point de 

concours n aux deux foyers f et f de l'ellipse E,', par une pro-

priété des coniques sphériques analogue à une propriété bien 

connue des coniques planes; par suite, l'arc tangent en n 

à la courbe cherchée nn' fait des angles égaux avec les rayons 

vecteurs qui réunissent le point n à deux points fixes f et f' de 

la sphère : et la courbe un' est une ellipse, ou une hyperbole 

sphérique, avant ces points fixes pour foyers. 

Or , la ligne nn' est formée par les extrémités des rayons de 

la sphère parallèles aux normales menées à 1 hyperboloïde par 

les différents points d 'une même ligne de courbure : nous 

avons donc ce résultat : Si l'on mène par le centre d 'une 

sphére des rayons parallèles aux normales menées à l'hyper-
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boloïde par les points successifs des lignes de première et de 
seconde courbure, les extrémités de ces rayons déterminent, 
sur la sphère deux séries d'ellipses et d'hyperboles homo-
focales ; et les foyers communs de ces courbes coïncident avec 
les foyers de l'ellipse supplémentaire de l'ellipse directrice. 

S'il s'agit du paraboloïde hyperbolique, l'ellipse yy' gg' est 
remplacée par le système de deux grands cercles gg', yy' pa­
rallèles aux plans directeurs de la surface; la courbe mm' est 
telle, que le segment de l'arc tangent à cette courbe compris 
entre les deux cercles fixes gg' et yy', est divisé par le point de 
contact en deux parties égales; la courbe supplémentaire nn' 
est, par conséquent, une conique sphérique ayant pour foyers 
les pôles des cercles gg', yy'; et la conclusion est la même 
que pour l'hyperboloïde. 

Enfin, on déduit immédiatement du théorème précédent 
une équation générale des lignes de courbure, contenant une 
constante arbitraire, et qui, combinée avec l'équation de la 
surface, détermine entièrement ces lignes. Tous ces résultats, 
d'ailleurs, peuvent être transportés ensuite aux autres surfaces 
du second degré. Il suffit, pour cela, d'employer la méthode 
analytique ordinaire, par laquelle on passe d'un calcul relatif 

à l'ellipsoïde — -j - — - j — - = j par exemple, au calcul ana-
a' oy c1 r . 

ffwi A/ 2 n 3 

logue relatif à l'hyperboloïde ~ -+- 4 j ~ i, par le simple 

changement de c2 en — cs. 

Remarque I. De la définition générale des lignes nn' que 
nous venons de donner, on peut déduire, successivement, les 
équations générales des lignes nn', des lignes supplémentaires 
mm' (dont les projections centrales sur un plan convenable­
ment choisi sont des cercles) ; et enfin des polaires récipro­
que pp' de ces dernières, par rapport à l'ellipse directrice : les 
lignes pp' étant encore des courbes du second degré dont les 
axes coïncident, en direction, avec ceux de l'ellipse directrice. 
Or, le rayon de la sphère aboutissant au point p est parallèle 
au diamètre conjugué du plan tangent en A, ou au diamètre 



de l 'hyporboloïde qui aboutit au point A de la ligne de cour­

bure AA'. Nous aurons donc , par l'équation des coniques 

sphériques pp', l 'équation générale des cônes du second 

degré, concentriques à l'hyperboloïde, et contenant les lignes 

de courbure de la surface. 

Remarque II. La figure sphérique déjà employée peut four­

ni r , pour chaque ligne de courbure de la surface, la langente 

trigonométrique de l ' inclinaison du plan oscillateur sur le plan 

tangent. 

6). Toute surface gauche dont les lignes de première 

courbure sont situées dans des plans parallèles, est un hy~ 

perboloïde de révolution. 

E n effet, l 'on démontre aisément, à l 'aide de quelques con­

sidérations de géométrie, et par l 'emploi de l 'équation géné­

rale (A) de la page 155, que les lignes de première courbure 

d 'une pareille surface sont équidistantes de la ligne de str ic­

t ion, et que celle-ci est une trajectoire des génératrices recti-

lignes. On rent re donc dans le problème 3) de la page 158, 

et la surface est u n byperboloïde de révolution. 

108. Des lignes asymptotiques d'une surface gauche quel­

conque. (Voir p. 148, remarque D.) 

Dans toute surface gauche du second degré, les lignes asymp-

toliques, qui correspondent aux génératrices rectilignes de 

chaque système, sont les génératrices de l 'autre système. Nous 

allons voir que les lignes asymptotiques d 'une surface gauche 

quelconque présentent, par rapport aux génératrices rectilignes 

de cette surface, des propriétés métriques identiques à celles 

qui ont lieu entre les deux systèmes de génératrices reclilignes 

d 'une surface du second degré. [Voir la fig. 43 , p . 1 4 8 ) 

Soient , comme à l 'ordinaire, aa' l ' indicatrice sphérique 

d'une ligne asymptotique, et gg' la ligne formée par les extré­

mités des l'avons de la sphère parallèles aux génératrices recli­

lignes de la surface : aa' sera l 'enveloppe des arcs de grand 

cercle ga, g'a', et l 'on aura, par la formule (6) , page 147, 



i désignant l'inclinaison de la ligne asymptotique sur la géné­
ratrice correspondante. On a trouvé d'ailleurs (formule 3, 
page 145). 

et la multiplication membre à membre de ces relations donne 

Or, on voit aisément que le signe supérieur du second membre 
doit être rejeté, sans quoi //R disparaîtrait de la relation précé­
dente, qui se réduirait dès lors à une équation fuite en R , sans 
constante arbitraire, et fournissant pour chaque génératrice 
un nombre déterminé de valeurs de R , ce qui serait absurde. 
On trouve donc, en prenant le signe inférieur. 

pour équation générale des lignes asymploliques. 

1). Supposons la surface à plan directeur, ou posons w ' = o . 
il viendra, en considérant simultanément deux lignes asymp-
totiques, et en désignant par R,R' les distances (de même signe 
ou de signes contraires) des points correspondants de ces lignes 
à la ligne de striction, 

d'où, par soustraction, 

ou encore 

d'où, enfin, 

(a) 

Si l'on applique, en outre, cette formule au système formé 
de la première des lignes asymploliques précédentes, et d'une 
troisième, caractérisées respectivement par les distances R et R": 



on aura , de même, 

(b) 

et l'on déduit, do la comparaison des formules (a) et ( b ) , la 

relation 

Donc, dans toute surface gauche à plan directeur, les lignes 

asymptotiques divisent deux génératrices quelconques de la 

surface en segments proportionnels; ce qui renferme la p ro­

priété bien connue du paraboloïde hyperbolique dont les lignes 

asymptotiques sont précisément les génératrices rectilignes du 

second système. 

Il résulte encore de là, que les n droites joignant les traces. 

sur deux génératrices déterminées, de n lignes asymptotiques 

de la surface, sont, n génératrices d'un même paraboloïde. 

1'). Si, indépendamment de la condition w ' = o , on pose 

encore k= constante, la formule (a) se réduit à 

(a') 

et deux lignes asymptotiques déterminées interceptent des seg­

ments égaux sur toutes les génératrices. 

1"). Si l'on pose simultanément w' = o et w' = O, auquel 

cas la surface est. engendrée par des perpendiculaires à une 

droite fixe, menées par les différents points de cette droite; 

l 'équation générale (11) se réduira à 

d'où 

(a") 
qui se réduit elle-même à 

(a'") 
quand on ajoute aux précédentes la condition k= constante : 

la surface est alors un héliçoïde, et ses lignes asymptotiques 

sont les trajectoires orthogonales des génératrices. 



2). Revenant au cas général d'une surface gauche quel­
conque, nous aurons, en appli­
quant simultanément à deux li­
gnes asymptotiques AB, A'B', 
l'équation (II) préalablement di-

s w' visée par w' .cos2<p = L^n^, 

(a) 

(a') 

d'où, en retranchant membre à membre, et posant 
R' — R = AA' = r' 

Appliquant ensuite, simultanément, cette dernière équation aux 
deux systèmes formés par les lignes asymptotiques AB et A'B'. 
AB et A"B"; nous aurons, en posant encore R " — R = AA" = r", 

(b) 

(b') 

De là, en multipliant la première par —r", la seconde par + r ' , 
ajoutant ensuite, et remarquant que R disparaît, ainsi que le 

rapport différentiel — > il vient 

ou 

(c) 



équation qui représente le système des trois lignes asympto-

tiques AB, A 'B ' et A"B". 

Appliquant enfin cette dernière équation (c) aux deux sys­

tèmes de trois lignes asymptotiques AB, A ' B ' , A " B " , et 

AB, A ' B ' , A'" 13'"; et l 'él iminant l 'élément différentiel -J'­

entre les équations résultantes, nous aurons cette équation 

différentielle du système de quatre lignes asymptotiques quel­

conques : 

(d) 

Celle équation p r e n d , successivement, les formes suivantes : 

d 'où, en intégrant et désignant par C la constante in t rodui te . 

de là enfin, en remplaçant y et x par leurs valeurs —et -,-• 

(1) 

et cette relation exprime que le rapport anharmonique des 

quatre points A , A', A", A'", demeure, constant. On a donc les 

théorèmes suivants : Dans toute surface, gauche, quatre 

l ignes asymptotiques quelconques déterminent sur les géné-

ratrices rectilignes de la surface une. infinité de systèmes de 

quatre points, dont, le rapport anharmonique est constant; 

— n lignes asymptotiques de la surface déterminent sur deux 

génératrices quelconques deux divisions homographiques; et 
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les droites qui réunissent les traces de chacune de ces lignes 

sur les deux génératrices sont n génératrices d'un même hy-

perboloïde. On voit que ce théorème comprend la propriété, 

bien connue, des génératrices de l 'hyperboloïde. 

Remarque I. L'équation (c) exprime que le rapport 

r" A \" 

-7 — -T—7 demeure constant, quand w' = o , ou lorsque la sur­

face admet un plan directeur. 

C'est le résultat que nous avons obtenu, par un calcul spé­

cial , dans le n° 1) de la page 166. 

Remarque II. Le théorème précédent pourra être utilisé 

dans diverses applications et, en particulier, dans l 'étude des 

surfaces gauches formées par les normales principales des l i ­

gnes à double courbure. Ainsi, par exemple, on en déduit 

immédiatement que : si les génératrices d'une surface gauche 

sont les normales principales de trois courbes distinctes, auquel 

cas ces courbes sont trois lignes asymptotiques équidistantes 

de la surface, elles seront les normales principales d'une infi­

nité d'autres lignes, à savoir de toutes les lignes asymptotiques 

de la surface : propriété qui caractérise l 'héliçoïde gauche, à 

plan directeur. 

109. Équation générale des lignes d'ombre, relatives à des 

rayons incidents parallèles, 

dans les surfaces à plan di­

recteur : théorèmes de col-

linéation sur les triangles et 

polygones formés par ces 

lignes. 

Soient y le pôle du grand 

cercle gg, de la sphère, pa­

rallèle au plan directeur; 

aa, l ' indicatrice d 'une ligne 

d'ombre AA, , et p l 'extrémité du rayon de la sphère parallèle 

aux rayons incidents. Menons les arcs de grand cercle yp, y g 



et pag, qui est parallèle au plan tangent à la surface en A, et 

dont l 'inclinaison pgy sur l 'arc gy est égale à l 'angle déjà dé­

signé par ç. 

Posant 

on trouve, entre les quatre éléments consécutifs py, f i , y g et o 

du triangle pyg', la relation 

ou, a cause de et de la relation 

ou 

( 12) 

telle est l 'équation générale des lignes d 'ombre. La constante 

m qui y entre ne dépend que de l ' inclinaison des rayons inci­

dents sur l'axe de la surface, et les coordonnées courantes sont 

R et fî : cette dernière désignant l'angle que la génératrice 

rectiligne qui passe par un point quelconque de la ligne d'om­

bre considérée fait avec la génératrice fixe, issue du point où 

celle ligne rencontre la ligne de striction. 

Applications, 1). THÉORÈME I. Les lignes d'ombre, issues 

d'un même point de la surface, divisent les génératrices rec-

tilignes eu segments proportionnels. 

Démonstration., Soient 

les équations de trois lignes d'ombre IAA,. IA'A',, IA'A",. 

issues d'un même point 1 de la surface, et rencontrant une géné­

ratr ice rectiligne quelconque suivant les points A. A', A" dont 

les distances à la ligne de striction sont R, R', R", : a' et a'' 

désignant d 'ail leurs, dans ces équations, les angles que forment 

avec la génératrice du point où la première des trois lignes 
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précédentes rencontre la ligne de striction, les génératrices des 
points analogues relatifs aux deux dernières. 

On peut mettre ces équations sous la forme 

et si, après avoir éliminé cos i l entre les deux dernières, on 
remplace, dans l'équation résultante 

sin il par sa valeur tirée de la première, il vient, en divisant 
par A', 

(A) 

et de là, en posant 

Or, les trois lignes considérées concourant en un même point 
I, l'équation (A) du système de ces lignes doit être satisfaite 
par la substitution R = R' = R"; ou l'équation (A'), par l'hy-
pothèse r' = r"=o. Le terme en R disparaît donc de l'équa­
tion (A') qui se réduit à 

(12) 

et la proposition est démontrée. 

2). THÉORÈME II. Les trois sommets d'un triangle variable 
abc, dont les côtés sont formés par des lignes d'ombre, glis­
sant respectivement sur trois génératrices déterminées A, B, C 



de la surface, et les deux premiers côtés ab et bc de ce trian­

gle tournant constamment autour de deux points donnes 

y et a : le côté libre ae de ce triangle passera constamment par 

un troisième point fixe / i ; et les trois pôles y., | j , y appartien­

dront à une même ligne d'ombre. 

Démonstration. Considérant le triangle variable dans deux 

quelconques de ses positions abc, a'b'c , réunissons les deux 

pôles donnés y, a par une ligne d'ombre qui aille rencontrer 

aux points A, B, C les génératrices données, de mêmes noms; et 

qui soit rencontrée el le-même, au point fi, par le troisième côté 

ac du premier triangle. Pour établir que le côté homologue 

a'c' du second triangle passe aussi par le point fî, il sullira. 

en vertu du théorème précédent, d'établir l'égalité 

(x) 

Or, en vertu du même théorème, les trois lignes d 'ombre issues 

du point y, divisent les génératrices 

À et B en segments proport ionnels: 

il en est de même des lignes d'om-

bre issues du point a, relativement 

aux génératrices B et C, On a donc: 

les deux égalités : 

qui ent ra înent l'égalité (x) et le théorème énoncé. 

3 ) . THÉORÈME III . Réciproquement, les trois côtés d'un 

triangle variable abc formé par des lignes d'ombre, tournant 

respectivement autour de trois points fixes x. fi, y situés sur 

une même ligne d 'ombre, et les deux premiers sommets a et b 

du triangle décrivant deux génératrices données A et B : le 

sommet libre c décrira pareillement une troisième génératrice. 

Démonstration. P renan t le triangle variable dans deux de 



ses positions abc, a'b'c1, menons la génératrice qui passe par 

le sommet c' du second ; et, pour démontrer qu'elle passe aussi 

par le sommet c du premier, supposons qu'elle coupe en deux 

points distincts, c\ et cs, les. deux côtés b.c et aç de ce triangle. 

Si l'on appelle C le point de rencontre de cette génératrice et 

de la ligne d 'ombre «7J3, on trouvera, par l 'application du 

théorème I à chacune des séries de lignes d 'ombre , issues des 

points a , (5, y ; et par la définition des points c,, c, : 

d 'où, par comparaison, 

ou 

Les points c, c2 sont donc confondus en un même point , qui 

est le point c ; et le théorème est démontré. 

Observation. Les deux théorèmes précédents peuvent s 'ap­

pliquer à un polygone curviligne d'un nombre quelconque de 

sommets, pourvu que l'on suppose que les pôles des différents 

côtés du polygone appar t iennent à une même ligne d 'ombre. 

4 ) . Si la ligne de striction de la surface considarée est une 

ligne droite, l 'équation (12) de la page 171, 

représentera la projection sur le plan directeur d 'une ligne 

d'ombre quelconque, rapportée aux coordonnées polaires R 

et l î . Si l 'on pose, en outre , k = constante, la surface de­

vient un hélicoïde, et l 'équation précédente représente un 

cercle. On en conclut que , dans l'héliçoïde gauche, les projec -

tions sur le plan directeur des lignes d'ombre relatives à des 

rayons incidents parallèles, sont des cercles, passant par le 

pied de l ' axe sur ce plan. (De la Gourner ie , Journal de 

l'École Polytechnique, 1851.). 

Remarque. Dans une surface gauche quelconque, quatre 



lignes d'ombre, issues d'un mente point de la surface et, rela­

tives à des rayons incidents parallèles, coupent une géné­

ratrice rectiligne quelconque en quatre points dont le rapport 

anharmonique est constant ? 

Nous pourrions démontrer celle proposition dans le cas par­

ticulier où le cône directeur de la surface est de révolut ion. 

et lorsque le point de concours des lignes d 'ombre appartient à 

la ligne de striction. La démonstration est d'ailleurs ioute 

semblable à la précédente, et n'exige que des calculs plus 

longs. 

La proposition énoncée sous forme interrogative est donc 

probablement vraie. Elle est d'ailleurs d 'une vérité évidente 

pour les surfaces du second degré : et ce dernier cas contient 

peut-être le cas général : De la même manière que la propriété 

bien connue des deux systèmes de génératrices rectilignes de 

l 'hyperboloïde peut condui re , par une méthode que nous a 

indiquée M . O . Bonnet , à notre théorème sur les lignes asymp-

totiques d 'une surface gauche quelconque. 

110. Scolic. Le rôle de l ' indicatrice sphérique, dont nous 

avons cherché à établir l ' importance dans l'étude des courbes 

tracées sur certaines surfaces spéciales, s 'amoindrit singulière­

ment , ou disparaît même d 'une manière totale, quand il s'agit 

d 'une surface quelconque. On a vu déjà, en effet, combien est 

imparfait notre procédé pour la représentation sphérique d 'une 

surface de révolution ; et en exceptant les surfaces réglées, qui 

se prêtent le mieux à notre méthode, il paraît difficile de re­

présenter sphériquement, d 'une manière utile, les diverses 

courbes tracées sur une surface quelconque. 

Toutefois, quand on a seulement à considérer certaines 

courbes spéciales tracées sur une surface, l'emploi de lignes 

sphériques auxiliaires, liées à ces courbes suivant de nouvelles 

lois, peut encore offrir de grands avantages, alors même que la 

surface demeure absolument indéterminée. 

Ainsi, considérant une surface quelconque S et ses deux 



systèmes de lignes de courbure , supposons menés par le centre 

d 'une sphère des rayons parallèles aux normales de la surface 

suivant les divers points de chacune de ces lignes. A chaque 

ligne de courbure de la surface correspondra une ligne sphé 

rique part iculière, et les tangentes en des points correspon­

dants de ces deux lignes seront parallèles. Il résulte, en pre­

mier l i eu , de ce paral lél isme, que les deux séries de lignes 

sphériques, ainsi conjuguées aux lignes de première et de se­

conde courbure de la surface, formeront , comme ces der-

nières, un double système orthogonal. En second l i eu , si la 

surface considérée admet une ligne de courbure plane, la ligne 

sphérique conjuguée ayant ses tangentes parallèles à un même 

plan, sera plane et se réduira àun petit cercle de la sphère, dont 

le plan sera parallèle à celui de la ligne de courbure . D'a i l ­

leurs, cl cette conséquence très-simple parait ne pas avoir été 

remarquée , le théorème de M. Joachimstal est rendu évident 

par l'emploi de ces considérations : puisque les rayons de la 

sphère ont une inclinaison constante sur le plan du petit cer­

c le , et que ces rayons sont parallèles aux normales de la surface 

pr imi t ive , menées par les différents points de la ligne de c o u r -

bure plane considérée. 

Tels sont principes de l'élégante méthode employée; par 

M. 0 . Bonnet dans l 'étude des surfaces dont loules les lignes 

de courbure sont planes, et dont le problème suivant offre une 

application. (Journal de L'École Polytechnique, 1853. ) 

PROBLÈME. Toutes les lignes de courbure d'une surface 

étant planes, trouver les relations de position, qui peuvent 

exister entre les plans de toutes ces lignes. 

Solution. Les deux séries de lignes de courbure de la sur 

face étant composées de lignes planes, le système des lignes 

sphériques conjuguées se composera de deux séries de cercles 

formant un double système orthogonal ; et les plans de ces cer­

cles étant parallèles aux plans de ces lignes, il suffira, pour 

répondre à la question, de résoudre le problème suivant : 

Trouver sur la sphère les deux séries les plus générales de 



cercles formant un double système orthogonal, et définir les 

relations de position que présentent les plans de tous ces 

cercles. 

1. Admettons , ce que nous démontrerons à la fin, que si 

les cercles du second système ne se coupent pas, les cercles 

du premier se coupent nécessairement deux à deux; et soient 

A et B les points d ' intersection de deux cercles déterminés du 

premier système, lesquels sont coupés à angle droit par tous 

les cercles du second. Formons la projection stéréographique 

des deux séries de cercles, en prenant le point A pour centre 

de projection, ou point de vue. 

Les deux cercles de la première série qui passent par A et B, 

se transforment en deux droites distinctes, passant par la 

projection b du point B, et devant être coupées à angle droit 

par les projections des cercles de la seconde série. Ces projec­

tions sont donc tous les cercles ayant pour centre commun le 

point b. 

D'ailleurs, les projections des autres cercles de la première 

série devant couper à angle droit les cercles concentriques en b, 

ces projections doivent se réduire à des droites passant par le 

point b. Donc, les cercles de la première série passent, par les 

deux mêmes points A et B de la sphère. 

2. Pour trouver, en second lieu, la définition des cercles 

de la seconde série, il suffit de remarquer que l 'un quelconque 

de ces cercles se projetant 

suivant une circonférence 

ayant pour centre le point b, 

le sommet S du cône circon­

scrit à la sphère suivant ce 

cercle est s i tué , d'après un 

théorème dû à M. Chasles , 

sur la droite Ab, ou AB. Si 

donc on construi t , par rap­

port au grand cercle AB, la 

polaire MN d'un point quelconque S pris sur le prolongement 
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de A B , MN sera le diamètre d 'un cercle de la seconde série, 

situé dans un plan perpendiculaire à celui du grand cercle AB. 

Or la polaire MN du point S passe par le point fixe F . pôle 

de là corde AB par rapport au grand cercle AB. Donc les plans 

des cercles de la seconde série passent par une droite fixe 

A'B' qui est perpendiculaire au plan A O B , ainsi qu'à la 

droite AB, et qui passe en outre par le pôle P ' de cette der­

nière : et le problème auxiliaire se trouve résolu. 

3 . Si l 'on revient maintenant à la surface pr imi t ive , on 

retrouve ce théorème, dû à M. Bonnet : Si toutes les lignes de 

courbure d'une surface sont planes, les plans des lignes de 

chaque courbure sont, parallèles à une même droite D , , ou D«; 

et les droites D , , D2 sont perpendiculaires entre elles. 

4- Il nous reste à démontrer ce que nous avons admis dans 

le n° 1, à savoir que les cercles de l 'une ou de l 'autre série se 

coupent deux à deux. Examinant la question sur le p lan , par 

une substitution permise , supposons que les cercles de la pre­

mière série ne se coupent pas. Il est évident d'abord que ces 

cercles, qui doivent se succéder d 'une manière cont inue , ne 

sauraient être extérieurs deux à deux. Considérons donc , en 

par t icul ier , la figure formée de deux de ces cercles, intérieurs 

l 'un à l ' au t re , et de tous les cercles de la seconde série; et 

construisons la figure réciproque de celle-là par rapport à un 

point o pris dans le même plan. Si le point o est convenable­

ment choisi , la figure réciproque se composera, d'après un 

théorème dû à M. Liouville , de deux cercles concentriques et 

des lignes, droites ou circulaires, qui les coupent orthogonale-

ment . Mais on voit immédiatement que ces dernières lignes 

sont droites, et qu'elles passent par le centre commun des deux 

cercles. De là , en revenant à ia figure primitive, on voit que 

les cercles de la seconde série se coupent suivant les deux 

mêmes points. 

Remarque. Le problème auxiliaire précédent a été traité 

d'abord par I,agrange, pour le cas du plan (Académie de Berlin, 



Nouveaux Mémoires, 1779, page 161) ; et, récemment, par 

MM. Bonnet et Catalan, pour le t as de la sphère (Mémoire 

cité, et Journal de Mathématiques, tome XIX, page 132) . La 

solution précédente qui repose, comme celle de M- Catalan, 

sur les propriétés de la projection stéréographique, s'en sépare 

cependant, d 'une manière t rès-net te , en ce qu'elle n'exige 

aucune considération d'analyse. 

Vu et approuvé, 

Le 17 juillet 1858, 

LE DOYEN DE LA FACULTÉ DES SCIENCES, 

MILNE EDWARDS. 

l'ermis d'imprimer, 

Le 7 juillet 1858, 

POUR LE VICE-RECTEUR EMPÊCHÉ , 

L'INSPECTEUR DE L'ACADÉMIE. 

BOUILLET. 
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SECONDE THÈSE. 
THÉORIE MÉCANIQUE DES LIGNES A DOUBLE COURBURE. 

CHAPITRE X. 
DES LIGNES A DOUBLE COURBURE 

CONSIDÉRÉES COMME TRAJECTOIRES D'UN POINT MATÉRIEL 

EN MOUVEMENT SUR UNE SURFACE. 

111. Newton , dans le l ivre des Principes, a considéré le 

premier quelques cas, très-particuliers, il est vrai, du mouve­

ment d 'un point sur une surface. La 10° section du 1e ' l ivre, 

ayant pour litre : Du mouvement, des corps dans des super­

ficies données, et des oscillations des corps suspendus par 

des fils, contient en effet, —indépendammen t de cette obser­

vation générale que tout ce que l'on sai t , relativement au 

mouvement d 'un point sur une courbe plane, peut être t rans­

porté au mouvement sur une surlace de révolution dont la 

courbe considérée serait une section méridienne, — deux pro­

positions relatives au mouvement, sur une surface de r é \o lu -

tion quelconque, d 'un point soumis à une force passant con­

stamment par l'axe de la surface. Newton remarque, dans ce 

cas, que les aires décrites par la projection du mobile sur un 

plan perpendiculaire à l 'axe, sont proportionnelles aux temps : 

et cette observation renferme, comme nous l'avons montré 

dans la I"' P a r t i e , la propriété bien connue des lignes géodé-

siques d 'une surlace de révolution. 

Euler , t rai tant ce sujet avec plus d'étendue, résolut, dans le 

dernier chapitre de sa Mécanique ( tome I I , pages 457-500) , 

divers problèmes dignes d ' intérêt , relatifs au mouvement 

d 'un point sur un cyl indre quelconque, sur un cône ou sur 



une surface de révolution. La solution qu'il y donna du pro­
blème du pendule sphérique a seule été reprise depuis, par 
divers analystes, et perfectionnée avec d'autant plus de soin, 
que l'on est plus généralement convenu de borner à ce seul cas 
particulier l'étude du mouvement sur une surface. 

Il suffit d'ailleurs, pour expliquer l'inactivité de la science 
sur ce point, de remarquer que l'étude, directe et géométrique, 
du mouvement sur une surface exige, essentiellement, la no­
tion préalable de la courbure géodêsique cl l'emploi de for­
mules fournissant l'expression géométrique de celte courbure 
pour les diverses lignes tracées sur la surface que l'on consi­
dère : de la même manière que l'étude des diverses lignes 
planes que peut décrire un mobile soumis à l'action de certai­
nes forces, a dû être précédée de l'étude géométrique de la 
courbure de ces lignes. Or, non-seulement la notion de la 
courbure géodésique est une des acquisitions les plus récentes 
de la théorie des lignes tracées sur une surface, mais encore 
les formules qui donnent l'expression de cette courbure, sur 
certaines surfaces particulières, sont peu nombreuses et peut-
être même peu appropriées, dans leurs formes actuelles, à 
l'objet dont nous parlons. Il en résulte que l'étude du mouve­
ment sur une surface ne pouvait guère être abordée, géomé­
triquement au moins et avec quelques fruits, avant l'époque 
actuelle; et que, même aujourd'hui, et jusqu'à de nouvelles 
recherches sur cette matière, elle devra se borner à quelques 
surfaces spéciales, telles que la sphère, les surfaces coniques 
ou cylindriques et les surfaces de révolution : les seules pour 
lesquelles on ait encore des expressions suffisamment géomé­
triques de la courbure géodésique. Telles sont, du moins, les 
limites dans lesquelles nous nous sommes tenu, et que nous 
n'avons pas essayé de dépasser. On voit que ce sont à peu près 
les limites déjà atteintes par Euler. On trouvera néanmoins 
dans notre travail plusieurs résultats nouveaux, parmi lesquels 
nous citerons deux théorèmes généraux relatifs à la réduction 
du mouvement sur une surface conique ou cylindrique quel­
conque, au mouvement sur le plan ; des propriétés non encore 



observées du mouvement du pendule sphér ique; de nombreu­

ses et intimes analogies entre le mouvement sur la sphère et le 

mouvement sur le plan ; quelques recherches sur le mouve­

ment d 'un point sur une surface, gauche, ou de révolut ion; 

enfin un théorème, relatif à la représentation géométrique de 

la vitesse et du temps , dans une brachistochrone plane ou 

sphérique, et fournissant la division d'un arc quelconque de la 

courbe en arcs partiels isochrones. 

Q u a n t à la méthode que nous avons suivie, elle se traduit 

par des formules absolument nouvelles. L 'une d'elles met en 

évidence les divers éléments géométriques dont dépend la pres­

sion exercée par le mobile sur la surface ; éléments déjà conte­

nus, il est vrai , mais non encore explicitement reconnus dans 

la formule ordinai re . Mais celle de nos formules qui nous pa­

raît offrir le plus d'intérêt, est celle qui fournit l 'expression 

générale de la vitesse du mobile. Quoique ayant la même origine, 

elle est absolument distincte de la formule ordinaire, déduite 

du pr incipe des forces vives; car , taudis que celle-ci renferme 

la grandeur et la direction relative de la force extérieure, et 

paraî t , dans certains cas au moins, indépendante de la forme 

de la trajectoire dans l ' intervalle des points extrêmes; la di­

rection relative de la force extérieure entre seule dans la pre­

mière, qui contient une intégrale dont les éléments et la valeur 

dépendent essentiellement de la forme de la trajectoire. La 

comparaison des deux formules, quand elles sont l 'une et 

l 'autre intégrables, fournit d'ailleurs une première équation, 

en termes finis, de la trajectoire. 

112. Notation générale. Un mobile se mouvant sur une 

surface quelconque, celle-ci divise l'espace en deux régions 

dont l 'une quelconque peut être considérée comme intérieure. 

Nous supposerons toujours le mobile placé sur le bord interne 

de la surface, de telle sorte qu'i l ne puisse se détacher de celle-

ci qu'en ent rant dans la région intér ieure : la réaction exercée 

par la surface sur le mobile étant, dès lors, dirigée en chaque 

point suivant la normale intérieure. 



Nous appellerons : N la valeur absolue de la réaction nor­

male, et R le rayon de courbure de la ligne géodésique tangente 

à la trajectoire du mobi le ; G la valeur absolue de la force ex­

térieure sollicitant le mobi le : y' l 'angle, aigu ou obtus, formé 

par la direction de cette force avec la normale intér ieure , et V 

l 'angle, aigu ou obtus, que fait la projection de celte force sur 

le plan tangent à la surface avec la tangente à la trajectoire 

dirigée dans le sens du mouvement . 

Enfin nous désignerons par v la vitesse du mobile, et par 

ds, e^, rg, r l 'arc élémentaire, l 'angle de contingence géodé­

sique. le rayon de courbure géodésique et le rayon de courbure 

absolue de la trajectoire; le plan oscillateur de cette dernière 

faisant avec le plan tangent à la surface un angle a, dont le 

complément - — a mesure l'angle du rayon de courbure r de 

la trajectoire et de la normale intérieure à la surface. Nous sup­

poserons toujours ce dernier angle a igu; et nous prendrons la 

masse du mobile pour unité. 

Du mouvement d'un point sur une surface quelconque. 

113. THÉORÈME FONDAMENTAL, UN point matériel se mou­

vant sur une surface quelconque, sous l' influence d'une force 

extérieure G et de la réaction normale N de la surface : la 

composante de la force extérieure suivant celle des normales 

à la trajectoire qui est tangente à la surface a pour valeur, 

en chaque point, —•, et la pression exercée par le mobile sur 
''s 

la surface est égale à — — G cosy, Gcos y désignant, la com­

posante, positive ou négative, de la force extérieure suivant la 

normale intérieure à la surface. 

Démonstration. Le mobile étant regardé comme se mou­

vant l ibrement dans l'espace, on sait que le système formé de 

Ja force extérieure G et de la réaction normale N de la surface 



. dv <>' . 
est équivalent au système — et - des composantes, tangen-

tielle et normale, de l'accélération totale. Il en résulte que la 

somme des composantes des forces du premier système, suivant 

nue direction quelconque, est pareillement équivalente à la 

somme des composantes des forces du second système, suivant 

la même direction. Or , pour la direction considérée, Ant, 

perpendiculaire à la fois à la force N du premier système et à la 

force y du second, la première somme se réduit, à la compo­

sante de la force extérieure G, et la seconde à la composante 

de la force - dirigée suivant le rayon de courbure r de la t ra-

jec to i re ; et comme ce rayon fait, avec la direction de projec­

tion, un angle mesurant précisément l 'inclinaison a du plan 

oscillateur de la trajectoire sur !e plan tangent à la surface, 

• i • " ' -

cette dernière composante est égale à - cos<? . ou à •> 
° r /•; cos a 

ou à — (voir page 8, n ° 8 ) . 

Quan t à la pression (égale et contraire à la réaction N ) 

exercée par le mobile sur la surface, il est évident qu'elle se 

compose de la pression — (dirigée 

suivant la normale extérieure) qu'il 

exercerait s'il continuait à se mou­

voir l ibrement, avec sa vitesse ac­

tuelle, sur la ligne géodésique tan­

gente à la trajectoire ; et de la compo­

sante normale —G cosy de la force 

extérieure : de sorte que l'on a pour la valeur de la pression 

rapportée, quant au sens, à la normale extérieure, — — Grosy. 

Q u e si cette composition de la pression ne parait pas suffi­

samment évidente, on pourra l 'établir rigoureusement, par les 

considérations ordinaires, en remarquant que la somme des 

composantes des forces N et G suivant la normale intérieure 
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AN à la surface est égale à N + G cos y ; tandis que la somme 

analogue pour les forces équivalentes — et — se réduità — sm a, 

ou, d'après le théorème de Meunier, à - ; et la comparaison 

de ces valeurs conduit bien à la formule 

114. COROLLAIRE. On déduit immédiatement de ce théo­
rème ces trois formules générales : 

(I) 

(II) 

(III) 

Les deux dernières ne sont que la traduction analytique du 
théorème précédent ; et la première formule résulte de la com­
binaison de la seconde avec l'équation, déduite du principe 
des forces-vives, 

Enfin, la combinaison des formules (II) et (III) donne 

(") Cette seule partie de la démonstration suppose une restriction dans le 
choix, que nous avons dit déjà être arbitraire, de celle de deux régions de l'es­
pace que l'on dit intérieure par rapport à la surface : et pour que la valeur de la 
pression, ou de la réaction normale, subsiste telle qu'elle résulte de la for­
mule (III), il convient d'appeler normale intérieure de la surface celle des deux 
directions de la normale qui coïncide avec la direction du rayon de courbure R 
de la ligne géodésique tangente à la trajectoire. Quant aux formules (I ) et ( II), 
elles demeurent vraies toujours, et indépendamment de cette restriction. 



encore par l'élimination de y, 

Quant au rôle général de ces formules, on voit que la pre­
mière fournira l'expression de la vitesse, toutes les fois du 
moins que l'intégration qui y est indiquée pourra être effec­
tuée; et c'est ce qui arrivera dans toutes les applications que 
nous nous proposons de développer. La formule (II) donnera 
ensuite pour le rayon de courbure géodésique de la trajectoire, 
une valeur particulière, dont la comparaison avec l'expression 
générale du rayon de courbure géodésique d'une ligne quel­
conque tracée sur la surface considérée, fournira enfin l'équa­
tion différentielle, entre certaines coordonnées à la surface, 
de la trajectoire cherchée. 

On pourra d'ailleurs, dans certains cas, se dispenser de l'in­
tégration que suppose la formule ( I ) , et qui exige quelquefois, 
comme nous le verrons, une discussion minutieuse des signes, 
en déterminant la vitesse par des considérations particulières. 

Remarque I. Il est essentiel, au point de vue des applica-
tions que nous aurons à faire de ces formules, de remarquer que 

l'intégrale / —^T7' qui figure, en exposant, dans la première, 

(et dans laquelle on regardera l'angle eg comme essentielle­
ment positif, et tangV comme positive ou négative suivant que 
l'angle V sera aigu ou obtus) a bien reçu le signe qui convient 
à la valeur de la vitesse. On déduit en effet, de cette formule. 

Or, v et cs étant positifs, on voit que les différentielles dv,d.vs, 
seront positives ou négatives, suivant que l'angle V sera aigu, 

ou obtus. C'est ce qui doit être; en effet; c a r - ^ . v * est mesu­

rée, en grandeur et en signe, par le travail élémentaire corres­

pondant de la force; et ce travail, se réduisant à celui de la 

composante G sin y qui fait un angle V avec la direction du 
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mouvement, est positif, ou négatif, suivant que l'angle V est 
aigu, ou obtus. 

Remarque II. La formule (I), indépendamment du rôle 
important qu'elle doit jouer dans la suite de ces recherches, 
peut paraître curieuse en elle-même, si l'on remarque qu'elle 
fournit une expression analytique de la vitesse qui semble in­
dépendante de la grandeur de la force qui produit le mou­
vement, et parait ne dépendre que de la direction de cette force 
et de la forme de la trajectoire. Cette indépendance toutefois 
n'est qu'apparente : car, la direction des forces étant donnée, 
la forme même de la trajectoire dépend évidemment de la loi 
qui régit les variations de grandeur de ces forces. 

§11 . 

Du mouvement d'un point sur un cylindre. 

115. Si nous supposons que la projection de la force exté­
rieure G sur le plan tangent soit dirigée en chaque point sui­
vant la génératrice du. cylindre, V désignera dans les équa­
tions précédentes l'inclinaison de la trajectoire sur la généra­
trice; et l'on trouvera, pour la valeur absolue de l'angle de 
contingence géodésique de la trajectoire cylindrique, ou pour 
l'angle de contingence absolue de celle trajectoire transformée 
par le développement du cylindre sur un plan, 

l'angle, aigu ou obtus, V, que la direction du mouvement fait 
avec la direction de la force, allant constamment en dimi­
nuant. 

L'intégrale 

alors 

contenue dans l'équation (I) devient 

et l'on en déduit 

(I) 



Si l 'on désigne, en outre , par p1 le rayon de courbure de la 

ligne plane suivant laquelle se transforme la trajectoire cylin­

drique du mobile par le développement du cylindre sur un 

p l an , on pourra remplacer rg par p' dans la formule ( I I ) qui 

deviendra 

('-) 

Or les équations (1) et ( 2) sont précisément les équations qui 

définiraient le mouvement , dans le plan , d'un mobile soumis 

à l 'action d 'une force dont l ' intensi té , constante ou var iable , 

serait mesurée en chaque point par G s i n y , et qui serait pa­

rallèle à une direction fixe , V désignant alors l'angle de la 

tangente à la trajectoire avec cette direction. On a donc ce 

théorème général : 

Un point matériel se mouvant sur un cylindre quelconque, 

sous l'influence de la réaction normale de la surface et d'une 

force extérieure dont la projection sur le plan tangent est 

dirigée, en chaque point, suivant la génératrice du. cylindre : 

si, à une époque quelconque du mouvement, on suppose 

développés tout à coup sur un plan le. cylindre et. la trajec­

toire du mobile, et si l'on conçoit, en outre que les forces qui 

produisaient le mouvement primitif, estimées suivant les 

génératrices, conservent, dans ce développement, leur direc­

tion et leur intensité; le mobile, sous l'influence de ces forces, 

continuera à décrire dans le plan, avec les mêmes vitesses 

aux mêmes points, la transformée de la trajectoire qu'il eût 

décrite sur le cylindre. 

Quan t à la pression exercée par le mobile sur la surface, 

on trouve d 'abord, en remplaçant v par sa valeur actuelle (1) 

dans l 'équation ( I I I ) , 

D'ai l leurs , si l 'on désigne par p le rayon de courbure de la 

section droite du cylindre au point considéré, on a (voir 

page 7, formule I ) pour le rayon de courbure de l 'hélice 



tangente â la trajectoire en ce point, et coupant par suite les 
génératrices du cylindre sons l'angle V, 

d'où 

on a donc, définitivement, 

(3) 

116. Il résulte du théorème précédent que tout ce que 
l'on sait sur le mouvement, dans le plan , d'un point matériel 
soumis à l'action d'une force constante ou variable, mais de 
direction fixe, peut être transporté au mouvement sur un cy­
lindre quelconque. 

Si l'on se place, en particulier, dans le cas ordinaire de la 
pesanteur, et si l'on suppose le cylindre vertical, on retrouve 
un résultat déjà obtenu par Euler, et qu'il énonce ainsi : Curva 
ergo, quant corpus in superficie cylindri describit, si super­

ficies in planum explicetur, abibit in parabolam, ipsam sci-
licet trajectoriam, quant corpus projectum in piano verticali 
describeret (Mechan., t. H , 97, coroll. I , p. 486). On a en 
outre, dans ce cas, 

et, par suite, 

d'où l'on voit que la pression qu i , dans le cas d'un cylindre 
quelconque, est proportionnelle en chaque point à la courbure 
de la section droite, demeure constante quand le cylindre est 
de révolution; ce qui est conforme aux résultats obtenus par 
Euler (page 487). 



Remarque. La comparaison des deux formules 

(voir page 130, formule 36), 

qui donnent le rayon de courbure géodésique de la parabole 
cylindrique et d'une ligne quelconque tracée sur le cylindre, 
conduit à la relation 

dans le cas où le cylindre est de révolution. On en déduit aisé­
ment cette propriété, qui peut servir à la construction du plan 
osculateur : En chaque point de la parabole cylindrique, la 
trace du plan oscillateur de la courbe sur le plan de la sec­
tion, méridienne correspondante coupe l'axe du cylindre sous 
un angle constant. Enfin on peut déduire de la même formule 
l'équation de l'indicatrice spbérique de la parabole cylin­
drique, ainsi que le rayon de courbure spbérique de celte indi­
catrice : et l'on trouve ainsi, pour les rayons de première et 
de seconde courbure de la parabole cylindrique, les valeurs 
suivantes : 

117. Des formules et des conséquences semblables subsiste­
raient encore si l'on supposait la projection de la force sur le 
plan tangent dirigée en chaque point suivant la tangente à la 
section droite du cylindre, V désignant alors dans ces formules 
l'inclinaison de la trajectoire sur la section droite, ou le com­
plément de son inclinaison sur la génératrice du cylindre. 

§ III-
Du mouvement d'un point sur un cône. 

118. Si l'on suppose, comme dans le § précédent, la 
projection de la force extérieure sur le plan tangent dirigée 
en chaque point suivant la génératrice du cône, V désignera, 



dans les formules générales du § I , l'inclinaison de la trajec­
toire sur les génératrices du cône; et il suffira, pour obtenir 
les équations du mouvement, de déterminer l'expression de eg, 
ou de l'angle de contingence de la trajectoire développée sur un 
plan', en même temps que le cône sur lequel elle est tracée. 

Soient donc, mm' la trajectoire développée tournant sa con­
cavité vers le sommet s, qui joue le rôle 
de centre des forces attractives; s m = /', 
sm' ~r-\-dr, deux rayons vecteurs in­
finiment voisins formant entre eux un 
angle d9 et coupant la courbe en m, m' 
sous les angles aigus V et V + V . Si l'on 

mène les tangentes mt, m't, la valeur absolue cg de leur angle 
sera donnée par l'équation 

d'où 

On a d'ailleurs, suivant une formule connue, 

et comme on a supposé, dans la figure, l'angle V aigu et la 
différentielle dr négative, on doit prendre le signe — dans 
cette formule, ce qui donne 

On a donc enfin, 

pour valeur absolue de l'angle de contingence géodésique de la 

trajectoire conique primitive. 

L'intégrale 

alors 

contenue dans l'équation (I), devient 



la quant i té est égale à et l'on a 

Si l'on désigne, en out re , par p' le rayon de courbure de la 

ligne plane suivant laquelle se transforme la trajectoire co-

nique du mobile par le développement du cône sur un plan, 

on pour ra remplacer rR par p1 dans la formule ( I I ) , qui devien­

dra 

Or les équations (1) et (2) ne diffèrent en rien des équations 

qui définiraient le mouvement dans le plan d 'un mobile soumis 

à l 'action d'une force dont l ' intensité, constante ou variable, 

serait mesurée en chaque point par G siny, et qui serait con­

stamment dirigée vers un centre f ixe ; r désignant alors la d is ­

tance du mobile à ce cent re ; et V, l ' inclinaison sur la trajec­

toire de la droite qui mesure cette distance. On a donc ce 

second théorème général : 

Un point matériel se mouvant, sur un cône quelconque, 

sous l'influence de la réaction normale de la surface et d'une 

force extérieure dont la projection sur le plan tangent est 

dirigée en chaque point suivant, la génératrice du cône ; si, à 

un instant, quelconque du mouvement, on suppose développés 

'sur un plan le cône et la trajectoire du mobile, et si l'on con­

çoit en outre que les forces qui produisaient le mouvement 

primitif, estimées suivant les génératrices, conservent dans ce 

développement et leur intensité et leur direction, en concou­

rant par suite au sommet du cône développé : le mobile, sous 

l'influence de ces forces, continuera à décrire dans le plan, 

avec les mêmes vitesses aux mêmes points, la transformée de 

la trajectoire qu'il eût décrite sur le cône. 

Q u a n t à la pression exercée par le mobile sur la surface, on 

trouve d 'abord, en remplaçant v par sa valeur actuelle (1) 
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dans la formule (III) 

On a d'ailleurs, en remplaçant i par V dans la formule (36') 
de la page 135, 

pour le rayon de courbure R1 d'une ligne quelconque tracée 
sur un cône : a désignant dans cette formule l'inclinaison du 
plan osculateur de cette ligne sur le plan tangent; A, le demi-
angle au sommet du cône droit, osculateur du cône proposé 
suivant la génératrice considérée; et r et V ayant la même 
signification que dans les formules précédentes. Si donc on 
veut déterminer le rayon de courbure R de la ligne géodésique 
tangente à la trajectoire au point considéré, il suffit de poser 

a = - dans cette formule. Il en résulte 
2 

et la pression prend cette nouvelle forme 

COROLLAIRE. II résulte du théorème précédent que les di­
verses propositions, relatives au mouvement plan d'un point 
soumis à l'action d'une force centrale, peuvent être transpor­
tées au mouvement sur un cône quelconque. Ainsi, par exem­
ple, la trajectoire du mobile sera, sous certaine condition 
relative aux circonstances initiales du mouvement, une hélice 
conique, c'est-à-dire une trajectoire des génératrices rectili-
gnes du cône, si la force agissant sur le mobile tend constam­
ment vers le sommet du cône, et si elle est inversement pro­
portionnelle au cube de la distance du mobile au sommet. 

119. Scolie. Les résultats précédents, relatifs au cylindre 
et au cône, peuvent être généralisés, et étendus au mouve­
ment d'un point sur une surface développable quelconque. 

Considérons, en effet, la trajectoire d'un mobile sur une 



pareille surface; développons celle-ci sur un plan, et désignons 

par e' et r' l 'angle de contingence absolue et le rayon de cour­

bure absolue de la transformée plane de la trajectoire p r imi ­

tive : ou aura, d'après le théorème de M. Liouville (voir 

page 8 ) , 

et l 'on pourra écrire s imul tanément les formules suivantes, 

identiquement équivalentes, deux à deux : 

ou 

ou 

O r , les formules générales (I) et ( II) sont applicables au 

mouvement dans le plan, pourvu qu 'on y remplace les élé­

ments relatifs à la courbure géodésique de la trajectoire par 

les éléments analogues relatifs à la courbure absolue. Les for­

mules (i) et (a) définissent donc le mouvement, suivant la 

transformée plane de la trajectoire primit ive, d'un mobile 

sollicité par une force, dont la grandeur est Gs iny , et dont la 

direction fait un angle V avec la direction du mouvement. Ou 

a donc cet énoncé général : Dans toute surface développable, 

la trajectoire d'un point matériel qui se meut sur la surface, 

et la vitesse du mobile en chaque point de la trajectoire, se 

conservent, dans le développement de la surface sur un plan ; 

pourvu que la composante, suivant le plan tangent, de la 

force extérieure primitive conserve, dans le développement, 

sa grandeur absolue et son inclinaison par rapport à la tra­

jectoire. 

IV. 

Du mouvement sur la sphère. 

120. Hypothèses et notation. Nous considérerons exclusi­

vement, dans ce qui suit , le cas du mouvement sphérique d 'un 

mobile soumis à la réaction normale de la surface cl sollicité 

par une force extérieure G, constamment située dans le 
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plan déterminé par le mobile et par un diamètre fixe AA' 
de la sphère. Ce diamètre représentera, en particulier, la 
commune direction des forces extérieures, quand elles seront 
supposées parallèles ; et son extrémité inférieure A pourra, 
dans tous les cas, recevoir le nom de centre des forces concou 
rantes. Il résulte de cette hypothèse que la composante suivant 
le plan tangent, G sin y, de la force extérieure qui agit sur le 
mobile en m, est dirigée suivant la tangente à l'arc de grand 
cercle mA qui réunit le point m au point A; et que l'angle 
désigné précédemment par V n'est autre chose que l'inclinaison 
de l'arc Am sur la trajectoire mm'. 

Nous prendrons donc le point A pour origine des coordon­
nées polaires p = arc Am et <]/ 5 et nous désignerons par p l'are 
de grand cercle, abaissé de l'origine perpendiculairement à 
l'arc de grand cercle tangent à la trajectoire en m; l'arc p 
étant défini par l'équation sin p = s i n p sinV. 

121. Cela posé, remarquons d'abord que la trajectoire du 
mobile est nécessairement située, par rapport au grand cercle 
tangent en l'un quelconque de ses points, du même côté que 
l'origine A des rayons vecteurs ; car la composante utile de la 
force extérieure étant, par hypothèse, dirigée suivant la tan­
gente au rayon vecteur spbérique qui aboutit au pôle A, son 
action a pour effet d'écarter le mobile du grand cercle qu'il dé­
crirait avec sa vitesse actuelle, si cette force était supprimée, 
et de le rapprocher du pôle A. Nous devons donc, d'après la 
Remarque II de la page 43, écrire 

pour le rayon de courbure géodésique de la trajectoire; d'où 

D'ailleurs, on a toujours, en grandeur et en signe, 



il en résulte 

et la substitution de celte dernière valeur dans la formule (I) 
de la page 186, nous donne d'abord, 

Donc : La vitesse, en chaque point de la trajectoire, est. in­
versement proportionnelle au sinus de la distance sphérique 
du centre des forces concourantes, à l'arc de grand cercle 
langent à la trajectoire au point considéré. 

La formule (II) 

donne ensuite, en remplaçant v par sa valeur (I'), 

et la formule (III), dans laquelle le rayon de courbure R de la 
ligne géodésique tangente à la trajectoire sera remplacé par le 
rayon de la sphère qui a été pris déjà pour unité, nous donnera 
enfin 

pour la pression exercée par le mobile sur la surface. 
Telles sont les équations générales définissant les diverses 

circonstances du mouvement sphérique d'un point soumis à 
l'action de forces que l'on peut appeler concourantes ; la se­
conde fournira l'équation différentielle, entre certaines coor­
données sphériques, de la trajectoire cherchée, quand, après 
avoir particularisé la loi des forces, on y remplacera G sin y par 
la valeur qui répond à la loi supposée ; et sous leur forme gé-



nérale actuelle, les équations (F) et (II') sont analogues aux 
formules connues 

qui définissent, à chaque instant, la vitesse et le rayon de cour­
bure p' de la trajectoire d'un point matériel se mouvant, dans 
un plan, sous l'action d'une force centrale. Nous verrons 
d'ailleurs que cette analogie, ainsi constatée d'une manière 
générale, ne disparaît pas dans les applications et devient, au 
contraire, plus frappante, quand on particularise, d'une ma­
nière semblable, la loi des forces qui produisent le mouvement 
sur la sphère et sur le plan. 

Scolie. Les formules précédentes sont les seules que nous 
nous proposions d'employer. Nous établirons néanmoins deux 
autres formules, analogues à celles de M. Binet, et fournissant, 
en fonction des coordonnées sphériques p et ^ de la trajectoire, 
les expressions générales de la vitesse du mobile et de la force 
centrale qui accélère le mouvement. 

On a d'abord 

C désignant une constante; cette dernière relation provenant 
de ce que la projection du mobile, sur un plan perpendiculaire 
au diamètre central, décrit des aires proportionnelles aux 
temps. 

On a donc, par l'élimination du temps, 

ou 

Cette formule n'est d'ailleurs que la traduction, sous forme 



différentielle, de l'équation (I') 

Si l'on désigne ensuite par R la composante de la force exté­
rieure suivant le plan tangent à la sphère, composante dirigée 
suivant la tangente au grand cercle qui joint le mobile au point 
central A; on aura, d'après le principe des forces vives, et en 
regardant la composante R comme positive quand elle (end à 
rapprocher le mobile du point central, 

ou 

De là, en différentiant l'équation (IV), en substituant et 

supprimant le facteur commun — 2 -JJ•> 

que l'on peut écrire 

Les formules qui correspondent au problème analogue dans 
le plan sont, comme on sait, 

Applications. 

122. Première application : au pendule sphérique. 
Si l'on suppose la force extérieure constante, en grandeur 

et en direction, on retombe sur le problème du pendule sphé-



rique; et les formules précédentes, dans lesquelles on doit 
remplacer G par g et y par 7r — p, deviennent, par ces substi­
tutions, 

(X) 

(Y) 

(Z) 

on en déduit aisément les équations ordinaires, représentant la 
trajectoire décrite par l'extrémité du pendule et les circons­
tances principales de son mouvement. 

En effet, l'intégration de l'équation (Y) ou, plus simplement 
encore, la comparaison de la formule (X) à la formule ordi­
naire 

donne d'abord 

(1) 

ou 

(1') 

On a d'ailleurs 

et si, portant cette valeur dans (1'), on résout par rapport à 
p', il vient 



de là , en posant 

(X.) 

L'équation (X), appliquée aux données initiales du mouvement, 
fournit, d'ailleurs immédiatement l'expression de la constante, 
à savoir 

d'où 

Enfin, l'on tire successivement de l'équation (X) 

dont la comparaison à la relation (X,) conduit à celte autre 
formule 

Quant à la pression, la formule (Z) devient, dans notre nou­
velle notation, 

( X ) 

et les formules (X,) , (X s) , (X3) sont identiques à celles que 
l'on obtient par l'emploi de la méthode analytique ordinaire.. 

123. Les formules (X) et (Y) mettent eu outre en évidence 
des analogies remarquables, et non encore observées, entre le 
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mouvement de l'extrémité du pendule sphérique et le mouve­
ment plan d'un point matériel attiré par un centre fixe pro­
portionnellement à la distance. 

On sait, en effet et, et c'estun des premiers théorèmes découverts 
par Newton sur les forces centrales, que la vitesse en un point 
quelconque de la trajectoire elliptique plane est inversement 
proportionnelle à la distance du centre attirant à la tangente 
en ce point; le rayon de courbure de l'ellipse en ce point étant 
en raison inverse du cube de la même distance : et il résulte 
de nos formules que dans le mouvement sphérique considéré, 
la vitesse en chaque point est encore inversement proportion-
nelle au sinus de la distance sphérique du point central A de 
la sphère à l'arc de grand cercle tangent à la trajectoire en 
ce point, le rayon de courbure géodésique de la trajectoire 
étant, de même, en raison inverse du cube du même sinus. 

On aperçoit aisément d'ailleurs la cause première, l'origine 
de ces analogies; car, dans le mouvement sphérique, la com­
posante de la gravité suivant le plan tangent à la sphère est, en 
chaque point, dirigée suivant la tangente à l'arc de grand cer­
cle mA qui joint ce point au point central A, et la grandeur 
de cette composante est proportionnelle au sinus du même arc. 

Les analogies des deux mouvements, assez intimes comme 
on le voit, s'arrêtent cependant aux trajectoires elles-mêmes; 
et la courhe décrite par l'extrémité du pendule n'est pas une 
ellipse sphérique (voir p . 205 la cinquième application). 

124. Les formules (X) et (Y) permettent encore de déter­
miner d'une manière très-simple quelles doivent être les cir­
constances initiales du mouvement pour que la trajectoire dé­
crite par l'extrémité du pendule soit un petit cercle de la 
sphère; sans ajouter, comme on le fait ordinairement, cette 
restriction inutile que le petit cercle soit horizontal. 

Pour que la trajectoire, en effet, soit un petit cercle, il faut 
et il suffit que son rayon de courbure géodésique soit constant; 
ou, d'après la formule (Y), que l'arc p demeure constant. Mais 
on voit immédiatement dès lors, que les arcs p et p coïncident, 



et que le petit cercle considéré est nécessairement horizontal : 
en même temps les formules (X) et (Y), dans lesquelles on 
remplace r par tang & et p par p, deviennent 

d'où 

Il en résulte que la vitesse est constante-, et, eu particulier, que 
la grandeur de la vitesse initiale est définie par la relation 

(x) 

cette vitesse étant d'ailleurs dirigée suivant la tangente au 
petit cercle, et étant dès lors perpendiculaire au plan vertical 
du point de départ. 

125. Seconde application. La formule (Y), dans laquelle 
on remplacera le nombre constant g par le nombre indéter­
miné G, peut servir, en particulier, à déterminer la loi géné­
rale des forces parallèles capables de produire un mouvement 
circulaire. 

Si l'on regarde, en effet, rg comme constant dans cette for­
mule, on en déduit 

(x,) 

pour expression de la force eu chaque point de la trajectoire 
circulaire, C' désignant une constante : et l'on voit que si la 
force G est constante, il en est de même de p, et le cercle décrit 
par le mobile est horizontal ; tandis que si la force est variable, 
il en sera de même de p, et la trajectoire du mobile sera un 
petit cercle quelconque de la sphère. 

Si, au lieu de considérer la valeur absolue de la force, ou a 
seulement égard à sa composante utile G sin p, on déduit;, de la 
formule précédente, 

(x'.) 
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pour expression de celle composante : et cette formule est ana­
logue à la formule connue 

qui définit la loi des forces centrales capables de produire, dans 
le plan, le mouvement circulaire d'un mobile. 

126. Troisième application. Proposons-nous de déterminer 
la loi des forces parallèles G, capables de faire parcourir 
au mobile une ellipse sphérique ayant le pôle A pour l'un 
de ses foyers. 

Nous avons trouvé, pour le rayon de courbure géodésique 
de l'ellipse sphérique rapportée à l'un de ses foyers A (voir 
p. 45, formule 11), 

k désignant une constante ; et la comparaison de cette valeur à 
la suivante 

déduite de la formule (Y) en y remplaçant g par l'indéterminée 
G, donne, pour expression de la force cherchée, 

où 

(xs) 

et 

(x') 

C' désignant une nouvelle constante. 

127. Quatrième application. Demandons-nous encore, 
quelle est la loi des forces parallèles, capables de faire par-



courir au mobile une loxodromie sphèrique ayant pour pôle 
le point A ? 

Nous pourrons encore, pour résoudre le problème le plus 
simplement possible, employer la formule (13) de la page 47, 

qui donne le rayon de courbure géodésique de la loxodromie 
sphérique ; et sa comparaison avec la formule (Y) nous don­
nera 

De là, en remarquant que V est ici une constante, 

(x) 

et 

(x) 

128. Cinquième application. Déterminer la loi des forces 
parallèles capables de faire parcourir au mobile une ellipse 
sphérique ayant pour centre le point A. 

La comparaison de la formule (Y), 

à la formule (10) de la page 44. 

qui exprime le rayon de courbure géodésique d'une ellipse 
sphérique rapportée à son centre, donne immédiatement, pour 
la force G capable du mouvement dont il s'agit, 

(x) 



et 

(x'.) 

On a d'ailleurs, pour la pression exercée par le mobile sur la 
surface, 

ou 

et si l'on remplace dans le second membre —— par sa valeur r 

tirée de l'équation (C), page 44 , il vient 

ou 

Il résulte, de la proposition 8 du livre des Principes, que 
l'ellipse plane peut être décrite par un mobile soumis à une 
force attractive, perpendiculaire à l'axe de l'ellipse, et inver­
sement proportionnelle au cube de la distance à l'axe. Et il 
résulte de même des formules précédentes que l'ellipse sphé-
rique peut être décrite par un mobile sollicité par une force 
répulsive, perpendiculaire au plan du grand cercle qui a pour 
pôle le centre de l'ellipse, et inversement proportionnelle au 
cube de sa distance à ce plan; la réaction exercée par la 
sphère sur le mobile étant d'ailleurs constante. 

Remarque l. L'ellipse plane, considérée comme section du 
cône, peut être placée sur le cylindre; et il en est de même de 
l'ellipse sphérique : car cette courbe étant, par définition, 
l'intersection d'un cône de second degré et d'une sphère con­
centriques, 



elle appartient à l'un quelconque des trois cylindres du second 
degré, dont on obtient les équations en éliminant alternative­
ment z, y ou x entre les deux équations précédentes. Par la 
première élimination on trouve 

et l'ellipse que représente cette équation dans le plan des xy 
peut être considérée comme la trajectoire d'un mobile soumis 
aux projections des forces N et G sur ce plan. Mais la projec­
tion de la dernière est nulle ; la projection de la première passe 
constamment par le centre de l'ellipse : elle est donc propor­
tionnelle au rayon vecteur de la projection; et l'on parvient 
ainsi, d'une manière intuitive, à la conclusion que la réaction 
primitive N est constante. 

On peut calculer aisément la durée commune T = T' de la 
révolution du mobile projeté sur l'ellipse plane, ou du mobile 
primitif sur l'ellipse sphérique. Car si l'on désigne par p', v' 
et N ' le rayon vecteur du mobile projeté, sa vitesse et la force 
qui le sollicite, on aura, en employant des formules connues, 

et de là, en remplaçant T' , a', b' par T, s ina , sïnj3, et dé­
duisant la valeur de C', en fonction de C, de la comparaison 
des formules 

il vient 

La durée de la révolution sera donc la même pour toutes les 
trajectoires elliptiques dans lesquelles la pression exercée 
par le mobile sur la surface aura la même valeur. 

Remarque II. La projection de l'ellipse spbérique sur le 



plan des xz est encore une ellipse plane si a > b, et cette pro­
jection peut être considérée comme la trajectoire d'un mobile 
qui serait soumis premièrement, à une force attractive N', 
émanant du centre de l'ellipse et proportionnelle à la distance ; 
secondement, à une force répulsive G ' = G, dirigée perpen­
diculairement à l'axe horizontal de l'ellipse et inversement 
proportionnelle au cube de la distance à cet axe. D'ailleurs 
l'ellipse entière n'est que la trajectoire théorique du mobile, 
la trajectoire réellement parcourue se réduisant à un arc déter­
miné de cette ellipse, intérieur à la sphère, et limité par une 
corde parallèle à l'axe horizontal. Le mobile oscille donc in­
définiment dans cet arc, sa vitesse devenant nulle à chacune de 
ses extrémités, et la durée d'une double oscillation étant définie 
par la formule (t). Enfin les oscillations dans deux arcs déter­
minés, appartenant à deux ellipses distinctes, seront isochrones 
toutes les fois que les forces centrales, qui concourent aux mou-
vements oscillatoires produits le long de ces arcs, auront la 
même valeur à une même distance du centre. Ces résultats 
ont quelque analogie avec le fait, observé par Lagrange et Le-
gendre, et expliqué d'une manière générale par M. O. Bonnet, 
de la conservation de la trajectoire dans la superposition de 
diverses forces capables, isolément, d'une, même trajectoire 
(Journal de Mathématiques, 1844, tome IX, page 113). 

129. Scolie. Les formules précédentes, qui donnent la loi 
des forces capables de faire parcourir au mobile un petit 
cercle, une loxodromie ou une ellipse sphérique, présentent 
une intime analogie avec les formules correspondantes, rela­
tives au mouvement plan d'un point matériel soumis à l'ac­
tion d'une force centrale. Il convient néanmoins, pour la faire 
ressortir d'une manière plus complète, de n'avoir égard, dans 
les formules relatives au mouvement sphérique, qu'à la com­
posante utile Gsinp de la force extérieure, et non à la valeur 
absolue G de cette force. 



§ v. 

Du mouvement d'un point sur une surface de révolution. 

130. On av pour l 'angle de contingence géodésique e„ d 'une 

ligue quelconque tracée sur une surface de révolution (voir 

page 122, formule 33 bis), 

(A) 

V désignant l ' inclinaison de cette ligne, au point considéré, 

sur la section mér idienne passant par ce po in t , et r le rayon 

du parallèle correspondant. 

Si donc on suppose que la ligne considérée soit la trajectoire 

d 'un mobile soumis à la réaction normale de la surface et à 

une force extérieure constamment dirigée dans le plan de la 

section méridienne, la projection de cette force sur le plan 

langent sera toujours dirigée suivant la tangente à la section 

mér id ienne ; la lettre V aura la même signification dans l 'équa­

tion précédente et dans les formules générales ( I ) , (II) et (III) 

de la page 186 : et l'on aura , en remplaçant dans Ja première 

de ces formules e.. par sa valeur, 

et, par suite, 

(I") 

C désignant une constante. La formule (II) deviendra alors 

(II") 

et l'on aura toujours, pour la pression. 

(III") 
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131. Sans nous arrêter à la discussion du signe — qui figure 
au second membre de la formule (A), proposons-nous de dé­
terminer directement l'expression de la vitesse. 

Nous remarquerons, à cet effet, que, par suite de l'hypothèse 
sur la direction de la force extérieure, le mobile peut être 
considéré comme se mouvant librement dans l'espace, sous 
l'action d'une force unique rencontrant constamment l'axe oz 
de la surface : il en résulte que la projection du mobile sur un 
plan perpendiculaire à l'axe décrit des aires proportionnelles 
aux temps ; et l'on a 

C désignant une constante. On a, d'ailleurs, 

et l'on déduit, de la combinaison de ces deux relations, 

On voit que cette formule renferme celle que nous' avons déjà 
donnée sur le mouvement sphérique d'un point matériel ; et 
qu'elle est comprise elle-même dans l'observation de Newton, 
qui a été rappelée au commencement de ce chapitre. 

132. Applications. Proposons-nous de déterminer quelles 
doivent être les circonstances initiales du mouvement, pour 
que le mobile parcoure, dans le cas ordinaire de la pesan­
teur, un parallèle de la surface. 

On aura, dans ce cas (voir fig. 53 ), 

i désignant l'angle aigu que fait avec i'axe la normale à la sur­
face. On trouve, par la substitution de ces valeurs dans les 
équations (I) et (II), 

ou 



et la comparaison de ces formules donne 

(A) 

pour la grandeur de la vitesse initiale, qui devra d'ailleurs être 
dirigée perpendiculairement au plan vertical passant par le 
point de départ. 

Le mouvement du mobile sera donc uniforme, et la durée 
de sa révolution sur le parallèle sera donnée par la formule 

ou 

S.N désignant la sous-normale de la section méridienne, au 
point de rencontre de cette section et du parallèle décrit par le 
mobile : Cette durée est donc égale à celle de l'oscillation 
totale d'un pendule simple, d'une longueur égale à la sous-
normale (Euler, Mechanica, t. II, p. 492). 

Si la surface est un paraboloïde de révolution, les temps 
périodiques seront égaux pour tous les parallèles ; et la lon­
gueur du pendule simple effectuant une oscillation totale, dans 
le même temps, sera égale au demi-paramètre de la parabole 
méridienne (Huygens, Horologium oscillatorium, p. 160, 
VI ; Euler, Mechanica, t . I I , p . 493). 

On trouve d'ailleurs pour la pression normale, en rempla­

çant dans la formule (III') R par -r—: et y par n — /', 

et de là, en ayant égard à l'expression actuelle (A) de la vi­
tesse, et en simplifiant, 

(B) 

133. Proposons-nous encore de déterminer quelle doit être 
la section méridienne d'une surface de révolution, pour qu'un 
mobile parcoure sur cette surface une loxodromie, sous l'ac­
tion d'une gravité constante. 

27. 



Il suffit, pour résoudre ce problème, de comparer la for­
mule (II"), qui donne l'expression générale du rayon de cour­

bure géodésique de la trajectoire, à cette 
formule (voir p. 125, formule 35) 

qui représente le rayon de courbure géo­
désique d'une loxodromie coupant, sous 

l'angle constant V, les divers méridiens de la surface. 
On déduit de celte comparaison l'égalité 

ou 

C désignant une nouvelle constante. De là, en posant (voir la 

figure) 

On en déduit 

pour équation de la section méridienne de la surface cherchée, 
et cette section, comme on voit, est une courbe hyperbolique 
du troisième degré, appartenant à la 69 espèce de l'énumération 
newtonienne. 

§ VI. 

Du mouvement d'un point sur une classe particulière de 
surfaces gauches, dans le cas oh la courbe décrite par le 
mobile est une trajectoire des génératrices rectilignes de la 
surface. 

134. On a, pour le rayon de courbure géodésique d'une 
trajectoire sous l'angle V des génératrices rectilignes d'une 



surface gauche quelconque (voir page 148, formule 4o'), 

d'où Ton déduit, successivement, 

si l'on regarde la surface gauche comme engendrée par las 
bi-normales d'une ligne à double 
courbure dont la seconde courbure 
demeure constante : auquel cas on a 

ainsi crue 

(A) 

(voir la notation de la page 144). 
Cela posé, si l'on regarde la trajectoire actuelle comme 

décrite par un mobile soumis à la réaction normale de la sur­
face et à une force extérieure G, dirigée en chaque point sui­
vant la génératrice rectiligne OA de la surface; en transportant 

la valeur (2) de—£— dans la formule (I) de la page 186, et la 

valeur résultante de v, ainsi que la valeur (1) de R,s = r . , 
dans la formule (II) de la même page, on aura ces deux équa­
tions : 

Elles conduisent à cet énoncé très-simple : Les forces, dirigées 
suivant les génératrices de la surface, et capables de faire 



parcourir au mobile une trajectoire de ces génératrices, sont 
proportionnelles aux segments interceptés sur les généra­
trices entre la trajectoire et la ligne de striction de la surface; 
et la vitesse du mobile en chaque point, estimée suivant la 
tangente au point correspondant de la ligne de striction, 
demeure constante; cette dernière propriété résultant de la 
formule (I') que l'on peut écrire, l'angle V étant constant, 

Il résulte encore de là une autre propriété curieuse, relative 
aux mouvements simultanés de deux mobiles lancés en même 
temps, de deux points situés sur une même génératrice, et sui­
vant une même inclinaison V par rapport à cette génératrice. 
On aura, en effet, à une époque quelconque du mouvement 
simultané des deux mobiles, 

Si donc on pose 

(B) ou 

on aura, successivement, 

do et do1 désignant les projections sur la ligne de striction des 
arcs décrits dans le même temps dt par les deux mobiles : or, il 
résulte de cette égalité, et en ayant égard à la restriction ex­
primée par la relation (B), que les deux mobiles se trouvent 
toujours, à une époque quelconque du mouvement, sur la 
même génératrice de la surface. 

Ces résultats sont immédiatement applicables à l'héliçoïde 
gauche à plan directeur, qui est du nombre des surfaces repré-



sentées par les équations (A). On en déduit, en particularisant 
l'angle V, la description, par le mouvement d'un point, des 
lignes de courbure de cette surface, qui coïncident, comme 
on sait, avec les trajectoires sous l'angle de 45 degrés des gé­
nératrices reclilignes de la surface. 

§ VII. 

De la brachistochrone sur une surface de révolution. 

135. L'étude du mouvement libre d'un point dans le plan 
a pour complément ordinaire l'étude du mouvement d'un point 
assujetti à demeurer sur une courbe plane donnée. Il convien­
drait donc de compléter de la même manière l'étude du mou­
vement d'un point sur une surface. L'un des problèmes les 
plus intéressants, auxquels donne lieu cette étude complémen­
taire, est celui qui a pour objet de déterminer quelle est, parmi 
toutes les lignes qui, sur une surface donnée, réunissent deux 
points donnés, celle qui serait parcourue dans un temps mi­
nimum par un mobile soumis à des forces extérieures données. 

Ce problème, déjà résolu par M. Roger à l'aide du calcul des 
variations , est susceptible d'une solution élémentaire pour 
certaines surfaces particulières, et notamment pour les sur­
faces de révolution. En effet, de ce que deux portions d'une 
pareille surface, adjacentes à un même parallèle, sont super-
posables, il résulte que la solution, donnée par Maclaurin, du 
problème analogue dans le plan, leur est exactement appli­
cable. C'est ce que nous allons faire voir en terminant. 

1). Soit AMM'B la brachistochrone cherchée, issue du 
point donné A, et coupant en 13 le méridien donné 0130'. 
Traçons sur la surface les parallèles Ab1 Ba terminés aux 
méridiens des points A et B. Il est facile de voir que la ligne 
cherchée coupe orthogonalement le méridien OBO', et qu'elle 
est tout entière comprise dans le trapèze curviligne Ab Ba. 
Nous la chercherons donc parmi les lignes qui satisfont à ces 
conditions et qui joignent le point A au point indéterminé B ; 



et d'ailleurs, toutes ces lignes, projetées suivant des méridiens 
sur le parallèle aB , auront même projection, à savoir l'arc aB. 

Quant à la loi des forces extérieures qui produisent le 
mouvement, nous supposerons seulement : 1° que la force 
extérieure, en chaque point de la surface, soit située dans le 
plan de la section méridienne, de telle sorte que la compo­
sante active de cette force, qui produit le travail et les varia­
tions de vitesse du mobile, soit constamment dirigée suivant 
la tangente à la section méridienne ; a0 que la composante 
active de la force extérieure ait la même valeur pour tous les 
points de la surface situés sur un même parallèle : ces condi­
tions se trouveraient réalisées, en particulier, dans le cas 
ordinaire de la pesanteur, l'axe de la surface étant supposé 
vertical; ou encore, dans le cas, plus général, d'une gravité 
toujours parallèle à l'axe de la surface, mais variable d'un 
parallèle à l'autre, et constante pour un même parallèle. 

Il résulte, de ces conditions, que la vitesse d'un mobile qui 
parcourrait successivement les diverses trajectoires AMB, 
AM,B, serait la même pour les points de ces trajectoires si­
tués sur un même parallèle; et, en particulier, que la vitesse 
acquise en B, par la chute sur l'une d'elles, serait la même 
pour toutes : soit vv cette dernière vitesse. 

2). Cela posé, le temps par AMB parcouru avec la vitesse 
variable v, ou S (AMB, v), devant être un minimum, ce même: 
temps, diminué de celui employé à parcourir le parallèle an B 
avec la vitesse v1 sera encore un minimum, 

D'ailleurs, si, par une suite de méridiens successifs, on décom­
pose, en un même nombre d'éléments successifs MM' et nn', 
la trajectoire AMB et le parallèle an B; la différence précé­
dente sera rendue minimum, si l'on rend minimum chacune 
des différences élémentaires, 



mM' étant la portion du parallèle du point M' correspondant 
à la portion nn' du parallèle anB; et r, 
r désignant les rayons des parallèles des 
points M' et B, de sorte que l'on a 

Enfin, v, — désignant une nouvelle vi­

tesse, la différence précédente revient à 

celle-ci. 

qui sera minimum, d'après le lemme de la page 119, si l'on a 

(x) 

ou 

( X ) 

équation qui définit la courbe cherchée AMB, et dans laquelle 
Y désigne l'inclinaison de la courbe sur le méridien. 

3). Réciproquement, si l'on compare maintenant le temps 
par AMM'B avec le temps par toute autre courbe AM,M',B, 
on verra que le premier est moindre que le second. Car, pre­
nant pour éléments correspondants des deux courbes les arcs 
MM', M, M', compris entre les mêmes parallèles ; remar­
quant qu'ils sont parcourus l'un et l'autre avec la même vi­
tesse v et que les triangles rectangles Mm M', M, m, M' sont 
partiellement superposables ; on aura d'abord, suivant le 
lemme, et d'après la condition (a.) à laquelle satisfait l'élé­
ment MM', 

ou 

28 



De là, en faisant la somme des inégalités semblables, et remar­
quant que 

il vient simplement 

C. Q. F. D . 

/*sin V 
436. Remarque I. L'équation précédente = constante 

ne diffère que par la forme de celle donnée par M. Roger 
(Journal de Mathématiques, tome XIII, 1848, page 49), 

pour le cas ordinaire de la pesanteur. 
Dans le cas de la sphère, et en posant r = sinp, l'équation 

peut s'écrire 

( X ) 

On en déduit celte généralisation d'un théorème d'Euler : La 
vitesse, en chaque point d'une hrachislochrone sphérique, est. 
directement proportionnelle au sinus de la distance sphérique 
du centre des forces O de la sphère à l'arc de grand cercle 
tangent à la courbe au point considéré. 

Remarque II. On déduit, de l'équation (X,) , 

On a d'ailleurs, dans le cas ordinaire de la pesanteur, 

ou 

De là, en divisant (2) par (1), membre à membre, et rempla­

çant dans l'équation résultante , • ?'/ ' par le rayon de cour-
a . Sin p r 



bure géodésique r„ = — de la trajectoire, il vient 

(X.) 

k désignant une constante. Or, si l'on remplace dans cette 

lormule v par — et rg par — > es désignant 1 angle de contin-
dt eg 

gence géodésique de la trajectoire, il vient, en simplifiant, 

( x ) 

et l'on en déduit 

( x ' ) 

c'est-à-dire que le temps T, employé par le mobile à parcourir 
un arc partiel quelconque A'B' de la brachistochrone sphé-
rique, est proportionnel à la valeur de l'intégrale Je„, ou 

j — < prise de l'origine à l'extrémité de l'arc A'B'. Mais ou 

trouve aisément que cette intégrale représente l'aire sphérique 
comprise entre l'arc A'B' et les tangentes sphériques menées 
par ses extrémités, augmentée de l'angle extérieur formé par 
ces mêmes tangentes : donc, dans le mouvement général sur 
une brachistochrone sphérique AMB d'un point soumis à la 
pesanteur, le temps, employé par le mobile à parcourir un 
arc partiel quelconque A'B' de sa trajectoire, est propor­
tionnel à l'aire sphérique, comprise entre cet arc et les tan­
gentes sphériques menées par ses extrémités, augmentée de 
l'angle extérieur de ces mêmes tangentes ; ou, encore, pro­
portionnel à l'arc correspondant a'b' de la courbe supplé­
mentaire. 

Remarque 111. Quant à la nature de la brachistochrone, 
la comparaison des formules ( X ^ et (X8) fournit cette rela­
tion. 

ou 

28. 



i désignant l'angle sous lequel le grand cercle tangent à la bra-
chistochrone sphérique coupe l'équateur, ou le cercle polaire 
du centre des forces O; et l'on sait que, dans le plan, le rayon 
de courbure de la cycloïde est pareillement proportionnel au 
cosinus de l'angle que fait la tangente avec la base de la courbe. 

Remarque IV. L'énoncé précédent se simplifie, quand on 
suppose que le rayon de la sphère augmente indéfiniment; et 
l'on en déduit ces propriétés nouvelles des brachistochrones 
planes, que l'on peut d'ailleurs établir directement de la 
même manière : 

1. Si l'on circonscrit à une demi-cycloïde AMB une por­
tion de ligne polygonale régulière, c'est-à-dire à angles 
égaux, dont les tangentes en A e t B formeront les côtés ex­
trêmes; les points de contact des côtés successifs de ce poly­
gone partageront, la demi-cycloïde en une suite d'arcs iso­
chrones, c'est-à-dire en une suite d'arcs partiels qui seront 
parcourus en des temps égaux, dans le mouvement général du 
mobile de A en B. 

2. La même propriété s'applique à la brachistochrone 
relative à un centre O, situé à une distance finie, et attirant 
proportionnellement à la distance. 

3. Enfin, cette propriété subsiste encore pour la portion 
de ligne polygonale régulière circonscrite à un arc partiel 
quelconque A'B' de la brachistochrone ; les côtés extrêmes 
de cette ligne étant toujours formés par les tangentes aux 
extrémités de l'arc considéré A'B', et le mouvement suivant 
A'B' faisant toujours partie du mouvement général suivant 
la ligne totale AMB. 

Remarque V. Si l'on considère, au lieu d'une sphère, une 
surface de révolution quelconque, le temps employé par le 
mobile à parcourir un arc déterminé de la brachistochrone 
n'est plus susceptible, en général, d'une représentation géo­
métrique simple. Si l'on différentie en effet la formule ( X ) . 
v = C./ 'sinV, on a d'abord 

(I) 



on trouve ensuite, G désignant la pesanteur parallèle à l'axe 
de la surface, et i désignant l'inclinaison, sur l'axe, de la nor­
male à la section méridienne, 

ou 

(2) 

d'où, par la division, membre à membre, des relations (2) 
e t ( 1 ) , 

On a d'ailleurs, pour l'angle de contingence géodésique e.. de 
la trajectoire (voir page 122, formule 33 bis), 

et il vient, par la substitution de cette valeur dans la formule 
précédente, 

d'où 

(X') 

n désignant la longueur de la normale à la section méridienne 
terminée à l'axe de la surface. 

Il résulte de cette formule que la sphère (N = constante) est 

la seule surface de révolution pour laquelle le rapport -f de­

meure constant, dans le cas d'une pesanteur constante (G = g) : 

et que ce rapport ne peut être constant, pour une surface de 

révolution quelconque, que dans le cas où la pesanteur serait 

définie en chaque point par la formule 



CHAPITRE XL 

DES LIGNES A DOUBLE COURBURE CONSIDÉRÉES COMME FIGURES 

D'ÉQUILIBRE D'UN FIL QUI REPOSE SUR UNE SURFACE. 

Parmi les problèmes dont la solution était réservée à l'ana­
lyse moderne, et en exceptant les grandes questions de la mé­
canique céleste, il en est peu qui aient été remaniés aussi 
souvent que celui dont l'objet est de déterminer la figure 
d'équilibre d'un Cl, dont les extrémités sont fixes, et dont les 
éléments successifs sont sollicités par des forces qui demeu­
rent constantes, ou qui varient suivant une loi donnée. Sans 
parler en effet de l'illustre promoteur de ce problème', on voit 
figurer dans son histoire les noms des plus grands géomètres 
du dernier siècle et de la fin du précédent : les Bernoulli, 
Leibnitz et Huygens, Euler, Clairaut et Lagrange. On lit 
même dans la notice sur Ampère (Arago, OEuvres, tome II, 
page 47) que ce géomètre, s'occupant à son tour de la ques­
tion, avait su découvrir des lacunes dans un sujet pourtant si 
exploré. 

On doit ajouter cependant que les solutions de ce problème, 
si nombreuses quand on suppose le fil libre et la figure d'équi­
libre plane, deviennent beaucoup plus rares quand il s'agit 
d'un fil reposant sur une surface-, car, en exceptant le pro­
blème devenu classique de la chaînette cylindrique, on pos­
sède seulement pour ce cas des formules, très-générales sans 
doute, mais dont l'application à telle surface particulière que 
l'on voudrait envisager exigerait peut-être, pour l'interpré­
tation géométrique des résultats obtenus, plus d'efforts que 
l'étude directe et géométrique du problème. 

C'est cette étude directe que nous avons abordée, et dont 
nous avons essayé de poser les véritables bases. Nous croyons 
les avoir rencontrées dans deux théorèmes. 



Le premier est analogue à celui d'Huygens sur le mouve­
ment curviligne d'un point matériel, et donne, pour les com­
posantes tangentielle et normale de la force totale qui sollicite 
le fil en chaque point, ces deux expressions, 

T, ds et r désignant la tension, l'arc élémentaire et le rayon 
de courbure du fil : résultats qui ont sans doute été rencontrés 
déjà. 

Le second, que nous avons déduit du premier, nous paraît 
absolument nouveau. Il fournit : 

1°. La tension du fil, par une intégrale dont les éléments 
dépendent seulement de la direction relative de la force exté­
rieure et de la figure d'équilibre du fil ; 

2°. Cette intégration étant effectuée, l'expression du rayon 
de courbure géodésique du fil; 

3°. L'expression entièrement géométrique de la pression 
exercée par le fil sur chaque point de la surlace, à savoir 

G cos-/ et R désignant la composante normale à la surface de 
la force extérieure, et le rayon de courbure de la ligne géodé­
sique tangente au fil au point considéré. C'est par l'exposition 
de ces deux théorèmes généraux que nous allons commencer. 

S I. 

Principes généraux relatifs aux courbes funiculaires 
reposant sur une surface quelconque. 

137. THÉORÈME I. Dans toute courbe funiculaire, plane 
ou à double courbure, mais entièrement libre dans l'espace 
(abstraction faite de ses extrémités qui sont toujours suppo­
sées fixes), les composantes tangentielle et normale de la 
force totale P, rapportée à l'unité de longueur du fil, qui 



agit en chaque point de la courbe, ont pour valeurs respec­
tives 

T, ds et r désignant la tension, l'arc élémentaire et le rayon 
de courbure du fil; et d T désignant la variation, positive ou 
négative, qu'éprouve cette tension, de l'origine à l'extrémité 
de Varc ds. La première de ces composantes est d'ailleurs 
positive, ou négative, suivant qu'elle est dirigée de l'origine à 
l'extrémité de l'arc ds, ou de l'extrémité à l'origine; et la 
seconde, qui est toujours dirigée suivant le prolongement du 
rayon de courbure du fil, est regardée comme essentiellement 
positive. 

Démonstration. L'élément AB = ds du fil, considéré isolé­
ment et supposé solidifié, doit être en équilibre sous l'action 
des tensions, de sens opposés, T et T + <^T, dirigées suivant les 
tangentes à ses extrémités, et des forces partielles qui agissent 
en chacun des points de l'arc AB. Or, les deux premières 
forces, dirigées suivant deux droites dont la distance est un 
infiniment petit du troisième ordre, peuvent être considérées 
comme situées dans le même plan et comme ayant dès lors 
une résultante unique; les forces partielles agissant en cha­
cun des points de l'arc AB auront donc aussi une résul­
tante unique, que nous représenterons comme à l'ordinaire 
par P . d s , et qui fera équilibre aux deux premières forces T 
et T + d T . 

Il résulte d'abord de là que la force totale P est dirigée, en 
chaque point, dans le plan osculateur du fil; ensuite, que la 

somme algébrique des projections 
des trois forces, sur la tangente en 
A dirigée dans le sens AB, ou sui­
te prolongement extérieur du rayon 
de courbure du fil en A, est égale à 
zéro pour chacune de ces directions. 

On en déduit, en négligeant les infiniment petits du second 



ordre , et en désignant par e l'angle de contingence du fil, 

ou 

(A) 

ou 

(B) 

Observation. La dernière de ces relations a lieu entre des 

grandeurs absolues : quant à la première, et pour donner à dT 

le signe qui lui convient, il peut être utile de remarquer que 

la variation de tension du fil, dans le passage de l'origine à 

l'extrémité de Varc d s , est égale el de signe contraire au 

travail élémentaire de la force P dans le trajet fictif cor­

respondant. 

138. THÉORÈME I I . Une courbe funiculaire étant en équi-

libre sur une surface donnée, sous l'influence des réactions 

normales N de la surface et des forces extérieures G, appli­

quées en chacun de ses points : 1° la composante de la force 

extérieure G suivant l'arc élémentaire d s de la courbe est 

mesurée par le rapport différentiel — - — ; 2° la composante 

de cette même force suivant celle des normales à la courbe 

qui est tangente à la surface, a pour expression, en chaque 

T 
point, —5 r„ désignant le rayon de courbure géodési-

rg 
que de la courbe funiculaire en ce point; 3° enfin, la 
réaction exercée par la surface sur le fil est mesurée, en 

chaque point, par la différence algébrique —— Gcosy ; R et 

G cosy désignant le rayon de courbure de la ligne géodésique 

tangente au fil, et la composante, normale à la surface, de 

la force extérieure qui agit au point considéré : la force 
2 9 



extérieure G et la pression N étant rapportées, l'une et l'autre, 
à l'unité de longueur du fil. 

Démonstration. La courte funiculaire considérée peut être 
regardée comme entièrement libre dans l'espace et comme 
soumise, en chacun de ces points, à la force extérieure G et à 
la réaction normale N de la surface, dont le système, d'après 
le théorème précédent, est équivalent au système des compo-

d'I f 
santes tangentielle et normale, —;— et - de la force totale, Il 

as r 
en résulte que la somme des composantes des forces du pre­
mier système, sur une direction quelconque, est pareillement 
équivalente à la somme des composantes des forces du second 
système sur la même direction. 

Cela posé, si l'on prend successivement, pour direction de 
projection, 1° la tangente à la courbe funiculaire; 2° celle des 
normales à cette courbe qui est située dans le plan tangent à 
la surface, Ant; 3° la normale intérieure à la surface, AN; 
on verra : 

Dans le premier cas, que la somme des composantes des 
forces du premier système se réduisant à la composante 
Gsiny.cosV de la force extérieure, et la somme analogue pour 
le second système à la composante —-— ; on a 

(>) 

Dans le second cas, que la première somme se réduit encore 
à la composante de la force G. qui est 
représentée par G siny.sin V, V désignant 
l'inclinaison, sur la tangente à la courbe 
funiculaire, de la projection de la force G 
sur le plan tangent; que la seconde somme 
se réduit à la projection de la com-

posante -> projection qui est égale a 

a désignant l'angle du plan oscula-



teur de la courbe et du plan tangent à la surface : et que l'on 

a, par suite. 

( = ) 

Dans le troisième cas enfin, que la première somme est 

égale à N -f-Gcos} ' , la seconde se réduisant à 

d'après le théorème de Meun ie r : de sorte que l'on a 

(3) 

pour la réaction de la surface sur le fil : cette réaction étant 

d'ailleurs rapportée à l 'uni té de longueur du fil. 

La lettre y désignant l 'angle, aigu ou obtus, formé par la 

direction de la force G avec la normale intérieure : pour que 

la formule (3) subsiste telle que nous l'avons écrite, il faut 

que le rayon de courbure r du fil fasse un angle aigu avec 

la normale intérieure, le fil reposant lui-même sur le bord 

interne de la surface. 

COROLI.AIRE. Si l'on désigne par V, comme on l'a déjà dit , 

l 'angle formé par la projection G siny de la force extérieure 

sur le plan tangent, avec la tangente de la courbe funiculaire, 

et par e.. l 'angle de contingence géodésique de cette dernière 

on aura ces trois formules générales : 

29. 



les deux dernières n'étant autre chose que les formules 
(2) et (3), et la première résultant de la division membreà 
membre des formules (1) et (2). 

Enfin l'élimination de l'angle y entre les équations (II) et 

(III) conduit à cette relation : 

(IV) 

Nous n'insisterons pas sur le rôle général de ces formules 
qui présentent, comme on voit, la plus grande analogie avec 
celles qui définissent le mouvement d'un point sur une surface 
(voir page 186); et pour lesquelles on peut répéter exactement 
ce qui a été dit déjà pour les premières. 

Observation. Il est essentiel de remarquer que l'intégrale 

— I —^—, qui figure en exposant dans la formule (I), et 

dans laquelle on regardera eg comme essentiellement positif, 
et tangV comme positive, ou négative, suivant que l'angle V 
sera aigu ou obtus, a bien reçu le signe qui convient à l'ex­
pression de la tension. On déduit en effet, de celle formule, 

Or T et e6, étant positifs, on voit que la différentielle dT 
sera positive, ou négative, suivant que l'angle V sera obtus, 
ou aigu; et c'est ce qui doit être en effet : puisque, d'après 
une observation antérieure (voyez page 226), dT est mesurée 
par le travail élémentaire correspondant de la force, changé de 
signe; et que, ce travail se réduisant à celui de la composante 
G sin y qui fait un angle V avec la direction de l'élément du fil, 
ce travail changé de signe est positif, ou négatif, suivant que 
l'angle V est obtus, ou aigu. 

§II 

Des courbes funiculaires dans le plan. 

139. Si l'on remplace dans les formules précédentes e par e'. 



rg par p, et si l'on pose 7 = -> il vient 

(") 

(a) 

e' étant pris en valeur absolue dans la première formule, et 
tang V y recevant le signe qui convient à la nature de l'angle 
formé par la direction de la force avec la direction de l'élément 
considéré. 

140. Cas des forces parallèles. Si l'on remarque que la 
courbe funiculaire tourne toujours sa convexité vers la région 
où tendent les forces, on trouvera aisément e' = dV pour la 
valeur absolue de l'angle de contingence; et l'on en déduira 
les formules suivantes : 

(a) 

(b) 

auxquelles on peut joindre celle-ci : 

(c) 

Applications, 1). Si l'on suppose la gravité constante, on 
trouve immédiatement, ou par une première intégration, les 
propriétés de la chaînette exprimées par les équations 

2). Si l'on veut supposer le poids de chaque élément pro­
portionnel à la longueur de sa projection horizontale, on 
devra poser 

La formule (b) devient alors 



qui, comparée à la formule générale p = . } , donne immé­

diatement 

équation d'une parabole. 

3). Si l'on cherche quelle doit être la loi des forces paral­
lèles pour que la courbe funiculaire soit une ellipse dont l'un 
des axes soit vertical, on devra remplacer, dans la formule (b), 

p par A". . v ? y désignant l'ordonnée de l'ellipse comptée à 

partir de son axe horizontal ; et l'on aura 

sin V 
si l'ellipse devient un cercle, devient constant, et l'on a 

simplement 

Scolie. Si l'on compare la formule (b), que l'on peut écrire 

(b) 

à la formule, déduite du théorème d'Huygens, 

(b') 

et fournissant le rayon de courbure de la trajectoire d'un point 
matériel soumis à l'action d'une force G' de direction constante, 
on est conduit à une sorte de loi de dualité en mécanique, 
analogue à la loi de dualité en géométrie, et qui peut, par 
celte analogie même, offrir un certain intérêt. 

Que l'on regarde, en effet, une même courbe plane comme 
étant simultanément la trajectoire d'un point matériel et la 
courbe d'équilibre d'un fil ; les forces qui produisent le mou­
vement, et celles qui maintiennent l'équilibre, étant d'ailleurs 



parallèles à une même droite fixe, et de sens contraires : on aura , 

en égalant les valeurs (b) et (b') du rayon de courbure de la 

ligne considérée, 

Il en résulte que la force G, nécessaire pour produire l'équi­

libre d'un fil suivant, une courbe plane donnée, est égale à la 

force G' nécessaire pour entretenir le mouvement d'un point 

matériel suivant celle même courbe, multipliée, en chaque 

point, par le sinus de l'inclinaison de la commune direction 

des forces sur la tangente à la courbe, et par un nombre con­

stant ; la ritesse du mobile et la tension du fil en un même 

point de la courbe étant d'ailleurs dans un rapport constant. 

Comme première application de ce théorème, considérons 

une parabole ayant son axe vert ical ; et regardons cette courbe 

comme la trajectoire d'un point matériel soumis à l'action de 

la pesanteur, on aura 

dans la formule précédente; et la parabole considérée pourra 

être regardée comme étant la figure d 'équil ibre d 'un fil solli­

cité en chaque point par une force verticale G, dirigée de bas 

en haut , et ayant pour expression 

d'où 

La force agissant sur chaque élément du fil est donc propor­

tionnelle à la projection horizontale de cet élément; et Ton 

retrouve les résultats connus, relatifs à la courbe des ponts sus­

pendus . 

Considérons encore, et comme application inverse du même 

théorème, une chaînette ayant son axe vertical ; et regardons-la 

comme la figure d'équilibre d 'un fil soumis à l'action de la pe­

santeur. On aura , dans la même formule. 



et la chaînette considérée pourra être regardée comme la tra­
jectoire d'un point soumis à l'action d'une force verticale G', 
dirigée de bas en haut, et ayant pour expression 

Mais l'ordonnée de la chaînette, comptée à partir d'un axe 
horizontal convenablement choisi, est liée à l'angle V par la 
relation connue ^sin V = constante; on aura donc simplement 

pour expression de la force ; et l'on en conclut une autre 
propriété mécanique de cette courbe, par laquelle la chaînette 
est la trajectoire d'un point matériel soumis à l'action d'une 
force, proportionnelle à la distance du mobile à un axe fixe, 
et dirigée en sens inverse de la droite qui mesure cette dis­
tance. 

141. Cas des forces concourantes. La somme des angles 
intérieurs du quadrilatère concave AIBO étant égale à quatre 
droits, on a 

on a d'ailleurs 

que l'on doit écrire 

puisque l'angle V est obtus 
et que la différentielle dr est positive dans la figure. 

Il en résulte 



et l'on a définitivement pour e', 

On en déduit 

et l'on a par conséquent ces formules : 

(a') 

(b') 

auxquelles on peut joindre la formule d'Euler 

(c') 

Applications, 1). On satisfait à l'équation (b') en posant 

et 

(1) 

On en déduit que, la courbe funiculaire étant une circonfé­
rence de cercle, la force en chaque point est inversement 
proportionnelle au produit du rayon vecteur par le carré de 
la corde que ce rayon prolongé détermine dans la circonfé­
rence. 

2). Si l'on veut que la courbe funiculaire soit une ellipse 
ayant pour centre le centre des forces, il faudra poser 

dans la formule (b), qui donnera, pour expression de la force 
répulsive émanant du centre. 

ou 

(2) 
3o 



3). On verrait de même que, la courbe funiculaire étant une 
ellipse dont l'un des foyers coïnciderait avec le centre des 
forces, la grandeur de la force répulsive émanant, du foyer 
serait, en chaque point, 

(3) 

en remplaçant dans la formule (b') p par la valeur p — k~, 

qui correspond à l'hypothèse actuelle. 

4). Supposons la courbe d'équilibre telle, que l'angle V soit 
constant : cette courbe sera une spirale logarithmique, et l'on 
aura, d'après la formule (b'), 

C et C" désignant de nouvelles constantes, et la seconde se 
rapportant à la substitution au rayon de courbure p du rayon 
vecteur r qui lui est proportionnel ; on peut l'écrire encore 

(4) 

142. Les formules (2), (3), (4) conduisent par induction 
à la loi suivante, qui est, en effet, générale : Une même ligne 
plane étant, à la fois la trajectoire d'un point matériel, et la 
figure d'équilibre d'un fil, soumis à l'action de forces ema­
nant du même centre ; la force agissant sur le fil, en chaque 
point de cette ligne, est égale au produit de la force qui solli­
cite le mobile, parvenu au même point, par la distance du 
centre commun des forces à la tangente en ce point, et par 
un nombre constant. 

On a, en effet, d'après le théorème d'Huygens, 

et d'après un théorème de Newton , 



v désignant la vitesse du mobile en un point quelconque de sa 
trajectoire, et G' la grandeur de la force centrale qui le sollicite 
en ce point. On en déduit 

(d') 

On tire d'ailleurs, de la formule (b'), 

ou 

(d) 

d'où, en comparant (d) et (d'), 

(5) 

Et l'on doit remarquer, en outre, que les forces G étant attrac­
tives , les forces G' seront répulsives ; et réciproquement. 

143. Scolie. Les formules générales (1) et (2) (voir p. 229) 
peuvent encore s'appliquer avec avantage au cas où les forces 
sollicitant les divers éléments du fil ne sont ni parallèles, ni 
concourantes. 

Ainsi, proposons-nous de déterminer la figure d'équilibre 
d'un fil dont chaque élément serait sollicité par une force 
dont la grandeur, et F inclinaison sur cet élément, demeure­
raient constantes (O. Bonnet, Journal de Mathématiques, 
tome IX, page 225). 

Les formules (1) et (2), dans lesquelles nous remplacerons 

— par m, et „ . „ par C', nous donneront 
tangV l GsmV1 • ' 

On en déduit 

ou 

(6) 
3o. 



Cette égalité exprime la proportionnalité des arcs élémen-
taires correspondants de la courbe funiculaire cherchée et de 
sa développée : ces deux courbes sont semblables ; et la courbe 
cherchée est une spirale logarithmique (voir page 39). 

§ III. 

Des courbes funiculaires sur un cylindre quelconque. 

144. Si l'on suppose la projection de la force extérieure sur 
le plan taDgent dirigée, eu chaque point, suivant la génératrice 
correspondante du cylindre, V désignera, dans les formules 
générales (I), (II), (III) de la page 227, l'inclinaison de la 
courbe funiculaire sur celte génératrice. 

On a d'ailleurs, pour l'angle de contingence et le rayon de 
courbure géodésique de la courbe funiculaire, ces valeurs : 

e' et p' désignant l'angle de contingence et le rayon de courbure 
correspondants de la ligne plane suivant laquelle se trans­
forme la courbe funiculaire considérée, par le développement 
du cylindre qui la contient : et les formules (I) et (II) devien­
nent, par ces substitutions, 

Or, ces équations sont identiques à celles qui définiraient la 
loi de la tension et la nature d'une courbe funiculaire plane 
dont chaque élément serait sollicité par une force, parallèle à 
la direction des génératrices du cylindre développé, et mesu­
rée en chaque point par le nombre G siny (voir page 229) ; 
et il résulte de là, en premier lieu, ce théorème général : 

Une courbe funiculaire étant en équilibre sur un cylindre 
quelconque, sous l'influence des réactions normales de la 
surface et de certaines forces extérieures dont les projections 
sur le plan tangent sont dirigées, en chaque point, suivant lu 



génératrice du cylindre , si l'on suppose développés sur un plan 

le cylindre et la courbe funiculaire qu'il contient, et si l'on 

conçoit en outre que les forces extérieures primitives, estimées 

suivant les génératrices du cylindre, conservent dans ce dé­

veloppement leur direction et leur intensité : la courbe funi­

culaire transformée demeurera encore en équilibre sous l'in­

fluence de ces forces, et la tension sera la même, aux mêmes 

points, sur la courbe primitive et sur la courbe transformée. 

En second lieu, et en t ransportant au cylindre les formules 

(a) et (b) relatives au plan (voir page 229), on aura 

(1) 

(2) 

Quan t à la réaction, 

il suffit pour obtenir son expression définitive de remplacer R par 

la valeur -r̂ —;•> o désignant le rayon de courbure de la section 
sin'V r ° 

droite du cylindre au point considéré. On trouve ainsi : 

145. Il résulte du théorème précédent que tout ce que l'on 

sait, pour le plan, sur les ligures d'équilibre d 'un fil soumis à 

des forces de direction constante, peut être transporté au 

cylindre. Ainsi , en particulier, si l'on suppose l'angle y — -

et la gravité constante, on retrouve d abord ce résultat connu • 

la courbe tracée par le fil sur le cylindre a pour transformée. 

une chaînette, dans le développement de la surface ( Vieille, 

Compléments d'Analyse et de Mécanique, page 202). On 

reconnaît ensui te , par l 'emploi de la formule (3) , que la 

tension de la courbe, la pression qu'elle exerce sur la surface, 

et le rayon de courbure de la section droite du cylindre sont, 

en chaque point, les facteurs d'un produit constant : d'où 



cette conséquence, que la pression est en raison inverse de la 
tension correspondante, quand le cylindre est de révolution 
(Vieille, ouvrage cité, p . 2o3). 

On a, d'un autre côté, pour le rayon de première courbure 
Ri d'une ligne cylindrique quelconque, et en désignant par a 
l'inclinaison de son plan osculateur sur le plan tangent au 
cylindre, 

d'où 

ou enfin 

dont la comparaison avec la formule (2) qui devient, dans Je 
cas actuel, 

conduit à la relation 

(4) 
Donc, en chaque point d'une chaînette cylindrique, le rayon 
de courbure de la section droite, multiplié par la tangente 
trigonométrique de l'inclinaison du plan osculateur de la 
chaîne sur le plan tangent à la surface, donne un produit 
constant. Et, en particulier, si le cylindre est de révolution, 
le plan osculateur de la chaîne fait avec le plan tangent un 
angle constant. On reconnaît aisément d'ailleurs que toute 
courbe cylindrique présentant cette propriété est une chaî­
nette. 

146. Pour que la pression exercée par le fil sur la surface 
soit constante, quand on suppose le cylindre de révolution, et 
les forces extérieures dirigées suivant les génératrices, il faut, 

d'après la double formule N = -s inV = — , que l'angle V 

demeure constant, ainsi que la tension: il en résulte que les 



forces extérieures sont nulles, et que la courbe funiculaire est 
une hélice. 

§ IV. 

Des courbes funiculaires sur un cône quelconque. 

147. Supposant encore la projection de la force extérieure 
sur le plan langent dirigée en chaque point suivant la géné­
ratrice correspondante du cône, nous pouvons, en répétant 
exactement ce qui a été déjà dit pour le cylindre, remplacer 
dans les formules (I) et (II) de la page 227, l'angle de contin­
gence et le rayon de courbure géodésique de la courbe funi­
culaire conique considérée, par les grandeurs analogues rela­
tives à la courbe plane suivant laquelle elle se transforme 
par le développement du cône. Nous obtiendrons ainsi les 
formules 

V désignant celte fois l'inclinaison, sur la courbe funiculaire 
développée, du rayon vecteur issu du sommet du cône. Or ces 
formules, en ayant, égard à la nouvelle signification de l'an­
gle V, sont précisément celles qui définiraient la loi de la 
tension et la nature de la courbe d'équilibre d'un fil plan 
dont chaque élément serait sollicité par une force, émanant 
d'un centre fixe (le sommet du cône développé), et mesurée 
par G sin y (voir les formules (1) et (2), page 22g). On a donc 
ce second théorème : Une courbe funiculaire étant en équi­
libre sur un cône, sous l'influence des réactions normales 
de la surface et de certaines forces extérieures dont les pro­

jections sur le plan tangent, en chaque point, sont dirigées 
suivant la génératrice du cône; si l'on suppose développes 
sur un plan le cône et la courbe funiculaire qu'il contient, et 
si l'on conçoit en outre que les forces extérieures primitives, 
estimées suivant les génératrices du cône, conservent dans ce 
développement leur intensité et leur direction, de manière à 
concourir toujours au sommet du cône développé : la courbe 



funiculaire transformée demeurera encore en équilibre sous 
l'influence de ces forces ; et la tension sera la même, aux 
mêmes points, sur la courbe primitive et sur la courbe 
transformée. 

En second lieu, et en transportant au cône les formules (a') 
et (b1) (voir page 233), relatives au cas des forces concou­
rantes dans le plan, on aura 

r désignant la distance d'un point quelconque de la courbe au 
sommet du cône. 

T C 
Quant à la pression, N = — — Gcosv = :—-—G cosy. 
v r R ' R.rsinV ' 

il suffit, pour obtenir sa valeur définitive, de remplacer R par 
sa valeur : 

A désignant le demi-angle au sommet du cône droit, oscilla­
teur du proposé, le long de la génératrice considérée. On 
trouve ainsi 

148. Applications. 1). Quelle doit être la loi des forces 
pour que la pression du fil sur la surface demeure constante, 
en supposant le cône de révolution, et les forces extérieures 
dirigées suivant les génératrices ? 

La formule (3') nous donne, dans ce cas, 

(a) ou (a') 

en développant le cône sur un plan et désignant par p la per­
pendiculaire abaissée du sommet-origine sur la tangente à la 
courbe funiculaire transformée. On a, d'ailleurs, 

ou 



en utilisant la formule (a'). Et si l'on porte cette valeur dans 
C i 

l'équation {-À'), il vient G = -7 • . ; ou, d'après la for-
mule (a), 

(x) 

pour expression de la force cherchée. On a pu voir d'ailleurs 
que la courbure, en chaque point de la courbure funiculaire 
transformée, est. proportionnelle au rayon vecteur de ce 
point. 

2). Conservant l'hypothèse précédente sur la direction des 
forces et sur la nature du cône, cherchons encore quelle doit 
être la loi des forces pour que le plan oscillateur du fil coupe 
le cône sous un angle constant. 

Il suffit, pour résoudre cette question, de recourir à la for­
mule 

qui fournit le rayon de première courbure Rt d'une ligne 
quelconque tracée sur le cône, et dont le plan osculateur 
coupe la surface sous l'angle a. On eu déduit, en effet, 

dont la comparaison avec la formule (2'). 

conduit à la loi cherchée 

(y) 

Les hélices coniques seront d'ailleurs comprises dans les 
courbes funiculaires répondant à la question. 

3). De la chaînette sur un cône de révolution dont l'axe 
est vertical, dans le cas ordinaire de la pesanteur. Regar­
dant G siny comme une constante dans la formule (2'), rem-

31 



plaçant r par — et sin V par -> on trouve successive-
1 * - v dp v r 
ment ces équations de la chaînette transformée : 

Si l'on remplace dans cette dernière p par r sinV, et sin V 

par il vient 

(x') 

pour équation différentielle, entre les coordonnées r et s, de la 
courbe cherchée. 

L'équation (z') rentre dans la formule (33), page 169, que 
Bobillier déduit, par une première intégration, d'une équation 
du second ordre entre les mêmes variables [De la chaînette 
sur une surface courbe, Annales de Gergonne, 1829, pages 
153-175). 

Si l'on suppose nulle la constante C , l'équation (z) devient 

ou 

et si, pour plus de facilité dans l'intégration, on substitue à la 
recherche de la courbe celle de sa réciproque, 

on constate aisément que cette dernière est une lemniscate de 
Bernoulli ; la courbe primitive étant dès lors une hyperbole 
équilatère. 

149. La transformation des courbes funiculaires reposant 
sur une surface développable quelconque en des courbes funi­
culaires planes, par le développement de la surface, peut être 
établie, d'une manière générale, par des considérations entiè­
rement semblables à celles que nous avons déjà employées pour 
les surfaces coniques et cylindriques. ( Voir aussi le chapitre 
précédent, n° 119, page 194.) 



§ v. 
Des courbes funiculaires sphériques. 

150. Si l'on suppose la force extérieure dirigée, en chaque 
point du fil, dans le plan déterminé par ce point et par un 
diamètre fixe AA' de la sphère, qui pourra être regardé 
comme vertical ; la composante G sin y de cette force suivant 
le plan langent sera dirigée suivant la tangente à l'arc de-
grand cercle Am qui joint le pôle A au point m du fil, et V 
désignera, dans les formules générales de la page 227, l'in­
clinaison de l'arc Am sur la courbe funiculaire. 

D'ailleurs, le rayon de courbure géodésique de la courbe 
funiculaire sera donné par la formule 

en se conformant à l'observation de la page 43, et en admet­
tant qu'en chaque point de la courbe funiculaire la courbe 
elle-même et le centre des forces A sont situés de part et 
d'autre du grand cercle tangent à la courbe on ce point. 

On déduit, de la formule précédente, 

D'ailleurs on a toujours, en grandeur et en signe, 

Il en résulte 

et la substitution de cette dernière valeur, dans la formule (1) 
31. 



de la page 227, nous donne d'abord 

(I') 

Si l'on introduit ensuite cette valeur de la tension dans les for­
mules (II) et (III) de la même page, elles deviennent 

(II') 

(HT) 

le rayon de la sphère étant pris pour unité. Ces formules sont, 
pour la sphère, ce que sont pour le plan les formules (a') et (b1) 
de la page a33, relatives aux courbes funiculaires sollicitées par 
des forces concourantes. 

151. Etant donnée l'équation de la courbe funiculaire 
f(p, ty) = 0, on trouve aisément pour la tension du fil, et 
pour la composante tangentielle R de la force extérieure, com­
posante dirigée en chaque point suivant la tangente au grand 
cercle qui aboutit au pôle, ou centre des forces A, les expres­
sions suivantes : 

La première, en effet, n'est autre chose que la traduction, sous 

forme différentielle, de l'équation (I'), T = -:—; et la der­

nière résulte de la formule 

152. Si l'on suppose les forces extérieures parallèles à la 
direction du diamètre vertical A'A, on devra remplacer y par 



T: — p dans les formules précédentes, et l'on aura 

(I") 

(II") 

(III") 

153. On déduirait aisément, de ces formules, soit la loi des 
forces parallèles capables de produire l'équilibre d'un fil sui­
vant une courbe sphérique de nature donnée, telle qu'un petit 
cercle horizontal ou quelconque, une loxodromie, etc.; soit 
l'équation différentielle de la courbe d'équilibre d'un fil solli­
cité par des forces parallèles données. La marche à suivre est 
identique à celle que nous avons employée dans l'étude du 
mouvement sphérique d'un point matériel ; elle conduit à des 
résultats analogues, et, pour cette raison, nous nous dispen­
serons de l'indiquer davantage. 

Cherchons cependant, afin de donner au moins une appli­
cation de nos formules, l'équation de la chaînette sphérique 
dans le cas ordinaire de la pesanteur. L'équation (II"). dan.-
laquelle, en faisant abstraction de la constante G =g. on 

, sin p. do , 
remplacera r„ par ^—'-•> nous donnera successivement, 

* b ' a.sin/p 

ou 

(x) sin/>(cosp -|-C') = sin V sin p ( cos p -t-C')= — C. 

On a, d'ailleurs, 



on bien, en posant 

d'où 

Substituant cette valeur dans (x) et résolvant par rapport à ds, 
il vient 

(x') 

pour équation différentielle de la courbe cherchée. Elle ne 
peut être intégrée que dans le cas particulier où C ' = o, et c'est 
aussi le seul cas examiné par Bobillier dans le Mémoire cité : 
car il parvient seulement, pour le cas général, à l'équation 
différentielle du second ordre (formule 41 Page 273) 

et l'on retrouve aisément cette dernière par la différentiation 
de l'équation (x') qui en est, par conséquent, l'intégrale. 

Nous ajouterons qu'on aurait pu obtenir directement l'équa­
tion (x') , sans aucune intégration, en égalant la valeur de la 

C 
tension qui résulte de notre formule, T = -:—« à l'expression 

* ' sinp r 

ordinaire qui se réduit, dans le cas actuel, à celle-ci : 

154. La comparai son des formules (F) et (II') du paragraphe 
actuel, aux formules de même nom de la page 197, relatives au 
mouvement sphérique d'un point matériel : 

Équilibre. 

Mouvement. 

conduit à ce résultat général : 

d'où 



La force extérieure, capable de produire l'équilibre d'un 
fil suivant une courbe sphérique donnée, est égale à la force 
analogue capable d'entretenir le mouvement d'un mobile 
suivant la même courbe, multipliée en chaque point par un 
nombre constant et par le sinus de la distance sphérique du 
centre des forces A à l'arc de grand cercle tangent à la 
courbe en ce point; de plus, la vitesse du mobile et la tension 
du fil, considérées en un même point de la courbe, sont dans 
un rapport constant : les forces extérieures, qui produisent le 
mouvement ou l'équilibre, étant d'ailleurs directement oppo­
sées, et rencontrant constamment le diamètre A'A de la 
sphère qui aboutit au centre des forces. 

155. On pourrait parvenir à des conséquences semblables 
pour une surface de révolution quelconque : mais tous ces 
résultats partiels ne sont que les expressions particularisées 
d'un même théorème général, que nous allons exposer, et par 
lequel nous terminerons. 

§ VI. 

Des analogies que présentent le mouvement d'un point 
matériel, et l'équilibre d'un fil, suivant une même courbe 
donnée. 

156. Les analogies dont nous allons nous occuper sont évi­
demment susceptibles d'une infinité d'interprétations : puis­
que, une courbe étant donnée, ainsi que les forces qui pro­
duisent le mouvement d'un point (ou l'équilibre d'un fil) 
suivant cette courbe, on pourra faire varier d'une infinité de 
manières les forces capables de produire l'équilibre d'un fil 
(ou le mouvement d'un point) suivant la même courbe. 

Maclaurin parait s'en être occupé le premier (Traité des 
Fluxions, t. II, n° 563, 4°; et nos 566-569) ; mais il s'exprime 
surcette matière avec une concision qui n'est pas sans obscurité, 
au moins dans la traduction; car nous n'avons pas su distin­
guer s'il a considéré, en même temps que la courbe d'équilibre 



du fil, le mouvement libre d'un point matériel sur la même 
courbe, ou bien le mouvement d'un point obligé de parcourir 
cette courbe regardée comme solidifiée : on reconnaît cepen­
dant qu'il suppose parallèles et de sens contraires les forces 
qui produisent le mouvement et celles qui maintiennent l'équi­
libre; et c'est précisément l'hypothèse que nous adopterons. 

Dans un Mémoire déjà cité [Journal de Mathématiques, 
t. IX, p . 232), M. O. Bonnet est parvenu à ce théorème : Si 
une courbe plane quelconque est la figure d'équilibre d'une 
chaîne dont chaque élément est soumis à la force R, la même 
courbe sera la trajectoire d'un mobile sollicité par une force 
que l'on déduit de R en prenant en sens inverse ses compo­
santes tangenlielle et normale à la courbe, et doublant la 
composante normale, ou réduisant à moitié la composante 
tangenlielle. 

On peut parvenir à une autre expression, simple et in-
tuitive, de ces analogies, par l'emploi des formules qui ont 
été établies précédemment (voir page 186 et page 227). 

157. Concevons, en effet, qu'une courbe tracée sur une 
surface quelconque représente à la fois la figure d'équilibre 
d'un fil et la trajectoire d'un point matériel, sollicités en 
chaque point de la courbe considérée par des forces extérieures 
directement opposées, G et G', dont les directions sont défi­
nies par les angles supplémentaires V et V , y et y' on aura 
les équations suivantes (voir les pages 227 et 186) : 

Équilibre. 

Mouvement. 

On conclut d'abord, des formules (1) et (1'), et en supposant 
égales les constantes C et C , que la tension et la vitesse en 
chaque point de la courbe sont mesurées par un même nombre : 
car l'angle eg est pris en valeur absolue dans les deux formules, 



tandis que tangV et tang V y sont égales et affectées de signes 
contraires : 

(A) 

On déduit ensuite, de la comparaison des formules (2) 
et (2'). la proportion 

que l'on peut écrire, d'après la relation (A), 

(B) 

(B') 

et il résulte de ces formules ce théorème général : 
Une courbe, tracée sur une surface quelconque) étant con­

sidérée, comme représentant à la fois la trajectoire d'un point 
matériel et la figure d'équilibre d'un fil, soumis l'un et l'autre 
aux réactions normales de la surface, et sollicités en outre, 
en chaque point de la courbe, par des forces extérieures di­
rectement opposées : 

1°. Si la vitesse initiale du mobile est égale à la tension 
correspondante du fil, la même égalité subsistera, eu chaque 
point de la courbe, entre les nombres mesurant la tension 
du fil et la vitesse du mobile; 

2°. En chaque point de la courbe, la force extérieure G', 
qui entretient le mouvement, sera égale à la force analogue Q, 
qui maintient l'équilibre, multipliée par la tension correspon­
dante du fil ; ou, inversement, la force maintenant l'équilibre 
sera égale à la force produisant le mouvement, divisée par la 
vitesse correspondante du mobile. 

Nous avons déjà vu, comme conséquence particulière de ce 
théorème général, que la même courbe qui sert de trajectoire 
à un point matériel animé d'une vitesse initiale quelconque 
et soumis à l'action de la pesanteur, représente encore, après 
avoir été rabattue dans son propre plan autour d'une corde 
horizontale, la figure d'équilibre d'un fil dont chaque élément 



serait sollicité par une force verticale, proportionnelle à la 

projection horizontale de cet élément. Cette remarque con­

duit à un rapprochement historique cur ieux. O n sait, en effet, 

que Galilée, méditant le premier sur la na tu re de la chaînette , 

se trompa en croyant voir dans cette courbe une parabole. Et 

il résulte; de ce qui précède, que la détermination des lois d u 

mouvement des projectiles contenait implicitement la solution 

du problème de la chaînette-, non , il est vra i , dans l 'hypothèse 

d 'une gravité constante , mais au moins dans celle qui donne 

naissance à la courbe des ponts suspendus. 
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