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THEORIE
GEOMETRIQUE ET MECANIQUE

DES

LIGNES A DOUBLE COURBURE.

PREMIERE THESE.

THEORIE GEOMETRIQUE DES LIGNES A DOUBLE COURBURE.

HISTORIQUE.

I.

1. Le probleme de la duplication du cube et celui des deux
moyennes proportiomelles, qui exercérent une si heurcusce
influence sur les progrés de la géoméuric naissante, présentent
aussi le premier exemple de I'apparition des lignes a double
courbure dans les spéculations géoméiriques. On connait les
nombreuses ct inutiles tentatives qui furent faites d’abord pour
résoudre ces problémes par la ligne droite et le cercle; et les
diverses solutions mécaniques qui leur succéderent, exigeant
toutes, ou I'emploi d’un instrument spéeial, vu l'usage d'une
courbe auxiliaire, construite par points. C'était sans doute aprés
avoir acquis la conviction de Vimpossibilit¢ d'une solution
géomsétrigue, que les auciens, aussi sévéres dans leurs con-

structions que dans leurs raisonnements, s'étaient enfin rejetés
1
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2 PREMIERE PARTIE,

sur les solutions mécaniques, ou méme purement spéculatives,
de ces problémes. Parmi ces derniéres, celle que nous allons
rapporter d’aprés Architas, philosophe pythagoricien, qui eut
la gloire de compter Platon parmi ses disciples, nous parait
offrir, quoique trés-ingénicuse et trés-simple, Yexpression la
plus élevée du découragement ot en étaicnt arrivés les géo-
metres; et du sentiment, général sans doute dés cette époque,
de inutilité des efforts que 'on pourrait tenter encore pour
parvenir a une véritable solution.

Tragons sur un plan deux demi-conférences égales et ayant
un point commun o. oy étant la corde que le diamétre oa’ de
la seconde détermine dans la premiére, soient ox la corde de
la seconde circonférence ayant oy pour projection et ox’ la

projection de oy sur le diamétre oa de la premiére. Si l'on
pose

oa=oa'=a, or=—ux, oY=y,

On aura

s J— 11— '
B=a.y, yl=a.ox'.

51 donc on savait donner a la scconde circonférence, relati-

Fig. . vement 4 la premiére, une position
telle, que le rapport de ox' & ox
fiie égal & celui de b a a, & dési-
gnant une seconde ligne donnée (quc
Yon peut supposer inféricure a a),
les équations précédentes se change-

raient en eelle-ci ;

1

p=a. .y, y'=0b.x;

et x=ox, y:@ seraient Jes deux moyennes proportion-
nelles cherchées entre les lignes a et &.

Or si 'on regarde comme fixe la circonférence oa, et que
1'on fasse tourner la scconde autour de 02’ de maniére a Pame-
ner dans un plan wvertical perpendiculaire au plan horizontal

de la circonférence fixe, yx venaut en yux,, et o en ox,; on
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Hi>TORIQUE. 3

voit,en joignant , x', quecette droite est perpendiculaire dox.
ox' b, .
et que le rapport — = — ¢tant donné, I'angle x,0x’ ou x,04
ox, a
est donné. Par suite, dans l'espace, le point cherché x,
appartient & la surface d’un cone de révolution ayant pour
axe la droite oa. Mais ce point appartient aussi a la ligne &
double courbure qui est la commune intersection du cylindre
droit, ayant pour base la circonférence oya, et du tore engen-
dré par la circonférence ox,a’ se mouvant autour de la ver-
ticale du point o. Ainsi le point cherché x, est I'intersection
d'une ligne & double courbure et d'un cdne; ct I'une des
moyenncs proporiionnelles cherchées, la droite oy, se trouve
ainsi virtnellement déterminée.

2. Les Collections mathématiques de Pappus font aussi men-
tion de quelques lignes 2 double courbure connues des anciens,
et dont ce géométre découvrit certaines propriétés curicuses.
La premiére est la spirale hémisphérigue, représentée en coor-
donuées géographiques par I'équation
;~EL

Pappus élablit, & I'aide des méthodes d’Archimeéde, que {arre

A=

sphérique comprise entre la spirale et la base de Uhémispheére
est équivalente au carré construit sur le diameétre. Clest ce
que l'on vérific aisément par les méthodes modernes, en pre-
nant, pour ¢lément de I'aire & évaluer, la superficie comprise
entre la spirale, deux méridiens conséentifs et I'équateur,
superficic assimilable &4 une portion de zone, et ayant, par
suite, pour mesure

1

dazl{’sinl.dL:R“cos4

L.dL;

#’ou, pour la surface enticre,

o= 4R? sin—l—L>2:: 4R
4 Jo

l.a seconde des lignes a double courbure étudiées par Puppus
1 38
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4 PREMIERE PARTIL.

est celle qui résulte de I'intersection d'un hélicoide gauche a
plan directeur et d'un cone de révolution ayant méme axe que
Phélicoide. L’axe commun des deux surfaces étant supposé ver-
tical, Pappus démeontre que la projection horizontale de la
courbe d’intersection est une spirale d’ Archiméde, ce qui
fournit une génération de cette derniére courbe par les lieux
& la surface. Depuis, M. Chasles, développant cette proposi-
tion, a fait voir (A percu historique, Note VIII) quel'on peut
obtenir toutes les spirales en projetant U'intersection de I'héli-
coide gauche et d’une seconde surface convenablement choisie.
de révolution autour de 'axe de V'hélicoide, sur un plan per-
pendiculaire a cet axe; et ce n'est pas la seulement la solution
d’un probléme d’analyse déterminée, mais un mode précicux
de transformation, 4 I'aide duquel on peut constater des dépen-
dances géométriques remarquables entre des courbes diverses.

3. Les lignes 4 double courbure dont nous venons'de parler
paraissent étre les senles qui aient été connues des anciens. Il
faut néanmoins ajouter a cettc nomenclature 'hélice tracée sur
un cylindre de révolution, dont deux arcs quelconques peavent
se superposer particllement, observation attribuée & Géminus;
et les lignes résultant de I'intersection mutuclle de certaines
surfaces que le géomeétre Philon de T'yane nommait plectoides,
et que M. Chasles croit avoir été des surfaces réglées (A percu
historique, chap. I, § 25).

II.

4. La loxodromie sphérigue, c'cst-d-dive la ligne coupant
sous un angle constant les divers méridiens d’'une sphére, est
une des premiéres lignes a double courbure é'udiées avee une
certaine suite par les modernes. Cette étude, commencée par
le géométre portugais Nonius, fut continuée par Halley,
Leibnitz, Hermann et Murdoch. On doit a Halley cette obser-
vation intéressante que la projection stéréographique d’une
loxodromie est une spirale logarithmique; cc qui résulte
d’ailleurs du principe de la conservation des angles, déja
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HISTORIQUE. 5

connu de Ptolémée. Nous verrons plus loin que ces deux
courbes, qui ont la méme définition, I'une sur la spheére, 'auure
sur le plan, présentent encore cette analogic que le centre
de courbure sphérique de la premiére s’obtient par une con-
struction identique & celle qui, sur le plan, donne le centre
de courbure de la spirale logarithmique.

3. Roberval, dans son Traité des Indivisibles { Divers M¢-
rotres de Mathématiques et de Physique, p. 213 ), et Viviani.
dans le probléme de la voute earrable, trouvérent des propriétés
différentes de la ligne qui résulte de P'intersection d’une sphére
et d'un cylindre de révolution, ayant un rayon de la sphére
pour diamétre de sa base.

Si I'on regarde d'abord, avec Viviani, cette ligne comme
tracée sur la sphere, clle y a pour
équation

r=L,
ct Laire sphérique comprise entre
U'un des quadrants de la courbe, le
méridien tangent au cylindre et
Péquateur, est mesurée parle carré

du rayon de la sphére.

Si I'on regarde ensuite cette ligne comme tracée sur le cy-
lindre, et que I'on veuille, avec Roberval , évaluer I'aire cylin-
drique comprise entre I'un de ses quadrants et la base du
cylindre, on voit que 1'élément AA'g’g de cette aire a pour

imesure
— . R N .
Ag.q¢ =Rsink ;.2dL =Risinix.dL=R!sinL.dL;

et Pon en conclut que Z’aire cylindrique considérée, ctant
eiicore mesurée par le carré du rayon, est équivalente a Uaire
sphérique évaluée précédemment.

Enfin, suivant une remarque de Bossut, le volume com-
pris entre les deux aires sphérigue et cylindrique, le plan de
la base et le plan du méridien tangent au cylindre, a pour

mesure les 2 du cube du rayon.
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6 PREMI:QE PARTIE. -—— CHAPITRE PREMIER.

Montucla ( Histoire des Mathématigues, ome II1, page 101)
ajoute au probléme résolu par Roberval cette observation que
Uaire cylindrique comprise entre la base du cylindre et la
sphére est encore exactement carrable dans le cas, plus géné-
ral, oi la base du cylindre est simplement tangente au grand
cercle qui limite inférieurement la sphére.

6. Enfin, si nous citons encore la théorie des épicycloides
sphériques étudiées successivement par Hermann, Jean Ber-
noulli, Nicole et Clairaut { Mémoires de I’ Académie, 1932} ;
Iéquation des lignes géodésiques des surfaces de révolution,
obtenue par Jacques Bernoulli et Clairaut (Acta Lipsice, 1698,
page 227, et Mémoires de I’ Académie, 1733) ; la description
des lignes résultant de la pénéiration mutuelle d’une sphére,
d’un céne ou d'un cylindre, et leur construction a I'aide d’or-
données menées par les différents points d'un axe curviligne
(Frezier, Traité de Stéréotomie, 1732); nous aurons & peu prés
épuisélanomenclature des recherches de détail, pcu nombreuses
comme on le voit, qui ont précédél’étude systématique des lignes
4 double courbure : Etude commencée avee quelque généralité
par Clairaut, mais qui, en réalité, doit exclusivement ses bases
actuclles aux travaux de Monge, — qui découvrit tout ce qui se
rapportc ala premiére courbure, aux développées, aux droites
polaires. & la surface formée par I'ensemble de ces droites et i
la sphére osculatrice;: — de Tinseau et de Lancret, auxquels on

doit les importantes notions du plan osculateur et de la seconde
courbure.

CHAPITRE PREMIER.

PROPOSITIONS PRELIMINAIRES.

7. De deux cas particuliers dans lesquels il existe une
relation simple entre la premiére courbure d’une ligne et celle
de sa projection orthogonale.

On sait que dans un triangle quelconque le rayon du cercle
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PROPOSITIONS PRELIMINAIRES, -

s

circonserit est égal au produit des trois eotés divisé par le yua-
draple de la surfacé du triangle. 1l en résulte, en désiznan:
par R et R’ les rayons des cercles circonserits 2 un triangle ABC
et asa projection A’B’C’, que Fon a

d’ou
R a b ¢c’'§

Cela posé, supposons, en premier licu, que les sommets A,
B, C soient trois points infiniment voisins d’une hélice cvlin-
drique; A’, B’, €’ étant leurs projections sur le plan de la
section droite du cylindre. Si 'on désigne par « I'inclinaisou
constante des tangentes de 'hélice sur les génératrices corres-

1 13 !
pondantes du cylindre, les rapports :—17 37 T auront pour
limite commune sina. On voit aisément d’ailleurs (par Ia con-
sidération d’'un codne droit auxiliaire dont les génératrices
seraicut paralléles aux tangentes de 'hélice) que le plan oscu-
lateur de I'hélice (limite du plan ABC) fait avee le plan de la

. . , v .
base du cylindre un angle égal 4 5 T &3 €L, parsuile, que Ja
oy
limite du rapport 5 cstencore sinx. On a donc, en concevant
que les points B et C, B’ et C' se rapprochent indéfiniment
des points A et A', et en passant 4 la limite,

(I) p' = p.sin‘a,

pour la relation existant entre les rayons de courbure p et p’ de
I'hélice et de la section droite du cylindre, en des points corres-
pondants de ces lignes.

L’angle o« étant constant, p ct p’ sont 'un et 'aubre con-
stants, ou 'un ct 'autre variables; donc si'le rayon de pre-
miére courbure d’une hélice cylindrique est constant, cette
hélice appartient a un cylindre de révolution.

Supposons, en second lieu, que le plan de projection ait été
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8 PREMIERE PARTIE. — CHAPITRE PREMIER.

choisi paralléle a la tangente en A de la courbe ABC et faisant

un angle « avec le plan osculateur de cette courbe au méme
!

. o S
point : cosa sera, dans ce cas, la limite du rapport 5 les rap-

7 ’ !

u . . . .
ports —» —» — auront pour limite commune 'unité; et I'on
[

aura, entre les rayons de courbure en A et A’ de la ligne ABC
et de sa projcction, la relation

p

coSa

(11) pr= o

Si I'angle « du plan de projection et du plan osculateur en A
tend vers zéro, le rayon de courbure p’de la projection tend &
devenir égal au rayon de courbure p de la ligne projetée ; et si

ko . -
cet angle tend vers 3 le rayon de courbure p’ de la projection

augmente indéfiniment. Donc si I’on projette une courbe sur
un plan mené suivant sa tangente en A, perpendz’culairement
au plan osculateur correspondant, la projection présente un
point d’inflexion en A.

Obscrvation. Les relations (I) et (II), que nous avons dit
établir directement, sont des conséquences immédiates des
théorémes d’Enler et de Meunier, appliqués a une surface cy-
lindrique.

8. De la courbure géodésique d’unc ligne tracée sur une
surface : théorémes. Une ligne AA’ étant tracée sur ume sur-
face, si par deux de ses points infiniment voisins, A et A, on
méne deux lignes géodésiques de la surface tangentes a cette
ligne; leur angle, que nous désignerons par E,, est appelé
angle de contingence géodésique de I'arc AA’; et la limite du
rapport de U'arc AA’ a Pangle correspondant, quand I'are AA’
tend vers zéro, est le rayon de courbure géodésique au point A
de la ligne considérée : nous le désignerons par R,.

Tutorime I. Le rayon de courbure géodésique en un point
quelconque d’une ligne tracée sur une surface, est égal au
rayon de premiére courbure R, de cette ligne au méme: point .
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PROPOSITIONS PRELIMINATRES. Y

dwise par le cosinus de Uangle du plan osculatewr de la ligne
et du plan tangent i la surface en ce point :

qiig Ryo= ——-

Demonstration. Snient T le point d’intersection des lignes

tig. 3. géoddsiques tangentes en A, A’ i la
courbe considéréey la, Ia' les an-
? gentes 4 ces lignes, faisant enure
elles un angle aigu égal A E_ 5 et IN
la normale 4 la surface su point T:
IN seraune normale principale com-

mune aux deux lignes géodésiques
IA TN, etle plan tangent en Tida surface sera perpendiculairve
au plan osculateur en T de chacune de ces lignes. Si on pro-
jetie, sur le plan tangent en I, le triangle curviligne AA'L, la
projection sera nn triangle curviligne aa’l; et les tangentes

—~— .
en a, e’ du coté aa’, ou les tangentes aux mémes points des

lignes al, c/z?l, feront, avec les tangentes en I des mémes lignes,
des angles mesurés par des infiniment petits du second ordre :
puisque, d'aprés la fin du numéro précédent, les projections
deslignesIA,IA sur le plantangent enl présenient uneinflexion
en ce point. II résulte de la que Vangle de contingence e,
relatif & I'arc aa’ de la projection ad’, peat étre remplacé par

I'angle des tangeuntes en I des lignes Ia, 1o’ ou par Vangle F,
des lignes IA, TA' elles-mémes 5 et le rayon de courbure r, de

. .y, ad . AN
laligncaa’, égal & —, oui

t

> estégal a R, -

g
r= Rg.
Dailleurs la formule (II) du numéro précédent étant évi-
demiment applicable 4la ligne AA' et & sa projection aa', on a
R,

r,= S

oS %

et la comparaison de ces deux formules démontre le théoreme
enoned,
2
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10 PREMIERE PARTIE. — CHAPITRE PREMIER,

Tutornime Il. Le rayon de courbure géodésique en wn point
rjuelconque A d’une ligne AA' tracée sur une surface, est égal
aw rayon de courbure au point correspondant de la Izone
plane que I’on obtient en circonscrivant a la proposée, sui-
vant la ligne AA!, une surfuce développable, et (leve[oppant
cette derniére sur un plan en méme temps que la ligne AA’
quelle contient.

Nous renyoyons au chapitre VIII la démonstration de cette
proposition, que.nous n’aurons pas a employer jusque-la.

Observation. L'importance de la considération du rapport

R . . . , .
—- dans ['étude des lignes tracées sur une surface, a été si-
cos a

gnalée pour la premiére fois par M. O. Bonnet, dans son Mé-
moire sur la théorie générale des surfaces (Journal de I'Ecole
Polytechnique, 32° cahier, 1848). Plus tard, et dans ses le-
cons au Collége de France , M. Liouville a donné a ce rapport
une signification géométrique nouvelle, par Pintroduction de
la notioun de I'angle de contingence géoddsique.

Y. Théoréme relatif & la distribution des plans tangents
@ une surface gauche, le long d’une méme génératrice de la
surface.

Tueéorime. Un plan quelconque étant mené par une gé-
nératrice d’une surface gauche, la distance du point, suivant
lequel ce plan est tangent a la surface, au point central O de
cette génératrice, est proportionnelle & la tangente trigono-
métrique de Uinclinaison de ce plan surle plan tangent au
point central (CrasLes, Mémoire sur les surfaces ganches
Correspondance Mathématique et Plysique, tome XI).

Dans cet énoncé, on appelle point central d'une généra-
trice OA, le point ou la droite OO0’ qui mesure la plus courte
distance cntre les deux génératrices infiniment voisines OA,
O’A’, s’appuie sur la premiére; on plutdtla position limite de
ce point,

Démonstration. SO][ 00’ la plus courte distance entre la
génératrice fixe OA et une génératrice variable O’A’, infini-
ment voisine dela premiére: le point O sera infiniment voisin
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du point central. Désignons la plus courte distance OO par
Fig. 4. oy Vangle des denx génédratrices,

ou son égal @’ OA, par w3 cL posons

. . (/93
4 = lmite de —-
o

A

Prenant un point déterminé A de Ja génératrice OA | situd
4 une distance R du point central, menons par ce point ane
droitc AA’, perpendiculaire 4 Ia génératrice OA, et rencon-
trant la génératrice infiniment voisine O’A’. (I} suffil, pow
cela, de mener A e’ perpendiculaire 2 OA dans e plan @'OA
d’élever @' A’ égale et paralléle a OO’ ¢t de joindre AA') Les
triangles rectangles A a’A’, OAa’ donnent les relations

s Ad'  Aa
tang AA’a@’, ou tang (AA, O0') = == =22
A’ll. @

Ad=w.0A;

d’ot, en multipliaut membre & membre et réduisant.
. W —
tang (AA’,00") == —. 04A.
o

Si Pon suppose maintenant que la génératrice O/ A’ se rappro-
che indéfiniment de Ja génératrice fixe OA, le sceond membre
aura pour limite A.R. D'ailleurs, les cordes infiniment pe-
tites OO’ et AA’ ont pour limites respectives des tangentes me-
nées a la surface parle point central, dont le point O se vap-
proche indéfiniment, et par le point fixe A ct comme ces
tangentes sout perpendiculaires & OA, ¢t que leur angle me-
sure, par suite, Uinclinaison ¢ des plans tangents nicnés a la
surface par le point eentral et par le point A, on voit que le
premier membre a pour limite tangg, de sorte ue l'on a

{IV) tange == 4. R;

et cette formule démontre le théoréme énoncé.
Observation. ¢ et R peuvent étre regardés comme positifs

dans la formule précédente, quand on Vapplique i la déterni-
2.
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12 PREMIERE PARTIE. — CHAVITRE DEUXIEME.

nation d'un plan tangent unique. Mais si 'on veut lixer, sans
ambiguité, la position du plan tangent 4 la surface en un se-
cond point A de la méme génératrice, situé A une distance R’
du point central , on devra, dans la formule analogne

tangy’ = & . R/,

regarder ¢’ et R/ comme positifs, ou négatifs, suivant que le
nouveau point de contact A’ sera situ¢, par rapport au point
central, du méme cité que le point A, ou du c61é opposé. Il
résultera d’ailleurs de cette convention que Lon aura tou-
jours, en désignant pav ¢ Vinclinaison mutuelle des plans
tangents en A et A', ¢ = ¢ —¢/, ct, pav suite,
k. (R—R)
tangy = TP RR
Ou voit que si R et R’ sont de méme signe, le dénomina-
teur de la formule précédente sera toujours diiférent de zéro,
et angle ¢ différent d'un droit. Donc st les plans tangents
en devwx points d’une méme génératrice d’une surface gauche
sont rectangulaires, le point central de celte géncératrice est

nécessairement compris entre leurs points de cortact.

CHAPITRE II

NES PROPRIETES DESCRIPTIVES COMMUNES A TOUTES LES LIGNES
A DOUBLE COURBURE.

10. La tangente en un point d'une ligne a double courbure
est, ainsi que la tangente d'unc ligne plane, la limite des po-
sitions occupées par une sécaute tournant autour de ce point,
de maniére qu'un second point d’intevsection de la sécante et
de la courbe se rapproche indéfiniment du premier.

1. Le plan osculatewr en un point d'une ligne & double
courbure est la limite des positions occupées par un plan pas-

sant par ce point, ct par deux autres points de Ta courbe qui

Document numérisé par la Bibliothéque Interuniversitaire Scientifique Jussieu - UPMC



PROPRIETES DESCRIPTIVES GEMNERALES. 3

s¢ rapprochent indéfiniment du premier. On peut encore e
considérer, soit comme la limile des positions occupées par un
plan passant par la tangente au point considéré, et par un point
infiniment voisin du premier; soiz comme la limite d'un plau
variable passant par cettc méme tangente, ct parallele & une
tangente infiniment voisine de la premiére: et ces Ivois défini-
tions sont dquivalentes.
Pour le démontrer, concevons un eylindre passant par la
Fig. 5. ligne donnée abe, et dont les génératrices
soient paralléles & la tangente at de eette
ligne en a: ce cylindre est entiérement
déterminé, ainsi que son plan tangent
en a; et nous allons voir que ce dernier
représente, quelle que soit celle des trois

définitions que 1'on adopte, le plan ascu-
lateur de la ligne ¢be au méme point. En eflet,

Le plan mené, d'aprés Ja troisieme définition. par la 1an-
genle at, et paralléelement i une tangente infiniment voisine
o', est paralléle au plan tangent au cylindre en b, et a pour
limite le plan tangent en a.

Le plan mené, d’aprés la scconde définition, parla tangente
at et par un point infiniment voisin b, renferme la généra-

trice du cylindre pour le point &, et une corde infiniment pe-

lite ba d’une ligne Cha située tout entiére sur le eylindres il
est donc infiniment voisin du plan angent au evlindre en 4.
et a méme Hmite que ce dernier, 4 savoir le plan tangent en a.

Enfin, et relativement & la premiére définition, si Pon consi-
dércuncylindre variable, passantconstamment parlaligne abe.
et dont les génératrices soient paralléles i la droite variable ac,
on verra que le plan variable abe, contenant toujours une géné-
ratrice ca et passant en outre par une corde infiniment petite
cb d'une ligne située tout enticre sur ce cylindre, est infini-
ment voisin du plan tangent 4 ce eylindre en ¢ : la limite de ce
plan variable sera donc encore le plan tangent en a au cyhin-
dre-limite, ou au cylindre défini précédemment,
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Remarque 1. 11 résulte, en particulier, de cette derniére
partie de la démoustration, que la position du plan-limite de-
meure la méme quels que soient les modes de convergence des
points & ct ¢ vers le point a.

Remarque 11, La distance au plan osculateur en un point
’unsecond pointb dela courbe infiniment voisin du premier,
est un infiniment petit du troisieme ordre. Cette distance est,
en effet, un des cotés de angle droit d’un triangle rectangle
ayant pour hypoténuse la distance du méme point b i la tan-
gente at (distance du second ordre); I'angle opposé a ce cote
étant infiniment pedit, parce qu’il mesure 'inclinaison du plan
variable 7ab sur le plan osculateur en @, qui en est la limite.

Remarque 111, La plus courte distance entre deux tan-
gentes infiniment voisines at et bt' d’une ligne & double cour-
hurc, est un infiniment petit du troisieme ordre (Bouquet).
La distance en question est, en effet, égale a la distance du
point b au plan ta6’ mené par la tangente at parallélement a la
tangente b’ ; et cette derniére, & son tour, est égale a la dis-
tance du méme point b 4 la tangente at, quantité du second
ordre, multipliée par le sinus de 'angle formé par le plan tat’
avee le plan tab. Or cet angle est infiniment petit, ainsi que
son sinus , puisque les plans variables (a6 et tab ont la méme
limite, a savoir le plan osculatcur en a. Donc, etc.

Remarque IV, La tangente en un point d’une ligne & dou-
ble courbure est la Limite de la droite d’intersection du plan
osculateur en ce point, et du plan osculateur en un sccond
point infiniment voisin du premier. 11 sulfit, pour le démon-
trer, d'imaginer un céne auxiliaire dont les génératrices soient
paralléles aux tangentes de la ligne considérée : les plans tan-
gents du cone sont, en eflet, paralléles aux plans osculateurs
de la ligne & double courbure ; 'intersection de deux plans os-
culateurs infiniment voisins est paralléle & Pintersection des
plans tangents correspondants, ct celle-ci a pour limite une
génératrice du cone; donc, ete.

12. On appelle angle de torsion d’un arc quelconque ab
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d'une ligne 2 double courbure Pangle U des plans osculateurs
menés a Vorigine et & Vextrémité de cet are; et rayon de se-
conde courbure R, de la ligne en un de ses points, la limite
vers laquelle tend le rapport de 'ave élémentaive de cette ligne
a I'angle de torsion correspondant, lorsque Porigine de Pare
demeurant fixe en ce point, sa longueur déeroit indéfiniment.
Le rapport nverse % recevant le nom de seconde courbure;
1 H
R, dS

Par chaque point d'une ligne a double courbure passent une
infinité de normales & cetie courbe, toutes situées dansle plan
normal : celle dentre elles qui est située dans e plan oscula-
teur correspondant recoit le nom de rormale principale; les
normales principales relatives aux différents points dune ligne
i double courbure engendrant une surface gauche, la surface

S(ll((‘]l(! des IZOI'HNZZ(?I .

13. Vangle de contingence E. la courbure totale ou
moyenne d'un are fini quelconque, la conrbure et le rayon de
courbure (ou encore la premiére courbure et le rayon de pre-
miére courbure) en un pointdéterminé, ontles mémes délini-
tions dans une ligne a double courbure ot dans unc ligne plane.
On doit ajouter cependant que le cerele de courbure, dont le

e ‘. . dS
rayon R, est défini par I'équation Ry ==, ¢st, en chaque

'y
Y

point, situé dans le plan osculatenr correspondant, tangent 4
la courbe en ce point, et situé du méme eoté que celle=ci pas
rapport & la tangente.

14. Le cercle osculatewr en un point d’une ligne & double
courbure est 1a limite d'un cercle variable passant par ce point
et par deux autres points de la courbe infiniment voisins du
premier; on peut encore le considérer comme Ja limite d'un
cercle variable tangent & la courbe au point considécé et pas-

sant par un second point de la courbe infiniment voisin da
premier.
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16 PREMIERE PARTIE. — CHAPITRE DEUXIEME.

En chaque point d’une ligne a double courbure, le cercie
osculateur et le cercle de courbure coincident; et le centre
commun de ces cercles est situé sur la droite polaire relative a
ce point; cette derniére n’étant autre chose que la limite de
I'intersection du plan normal au point considéré et d’un plan
normal infiniment voisin. 1l suffira d’ailleurs, pour ladémons-
tration, d'établir que le rayon du cercle osculateur est égal

. dS . .
celui T cercle de courbure; et que la distance du point

considéré de la courbe & la droite polaire correspondante a la
meéme valeur.
Prenant a cet effet trois points infiniment voisins a, b, ¢ de
la courbe donnée, considérons la figure composée des tangentes
Fig. 6. aux points extrémes at, cv, de la
droite 00’ intersection des plans
normaux aux mémes points, et du
sysiéme des trois points @, b, c;
projetons orthogonalement toute
cette figure en t'd@ '¢’v/ sur un plan
paralléle aux tangentes at, cv; et
soit o' le point auquel se réduit la

projection de la droite 00': &’ ¢’ re-

présentant la distance du point a a
cette droite, et o étant lc point de rencontre des normales
en a' et c’ de la ligne projetée.

Dans la projection, et en vertu des propriéiés des courbes
planes, analogues a celles que nous voulons établir pour les

. . ds’ ip s . .
lignes & double courbure, le rapport 2 relatif 4 'arc infini-

ment pelit @'c’, la distance o et le rayon du cercle a’'d'¢,
ayant la méme limite, sont mesurés par des nombres infini-
ment peu diflérents les uns des autres. De 13, en revenant a la
figure primitive, et remarquant que la différence dS—d$ est
du second ordre, que I'angle E est égal a I'angle F/; la distance
du point @ a la droite 00’ égale a la droite &'0/, et enfin que le
rayon du cercle adc difiére infiniment peu, d’aprés le lemme I,
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(vour page 8), du rayon du cercle @&¢’; on conclura que le
: dS P . . . .
rapport T relatif & l'are infiniment petit abe de la ligne «

double courbure primitive, le rayon du cercle ale, et la dis-
tance du point e a la droite intersection des plans normaux aux
extrémités de cetarc, sont des quantités qui diflérent infiniment
peu les unes des autres, et que leurs limites respectives sont
égales : ce qui suffit & la démonstration.

15. Cousidérant une ligne i double courbure quelconque .
inscrivons dans cette ligne unc ligne polygonale 25yde. ..
ayanl ses cotés égaux, et menons, par les milieax m, m/, m”...
de ces cotés, des plans normaux a ces cotés. Ces plans se cou-
peront deux a deux et consécutivement, suivant les droites
s, ¢'s’, e”s”, ..., qui sont respeetivement perpendiculaires
aux plans afiy, f4d, yde. .. de deux éléments conséeutifs de
la ligne polygonale primitive, et qui rencontrent ces plaus
aux points ¢, ¢/, ¢”,. .., centres respectifs des cercles afo.
f7d,. .., passant par trois sommets consécutifs de cette ligne:
et lesdroites ¢s, ¢'s’, ¢”s”,..., formeront clles-mémes par leurs

Kig. 5. Intersections sucressives une now-

- velle ligne polvgonale ss's”... dont

les sommets s, s',..., représen-

tent les centres des sphéres a5vd,

fyde,. .., qui passent par quatre

sommects consécutifs, de la ligne pri-
mitive.

Prenant maintenant un point
quelconque d sur la droite cs, joi-
gnons dm' qui coupe ¢'s’ en d';

joignons ensuite 'm” qui coupe

o c”s" end", d"m" qui coupe c”s"
en d"”, et ainsi de suite. Et soit dd’'d”. .. laligne résultante.
L’égalité hypothétique des cotés de la ligne polygonale pri-

mitive. la définition des droites cs et celle des points ¢ entrai-

nent successivement les égalités cm = cm’, ¢'m'=¢'m”, .. ..
3
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18 PREMIERE PARTIE, — CHAPITRE DEUXIEME,

les égalités d'm/ =d'm", d"m" =d"m"..., et enfin I'égalite
des inclinaisons de &' m’ et d'm” sur ¢’ d’, de d” m" et &' m"
sur e’ d”,. ... Or, il résulic d’abord de ces derniéres égalités .
que la ligne dd'd”. .. se transforme en une ligne droite par
le développement sur un plan de la surface polyédrale, formée
parles droites ¢s, ¢¢,..., sur laquelle elle est tracée; et il ré-
sulte des précédentes que cette mém= ligne est une véritable
développée de la ligne polygonale mm’ m”. .. qui a pour som-
mets les milicux des éléments de laligne primitive; car sil’on
congoit un fil partiellement enroulé sur la ligne dd’'d"d”, et
dont la partie actucllement Zibre d” m" atteindrait par son
extrémité le point m”; et que ’on déroule ce fil de maniére
que sa partie libre soit successivement dirigée suivaut les pro-
longements des cotés d'd” dd',... dela ligne d"d'd, V'extré-
mité de ce fil atteindra successivement tous les sommets m”,
w!, m. .. delaligne mm’'m”.

51 donc on imagine que la longueur commune des cotés de
la ligne polygonale af3y, inscrite dans la courbe primitive, di-
minue indéfiniment, et que l'on passe a la limite, on aura ce
théoréme : Les droites polaires relatives aux différents points
d'une ligne & double courbure quelconque sont les généra-
trices d'une surface développable , la surface polaire; Laréte
de rebroussement de cette surface est le lieu des centres des
sphércs osculatrices de la ligne primitive; et il passe par cha-
que point de la surface polaire une développée de la ligne pri-
mitive , la série tout entiére de ces développées formant une
série de lignes géodeésiques de la surface polaire.

Remarque. Les tangentes de Varete de rebroussement de la
surface polaire étant perpendiculaires aux plans osculateurs
de laligne primitive, les plans osculateurs de la premicre sont
aussi perpendiculaires aux tangentes de .la seconde. 11 en ré-
sulte que les angles de contingence ct de torsion de la ligne
prinitive sont respectivement égaux awx angles de torsion et
de contingence de ! aréte de robroussement; le rapport de la
premugre & la seconde courbure pour 'une de ces lignes étant
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egnl a Uinverse du rapport analoguc pour Uautre. (Fourvier.)
En outre, les normales principales des deux lignes sont pa-
ralléles. (Lemonnier.) Ces deux droites, en effet, sont situées
dans un méme plan, le plan normal de Ja premiére ligne, qui
coincide avec le plan osculateur de la seconde; et, dans ce
plan, cHes sont perpendiculaires 4 une méme droite, la droite
polaire de la premiére ligne qui coincide avec la tangente de
la seconde.

16. Revenant ala ligure précédente, supposons que I'on dé-
veloppe sur un plan la surface polyédrale formée par les droites

es. ¢’ s'y...5 et soient 88’87, CC/C”... les lignes polygonales
planes suivant lesquelles se¢ wansforment les lignes ss's”,

ce’c’.. . la ligne dd'd”. .. se wransformera, dans ce dévcloppe-
ment, en une ligne droite; et tous les points m, m', m”, ...
de la ligne mum' m” viendront se réunir en un méme point O
de cette droite. Or, les différents points ¢ de la ligne cc’ s'ob-
tiennent, avant le développement, en abaissant, des points ..
des perpendiculairves me surles éléments prolongés de la ligne
ss: et les distances me, ms sont alors infiniment peu diffé-
rentes des rayons du cercle et de la sphére passant par wois ou
quatre sommets consécutifs de la ligne primitive 2%+ 1 done, et
puisque les perpendiculaires me ct les droites ms sont toujours
situées dans le plan de deux ¢léments conséeutifs cs, Js' de la
ligne ss's”, luligne CC'C" s’obticndra, aprés le développement,
en abaissant d'un méme point O des perpendiculaires sur les
éléments prolongés de la ligne S§'S"; et les rayons vecteurs
correspondants OC et OS de ces deux lignes représenteront, a
un infiniment petit prés, les rayons du cercle ou de la sphére
passant par trois ou quatre somumets conséculifs de la ligne
primitive a5y, Dés lors, si 'on congoit que la ligne polygonale
2{3y se rapproche indéfiniment de la ligne 4 double courbure
considérée d’abord, on parvient i ce théoréme :

8¢ on développe sur un plan la surface polaire relative ¢

une ligne @ double courbure quelconque, le liew des centres
3.
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de courbure de cetie ligne se transforme suivant la podaire,
relative & une certaine origine O, de Uaréte de rebroussement
développée; et les rayons menés du point origine & deux
points correspondants de Uaréte développée et de sa podaire,
sont respectivement égaux aux rayons de lasphére osculatrice
et du cercle osculateur pour le point correspondant de la ligne
primitive.

Ce théoréme, di 2 Lancret, et demcuré depuis inapercu,
a été établi par ce géoméwre i l'aide de considérations qui ne
paraissent pas complétement rigoureuses.

Remarquons, en cffct, en reproduisant sa démonstration,
que F'on peut construire toutes les développées de la ligne con-
sidérée, suivant la méthode connue, en prenant pour point
initial, dans la description de chacune de ces lignes, chacun
des points do lien des centres de courbure. On reconnait par
la que chaque développée passe par un pointde la ligne des
centres, et qu'ellc est en ce point perpendiculaire a la généra-
trice correspondante de la surface polaire; et, comme les dé-
veloppées sont des lignes géodésiques de cette surface, clles
se transforment, par son développement, en des droites me-
nées par les différents points de la ligne des centres déve-
loppée, perpendiculairement aux tangentes correspondantes
de l'aréte de rebroussement développée. Or, ajoute Lancret
(Correspondance Polytechnigue, tome I, page 51), toutes les
développées ayant dans l'espace un point commun, & savoir
le point d'intersection de la ligne primitive et de la surface
polaire, leurs transformées aprés le développement concou-
rent en un méme point; ce qui est le théoréme énoncé.

On peut objecter & ce raisonnement qu’admetire 'existence
d’un point commun aux développées et & la ligne primitive
revient a supposer nul, eu ce point, le rayon de courbure de
cette dernitre; si donc le rayon de courbure de 1a ligne pro-
posée ne s’annule jamais, le point commun, sur I'existence du-
quel reposait le raisonnement, n’existe pas; et la démonstra-
tion parait en défaut.

On pourrait croire cependant, et d'aprés notre démonstra-
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ton méme, que les développées ayant toujours un point
commun O aprés Je développement de la surface polairve , il en
est de méme avant le développement. Pous s’assurer qu'il peut
en étre autrement, il suffit de remarquer qu'un point quel-
conque, pris au hasard sur le plan ou s’est eilectué le déve-
loppement, est réel, ou imaginaire, par rapport a la surface
primitive, suivant que de ce point on peut mencr une tan-
gente 4 Daréte de rebrousscment développée, ou que I'on ne
peat en mener aucune.

Remargue 1, La réciproque de la proposition précédente
est vraie, quoique donnant lieu 4 une démeonstration plus pé-
nible; elle consisic en ce que route podaire de Uaréte de re-
broussement développéc d’une surface, est la transformée du
licu des centres de courbure d'une certaine ligne de Uespace
ayant, pour surface polatre, la surface développable consi-
dérée,

Remarque I1. Les normales principales d'une ligne & dou-
ble courbure ne sont pas tangentes & luligne des centres de
courbure, et celle-ci n’est une développée de la ligne primitive
que dans le cas oi cette derniére est plane. Fn effet, s les
normales principales élaient tangentes 4 la ligne des centres.
comme elles sont situées dans les plans tangents de la swrface
polaire, clles conserveraient la méme propriété aprés le déve-
loppement de celle-ci sur un plan. Or, ¢'est ce qui n’a pas licu.
en général; car on a vu que dans ce développement la ligne
des centres se transforme dans la podaire, relative a une cer-
taine origine O de I'aréte de rebroussement développée: les
normales principales devenant en méme temps les ravons ver-

Fig. 8. teurs de la podaire, par rapport i laméme
origine. Cette propriéié négative cesserait
cependant d’avoir lieu si la podaire deve-
nait une ligne droite passant par Tori-

gine : mais alors les Langentes de laréte
de rebroussement développée, ou les génératrices de la sur-
face polaire, seraient paralléles apres et aussi, par suite.

Document numérisé par la Bibliothéque Interuniversitaire Scientifique Jussieu - UPMC



22 PAEMIERE PARTIE. — GHAPITRE DEUXIEME.

avant le développement; la surface polaire se réduirait a un
cylindre, I'angle de torsion serait rigoureuscmeut nul dans
toute I'étendue de la ligne considérée, et cette ligne serait
plane.

17. 8 une ligne a double courbure L. est coupée a angles
droits par les tangentes d'une ligne L,
un arc (]uelr:onr]ue de cette derniére est
égal & la différence des tangentes menées
par ses extrémités et termundes @ la ligne

Fig. g.

primitive dont elle est, par swte, un«
deéveloppée ; elle est, en outre, situcc
tout entiére sur la surface polaire rela-

tive @ la ligne primitive, et ses normales
principales sont paralléles aux tangentes de cette ligne.

Démonstration. Si on développe, en effet, sur un plan, la
surface développable ayant la ligne L' pour aréte de rebrous-
sement, la ligne L, qui est une trajectoire orthogonale des
génératrices rectilignes de cette surface, et la ligne L/, se trans-
forment en une ligne plane I et en sa développée '; et cette
seule observation démontre la premiére partic de I'énoncé.
En outre, chaque point de la ligne L’ pouvant &ire considére
comme la limite du point d’interscction de deux normales infi-
niment voisines de la ligne primitive, appartient a 'une des
droites polaires de celle-ci; el la ligne L' est dés lors situéc
tout entiére sur la surface polaire de la ligne primitive. Enfin
les tangentes de cette derniére et les normales principales de
la développée L sont paralléles. Elles sont, en effet, situées
deux 4 deux dans un méme plan, — le plan tangent de la sur-
face développable, qui coincide avec le plan osculateur de la
ligne I/: — et, dans ce plan, elles sont perpendiculaires a une
méme droite, — la génératrice de Ja surface, qui coincide avee
la tangente de la Jigne L.

Conorrames. 1. Une ligne a double courbure n’admet
gidun seul sysiéme de développées. défini précédemment, et
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représenté par une série de lignes géodésiques de la surface
polaire relative a cette ligne.

2., Les développées d’une ligne plane fornent une série de
lignes géodésiques d’un cylindre ayant pour section droite lu
développée plane de la ligne proposée. Evident.

2'. Une ligne dont l'une des développées cst une hélice
eylindrique est nécessatrement plane. Les tangentes de la ligne
considérée sont en cffet paralléles aux normales principales de
la developpéc; et ces derniéres , dans le cas actuel , sont paral-
léles & un méme plan. (Poir ci-aprés, chapitre VL)

3. Lesdéveloppces d’une ligne sphérique forment une série
de lignes géodésiques d’un céne concentrique & la sphére et
ayant pour base, sur celle-ct, la développée sphérique de lu
ligne proposée. (Foir ci-aprés, chapitre 111.)

3. 8% Uune des développées est une ligne géodésique d un
cone,la conrbe prontive est une ligne s,)/:é/‘z'que,- la sphére qui
la contient est concentrique au céne; et le rayon de la spheére
qui abowtit & un point quelconque de la cowrbe fait un angle
constant avee la tangente correspondante de la développée.
(Vicille, Compléments d’ Analyse et de Mécanique, p 8o,

En cifet, parle développement du eéne sur un plan, la ligne
géodédsique considérce L, et toutes ses tangentes, se trouvent
développées, ou rabattues, suivant une méme ligne droite: en
méme temps, et en vertu de la premiére partie du théoréme
contenu dans Ie n® 17, les différents points de la ligne primi-

tive L, situés d'abord sur les tangentes de

Fig. 10.
l la ligne L', viennent se rabattre sur un
b/ -~ méme point de cette droite. Or la distance
al—— 5% e ce peint unique au sommet du céne
/, _/// développé représente la commune dis-
b/;“ l tance du somnet du céne a tous les points

de la ligne primitive L, qui appartient dés
lors & une spheére concentrique au cone; et Uinclinaison de la
droite qui mesure cette distance sur la droite, transformée de
laligne géoddésique primitive, représente I'inclinaison constante
du rayon de la sphére aboutissant & un jroint quelconque de
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la ligne primitive sur la tangente correspondante de la déve-
loppée.

3", Les développées d’une hélice sphérique forment unc
scrie de lignes géodésiques d’un céne de révolution. (Four
ci-aprés, chapitre 1IL.)

CHAPITRE IIL

ELEMENTS DE GEOMETRIE SPAERIQUE INFINITESIMALE.

|8

De Larc de grand cercle tangent & une ligne sphérique.

18. Une ligne sphérique quelconque, appartenant a une
sphére de rayon 1, étant représentée par une équation entre
les coordonnées polaires sphérigues p et w : I'inclinaison V
sur le rayon vecteur p de I'arc de grand cercle tangent au
point correspondant de cette ligne; la sous-tangente et la sous-
normale, seront définies par les équations

(1) tangV:m,
{2) tang(S.T):sm:P,

, _ 4
(3) tang(S.N.)=p = 7o

La premiére peut étre employée dans la recherche des liai-
sons qui doivent exister entre deux courbes conjuguées, égale-
ment inclinées sur chacun des rayons vecteurs issus dune
méme origine. On aura, en effet, pour ces deux courbes ,

s + 4 d
tang V= tangV,, P_::_P_*,' -—P-:'_i_" fiPl :
Sin g Sinp, Bl sin g,

d'ou

L. tang% = :tLtang%' +L.C,
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{ a tang— . ( An;,% ) = constanle.
Les lignes spl)ériqucs ainsi conjuguées, projetées stéréo-
graphiquement sur le plan tangent mené par lorigine des
rayons vecteurs, se transforment suivant deux courbes sem-
blables, ou suivant deux courbes réciproques.

Il existe, dans le plan, entre deux courbes réciproques , une
telle dépendance, que la sous-tangente de L'une et la sous-
normale de Uautre sont les facteurs d’un prodwit constant.
Cette propriété ne se conserve pas dans les lignes sphériques

correspondantes; car on a, pour-ces derniéres,
tang (8. T).tang (S,. N..j=sinp.sinp,.

19. Une courbe sphérique a plusieurs foyers fi, fs, -- -
étant représentée par ]»’équalion diltérenticlle

) myodp = maadp, 4. . =0,

Ia positiou de 1'arc de grand cercle. normal a cetie courbe, vt
formant avec chaque ravon vecteur o un angle positif ou négatif
représenté par 'V, sera déterminée par Péquation

4 m,.sinV, =~ my.inV, 4. = 0.

’

Applications. 1. Que la courbe considérée soit une con-
choide sphérique ayant pour base une ligne queleonque, mais
dont on sache construire 'arc tangent, ou 'arc normal. L'équa-
tion de cette derniére étant p= cp(m) I’équation de la con-
choide sera

0, ==p + constante,
d'on
pi=p"

}L.a couchoide et la courbe qui lui sert de base ont par consé-
quent méme sous-normale [voir la formule (3) ]; et ce résultat
renferme la construction de Parc normal, a laquelle conduit
aussi la théorie des centres instantanés de rotatiou.

Que la courbe considérée soit la podaire pp' dune

4
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ligne aa’ par rapport a l'origine O. 81 l'on considére la
courbe 2’ supplémentaire de la ligne aa’, on reconnait aisé-
ment que la supplémentaire et la podaire sont, relativement
aPorigine O, deux courbes a rayons vecteurs complémentaires.
Leurs perspectives sur le plan tangent en O, le point de vue
“tant au centrede la sphére, sontdone par rapport i l'origine O
deux lignes a rayons vectenrs réciproques; ct les perpendicu-

Fig. 11. laires abaissées de Dorigine sur les Lan-
i gentes en des points correspondants de ces

b L . , T
[/ A="7~e  lignes sont également inclinées sur le

rayon vecteur commun. La méme pro-

priété subsiste donc sur la sphéve, et les
—

ares de grand cercle og, oh, abaissés de
g y Of,

Porigine perpendiculairement sur les ares

langents en p ¢t en 2 aux lignes pp’ et aa’, sont égalemeni

g / :

—_
inclinés sur le rayon vecteur comme poo. Mais le dernier de
ces ares perpendiculaives est le - prolongement de Fare ow:
done, sur la sphére, comme dans le plan, le rayon vecteur de
la premiére podaire pp’ divise en parties égales 'angle forme
var les rayons wecteurs de la ligne primitive aa’ et de la
seconde podaire 4q’. Si la ligne primitive se réduit 2 un point,
la podaire est Pellipse sphérique déerite par le sommet de
I'angle droit d'un triangle rectangle, construit sur une hypo-
iénusc fixe.

3. L'arc normal a la courbe a plusieurs foyers représentéc
par Péquation

{e) M Qs p - my 08 0y . == cunstante,

ou
mysin g, dg + musing, . do. 4. . .= 0;

dans laquelle ney, m,, ... désignent des nombres constants,
est défini par la formule (4),

ansin g, sinV, 4 nsin o, sinV, 4. . .= 0,
ou

<) mySIp mosinp, .. =0
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P1s Pr- - - désignant les ares, perpendiculaires a Parc normal.
menés par les foyers fi, foo. . .5 et sinp,, sinp,,... les dis-
tances, positives ou négatives, des mémes foyeps au plan de
I'arc normal. L'équation (¢') exprime donc quele plan delar
normal passe par lc centre de gravité G des masses m,. m... ..
placées respectivement aux foyers fi, fu,-. .5 0uquel'arc nor-
mal lui-méme passe par un point fixe g, extrémité du rayon
cGg: etla courbe représentée par I'équation (¢) est un petu
cercle de la sphére, ce qui est peut-étre un théoréme nouveau.

Remarque. On peut parvenir dircctement a ce dernier
résultat, en remarquant que le premier membre de 'équa-
tion (c) représente le moment, par rapport au plan du grand
cercle ayant pour péle un point queleconque de la courbe cou-
sidérée, d’unc masse p == m, -+ m;~... placée au centre de
gravité G des masses nu,, m,,. . . distribuées aux divers foyers
Jis fes- - ¢ la distance du centre de gravité a ce plan est donc
constante; ce plan roule sur un céne de révolution autour de
I'axe ¢G; le grand cercle qu'il détermine sur la sphérea pour
enveloppe le petit cercle qui sert de hase & cé cone; et la courbe
primitive enfin, ayant pour supplémentaire un petit cercle, est
elle-méme un petit cercle.

4. Proposons-nous enfin, comme dernié¢re application, de
construire I'arc normal a la

Fig. ra.

courbe CC'décrite parlesom-
met libre d'un triangle ABC,
d'aire constante, construit
sur une base fixe AB. C, (U
étant deux points infiniment
voisins de la courbe considé-

rée, les triangles infinitési-

maux ACC/, BCC sont équivalents, etl'on a
(1 — cos AC}de == (1 — cosBC) 4.
On trouve d'ailleurs, dans chacun de ces triangles,

sinAC.da = CC'.cosACN, sin BC.#B = CC'.cosBCN,

4-
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CN ‘étant I'arc normal; et da, df3 désignant les angles infini-
ment petits ( CAC/, CBC': et P'on déduit de la combinaison de
toutes ces xelqnons

1—(‘03AC oS ACN — 1——cosB(.
nAC

0os BCN,

ou

.

{d) tang A—(-’ -c0s AGN == tang --- cos BCN.

, 51 l'on prolonge les. arcs AC, BC jusqu’aux points A', B dia-
métralement opposés a A ct a B, et si on désigne par « et 3 les
points milicux des ‘ares CA’, CH'; équation précédente pourra
tre remplacée par celle-ci:
coszCN __ cosBCN

redy - .= s
tangaC tangBC

qui exprime que I'arc normal CN passe par le point de con-
cours des arcs menés par « et 5 perpendiculairement aux ares
CA’, CH/; ou parle pole du petit cercle de la sphére déterminé
par les deux points lixes A’, B et par le point C. Ei il résulte
de li, non-sculement la solution du prob]émc proposé, mais
encore la détermination de la natare de la courbe considérée,
ou la démonstration du théoréme de Lexell. On voit, cn effet,
que la courbe considérée ct le cercle A’B'C sont tangents Fun
al'autre en C:: cette courbe ne peut done étre qu’un cercle dé -
terminé passant par les points A’ et B, ou Penveloppe d'une
suite de éerclés-passant par ces mémes points s mais cette der-
niére hypothése est inadimissible, puisque I'enveloppe se re-
duirait aux deux points directenrs A’ et B done, cte.

Remarque 1. L'équation () exprime encore que lare nor-
mal en ¢ est perpendiculaive a Uarce de grand cercle mn que
joint les milieux des cotés AC et BC : dolt cette construction
donnéepar Gudermann (Grandriss der dnalytischen Spharik,
p-147) du pole N du petit cercle : Mener Uarc de grandd cercle
perpendiculaire sur le midien p de la buse donnée Ab; et
/;murli'e sur cet are, & partir de son /loflzt de rencontre ( avee
!"are mn, une longucur q\ égale & un quadrant.
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Hemarque £1. L'interprétation précédente de I'équation (d)
conduit encore A une premiére définition des polygones d’aire
maxunum inserits dans une courbe donnée, i savoir que Uarc
normal & la courbe circonscrite en chacun des sommets du
polygone maximum doit érre perpendiculaire a larc de grand
cercle joignant les milicux des c6tés adjacents. 1] en vésulte.
en particularisant la courbe donnée, que de tous les polygones
sphériques, d un méme nombre de c61és, inserits dans un petit
cercle, le poly gone régulier est maximumn d’aire, 51 la courbe
donnée est une cllipse sphérique, la derniere définition du
polygone maximum inscrit parait olfrir une tout autre difhi-
culté, méme dans le cas le plus simple ot le polygone se réduit
a un triangle. (Foir Steiner, Journal de Mathématiques.

1841, page 170.)
I1.

Cercle de courbure, cercle asculateur et developpéc o une

ligne sphérique quelcongue.

20. Prorositions pRELIMINAIRES. — Layoti L Deww pents
Cel'cl(,’.f de [(l 5[7/[(‘?"8 étall{ ’{Z”g(.’”ls I'IIN;I'I':*IHEIHL‘)If (288 11
point, la différence de leurs ordonnées ciuvilignes correspon-
dantes, terminées au grand cercle tangent au point commua.
est un z'nﬁnimcn.t petit du second ordre, on di irosicme
(L’ abscisse commune étant du premicr), suivant que ln diffe-
retice desrayons des dewx cercles est finie owinfininent petite,

Démonstration. L'abscisse commune étant dun premier
ordre, Pordonnée de chaque cercle est du sccond, cr il en st
de méme de la diflérence des ordonuées, si la dillérence des
rayons cst finie. I’un autre ¢6té si, [abscisse commune de-
meurant fixe, la différence des rayons déeroit sndétiniment, la
nouvelle différence des ovdonnées déeroitra de méme indéfini-
ment; et sou rapport a la diflérence primitive, déja du second
ordre, tendra vers zéro : ce qui vent dire que cette nouvelle
différence est du troisi¢me ordre.

Levme . Etant donné un are infiniment petit a(Mb
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d’une courbe sphérique quclconque, i existe toujours entre
les extrémités de cot are un pornt M rel, que I'arc de grand
eercle normal & la conrbe en ce point sott perpendiculaire
["arc de grand cercle ab qui réunit ses extrémités. En outre,
{ee distanee de ce point M & Uarc ab est du second ordre ; et
le grand cercle joignant le point M au milieu de la corde ab
fait avec ’arc normal en M un angle nul, ou fini, mats tou-
jours différent d’un droit.

DNémonstration. Abaissons d’un point m de I'arc consi-
déré amMb un arc de grand eercle perpendiculaire sur la

corde @b, ¢t menons par ce méme point un arc de grand cercie
tangent a la courbe en ce point, et dirigé dauns le sens ab. La
fongueur du segment intercepté¢ par ces deux arcs sur la
corde ab cst trés-voisine d'une demi-circonférence, ou de
zéro, quand le point m est trés-voisin de Uorigine «, ou de
Pextrémité b; ctelle varie d’ailleurs

Fig. 13.

d’nne maniére continue si le point
. m décrit lui-méme Larc e M b d'un

“T7™, mouvement continu. Lesegment in-

tercepté sera donc exactement égal a
un quadrant, pour une certaine position intermédiaire M du
point décrivant; et a cet instant V'are normal a la courbe en M
coincidera avec I'arc perpendiculaire 4 la corde ab. D'ailleurs
fa distance de ce point M i la corde ab est évidemment du
second ordre; et Varc qui mesure cette distance forme avec
celui qui joint le point M au milicu de la corde ab un angle,
nul ou fini, mais toujours différent d'un droit. Cet angle. en
effet, est rigoureusement nul quand la courbe est un cercle. el
ne peut étre supposé droil quand Ja courbe est qu(:it)orlqlle:
car ce serait admettre que I'arc tangent en M coupe la corde ab

entre ses extrémités.

21. Cercle de courbuwre géodésique. On appelle courbure
géodésique totale d’un arc déterminé d'une ligne sphérique,
I'angle extérieur formé par les arcs de grand cercle tangents
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aux extrémités de cet arc, ou Iare qui mesure cet angle dans
12 civconférence de vayou 15 courbure géodésique moy enne Ju
meme arc, le rapport de la conrbure totale & la longueur de
are, evenfin-conrbare geodésique de la ligne considérée, en

. - . N o
chaque point de cetle ligne, la limite —;; vers laguetle tend da
(L
courbure moyenne d'un arc vaviable de cette ligne, avant pour
origine fixe le point considéré et décroissant indéfiniment. §3
la ligne considérée est un petit cercle de la sphére, In eonrbure
be)

géoddésique moyenne d'un arc gueleonque est constante, et -
. 1 . .. . .
surée par —— 8 désignant le rayon sphérique du petiteercie.
tang § )

On appelle enfin cercle de courbure géodésigue en un poiud
d'une ligne sphérique le petit eercle de la sphéve tangent
cette ligne en ce point, sitné du méme €6té par rapport au
grand cercle taimgent, et ayaut méme courbure que cette ligne
en ce point. Le rayon sphérique 8 de ce cercle est done déting
par 'équation

1 e,
_— L,
tang 0 s
ds désignant Vare élémentaire de la ligne considérvee. o0 o
S

mités de cet are, ou Vangle de conningence géodisique : v1 e

pole de ce cerele est appeléle centre de courbur:: glodisique.

I'angle estéricur des ares de grand cercle tangents aux exire

oule centre de cowrbwre sphérique de cette ligue. pow e point
considéré.

Tueorisme 1. Le centre de cowrbure sphérigue o wne figne
en un de ses points coincide avee lu limite du point o tnter-
section de Uare de grand cercie normal & la ligne cn ce pomt.
et d’un second arc normal, infiniment voisin du preuer.

Démonstration. Deux ares tangents infinimen: voisins

Vg (4. les ares normaux correspondants fornwent
un quadrilatére sphérique  hirectangle
oath, dont I'aire est mesurée par Pune

N
ou lautre de ces expressions o — o

VS
[ (l — COS 0{1) : l{l l)l'(‘l]l]él'(.‘ exacte: ¢ la
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seconde supposant |'omission des infiniment petils du second

ordre, ¢*. On a done

7

{a} te == 0.c050a € ;

d’ailleurs

IS
ds = ab = o.sinoa + ¢,

et I'an déduit de ces deux relations

I _(;g_ 1

m ——— =— =
tangao ds tang 5’

ow

it ao = 6. ¢, Q. F. D.

On peut encore établir cette proposition en remarquant que

— .
les prolongements des arcs ao, 40 sont normaux en 2’ et b’ &
la ligne a'b’ supplémentaire de la proposée ab, et que arc
élémentaive a’b’ de la supplémentaire mesure 'angle de con-
tingence géodésique correspondant ¢, de la proposée. Oun

done
, . —
g a' b sin oa’ cos oa 1
ds ab sinoa sin oa tang oa

22. Le cercle osculateur en un point ¢ d'unc courbe sphé-
rique abc étant, par définition, la limite d’un cercle variable
passant constamment par ce point et par deux autres b et ¢ de
la courbe infiniment voisins du premier, le cercle osculateur
en chaque point d'une ligne sphérique coincide avec le cerele
de courbure sphérique au méme point, et ’est ce qui résulte
du théoréme suivant.

Tutorkme . Le pole du cercle osculateur (qui est evi-
demment un petit cercle de la sphére) coincide avec la limit
du point d'intersection de deux arcs normaux infiniment
VOISINS.

Démonstration. Soient o le pole du petit cercle passant par
a.b,cymetnles milicux des arcs de grand cercle ab et b,
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M et N les points des ares ab et be de fa igne considérée,
pour lesquels, suivant Ie Lemme 1, les
arcs normaux My, Nv sont perpendicu-

laires aux cordes ab ¢t bey O le point

d'intersection de ces ares, et w le point de
\c rencontre de NO et de mo.

Les angles mMp, 2 Nv élant difiérents
d’'undroit,ct My, Nvétantdusecondordre,
il en est de méme de mp, nv. Il eu résulte que les segments
0O », ow sont du premier ordre, ainsi, par suite, que la dis-

— . ,
tance Q o, Le point de rencontre de deux ares normaux conseé-
cutifs et le pole du cercle variable abe sont donce infiniment
voisins, et les limites de ces points coincident. . g. r. ».

On peut encore regarvder le cercle osculateur comme le imite
d'un cerele variable tangent en a @ la courlie considérée, et
passant par un autre point'h de la courbe, infiniment vorsin
du premier. Couservons, en ellet, la méme figure, ¢l menons,
en outre, Parc normal en @ qui rencontre en T et/ les ares

o~

MpO, mo. On reconnait encore que le segment L7 est du pre-
micr ordre, ou que le pole ¢ du cercle variable doit il s'agit
est infiniment voisin du point de rencontre [des ares normaux
en a et M et, par suite, que les limites de ces points coin-
cident.

Tugorkve . Une ligne sphérvique aly et le cercle oscula-
tenr de cette ligne en un point a étant rapportés au grand
cercle tangent en ce point, la différence des ordonnées cur-
vilignes des deux courbes cst du troisicme ordre, Uabscisse
commune étant du premier.

Démonstration. Considérantle petitcercle.de poles. tangent
ala courbe en @ et passant par le point b3 menons au point b
de ce cercle Fordonnée bp rencontrant en &' le cerele oscula-
tear de la courbe au point a. Les deux cercles ad’ ¢t b étant
tangents ¢n @ ¢t lewrs ravons étant infiniment peu différents
puisque, d’aprés le théoréme précédent; le premicr estla Ii-
mite du second; le Lemme 1 est applicable, et la diffévence b4/

5
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de lenrs ordonnées estdu troisiéme ordre. Or, le point b appar-
tenant 4 la courbe primitive elle-méme, &7 est aussi la diflé-
rence des ordonnées de la courbe et du cercle osculateur; et le
théoréme est démontré. — La réciproque est vraic ct s’établit
aisément.

23. Trtoneme IV. Chacun des arcs normaux a une courbe
sphérique quelconque est tangent & la développce sphérigue
de cette bigne, c’est-a-dire a lacourbe formée par les intersec-
tions successives des arcs normanx a cette ligne; et Uare élé-
mentaire de la développéc est égal & la différence correspon-
dante des rayons de courbure sphérique de la ligne primitive.

Démonstration. Soient a, b, c,..., des poinls successifs

Fig. 16 de la ligne primitive, et 0, 0"..., les

. points d'intersection des arcs normaux i
e \ ceue ligneen el b, en b et ¢, cle,
\ . . .. -

by Soient, en outre, « lalimite de o quand

]l i . , v .

L —— on suppose que, a élant fixe, & se rap-

ol B proche indéfiniment de a; f la lumtc de

Y o’ quand on suppose que, b élant fixe, ¢ se

rapproche indéfiniment de &, etc., et soit
¢ la courbe formée par tous ces points limites, ou la déve-
loppée.

1). Silon abaisse l'arc zp pupuldlculalre sur {.»ob on a
dans le wiangle op«, i

£
op = nx.sio,

Or lesegment 0z est du premier ordre, puisque le point 4 est,
par définition, la limite du point o5 il en est de méme de
Pangle o, puisque les points @ et b sont infiniment voisins; la
distance 2p ust, parsuite, du seccond ordre; et ce résulta
suflit pour établir que I'arc $5 est tangent en § i la courbe « §,
dont I'arc ¢ estd'aillewrs du premicr ordre.

2). En second lieu, la difiérence des ares oa et ob étant au
moins da second ordre (ou peut, en efler, éablir qu’elle est du
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troisieme}, on peut poser, en négll;;(:ant les infiniment petits
de cetordre,

ob—oa=0, ou (b — fo) —(va+ oz) = 0;

D1 uneore
20+ o0l =fb~—aa,
ou enfin

de=uarcaB =db,

en remplacant o0+ 0f par son ¢gal, au troisieme ordre
pres, arca?,

Conovrawe. Un arc fini quelconque « X de la développéc,
correspondant & Uave al de la ligne prinutive, est égal @ la
difference Vi — ax des rayons de courbure sphérique de cette
ligne en ses extrémités a et ). De plus, Concevant un fil par-
tiellement enroulé surla développée ad et dont Pexerémite
cotnciderait uctuellement avee le point a, et déroulant ce fil .
la portion libre sera towjours dirigée suivant un grand cercle.
el son extrémité venant coincider successivement avec les
pomnts a,b,. ... decrira la ligne primitive tout entiére.

24. Rayons de premiére et de scconde couwrbure d'une ligne

sphirique; relation entre ces rayons, ct représcntation géo-
metrique du rayon de scconde conrbure.

Notation. Nous désignerons, dans tout ce qui suit, les an-
gles de contingence et de 1orsion en chaque point d'une ligne
sphérique par les lettres ¢ et oy Fare élémentaire par ds, les
rayons de premiere et de seconde courbure par r, et sy, et
comme précédemment, Vangle de contingence et fe rayon de
courbure géoddsiques par e, el r,; enfin la lettre 6 désignera
Iinclinaison Jdu plan osculateur sur le plan tangent a la spliére
au méme point. Dailleurs, uand nous aurons i considérer,
en meme temps que la ligne primitive, sa développée sphéri-
que, nous désignerons les élémenis analogues de celle-ci par
les mémes lettres aceentudes.

Cela posé, le rayon de premiére courbure r, d’une ligne
sphérique, ou le rayon du cercle osculateur, n'est autre chosc.

5.
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d’apres le Théoréme II, que le rayon du cercle de courbure géo-
désique. Or le rayon sphérique 8 de ce dernier é1ant défini par
I’équation
ds
7y == — = tango,
g

on a, pour son rayon dans le plan,
ds .
(5) r.:?_—,smo;

les angles de simple contingence et de contingence géodésique
étant liés par la relation

(6) ¢p== ¢cos,

déja établic d'une maniére générale, ct dans laquelle 0 désigne
Pinclinaison du plan osculateur sur le plan tangent a la spheére:
et 'on déduit aussi de ces deux derniéres équalions,

(5, 6) e=\ds +tg

pour 'angle de contingence absolue de la ligne considérée.
D'un autre coté, la surface polaire velative & une ligne sphé-
rique quelconque se réduisant i un céne dontle sommet est au
centre de la sphére, et ayant pour base sur celle-ci la dévelop-
pée sphérique de cette ligne, d'aprés les Théorémes IT et IV,
I'angle de deux génératrices consécutives de ce cone, oul'angle
de torsion de la ligne considérée, est mesuré par 'arc élémen-
taire de la développée, qui est lui-méme égal a 46. On a douc,
-pour le rayon de seconde courhure,

ds s d@ 1
ou = -

TER T @ ds "’

el si l'on a égard A cetie relation, en différentiant U'équation (5)
par rapport a s, il vient

dr, d%  cosh
— 088, — =
s 7,

ds

>

ou

dr,
r;. — == cos @,
s
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dont la combinaison avec 'équation (5) fournit, par I’élimina-
tion de 6, la relation découverte par M. J.-A. Serret, entre les
rayons de premiére et de seconde courbure d’une ligne sphé-
rigue,

dr \?

Enfin, sil'on considére, en méme temps que la ligne pro-
posce I, sa développée sphérique ¥/, on a déja va que l'arc élé-
mentaire de cette derniére mesure 'angle de torsion de la pro-
posée, et 'on apercoit aisément que son angle de contingence
géodésique est égal A V'angle de simple contingence de la pro-
posée :

LA 'r'—l'
ids' = A, ,==0;

et sil'on divise ces équations membre & membre, on trouvera
pour le rayon de courbure géodésique de la développée

(8) = tang®’ — o,
g r

Cette équation peut s'écrire

sm 0 sinaa’

(8’) = e 7w’
tang o tanga’' a
a, @, a” désignant trois points correspondants de la ligne pro-
posée, de sa développée ct de la développée de cette dernitre;
Fig. 17. et comme le triangle rectangle ad’a” four-

nit la relation
TN sinaa’
cota’an” — ————.» .
langa’a

on a

r.— cota' aa”.

Ainsi, en chaque point d’une ligne sphérique, le rayon de
seconde courbure est mesure parla tangente trigonométrique
de Uinclinaison , sur cette ligne, de U'arc de grand cercle qui
joint le point considéré au centre de courbure sphérique cor-
respondant de la développée.
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25. Tutoreme V. Une ligne sphérigue dont la premiére
conrbure (couwrbure absolue, ou courbure géodésique) est con-
stante, est un pelit cercle de le sphére.

Démonstration. Le rayon de premicre courbure étant con-
stant, il résulte de la formule (6) que Vinclinaison du plan
osculateur de laligne considérée sur le plan tangent ala sphére
est aussi constante : done, le plan osculateur de cette ligne est
un plan fixe, et cette ligne est un petit cercle; ou bien le plan
osculateur roule sur une sphére concentrique a la premiére, et
d'un rayon ¢égal & cos0. Mais; dans cette seconde hypothése.
I'intersection de deux plans osculatenrs successifs serait tan-
gente a la sphérc intéricure, ct l'on sait, au contraire, que
cette intersection est tangente & la ligne considérée et, par suite,
a la'sphére extéricure: cette hypothése est donc inadmissible ,
et le théoréme se tronve établi,

26. La détermination de la ligne sphérique dontla seconde
courbure cst constante, présente de plus grandes difficultés.
La représentation sphérique de ry, que nous avons indiqudc
daus le n” 24, conduit cependant 2 une propriéié de cette ligne,
qui peut étre utile pour sa définition ultérieure : asavoir que
le grand cercle joignant un point quelconque de cette ligne
au centre de courbure sphérigue correspondant de sa déve-
loppée, coupe la ligne proposée sous un angle constant.

1l résulte encore de la définition méme de cette courbe et des
liaisons qui existenut entre une ligne sphérique quelconque ct
sa développée, que un arc quelconque de la courbe est pro-
portionnel & Larc correspondant de sa développée sphériquc.
Cette propriété, ou la relation équivalente

514 ‘
E;rgG’ = constante,

se trausforme, a la limite, quand le rayon de la sphére aug-

mente indéfiniment, en celle-ci

o

, = constanie,

-]

a et o' désignant les ravous de courbure de la courbe plane
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transformée ¢t de sa développée: et cetie dquation représente
une spirale logarithmique. Or. la loxodromie sphériane
transformant auwssi en une spirale, dans les meémes circon-
stances , la possibilité de Midentité de ces deux Bignes spheéri-
ques résulte de cette analogie. Mais nous verrons un peu plus
loin qae Vexpérience contredit cette induction, et que la ligne
sphérigune dont la seconde courbuare est constante west pas
une loxodromie.

Observation. On vient de supposer que « lu relation
g

=== constante ayant licw entre les rayons de courbure cor-

’

respondants d’une ligne planc | ot de sa développée V, cette
ligne est nécessairement unc spirale logarithmigue. Celle
proposition, que nous aurons d’aillears & emplover dans Ia
suite, peut &étre élablie en quelques mots de la maniére sui-
vante

Si Pon désigne par a, o, a”, trois points correspondants de
la ligne 7, de sa développée I et de la développée 7 de certe
derniére, la relation donnée exprime d’abord que Thypote-
nuse aa” du wiangle ae’a” coupe la ligne 7 sous 1w angle
constant. D’ailleurs les éléments correspoudants des deux
lignes I, 7' étant, par suite de la méme refation. dans un
rapport constant, les lignes 7, 2 sont semblables, Teurs éli-
ments homologues étant rectangulaives. Fafin Ia ligne /7 diant
semblable 4 la ligne 7 est, comme eclle-ci, semblable & sa
développée 77, les éléments homologues de ces denx lignes ¢ant
encore rectangulaires, IF en résulie que les lignes 7, 77 sont
scmblables entre elles et semblablement placces. Done la
droite aa”, qui joint deux points homologues de ces lignes et
qui coupe déja laligue £ sous un angle constant, passe par un
point fixe o, centre de similitude de ees lignes: et la ligne /
est une spirale logarithmique.

2 %4 ~ N - ‘- . .
27. Tutouwkne VI. Toute hélice sphéiique est une dévelop-
pante d’un petit cercle de la sphére.

Premiére démonstration. Pour que L ligne considérée soit
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une hélice sphérique, il faut et il suffit, d’aprés un théoréme
da & M. Bertrand, et que nous établirons plus loin, que le

.
rapport de ses deux courbures — demeure constant, ou,

T
d’aprés la formule (8), que le rayon de courbure sphérique 8
de la développée demeure constant : ce qui exige que cetle
développée soit un petit cercle, la courbe considérée étant dés
lors une développante de ce petit cercle.

Seconde démonstration. On peut parvenir autrement a
ce résultat en remarquant que la courbe formée par les extré-
mités des arcs de grand cercle tangents & une ligne sphériquc
quelconque, et égaux a des quadrants, peut étre regardée
comme le lieu des extrémités des rayons de la sphére paralléles
aux tangentes de cette ligne : si donc cette derniére est une
hélice, la courbe auxiliaire sera un petit cercle de la sphére.
Or, on reconnait aisément que la développée sphérique de la
ligne primitive et la courbe auxiliaire sont, dans le cas géné-
val , deux lignes supplémentaires, ayant par suite méme déve-
loppée; et comme, dans le cas actuel, la développée de la
courbe auxiliaire se réduit & un point, il en est de méme de la
développée seconde de U'hélice sphérique, et la premiére déve-
loppde de cette ligne se réduit a un petit cercle de la sphére,

C. Q. F. D.

Enfin, on parvient encore a ce résultat par les considéra-
tions ordinaires, en remarquant que la surface polaire relative
a la’ligne cherchée est un céne concentrique a la sphére, et
ayant pour base sur celte derniére la développée sphérique de
cette ligne. Or la ligne considérée étant une hélice, le cone,
qui en est la surface polaire, est de révolution; et sa base sur
la sphiére, ou la développée sphérique de U'hélice, est un petit
cercle.

2. Expressions diverses du rayon de courbure géodésiquc
d une ligne sphérigue.

1}). Soit une ligne sphérique quelconque aa, dont chaque
point est défini par sa distance sphérique ¢ a un point fixe A,

Document numérisé par la Bibliothéque Interuniversitaire Scientifique Jussieu - UPMC



DES LIGNES SFPHERIQUES. 41
pris sur la surface de la sphére, et par Uaugle o que le grand
cercle qui mesure cette distance fait avee le grand cercle

Fig. 18. fixe Ax. Menons les rayons vecteurs sphé-

— TN
viques Aa = p, Aa,= p + dp, ainsi que
les ares de grand cercle at, @yt tangents
a la courbe en a, a,; décrivons, du point
A comme péle, are de petit cerele az et

menons les rayons ca, co, de ce cercle;
désignons enfin par V et V4 dV les an-

A x
ales aigus sous lesquels les ares Aa, Aa, coupent la courbe

- /\
en @,ay; et par dw 'angle @A a, ou son égal aca.

l.e triangle €2, , reclangle en @, donne d'abord pour I'arc

¢lémentaire de la ligne considérée

— e 2

(e) ds = \/ dp 4 dw sinp;

la substitution de la portion de zone Aaa au quadrilatére
sphérique A ata, ct I'évalualion directe de Paive de ce dernier

fournissent ensuile I’égalité

(r—cosp)dw=dw+dV—e,,

ou
ih) eg=dV 4 duw.coss.
Cela posé, st Uon prend d’abord U'angle w pour wariable in-
dépendante, on aura, comme on sait,
. ds . ,
tangV = sing: -~ = sins.¢,
do C

d’ou

AV peospg— " sinp

do 7"+ sino
Cette valeur, substituée dans la formule (5), donne la valeur
(S

du rapport 7&5 et romme la formule (@) fournit I expression
£

O}
s .. .
du rapport o0 on divisant ce rapport par le précédent on
(€
6

Document humérisé par la Bibliothéque Interuniversitaire Scientifique Jussieu - UPMC



42 PREMIERE PARTIE. — CHAPITRE TROISIEME.

trouve enfin

w

ds (sin®p + o)
r,—tangl = — = v raing
(9) 4 5 €, €OSp.sin’p 4 2p7cosp — psing

Supposons, en second licu, que Von prenne Parc s pouwr
variable indépendante, on aura dans le triangle az«,

d’ou

’ .
a — = -
(@) ds smp
et si’on porte ces valeurs dans U'équation (&), préalablement
divisée par ds, on trouve

sing y1 —p”?

q ro—tangf — ————L 1 3 ...
9) & & {(1—p"")cosp—p”sing

2). Enfin, en désignant par p larc de grand cercle abaissé
de l'origine des rayons vecteurs sur P'are tangent au point «
de la ligne considérée, et regardant p et p conune formant
un systeme particulier de coordonnces, on a, en généralisant
une formule d’Fuler,
sin p.dp

¢ o tany G ==
(97) Ty any d.sinp

Pour établir cette formule le plus simplement possible, sub-
Fig. 19. stituons 2 la courbe considérée son cerele
osculatewr en a, dont le pole est @’y me-

' ™y '
nons Ada/, posons aa’ =10 ¢t Au' =2,

Le triangle rectangle Apa doun:

PN AN

sinp = sino.sinAap = sins cos Aaa’;

et si l'on substitue cette valeur daus la formule

€0s 2 = cos0.cnsp + sinf.sin p.cos Azm"
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fournic par le wiangle Aaa’, it vient

cose = ¢osb.coss 4 sinb.singy ;
d'on

cas §.8inp.dy = sinfh.dsinp,
ce qui est 12 formule énoncée.
On peut encore établir directement cette formule en abais-
——— - ~ . .
sant les arcs Ap, Ap,, perpendiculaires sur les ares 1angents
ena, a,. ct dont le second rencontre en g I'are tangent en «.

de maniére gue pyg=-+p. Les wiangles infinitésimaux Aaq;,
apq, ctle triangle rectangle A pe fournissent les relations

. dp I sinap, sinap
oy == — s -— = =
A% e, my dp
L~ sine.sinV . _sinp.cosV
sinap = g pocotVe ——— colVe
) cosp cas

dont fa multiplication meanbre a membre donne, aprés sim-
plification, la formule cherchée

ds  sing.ds sins. e

¢g cosp.dp  d.sing

Lemarque 1. La formule (9) ne diflére que par la notation
de Pune des formules données par Gudermaun sar cette ma-
vere (Grundriss der analytischen Sphard, page 34).

Remarque 11, La formule (9”] suppose que Porigine des
rayous vecleurs soit situde du meéme eoLd que la ligne sphdé-
rigue elle-méme, par rapport au grand cercle tangent & cette
ligne au point considéré. Elle devrait s’éerire
9 re= tungh = — M
R ° d.sing

dans le cas contraire.

2. Application des formules précedentes a Uellipse et a
la loxodromic spheriques.
t}. Supposons d'abord V'ellipse sphérique rapportéc a son
centre o3 el concevons I'cllipse plane également rapportée a
6.
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son centre, qui en est la perspective sur le plan tangent en o,
le point de vue étant au centre de la sphére: la considération
de cette derniére, si utilement employée déja par M. Borgnet,
dans son excellent Essai de géométric analytique de la sphére
(Tours, 1847), devant nous dispenser de tout calcul nouvean,
par I'emploi des formules bien connues relatives & Vellipse
plane. L'équation de celle:ci, suivant les coordonnées particu-
lieres 1 cL p, est
prla’ b —ry=a*b?,

a, b, r et p désignant les demi-axes de Pellipse planc, ou les
tangentes trigonométriques desdemi-axes del’ellipse sphérique;
le rayon vecteur d’un point quelconque de la courbe, ct la dis-
tance du centre a la tangente en ce point. On aura donc, pour
Pellipse sphérique rapportée aux coordonnées analogues p et p,

I'équation

tang * p (a* 4 b — tang’p) = a’b?,
au
(c} sin’p (a® b - a* + b — tangipy == b* :

de li, en différentiant et appliquant eusuite la formule (g”),

(@b’ + a4 b — tang?p) d.sin sing.tan i 0
2 : *— i @€, —_ 2N . =
gp P ! gp cos’p ’
sinp.dp (@b +a’+ b L tang?p) coa’o ah? cos’p
d.sinp sinp sy
. el
(10) r,:tangO::a’b’.M-
s st p

A Pextrémité de Fun des axes, de Paxe 24, par exemple, la

formule devient
b* _ung'f

2). Supposons, en sccond lieu, Vellipse sphérigue rap-
portée i Uun de ses foyers £, pris pour origine, ¢t cherchons
d’abord son équation entre les coordonnées p et p.

Ona
ff'

smp——smo sinV = sinp.cos/ = sin p cos -’
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V et/ désignant les angles complémentaires que forme le rayon
vecteur frn avec 'arc tangent et I'arc normal en m : le trian-
gle finf" donne d’ailleurs la relation

fuf_ | fSnia g sn—y)
. L sin (o = ) sin {x — 7
‘ smV.—:cosf” :\/ & ./ - f /
(d) 2 sing sing

} sin (2~ 7 )sin{« ~—7)
v = sinpsin(2¢ —p)

et Pon en déduit. pour Uéquation de Uellipse,

sing

(c) sin’p:Sin(X"l—'I)Sin(“—?;)'m

y

le grand axe et Pexcentricité de la courbe étant représentés
par 2e ¢l 27.

Différentiant cette ¢quation, et ayant égard a la formule {(9”).
1l vient d’abord

2sinp.dsinp == sin {« +-y)sin{z — y)

sin {24 — ) coss + sinp cos(2 2 —p) de
sin* (22— op) ’

sin 22,810 (o 4 ) sin (= — ) /
o LR {4
sin®(2a — p) £

sing .dp 2.sinp sing sin*(2 « — o)
d.sinp  sin2z.si0 (z - 7).8i0 (x— )

tang b =

De la enfin, en remplacant sinp par sinp sin’V, et utilisant Ja
formule (4},

sint {x 4+ o) sin*(z — «;

R, 2sinV. g
tanml — 25inV.sin’p.sin* (22 —g) sin' V
& Tsin2xsin{z 4 sin(x—y) " sin 2 %.5t0{x 4 ¢)sin (x — 7
ou
2.sin )sin (o —y 1
(11) re = tang 0 = (2= )sin(z /)_

sin 2 sint ¥

On peut d’ailleurs introduire dans cette formule 1'are nor-
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mal mn= N terminé a I'axe focal Sf'. Car si 'on désigne
par n la bissectrice de I'angle intérieur m d’un triangle recti-
ligne fmf’, par r et r' les cotés adjacents, on démontre aisé-
ment cette formule

. n

m
7 -+ 7 ==12C08 2 5
et en regardant ce tri.angle comme la perspective sur le plan
tangent en 7 du triangle sphérique finf’, on en déduit pour ce
dernier
tang N tang N
tangs ' fang(2x—g)

=2sinV:

d’ot, par des transformations successives,
tangNsin {p + 20 —p ) =tangN sin 2 « = 2siaVsinpsin (22 —p);
ou, en multipliant par sin#” et remarquant que
sinp sin {22 — p) sin’V = sin (« 4 y}sin (« — ¢),
d’'aprés la formule (d},

2sin (« <4 ¢ )sin (e — )
sin2 a

tangN.sinV =

qui, combinée avec la formule (11), nous donne enfin

tangN __ tangN
sin? V.~ cos'i

{12) tang 6 =

Remarqgue 1. Le produit tang N .sin V étant constant, il ré-
sulte de la formule (11) que le rayon de courbure géodésique
en chaque point d’une ellipse sphérique est proportionnel au
cube de la rangente trigonométrique de la portion de. larc
normal & la courbe en ce point, terminé a U'axe focal.

Remarque 11. La formule (12) démontre immédiatement
cette construction du centre de courbure géodésique de Uellipse
sphérique, & laquelle )’étais parvenu par d’autres considéra-
tions (*) : Parle point de rencontre de Uarc normal et de

(*) Des Méthodes en Géométric, page 8. (Mallet-Bachelier, 1855.)
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Uaxe focal, ¢t perpendiculairement au premier, mener un
arc de grand cercle terminé au rayon vecteur qui joint {'un
des foyers au point considéré; et élever, par son cxtrémitc,
un arc de grand cercle perpendiculaire av rayon vecteur et
rencontrant {’arc hormal au point cherché.

3). Laligne aa, éuant une loxodromie ayantpour pole l'ori-
gine des rayons vecteurs, on a, entre le rayon vecteur Ae = ¢

——
d’un point quelconque de la courbe et 'are A p = p, perpen-
diculaire au grand cercle tangent en «, la relation
(f) sinp =sinp.sinV,
dou
d.sinp =sinV.cosp.dp,

puisque, par la définition méme de la courbe, Nangle V est
constant; et 'on trouve, en appliquant la formule {¢"},

tang p
! 4
t3 tangh = ~—21,
13 & sin'V
ou

—

. —
cosAaa’ = tangAa.cotaa’;

a’ é1ant le centre de courbure géodésique de la loxodromic
en a (voir la figure de la page 42). Il résulte de cette formule
que le triangle 2 A @’ est rectangle en A, de sorte que le centre
de courbure géodésigue, en chaque point de la loxodromic,
s'obtient par la méme construction que le centre de cour-
bure de la spirale logarithnique qui en est la projection sté-
réographique. Mais la sarvéte dailleurs Vanalogic entre los
développées plane et sphérique de ces deax lignes. Carsi le
triangle 2 Aa’, rectangle en A, est supposé rectiligne. Vangle
Aaa’ étant constant. il en est de méme de Fangle Aa’a. qui
est précisément égal 4 V5 etde 4 résulte Pidentité de la spirale
et de sa développée. Mais si ce triangle est sphérique, I'angle
Aaa’ étant constant et le «0té Aa variable, langle A /e ne
saurait étre constant; el, par suite, la développée sphérique de
la loxodromic n'est pas soumise an méme mode de construc-
tion que cette ligne elle-méme.
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< 79 . - ] . . -
Si I'on abaisse encore Ap’ perpendiculaire sur aa’, on aura,

At (o /
en posant Aa' = p’, Ap' =g/, ct désignant par &’ le rayon de
courbure géodésique en a’ de la développée de la loxedromic,

sinp’.dp’
tang §’ = P—P
d.sinp’ ’

mais on trouve aisément sur la figure

sinp=tangp’.tangV, sinp’ =sing.cosV,

d'on
(s sinp’ =sinV.tangp’;
de la, en différentiant et substituant dans Fexpression de
tang 6,
, __ sinp’.cos’s’  sinb.cos’s
tang 6 == - =
sinV tang V
ou encore

sinf tangV
T, = —_— = ri)
tang § cos®p

r, désignant [-voir page 37, formule {8') | l: rayon de seconde
courburede laloxodromie. Il résulte de cette derniérve formule,

1 . .
dans laquclle ot Cstun nombre variable, cette conséquence
e
négative déja annoncée (woir page 38, n® 26) que la ligne
sphérique dont la seconde courbure cst constante n’est pas
une loxodromie.

111

Des enveloppes sphériques.

30. De I'enveloppe sphérique d’une séric d’arcs de grand
cercle passant par les différents ppints d’une ligne donnée,
et coupant cette ligne sous un angle qui demeure constandt,
ou qui varie suivant une loi donnée.

Soit 7 le point d’interscction de deux arcs de grand cercle
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. L
inliniment voisins aé, a,¢. coupant sous les angles a el o+ da

Fig. o la higne sphérique aa,. Menons les ares de

. “grand cercle tangents a cette ligne en a.

-/;/T\A;jg{‘ a,, se coupant en ¢ et formant en ce point

“K\i un angle aigu qui est Pangle de contin-

JANS gence géodésique e, de la ligne aa, dont

‘// ‘ nous désignerons Pare ¢lémentaire par ds.

X Le triangle infinitésimal iza, dounant la

relation

o 7 ds.sine
fal | == ——es

SIN fut

on voit que la position du point ¢ sera déterminde si I'on pur-
vient 4 une seconde expression de Pangle 2. Or i) suflit, pour
la trouver, de recourir & une méthode déja emplovée, en assi-
‘milant d’abord le quadrilatere sphérique fata, a une portion de
zone, et en évaluant directement ensuite 'aire de ce quadrila-
tére. On obtient ainsi I'égalité

N RS
i(1—cosiay=i— v, — dn,

(@)

dont la comparaison avec la relation (@) fournit la formule
cherchée
ds

14 tang @i = sing, ———.
{ 4) ® ¢p -+ da

Si lon suppose, en outre, que par les mémes points de [a
ligne aa, on méne des arcs de grand cercle perpendiculaires
aux précédents et se coupant en u, on voil aisément que la po-
sition-limite de leur intersection est donuée par la formule

ds

15 tang @i = cOSa . —
( ) & ,cg—i—da’

~ N\

a et da ayant les mémes valeurs numériques et le méme signe
”
)
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gque dans la formule (1) : nous ferous dans la suite un usage
trés-fréquent de ces formules.

Examinons, en particulier, le cas ou les ares ai coupent la
ligne aa, sous un angle constant : da sera nul dans la for-

ds , . ;.

mule (x4), — représentera la tangente trigonométrique dc
€,
g

Varc aa’ normal 4 la ligne donnée et terminé 4 sa développcee;
etl'on aura

tangai = sina.tangaa’,
ou

tangai = tang aa’ . cosiad’,

qui démontre que le triangle zza’ est rectangle en i, Donc, s
par chacun des points d'une ligne sphérique on meéne un arc
de grand cercle coupant cette ligne sous un angle constant,
le point oiv Fun de ces arcs touche son enveloppe s obtient en
abaissant, du centre de courbure géodésique correspondant
de la ligne proposce , un arc de grand cercle normal alare
coustderé, On a, comme on salt, une construction :ma]oguc
pour les courbes planes (Réaunur}; et la détermination du
centre de courbure géodésique de la loxedromie présente unc
application inverse de cette construction.

31. De l'enveloppe sphérique d’une série d’arcs de grand
cercle, dans le cas ol chacun de ces.arcs est défini par deux
de ses points. Rayon de courbure d’une roulette sphérique;
applications diverses.

Soit aba’ un arc de grand cercle mobile, ct supposons que
son mouvement sur la sphére a laquelle il appartient soit défini
par les mouvements simulianés de deux de ses points a et b,
qui déerivent dans le méme temps les ares trés-petits ae, ot
bb : Parc mobile occupant dans I'instant suivant la posi-
tion a, b,. La limite du point d'intersection &' des deux arcs
infiniment voisins @b, a,b,, c'est-a-dire le point ot I'are mo-
bile «b touche son enveloppe, s'obtiendra (comme dans le cas
analogue du probléme relatif i I'enveloppe plane d'une droite
mobile)} par la comparaison des triangles @’ aa,, a'bb, : ces tri-.
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angles donnent, en eflet,

<, aa,.stna <, bb, .sinb
= ———F—> =
sina'« sina’ b

d o

{4)

sina’a __an, sing
sine’ bbb, sinb

Considérons d’une manicre spéaiale la roalett: spherigu:
aa, engendrée par le poine ¢ invariablement 1ié i la ligne 69
qui roule sur la ligne fixe b6, : la ligne fixe. la ligne et le point
mobiles appartenant a une meéme sphére : et vegardons leslignes
fie et mobile comme des polygones sphériques de eotés infini-
ment petits et égaux deux a deuy; langle extérienr de denx
otés consécutifs de 'un de ces polygones pouvant étre pris, «
la limite, pour Vangle de contingence géodésique de fa higne
correspondante,

Cela posé, les denx polygones étant actuellement cn contact
suivant les éléments ,0. & ', le mouvement de la fignure mo-
bile dans Pipstant suivant consistera en une rotation s efive-
tuant autour du diameétre ob,
et en verte de laquelle le
point mobile décrira un pe-
tit arc de cercle aa,, ayant
pour pdle le point &; P'angle

;. oy . T
décritada, érantégal a b bl

cest-a-dire‘a e, ¢, par suite, en posant bu == p,
bb, =¥ =ds, et désignaut par r,, % les rayons de cour-

bure géodésique cn b, o' des lignes fixe et mobile, ou aura

. 1 A
bb,= ds, aa, == ez ey} sinp=ds (—i—T}smp,

r, r.,
d'ou
: “Lﬂ~(i+L :
(&%) 0= ‘rg_r;)smp.

. . —

On voit d'ailleurs que les arcs @b, a;b, sont normaux 2 la

roulette en a, a,; et que. ces deux arcs allant sc couper aun
n.
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puint ', la limite de aa’ est le rayon de courbure sphérique
de la roulette en a : nous le désignerons par 8, et nous appel -
lerons V I'inclinaison de Yarc ab sur la ligne fixe bb,. Or, la
comparaison des formules (&) et (3') donne, en remplacant
sine par 1 et sind par sinV. la formule cherchée

sin § 1 1\ sinp
———— —i_l—- —_—
(B) sin(§ —p) (rg rg)51nV’

. L I
dont nous allons faire quelques applications.
1). Que 'on considére en particulier la cycloide sphérigue
engendrée par un point de la circonférence d’un petit cercle
de rayon sphérique R roulant sur un grand cercle de la sphére:

on aura d’abord, en posaut r, = » , r, = tangR,
sin sinp
sin{8 —p)  sinV.tangR
Si 'on abaissc ensuite du pdle du petit cercle un arc perpen-
diculaire sur le rayon vecteur p et divisant ce rayon cn deux

parties égales, on aura dans le triangle sphérique résultant
. P . g
sinV=cotR.tang-, ou sinV.tangR = mng; :
2

d’ou, en substituant dans la formule précédente,

sin @ __sinp
sin(6—a)

o
= 2c08’L =1 4+ ¢osg.
14 2
tang ~
g2

On déduit de cette derniére

sinp (1 + cosp)

tangf — —
I — cosp —cos’p

Cette formule a déja été donnée par Gudermann (Grundriss
der analytischen Spharik, p. 46), mais sans construction; et
sous sa forme actuelle elle en parait, en effet, peu susceptible.
Toutefois, si I'on calcule au moyen de cette formule la valeur
de tang (6 — p), on trouve, toutes réductions faites, cetie
équation trés-simple :

(=) tang (9 — ¢) = siny,
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qui conduit a la construction suivante : Sur le rayon vecteur
sphérigue p, qui joint le point décrivant au potnt de contact
actuel du cercle mobile sur le grand cercle fixe, construire
un (triangle rectangle dont Uangle droit soit adjucent au
point de contact, langle gdjacent au point décrivant étant
de 45 degrés; et rabattre le second cété de Pangle droit de
ce triangle sur le prolongement du premier; Yextrémité de cet
are rabattu est le centre de courbure sphérique de la eycloide,
au point considéré,

2). Considérons encore, avee Bernoulli et Clairaut, I'épe-
cycloide engendrée par un point d'un grand cercle de lu
sphére roulant sur un petit cercle fire.

Le lieu des tutersections successives du grand cercle mobile
est ici, abstraction faite du petit cercle directeur, un petit
cerele symétrique du premier par rapport au eentre de la
sphére; et, comme le grand cercle mobile représente, dans
I'une quelconque de ses positions, le grand cerele normal a
I'épicycloide ou le grand cercle tangent a sa développée, on
voit que cette développée est un petit cercle de fa sphére @ ct
I'épicycloide clle-méme, d’aprés un théoréme démontré, est
une kélice sphérigue dont 'axe est perpendiculaive au plan du
petit cercle directeur, c’est-a-dire une courhe rectifiablc,
conime toutes les hélices. On retrouve ainsi, mais d une ma-
nicre intuitive, et en donnant un zom 2 la courbe, le seul
cas, déja rencontré par Bernoulli ¢t Clairaut, ot une épicy-
cloide sphérique soit rectifiable (Mémoires de I Académie des
Sciences, 1732).

3}). Prosrive. Trouver surla spherela ligne dont lerayon
de courbure sphérique est double de Parc normal terminé a
un grand cercle fize.

Regardant, a cet effet, la courbe cherehiée conmnie une rou-
lette décrite par un point a invariablement lié & ane courbe,
de nature inconnue, et qui roulerait sur le grand cercle fixe
dont il s’agit, nous ferons dans la formule (B)

Tg=, Oz=2p, 0§ —o7=0;
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et il viendra

sinap 1 sinp 1 sin? . s sin?
0 : = T —.'_'L" — P z d ou rg = "—"'_'ﬁ_ 3
Sinp r, smV r, sinp 2 C0sp.SInp
. ., , sinodp
dont la comparaison avec la formule générale r; = ———
. € d.sinp

fournit enfin P'équation différentielle de la conrbe auxiliaire
cherchée,

Sinln.dp: sin?o C on zcos‘a.d‘a:(_l'.—sil?p.
d.sinp 2cospsinp’ sing sin p
d’on
sin’g = Csinp,
ou
(.} sinp = CsinV.

Si Von véiablit dans cette formule 'indétermination de fu-
nité de longueur, et si I'on suppose ensuite que le rayon
de la sphére augmente indéfiniment, elle devient 4 la limite
o = C’sinV et représente une circonférence passant par ['ori-
gine des rayons vecteurs. La courbe correspondante sur la
sphére est becaucoup moins simple, et son équation ¢n ¢ et w
ne peut éire obtenue en termes finis que dans le cas ol la
constante C cst égale 4 'unité, auquel cas on trouve

o = o \®
e (\tangz — ':) =C'.

4). Proerime pE CApAN sur LA spRERE. Trouver la ligne
sphérique qui en roulant sur un petit cercle donnéengendre,
par un de ses points, ou par un point qui lui est li¢ invaria-
blement, un grand cercle de la sphére.

Si on modifie la figure sphérique déja employée, de maniére
que les lignes sphériques fixe et mobile soient dans les mémes
relations de position que les deux cercles du théorémc de
Cardan, on aura I’équation

sin g t 1\ sing
Sin(ﬁ'-—p)— re rs sinV’
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.. , . 3 ‘n' .
Faisant dans cette équation § ==, 0 — p=- — 5, et résol-
2 2 L
b
vant par rapport a ;; s 1] vient
1 1 sinV 1 sing

= sin?p (:()SP,

r, désignant le rayon de courbure géodésique du cercle fixe,
1, la grandeur analogue pour la ligne mobile cherchée s et o et
p les coordonnées, déja cmployées, d’un point quelconque de
cette ligne, prises par rapport aun point décrivant, considéré
comme origine. Si I'on remplace enfin dans la derniere for-

f d.sin . . . . .
tnule & par LZ90P on abtient cette équation diflérenticlle de
e sinp.dp

la courbe cherchée

d.sinp sinp

-

sinp.dp  sinfp.cosp ry

que P'on peut éerire
dy ¥ — 1
dr .z(ln-.i.'zjw ro
en posant
sinp =y, cosp = x.
Or, cette derniére équation élant Lnéaire, on trouve en l'iu-

tégranit

V/‘—I:% Vl"__f—i-c}:
RS r

ks

Yy =

et 'on en déduit cetie premiére équation de la courbe cherchice

sing . tang

{a.) sinp — ¥ —+ Ctangp.

;
£

Dans le cas ot la sphére se transforme en un plan, on o
p= E,- —+Cp;
¢t, en supposant nulle la constante C,

) ==,
/ r
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qui représente un cercle décrit sur Pun des rayons » du cercle
fixe comme diamétre. Il en résulte que le théoréme de Cardan
renferme seulement une solution particuliére du probléme
général.

Supposant pareillement nulle la constante C de I’équation
(x3) relative 4 la spheére, il vient

. sin’p sin® sin’ s . ..
sV —= — ., . ¢ —= ey P”:rgcovp—-sm*p;
s COS*p sin?p ~=p*  rgcos’p
ou
dau
(1'.3) /[0)=+-———;I'——:,

A 2 ain?
\/rscos p — sin%p

dont I'intégration ne peut s'eflectuer algébriquement.

Si I'on suppose que la base de la roulette soit un grand
cercle. ou, si 'on pose r, = dans la formule (x,), elle de-
vient

"o

) sinp = Ctangp.

Sila constante C est inf{érieure 4 'unité, cetie équation repré-
sente la développée sphérique d'une loxodromie [voir page 44,
ormule . Et 1a courbe qu'elle représente, dans le cas le
fi le (f")]. Ft1 be qu'elle rep te, dans | |
plus général, se iransforme en unc spirale logarithmique quand
le rayou de la sphére angmente indéfiniment.

5). L'éléganic méthode a I'aide de laguelle M. Bresse a pu
résoudre d'une maniére compléte le probléme de la construc-
tion du rayon de courbure, pour une classe trés-étendue de
courbes mécanigues planes, repose, abstraction faite de toutes
considérations de cinématique, sur ces deux théorémes de géo-
métric

Dans le mouvement d’une figure plane, et a une époque
quelconque de son mouvement,

1°. Les centres de courbure des lignes enveloppées par les
diverses droites de la figure mobile, aux points ot ces droites
les touchent actuellement, sont distribués sur une premiere
circonférence, passan! par le centre instantané actuel de
rotation, et tangente a la ligne décrite par ce centre;
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2°. Les points de la figure mobile dont les trajectoires ont
actuellement un rayon de courbwre infini, sont également
distribués sur une seconde circonférence , symétrique de la
premiére, par rapport au centre instantané de rotation.

Le mouvementd'unc figure sphérique surla sphére i laquelle
elle appartient, présente-1-il des propriéiés analognes?

Cherchons d’abord, pour répondre a cette question, Je fieu
des points de la figure mobile qué décrivent actucllcment des
ares de grand cercle, ow dont les trajectoires ont actuelle-
ment un rayon de courbure géodésiguc infini. 11 sufiit pour

cela de faire

= . .
9:;, sinf==1 et sin(0--p)==cosp,

dans la formule (B); et Fon trouve ainsi, ¢n remplacant V
par o,
1 ds

(&) sinpcosp = Csinw, €= — =

pour équation de la courbe cherchée, qui n'est pas un cercle
comme dans le plan, mais bien une courbe du troisiéme degre
représentée, suivant lesystéme de coordonnées de Gudermann,
pav cette autre équation

() (tang*E + tang™a) (1 — Ctang » ) — G tang » = o.

in second licu, il est facile de voir que sur la sphére il
n'existe plus, comme dans le plan, une courbe spéciale lieu
geométrique des centres de courbure sphérique des lignes enve-
loppées par les divers grands ceveles de la figure mobile; et
que ces centres peuvent couvrir la sphéve tout enticre : le
centre de courbure de la ligne enveloppée par un grand cercle
quelconque coincide, en effet, avec le centre de courbure de
la trajectoire décrite par le pole de ce grand cercle; et les cen-
tres de courbure des diverses enveloppes sont, par suite, dis-
séminés d'une maniére quelconque sur la sphére, exactement
comme les centres de courbure des trajectoires correspon-

dantes.
8
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Néanmoins, si 'on sait qu'un grand cercle de la figure mo-
bile tourne autour d’un point fixe, son pdle décrivant un grand
cercle, on connaitra un point de la courbe

sinp cosp = Csinw,

qui est complétement déterminée par la connaissance de Lrois
de ses points, et que I'on pourra utiliser, quoique avec beau-
coup moins d’avantage que la circonférence qui lui correspond
dans le plan, pourla construction du centre de courbure sphé-
rique de la trajectoire d’un point quelconque de la tigure mo-
bile.

Remarque 1. 8i on pose, dans la formule (B) (voir page 52),
T
8§ —p—= 2’

d'ou

sin{(f—p)=1 et sind=cosp,
on trouve I'équation

¥ ¥
i = -t — v o1
Sin w ( oo rq> tan;;p

elle représcnte une ellipse sphérique, capable d'un angle
droit, et dont 'axe hypoténuse est normal 4 la ligune des cen-
tres instantanés de rotation; et cette ellipse d’ailleurs est e
licu géométrique des points de la figure mobile dont les cen-
tres de courbure des trajectoires sont situés & go degrés du
centre instantané de rotation. La courbe actuelle présente
donc des analogies géométriques plus intimes avec la circonfé-
rence, lieu des points sans accélération centripéte, employée
par M. Bresse; et se transforme aussi en cette circonférence,
quand le rayon de la sphére augmente indéfiniment.
Remarque 11. Les points de la figure mobile situcs sur
Uellipse sphérique , capable d’'un angle droit, et ayant pour
axe hypoténuse le rayon de courbure sphérique de la ligne
mobile, ont leurs centres de courbure sphérigue distribués sur
nne seconde ellipse, de méme nature que. la précédente, et
ayant pour axe le rayon de courbure sphérique de la ligie
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fixe : en appelant ligne fixe la courbe des centres instantancs
de rotation, et ligne mobile la courbe qui, en roulant sur la
premiére, produirait le mouvement considéré de la fignre pri-

mitive.
Iv.

Sur divers usages du principe de dualité qui résulic, sur
la sphére, de la théorie des figures supplémentaires.

32. Le principe de dualité qui résulte, dans la géométric de
la sphére, des propriétés des figures supplémentaires, est connu
depuis longtemps; et on en a tiré déji un parti considérable
pour I’étude de divers lieux géoméuriques, et decertaines cour-
Les enveloppes.

Il nous parait toutefois que 'on n’a guére considéré jus-
quici dans ce principe que 'un des aspects qu'il présente, et
d'aprés lequel, & chaque horizon découvert dans une premicre
exploration géoméurique, correspond un second horizon ,
aper(,;u.‘ sculement par les yeux de Uesprit, et n’ayant exigé
aucun effort, aucun déplacement nouveanx. En d’autres termes,
on a vu surtout dans ce priucipe un précieux moyen de multi-
plication des vérités déja acquises, sans apercevoir peut-tre,
d'une maniére asscz nette, qu’il présente aussi un- mode re-
marquable de transformation & I'aide duquel un probléme de
géoméirie infinitésimale se raméne, dans un grand nombre de
cas . a un probleme de géométric finie : la méthode infinitdsi-
male intervenant seulement, et une fois pour toutes, dans 'é-
tablissement des liaisons existant entre deux lignes supplémen-
tires : les problémes suivants nous offriront divers exemples

de eette transformation.

33. Considérant une courbe quelconque nen’. I'are 1angent
en un point m de cetie courbe, et les ares fp, f/p',... menés
des foyers donnés f, f'... perpendiculairement au premier;
les arcs pfiew p’ f/, prolongés, se coupent en un point M qui est
le péle del'are tangent pmyp’ clqui appartient 1a courbe MM,
supplémentaire de la proposée . les points m et M étant dailleurs

8.
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deux points correspondants de ces courbes, Si donc, posant

7 Ty

p=p fFp=p,. ..,
on cherche a définir la ligne sphérique dont Yarc tangent en
chaque point posséde la propriété exprimée par I'équation

¢ (p, P'5. - .) = copstante,

la ligne MM/, supplémentaire de la ligne cherchée, sera définie
par P'équation
ks

9 (5_.?, ;"‘P':' . ) = constante,

ps ¢s... désignant les rayons vecteurs fM, f'M,... complé-
mentaires des arcs p, p/,....

a). Tutorime L. m, n!,... désignant des coefficients con-
stants , la courbe représentée par I'équation

(1) m.sinp 4 m’.sin p’ 4. . .= constante,

est un cercle. La courbe supplémentaire est, en effet, définic.
par I'équation

(1) m.cosp + m'.cosp’ +. ..= constante,

qui représente un cercle, comme on I'a vu précédemment
(voir page 26, n° 3).
b). Tutorime Il. La courbe
sin (Z —]—))
(2) 4>

—————/ = constanie
. g
sin{Z 2
4 2
est un cercle.

La courbe supplémentaire est, en effet, définie par Péqua-
tion

Ty

sin =~

3

(=) ; = constante,
sin =

WD

qui exprime que le rapport des distances rectilignes d'un point
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quelconque de la courbe aux deux foyers f, 7 est constant :
cette courbe est done un petit cercle, intersection de la
sphére proposée et d une scconde sphére, dont le centre est
quelque part sur la droite ff".

c). Tutoneme IIl. La courbe

o cos p
{3} ——— = constante
cos p

est une ellipse sphérique, enveloppe d'un quadrant dont les
cxtrémités glissent sur deux grands cercles donnés : la courbe
supplémentaire

sinp
(3) ——, = constante

sinp
est; en eflet, une ellipse sphérique, capable d'un angle droit
(Vannson, Nouvelles Annales de Mathématiques; 1858.
page 253 ).

d). Tutorime IV. La courbe

4 J
Hn p + p’ = constante
est une ellipse sphérique : la courbe supplémentaire est en
eltel représentée par 1'équation
(4) p 4~ p' = constante,
qui est I'une des définitions de Uellipse sphérique; et 'on sait
que I'ellipse a pour supplémentaire une autre cllipse.

e). TutoriMe V. La courbe
(5) sinp,sinp’ = constante
est une ellipse, ayant pour foyers les pomts f, f'.

Prenant, en effet, comme dans le n° ¢), le milieu de l'are
Jf' = 2c¢ pour originc des coordonnées polaires » ¢t m, on o«
pour la courbe supplémentaire,

€0s*r cos’c — sin*rsin’c cos’ew = 47,
cos*c —sin‘c.tang?r cos’w = A* (1 + tang‘r);
ou, en remplacant tang®rcos’w et tangr par tung’f «
tang® £ + tang®» respectivement,

(5') (A= sin*c) tang’E -+ &% lang'n = cos’c — £ :
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Equation d'une courbe du second degré ou d'une ellipse
sphérique, d’ou I'on déduirait aisément I’équation de Vellipse
primitive, de mauiére a constater que cette derniére a précisé-
ment pour foyers les points f et f.

Observation. On pourrait aussi étudier directement plu-
sieurs des courbes précédentes, en employant d’une maniére
convenable les formules

__sinp.dp S
s = d.sinp’ cosV=X

Reprenons, par exemple, la courbe
(s) sin p sin p’ = constante,

et désignons par p et o' les rayons vecteurs qui joignent un
point quelconque de cette courbe aux deux points f'et /. On
a cette double expression du rayon de courbure géodésique de
ta ligne cherchée,
__sinp.dp __sinp’.dg
8= d.sinp  d.sinp’

d’ou

inp.d ing'.dp’
Pl hdd d.sinp’:s————-—m‘o a’.

d.sinp =
7, T,

et st l'on parte ces valeurs dans 'équation différentielle
d.sinp d.sing’
sinp sinp’
déduite de I'équation (5), on trouve, successivement,
sinp.dp  sinp’.dp dp dg’
— —+ 3 T — 0, < ;= 0,
sin p sin p sinV ~ sinV

ds.cosV _, ds.cosV’
v =+ Ty — O tangV = tangV’:

on a donc aussi
cosV ==tcosV’,
ou
do , dp’

e Tl g +di =o0:
a5 — s 0, ou dpXdp =o;

Document numérisé par la Bibliothéque Interuniversitaire Scientifique Jussieu - UPMC



DES LIGNES $PHERIQUES. 63
d’ont enfin
p == o' = constanie,

équation d'unc ellipse sphérigque.
! I q

34. De laligne sphérique ayant pour podaire un grand ou
un petit cercle.

La podaire d’une ligne sphérique quelconque, relativement
a un point o pris arbitrairement sur la surface de la sphérc.
et la supplémentaire de cetie méme ligne, sout denx courbes i
rayons vecteurs complémentaires, I'origine de ces rayons étant
au point o : il en résulte, en prenant le centre de la sphére
pour point de vue, et le plan tangent en o pour plan du ta-
bleau, que les perspectives de ces deux courbes forment deux
lignes planes a rayons vectenrs réciproques, ou simplement
deux lignes réciproques par rapport a l'origine o3 et ces rela-
tions entre la podaire et la supplémentaire d'une ligne spheé-
rique permettent de résoudre d’une maniére trés-simple les
probiémes suivants :

a). Provuive I. La podaire étant un grand cerele, trou-
ver la ligne prinutive.

Solution. La perspective de Ja ligne cherchée est une ligne
plane dont la podaire relative au point o est une ligne droite:
¢’est done une parabole ayant le point o pour foyer: et la ligne
cherchée elle-méme est une conique sphérique ayant P'ua de
ses fovers au point o. [Vailleurs si on veut la définir avee plus
de précision, il suffit de remarquer que la podaire et la sup-
plémentaire de la ligne cherchée se projettent suivint deux
lignes réciproques par rapport i 'origine o. Or, la projection
de la premiére élant, par hypothése, une ligne droite, la pro-
Jection de la scconde est une circonférence passant par Pori-
gine; et la supplémentaive de la ligne cherchée est Tellipse
sphérique, capable d'un angle droit, dont le point donné o et
le pole du grand cercle podaire sont les extrémités de L'axe
hiypoténuse. La ligne cherchée est donc enfin o conigue
sphérique, enveloppe d'un quadrant dont les extrémités glis-
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sent sur deux grands cercles donnés, et son équation est

tangx.tangy = —4(:—059 )

les deux cercles directeurs étant pris pour axes.

). Proeime IL. La podaire étant un petit cercle, trouver
la ligne primitive.

Les projections, sur le plan tangent a I'origine o, de la po-
daire et de la supplémentaire de la courbe cherchée, sont, la
premiére une conique plane, la seconde la réciproque de cette
counique, ou une courbe plane du quatriéme degré. Il en ré-
sulte que la supplémentaire de la ligne sphérique cherchée est
également du quawriéme degré, la ligne cherchée étant deés
lors d'un degré supérieur au second.

35. La substitution de la courbe supplémentaire a la courbe
primitive ne peut étre d’aucune utilité dans la recherche de
la développée d’une ligne sphérique, car deux lignes sup-
plémentaires ont méme développée sphérique. Mais on peut
alors substituer a4 la recherche de la développée celle de la
courbe supplémentaire de cette développée : et il est facile de
voir que cette derniére recherche constitue un probléme de
géométrie finie, ou n’exigeant du moins que la solution du
probléme des tangentes,

Que V'on méne en effet par chaque point d’'une ligne sphé-
rique un arc de grand cercle tangent i cette ligne, et-que Uon
prenne sur cet arc 4 partir du point de contact une longuenr
égale & un quadrant. Entre la ligne primitive ct la courbe
déerite par Vextrémité de cet arc, que nous avons déja ap-
pelée Vindicatrice de ceue ligne, existeront les relations sui-
vautes :

1”. Lindicatrice peut étre considérée comme le lieu des
extrémités des rayons de la sphére paralléles aux tangentes rec-
tilignes de la ligne primitive;

2°. L'indicatrice et la développée de la ligne primitive sont
deux courbes supplémentaires.
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La recherche de FLélice sphérique nous a fourni une pre-
miére application de ces relations : nous allous voir qu'on
en déduit, trées-simplement aussi, I'équation de la développée
de 'ellipse sphérique, déja obtenuce par Gudermann (Sphari.
page g2). .

Soit (x, y) un point quelconque d'une ellipse sphérique

x7 y?

(1) p -+ Ix =1,
rapportée & son centre ¢t i scs axes; @ et b, x et y désignant
les tangentes trigonométriques des demi-axes de la courbe et
des coordonnées axiales du point considéré. Le point corres-
pondant (xy, y,) de I'indicatrice étant situé sur 'are tangent
a Pellipse cn a, et sur le grand cercle ayant pour péle le
point a (x, ¥); on a, pour déterminer les coordonnées ;. y,
de ce point, les équations

ot ¥y
;;'a}-—b»’-':{, L) Y = 1

d’ott, en posant

A==, a=a( b)), b==>b{1+a,

’Ax_-h(l'

. ‘; c:.r,,
"Il) <

=5

b ey,

On en déduit d’abord cette équation de Uindicatrice

al7 blz

(2 — —_—
(2) c‘x7+n‘y:

l’

et son grand cercle tangent est représenté, toutes simplifica-
tions faites, par I'équation

12 b':

Y.

cz cy;

41 ==0.

Or, ce grand cercle ayant pour péle le point correspondant
(£, n} de la développée, son équation peut étre identifice a
9
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celle du grand cercle polaire de ce point

X E4+Y.n41=0;
et il résulte d’abord de cette identification,

a’ b
= —— = — )3
£ ¢z} : ¢yl

d’ond
]

1 o JL I n\ ¥
Et la substitution de ces valeurs dans 'équation (1) donne
enfin

o e
¢ [
d=a—b, a =a(1+b), V=014 b%;
pour équation de la développée de Lellipse sphérique. La
courbe (3) a méme développée sphérique que U'indicatrice (2).

Mais, tandis que cctie derniére est seulement du quatriéme
degré, la développée del'ellipse est du sixiéme.

V.
De quelques propriétés nouvelles des coniques sphériques (*).
I,

36. Si l'on rapporte les différents points M d’une sphére a
deux grands cercles fixes OX, OY, et que, prenant sur chacun
d’eux, & partir delorigine O, les arcs OX, OY égaux & un gua-

~ ;
drant, on méne les ares YM, XM coupant respectivement OX,
OYen P, Q, les arcs OP = ¢, OQ == seront les coordonnées

(*) Toutes les propriétés qui suivent ont ét¢ communiqudes i la Société Phi—
lomathique, le 22 mai 1838, et sc trouvent reproduites dans son Bulletin, La
livraison de juillet (838 des Nouvelles Annales de Mathématiques venferme, sur
le méme sujet, un article de M. Vanuson, qui est parvenu, de son coté, et par
une voie toute différente de la nétre, i quelques—tnes de nos propositions.
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axiales du point M; et les tangentes trigonométriques de ces
arcs
x = tang&, y =—tangn,

seront les coordoundes sphériques de ce point, suivant la défi-
nition de Gudermann (Spharik, pager): une ligne sphé-
rique MM’ étant dite, en outre, du n“m degré, quand les coor-
données sphériques de chacun de ses points satisfont & une
méme équation f'(x,y) = o, algébrique et du degré ».

37. Si prenant le centre de la sphére pour centre de projec-
tion, le plan tangent a I'origine O des axes curvilignes OX, OY
pour plan dc projection, on projette centralement le point M
en m; ct que l'on rapporte le point projeté m aux axes recti-
lignes Ox, Oy respectivement tangents aux axes curvilignes
précédents OX, OY : on reconnait sans peine que Jes coordon-
nées rectilignes dn point m sont respectivement égales aux
coordonnées sphériques de méme nom du point M; d'ou cette
conséquence intuitive qu'une ligne sphérique du second ou du
nire degré appartient & un cone du second ou du " degré:
concentrique & la sphére el ayant pour base sur le plan tangeut
a l'origine O une courbe plane du second ou du 1" degré;
une ligne sphérique du premicr degré étant un grand cercle.

38. A unc conique plane a*y? + b*x* — o*b* =0, située
dans le plan tangent en O, ayant pour grand et petit axes 2.a
et 25 etdont le centre est en O, correspond une conique sphé-
rique représentée par la méme équation, ayant pour centre le
point O, et dont les axes 20 et 23 sont définis par les équa-
tions

tangz = a, tangf = b.

On sait d’ailleurs que cette courbe peut &re engendrée par le

mouvement d'un peint M dont la somme des distances sphé-

riques & deux foyers fixes ', I’ demeure constante et égale au

grand axe 20. Les deux foyers ¢tant situés sur le grand axe, de

part et d’antre du centre, ¢t a une distance y de ce dernicr,
g.
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définie par I'équation

cosx == cos B cosvy.

39. Une conique sphérique quelconque a toujours trois cen-
ires, un-centre intéricur et deux centres extéricurs; sou équa-
tion peut toujours, par un changement d’axes, éire ramenée a
la forme précédente; et, par suite, toute conique sphérique
admet au moins un systéme de deux foyers. Toutes ces pro-
priétés, et beaucoup d’autres que, pour I'objet que nous avons
e¢n vue, il scrait inutile de rappeler, sont aujourd'hui fort con-
nues, grace aux travaux de MM. Chasles, Gudermann ct Bor-
guet, La méthode particuliéréement élégante snivie par Uauteur
de I'fssai de Géomértrie analytique sphérigue (Tours, 1847),
consiste essentiellement a substituer a une ligne sphérique rap-
poriée a un point O de la sphére, la projection centrale, ou
perspective, de cette ligne sur le plan tangent en ce point; le
centre de projection, ou point de vue, élant au centre de la
sphere : ce mode de transformation possédant d’aillenrs plu-
sicurs propriétés remarquables. Les plus importantes, et ¢n
meéme temps les plus intuitives, résident dans U'égalité déja
mentionnée des coordonnées sphériques ct rectilignes de deux
points correspondants vapportés a des axes passant par Pori-
gine; daus la conservation des lignes géodésiques et dans celle
des poles ct polaires relatifs & une courbe du second degré : cc
sont du moins les seules qui aient é1é employées par M. Borgnet.
Il en existe cependant quelques autres, un peu plus cachées,
que nous allons exposer; et qui nous ont conduit a plusieurs
propositions nouvelles, paraissant clore la séric des analogics
déja constatées entre fes coniques planes et sphériques.

w

40. Lemme L. A deux grands cercles de la figure sphéri-
que, perpendiculaires entre eux et dont {’un passe par Uori-
gine O, correspondent, dans la projection centrale surle plan
tangent en O, deux droites perpendiculaires entre elles,
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M. Lesuell. Le rapport des sinus des distances sphériques
d'un point M @ Uorvigine O et &t un grand cercle fize D).
Fig. 2. est égal aw rapport des distances de sa
projection m & la méme origine O et a la
drotte correspondante A, maltplic par
nne coefficient constant; la valeur de ce

cocfficient étant indépendante de Ya posi-
tion du poiut M.
. . gng N 7 .
Abaissous, en cllet, OD, O d perpendicn-
laires sur Iare DD et sur la droite o/, me-

gy et . .
nons MD, md; et projetons le point O
~TN ——
en H et / sur MD et ind. On aura

sinMO _ langODM mQ  tangOdm __ tangOdm
sinMP  sinDOM mp  sindOm  sinDOM

sinMO mQ _ tangODH tang ODH
snMl " mp T tangOdh  cotdOh
o
T eosOD

= tang ODH . tang DOH
= constanle. <. Q. F. oo

42, Lesste ML St un point O est tel que le grand cerele

joignant ce point & un point quelconque IV de sa polaire
—
DD relative & une conique sphérique C soit perpendiculaire
a la polaire du point I, prise par rapport & la méme coni-
que; le pont O coincidera nécessairement avee Uun des deux
Sfoyers de la conique considérce.

On reconnait d'abord que le point O est situé sur 'un des
axes, CA par exemple, de la conique considérée; sa polaire
relative DD’ étavt dés lors perpendiculaive a cet axe : soient
poscs

a:a, CB = B; (:'?):.7’, (/]B:?)",
7' et @' ¢lant liés par la relation

tang®

fa tangd’ = .
) ° tangy’
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Si 'on méne l'arc tangent au sommet B de la courbe, ren-
contrant en D’ la polaire du point

s . S s

O, ct que 'on méne OB, OD/, ces
deux arcs seront perpendiculaires
entre cux, ct les angles BOC, D'OD
seront complémentaires. D'aillenrs

I'arc D'B, prolongé, allant couper
Paxe AA’ en P, ce point P est situé a go degrés du centre C,
et I'angle en P du triangle PDIY est mesuré par I'arec BC = .

Cela posé, dans les triangles rectangles OCB, ODD’, PDD/

les sinus de 6(\3, OD, PD sont respectivement égaux aux pro-
duits des cotangentes des éléments adjacents; et ’on a, aprés
avoir multiplié membre a4 membre les deux premiéres des
trois égalités résultantes, et en-conservant la troisiéme,

siny’.sin (4§ — 4" ) = tang DD'. tang BC = tang DD’ tang B,
sinPD  ou cos¢’ = tang DD’ cotP == tang DD’ . cotf:

d'ou, en divisant membre & membre,

sin {6/ — ¢')

siny’. == tang?
/ cos o’ g6
on

siny’ (tangd’.cosy’ — sin4’) = tang® p.

Enfin, la substitution de sa valeur (a) 4 1angd’, et quelques
transformations conduisent a la relation

(=} cos« = cos B.cosy’
qui démontre la coincidence du point O avec I'un des foyers.

43. Lemme IV. Dans toute conigue sphérique, le rapport
des sinus des distances sphériques, au foyer O et & sa polaire
relative DD’, de l'une des extrémités A ou A’ de 'axe focal.
est égal au rapport analogue par Uautre extrémiié.

L’égalité SinAQ _ sind’0 exprime en effet que les rayons de

sintAD  sinA’D
la sphére qui aboutissent aux sommels A et A’, au foyer O et
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p
au pied D de sa polaire relative sur Paxe, forment un faisceau
harmonique : ou que les traces de ces rayons sur le plan tau-
gent en O déterminent un systéme de quatre points conjugués
harmoniquement. Or cette propriété, ayant lien quelle que soit
la position du point O sur I'axe AA', a licu, en particulier. pour
chacun des foyers.
1.

44%. ProsLime. Trouver sur la sphére le liey géométriqne
des points M dont les sinus des distances sphériques & un
point O et & un grand cercle fixes, sont dans un rappor
constant., _

Solurion. La projection mm' de la courbe cherchée sur le
plan tangent en O pourra étre considérée,d’aprés le lemme 11,
comme le lieu des points m dont les distances aun point O et a
la droite fixe Ad’ (projection du grand cercle DD’} sont dans
un rapport constant : cette projection e¢st done une couique
plane, ct la ligne primitive est une conique sphérique. Dail-
leurs, dans la projection, la dircetrice dd’ est la polaire du
foyer O, et la droite joignant celui-ei a un peint quelconque
' de sa polaire est perpendiculaire & la polairve de ce point o',
Les mémes dépendances existent donce dans la figure sphé-
rigque entre le grand cercle directeur DD’ et le point O3 et par
suite, d’apres le lemme 111, le point O est Pun des fovers de la
conigque sphérique, le grand cercle DD étant de méme Ja
polaire du foyer relative a la conique. Ona donc ce théoréme:

Tutonrivr 1. Le lieu des points de la sphére dont les sinus
des distances sphériques @ un point et & un grand cercle fixes
sont dans un rapport constant, est une conigue spherigue
dont Uun des foyers est au point fixe, et pour laquellc lu
polaire de ce dernier coincide avee le grand cercle directenr.

45, Turonime II. Réciproquement, toute conique sphé-
rigue C présente cette propriété que les sinus des distances
sphériques d’un point quelcongue M de la courbe @ 'un des
Jivers O, et au grand cercle DD’ qui est la polaire de cr
_/b)‘er, sont dans un rapport constant.
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Démonstration. Considérons, cn effet, indépendammvem de
la conique C+ une seconde conique C' qui serait le licu des
points M/ dont les sinus des distances sphériques au point (}
et au grand cercle DD’ sont dans un rapport constant, égal
au rapport analogue pour Uun des sommets A ou A', de laxe
focal de la conique C. Cette conique C’ aurait en commun
avec la conique proposée le foyer O, d’aprés le théoréme pré-
cédent, et les deux sommets A, A’ de 'axe focal, d’apreés le
lemme IV ; mais ces conditions entrainent évidemmentla coin-
cidence des coniques C, C’; et Je théoréme est démontré.

Cororrare I. La perspective d'une conique sphérique sur
le plan tangent en Uun de ses foyers a méme foyer que cetic
conique, et sa directrice est la perspective du grand cercle
directeur de la conique sphérigue : et réciproquemcent.

Cororramre 1. L'éguation d'une conique sphérique , rap-

portée & l'un de ses foyers, peut prendre l'unc quelconque
des formes suivantes, '

. P
tangp = { —ecosw

tangp:mtangé —+ nlangy 4-p = mx 4+ ny +p.

Réciproquement, toute équation de I'une de ces formes re-
préscnte une conique sphérigue dont Uun des foyers est a
lorigine; le grand cercle directeur relatif au foyer origine
étant représenté par Léguation

mtang¥ 4+ ntanga +~p=o0, ou mr - ny-+p=o.

La proposition directe avaitseule é1¢ établie parGudérmann.
(Spharik, pages 78-80.)
Remargue. Le théoréme 1 peut étre établi directement,
Fig. 24. au moins quant & la nature de la courbe
décrite par le point variable M, de la ma-
niére suivante, La relation donnée

sin MO

———— = Ak = constante
sin MP
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peut étre remplacée par celle-ci

sinMO P

cosMp
p désignant le pole du grand cercle directeur DD’. Or,

N —
en posanl OM = py MOp=u,0p =7, ona

e . .
cos Mp = cospcosy’ +sinp.siny’ . cosw;

et I'on en déduit successivement
sinp =4 cosy’ cosp+ ksiny’sing. cosw,
tang p = Acosy’ +Asiny . tangp cosa;

tangp — & cosy’ + A siny’ tang§ = m ~+ ntang
équation d'une conique sphérique.

46. Delaparabole sphérigue. Lanature du lien des points M
de la sphére, dgalement éloignés d'un point O et d’un grand
cercle fixes, peut &tre obtenue immédiatement en remar-
quant que la somme des distances sphériques d’un point du
lieu au point O et au pole p du grand cercle fixe est égale a un
quadrant. La courbe considérée est donc une conique sphé-
rique dont le point O est un fover, le second foyer étant le
pole p du cercle directeur, et le grand axe de ellipse étant
égal & un quadrant : or c'est précisément a cette courbe, dont
I'équation peut se ramener a la forme y* = 2px, quion a
déja donné le nom de parabole sphérique; et cette coiucidence
compléte la série des analogies que présentent, au point de
vue des foyers et des directrices. les coniques plancs et sphé-

riques.

47. Tutonime 1. Le lieu décrit par le sommet d'un angle
drott circonscrit & une parabole sphérique se compose de
deux grands cercles : les cercles directeurs relatifs aux deux
Joyers.

Démonstration. Les considérations géométriques que l'on
emploie pour établir la propriéié analogue de la parabole

10
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plane, s’appliquent sans aucune modification a la parahole

sphérique.

18. Tutonime IV. L¢ lien des projections d’un foyer O
d'une conique sphérique sur les arcs de grand cercle tan-
gents & la courbe, est, en général, une scconde conique
sphérique dont le petit axe est dirigé swivant le grand axe
e la proposée; et le point O est 'un des pdles des sections
circulaires du céne qui la contient : le lieu en question peuwr
d’ailleurs se réduire & un grand cercle, dans un cas parti-
wilier déja examiné (voir page 63); mais il ne peut jamais
étre un petit cercle de la sphére.

Démonstration. La projection du lcu considéré sur le
plan tangent au point O est en effet la podaire d’une conique
plane par rapport & I'un de ses foyers; et cette podaire est
un cercle dans le cas géuéral, une ligne droite dans un cas par-
ticulier; et le conc qui renferme ce cercle, dans le cas général,
¢t qui a pour sommet le centre de la sphére, n'est jamais de
révolution.

Remarque. La podaire d'une conique sphérique, par rap-
port 4 un point quelconque O de la sphére, et la supplémen-
taire de cette conique étant, relativement au méme point O,
deux lignes 4 rayons vecteurs complémentaires; leurs pro-
jections sur le plan tangent en O seront deux lignes réci-
proques. Donc, la podaire d’unc conique plane, par rap-
port & un point quelconque de son plan, est la réciprogue,
par rapport au méme point, d’une seconde coniquc,

49. U'application de la théorie des figures supplémen-
taires anx théorémes précédents conduirait aisément aux
théorémes corrélatifs , que nous nous dispenserons d'é-
noncer.

e PP -
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1

CHAPITRE 1V.

DE L INDICATHICE SI’I]t](lQ(I!E.

30. Définition de 'indicatrice sphérigue 4 rwne ligne a
double courbure.

Considérons dans I'cspace une ligne a double courbure quel-
ronque L, et menons par le centre d'une sphére de rayon 1.
des rayons ot, or, parallles aux tangentes de cette ligne : fenrs
‘extrémitést, ¢, formeront sur la surface de la sphére une ligne Z
que nous appellerons Uindicatrice splérigue de fa ligne primi-
tive; les points correspondants desdeux lignes seront d ailleurs
un point quelconque de la ligne primitive. el Je point de la
ligne sphérique qui est Pextrémité du ravon paralléle i la tan-
gente au premier point.

1. Relations descriprives entre une ligne et son indica-
trice sphérigque.

Une ligne quelconque de espace Loct son indicatrice £, con-
sidérées en des points corresponduints, présentent les propriétés
suivantes : Le plan du grand cercle tangent a Uoicatrice est
paralléle au plan osculuteur de la tigine prontive 1 la tan-
gente rectiligne de ! ‘mdicatrice est paralléle & la normale
principale de la ligne L., et le rayon de la sphére aboutissant
au péle du cercle osculateur de Uindicutrice est paralléle a
la direction limite de la plus courte distance entre deux nor-
males principales consccutives dela ligne k., ou a la drotre rec-
nfiante. Ces relations sont a peu prés ¢videntes. Ainsi, le
plan foz; étant paralléle au plan mené par une tangente fixe de
la ligne L, parallelement a une tangente infiniment voisine, les
limites de ces plans, c’est-a-dire... sont paralleles. La tangente
de Vindicatrice en ¢ étant située daus le plan du grand cercle
tangent en ce point, ct se trouvant perpendiculaire dans ce
plan au rayon ot, est parallele 4 la normale principale de la
ligne L, qui occupe. dans le plan osculateur et par rapport a la

10.
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tangeute de cette ligne, une position semblable. Enfin, le rayon
de la sphére aboutissant au point d'intersection de deux grands
cercles normaux a 'indicatrice, est perpendiculaire & deux tan-
gentes rectilignes de Uindicatrice, ou paralléle a la plus courte
distance de deux normales principales consécutivés de la ligne
primitive ; donc la limite de ce rayon ou le rayon de la sphére
(ui aboutit au centre de courburce sphérique de I'indicatrice,
est paralléle a la'droite rectifiante. Cette derniére observation
conduit 2 la conséquence que la développée sphérique de Uin-
dicatrice est elle-méme Uindicatrice sphérique de Uaréte de
rebroussement de lu surface rectifiante, engendrée par les droi-
tes de méme nom, c’est-a-dire par les intersections successives
des plans menés par les tangentes de la ligne primitive, per-
pendiculairement aux plans osculateurs correspondants.

82. Relations métriques entre la ligne primitive ct son
indicatrice.

L’arc élémentaire ds = t¢, de Pindicatrice pouvant éire rem-
placé par P'arc de grand cercle #,, et ce dernicr mesurant l'an-
gle des rayons ot, ot paralléles 2 deux tangentes consécutives
de la ligne L, on voit d’abord que {’arc élémentaire ds de I’tn-
dicatrice mesure U'angle de contingence E de la ligne pri-
mitive

(16) s = E.

Il résulte ensuite de la premiére des relations descriptives
énoncées précédemment, que I'angle de contingence géodési-
que de Uindicatrice est égal a Uangle de torsion H de la ligne
primitive
(17) e,=H;

et de la combinaison de ces relations on déduit

R,
(18) rg:.tangezﬁ_l.

Cette formule exprime que le rayon de courbure géodésique
de Uindicatrice mesure le rapport de la premiére & la se-
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conde cowrbure de la ligne primitive; elle fournit en méme
temps la tangente trigonométrique de 'inclinaison. sur le
plan osculateur, de la plus courte distance entre deux norim-
les principales consécutives de la ligne primitive.,

Enfin, angle w de deax normales principales consécutives
de la ligne primitive est égal 4 I'angle de contingence de I'indi-
catrice,

{1g) w==2C;

et si Pon appelle E’; B les angles de contingence et de torsion
de 'aréte de rebroussement dela surface rectiliante, qui a pour
indicatrice la développée de la ligne ¢/, on aura (d'aprés les
rclations établies 4 la page 37 entre une ligne sphérique et sa

développée)
Fe=dsé="h =dn,

on
o — . arc tane N
{20) E' = d.arctang —:
R,
el
H=¢ =e=mu,
ou
{21) H=—ow=e.

83. De deux autres lignes sphériques conjugnées a la
ligne primitive, et de leurs relations avee I'indicatrice.
Merions, par le centre de la sphere, deux nouvelles séries
Fig. 5. de rayons on, ony,... etop, opy,...
paralléles aux normales principales
et aux droites polaires de la ligne
primitive: leurs extrémités engen-
dreront deux nouvelles lignes sphé-
riques nzzg et ppy, dont nous allons
indiquer rapidement les liaisons

avec I'indicatrice ¢2,.

1°. Le plan ton élant paralléle au plan osculateur de la ligne
primitive, et 'augle ton étant droit, Farc tn est égald un qua-
drant et coincide avec I'arc tangent & Vindicatrice ¢n 1. Ainsi
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la ligne sphérique des normales nn, peut sc construire par
points en menant des arcs de grand cercle tangents & Uin-
dicatrice en ses diffcrents points, et prenant sur chacun d’eux,
@ partir du point de contact, un arc égal & un quadrant.

Le rayon op étant perpendiculaire au plan osculateur
de la ligne primitive et, par suite, au plau ton, le point p est
le pole deI'arc de grand cercle in; donc la ligne sphérigue des
drottes polaires pp, peut se construire par points en menant
parles divers points de Uindicatrice des arcs de grand cercle
normau a cette courbe, et prenant sur chacun d’eux, a par-
tir de cette derniére, un arc égal @ un quadrant. On voit ¢n
outre que L'indicatrice et la ligne pp, sont deux lignes sup-
plémentaires ayant méme développée sphérigue ww,, les
rayons de courbure sphérique de ces lignes étant complémen-
taires; el que la ligne nn, présente un mode de construction
identique par rapport aux deux lignes ¢t,, pp,.

3°. Enfin la ligne nn, et la ligne nn, (développée com-
mune des lignes tty, pp,) sont deux lignes supplemcnzazres
ayant méme développée; et dont les rayons de courbure aphe-
rique sont complémentaires : cela résulte de ce que le point »
est le pole de l'arc de grand cercle 1p tangenten wa la ligne m, .

Observation. La ligne pp, pouvant étre considérée comme
P'indicatrice de 'aréte de rebroussement de'la surface polaire
relative 4 la ligne primitive L, il résulte des relations précé-
dentes entre les lignes t¢, er pp, que les angles de contingence
et de torsion d’une ligne sont respectivement égaux aux an-
gles, de torsion et de contingence de U aréte de rebroussement
de la surface polaire, et que les normales principales de ces
deux lignes sont paralléles (woir pages 18 et 1g).

Document numérisé par la Bibliothéque Interuniversitaire Scientifique Jussieu - UPMC



FUORMULES UBIVERSES. 79

CHAPITRE V.

DE DIVERS ELEMENTS DIFFERENTIELS ET DE DIVERSES GRANDEURS
QUE L‘ON PEUT AVOIR A CONSIDERER EN CHAQUE POINT D,UI\'E
LIGNE A DOUBLE COURBURE QUELCONQUE ! FORMULES DIVERSES.

54. dngle v de deux normales principales conscéentives.

Cet angle étant égal a Iangle de contingence absolue de
Uindicatrice sphérique, on a (voir formule (3, 6), page 36)

== \/(15 —I—- g = \/'E’ e H’_;
ou encore

f22) w= {4 ’-—:15\/-—— : R’.

58. Direction, position et grandeur de la plus courte dis-
tgncee entre deux normales conséeulives.

Soit 00’ la plus courte distance entre les normales princi-
pales en A, A, de la ligne considérée. C élant le centre de cour-
bure de cette ligne pour le point A,
menons L,A, ; abaissons 0o peer-
pendiculaire sur le plan ACA,, vu
sur la droite CA,, et menons Uof
qui sera perpendiculaive d OC. S
nous appelons 6 Tinclinaison ,

TN .

0’0o, de la droite cherchée OO
sur le plan osculateur, la considération de I'indicatriee nous
a déja donnéla formule

{23) mngO:i;

il suffira done, pour fixer complétement la position de certe

droite, de déterminer son pied O sur la normale AC. Or les
triangles rectangles Qo' O'0’ A}, 0'OC, dans lesquels les an-
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gles en O, A, et C, sont respectivement égaux a 8, Het E, don-
nent successivement,

0’ O’ 1 (

tangezma 7O =H.0A,, 76=Eoc

de la, en multipliam membre & membre, et remplagant

tang@ a oA, pari , OA; il vient

0A R,

(23) 0CT K

> —tang?6.
Quant a la plus courte distance clle-méme, en la désignant
par &, on a
o = 00’ = dS.cos0,
ou
(23") o =dS.
VR]+R;

Remarque. Nous avons supposé, dans la fignre, le point O
situé entre les points A et C. Pour démontrer qu'il en est ton-
jours ainsi, il suffit de remarquer que les plans tangents en A
et C de la surfacc gauche formnée par les normales principales
de la ligne AA,, sont rectangulaires : le premier de ces plans
contient en cfct la tangente en A de la ligne AA,, le second
contient la droite polaire qui passe par le point C, et qui re-
présente la tangenie en ce point d’une trajectoire orthogonale
des génératrices rectilignes de la surface; et ces droites sont
perpendiculaires entre elles. I en résulte (voir la page 12, ob-
servation) que le point central de la génératrice AC, c'est-
a-dire le pied O de la plus courte distance considérée, est com-
pris entre les points de contact de ces plans, c’est-a-dire entre
les points A et C.

Conovraire 1. Détermination du coefficient de distribution
des plans tangents a la surface gauche formée par les nor-
males principales.

Suivant le théoréme général démontré dans le chapitre 1
(n° 9. page 10), le coeflicient dout il s’agit, k, est égal au
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rapport de 'angle de deux géndratrices conséentives a leur

. (A
plus courte distance., A= -: ona donc, en cmplovant les for-
= A

mules (22} et (237),
1 2
(24) f= %.

Cornorraire II. On déduirait sans peine des résultats précé-
dents, 1° 'expression de I'arc ¢lémentaire OO, de la ligne de
striction de la surface gauche des normales, et la direction de
la tangente & cette ligne; 2° la direction de la droite rectifiante
en A, laquelle est parallele a Q0’5 et Varc élémentaire de
Paréle de rebroussement de la surface rectifiante, aréte dont
nous avons calculé déji les angles de conlingence el de torsion,
E'et H'- (woir les formules (20) ct (21), page =7) : la surface
rectifiante étant, comme on sait, 'enveloppe des plans menés
par les tangentes de la ligne considérée, perpendiculairement
aux plans osculateurs correspondants; ct les génératrices de
cette surface portant le nem de droites rectifiantes.

36. Rayon R dela sphére osculatrice.
On a, pour le carré de ce rayon,

(25) R'=R!+ R (f,—f})

Cette d{quation résultera immédiatement de la formule (7)
(woir page 37), si on se rappelle que le rayon de la sphére y a
é1é pris pour unité de longucur, et si on y rétablit Pindétermi-
nation de cette unité; car il suffira dés lors de remarquer que.
dans tout probléme ou 'on a sculement a considérer quatre
points infiniment voisins d'une ligne 4 double courbure, on
peut regarder cette ligne comme tracée sur la surface d’une

sphére.

51. Eléments divers relatifs a la ligne des centres de

courbure et & Uaréte de rebroussement de la surface polaire.

Soient AA’, CC’ et S’ la ligne a double courbure primitive,

le lieu des centres de courbure et I'aréte de rebroussement de
11
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la surface polaire : développons cette surface sur un plan, et
soient 55, c¢’ les transformées des lignes S8’ et CC'; la ligne
cc’ étant, d’aprés le théoreme de Lancret (voir page 19), la po-
daire de la ligne ss' par rapport 4 une certaine origineO. Sil’on

pose
Os=r, Oc=p,

on aura, par le méme théoréme et par 'emploi de la formule

(25), page 81,

_— dR,
p=R, et Vr’-—-p’:ﬁ,. 25

Cela posé, il existe, entre la ligne plane
ss' et sa podaire cc/, plusieurs dépendances
simples, soit métriques, soit descriptives,
que nous devons d’abord rappeler.

1. Les rayons vecteurs correspondants de ces deux lignes.
Os et Oc, les coupent sous des angles égauzx.

Il en résulte, en désignant par 8§ et CC' les arcs élémen-
tdires du lieu des centres et de l'aréte de rebroussement qui
correspondent a I'ave AA'= dS de la ligne primitive, ces trois
relations :

p o CC _dp

sin {ec’, €0) = S T S

! =CC = dp = rdp :
cos (cc’, CO) “rl __pz'

2. La formule connue d'Euler denne ensuite pour le rayon
de courbure dela ligne s¢/,

rdr
Psst — —5 ¢

dp

3. Et l'on trouve sans peine pour le rayon de courbure
de la ligpe c¢’ elle-méme,

rs r?

Ot = -

zr’—p.p‘;z dr

27~ p. d_p
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Orpour passerde la aux relations correspondantes entre les lignes
CC'ct 88 de I'espace, il suffit 'y remplacer r, pety/r* — p* par
leurs valeurs (a); p,s par le rayon de premiére courbure R, .,
del’arcte de rebrousscment S§'; et enfin, suivantle théoréme 11
de la page 11, qui sera démontré plus loin, p,,, parle rayon de
premiére courbure géodésique de la ligne CC/, R, ... On ob-
tient ainsi les résultats suivants:
1. Les rayons correspondants de la sphére osculatrice et
du cercle osculateur coupent sous des angles égaux Paréte de

rebroussement de la surface polaire et la ligne des centres de
courbure; etl'on a

(26) sin (CC, CA):%,
(27) CC,' =2,
S5 4R
(28) cC'= ds.%;
N
{29) R.,urzk.%,

et 'on pourrait déduire de cette formule I'expression du rayon
de seconde courbure de la méme ligne, en se rappelant quc

Rl.u’ R‘-"
3.
R‘.‘
130) Rigor=—"""3R"
R—R, >
2 ‘4R,

Enfin, on peut trouver encore la valeur de la seconde cour-
bure géodésique de la ligne des centres CC', en employant la
formule suivante, relative 3 une ligne quelconque CC' tracée sur
une surface développable ayant SS' pour aréte de rebrousse-
ment, et coupant sous un angle i la génératrice dela surface qui
passe par le point considéré de laligne CC’ (woir ci-aprés, cha-

IT.
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pitre VIII, n° 3, formule (39”)),

R, = Baw

8T Ginicost Ry
dans laquelle »désigne la portion de génératrice comprise entre
'aréte de rebroussement SS' et la ligne CC': car on a, daus le

cas actuel s

{ , R r =R R:. R,
cosi. sin (CC/, CA) R, sini R, R’
et 'on trouve, en substituaunt,
Rz
(31) R’z,g,vc’:'ﬁ;'

Remarqgue. Les fornules (30) et (31) appliquées en parti-
culier a la ligne sphérique dont la seconde courbure est con-
stante, conduisent a ce résultat: La Zz'gne des centres de cour-
bure de la ligne sphérique dont la seconde courbure est
constante, a ges deux courbures géodésiques constantes, par
rapport & la surface conique polaire sur laquelle elle est
tracée.

88. Expression de la distance entre deux tangentes con-
sécutves d’unc ligne & double courbure.

On connait cette inléressante proposition, due a M, Bouquet,
et d'aprés laquelle si dans une série quelconque de droites se
succédant d'une maniére continue, la distance de deux droi-
tes conséeutives ¢st un infiniment petit d’un ordre supérieur
au premier, cette distance est au moins du troisi¢ine ordre ; et
les conséquences qui s'en déduisent relativement a 'ordre de
la distance entre deux tangentes consécutives d’unc ligne a dou-
ble courbure. On peut, en modifiant Vordre de succession de
ces propositions, les ¢tabliv géométriquement 'une et autre,
comme nous allous le faire voir.

1. 8ila distance de deix droites consécutives quelconques
d’unc séric est un infiniment petit d'un ordre supé)‘[eur au
premier, les droiles de cette série sont les tangentes d’une
méme ligne de U'espace. Considérons, en effet, la surface ré-
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glée 8, ayant pour génératrices les droites de la série donnée :
P’angle o de deux géndratrices consécutives de la surface étant
du premier ordre, et leur plus courte distance o étant, par hy-
pothése, d'un ordre supéricur au premicr, le coellicient de
distribution des plans tangents le long de chaque génératrice,
k == lim. g, est infini; la surface a méme plan tangent le long
de chaque génératrice; elle coincide avec la surface dévelop-
pable qui serait I'enveloppede ces plans tangents; ot les droites
dela série donnée, dont chacune est située Lont enticre sur cette
surface développable, coincident avee les tangentes de son aréte
de rebroussement.

Ce premier point peut encore s’établir, plus clairement peut-
étre, de la maniére suivante.

Considérant la ligne de striction OO’ de la surface S, soient
m, _(.TG’ deux génératrices infiniment voisines coupant cette
ligne en O, Q'; et soit OO0, leur plus courte distance. Cette der-
niére ligne étant an moins du second ordre, on eu conclut, par
Iemploi du triangle rectangle 00, 0/, ou que la corde OO0’ de Ia

Fig. 28. ligne de striction est clle-méme du second
ordre, on bien que cette corde restant du
premier ordre, Pangle qu’clle forme en O’

avec la génératrice O'G/ est infiniment
¢ petit. On déduit immédiatement de cette
seconde hypothése, que les génératrices sont taugentes a la
ligne de striction OO’ qui devient dés Jors Uardie de rebrousse-
ment de la surface : et quant a Ja premiére hiypothése, clle
conduit aisément & la conclusion que Ia ligne de striction se
réduit a un point unique; la surface se réduisant elle-meme
4 un cone ayant son sommet en ce point.
2. La distance de deux tangentes consécutives d’une ligne
a double courbure est un infiniment petit du troisiéme ordre
mesuré par le douzieme du produit des angles de contingence
et de torsion, multiplié par l'arc intercepté entre ces tan
gentes. (Ossian Bonnet, Nouvelles Annales de Mathémati.--

ques, 1853, page 192.)
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On peut évidemment, dans la recherche de la distance dont
il est question, substituer 4 la ligne proposée L, qui cst quel-
conque, une ligne sphérique Z ayant avec elle un contact du
troisiéme ordre; et au licu de laisser indéterminée la nature de
cette ligne sphérique, on pent la regarder comme une dévelop-
pante aa’ d'un petit cercle ¢c¢’ de la sphére: car on fait ainsi
intervenir réellement, quoique d’une maniére implicite, qua-
tre points, ¢t, par suite, deux tangentes consécutives des Ii-
gnes L et ; cc qui est nécessaire et suffisant dans le probléme
actuel.

Cela posé, menons deux arcs de grand cercle infiniment voi-
sins, normaux cn a, &’ a la ligne sphérique aa/, tangents en
¢y ¢’ au petit cercle dont le pole est p, et se coupant en 5 me-
nons en outre les arcs pe, pe, pi, les rayons o/, oa, od' et la
corde ad'; et posons, suivant la notation déja employée,’

ac= 9, 2 =0 4 db, arccd'=—d9, ;;?: g, c/p> =¢.
Le rayon oi de la sphére étant parall¢le a la droite qui mesure
Fig. 29. la plus courte distance @ des tangentes
cn a, & de la ligne considérée ad', cettc
plus courte distance est égale a la projec-
tion de la corde aa’, ou i la différence
des projections des rayons o<’ el oa, sur
le rayon o!: on adonc

w = cos ia’ — cos ia,

ou, par des transformations qui se lisent

ais¢ment sur la figure,

—

ic + ic' — arc ce”
p. 5

s =2sin (0 + s). sin

¢ désignant un arc infiniment petit. D'ailleurs, si on suppose
menées les cordes sous-tendant les arcs ic, ic/, ¢/, on sait que
chacun de ces arcs est égal 4 la corde correspondante angmen-
tée d’un infiniment petit du troisiéme ordre, et que la corde
enveloppée c¢’ ne diflére de la somme des deux autres cordes
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ciy { que d’'une quantité du méme ordre : il en résulte que

N ic 4~ ic’ — arc cc’
I'are —————"—"" est, ainsi que @, du iroisi¢me ordre: ct
2

que, sans commettre aucune erreur de cet ordre, on peutécerire
@ =sin (ic + ic" —arcce’),

Or, on a, sans rien négliger,

PO  in e
(a) arcee’ =cpc’ . sinep=r¢". sin§’;
ot
. . 1 el
tang ic = s &’ .tang —»
"2
ou
’
Ty - Y, ¢
(b} ic—+ ic’ == 2ic == 2 arc tang.sin §' tang —:
2

ou cncore, en négligeant cetle fois les infiniment petits d'un
ordre supdricur au troisieme,

7 ’
~ . ¢ 2. 2 ¢
{b") ic 4 i ==asin# . tang — — =sin* 0’ tang’ —.
2 3 o2
e ¢ 1 'Y
On déduit de 14, en remarquant que lang - —~ =3 tang® 5
S

3 S oa

o~ i’ 4 . K

, N4 3 LA N 4 P c e z Ind (" . 1‘

e ic' —arcec’ = 2510 ¢’ {tang — — —~ ] — S sin* (7. tang’ -
2 2

e’ "

2, . 2 . .
= 3sin ¢’ tang® — (1 — sin* ¢’') = g sin 6" cos?d’. tang’

3 2

-ng\

d’olt, en substituant dans l'eypression de w, et remplacant
J 7
(5

2
tﬂ]]g ; pax‘ ; b}

1 7 ’
(1) o= — ¢'*sinf.sin 8 cos'd’,
Infin, en désignant par e, 2 et ds les angles de contingence 1
de torsion ct I'arc élémentaire de la ligne aa’, on ales rela-
tions connues

! 4
’ g € . , cc do &
—f = ——y ds—esin b tape §' — — = — — —,
cos &  cos ¢ ’ ° e, e ¢
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que P'on peut écrire

{2) e'?c0s’f = ———ca 3
! ~ cos®’
ds
3 ing ——
(3) sg -
, . I/
4) sin 9’*_—;‘cos [

et si on multiplie membre 3 membre les relations (1), (2),
(3) et (4), on trouve, en simplifiant, la formule énoncée

e.l.ds
i2

{32) T =

3. 8i on supposc du quatriéme ordre la distance entre deux
tangentes consécutives, I'un des nombres e, ou %, doit étre
infiniment petit par rapport & ds; et la ligne considérée est
droite dans le premier cas, et plane dans le second.

CHAPITRE VL

DES LIGNES A DOUBLE COURBURE QUI, CONSIDEREES DANS TOUTE
LEUR ETENDUE, JOUISSENT EN CEACUN DE LEURS POINTS D UNE
MEME PROPR{ETE, METRIQUE OU DESCRIPTIVE ; ET DE LA DEFINI-
TION GEOMETRIQUE DE CHACUNE DE CES LIGNES D APRES CETTE
PROPRIETE. —THEOREMES. —ROLE IMPORTANT DE L' INDICATRICE
DANS LA DEMONSTRATION DE PLUSIEURS D ENTRE EUX.

1.
Propriétés descriptives.

39, Si les tangentes d’une courbe rencontrent un plan fixe
sous un angle constant, cettc courbe est une hélice, ou une
. - s 3 - \ « « ; ’ . o
ligne géodésique d’'un cylindre perpendiculaire au plan direc
teur : semblablement,

Tatoreme 1. Siles tangentes d’une courbe a double cour-
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bure rencontrent une sphére fixe S sous un angle constant,
cette courbe est une ligne géodésique tracée sur un céne con-
centrique ala sphére directrice, abstraction faite du cas, dont
la possibiliié est évidente, ont la courbe serait une simple ligne
sphérique, appartenant a une seconde sphére concentrique a la
proposée.

Démonstration. Que 'on développe, en effet, sur un plan
le céne auxiliaire ayant pour sommet le cenire S de la sphére,
Fig. 3o. et passant par la courbe donnée AA'. Dans

ce développement, la ligne TT’ délerminée
sur la sphére par les traces des tangentes
de la courbe proposée, se transformera en
un cercle 2¢' ayant pour centre le point s.
ou s¢ réduira & un poiut unique £. Dans
le dernier cas, toutes les tangentes de la

ligne AA/, wansformée, concourenten uu
méme point; cette ligne est droite, et la

»
"‘; courbe primitive AA’ vst une ligne géodé-
e / s sique du cone déja défini : dans le premier,
“ i',/ — les tangentes de laligne AA/, transformée,
Ay coupent le cercle (¢t’, 5) sous un angle
f constant; celte ligne est un second cercle

concentrique au premier, et la courbe primitive AA’ appartient
4 une sphére concentrique i la sphére directrice proposce.

Conorrame. Les tangentes d'une ligne a double courbure
ne peuvent rencontrer deux sphéres, distinctes ct non concen-
triques , sous des angles constants.

Scolie. Nous verrons plus loin (woir ci-aprés, chap. VIII)
que toute surface deéveloppable dont une ligne d= cowbure
(ou une trajectoire orthogonale des générutrices rectilignes)
est plane, a pour aréte de rebroussement une ligne géodési-
que tracée sur un cylindre perpendiculaire au plan de cette
ligne ; toutes les autres lignes de courbure de la surjace pre-
sentant , cn outre, les mémes particularités : semblablement,
toute surface développable dont une des lignes de courbure
est une ligne sphérique, a pour arcie de rebroussement une

iz
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ligne géodésique tracée sur un céne concentrique & la sphére
gul contient cette ligne; et toutes les lignes de courbure de la
surface apparticnnent & des sphéres concentrigues. Il suffit,
pour le démontrer, de concevoir développé sur un plan le cone
auxiliaire passant par 'aréte de rebroussement AA’ delasurface
considérée, et ayant pour sommet le centre S de la sphére qui
contient la ligne de courbure donnée TT’. Car la ligne AA’
élant une développée de TT’, la méme relation subsiste encore
entre ces deux lignes aprés le développement. Celui-ci doit
donc transformer la ligne T'T', non en un cercle ¢, parce qu’a-
lors la ligne AA’ se réduirait &4 un point, mais en un point
unique ¢ : et ce résultat conduit, comme précédemment, 2 la
‘définition de l'aréte de rebroussement AA’. D’ailleurs, I'une
quelconque des autres lignes de courbure, T, T, se transfor-
manien un point uniqie 7, par le méme développement, la
distance de ce point au sommet S du codne développé représente
le rayon d’une sphére, concenirique a la premiére, et conte-
nant la ligne de courbure considérée.

On aurait pu éviter une nouvelle démonstration et rentrer
dans le théorémeT, en remarquant que la sphére S, qui contient
la ligne de courbure dénnée, coupe la snrface sous un angle
conslant.

Tatorime 1. §iles tangentes d’une courbe & double cour-
bure sont tangentes & une méme sphére, cette courbe est une
ligne géodésique appartenant & un céne concentrigue & la
sphére; ou une ligne sphérique.

Démonstration. Le théoréme actuel est un cas particulier du
précédent, et se démontrerait, directement, de laméme maniére.

Conorrairg. Les tangentes d’une courbe a double courbure
ne peuvent ¢tre tangentes a deux spheéres distinctes.

60. Turorime HI. 8¢ par le centre d’une sphére on méne
des rayons parallides avx: normales principales d’une ligne
& double courbure fermée, mais d'aillewrs quelcongue; lewrs
cxtrémués forment une courbe fermée, partageant la surface
de la sphére en deux partics équivalentes (Jacobi).

Document numérisé par la Bibliothéque Interuniversitaire Scientifique Jussieu - UPMC



THEOREMES. gt

Démonstration. Considérons 'indicatrice sphérique 11, de
laligne considérée, et appliquons-lui la construction qui fournit
la courbe nn,, lieu des extrémités des rayons de la sphére pa-
ralléles aux normales principales de la ligne primitive; ¢'cst-
a-dire prenons sur chaque grand cercle tangent & P'indicatrice
un arc /n égal a un quadrant. Si nous prolongeons, ¢n outre,
chacun des ares /n en nt', jusqu’au point diamétralement op-
posé au point ¢, le point ¢ ainsi obtenu

Fig. 31,

décrira sur la sphére une courbe 1’7, sy-
métrique de la premiérc 77,. D'ailleurs, la
ligne primitive étant fermée, il en sera
de méme de chacuue des lignes 1, 't , et
les aires sphériques cnvelopples par ces
lignes seront équivalcutes. 11 suffira donc,
pour démontrer la proposiiion, d’établir
que la courbe nn, divise en deux parties

équivalentes laportionde la sphére cowmprise entre les lignes ¢4,
'7,. Or ceci est évident, car si on appelle 7, ¢’ les points d'in-
tersection des grands cercles tnt, t,n,¢,, on peut prendre pour
éléments respectifs des aires sphériques comprises entre la
courbe nn, et chacune des lignes ¢/, ¢'t, les triangles infinité-
simaux inn,, {nn,; et comme chacun des arcs in, in,, 'n,
i ny différe infiniment peu d'un quadrant, ces triangles sont
équivalents.

Observation. La démonstration précédente n’est aulre que
celle de M. Bonuet (voir Journal de I’Ecole Polytechnique,
1848, page 132),dégagée néanmoins de quelques considérations
qui paraissent étrangéres a la question.

61. Tutoreme IV. &/ les normales principales d'une ligne
sont paralléles & un plan fixe, cctie ligne est une hélice
cylindrigue. (Beriwrand, Journal de Mathématigues, 1850,
page 343.)

Démonstration. Les tangentes rectilignes de V'indicatrice de
laligne considérée, étant paralléles aux normales principales de

cette ligne, sont, dans le cas actuel, paralléles 4 un méme plan :
12,
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I'indicatrice est donc plane et, par suite, circulaire; et les
rayons de lasphére qui aboutissent & ses différents points font
avec une direction fixe un angle constant. Il en est donc de
méme des tangentes de la ligne primitive, paralléles a ces
rayons; et cette ligne est une hélice tracée sur un cylindre
dontles génératrices sont perpendiculaires au plan fixe donné.

62. Tutorime V. 8/ les normales principales d’une
courbe sont paralléles aux génératrices d’un cone de révolu-
tion, cette courbe est une ligne géodésique d'un hélicoide dé-
veloppable.

Démonstration. La réciproque de cctte proposition est évi-
dente, puisque les normales principales d'une telle ligne géodé-
sique coincident avec les normales mémes de 'kéligoide; et que
ces derniéres étant perpendiculaires aux plans osculateursd'une
hélice, lesquels sont paralléles aux plans tangents d'un pre-
mier cone droit, sont paralléles aux génératrices d’'un second
cone, de méme axe que le premier.

Pour établirla proposition directe,imaginons que, par les di-
verses tangentes de la ligne considérée, onmeéneles plans rec-
tifiants, perpendiculaires aux plans osculateurs correspondants
de cette ligne. Ces plans formeront parleurs intersections suc-
cessives une surfacedéveloppable, la surface rectifiante, qui est
ici un hélicoide On voit aisément, en effet, que la génératrice
de cette surface, pouvant étre regardée comme perpendiculaire
a deux normales principales consécutives de la ligne proposée,
normales paralltles elles-mémes 4 deux génératrices consécu-
tives d'un cone droit, est perpendiculaire au plan tangent de
ce cone et fait avec Paxe de ce cone un angle constant. L'aréte
derebrousscment de Ja surface rectifiante, dont cette génératrice
est une tangente, estdone une hélice, et la surface rectifiante
elle-méme est un hélicoide développable. Enfin les normales
principales de la courbe proposée, qui appartient a cet héli-
coide, é1ant normales & la surlace, cette courbe est une ligne
géodésique de 'héligoide.

On peut établir aussi la propositien par 'emploi de Pindica-
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irice. Car les tangentes rectilignes de cette derniére, qui sont
paralléles aux normales principales de la ligne primitive, se
trouvent, dans le cas actuel, paralléles aux génératrices d'un
cone de révolution. L'indicatrice est done une hélice sphéri-
que, ayant un petit cercle de la sphére pour développée (voir
page 3g9). Or, les plans des grands cercles normaux a Yindi-
catrice sont paralléles aux plans rectifiants dela ligne primitive,
et la développée de I'indicatrice sert d’indicatrice a l'arcte de
rcbroussement de la surface rectifiante (voir page 56). Cette
aréle, ayant un petit cercle pour indicatrice, est donc une hé-
lice cylindrique, et la surface rectifiante est un héligoide dé-

veloppable.

63. Tagorime VI. S les normales principales d'une
courbe rencontrent une droite fixe oz, cetic courbe est une
ligne géodésique tracée sur une surface de révolution ayant
pour axela droite oz.

Démonstration. Si Yon cousidére, cn ellet, la surface de
révolution engendrée par la rotation de la combe donnée AB,
autour de 'axe 0z, la normale & cette surface, en chaque point
de la courbe AB, devra étre normale i cetie courbe elle-méme,
et rencontrer en outre 'axe oz de la surface; et comme ces
conditions sont déja remplies par la normale principale dela
courbe AB, ces deux normales coincident, et la courbe AB est
une ligne géodésique de la surface de révolution déja définie.

Il résulte de ce théoréme qu'il suflirait, pour rechercher les
propriétés que présente, par rapport a une droiie fixe oz, unc
ligne & double courbure dont les normales principales rencon-
trent constamment cette droite, d'examiner les laisous qui
existent entre une ligne géodésique d'une surface de révolu-
tion et l'axe de cette surface : or ces Haisons sont exprimées
par la proposition suivante :

Tatorise VII. En chague poihl d'une ligne géodcesique
d’une surface de révolution, le rayon du paralléle qui passe
parce point, multiplié parle cosinus de langle de ce paral-
lele et de la ligne géodésique considérce, donne un produit
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constant. (Clairawt, Mémoires de I' Académie des Sciences,
1733.)

Premiére démonstration. On sait qu'une ligne géodésique
d’'uve surface quelconque peut éire considérée comme la tra-
jectoire d'un mobile qui, animé primitivement d’une vitesse
convenablement dirigée, et n’étant sollicité par aucune force
extérieure, serait uniquement soumis a'la réaction normale de
la surface. D'ailleurs, ct dans ces eirconstances, le mouvement
du mobile étant uniforme, les arcs parcourus sout proportion-
nels aux temps; et on a

(1) ds =c.de,

¢ désignant une constante. D’un autre coté, le mobile pouvant
étre regardé comme entiérement libre et soumis a Iaction
d’une force extérieure représentant la réaction normale de la
surface supprimée ; sa projection, sur un plan quelconque, se
mneut comme un point matériel sollicité & chaque instant par
la projection, sur ce plan, de la réaction normale primitive.

Or, si 'on suppose maintenant que la surface considérée
soit de révolution autour de I'axe 0z, et que le plan de projec-
tion xy soit perpendiculaire 4 cet axe, on voit que la projec-
tion, sur ce plan, du mobile primitif se meut sous P'action
d’une force émanant d’un centre fixe o, qui est le pied de 'axe.
oz sur le plan xy. Les aires décrites autour du point o par le
mobile projeté sont donc proportionnelles aux temps; et I'on
a, en désignant par r le rayon du paralléle et par ¢’ une nou-
velle constante,

(2) Pde —=c .dt;

/
enfin, de la comparaison des relations (1) et (2), on déduit,

(3) rdo ¢ onstant
r.—m—_— === M
= h stante

ctil est aisé d’apercevoir dans cette relation I'expression ana-
lytique du théoréme VII.

Seconde démounstration. AA’ élant une ligne quelconque
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tracée sur la surface de révolution guia pour axe ladroite 2z,
nous désignerons par r, comme précédemment, le rayon du
paralléle qui passe par ce point; par § 'inclinaison de ce ravon

sur la courbe méridienne zA du méme point; pari et [+ di
les angles que la courbe considérée AA’ forme, en A et A/, avec
les courbes méridiennes de ces points, et par dw 'angle formé
par les plans de ces derniéres,

Ces notations posces, imaginons, par le centre d’une sphére.
des rayons 0z, g, o2’ paralléles respectivement i I'axe de la
surface et aux tangentes des scctions méridiennes aux poiuts
A, A’; et, ayant construit Uindicatrice aa’ de la courbe AA’,
menons les arcs de grand cercle z2, 24/ (paralitles anx plans

. . , — TN
des sections méridiennes des points A, A} ae, ’2' perpendi-
' perp
culaires aux précédents et sc coupant en p : enlin, décrivons du
point p, comme pdle, I'arc de cercle aa,. On a, davs le triangle
rectangle aa, ',

{a) a,d = aa’. cosa= Ecosa,

E et a désignant 'angle de contingence et I'inclinaison, sur le
o = ’

Fig. 32, plan tangent, du plan osculatenr de la
A @ ligne AA en A. Dailleurs Vare z2/

VAR pouvant &tre considéré comme perpen-
T g - )
e AN diculaire en & sur P'arc aap, on peul
s I S I;“B’ .

RAVIS regarder le point p comme le pole de

/\ I'arc k', ct poser U'égalité

! —_— —_—

? ka =d'a,,

d’ott 'on déduit
— —~ —_ —_ e~
aa =(de —aa)—ke=di— ke,
ou
(5) a,a =di — ¢os 8 .dw;
et la comparaison des relations (a) et (b} conduit i cette for-

mule générale

(33) By = E. cosa == di — cos§. du,
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qui se réduit, dans le cas on il s’agit d’vne ligne géodésique, a
celle-ci :
di—cos8. dw = 0.
Enfin on trouve sur la ficure de l'espace, et en désignant par
S 2 3 8

Ao Varc élémentaire de la section méridienne

R 2

dr dr
cosé :il—, rde = doc.tangi; cosb.dw==E —tangi:
as r
et la substitution de cette derniére valenr dans la formule pre-
cédente donne successivement
cosi.di |, d .sini
+ _r: d.sini 4 dr

. dr .
di 3= — tangi=o0, — 0, —2———o,;
r Sinid r sin? r
d'ou, en intégrant,
r¥, sinf = constante.

On pourra d'ailleurs faire disparaitre I'ambiguité que présentc
encore cette formule, en prenant, au lieu d'une surface quel-
conque, un coéne de révolution dont les lignes géodésiques
sont, évidemment, représentées par I'équation

(34) rsini = constante.

Scolie. Les normales principales d’une ligne & double
courbure peuvent-elles rencontrer constamment deux droitcs
fixes, non situées dans le méme plan, ou, en d autres termes.
deux surfaces de révolution, dont les axes ne se rencontrent
pas, peuvent-elles étre en contact suivant unc ligne geodc-
sique?

Si cettesquestion devait étre résolue négativement, le théo-
réme suivant serait unc conséquence immédiate de cette con-
clusion, et la démonstration que nous allons en donnerdevien-
drait inutile.

Trtorkme VIIL. Les normales principales d’une ligne a dou-
ble courbure nc forment jamais une surface réglée du second
degré. (Bertrand, Journal de Mathématigues, 1850, p. 342.)

Démonstration. Une ligne 4 double courbure quelconcue
est, en eflet, une ligne asymptotique de la surface gauche for-

Document numérisé par la Bibliothéque Interuniversitaire Scientifique Jussieu - UPMC



THEOREMES. 97
mée par les normales principales de ecite lignes et il ne passe
d’ailleurs, en chaque point d'une surface quelconque, que deus.
lignes asymptotiques. Or, dans une surface réglée du second
degré (hyperboloide & une nappe, ou paraboloide hyperboli-
que), toutes Jes lignes asymplotiques sont des lignes droites, &
savoir, les génératrices rectilignes de la surface, de I'un ou de
auwre systéme @ done, ete.

Cororramme. Les normales principales d’une ligne a dou-
ble courbure ne peuvent rencontrer cn méme temps 1rois
droites fixes, ou, rencontrer deux drottes fixes et se lrouver
paralléles @ un plan fixe: ct, en partculicr, les normales
prineipales d'une Lélice cylindrique quelconque ne peuvent
rencontrer deux droites fixes.

64. Tatorime IX. Stlesnormales principales d’une ligne
rencontrent ¢ angle drott une droite fixe O7, cette ligne est
une hélice tracée sur un cylindre de révolution ayant pour
axe la droite OF.

Démonstration. D’apres le théoréme VI, la courbe consi-
dérée est une ligne géodésique de la surface de révolution S,
qui aurait pour génératrice cette courbe clle-méme, et pour
axe la droite OZ. D’ailleurs les normales principales de la
courbe, ou les normales de Ja surface S, étant perpendiculaires
a l'axe OZ, les plans tangents de la surface sont paralléles a
OZ, etla surface S est un cylindre paralléle a OZ. La courbe
considérée est donc une ligne géodésique tracée sur une sur-
face cylindrique, de révolution autour de I'axe OZ; ou une hé-

lice appartenant 4 un cylindre de révolution.

65. Tutonemx X. 8 les normales principales d une courbe
rencontrent sous un angle constant une droite fixe O, cette
courbe est une ligne géodésique tracée sur un céne de révo-
lution, ayant pour axe la droite OZ.

Démonstration. 11 résulte encore des données de la ques-
tion que la courbe considérée est une ligne géodésique d’'une
surface de révolution ; et que les plans tangents de eette sur-

13
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face font avec 'axe OZ un angle constant : les tangenies dune
scction méridienne de la surface, aux diflérents poinis de cetie
section, font donc avee 'axe OZ un angle constant; la section
méridienne est donc une droite, et la surface se réduit a un
cone de révolution.

Observation. Les normales principales de la ligne géodési-
que considérée forment une surface gauche ayant I'axe méme
du cbdne pour ligne de siriction.

1I.
Propriétés métriques.

66. Des relations existant entre une ligne dont la pre-
micre courbure est constante, et le licu des centres de cour-
bure de cette ligne.

Soient AA’]a ligne proposée; AC, A'C/ ses rayons de cour-
bure en A, A', et CC' la ligne des centres de courbure. La
droite AC, de longucur constante, étant normale 4 la courbe
décrite par son origine, est aussi normale ala courbe déerite
par son extrémité; et la tangente du lieu des eentres de cour-
bure est, par suitc, perpendiculaire a la normale principale.
D'aillears la normale principale, la tangente du licu des cen-
tres de courbure et Ja droite polaire, relatives & un méme
point d’une ligne quelconque, sont toujours situées dans un
méme plan; et comme ces deux derniéres droites sont J'une ct
I'autre, daps le cas actucl, perpendiculaires & la premiére,
elles coincident. Donc les droites polaives, c’cst-a-dire les tan-
gentes de l'aréte de rebroussement de la surface polaire, coin-
cident avee les tangentes de la ligne des centres; ct, par suite,
la ligne des centres de courbureelle-méme coincide avee Varéte
de rebroussement de la surface polaire. Cela posé,

Les normales principales de 'aréte de rebroussement étant
paralléles auxnormales principales dela ligne primitive, quelle
que soit cetle ligne, les normales principales du lien des cen-
tres, dans le cas actuel, coincident avec celles de la-ligne pro-
posée.
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De méme les tangentes de Paréte de rebroussement étant,
quelle que soit la ligne primitive, perpendiculaires aux plans
osculateurs de ceuie ligne, les tangentes du lien des cenlies de
la proposée sont perpendiculaires & ses plans osculaleurs; et
par suite, inversement, les plans osculateurs de la proposée
cotncident avec les plans normauxde la ligne des centres. Il en
résulte que la limite de Uinterseciion de deux plans osculateurs.
ou lu tangente de Ia proposée, coincide avee la droite polaire
relative 4 la ligne des centres; et la courbe proposée est Varéte
de rebroussement de la surface polaire relative i la ligne des
centres. D'ailleurs lc eentre de courbure de ceute derniére, si-
wé a lafols sur la normale principale et sur la droite polaire,
coincide avee le point correspondant de la ligne primitive, et
eelle~ci est & la fois la ligne des centres de courbure et laréte
de rebroussement de la surface polaire relatives 4 la ligne des
centres CC' dont le rayon de courbure, égal & celui de la pro-
poste AA', est constant comme lui.

Enfin, le produitdes rayons de seconde courbure d’une ligne
quelconque et de I'aréte de rebroussement de la surface polaire
est égal au produit de leurs rayons de premiére courbure : on
a donc, entreles rayons de la courbe considérée et de la ligne
des centres de courbure, la relation

R aa-R co=R(,
et en réunissant ces résultats, on obtient le théoréme suivant:

Tuiorime XI. 8 on considére une courbe dont la pre-
miére courburc est constante et la courbe lieu des centres de
courbure de la premicre, ces deux courbes ont mémes norma-
les principales; chacune delles est & la fois la ligne des cen-
tres e courbure et U'aréte de rebroussement de la surface
polaire relatives a Vautre; leurs premicres courbures sont
egales, et le produit de leurs secondes courbures est constant
et égal au carré de la premiére courbure comumunc a ces deux

lignes (Bouquet).

67. Tutoreme X[, 8¢ les deux courbures d’une ligne oirt
13,
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un rapport constunt, cetie ligne est une hélice cylindrique.
(Bertrand , Journal de Mathématigues, 1848, page 423.)
Premiére démonstration. Considérons V'indicatrice sphéri-
que de la ligne proposée : le rayon de courbure géodésique de
I'indicatrice étant égal au rapport de la premicre i la seconde
courbure de la ligne primitive, la courbure géodésique de I'in-
dicatrice est constante, ct I'indicatrice est un petit cercle de la
sphére. Il en résulte que les rayons de la sphére aboutissant
aux différents points de U'indicatrice, et, par suite, lvs tangen-
tes de la ligne primitive, qui’ sont paralléles & ces rayons, font
un angle constant avec une direction fixe : et la ligne primitive
est une'hélicc, tracée sur un cylindre paralléle a cette direction.

Seconde démonstration. Counsidérons la surface recti-
fiante relative a la ligne proposée. Les géuératrices de cette
surface sont parall¢les aux droites qui mesurentles plus courtes
distances entre Jes normales principales conséentives de la ligne
proposée; et 'inclinaison de P'une de ces droites sur cette ligne

. - R.
a pour tangcuw Lrlgonomulrlque le !‘{lpl)()l‘[ E« de ses deux

.
courbures, rapport qui est ici constani, par hypothése. La
courbe proposée, qui est toujours une ligne géodésique de la
surface rectifiante, est donc, en outre, dans le cas actuel , une
trajectoire sous un angle constant des génératrices rectilignes
de cette surface, et conserve la méme propriété apres le déve-
loppement de cette dernidre sur un plan. La courbe proposée
se transforme donc par le développement de la surface vecti-
fiante, en une ligne droite qui coupe sous un angle constant
les génératrices développées. Les génératrices sont donc paral-
leles aprés et, par suite, aussi avaut le développement; la sur-
face reciifiante est un cylindre, et la courbe proposée est une
hélice.tracée sur ce cylindre.

68. Tugorime X111, Si chacune des deux courbures d’une
ligne est constante, cette ligne est une hélice tracée sur un

: ﬂ‘&dm df;le‘uolullon (Pmseux Journal de Mathématiques,
ro‘me viI, 1842 pavc 65.)

j .n,"‘\
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Démonstration. les deux courbures de la ligne proposée
élant séparémcnl constantes, leur rapport est ausst constant; et
cette ligne estunc hélice, d’aprés le théoréme précédent. Dail-
leurs lc rayon de premi¢re courbuce de cetie hétice étant con-
stant, il en est de méme du raysn de courbure de la section
droite du cylindre qui la contient (voirpage 7): cette section
droite est donc un cerele, et Ie cylindre est de révolution.

69, Twatorime XIV. Toute hélice dans luquelle le rap-

port est constant (sans étre nuI) apparticnt ¢ un cyl[n._

dR,
ds
dre ayant powr base une spirale logarithmique; cette courbe
est en méme temps une hélice conigue coupant sous un angle
constant les génératrices d’un céne de révolution, dont l’axe
passe parle pile de la spirale et se trouve paralléle aux geé-
neratrices du cylindre. Nous appellerous cetle courbe liélice
eylindro-conique.

Démonstration. Le rayon de courbure g ct Lare s dela sec-
tion droite du cylindre qui contient I'hélice considérée, étant
respectivement proportionnels aux grandeurs correspondantes
g? d

et analogues de celle-ci, le rapport e leurs différenticlles

. . IR,
est constant pour la scetion droite, comme le rapport -3
7

pour I'hélice: etl'on cu conclut, en premier lien u {voir page 3g.
Observation}), que cette section droite est une spirale logarith-
mique.

Que l'on regarde, en second lien, 'hélice donnée comme fa
génératrice d'unc surface de révolution ayant pour axe la paral-
léle 0z aux géndratrices du cylindre mende par le pole o de Ja
spirale, et que I'on rapporte la section méridienne de cette sur-
face a Vaxe oz et & unc perpendiculaire ox a oz mende dans le
plan de la scetion. On reconnait aisémént que les variations
correspondantes des coordonnées z et & d’uu point dela sec-
tion méridicnne sont mesurdes respectivement par les projec-
tions, sur I'axe du cylindre et sur le rayon vecteur de la spirale.
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des arcs correspondants de I'hélice et de la spirale; et que ces
variations, par suite, sont respectivement égales aux produits
de ces arcs par des nombres constants. Or le rapport de ces
arcs élant constant, il en est de méme du rapport des varia-
tions des coordonnées z et x de la section méridienne; ceute
section est une ligne droite, et.I'hélice considérée appartient &
un-cone de révolution.

Enfin, on voit immédiatement, a Vaide de Pindicatrice,
qu'une courbe tracée sur un céne de révolution et faisant avec
I'axe de ce cone un angle constant, coupe pareillement ses gé-
nératrices sous un angle constant; et la courbe considérée est
une hélice cylindro-conique, suivant les termes de I'énoncé.

Réciproquement, 2’hélice conique, c’est-a-dire la courbe
tracée sur un céne de révolution et coupant ses genératrices
sous un angle constant, n’est autre que I'hélice cylindro-
conzque définie précédemment.

Oun reconnait, en effet, & V'aide de 'indicatrice, que les di-
verges tangentes de la courbe considérée font un angle constant
avee 'axe du cdne, cette courbe étant dés tors une hélice tracée
sur un eylindre paralléle 4 cet axe. D'ailleurs la section droite
du cylindre, ou la projection de la courbe sur un plan perpen-
diculaire a 'axe, est une spirale logarithmique. -Car d’aprés la
définition de I'hélice conique, les variations correspondantes
de I'arc de la courbe et du rayon vecteur issu da sormmet du
cone, sont dans un rapport constant : il en est donc de méme
des variations de D'arc et du' rayon vecteur de la projection; et
le rayon vecteur de la projection coupe celle-ci sous un angle
constant, ce qui st la définition de la spirale logarithmique.

70. Tutorime XV. Toute courbe coupant, sous des an-
gles constants, les génératrices &’ un cone et celles d’un cylin-
dre, dont elle est la commune intersection, appartient néces-
sairement & un céne de révolution, et, par suite, est unc
hélice L:ylinn’ro-com'que.

Démonstration. Menons, en effet, par le sommet o du cone,
un plan xy perpendiculaire & la direction oz des générairices
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du cylindre, et désignons par ret z les distances d’un point
qucleonque.de 1a courbe au sommet du cone et au plan xy.
On a cette double cxpression de l'arc élémentaire de la
courbe :

dr dz

= -9 =

)

C0s i,

[ et d; désignant des angles constants. 11 en résulte I'équation

différentielle
dr dz

— 9
CcOS¢ €0s ¢,

ct I'équation, en termes finis,

r __z2—C
cosi  cos?,

de la courbe considérée, C désignant unc consiante. D'ail-
leurs une hélice, tracée sur un cone quelconque, ayant tou-
jours le sommet du cone pour point asymptote; 1'équation pré-
cédente doit &tre satisfaite parr=oet 2= o3 la constante €
est nulle, et on a simplement

r A

T —— —
cosi  cost,

ou

z cos i,

2 =—=—_—"— = constante.

r CO5¢
Kt cette relation exprime que le cone qui renferme la courbe

p q q
considérée est de révolution antour d'un axe oz paralléle aux
géndératrices du cylindre; ce qui suflit & la démonstration.
(Vieille, Compléments d' Analyse et de Mécanigue, page 89.)

1. Tutorime XVI. 8 une courbe a double courbure et
laligne des centres de courbure sont deux hélices tracées sur
des cylindres paralléles, la courbe proposée est unc hélice
droile appartenant & un cylindre de révolution, ou une hé-
lice eylindro-conigue. (Tissot, Nouvelles Annales de Mathé-
matiques, 1852, page 455.)

Démonstration. Soient en eflet AA’ la courbe proposée.
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CC'la ligne des centres de courbure et S8 Varéte de rebrousse-
ment de la surface polaire relative & AA’. Cette derniére élant
une hélice, il en est de méme de Y, et le cylindre qui la con-
tient est paralléle au cylindre contenant AA’ : donc, par suite
de I'liypothése, les hélices S8’ et CC’ appartiennent & des cylin-
dres paralléles. Or, on reconnait facilement, par I'emploi de
I'indicatrice, que « toute hélice CC/, tracée sur un héligoide
développable, et appartenant & un cvlindre paralléle a celui
qui contient I'aréte de rebroussement 88’ de I’hélicoide, est une
trajectoire des géndratrices rectilignes de la surface. » Donc,
dans le cas actuel, la ligne des centres de courbure CC' coupe,
sous un angle constant, et les droiles polaires CS, et les nor-

males principales CA delaligne AA’. Or on a trouvé (voir
formule (26), page 83)

sin{CC/,CA) = -I—E,
et il en résulte-pour le cas actuel la relation

R
— == constante;
1

on déduit d’ailleurs de la formule (25) (voir page 81),

R’—-,_\t_R: dR\?
R?™ TR \dS/’

R, , o .
et le rapport—ﬁ' étant constant, puisque la courbe est une hé-
1}

lice, on a simplement

dR,

——=C = constante.

ds
On parvient plus rapidement encore i ce premier résultat, par
I'emploi de la formule

R.H R, dS

tang (CC, CA)= TR, =R, " 7&’

qu'il est aisé de démontrer.
Cela posé, si la constante C est nulle, R, est constant et
I'hélice appartient & un cylindre de révolution : dans le cas
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contraire, ou rentre dans le théoréme X1V, ¢t ba courbe est une
hélice cylindro-conique.

Obscrvation. Quand la ligne primitive est une hélice ta-
eée sur un cylindre de révolution, on sait que laligne des cen-
tresde courbure CC et Paréte de rebroussement S8 delasurface
polaire, qui eoincident, sont des hélices de méme nature que
la premiére, tracées sur un cylindre de méme axe que le pre-
mier; laligne de striction de la surface ganche, formée par lus
normales principales, seréduisant & uncligne droite, voupée a
angle droit par chaque générairice, et qui est I'axe meéme du
cvlindre. Le théoréme suivant, dont une partic sculement a ét¢
énoncée déji par M. Tissot, met en évidence les propriéiés
analogues de I'hélice cylindro-conique.

72, Tutorene XVIL Dans toure hélice cylindro-conique.
la ligne de striction O0' de lu surface gauche des normale:
principales,la ligne des centres de courbure CC', et Lardte de
rebroussement S8'de la surface polairve sont trois hélices cylin-~
dro-coniques, appartenant & des cines de méme axe el di
méme sommet que celui qui contient la courbe primitive.

Démonstration. 1). Nous occupant d’abord de Ja ligne de
striction, soient OO’ are élémentairede celte ligne, 00, =
la plus courte distancecntre les normales principales AC, A'C

] _ R. .
rla distance AO ct e le rapport constant ™ relatif a T'hélice

AA.Ona o

A

00, dr

Orla ligne AA’ étant une hélice dont les génératrices sont pa-
ralléles ala plus courtedistance OO, cette plus courtedistancs
© et arc élémentaire AA’=dS sont dans un rapport conslant

tany (00/, AC) =

. . A0 __BR;
en oulre, 4 cause de la relation — = —% = constante, AOor
o R’
r est proportionnelle @ AC ou R, dr est proportionnelle

dR,, ct1'on a, par suite,

1S
tang {00, AC) = %: Crl(—ff, =C.
14
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C et C' désignant des constantes. Il résulte de 1a, en général,
que, parmi les hélices, celles qui appartiennent & un cylindre,
ou & un cine de révolu-
tion, sont les seules paur les-
quelles la ligne de striction
de la surface gauche des
normales principales soit
une trajectoire des géncra-
trices rectilignes de la sur-
Sface; et, en particulier, que
la Ligne de striction OO’ re-
lative a I'hélice considdrée
AA/, est elleeméme une hé-
lice tracée sur un cylindre
paralléle a celui qui con-
tient cette ligne. D’aillcurs,

dans toute surface gauche
a plan directeur, les trajec-
toires orthogonales dus génératrices rectilignes, projetces sur

e plan, ont pour commune développée la projection de la

ligne de striction de la surface. Donc, dauns le cas actuel, la

section droite du cylindre contenant la ligne de striction OO

est la développée de la spirale logarithmique qui sert de base

au cylindre contenant AA’; celte section droite est une spirale

logarithmique égale a la premiére ct de méme pole, et la ligne

de striction OO est une hélice cylindro-conique tracée sur un

cone de méme axe que celui contenant Uhélice primitive AN’

(Poir Théoréme X1V .}

2). 8ilon désigne, en second licu, par p le pole commun des
spivales aa’, 00 projections des hélices AA/, OO0, et que, pro-
jetant sar le méme plan CC’ suivant ¢c, on joigne pa, po, pe:
on voit que le rapport %:I-{—; dtant constant, le rapport

oC — R ’
. qoa . ao . e
égal —- est constant, ainsi que le rapport —- Maisdéja, sur la

;

na s N
figure, le rapport —et I'angle pao, ou pac sont constants; et
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a0 pu R
il résulie de tout cela que le rapport = etl'angle pacsontcon-
{°e o

stants, et que le triangle pac est donné d'espéce, L'angle apc et

)’(Z

) « .
le rapport = sont donc constants a lenr tour, et le point ¢
I)C

décrit une spirale logarithmique, égale i chacune des préce-
dentes ad’, 00, ctde méme pole qu’clles. 11 résulie, en outre,
des relations précédentes entreles spirales aa et ec', ct du pa-
rallélisme constant de AC et de «c, que le point ¢ décrit une
hélice sur le cylindre ayant pour base ¢’, de Ia méme maniére
que le point A sur le cylindre ayant pour base aa'.
Les éléments correspondants des lignes ad’ ct ec’ élant, en
effel, dans un rapport constant, on a
CC .siny
AA sina

— constante;

etles projectionssur Ce et Aa des ¢léments correspondants CC’
et AA’' étant égales entre clles, on a

€C . cosy _

AN cosv
on en déduit
tany
—=— == ¢onstante,
tang -y

e, par suite, :/\est constant comme z. On cn conclut que la
ligne des centres de courbure CC' est une hélice cylindro-co-
nique, de méme axe que les précédentes, AA" et 00"

3). Quant a laréte de rebroussement de la surface po-
laive 8§, ses normales principales étant, dans tous les cas,
paralléles a celles de la ligne primitive. et celle-ci étant une
hélice dans le cas actuel ; 8§’ et AA’ sont des hélices situées sur
des evlindres paralléles; ct il en est de meéme des hélices S8
et CC': d'ou cette conséquence, déja énoncée, que CC'est une
trajectoire des génératrices rectilignes de la sarface polaire. Il
résulte de 1i que le triédre formé au point C, par la droite CS,
la tangente a laligne CC’ et la génératrice Cc¢ du cylindre con-

1.
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tenant CC’, est constant, ainsi que le diédre suivant Ce. Or
st Pon projette, sur le plan de projection déja employé, S§'
et CC’ suivant ss' et ¢, 1] est facile de voir que les droites sc
qui sont tangentes  la ligne ss, coupent la lignc ¢c’ sous un
angle qui mesure le diédre précédent, et qui, par suite, de-
meure constant. Si done on appelley le centre de courbure en e

de la spirale ¢¢/, quel'on joigne pc, py, psetcy, onreconnait
que le quadrilatére cpys, bi-rectangle en p et s, est donné d'es-
péce, ainsi, par conséquent, que le triangle pes. L’angle ¢ps et

s . L. .
le rapport 22 sont constants; le point s décrit unespiraleloga-
pe ’

rithmique égale 4 chacune des précédentes, et de méme pole
qu'elles; et {'aréte de rebroussement S8’ de la surface polaire
ast encore-une hélice cylindro-contque, de méme axe que les

précédentes AA', OO et CC'.

4). 11 est facile de voir, en dernier lieu, que les cones de
révolution contenant les quatre lignes AA', OO/, CC' ¢t 85,
ont méne somumet P. Car si on appelle P le sommet du cone
contenant AA’, et si I'on congoit que le point A se rapproche
indéfiniment du sommet P, le rayon de courbure AC=R,
de AA’, qui est proportionnel a la distance PA, tendra indé-
finiment vers zéro. Doneles trois cdtés du triangle ACS, donné
d’espéce, tendent simultanément vers zéro en méme temps que
le point A tend vers le sommet P. Il en résulte que les sommets C
et S de cc triangle, et le point O qui divise le c6té AC dans un
rapport constant, tendent 4 se confondre avec le poinl A, pen-
dant que celui-ci tend lui-méme vers le point P; et les hélices
décrites par les points O, € et § ont, pour point asymplote
commun, le sommet P du cone contenant I'hélice AA/; ce qui
suffit & Ia démonstration.

Remarque I. La surface gauche formée par les normales
principales de T'hélice AA’ contient une infinité d'hélices
cylindro-coniques, de méme axe et de méme sommet que la
proposée ; ces hélices peuvent se construire par points en divi-
sant dans un rapport constant quelconque chaque rayon de
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courbure AC de la ligne proposéc; et clles sont les lignes
asymptotigues de la surface (voir ci-aprés le chapitre 1X).

Remarqgue I1. Les rayons de premiére ct de seconde cour-
bure de U'hélice cylindro-conigue sont, en chaque point de
cette courbe, proportionnels & la distance de ce point & un
point fixe P. Mais la véeiproque n’est pas vraic, 4 moins que
I'on n’ajoute la condition que le point f{ixe Papparticnue,
comme point asymptote, a la courbe considérée.

73. Prosiime. Trouver la définition de la ligne & double
courbure 1. dont les normales principales peuvent coincider
avee les normales principales d’une seconde ligne Uy et les
relations métriques, ou descriptives, existant cntre les lignes
conjuguées Liet L.

Solution. 1). Cherchons, en premier liew, les relations des-
criptives qui peuvent exister entre les lignes L, 1/ que nous
supposons avoir mémes normales principales.

Recourant, a cct effet, aux indicatvices sphériques de ces
deux lignes, nous remarquerons que les lignes considérées
ayant mémes normales principales, la ligne sphévique nn,.
lieu des extrémités des rayons paralléles & ces normales, doit

Fig. 34. étre la méme pour les deux courbes
Let L' Tlen résulte, d'aprés la gé-
nération de la ligne nn, an moyen
de chacune des indicatrices 12, ¢
(woir page 78), que les ares de

grand cercle nt, nt’ sont des qua-

dravts, et sout cn outre tangents
\ = aux indicatrices#¢,, ¢t Donc are

' de grand cercle ¢ joignant deux

points correspondants quelconques de ces lignes est normal &
I'une et & V'autre; les deux indicatrices ont méme développée
sphérique, et Varc de grand cercle normal 12/, compris entre
ces lignes, conserve une valear constante. Or cet arc mesure
Yangle tot' on son égal, I'angle des tangentes aux lignes L. L’
menées par des points correspondants de ces lignes. Nous arri-
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vons donc & ce résultat, qui subsisterait encore si les normales
priucipales des deux lignes, au lieu de coincider, étaient seun-
lement paralléles: Les tangentes des deux lignes conjuguéesL.,
L, menées en des.points correspondants de ces lignes, font
entre elles un angle constant. La figure sphérique fourni
d’ailleurs une premiére expression de la tangente de cet angle
constant ¢ : car en désignant par 7 le centre de courbure sphé-
rigue des deux indicatrices pour les poiuts tet ¢, on a

= =xt —nt =8 — 4,

et, par suite, puisque I'on a

R, R,
tangf — — tang§’ —
g B.g’ ng B., ’
R, R,
y tange = K, R
(1) g9 = N }le R,
R, R,

R, et R,, R, et R, désignant les rayons de premiére et de se-
conde courbure des lignes L, L.

2). Revenons, en second licu, & la figure primilive compo-
sée des lignes AB, A'B’ et de leurs normales principales com-
munes AA’, BB'; et cherchons de nouvelles expressions de
'angle des éléments correspondants AB, A'B’ de ces lignes,
que nous savons demeurer constant.

1°. A cet effet, C étant le centre de courbure de laligne AB
pour le point A, décrivons du point C comme centre, et dans

le plan osculateur en A, ACB, le petit arc de cercle KTZ\)’ ter-
miné a la droite CB prolongée, et joignons B'4’. On voit aisé-
ment que la portion de normale principale, AA' ou Bi,
comprisc entre les deux courbes, congerve une longueur con-

stante, que nousdésignerons parla lettren. I en résulie que BB,

BY ne différent que d'un infiniment petit du second ordre; et
que la droite B'%, déja située dans le plan normal en B et fai-
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sant avee B un angle infiniment peu différent d’un droit,
peut étre considérée comme perpendiculaire au plan osculateur
ACB ou A'C¥. Dés lors les triangles infinitésimanx A’D'Y),
rectangle en &' et daus lequel I'angle ¢n A’ est égal a 'angle o,

Fig. 35. B'Bb et A'Cl, doni les angles
en B ct C représentent les angles de
torsion et de contingence, H et E,
de la ligne AB, nous donnent suc-
cessivement :

Bb = HB—B': R.n,

' 1 [

AV T ECa E(R

De 1a, en multipliant membre a membre ct si mplifiant,

[ H n R, n
(o0 e ey I —
MgF =g R+~ R, R+n
ou enfin

n

R-
{2} tango =—7

x—p~ﬁ—l

2¢. Effectuantensuite une construction analoguean point €',
centre de courbure de la ligne A’B pour le point A', les ni-
angles infinitésimaux A 4B, rectangleen b, et dans lequel Fan-
gle en A est égal & 'angle ¢; BB'S et AC', dont les angles en
B et C' représentent les angles de torsion ct de contingenee. H
et E/, de laligne A'lY, nous donneront de méme :
tangg = %b), B6—=H'.n, T\Lb = ETI“”_}

d'ou

n

A
(3) tange = _E_:__,
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et si l'on réunit Ies résultats précédents dans un méme énoncé,
on obtient cette proposition :

Tutorive XVIIL. 8/ les normales principales d’une ligne L
sont en méme temps les normales principales d’une seconde
ligne L, 1° les tangentes menées en des points correspondants
de ces lignes font entre clles un angle constant (9} 2° il existe
entre les rayons de premiére et de seconde courbure de ces
lignes, pris isolément ou collectivement, les relations sui-

vanics :
o o R R
R. R R TR
() “‘”v‘?*w R T AT R R
—_— —— ] —
K ¥ 'TRR

9 et n désignant des constantes.

Observation. Les formules précédentes, on du moins des
formules équivalentes, ont été découveries par M. Bertrand
(voir Journal de Mathématiques, tome XV, page 332;1830).
On voit que la premiére de ces formules exprime que, entre
les deux courbures d’une ligne possédant la propriété énon-
cée, il existe une relation linéaire. M. Bertrand écrit cetle
relation sous la forme

n C

R, R, ’

la constante C restant indéterminée, et sa signification géomé-
trique demeurant inconnue. Les relations (1) permettent de

lever cette indétermination, et donnent C = pour la va-

!ang [
leur de cette constante.

Cornorrarre. Si on suppose l'angle ¢ ¢gal a4 un droit, les
formules générales (1} se réduisent a cclles-ci :
Ri=—n, R\ =n, R.R,=—nr":
relations déja trouvées, dans 'un des numéros précédents, entre

une ligne L dont la premiére courburc est constante, et la
ligne L lieu des centres de eourbure de la premiére.
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T4 Tutorime XIX. Réciproquement, s'il existe entre
les deux courbures d’une ligne AB une relation linéaire, on
peut construire une scconde ligne A'VY ayant mémes normales
principales que la premiére; et il existe entre les rayons de
courbure de ces lignes, outre la relation supposée, les autres
relations exprimées par la formule (1) de la page précédente.
Démonstration. Mettons la relation donnée sous cette
forme :

(v)

—-——J—’; :C:conslanur,

i -+ ﬁ;

ety la constante 1 étant, pour fixer les idées, supposée posi-
tive, portons sur le prolongement des rayons de courbure de
la ligne AB ou L, & partiv de cetie courbe, des longucurs AA/,
BB, ... dgales a la ligne 2t les poiuts ainsi obtenus formeront
une courbe A’ ¥, ou L, située toute entiére sur la surface gan-
che $ formée par les normales principales de la courbe L, o
coupant a angle droit les génératrices de cette surface. Or
nous allons établir que la ligne L', ainsi définie, a mémes nor-
males principales que la ligne L.

Fi (’abord, les tangentes mences cn des points correspon-
dants A et N des lignes Loet I/, font entreclles un angle cons-
tant, dont la tangente trigonomélrique est précisément égalc
@ la constante C (voirla figure de la page rr1).

Soient, en clfet, O e point central de Ja génératrice AA:
00 Ia plus courte distance entre AA' et la génératrice infini-
ment voisine BIY; @, @' les inclinaisons des plans tangents de
la surface S en A, A’ sur le plan tangent en O, inclinaisons
mesurées par les angles que forment avee 00 les tangentes des
lignes L, I/ aux mémes points; ¢ = &' — @ Pinclinaison mu-
tuelle des plans tangents en A, A’, ou des tangentes aux lignes
L, L’ aux mémes points; et soit enfin & le cocflicient de distri-
bution des plans tangents de la surface S pour la génératrice
AA.

15
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On a, comme on sait (voir page 10, n° 9),

tang & = k.ok, tanga’ = k.oA =} (oA + n)3

d’on
Ion k.n
=tang (¥ — d)= ——e o = == ’
tangg = tang ) 1 + A.0A. oA’ L4 AT oA A oA R
ou
) _ n.k
(a) ang e = 14 (AL oAV 4 k. (k.oA)

D’un auntre coté, ® n’élant anwre chose que I'inclinaison, sur
le plan osculateur de la ligne AB, de la plus courte distance
entre deux normales principales conséeutives de cette ligne,
on a (voir la formule 23, page 79),

R.
tang b == tang § — R

et, par suite,

(b) koA = —=;

enfin on a trouvé pour le coeflicient & (voir la formule 24,
page 81), Vexpression
R} +R;
(¢) f= 2R
R R,

et si on remplace k. oA et & par ces valeurs dans laformule (a},
il vient
TR+ A
N, ——
R’: . B 2

o i{-,~3“—TRT+RZ"
1+ R I

tang o ==

d’'olt, en réduisani au méme dénominateur et simplifiant,
n

(2) tang?:i;,
1 +-I'{—(

Aipsi la tangente de l'angle ¢ a précisément pour valeur cette
fonction des deux courbures de la ligue AB qui demeure cons-
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tante d’apres Uhypothése exprimée par la relation (1); et, par
suite, l'angle o est constant : or ce vésultat est suffisant pour
éuablir que les droites AA, BIY, ... qui sont déjales normales
principales de la ligiie AB, sont aussi les normales prineipales
de Ta ligne A'B' (voar la figure de la page 10g).

Cousidérons, en efled, les indicatiices sphéviques 1, 7', des
lignes AB, A’B'; etsoit ne, la ligne sphérique formée par les
extrémités des rayons on paralléles aux normales principales
de la seale ligne AB, ou aux géudeatrices de la surtace gauche
déja considérde. Les tangentes cn A, A'des Lignes 1., 1 étant
toutes les deux perpendiculuives a Ju générawice AV, le rayou
on, parallele a cette derniére, est perpendicolaive an plan rot's
le point 2 est le pole de Vare de grand corele 11/, et Pare ns est
perpendiculaite 4 Pare 10/, qui demeure. pas suite, toujours
normal & la ligne ¢7, ¢ cet ave 11 est dailleurs constant, puis-
qu'il mesure angle constant des tangentes aux lignes 1., L
om vient devoir quiil demeure toujours normal 4 latigne ¢,
décrite par son origine ¢, il demeure dove pareillement nor-
mal a laligne 7t/ déerite par son extrémité /. Les indicatrices
des lignes AB, A’'B ontdone méme développée sphérique; par
suite la ligne sphérvique des normales principales, nn,. est la
meéme pour les deax courbes AB, AW, eles normales prined-

pales de ces courbes sont paralléles. Enting la normale peni-
cipale en chague point A de la couwrbe AR passant constam-
ment par le point correspondant A’ de la courbe A 1Y, 1a une-
male principale de celle-¢i, qui passe par le méme point el
qui est paralléle & la premiere, se conlond avec clle et les
deux courbes ont meémes normales principales.

5. Tutorime XX. 8¢ les normales principales d'une
ligne 1. sont en méme temps normales principales de dens
autres lignes distinctes, 1/ et V", chacune de ces lignes est une
hélice tracée swr un cylindre de révolution ; et la surface for-
mée par lenrs normales principales est un hélicoide gauche a
plan directeur.

Démonstration. Désignons en ellet par 2 et 2" les portions

15.
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constantes des génératrices de la surface gauche des normales,
comprises entre la courbe L et chacune des courbes 1./ et LY}
par ¢ et ¢”les angles constants des tangentes dela ligne L avec
les tangentes correspondantes des lignes L' et L”. En appli-
quant la premiére des relations contenucs dans la formule (1)
du n° 73 (voir page 112) & chacun des deux systémes formés
par les lignes Liet LY, L et L”, on a

n’

(l) tang 9" = L,’
n
I+ ﬁ-‘
nll
. g =
I - R—,

et ces relations, n’étant autre chose que deux équations du

. , LI . N
premier degl‘e entre R etdes constantes, assignent a cha-
1 2

cunce des deux courbures de la ligne L une valeur constante :
la ligne L est donc une hélice tracée sur un cylindre de révolu-
tion; il en est de méme pour chacune des lignes I/ et L?, et la
surface formée par les normales principales, communes a ces
lignes, est un hélicoide gauche a plan dirccteur.

Cororrame I. On déduit aisément des résuliats qui préce-
dent, la démonstration du théoréme suivanl, ¢établi d’abord
par M. Catalan (Journal de Mathématiques, 1842, page 203} :

Toute surface réglée dont les rayons de courbure sont en
chaque point égaux et de signes contraires, est un hélicoide
gauche & plan directenr. On peut méme donner plus de géné-
ralité & Pénoncé, en disant que : §'i existe sur une surface
gauche trots lignes L, L', L coupant a angle droit les généra-
trices de la surface, et en chaque point desquelles les rayons
de courbure de la surface soient égaux et de signes contrai-
res, la surface est un hélicoide gauche & plan directeur.

Il suffit, en eflet, pour démentrer cette derniére proposition,
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de remarquer qu’en vertu de Phypothése, et d'apres les théo-
rémes d'Euler et de Meunier, les plans osculateurs de chacane
des lignes L, [/, 1.7, coincident avee les plans tangents & la
surface. Il en résulte que les normales principales de ces li-
gnes cotucident avee les génératrices rectilignes de la surface :
ces trois lignes ont done mémes normales principales ; chacune
d’elles, d’aprés le théoréme précédent, est une hélice apparte-
nant 4 un cylindre de révolution; et la surface est un héligoide
gauche a plan directeur.

On trouve dans un Mémoire de M. O. Bonnet une démons-
tration analogue (Jowrnal de I'Ecole Polytechnique, 1848.
page 134).

Conorzamell. Enfin le méme théoréme, combiné aveccelui
du nunéro précédent, conduit a la s¢paration en trois classes,
déja érablic par M. Bertrand, des surfaces ganches formées par
les normales principales des lignes & double conrbure : La pre-
mitre classe renfermant les surfaces dont les génératrices
sont les normales prineipales d’une couwrbe unigue ; la se-
conde, les surfaces dont les génératrices sont les normales
principales de deux courbes distinctes ; et la troisiéme enfin,
les surfaces dont les génératrices sont les nornales principa-
les d'une infinité de courbes, cette dernicre classe ne conte-
nant que les hélicoides & plan directeur. (Journal de Mathé-
matiques, 1850, page 332.)

CHAPITRE VIL

DES LIGNES TRACEES SUR UNE SURFACE DE REVOLUTION.—SECTIONS
PLANES. — LIGNES ET CERCLES GEODESIQUES, — LOXODROMIES

ET LIGNES D’ OMBRE.

76. L'équation en coordonnées polaires de la section mére-
dienne d'une surface de révolution étant

(1) Se,sinw)=o,
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Uéquation de la section de cctte surface par un plan incliné
de langle a sur I'équateur, sera

(1) Sl sinz. sine’)=0:

Uorigine des rayons wecteurs p et g élant le point d’intersee-
tion du plan sécant et de Vaxe; et les angles o, ol ctant
comptés, dans le plan méridien et dans le plan sécant, & par-
tir des perpendiculaires & Paxe situées dans ces plans.

Applications. a). La surface considérée étant un tore; et
le plan de la section, mené tangenticllement & la surface par la
projection sur Faxe du centre de la section méridienne : on
aura, au liew des équations générales (I) et (1),

(1) g'—2acose.p+a’cos’x—=o,

"t —2a v’x — sin*usin’e’. o/ + acos’e = o.

(1") ¢
Or cette dernitre équation peut prendre, successivement, les

formes suivanles :

¢ =ayi—sintasin’e’ = Vasinla — a?sintesint e’
=ay1—sin"esin’ e’ tasingcosw’,

(o' Fasinecosa’ ) = a* (t — sin*asin?’),

pTE2asinacose’ . p’ 4 a'sine — a*=o0;
et ('llﬁ]l

p*E2asinacose’. pf — a*cosla=o0:

équation du systéme de deux cercles, qui démontre le théo-
réme de M. Yvon Villarceau.

b). Soient encore

(1 p=\cos2w=y1—2sin’w

Péquation d’une lemniscate de Bernoulli, prise pour section
méridienne d'une surface de révolution ; et

(") p’::\/l—zsin’zzsin’m’,

Iéquation de la section de la surface par un plan passant par
le centre de la lemmniscate méridienne, et incliné de Pangle o sur
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; .. . 1
I'équateur. Silon pose smaz:T, anquel cas Vangle 2 est de
2

45 degrds, et le plan de la section est tangent a la surface.
1 gres, I 2
comme dans le théoréme précédent; il vient simplement

¢ =1 —sinto=Fcose

pour équation de la section considérée, qui est encare le sys-
teme de deux cercles. On peut d’aillears parvenir géométri-
quement & ce résuhat en remarquant que la surface actuelle
est la réeqproque, relative itorigine, d’un hyperholoide de vé-
volution a une nappe, lequel est coupé par e plan séeant con-
sidéré suivant deux génératrices rectilignes, paralleles enire
elles, etayant pour réciproques deux circonférences passant par
P'origine, ¢t mutucllement tangentes en ce point.

T1. Lignes géodésiques. L'équation géndrale des lignes
géodésiques d’unc surface de révolution

(34) rsini == constante,

déja établic dans le chapitee VI, peut &ire obtenue plus simple-
ment ¢ncore par la méthode de Maclaurin (¥).

Lemwe. Parmi tous les triar‘gles rectangles construits sur un
edté donné de Pangle droit, celui pourlequel Uexcés ditemps
employé & parcourir Uliypoténuse avec une vitesse donndée v,
sur le temps employé & parcourir le second coté e Uangle
droit avee une witesse v, supérieure @ v, est un minimuon;
— est celwi dans Zu(]ucl le sinus de Uinclinaison de Uhypote-

. , . . . o
nuse, sur le cdté donné de Fangle droit, est égal aurapport -
;

des witesses données. Ft cette propriété de minimum subsiste
encore, dans les mémes conditions, pour des triangles curvili-
gnes infiniment petits tracés sur une surface quelconque (Nes
méthodes, page 113).

Supposant ce Lemme établi, et remarquant que, pour

(™) Voir Traité des Fluzions, tome 11, no8 3572 et suiv.; el des Méthodes on
Géomdtrie, Mallet-Bachelicr, 1855, page 112,
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toutes les lignes réunissant le point A au poiut B, la somme
fdm des angles consécutifs formés par les méridiens qui

aboutissent aux points successifs A,...M, M'...B de ces
lignes, est constante; on verra (ue la ligne geodessque cher-

chée, pour laquelle f MM’ est minimum, coincide avee la

ligne pour laquellela différence fMM’ — A | dw est minimum,

) désignant un coeflicient constant, D’ailleurs, cette différence
totale sera rendue minimum, si I'on rend minimum chacune
des différences élémentaires MM/ — 2. do =MM'— 1. IE;PI»
dont elle se compose : r désignant lc rayon du paralléle da
point M’; et M’y étant la projection sur ce paralléle de
I'arc élémentaire MM’ de la ligne considérée. Enfin, sil'on

Yig. 36. congoit que la zone totale comprise entre
les paralléles extrémes ait é16 décomposée
en un trés-grand nombre de zones par-
ticlles par une série de paralléles intermé-
diaires, la série de ces paralléles étant la
méme pour toutes les lignes qui joignent le

point A au point B : on pourra regarder
comme donné 'arc My de méridien compris entre les paral-
léles des points M, M/: et I'on verra dés lors que la différence
1 VL5 C i
WMo MM Ny
r 1 r

dlémentaire MM’ —

sera niinimuni,

P
d'aprés le Lemme, si Pinclinaison ¢ de 'are MM’ sur le méri-
dien est définie par I'équation

sini —

.»'A\:l-

rsin i = A — constante. C. Q. r.D.

Remarque I. L'équation précédente s’applique encore d'une
maniére plus géunérale anx lignes géodésiques d’unc classe de
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surfaces, ¢tudides par Monge, ¢t comprenant les surfaces de
révolution : nous voulons parler des surfaces dont les lignes de
premiére courbure sunt planes et situées dans des plans paral-
leles. On sait que les lignes de seconde courbure de ces surfaces
sont également planes, perpendiculaires aux plans des pre-
mieres, ct superposables entre clles : les lignes de premiére
courbure, projetées sur le plan de une d'elles, ayant en outre
méme développée. Cela posé, en chaque point dune ligne
geéodésique d'une pareile surface, le rayon de conwrbure de la
ligne de premiére couwrbure, et le sinus de Uinclinaison de la
ligne géodesique sur la ligne de seconde courbure, sont les
Sacteurs dun produit qui demecure constant dans toute I'éten-
dne de la ligne géodésique considérée. La démonsiration
précédente s'applique, 2 peu prés sans modification, a la pro-
position actuelle.

Remarque J1. La méme équation conduit cnecore a cetle
conséquence dont la démonstration est facile. ¢t gue nous
nous contenterons d’énoncer @ Les cotés d'un triangle géo-
désique quelconque, tracé sur une surface de révolution, for-
ment, avee les lignes méridicnnes qui aboutissent aux (rots
sommets, six angles distinets; le produit des sinus de trocs
de ces angles, non adjacents, est égal an produit des sinus
des trois antres.

Remarque 111, Enfin cette équation conduit encore i ce
vésultat qu'une méme ligne tracée sur une surface de revoli-
tion ne peut étre & la fois une loxodromic et une ligne géo-
désique de la surface : exception faite toutefois du cylindre
parni les surfaces de révolution, ainsi que de I'équateur et des
sections méridicnnes dans chaque surface. Il en résulte, sous
les réserves mentionnées, cette géndralisation 'une propriété
négative, bicn connue de la loxodromie sphiérique : quelle gue
Jut la nature de la section méridicnne du solidle terrestre, sup-
posé toujours de révolution, la ligne parcourne par un vais-
seau qui suit constamment un méme rumb de vent, oblique
au méridien, ne saurait jamars étre la lz'gnc lu ;)Ius courte
entre le point de départ et le point d'arrivée.

10
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78. Expression de Tangle de contingence géodésique
A’une ligne quelconque. Que Von mene, par deux points infi-
niment voisins A et A’ d’une courbe quelconque tracée sur la
surface de révolution, deux lignes géodésiques tangenlies a cette
courbe en ces points, se rencontrant en T, et formant en ce
point un angle infiniment petit qui est, par délinition, I'angle
de contingence géodésique E, relatif a V'arc AA’ de la courbe
considérée. Si I'on méne le méridien du point T, et que l'on
appelle 7, I les inclinaisons de la premiére ligne géodésique sur
les méridiens des points A, T, cv #/,I' les inclinaisons de la
seconde ligne géodésique sur les méridiens des points A’ et T';
on aura, d’aprés le numéro précédent,

Rsinl = rsini, Rsinl’=r'sini’,

d'ou

sinl rsini

sinl rsind’
r,r’ et R désignant les rayons des parall¢les passant par les points
A,A et'T. On déduit de la derniére relation, en remarguant
que [—I'=F,, et queles angles I,1’,7’ et  sont infiniment
peu différents les uns des autres, ainsi que les rayons 7,7 et R,

1+T1
. A .. o, cos ..

sinf —sinl’  rsini—#sinié } —d{rsini)

sinl’” T~ rsint’ ¥ sinl’ T sing
et enfin

. d(rsini
(33 bis) E":_—(—~—.—)-

s 7Cost

Le probléme suivant va nous offrir une application de cette
formule.

79. Prosrime. Parmi les lignes, de longueur donnée,
qui sur une surface de révolution réunissent deux points don-
nés, trouver celle qui enveloppe une aire maximum.

Solution. Imaginons que la zone totale comprise entre les
paralléles des points extrémes A ev B ait 616 décomposée
en un trés-grand nombre de zones particlles, par une séric
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de paralléles intermédiaires, la séric de ces paralléles érant
la méme pour toutes les lignes qui joignent ces deux points : et
soit AM M'B la ligne cherchée ( fig. 36). Cette ligne étant de
longuear downée, renfermant une aive maximum, ¢t réunis-
sant deux points appartenant a des méridiens dont Pangle est
donné: Vintégrale

ﬂcts_).n.(/b)+g.(zm)

sera minimum pour la ligne cherehée : en désignant par 1o
laire ¢lémentaire MM’ # ;e comprise entre cette ligne, deus
méridiens conséeulifs et le parallele initial A, dont on peut
prendre le rayon pour unité; R étant une fonction du ravon
du paralléle passant par le point M, indépendante de Pangle .
et dont la forme dépend de la nature de la section méridienne,
Or. on rendra cette intégrale minimum. en rendant minimun
chacun de ses éléments

dS — OR—pjduw,

o
-
MM — g
ou
MY
MMl - — 2
r
PR —u

et comme lare M g’ de méridien compris entre les pavalléles
des puints M et M’ peut ¢tre regardé comme donué, cette der-
niére différence sera minimuny, Caprés le Lemme, si Pineli-
naison « dé I'arc MM’ sur le méridien est définic par équation
1 _ AR —p

—_ ?
r r

AR —p

sin i =

cu
(r} YR=p+r sinf.

Différentiant cette équation, et remarquant que.

__aireMp M’y __rdw.de

{R ==
; d(-) der

—=rds,

10,
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d o désignant 'arc correspondant My du méridien, 1l vient,
successivement,

.rde==d{rsini), X.rcosi.dS=d(rsini),

d(rsini)

I
! —_—
(=) a8 = ) rcosi

d’on, en divisant par 'équation (33 bis) de la page 122,

dS 1
(") — == - =constante;

€, 2
ce qui démontre que la courbure géodésique de la ligne cher-
chée est constante; et ce résultat, comme on sait, demeure vrai

pour unc surface quelconque.

80. Des loxodromies. Si rapportant chaque point d'une
surface de révolution & un paralléle et & un méridien fixes
ox et oy, on désigne par y I'arc du méridien passant par ce
point terminé au premier paralléle, et par x I'arc du paralléle
passant par le méme point et terminé au premicr méridien,
on trouvera immédiatement

dr =tangi.dy,
et

(3) z=y.langi

pour équation d’une loxodromie passant par l'origine des
coordonnées. L aire interceptée entre le premier méridien, la
P P )
trajectoire et un paralléle queleonque, a pour différentielle
q ) 5
dans le méme systéme
b2
wdy = tangi.ydy;

et I'on en déduit, pour I'aire elle-méme,
1 ,
(4) = ;y’.tangz.

De la forme de I'équation (3) il résulte, ainsi que I'a fait
remarquer M. Pabbé Aoust (Journal de Mathématiques,
tome XI, 1846, page 184}, que la loxodromie joue, sur une
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surface de révolution, le méme réle que la ligne droite dans

le plan. En particularisant cette observation générale. on
P I}

parvient aux résultats suivants:

1. Les loxodromies issues d’un méme point de la surface
déterminent sur un paralléle quelconque des arcs propor-
tionnels.

2. Les sommets d'un triangle variable, formé par des
loxodromies, glissant sur trois paralléles donnés, et les deux
premicrs cités tournant autour de deux points donnés, le troi-
siéme cote, ou coté libre, passe continuellement par un troi-
siéme point fixe.

81. Rayon de courbure géodésique d’une loxodromic.
Nous avons trouvé dans le chapitre précédent [voir page 95
formule (33)], pour I'angle de contingence géodésicque d'une
ligne quelconque tracée sur une surface de révolution,

E; = Ecosa—=rdi=tcosd.dw:

cette équation devient, en supposant que la ligne considérée
soit unc loxodromie, et négligeant les signes,

E,=cosf. duw,

d’ou

18 i8S

R.;,= AL

Eg cos.dw

On a d’ailleurs
{
dS = r'( o.),
SIM ¢

r désignant le rayon du paralléle passant par le point consi-
déré; et si L'on substitue cette valeur dans la formule précé-
dente, il vient

I r

{35) Rig

o Yart
sini cosl

pour le rayon de premiére courbure géodésique d’'unc loxo-

dromic : cette formule renferme celle qui a éié ¢tablie préce-
demment pour la loxodromie sphérique.
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82. Des lignes d’ombre, relatives & des rayons incidents
paralléles.

Recourant au mode de représentation sphérique des li-
gnes tracées sur une surface de révolution d¢ja employé dans
le chapitre VI, cousidérons l'indicatrice sphéri(jue ad d’'une
ligne d'ombre AA’, et soient z,p les extrémités des rayons de
la sphére paralleles a Paxe de la surface et a la dircction des

rayons lumineux incidents; menowns les

Yig. 37.

ares de grand cercle zp, pa, pa qui ve-
présentent, le premier, le plan de la see-
tion méridienne principale, paralléle anx
rayons incidents; le second et le troisiéme,
les plans tangents en A et A’; abaissons
enfin perpendiculairement surpa Varc z2,

dont le plan est paralléle au plan de Ia
scction méridiennc en A, et qui mesnre le complément de I'in-
clinaison § de la tangente en A de cette scction sur le ravon
du paralléle correspondant.

Le triangle sphérique rectangle z«p donne

cosw = cotzy.langz x==coltzpy. col b,
ou

(6) oS w = 1 cOt §;

m désignant une constante, et o représentant 'inclinaison du
plan de la section méridienne, ui passe par le point A de la
ligne d'ombre considérée, sur le plan de la scetion principale.
On déduit facilement de cctte formule, comme nous allons le
voir, les équations des projections de la ligne d’ombre sur le
plan de la scction méridienne principale et sur un plan per-
pendiculaire 4 'axe. Soit d’abord, 4 cet effet,

(VII) Sf(ryeot8)=o

I'équation de la section méridienne, entre les coordonnées par-
ticuliéres r et §, dont la premiére désigne le rayon du paralléle :
stonélimine § entreles équations (6) et (VI1), on aura, pourfu
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projection d'une ligne d’ombre sur le plan de léquateur.

o () =

m

En sccond liew, I'équation (VII) de la section méridienne
principale pouvant s'éerire

I dr
{VII") f(r,-dfz):o,

si on élimine r entre cette ¢quation et la suivante

dr
Y =rcosw=r.mcotl=r.m 7
dz

(7 r=m.—;

I'équation résultante en r' et z représcentera la projection dela
ligne d’ombre sur le plan de la section méridienne principale :
les coordonnées z et 7/ étant comptées, la premiére paralléle-
ment 4 axe de la sueface, et la seconde perpendiculairement
a cet axe.

83. Application. Tutonime. Toute surface de révolution
qui admet une ligne d’ombre plane est nécessairement une
surface du second degré. (De la Gournerie, Jowrnal de

UEcole Polytechnique, 1853.)

Démonstration. Le plan de la ligne d'ombre considérée de-
vaut étre, a cause de la syméurie, perpendiculaire au plan de
la section principale, la projection de cetie ligne sur ce plan
sera unc ligne droite dont P'équation pourra s'écrire, en dispo-
sant convenablement de Vorigine,

r= az,

etsi I'on porte cette valeur dans I'équation ('), il vient, pour
I'équation différentielle de la section méridienne,

a.zdz —m,rdr,
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d’ou, pour la section méridienne elle-méme,
az'=m.r" + QC;

équation d'une courbe du sécond degré, dont I'un des axes
coincide avec 'axe de la surface.

84. On peut, dans certains cas, reconnaitre d’'une maniére
trés-simple, ct sans aucun calcul, la nature des projections sur
le plan de I'équatenr, des diverses lignes d’ombre d’une sur-
face de révolution.

Imaginons, en effet, deux surfaces de révolution, construites
sur le méme ase, et ayant pour section méridienne deux cour-
bes égales dont on pourrait effectuer la superposition a Vaide
d'un mouvement de translation, dirigé perpendiculairement
a I'axe, que 'on attribuerait a 'une d’elles. Si I'on appelle
points correspondants de deux pareilles surfaces les points de
ces surfaces situés sur un méme rayon perpendiculaire 4
Paxe, il est évident que les plans tangents en des points cor-
respondants de ces surfaces sont toujours paralléles : et il ré-
sulte, en général, de ce parallélisme que les lignes d’ombre des
deux surfaces, relatives @ une méme direction des rayons in-
cidents, sont deux lignes correspondantes. Si I'on suppose,
en particulier, que la premiére des deux surfaces considérées
soit un paraboleide de révolution, ou une sphére, on obtiendra
les résultats suivants :

t. Dans la surface de révolution engendréc parla rotation
d'une parabole autour de U'un quelcongue de ses diamétres,
les lignes d’ombre relutives & des rayons incidents paralléles
se projettent, sur un plan perpendiculaire a l'axe, suivant des
conchoides.

2. Les lignes d’ombre du tore, projetées sur le plan de
I’équateur, donnent naissance & des conchoides & base ellip-
tique, quel’on peul construireen prolongeant, d’une longuewr
constante, les demi-diamétres d’une ellipse ayant pour centre
le pied de Uaxe sur Uéquateur.
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CHAPITRE VIIL

NBS LIGNES TRACEES SUB UNE SURFACE DEVELOPPABLL.

85. Lemye. Le rayon de courbure géodésique, i, ,—

I,
b
cosa

d'unc ligne tracée sur une surface est égal au rayon de cow -

burc ordinaire, R

y de la courbe plane suivant laquelle clle se

transforme parle développement, surun plan, de la surfuce

développable circonscrite a la proposée suivani cetie ligne.

Démonstration. Construisons V'indicatrice sphérique aa, de

la ligne considérée AA,, et menons par le centre de la sphére

Fig. 38.

des rayons og, og, paralléles anx généra-
trices AG, A,G, de la sarface dévelop-

—_ T
pable. Les ares de grand cerele ga, g, a4,

se coupant en 7, seront parallles aux
plans tangentsen A, A, de cette surface ils
seront langents en oulre a la ligne gg, :
car cctle derniére n'esi avtre que I'indica-
trice de arcte de rebroussement de Lo sur-
face développable; etl'on sait que les plans
tangents de I'une coincidentavee les plans
osculateurs de 'autre. Dés lors, en posant

~

N — o
agy,=E, gg,=AG, A\G,=d0, ag =1, o, =i~+di. e

décrivant du point ¢, comme pole, arce de petit cevele o

un trouve

X1, = aa,. COSd,
i + db = Ecosa;

dS R, ds

F cos « - oS = di+ds
R, _ dS .
cosa i+ db’

17
:
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zz\désignant I'angle sous lequel arc ga coupe la ligne aa,, ou
I'inclinaison du plan tangent en A sur le plan osculatcur de
la ligne AA;. Or, si 'on développe sur un plan la surface
AGG, A,; dS, di et d8 ne changent pas de valeurs; dz"+ dg
représente 'angle de contingence E’ de la ligne AA, transfor—
meée, et la formule précédente devient

R, a8’

= — =R C.Q.F.D.
cos a | O Q

- 86. Formules relatives aux courbes tracées sur un cy-
lindre.

AA, étant une courbe queclconque tracée sur un cylindre,
désignons par i et a les angles que la tangente et le plan oscu-
lateur de cette conrbe en A forment respectivement avec la
génératrice et Je plan tangent du cylindre au méme point;
par i+di, a-+da les grandeurs analogues pour le point A,;
et soient p et dw le rayon de courbure de la section droite du
cylindre en A, et P'angle des plans tangents en A, A, : dS
désignant I'arc élémentaire de la courbe AA,, on aura d’abord

__dS.sini
£
Si Pon construit ensuite I'indicatrice sphérique aa, de la

(a) de

Fig. 3. courbe AA,, et si ayant mené le rayon og
de la sphére paralléle aux génératrices du
cylindre, de son extrémité g, comme pole,
on décrit I'arc de petit cercle ae, terminé
aux arcs de grand cercle ga, ga,; le trian-
gle rectangle aw«a, fournira les relations

sina sini.dw o di
me——— ) COS@ == —
E E

et si Pon remplace dw par sa valeur (a), il vient

-
(36) sina:-f-{—'%q—l,

&i
(37) cOSa:-——E-I, ou EB,= —d.
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On a d’ailleurs,

Esina

38 tangtf = ————
( ) e H da’

en remarquant que l'interscction des plans tangents menés par
les points A, A, a pour limite la génératrice du point A, el
appliquant la formule {14) sur les enveloppes sphériques, ob-
tenue & la page 495 et si Pon multiplie membre 4 membre les
velations (36), (38), on trouve, en simplifiant,

T Rl.E.sini____rZS siné_

cosi  p(H+da) B o

au

30 Ry, =—

(39 ¢ sini. cosi

pour l¢ rayon de seconde courbure géodésique de la courbe
considérde.

Enfin, s1 I'ou abaisse l'arc gp = p = '; — © perpendiculaire

sur le grand cercle tangent en a a la ligne aa,, la tangente iri-
gonométrique du rayon de cowrbure sphérique de Iindica-

. R.
trice aa, , ou le rapport p= des deux courbmres de Ia courbe
1

Lo sinp. d
primitive AA,, a pour valeur (—’(—P

%, ou, suivant la nota-
d.sinp

—sinf. di d.cosi

tion acluclle) y d'apres fa formule (o) de

d.sinp  d.cosm
la page 425 de sorte que o a
e R. d.cos/
(¥ R, d. cosm

Cetle ¢légante formule, déja obtenue par M. J.-A. Scrret.
fait voir que le rapport de la premiére & la scconde courbure
dune ligne quelconque est mesuré par le rapport des diffé-
renticlles des cosinus des angles que forment, avec unc méme
direction fixe, la tangente de la courbe considérée et la droite
polaire correspondante. (Journal de Mathématiques, 1851,
t. XVI. p.1g5.)
I 7
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8i l'on pose ({0} p= constante, ou si I'on suppose le cy-
lindre de révolution, ct qu'ayant ditférentié I'équation (36),
on remplace dans I'équation résuliante di et da par les valeurs

Esina —Htangi . , . .
—Ecosa et —t—w‘—b- tirdesdesrelations (37} et (38), on
ang ¢

trouve, aprés quelques transformations, cette derniére formule

dR, _ cosa|p

—— = ——{— — 3sinicosi;-
as sin?i R,

(40)
Observation. 1] convient de remarquer cue les arcs ga de la
figure sphérique actuelle doivent aller en décroissant, quand
on passe de @ en a, sur la ligne sphérique aa,; ou, en d’autres
termes, que la différentielle di doit tre négative. Cette condi-
tion, en cffet, était remplie par la figure 20 dela page 49, sur
Esina
H4-da’
et I'on reconnait aisément que cette derniére devrait étre éerite
Esina
H da

laquelle nous avons obtenu la formule (38), tangi =

lang { = si 'on supposait positive la dilférenticlle di.

Remarque. L’arc de grand cercle tangent en un point quel-
conque a de I'indicatrice représentant le plan osculatcur de la
ligne cylindrique considérée, et I'arc ga qui joint le point g au
méme point a représentant le plan tangent au cylindre; on
voit que si Pindicatrice sphérique passe par le point g, le
plan osculateur au point correspondant de la ligne primitive et
le plan tangent du cylindre qui la contient, au méme point, fe~
ront un seul et méme plan. Donc, si la tangente en un point
d’une courbe de Uespace est perpendiculaire au plan de pro-
jection (et dans ce cas la courbe est tangente eu ce pointa la
génératrice du cylindre projetant), la tangente au point corres-
pondant de sa projection sera lu trace surle plan deprojection
du plan osculateur de la courbe primitive au point considéré :
proposition due a M. Chasles; ramenant, comme on le voit, la
construction de la tangente de la projection d'une courbe, au
point ot I'élément de la courbe est perpendiculaire au plan de
projection, & la déternination du plan osculateur de la ligne
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que P'on projette; et donnant, par eette réduction méme, ex-
plication de Vinefficacité des méthodes ordinaires, dans le
cas particulier en question. {Voir Jowrnal de Mathémati-
ques, 1837, tome II, page 293.)

Applications.
87. Posonsi= constante : la courbe AA, devient une

hélice, la formule (37) montre quea = 1—;; les formules (36)

et (38) donnent
R. .
R, = _—P—,, — == tang i = constante;
sin?i .
et 'on voit que, si le cylindre est de révolution, R; et R, sont
séparément constants.

88. Posons p = constante ¢t a= constante, c'est-a-dirc
proposons-nous de définir, sur un cylindre de révolution.
la courbe dont Ic plan osculateur coupe la surface sous un
angle constant.

L’équaiion (36) résolue par rapport a Ry, et divisée par
cos a, donne

R, __ptanga
cosa sin?{
ou
R,:p.tanga:ﬁi

v N b]
Sin* i sin? i

C désignant unc constante, ct I’ représentant (Lemume,
page 129} le rayon de courbure de la ligne suivant laquelle
se transforme la courbe cherchée parle développement du cy-
lindre. On déduit aisément de celte formule que la ligne trans-
formée est une chainette, dont I'axe cst paralléle aux généra-
trices du cylindre; ¢t comme cette derniére ligne est aussi la
trausformée de la chainctte cylindrique (Vieille, Compléments
d’ Analyse et de Mécanique, page 202), on voit que la courbe
cherchée est la chainette cylindrigue. On a d’ailleurs ces
expressions des rayons de courbure de la ligne, en chacun de
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ses points,

psin a o

= —,

o ! 2= . .
SIin‘ e SINi. co8¢

‘

et ces formules s’appliquent encore, non plus a la chainette,
mais a la courbe @ = constante, dans le cas ot le cylindre est

(uelconque.

89. Posons p= constante et R, = consthnte : la for-
mule (40), dans laquelle nous ferons abstraction de la solution

T . . . 3 e ren . P
cose =0, ou a=, qui reproduirait Phélice déja considérée
au n” 87, devient alors

_I[S_I g

R, — -
‘T H 3 sini.cosé

On a d’ailleurs, suivant la formule (39},

dS = P
A+ da_ sini,cosi’

R, =

et il résulte de la comparaison de ces formules que : sur un cy-
lindre de révolution, langle de torsion de la ligne dont la
premiére courbure est constante, est proportionnel & la va-
riation correspondante de linclinaison du plan osculatenr

de cctte ligne sur le plan tangent & la surface.

90. Formules relatives aux courbes tracées sur un cine.

Soient aa, I'indicatrice sphérique de la courbe A4, et &
la ligne formée par les extrémités des rayons de la sphére pa-
ralleles aux génératrices oA, oA, du cone; menons les arcs
de grand cercle ga, g,a,, qui’ se coupent cn f, et décrivons du
point 7, comme pole, l'arc ax. Conservant les notatious du
numéro précédent, et désignant, en oulre, par rlalongueur o A,
par 48 Yangle des génératrices consécutives oA, 0 A (mesurd
sur la sphére par Varc gg,) et par A le demi-angle au sommet
du cone de révolution, osculateur du cdne proposé suivant la
génératrice 0 A (I'angle A étant mesuré sur la sphére par le
ravon de courbure sphérique de la ligne gg; en g} : nous aurons
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d’abord
(a) 20 — dsS. sin/ )
r
(6) do = db.coth = L 1p,
7

Le wiangle rectangle a« a, nous fournira ensuite les relations

Fig. fo.

. sini.dow
Sina = "——‘F 1]

di 4+ Y
Cosa — — -—F—'7

Trn?
(36) sing = S S0
rtangA
onsq o= — I8 siniA 7. di
E.r
(37") ou
Eg:_(r_lg. sing ”>
r
On a d’ailleurs
E.sina
(38 t | = ————
138) AgE =

comme dans le n°® 86; et si 'on multiplic membre &4 membre
les formules (36') et (38'), on trouve, en simplifiant,

rtang A
39’ Ry, — ——=—.
(39') 8 ™ sini.cosé

Les formules correspondantes du n® 86 se déduisent de
celles-ci en posant tang A = o, r==o et rtangA =p.
Applications.

91. Posons A — constante et { = constante : la courbe
considérée est une hélice tracée sur unc cdne de révolution ;
les équations (36) et (37'), divisées membre a membre, four-
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nissent la relation
rany sin i
= —
6 L:mgA,
d’aprés laquelle 'angle @ demeure constant; et G, C’ désignant
des constantes, les formnules (36') et (38') prennent cette forme

Re
Ri=C.r, R, =C.
Il résulte, de cette derniére, que la courbe considérée cst en
meéme temps une hélice cylindrigue; et il est aisé de voir que
les génératrices du cylindre, & base spirale, qui la contient, sont
paralléles 2 I'axe du cdne; carl'indicatrice sphérique aa, et la
courbe gg, sont deux cercles ayant méme pole.

= . g
92. Posons a= S la courbe est une ligne géodésique, et

I'on obticnt des expressions trés-simples de sini, R, et R, en
fonction de r et de tangA.

93. Posons A == constante et a= constante : l'équa-
tion (36'), résolue par rapport a R, et divisée par cosa,
donne

r

R=C

" sinfi

pour le rayon de courbure de la ligne suivant laquelle se trans-
forme la courbe cherchée par le développement du cone. De
la, en désignant par p la perpendiculaire abaissée de tori-
gine des rayons vecteurs sur la tangenle, el remarquant que

.. r , rdr . .
sind = =, que R'=—-> on lire, successivement,
r dp
dr  Cd 1 C Cr
- = 2[” -—=-+C, pP=;
r P rop 1—C'r

d’ott Yon pourra déduire 'équation en coordonnées polaires
de la courbe transformée : équation qui sc présente sous des
formes différentes, suivant que C est inférieur, égal ou supé-
rieur a I'anité.
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94. Scolie. On pourrait se proposer de déterminer I'équa-
tion générale des lignes tracées sur un cylindre, ou sur un cone

de révolution, analoguc i 'équation

4R,

Ri -+ R; ( 7S ) constante,
qui représente une ligne sphérique. Mais cette recherche, qui
présente d’ailleurs des difficultés, pourra-t-elle du moins con-
duire & un résultat simple? Il est aisé de voir que non, ct de
définir les lignes et les rapports différentiels qui entreraient
dans I'expression du rayon du cylindre, ou de Pangle au som-
met du cdne de révolution, contenant la ligue considérée. En
effet, quatre points sont néccssaires pour déterminer une
sphére, cing pour un cylindre et six pour un cone de révolu-
tion : le rayon de la sphére osculalrice, le rayon du cylindre
et I’angle au sommet du cone, osculateurs d’une ligne 4 double
courbureenundeses points, dépendent donc, implicitement, des
lignes finies et des rapports différentiels qui naissent de la con-
sidération simultanée et de la succession de guatre, dé cing ou
de stx points infiniment voisins d'unc ligne & double courbure.

Pour le cas de la sphére, le nombre des points est quatie: les
trois premiers donnent naissance au rayon de premiére cour-
bure ; la succession des quatre points donue naissancc au rayon
de seconde courbure ¢t au rapport différentiel —d~§ : le rayon
d R,

de la sphére osculatrice est donc une fonction de Ry, R,, 75"
y

Pour le cas du cylindre, le nombre de points est cing : les
dR,
ik
et ]a succession des cing points introduit, en outre, les rap-
dR, *R,
1S’ dS

quatre premiers donnent naissance aux grandeurs Ry, R,,

ports le rayon du cylindre osculateur est done

. ., . dR, dR, 'Lk,

une fonction des quantités R,, Ry, —5» -2 —*
dS 45 g

Enfin, on verra de méme que Vangle au sommet du cone
i3
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droit osculateur est une fonction des mémes quantités, et des

&’R, &R,
nouveaunyx rapports —y —7T°

98, Formules relatives aux courbes tracées sur une sur-

JSace développable.

Les formules établics dans le n® 90 s'appliquent, avee une
seule modification, aux courbes tracées sur une surface déve-
loppable quelconque. 11 suffit, en effet, d'y remplacer langA,
qui représentait le rayon de courbure géodésique de la ligne
sphérique formée par les extrémités des rayons paralléles aux
génératrices du cone, par le rayon de courbure géodésiquc
analogue relatif 4 la ligne sphérique formée par les extrémités
des rayons paralléles aux génératrices de la surface dévelop-
pable considérée. Or, cette derniére ligne est précisément l'in-
dicatrice sphérique deI'aréte de rebroussement de la surface, et

son rayon de courbure géodésique tang A est égal a £2. oy et po
Pt

désignant les rayous de premiére et de seconde courbure de
cette aréte. On a donc les formules suivantes :

_—
(36") sina:f—'-R'sm l,
P2 r
(37" Cosaz__ds.smz-i-r.dz ou Eg__:_(ds.sm:_,_d‘,)’
E.r r
dS.sin%

" Y LN L L
(36-37") tavga = p. dS.sini+r.di’

E sina

(38”) tangi = Horda’

3g” =0 T
(39") R pi sini.cosi

Applications.
96. Posons £ = constante et i = constante : les for-
)

maules (36-37") et (38”) montrent que I'angle @ et le rapport
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R . .
N sont constants; et R,, R, sont proportionnels a ». Done. les
trajectoires des générairices rectilignes d’un hélicotde déve-
loppable sont des hélices, et leurs plans osculateurs coupent
la surface sous un angle constant. On voit d'ailleurs qu'il est
néeessaire, pour que ¢ et a soient simullanément constants.

que £ )¢ soit aussi, ou que la surface soit un hélicoide.

&

97. Posons a=1—9r : la formule (38”) devient

1angi £ tang R,
re /= — ou anyg ! o= —-.
=g 8' = R,
Il en résulte que : en chaque point d'une ligne géudésigue
tracee sur unc surface développable, le rapport de la premicre
a la seconde courbure de cette ligne est égal & latangente de

son inclinaison sur la génératrice correspondante de la sur-

Sace.

98, Posons £ = constante et i =

:on a, comme préce-
fr

WA

demment ,

n = constant¢e ou rau=o0.

La formule (38") donne d’ailleurs H + da = o donc H= o,
et la ligne considérée est plane. Réciproquement, s/ l'on a
! :E et H= o0, ou a encore da = 0, a = constante. Donc, les
lignes de courbure d’un hélicoide developpable sont plunes :
et toute surface développable dont les lignes de courbure sont
planes est un hélicoide. (Foir le n® 96.)

99. 8¢ une surface développable a des cercles pour ligies
de courbure, cetie surface est un cone de révolution. En eilet,
. ds . s . ‘.

I, a ot T ¢étant constants par suite de hypothése, I'équa-
tou (37”) se réduit & r = constante, ce qui suffit pour établiv
que la surface est un cone, et par suite un cone de révolution.
Car les rayons r ayant une longueur constante et étant no:-

18.
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maux, par une de Jeurs extrémités, 4 la ligne de courburc AA,,
ces rayons devraient étre également normaux i la courbe
formée par leurs autres extrémités, Mais ces rayons sont déja
tangents a cette courbe, qui est I'aréte de rebroussement;
donc celle~ci s¢ réduit 4 un point, et la surface est un cone de
révolution.

100. Observation. — Les trajectoires des génératrices recti-
lignes d’un hélicoide développable sont des hélices. Ceute
proposition, que nous avons vue résulter des formules préceé-
dentes, peut étre établie directement en guelques mots. Il
suffit, en effet, de remarquer que 'indicatrice sphérique d'une
trajectoire peut se construire par points, en menant des arcs
de grand cercle tangents au petit cercle gg, de la sphére, qui
sert d’indicatrice 4 'aréle de rebroussement de la surface, et
prenant sur chacun d’eux un arc

Fig. 41.

constant ga=17. Or le lieu des
points ainsi obtenus est évidemment
un petit cercle aa, de la sphére,
parallele au cercle gg, et de méme
pole; donc la trajectoire considérée

est une hélice cylindrique, et le cy-
jindre auquel elleappartient est paralltle au cylindre contenant
Paréte de rebroussement de la surface. On voit d’ailleurs que
I'arc de grand cercle ga, tangent au premier cercle gg, et
limité au second aa,, coupe ce dernier sous un angle qui reste
constant; doncle plan osculateur d’une trajectoire quelconque
coupe la surface sous un angle constant. Réciproquement,
toute hélice tracée sur un hélicoide développable, et apparte-
nant a un cylindre paralléle & celui quéi contient 'aréte de
rebroussement de la surface, est une trajectoire des genéra-
trices rectilignes de U'hélicoide. Car p éiant le pole commun
des petits cercles gg, et aa, qui servent d’indicatrices i I'aréte
de rebroussement et a V'hélice considérée, les cotés pg et pa
du triangle sphérique pga, rcctangle en g, sont constants;
il en résulte que le troisiéme co1é ga est consiant aussi, et que.
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I'hélice considérée est une trajecioire des génératrices recti-
lignes.

St Uhélice, aréte de rebroussement de la surface, appar-
tient & un cylindre de révolution, les mémes conséquences
subsisteront encore; mais avec cctte particularité que ’une
des trajecioires, en nombre infini, qui correspondent 4 une va-
leur déterminée, et d'ailleurs quelconque, de Yangle /, est une
hélice tracée sur un cylindre de révolution. Dans ce cas. en
effet, si on développe la surface sur un plan, l'aréte de re-
broussement, dont la premiére courbure est constante, devient
une circonférence; les génératrices dela surface sc transforment
suivant les tangentes de cette circonférence, et leurs trajec-
toires suivant les trajectoires des tangentes. Or, dans la figure
ainsi développée, l'une des trajectoires, en nombre infini,
qui correspondent & une valeur dounée de P'angle 7, est unc
circonférence {décrite du méme centre que la premiére, avec
un rayon convenablement choisi}, et son rayon de courbure
est constani. De la, en revenant a la surface primitive, on
conclut qu'il existe sur cette surface une trajectoirve dont le

T R .
rayon de courbure géodésique —— est constant; et comme il
Cosa

est déja établi que a et lTl sont constants pour une trajectoire
2

quelconque, R, et R, sont I'un et l'autre constants pour la
trajectoire considérée qui est, par conséquent, une hélice
tracée sur un cylindre de révolution,

Enfin si, revenant au cas général, on supposel’anglei égal a

™
> les arcs ga, gia, sont des quadrants, les rayons de la

sphére aboutissant aux points @, a, sont paralléles aux tan-
gentes en g, g du petit cercle gg, ct la ligne aa; est un
grand cercle de la sphére. Donc les lignes de courbure de
Lhélicoide développable sont des courbes planes, et le plan
de chacune d’elles coupe la surface sous un angle constant.
Réciproquement, une ligne de courbure d’'une surface déve-
loppable érant plane, cette surface est un hélicoide. Les tan-
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gentes en g, g, de Vindicatrice de I'aréte de rebroussement,
étant en effet paralléles aux rayons dela sphére qui aboutissent
aux points a, ¢, du grand cercle servant d'indicatrice 4 la ligne
de courbure que Pon suppose plane, sont paralléles & un plan
fixe. La ligne gg, est donc plane et circulaire; I'aréte de
rebroussement cst une hélice, et le plan de la ligne de cour-
bure considérée coupe la surface sous un angle constant : ce
(ui renferme le théoréme de M. Joachimstal.

Les résultats précédents ont été cbtenus analytiquement par
M. Molins, dans l¢ cas particulier de I’hélice tracée sur un
cylindre de révolution. (Journal de Mathématiques, tome VI,
page 141.)

101. Les mémes considérations conduisent, trés-simplement
encore, a la solution de cet autre probléme, également résolu
par M. Molins: Faire passer par une courbe donnée une sur-
Jace développable telle que, par le développement de cette
surface sur un plan, la courbe se transforme en un cercle
de rayon donné R, ,. (Journal de Mathématiques, 1856,
page 270.)

On voit d'abord que le probléme est susceptible de deux
solutions. Car si I'on méne par les tangentes successives de la
ligne donnée une double série de plans formant avec les plans
osculateurs correspondants de cette ligne, d’un cbdié et de
I'autre de ces plans, des angles « dont les cosinus soient définis
en chaque point par la relation

R‘ I‘l
=R, ou cosa=—
cos a

R,

tes denx surfaces développables. enveloppes des plans de ehague
s¢rie, répondront I'une et Vauire a la question.

Examinons, avec M. Molins, le cas ou /a ligne donnée est
une hélice tracée sur un cylindre de révolution ; et construisons
les indicatrices sphériques gg, et aa, de aréte de rebrousse-
ment de la surface cherchée ct de 'hélice dounée : Uindica-
trice de cette derniére est un petit cercle ga, de pdle p, et les
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arcs ag, a8, ont pour enveloppe la ligne gg, (voir la ligure
de la page 140).

R,,.
bure R, de I'hélice donnée, l'angle @ est constant; les arcs ag.

étant constant, ainsi que le rayon de premicre cour-

a, g, coupent le petit cercle aa, sous un angle coustant; le
point g, ou chacun d’eux touche son enveloppe gg,, s'obticut
en abaissant Uarc pg perpendiculaire sur g : et il vésulte de
cette construction que le triangle variable pga demenre tou-
jours égal & lui-méme et que les arcs pg el ga sout constants.

L'arc pg étant constant, la ligne ggy est un petit cerele de
méme pole p que le cerele aa, @ et I'aréte de rebroussement de
la surface cherchée est une fiélice située sur un cylindre paral-
léle & celut qui contient I'hélice donnée.

L’arc ga étant constant, Phélice donnée est une trajectoire
des génératrices rectilignes de la surface, ct se transforme, par
le développement de cette derniére sur un plan, en un cercle
coupant sous un angle consiant les tangentes de Yaréte de re-
broussement développée. L'aréte développée est done Ienve-
loppe d'une séric de cordes dgales d’un cercle, ou un cercle
concentrique au premicr ;. et Paréte de rebroussement clle-
méme est une hélice dont la premiére courbure est constante.
ou une hélice tracée sur un cylindre de révolution.

Les formules précédentes peuvent aussi conduire aux mémes
résultats.

CHAPITRE IX.

DES LIGNES TRACEES SUR UNE SURFACE GAUCHE.

102. Observations préliminaires; notation et définitions.
On appelle, comme on I'a déja vu, point central de chaque

génératrice OA d'une surface ganche la limite des positions
occupées sur cette génératrice par le pied de la droite sur Ja-
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quelle se mesure la plus courte distance 00, entre cette généra-
trice el une génératrice infiniment voisine O’ A’ : le systéme de
tous les points analogues, relatifs aux diverses génératrices de
la surface, formantune courbe continue 00’0 que Von appelle
ligne de striction de la surface. 1l résulte d’ailleurs de cetie
définition qu’en chaque point de la ligne de striction le plan
tangent a la surface est perpendiculaire au plan mené, par
la génératrice qui passe en ce point, parallelement & la génc-
ratrice infiniment voisine : car il peut éwre considéré comme
contenant la droite 00,, sur laquelle se mesure la plus courte
distance entre ces deux géuératrices.

Les droites indéfinies 00,,0'0', 070", . ., surlesquelles se
musurent ainsi les plus courtes distances entre les génératrices
successives de la surface primitive S, sont & leur tour les géné-
ratrices d’une seconde surface gauche 8, que Pon appelle la
surface conjuguée : et il est évident que les génératrices de la
premiére surface recoivent les plus courtes distances entre les
sénératrices conséculives de la surface conjuguée; les deux
surfaces étant circonscrites 'une a 'autre tout le long de leur
commune intersection O0’'0”, qui est, en outre, la ligne de
striction de V'une et de "autre.

Daus fout ce qui suit, nous désignerons l'angle de deux gé-
nératrices iufiniment voisines de la premiére surface, leur plus
courte distance, le coefficient de distribution des plans tan-
geuts (woir page 10); ct les éléments analogues et correspon-
dants de la surface conjuguée, par

L] o k p—
E) b4

Quand nous aurons 4 considérer une ligne AA’ wracde surla
surface, nous rapporterons ses points successifs A, A',. .., aus
points correspondants O, O’ de la ligne de striction par les
coordonnées spéciales

A0 =R, A'0'=R +dR;

Farc élémentaire ¢S et I'inclinaison ¢ de cette ligne sur la gé-
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nératrice étant définis par les équations

dR* o’ =
2) 1S = = — )
(2) ‘ cos i sini.coss
o IR = ') cosc
(3/ Cot(:((——q—)-»qi?s

o

dont la sceconde devient, quand il s’agit de fa ligne de striction.
pour laquelle o =R =g,

’

(4) coti‘,:fﬂ
(o3

Pourdémontrer ces lorniules, soient, comme précédemment.
00, = w la plus courte distance cuire les génératrices infini-
ment voisines OA, O'A'; ¢t 0,0’ =g’ le segment déterminé

sur O'A’ par cette plus courte distance OO, ct la ligne dc

Epay .
Fig. 42. steiction OO’ 5 menoos les droites
O, a paralléle 2« OA, Aq paralléle

ct égale 4 00, aa’ perpendiculaire
5 ’ perp

sur O’A’; et Aa/, qui peut étre con-
sidérée comme P'élément de la tra-
jeetoire orthogonaledes générarrices
issue du point A, et qui forme avec

AaTangle ¢ mesurant Uinelinaison
du plan tangent en A sur le plan tangent en O : jinclinaison
délinie par I'équation fondamentale [voir p. 11, formule (1V}]:

(n tange = A.R.

On a dans le riangle Aa’ A/, rectangle en a’. les relations :

! 7 !
a' A Aa @
dS — AA' = = e =
cosi sini  sini.cose
. a'A a' A a'A.cosg
cot i == ;= = .
Aa Aaicose o

Drailleurs. la trajectoire orthogonale A 2’ et la plus courte dis-

tance OO, interceptant sur les génératrices infiniment voi-
19
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sines O A, O’ A’ des segments dgaux, on a I'égalité

0,0’ =O0A:
ou
0,0 + 0'A" — a’ A’ =04,
ou
o +R+dR—ad A =1R;
ou enfin

A =dR*o';

et la substitution de cette valeur dans les relations précédentes
fournit les formules (2) et (3).

103. Représentation sphérique d’unc surface gauche et
des lignes les plus remarquables, ligne de striction, lignes de
courbure, lignes géodésiques, lignes asymptotiques et lignes
d’ombre d’une telle surface. (Poyez fig. 43, p. 148.)

Si I'on méne par le centre d’'unc sphére, de rayon 1, les
rayons cg, cg’,..., paralltles aux génératrices rectilignes
d'une surface gauche quelconque S, leurs exirémités forme-
ront une courbe sphérique gg’, dont 'arc élémentaire ds me-
sure l'angle @ de deux génératrices conséeutives de la surface
primitive S, et dont l'angle de contingence géodésique ¢, est
égal a I'angle @’ des deux génératrices conséentives, correspon-
dantes, dela surface conjuguée 8’ : le rayon de courbure géo-
désique de cetle ligne gg’ étant défini dés lors par la formule

w
(5) lang.g'y:b?-

En outre, si V'on coostruit Vindicatrice sphérique oo’ de
la ligne destriction OO/, les points o, o',..., de cette indica-
trice seront respectivement situés sur les arcs de grand cercle

87y £y normaux en g,¢,..., & la ligne gg'. L'arc go, et
le grand cercle tangent en g & la ligne g&’, représentent, en
eflet, le premier, le plan tangent au point O de la ligne de
striction; le second, le plan mené par la génératrice du méme
point parallélement 4 la génératrice infiniment voisine; ct
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doivent ¢étre, comme ces deux plans, perpendiculaires entre
eux.

SiFon construit de méwme Pindicatrice ae’ d'une ligne quel-
conque AA!y tracée sur la surface ; les plans des ares de grand

—

—
cercle aga’ g'..., joignant les points correspondants des deux
lignes ad’, gg’, sont paralléles aux plans tangents de la surface
, . I 3 I. . \ - )

aux points A, A’,..; et Pinclinaison de I'arc ag sur arce nor-

—
orn,

mal gﬁ ou gy, oule complément de Uinclinaison de U'are ?
sur laligne gg',mesure Uangle ¢ des plans tangents au point A
de la [lgu.c considércée, et au point correspondant O de la
ligne de striction.,

Eufin, laligne pp' formée par les intersections successives

——

des arcs ga,gr’\(z',..., sert d’indicatrice a Paréte de rebrous-
sement de la surface développable circonscrite a la proposée
suivant la ligne AA’ : et si dans la formule (14) dela page 49,
ds.sina

tang ai = -
& eé,+(la,

on yemplace Vare @/, Tangle a, ds, e, par leurs valeurs ac-
tuclles, are gp, = /, relatives & la ligne gg’eta I
uclles, aregp, ~ — ¢, 0,0, relatives : gne gg’eta I'in-

clinaison de Parc gp sur cetie ligne, on obtient cette nouvelle
formule :

o1, (OQ?

(6) tng gp = S gy

dont nous ferons un continuel usage dans ce chapiwe, ainsi
que des principes suivants, par lesquels nous terminerons ces
préliminaires.

A. 8¢ la courbe AA est la ligne de striction de la surface.
les arcs ga, & &' sont normaux & la ligne gg'.

B. Silu courbe AN est une ligne géodésique, les ares ga, ga’
sont normaax & Uindicatiice aa'.

C. 8 cette courbe est une ligne de courbure de la surface.
les ares ap, a'p’ sont des quadrants, et les arcs gp,ga sont

19.
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complémentaires. Car les rayons ca et ¢p de la sphére sont
paralléles 4 la tangente de la ligne de courbure AA’ct 4 sa
tangente conjuguée, ct ces tangenles sont reclangulaires.

D. Si la courbe AA’ coincide avec 'aréte de rebroussement
de la surface développable cir-
conscrite & la proposée suivant
cette courbe, ou si la courbe AA’
est une ligne asymptotique de lu
surface, la ligne pp’ coincide
avec la ligne aa', et les ares ga,

‘ot : : '
g a sont tangents & la ligne ad'.

E. Enfin, sila courbe AA est une ligne d’ombre relative &
des rayons incidents paralléles {on la courbe de contact d'un
eylindre circonscrit a la surface), la ligne pp’ se réduit & un
point, et les ares ga, ¢ o' concourent en ce point, qui est V'ex~
trémité du rvayon de la sphére paralléle aux rayons incidents.

104. Rayon de courbure géodésique d’une trajectoire AA',
sous langle constant i, des génératrices rectilignes (voir la fi-
gure précédente}, Décrivant du péle commun p, les ares gh, ag
interceplés entre les arcspag, pa’ g, on a Végalité ga = hgq,
dont la comparaison avec I'égalité donnée, ga=g'a’ =i, con-
duit 4 la relation

ou, a causc des triangles rectangles aga’, ghg',
(40) E, =Ecosa = wsing.

On ad’ailleurs, parla formule (2) {voir page 145),

dS=—2—,
sini.cosg
el, par suite,
4o') R _dS 1 1+ AR I
' "6 E,  sini.ksingcoso AR sinf

Il résulte de cette formule qu'en un méme point d’une surface
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gauche, la somme des carrés des premicres courbures géode-
siques de deux trajectoires, perpendiculaires entre elles, est
constante.

105. Propriétés de la ligne de striction; cas particuliers
dans lesquels la ligne de striction est une irajectoire des gé-
nératrices rectilignes; une ligne giodésique; on une ligne
asymptotique de la surface.

Tutorime. Une ligne, tracée dans de certaines conditions
sur une surface gauche, peut étre, soit une ligne géodésique,
soit une trajectoire des génératrices rectilignes, soit la ligne
de striction méme de la surface : et si deux de ces trois pro-
priétés se trouvent réuntes dans une méme ligne de la surface,
elle posscde aussi la troisicme. (O. Bounet, Journal de VE-
cole Polytechnique, t. XIX, p. 71.)

Démonstration. Que la ligne de striction OO’ soit d’abord
une ligne géodésique, ow unc trajectoire des génératrices rec-
tilignes @ dans le premier cas (voir la figure précédente),
les ares go, g'o’, déja normanx a la ligne gg', puisque OO’ est
la ligne de striction, sont aussi normaux a la ligne 00’ puis-
que OO’ est une ligne géoddsique. Les deuxlignes gg’,00', ont
done meme développée sphérique, et les ares go, g'o’, normaux
a T'unc et & Pantre, conservent une valeur constante «ui me-
sure I'inclinaison, ézalement constante, de la ligne OO’ sar les
géndratrices dela surface. Dans le second cas, les ares go ont
une longuenr constantey ils sont encore normaux a la ligne
déerite par leur origine g: ils sont done pareillement normaux
a la ligne 0o déerite par leur extrémité oy et la ligne OO est
une ligne géodésiue.

Infin, si AA" est 4 la fols une wajectoire des génératrices ct
une ligne géodésique de la surface, les ares ga ont une lon-
gueur constante ct sont normaux a la ligne aa’ déerite par lear
extrémité a; ils sont done pareillement normaux a la ligne gg’
déerite par leur origine g. Les arcs ga, g'a coincident en di-
rection avee les ares go, g'0’y les plans tangents & la surface,
menés par les points correspondants de la ligne considérée AA
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et de la ligne de striction OO0, sont paralléles; et ces lignes
elles-mémes coincident.

Toutes les surfaces gauches dans lesquelles la ligne de
striction présente ces particularités peuvent donc étre engen-
drées en menant, par chacun des points d’une ligne a double
courbure quelconque, prisc pour ligne de striction, et dans le
plan rectifiant correspondant, unedroite faisant avee la ligne
considérée un angle constant : cet énoncé contenant, en par-
ticulier, la génération de la surface gauche de révelution.

Supposons, en dernier lieu, que la ligne de striction OO soit
une ligne asymptotique de la surface : les arcs go, g’o élant
alors tangents & la ligne oo’, celle-ci coincide avec la déve-
loppée 7' de la ligne gg’. On a donc constamment

go=gvy, tanggo == tangi, == tanggy,
ou, d’aprés les formules (4) et (5) (woir pages 145, 146),

w w
o o

ou A=4"

En outre, I'arc élémentaire de la développée 00’, ou I'angle
de contingence E de la ligne de striction, est égal a la difté-
rentielle dr, de Pinclinaison, go ou g7y, de la généralrice de la
surface sur la ligne de striction ; et comme d’ailleurs les géné-
ratrices de la surface sont, dans le cas actuel , situées daus les
plans wsculateurs de la ligne de striction, on a ce théoréme :

8t par les divers points, et dans les plans osculateurs cor-
respondants d’unc ligne & double courbure quelconque, con-
sidérée comme directrice, on méne des droites coupant cctre
ligne sous une inclinaison variable dont la différenticlle soit
précisément égale & l'angle de contingence de la directrice :
ces droites seront les génératrices d’une swiface gauche S
ayant cette directrice pour ligne de striction, et les coeffi-
cients de distribution des plans tangents de la surface Set de
su conjuguce S' seront constamment ¢gaux.

En particulier, si parles divers points d’une droitc on méne
de nouvelles droites, non situées deux a deux dans le méme
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plan, et coupant la premiére sous un angle constant : ces
droites formeront une surface gauche ayantla droite donnée
pouwr ligne de striction. On a un exemple de cetle génération
dans la surface gauche formée par les normales principales
d'une ligne géodésique d’'un cone de révolution.

Remarque. La plupart de ces propositious ont éLé énoncées
déja par M. Catalan. (Bulletin de la Société Philomathique,
1848, page 68.)

106. Equation générale des lignes géodésiques, sur une
classe particuliere de surfaces gauches. Théorémes sur le
triangle géodésique. (Voir page 147, remarque B.)

Les arcs ga, g'a’ étant normaux a I'indicatrice aa’ de la

Fig, 44. ligne géodésique considérée AA’, on a, en
nrea: Yo v HPS 3 v ool !
abaissant 'ave g/ perpendiculaire sur g'a’,

L A W)
gh=ga—ga,

ou

gg'. sing = di,
ou
(7) di==wusing:

ce qui montre, en passant, que la variation de U'inclinaison
d’une ligne géodésique sur la génératrice rectiligne de la
surface a la méme valeur, pour toutes les lignes géodcsiques
issues d’un méme point de la surface et terminées ala géné-
ratrice infiniment voisine.

Quclle que soit d’ailleurs la ligne considérée AA’, on a, par
la formule (3) (wvoir page 145) :

. dR* v
coti = ———— cosg,
w

et on déduit, de la muliiplication membre & membre des
deux derniéres équations,

! sini
coti,di = (—-15[%1-{ == 4k (dR=*o’)sing.cosg,
5
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ou enfin, en employant la formule (1) tange = k. R,

d.sini__ KR (dR Ea')
sini 14 &R

(8)

équation générale des lignes géodésiques d’une surface gauche
quelconque.
Si I'on pose
(A) o' = o,
4 = constante,

le second membre devient une différenticlle exacte; Véqua-
tion (8) est susceptible d'une premiére intégration, et on
trouve en leflectuant,

L.sini== L (1 + #R) +L.C,

ou
1

4 x
(A") sini = C{1 + #*R?) ?==C(cosg) .

Quant a Pambiguit¢ que présente cette formule, et qui pro-
vient du double signe + et — que nous avons dii conserver
dans 'équation (8), il suffira de la faire disparaitre pour Pune
quelconque des surfaces représentées par les équations

() o

constante

Nous choisirons, a cet eflet, I'héligoide gauche & plan direc-
teur; les autres surfaces, gui sont engendrées, comme on le
voit aisément, par les bi-normales d’une ligne gauche dont
{a seconde cozubure est constante, se prétant moins bien ala
discussion.

Supposons donc que la surface soit un héligoide gauche, et
soit (voir la figure précédente) y le pole du grand cercle gg’,
lieu des extrémités des rayons de la sphére paralléles aux géné-
ratrices de la surface. Menons l'arc de grand cercle ya cou-
pant gg’ en ¢. On a, dans le triangle sphérique reclangle agg,

sinag = sinag.sinagg, ou sinaq = sini.cosy.
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Si donc on prenait le signe supérieur dans la formule (A'), ou
aurait
sinag = C,  aq = constante :

L’arc ya serait lui-méme constant; les arcs ay, a’y seraient
normaux & la ligne aa’, comme les arcs ag, a’g’, et coincide-
ralent avee ces arcs ; les plans tangents aux diflérents points de
la ligne AA' scraient paralléles a I'axe de Uhélicoide; et la
ligne AA’ ne scrait pas une ligne géodésique quelconque de la
surface, mais 'axe méme de I'héligoide.

On doit donc rejeter les signes supérieurs et écrive, définiui-
vement,

(9)

siné

= C ou sinz’.\/1+&=B*:C.
COS? .

Observation. L'équation des lignes géodésicues de I'héli-
coide a plan divecteur, déja obtenue par M. Catalan (Mémoire
sur les surfaces gauches, Journal de I'Ecole Polytechnique,
29° cahier, 1843, page 142),

cot?d — u?
| T

=,

ou, en rentrant dans notre notation ,

cot*s — R?
T+ R

=c,
peut scrvir de vérification & notre méthode, Elle vevient iden-
tiquement, en cffet, a Péquation (g),
sinf. \/m = C,
pourvu qu’on fasse dans celle-ci
k=1
et cette particularisation du cocflicient & résulte implicitement,

dans la notation de M. Catalan, dec la forme méme de Iéqua-
tio

z — arc tang Z—a
X

qu'il emploie pour représenter I'héligoide.
20
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Applications. La formule (g)
sini
COS?

conduit 4 quelques conséquences curieuses, relatives aux
triangles géodésiques tracés sur I'une quelconque des surfaces
gauches définies précédemment.

1). Dans tout triangle géodésigue isocéle ayant pour base
la ligne de striction, la génératrice rectiligne issue du sommet
est perpendiculaire & la base, et divise 'angle au sommet en
deux parties égales : en appelant isocéle un triangle dont les
angles 4 la base sont égaux; et en remarquant que la ligne de
striction cst ici une trajectoire orthogonale des génératrices et
une ligne géoddsique de la surface.

Pour démontrer ce théoréme, il suffit de remarquer que la
constante C, entrant dans I’équation d'unc ligne géodésique,
représente le cosinus de Pinelinaison de cetteligne sur la ligne
de striction, an point ou elle coupe cette derniére 5 les con-
stantes , entrant dans les dquations des deux cotés du triangle
isocéle considéré, sont donc égales; et ces équations dtant

sini = C.cose, sini’= C.cosg’;

si Uon y fait ¢ = ¢/, pour avoir les angles 7 et # qui se rap-
portent au sommet du triangle, on trouve

sini = sini’ ou i=i’.

2). Les cotés d’un triangle géodésique ABC formant avec
les génératrices rectilignes de la surface, issues des sommets
de ce triangle, six angles distincts; le produil des sinus de
trois de ces angles, non adjacents, est égal au produit des sinus
des trois autres : propriéié analogue a celle du wiangle vecti-
ligne, pouvant éire étendue, comme celle-la, & un polygone
géodésique quelconque; et dans laquelle les génératrices abou-
tissant aux sommets remplacent les droites issues d’un méme
point dans le wiangle rectiligne.

Pour la démontrer, nous désignerons par ¢, , ¢y, ¢¢ les an-
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gles formés par les plans tangents en A, B, C respectivement

avee les plans tangents aux points eorrespondants de la ligne

de striction ; par7, s et i, les angles formés en A et B, avec

les génératrices de ces points, par le coté A ou ¢ et ainsi des

deux autres cotés. Nous aurons done, d’aprés ces notations, et
. i sini

en apphquant suceessivement la formaule E;; = coustante

aux cotds AB, BC, CA, les relations suivantes :

sini,an  sini.p

Y

cosyy  COSoy
Sinia_u Sinia,(:
- = ——
COSgp COS ¢,

Sinib,c sin I'b”\
—_—=
COsgg COS 9y

dont la multiplication membre & membre fournit la relation
énoncde,

107. Equation générale des lignes de courbure. Applica-
tions.

L’indicatrice d’une ligne de courbure de la surface étant aa’,
et p étant le point d'intersection des ares infiniment voi-
sins ga, g'a’ (voirla figure de la page 148), Yarc ap est égal i
un quadrant, d’aprés la remarque C (voir page 147}; les ares
gy et ga=1{ sont complémentaires, et la tangentc trigono-
métriquede I'un est égale a la cotangente de I'autre, Or, d’aprés

les formules (3) et (6} des pages 145 et 147,

. dR=*Eta’ ¢ @ o
Loll._..——m——- COSs ¢, ang gp = m'id? CoSy ;
on a donc
dR + =’ w
(4) @ ~w’id¢p’

¢n rempiagant d ar sa va r
ou, plagant d sa valeu

dy = (k dR + R.dk)cos' 3,
20.
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tirée de 'équation (1), tangp=k.R,
(10) (dRZE=w’) [m’i(k.dR—f—R.dl:)cos’«p]:mo.

Cette équation, quoique assez compliquée, donnc lieu cepen-
dant a quelques applications inléressantes.
1). Posons
o=w=w'=dk,
la surface devient un kélicoide & plan directeur, et I'équation
se réduit a

l‘.(}E’.COS’q:‘m.m,

1 . .
ou, en remplacant @ par — et cos®p par ———— a celle-ci:
prag par 3 PP T TR
——M{—:iw:i"dﬂg

Vi + A RY
d’on
{10); R:I—A(e:t(ﬂ_“)—e:’:(g—“)):
Py

équation générale, suivant les coordonnées polaires R et (2,
des projections des lignes de courbure de I'hélicoide sur le plan
directeur (Catalan, Mémoire cité, page 143). On peut d’ail-
leurs parvenir directement  cette équation, par le seul emploi

de la formule (3)

. dR=tw’
coti = ——— < cos g,
&

et en remarquant que, dans le cas actuel, les lignes de cour-

bure ne sont autres que les trajectoires, sous 'angle de 45 de-
q 3 8

grés, des génératrices rectilignes de la surface.

2). Définition analytique de la surface gauche dont toutes
les lignes de premiére courbure sont équidistantes de la ligne
de striction, de telle maniére que la ligne de striction et 'une
quelconque des lignes de premiérc courbure interceptent des
segmenls égaux sur toutes les génératrices.

Si l’on suppose cette condition remplie par toutes les lignes
de premiére courbure, 1'équation géndrale de ces lignes, (10),
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devra étre satisfaite par la substitution
dR =0 ou R ==constante=C:

quelle que soit d’ailleurs, pour chaque point de la ligne de
striction, la valeur attribuée & celle constante. Or, si I'on
introduit I’hypothése 4R = o dans I’équation (10), et si, aprés

avoir multiplié tous ses termes par =1+ kR on lor-

cos’e
donmne par rapport a R, clle devient
(o Fa’vw) i REa'.dhk. R+ (voma'ew)=o0;
et cetle équation devant éirve satisfaite par une valeur quel-
conque attribude & R, doil se réduire & une identité, ce qui
donne les deux équations de condition
w.dk=0, wwa'w=o0,

ou les deux systémes d’équations

{g'=o,
(€)
)m.m:o;
() {dhk=0 ou %= constante,
| oo =a'e om A = k.ang'i,.

Le systéme (C) se décompose lui-méme en deux :

o=o—a ou o= =uw.

Les équalions o =5 =1u', ouo= Voi+o°, représentent
une surface gauche dont la ligne de striction se réduit & nn
point, c'esi-d-dire un céne quelcongue; et les derniéres
0 =o' = w représentent un cylindre.

Il résulte de la que les surfaces gauches proprement dites,
possédant la propriété énoncée, sont définies analytiquement
par les équations (C') :

k = constante,

(10),

# =k tang®io.

On reconnait aisément d’ailleurs que la derniére équation
exprime seulement que la ligne de striction est unc ligne de
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courbure; etl’on a par conséquent ce théoréme : Toute surface
gauche dont une des lignes de premiére courbure coincide avee
la ligne de striction, et dans laquelle le cocfficient de distri-
bution des plans tangents est constant, a toutes ses lignes de
premiére courbure équidistantes de la ligne de striction (¥*).

3}. Cherchons en particulier & définir celle des surfaces
gauches joutssant de la propriété précédente, dont la ligne
de striction coupe les gélzéra(rfces sous un allg!e constant:
ce qui nous fournira en méme temps une vérification.

La ligne de striction de la surface cherchée étant une trajec-
toire des génératrices rectilignes, est aussi unc ligne géodési-
que suivantle théoréme du n° 105. Elant a la fois ligne géodé-
sique et ligne de courbure, la ligne de striction est plane; les
génératrices de la surface étant dés lors situées dans les plans
menés par les tangentes de laligne de striction perpendiculai-
rement au plan de cette ligne, et faisant avec ces tangentes
Yangle constant ¢y, Or, ce premier résultat, joint a la relation
k= constante, conduit aisément a cette conclusion : que la
ligne dé striction cst un cercle, la surface cherchée étant dés
lors Uhyperboloide de révolution, & une nappe.

Soient, en effet, y le pole commun du petit cercle gg’ et du

Fig. 45. grand cercle 00’ qui sert d'indicatrice a la

¥ ligne de striction; E, dS et R, I'angle de
»

contingence, l'arc élémentaire et le rayon
de courbare de la ligne de striction. On a

v

<

N, .
w=—gg' —+.singy=00". cosgo = E cosi,,

d'oi
6 w
E=— ~; et @=dS. sin4,
o, Q‘ COs ¢,
p d’ou
ko
29 dS§ = ——;
o ¥ sin iy’

(*) On peut ajouter que les lignes de seconde courbure détermin nty sur les
génératrices rectilignes, des divisions homographiques,
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et U'on en déduit

ds t
R, —= — == ——— = constante,
E & tang i
puisque k et Z, sont l'un et I'autre constants. €.Q.F.D.

On aurait d’ailleurs, pour la surface conjugude S’
7P J e >

I
R = -
' K cot i,

etil résulte, de ceile double expression de Ry, la relation
¥ = k. tang'i,,

4). Définir la surface gauche dont les lignes de cour-
bure sont des trajectoires des génératrices rectilignes de la
surface.

Une ligne de premiére courbure de la surface cherchée de-
vant couper sous un angle constant toutes les génératrices de
la surface, et étant elle-méme coupée a angle droit par toutes
les lignes de scconde courbure, il en résulte que ces dernieres
sont inclinées d’un méme angle sur les génératricesy ctil en
est de méme pour les lignes de premiére courbure.

Soit donc ¢ I'inclinaison constante des lignes de I'une des
courbures sur les génératrices : posons

coti =C,

et introduisons cette constanlte C dans I'équation (3) de Ja
page 145 il viendra

dR3F =
C=——— casy,
[n3
d’ou
dR.cosp—Cw=w'cos et JdRA ’——2
.cosp—=~Cw=o'cos g, o = os¢

Si Yon porte ces derniéres valeurs dans I'équation générale
(ro) des lignes de courbure (page 156), on trouve, successi-

vement,
c
cosCr w I Reos'g. dh thcosy. C. o m ko' cos’y p =dw,
?
.co
ik“'ccos?“"“"_—t(}‘-‘“’$/rw’)cos’?=m' ;52’
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ou, & cause de k.o =w,

w(R.dhozk. o' )cosip=uw (%_T_C) cOs g3

d’ou, en remplacant cos ¢ par =5 et élevant au carré,

1
Vi+ AR
(10) %m’(l+£~’R’)i(RdA*$A-w')(:w’(éxcy(l+k2R’).

Cette équation, du quatriéme degré en R, montre qu'il existe,
en général, sur chaque génératrice d’une surface gauche quel-
conque, (uatre points tels, que I'une des lignes de courbure
passant en ces points coupe la génératrice sous V'angle 7 défini
par la formule coti = C; mais, dans la surface cherchée, cette
circonstance doit se reproduire en tous les points de chaque
génératrice : 'équation précédente doit donc étre une identité,
et les coefficients des diverses puissances de R, R*, R*..R’,
doivent étre identiquement nuls. Or, le coeflicient de R* étant
w’. k*, on doit avoir d’abord

(m) w =—o,

et 'équation de condition (1o}, se réduit alors & celle-ci

{/\" w? (:—i:": C) .—zp}}&’izk o' .dk. R—-}-{m’ (é_—f_C)z—-/r’m”}:o
qui doit se réduire elle-méme 4 une identité. La surface cher-

chée sera done définie par I'équation (m) jointe aux trois sui-
vantes :

(a) &zwz(é:.l—‘c«)z-—-.d_l“:o,
{&) o .dk=o,
(¢) o’ (%IC)z—- Mao'l=o.

On satisfait 4 la seconde, soit en posant

(ﬂ) o' =o,
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et la troisiéme ct la premiére donnent alors, successivement.

(p) cFC=o
et dk = o, ou
(q) k == constante ;

s0it ecn posant

dk=o0, ou k=—-constante;

et, dans ce cas, la premiére et la troisiéme donuent, successi-

vement,
1

(—:_?C:o, et = =—o.
Ces deux solutions rentrent 'une dans l'autre; la surface cher-
chée est définie par les équations

o' =o0,
(I) w'=o,

% = constante,

et U'inclinaison constante des lignes de courbure sur les géie-

ratrices est définie par 'équation (p) :

ExC:O, ou C'gmr=o, ou cot®/—1==0;
d’otr
(1) i =45°,

On a donc ce théoréme : L'hélicoide a plan directenr est la
seule surfuce gauche dont les lignes de courbure coupent les
génératrices rectilignes sous un angle constant.

Remarque. I.a génératrice rectiligne représentant, o
chaque point d’une surface gauche, I'une des asympiotes e
I'indicatrice de la surface en ce point, la tangente trigono-
métrique de son inclinaison sur une des lignes de courbure est
égale, comme on sait, & la racine carrée du rapport des deux
rayons de courbure principaux de la surface en ce point. Le
théoréme précédent est donc susceptible de ce nouvel énouncé :

21
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Toute surface gauche dans laquelle le rapport des rayons de
courbure principaur a la méme valeur en tous les points de
la surface, est un hélicoide & plan directeur; et le rapport en
question est égal a l'unité: ce qui constilue une généralisation
du théoréme de Meunier.

5). Lignesde courburedes surfaces gauches du sccond degré.

La représentation sphérique d’une surface gauche, appliquée
aux surfaces réglées du sccond degré (hyperboloide & une
nappe, ou paraboloide hyperbolique), conduit d’'une maniére
trés-simple et sans aucun caleul, si 'on veut, aux équations
des lignes de courbure de ces swrfaces.

Soient, en cflet, yy'gy’ Uellipse sphérique, formée par les
extrémités des rayons de la sphére paralléles anx génératrices
rectilignes de Phyperboloide, et que nous nommerons ellipse
directrice; aa' I'indicatrice sphérique d'une ligne de cour-
bure AA’ de la surface; ugy, a’g'y',. .., les grands cercles
paralléles aux plans tangents de la surface en A, A',.. ., et
contenant les poles g et 7, g’ el 7/, des quatre génératrices des
deus systémes situées dans ces plans; nunr’ la courbe cnveloppe
des grands cercles ag, a’g’; et nn’ endin la supplémentaire de
la courbe mm’,

D’aprés des propositions bien connues, dues a M. Ch. Dupin,

—

Fig. 46. Varc am, qui mesure 'angle de
deux tangentes conjuguées rectan-
gulatres, est égal & un quadrant;
et le poiut m est le milieu de 'arc
g7, paree gue les tangentles aux
deux fignes de courbure qui passent
par le point A de I'hyperboloide,
sont les bisscctrices des angles for-

mds par les deux génératrices recti-
lignes qui se croisent au méme point.

Il résulte de 1a un premicr moyen de trouver par le caleul
les équations générales des ligues aa’, mm’ et nn'. Car le point
a(x, y) étant donné, le point m(X, Y) est aussi donné, par
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Fintersection de Ia polaire absolue du point ay x X4y Y=—1,
et de sa polaire @’y Y+ b*xX = a*h? relative a Vellipse di-
rectrice; ceci résullantde ce que les quatre points a et m, g et y,
forment une division harmonigue. Wailleurs. ave ma étam
tangent a la courbe mm’, on a l'égalité

Y Y—y

dX T X—+
et de la, en canplacant X, Y ¢ lenrs ditférenticlles par leurs
valeurs en fonciion de o, y, dx, dy, on déduiva 'équation
dificrenticlle de la ligne aa’. Cette équation, ol les variables
sont séparées, s imlegre aisément @ et Yon trouve que la courbe
aa’ est du quatriéme degré, les cowrbes mun!y nn' éant seale-
ment du sccond.

Mais on peat aussi trouver les convhes nem’ et nn’ sans cii-
cul. Imaginons, en cffer, que Pon ait coustruit les ares de
grand cercle avant pour poles les points i, ¢ ety ces wois
ares, qui se croisent au point s, seront @ lare tangent a la
courbe nn' en ny et les deux ares menés par le méme point
tangenticllement i Vellipse sphérigue ¥, supplénentaire d.
Uellipse directrice T, Mais ces deux derniers ares sont égale-
ment inclinés sur Pave tangent a la courbe nn' en n, paisque
les ares mg el my sont égauxy il font aussi des angles éganx
avee les deux ares de grand cerele qui rénnissent fear point de
concours n aux deus fovers flet f " de Vellipse 155 par une pro-
priété des coniques sphiviques analogue ioune propriéié bien
connne des coniques planes; par suite, Nave tangent en x
ala courbe cherchide nn’ fait des angles éganx avec les reyons
vecteurs i réunissent le point 7a deux points fixes /et /7 de
la spliére + et la courbe na’ est une ellipse, ou wie hyperbole
sphérique, avant ces points fixes pour foyers,

Or, Ia ligne nn’ cst formée oo les exteémités des rayous de
fa sphére parallétes nux normaies mendes a Uhyperboloide par
les diflérents points d'une méme ligne de courbure @ nous
avons done e résultot 0 57 Don méne par le contre dune
sphére des rayons paralléles aua normales menées al'lyper-

21,
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boloide par les points successifs des lignes de prennére et de
seconde courbure, les extrémités de ces rayons déterminent
sur la sphere deux séries d’ellipses et d’hyperboles homo-
focales; et les foyers communs de ces courbes coincident avec
les foyers de Uellipse supplémentaire de Uellipse directrice.

S'il s’agit du paraboloide hyperbolique, ellipse yy'gg’ est
remplacée par le systéme de deux grands cercles gg’, yy' pa-
ralléles aux plans directeurs de la surface; la conrbe mm’ est
telle, que le segment de I'are tangent a cette courbe compris
entreles deux cercles fixes gg’ et 97/, est divisé par le pointde
contact en deux parties égales; la courbe supplémentaire nn’
est, par conséquent, une conique sphérique ayant pour foyers
les poles des cercles gg', 77’3 et la conclusion est la méme
que pour I’hyperboloide.

Enfin, oun déduit immédiatement du théoréme précédent
unc équation générale des lignes de courbure, contenant une
constantc arbitraire, et qui, combinée avec I'équation de la
surface, délermine entiérement ces lignes. Tous ces résultats,
d’ailleurs, peuvent étre transportés ensuile aux autres surfaces
du second degré. 11 suflit, pour cela, d’employer la méthode
analytique ordinaire, pai' laquellc on passe d'un calcul relatif

‘7-2 zﬂ
=1 par exemple, au calcul ana-

YT " z?
a I'ellipsoide -+ b

logue relatif & I'hyperboloide g—: -+ %; — %:: 1, par le simple
changement de ¢® en — ¢°,

Remarque I. De la définition générale des lignes nn’ que
nous venons de donner, on peut déduire, successivement, Jes
équations générales des lignes nn’, des lignes supplémentaires
mm' (dont les projections centrales sur un plan convenable-
ment choisi sont des cercles); et enfin des polaires récipro-
ques pp’ de ces derniéres, par rapport a U'ellipse directrice : les
lignes pp’ étant encore des courbes du second degré dont les
axes coincident, en direction, avee ceux de I'ellipse directrice.
Or, le rayon de la sphére aboutissant au point p7 est paralléle
au diameétre conjugué du plan tangent en A, ou au diamétre
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de Phyperboloide qui aboutit au point A de la ligne de cour-
bure AA’. Nous aurons donc, par Péquation des coniques
sphériques pp’, DPéquation générale des cones du second
degré, concentrigues a Uhyperboloide, et contenant les lignes
de courburc de la surface.

Remarque 11. La figure sphérique déji employée peut four-
nir, pour chaque ligne de courbure de la surface, la 1angente
trigonométrique de I'inclinaison du plan osculateur sur le plan
tangent.

6). Toute surface gauche dont les lignes de premiére
courburc sont situées dans des plans parallédes, est un Iy-
perboloide de révolution.

En elfet, I'on démontre aisément, a Faide de quelques con-
sidérations de géométrie, et par Pemploi de I'équation géné-
rale (A) de la page 155, que les ligues de premiére courbure
d’unc pareille surface sont équidistantes de la ligne de stric-
tion, et que celle-ci est une /rajectonre des génératrices recti-
lignes. On rentre donc dans le probléme 3) de la page 158,
et la surface est un hyperboloide de révolution.

108. Des lignes asymptotiques d'une surface gauche quel-
conque, {(Foir p. 148, remarque D.)

Dans toute surface gauche du second degré, les lignes asymp-
totiques, qui correspondent aux génératrices rectilignes de
chaque systéme, sont les génératrices de antre systéme. Nous
allous voir que les lignes asymptotiques d'une surface gauche
quelconque prisentent, par vapport aux génératrices rectilignes
de cette surface, des propriéiés métriques identiques a celles
qui ont licu entre les deux systénics de génératrices rveciilignes
d'une surface du second degvé. (Foir la lig. 43, p. 148.)

Soient, comme & l'ordinaire, aa’ I'indicatrice sphérique
d’une ligne asymptotique, et gg’ la ligne formde par les extré-
mités des ravons de la sphére paralléles aux génératrices recti-
lignes de la surface : aa’ sera 'enveloppe des ares de grand

- /’—\ . N
cercle ga, g'a’, et 'on aura, par la formule (G), page 147,

i — — w CO50
tang{ — tangga = langgp — u"*“—(lcp’
{) JEE=
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¢ désignant I'inclinaison de la ligne asymptotique sur la géné-
ratrice correspondante. On a trouvé d’ailleurs (formule 3,
page 145).

. dR*xuw’
coti == ———— ¢osq :
w

et la multiplication membre & membre de ces relations donne
k(dRFo')cos’o =o' Edyp=o' = (k.4R 4+ Rdi)cos’y.

Or, on voit aisément que le signe supérieur du sccond membre
doit étre rejeté, sans quoi /R disparaitrait de la relation précé-
dente, qui se réduirait dés lors a une égquation finte en R, sans
constante arbitraire, et fournissant p'our chaque géneratrice
un nombre déterminé de valeurs de R, ce qui scrait ahsurde.
On trouve done, en prenant le signe inférieur,

(r1) (2k.dR+R.dbt k. o' )cos’ g =o',
pour équation générale des lignes asymplotiques.

1}. Supposons la surface & plan directeur, on posons w'=0;
il viendra, en considérant simultanémen! deux lignes asymp-
totiques, et en désignant par R, R les distances {de méme signe
ou designes contraires) des points correspondauts de ces lignes
a la ligne de striction,

2. dR+R.dhX k.o’ =o,
25k dR +R.dét+ k.5 =o0;

d’ou, par soustraction,

2k d(R'— R} + (R —R)dk=o0,
ou encore
(l(R'—R)+ dk
_— —_— =
R'—R k ’
d'on, enfin,
(@) A{R' — RY = copstante = C".
Si Yon applique, en outre, cette formule au systéme forme
de la premiére des lignes asymptotiques précédentes, ctd’une
troisiéme, caractérisées respectivement parlesdistances R et R”:
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on aura, de méme,

(5} k(R" —R)* == constante = C”,
et Pon déduit, de Ja comparaison des formules (a) et (b), Ja
relation
(ri) R—R_ constante
' R"—R ™ ’

Done, dans toute surfuce gauche a plan directeur, les lignes
asymptotiques divisent denx génératrices quelconques de la
surface en segments proportionnels; cc qui renferme la pro-
priété bien connue du paraboloide hyperbolique dont les lignes
asymplotiques sont précisément Jes génératrices rectilignes du
second systéme.

I} résulte encore de la, que Zes n droites joignant les traces.
sur deux génératrices déterminées, de n lignes asymptotiques
de la surface, sont n génératrices d’un méme paraboloide.

). 8i, indépendamment de la condition o/=—=o0, on pose
encore k = constante, la formule (@) se réduit a

(a’) R’ — R = constante,
eLdenx lignes asymptotiques déterminées interceptent des seg-
ments égaux sur toutes les génératrices.

1"y, §i Pon pose simultanément ' = o0 et &’ = o, anquel
cas la surface est engendrée par des perpendiculaires & une
droite fixe, menées par les différents points de cette droite;
I'équation générale (11} se réduira a

24.dR+R.dk =0,
d’ot
(a”) k.R’=constante,
qui se réduit elle-méme a
(a”) R — constante;

quand on ajoute aux précédentes la condition k= constante :
la surface est alors un hélicoide, et ses lignes asymplotiques
sont les trajectoires orthogonales des génératrices.
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2). Revenant au cas général d’une surface gauche quel-
Fig. 47. conque, nous aurons, en appli-
quant simultanément 4 deux li-

gnes asymptoliques AB, A'B’,

Péquation (11) préalablement di-

/

., ; . [
visée par w'.cos’p = TIER
A. '
R.—=*+ =1+ 4R
! . '
a’ 2/:-.—(1B~ +R'.d—kiA—m—=l+k’R”;
’ ! 7
w o w

d'ou, en retranchant membre 4 membre, et posant
—R=AA =/,
f Lk
(6) 2k "+ {;—,:l-’r’(B.’+R)=£-’r’(r’+2R).

Appliquant ensuite, simultanément, cettederniére éguation aux
deux systémes formés par les lignes asymptotiques AB et A'H/,
ABet A”B’; nous aurons, en posant encore R —R=AA" = /"

d dk
() 2. —C+ D =krigakR. s,
(2]
d”
(%) 2h. . ]‘—A-=r"=+zm.r".

De 1, en multipliant la premiére par —r”, la scconde par + 1/,
ajoutant ensuite, et remarquant que R disparait, ainsi que le

rapporl.
rodr—r.dr \
2 o =kr ”(‘,_r,):
oun
r”
d? kow'
() AT
- ==—1
r\r
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équation qui représente le systéme des trois ligues asympio-
tiques AB, A'B’ et A”B".
Appliquant enfin cette derniére équation (¢) aux deux sys-
temes de trois lignes asymptotiques AB, A’ B/, A”B”, «t
e s cors . ho'
AB, A, AYB", et éliminant Délément différenticl -
entre les ¢quations résultantes, nous aurons cette équation
différentielle du systéme de quatre lignes asymptotiques quel-
conques :

() - e

~ p . . .
Cette cqualion pl'cnd , successivement, les formes suivantes :

dy dx dy dy dr e

yr—0 " wle—) y—1 y T ae—1 w

d’ot, en intégrant et désignant par € la constante introduire,

yo—1 Z—1
CA - C
> v
e ’
, .
de 1 enfin, en remplacant y et 2 par leues valeurs — ot -y
¢ AL
R o
T = C.— e 0T
7 r
i1 4 gu

A'AT AN

— . —— =0C:
AA”  AAY

et cette relation exprime que le rapport anharmonique des
qratre points A, Ay A", AY, demeure constant. On a dosr les
théorémes suivants : Dans toute surface gauche, quatre
lignes csymploliques (](l(?[('f)ll(/ll(,’." déterminent sur les géné-
ratrices rm'li/ig/ms de la surfuce une in finite de systémes de
quaire poims, dont le rapport an]mrmom‘(]ue est consiant;
—n lignes asymptotiques de la surface deéterminent sur deux
génératrices quelconques denx divisions homographigues ; et

22
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les droites qui réunissent les traces de chacune de ces lignes
sur les deux génératrices sont n génératrices d'un méme hy-
perboloide. On voil que ce théoréme comprend la propriéié,
bien connue, des génératrices de Vhyperboloide.

Remarque 1. L'équation (c) exprime que le rapport
P AN

— : ] A .
7= ax demeure constant, quand o' = o, ou lorsque la sur-
face admet un plan directeur.

C’est e résultat que nous avons obtenu, par un calcul spé-
cial, dans le n° 1) de la page 166.

Remarque I1. Le théoréme précédent pourra éwre utilisé
dans diverses applications ct, en particulier, dans I'éindc des
surfaces gauches formdes par les normales principales des li-
gnes & double courburce. Ainsi, par exemple, on en déduit
immédiatement que : s /s génératrices d’une surface gauche
sontles normales principales de trois courbes distinctes, auquel
cas ces courbes sont trois lignes asymptotiques équidistantes
de la surface, elles seront les normales principales d’une infi-
nité d’autres lignes, 4 savoir de toules les lignes asymplotiques
de la surface : propriété qui caractérise 1'hélicoide gauche,
plan dirccteur.

109. Equation générale des lignes d’ombre, relatives & des
Fig. 48. rayons incidents paralléles,
dans les surfaces a plan di-
recreur : théorémes de col-
Linéation sur les triungles et
polygones Jormés par ces
lignes,
Soient 7 le pole du grand
cercle ggy de la sphére, pa-

ralléle au plan directcur;

aa, 'indicatrice d’une ligne
d'ombre AA,, et p I'extrémilé du rayon de la sphére paralléle
aux rayons incidents. Menons les arcs de grand cercle yp, yg
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et pag, (ui est parallele an plan tangent a la swrface en A, ot
dont I'inclinaison pgy sur Iare g7 est égale i Vaugle déji dé-
signé par .

Posant
me=tangpy, L= pyo,
on trouve, entre les quatre éléments consécutifs py, , 75 ety
du triangle py g, lavelation

—

COLpy . SNy g ==CoSyg.cos Q2+ smil.coly

ou, a causede yg = S de la relation tango = k. R.
t . —~  sinQ
—Ssin gy — M
m o MET = TR

ou

(12) k. R =m.sins :

telle est I'équation générale des lignes d’ombre. La coustante
m qui y entre ne dépend que de inclinaison des rayons inci-
dents sur I'axe de la surface, et les coordonnées conrantes sout
R et  : cette derniére désignant Vangle que la générairice
rectiligue qui passe par un point quelconque de la ligne d'or-
bre considérée fait avee [a génératrice fixe. issue du point ou
ceve ligne rencontre la ligne de striction,

Applications. ). Tutorime L. Les lignes dombre, issues
d'un méme point de la surface, divisent les génératrices rec-

alzgn(fx e segments /)/'0/)01'[1011/1(3[.3‘.

Démonstration.. Suient
A Rz=msin@, bk R=m'sin(Q+o), AR =w"sin(Q+4+2"],

les €quations de trois lignes d'ombre 1AA . TA'A',, TA"A",.
issucs d'un méme point I delasurface, ctrencontraut une geéne-
ratrice rectiligne quelcouque suivant les points A. A, A" dout
les distances 4 la ligne de styiction sont R, R', R”, : &’ et &’
désignant d’'ailleurs, dans ces équations, les augles que forment
énérawrice du point ont la premiére des trois lignes

20
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précédentes rencontre la ligne de striction, les génératrices des
points analogues relatifs aux deux derniéres.
On peut mctire ces équations sous la forme

. kF.R

sin = ’
. , ., &R
SIN Q oS’ =+ COS .S = T’
k. R"
sin . cos a” 4~ cos @.sin &’ = ———1

m

et si, aprés avoir éliminé cos £) entre les deux derniéres, on
Y - ’

remplace, dans I'équation résultante

R ”

sinQ.sin{a” — ') =4 (—,sin &’ — —;-sin a’) ’

ni m ]
sin {) par sa valewr tirée de la premiére, il vient, en divisant
par &,

I ”

R . . .
(A) — . sin (" — ') =— . sina”——; . sina’ :
m m m

et de la, en posant

R'=R+r, R"=R~+r"; ou AA =/, AA" =/,

s

4 4 EAY M " 3 as 7
SNz —or SN« S10 & roo. ro.
A" R[ ( - -+ J:: — sine” — —sin o,
m

m m’ m” m

Or, les trois lignes considérdes concourant en un méme point
I, l’équation (A) du systéme de ces lignes doit étre satisfaite
par la substitution R =R’ =R"; ou I'équation (A’), par I'hv-
pothése ”’=1r"=o0. Le terme en R disparait donc de 1'dqua-
tion (A’} qui se réduit 4

rAA
(12} —”=A——A-;,:conslanle;
r

et la proposition est démontrée.

2). Tatorkme IY. Les trois sommets d'un triangle variable
abe, dont les cétés sont formés par des lignes d'ombre, glis-
sant respectivement sur trois géncératrices déterminées A, B, C
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de la surface, ct les dewrx prentiers cités ab et be de ce trian-
gle tournant constamment autowr de deux points donnés
yeto : le coté libre ac de ce triangle passera coustamment par
un troisieme point fixe [y et les trois poles z, 5, y appartien-
dront & une méme ligne d'ombre.

Démonstration. Considérant le triangle variable dans deux
quelconques de ses positions abe, «'b'e’, réunissons les denx
poles donnés v, « par une ligne d'ombre qui aille rencontrer
aux points A, B, Clesgéndratrices données, de mémes noms; et
qui soit rencontrée elle-méme, an point %, par le troisiéme coté
ac du premier triangle. Pour élablir que le coté homologuc
a’c’ du second triangle passe aussi par le point 5, il suflira,
en vertu du théoréme précédent, d’établir Uégalité

_ Aa Ce
i) Aa’ T €

Or, en: vertu du méme théoréme, les trois lignes d’ombre issues

Kig. 4o. du point y, divisent les génératrices
Aet B en segments proportionnels:
il en est de méme des lignes d'om-
bre issucs du point a, relativement
aux génératrices B et C. On a donc
les deux égalités :

Aa B Bd Ce

= e—

Aa'” B BE TGl

qui entrainent I'égalité (x) et le théoréme énoncé.

3). Taeorkne III. Réciproquemaent, les trois cotés d’un
triangle variable abe formé par des lignes d'ombre, tournant
respectivement aulour de trois points fixes o, 5, 7 situés sur
une meéme ligne (‘ombre, ¢f les deux premiers sommeis a et b
du triangle décrivant deux giénératrices données A et B3 le

sommet libre ¢ décrira pareillement une troisiécme geénératrice.

Démonstration. Prenant le triangle variable dans deux de

Document numérisé par la Bibliothéque Interuniversitaire Scientifique Jussieu - UPMC



174 PREMIERE PARTIE. — CHAPITRE NEUVIEME.

ses positions gbc, a’b’c’, menons la génératrice qui passe par
le sommet ¢’ du second; et, pour démontrer qu’elle passe aussi
par le sommet ¢ du premier, supposons qu’elle coupe en deux
points disfinets, ¢, et s, les deux cotés be et ac de ce triangle.
Si Pon appelle C le point de rengoatre de cetie génératrice et
de la ligne d’ombre 0/9, on trouvera, par I'application du
théoréme I & chacune des séries de lignes d’ombre, issues des
points a, (5, 75 ct par la définition des points ¢, ¢, :

Ce,  Bé Ce,  Aa Aa _~Bl) )
6?~Bb" ¢ Ad’ A4 B

d’on, par comparaison,

Cey, C
—}:(‘:—?7 ou €e¢ =Cec,.

lLes points ¢y, c; 5Ot donc confondus en un méme point, qui
est le point ¢ et le théoréme est démontré.

Observation. Les deux théorémes précédents peuverit s'ap-
pliquer a un polygone curviligne d'un nombre quelconque de
sommets, pourvu que Uon suppose que les poles des différents
cotés du polygone appar tiennent & une méme ligne d’'ombre.

4). Sila ligne de striction de la surface considérce est une
ligne droite, 'équation (12) de la page 171,

. R =m.sinQ,

représentera la projection sur le plan directear d'une figne
d’ombre quelconque, rapportée aux coordonnées polaires R
et ). Silon pose, en outre, & = constante, la surface de-
vient un hélicoide, et V'équation précédente représente un
cercle. On en conclut que, dans Uhélicoide gaache, les projec-
tions sur le plan directeur des lignes d ombre relatives a des
rayons incidents paralléles, sont des corcles, passant par
pied de l'axe sur ce plan. (De la Gourverie, Journal dc
I Ecole Polytechnique, 1851.).

Remarque. Dans une surface gauche quelconque, quatre
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lignes d’ombre, issues d'un méme point de la surface et rida-
tives & des rayons incidents paralléles, coupent une géne-
ratrice rectiligne quelconque en quatre points dont le rapport
ankarmonique est constant ?

Nous pourrions démontrer cette proposition dans le cas par-
ticulier ot le cone difectenr de la surface est de révolution.
et lorsque le point de concours des lignes d'ombre appartient i
la ligne de striction. La démonstration est d’aillewrs ioute
semblable & la précédente, ct n'exige que des caleuls plus
longs.

La proposition énoncée sous forme interrogative est done
probablement vraie. Elle est Cailleurs d'une vérité évidente
pour les surfaces du second degré; et ce dernier cas contient
peut-étre le cas général : De Ja méme maniére que la propricié
bien connue des deux systémes de génératrices reetilignes de
I'hyperboloide peut conduire, par uné méthode que nous a
indiquée M. O. Bonnet, & notre théoréme sur les lignes asymp-
totiques d'une surface ganche quelcongue.

110. Scolic. Le role de Vindicatrice sphérique, dont nous
avons cherehé 4 établir 'importance dans I'étude des courbes
tracées sur certaines surfaces spéciales, s’amoindrit singulicre-
ment, out disparait méme Func maniére totale, quand il s’agit
d'une surface quelconque. On a vu déja, en effet, combien est
imparfait notre procédé pour la représentation sphérique d'une
surface de vévolution; et en exceptant les surfaces réglées, qui
se prétent le micux & notre méthode, il parait difficile de re-
présenter sphériquement, d’une maniére utile, les diverses
courbes tracdes sur une surface quelconque.

Toutefois, quand on a sculement & considérer certaines
courbes spéciales tracées sur une surface, Femploi de ligdes
sphéricques auxiliaires, lides i ces courbes suivant de nouvelles
lois, peut encore oflrir de grands avantages, alors méme que la
surface demeure absoliment indétermiunée.

Ainsi, considérant une surface quelconque S et ses deux
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systémes de lignes d¢ courbure, supposons menés par le centre
d’une sphére des rayons paralléles aux normales de la surface
suivant les divers points de chacune de ces lignes. A chaque
ligne de courbure de la surface correspondra une ligne sphé--
rique particuliére, et les tangentes en des points correspon-
dants de ces deux lignes seront paralléles. Il résulte, en pro-
mier lieu, de ce parallélisme, que les deux séries de lignes
sphériques, ainsi coujuguées aux lignes de premiére et de st-
conde courbure de¢ la surface, formeront, comme ces dei-
niéres, un double systéme orthogonal. En sccond lieu, si la
surface considérée admet une ligne de courkure plane, la ligne
sphérigue conjuguée ayant ses tangentes paralléles 4 un meme
plan, scra planect sc réduiva aun petit cercledela sphére,dont
le plau scra paralléle a celui de la ligne de cowbure. 1'uil -
leurs, ct cette couséquence trés-simeple parait ne pas avoir ét¢
remarquée, le théoréme de M. Joachimstal est rendu éviden
par I'emploi de ces considérations : puisque les rayons de la
sphere ont une inelinaison constante sur le plan du petit cer-
cle, elque ces rayons sout paralleles aux normales dela surface
primitive. menées par les différents points dela ligne de conr-
bure plane considérée.

Tels sont les principes de I'élégante méthode employée par
M. O. Bonnet dans I'dlude des surfaces dont tontes les ignes
de courbure sont planes, etdont le probléme suivant oflve une
application. {Journal de UEcole Po()'lec/mir/u(,', 1853.)

Prosreme. Toutes les lignes de courbure d'une surfuce
érant planes, trouver les relations de position gui penvent
exister enire les p/an..s' de toutes ces //'gn()s.

Solution. Les deux séries de lignes de courbure de la sar
face étant composées de Nignes planes, le sysidme des lignes
sphériques eonjugudes se composera de deux séries de cercles
formant un double systéme orthogonal ; et les plans de ces cer-
cles étant paralléles aux plans de ces lignes. il suffira, pour
répondre & la question, de résowdre e probléme suivant :

Trouver surla sphére les denx séries les plus générales de
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cercles formant un double systéme orthogonal, et définir les
relations de position que présentent les plans de tous ces

cercles.

1. Admettons, ce que nous démontrerons & la fin, que s/
les cercles du second systéme ne se coupent pas, les cercles
du premier se coupent nécessairement deux & deux; ot soient
A et 3 les points d'intersection de deux cercles déterminés du
premicr sysieme, lesquels sont coupés a angle droit par tous
les cereles du second. Formons la projection stéréographique
des deax séries de cereles, en prenant le point A powr centre
de projection, ou point de vue.

Les deux cereles dela Promiéi‘c série qui passent par A et B,
se transforment en deux droites distinctes, passant par la
projeciion & du point B, ct devant étre coupées & angle droit
par les projections des cercles de la seconde série. Ces projec-
tions sont done tous les cercles ayant pour centre commuu le
voint .

D’ailleurs, les projections des autres cereles de la premiére
série devant conper & angle droit les cereles concentrigues i b,
ces projections doivent se réduire A des droites passant par le
point &. Done, les cercles de la premiére scrie passent par les

dewx mémes poinis A et B de la splére.
2. Pour trouver, en sccond licu, la définition des cereles

de la sceonde série, 1) suffit de remargquer que Pun queleongne
de ces cereles se projetant

Fir. Ho,
'y suivant unc circonférence
4 e ayant pour centre le paint 6,
i T\\\\ A le sommet 8 du e¢dne civron-
- O Co . .
; o AV . scrit & Ja sphére suivant ce

cercle est sitné, dlaprds un
théoréme di a M. Chasles,
sur la droite Ab, on AB. Si
done on counstruit, par rap-

port an grand cevele AB, Ia

pulaire MN d’un point quelconque S pris sur le prolongement
23
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de AB, MN sera le diametre d'un cercle de la seconde série,
situé dans un plan perpendiculaire a celui du grand cercle AB.
Or la polaire MN du point S passe par le point fixe P’ pole

de 14 corde AB par rapport au grand cercle AB. Donc les plans
des cercles de la seconde série passent par une droite fixe
A'B qui est perpendiculaire au plan AOB, awnsi qua lo
droite AB, et qui passe en outre parle péle P de cctte der-
niére : ct le probléme auxiliaire se trouve résolu.

3. Si 'on revient maintenant & la surface primitive, on
retrouve ce théoréme, dt & M. Bonnet : St toutes les lignes de
courbure d'une surface sont planes, les plans des lignes de
chaque courbure sont paralléles @ une méme droite Dy, ou Ds;
et les droites D, , D, sont perpendiculaires entre elles.

4. Il nous reste 4 démontrer ce que nous avons admis dans
le n° 1, asavoir que les cercles de 'une ou de autre série se
coupent deux & deux. Examinant la question sur le plan, par
une substitution permise, supposons que les cercles de la pro-
miére série ne se coupent pas. Il est évident d'abord que ces
cercles, qui doivent s¢ succéder d'une mauniére continue, ne
sauraient étre extéricurs deux a deux. Considérons donc, en
particulier, la figure formée de deux de ces cevcles, intériears
I'un & l'autre, ct de tous les cercles de la scconde sérvie; et
construisons la figure véciproque de celle-la par rapport 4 un
point o pris dans le méme plan. Sile point o est convenable-
ment choisi, la figure réciproque se composera, d'aprés un
théoréme déi A M. Liouville, de deux cercles concentrigues el
des lignes, droites ou circulaires, qui les coupent orthogonale-
ment. Mais on voit immédiatenient que ces derniéres lignes
sont droites, et qu’clles paéscnl. par le centre commun des deax
cercles. Dela, en revenant a fa figure primitive, on voit que
les cercles de la seconde séric se coupent suivant les dewr
mémnes points.

Remarque. Le probléme auxiliaive précédent a été raite
d’abord par Lagrange, pour le cas du plan (Académic de Berlin,
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Nouveuux Mémoires, 1579, page 161); et, récemment, par
MM. Bonuet et Catalan, pour le cas de la sphére (Mémoire
cité, et Journal de Mathématiques, tome XIX, page 132). La
solution précédente qui repose, comme celle de M. Catalan,
sur les propriétés de la projection stéréographique, s’en séparc
cependant, d'une maniére trés-netle, en ce qu'elle n'exige
aucune considération d’analyse.

Fu et approuve,

Le 17 juillet 1858,

Lr Doyen pe 1A FacoLTié pEs Sciences,

MILNE EDWARDS.

I'ermis d'imprimer,
Le 17 juillet 1838,

Pour LE Vice-RECTROR EmpECHE,

. INSPFCTEUR DE L' ACADEMIE,

BOUILLET.

23.
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SECONDE THESE.

THEORIE MECANIQUE DES LIGNES A DOUBLE COURBURE.

CHAPITRE X.
DES LIGNES A DOUBLE COURBUGRE

* ’
CONSIDEREES COMME TRAJECTOIRES D UN POINT WATERIEL
EN MOUVEMENT SUR UNE SURFACE.

111. Newton, dans le livee des Principes, a considéré le
premicr quelques cas, trés-particulicrs, il est vral, du mouve-
ment d'un point sur une surface. La 10° section du 1°* livre,
ayant pour e : Du mouvement des corps daus des super-
ficies donnéces, et des oscillations des corps suspendus par
des fils, contient en eflet, — indépendamment de cette obser-
vation générale que tout ce que Pou sait, celativement au
mouvement d’un point sur une courbe plane, peut étre trans-
porté -au mouvement sur une surface de révolution dunt la
courbe considérée serait une section méridienne, — deux pro-
positions relatives au mouvement, sur une surface de révola-
tion quelconque, d'un point soumis & une force passant con-
stamment par I'axe de la surface. Newton remarque, dans ce
cas, que les aires déerites par la projection du mobile sur un
plan perpendiculaire a I'axe, sont proportionnelles anx temps :
et cctle observation renferme, comme nous I'avons moniré
dans la 1 Partie, la propriéié bien connue des lignes géodé-
siques d’une surface de révolution.

Euler, traitant ce sujet avee plus d'étenduc, résolut, daus le
dernier chapitre de sa Mécanigue (tome U, pages 437-300),
divers problémes dignes d’intérét, relatifs au mouvement

d'un point sur un cylindre quelconque, sur un céne ou sur
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une surface de révolution. La solution qu'il y donna du pro-
bléme du pendule sphérique a scule été reprise depuis, par
divers analystes, et perfectionnée avec d’autant plus de soin,
que 'on est plus généralement convenu de borner i ce seul cas
particulier Uétnde du mouvement sur une surface.

Il suflic d'ailleurs, pour expliquer Iinactivité de la science
sur ce point, de remarquer quel’étude, directe et géométrique,
du mouvement sur une surface exige, essenticllement, la no-
tion préalable de la cowrbure géodésique 1 Vemploi de for-
mules fournissant I'expression géométrique de cette courbure
pour les diverses lignes tracées sur la surface que 'on cansi-
dére : de la méme maniére que 1'étude des diverses lignes
planes que peut déerire un mobile soumis a P'action de certai-
nes forces, a dit étre précédée de 'éude géométrique de la
courbure de ces lignes. Or, non-seulement la notion de la
courbure géodésique est une des acquisitions les plus réeentes
de la théorie des lignes tracées sur une surface, mais encore
les formules qui donnent I'expression de cette courbure, sur
certaines surfaces particuliéres, sont peu nombreuses ct peut-
éire méme peu appropriées, dans leurs formes actuclles, a
Pobjet dont nous parlons. Il en résulte que I'dtude du mouve-
ment sur une surface ne pouvait guére étre abordée, géomé-
triquement au moins et avec quelques fruits, avant I'époque
actuelle ; et que, méme aujourd'hui, et jusqu'a de nouvelles
recherches sur cette matiére, elle devra s¢ borner a quelques
surfaces spéciales, telles que la sphére, les surfaces coniques
ou cylindriques et les surfaces de révolution : les scules pour
lesquelles on ait encore des expressions suflisamment géomé-
triques de la courbure géodésique. Telles sont, du moins, les
limites dans lesquelles nous nous sommes 1enu, et gue nous
n’avons pas essayé de dépasser. Ou voit que ce sont & peu prés
les limites déja atteintes par Euler. On trouvera néanmoins
dans notre travail plusieurs résultats nouveaux, parmi lesquels
nous citerons deux théorémes généraux relatifs 4 la réduction
du mouvement sur une surface conique ou cylindrique quel-
conque, au mouvement sur le plan ; des propriéiés non encore
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obscrvées du mouvement du pendule sphérique; de nombreu-
ses et intimes analogies entre le mouvement sur la sphére et le
mouvement sur le plan; quelques recherches sur le mouve-
ment d'un point sur unc surface, gauche, ou de révolution;
enfin un théoréme, relatif i la représentation géométrique de
la ‘vitesse et du temps, dans unc brachistochrone plane ou
sphérique, et fournissant la division d'un arc quelconque de la
courbe en ares particls isochrones.

Quant i la méthode que nous avouns suivie, elle se traduit
par des formules absolument nouvelles. L'une d’elles met ¢n
évidence les divers éléments géoméiriques dontdépend la pres-
sion exercée par le mobile sur la surface ; éléments déja conte-
nus, il est vrai, mais non encore explicitement reconnus dans
la formule ordinaire, Mais celle de nos formules qui nous pa-
rait oflrir le plus d'intérét, est celle qui fournit I'expression
générale dela vitesse du mobile. Quoiqueayant laméme origine,
elle est absolument distinete de 1a formule ordinaire, déduite
du principe des forees vives; car, tandis que celle-ci renferme
la grandear et la direction relative de la force cxtérieure, et
parait, dans ceriains cas au moins, indépendante de la forme
de la trajectoire dans intervalle des points extrémes; la di-
rection relative de la force extérieure entre seule dans la pre-
mjere, qui contient une intégrale dont les éléments ct la valenr
dépendent essenticllement de la forme de Ja trajectoive. La
comparaison des deux formules, quand clles sont l'une et
Pautre intégrables, fournit d’ailleurs une premiére équation.
en termes finis, de la trajectoire.

112, Notation générale. Un mobile se mouvaut sur une
surface quelconque, celle-ci divise Tespace en deux régions
dont I'une quelconque peul étre considérée comme intérienre.
Nous supposcrons toujours le mobile placé sur le bord interne
de la surface, de telle sorte qu'il ne puisse se détacher de celle-
ci qu'en entrant dans la région intérieure : la réaction exercée
par la surface sur le mobile étant, dés lors, dirigée ¢n chaque
point suivant la normale intéricuwre.
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fvous appellerons @ N la valenr absolue de la réaction nor-
male, et R le rayon de courbure de la ligne géo<lésique tangente
4 la trajectoire du mobile; G la valeur absolue dela force ex-
térieure sollicitant le mobile; y Pangle, aigu ou obtus, formé
par la dircction de cette force avee Ja normale intérieure, etV
I'angle, aigu oun obtus, que fait la projection de cette force sur
le plan tangent a la surface avee la tangente a la trajectoire.
dirigée dans le sens du mouvement,

Enfin nous désignerons par ¢ la vilesse du mobile, et par
ds, e, gy 1+ I'ave ¢lémentaire, angle de contingence géodé-
sigue. le rayon de courbure géodésique ct le rayon de courbure
absolue de la tigjectoire; le plan osculateur de cette dernicre
faisant avee le plan tangent & la surface un angle «, dont le

complément — —a mesure Vangle du ravon de courbure » de

Ia trajectolre et de la normale intéricure 4 la surface. Nous sup-
poserons toujours ce dernier angle aigu; et nous prendrons Ia

masse du mobile pour unité,

1.

[97¢]

Du mouvement d’un point sur une surface (]ue]conquc.

113. Tutonime ronpamextaL. Un pomnt matériel se mou-
vant sur une surface quelcongue, sous Uinfluence d’une force
extéricure G et de la réaction normale N de la surface : la
composante de la force extériewre swivant celle des normales

ala trajectoire qui est tangente @& le surface a powr valear,
. . .
en chaque point, —; et la pression exercée par le mobile sur
-
g

. . NG - .-
la surface est égale & R G cosy, Geos y désignant {u com-

posante, positive ou négative, de la force extérieure suivant la
normale intéricure & la surface.
Démonstration. Le mobile étant regardé cotmme se mon-
D

vant librement dans Uespace, on sait que le systéme formé de
la force extéricure G et de 1a eéaction normale N de la surface
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.. . v o2

est équivalent au systéme = ct= des vomposantes, tangen-
ticlle ¢t normale, de lacedlération totale, 1 en résulte que la
somme des composantes des forees du premier systéme, suivant
une direction gqneleongne, ost parveillement égnivalente 4 la
somme des composantes des forees du second sysiéme, suivant
la meme direction. Or, pour la direction considérée, Ant,

perpendiculaire 4 lafois i Ja force N du premicr systeme etd la
force g—: du sccond, la premicre somme se réduit a la compo-
sante de la foree extéricure G, et la seconde 4 Tn composante
de la force (I— dirigde suivant le ravon de courbure 7 de la ra-

jectoires el comme ce ravon fait, avee la dircetion de projec-
tion, un angle mesurant précisément 'inclinaison a du plan

osculateur de la trajectoire sur le plan tangent @ la surlace,
LY . . (‘1 Y ‘)2

cette derniére composante est égale 4 —cosa, ou d ———:
r ricosa

v .
ou & — (voir page 8, n° 8).

z

Quant & la pression (égale et contraire a la réaction N)

excreée par le mobile swrla surface, il est évident qu'elle se

Fig. 51, . [ o,
6 compose de In pression n (dirigée

/‘\'.\
{
suivant la normale extérienre) quiil

exerceralt s'1l continuail a se mou-

B . - .
|y~ s voir libroment. avee sa vitesse ac-
/\ & @ quelle, surla ligne gbodédsique tan-
N R . .
R gente a latrajectoive j etdelacompo-
-1\ sante normale —G cosy de la foree

extéricure : de sorte que I'on a pour la valeur de la pression
, . , . v?
rapportce, quant au sens, a la normale extéricure, R G('Osy.
Que si cette composition de la pression ne parait pas suffi-
samment ¢vidente, on pourra 'é¢tablir rigourcusement, par les
considérations ordinaires, en remarquaut que la somme des
compusanles des forces N et G suivant la normale intéricure

2
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AN 4 la surface est égale & N 4~ G cos y; tandis que la somme

.. dv o P L
analogue pour les forces équivalentes et ose réduita —sina,

. . ¢! .
ou, d’aprés le théoréme de Meunier, dgiet la comparaison

de ces valeurs conduit bien 4 la formule
N=2— Gcos *
=5 P

114. Cororramre. On déduit immédiatement de ce théo-
réme ces trois formules générales :

d.o cosV ds e
=2 =2, —
v? sinV 7 tang V

(1) f—e‘ i
v—C.e lmlgv;

p? . .
‘ — = Gsiny .sinV,
T'e
(11) l s
6= Gsiny.snV’

(111) N:%_ G cosy.

Les denx derniéres ne sont que la traduction analytique du
théoréme précédent; et la premiére formule résulte de la com-
binaison de la seconde avec I'équation, déduite du principe
des forces-vives,

d.v=2Gsiny.cosV.ds.

Enfin, la combinaison des formules (II) et (III) donne

(*) Cette seule partie de la démonstration suppose une restriction dans le
choix, que nous avons dit déja élre arbitraire, de celle de deux régions de 1'cs-
pace que V'on dil intérieure par rapport i la surface : et pour que la valeur de la
pression, ou de la réaction normale, subsiste telle qu'elle résulte de la for-
mule (I11), il convient d’appeler normale intéricure de la surface celle des deux
directions de la normale qui coincide avec la direction du rayon de courbure R
de la ligoe géodésique tangente i la trajectoire. Quant aux formules (1) et (11),
elles demeurent vraies toujours, et indépendamment de cotte restriction.
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encore par I'élimination de v,

) 9, 2 07 ]
) o=(7wv) + ()"

Quant au réle général de ces formules, on voit que la pre-
miére fournira l'expression de la vitesse, toutes les fois du
moins que l'intégration quiy est indiquée pourra ttre effec-
tuée; et c’estce qui arrivera dans toutes les applications que
nous nous proposons de développer. La formule (II) donnera
ensuite pour le rayon de courbure géodésique de la trajectoire,
une valeur particuliére, dont la comparaison avec I'expression
générale du rayon de courbure géodésique d'une ligne quel-
conque tracée sur la surface considérée, fournira enfin I'équa-
tion différentielle, entre certaines coordonnées a la surface,
de la trajectoire cherchée.

On pourra dailleurs, dans certains cas, se dispenser de I'in-
tégration que suppose la formule (I), et qui exige quelquefois,
comme nous le verrons, une discussion minuticuse des signes,
en déterminant la vitesse par des considérations particuliéres.

Remarque 1. M est essentiel, an point de vue des applica-
tionsque nous aurons 4 faire de ces formules, de remarquer que

Pinté i i lans | ié
intégrale m, qui figure, en exposant, dans la premiére,

(et dans laquelle on regardera Zlangle e, comme essentielle-
ment positif, ef \angV conune positive ou négative suivant que
UPangleV sera aigu ou obtus) a bien regu le signe qui convient
a la valeur de la vitesse. On déduit en cffet, de cette formule.

e
dv—=v. £_.
v=e tang V

Or, v et ¢, é1ant positifs, on voit queles différenticlles dv, d.¢?,
seront posilives ou négatives, suivant que 'angle V sera aigu,

. v I
ou obtus. Clest ce qui doit itre; en effet; car 2 d.v* est mesu-

rée, en grandeur et en signe, par le travail élémentaire corres-

pondaat de la force; et ce travail, se réduisant & celui dela

composante G siny qui fait un angle V avec la direction du
24.
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mouvement, est positif, ou négatif, snivant que angle V est
aiga , ou obtus.

Remarque II. La formule (I), indépendamment du réle
important qu’clle doit jouer dans la suite de ces recherches,
peut paraitre curicuse en elle-méme, si I'on remarque qu’elle
fournit une expression analytique de la vitesse qui semble in-
dépendante de la grandeur de la force qui produit le mou-
vement, et parait ne dépendre que de la divection de cette force
et de la forme de la trajectoire. Cette indépendance toutefois
n’est qu’apparente : car, la direction des forces étant donnée,
la forme méme de la trajectoire dépend évidemment de la loi
qui régitles variations de grandeur de ces forces.

§ 1L

Du mouvement d’'un point sur un cylindre.

118, Si nous supposons que la projection de la force exté-
riewre G sur le plan tangent soit dirigée en chaque point sui-
vant la générarrice du.cylindre, V désigneva dans les équa-
tions précédentes 'inclinaison de la trajectoire sur la généra-
trice; et I'on trouvera, pour la valcur absolue de P'angle de
contingence géodésigue de la trajectoire cylindrique, ou pour
Pangle de contingence absolue de celte trajectoire transformée
par le développement du cylindre sur un plan,

g = —dV,

2
'angle, aigu ou obtus, V, que la direction du mouvement fait
avec la dircction de la force, allant constamment en dimi-
nuant.

. , 14 . . .
L'intégrale | —£— contenue dans 1'équation (I} devient
tang V

alors
cosV.dV .
— fw—,: —L .sinV;
et I'on en dédait
C
1 4 P .
(1) ‘ sinV
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Si Pon désigne, en outre, par ¢ le rayon de courbure de la

ligne plane suivant laquelle se transforme la trajectoirve cylin-

drigue du mobile par le développement du eylindre sur un

plan, on pourra remplacer r, par p' dans la formule (1I) qui
deviendra

)2
(2) '—,.—_-Crsin'/.sin V.

Or les équations (1) et (2) sont précisément les équations qui
définiraient le mouvement, dans le plan , d'un mobile sonmis
i I'action d'une force dont U'intensité, constante oun variable,
serait mesurée en chaque poiat par G siny, el qui serait pa-
ralléele & une divection fixe, V désignant alors Uangle de la
tangente & la trajectoire avee cette direction. On a donc ce
théoréme général :

Un point matériel se mouvant sur un cylindre quelconque,
sous Uinfluence de la réaction normale dela surfuce et d'une
Sorce extéricure dont la projection sur le plan tangent cst
dirigée, en chaque point, suivant la générairice du cylindre :
sty a une époque quelconque du mouvement, on suppose
développés tout & coup sur un plan le cylindre et la trajec-
toire du mobile , et si lon concoit en outre que les forces qui
produisaient le mouvement primitif, estimées suivant les
générairices, conservent, dans ce développement , leur direc-
tion et leur intensité ; le mobile , sous Uinfluence de ces forces,
continuera & décrive dans le plan, avec les mémes vitesses
aux mémes points, lu wansformée de la trajectoire qu’l eiit
décrite sur le cylindre.

Quant a la pression exercde par le mobile sur la surface,
on trouve d’abord, en remplacant v par sa valeur actuelle (1)
dans I'équation (I1II),

C?

N= E—bl_n’—V — G‘COS?.

D’ailleurs, si I'on désigne par p le rayon de courbure de la

section droite du cylindre au point considéré, on a (voir
page 7, formule I} pour le rayon de courbure de I'hélice
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tangente 4 la trajectoire en ce point, et coupant par suite les
génératrices dn cylindre sous I'angle V,

P
sin?V’

d’ou

1 _l-_

Rsin’V ™~ p’

on a donc, définitivement,

C!
(3) N=—P~—-Gc057.

116. 11 résulte du théoréme précédent que tout ce que
I'on sait sur le mouvement, dans le plan, d’un point matériel
soumis & l'action d'une force constante ou variable, mais de
direction fixe, peut étre transporté au mouvement sur un cy-
lindre quelcongue.

Si I'on se place, en particulier, dans le cas ordinaire de la
pesanteur, et si 'on suppose le cylindre wertical, on retrouve
un résultat déja obtenu par Euler, et qu’il énonce ainsi : Curva
ergo, quam corpus in superficte cylindri describit, si super-
Sficies in planum explicetur, abibit in parabolam, ipsam sci-
licet trajectoriam, quam corpus projectum in plaro verticali
describeret ( Mechan., t. II, g7, coroll. T, p. 486). On a en

outre, dans ce cas,

7
1= 3}
et, par suite,
C?
N=_—;
P

d’ot 'on veit que la pression qui, dans le cas d’un cylindre
quelconque, est proportionnelle en chaque point i la courbure
de la section droite, demeure constante quand le cylindre est
de révolution; ce qui est conforme aux résultats obtenus par

Euler (page 487).
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Remarque. La comparaison des deux formules

c t:
rg= preay rg:%%{{ {(voir page 130, formule 36),

qui donnent le rayon de courbure géodésique de la parabole
cylindrique et d’une ligne quelconque tracée sur le cylindre,
conduit a la relation

sinV.tanga = ﬂ == C' = constante,
peg

dans le cas ot le cylindre est de révolution. On en déduit aisé-
ment cette propriété, qui peut servir & la construction du plan
osculateur : £n chaque point de la parabole cylindrigue, la
trace du plan osculatewr de la courbe sur le plan de la sec-
tion méridiennc correspondante coupe Uaxe du cylindre sous
un angle constant. Enfin on peut déduire de la meme formule
I'équation de I'indicatrice sphérique de la parabole cylin~
drigue, ainsi que le rayon de courbure sphérique de cette indi-
catrice : ¢t 'on trouve ainsi, pour les rayons de premiére et
de seconde courbure dc la parabole cylindrique, les valears
suivantes :

< 3
rg _ psina - 4 5 P
—= ——— ==

r= oo .
sin*V. cosV

= = — ) = L s .
cose  sin*V ™ sin'a.sinV cosV !

117. Des formules et des conséquences semblables subsiste-
raient encore si I'on supposait la projection de la force sur le
plan tangent dirigée en chaque point suivant la tangente a la
section droite du cylindre, V désignant alors dans ces formules
I'inclinaison de la trajectoire sur la section droite, ou le com-
plément de son inclinaison sur la génératrice du cylindre.

§ 1L
Du mouvement d’un point sur un céne.

118. Si T'on suppose, comme dans le § précédent, la
projection de la force extérieure sur le plan tangent dirigée
en chaque point suivant la génératrice du céne, V désignera,
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dans les formules géndrales du § I, 'inclinaison de la trajec-
toire sur les génératrices du cone; et il suflira, pour obtenir
les équations du mouvement, de déterminer I'expression de e, ,
ou de I'angle de contingence de la trajectoire développéc sur un
plan4 en méme temps que le cone sur lequel elle est tracée.
Soient donc, mm/’ la trajectoire développée tournant sa con-
Fig. 52. cavilté vers le sommet s, qui joue le role
de centre des forces altractives; sm=r,
sm'=r + dr, deux rayonms vecteurs in-
finiment voisins formant entre cux un
angle d9 et coupant la courbe en m, m’
sous les angles aigus Vet V4 V. 8i T'on
méne les tangentes mt, m't, la valeur absolue ¢, de leur angle

sera donnée par I'équation

Vo¥— o, 4+ 24— V—d V- d§ =475
d’ou ‘
cg=——dV+ d8.

On a d’ailleurs, snivant une formule connue,

do
tangV—==:dzr — ;
angV Lro-s

et comme on a supposé, dans 14 figure, I'angle V aigu ct la
diflérenticlle dr négative, on doit prendre le signe — dans
cette formule, ce qui donne
df—= — & tang V.
r
On a donc enfin,

d.
eg—=—dV — T, tangV,

pour valeur absolue de I’angle de contingence géodésique de la

trajectoire conique primitive.

o e Lo .
L’intégrale f £, contenue dans I’équation (I}, devient

tang V
alors
d d
—f—v— —r_——.-—L.rsinV;
tangV r
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‘
fuite 1
la quantité ¢ ¥V cst égaled —— ., et l'on
q 5 rsinV’

C G
(i) P — = —
r.sinV. o p
Si I'on désigne, en outre, par 4’ le rayon de courbure de la
ligne plane suivant laquelle se transforme la teajectoire co-
nique du mobile par le développement du cone sur un plan,
on pourra remplacer r, par 5’ dans la formule (I}, qui deviea-
dra

(2) "—j:Gsin-y.sinV.
g

Or les équations (1) et (2} ne difiércnt en rien des équations
qui définiraient le mouvement dans le plan d’un mobile svumis
& 'action d'une force dout 'intensité, covstanle ou variable.
serait mesurée en chaque point par (G siny, et qui serait con-
stamment dirigée vers un centre {ixe; 7 désignant alors Ia dis-
tance du mobile & ce centre; et V, inclinaison sur la trajec-
toire de la droite qui mesurc cette distanee. On a donc ce
second théoréme géncral :

Un point maiéricl sc mouvant, sur un céne quelconque,
sous Uinfluence de la réaction normale de la surface ot d’une
force cxtericure dont la projection sur le plan tangent est
dirigée en chaque point suivant la génératrice du cone; si, a
un instant quelconque du mouvement, on suppose développes
surun plun le céne et la trajectoire du mobile, et si lon con-
coit en outre que les forces qui produisaient le mouvement
primitif, estimées suivant les génuérairices, conservent duns ce
développement ot lewr intensité et lear direction, en concou-
rant par suite au sommet du cone développé : le mobile, sous
Uinfluence de ces forces, continuera a décrire dansle plan,
avec les mémes vitesses auxr mémes points, la \rausformée de
la trajectoire qu’il edt décerite surle cdne.

Quant a la pression exercée par le mobile sur la surface, on
trouve d’abord, en remplacant v par sa valeur actuelle (1)

25
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dans la formuleA(HI)
CZ

N=gawv. s Goosr

On a d’ailleurs, en remplagant : par V dans la formule (36')
de la page 135,

R,.sin’V —=sina.r tang A,

pour le rayon de courbure R, d’une ligne quelconque tracée
sur un cdune : a désignant dans cette formule 'inclinaison du
plan osculateur de cette ligne sur le plan tangent; A, le demi-
angle au sommet du cone droit, osculateur du cone proposé
suivant la génératrice considérée; et r et V ayant la méme
signification que dans les formules précédentes. Si donc on
veut déterminer le rayon de courbure R de la ligne géodésique
tangente & la’ trajectoire au point considéré, il suflit de poser

a= 1—; dans cette formule. Il en résulte
Rsin*V=rtang A ;
et la pression prend cette nouvelle forme

02
T Frang A

(3) — G cos y.

Cororrame. Il résulte du théoréme précédent que les di-
verses propositions, relatives au mouvement plan d’un point
soumis & I’action d’une force centrale, peuvent étre transpor-
tées au mouvement sur un cone quelconque. Ainsi, par exem-
ple, la trajectoire du mobile sera, sous certaine condition
relative aux circonstances initiales du mouvement, une hélice
conique, c'est-i-dire une trajectoire des génératrices rectili-
gnes du cone, si la force agissant sur le mobile tend constam-
ment vers le sommet du céne, et si elle est inversement pro-
portionnelle au cube de la distance du mobile au sommet.

119. Scolie. Les résultats précédents, relatifs au cylindre
et au cone, peavent &tre généralisés, et étendus au mouve-
ment d'un point sur une surface développable quelconque.

Considérons, en effet, la trajectoire d'un mobile sur une
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pareille surface; développons celle-ci sur un plan, et désignons
par ¢ et ' Tangle de contingence absolue et le rayon de conr-
burc absolue de Ia transformde plane de la trajectvire primi-
tive : ou aura, d’aprés le théoréme de M. Liouville (voir

page 8),
’.— > [Ojp— .« o
d=cy Y=g

3 s . , .
et 10]] POUI'FH eerire 51mnllanement ]CS formulcs sauvantes,

identiquement équivalentes, deux i deux :

e, o
(1) "——-C!»‘fl"”gv, ou (1) v:(jcfm;
v . v

(I} ;;:Gsmy.sinV, ou (2) ;;:Gsing-/.sin\".

Or, les formules générales (I) et (II) sont applicables au
mouvement dans le plan, pourva qu’on y remplace les élé-
ments relatils & la courbure géodésique de la (rajectoire par
les éléments analoguces relatifs & la courbure absolue. Les for-
mules (1) et (2) délinissent donc le mouvement, suivant la
transformdée plane de la trajectoire primitive, dun mobile
sollicité par une force, dont la grandeur est Gsiny, et dont la
direction fait un angle V avec la direction du mouavement. Ou
a done cet énoncé général : Dans toute surface développable,
la wajectoire d'un point matériel qui se meur sur la surface,
et la vitesse du mobile ¢n chaque point de la trajectoire, se
conservent, dans le développement de la surface surun plan;
powrvie que la composante, suivant le plan tangent, de la
Sforee extérieure primitive conscrve, dans le développement,
sa grandeur absolue et son inclinaison par rapport & la tra-
jectoire.

Iv.

Dt mouvement sur la sphere.

120. Hypothéses et notation, Nous considérerons exclusi-
vement, dans ce qui suit, le cas du mouvement sphérique d’un
mobile soumis 4 la réaction normale de la surface ct sollicité
par une force extéricure G, constamment situee dans le

25.
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plan déterminé par le mobile et par un diamétre fixe AA’
de la sphére. Ce diaméire représentera, en particulier, la
commune dirvection des forces extérieures, quand elles seront
supposées paralléles; et son cxtrémité inféricure A pourra,
dans tous les cas, recevoir le nom de centre des forces concou-
rantes. Il résulte de cette hypothése que lacomposante suivant
le plan tangent, Gsiny, de la force extérieure qui agit sur le
mobile en m, est dirigée suivant la tangente & Uarc de grand
cercle mA qui réunit le point m au point A; et que I'angle
désigné précédemment par V n'est autre chose que I'inclinaison
de I’arc Am sur la trajectoire mm/.

Nous prendrons donc le point A pour origine des coordon-
nées polaires p = arc A ct {5 et nous désignerons par p I'arc
de grand cercle, abaissé de Porigine perpendiculairement
’arc de grand cercle tangent & la wrajectoire en m; larc p
éiant défini par Péquation sinp —sinp sinV.

121. Cela posé, remarquons d’abord que la trajectoire du
mobile est nécessairement située, par rapport au grand cercle
tangent en 'un quelconque de ses points, du méme coté que
l'origine A des rayons vecteurs : car la composante utile de la
force extérieure étant, par hypothése, dirigée suivant la tan-
gente au rayon vecteur sphérique qui aboutit au pole A, son
action a pour effet d’écarter le mobile du grand cercle qu'il dé-
crirait avec sa vitesse actuelle, si cette force était supprimée,
et de le rapprocher du péle A. Nous devons donc, d’apres la
Remarque IL de la page 43, ¢crive

e — =

es sinp.d
__ Sinp.dp
€ d.sinp

pour le rayon de courbure géodésique de la trajectoire; d'on

ds d.sinp

S

€7 dp sing
D’aill i i
ailleurs, on a toujours, en grandeur et en signe,

ds 1

d—P: cosV :
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il en résulte

t  d.sinp e d.sinp  d.sinp
cosV  sinp * tangV_ sinVsinp sinp

Co .
1 — L .
ftangV sings

et la substitution de cetle derniére valeur dans la formule (I)
de la page 186, nous donne d’abord,

e =

C C
(r) o= mzsinpsinv.
Donc : La witesse, en chaque point de la trajectoire, est in-
versement proportionnelle au sinus de la distance sphérigue
du centre des forces concourantes, a Uarc de grand cercle
tangent & la trajectoire au point considéré.
La formule (1I)
2

8= Gsiny.sinV’

donue cnsuite, en remplacant ¢ par sa valeur (I'),

. "
'_g:SInp.dlnH C

(I — = o e

(1) d.sinp  Gsing.sin*p.sinV

et la formule (J1I), dans laquelle le rayon de courbure R de la
ligne géodésique tangente 4 la trajecloire sera remplacé par le
rayon de la sphire qui a é1é pris déja pour unité, nous donnera
enfin

2

(Imy’) N:::——Gcosy,

pour la pression exercée par le mobile surla surface.

Telles sont les équations générales définissant les diverses
circonstances du mouvement sphérique d’un point soumis a
Paction de forces que Yon peut appeler concourantes; la se-
conde fournira I'éynation différentielle, entre certaines coor-
données sphériques, de la trajectoire cherchée, quand, aprés
avoir particularisé la loi des forces, ony remplacera G sin y par
la valeur qui répond ala loi supposée; et sous leur forme gé-
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nérale actuelle, les équations (I} et (II’) sont analogues aux
formules connues

2
(1) v:,g, (2") P':m?sin—v,
qui définissent, a chaque instant, la vitesse et le rayon de cour-
bure p’ de la trajectoire d’un point matériel se mouvant, dans
un plan, sous l'action d'une force centrale. Nous verrons
d’ailleurs que cetle analogie, ainsi constatée d'une maniére
générale, ne disparait pas dane les applications et devient, an
contraire, plus frappante, quand on particularise, d'unc ma-
niére semblable, laloi des forces qui produisent le mouvement
sur la sphére et sur le plan.

Scolie. Les formules précédentes sont les seules que nous
nous proposions d’employer. Nous établirons néanmoins deux
autres formules, analogues 4 celles de M. Binet, et fournissant,
en fonction des coordonnées sphériques p et ¢ dela trajectoire,
les expressions générales de la vitesse du mobile et de la force
centrale qui accélére le mouvement.

On a d’abord

P dp? + sin’p.dxp”

o et sin’p.dy = Cdr,

C désignant une constante; cette derniére relation provenant
de ce que la projection du mobile, sur un plan perpendiculaire
au diaméire central, décrit des aires proportionnclles aux

temps.
On a donc, par I'élimination du temps,

- do \?
e 1 sin?p
v=_ Lsin=p+ ay
ou
o N
, 1 tang o
11— R e —_— .
(IV) n=_C Lsimp'*' 7

Cette formule n'est d’ailleurs que la traduction, sous forme
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différentielle, de I'équation (1)

C C
() Uzﬁ:sinp.sinv.

Si Fon désigne ensuite par R la composante de la force exté-
rieure suivant le plan tangent 4 la sphére, composante dirigée
suivani la tangente au grand cercle qui joint le mobile au point
central A; on aura, d’aprés le principe des forces vives, et en
regardant la composante R comme positive guand elle tend 2
rapprocher lc mobile du point central,

dv==32RcosV.dS=—2R.dp,

ou
d.v? dp
.(1—1.!1‘__21{' ﬂ“

De la, en différentiant 'équation (IV), en substituant et
. dp
supprimant le facteur commun — 2 =+,

dy

1
2
R = cos p i . \tangp> ,

sin*p  sin’p dy?

que l'on peut éerire

1
d?
(v) R — ¢ Lo (tang)

T sin*p] tangp dy

Les formules qui correspondent au probléme analogue dans
le plan sont, comme on sait,

dl 1 d’l
4 - 1 r 5 P‘_Cﬁ 1 r
“4) v ~f\zg/ |0 O R=Eglitap

Applications.

122. Premiére application : au pendule sphérique.
Si T'on suppose la force extérieure constante, en grandeur
et en direction, on rctombe sur le probléme du pendule sphé-
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rique; et les formules précédentes, dans lesquelles on doit
remplacer G par g et y par * — p, deviennent, par ces substi-

tutions,
C
(X) “—"—C-—__".———-.—-"a
sinp  sinp.sinV
sinp.dp a2
Y ==
(¥) §~ d.sinp g.smp
2
(Z) N:-I——f—gCOSp;

on en déduit aisément les équations ordinaires, représentant la
trajectoire décrite par Pextrémité du pendule et les circons-
tances principales de son mouvement.

En effet, 'intégration de I'équation (Y) ou, plus simplement
encore, la comparaison de la formule {X) 4 la formule ordi-

naire
=yt 2g(z—3z)=2g(cosp 4k —cosp),
donne d’abord
. C
(1) sin’p(cosp + kA — cosp,} = —,
28
ou
. c
{1’} sm’p(cosp+/z—-cospo).sin"V:2—g.
On a d'ailleurs
do - sin
tangV—=sinp: -——P, §inV — ——uf .
4=y Vit sng

et si, portant cette valeur dans (1'), on résout par rapport a
p'y 1l vient

d \/sin’p(cosp—!—h—cospo)—c—;

p =—P-—-smp —- 28
dy c
28
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s S do dz:dy
de la, vn posant cos p = z, sin®p =1— 2% ek
ey yi—2

N

';—‘-(13
(X.) dy = o0 —-
I 2
(1= )\ (1 =) e h—a)—
et -3

L’¢quation (X}, appliquée aux donnéesinitiales du mouvement,
fournit d’aillcurs immédiatement Pexpression de la constante,
a savoir
Ct==v¢] sin® p, 5in*V, = 2 2/ sin? g, sin?V,,
d’ou ‘
2

. C . . .
(&} — == /sintgg.sin® Vo == & (1 — 23} sin* V,.

28
Enfin, l'on tire successivement de V'équation (X)

ds C

dt " sinp.sinV’

dy.sin®p (1 —2" dY

C C

L . ro. .
df:Cslnp.(l.s-smV:Csmp.smpd\p: )
t
dy = Cd )

[— Zz°

dont la comparaison a la rclation (X;) conduit a cette autre
formule

. {
(X.) S . N —

— G
Vag. \/(I-—zz)(;.+lz———zu)-——
24

Quant ala pression, la formule (Z) devient, dans notre nou-
velle notation,

(X)) N::I'—-—{—gz;

et les formules (X, ), (X,), {X;) sont identiques a cclles que
Yon obtient par I'emploi de la méthode analytique ordinaire.
123. Les formules (X) et (Y) mettent en outre en évidence

des analogies remarquables, et non encore observées, entre le
26
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mouvement de I'extrémité du pendule sphérique et le mouve-
ment plan d'un point matériel attiré par un centre fixe pro-
portionnellement & la distance.

On sait, en cflet, et ¢’estun des premiers théorémes découverts
par Newtlon sur les forces centrales, que la witesse en un point
quelconque de la trajectoire elliptique plane est inversement
proportionnelle & la distance du centre attirant a la tangente
en ce point ; le rayon de courbure de Uellipse en ce point étant
en raison inverse du cube de la méme distance : et il résulte
de nos formules que dans le mouvement sphérique considéré,
la vitesse en chaque point est encore inversement proportion-
nelle au sinus de la distance sphérique du point central A de
la sphére & larc de g1and cercle tangent a la trajectoire en
ce point, le rayon de courbure géodésique de la trajcctoire
étant, de méme, en raison inverse du eube du méme sinus.

On apercoit aisément d’ailleurs la cause premiére, Porigine
de ces analogics ; car, dans Je mouvement sphérique, la com-
posante de la gravité suivant le plan tangent a la sphére cst, en
chaque point, dirigée suivant la tangente a I'arc de grand cer-
cle mA qui joint ce point au point central A, et la grandeur
de cette composante est proportionnelle au sizus du méme arc.

Les analogics des deux mouvements, assez intimes comme
on le voit, s’arrétent cependant aux trajectoires elles-mémes;
et Ja courbe décrite par Iextrémité du pendule n’est pas une
ellipse sphérique (voir p. 205 la cinquiéme application).

124. Les formules (X) et (Y) permettent encore de déter-
miner d'une maniére trés-simple guelles dotvent étre les cir-
constances initiales du mouvement pour que la trajectoire dé-
crite par Uextrémité du pendule soit un petit corcle de la
sphére ; sans ajouter, comme on le fait ordinairement, cette
restriction inutile que le petit cercle soit horizontal.

Pour que la trajectoire, en effet, soit un petit cercle, il faut
et il suffit que son rayon de courbure géodésique soit constant;
ou, d’aprés la formule (Y}, que l'are p demeure constant. Mais
on voit immédiatement dés Jors, que les arcs p et p coincident,
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et que le petit cercle considéré est nécessairement horizontal :
en méme temps les formules (X) et {Y), dans lesquelles on

remplace r, par tang ¢ et p par p, deviennent

C: nf
o C=g SID
stn’ o cosp
d’ot
sin?
i g P.
cosp

11 en résulte que la vitesse est constante; et, en particulier, que
la grandeur de la vitesse initiale est définic par la relation

in? T
sin‘p, 1 — 35

°w

(x,) vo=g. =g.
cos p, %

cetle vitesse étant d’ailleurs dirigée snivant la tangente au

petit cercle, et étant dés lors perpendiculaire au plan vertical

du point de départ.

125. Seconde application. La formule (Y), dans laquelle
on remplacera le nombre constant g par le nombre indéter-
miné G, peul servir, ¢n particulier, a déterminer la loi géné-
rale des forces paralléles capables de produire un mouvemnent
circulaire.

Si 'on regarde, en eflet, r, comme constant dans cette for-
mule, on en déduit

’
(=) 6= s
pour expression de Ja force en chague pointde la trajectoiee
circulaire, C’ désignant une constante : et F'on voit que si la
force G cst constante, il en st de méme de p, et le cercle déerit
par le mobile est horizontal ; tandis que si la force est variable,
il en sera de méme de p, et la trajectoire du mobile sera un
petit cercle quelconque de la sphere.

S§i, au lieu de considérer la valeur absolue de la force, on a
seulement égard i sa composante utile Gsing, on déduit, de la
formule précédente,

, . . C
{2's) (;’:Gsmp:m

26.
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pour expression de cette composante : et cette formule est ana-
logue 4 la formule connue
CI
G'= ===
2 sin’V
qui définit la lot des forces centrales capables de produire, dans
le plan, le mouvement circulaire d’'un mobile.

126. Troisiéme application. Proposons-nous de déterminer
la loi des forces paralléles G, capables de faire parcourir
au mobile une cllipse sphérique ayant le pole A pour U'un
de ses foyers.

Nous avons trouvé, pour le rayon de courbure géodésique
de Dellipse sphérique rapportée & 'un de ses foyers A {voir
p- 45, formule 11),

_2sin(a+y)sin(e—y) 1 &

= - - = == ’
¢ sin2a sin'V  sin?V

k désignant une constante; et la comparaison de cette valeur a
la suivante

o c
= Gsinlp = Gsintp . sin?V

déduite de la formule (Y) en y remplacant g par Pindéterminée
G, donne, pour expression de la force cherchée,

L

T sin'p
ol

C*sin2a 1 ¢
{xs) G.= —; - e
2sin{a--q)sin{a—g) sin’p  sin’p

et
(=3} Gsinp =

sin’p’
C’ désignant une nouvelle constante.
127. Quatriéme application. Demandons-nons encore,

quelle est la loi des forces paralléles, capables de faire par-
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courir aw mobile une loxodromic sphérique ayant pour pole
le point A?

Nous pourrons encore, pour résoundre le probléme le plus
simplement possible, employer la formule (13) de 12 page 47,

,— langp —_ sinp .
€7 sinV " sinV.cosp

qui donne le rayon de courbure géodésique de la loxodromie
sphérique; ¢t sa comparaison avee la formule (Y) nous don-

nera
c? sinp
Gsin’p.sin’V ™~ sinV. cosp

Dela, en remarquant que V estici une constante,

(=) SO o
sim*V o osin'p sin‘e
et
. ¢ . cos
(=) Gsmp:—%-
S p

128. Cinguiéme application. Déterminer la loi des forces
paralléles capables de faire parcourir au mobile une ellipse
sphérique ayant pour centre le point A.

La comparaison de la formule (Y),

Ci
FTplll —m—m——
£ G.sinp’

a la formule (o) de la page 44,

cas’p

ro—arht. ——,
& sin'p

qui exprime le rayon de courbure géodésique d'une ellipse
sphérique rapportée & son centre, donne immeédiatement, pour
la force G capable du mouvement dont il s'agit,

Cc? I

=g )
a*h? cos'p

(xs)
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et
, . C*  sinp
) Gsinp= - oL

On a d’ailleurs, pour la pression exercée par le mobile sur la
surface,

2 ¢l C1
N:o——l—GCOSp:.—C,—-{‘--,—z'-—E:—v
1 sin’p ~ a'b* cos’p
ou
m 1 1 tang?p\
N=C (sin’p e K

et si 'on remplace dans le second membre par sa valeur

sin’p
tirée de I'équation (C), page 44, il vient

N—=C (d’ brar-b2— mngﬁp + j . [angap):CQ. l+a’+b’+a’b7

ah? a*b? ad?
ou
ki 2 2
(z] N:C’.{l+a)(l+b ): - c —— == constante.
‘ a'h? sin'e,sin?f

Il résulte, de la proposition 8 du livre des Principes, que
Vellipse plane peut étre décrite par un mobile soumis & une
Jforce attractive, perpendiculaire & l'axe de Uellipse, et inver-
sement proportionnelle au cube de la distance & ’axe. Et il
résulte de méme des formules précédentes que Vellipse sphé-
rique peut étre décrite par un mobile sollicité par une force
répulsive, perpendiculaire au plan du grand cercle qui a pour
pdle le centre de Uellipse, et inversement proportionnelle au
cube de sa distance & ce plan; la réaction exercée par la
sphére sur le mobile étant d’ailleurs constante.

Remarque I. Lellipse plane, considérée comme section du
cone, peut éire placée sur le cylindre; et il en est de méme de
Pellipse sphérique : car cette courbe étant, par définition,
'intersection d’un cone de second degré et d’'une sphére con-
centriques,

xt  y? z?

;—{-F—-I—:o, x4y =,
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elle appartient 4 I'un quelconque des trois cylindres du second
degré, dont on obtient les équations en éliminant alternative-
ment z, y ou x entre les deux équations précédentes. Par la
premiére élimination on trouve

’l+a2+ 1+ 8 .. ou x? . ¥?
Jf —— ————— - - =1,
a? I ! sinfa  sin*f ’

et lellipse que représente cette équation dans le plan des xy
peut étre considérée comme la trajectoire d'un mobile scumis
aux projections des forces N et G sur ce plan. Mais la projec-
tion de la derniére est nulle; la projection de la premiére passe
constamment par le centre de P'ellipse : elle est donc propor-
tionnelle au rayon vecteur de la projection; et I'on parvient
ainsi, d'une manicre intuitive, a la conclusion que la réaction
primitive N ¢st constante.

On peut calculer aisément la durée commune T =T’ de la
révolution du mobile projeté sur ellipse plane, ou du maebile
primitif sur I'ellipse sphérique. Car si 'on désigne par p/, ¢/
et N’ le rayon vecteur du mobile projeté, sa vitesse et la force
qui le sollicite, on aura, en employant des formules connucs,
2C' 4C"

— ,_‘ e ———
r » N'= a* b

xa' b’
- p', T = o

9

etde 1a, en remplacant T, @/, b’ par T, sina, sin{, ct dé-
duisant la valeur de C', en fonction de C, de la comparaison
des formules

. % TN fo 4(:,7 '
(z) Nmsin’a sin? et N'=N.p " sin'asin’@ £
il vient
nsinesin  2wsina.sinf 27
14 T= - = = .
() e C S

La durée de la révolution sera done la méme pour toutes les
trajectoires clliptiques dans lesquelles la pression exercée
par le mobile sur la surface aura la méme valeur.

Remarque II. La projcction de Vellipse sphérique sur le
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plan des xz est encore une ellipse planc si 2> b, et cette pro-
jection peut étre considérée commmne la trajectoire d'un mobile
qui serait soumis premiérement, & une force atiractive N/,
émanant du centre del'ellipse et proportionnelle 4 la distance;
secondement, & une force répulsive G'= G, dirigée perpen-
diculairement & l'axe horizontal de Pellipse et inversement
proportionnelle au cube de la distance a cet axe. Dailleurs
lellipse entidie n'est quela trajectoire théorique du mobile,
la trajectoire récllement parcourue se réduisant a un arc déter-
miné de cette ellipse, intérieur 2 la sphére, et limité par une
corde paralléle a I'axe horizontal. Le mobile oscille done in-
définiment dans cet arc, sa vitesse devenant nulle 4 chacune de
ses extrémités, ct la durée d'une double oscillation étant détinic
par la formule (¢). Eunfin les oscillations dans deux arcs déter-
minés, appartenant a deux ellipses distinctes, seront isochrones
woutes les fois que les forces centrales, qui concourent anxmon-
verfents oscillatoires produits le long de ces ares, auront la
méme valeur & une méme distance du centre. Ces résultats
ont quelque analogie avec e fait, observé par Lagrange et Le-
gendre, et expliqué d'une maniére générale par M. O. Bonuet,
de la couscrvation de la trajectoire dans la superposition de
diverses forces capables, isolément, d'une méme trajectoire
(Journal de Mathématiques, 1844, tome IX, page 113).

129. Scolie. Les formules précédentes, qui donnent la loi
des forces capables de fairc parcourir au mobile un petit
cercle, une loxodromic ou une ellipse sphérique, préscutent
une inlime analogie avee les formules correspondantes, rela-
tives au mouvement plan d'un.point matéricl soumis a I'ac-
tion d'une force centrale. Il convient néanmoins, pour la fxire
ressortir d'une maniére plus compléte, de 1’avoir dgard, dans
les formules relatives au mouvement sphérique, qu’a Ja com-
posante utile Gsinp de la foree extéricure, etnon ala valeur
abseluce G de cette foree.
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§ V.

D mouvement d’un point surune surface de révolution.

130. On a, pour 'angle de contingence géodésique ¢, d'une
ligue quelconque tracée sur une surface de révolulion (woir
page 122, formale 33 &),

:—((IV—;- sinV dr)’
cosV r

(a) ‘s
V désignant Finclinaison de cetwe ligue, au point considéré.
sur la section mdridienne passant par ce point, et rle rayon
du paralléle correspondant.

Si donc on supposc que la ligne considérée soit la trajectoire
d’'un mobile soumis 4 la réaction normale de la surface et 4
une force extéricure constamment dirigée dansle plan de la
section méridienne, la projection de cette foree sur le plan
tangent sera toujours dirigée suivant la tangente & la section
méridienne; la lettre V aura Ja méme signification dans V'équa-
tion précédente ct dans les formules générales (I}, (II) et (Y1)
de la page 186 : ot 'on aura, en remplacant dans Ja premiére
de ces formules ¢, par sa valeur,

. (A% lr .
%6 — ‘ — ii:—L.rsmV;
tang V tang V r

et, par suilc,

(I") p—

C
]
r.siny
C désignant unc constante. La formule (I1) deviendra alors

o C?
Gsm'y sinV (:sm'/ Fem vV

(1)

et on aura toujours, pour la pression,

a

(II1") N—_—%— G cos.
27
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131. Sans nous arréter & la discussion du signe — qui figurc
au second membrc de la formule (A), proposons-nous de dé-
terminer directement I’expression de la vitesse.

Nous remarquerons, i cet etlet, gne, par suite de I'hypothése
sur la direction de la force extérieure, le mobile peut &tre
considéré comme se mouvant librement dans Vespace, sous
I’action d’'une force unique rencontrant constamment I'axe oz
de la surface : il en résulte que la projection du mebile sur un
plan perpendiculaire 4 U'axe décrit des aires proportionnelles
aux temps ; et 'on a

rrde=2Cdt,
C désignant une constante. On a, d’ailleurs,
ds = v.dt;

et 'on déduit, de la combinaison de ces deux relations,

_c _C _ ¢
= o =" rde  rsinV
% dr

On voit que cette formule renferme celle que nous avons déja
donnée sur le mouvement sphérique d’un point matériel ; et
qu'elle est comprise elle-méme dans 'observation de Newton,
qui a été rappelée au commencement de ce chapitre.

132. Applications. Proposons-nous de déterminer quelles
doivent étre les circonstances initiales du mouvement, pour
que le mobile parcoure, dans le cas ordinaire de la pesan-
teur, un paralléle de la surfuce.

On aura, dans ce cas (voir fig. 53),

w™ r )
V=== r=constante=r,, ry,—=——) €t YTmei:
2 cos¢
i désignant 'angle aigu que fait avec 'axe la normale 4 la sur-
face. On trouve, par la substitution de ces valeurs dans les
équations (I} et {II),
¢!

: r
¢ = ¢, == = = constunt¢, - ————b——n—3 oOuU -— \/ .uu,'
T cos:  Zsini.r? r
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et la comparaison de ces formules donne

(A) o=\/g.r.tungi

pour la grandcur de la vitesse initiale, qui devra d’ailleurs étre
dirigée perpendiculairement au plan vertical passant par le
point de départ.

Le mouvement du mobile scera done uniforme, ct la durée
de sa révolution sur le paralléle sera donnéc par la formule

an 5
T:':m.f, ou T:zw\/—«’——_::‘.w S—l:
1 g - tang! g

S.N désignant la sous-normale de la section méridienne, au
point de rencontre de cette section et du paralléle décrit par le
mobile : Cette durée cst donc égale & celle de loscillation
totale d’'un pendule simple, d’'une longueur égale & la sous-
normale (Ruler, Mechanica, 1. II, p. 492).

Si la surface est un paraboloide de révolution, les temps
périodiques seront égaux pour tous les paralleles; et la lon-
gueur du pendule simple effectuant une oscillation totale, dans
le méme temps, sera égale au demi-paramétre de la parabole
méridienne {Huygens, [lorologium oscillatorium, p. 160,
VI; Euler, Mechanica, 11, p. 493).

On trouve d’ailleurs pourla pression normale, en rempla-

cant dans la formule (III'} R par ;I—;—l et y par © —7,

2

N == —sin/ 4 g cosi;
;

et de 13, en ayant égard & Pexpression actuelle (A) de la vi-
tesse, ¢t en simplifiant,
g

N—= 2.
(B) cosi

133. Proposons-nous encore de déterminer quelle doit étre
la section méridienne d'une surface de révolution, pour qu’un
mobile parcoure sur cette surface une loxodromie, sous Uac-
tion d'une gravité constante.

27.
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11 suffit, pour résoudre ce probléme, de comparer la for-
mule (II”), qui donne 'expression générale du rayon de cour-
Fig. 53. bure géodésique de la trajectoire, a cette
Ty formule (voir p. 125, formule 35)

r r

L
-1

T L= ?
sinV.cosi sinV.cosy

qui représente le rayon de courbure géo-

désique d'une loxodromie coupant, sous
Vangle constant V, les divers méridiens de la surface.
On déduit de cette comparaison I'égalité

r _ C?
sinV.cosy  gsing.r sV
ou
3 —_ o — !
rtangy = m =4,

€ désignant une nouvelle constante. De 14, en posant (voirla

: R dy
figure) r = x, tang y = tang { = =

dx _ dy
v
On en déduit
x*y = constapte

pour équation de la section méridienne de la surface cherchée
el cette section, comme on voit, est une courbe hyperbolique
dutroisi¢me degré, appartenant a la 69°espéce de I'énumération
newtonienne.

§ VI.

Du mouvement d’un point sur une classe particuliére de
surfaces gauches, dans le cas oi la courbe décrite par le
mobile est une trajectoire des génératrices rectilignes de la
surface.

134. On a, pour le rayon de courbure géodésique d’une
rajectoire sous Vangle V des génératrices rectilignes d'une
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surface gauche quelconque ( voir page 148, formule 40},

s ~+ A*R? 1
(1) R, l—/}—

= = s
sin V

d’ou I'on déduit, successivement,

AR .
egzm-SInV.(ls,
ep PR
= .cosV.d
tangV ™~ 1 4 A*R? Cos Vs
e _ FR.AR 1 d{x-+ PR

. k4

I
2 — .
( ) tang V 14 AR 2 1+ A R?

si 'on regarde la surface gauche comme engendrée par les
bi-normales d’une ligne & double

Fig. 54.

courbure dont la seconde courbure

demeure constante : auquel cason a
dR = ds.cosV,

ainsi que

(A)

(voir 1a notation de la page 144).
Cela posé, si Uon regarde la trajectoire actuelle comme

L
w'==0,

et & — constante

décrite par un mobile soumis a la réaction normale de la sur-
face et 4 une force extérieure G, dirigée en chaque point sui-
vant la génératrice rectiligne OA de la surface; en transportant

‘e
fangV dans la formule (I) de la page 186, et la

valeur résultante de v, ainsi que la valeur (1} de R,, , =1,

la valeur (2) de

dans la formule (I1) de 1a méme page, on aura ces deux équa-
tions :
(V) u:C\/l—}—FR’:i,

€05 ¢

(1) G=C.4.R.

Elles conduisent & cet énoncé trés-simple : Les forces, dirigées
suivant les génératrices de la surface, et capables de faire

Document numérisé par la Bibliothéque Interuniversitaire Scientifique Jussieu - UPMC



214 SECONDE PARTIE, — CHAPITRE DIXIEME.

parcourir au mobile une trajectoire de ces génératrices, sont
proportionnelles aux segments interceptés sur les généra-
trices entre la trajectoire et la ligne de striction de la surface;
et la wvitesse du mobile en chaque point, estimée suivant la
tangente au point correspordant de la ligne de striction,
demeure constante; cette derniére propriété résuliant de la
formule (I') que I'on peut écrire, I'angle V étant constant,

vsin V. cos ¢ = Csin V = constante.

1l résulte encore de la une autre propriéié curiense, relative
aux mouvements simultanés de deux mobiles lancés en méme
temps, de deux points situés sur une iméme génératrice, et sui-
vant une méme inclinaison V par rapport & cette génératrice.
On aura, en effet, & une époque quelconque du mouvement
simultané des deux mobiles,

esinVcosg =CsinV, G =~C#R;
vsinVeosg' =C'sinV, G =C*&*R'.

81 donc on pose

c
(B) T=1 ou

QD
1
==

on aura, successivement,

vsinVcos g =+ sinV cos ¢/,
ds . ds’

—sinVcose—=——sin V cos 4’
e LAy ¥

de = do’,

ds et do’ désignant les projections sur la ligne de striction des
arcs décrits daris le méme temps dt par les deux mobiles : or, il
résulte de cette égalité, et en ayant égard i la restriction ex-
primée par la relation (B), que les deux mobiles se trouvent
toujours, & une époque quelcongue du mouvement, sur la
méme génératrice de la surface.

Ces résultats sont immédiatement applicables a I'hélicoide
gauche & plan directeur, qui est du nombre des surfaces repré-
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sentées par les équations (A). On en déduit, en particularisant
Pangle V, la description, par le mouvement d'un point, des
lignes de courbure de cette surface, qui coincident, comme
on sait, avec les trajectoires sous 'angle de 45 degrés des gé-
nératrices rectilignes de la surface.

§ VIL
De la brachistochrone sur une surface de révolution.

135. L’étude du mouvement libre d'un point dans le plan
a pour complément ordinaire I’étude du mouvement d’un point
assujetti & demcurer sur une courbe planc donnée. Il convien-
drait donc de compléter de la mnéme maniére ’étude du mou-
vement d’un point sur une surface. L'un des problemes les
plus intéressanlts, auxquels donne lieu cette étude complémen-
taire, est celui qui a pour objet de déterminer quelle est, parmi
toutes les lignes qui, sur une surface donnée, réunissent deux
points donnés, celle qui serait parcourue dans un temps mi-
nimum par un mobile soumnis & des forces extérieures données.

Ce probléme, déja résolu par M. Roger a I'aide du calcul des
variations , est susceptible d’une solution élémentaire pour
certaines surfaces particuliéres, et notamment pour les sur-
faces de révolution. En effet, de ce que deux portions d'une
pareille surface, adjacentes a un méme paralléle, sont super-
posables, il résulte que la solution, donnée par Maclaurin, du
probléme analogue dans le plan, leur est exactement appli-
cable. C’est ce que nous allons faire voir en terminant.

1). Soit AMM'B la brachistochrone cherchée, issue du
point donné A, et coupant en B le méridien donné OBO.
Tracons sur la surface les paralléles Ab, Ba terminés aux
méridiens des points A et B. Il est facile de voir que la ligne
cherchée coupe orthogonalement le méridien OBO’; et qu'elle
est toul entiére comprise dans le trapéze curviligne AbBa.
Nous la chercherons donc parmi les lignes qui satisfont i ces
conditions et qui joignent le point A au point indéterminé B
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et d’ailleurs, toutes ces lignes, projetées suivant des méridiens
sur le paralléle @ B, auront méme projection, 4 savoirI'arc aB.

Quant 4 la loi des forces extérieures qui produisent le
mouvement, nous supposerons seulement : 1° que la force
extérieure, en chaque point de la surface, soit située dans le
plan de la section méridienne, de telle sorte que la compo-
sante active de cette force, qui produit le travail et les varia-
tions de vitesse du mobile, soit constamment dirigée suivant
la tangente a la section méridienne; 2° que la composante
active de la force extérieure ait-la méme valeur pour tous les
points de la surface situés sur un méme paralléle : ces condi-
tions s¢ trouveraient réalisées, en particulier, dans le cas
ordinaire de la pesanteur, I'axe de la surface étant supposé
vertical; ou encore, dans le cas, plus général, d’une gravité
toujours paralléele & I'axe de la surface, mais variable d'un
paralléle & I'autre, et constante pour un méme paralléle.

Il résulie, de ces conditions, que la vitesse d’un mobile qu
parcourrait successivement les diverses trajectoires AMB,
AM, B, serait la méme pour les points de ces trajectoires si-
tués sur un méme paralléle; e, en particulier, que o vitesse
acquise en B, par la chute sur Uune d’elles, serait la meme
pour toutes : soit v, cette derniére vitesse.

2). Cela posé, le temps par AMB parcouru avec la vitesse
variable v, ou 3 (AMB, v}, devant étre un minimum, ce mémc
temps, diminué de celui employé a parcourir le paralléle an B
avec la vitesse ¢, sera encore un minimum,

G.(AMB, ¢) — ©.(arB, ») = minimum.

D’ailleurs, si, par une suite de méridiens successifs, on décom-
pose, en un méme nombre d’éléments successits MM’ et nr/,
la trajectoire AMB et le paralléle anB; la différence précé-
dente scra rendite minimum, si I’on rend minimum chacune
-des différences élémentaires,

L MM a7 MM am M
E. (MM, o) —E.{(nnr, v,):——{l——’i: .
: » v, v r
-
n
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mM/' ¢tant la portion du paralléle du point M’ correspondant
a la portion nn' du paralléle anB; et 1,

Fig. 55.

ry désignant les rayons des paralléles des
points M/ ct B, de sorte que I'on a

»
et = mM’, -
.
o .
Eufin, v,-— désignant une nouvelle vi-
rl

tesse, la différence précédente revient a
celle-ei,

TN, ») — c.(mm', o . f),

4

qui sera minimum, d’aprés le lemme de la page 11g, silon a

. v v or
(w) sinV — =-.-
r
ou
rsinV  r
(X) ~ =~ = constante :

17 v,

équation qui définitla courbe cherchéc AMB, et dans laquclle
V désigne 'inclinaison de la courbe sur le méridien.

3). Réciproquement, si Yon compare maintenant le temps
par AMM'B avee le temps par toute autre courbe AN, M/ B,
on verra que le premier est moindre que le second. Car, pre-
nant pour ¢léments correspondants des deux courbes les ares
MM, M;M| compris cuntre les mémes paralléles; remar-
quant qu’ils sont parcourus I'un et autre avec la méme vi-
Lesse vy, et que les triangles rectangles MM/, M, m, M| sont
particllement superposabless; on aura d'abord, suivant le
lemme, ct d’aprés la condition (x) a laquelle satisfait 'élé-
ment M3,

T (MM, o) — . (mM', v,.§><G(l\l.!\l'l,v)——G. (/mM',, o r’>,
| )
ou
G (MM, o) — &.(nn’y 0,) < C (MW, 0) =T, (2,0, 0}
28

Document numérisé par la Bibliothéque Interuniversitaire Scientifique Jussieu - UPMC



218 SECONDE PARTIE. — CITAPITRE DIX1EME.

De 13, en faisant la somme des inégalités semblables, et remar-
—

quant que
arc anB

ZG(RII', 0,) = 26(72(72'1, (»I) = -—"——-,
1

il vient simplement

&.(AMB, ¢)< G.{AM,B, ¢). €. Q. F. D,

= constanle

136. Remarque I. L’équation précédente rsin¥
»
ne différe que par la forme de celle donnée par M. Roger

(Journal de Mathématiques, tome XIII, 1848, page 49),

db ,

re —LE = A.v 5

pour le cas ordinaire de la pesanteur.
Dans le cas de la sphére, et en posant r = sinp, Véquation

peut s’ écrire

(X4) ¢=_C.sinpsinV = C.sinp.

On en déduit celte généralisation d’un théoréme d’Euler : La
witesse; en chaque point d’une brachistochrone sphérigue, est
directement proportionnelle au sinus de la distance sphérigue

du centre des forces O de la sphére & Uarc de grand cercle
tangent & la courbe au point considéré.

Remarqgue I1. On déduit, de Péquation (X,),
(1) dv = Cd.sinp.
On a d'ailleurs, dans le cas ordinaire de la pesanteur,

d.v* ou 2v.dv=:2gsinpcosV.ds,
ou

(2) v.dt'::—-gsinp.(lp.

De 14, en divisant (2) par (1), membre 2 membre, et rempla-

, . , sinp.de
cant dans 'équation résultante X par le rayon de cour-.

d,sinp
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s ds . . 1 e
bure géodésique r; = — de la trajectoire, il vient
e Co
o

Xa) v=Zr, = k.1,

[@IRe]

k désignant une constante. Or, si Pon remplace dans ceite
R els ds , . , .
formule v par 7 CL 76 PAr o désignant Tangle de contin-
* [
g

gence géodésique de la trajectoire, il vient, en simplifiant,

c,
5 =2 =4
(.r.) ot ‘
et 'on en déduit
: S
{x}) - A = constante ;

¢'est-i-dire que le temps T, employ ¢ parle mobile & parcours
un arc partiel quelconque A'B' de la brachistochronc sphé-
rigue, est proportionnel & la valeur de Uintégrale fe,, ou

f—. prise de Uorigine & Uextrémité de Uarc A'BY. Mais on

trouve aisément que cette intégrale représente Paive sphérique
comprise entre lare A'lY et les tangentes sphériques menées
par ses extrémités, augmentée de I'angle extéricur formé par
ces mémes tangentes : done, dans le mouvement général sur
une brachistochrone sphérique AMB ’un point soumis & la
pesanlteur, le temps, employé par le mobile & parcourir un
arc particl quelcongue A'B' de sa trajectoire, est propor-
tionnel & Uaire sphérique, comprise entre cet arc et les tan-
genles sp]zér[(/ues mences par ses cxtrémités, augmentée de
Uangle extéricur de ces mémes tangentes; ou, encove, pro-
portionuel @ Uarc correspondant 'V de la courbe supplé-

menlaire.

Remarque I1I1. Quant a la nawre de la brachistochrone,
la comparaison des formules {X,) et {X;) fournit cette rela~

tion,

I e
=~ = consitante, ou —°2— = constante;
Sm I) OS¢

23,
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i désignant 1'angle sous lequel le grand cercle tangent a la bra-
chistochrone sphérique coupe 'équatenr, oun le cerele polaire
du centre des forces O; et I'on sait que, dans le plan, le rayon
de courbure de la cycloide est pareillement proportionnel au
cosinus de Pangle que fait la tangente avec la base de la courbe.

Remarque IV. L'énoncé précédent se simplific, quand on
suppose que le rayon de la sphére augmente indéfiniment; et
I'on en déduit ces propridtés nouvelles des brachistochrones
planes, que l'on peut d’ailleurs dtablir directement de la
méme maniere :

1. 8¢ Don circonscerie & une demi-cycloide AMB une por-
tion de ligne polygonale réguliére, c'est-a-dire a angles
égaux, dont les tangentes en A et B formeront les cétés ex-
trémes; les points de contact des cotés successifs de ce poly-
gone partageront la demi-cycloide en une suite d'arcs iso-
chrones, c'est-a-dirc en une snite d’arcs partiels qui seront
parcourus en des temps égaux, dans le mouvement général du
mobile de A cn B.

2. La méme propriété s'appligue @ la brachistochrone
relative & un centre O, situé a une distance finie, et attirant
proportionnellement & la distance.

3. Enfin, cette propriété subsiste encore pour la portion
de ligne polygonale réguliére circonscrite & un arc partiel
quelconque A'B' de la brachistochrone ; les ctés cxtrémes
de cette ligne étant toujours formés par les tangentes aux
extrémités de Iarc considéré A’ et le mouvement suivant
A'B’ faisant toujours partie du mouvement général suivant
la ligne totale AMB.

Remarque V. Si Yon considére, au lieu d'une sphére, une
surface de révolution quelconque, le temps employé par le
mobile a parcourir un arc déterminé de la brachistochrone
n’est plus susceptible, en général, d'une représentation géo-
métrique simple. Si 'on différentic en effet la formule (X).
v=C.rsinV, on a d'abord

(x). de =C.d(rsinV});
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on trouve ensuile, G désignant la pesanteur paralléle & I'axe
de la surface, et ¢ désignant inclinaison, sur I'axe, de la nor-
male 4 la scetion méridienne,

d.v*==2Gsini.cosV.,ds,
ou

{2) v.dv="=Gsini.cosV.ds;

d’ou, par la division, membre & membre, des relations (2}
et (1),

G . . cosV.ds

— SIfE » ———————
C d(rsinV)

On a d’ailleurs, pour P'angle de contingence géodésique ¢, de
la trajectoire (voir page 122, formule 33 bis),

d(rsinV) cosV 1
[ N e
° reosV d{rsin V) r.eg

et il vient, par la substitution de cette valeur dans la formule
précédente,

d’ot
(X') g L bTsmt_ 1

n désignant la longueur de la normale & la section méridienne
terminée a V'axe de la surface.

11 résulte de cette formule que la sphére (n = constante) est

. . [
Ia seule surface de révolution pour laquelle Ie rapport = de-
I

meure constant, dans le cas d'une pesanteur constante ((G=gj:
el que cc rapport ne peut élre constant, pour unc surface de
révolution quelconque, que dans le cas on la pesantenr serait
définie en chaque point par la formule

G
— — constante.
n

Document numérisé par la Bibliothéque Interuniversitaire Scientifique Jussieu - UPMC



222 SECONDE PARTIE. — CHAPITRE ONZIEME.

CHAPITRE XL

'DES LIGNES A DOUBLE COURBURE CONSIDEREES COMME FIGURES
D' EQUILIBRE D'UN FIL QUI REPOSE SUR UNE SURFACE.

Parmi les problémes dont la solution élait réscrvée a I'ana-
lyse moderne, et en exceptant les grandes questions de la mé-
canique céleste, il cn-est pen qui alent été remaniés aussi
souvent que celui dont l'objet est de déterminer la figure
d’équilibre d'un {il, dont les extrémités sont fixes, et dont les
¢léments successifs sont sollicités par des forces qui demeu-
rent constantes, ou qui varient suivant une loi donnée. Sans
parler en effet de I'illustre promnoteur de ce probléme; on voit
figurer dans son histoire les noms des plus grands géométres
du dernier siécle ct de Ja fin du précédent : les Bernoulli,
Leibnitz et Huygens, Euler, Clairaut et Lagrange. On lit
méme dans la notice sur Ampére (Arago, OFEuvres, tome I,
page 47) que ce géométre, s’occupant i son tour de la ques-
tion, avait su découvrir des lacunes dans un sujet pourtant si
exploré.

On doit ajouter cependant que les solutions de ce probléme,
si nombreuses quand on suppose le fil Zibre et la figure d’équi-
libre plare, deviennent beaucoup plus rares quand il s'agit
d'un fil reposant sur une surface; car, cn exceptant le -pro-
bléme devenu classique de la chainette cylindrique, on pos-
séde seulement pour ce cas des formules, trés-générales sans
doute, mais dont Vapplication i telle surface particuliére que
Pon voudrait envisager exigerait peut-étre, pour linterpré-
tation géoméirique des résultats obtenus, plus d'ellorts que
Vétude dirccte et géométrique du probléme.

Clest cette étude directe que nous avons abordée, et dont
nous avons essayé de poser les véritables bases. Nous croyons
les avoir rencontrées dans deux théorémes.
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Le premier est analogue 4 celui d’Huygens sur le mouve-
ment curviligne d'un point matériel, et donne, pour les com-
posantes tangentielle et normale de la force totale qui sollicite
le fil en chaque point, ces deux expressions,

—d'f T

a5 P
T, ds ct rdésignant la tension, arc ¢lémentaire et le rayou
de courbure du {il : résultats qui ont sans doute été rencontrés
déja.

Le second, que nous avons déduit du premicr, nous parait
absolument nouvcau. Il fonrnit :

1°. La tension du fil, par une intégrale dont les éléments
dépendent sculement de la direction relative de la force exté-
rieure et de la figure d’équilibre du fil;

2°. Cette intégration étant effectuce, expression du rayon
de courbure géodésique du fil;

3°. L'expression entiérement géométrique de la pression
exercée par le fil sur chaque point de la surface, 4 savoir

N= % — Gecosy;,
G cos y et R désignant la composante normale a la surface de
la force extéricure, et le rayon de courburc de la ligne géodé-
sique tangente au fil au point considéré. C’est par I'exposition
de ces deux théorémes généraux que nous allons commencer.

y L.
Principes généraux relatifs aur courbes funiculaires
reposant sur une surface quelconque.

137. Taeonime I. Dans toute cowrbe funiculaire, planc
ou & double courbure, mais entiércment libre dans Tespace
{abstraction faite de ses cxtrémités qui sont toujours suppo-
sées fixes), les composantes tangentielle ct normale de la
force totale P, rapportée a lunité de longueur du fil, qui
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agit en chaque point de la courbe, ont pour waleurs respec-

tives
—dT

et
ds

~ 1A

T, ds et r désignant la tension, l’arc élémentaire et le rayon
de couwrbure du fil; et dT désignant la variation, positive ou
négative, qu'éprouve cette tension, de Uorigine & Uextrémité
de l'arc ds. La premiére de ces composantes est d'ailleurs
positive, ou négative, suivant qu'clle est dirigée de 'origine i
I'exwémité de 'arc ds, ou de extrémité a lorigine; et la
seconde,'c[ui cst toujours dirigée suivant le prolongement du
rayon de courbure du fil, est regardée comme essenticllement
positive.

Démonstration. 1'élément AB = ds du fil, considéré isolé-
ment et supposé solidifié, doit étre en équilibre sous 'action
des tensions, de sens opposés, T et T +- d'T, dirigées suivant les
tangentes & ses cxtrémités, et des forces partielles qui agissent
en chacun des points de I'arc AB. Or, les deux premiéres
forces, dirigées suivant deux droites dont la distance est un
infiniment petit du troisiéme ordre, peuvent étre considérées
comme situées dans le méme plan el comme ayant dés lors
une résultante unique; les forces partielles agissant en cha-
cun des points de Yarc AB auront donc aussi une résul-
tante unigue, que nous représcnierons comme a l'ordinaire
par P.ds, et qui fera équilibre anx deux premiéres forces T
et T+ dT.

Ti résulte d’abord de la que la force totale P est divigée, en
chaque point, dans le plan osculateur. du fil; ensuite, que la

Fig. 56. somme algébrique des projections
des trois forces, sur la tangente en
A dirigée dans le sens AB, ou sur
le prolongement extérieur du rayon
; de courbure du fil en A, est égale 2
" e zéro pour chacune de ces directions.

On en déduit, en négligeant Jes inhniment petits du sccond
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ordre, el en désignant par e 'angle de contingence du £il,

— T+ (T + dT) 4+ P dv_cos(P, ds) = o,

ou
— (T +4dT)sine+P.ds.cos(P, rj=o,

ou

(B) Pcos(P, /’)zg‘

Observation. La dernicre de ces relations a liew entre des
grandeurs absolues : quant a la premiére, et pour donmer i dT
le signe qui lui convient, il peut e utile de remarquer que
la variation de tension du fil, dans le passage de Uorigine a
Uextrémité de Darc ds, est égale et de signe contraire au
travail élémentaire de la force I duans le trajet fictif cor-

respondant.

138. Tutoneme . Une courbe funiculaire étant en équi-
libre sur une surface donnée, sous Uinfluence des réactions
normales N de la surface et des forces extérieures G, appli-
quées en chacun de ses points : 1°la composante de la force
extérieure G suivant Uarc élémentaire ds de la courbe est

—dT

mesurée par le rapport dgﬁél‘cnticl 3y 2° la composante

de cette méme force suivant celle des normales & la courbe
qui est tangente & la surface, a pour cxpression, en chaque
, T - (g
point, —, r, désignant le rayon de courbure géorlési-
r ? ‘
%
que de la courbe funiculaire en ce point; 3° enfin, la
réaction exercée par la surface sur le fil est mesurée, en
, e 7o T
chaque point, par la différence algébrique i Geosy; Ret

Geosy désignant le rayon de courbure de la ligne géodésique

tangente au fil, ct la composante, normale a la surface, de

la force extéricure qui agit au point considéré : la force
29
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extérieure G etla pression N étant rapportées, I'unc et Pautre,
a Punité de longueur du fil.

Démonstration. La courbe funiculaire considérée peut étre
regardée comme entiérement libre dans Vespace et comme
soumise, en chacun de ces points, & 1a force extéricure G et a
la réaction normale N de la surface, dont le sysitme, d’aprés
le théoréme précédent, est équivalent au systéme des compo-

. T 7T
santes tangentielle et normale, et - de la force totale. 1f
r

en résulte que la somme des composantes des forces du pre-
mier systéme, sur une dircction quelconque, est pareillement
équivalente 4 la somme des composantes des forces du second
systéme sur la méme direction.

Cela posé, si I'on prend successivement, pour direction de
projection, 1° la tangente & la courbe funiculaire; 2° celle des
normales 4 cette courbe qui est située dans le plan tangent i
la surface, Ant; 3¢ la normale intérieure a la surface, AN ;
on verra :

Dans le premier cas, que la somme des composantes des
forces du premier systéme se réduisant a la composante
Gsiny.cosV de la force extéricure, et la somme analogue pour

. —dT
le second systéme a la composante , o1 a
ds
. dT
Gsiny.cosV—= — —;
(1) 7 =

Dans le second cas, que la premiére somme se réduit encore

Fig. 37. a la composante de la force G, qui est
N

représcntée par Gsiny.sin'V, V désignant
I'inclinaison, sur la tangente a la courbe
funiculaire, de la projection de la force G+
sur le plan tangent; que la seconde somme
se réduit & la projection de la com-

T L - . ;
posante -, projection qui est égale &

o

=~ a désignant Yangle du plan oscula-
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teur de la courbe et du plan tangent & la surface : et que l'on
a, par suite,

(2) Gsiny.sinVe= —;
-
3
Dans l¢ troisiéme cas enfin, que la premiére somme est
¢gale & N 4 Geosy, la seconde se réduisant i

T

risina

T 08 (go° (1)—Tsin = =1
7 (0519 =ghme= R’

d’aprés le théoréme de Meunier; de sorte que I'on a

{3) N:I[{——Gcosy
pour la réaction de la surface sur le fil : cetie réaction érant
dailleurs rapportée & 'unité de longueur du fil.

La leure y désignant I'angle, aign ou obtus. forme par la
direction de la force G avee la normale intéricure : pour que
la formule (3) subsiste telle que nous I'avons écrite, i faut
que lerayon de courbure v du fil fasse un angle aigu avec
la normale intérieure, le fil reposant lu-méme sur le bord
interne de la surface.

Cororraine. Sil'on désigne par V, comme on I'a déja dit,
I'angle formé par la projection Gsiny de la force extérieure
sur le plan tangent, avee la tangente de la courbe funienlaire,
et par ¢, 'angle de contingence géodésique de cette derniére.

on aura ces trois formules générales :

‘ AT _eosV ds ¢
\ T T sinV"g— tang V'
(M :
( T:C.c_f[“"ﬂ\';
‘ I:Gsin'/.sinV7
i s
(1) ( .
r,——= =
( 87" Gsiny.sinV’
5' N== — ol
11T i G cosy

29.
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les deux derniéres n’étant autre chose que les formules
(2) et (3), et la premiére résultant de la division membrea
membre des formules (1} et {2).

Enfin 'élimination de 1'angle y entre les équations (II) et
(III) conduit a cette relation :

T 2 T 1
T — —_—Nj.
(v) G (rgsinV) +(R )

Nous n'insisterons pas sur le réle général de ces formules
qui présentent, comme on voit, la plus grande analogie aver
celles qui définissent lc mouvement d'un point sur une surface
(voir page 186); et pour lesquelles on peut répéter exactement
ce qui a été dit déja pour les premiéres.

Observation. 1l est essentiel de remarquer que Vintégrale

. .
— £ ui figure en exposan! dans la formule (1), et
ftangV’ 1 ® P (I,

dans laquelle on regardera e, comme essentiellement positif,
ct tangV comme positive, ou négative, suivant que l'angle V
sera aigu ou obtus, a bicn recu le signe qui convient 4 I'ex-
pression de la tension. On déduit en effet, de cetie formule,

e
{T = —T. £ .,
4T tangV

Or T et e, étant positifs, on voit que la différentielle d'T
sera positive, ou négative, suivant que P'angle V sera obtus,
ou aigu; et c'est ce qui doit &tre cn effet : puisque, d'aprés
une observalion antérieure {voyez page 225), dT est mesurée
par le travail élémentaire correspondant de la force, changé de
signe; et que, ce travail se réduisant & celui de la composante
Gsiny qui fait un angle V avee la divection de’élément du fil,
ce travail changé de signe esi positif, ou négatif, suivant que
I'angle V est obtus, ou aigu.

§ 1L

Des courbes funiculaires dans le plan.

139. Si Pon remplace dans Ies formules précédentes e, pare’,

Document numérisé par la Bibliothéque Interuniversitaire Scientifique Jussieu - UPMC



COURBES FUNICULAIUES DPLANES, 292

™

r, par p, et si on pose =2 il vient
- [

(1) T=Ce Y WY

(2) GpsinV="T,

e' ¢tant pris en valeur absolue dans la premiere formule, et
tang V y recevant le signe qui convient 4 la nature de langle
formé par la dircction de la force avec la direction de I'élément
considéré.

140. Cas des forces paralléles. Si I'on remarque que la
courbe funiculaire tourne toujours sa convexité vers Ja région
ou tendent les forces, on trouvera aisément ¢'=d\V pour la
valeur absolue de 'angle de contingence; et on en déduira
les formules suivantes
(a) T = .C 3

sinV

(&) GpsimV=_¢,

auxquelles on peat joindre celle-ci :

. dy . dy
(¢) O T iesV.dV T dsnv.

Applications. 1). Si 'on suppose la gravité constanie, on
trouve immédiatement, ou par une premiére intégration. les
propriéiés de la chainette exprimées par les équations

psin’V — constante,  y sin'V = constante.

2}. 87 Uon weut supposer le poids de chaque élément pro-
portionnel & la longueur de sa projection horizontale, on
devra poser

- dx .
G.ds=g.dz ou G= 8§75 = gsinV.

La formule (&) devient alors
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”

qui, comparée a la formule générale p = s donne immé-

< _
sin’V
diatement

y” = constante,

équation d'unc parabole,

3). Si l'on cherche quelle dott étre la loi des forces paral-
léles pour que la courbe funiculaire soit une ellipse dont I'un
des axes soit vertical, on devra remplacer, dans la formule (6},

3

p par k "LW’ y désignant Pordonnée de lellipse comptée a
sin
partir de son axe horizontal ; et I'on aura

C.sin V.

G = s

. . . - sinV .
si Vellipse devient un cercle, —— devient constant, et V'on «
r

simplement
CII
G=—.

¥
Scolie. Si I'on compare la formule (4), que l'on peut écrire

C
(8) P=Gsinv’

& la formule, déduite du théoréme d'Huygens,

¢
7 — —_
() F= G s v’

et fournissaut le rayon de courbure de la trajectoire d'un point
matériel soumis & I'action d’une force G/ dedirection constante.
on est conduit 4 une sorte de loi de dualité cn mécanique,
analogue & la loi de dualité en géoméiric, et qui peut, par
cette analogie méme, offrir un certain intérét.

Que l'on regarde, en effet, une méme courbe plane comme
étant simultanément la trajectoire d'un point matériel ct la
courbe d’équilibre d'un fil; les forces qui preduisent le mou-
vement, et celles qui maintiennent V' équilibre, étant d’ailleurs
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paralléles a une mémedroite fixe, ctde sens contraires : onaura,
en égalant les valeurs (&) et {67} du rayon de courbure de la
ligne considérée,

G = #.G'sinV.

Wen résulte que la force G, nécessaire pour produire Uéqui-
libre d’un fil suivant une courbe plane donnée, est égale a la
force G nécessaire pour entretenir le mowvement o’un point
matériel suivant cetie méme courbe, nml/f/)liéc, en chaque
point, parle sinus de Uinclinarson de la commune direction
des forces surla tangente & la courbe, ct parun nombre con-
stant; la vitesse du mobile et la tension du fil en un meme
point de la courbe étant d’aillewrs dans un rapport constant.

Comme premiére application de ce théoréme, considérons
une parabole ayant son axe vertical; et regavdons cette courbe
comme la trajectoire d'un point matériel soumis i Paction de
Ja pesauteur, on aura

G =g

dans la formule précédentes; et la parabole considérée pourra
¢tre regardée comme étant la figure d’équilibre d'un fil solli-
cité en chaque point par une force verticale G, dirigée de bax

en haut, ct ayant pour Cxpl‘cssion
G=/k.gsin¥ ou G=4h g —:

d’ou

Gdy = Kdr.

La force agissant sur chaque élément du fil est done propor-
tionnelle & la projection horizontale de cet élément; et Pon
retrouve les résultats connus, relatifs a lu courbe des ponts sus-
pendus.

Considérons encore, et comme application inverse du méme
théoréme, unc chainctie ayant son axe vertical ; et regardons-la
comme la figure d’équilibre d’un {ii soumis & Faction de la pe-
santeur. On aura, dans la méme formule,

G == constante —= g;
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et la chainette considérée pourra étre regardée comme la tra-
Jectoire d'un point soumis & 1’action d'une force verticale G'.
dirigée de bas en haut, et ayant pour expression
e
= sV

!

1

Mais ordonunée de la chainette, comptée i partir d'un axc
horizontal convenablement choisi, est liée & I'angle V par la
relation connuc y sin V= constantc; on aura donc simplement

G=4i.y

pour expression de la force; et 'on en conclut une auwre
propriété mécanique de cette courbe, par laquelle /a chainette
est la trajectoire d’un point matériel soumis a 'action d'une
Jorce, proportionnelle & la distance du mobile & un axe fixe,
et dirigée en sens inverse de la droite qui mesure cette dis-
tarice.

141. Cas des forces concourantes. La somme des angles
intérieurs du quadrilatére concave AIBO étant égale a quatre
dvoits, on a ’

Y +V 4 (29 o) 4 (24— V—dV)= 4% ou ' =dV—db;

Fig. 38. on a d’ailleurs

ao

tangV—=rtr—
g r(lr,

que l'on doit éerire

{0
ungVe—e —r ;—},
,

puisque I'angle V est obtus
et que la différentielle dr est positive dans la figure.
1l en résulte

l.
d9=—-~(—’tangV;
r
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et 'on a définitivement pour €,

{,
e —=dV 4 (—rrt:mgV.

On en déduit

~ .

e _ dv dr L Vv —J tang V 1
tangV tangV+ sy, e ~rsny’

et 'on a par conséquent ces formules :

, Cc C
(ﬂ ) T:u__,-:—-y
rsin'V P
(1)') G.o.r.sin’v =(,

auxquelles on peut joindre la formule d’Euler

() rdr
6T — —

! dp
Applications. 1). On satisfait a I'équation (&') en posant

p= constante,
et

{r) G rsim'V = constante.

On en déduit que, la courbe funiculaire étant une circonfé-
rence de cercle, la force en chaque point est inversement
proportionnelle au produit du rayon wvecteur par le carré de
la corde que ce rayon prolongé ditermine dans la circonfeé-
rence.

2). Si l'on veut que la courbe funiculaire soit une ellipse
ayant pour cenire le centre des forces, il faudra poscr

II‘E ‘.2
b= P rPsnV
dans la formule (b), qui donnera, pour expression dela force

répulsive émanant du ceutre,

G=0C.rsnV

(2) G=Cp.r
30
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3). Onverrait de méme que, la courbe funiculaire étant une
ellipse dont Uun des foyers coinciderait avec le centre des
Sforces, la grandeur de la force répulsive émanant du foyer
serait, en chaque point,

r P,
(3) G=C~’T,‘1

en remplacant dans la formule (5') p par la valeur p = A';—J,
qui correspond & I'hypothése actuelle.

4). Supposons la courbe d’équilibre telle, que I'angle V soit
constant : cette courbe sera une spirale logarithmigue, et I'on
aura, d’aprés la formule (27},

_ C _ o _¢
TporsiV  pr A

Cfet C" désignant de nouvelles constantes, et la scconde se
rapportant a la substitution au rayon de courbure p du rayon
vecteur 7 qui lui est proportionnel; on peut I'écrire encore

4 —c P.
(4) G=C3

142. Les formules (2), (3), (4) conduisent par induction
a la loi suivante, qui est, en effet, générale : Une méme ligne
plane étant & la fois la trajectoire d’un point matériel, et la
Jigure d'équilibre d’un fil, sowmis & Uaction de forces éma-
nant du méme centre; la force agissant sur le fil, en chague
point decette ligne, est égale au produit de la force qui solli-
cite le mobile, parvenu au méme point, parla distance du
centre commun des forces & la tangente en ce point, ct par
un nombre constant.

On a, en effet, d'aprés le théoréme d'Huygens,
z =G'sinV;
P
et d’apres un théoréme de Newton,

C/

U = —=»

»
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v désignant la vitesse du mobile en un point quelconyue de sa
trajectoire, et G’ la grandeur de la force centrale qui le sollicite
en ce point. On en déduit

C’7

d Moo 2.
() G p.pi.osiny

On tire d’ailleurs, de la formule ('),
C

G T p.rsinfV

ou

(d) C C

= p.p.sinV :p.p’. sinV

P
d’ou, en comparant (d) et (d'),
(5} G=G".C".p.

Eil'on doit remarquer, en outre, que les forces G étant attrac-
tives, les forces G' seront répulsives ; et réciproquement.

143. Scolie. Les formules générales (1) et (2) (voirp. 229)
peuvent encore s’appliquer avec avantage au cas ou les forces
sollicitant les divers éléments du fil ne sont ni paralléles, ni
concourantes.

Ainsi, proposons-nous de déterminer la figure d'équilibre
dun fil dont chaque élément serait sollicité par une force
dont la grandeur, et Linclinaison sur cet élément, demeure-
raient constantes (O. Bonnet, Journal de Mathématiques,
tome IX, page 225).

Les formules (1) et (2), dans lesquelles nous remplacerons

—L barm, ct _C ar C', nous donneront
tangV parm, el Eav PAr Y s
T:C.emfc, p:C".T::C'.a’mfe.

On en déduit
dp=m.ge' =m.ds,
ou
{6) da=m.ds.
3o,
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Cette égalité exprime la proportionnalité des arcs élémen-
taires correspondants de la courbe funiculaire cherchée et de
sa développée : ces deux courbes sont semblables ; et la courbe
cherchée est une spirale logarithmique (voir page 3g).

§ I,

Des courbes funiculaires sur un cylindre quelconque.

144. Si 'on suppose la projection de la force extéricure sur
le plan tangent dirigée, en chaque point, suivant la génératrice
correspondante du cylindre, V désignera, dans les formules
générales (1), (II), (II) de la page 227, l'inclinaison de la
courbe funiculaire sur cette génératrice.

On a d’ailleurs, pour I'angle de contingence et le rayon de
courbure géodésique de la courbe funiculaire, ces valeurs :

— —_ .
gg—=¢€s Ig=p;

e’ etp’ désignant ’angle de contingence etle rayon de courbure
correspondants de la ligne plane suivant laquelle s¢ trans-
forme la courbe {uniculaire considérée, par lc développement
du cylindre qui la contient : et les formules (I) et (II) devien-
nent, par ces substitutions,

L‘,
T=C.e flangV, Gsing.p'sin V=T,

Or, ces équations sont identiGues a celles qui définiraient la
loi de la tension et la nature d’une courbe funiculaire plane
dont chaque élément serait sollicité par une force, paralléle a
la direction des génératrices du cylindre développé, et mesu-
rée en chaque point par le nombre Gsiny (voir page 229);
et il résulte de la, en premier licu, ce théoréme général :

Une courbe funiculaire étant en équilibre sur un cylinde
quelconque, sous Uinfluence des réactions normales de la
surface et de certaines forces extérieures dont les projections
sur le plan tangent sont dirigées, en chaque point, suivant la
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génératrice du cylindre ; silon suppos: développés sur un plan
le cylindre et la courbe funiculaire qi'il contient, et si lon
concott en outre que les forces extérieures primitives, estimées
suivant les génératrices du cylindre, conservent dans ce dé-
veloppement leur direciron et leur intensité : la courbe funi-
culatre transforméc demewrera encore en équilibre sous l'in-
fluence de ces forces, et le tension sera la néme, anx mémes
points, surla courbe primitive et surla courbe transformée.

En sccond lieu, ¢t en transportant au cylindee les formules
(a) et (&) relatives au plan (woir page 229), on aura

C
T —
(1) snV’
{2) Gsiny.rpsin?V = C.
Quant a la réaction, N = T Geosy = G cos 7-
’ RsinV

R
il suffit pourobtenir sonexpression définitivederemplacer R pay
la valeur —f—, p-désignant lerayon de courbure de la section
sin®V
droite du cylindre au point considéré. On trouve ainsi :
C . 3
(3) N= =sinV — Gcosy = -—— — Gcrosvy.
p ol
145. 1l résulic du théoréme précédent que tout ce que l'on
sait, pour le plan, sur les figures d'équilibre d'un fil soumis i
des forces de direction constante, peut étre transporté aun

cylindre. Ainsi, en particulier, si Pon suppose langle y -——7

etla gravité constanle, on retrouve d abord ce résultat connu ¢+
la courbe tracée par le fil surle cylindre a pourtransformée
une chaincute, dans le développemnent de la surface (Vieille,
Compléments d’ Adnalyse et de Mécanique, page 202). On
reconnait ensuite, par emploi de la formule (3}, que /la
tension de la cowrbe, la pression qu'elle exerce sur la surface,
etle rayon de courbure de la section droite du cylindre sont,
en chaque point, les facteurs d’un produit constant : d’ox
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cette conséquence, (ue la pression est en raison inverse de la
tension correspondante, quand le cylindre est de révolution
(Vieille, ouvrage cité, p. 203).

On a, d’'un autre c¢té, pour le rayon de premiére courbure
R, d’une ligne cylindrique quelcanque, et en désignant par «
I'inclinaison de son plan osculateur sur le plan tangent au
cylindre,

__psina
T sV T
d’ou
e B _ prnga,
€7 cosa sV’
ou enfin

rpsin’V = p.tanga, -

dont la comparaison avec la formale (2) qui devient, daus le
cas actuel ,
rg5in?V = constante,

conduit a la relation
(4) p.tang a = constante.

Donc, en chaque point d’une chainette qylz’nr\irique, le rayon
de courbure de la section droite, multiplié par la tangente
trigonométrique de Uinclinatson du plan osculateur de la
chaine sur le plan tangent & la surface, donne un produit
constant. Et, en particulier, si /e cylindre est de révolution,
le plan osculateur de la chaine fait avec le plan tangent un
angle constant. On reconnait aisément d’ailleurs que toute
courbe cylindrique présentant cette propriété est une chai-
nette.

146. Pour que la pression exercée par le fil sur la surface
soit constante, quand on suppose le cylindre de révolution, et
les {orces extérieures dirigées snivant les gémératrices, il faut,

d’aprés la double formule N = %sinV = P—;, que l'angle ¥

demeure constant, ainsi que la tension : il en résulte que les
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forces extérieures sont nulles, et que la courbe funiculaive est
une hélice.

§ IV,
Des courbes funiculaires sur un céne quelconque.

147. Supposant encore la projection de {a foree extérieure
sur le plan tangent dirigée en chaque point suivant la géné-
ratrice correspondante du cdne, nous pouvons, en répélant
exactement ce qui a ¢té déja dit pour le cylindre, remplacer
dans les formules (I} et (11) de la page 227, 'angle de contin-
gence et le rayon de courbure géodésique de la courbe funi-
culaire conique considérée, par les grandeurs analogues rela-
tives & la courbe plane suivant laquelle elle se transforme
par le dévcloppement du cone. Nous obticndrons ainsi les
formules

R

T=C.e f‘““gv et (Gsiny)p.sinV=T,

V désignant celte fois I'inclinaison, sur la courbe funiculaire
développiée, du rayon vecteur issu du sommet du cone. Or cos
formules, en ayant égard a la nouvelle signification de |'an-
gle V, sont précisément celles qui définiraient la loi de la
tension et la nature de la courbe d'équilibre d’un fil plan
dont chaque élément serait sollicité par une force, émanant
d'un centre fixe (le sommet du céne dévcloppé), et mesurée
par Gsiny (voir les formules (1) et (2}, page 229). On a donc
ce second théoréme : Une courbe funiculaire étant en équi-
libre sur un cone, sous Uinfluence des réactions normaies
de la surface et de certaines forces extérieures dont les pro-
jections sur le plan tangent, en chaque point, sont dirigces
suivant la génératrice du céne; si l'on suppose développes
sur un plan le céne et la courbe funiculatre qii’il contient, ct
sil’on congoit en outre que les forces extéricures prinitives,
estimées suivant les génératrices du cone, conservent dans ce
développement leur intensité et leur direction, de manicre &
concourir toujours an sommet du cone developpé : la courbe
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funiculaire transformée demeurera encore en équilibre sous
Uinfluence de ces forces; et la tension sera la méme, aux
mémes points, sur la courbe primitive et sur la courbe
transformée.

En second lieu, et en transportant au céne les formules (a')
et (') (wvoir page 233), relatives au cas des forces concou-
rantes dans le plan, on aura
(1) T::—C—> {2) Gsiny.r,.rsin’V==C

) Ten v SIny.7g- ’

r désignant la distance d'un point quelconque de la courbe au
sommet du cdne.
. . - T C
uanta lapression, N = = — Gcosy = ————

Q P ’ R 7= R.rsnV

il sullit, pour obtenir sa valeur définitive, de rewplacer R par

— Geosy.

sa valeur :
R— rtang A

Sy (voir page 135),

A désignant le demi-angle au sommet du cone droit, oscula-
teur du proposé, le long de la génératrice considérée. On
trouve ainsi

sinV

(3) N:C'r’tangA

— Gceosy.

148. Applications. 1). Quelle doit éire la loi des forces
pour que la pression du fil sur la surface demeure constante,
en supposant le céne de révolution, ct les forces extérieures
dirigées suivant les génératrices?

La formule (3’) nous donne, dans ce cas,

sinV

= constante, ou (a") Eq = constante;
r

(a)

en développant le cone sur un plan et désignant par p la per-
pendiculaire abaissée du sommet-origine sur la tangente a la
courbe funiculaire transformée. On a, d’ailleurs,

rdr Cc’
7
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en utilisant la formule (a'). Et si Von porte cette valeur dans
I

Véquation (2/), il vient G = =+ ——:
{ (), R TR

ou, d’aprés la for-
mule (a),

CI/
(=) G=—
pour cxpression de la force cherchée. On a pu voir d'ailleurs
que la courbure, en chaque point de la courbure funiculaire
transformée, est proportionnelle aw rayon wvectcur de cc
point.

2). Conservant 'hypothése précédente sur la direction des
forces et sur la nature du céne, cherchons encore guelle doit
étre la loi des forces pour que le plan osculateur du fil coupe
le cone sous un angle constant.

Il suffit, pour résoudre cetie question, de recourir & la for-
mule
. rtang A
R o= sina - —=—
' sin?V
qui fournit le rayon de premiére courbure Ry d'une ligne
quelconque tracée sur le coéne, et dont le plan osculatcur
coupe la surface sous l'angle a. On en déduit, en cflet,

R, raangA

r,— — tunga -« —;
° cos ¢ & EIERY

dont 1a comparaison avee la formule (2).

(7} G=

Les hélices coniques seront dailleurs comprises dans les
courbes funiculaires répondant i la question.

3). De la chainette sur un céne de révolution dont Uaxe
est vertical, dans le cas ordinaire de la pesantewr. Regar-
dant G siny comme une constante dans la formule (2'), rem-

31
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rdr . P .
plagant r, par ——- et sinV par =5 on trouve successive-
? r ap
ment ces équations de la chainette transformée :

*dr—-C-I#, (z) pl{r+0C)=

8i l'on remplace dans cette derniére p par rsin'V, etsin V

\/ A"l vient
par 1.—(3) s il vien
(#) r(r+C’)\/ -({-’—' ’_.C

pour équation différentielle, catre les coordonnées rets,dela
courbe cherchée,

L’équation (2’) rentre dans la formule (33), page 169, que
Bobillier déduit, par une premiére intégration, d’une équation
du second ordre entre les mémes varviables (De la chainerte
sur une surface courbe, Annales de Gergonne, 1829, pages
153-175).

Si 'on suppose nulle la constante C', I'équation (2) devient

p.r=0G, ou risinV=C:
et si, pour plus de facilité dans P'intégration, on substitue a la
recherche de la courbe celle de sa réciprogue,

sinV

r

=,

on constate aisément que cette derniére cst une lemniscate de
Bernoulli; la courbe primitive étant dés lors une Ayperbole
équilatére.

149. La transformation des courbes funiculaires reposant
sur unc surface dcvcioppablc quelconque en des courbes funi- »
culaires planes, par le développement de la surface, peut étre
¢tablie, d'une maniére générale, par des considérations entié-
rement semblables a celles que nous avons déja employées pour
les surfaces coniques et cylindriques. (#oir aussi le chapitre
précédent, n® 119, page 194.)
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§ V.
Des courbes funiculaires sphériques.

150. St I'on suppose la force extérienre dirigée, en chaque
point du fil, dans le plan déterminé par ce point ct par un
diamétre fixe AA’ de la sphére, qui pourra éire regardé
comme vertical; Ja composante Gsiny de cetic force suivant
le plan tangent sera dirigée suivant la tangente & larc de
grand cercle Am qui joiut le pole A au point m du fil, et V
désignera, daus les formules génédrales de la page 227, I'in-
clinaison de I'arc Am sur la courbe funiculaire.

Dailleurs, le rayon de combure géodésique de la courbe
funiculaire sera donné par Ja formule

ds sinp.d,
Tg= C—’; = - -‘-l—.?Pi-I—];)E,
en s¢ conformant & 'observation de la page 43, et cn admet-
tant qu’en chaque point de la courbe funiculaire la courhe
elle-méme et le centre des forces A sont situds de part et
d’autre du grand cercle tangent a la courbe cun ce point.
On déduit, de la formule précédente,
ds d.siap

Cg= ——=

dp sinp

D'ailleurs on a toujours, ea grandeur et en signc,

ds _ 1
dp~  cosV
11 en résulte
1 d.sinp g _ d.sinpg  dsinp

0, = . - s e
£ cosV  sinp tang V™ sinVsinp ~ siap

(4
— — & _ - —L sin 3
tang V P

et la substitution de cette derniére valeur, dans la formule (1)
3.
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de la page 227, nous donne d’abord

C
) T=-2.
sinp
Si ’on introduit ensuite cette valeur de la tension dans les for-
mules (IT} et (III) de la méme page, clles deviennent

(1) Gsiny.rg.sinpsinV=_,

C
m =T— T=sT :
(') N=T—Gcosy s p Geosy

le rayon de la sphérc étant pris pour unité. Ces formules sont,
pour la sphére, ce que sont pour le plan les formules (@'} ct (&)
de 1a page 233, relatives aux courbes funiculaires sollicitées par
des forces concourantes.

181. Ltant donnée I'équation de Ja courbe funiculaire
f(py ¢) =0, on trouve aisément pour la tension du fil, ct
pour la composante tangentielle R de la force extéricure, com-
posante dirigée en chaque point suivant la tangente au grand
cercle qui aboutit au péle, ou centre des forces A, les expres-
s10118 survantes :

lany
v — . _nnse
(1) T=C sin’p+ dd
dr
C? 1 - tang o
sin?p \ tangp dy°
7 pu—
(v ) R= T

La premiére, en cffet, n’est autre chose que la traduction, sous
epp, . . . C

forme différenticlle, de I'équation (Y'), T = ap o la der--

niére résulte de la formule
)
dT = —BcosV.ds=R.dp, ou R= ;—T
P
152. Si I'on suppose les forces extérieures paralléles a lu

direction du diamétre vertical A’A; on devra remplacer 7 par
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7 — p dans les formules précédentes, et 'on aura

[
/4 —_—
() T_bin/)’
(") G.re.smip =¢(,
C
(4 N—
() sin p

153. On déduirait aisément, de ces formules, soit la loi des
forces paralléles capables de produire équilibre d'un fil sui-
vant une courhe sphérique de nature donnde, telle (qu’un petit
cercle horizontal ou quelconque, une loxodromie, etc.; soit
I'équation différentielle de la courbe d’équilibre d'un fil solli-
cité par des forces paralléles donndes. La marehe & suivre est
identique & cclle que nous avons employée dans Pétude du
mouvement sphérique d'un point matériel ; elle conduit & des
résultats analogues, et, pour celte raison, nous nous dispen-
serons de l'indiquer davantage.

Cherchons cependant, afin de donner au moins une appli-
cation de nos formules, U'équation de la chatnetie sphérique
dans le cas ordinaire de la pesanteur. U équation (11”). dan-
laquelle, en faisant abstraction de la constante G = g. on

sinp.dp .
remplacera r, par — T nous donmera succcessivement,
. ])
d.sinp
—sinp.dp =C——5— ]
sin? p
C
cosg + 0= ———,
s p

ou
{z) sinp (cosp -+ C') = sin Vsinp(cosp + C'}= — C.
On a, d’ailleurs,

dp

cosV = -,
ds

DV — (la
si (ls
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ou bien, en posant

coso =3, d'ol Je = T ==

sinV = o d
{1 —22) {1 — 2z ds*

Substituant cetie valeur dans (x) et vésolvant par rapport a ds,
il vient

(34 C')dz
ViEe+C0)(a—2z2)—C

pour équation différentielle de la courbe cherchée. Elle ne
peut étre intégrée que dans le cas particulier on €' = o, ct ¢’est
aussi le seul cas examiné par Bobillier dans le Mémoire cité :
car il parvient seulement, pour le cas général, a 'équation
différentielle du second ordre (formule 41, page 273)

2
(2: (g—;) +z(2z24+A)=1;

{z') ds =

(2 A)

et'on retrouve aisément cette derniére par la différentiation

de Véquation (&) qui en est, par conséquent, I'intégrale.
Nous ajouterons qu’on aurajt pu obtenir directement I'équa-

tion ('), sans aucune intégration, en égalant la valeur de la

. ., c . .
tension qui résulte de notre formule, T = ——, & I'expression
Slﬂp
ordinaire qui se réduit, dans le cas actucl,  celle-ci :
T=z4C=cosp+C".

134. La comparai son des formules (I') et {T') du paragraphe
actuel, aux formules de méme nom de la page 197, relatives au
mouvement sphérique d’un point matériel :

C
ar T=—a—0:>
Equilibre. sinp
Gsiny.7;.sinV.sinp = €,
C
= —
Mouvement, sinp

G'siny.r, sinV,sin'p =2,

d’'od G = G’.C.sinp,

conduit a ce résultat général :
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La force extérieure, capable de produire Uéquilibre d’un
fil suivant une courbe sphérique donnée, est égale & la _force
analogue capable dentretenir le mouvement d’un mobile
sutvant la méme courbe, muluplice en chaque point par un
rombre constant ct par le sinus de la distance sphérigue du
centre des forces A a Uarc de grand cercle tangent a la
courbe en cc point; de plus, la vitesse du mobile et la tension
du fil, considérées en un méme point de la courbe, sont dans
un rapport constant : les forces extéricures, qui produisent le
mouvement ou l'équilibre, étant d’adleurs directement oppio-
sées, et rencontrant constamment le diamétre A'A de la
sphére qui aboutit au centre des forces.

155. On pourrait parvenir & des conséquences scmblables
pour unc surflace de révolution quelconque : mais tous ces
résultats particls ne sont que les expressions particularisées
d'un méme théoréme général, que nous allons exposer, et par
lequel nous terminerons.

§ VL

Des analogies que présentent le mouvement dun point
matéricl, et Uéquilibre d’un fil, suivant une méme courbe
donnée.

156. Les analogies dont nous allons nous occuper sont évi-
demment susceptibles d’une infinité d'interprétations : puis-
que, une courbe étant donnée, ainsi que les forces qui pro-
duisent le mouvement d’un point (ou Véquilibre d'un fil)
suivant cctte courbe, on pourra faire varier d'une iofinité de
maniéres les forces capables de produire Iéquilibre d'un 6}
(ou le mouvement d'un point) suivant la méme courbe.

Maclaurin parait s'en &tre occupé le premier (7raité des
Fluzxions, t. I1, n® 563, 4°; ¢t n® 566-569) : mais il s’exprime
surcette matiére avee uneconcision quin’est pas sans ohscurité,
au moins dans la traduction; car nous n’avons pas su distin-
guer s'il a considéré, en méme temps que la courbe d'équilibre
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du fil, le mouvement libre d’un point matériel sur la méme
courbe; ou bien le mouvement d'un point 0bligé de parcourir
cette courbe regardée comme solidifiée : on reconnait cepen-
dant qu’il suppose paralléles et de sens contraires les forces
qui produisent le mouvement et celles qui maintiennent I équi-
libre; et c’est précisément I'hypothése que nous adopterons.

Dans un Mémoire déja cité (Journal de Mathématigues,
t. IX, p. 232), M. O. Bonnet est parvenu a ce théoréme : Si
une courbe plane quelconqgue est la figure & équilibre d'une
chaine dont chaque élément est soumis & la force R, la méme
courbe scra la trajectoire d'un mobile sollicité par une force
que Uon déduit de R en prenant en sens inverse ses compo-
santes tangentielle et normale a la courbe, et doublant lu
composante normale, ou réduisant & moitié la composanic
tangentielle.

On peuat parvenir 4 une autre expression, simple et in-
tuitive, de ces analogies, par 'emploi des formules qui ont
été élablies précédemment (woir page 186 et page 2217).

157, Concevons, en cffet, qu'une courbe tracée sur unc
surface quelconque représente 4 la fois la figure d’équilibre
d'un £i et la trajectoire d'un point matériel, sollicités en
chaque point de la courbe considérée par des forces extérieures
directement opposées, G et G/, dont les directions sont défi-
nies par les angles supplémentaires Vet V/, v et y'; on aura
les équations suivantes (voir les pages 227 et 186) :

e

tangV

Equilibre. (r) T=C.e f » (2) Gsiny.rsinVe=T;

‘g

f tang \/ . .
Mouvement. {1’} ¢=C".¢ Y 2 G'sing’. rg.sin V= ?,
On conclut d’abord, des formules (1) et (1'), et en supposan!
égales les coustantes C et C’, que la tension et la vitesse cn
chaque point de la courbe sont mesurées par un méme nombre :
car I’angle e est pris en valeur absolue dans les deux formules.
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tandis que tangV et tang V' y sont ¢égales et aflectées de signes
contraires:

(A) v=T.

On déduit ensuite, de la comparaison des formules (2)
et(2'}, la proportion
G G

T o’

que I'on peut écrire, d'aprés la relation (A),

G’
(B) G = Ta
(B’) G =6G.T;

et il résulte de ces formules ce théoréme général :

Une courbe, tracée sur une surface quelconque, étant con-
sidérée comme représentant & la fois la trajectoire d’un point
matéricl et la figure d'équilibre d’ un fil, soumis Uun et Uantre
aux réactions normales de la surface, et sollicités en outre,
en chaque point de la courbe, par des forces extérieures di-
rectement opposces :

1°. 8ila vitesse initiale du mobile est égale & la tension
correspondante du fil, la méme égalité subsistera, en chaque
point de la courbe, entre les nombres mesurant Ia tension
du fil et la vitesse du mobile;

2°. En chaque point de la courbe, la force extéricure G/,
qui entretient le mouvement, sera égale & la force analogue (G,
qui maintient U équilibre, multipliée par lu tension correspon-
dante du fil; ou, inversement, la force maintenant U équilibre
sera égale & la force produisant le mouvement, divisée par la
vitesse correspondante du mobile.

Nous avons déja v, comme conséquence particuliére de ce
théoréme général, que la méme courbe qui sert de trajectoire
& un point matériel animé d’une vitesse initiale quelconque
et sournis & Uaction de la pesanteur, représente encore, aprés
avoir été rahattue dans son propre plan autour d'une corde

horizontale, la figure d’équilibre d’un. fil dont chaque élément
39
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150 SECONDE PARTIE. — CHAPITRE ONZIEME.

serait sollicité par une force werticale, proportionnelle & la
projection horizontale de cet élément. Celte remarque con~
duit a un rapprochement historique curienx. On sait, en effet,
que Galilée, méditant le premier sur la nature dela chainette,
se trompa en croyant voir dans cette courbe une parabole. Et
il résulte, de ce qui préceéde, que la détermination des Jois du
mouvement des projectiles contenait implicitement la solution
du probléme de la chainette; non, il est vrai, dans Ihypothése
d’une gravité constante, mais au moins dans celle qui donne
naissance i la courbe des ponts suspendus.

Vu et approuve,
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