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libre d’un corps solide libre. — Equilibre d’un corps solide qui
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solide assujetti & rester sur un plan fixe,
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Conservation des forces vives.—La fonction Zm (X dx4-Ydy+-Z dz )
est la diflérentielle compldte d’une fooction des, coordonndcs des
mobiles considérées comme des variables indépendantes, lovs-
que les forces accélératrices sont dirigées vers des centrés fixes, et
sont fonctions des distances de leurs points d’application & ces cen-
tres; la méme fonction est une différenticlle compléte relativement
aux forces intérieures provenant de’attraction mutnelle des corps
du systitme. — Le principe des [orces vives s’observe dans le choc
des corps parfaitement €lastiques. — Les résistances des miliens,
Jes frottemens empéchent le principe des forces vives davoir lieu.
Conservation des forces vives dans les monvemens relatifs au cen-
tre de gravité.—Théoréme sur 'évaluation de la perte de force vive
qni résulte du choc des corps,

Prsincipe de la moindre action. — Enoncé du principe de la moindre
“quantité d’action de Maupertnis; note. — Eaoncé du principe de
la moindre action; démonstration, — Ce principe revient & dire
que ]a somme des forces vives de tous les corps du sysizme, de-
puis le moment ol ils partent jusqu'a celui ou ils arrivent, est un.
maximum on un minimum. — Un seul mobile qui n’est sonmis &
I'action d’aucune force accélératrice, parvient d’an point A nn au-
tre par le chemin le plus court et dans un tems moindre que celui
qu'il emploierait A suivre tonte autre ligae,
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THESE DE MECANIQUE.

ji~. PROPRIETES GENERALES DE L’EQUILIBRE D'UN
SYSTEME DE CORPS.

Principe des vitesses virtuelles.

Lowc-Tems avant Jean BernouiLel, une loiavail été observée dans
Yquilibre des machines : cette loi consiste en ce que la puissance
dlarésistance, quisc tiennent en équilibre surune machine, sonten
nison inverse des espaces que leurs points d'application parcour-
ment suivant leurs directions et dans le premier instant, si une
anse étrangére venait troubler I'équilibre en communiquant au
pieme un mouvement infiniment petit. Etablie d’abord par in-
fiction , cette régle n’est plus qu'un cas particulier de la proposi-
kn générale donnée par BerwouviLu, et connue aujourd’hui sous
knom de principe des vitesses virtuelles.

Gonformément aux dénominations imposées par l'inventeur de
eprincipe , la vitesse virtuelle de chacun des points d’un systéme
& équilibre est la vitesse que ce point est disposé 4 prendre dans
kpremier instant, si Péquilibre était troublé en vertu d'un mou-
rment infiniment petit communiqué au systéme, sans toutefois
twubler son mode de liaison : Ja petite droite décrite alors sert de
mesve A cette vitesse. La projection de cette droite sur 'une quel-
tmque des forces appliquées A ce point est sa vitesse virtuellc es-
imée suivant la direction de cetie puissance , ou plus simplement,
lvitesse virtuelle de cette puissance.

Cela posé, voici I'énoncé général du principe :

S8t un systéme de corps sollicités par des forces quelconques est
e équilibre , et qu’on imprime un petit mouvement a ce systéme,
tvertu duquel chaque point se transporte dans une position in-

Document numérisé par la Biblioth&que Interuniversitaire Scientifique Jussieu - UPMC



(2)

finiment voisine de sa position primitive , et sans que les condi.
tions de liaisondu systéme sotent violdes ; la somme des put'ssances
multiplides chacune par la vitesse virtuelle du point auquelelle
est appliquée et estimée suivant sa direction , sera égale a zéro,
en regardant comme positive la vitesse virtuelle d’une puisance
qui tombe sur sa direction propre, et comme négative celle qui
tombe sur son prolongement.

En nommant moment virtuel d'une puissance le produit de
cette force par sa witesse virtuelle prise avec son signe , le principe
dont il s'agit consistera dans I'égalité & zéro de la somme des mo-
mens virtuels de toutes les forces du systeme {*}.

Soit P une force du systéme en équilibre , si 'on prend & partir
de son point d’application, et dans un sens opposé 4 sa direc-
tion, une droite de grandeur arbitraire p, on pourra regarder
P comme tendant & augmenter p, et représenter par dp, la varia-
tion de cette droite, résultant d’'un changement infiniment petit
dans la position du systéme : cette variation sera égale 4 la vitesse
virtuelle de la force P doot le moment virtuel sera égal & Pdp;et
de méme P/dp’, P'dp”, etc., seront lcs momens virtuels des forces
P, P, ete. du systeme, p, p", etc. étant des droites que ces forees
tendent A augmenter.

Cette notation convenue, il est aisé de sassurer que Pon a I'e.
quation

Pdp - P/ 4 P'dp” - ete. = o,
dans le cas d’équilibre d’un seul point libre, ou assujetti 4 rester
sur une courbe ou surface donnée, et sollicité par des forces
P, P P ete.
Or, cette ¢quation est I'expression analytique du princige des
vitesses virtuelles pour un pareil systéme.
Mais dans un systeme en équilibre, quel que soit le nombre

{*) Jean Beanouirri énonce sa proposition générale sous une forme sem-
blable : £n tout équilibre, dit-il, de forces quelconques, en quelgue maniérs
qi’elles soient appliguées, et suivant quelques directions qu’elles agissent
les unes sur les autres , ou médiatement, ou immédiatement, la sommedes
énergies (moment virtoel, abstraction faite du signe) affirmatives sera égalt
a la somme des énergies négatives prises affirmativement ( Nouvelle méca-
nique de Varignon, Paris 1935, tom. 11, p. 19§
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des points liés entrc eux comme on voudra, chacun d'eux doit
itre en ‘équilibre en vertu des actions des forces qui y sont im-
médiatement appliquées et de celles qui proviennent de sa linison
i d'autres points du systeme : si donc on applique Péquation pré-
cédente 4 cet ¢quilibre de chaque point , et que I'on joigne cnsuite
wotes les équations ainsi formdes, on aura évidemment encore

Pdp 4- Py’ + P +cte. =0, (4)

P, P/, P¥, etc. , élant toutes les forees qui contribuent 4 I'équi-
lbre, dp, g’ , dj, ete. leurs vitesses virtuelles.

Réciproquement, Jorsqu’une telle équation est satisfaite , pour
wut mouvement infiniment petit donné au systéme , compatible
wree son mode de liaison , I'équilibre.existe nécessairement. Sup-
posons, cn cffet, qu'il n'ait pas licu : on I'établira en introduisant
de.nouvelles forces convenables Q, @/, ¢*, etc., ct I'on aura alors

Plp 4 P/dp 4 173p" + ete. Qdy + Q'dg’ 4 Q'd¢" + cte., = o,
équation cui se réduita celle-ci:
Pog 4 Qdy -+ gt cie. = o;

mais il est permis de supposer tous ces Lermes de méme signe,
et alors il faut que

Qdg=c, Qdg'=o, Qdy'=o, elc;

donc les points asuxquels il a fulla appliquer des forces Q, ¢,
¢, cte., pour les empécher de se mouvoir, ne prenaient aucun
mouvement, donc Péquilibre cxistait entre les seules forces, P, 17,
P, etc.

Mais , pour que I'équation {A) constituc I¢ principe des vitesses
virtuelles , dans le cas d'un corps solide on d'un systéme de corps
liés par des droites rigides ou flexibles ct inextensibles, cas auquel
nous nous atachons plus particulierement ici, il faut montrer que
son premier membre peut étre dégagd de toute force provenant
dos réactions des différcns points du systeme, & caunse de son mode
de liaison,

Fesons d'abord une distinction entre les forces qui concourent
4 maintenir I'équilibre.

Si Pon prend dans leurs ligues de direction et i partir de leurs
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peints d'application des droites égales et opposées a celles dont les
variations sont dp, Jpf, dp”, ete., les extrémités de ces nouvelles
droites pourront étre regardées comme des centres vers lesquelsten-
dent les forces; et selon que ces centres seront hors du systeme
des corps, ou qu'ils feront partic.dc ces mémes corps , les-forces
seront exiérieures , ou intdrieures. Les puissances tendant i dj-
minuer les nouvelles droites p, p/, p, etc. , leurs variations seront
—dp, — &p!,—d", ete. Mais Péquation duprincipe des vitesses vir-
tuelles donme également — Pdp — P'Jpf — P — ete. = o, et
nous pourrons supposer-que les variations — dp;, — Jp/, etc., sont
celles des mouvelles distances p,;/, etc. dont les extrémités déter-
mirent les centres des forces P, P/, ete.

Scient maintenant 72, ' deux points du systéme, liés entre eux
de telle sorte qu'on puisse substituer i leur lien celui d’un fil ou
rigide ou flexible, mais incxtensible. L’action de mz sur 77/, eth
réaction égale de n/ sur m, par Vintermédiaire de ce fil, seront
deux forces d'une intensité I, qui produiront dauns Péquation ci-
dessus la somme — F (J/7 -+ df7); df", Jf" étant les variations par-
tielles de la distance f'de m & m’, ou de la longueur du fil quiles
joint, en tant qu'elles dépendent des changemens de position de
ces points, chacun d'eux étant immobile, tandis que I'autre s
meut : or, la distance / étunt invariable, la somme précédente
sera nulle.

Dans 1'équilibre d’un.nombre quelconque de points, lics entre
tux, soit'par-des droites rigides ou flexibles, mais inextensibles,
attachés fixement & ces points, ou traversant quelques uns d’entre
eux comme des anneaux, il est aisé de sassurer que les seules
forc.s qui resteront dans I'équation (A), scront les forces exté-
rieures.

Usage de U'équation (A), pour déterminer les conditions
d'équilibre dans un systeme de corps solides.
.

Soient P, P/, P, etc., les forces extéricures du systeme respec-
tivement appliquées aux points m, m/, m", etc., p, Py, ete,
les distances de ces points aux centres des forces; soient z, y, z,
les coordonnées rectangles de sn; a, b, ¢, celles du centre dela
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force P ; ces mémes lettres avec des accens désigneront des coor-

données semblables relatives anux forces P/, P ete,
On aura

P=(r—ap(y—0+(z—c),
V= (2 —ad P —= U P (s =P, ete.,

dp = cosx dx-}-cospdy —+-cosy dz ,

Ip'= cosa’dx'~4 cos g'dy’-+-cosy/d7’, ete.;
«w B, v, o, @&, o/, etc., étunt les angles que font avec les axes des
1,7 2, les directions de P, P/, ete.

En supposant que 'on ait formé les équations de condition qui
rsultent du mode de liaison du systéme, les difléventiclles de ces
iquations auront licu , ce qui permettra d’éliminer des valeurs de
b, 9/, etc., autant de variations qulon aura de ces équations, en-
worte que ces valeurs ne renfermeront plus qu'un certain nombre
le variations indépendantes, et apres Jeur substitution dans I'é-
quation Pdpy 4 P/dp’} etc. == 0, on devra éguler & zéro les coef-
ficiens de ces variations , puisque le petit mouvement supposé im-
primé au systéme , n’altérant pas son mode de liaison, est d'aillears
arbitraire.

On obtiendra ainsi les véritables équations d’équilibre , car le
nombre des variations éliminées est précisément égal au nombre
{équations de condition, ct T'on aurp ainsi tout ce qu'il faut
pour déterminer la position de chaque point du systéme.

Méthode des multiplicateurs.

L'illustre auteur de la Mécanique analytique preserit un pro-
ttdé général et uniforme, auquel ii donnele nom de Méthade des
multiplicateurs , qui permet d’agir, daus tous les cas, comme sile
systeme n’était assujelti & aucune conditiou, et qui supplée & I'éli-
mination dont il vient d’étre parlé. "

Cette méthode consiste 4 ajouter & I'équation du principe des
vitesses virtuelles les équations différentielles des équations de con-
diicn dont on a transporté tous les termes daus un seul membre,
multipliées chacune par un coefficient indéterminé ; on dispose de
ws coefficiens de maniére & traiter toutcs les variations comme in-
dépendantes , en égalant & zéro la somme des quantités qui multi-

Document numérisé par la Bibliothéque Interuniversitaire Scientifique Jussieu - UPMC


tho.de

(6)
plient chacune d'elles; et cela est permis puisque Ie nombre de ces
coefficiens est précisément €gal & celui des variations dépendantes,
Entreles équations qu'on obtient ainsi, il ne reste plus qu'a élimi-
ner les indéterminées introduites, les équations résultantes seront
celles de I'équilibre (*).
Applications.

Equilibre d’un corps solide libre. Soit n le nombre des points
d'application m, m', n¥, ete., qui ont pour coordonnées rertan-
gles z, 7,2, &, ', &/, =, 5",
lesforces P, P/, P”, etc. dont nous représcnteronsles composantes
paralléles aux axespar X, Y, Z, X/, Y/, Z/, X% Y, Z", ctc.

L’équation du principe des vitesses virtuclles donne d'abord

XPx X/ P/ + XV P’ ete o Yy +- Y Sy 'Y Py + clc.4-Z 9“:4-2’3‘:’—{-2 8 e

2", ete., et sur lesquelles agissent

Soient f, g, %, les distances entre m et m!, m et m", n' e
m"; {1, g", k' les distances du point m/ aux points m, o,
m'; fr, g, I, celles du point m aux mémes points, el ainsi
de suite; les équations de condition scront au nombre de 3n—6,
parce qu'il suffira d'exprimer que les trois points 72, m’, m" con-
servent leurs distances respectives , et que les distances des autres
points & ceuxa sont fixes, attendu qu’un point est délerminé par
ses distances & trois points donnés ; ces équations seront Jf=o,
dg=o0,dh=0, If"=0, dg""' =0, =0, etc.;
exprimons leurs premiers membres er fonction des coordonnées
rectangles , multiplions-les ensuite respectivement par les indéter-
minées p, q,r, p', q's s ctc., pour ajouter ces produits i I'‘t-

(*) Sous le point de vue analytique, ce procédé a beaucoup de rapport avee
celai qu’on emploie quclquefois, dans les élémens d’algébre, pour trouver o
formules qui expriment les valeurs des inconnues, dans le cas de deux onun
plus grand nombre d*équations du premier degré & pareil nombre d'inconnues,

Quant 4 la métaphysique de la méthode des maultiplicateurs, elle coosiste,
comme le pronve Licaancs, en ce que les coefliciens indéterminés introduit
équivalent A astant de forces qui remplacent les résistances qoi provieo-
nent de la laison mutuelle des corps du sysiéme, ou des ohstacles qui,
par éa nature, génent leurs mouvemens,

1l est dn reste aisé de justifier, par le fait méme du caleul, Pemploi del
méthode des multiplicatenrs; cela est trés-simple #'il 1’y a qu'une ou deus
équations de condition.
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ation ci-dessus, ct égalons enfin i zéro la somme des termes
(flectés d'une méme variation , nous obtenons les 3n équations

xr— 2" 4

x+1~-—.1:'P+x q+ 7 p +ete.=o,

/4

Y+J fJIP +J —7 9+ffm p’+etc.=o,

z—2z zZ—

z+ f I’+ gz q+ III 1)’+etc.=o,

i —_! e
o S p T T et o,
Y’+'yl - p+‘7, .7'”,_+.7 _‘J’l g tetc. = o,
’ ” { . "
v cank z r ”,z / etc. =o,
t——r+ + = 7t
?(B)
= 2 — 2 "
x+ g (]+ /l l'+ hlll r’+etc'=°7
o B " i
Y'+'? +JJ 4 +‘yl h";) r 4 ete, =o,
z"—z 1
4 p q+ ! + ,,,,z M 4 ete.=o0,
_rlll__ .7.'", T
S Ip’+ + r’ + etc. = o,
J 8"
i i o e

Py e — . A e
Y"“"v _fm jl’l+‘7 gm.’ q’+'7 J 'J+°tc‘=o’

zu+‘" + M —z
jm P ga ql+ H r +etc. =o,

e,

En divisant ces équations en groupes de trois, on remarquera
lisymétrie de leur formation.

Conformément 4 la méthode des multiplicateurs, il sagit actuel-
lement d'éliminer 3n—6 indéterminées p, ¢, r, p', ¢', ', etc.

En ajoutant successivement les équations du premier groupe
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aux équations des autres groupes et d'un méme ordre, ou ob-
tient d'abord 3 équations, privées des indéterminées », ¢, r,
M, ¢, ', elc., et quion peut rcprésenter ainsi

ZX=o0, ZY==o0, ZZ=o0. (1)

Les mémes équations donnent lieu aux suivantes, qui peuvent
les remplacer, et dont la formation est facile 4 saisir :

— (goammper/ )l A e, L.
X_y—-Yx-é-r’I '::'jp+_y"x ! q+" z,,,Jl'rp’—c-etc.::g,W
’r— 2z 2x — 2z 2 x e 'z

g 7’ —_—
Xz —Zx + 7 p+ 7 P+ ete =0,

&
dy—vylz  dy—ylz Sy —y"s
. 7 P+ z q -+ Ti7

Yz — 2y + P+ ctc. =,

r— 1 od 1ol I
X’J”—Y’x’-%'rx zy’ﬁ+_y’x’ :r_r’r+,v’ 2 ”:t ,?"q/_‘_uc.

g
o, zxl —xd szl — 22! ! — 2
X2/ 2/ x 4 p -+ - r+Z T 4+ cte.=o,

’" 1yt 11000 11 ot
2y — v 2yt — e
<+ y’ * r- ,,,r,
g 8

(A~ 2 k! 1 o e g1 4l
X"_r”—-Y”z”-o-fIl "I]J q+'7J A A r+‘7’ Ilh,,,x 2 v ete =
o

g’/ 2!’ e L R i AT i
s q 7 777 74 ce.=o)

ey ?? 2y — gt P
r-- ;
&

(/] 1 o1, zy”
Y722y s q+ A T M+ ele. =0,

- —_ 4
Y22y = frz P q' + cle.=o,

X7 =2 2"

g I 17 I e I (g
9 ! ey ) .7', . ]" 4,
XIIIJ.III__YIIIzIII o BLA 7 g+ 7 1 d=t1C. =0

zzlll_ :rz’” zl :rlll__ zIzh'l zll IIII_IIIzIII
111 A1 e BRodl o
b UL <7 P o r q'+__rlm..__,l+clc._o,

B S e T v e P !
2 rr—p' bk 7 + =y /b €lC 20, ¢
¥ rd 1224

Yll/zlll_zlll-’,/ll+

etc.

Servons-nous de ces équations comme des précédentes, il vien-
dra trois nouvelles équations, sans p, ¢, r, p’, ¢, I, etc., que
nous écrirons ainsi

SXy—Yr)=o0, Z(Xz—~Zz)=o0, 3X:—Zy)=o. (2

Les 6 équations (1) et (2) sont les équations d’équilibre cherchées.
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Fquilibre d’un corps solide qui renferme ur point fixe. Un
devra exprimer que les trois distances d, d’, &, du poiant fixe, pris
ici pour origine, aux poiuts », 7/, n¥', sont constantes, ou que

dd=o0, dd' =0, dd"=o.

Nommons ¢, ¢, ¢’ trois indéterminées; multiplions les valeurs
de dd, dd', Jd" eu fonction des coordonnées , respectivement par
e, ¢, ¢, cL ajoutons successivement aux g premiers membres des

. N - VRN AP
iquations (B les quantitds —¢,'~e, e, ¢, —¢/ ¢
cquau S (D, q d°? 2 LY AS N R A RS
7 '
rk ”7 7" ¢’y p ¢’, et nous aurons des équations applicables au cas

actuel, entre lesquelles il faudra éliminer 3n—3 indétermindes.

Or, les équations (C) subsisteront telles qu'elles sont, doncles
1rois équations (2) qu'on en a déduites sont les conditions d'équi-
libre d'un corps solide qui ne peut que tourner autour d'un point
fixe , pris pour origine des coor:données.

Equilibre d’un corps solide qui ne peut que tonrner autour d'un
aze fize. Soit Paxe fixe pris poir axe des =, les trois points n2,
', m", doivent rester & des distances constantes R, R’, R” de
et axe, ct ue point's'éloigner du plan des », y; ces conditions
seront exprimces par les équations

—o:c-{- J)——O, RJ£’+'{—,\, dy'=o0, di==o0, di'=0, Js"=

la position du troisitme point étant délerminée, puisqu'il est situé
dans un plan paraliéle & cclui des w2, 5-, et que ses distances aux
deux premiers sont donndes.

Yesons donc dz=o0, dz'=o0, d'=, duns les & guul.ious iy,
ctajoutons aux deux premicrs mdrnbrcs dca deux premiers groupes
suceessivement les quantites

a R x A,

x O®Ee wWO W
e, ¢, étant deux indétermindes, nous aurons aivsi 3n— 3 éijua-
tions, entre lesquelles on devin climiner 3 — 4 quantités,
Or, les premiéres équations de chaqae gronpe des dquations (€7

2
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me seront point changées, donc la premiére des équations {2) est
la condition qu'il fallait trouver.

Egquilibre d'un corps solide qui ne peut que glisser le long d':
axe fixe. SiT'axe des z est I'axe fixe, il faudra exprimer que les
trois points nz, m', m", ne peuvent se mouvoir que paralléle-
ment 4 cet axe, ce qui-se réduit i poser

dr=o0, dy=o0, dr'=0, dy/=o0, dx'=o0.

Le nombre des équations (B) se réduit & 3n—5; I'élimination
des 3n —6 arbitraires qu'elles contiennent conduira i la troisitme
des équations (1).

Equilibre d’un corps assujettr & rester sur un plan fixe. On
supposera que le plan soit celui des x, 3, et Pon posera

dz=o0, di’==0, J'=0;

Les équations (B) se réduisent alors & 32— 3 équations, entre
Iesquelles il restera 4 éliminer 3n — 6 quantités.

Les deux premiéres des équations (1) seront deux des couditions
auxquelles on doit parvenir, et comme la premitre de chaque
groupe des équations (C) aura encorc licu, la premiére des équa-
tions (2) sera la troisieme condition cherchde.

D'aprés ce qui précéde, les équations (1) sont les conditions
pour que le corps solide ne prennc aucun mouvement paralléle-
ment aux axes des coordonnées, et les équations (2) assurent qu'il
ne peut se mouvoir autour des mémes axes; et comme ces
équations doivent exprimer qu'un petit mouvement quelcon-
que infiniment petit est détruit, on peut conclurc de cctte
analyse qu'un pareil mouvement est décomposable en deux
sortes de mouvemens, trois mouvemens de translation paral-
leles & trois axes rectangulaires, et trois mouvemens de 1otation
autour de ces axes.

Equilibre d’un seul point, libre, ou assujetti a rester sur une
surface ou courbe donnéde. Ce cas étant traité directement parla
méthode des multiplicateurs, conduira aux trois équations

X=0, Y=o, Z=o,

si 'on suppose d’abord que le point m, sur lequel agissent Jes
forces P, P/, P, etc., est parfaitement libre.
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Si le point doit rester sur une surface donnée par son équa-
tion L = o, les conditions d’¢quilibre seront

dL dL dL dL
X.-;'—-Yz‘——o, Xd—z-—-ZZ;._o.

Enfin, sile point est assujetti & se mouvoir sur une courbe don-
née par ses deux équations L=o, M = o, ou trouve aisément
par la méme méthode, la condluon

dl, dM d_Ld\l§+Y§delI_iI:¢ﬂ} Z{dl,g_\! dLdM)
xgzﬁ.—dfd- drdz  dz dx d_;df~d_ydz}—'°’

qui, en vertu des équations dL =0, dM = o, peut prendre cette
forme plus simple

X-{-Y +z

Théoreme de Leibnitz. Les conditions d’équilibre d'un point
libre donnent lien & une propriété remarquable.

Représentons par p, p', p’, etc , les distances de ce point m aux
centres des forces P, P', P', ectc., qui le sollicitent; et par
a,b,c,dy ¥, ¢, a" V" " etc., les coordonnées de ces derniers
points, on aura

-— )
X== aP-}-xPaP’-}-etc.,

P
b —

Yy =~ = P4L = P ete.,
z—c¢ s— ¢

2= P T Pt

et comme il est permis de représenter les intensités des puissances
fespectivement par p2, p', etc., ces équationsseréduiront i celles-ci:

X=nx—a-}-a’4-etc.), Y=ny—{b4-b'+-etc.), Zz=nz——(c4-c'+}etc.),

n étant le nombre des forces : par conséquent, s'il y a équilibre,

X_a+a'+etc. Y__b+b’+etc. Z__c—}-c’-l—etc.
= ———r—, = T y == " H

n

donc, si tant de puissances qu’on voudra sont en équilibre sur un
point, et que l'on tire de ce point des droites qui représentent ces
2
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forcesien grandeur et én diréction ; le point'dont il s'agit sera I
centre de gravité du'systéme dés points auxquelssces lignes sont
termindes.
I est aisé de s'assurer aussi que le point ¢u équilibre est en
méme temps tel, que la somme des carrés de ces distances aux ex-
-trémités des droites dont il vient d’étre queshon est un minimum.
Proprzélé dé maximum et minimum. Soient P, P', P/ etc.
les poids d'un systéme de corps cn eqmllbrc en vertu de ces seule:
forces; p, P ete, Ies _distances 4 un plan horizontal, des
centres de gravité de ces corps; IT, le poids total; p,, la distance
an méme plan du centre de gravité du systéeme,, de telle sorte gue

np,=Pp4-Py 4-Pp' 4 ete.;
différentiant par rapport & J, on aura
. = Pip 4 P '+ P'du’+- ete.
| B .
I
le.second membre de cette équationest nul , d'aprés le principe
des vitesses virtuelles; par conscquent y s lon suppose ces varia-
tions relatives & un petit mouvement imprimé au systéme pour le
rapprocher ou P'éloiguer du plan horizontal, la fouétion p, seraun
mazximunou ua mmzmwn, amst , le cenire de gravzte d'un sys-

téme de corps en équilibre , et sur lequel lapesanteur est la seule
Sorce agissante, est le plus haut ou le plus bas qu'il est possible.
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§1I. PROPRIETES GENERALES DU MOUVEMENT D'UN
SYSTEME DE CORPS.

Les questions de dynamique sont ramences, comme on
sait, A des questions d’équilibre, au moyen d'une propriété gé-
wérale, - ordinairement désignée sous le nom de Principe de
D'AvemserT (*), et qui cousiste ‘en ce que dans les mouvemens
imprimés & des corps liés d'unc maniére quelconque et composant
un systéme , les quantités de mouvement perdues ou gagnées, dans
le premier instant, doivent se faire équilibre. On voit cn cffef que
chaque mouvement communiqué peut étre considéré comme
formé de celui qui a réellement licu et d’un autre mouvement; il
faut done que ce dernier soit détruit.

L'énoncé de cc principe peut étre présenté sous une autre
forme, qui facilite souvent l'application qu'on en fait: si l'on
mprimait & chaquc corps le mouvement qu'il doit prendre, mais
en sens contraire, le systemce demcurerait en repos; par consé-
quent , les quantités de mouvement communiquées, et les quan-
tités de mouvement qui ont licw, chacune de ces derniéres étant
Prise en sens contraire, sont en équilibre.

Cet énoncé conduit au méme principe, puisque le raisonne-
ment suivi, revient ¢videmment & substituer & chaque vitesse
perdue ou gagnée ces deux composantes, saveir : Ja vitesse impri~
mée et celle qui a effectivement lieu, prise en sens contraire.

Nous désignerons par x, 5, z, les coordonndes rectangulaires
du point 12 qui fait partie du systéme que nous allons considérer;
pr X, Y, Z, les composantes rectangulaires de la force accéléra=

(*) Leprincipe dontil sagita d’abord éié employ< par Jacques Benxourrer,
tomme moyen particulicr de solution, ainsi que 'abseive LagnascE dans sa
lomincuse hisioire du fameux probléme du centre doscillation; mais 2
D'Avemnent revient la gloire d’en aveir vu toutela pavtde, et d'en avoir déduit
ane méthode générale propred metire en équations les problénaes de dyna-
mique.
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trice yai soHicite ce point ; les'grandeurs de ces guantités étant
relatives & linstant o il s'est écoulé un tems r. La masse du
peint: nz sera représentée également par cette lettre; ct en em-~
ployant. des accens, ‘nous désignerons semblablement les coor-
dounées et les forces aceélératrices des points ou des masses
m!, m", elc. du méme systeme.

La quantité de mouvement perdue ou gagncée par lamasse m,
pendant I'instant*dz, aura ces trois composantes.

'(th —d %—f)m , (Ydl — d %)nz, (Zdt —_d —{d[—f-)m.

Prenons dt pour différentielle constante , on pourra représen-
ter les sommes des composantes des quantités de mouvement
perdues ou gagnées par tous les points du systeme, par

2(Xc_1¢—%>n1, = (Ydt—d%':-'.m, = (Zdt-—%)m.

On ne trouble point I'équilibre de plusieurs corps en supposant
a leur systeme, quel qu'il soit, une forme invariable; ces trois
forces doivent par conséquent satisfaire aux conditions d’équilibre
d'un corps solide : de 14 résulte plusieurs des propriétés que nons
‘nous proposons d'exposer.

Conservation du mouvement du centre de gravité. Soit le
systéme des masses 7, m?/, etc. entiérement libres ; Jes équations (1)
{page 8), appliquées aux trois quantités de mouvemens précé-
dens, donneront

d: d: . d»
ngtx? = ¥mX, Emz—r =3ImY, Zm :1-; = 3SmZ.

Les actions des corps les uns sur les autres, comprenant les
attractions ou répulsions, peuvent étre négligées dans Ja forma.
tion de ces équations; car les trois composantes de ces actions
sont nulles,

Or, en représentant par x,,.7, , 31, les coordonnées du centre
de gravité du systeme, et par M sa masse, on a

Mz, = zmx, My, = Imy, Mz,=zms;
donc
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d'z - d'_; . : d*z, d*z
M dl’ 2" dt” S dr Em dl” M5 dar Emd a?
el pur suite

d :r,

— = ZmX, Md)x EmyY, M%’:Enzz;

le inouvement du centre de gravité du systéme pest donc s'obtenir
indépendamment dc celui de ses différentes parties ; leurs actions
mutuelles ne modificnt en rien ce mouvement; lequel n'est di
quaux seules forces accélératrices qui sollicitent chaque corps.
Cest en cela que consiste le principe de la conservation du mou-
vement du eentre de gravité.

Ce principe a encore lieu, dans le cas 611, pendant lenrs mouve-
mens, quelques uns des corps viennent & se choquer; il est aisé
de s'assurer que la vitesse du centre de gravité n’en éprouve aucune
altération.

Les derniéres équations renflerment de plus évidemment ce théo-
reme général.

Le mouvement du centre de gravité d'un systéme libre de corps
disposés comme on voudra , est toujours le méme que st tous les
corps étaient concenirés en ce seul point, et qu'en méme tems
chacun d’eux filt animd de la inéme force motrice que dans leyr
état naturel.

Si I'attraction mutuelle des corps est la seule force accéléraurice
qui les sollicite,, le mouvement du centre de gravité se perpétuera
indéfiniment , rectiligne et uniforme.

€onservation des momens de rotation , ou Principe des Aires.

Les quantités de mouvement qui doivent se détruire, satisferont.
¢€galement aux équations (2) (page 8), on aura

Zm(yd'z — zd*y )= Zm (Zy — xY ) di*,

Em(zdix —zd*z) = Zm(zX— xZ ) de?,

Em(zdy — yd*x)=Zm (xY —yX) di*;
et les seconds membres de ces équations ne contiendront pas les
termes auxquels donneraient lieu les forces intérieures, telles que
les attractions, qui se détruiraient si le systéme était réellement de

forme invariable; ces forces pourront étre cousidérées comme
n’existant pas-
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Pour interpréter les prémicrs membres, on remarque que
1 (ydz==2zdy), 3(zdx—xdz), {(zdr—pydz), ont précisément
pour différentielles £(yd?z-2d%), +(zd*c-xd>s), slxdiyeydix;
ces dernitres quantités sont done les différentielles des sectears
élémentaires décrits par les projections du corps 2 sur les s plans
desJ ,. 3, des z, x, des z, 3, ou des secteurs. déerits par e point
m lui-méme, dans, des plans pcxpcndncu]aucs aux axes des v, des
. et des z.

Or les seconds membres sont nuls si aucune force accélératrice
extérienre n'agit sur le systeme , ou s'il est sollicité par des forees
tendantes au point pris pour originc ; done on'a, dans ces cas, cu
intégrant par rapporth ¢, '

2:m_rdz'—- ady

de =G,
zdx — xdz
Zm ——=25,
ady —yde
Sm—to =4,

résultat qui a lieu non-seulement pour un systeme libre, mais
aussi pour un systéme assujetti & se mouvoir autour de Yorigine
supposée fixe.

Les équations démontrent le principe géndral de la conserva-
tion des aires. .

Dans le mouvement d'un systéme de points matériels Lids entre
eux d'une maniére quelconque , soumis senlement , si le systeme
est Libre, ¢t leur attraction mutuclle, ou, si Uorigine est un point
immuable , a des forces accilératrices constamment dirigdes
vers ce point; las sommesdes produits des masses par les aires
qu'elles décrivent, perpendiculairement auzx trois axes des coor-
données, sont proportionnelles au tems employd & les décrire.

Chacune des surfaces élémentaires & ( ydz—zdy), § (zdx—zxdz),
L (zdy,—ydzx), exprime lc moment de rotation autour de I'un
des axes des coordonnées d'nne force agissant sur le point m, et
voil pourquoi ce principe porte aussi le nom de principe de la
conservation des momens de rotat‘ion.

{Ceirt été ici le lieu d'exposer la théorie des airesct Jes propriétés
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du plmz invai ‘ablz , si nous avions suivi la liaison rationnelle du
su]et, 'mais les hornes que nous avons dil nous prcscure cussent été
de heaucoup dépassées. )

(omﬁrvatzon des forces vives. — En faisant usage du principe
Jes vitesses virtuelles, on arrive i de nouvelles propriéids.

L'équation de ce principe appliquée aux quantités de mouve-
ment (page 14) qui doivent sc faire équilibre dans un systeme
queleongne de points mr, i, ¥, ele., donme

. A1 ‘ - ,1:.,),. . . drs -
z:?;(h'(la —:zt— J.l +2 " (X dl—- —l/_l«);) +2m(£dl-—-—-‘w>d~—o :

or, nous supposerons ici qu'aucune des équations de condition
{page 5), ne contient le tems, on pourra alors remplacer dans
celle équation les variations dw, d1, dz, etc., pac les différenticlles
relatives & Ja variable £; en effet, soit

Jiv, 1, 5, elej=o0,
uie de ces éguatiens; si lon imagine le systeme infiniment peu
déplacé en sorte que z, 77, =, ¢te., deviennent x-4-dx, y+dy,
14-93, cette équation donnera
f af o .9

J —l—-——— ~|—-—~ dz4-cte. =0}
mais pendantle mouvément eflectif du systeme, I'équation de con-
dition doit nvoir toujours lieu, par conséquent

- q d
d —+L /‘do—{—etc._.o,
dy

tquation 4 laquelle Ja précédente s'identifie si dx = dx, dy =dy,
dz= 8z, etc.

Cette supposition ne sevait point permise, dans le cas oit I'une
quelconque des équations de condition contiendrait la variable ¢,
parce que la différentielle de son premicer membre selon la carac~
téristique o renfermerait celle relative au tems, tandis que la dif-
ferentielle de ce méme membre selon J devrait étre prise en regar-
dant 1 comme une constante (%), attendu que ce n’est point cn

(*) Larrace ne remarque point, dans sa démonstration dn méme principe

(Mécan. céleste, prem. part., liv. 1), quon ne sanrait toujours remplacer
les vitesses virtuelles pav Jes vitesses effcctives.
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conséquence d’un changement de ¢ que 4,0 3, ete. , sonut deve-
nues x <4dx, y 49y, z4Jz, ete.; mais seulement cn résultat
d’un mouvement hypothétiquement communiqué au systéme, saus
altérer les conditions de ses liaisons, en sorte que le tems ayant
une valeur actuelle, les variables x, j, =, elc., peuvent étre con-
sidérées comme ayant les valeurs x+dx, 3+ dy, 24z, ete.

Posons done dr=/Jdr, dy = dr, dz = dz, ete., il viendra, en
divisant par dr,

d*x dy*y d’z)
Zm(x—gﬁ-)dz‘—me(Y-—-ﬁ)tb +Zm<Z-—— 1) dz=:0;
ce résultat peut étre mis sous cette forme :

1*xda: + d*ydy <+ d?zd
S SR D £ S Ketr Yy

supposons que Zm (Xdx--Ydy -+ Zdz) soit la différenticlle
compléte d’une fonction ¢/x, ¥, z, etc.) des coordonnées des mo-
biles, considérées comme des variables indépendantes, soit +C une
constantc arbitraire; intégrons cette équation , nous aurons

dz?® - dy* - dz?
Zm_+—(v/_(,'+ =C+2¢(1‘,‘1', z, etc.).

Cette dquation, dont le premier membre est la somme des forees
vives de tous les corps, a licu pour le mouvement de quelque sys-
téme que ce soit, pourvn que hypothése sur laquelle elle est fon-
dée subsiste.

Ce résultat constitue le principe géndral de la conservation
des forces vives; il montre que la force vive du systéme se re-
trouve Ja méme i chaque retour des corps 4 la méme position;
qu'elle dépend seulement des forces accélératrices qui agissent sur
enx et nallement de lear mode de liaison ; de telle sorte qu'h cha-
que instant cette somme est la méme que si les corps animés de
leurs puissances s’étaient mus librement, chacan suivaat la ligne
qu'il a déerite.

Lorsqu’aucune force accélératrice ne sollicite: le systeme, la
somme des forces vives est constante.

La supposition i laquelle le principe général précédent est sub-
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ordonné ést admissible, si toutes les forces accélératrices sont di-
rigées vers des centres fixes ct sont fonctions des distances de leurs
points d'application & ces centres : soit, en effct, I' une telle force
qni agit sur le corps m; «t, b, c, étant les coordonnées de son
centre , &t une distance f"de m, on aura

D s—

el L
pour les composantes de I'; en sorte queZm (Xdr+4Ydy+4-Zdz),

coutiendra la somme

mF (z— a)dr - (y — D)dy 4 (z — e)d=
J ’
qui en vertu de "= (2 — a )*(y — b)*+(z — ¢)* se raméne &
mFdf;
or, cette expression est une différentielle exacte, car on sup-
pose la force I une fonction de /.

Chaque force accélératrice donnera lieu 4 une partie semblable,
d'out il suit que T m (X dx Y dy 4 Z dz), sera une différentielle
exacte d’autant de variables qu'il y aura de ces forces ou de mo~
biles.

La mémc formule est encore une différentielle compléte relati-
vement aux {orces intéricures provenant de l'attraction mutuelle
des corps du systéme, pourva que ces forces soient proportion-
nelles aux masses et des {onctions quelcouques des distances entre
les points sur lesquels elles agissent et ceux o elles tendent : pour
le prouver, soit mm’F T'intensité de la fofce motrice provenant
de lattraction du corps m sur le corps 7, ou réciproquement; F
étant fonction de la distance f entre m ct nv'.

La force accélératrice qui résulte de l'aciion de m sur 2/, aura
pour composantes ,

r—zx ey
mfF—-—, mI 7—7—7— , mF

T —a

-/
2 —z

J £
celles de I'action de m’ sur m, seront
r—x — s—2z
m'F 7 m’F‘Zr——fyl- , m'F 7 5
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il y.uwrie donic; dabs la f6pmule Z iz (XH.%—}-JYHj-;-]-}Iz) s T2 somme
”m,F\x—-a’)(dx —-—dx)-l—(r-—y’) {cdy —-—dJ)—{-—(z—-z (dz’——(l..)_
f

etcomme
| fr=tamatp (=g = 1
cetle somme se réduit i une différenticlle exacte -
— mn' Fdf.

On peut assimiler Peffet du choc, dans les dorps parfaitement
élastiques, 4 celui que produiraient ‘des ressorts contractés entre
les mobiles, et'dont les forces ne peuvent étre que des fonctions
des dlstances entre les points ol la contraction s'opire ; e pringipe
des forces vives a donc alors encore lieu , mais en admettant toute-
fois qu'apreés la prodaction du phénoméne, les corps qui se sont
choqués sont rétablis dans I'état oir‘ils étaient auparavant.

- Les résistances desmilienx , les frottemens sont des forces retar-
datrices dirigées suivant Jes tangentes aux trajectoires, et dont les
intensités sont fonctions des vitesses; de telles forces empéchent
la conservation des forces vives d'avoir licu. Soit, par exemple, R
une telle force; tangentc en rm, 2 1a trajectoire décrite par ce point,
et dirigée en sens contraire de son mouvement; ds désignant I'dlé-
ment de I'arc parcouru , les composantes de R seront

VY Y 3
ds

ds’
et dans la formule Zrm (Xdx+4-Ydy 4 Zdz) , it y aura la somme

_pdEtdrbds
- ds

or, R est fonction de la vitesse ; Ia formule précédente renfermera
la différentielle du tems, et ne pourra donc étre la différentielle
crmplite d’'une fonction des seules coordonnées des mobiles , re-
gardées comme des variables indépendantes.

Canservation des forces vives, dans les mouvemens relatifs.
au centre de gravité. — En supposant les forces qui animent les
corps,tintérieures et fonctions des distances, il est remarquable que
Je principe de Ja conservation des forces vives soit cncore vrai,
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lorsque les mouvemens des corps sont rapportés au centre de gra-
vité de bour sysieme. En effet, 2, 75, z,, étant1es coordonuées de
.poigt, sil'on fait

T=x+Et , y=yota2 . z=z,4¢,

ele., ete. ; B 11 S

les coordonnées £, 5, {, etc., auroot leur origine au centre de

dx*dy*4-dz* [ :
L 0D s Z (Kaz +
Ydy - Zdz), qui-conduit au principe de la conservation des
forces vives ; le premier membre se réduira, d'aprés ces équations
connues ¥mf=o0, Emm =0, Tm{=o0, i

zmdé’+j::+d§’_*; dx?+gz;.+f12. M,

M éant la somme des masses ; et le second a

A" 4
ﬁm(ng—{-de—L /,dgH- dz. +d:‘,”‘*_f J" “M;

iionc.orumm P'équation.,;

dee Antimd--d L. .
Em 2 : +dt”" il =CH-20(§,7, {, ete.};

C'étant une constante arbitraire, et ¢ (£, », £, ‘etc.’), l'intégrale
indiquée. - '

Or, cette derniére équation renferme la conservation des forces
vives, relativement an centre de gravilé.
. Perte des forces vives ducs aux changemeny brusques, — lies
torps durs et les corps imparfaitement élastiques changent en se
thoquant la force vive du systeme il est un théoréme 4 I'aide du-
qugl la perte de cette quantité qui en résulte peut s'estimer par la
somme des masses multipliées par les cariés des vitesses qu’elles
ont perdues. Soient, en effet, a, b, ¢, a, 8, ¥, les composantes des
titesses du corps m au moment du choc et immédiatement aprés;
¢t de méme pour les autres corps m', m", etc. : les quantités de
mouyement perdues telles que m(a—a«), m(b—8), (c—2), de-
vant se faire équilibre, satisferont a Péquation du principe des vi-
tesses virtuelles, de.sorte qu'en supposant toujours les différen-

gravité : substituons dans Zm
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tielles remplacées. par les variations, on.aura
Do (@ o) d:r—{- Em (b —C) dy 4 Emc—s)dz =o.

Or, les coordonnées z, 7, =, ¢tc., se rapportent aux positions'
des mobiles 4 Iinstant oit le choc est consommé, or a donc

_dzx __dr __dz
—:{?’ —-——d—t—) ¥y = dl’

.{)tc.
par’ consé&é{n g
'Ema a)s 4L Em (hime 6)8 S (0~ ply =0
mais on a, identiquement,
(a6 spma bt b o oy a{aa b
d'ou -
23m(ae 466+ cy) = 2m(a’+b’+c’ +2m(¢’+?+7
— z2on{ (o $O—CpHer |
Péquation précédente devient donc
2m(a’+b’+c’)-—2m(a’-i—G”—i—y’)-_-_—}.‘.mg (g e)*J-b=C)>4-( C-—’y)’g
Ce resultat constitue le théoréme que nous vouhons démontrer,
et auquel on peut donuer Pénoncé qui suit:
. Dans fe mouvement d'un systeme, de corps , la perte de force

vive résultant de leur choe, égale la somme des forees vives duss
anx vitesses perdues par tous. ces corps.

Principe de la motndre action.

Lorsqu'il arrive quelque changement dans la nature, la quan-
tité d'action employee par ce changemcnt ost foujours’ la plus pe-
tite qu'il soit possible : I'action étant lé’ produxt ‘de la massé du
corps multipliée par sa vitesse et par I'espace qu'il parcourt. Cest
ainsi que Maupertuis éoonce son-principe de la moindre quantité
d'actioa. Les géométres tie le considérent plus aujourd’hui comme
undes argumens les plus forts que Punivers rious offre pour nous
fa:re connaitre la sagesse et la priissance 'de son auteur (*). Aban-
donnant entiérement le ‘point de vue métaphysique sous lequel

("} OEuvres de Mavranruts, Lyon, M. DCC. LXVIIL, tam. 1, Avant-propa,
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MavrenT!ns présentait son principe, ils.ont adopté i cet égard les
idées'si nettes et si Précises de Lacrance: la généralité et I'éten-
due qu il 2 données & cette propriété du mouvement en ont fait
un principe nolveéan auquel cet analyste profond a cru devoir
conserver, quoique improprement, le nom de principe de la
momdré action, et qu'il énonce de celte maniére :

Dans le mouvement d'un systeme quelcongue de corps animds
par des _forces'mutuelles d’attraction, out tendantes & des centres
fixes, et proportionnelles'a des fonctions quelconques des dis-
tances , les courbes décrites par les différens corps , et leurs vi-
fesses , sqnt nécessairement telles , que la somme des produits de
chaqie masse par l’mte‘gra[e de la vitesse muliiplide par l’e’lé—
hént de’ la courbe est un maximuri ou un minimum pourvu que
Pon regarde les prenmers et les derniers pomts de’ clxaz]ue courbe
commie donnés , en sorte que les variations des coordonnées re-
pondantes a ces pomt.r soient nulles (¥).

Nommeons .« 1a vitesse du corps m, s Y'arc, parcouru ; la démon-

tration de ce théoreme se réduit 4 prouver que JEmfuds = 0,

entre les limites des intégrales fuds.

Pour y parvenir, différentions I'équation des forces vives, par

p. XXj. — MpoPERTOIs pritend n’avoir point renouvelé I'ancien.aXiome, que
.la nature agittoujours par les voies les plus simples; ct il obscrve, avec rai-
son, que cet axiome est si vague que personne’ encore n'a pu dive en quoi il
consiste. Cependant on trouve dans le mémoire de Panteur qui a pour titre,
Aocord des differentes lois de la nature qui avaient jusqu'ici paru incom-
patibles (1u A PAcadémic des sciences de Paris, 1744 : Tous les phénoménes
dola rqfracuon s accordent maintenant avec le grand principe qoc L4 na-
TOKE, DANS LA PRODUCTION DE SES EFFETS, AGIT TOUSOURS PAR LES YOIES LES
PLUS. SIMPLES.

Les derits scientifiques de cette épogue sont fidquemment mélés de consiz
dérations théologiques étrangéres aux sujets. Dans un mémoire prisenté A 'A-
cadémie de Berlin, en 1746, Mavrertuis applique son principe & la recherche
des lois du mouvement dans le choc des corps durs et élasiiques : c'est une
pare question de minimum, et qu'il traite convenablement ; mais , préoceupé
d'idées sur les causes finales, il ne manque pas d’annoncer qu’il va tirer les
lois du mouvement des autributs de la supréme intelligence.

(*) Laceance, Mécanique analytique , Paris 1811, 1om. 1, 2¢ partie, sec-
ton 111, p. 2g8.
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rapport & J (page 18), nous.aurons
Emudu=2m (Xdxr+-Yd) -+ Zdz):
or, le principe des vitessés virtuelles doune (page 18)
) d*xdv - d*ydy 4~ d*zdz

=
” o0

= zm(Xdv + Ydy - 7Z4z);
donc
Azdr 4 d*ydy 4 d*zdz
de ’

on peut remplacer d*xdx - d*ydy + d?zdz, par

d(dxdz~+dydy + dzds) —(drddz +dyddy + dzdds},
quantit¢ dont la deuxieme partic = — $d(dz* 4 d)* 4=
ou dsdds; on aura donc

Smudu = Tm

=nmudu=—Em didriz+ ?;3 2t dlzdz) —_zm d\s':;l.,- .
: ]

. ds o
Observons maintenant que—r =u et que Imdsdu -+ Srwudds =
. a

Zhd (uds) ;Péquation précédente donnera done

" (dxd 4 dydy < dadz)
dt !

=md(uds) = =
€t en intégx'ant

2 .8 PR
/ emd(uds) = 5 TIAx= +‘:;’t"” tdzk) 4

C étam une constante arbitraire : mais il est visible que

: i
ﬁmé(:m’s) = Eﬁ(mf.c) = ()‘Enj/uls ;

donc, en supposant qu'anx points ot commencent les intdgrales

uds, onaitdr=o0, dy=o0, d=0, ouque C=o, on aum

szfu'ds _ g lelzds - dydy 4 dade)

ot

€équation dont lc second membrc st nul, si, comme on lc sup-
pose, les variations Jx, J), dz, sont aussi nulles aux points ol les
L4

intégrales f uds finissent. Le principe est donc démontré.
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En remplacant ds par sa valeur udt, on verra que 'équation de
la moindre action

d=m [ suds=o,

revient 4 dire que la somme des forces vives de tous les corps , de-
puis le moment ot ils partent jusqua celui ot ils arrivent, est un
peximum ou un minimum. Le résultat de cette substitution est

en effet
fﬁt Smu*=o.

§'il 0’y 2 qu'un seul corps dans le systéme dont la masse est
prise pour unité et qui n’est soamis & Paction d'aucune force accé-
lératrice , sa vitesse u sera constante, ct I'on aura

%ds:o, yx:’dtz-o;

le mobile suit donc le chemin le plus court (caril est évident qu'il
fagit ici de minimum) pour aller du point de départ au point
Qarrivée, et il parcourt sa trajectoire dans un tems plus court
que 81l suivait toute autre courbe.
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THESE D’ ASTRONOMIE.

SOLUTION, PAR LES SERIES, DU PROBLEME DE
KEPLER, ET DETERMINATION DES COORDONNEES
D'UNE PLANETE, EN SUPPOSANT TRES- PETITES
SON EXCENTRICITE ET L’ INCLINAISON DE SON
ORBITE ().

En sappuyant sur les deux premiéres lois de KepLer, et sur
quelques notions €lémentaires de gédmélrie , on démontre trés-
simplement les trois équations suivantes, qui résultent d'aillears
dela théorie du mouvement élliptique :

g -
S —)=4g—c¢sing, (1)

r=a (1 — ¢ cosd), (2)

tangte = \/ t.mg a4 (3)

\/ (t —e¢) représente 'anomalie moyenne; g a pour valeur

[M+m ) /5 M, m sont les masses du soleil et de la planéte atti-
tée; fest la force motrice qui résulte de Paction attractive d’une
masse prise pour unité, sur une masse égale, placée i une dis-
tance=un de la premiére; ¢ désigne le temps, ¢ I'excentricité de
la trajectoire j ¢ est une constante qui marque linstant du passage
au périhélie; r et » sont les coordonnées polaires de la plancte;
rason origine au centre du soleil, et &, 'anomalie vraic, & I'ap-

(*) Le solcil est considéed contue fixe et le mouvesnent comme rigourcuse-
ment efliptique.
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side inférieure ; enfin ¢ est 'anomalie excentrique : c'est Pangle que
forme , avec le grand axe deYellipse parcourne , le rayon de cette
courbe mené aun point ot l'ordonnée de la planéte rencontre le
demi-cercle décrit sur le grand axe de la trajectoire comme dia-
metre.

La planéte est supposée concentrée en son centre de gravité.

Pour une valeur de £, la premiére équation fera conmnaitrey,
et par suite les deux autres donneront r et #. La position de s
planéte , dans son plan, pourra étre ainsi & chaque instant assi-
gnée. Tout dépend, pour ces déterminations, de la résolution,
par rapport & 4 de P'equation (1) : or, le probleme de Keérres
consiste précisément 4 trouver 'anomalie excentrique au moyen
du tems. Clest par le secours des séries qu’on en obtient la solu.
tion. Poury parvenir, nous établirons d'abord une formule géné.
rale qui servira de base A nos calculs, et que nous emploierons
pour exprimer également en séries les deux coordonnées r et &,
en supposant désormais la quantité e trés-petite.

Développement d'une fonction quelconque de z, sutvant les

puissances de y, lorsque z=x-4-yfz; fz reprdsentant une
Jfonction quelconque de z.

Seit u = Fz la fonction quelconque de z qu'il s'agit de déve-
lopper.

11 faut obtenir les coefliciens différentiels des différens ordres

de u relatifs & y, pour supposer y = o dans leurs expressions.
Or, ¥/ désignant la dérivée de Fz, on aura

du dz de _dz o,
E;_r':E;F,z’ ﬁ;—E;Fz,
doir, éliminant F/z
dz
de dy du,
& T ds
dx

mais 2 == x =~y -4 fz , étant successivement différentiée par rap-
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port i z et & 7, donne deux équations, desquelles on déduit

dz
dy
dz =fz
dx
par conséquent
du du ..
dy = dx

Cherchons actuellement les auntres coefficiens différentiels, et
essayons de les exprimer par des coefficiens différentiels relatifs a x.
La derniére équation donne
d*u du dz
T et TS
J dz'dy dx dj
[z étant la dérivée de fz; et comme la méme équation donne

aussi
d*u d*u du dz ‘g
f +dx Tf

dydx dxd_y d:r’

on aura
du
d*u 4 ()
dy? dx )
Ainsi , en multipliant par fz le coefficient différentiel % 1z,

et prenaut le coeflicient différentiel relatif 4 x du produit, on

passe au coeflicient différcntiel suivant.
du d*v _du
Soit pour un instant , 1/ = 7= (/2)?, en sorte que —— e =i

on aura,, d'aprés 'observation plecedente,

du

d ——(f~)3
dy dx

d*u a2’ a2’

Ol' —— T ———

’ I drdy — dpdw Sone

du

B - 2

F= '

d.l 3
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On trouvera semblablement

rlu
_ 2 Y4
b 7 (Jz)
P dx3 ;
et ainsi de suite, la loi étant manifeste.
Supposons actuellement y == 0, dans la fonction qu’il faut dé-

velopper et ses coefficiens différentiels successifs , et formons la série
cherchée

, x *d. Faxfx)* | v: P fxy o
Fz-—F.r—{-'rF xfx+ s + 3 d + ete. (*).

Si Fz égale simplement z,0naFz=ret

3 2 (. EY
sz g 4 S T 3”‘[};,” + ete.

- Solution du probleme de Képrir.- Si dans 'Iéquation (1) on

remplace, pour plus de simplicité, 'anomalie moyenne par u, on
en tirera

"4 =u-~}-esind;
équation qu'on identifie & z ==#-{-yfz, en posant
1=4, x=u, y=e, fz=sxiné:

on aura donec, par la seconde formule générale précédente,

2 dsinty | e dsindu % dd.sindy
e_u-{—-esmu —_ + — —_— etc. :
+ 5 du V2.3 dut 2.3.%7  du? + et

avant d'effectuer les différedtiations indiquées , prenons les valeuss
des puissances dé sinu ev-fonction des sinus et cosinius des mul-
tiples de «, on les tire des équations connues

2 sin®u=—cos2u--1,

228indu = — sin3u 4 3sinu,

23 sinby = cosfu — 4 cos2u - 3,

24 sin%u = sinbu - 5sin3u 4 rosinu,

23 sin Sy == cos6u - 6 cosju — 15 cos 21 - 10;

{*) LiserarcE, je erois, a douné le premier cette forneule, La ddmanstration

précédente” est celle de Lareace, wnais avee des développemens qui rendent
pins évidente la loi des termes.
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(nous bornerons Yapproximation 4 la sixieme puissance de ¢) on
déduit de 1a,

d.sin%u
du
d*.sindy 3%in3u — 3sinn

- bd

du? 2*
A3, sindy
du?

di.sin®u__ 5lsinbu — 5.34sin3u 4 1o siny
dub 28 !
of5, 5inby

du®-

= sin 2w,

= 23sinfu — 4sinaw ,

= 3%in6u — 6.2%infu -~ 15 sin2u

1a substitution donne Ja valeur cherchée

sin’u o3 osm3u——smu osinfu—sinan

L . a 1 4
t=u-t-esinu-e>——- +e 3

535in5u—34sin3u+2sinu 34sin6u—2 sindu4-Ssinzu

. S G
+e 27,3 +e 235 :

Détermination du rayon wvectenr par le tems. L'équation (2)
-dtant derite ainsi — == 1 — e cosd , conduit i supposer
; a ,
Fz=1—ecoss,

d'oi .
Fz=¢csing, Flx = esinu.

La premiére formule générale précédemment démontrée don-
nera

eid.sin? u+ et d?  sindu
du 3.3 . du?
e d 3, sin’y ¢S dbsin®u

2.3.4 dn’ ¥ 2.3.4.5 du¥ Fete;

r
7 =1—ecosu 4 esinx +

5

-+

mais on trouve, par les formules ci-dessus,
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— cos2u =1

sin*uy = ,
2
d.sin®u  — 3cos3u - 3cosu
du 23 ’

d>.sin%u
e = 2c0s jurf-2cos2u ,

d?.sin’u _ — 5%os5u 4 5.3%cos3u — 10cosu

du? 24 ?
dh.sin%u _ — 34cos6u 4 6.24cosfu — 15c0s2u
dut ‘ 2 )

par conséquent enfin

cosau—1 _ y3cos3u—3cosu , cosfu—cosau
—e 5 —e
2 .
e553 cos5u—>5. 33cos3u--10cosu I 33cosbu—25cosfu--5 coszu)
- 27.3 24.5 '

I=a( 1—COsu—¢

Développemnent de I'anomalie vraie par le tems, et par
‘suite, de I'équation du centre. Prenons actuellemement Féqua-
tion (3), et cherchons d’abord 'expression développée de w par ¢.
En remplacant tang+~, tangié, par leurs valeurs en sinus et
cosinus, puis ces derniéres lignes par les exponentielles imagi-
naires correspondantes, cette équation donne , / étant la base du
systeme de logarithmes dans lequel le module est unité,

peV=i V= T T i—epWmr | v
ou
laV:;_! _ V!__+ezo¢:—l—l .
l’\/:—l+! l—eldv—)+l

Dégageons de 14 V=t , NOUs aurons
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=T Vi iRy T T
N Vime— ViR VeV e

lo\/:x_ -
_ 14Vi—e
leV-u =< —e +|

1 +Vi—e

en posant pour simplifier E = |+ch -, il vient
—e
IS e =
1—E#Y ‘
prenons les logarithmes de part et d'autre, et remplacons le
oV —1
logarithme de ! E[_V —— par sa valeur en série, on trouve,
1—EY !

aprés avoir supprimé le facteur commun V/—1, et rassemblé les
termes qui contiennent la méme puissance de E,

sin 2.4 sin 3¢ sin 49

;. tE—=—+E—

sin 5¢ sin 64
— +ES +eu.).

o= z(Esina-l-E’

4B

11 s’agit actuellement d’obtenir les valeurs en fonction de ¢, de
chacun des termes du second membre, en ne conservant que les
quantités qui ne contiennent pas de puissances de ¢ supérieures i
la sixieme.

On a déji 4, et puisque 8 = u<-¢ sind, on connait ainsi

d—u
e

sing = (*), il vient en effet

(*) Ul n'est point observé, dans la Mécanique céleste, d’oir la méthode
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sinau e 3sm3u3—smu Fe 2sinfu—sinzu
2 2.3
e 453sm5u—3‘5sm{‘}d-l—zsmu +e 534sin61)=255in4u+5sin2u
27.3 24.3.5 )

Pour avoir sin 24, soit dans la formule générale

sing=sinu—~-¢

Fzz=sin29,
F'z sexa égal & 2 cos24, et Pon aura, par cette formule,

. . . d.acos2usinu
sin2¢ = sin 2u 4 e XX 2cos2u sinu -} *

+ed d*. 2cosau sin*u d%.2cosausin®y

- eb .
2.3 + 2.3.4
Remplacant les puissances du sinus , en sinus et cosinus d’arcs
multiples, puis les quantités de la forme sin n2cosm’, sinm sinm/,
sin (m -} m’) 4 sin (m — )
H
2
cos(m —m') — cos(m~m')  cos(m 4 m') 4 cos(m! — ')
?
2

cosm cosm', Tespectivement par

, et

effectuant enfin les différentiations indiquées, on trouve
sin 28 = sin 2u - e(sin 3u — sinu) 4 e*(sin fu — sin 2u)
asinu—33sin3u--5%i 3sinGu—a25si i
+e32 sinu—3 5;13 -+5% n5u4_('34 3%in6u—a2 sm4u+75m2u+etc.
23.3 23.3
En posant successivement Fz=sin34, Fz =sin {4, Fz =sin5y,
Tz ==sin64, on trouvera, par le méme moyen,

3sin fu — 3sin2u
2
3.5sin5u ~ 2., 3%sin3uy -} 3sinu
+ e 23 +
26inBuemn? 5 .
e 3%sin6u—a ::n4u—l—3smzu +ete.

sin 34 = sin 3u 4 e————

suivic ici a été puisée, qu'il est superflu de caleuler directement siné : on y
indique le procédé général pour obtenir sind, sin24, etc.; mais la premire
de ces déterminations étant la plus laborieuse, il dait essentiel de remarquer
qu’un calcul précédent dispensait, pour ce cas, d’employer ce procédé.
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sin 40 =sin fu - ¢ (2 sin su — 2sin3u)
4 ¢%(3 sin 61 — 22 sin fu—sin 21) ,
b — B
5in546 = sinSu ¢ gsn_n_u__z_s_l_n_@ cte.,

sin66 = sin 6u - etc.

Tl reste & calculer le développement d'unc puissance quelconque
(4

de Ja fonction E = ————=——
14V —e?

. Y, S k) e’ .y
Sot ' =1 4y1—e*,dou E =2 — ¢ cete derniere

équation étant identifiée avec z = x 4 yfz, on aura
. 1
:==FE, x=2, y=¢, f@)= —-E-;;

etsil'ofl pose Fz==E'~", p étant un nombre quelcongue, on ob-
tiendra

~r__1 Pp43) | Pt {(p45) .
E’ = —;' p+'l+ et . ,,+4+€' 2.3.2p+6 +—etc. :
donc

p_Po, PP P p 4+l'/)(/)+3)
E=e B "=e 2p+ p+2+ 2.9P 4
64-p
45 p(P+4)(p-t|;-5)+ctc_ &
2.3.2""

Cette équation donne en posant p égal successivement 1, 2, 3,

4‘7 57 67

(*) Dansla Mécanique céleste b quatriéme terme de ce deuxigme membre

et & +P&—_Tp+3)(p+5)(pmm part.,

e liv. w, p. 180, prem. ddit.), I

3.3.9
facteur p+ 3 est fautif et doit étre changé en p + 4. La méme erreur subsiste
dans la nouvelle édition (2*) de cct onvrage,. conforme & la premiére. (Paris,

1829).
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e e % .

=~+—+—+mwF=—+ +35 4 e,
i o et

23-|- +elc, E=;-4-+ ;——}-etc.,

e’ et
=¥+etc., E6=?;+ etc.
Substituant les valeurs calculées dans celle de &, on trouve

u-u+(2r —+ \sxnu+(4e’—-ﬂ ‘—{»—— e)sinzu

(-—-e3 e)sm3u+96 sm5u+9b

e" sinGu,

La page suivante renferme du reste le tableau du caleul plus
détaillé.
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o =8 4 2Esing 4 E* sin2g - 2E3 si1?1,30 +Es Si‘f" 4 2Fs sin5g +

( 4:

6 Si064
ES'

—_— infu — si — o6,
¢ = u 4 esinu 4 e* sxn2u+ 3 3sin3u smu+ 4 2sinfu sm2u+ 5 53sin5u — 34sin3u 4 2smuJ_ ¢ 34sinbu — 25sinfu - Ssinau
23 2.3 27.3 24.3.5 j
( +esinu 4 € sin2u + e 35“13" sinu o+t 35“14" — sin2u e 53in5u — 34sin3u 4 2sinu e 34sinbu — 2%infu 4 5sinau
2 27.3 24.3.5
. ' sinu sinau 3sin3u — sinu 2sinfu — sinau
zEsmO:{ +e3 et — . . +e O—T
2 2 27,
sinz sinau
s St ]
+e + e H
=5 4
\ 2 2
o sinau +e sin3u — sinu +eb sinSu — sinzu teb 2%siny ~— 3%in3u -} 5%sin5u 4 7sin2u — 23sinfu 4~ 33sinbx
22 22 23 25.3 2%.3
, sin2u sin3u — sinu . sinfu — sinou
Essin2e = + & +&—— +e
5sm2u
4
i in{u— 3sin2 3.5sin5u—2.3%in3u--3sinu . sin2u — 23sin4u -4 3sinbu
+o sin3u teb 3sinfu—3 u+ o5 -+ et 4u 4
g3 5in3s 23.3 23.3 25.3 Py
2 -
3 5 sin3u y 3sinfu — 3sin2u
+e oo AL SR,
sinfu 2sinbu — 2sin3u 3sinbu — 2%sinfu -} sinon
4 o5 2oL — 250 6
Eé sinfe +43 + 2° Fe 2?
2 sinfu
+ e® 57
SF sin54 = 4o sinSy oo Fsinbu - 5sinfu — Ssinfu
5 24.5 2%.5 i
smbd smfm
ES = ¢ 6
e
e . vr me . . .
v =u-} (2e —-7—}-9—‘585) sinu == §e* — et =558 sinou - (1263 4365 )sindu - ( 5tet — $54e8 ) sinfu - L282e5si 222268 sin6u.
t
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L'éguation du centre » — v se déduira de la série précédente.

I’anomalie vraie et 'anomalie excentrique sout ici comptées de
Iapside inférieure; on les comptera de I'sphélic en changeant dans
les formules & et 4 en w + 200”, § 4 200°, ou encore en écrivant
- ek la place de e.

1l s’agit actuellement de rapporter la position de la planéte &
lechpnque ou de déterminer sa longitude, sa latitude et la pro-
jection de son rayon vecteur sur ce plan; ces trois coordonndes
fizent Je lieu héliocentrique de Yastre.

Soient v, ¢ ces derniers angles; 7, Pinclinaison trés-petite de
lorbite; A la longitude du nccud, comptée, comme ¢, depuis la
droite menée du centre du soleil vers le premier point d' 4ries;
soit enfin & la longitude du périhélie, comptée depuis la ligne des
-neeuds , en sorte que @ - kb soit Largument de la latitude.

Déiermination de la longitude. L’augle o-+% a pour pro-
jection @ — %, ct T'on peut imaginer un triangle sphérique
rectangle ayant pour hypothénuse T'arc w-f-£, et pour cotés de
T'angle droilL @ — 7 cL < ; Pangle opposc & lalutitude 4 sera lincli-
nalson 7; on aura douc

tang (¢ —7%) = cosi lang (a+1.)

En comparant cette équation i celle-ci tang-}a:\/

1—e

on pourra développer ¢ par 7 et @ : il suffit cn effet de prendre la
série déja trouvée

u=a+2<Esin0+E’ S-l%—?—a-I— sm30—|—etc )
. 1+e
et d'y remplacer ¢ par 2(p—45); ¢ var 2w —£k); —

e
; el |
. - N . A - e
par cosz, ou, ce qui revient au méme, E=
| Vike,
3

| el

par

CoSI>— 1

€osi -1

On trouve ainsi,

i
ou tang® —.
2

4
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¢—h=wk— tang’fsinz(a-}— R tang‘i—ilﬁ(f;—{—_k)

- ing
— tang® -l--——smb".' +h —+ ete.
2 3 .
Détermination de la latitude. Le triavgle sphérique rectangle
considéré, donne
tang J =tang7sin(¢p—A):

remplacant tang 4, sin(¢— k), par leurs valears en exponeuntielles
imaginaires, il vient

WU _ WS eV eV

-—T V—l 2 mng:"
W=tV
ou

l'x\h/._ . I(‘P V> __ (e WV 3 tangi

'z-\]/\/ + . 2
d’ot
q\p\/._.l I-F[lw—h) - —l_-",¢'_h) —1 lzmgi.
:?[l(@—k)\’ -1 l-—(q)—}z)\/'_—x]tan gi

En prenant les logarithmes de part et d’autre, divisant par
2V =1, on déduira de I

[ [O—BV=T __ —(e—hV—y | 1eng !

“L"—“'\. 2V
(o—hV—3 p—hV—1 ) _tang¥
+(l ~ ) %=y

s /lO—k N — (o— WV N\’ tangii
e

ou, en développant,
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‘L__._.(/lw"‘,‘)\/: --((p—h ‘/—) t-mgl (13‘4;—11)\/:
N

Y (R o G ¢—lx)\/——x . _tang’i
3t +3 /3.8 =1
+(5(¢-—ln\/ — 55 tp—h)\/—x+lol<p—-k\/—:
" nl—(cp--h)\/—x + 51—5@—-}:)\/—: . 1—5’¢-—h)\/:‘; - ;mé L pete
S0:02Y —1

remetlant maintenant pour les exponentielles imaginaires leurs va-
leurs en sinus, il vient enfin

41.-5|n(¢—h)langt+ sm3(¢—h) 3sm(¢-——h)> ng :

+<sin5( @—h)—8sin3(e—h)+ 10sin(p—) —5-—;(-3— + etc.

Détermination de la projection du rayon wvecteur. La pro-
jection / du rayon vecteur r a pour valeur rcosy ; et comme

cosy == (1 - tang®y)” *, on aura
ro= r[l—%tang’@-{-%tanng—ﬁtangﬁqz-l-%tang"dz-etc.]

Les trois séries précédentes détermineront, i chaque instant, la
position de la planéte.

Déternmination des trois coordonnées géocentrigues. Gon-
naissant Ja projection » du rayon vecteur ainsi que @ et 4, lalon-
gitude et la latitude héliocentriques, il Sagit maintenant de trou-
ver les trois coordonnées r,, ¢’ et J/; c'est-a—dire la projection du
rayon vecteur de la planéte, ligne ayant son origine au centre dela
terre, la longitude et la latitude géocentriques.

Or, si Yon a recours 4 une figure, on trouvera aisément les for-
mules suivantes :

= :?’r’, P=0—», tangy= tang«.las—m— ;
v estla commutation, ou Pangle formé par la droite qui unit le
centre de la terre et du soleil avec la projection r’; 5 est Vélon-
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gation;'ou Pangle que la projection r, forme aveccetie méme droitc

unissant le soleil et Ia terre; on dcsxgne ici par () lalongitude dy
soleil vue de la terre.

-Lesangles 3, » qul entrent dans ces valeurs snnt déterminés par
ces équations

risiny .
d—1r'casy’
"repiés'en'tant la distance du soleil 4 la terre.

La deuxiéme formule est rendue propre an calcul logarithmique,

w ok

r sife
sil'on pose ) Y tange; car elle devient

y=0—180°—0, tangy=

Fu et approuve par le Doyen de
la Faculté des Scrences ,

B THENARD.

Permis d'imprimer :

I Inspecteur giénéral des études, chargd de
I 4 s g
 Uadministration del’ Académie de Paris,
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