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THÈSE DE MÉCANIQUE. 

| r . PROPRIÉTÉS GÉNÉRALES DE L'ÉQUILIBRE D'UN 

SYSTÈME DE CORPS. 

Principe des vitesses virtuelles. 

LONG-TEMS avant Jean BEBUOUILLI, une loi avait été observée dans 
équilibre des machines : cette loi consiste en ce que la puissance 
(la résistance, qui se tiennent en équilibre surune machine, sont en 
aison inverse des espaces que leurs points d'application parcour-
aient suivant leurs directions et dans le premier instant, si une 
ausc étrangère venait troubler l'équilibre en communiquant au 
système un mouvement infiniment petit. Etablie d'abord par in
fection , cette règle n'est plus qu'un cas particulier de la proposi
tion générale donnée par BERNOUILLI , et connue aujourd'hui sous 
le nom de principe des vitesses virtuelles. 

Conformément aux dénominations imposées par l'inventeur de 
«principe, la vitesse virtuelle de chacun des points d'un système 
a équilibre est la vitesse que ce point est disposé à prendre dans 
!e premier instant, si l'équilibre était troublé en vertu d'un mou-
vement infiniment petit communiqué au système, sans toutefois 
troubler son mode de liaison : la petite droite décrite alors sert de 
mesure à cette vitesse. La projection de cette droite sur l'une quel
conque des forces appliquées à ce point est sa vitesse virtuelle es-
timée suivant la direction de cette puissance, ou plus simplement, 
la vitesse virtuelle de cet te puissance. 

Cela posé, voici l'énoncé général du principe : 
Si un système de corps sollicités par des forces quelconques est 

en équilibre, et qu'on imprime un petit mouvement à ce système, 
m vertu duquel chaque point se transporte dans une position in-



finiment voisine de sa position primitive, et sans que les condi
tions de liaison du système soient violées ; la somme des puissances 
multipliées chacune par la vitesse virtuelle du point auquel elle 
est appliquée et estimée suivant sa direction, sera égale à zéro, 
en regardant comme positive la vitesse virtuelle d'une puissance 
qui tombe sur sa direction propre, et comme négative celle qui 
tombe sur son prolongement. 

En nommant moment virtuel d'une puissance le produit de 
cette force par sa vitesse virtuelle prise avec son signe, le principe 
dont il s'agit consistera dans l'égalité à zéro de la somme des mo-
ments virtuels de toutes les forces du système (*). 

Soit P une force du système en équilibre, si l'on prend à partit 
de son point d'application, et dans un sens opposé à sa direc
t ion, une droite de grandeur arbitraire p, on pourra regarder 
P comme tendant à augmenter/?, et représenter par Sp, la varia
tion de cette droite, résultant d'un changement infiniment petit 
dans la position du système : cette variation sera égale à la vitesse 
virtuelle de la force P dont le moment virtuel sera égal à Vip; et 
de même Vip', P V / / , e tc . , seront les moments virtuels des forces 
P ' , F ' , etc. du système, p',p", etc. étant des droites que ces forces 
tendent à augmenter. 

Cette notation convenue, il est aisé de s'assurer que l'on a l'é-
quation 

dans le cas d'équilibre d'un seul point libre, ou assujetti à rester 
sur une courbe ou surface donnée, et sollicité par des forces 
P , P ' , P", etc. 

Or , cette équation est l'expression analytique du princiqe des 
vitesses virtuelles pour un pareil système. 

Mais dans un système en équilibre, quel que soit le nombre 

(*) Jean BERNOUILLI énonce sa proposition générale sous une forme sem
blable : En tout équilibre, dit-il, de forces quelconques, en quelque manière 
qu'elles soient appliquées, et suivant quelques directions qu'elles agissent 
les unes sur les autres, ou médiatement, ou immédiatement, la somme des 
énergies (moment virtuel, abstraction faite du signe) affirmatives sera égale 
a la somme des énergies négatives prises affirmativement ( NouvelIe méca-
nique de Varignon, Paris 1725, tom. n , p, 174 _'. 



des points liés entre eux comme on voudra, chacun d'eux doit 
être en équilibre eu vertu des actions des forces qui y sont im-
médiatement appliquées et de celles qui proviennent de sa liaison 
J d'autres points du système : si donc on applique l'équation pré
cédente à cet équilibre de chaque point , et que l'on joigne ensuite 
toutes les équations ainsi formées, on aura évidemment encore 

P,)?', P", e tc . , étant toutes les forces qui contribuent à l'équi
libre, ip, SJJ' , JJJ" , etc. leurs vitesses virtuelles. 

Réciproquement, lorsqu'une telle équation est satisfaite, pour 
tout mouvement infiniment petit donné au système , compatible 
avec son mode de liaison, l'équilibre existe nécessairement. Sup
posons, en effet, qu'il n'ait pas lieu : on l'établira en introduisant 
de nouvelles forces convenables Q, Q', Q", etc., et l'on aura alors 

équation qui se réduit à celle-ci : 

mais il est permis de supposer tous ces termes de même signe, 
et alors il faut que 

donc les points auxquels il a fallu appliquer des forces Q,^, 
Q", e tc . , pour les empêcher de se mouvoir, ne prenaient aucun 
mouvement, donc l'équilibre existait entre les seules forces, P , P ' , 
V, etc. 

Mais , pour que l'équation (A) constitue le principe des vitesses 
virtuelles , dans le cas d'un corps solide ou d'un système de corps 
liés par des droites rigides ou flexibles et inextensibles, cas auquel 
nous nous attachons plus particulièrement ici , il faut montrer que 
son premier membre peut être dégagé de toute force provenant 
des réactions des différons points du système , à cause de son mode 
de liaison. 

Fcsons d'abord une distinction entre les forces qui concourent 
à maintenir l'équilibre. 

Si l'on prend dans leurs ligues de direction et à partir de leurs 



points d'application des droites égales et opposées à celles dont les 
variations sont ip, if, ip", e tc . , les extrémités de ces nouvelles 
droitespourrontêtreregardées comme dcs centres vers lesquelsten-
dent les forces; et selon que ces centres seront hors du système 
des corps, ou qu'ils feront partie de ces mêmes corps, les forces 
seront extérieures , ou intérieures. Les puissances tendant à di
minuer les nouvelles droites p, p', p", e tc . , leurs variations seront 
— ip ,— ip',—ip", etc. Mais l'équation du principe des vitesses vir
tuelles donne également — Vip — V if — Vif — etc. = o, et 
nous pourrons supposer'que les variations — ip, — ip', etc., sont 
celles des nouvelles distances p, p', etc. dont les extrémités déter
minent les centres des forces P , P ' , etc. 

•Soient maintenant m, ni deux points du système, liés entre eux 
de telle sorte qu'on puisse substituer à leur lien celui d'un fil ou 
rigide ou flexible, mais inextensible. L'action de m sur m', et la 
réaction égale de ni sur ni , par l'intermédiaire de ce fil, seront 
deux forces d'une intensité F , qui produiront dans l'équation ci-
dessus la somme — F ( i f -\-if'); if, ij" étant les -variations par
tielles de la distance y de m à ni, ou de la longueur du fil qui les 
joint, en tant qu'elles dépendent des ebangemens de position de 
ces points, chacun d'eux étant immobile, tandis que l'autre se 
meut: or , la distance/étant invariable, la somme précédente 
sera nulle. 

Dans l'équilibre d'un.nombre quelconque de points, liés entre 
eux , soifpar -des droites rigides ou flexibles, mais inextensibles, 
attachés fixement à ces points, ou traversant quelques uns d'entre 
eux comme des anneaux, il est aisé de s'assurer que les seule» 
forces qui resteront dans l'équation (A) , seront les forces exté
rieures. 

Usage de l'équation (A), pour déterminer les conditions 

d'équilibre dans un système de corps solides. 

Soient P , P ' , P ' , etc., les forces extérieures du système respec
tivement appliquées aux points ni, ni, m", e tc . , p,p'', p", etc., 
les distances de ces points aux centres des forces; soient x, y, 2, 
les coordonnées rectangles de jn; a, b , c, celles du centre de la 



force P ; ces mêmes lettres avec des accens désigneront des coor
données semblables relatives au\ forces P ' , P", etc. 

On aura 

d'où 

«, /8, y, »', fi', y, etc., étant les angles que font avec les axes des 
x,f, a, les directions de P , P ' , etc. 

En supposant que l'on ait formé les équations de condition qui 
résultent du mode de liaison du système, les différentielles de ces 
équations auront lieu , ce qui permettra d'éliminer des valeurs de 
lp, ip'', etc., autant de variations qu'on aura de ces équations, en-
sorte que ces valeurs ne renfermeront plus qu'un certain nombre 
de variations indépendantes, et après leur substitution dans l'é
quation Vêp -f- 1?'Jp'-J- etc. = o , on devra égaler à zéro les coef-
ticiens de ces variations , puisque le petit mouvement supposé im
primé au système, n'altérant pas son mode de liaison, est d'ailleurs 
arbitraire. 

On obtiendra ainsi les véritables équations d'équilibre , car le 
nombre des variations éliminées est précisément égal au nombre 
d'équations de condition, et l'on aura ainsi tout ce qu'il faut 
pour déterminer la position de chaque point du système. 

Méthode des multiplicateurs. 

L'illustre auteur de la Mécanique analytique prescrit un pro
cédé général et uniforme, auquel il donne le nom de Méthode des 
multiplicateurs , qui permet d'agir, dans tous les cas, comme si le 
système n'était assujetti à aucune condition, et qui supplée à l'éli
mination dont il vient d'être parlé. 

Cette méthode consiste à ajouter à l'équation du principe des 
vitesses virtuelles les équations différentielles des équations de con
dition dont on a transporté tous les termes dans un seul membre, 
multipliées chacune par un coefficient indéterminé ; on dispose de 
tes coefficiens de manière ù traiter toutes les variations comme in
dépendantes , en égalant à zéro la somme des quantités qui inulti-
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plient chacune d'elles,- et cela est permis puisque le nombre de ces 
coefficiens est précisément égal à celui des variations dépendantes. 
Entre les équations qu'on obtient ainsi, il ne reste plus qu'à élimi
ner les indéterminées introduites, les équations résultantes seront 
celles de l'équilibre (*). 

applications. 

Equilibre d'un corps solide libre. Soit n le nombre des points 
d'application m, m', m", etc., qui ont pour coordonnées rectan
gles x,y, z, x',j', z', z",JJI, ~", etc., et sur lesquelles agirent 
les forces P , P ' , P", etc. dont nous représcnteronsles composantes 
parallèles aux axes par X , Y , Z , X ' , Y', Z' , X", Y", Z", etc. 

L'équation du principe des vitesses virtuelles donne d'abord 

Soient y , g, h, les distances entre m et m', m et m", m' et 
m"; f"'t §'", h'" les distances du point m'" aux points m, m', 
TO*J f"} g", h", celles du point m aux mêmes points, et ainsi 
de suite; les équations de condition seront au nombre de 3«—6, 
parce qu'il suffira d'exprimer que les trois points m, m', m" con
servent leurs distances respectives , et que les distances des autres 
points a ceux-là sont fixes, attendu qu'un point est déterminé par 
ses distances à trois points donnés; ces équations seront èf=a, 
ig=zo, <JA = o , Sf" = o, % " ' = o , êh'" = o, e tc . ; 
exprimons leurs premiers membres en fonction des coordonnées 

rectangles, multiplions-les ensuite respectivement par les indéter
minées p, q, r, p', q', r7, e tc . , pour ajouter ces produits ài'é-

(*) Sous le point de vue analytique, ce procédé a beaucoup de rapport a«cc 
celai qu'on emploie quelquefois, dam les élémens d'algèbre, pour trouver ]« 
formules qui expriment les valeurs des inconnues, dans le cas de deux cm un 
plus grand nombre d'équations du premier degré a pareil nombre d'incormuci, 

Quant à la métaphysique de la méthode des maltinlicateurs, elle consiste, 
comme le prouve LAGBiscE,cn ce que les coefficiens indéterminés introduiii 
équivalent a autant de forces qui remplacent les résistances qui provien
nent de la liaison mutuelle des corps du système , ou des obstacles qui, 
par sa nature, gênent leurs mouvement. 

Il est dn reste aisé de justifier, par le fait même du calcul, l'emploi île lt 
méthode des multiplicateurs ; cela est très-simple s'il n'y a qu'une ou dew 
équations de condition. 



quation ci-dessus, et égalons enfin à zéro la somme des termes 
affectés d'une même variation , nous obtenons les 3n équations 

En divisant ces équations en groupes de trois, on remarquera 
la symétrie de leur formation. 

Conformément à la méthode des multiplicateurs, il s'agit actuel
lement d'éliminer 3/i—6 indéterminées p, q, r, p', q'y r1, etc. 

En ajoutant successivement les équations du premier groupe 



aux équations des autres groupes et d'un même ordre, ou ob
tient d'abord 3 équations, privées des indéterminées p, q, r, 
p', <f, ;•*, etc., et qu'on peut représenter ainsi 

Les mêmes équations donnent lieu aux suivantes, qui peuvent 
les remplacer, et dont la formation est facile à saisir : 

etc. 

Servons-nous de ces équations comme des précédentes, il vien
dra trois nouvelles équations , sans p, q, r, p', q1, r1, etc., que 
nous écrirons ainsi 

Les 6 équations (1) et (2) sont les équations d'équilibre cherchées. 



Equilibre d'un corps solide qui renferme un point fixe. On 
devra exprimer que les trois distances d, d', d?, du point fixe, pris 
ici pour origine, aux points m, m', m'', sont constantes, ou que 

Nommons e, e', e" trois indéterminées} multiplions les valeurs 
de id, id!', èd" en fonction des coordonnées , respectivement par 
e, e', e", et ajoutons successivement aux 9 premiers membres des 

3C y Z .I'f 7"̂  Z1 

équations (B) les quantités — e, '-^e, - e , --e/, ' y ' - ' , -j, e', 

f y" a" 
-â"",'~ni ''"> ~7u c'"', et nous aurons des équations applicables au cas 

actuel, entre lesquelles il faudra éliminer 3n—3 indéterminées. 
Or, les équations (C) subsisteront telles qu'elles sont, donc les 

trois équations (2) qu'on en a déduites sont les conditions d'équi
libre d'un corps solide qui ne peut que tourner autour d'un point 
fixe, pris pour origine des coordonnées. 
Equilibre d'un corps solide qui ne peut que tourner autour d'un 

axe fixe. Soit l'axe fixe pris pour axe des z, les trois points m, 
m', m", doivent rester à des distances constantes R, R ' , R" de 
cet axe, et ne point s'éloigner du plan des x, y; ces conditions 
seront exprimées par les équations 

la position du troisième point étant déterminée, puisqu'il est situé 
dans un plan parallèle à celui des x, y, et que ses distances aux 
deux premiers sont données. 

Fesons donc <f; = o , ^ ' = 0 , <£;" = , dans les équations ( i | ) , 
et ajoutons aux deux premiers membres des deux premiers groupes 
successivement les quantités 

e, e', étant deux indéterminées, nous aurons ainsi 3n — 3 équa
tions, entre lesquelles on devra éliminer 3n— 4 quantités. 

Or, les premières équations de chaque groupe des équation-; '('•'. 



n e seront point changées, donc la première des équations -2) est 
la condition qu'il -fallait trouver. 

Equilibre d'un corps solide qui ne peut que glisser le long d'un 
axe fixe. Si l'axe des z est l'axe fixe, il faudra exprimer que lus 
trois points m , m', m", ne peuvent se mouvoir que parallèle
ment à cet axe, ce qui se réduit h poser 

Le nombre des équations (B) se réduit à 3n — 5} l'élimination 
des3n—6 arbitraires qu'elles contiennent conduira à la troisième 
des équations ( i) . 

Equilibre d'un corps assujetti à rester sur un plan fixe. On 
supposera que le plan soit celui des x, j - , et l'on posera 

Les équations (B) se réduisent alors à 3 « — 3 équations, entre 
lesquelles il restera à éliminer 3n — 6 quantités. 

Les deux premières des équations (1) seront deux des conditions 
auxquelles on doit parvenir, et comme la première de chaque 
groupe des équations (C) aura encore lieu, la première des équa
tions (2) sera la troisième condition cherchée. 

D'après ce qui précède, les équations (1) sont les conditions 
pour que le corps solide ne prenne aucun mouvement parallèle
ment aux axes des coordonnées, et les équations (2) assurent qu'il 
ne peut se mouvoir autour des mêmes axes; et comme ces 
équations doivent exprimer qu'un petit mouvement quelcon
que infiniment petit est détruit, 0n peut conclure de cette 
analyse qu'un pareil mouvement est décomposable en deux 
sortes de mouvements, trois mouvemens de translation paral
lèles à trois axes rectangulaires, et trois mouvemens de rotation 
autour de ces axes. 

Equilibre d'un seul point, libre, ou assujetti à rester sur une 
surface ou courbe donnée. Ce cas étant traité directement par la 
méthode des multiplicateurs, conduira aux trois équations 

si l'on suppose d'abord que le point m, sur lequel agissent les 
forces P , P ' , P" , e tc . , est parfaitement libre. 



Si le point doit rester sur une surface donnée par son équa
tion L = o , les conditions d'équilibre seront 

Enfin , si le point est assujetti à se mouvoir sur une courbe don
née par ses deux équations L = o , M = o, ou trouve aisément, 
par la même méthode, la condition 

qui-, en vertu des équations dh = o, <fM = o , peut prendre cette 
forme plus simple 

Théorème de Leibnitz. Les conditions d'équilibre d'un point 
libre donnent lieu à une propriété remarquable. 

Représentons p a r / ? , / / , / / , etc , les distances de ce point m aux 
centres des forces P , F , F ' , etc. , qui le sollicitent; et par 
a, b, c, a', b', d, a", b", c", etc., les coordonnées de ces derniers 
points, on aura 

et comme il est permis de représenter les intensités des puissances 
respectivement pa r / ; , / / , etc., ces équations se réduiront à celles-ci: 

n étant le nombre des forces : par conséquent, s'il y a équilibre, 

donc, si tant de puissances qu'on voudra sont en équilibre sur un 
point, et que l'on lire de ce point des droites qui représentent ces 



forces en grandeur et en direction ; le point dont il s'agit sera le 
centre de gravité du système dès points auxquels ces lignes sont 
terminées. 

Il est aisé de s'assurer aussi que le point en équilibre est en 
mème temps tel, que la somme des carrés de ces distances aux ex
trémités des droites dont il vient d'être question, est un minimum. 

Propriété dé maximum et minimum. Soient P , P ' , P", etc., 
les poids d'un système de corps en équilibre en vertu de ces seules 
forces ; p, p', p", e tc . , les distances à un plan horizontal, des 
centres de gravité de ces corps; ii, le poids total, p1, la distance 
au même plan du centre de gravité du système, de telle sorte que 

différentiant par rapport à ê, on aura 

le second membre de cette équation est nu l , d'après le principe 
des vitesses virtuelles; par conséquent, si l'on suppose ces varia
tions relatives à un petit mouvement imprimé au système pour le 
rapprocher ou l'éloigner du plan horizontal, la fonction p, sera un 
maximum ou un minimum; ainsi, le centre de gravité d'un sys-
tème de corps en équilibre, et sur lequel la pesanteur est la seule 

force agissante, est le plus haut ou le plus bas qu'il est possible. 



$11. PROPRIÉTÉS GÉNÉRALES DU MOUVEMENT D'UN 

SYSTÈME DE CORPS. 

Les questions de dynamique sont ramenées, comme on 
sait, à des questions d'équilibre, au moyen d'une propriété gé-
nérale, ordinairement désignée sous le nom de Principe de 
D'ALEMBERT (*), et qui consiste en ce que dans les mouvemens 
imprimés à des corps liés d'une manière quelconque et composant 
an système, les quantités de mouvement perdues ou gagnées, dans 
le premier instant, doivent se faire équilibre. On voit en effet que 
chaque mouvement communiqué peut être considéré comme 
formé de celui qui a réellement lieu et d'un autre mouvement; il 
faut donc que ce dernier soit détruit. 

L'énoncé de ce principe peut être présenté sous une autre 
forme, qui facilite souvent l'application qu'on en fait : si l'on 
imprimait à chaque corps le mouvement qu'il doit prendre, mais 
en sens contraire, le système demeurerait en repos; par consé
quent, les quantités de mouvement communiquées, et les quan
tités de mouvement qui ont lieu, chacune de ces dernières étant 
prise en sens contraire, sont en équilibre. 

Cet énoncé conduit au même principe, puisque le raisonne
ment suivi, revient évidemment à substituer à chaque vitesse 
perdue ou gagnée ces deux composantes, savoir : la vitesse impri
mée et celle qui a effectivement lieu, prise en sens contraire. 

Nous désignerons par x, y, z , les coordonnées rectangulaires 
du point 772 qui fait partie du système que nous allons considérer ; 
par X , Y, Z , les composantes rectangulaires de la force accéléra-

(*) Le principe dont il s'agit a d'abord été employé par Jacques BErnouilLi, 
comme moyen particulier de solution, ainsi que l'observe LAGRANGE dans sa 
lumineuse hisloire du fameux problème du centre d'oscillation ; mais à 
D'AleMBerT revient la gloire d'en avoir vu toute la ponce, et d'en avoir déduit 
une méthode générale propre à mettre en équations les problèmes de dyna
mique. 



trice qui sollicite ce point ; les grandeurs de ces quantités étant 
relatives à l'instant où il s'est écoulé un tems t. La masse du 
point m sera représentée également par cette lettre ; et en em
ployant des aceens, nous désignerons semblablement les coor
données et les forces accélératrices des points ou des masses 
m', m", etc. du même système. 

La quantité de mouvement perdue ou gagnée par la masse m, 
pendant l'instant dt, aura ces trois composantes. 

Prenons dt pour différentielle constante, on pourra représen
ter les sommes des composantes des quantités de mouvement 
perdues ou gagnées par tous les points du système, par 

On ne trouble point l'équilibre de plusieurs corps en supposant 
à leur système, quel qu'il soit, une forme invariable ; ces trois 
forces doivent par conséquent satisfaire aux conditions d'équilibre 
d'un corps solide : de là résulte plusieurs des propriétés que nous 
nous proposons d'exposer. 

Conservation du mouvement du centre de gravité. Soit le 
système des masses m, m', etc. entièrement libres ; les équations (i) 
(page 8 ) , appliquées aux trois quantités de mouvemens précé-
dens, donneront 

Les actions des corps les uns sur les autres, comprenant les 
attractions ou répulsions, peuvent être négligées dans la forma
tion de ces équations ; car les trois composantes de ces actions 
sont nulles. 

Or, en représentant par x, y,, zt, les coordonnées du centre 
de gravité du système, et par M sa masse, on a 

donc 



et par suite 

le mouvement du centre de gravité du système peut donc s'obtenir 
indépendamment de celui de ses différentes parties ; leurs actions 
mutuelles ne modifient en rien ce mouvement, lequel n'est dû 
qu'aux seules forces accélératrices qui sollicitent chaque corps. 
C'est en cela que consiste le principe de la conservation du mou
vement du centre de gravité. 

Ce principe a encore lieu, dans le cas où, pendant leurs monve-
mens, quelques uns des corps viennent à se choquer; il est aisé 
de s'assurer que la vitesse du centre de gravité n'en éprouve aucune 
altération. 

Les dernières équations renferment de plus évidemment ce théo
rème général. 

Le mouvement du centre de gravité d'un système libre de corps 
disposés comme on voudra , est toujours le même que si tous les 
corps étaient concentrés en ce seul point, et qu'en même tems 
chacun d'eux fût animé de la même force motrice que dans leur 
état naturel. 

Si l'attraction mutuelle des corps est la seule force accélératrice 
qui les sollicite, le mouvement du centre de gravité se perpétuera 
indéfiniment, rectiligne et uniforme. 

Conservation des momens de rotation , ou Principe des Aires. 
Les quantités de mouvement qui doivent se détruire, satisferont 

également aux équations (2) (page 8), on aura 

et les seconds membres de ces équations ne contiendront pas les 
termes auxquels donneraient lieu les forces intérieures, telles que 
les attractions, qui se détruiraient si le système était réellement de 
forme invariable; ces forces pourront être considérées comme 
n'existant pas. 



Pour interpréter les premiers membres, on remarque que 
\{ydz'-±*zdy), i(zdx — xdz)', {(xdy—ydx), ont précisément 
pour différentielles ±{j'd*z-zdy). ^(zd'x-xd'z), ^{xd*r-yd*x): 
ces dernières quantités sont donc les différentielles des secteurs 
élémentaires décrits par les projections du corps ?» sur les plans 
des y, z, des z, x, des x, y, ou des secteurs, décrits par Je point. 
m lui-même, dans,des plans perpendiculaires aux axes des x, des 
j et des z. 

Or , les seconds membres sont nuls si aucune force accélératrice 
extérieure n'agit sur le système, ou s'il est sollicité par des forces 
tendantes au point pris pour origine ; donc on a, dans ces cas, en 
intégrant par rapport à t, 

résultat qui a lieu non-seulement pour un système libre, mais 
aussi pour un système assujetti à se mouvoir autour de l'origine 
supposée fixe. 

Les équations démontrent le principe général de la conserva
tion des aires. 

Dans le mouvement d'un système de points matériels liés entre 
eux d'une manière quelconque, soumis seulement, si le système 
est libre, à leur attraction mutuelle, ou, si l'origine est un point 
immuable, à des forces accélératrices constamment dirigées 
vers ce point ; las sommes des produits des masses par les aires 
attelles décrivent, perpendiculairement aux trois axes des coor
données , sont proportionnelles au tems employé à les décrire. 

Chacune des surfaces élémentaires ,-j {ydz—zdy), ^{zdx—xdz), 
i (xdy, —Jfdx), exprime le moment de rotation autour de l'un 
des axes des coordonnées d'une force agissant sur le point m, et 
voila pourquoi ce principe porte aussi le nom de principe de la 
conservation des momens de rotation. 

(C'eût été ici le lieu d'exposer la théorie des aires et les propriétés 



du plan invariable. , si nous avions .suivi la liaison rationnelle du 
sujet; mais les bornes que nous avons dû nous prescrire eussent été 
ie beaucoup dépassées. ; 
'Conservation des forces vives. — E n faisant usage du principe 

des vitesses virtuelles , on arrive à de nouvelles propriétés. 
L'équation de ce principe appliquée aux quantités de mouve

ment (page i4) <lu' doivent se faire équilibre dans un système 
quelconque de points m, m', m", etc. , donne 

or, nous supposerons ici qu'aucune des équations de condition 
(page 5J, ne contient le tems, on pourra alors remplacer dans 
celle équation les variations Jx, êr, Sz, etc., par les différentielles 
relatives à la variable t; en effet, soit 

une de ces équations; si l'on imagine le système infiniment peu 
déplace en sorte que x, •)» - , otc. , deviennent x-\-Sx, j-\-fy, 
i'-\-iz, celte équation donnera 

mais pendant le mouvement effectif du système, l'équation de con
dition doit avoir toujours lieu, par conséquent 

équation à laquelle la précédente s'identifie si dx = èx, dy=ziy, 
it-=-Sz, etc. 

Cette supposition ne serait point permise, dans le cas où l'une 
quelconque des équations de condition contiendrait la variable t, 
parce que la différentielle de son premier membre selon la carac
téristique d renfermerait celle relative au tems , tandis que la dif
férentielle de ce même membre selon è devrait être prise en regar
dant / comme une constante (*) , attendu que ce n'est point en 

(*) LAPLÀCE ne remarque point, dans sa démonstration du même principe 
{Mécan. céleste, prem. part,, liv. T ) , ([«l'on ne saurait toujours remplacer 
le» vitesses virtuelles par les vitesses effectives. 



conséquence d'un changement de t que .r,jr , 2, etc. , sont deve-
nues x - j - èx ,y-{-^J", z-\-èz, etc. 5 mais seulement en résultat 
d'un mouvement hypothétiquement communiqué au système, sans 
altérer les conditions de ses liaisons, eu sorte que !c lems ayant 
une -valeur actuelle, les variables .r, y, z, etc., peuvent être con
sidérées comme ayant les valeurs x-\-èx,y-\- iy, s-f- èz, etc. 

Posons donc dx = Sx, dy = êy, dz = Sz, etc. , il viendra, on 
divisant par dt, 

ce résultat peut être mis sous cette forme : 

supposons que 2 ' " (X<te -J- Ydy -f- Zdz ) soit la différentielle 
complète d'une fonction <p[x, y, 2, etc.) des coordonnées des mo
biles, considérées comme des variables indépendantes, soit-J-C une 
constante arbitraire; intégrons cette équation , nous aurons 

Cette équation, dont le premier membre est la somme des forces 
vives de tous les corps, a lieu pour le mouvement de quelque sys
tème que ce soit, pourvu que l'hypothèse sur laquelle elle est fon
dée subsiste. 

Ce résultat constitue le principe général de la conservation 
des forças vives; il montre que la force vive du système se re
trouve la même à chaque retour des corps à la même position; 
qu'elle dépend seulement des forces accélératrices qui agissent sur 
eux et nullement de leur mode de liaison ; de telle sorte qu'à cha
que instant cette somme est la même que si les corps animés de 
leurs puissances s'étaient mus librement, chacun suivant la ligne 
qu'il a décrite. 

Lorsqu'aucune force accélératrice ne sollicite le système, la 
somme des forces vives est constante. 

La supposition à laquelle le principe général précédent est sub-



ordonné est admissible, si toutes les forces accélératrices sont di
rigées vers des centres fixes et sont fonctions des distances de leurs 
points d'application à ces centres : soit, en effet, F une telle force 
qui agit sur le corps m: n, b, c, étant les coordonnées de son 
centre, à une distance y de m, on aura 

pour les composantes de F ; en sorte qucSw (Xd.r-\-'Ydr-\-Zdz), 
contiendra la somme 

qui en vertu àe/'= (a: — a )*+(? - — &)'-}" ( s — CY s e ramène à 

mFilJ) 

or, cette expression est une différentielle exacte, car on sup
pose la force F une fonction de /". 

Chaque force accélératrice donnera lieu à une partie semblable, 
d'où il suit que 2 m(X dx-j- Y dy -\- Z dz), sera une différentielle 
exa.cte d'autant de variables qu'il y aura de ces forces ou de m o 
biles. 

La même formule est encore une différentielle complète relati
vement aux forces intérieures provenant de l'attraction mutuelle 
des corps du système, pourvu que ces forces soient proportion
nelles aux masses et des fonctions quelconques des distances entre 
les points sur lesquels elles agissent et ceux où elles tendent : pour 
le prouver, soit iim/F l'intensité de la force motrice provenant 
de l'attraction du corps m sur le corps m', ou réciproquement; F 
étant fonction de la dislance / e n t r e m et ni'. 

La force accélératrice qui résulte de l'action de m sur m', aura 
pour composantes, 

celles de l'action de m! sur m, seront 



il y aura donc dans la formule 

et comme 

cette somme se réduit à une différentielle exacte 

On peut assimiler l'effet du choc, dans les corps parfaitemcnt 
élastiques , à celui que produiraient des ressorts contractés entre 
les mobiles, et dont les forces ne peuvent être que des fonctions 
des distances entre les points où la contraction s'opère ; le principe 
des forces vives a donc alors encore lieu, mais en admettant toute
fois qu'après la production du. phénomène, les corps qui se sont 
choqués sont rétablis dans l'état où ils étaient auparavant. 

' Les résistances des milieux, les frottemens sont des forces retar
datrices dirigées suivant les tangentes aux trajectoires, et dont les 
intensités sont fonctions des vitesses; de telles forces empêchent 
la conservation des forces vives d'avoir.lieu. Soit, par exemple, R 
une telle force; tangente en m, à la trajectoire décrite par ce point, 
et dirigée en sens contraire de son mouvement; ds désignant l'élé
ment de l'arc parcouru , les composantes de R seront 

cl dans la formule 2 m (Xdx-\-Ydy-\-Zdz), il y aura la somme 

or, R est fonction de la vitesse; la formule précédente renfermera 
la différentielle du tems , et ne pourra donc être la différentielle 
complète d'une fonction des seules coordonnées des mobiles, re
gardées comme des variables indépendantes. 

Conservation des forces vives, dans les mouvements relatifs. 
au centre de gravité. — E n supposant les forces qui animent les 
c.orps,',intérieures et fonctions des distances, il est remarquable que 
le principe de la conservation des forces vives soit encore vrai, 



lorsque les mouvemens des corps sont 'rapportés au centre de gra
vité de leur système. EN effet, ï „ r „ z,, étant les coordonnées de 
ce point, .s i l'on fait 

les coordonnées | , n, £, etc., auront leur origine au centre de 
dx'-i-dr^-l-dz* f* 

gravité ; substituons dans 2 m ^ ^ ~ a = y Z O T (~X.dx - j -

'idy-\-Zdt) y qui conduit au principe de la conservation des 
forces vives ; le premier membre se réduira, d'après ces équations 
connues Srwg = o, ï r a i = o , X m £ = o , à 

M étant la somme des masses ) et le second à 

donc onaura l'équation, 

C étant une constante arbitraire , et <p ( £, » , Ç, etc."), l'intégrale 
indiquée. 

Or, celte dernière équation renferme la conservation des forces 
vives, relativement an centre de gravité. 

Perle des forces vives dues aux changement brusques. — Les 
corps; durs et les corps imparfaitement élastiques changent en se 
choquant la force vive du système ; il est un théorème à l'aide du-
quel la perte de cette quantité qui en résulte peut s'estimer par la 
somme des masses multipliées par les cariés des vitesses qu'elles 
ont perdues. Soient, en effet, a, b, c, <*, fi, y,les composantes des 
vitesses du corps m au moment du choc et immédiatement après; 
et de même pour les autres corps m', m", etc. : les quantités de 
mouvement perdues telles que m (a — a), ni (b — fi), (c — y), de
vant se faire équilibre, satisferont à l'équation du principe des vi
tesses virtuelles, de. sorte qu'en supposant toujours les diftéren-

relativement.au


tielles remplacées par les variations, on aura 

Or, les coordonnées x ,j', z, e tc . , se rapportent aux positions 
des mobiles à l'instant où le choc est consommé, on a donc 

etc. 

par conséquent 

mais on a , identiquement, 

d'où 

l'équation précédente devient donc 

Ce résultat constitue le théorème que nous voulions démontrer, 
et auquel on peut donner Pénorïcé qui suit : 

Dans le mouvement d'un système de corps, la perle de force 
vive résultant de leur choc, égale la somme des forces vives dues 
aux vitesses perdues par tous ces corps. 

Principe de la moindre action; 

Lorsqu'il arrive quelque changement dans la nature, la quan
tité d'action employée par ce changement est toujours la plus pe
tite qu'il soit possible : l'action étant le produit de la massé du 
corps multipliée par sa vitesse et par l'espace qu'il parcourt. C'est 
ainsi que Maupertuis énonce son principe de la moindre quantité 
d'action. Les géomètres ne le considèrent plus aujourd'hui comme 
un des argumens les plus forts que F univers nous offre pour nous 
faire connaître la sagesse et la puissance, de son auteur (*). Aban
donnant entièrement le point de vue métaphysique sous lequel 

(*) OEuvres de MAOPUTOIS, Lyon, M. DCC LXVlli, tom. t, Avant-propos 



MAUPERTUIS présentait son principe, ils ont adopté à cet égard les 
idées si nettes et si précises de LAGKANGE : la généralité et l 'éten
due qu'il a données à cette propriété du mouvement en ont fait 
en principe nouveau auquel cet analyste profond a cru devoir 
conserver, quoique improprement, le nom.de principe de la 
moindre action, et qu'il énonce de cette manière : 

Dans le mouvement d'un système quelconque de corps animés 
par. des forces mutuelles d'attraction ou tendantes à des centres 
fixes, et proportionnelles des fonctions quelconques des dis
tances , les courbes décrites par les différens corps, et leurs vi
tesses , sont. nécessairement telles, que la somme des produits de 
chaque masse par l'intégrale de la vitesse multipliée par l'élé-
ment de la courbeest un maximum ou un minimum, pourvu que 
ton regarde les premiers et les derniers points de chaque courbe 
comme donnés , en_sorte que les variations des coordonnées ré
pondantes à ces points soient nulles (*). 

Nommons u la vitesse du corps m, l'arc, parcouru ; la démon-

tration de ce théorème se réduit à prouver que S'Zml.uds = o , 

entre les limites des intégrales lads. 

Pour y parvenir, différentions l'équation des forces vives, par 

p. xxj. — MADPE&TCIS prétend n'avoir point renouvelé l'ancien,axiome, que 
• la nalwe agit toujours par les voies les plus simples; et il observe, avec rai-
«on, que cet axiome est si vogue que personne' encore u'a pu dire en quoi il 
consiste. Cependant on trouve dans le mémoire de l'auteur qui n pour litre, 
Aocord des différentes lois de la nature gui avaient jusqu'ici paru incom
patibles (lu a l'Académie des sciences de Paris, 17-J4-J : Tous les phénomènes 
rfe la réfraction s'accordent maintenant avec le grand principe que LA KA-

TOBE, DAHS LA PRODOCTtOH DE SES EFrETS, AGIT T0OI0CÏS PAR LES VOIES LIS 

PLUS SIMPLES. 

Les écrits scientifiques de cette époque sont fréquemment mc'lés de consi
dérations théologiques étrangères aux sujets. Dans un méiuoiie présenté h l'A
cadémie de Berlin, en 1746, MADPERTDIS applique son principe a la recherche 
des lois du mouvement dans le choc des corps durs et élastiques : c'est ans 
paie question de minimum, et qu'il traite convenablement, mais , préoccupé 
d'irlée» sur les causes finales, il ne manque pas d'annoncer qu'il va tirer les 
lois du mouvement des attributs de la suprême intelligence. 

{*) LACEAHGE, Mécanique analytique, Paris 1811, tom. t, a'.partie, sec
tion 111, p. 398. 

pr.ci.ead


rnpport a S (page 18), nous aurons 

or, le principe des vitesses virtuelles donne (page 18) 

donc 

on peut remplacer d'xJx -{• d*yty - j - d'zêz, par 

quantité dont la deuxième partie = — ^(tfa:* -f- dja -|- <lz'} 
ou diids: on aura donc 

ds 
Observons maintenant que—— = u et que XnuhSu - j - Tmuids = 

xiïii(uds) l'équation précédente donnera donc 

et en intégrant 

C ét£»n\ une constante arbitraire : mais il est visible que 

donc, en supposant qu'aux points où commencent les intégrale; 

on aura 

équation dont le second membre est nu l , s i , comme on le sup
pose, les variations Jtr, éf, êz, sont aussi nulles aux points où les 

intégrales/t/ffr finissent. Le principe est donc démontré. 



En remplaçant ds par sa valeur udt, on verra que l'équation de 
la moindre action 

revient à dire que la somme des forces vives de tous les corps , de
puis le moment où ils partent jusqu'à celui où ils arrivent, est un 
maximum ou un minimum. Le résultat de cette substitution est 
en effet 

S'il n'y a qu'un seul corps dans le système dont la masse est 
prise pour unité et qui n'est soumis à l'action d'aucune force accé
lératrice, sa vitesse u sera constante, et l'on aura 

le mobile suit donc le chemin le plus court (car il est évident qu'il 
s'agit ici de minimum) pour aller du point de départ au point 
d'arrivée, et il parcourt sa trajectoire dans un tems plus court 
que s'il suivait toute autre courbe. 
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THÈSE D'ASTRONOMIE. 

SOLUTION, PAR LES SÉRIES, DU PROBLÈME DE 

KEPLER, E T DÉTERMINATION DES COORDONNÉES 

D'UNE PLANÈTE, EN SUPPOSANT T R È S - P E T I T E S 

SON EXCENTRICITÉ E T L'INCLINAISON DE SON 

ORBITE ('). 

En s'appuyant sur les deux premières lois de KEPLER, et sur 
quelques notions élémentaires de géométrie , on démontre très-
simplement les trois équations suivantes , qui résultent d'ailleurs 
de la théorie du mouvement élliptique : 

./g 
V —T (c — v) représente l'anomalie moyenne; g a pour valeur 

(M + '")/V M, m sont les masses du soleil et de la planète atti
rée;/"est la force motrice qui résulte de l'action attractive d'une 
masse prise pour unité, sur une niasse égale, placée à une dis-
lance = un de la première; t désigne le temps, e l'excentricité de 
la trajectoire ; c est une constante qui marque l'instant du passage 
au périhélie; ;• et a sont les coordonnées polaires de la planète; 
a son origine au centre du soleil, et « , l'anomalie vraie, à l'ap-

(*) Le soleil est considéré comme fixe et le mouvement comme rigoureuse
ment lliptique. 



side inférieure ; enfin 6 est l'anomalie excentrique : c'est l'angle que 
forme , avec le grand axe de l'ellipse parcourue , le rayon de cette 
courbe mené au point où l'ordonnée de la planète rencontre le 
demi-cercle décrit sur le grand axe de la trajectoire comme dia
mètre. 

La planète est supposée concentrée en son centre de gravité. 
Pour une valeur de / , la première équation fera connaître i, 

et par suite les deux autres donneront r et «. La position de la 
planète , dans son plan, pourra être ainsi à chaque instant assi
gnée. Tout dépend, pour ces déterminations, de la résolution, 
par rapport à à de l'équation (1) : o r , le problème de KEPLER 
consiste précisément à trouver l'anomalie excentrique au moyen 
du tems. C'est par le secours des séries qu'on en obtient la solu
tion. Pour y parvenir, nous établirons d'abord une formule géné
rale qui servira de base à nos calculs, et que nous emploierons 
pour exprimer également en séries les deux coordonnées relu, 
en supposant désormais la quantité e très-petite. 

Développement d'une fonction quelconque de z , suivant les 
puissances de y, lorsque z = x - | -y fz j fz représentant une 
fonction quelconque de z. 

Soit H = Fz la fonction quelconque de z qu'il s'agit de déve
lopper. 

Il faut obtenir les coefficiens différentiels des différens ordres 
de u relatifs à jr, pour supposer j - = o dans leurs expressions. 

Or, F 'z désignant la dérivée de Fz, on aura 

d'où, éliminant F 'z 

mais a = x -\-y •^•fz, étant successivement différentiée par rap-



port à x et ù . r , donue deux équations, desquelles on déduit 

par conséquent 

Cherchons actuellement les autres coefficiens différentiels, et 
essayons de les exprimer par des coeificiens différentiels relatifs à x. 

La dernière équation donne 

fz étant la dérivée àefz ; et comme la moine équation donne 
aussi 

on aura 

Ainsi, en multipliant par fz le coefficient différentiel -y-fz, 

et prenant le coefficient différentiel relatif à x du produit, on 
passe au coefficient différentiel suivant. 

_ . . du _ d'u du' 
Soit pour un instant, 1/ = ~r- (fz)1, en sorte que -r-j = -7- j 

on aura, d'après l'observation précédente, 

Or, donc 



On trouvera semblablement 

et ainsi de suite, la loi étant manifeste. 
Supposons actuellement j - = o, dans la fonction qu'il faut dé

velopper et ses coefficiens différentiels successifs, et formons la série 
cherchée 

Si Fz égale simplement z , on a 

Solution du problème de KÉPLÉVi. Si dans l'équation (i) on 
remplace, pour plus de simplicité, l'anomalie moyenne par u, on 
en tirera 

équation qu'on identifie à 

on aura donc, par la seconde formule générale précédente, 

avant d'effectuer les différentiations indiquées , prenons les valeurs 
des puissances dé sin?( en-fonction des sinus et cosinus des mul
tiples de u, on les tire des équations connues 

(*) LAGRÀSGE, je crois, a donne le premier cette formule. La démonstration 
précédente'est celle de LAPLACE, Mais avec des dévcloppcments qui rendent 
plus évidente la loi des termes. 



(nous bornerons l'approximation à la sixième puissance de <.*) on 
déduit de là, 

la substitution donne la valeur cherchée 

Détermination du rayon vecteur par le tems. L'équation (a) 

étant écrite ainsi — = i —- e cosd , conduit à supposer 

d'où 

La première formule générale précédemment démontrée don
nera 

mais on trouve, par les formules ci-dessus, 



par conséquent enfin 

Développement de l'anomalie vraie par le tems, et par 
suite, de l'équation du centre. Prenons actuellemement l'équa
tion (3), et cherchons d'abord l'expression développée de «par t. 
En remplaçant tangua, tang£«, par leurs valeurs en sinus et 
cosinus, puis ces dernières lignes par les exponentielles imagi
naires correspondantes, cette équation donne, / étant la base du 
système de logarithmes dans lequel le module est l'unité, 

Dégageons de là l , nous aurons 



en posant pour simplifier E = ; = • il vient 

prenons les logarithmes de part et d'autre, et remplaçons le 

logarithme de •—^=- par sa valeur en série, on trouve, 

après avoir supprimé le facteur commun V—i, et rassemblé les 
termes qui contiennent la même puissance de £ , 

Il s'agit actuellement d'obtenir les valeurs en fonction de t, de 
chacun des termes du second membre, en ne conservant que les 
quantités qui ne contiennent pas de puissances de e supérieures à 
la sixième. 

On a déjà t, et puisque ê = u •+• e sin 6, on connaît ainsi 
i — u 

sin t = (*), il vient en effet 
e 

(*) U n'ctt point observe, dans la Mécanique céleste, d'où la méthode 



Pour avoir sin 26, soit dans la formule générale 

F'z sera égal à 2 cos ut, et l'on aura, par cette formule, 

Remplaçant les puissances du sinus, eu sinus et cosinus d'arcs 
multiples, puis les quantités de la forme sin m cos m', sin m sin m', 

respectivement par 

effectuant enfin les différentiations indiquées, on trouve 

En posant successivement F z = sin 3*, Fz=sin40, Fz = sin5d, 
Fz=sin6d, on trouvera, par le même moyen, 

suivie ici a été puisée, qu'il est superflu de calculer directement sind : on y 
indique le procédé général pour obtenir sin i, sin il, etc. ; mais la première 
de ces déterminations étant la plus laborieuse, il était essentiel de remarquer 
qu'un calcul précédent dispensait, pour ce cas, d'employer ce procédé. 



Il reste à calculer le développement d'une puissance quelconque 
e 

de la fonction E = . 

e ' 
Soit E' = i -\-\/Ï — e3, d'où E ' = ?. — — : cette dernière 

équation étant identifiée avec z = r-{-yfz, on aura 

etsil'oftpose Fx==E' ' ' , p étant un nombre quelconque, on ob
tiendra 

donc 

Cette équation donne en posant /> égal successivement i , 2 , 3 , 
4,5,6, 

(*) Dans la Mécanique céleste le quatrième terme de ce deuxième membre 

*tt « S-E *\ . ' ( prem. part., liv. i t , p. 180, prem édit .) , le 
3.3.9P 

facteur p-+- 3 est fautif et doit être change en />-*-4- La même erreur subsiste 
dans la nouvelle e'dition ( a" ) «le cet ouvrage, conforme h la première. (Paris, 
itog). 

file://-/-jfz


Substituant les valeurs calculées dans celle de a, on trouve 

La page suivante renferme du reste le tableau du calcul plus 
détaillé. 



(4x ) 

o ' 2 ' ' 3 

, . . sin2u . , 3sin3u—sinu . , 2sin4w— sinzu , , 53sin5u— 34sin3u -}- 2sinu . - 34sin6«— 26sin4w + 5sin2i/ 

' = " + esinu + e - 2 - + c ? + e 4 i73 + e5 ^T-^ + e ttST1 ' 

+
f . , sinîu . ,3sin3«—sinu . , 3sin4w —sin2u . . 53sin5u — 3<sin3i/ -4- 2sinu . r 3*sin6«— 2nsin4u-f-5sin2u 

e sinu + e» \- « ï T e 4 b h e • s—— h e T ? \ 1 •» 23 2.3 ' a ' .3 24.3.5 

sinu , , sionu 5 3sin3a — sinu , « 2 S ' n 4" — sin2u 
2 i7.3 

+ e ~~tf ~re 2* ' 

sin2u , sin3« — sinu , , sin5u — ûwzu . , 2asinu — 33sin3« + 5'sin5w , c ^sin-iu — 2ssm^u -\- 33sin6« 
— + c ? h < * 2' + e 2 T I *"' 2^3 

_ ï . . sio2u , , sin3u —- sinu , ,• sin4« —• sin2u 
E's in2*=< + * * ~ + e 21 "*" ? 

5sin2« 
+ 2" > 

sin3u , 3sin4«—3sin2« . s 3.5sin5u—2.3asin3u-4-3smu (. sin2u — 2'sin4» - j - 3sin6u 

^ « « a l + e ITT + c 4 7 1 + e 2^3 + e ? 
3 1 c sin3u . ,; 3sin4« — 3sin2u 

24 1 5 

E* 

, , sin4u , . 2sin5« — 2sin3u . ,. 3sin6u — 2*sin4« -f- ûmn 

2 J 1 6sin4« 
+ é ,5 ' 

_5sin54 5sin5i/ , B5sin6u— 5sin4« 

_,.. sin60 . K sinfi// 

= «+(^2e— i - f JLe5)sirm+(fe* — ̂ e 4 + ^ e 6 ) s i n 2 a + ( j |e 3—||e s )s in3K+(^-e4— ||isG Jsi t i4«+^i l e5sin5u+-^e 0sin6/ / . 
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L'équation du centre u —il se déduira de la série précédente. 
L'anomalie vraie et l'anomalie excentrique sont ici comptées de 

l'apside inférieure j on les comptera de l'aphélie en changeant dans 
les formules « et 0 en u -\- 200", 6 - j - -200°, ou encore en écrivant 
- e à la place de e. 

Il s'agit actuellement de rapporter la position de la planète à 
l'écliptique, ou de déterminer sa longitude, sa latitude et la pro
jection de son rayon vecteur sur ce plan ; ces trois coordonnées 
fixent le lieu héliocentrique de l'astre. 

Soient TJ/, tp ces derniers angles; i, l'inclinaison très-petite de 
l'orbite; h la longitude du nœud, comptée, comme q>, depuis la 
droite menée du centre du soleil vers le premier point d ' A r i e s ; 
soit enfin t la longitude du périhélie, comptée depuis la ligne des 

-nœuds, en sorte que a - j - h .soit Y argument de la latitude. 

Détermination de la longitude. L'angle a-\-h a pour p r o 
jection <p — h, et l'on peut imaginer un triangle sphérique 
rectangle ayant pour hypothénuse l'arc &-\-k, et pour côtés de 
l'angle droit ç— h l'iifo l'angle opposé à la latitude \J/ sera l'incli
naison / ; on aura donc 

En comparant cette équation à celle-ci tang-j-«>= y • — ' tang^tf, 

on pourra développer <p par i et u : il suffit en effet de prendre la 
série déjà trouvée 

et d'y remplacer <p par %{q> — h) ; 6 par a(« — h); y 

par COSI, ou, ce qui revient au même, 

On trouve ainsi, 



Détermination de la latitude. Le triangle sphériquc rectangle 
considéré, donne 

remplaçant tangif-, sin(0—h), par leurs valeurs en exponentielles 
imaginaires, il vient 

ou 

d'où 

En prenant les logarithmes de part et d'autre, divisant par 
3 V— i , on déduira de là 

ou, en développant, 



remettant maintenant pour les exponentielles imaginaires leurs va
leurs en sinus, il vient enfin 

Détermination de la projection du rayon vecteur. La pro
jection ;•' du rayon vecteur r a pour valeur rcost^; et comme 

Les trois séries précédentes détermineront, à chaque instant, la 
position de la planète. 

Détermination des trois coordonnées géocenlriques. Con
naissant la projection iJ du rayon vecteur ainsi que <p et 4>, la lon
gitude et la latitude héliocentriques, il s'agit maintenant de trou
ver les trois coordonnées r , , <p' et 4 / 5 c'est-à-dire la projection du 
rayon vecteur de la planète, ligne ayant son origine au centre de la 
terre, la longitude et la latitude géocentriques. 

Or, si l'on a recours à une figure, on trouvera aisément les for
mules suivantes : 

•y est la commutation, ou l'angle formé par la droite qui unit le 
centre de la terre et du soleil avec la projection r ' ; >i est Vëlon-



gationy, ou l'angle que la projection r, forme avec cette même droite 
unissant le soleil et la terre j on désigne ici par Q la longitude du 
soleil vue de la terre. 

-Les angles y, * qui entrent dans ces valeurs sont déterminés par 
ces équations 

'représentant la distance du soleil à la terre. 
La deuxième formule est rendue propre au calcul logarithmique, 

si l'on pose car elle devient 
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