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THÈSES 



PROGRAMME 
DE LA 

THÈSE 

DE MECANIQUE. 

Attraction et figure des planètes. 

Expressions générales des composantes suivant trois axes rec­
tangulaires de l'attraction d'un corps sur un point quelconque. Elles 
sont les différentielles partielles de la fonction qui exprime la 
somme des molécules du corps divisée par leurs distances au point 
attiré. Équation aux différentielles partielles à laquelle satisfait 
cette fonction. On en déduit très simplement l'attraction d'une 
sphère ou d'une couche sphérique, que le point attiré soit intérieur 
ou extérieur. Dans le nombre infini de lois qui rendent l'attraction 
très petite à de grandes distances, celle de la nature est la seule 
pour laquelle une sphère agit sur un point extérieur comme si 
elle était concentrée à son centre; c'est aussi la seule qui rend 
nulle l'attraction d'une couche sur un point intérieur. 

Attraction d'un ellipsoïde homogène. Si le point attiré est dans 
l'intérieur d'une couche terminée par deux surfaces elliptiques et 

I.. 



semblables, l'attraction est nulle. L'attraction exercée par un el­
lipsoïde sur un point de sa propre masse, se réduit à celle d'un 
ellipsoïde terminé par une surface semblable à la sienne et passant 
par le point attiré. Les composantes de l'attraction d'un ellipsoïde 
sur un point intérieur sont proportionnelles à la distance du point 
attiré au plan principal qui est perpendiculaire à la direction de la 
composante. 

Si le point attiré est intérieur, on peut intégrer deux fois les ex­
pressions des composantes de l'attraction lorsque l'ellipsoïde est 
quelconque. Lorsqu'il est de révolution, on peut intégrer com­
plétement en logarithmes ou en arcs - tangentes, suivant que 
l'ellipsoïde est allongé ou aplati. Si le point attiré est extérieur 
à l'ellipsoïde, le problème devient très compliqué, mais on peut 
éluder la difficulté au moyen du beau théorème de M. Ivory. 

Développement en séries de la fonction V d'où dépendent les 
attractions des sphéroïdes. Examen du cas où le sphéroïde diffère 
peu d'une sphère. Équation fondamentale en V qui a lieu à sa sur­
face. On en déduit très simplement l'attraction sur un point exté­
rieur ou intérieur, lorsque le rayon du sphéroïde se trouve déve­
loppé sous une forme particulière très importante dans la théorie 
de la figure des planètes. 

En désignant par Y! et Z'' deux fonctions de cette forme, on a 

f I Y'Z" du. dts- = o , à moins que i= i'. 

Ce théorème général et d'une application continuelle permet de 
simplifier l'expression du rayon du sphéroïde et son attraction 
quand on fixe l'origine des coordonnées à son centre de gravité. 

Conditions pour qu'an point situé au dedans d'une couche soit 
également attiré. 

Extension des formules au cas où le sphéroïde est hétérogène. 

Examen du cas où le sphéroïde est quelconque. Forme générale 
de la quantité désignée par Y'. 



Intégration de fX'TJdiAcfos. 

Figure d'une masse fluide homogène douée d'un mouvement de 
rotation uniforme. 

On peut démontrer qu'un ellipsoïde à trois axes inégaux satisfait 
à l'équilibre. Deux de ses axes étant pris à volonté, on peut trouver 
le troisième ainsi que la vitesse de rotation; mais, en outre, il y a 
deux ellipsoïdes de révolution qui satisfont à l'équilibre. 

Relation entre la pesanteur et la latitude. 

Lorsque la vitesse de rotation ne dépasse pas une certaine limite, 
il n'y a que deux ellipsoïdes de révolution qui satisfassent à l'équi-
libre; si la vitesse dépasse celte limite, aucune figure elliptique 
n'y satisfait; mais la masse peut se modifier de manière à rendre la 
vitesse plus petite, et elle se fixe à la longue à une figure ellip­
tique permanente qui est unique et dépend des forces primitive­
ment imprimées à la masse fluide. 

Figure d'un sphéroïde peu différent d'une sphère et recouvert 
d'une couche fluide en équilibre. 

Équation générale de l'équilibre. Expressions du rayon de la sur­
face du sphéroïde, et de la pesanteur lorsque la couche fluide et 
le sphéroïde sont homogènes. Si les forces étrangères sont milles, le 

5 
sphéroïde est un ellipsoïde de révolution dont l'ellipticité est - du 

rapport de la force centrifuge à la pesanteur; la diminution du rayon 
de l'équateur au pôle est proportionnelle au carré du sinus de la 
latitude, et l'accroissement de la pesanteur suit la même loi. 

Laplace avait démontré directement, sans recourir aux séries, 
que la figure elliptique est la seule qui convienne à l'équilibre; 
mais sa démonstration est incomplète, comme l'a reconnu M. Liou-
ville qui a substitué une autre démonstration; mais comme elle est 
un peu compliquée, il vaut mieux se servir de celle que M. Poisson 
a donnée de la même proposition, parce qu'elle a l'avantage de se 
rapprocher de la méthode de Laplace. 



Examen du cas où le sphéroïde contient un noyau solide de 
densité différente de celle de la couche fluide. 

Équation générale de l'équilibre des couches fluides de densités 
variables qui recouvrent un sphéroïde. 

Si le sphéroïde est entièrement fluide, et n'est point sollicité par 

des forces étrangères, sa figure est celle d'un ellipsoïde de révolu­

tion; les limites de l'aplatissement sont j et - du rapport de la 

force centrifuge à la pesanteur. 

Le fluide se dispose toujours à la surface du sphéroïde de manière 
que le centre de gravité des couches de niveau coïncide avec celui 
du sphéroïde. 

Conditions pour que le sphéroïde tourne autour d'un de ses trois 
axes principaux. 

Rapports très simples de la pesanteur, de la longueur du pen­
dule et des degrés du méridien à l'expression du rayon du 
sphéroïde. 

Si le sphéroïde n'est sollicité par aucune force étrangère et 
formé de couches elliptiques ayant leurs centres au centre de gra­
vité du sphéroïde, les variations des rayons, de la pesanteur et des 
degrés du méridien sont proportionnelles au carré du sinus de la 
latitude. La variation totale de la longueur du pendule de l'équa-
teur au pôle, divisée par sa longueur à l'équateur, est autant au-
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dessus ou au-dessous de -, du rapport de la force centrifuge à la pe­
santeur que l'ellipticité est au-dessous ou au-dessus de la même 
quantité. 

Expression de l'attraction des sphéroïdes elliptiques sur un point 
extérieur; l'attraction exercée sur les points du parallèle dont le 

carré du sinus de la latitude est r , est la même que celle qui serait 

exercée par une sphère de même masse que la Terre et passant par 
ce parallèle. 



Expression de la pesanteur à la surface des sphéroïdes homo­
gènes quelle que soit la loi de l'attraction. Elle est proportionnelle 
au carré du sinus de la latitude; elle est partout la même quand 
l'attraction est proportionnelle au cube de la distance. 

Les théories précédentes supposent la possibilité de développer 
sous une forme particulière toute fonction de deux variables Q et 4 , 
9 étant compris entre o et m et ^ entre o et ITT. 

Démonstration de cette importante proposition par M. Poisson. 

Différentes formes à donner à la fonction V suivant que le point 
attiré est extérieur, ou qu'il est au dedans d'une couche, ou qu'il 
fait partie du sphéroïde de telle sorte que la sphère décrite avec le 
rayon vecteur de ce point soit entièrement comprise dans le sphé­
roïde, ou enfin que cette sphère coupe le sphéroïde. 

On en déduit aisément la formule fondamentale 

qui devient égale à — ^qr* lorsque le point attiré est intérieur au 
sphéroïde. 

Développements de la valeur de V en séries pour les cas où le 
point attiré est intérieur ou extérieur à un sphéroïde peu différent 
d'une sphère. 

Prouver que ces formules conviennent encore au cas où le point 
est voisin de la surface. 

Déduire de ces formules générales la formule fondamentale 

qui sert de base à la théorie des sphéroïdes de Laplace. 

La différence d'action d'une couche sur deux points situés sur un 



même rayon, l'un à l'intérieur et l'autre à l'extérieur, est propor­
tionnelle à l'épaisseur de la couche. 

Expressions de V relatives à un sphéroïde hétérogène. 
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THÈSE 

D'ASTRONOMIE. 

Théorie des perturbations des mouvements planétaires. 

I. Si les planètes étaient uniquement soumises à l'action du 
Soleil, les lois de leur mouvement seraient très simples; mais en 
vertu de leurs actions réciproques, ces lois éprouvent des modi­
fications connues sous le nom d''inégalités. On en distingue deux 
espèces : les unes sont périodiques, c'est-à-dire qu'elles reprennent 
les mêmes valeurs quand les planètes reviennent à la même posi­
tion ; les autres sont encore périodiques, mais leurs périodes sont 
incomparablement plus grandes; voilà pourquoi on les appelle 
séculaires; comme elles croissent avec beaucoup de lenteur, on 
peut les regarder comme proportionnelles au temps pendant un 
grand nombre de siècles. Elles affectent les excentricités, les incli­
naisons, les longitudes des nœuds et des périhélies des orbites. 
Quant aux moyens mouvements et aux grands axes, ils restent 
constants, abstraction faite des inégalités périodiques. 

Pour les développer, je prends les équations du mouvement 
d'une planète sollicitée par le Soleil et par les autres planètes : 

R étant égal à 



On déduit aisément de ces équations 

dR. étant la différentielle partielle de R par rapport à x, y et z, 
JY étant une fonction de t et d'une quantité a qui, étant multi­
pliée par da. et intégrée ensuite par rapport h cette variable, fera 
connaître la valeur complète de r, ordonnée suivant les puissances 
des niasses perturbatrices, lorsqu'on fera a = i , et rR' étant égal à 

(Q) 

(S) 

et pour déterminer l'angle décrit par la planète, on aura la for­
mule 

Quand on néglige les carrés et les produits des niasses pertur­
batrices, ces formules se simplifient; alors eTR et JYR' ne sont 
autre chose que les valeurs de R et rR' dans lesquelles les coor­
données sont relatives au mouvement elliptique; si l'on prend 
pour plan fixe celui de l'orbite de m à une époque donnée, z est 

de l'ordre des masses perturbatrices, z — doit donc être négligé; 

de plus, l'angle v ne diffère de sa projection que de quantités du 
deuxième ordre par rapport aux masses. 

En ayant égard à ces diverses circonstances, on trouve les trois 
formules 



(Z) 

elles feront connaître les perturbations du rayon vecteur, de la 
longitude et de la latitude de la planète. 

Au moyen de ces formules, la détermination de dV, JV, J\y est 
ramenée aux quadratures , puisque les quantités contenues sous les 
signes / sont des fonctions connues du temps; il faut remarquer 

que z est nul dans la valeur de R et -j-, puisqu'on a pris pour plan 

xy celui de la planète à une époque donnée. 

2. Ces perturbations, qui se présentent ici sous une forme finie , 
peuvent se développer en séries de sinus et de cosinus d'angles 
croissants proportionnellement au temps, en ayant égard au peu 
d'excentricité et d'inclinaison respective des orbites des planètes. 
En effet , si l'on pose 

on a l'équation 

Si Q — o, r² est fonction de e cos (nt+g—<sr), nt+i — <ar étant l'ano 
malie moyenne et e l'excentricité ; si l'on suppose donc 

on pourra encore conserver la même relation entre ra et u dans le 
cas du mouvement troublé; mais u devra être augmenté d'un terme 
dû aux forces perturbatrices que l'on trouvera au moyen de la for­
mule 

et il est à remarquer que dans les termes dépendants de Q on doit 
2 . . 



supposer u égal à e cos (nt+ «—<w)f si l'on néglige le carré de la 
force perturbatrice. 

En mettant pour <p' (u) et <p" (u), leurs valeurs approchées aux 
quantités de l'ordre e4, on sera conduit à l'équation différentielle du 
second ordre 

Quand on aura déduit de cette équation la valeur de £u on obtien­
dra cTr par la formule 

et ensuite JV au moyen de la formule (y) n° i, Quant à Js, il s'ob­
tiendra comme JY, au moyen des formules (x') et (y') dans les­
quelles on aurait remplacé 

3. Il s'agit donc de développer R, et pour simplifier, je suppose 
que l'on ne considère que deux planètes m et m', je prends le plan 
xy peu incliné aux orbites afin que z et z' soient très petites ; je 
fais en outre : 

« u " \ > V'> v>'• étant des quantités très petites. 
Si on les remplace ensuite par leurs valeurs elliptiques, les 

termes de R seront de la forme 



i et i' étant entiers, k une série dont le premier terme est de 
l'ordre i' — i, le deuxième de l'ordre i' — i + 2 , etc. , comme 
il est facile de le reconnaître d'après les formules du mouvement 
elliptique. De plus, si l'on rejette les termes supérieurs à l'ordre i'—i, 
l'expression de k sera composée de termes de la forme 

étant positifs et satisfaisant à l'équation 

Il est facile de s'assurer en outre que 

pourvu que « — <ar et s — 0 soient constants dans la différen­
tielle de k par rapport à e. Quant à dR, on l'obtiendra en faisant 
seulement varier nt dans R, et regardant comme constant n't d'où 
dépendent les coordonnées de m'. 

4. Le développement de R étant supposé connu, nous allons 
nous proposer de trouver JY, «Te et Ss en portant l'approximation 
jusqu'aux quantités de l'ordre des excentricités et des inclinaisons 
des orbites. 

Il suffit alors de remplacer dans le développement de R u par 
— e cos(nt + g — <ar) , u', par — e' cos (n't -\- i — <s/), v, par 
ie sin (nt -f- « — <ar) et v't par 2e' sin (n't -f- t' — <sr'-), et de né­
gliger les carrés et les produits de ces quantités, ainsi que de z 
et de z'. 

Cette valeur étant connue, rien n'est plus simple que de calculer 

2 fdR + r -r- qui entre dans l'équation en <ht. On intègre ensuite 



et l'on déduit la valeur de £r, puis celle de JV que je me dispense 
d'écrire pour abréger. 

Ces valeurs de J r et JV étant réunies aux valeurs elliptiques de 
r et de v, on aura les valeurs complètes du rayon vecteur et de la 
longitude. 

5. Pour que le mouvement soit complétement connu il ne reste 
plus qu'à trouver les perturbations du mouvement en latitude. 

Or, en ayant égard au degré de précision que nous cherchons 
ici, on a 

et 

et 

En prenant pour plan fixe celui de l'orbite primitive de m, dé­
signant par y la tangente de l'inclinaison de l'orbite de m', sur 
l'orbite primitive de m et I I , la longitude du nœud ascendant de la 
première de ces orbites sur la seconde; d'où l'on déduit aisément 
une équation différentielle en Su! que l'on intègre, et d'où résulte 
ensuite J\y. 

Pour avoir la latitude de m au-dessus d'un plan fixe peu in­
cliné à celui de son orbite primitive, je désigne par <p son incli­
naison sur ce plan fixe, et par 9 la longitude de son nœud; la 
quantité qu'il faut ajouter à dV est 

ou approximativement 

et par conséquent 



Les formules précédentes renferment la théorie complète du 
mouvement des planètes quand on borne les approximations aux 
premières puissances des excentricités et des inclinaisons. Si l'on 
voulait avoir égard aux quantités d'ordres supérieurs, on aurait de 
nouveaux termes dépendants de nouveaux arguments; de plus, 
on reproduirait les arguments d'où dépendent les approximations 
précédentes, mais avec des coefficients de plus en plus petits, 
puisqu'un terme qui apparaît pour la première fois, et se trouve 
de l'ordre r , n'est reproduit que parmi les quantités de l'ordre r+2, 
r + 4. Ainsi les termes qui sont de la forme 

dans «TE, Ss et Sv, et d'où dépendent les inégalités séculaires, ne 
se reproduiraient pas si l'on avait égard aux carrés et aux produits 
des excentricités et des inclinaisons; ils sont approchés jusqu'aux 
quantités du troisième ordre. 

Quant aux masses m", m'", etc., elles donneront des termes 
analogues à ceux que produit m', et qui s'ajouteront évidemment 
avec eux si l'on n'a égard qu'à la première puissance des masses 
perturbatrices. 

Enfin, les perturbations de m étant connues, celles de m' s'en 
déduiront aisément par un changement convenable des quantités 
qui se rapportent à m, dans celles qui se rapportent à m', et réci­
proquement. 

Inégalités séculaires. 

6. Il résulte des formules indiquées n05 5 et 6 que les forces per­

turbatrices introduisent dans les expressions de r, ^ e U letemps* 

hors des signes sinus et cosinus ; les termes qui en sont affectés 
croissant indéfiniment rendraient ces expressions fautives; mais ils 
proviennent du développement des constantes qui sont fonctions du 



temps, et l'on peut déterminer ces fonctions de manière à faire dis­
paraître les termes qui contiennent le temps explicitement. Ainsi, 

pour qu'ils disparaissent de l'expression de î et de —, qui contien­

nent les constantes a, n, ?, h et l, on trouve les conditions 

La première nous apprend que n ainsi que a est constant en vertu 

de l'équation n² = —. 

Les deux autres sont insuffisantes pour déterminer h, l et s. 
mais en vertu de l'équation 

on a 

et par conséquent e. est. constant. Quant aux variations de h et l, 
et par conséquent des périhélies et des excentricités qui en dépen­
dent, elles sont déterminées par les deux équations 

En appliquant la même méthode pour faire disparaître le temps 
qui se trouve explicitement dans l'expression de la latitude , on est 
conduit aux deux équations 



Ces équations font connaître les variations de p et de q, et par 
conséquent celles des inclinaisons et des longitudes des nœuds des 
orbites. 

7. L'équation — = o nous montre que les moyens mouve­

ments et les grands axes des orbites sont constants; mais cette équa­

tion n'est approchée qu'aux quantités du premier ordre, et il pour­

rait se faire que les termes des ordres supérieurs introduisissentdans 

v un terme de la forme kt², et alors, au lieu de l'équation pré­

cédente, on aurait -r- = 2k; et le moyen mouvement ne serait plus 

uniforme ; mais nous reviendrons plus tard sur les moyens mou­
vements, et nous démontrerons qu'ils sont uniformes, quelles que 
soient les excentricités et les inclinaisons des orbites, à moins qu'il 
n'existe un rapport presque commensurable entre les moyens mou­
vements des planètes. 

8. Reprenons les équations (1) et (2) et désignons par (01) la 
m'nC J r -, , . , m'nX) „ . , 

quantité = — et par |_oi J la quantité . Les quantités peu­

vent être déterminées fort simplement. 

Si l'on désigne de même par (02) [0,2] ce que deviennent ces 
quantités quand on y remplace ce qui est relatif à m' dans ce qui 
est relatif à m", et ainsi de suite; 

Si de plus on désigne par 

ce que deviennent 

quand on y remplace ce qui est relatif à m par ce qui est relatif 
à m' , on déduira des équations (1) et (2) le système d'équations 

On aurait des équations analogues pour h', l', etc. 
3 



9. four les intégrer nous ferons. 

En substituant ces valeurs dans le système des deux, équations pré­
cédentes , et supposant que le nombre des corps soit égal à i, nous 
obtiendrons i équations entre N, N', N" et g, qui, par l'élimina­
tion, donneront une équation en g du degré i. Soient g,g,, gu, etc., 
les diverses valeurs de g que l'on en tirera. 

Soient N , N, , N , , N , , les valeurs correspondantes de N, et dé­
signons de la même manière les différentes valeurs de N', N", etc. ; 
les intégrales des équations précédentes seront : 

h = N sin (gt + jS) + N, sin (gtt + 0.) + N9 sin (g.* + & ) -+- . . . . 

et de même pour h', h", etc. ; /3, /3„ jS,, $3 étant des constantes 
arbitraires. 

On aura des équations analogues pour les quantités l, l', l", etc., 
et comme pour chaque valeur de g il y a une des quantités N , N', 
N", qui reste arbitraire, il y aura 2i constantes arbitraires dans les zi 
équations que nous obtenons; elles seront donc les intégrales com­
plètes des équations précédentes. 

Quant aux constantes arbitraires, on pourra les déterminer d'après 
les valeurs des excentricités et des longitudes des périhélies données 
par l'observation à une certaine époque ; car les quantités h, h', 
h", etc., l, l', l", etc., qui en dépendent, sont aussi connues 
par les relations h = e sin <ar, l = e cos ts-. En effet, on déduit aisé­
ment du système des équations (A) 

d'où 



en fixant l'origine du temps au point pour lequel h, h'. . . l, l'. . . 
sont connus. 

/3 étant connu, on aura, au moyen d'une des e'quations précé­
dentes, l'indéterminée du système N, N', N" , etc. 

Quant aux autres arbitraires, elles se détermineront de la même 
manière. 

Les quantités h, h', etc., l, l', l", etc., une fois connues, les ex­
centricités et les longitudes des périhélies s'en déduiront aisé­
ment. 

10. Comme les résultats précédents sont fondés sur le peu 
d'excentricité des orbites, il importe de démontrer que ces excen­
tricités resteront très petites. En substituant pour h et l leurs va­
leurs dans l'expression de e², on verrait que e resterait constam­
ment plus petit que la somme des coefficients N + N, -f- N4-f- . . . 
si les racines g, g', etc., étaient toutes réelles et inégales ; dans le cas 
contraire, il y aurait dans l'expression de e% des exponentielles ou 
des arcs de cercle croissant indéfiniment avec le temps, et les or­
bites deviendraient fort excentriques; maison peut démontrer que 
ce dernier cas n'arrivera jamais, car on déduit du système des 
équations (A) 

d'où résulte que les excentricités sont toujours très petites et que la 
somme de leurs carrés multipliés par les masses et les racines car­
rées des grands axes est constante pourvu que les planètes circulent 
dans le même sens. En outre, les quantités h, h', h", etc., ne con­
tiennent ni exponentielles ni arcs de cercle. 

II. Les variations que subissent les excentricités et les longi­
tudes des périhélies étant peu sensibles, on peut les supposer pro­
portionnelles au temps pendant un grand intervalle, et il est utile 
pour la pratique de les avoir sous cette forme : c'est à quoi 
l'on parvient aisément au moyen des équations ( A ) , et l'on 

3.. 



trouve 

On aurait des expressions analogues pour ~?-, j - , etc. 

De l'équation tang <z«r=:y on déduit de même 

on aurait des valeurs semblables pour - ^ , -^-, etc. : on pourra en­

suite obtenir, au moyen des équations précédentes, les valeurs de 
d'e d*e , dms d'&r .. ,, . . , i_ . j -
-=-. -r,, e l c , -j-, -r—, etc. ; et ensuite l'excentricité e, au bout d un de dtif ' dt de ' ' ' 

temps quelconque devient 

Pour les planètes, il suffit, dans la comparaison des anciennes 
observations, d'avoir égard au carré du temps. 

12. Revenons maintenant aux équations (3) et (4) 

Si l'on a égard aux actions réciproques des corps m, m', m", on ob­
tient un système d'équations différentielles analogue au système (A) 
que je désigne par (C) et que je me dispense d'écrire parce qu'il ne 
diffère du précédent qu'en ce que h, l, h', l' sont remplacés par 
q,p, q', p' et [0, 1] par (0, 1), [1,0] par (1,0). 

On trouve donc en suivant la même marche : 



Mais ici l'une des racines de l'équation du degré i en g est nulle, 
parce que le système des équations (C) se trouve vérifié quand on 
y suppose p, p', p" égaux et constants, ainsi que q, q',q", etc. 

Les arbitraires se déterminent ici comme au n° 9 , et par l'analyse 
du n°10 

d'où l'on conclut que p, p', q, q' ne contiennent ni arcs de cercle 
ni exponentielles, et par conséquent l'équation en g a toutes ses 
racines réelles et inégales. 

Du système des équations (C) on déduit encore les deux inté­
grales 

P, q, P', q' e t a n t connus, on obtiendra les inclinaisons et les lon­
gitudes des nœuds des orbites par les formules 

et il résulte de la première que les inclinaisons des orbites resteront 
très petites ainsi que les excentricités si les corps m, m', m", circu­
lent dans le même sens. 

Ici l'on peut encore, pour les usages astronomiques, supposer les 
variations des inclinaisons et des longitudes des nœuds proportion­
nelles au temps; mais comme on rapporte les mouvements célestes 
au plan de l'orbite mobile de la Terre, on détermine ces variations 
relativement à l'écliplique. 

13. Les relations que nous avons trouvées entre les éléments des 
orbites supposent, ainsi que les équations (1), (2), (3) et (4) dont 
elles ont été déduites, les excentricités et les inclinaisons fort 
petites', mais on peut, en s'appuyant sur le principe des aires et le 
principe des forces vives, obtenir des relations plus générales , 
quelles que soient les excentricités et les inclinaisons. 



Ces relations sont 

relativement à q, q', etc. on aurait une e'quation analogue. 
Enfin l'application du principe des forces vives nous conduit à 

l'équation remarquable 

De ces équations il est facile de déduire celles qui se rapportent aux 
n o s ( 1 0 ) et (12) . 

Après avoir indiqué comment on parvient à déterminer les iné­
galités séculaires des éléments des orbites, nous pourrions nous 
arrêter ici, mais comme ces éléments peuvent être affectés d'inéga­
lités à très longues périodes qui dépendent des rapports des moyens 
mouvements qui se déterminent assez facilement par une autre 
méthode fondée sur la variation des paramètres, nous allons expo­
ser cette méthode. 

Lorsque l'on n'a égard qu'à l'action du Soleil sur les planètes, elles 
décrivent des ellipses dont cet astre occupe un des foyers; mais en 
vertu des petites forces provenant de leurs actions réciproques elles 
s'écartent un peu du mouvement elliptique. Néanmoins, on peut 
encore supposer qu'elles se meuvent sur des ellipses dont les élé­
ments sont variables; mais ces variations sont telles, que les équa­
tions finies du mouvement et leurs équations différentielles du 
premier ordre sont les mêmes que celles du mouvement non t rou­
blé. Quant à celles-ci, on peut les différentier en regardant seule­
ment comme variables les éléments des orbites et les différentielles 
du premier ordre des coordonnées, pourvu qu'au lieu de leurs 
différentielles du deuxième ordre, on ne substitue que la partie de 
leurs valeurs due aux forces perturbatrices. Ces résultats sont des 



conséquences du mouvement elliptique Ou se démontrent par des 
considérations purement analytiques. 

Cela posé, on déduit des équations du mouvement elliptique, 
les sept équations suivantes 

En différentiant les trois premières et remplaçant les quantités d'x, 
d²y, d²z par leurs valeurs dues aux forces perturbatrices 

on a trois équations différentielles qui servent à déterminer les va­
leurs variables de c, c', c", et par suite le paramètre de l'ellipse va­
riable , son inclinaison et la position du nœud , d'après les 
équations 

<p étant l'inclinaison de l'orbite sur le plan xy, 9 la longitude de 
son nœud. 

En opérant de la même manière sur les trois équations suivantes, 
on obtiendra trois équations qui serviront à déterminer les valeurs 
variables de ̂ , f \ f", et par conséquent, la longitude du périhélie 
et l'excentricité au moyen des équations 



quant à la dernière des équations ( p) , elle donne par la même 
méthode, 

Si l'on désigne par £ le moyen mouvement, on aura , en vertu de 
_ 3 _ 

la relation n = a 2 s/p , 

14. Nous avons fait connaître, n ° 3 , le moyen de développer 
R en série de sinus et cosinus de la forme 

A et K étant fonctions des éléments des orbites, il faut y rempla­
cer i'n't par i'fn'dt ou par i'Ç', et de même int par z'Çj mais si l'on 
néglige les carrés des masses perturbatrices , on devra supposer 
Ç = nt et Ç' = n't', on trouvera de la même manière en ayant seu­
lement égard au terme précédent de R, 

Ces résultats nous font voir que le grand axe et le moyen mou­
vement ne contiennent que des inégalités périodiques à moins 
que l'on n'ait i'n'—in = o, auquel cas les moyens mouvements 
seraient commensurables, ce qui n'a pas lieu dans le système pla­
nétaire. 

Cependant si les moyens mouvements approchaient beaucoup 
d'être commensurables, à cause de la petitesse du diviseur 
( i'n' — in)², il y aurait dans £ et £' des inégalités qui croissant 
avec beaucoup de lenteur, pourraient faire croire que les moyens 
mouvements des deux corps m et m' ne sont pas uniformes. C'est 



ce qui a lieu pour Jupiter et Saturne, pour lesquels deux fois le 
moyeu mouvement de Jupiter égale à peu près cinq fois celui de 

Saturne, en sorte que 5n' — 2n n'est pas égal à —.. 

La petitesse de ce diviseur rend très sensible le terme corres­
pondant de £, quoique du troisième ordre par rapport aux ex­
centricités et aux inclinaisons. 

Il existe entre les inégalités de ce genre que l'action de m' pro­
duit dans le moyen mouvement de m et celles qui sont produites 
par m dans le moyen mouvement de m', la relation très simple 

relation que l'on peut très simplement déduire de l'équation du 
principe des forces vives citée n° 13. 

Il en résulte que si les deux corps se meuvent dans le même 
sens, le moyen mouvement de l'un est accéléré et celui de l'autre 
retardé; et comme le rapport de cette accélération et de ce retar­
dement pour Jupiter et Saturne diffère peu de celui que la com­
paraison des observations anciennes aux modernes a fait connaître 
à Halley, il s'ensuit qu'il y a pour Jupiter et Saturne une inégalité 
d'une fort longue période et dépendante de leur action mutuelle. 

Les grandes inégalités dont nous venons de parler produisent 
des termes sensibles dépendants du carré des masses perturbatrices. 
Pour les obtenir, il n'y a qu'à augmenter dans les valeurs de Ç 
et £', nt et n't de leurs inégalités séculaires, et développer. 

15. Occupons-nous maintenant des variations des excentricités 
et des périhélies des orbites. Considérons pour cela les valeurs 
de df, df', df", dont nous avons indiqué plus haut la formation. 
En prenant pour coordonnées la projection du rayon vecteur sur 
le plan xy, l'angle qu'il fait avec l'axe des x, et enfin la lati­
tude de m au-dessus du plan xy, il sera facile d'exprimer df, 
dj', df, au moyen de ces coordonnées, et négligeant ensuite les 
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carrés et les produits des inclinaisons des orbites dans leurs ex­
pressions générales, on trouvera 

Il est à remarquer que si l'on prend pour plan fixe celui de l'or­
bite primitive de m, la longitude I du périhélie ne différera de 
la longitude de ce point rapportée au plan de l'orbite que par 
les quantités de l'ordre des carrés des forces perturbatrices mul­
tipliées par le carré de l'inclinaison respective des orbites; en 
sorte que si on la désigne par <ar, on aura 

D'un autre côté l'inclinaison de l'orbite sur le plan fixe étant 
alors de l'ordre des forces perturbatrices, c' et c" se trouvent 
du même ordre, et par conséquent aussi f", en vertu de l'é-

fc' fc" 
quation f" = - -—. Donc 

d'où résulte 

Ces équations détermineront la position du périhélie et l'excen­
tricité. 

Si dans les expressions de dj, dj', on substitue les valeurs de r, 
dr et r²dv, qui se rapportent au mouvement elliptique, on trou­
vera facilement 



On parviendrait encore à cette dernière formule au moyen de 

l'équation -r- = — - 7 - , en faisant attention que C = \//ACI{I—e"). 

16. Nous avons vu n° 14 que les variations du grand axe 
et du moyen mouvement ne contiennent que des inégalités pé­
riodiques. Il n'en est pas ainsi des variations des excentricités 
et des inclinaisons des orbites; leurs différentielles renferment des 
termes qui, s'ils étaient rigoureusement constants, produiraient, 
par l'intégration, des termes proportionnels au temps, qui ren­
draient à la longue les orbites fort excentriques et très incli­
nées; mais ces termes dépendent des éléments des orbites et 
varient très lentement. Il en résulte des inégalités considérables 
nommées inégalités séculaires. 

Pour les déterminer, reprenons l'expression de dj, qui devient 
après y avoir substitué les valeurs de r, dr et dv, relatives au 
mouvement elliptique, 

On peut développer cette expression ainsi que celle de df, et 
dans le développement négliger les carrés des excentricités et des 
inclinaisons, et conserver parmi les termes dépendants des excen­
tricités ceux qui sont constants. Si l'on pose alors 

il en résulte 

En prenant M pour unité et négligeant m, on trouvera, en sui-
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vant cette marche et en ayant égard aux notations du n ° 9 , 

(Y) et (X) désignant la somme des termes périodiques. 
Il est à remarquer que l'intégration de la partie périodique 

prise à part, fait connaître les inégalités périodiques des éléments, 
tandis que la partie non périodique donne les inégalités séculaires, 
et n'est autre chose que le système des équations n" 8. 

17. Nous avons vu n° 14 comment le rapport des moyens mou­
vements de Jupiter et de Saturne peut introduire des inégalités 
sensibles dans leurs moyens mouvements; la même cause en pro­
duit également de sensibles dans les excentricités et dans la posi­
tion des périhélies; on peut aisément les déterminer en partant de 
l'équation 

dans laquelle on négligera e². 
On prendra dans R le terme qui dépend du rapport des moyens 

mouvements ; on calculera les valeurs correspondantes de ~rj et de 

dR ; on les substituera dans l'équation précédente, et il en résul­
tera, dans la valeur de e, un terme qui contiendra en dénomina­
teur i'n' — in, et non le carré de cette quantité, comme cela arrive 
pour les moyens mouvements; cependant cette inégalité, qui affecte 
l'excentricité, pourra être plus considérable que celle qui corres­
pond an moyen mouvement, parce que l'exposant de e dans son 
coefficient est inférieur d'une unité. 

Cette inégalité une fois connue, on trouvera celle qui affecte le 
périhélie par la considération de l'équation 



On trouvera de même que le terme de cette inégalité ne contient 
que i'n' — in en dénominateur; mais que l'exposant de e est encore 
inférieur d'une unité. 

Ces inégalités sont liées à celles des moyens mouvements de la 
manière suivante. 

La variation de l'excentricité est 

Les variations correspondantes pour l'autre planète sont 

et dans ces dernières formules on peut facilement exprimer £' en 

fonction de £. 

18. Occupons-nous actuellement des variations des nœuds et des 
inclinaisons des orbites. Reprenons pour cela les équations 

En supposant que l'on ne considère que les actions de deux 
corps m et m', on peut facilement exprimer les seconds membres 
de ces équations en fonction de leurs coordonnées , puis en posant 

on détermine les inclinaisons et la position des nœuds au moyen 
des formules 



A l'aide de ces équations et des suivantes 

on peut trouver les valeurs de -£ et de •£ en fonction de x',y', z', 

x,y,z; alors si l'on suppose 

r étant égal à a, v à nt+B, r' à a', v' à rit -f- e\ 

Quand on néglige les carrés des excentricités et des inclinaisons 

des orbites, les valeurs de ~— et -~ se trouvent exprimées en sé­

ries de cosinus d'angles croissant proportionnellement au temps. 

Si dans ces séries on suppose i = — I, les termes correspon­

dants sont constants , tous les autres sont périodiques, en sorte 

que l'on obtient pour déterminer ces quantités, des équations qui 

se traitent comme celles du n° 16. 

19. Enfin, en partant des équations 

on pourra trouver les inégalités dépendantes du rapport presque 
commensurable des moyens mouvements. 

Si l'on pose p = tang<p sinô et ç = tang<p cosô, 
les inégalités de ces quantités seront 

Quant à celle de la latitude, elle s'en déduira par la formule 

Ces inégalités, bien qu'elles ne contiennent en diviseur que la 



première puissance de i'n'—in, peuvent être plus sensibles que celles 
qui affectent les moyens mouvements, parce que leurs coefficients 
sont d'un ordre inférieur par rapport aux inclinaisons. 

Quand on aura déterminé par les méthodes exposées précédem­
ment les éléments des orbites des planètes , on les substituera dans 
les expressions du rayon vecteur, de la longitude et de la latitude, et 
l'on obliendra ainsi les trois variables à l'aide desquelles les astro-
nomes fixent la position des corps célestes. 

20. Dans toutes les recherches précédentes, nous avons généra­
lement négligé les termes de l'ordre du carré des masses perturba­
trices. En ayant égard à ces quantités, M. Poisson est parvenu, à 
l'aide d'une savante analyse insérée dans le XVe Cahier du Journal 
de l'École Polytechnique, à démontrer plusieurs théorèmes très 
importants sur les moyens mouvements et la stabilité du système 
planétaire ; dans l'exposition de ces résultats nous admettons les va­
leurs des variations JY et JV du rayon vecteur, déduites, par 
M. Poisson, des formules du mouvement elliptique. 

21. Lagrange a le premier démontré l'invariabilité du moyen 
mouvement quand on fait abstraction des inégalités périodiques, 
quelles que soient les excentricités et les inclinaisons, quand on s'ar­
rête à la première puissance des masses perturbatrices , en faisant 
nsape de la formule 

comme nous l'avons exposé dans le n°14. 
Lorsqu'on veut déterminer les inégalités séculaires de ce moyen 

mouvement, dépendantes du carré des masses, on ne doit plus 
considérer an comme constant ; en effet, en vertu de l'équation 

on obtient 



et, par conséquent, 

et en considérant les termes dépendants d'un argument quelconque 
i'n't—int réduits à un seul, on reconnaît aisément qu'il en ré­
sulte dans X, une inégalité périodique dépendante de l'argument 
2i'n't — 2int. 

Il est donc inutile de faire varier an dans la recherche des inéga-
lités séculaires de £. 

22. Il faut donc rechercher seulement les termes non périodiques 
de l'ordre du carré des masses qui se trouvent dans dR, 

Ceux qui proviennent des coordonnées de la planète troublée, 
sont donnés par la formule 

Or, si l'on conçoit les quantités T-, -r- -v-, JV, JV et J\s, déve­

loppées en séries de cosinus et sinus des angles nt et n't, il est cer­

tain qu'il n'y aura de termes non périodiques dans J"R que ceux 

qui proviennent de la combinaison des termes dépendants du même, 

argument. 

Ainsi, en représentant par 

et 

les termes de -r- et eJY dépendants du même argument, on 

trouvera facilement, en ayant soin de différentier par rapport à 
t, tous les termes qui proviennent de cJV, et seulement le terme nt 

dans ceux qui proviennent de - 5 - , que le terme non périodique de 



flfcTR est 

un pareil terme donnerait dans Ç un terme proportionnel au carré 
du temps; mais la somme de tous ces termes non périodiques et en 
nombre infini est nulle. 

Les valeurs de JV, JV et cPs que nous avons indiquées contien­
nent le temps t hors des signes sinus et cosinus, on peut les faire 
disparaître en regardant les éléments de l'orbite comme variables ; 
mais alors le terme de R répondant à i et i' égaux à zéro, est 
une fonction de ces éléments; si on le différentie, on obtient des 
termes de l'ordre du carré des masses et indépendants de nt et n't 
mais cette différentielle est nulle, comme on le démontrera plus 
tard. Il est donc inutile de considérer cette partie de dK. 

23. Il est bon de remarquer pour la simplification du calcul des 
termes non périodiques de d<PR, que d'après la nature du déve­
loppement de R, ces termes seront de la forme 

en prenant pour plan xy celui de l'orbite de m à une époque 
donnée, A étant l'inclinaison de l'orbite de m' sur celle de m, Q la 
longitude du nœud de m' comptée sur le plan de l'orbite de m, 
avec la condition 

d'où résulte qu'aucun des termes non périodiques n'est de l'ordre 

zéro par rapport aux excentricités et aux inclinaisons, et enfin que 

ceux du deuxième ordre, auxquels nous bornerons l'approxima­

tion, contiennent tous pour facteur ee' sin (is- — <&'), et par con­

séquent •— dz doit être rejeté, puisqu'il contient A* comme facteur 

et ne produit pas de termes non périodiques du deuxième ordre; car 
il est encore à remarquer que tous les termes qui ont pour facteur 



une seule des quantités e, e', A disparaissent. Cela posé, voici la 
marche à suivre pour calculer les termes non périodiques conte-

. dl\ _ rfR p 

nus dans -^ J r + - t ) v . 

On prend le développement de R, en ayant seulement égard 
aux termes indépendants des excentricités, à ceux qui contiennent 
comme facteur e, e' et e'e. 

A l'aide de ce développement, on calcule facilement la valeur 

de ~r et la partie de JV qui provient des deux derniers termes de 

la formule (y) n° I, et en combinant entre eux les termes de ces 
deux développements qui dépendent du même argument, et don­
nent pour facteur ee' sin [<ur — ••z*'), on obtient la partie non pé­
riodique de dJR. 

Pour avoir celle qui dépend de JV, remarquons qu'en vertu du 
premier terme de la formule (y) que nous venons de citer, on a 

Le dernier terme étant une différentielle complète, ne donne pas 

de terme périodique et doit être rejeté; enfin en ajoutant à l'ex­

pression précédente -^ JY, on obtient 

Le développement de JY est connu; on calcule celui de sou 
coefficient, et l'on combine comme précédemment les termes de 
ces deux développements; les termes non périodiques que l'on 
trouve sont ajoutés avec ceux que l'on connaît déjà; ou a ainsi 

d'J'ïi — an" n'(h m*eë sin (<sr' — <ra-) SU1', 

U' étant une fonction assez compliquée des coefficients de R ,. qui 



se réduit à zéro quand on y remplace les coefficients de termes 
en e et en ee' dans l'expression de R par leurs valeurs en fonc­
tion de ceux des termes en e' et des termes indépendants de e. 

Ainsi les variations des coordonnées de la planète troublée 
n'introduisent pas le terme non périodique de l'ordre du carré 
des masses; un calcul semblable ferait voir qu'il en est de même 
de celles de la planète perturbatrice. 

24. Mais nous allons démontrer que si les variations de la 
planète troublée ne donnent pas de termes non périodiques, 
celles de la planète perturbatrice n'en donneront pas non plus, 
en ayant égard à toutes les puissances des excentricités et des 
inclinaisons; comme les premières contiennent le facteur m'² et 
les autres mm', cela revient à démontrer que s'il n'y a pas de 
termes contenant m'², il n'y en aura pas non plus qui contien­
nent mm'. 

On y parvient au moyen du principe des forces vives, que 

l'on peut écrire ainsi : 

Cette équation doit subsister en ayant seulement égard aux 
termes non périodiques; si d'R et d"R' en contiennent, ils se­
ront de la forme 

et le premier membre se réduit, en négligeant les termes du qua­
trième ordre par rapport aux masses, à 

La partie non périodique d e - , réduite en série des cosinus mul-
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tiples de nt + s — <sr étant - , il est visible qu'en vertu de l'équa­

tion 

le premier terme du deuxième membre disparaît ; il en est de 
même du deuxième, comme étant du cinquième ordre par rap­
port aux masses. 

Quant à 

elle ne donne de termes non périodiques qu'en ayant égard 
aux variations des coordonnées; par conséquent les termes de 
cette espèce contenus dans le troisième terme sont de la forme 

Enfin le radical du quatrième terme contient des termes non 
périodiques provenant, les uns des valeurs elliptiques des coor­
données, et les autres de leurs variations, en sorte que l'on peut 
les représenter ainsi : 

On a donc l'équation 

Q, Q', S, S', L, sont les fonctions des éléments des orbites. En dif-
férentiant cette équation, et négligeant les termes du quatrième 
ordre, il vient 

Or on peut prouver que dL = o ; il suffit pour cela de démontrer 
que le premier terme de R, qui est 



ne renferme pas de termes non périodiques quand on y substitue 
les valeurs elliptiques des coordonnées, savoir : 

et c'est ce qui résulte de la forme que prend cette expression. Ainsi 
le radical du quatrième terme renferme donc les mêmes termes 
non périodiques que R, quand on a seulement égard aux coordon­
nées du mouvement elliptique ; mais la différentielle de cette partie 
est nulle pour R. Donc 

Le théorème que nous avions en vue se trouve donc démontré, 
et peut être étendu de la même manière à un nombre quelconque 
de planètes. 

Enfin, il est bon d'observer que d'R ne peut contenir aucun 
terme non périodique indépendant de m provenant des variations 
de deux planètes perturbatrices m' et m", et contenant m'm" comme 
facteur; car un pareil terme serait dû aux variations des coordon­
nées des deux planètes provenant de leur action réciproque : cette 
partie étant indépendante du moyen mouvement nt ne saurait le 
faire disparaître ; il faudrait donc considérer la partie de R qui en 
est indépendante, et alors la différentielle d'R serait nulle, puis­
qu'on la prend par rapport à nt. 

25. Il résulte de ce qui précède que le moyen mouvement ne 
contient aucune inégalité séculaire de l'ordre du carré des masses 
et du second ordre par rapport aux excentricités et aux inclinai­
sons, et comme ces quantités, si elles existent, sont d'un ordre pair, 
elles sonc au moins du quatrième ordre; mais nous allons démon­
trer que quelque loin que l'on pousse l'approximation par rapport 
aux excentricités et nux inclinaisons, les variations dès coordonnées 
de la planète troublée n'introduisent aucune inégalité séculaire, et 



cela aura lieu également pour les variations des coordonnées des 
planètes perturbatrices. 

D'abord la variation du moyen mouvement ne saurait en intro­
duire. En effet, on a 

Dans cette formule an est constant. 

d'où 

Au moyen de cette formule on démontre aisément que les termes 
non périodiques qui résultent d'un argument quelconque i'n't — ïnt 
sont nuls, soit que l'on suppose tous les termes de R qui en dépen­
dent réduits à un seul et de la forme A cos (i'n't — int+k), ou 
qu'ils ne soient pas réduits à un seul, et que l'on ait 

26. Voyons actuellement si £z, JY et JV introduisent des termes 
non périodiques. 

Considérons d'abord la variation £z, on a 

d'où 

en faisant pour abréger 



on peut développer P et Q en séries de sinus ou de cosinus d'arcs 
multiples du temps ; soit A cos (i'n't — int + k) un terme de P dé­
pendant de l'argument i'n't — int ; soit B cos(i'n't — int + 72) le 
terme correspondant de Q, la valeur précédente de <̂ R devient 

Pour avoir d'J'R. il faut différentier par rapport à tous les termes 

qui proviennent de £z et seulement les termes en nt qui provien­

nent de -r- ; ainsi, sous le signe / tous les termes doivent être con­

sidérés comme variables; au dehors, au contraire, il n'y aura que 

— int; en ayant égard à cette observation on trouve que r/'cTR ne 

contient pas de termes non périodiques. 

Si l'on substitue les valeurs de JYet JV dans cPR = -y- JV -f- '-p- JV, 
ar dv 

on trouvera plusieurs parties semblables à la valeur de j - S~z, et sur 

lesquelles on pourra répéter tout ce que nous venons de dire. 
Nous ne parlons pas des termes dépendants de J"Ç; car nous 

avons vu qu'ils n'introduisent pas de termes non périodiques dans 
le moyen mouvement. 

Si les quantités P et Q étaient constantes, on aurait 

Ces termes disparaîtraient de VJ'Qdt — QJ'Fdt, et par consé­
quent de cTR qui se compose de plusieurs parties semblables; or 
les termes Pt et Qt proviennent des inégalités séculaires des élé­
ments de la planète ; donc la partie de R qui se réduit à une fonction 
des éléments elliptiques ne varie pas quand on augmente chacun 
des éléments de la planète m de son inégalité séculaire. 

Nous avons démontré que le moyen mouvement ne peut conte-



nir d'inégalités séculaires provenant de la variation de an , que la 
variation d'R provenant de e?Ç, et de JY, Sv et £z n'en introduit pas 
davantage, et qu'il en est de même des variations des coordonnées 
des planètes perturbatrices; le moyen mouvement est donc uni­
forme , abstraction faite des inégalités périodiques, et le grand axe 

qui est déterminé par l'équation - = -fd'R est constant. 

27. Nous avons vu, numéros 10 et 12, que les excentricités et 
les inclinaisons, en ayant égard à leurs inégalités séculaires du pre­
mier ordre par rapport aux masses, restent toujours très petites ; 
M. Poisson a démontré que le même théorème est encore vrai eu 
égard aux inégalités séculaires de l'ordre du carré des masses. 

Il s'est servi pour cela du principe des aires, que l'on peut expri­
mer par la formule 

En désignant par x et x' les inclinaisons du plan de l'orbite de m 
et m'sur le plan xy, et posant 

il vient 

Il est aisé de voir que le premier terme du second membre ne 
contient pas de termes non périodiques d'un ordre inférieur par 
rapport aux masses; il est donc constant, si l'on néglige les termes 
du quatrième ordre ; de même si l'on substitue les valeurs varia­
bles des éléments dans le premier membre, il n'en résultera pas de 
termes non périodiques d'un ordre inférieur au troisième, et ces 
termes seront donc encore constants, et par conséquent on aura 



entre les inégalités séculaires de e , e ' , a, et', l'équation 

Cette équation est exacte jusqu'aux quantités du quatrième ordre 
par rapport aux masses ; si on borne l'approximation aux quan­
tités du troisième ordre, on peut regarder aa'nn' comme constants 
et par conséquent on a 

Relativement au plan des yz et des xz on aurait des équations 
analogues, et la combinaison de ces trois équations conduit à la 
relation 

<T désignant l'inclinaison respective du plan des orbites. 

Si les excentricités sont très petites à une époque donnée, ainsi 
que les inclinaisons, la constante k sera très petite, et par suite les 
excentricités et l'inclinaison resteront très petites; en effet, si les 
planètes ne circulent pas dans le même sens, on pourra toujours re­
garder n et n' comme positifs, pourvu que S soit alors compris 
entre 100 et 200°; quand ils circuleront dans le même sens, S sera 
< 100° . 

Si donc à une époque donnée les planètes circulent dans le même 
sens et dans des orbites peu inclinés, cP est < 100°. Pour qu'il puisse 
devenir plus grand, il faudrait auparavant que sin S1 devint presque 
égal à l 'unité; mais alors le dernier terme ne serait plus très petit: 
£ ne peut donc pas même atteindre un angle droit ; les termes du 
premier membre resteront donc toujours positifs; d'où résulte que 
e, e' et cf resteront toujours très petits. Cette démonstration étant 



applicable à un nombre quelconque de planètes circulant dans le 
même sens, il en faut conclure qu'en ayant même égard aux inéga­
lités séculaires de l'ordre du carré des masses, les excentricités et 
les inclinaisons resteront très petites. 
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