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PROGRAMME

DE LA

THESE

DE MECANIQUE.

Attraction et figure des planétes.

Expressions générales des composantes suivant trois axes rec-
tangulaires de I'attraction d’un corps sur un point quelconque. Elles
sont les différentielles partielles de la fonction qui exprime la
somme des molécules du corps divisée par leurs distances au poiut
attiré. Equation aux différentielles partielles & laquelle satisfait
cette fonction. On en déduit trés simplement lattraction d’une
sphére ou d’'une couche sphérique, que le point attiré soit intérieur
ou extérieur. Dans le nombre infini de lois qui rendent Fattraction
tres petite a2 de grandes distances, celle de la nature est la seule
pour laquelle une sphére agit sur un point extérieur comme si
elle était concentrée a son centre; c'est aussi la seule qui rend
nulle I'attraction d'une couche sur un point intérieur.

Attraction d'un ellipsoide homogene. Si le point attiré est dans
I'intérieur d’une couche terminée par deux surfaces elliptiques et
I..
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semblables, P'attraction est nulle. I attraction exercée par un el
lipsoide sur un point de sa propre masse, se réduit 2 celle d’'un
ellipsoide terminé par une surfage semblable a la sienne et passant
par le point attiré. Les c0mpos:§es de l'attraction d'un ellipsoide
sur un point intérieur sont proportionnelles a la distance du point
attiré au plan principal qui est perpendiculaire a la direction de la
composante.

Si le point attiré est intérieur , on peut intégrer deux fois les ex-
pressions des composantes de l'attraction lorsque I'ellipsoide est
quelconque. Lorsqu’il est de révolution, on peut intégrer com-
plétement en logarithmes ou en arcs-tangentes, suivant que
ellipsoide est allongé ou aplati. Si le point attiré est extérienr
a Pellipsoide, le probléme devient trés compliqué, mais on peut
éluder la difficulté au moyen du beau théoréme de M. Ivory.

Développement en séries de la fonction V d’ot dépendent les
attractions des sphéroides. Examen du cas ou le sphéroide différe
peu d’une sphere. Equation fondamentale en V qui a lieu  sa sur-
face. On en déduit trés simplement l'attraction sur un point exté-
rieur ou intérieur, lorsque le rayon du sphéroide se trouve déve-
loppé sous uve forme particuliere trés importante dans la théorie
de la figure des planetes.

En désignant par Y'et Z¥ deux foactions de cette forme, on a
f‘ ;MY" Z du dwr ==0, & moins que i=1'.

-_—1

Ce théoréme général et d’une application continuelle permet de
simplifier I'expression du rayon du sphéroide et son attraction
quand on fixel'origine des coordoanées a son centre de gravité.

" Conditions pour qu’un point situé au dedans d'une couche soit
également attiré.

Extension des formules au cas ot le sphéroide est hétérogene.

Examen du cas ot le sphéroide est quelconque. Forme geénérale
de la quantité désignée par Y'.
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Intégration de f'YZ'dudw.

Figure d’une masse fluide homogéne douée d’'un mouvement de
rotation uniforme.

On peut démontrer qu'un ellipsoide & trois axes inégaux satisfuit
a I'équilibre. Deus de ses axes €tant pris & volonté, on peut trouver
le troisiéme ainst que la vitesse de rotalion; mais, en outre, il y a
deux ellipsoides de révolution qui satisfont a F'équilibre.

Relation entre la pesanteur ct la latitude.

Lorsque la vitesse de rotation ne dépasse pas une certaive limite ,
il 'y a que deux ellipsoides de révolution qui satisfassent 4 I'équi-
kibre; si la vitesse dépasse celte limite, aucune figure elliptique
n'y satisfait; mais la masse peut se modifier de maniére a rendre la
vitesse plus petite, et elle se fixe 4 la longue & une figure ellip-
tique permanente qui est unique et dépend des forces primitive-
ment imprimées 3 la masse fluide.

Figure d'un sphéroide peu différent d'une sphere et recouvert
d’une couche fluide en équilibre.

Equation générale de Yéquilibre. Expressions du rayon de la sur-
face du sphéroide, et de la pesanteur lorsque la couche fluide et
le sphéroide sont homogénes. Si les forces étrangeres soni nulles, le
sphéroide est un ellipsoide de révolution dont Pellipticité est 7? du
rapport de )a force centrifuge a la pesanteur; ladiminution durayoun
de Péqualeur au pdle est proportionnelle au carré du sinus de la
latitude, et Yaccroissement de la pesanteur suit la méme loi.

Laplace avait démontré directement, sans recourir aux séries,
que la figure elliptique est la seule qui convienne a I'équilibre;
mais sa démonstration est incompleéte, comme l'a reconau M. Liou-
ville qui a substitué une autre démonstration ; mais comme elle est
un peu compliquée, il vaut mieux se servir de celle que M. Poisson
a donnée de la méme proposition, parce quelle a Vavantage de se
rapprocher de 1a méthode de Laplace.
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Examen du cas ou le sphéroide contient un noyau solide de
densité différente de celle de la couche fluide.
Equation genera]e de I'équilibre des couches fluides de densités
variables qui recouvrent un sphéroide.
Si le sphéroide est entierement fluide, et n’est point sollicité par
des forces étrangeres, sa figure est celle d’un ellipsoide de révolu-

tion; les limites de I'aplatissement sonté

i et é du rapport de la

force centrifuge i la pesanteur.

Le fluide se dispose toujours a la surface du sphéroide de maniére
que le centre de gravité des couches de niveau coincide avec celui
du sphéroide.

Conditions pour que le sphéroide tourne autour d’'un de ses trois
axes principaux.

Rapports trés simples de la pesaoteur, de la longueur du pen-
dule et des degrés du mérvidien a Vexpression du rayon du
sphéroide.

Si le sphéroide v’est sollicité par aucune force étrangere et
formé de couches ellipliques ayant leurs centres au centre de gra-
vité du sphéroide, les variations des rayons, de la pesanieur et des
degrés du méridien sont proportionnelles au carré du sinus de la
latitude. La variation totale de la longueur du pendule de I'équa--
teur au pole, divisée par sa longueur a I'équateur, est autant au-

£ R .
dessus ou au-dessous de 14’ du rapport de la force centrifuge & la pe-

santeur que Dellipticité est au-dessous ou au-dessus de la méme
quantité.

Expression de I'attraction des sphéroides elliptiques sur un point
extérieur; V'attraction exercée sur les points du parallele dont le

carré du sinus de la latitude est é , est la méme que celle qui serait

exercée par une sphere de méme masse que la Terre et passant par
ce parallele.
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Expression de la pesanteur a la surface des sphéroides homo-
génes quelle que soit la loi de Vattraction. Elle est proportionnelle
au carré du sinus de la latitude; elle est partout la méme quand
YVattraction est proportionnelle au cube de la distance.

Les théories précédentes supposent la possibilité de développer
sous une forme particuliere toute fonction de deux variables § et !,
§ étant compris entre o et 7 et entre o et 27r.

Démonstration de cette importanie proposition par M. Poisson.

Différentes formes a donner a la fonction V suivant que le point
attiré est extérieur, cu qu’il est au dedans d’une couche, ou qu'il
fait partie du sphéroide de telle sorte que la sphere décrite avec le
rayon vecteur de ce point soit entiérement comprise daus le sphé-
roide, ou enfin que cette sphére coupe le sphéraide.

On en déduit aisément la formule fondamentale

, 4V
&V sin0 1 AV

drd + “sin0 db + sin*0 d* =9

qui devient égale a ~— 4mgr? lorsque le poiut attiré est intérieur au
sphéroide.

Développements de la valeur de V en séries pour les cas ou le
point attiré est intérieur ou extérieur a un sphéroide peu différent
d’une sphere.

Prouver que ces formules conviennent encore au cas ou le point
est voisin de la surface.

Déduire de ces formules générales la formule fondamentale

owqa

e+

= 0,

qui sert de base & la théorie des sphéroides de Laplace.

La différence d’action d’'une couche sur deux points situés sur un
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méme rayon, I'un a l'intérieur et autre 2 I'extérieur, est propor-
tionnelle & Pépaisseur de la couche.

Expressions de V relatives & un sphéroide hétérogene.

Yu et approuvé par le doyen de la Faculté des Sciences,
13 septembre 1839,
Baron THENARD.
Permis d’imprimer,
Pour I'Inspecteur général des études, chargé de 'administration,
de "Académie de Paris, absent par congé,

PInspecteur de ’Académie délégué,

CAY X.
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THESE
D'ASTRONOMILE.

Théorie des perturbations des mouvements planétaires.

1. Si les planetes étaient uniquement soumises a Paction du
Soleil, les lois de leur mouvement seraient trés simples; mais en
vertu de leurs actions réciproques, ces lois éprouvent des modi-
fications connues sous le nom d’indgalités. On en distingue deux
especes: les unes sont périodiques, cest-a-dire qu’elles reprennent
les mémes valeurs quand les planétes reviennent a la méme posi-
tion; les autres sont encore périodigues, mais leurs périodes sont
incomparablement plus grandes; voila pourquoi on les appelle
séculaires ; comme elles croissent avec bheaucoup de lenteur, on
peut les regarder comme proportionnelles au temps pendant un
grand nombre de siecles. Elles affectent les excentricités, les incli-
naisons, les longitudes des nceuds et des périhélies des orbites.
Quant aux moyens mouvements et aux grands axes, ils restent
constants, ahstraction faite des inégalités périodiques.

Pour les développer, je prends les équations da mouvement
d’'une planéte sollicitée par le Soleil et par les autres planétes :

dtx dz
Hl_: +dx_“0’ dt“+ +d] o, dt’_1 +dz—"0’
R étant égal 2

7

n:

m/(ax’ 4~ yy' == 22') — . =+ etc.

[(# —x) + (' =y ) +(E —2)]°

2
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On déduit aisément de ces équations

dz*+dy*4-dz* 2w | g '
S % lafdR=o, Q)
di.rér urér

dar rs

+ 2 ffdR 4+ SR =0, (S)

dR étant la différentielle partielle de R par rapport &4 x, y et z,
d'r étant une fonction de ¢ et d’'une quantité « qui, étant multi-
pliée par de et intégrée ensuite par rapport a cetie variable, fera
connaitre la valeur comp]été de r, ordonnée suivant les puissances
des masses perturbatrices, lorsquon fera a=1, et rR’ étant égal a

dR 4R dR
et pour déterminer l'angle décrit par la planéte, on aura la for-
mule

__ d(drdr+-2rddr) 4 de* (3 JdR 4 2rdR’ - R°JY)
- ridv )

dd'v

(T}

Quand on néglige les carrés et les produits des masses pertur-
bhatrices , ces formules se simplifient; alors &R et /7R’ ne sont
autre chose que les valeurs de R et rR’ dans lesquelles les coor-
données sont relatives an mouvement elliptique; si 'on prend
pour plan fixe celui de Vorbite de iz 2 une époque donnée, z est

. dR - A ’ - ?
de Yordre des masses perturbatrices, 2z - doit dounc étre négligé;

de plus, V'angle v ne differe de sa projection que de quantités du
deuxieme ordre par rapport aux masses.

En ayant égard a ces diverses circonstances, on trouve les trois
formules

dR . .
a cosy fndirsinv <2fdl{ +r (_17>— asinvfndircosy (2/d1{ <+r Eii:

dr= Y —et ’ (X)
ard.dr4drér | 3a didR + 2% fnd i}i
a‘ndt + # I * s fndur dr

dv= Vl_—g 5 (Y)
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a cos vfndirsin vi—f — asinyfndircosv tg—?
wV 1—et ’
clles feront connaitre les perturbations du rayon vecteur, de la
longitude et de la latitude de la planéte.
Aumoyen de ces formules, la détermination de &'r, d'v, J's est

ramenée aux quadratures , puisque les quantités contenues sous les
signes { sont des fonclions connues du temps; il faut remarquer

ds—=

(Z)

. dR . s .
que z est nul dans la valeur de R et =, puisqu’on a pris pour plan
xy celui de la planéte a une époque donnée.
2. Ces perturbations, qui se présentent icisous une forme finie ,
peuvent se développer en séries de sinus et de cosinus d’angles
croissants proportionnellement au temps, en ayant égard au pen

d’'excentricité et d'inclinaison respective des orbites des planétes.
En effet , s1 'on pose

Q:'Zde+ 1'5-71‘{,

on a I’équation

81 Q=o0, restfonction de e cos {nt 4~e — @), nt+4-¢—a étant 'ano
malie moyenne et e Pexcentricité; si l'on suppose donc

ecos'nt+e—w)=u avec rr°=q¢ u),

on pourra encore conserver la méme relation entre r* et u dans le
cas du mouvement troublé; maisu devra étre augmenté d’'un terme
dt aux forces perturbatrices que l'on trouvera au moyen de la for-
mule
d-du 9" (1) y 2Q

A du—4 = [Qdug’ u)4-—~=o;

i nidu—4 o) SQdug’, ,+¢,(u) 0;

et il est 2 remarquer que dans les termes dépendants de Q on doit

2..
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supposer « égal a e cos (nt-} ¢ —a@), si 'on néglige le carré de la
force perturbatrice.

En mettant pour ¢’ («) et ¢" (), leurs valeurs approchées aux
quantités de 'ordre e, on sera conduita Péquation différentielle du
second ordre

d*du
de*

" om— il ¢ — 2w R
(XNo= 43 cos (2nt-4-2s — 2 )](2fdﬁ+rdr

— j-;f ndt {sin (nt=-¢—=)[14-ecos (”t+'_”)]<3fdﬁ+£‘g‘{)} ]

+»n=a*u—%[‘ + je—ecos(nite—=)

Quand on aura déduit de cette équation la valeur de &'z on obtien-
dra J'r par la formule

(Y" dr—=—adu [1 +?Z’ e~ 2e cos{nl ¢ ~—w) +5—3Ve° cos (2nt-- 2:¢ —-2zr)],

et ensuite dv an moyen de la formule () n° 1. Quant 4 J's, il sob-
tiendra comme d'r, au moyen des formules (x') et (') dans les-
quelles on aurait remplacé

. dR dR
2fdR4r—  par —.

3. 1l sagit donc de développer R, et pour simplifier, je suppose
que Yon ue considere que deux planttes m et 7/, je prends le plan
xy peuincliné aux orbites afin que z et 2’ soient trés petites; je
fals en outre:

x=rcosy, z'=r'cosv, re=a(tdu), r=di+uv)),
y=rsinv, y'=r'sin¢, o=nididv,, '=n't4-c4v,;

u,, u'y, v, ¢, étant des quantités trés petites.
Si on les remplace ensuite par leurs valeurs elliptiques, les
termes de R seront de la forme

m'keos (fn't — int - A),
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i et { étant entiers, 4 une série dont le premier terme est de
Pordre ! — i, le deuxiéme de l'ordre i/ — i 4 2, etc. , comme
il est facile de le reconnaitre d’apres les formules du mouvement
elliptique. Deplus, sil'on rejette les termes supérieurs & I'ordre i'—,
Vexpression de % sera composée de termes de la forme

He ge’g tangjgl €7)] tangg (3¢') cos ('t —int 4 V' —ie g 7 —g'w g "B g V),
g, 8'» 8", g" élant positifs et satisfaisant & 'équation
it : ' 0 mo__
!—l1—§F—§ —§ —§ —o

1l est facile de s’assurer en outre que

m_
& =2 qa
w® _
dv — de?

pourvu que ¢ — ar et ¢ — B soient constants dans la différen—
tielle de 4 par rapport 4 e. Quaut a dR, on Pobtiendra en faisant
seulement varier nt dans R, et regardant comme constant 7' d’ou
dépendent les coordonnées de m'.

4. Le développement de R étant supposé connu, nous allons
nous proposer de trouver J'r, d'v et d's en portant 'approximation
jusqu’aux quantités de U'ordre des excentricités et des inclinaisons
des orbites.

Il suffit alors de remplacer dans le développement de R « par
—ecos(nt4¢—@), u, par — e cos (#'t + ¢ —@'), v, par
2¢ sin (nt -4~ ¢ — 2z ) et o', par 2¢' sin (n't 4 ¢ — @', et de né-
gliger les carrés et les produits de ces quantités, ainsi que de z
et de z'.

Cette valeur étant connue, rien n’est plus simple que de calculer

2 fdR =}~ r %{ qui entre dans I'équation en du. On intégre ensuite
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et 'on déduit la valeur de d'r, puis celle de J'v que je me dispense
d’écrire pour abréger.
Ces valeurs de Jr et Jv étant réunies aux valeurs elliptiques de
r et de v, on aura les valenrs completes du rayon vecteur et de la
longitude.

5. Pour que le mouvement soit complétement connu il ne reste
plus qu’a trouver les perturbations du mouvement en latitude.
Or, en ayant égard au degré de précision que nous cherchons
ici,on a
s = — ad'/,

et
&’ o’ 1 dR
o t el - g =0
dR m'z m'z i .
z — —a,—3' — =B Cos iz,
et

z' = a'y sin (n't 4+ ¢ — II).

En prenant pour plan fixe celui de lorbite primitive de m, dé-
signant par 9 la tangente de linclinaison de lorbite de m', sur
Porbite primitive de m et IT, la longitude du nceud ascendant de la
premiere de ces orbites sur la secoude; d’ou 'on déduit aisément
une équation différentielle en Ju’ que P'on integre, et d'on résulte
ensuite J's.

Pour avoir la latitude de m au-dessus d’'un plan fixe peu in-
cliné a celui de son orbite primitive, je désigne par @ son incli-
naison sur ce plan fixe, et par 8 la longitude de son nceud; la
quantité qu’il faut ajouter a J'sest

tang @ sin( v’ —4f),
ou approximativement

tang @ sin(nt + ¢ — ),
et par conséquent

S = tang @ sin(nt =4~ ¢ — 9) -+ ds.
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Les formules précédentes renferment la theoric complite du
mouvement des planétes quand on borne les approximations aux
premiéres puissances des excentricités et des inclinaisons. Si I'on
voulait avoir égard aux quantités d’ordres supérieurs, on aurait de
nouveaux termes dépendants de nouveaux argumeunts; de plus.
on reproduirait les arguments d’ott dépendent les approximations
précédentes, mais avec des coefficients de plus en plus petits,
puisqu’un terme qui apparait pour la premiere fois, et sc trouve
delordre r, n'est reproduit que parmi les quantités de 'ordre r+2,
r 4+ 4. Ainsi les termes qui sont de la forme

sin

¢ (nt + ¢)

Cos

dans d¢, d's et J'v, et d’'out dépendent les inégalités séculaires, ne
se reproduiraient pas si I'on avait égard aux carrés et aux produits
des excentricités et des inclinaisons; ils sont applOCheS jusquaux
quantités du troisieme ordre.

Quant aux masses m”, m"”

, etc., elles donneront des termes
analogues a4 ceux que produit m’, et qui s'ajouteront évidemment
avec eux si Pon n’a égard qu’a la premieére puissance des masses
perturbatrices.

Enfin, les perturbations de m étant connues, celles de m' s'en
déduiront aisément par un changement convenable des quaatiiés
qui se rapportent a m, dans celles qui se rapportent a m’, et véci-
proquement.

Inégalités séculaires.

6. Il résulte des formules indiquées n®® 5 et 6 que les forces per~
. . . . dy
turbatrices introduisent dans les expressionsde r, —-ets letemps?

hors des signes sinus et cosinus; les termes qui en sont affectés
croissant indéfiniment rendraient ces expressions fautives ; maisils
proviennent du développement des coustantes qui sont fonctions du
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temps , et I'oh pent déterminer ces fonctions de maniere 4 faive dis-
paraitre les termes qui contiennent le temps explicitement. Ainsi,

. . . . 'l . .
pour qu’ils disparaissent de 'expression de ¢ et de :?zﬁ’ qui contien-

nent les constantes @, n, ¢, 2 et /, on trouve les conditions

dn .

@ =0

dh de m’n

5 — {3+~ (€ + ID) = o,

dl de mn’
La premiere nous apprend que 7 ainsi que @ est constant en vertu
de Péquation n* = ‘—:.3.

Les deux autres sont insuffisantes pour déterminer %, [ et ¢
mais en vertu de I'équation

nt 4+ ¢ = fndt,
on a
dn d: y o de
l:d—t--—t—i';-—O, d’'ou EZ-—O’

et par conséquent ¢ est constant. Quant aux variations de 7% et ¢/,
et par conséquent des peérihélies et des excentricités qui en dépen-
dent, elles sont déterminées par les deux équations

l
l

dh m’ .
7= — 5 UC+ID), ()

dl m'n
5= — (AC + #'D). (2)

En appliquant la méme méthode pour faire disparaitre le temps
qui se trouve explicitement dans I'expression de la latitude, on est.
conduit aux deux équations

’

4 m ’ ’, =
L= —""aaB (g — q), (3)

dt = 4
d m'n s ,
= 5 @ab(p —p) @
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Ces équations font connaitre les variations de p et de ¢, et par
conséquent celles des inclinaisons et des longitudes des nceuds des
orbites.

y . . dn
7. L’équation 5, = O nous montre que les moyens mouve-

ments etles grands axes des orbites sont constants; mais cette équa-
tion n'est approchée qu'aux quantités du premier ordre, et il pour-
rait se faire que les termes des ordres supérieurs introduisissentdans
¢ un terme de la forme Az*, et alors, au lieu de I'équation pré-

R .. dn .
cédente, on aurait — ==2k; etlemoyen mouvement ne serait plus

uniforme ; mais nous reviendrons plus tard sur les moyens mou-
vements, et nous démontrerons qu’ils sont uniformes, quelles que
solent les excentricités et les inclinaisons des orbites, & moins qu'il
n’existe un rapport presque commensurable entre les moyens mou-
vements des planctes.

8. Reprenons les équations (1) et (2) et désignons par (01) la
' ‘
quantité = — m—:C et par {o1] la quantité n—zgiD Ces quantités peu-
vent étre déterminées fort simplement.
Si Ton désigne de méme par (02) {0,2] ce que deviennent ces
quantités quand on y remplace ce qui est relatif a m' dans ce qui
est relatif am", et ainsi de suite;

Si de plus on désigne par
(10) [10] ... (12) (12]

(01) [0,]  (02) [0,2],
quand on y remplace ce qui est relatif a m par ce qui est relatif
am', on déduira des équations (1) et (2) le systeme d’équations

(A) ;—1?: [(0; I)+<O)2)+(O, 5)-}-} {— [o [Jl’__ [02] I [05] .
% :"[(01 )+(02)+(05)+ ]k.+.|:0 1 ]hl+(02)k"+(03)k’”+, ~

On aurait des équations analogues pour 7/, ', etc.

ce que deviennent
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9. Pour les intégrer nous ferons.
=TNsin (gt+ B), [=Ncos (gt B),
B = N'sin(gt~B), U=DNcos(gt+ B).
etc.
En substituant ces valeurs dans le systéme des deux équations pré-
cédentes, et supposant que le nombre des corps soit égal & i, nous
obtiendrons i équations entre N, N, N” et g, qui, par I'élimina-
tion, donneront une €quation en g du degré i. Soient g, g,, g., etc.,
les diverses valeurs de g que I'on’en tirera.
Soient N, N,, N,, Ny, les valeurs correspondantes de N, et dé-
signous de la méme maniére lés différentes valeurs de N’, N", etc. ;
les intégrales des équations précédentes seront :

% == Nsin (gt 4 B)4-N.sin (g 2+ B8.) 4N, sin (g2 + B,) -+ ..
et de méme pour %', k', etc.; B, B, B,, B; étant des constantes
arbitraires,

On aura des équations analogues pour les quantités [, 7', ", etc.,
et comme pour chaque valeur de g il y a une des quantités N, N/,
N", quireste arbitraire,il y aura 2i constantes arbitraires dans les 21
équations que nous obtenons; elles seront donc les intégrales com-
pletes des équations précédentes.

Quant aux constantes arbitraires, on pourrales déterminer d’apres
les valeurs des excentricités et des longitudes des périhélies données
par Pobservation & une certaine époque; car les quantités &, 7/,
A", etc., I, U, 1", etc., qui en dépendent, sont aussi connues
par les relations 2= e sin @, I = e cos @, En effet, on déduit aisé-
ment du systéme des équations (A)

Nmly a4+ Nm'lyd + Nm'l'yVa'...

= (N°my a4+ Nm'yVa + Nom'Va" + ...)cos (gt + 4),

NmhY ad Nm'H V@ ... =M*mVa + Nom'{/d +. .. (singt +8);
d'ou '

Nmhy a+NmbEyVad .
Nmiya+Nmlya+...

tang 8 ==
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en fixant lorigine du temps au point pour lequel %, 2'... [, I'..
sont connus,

{3 étant connu, on aura, au moyen d’une des équations précé-
dentes, l'indéterminée du systéme N, N', N” | etc.

Quant aux autres arbitraires, elles se détermineront de la méme
manieére.

Les quantités &, 7, ete., I, I', 1", etc., une fois connues, les ex-
centricités et les longitudes des périhélies s'en déduiront aisé-
ment.

10. Comme les résultats précédents sont fondés sur le peu
d’excentricité des orbites, il importe de démontrer que ces excen-
tricités resteront trés petites. En substituant pour % et / leurs va-
leurs dans l'expression de e®, on verrait que e resterait constam-
ment plus petit que la somme des coeficients N |- N, 4= N+ ...
siles racines g, g, etc., étaient toutes réellesetinégales ; dans le cas
coutraire, 1l y aurait dans I'expression de e, des exponentielles ou
des arcs de cercle croissant indéfiniment avec le temps, et les or-
bites deviendraient fort excentriques; mais on peut démontrer que
ce dernier cas n’arrivera jamais, car on déduit du systeme des
équations (A)

em\/ a4 em'\/a 4+ ... = const.,

d’ou résulte que les excentricités sont toujours trés petites et que la
somme de leurs carrés multipliés par les masses et les racines car-
rées des grands axes est constante pourvu que les planétes circulent
dans le méme sens. En outre, les quantités &, 7, £", etc., ne con-
tiennent n1 exponentielles n1 arcs de cercle.

11. Les variations que subissent les excentricités et les longi-
tudes des périhélies étant peu sensibles, on peutles supposer pro-
portionnelles au temps pendant un grand intervalle, et il est utile
pour la pratique de les avoir sous cette forme : Cest & quoi
Pon parvient aisément au moyen des équations (A ), et Von
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trouve
g;—__—_ [01] € sin (@ — @) -+ [02] &" sin (@" — @) 4 etc.

On aurait des expresstons analogues pour e’ de ete
P gues pour 7, 7+ ete.

'z : h - A
De Véquation tang @ = ; on déduit de méme

§=(01)+(02)+... -[o 1]%' cos (@'-a)- [oz]Z—” cos(@"-a@)+-etc. ;

! i

. d d
on aurait des valeurs semblables pourazf ) Tw, etc. : on pourra en-

suite obtenir, au moyen des équations précédentes, les valeurs de
de de dw d'w o 1 . e, 5
50 i €18 3 g etc.; el ensuite I'excentricité e, au bout d'un
temps quelconque devient

de ¢ de A d’e
e t — — — —_—y T ce .
tigtm Etmey st
Pour les planétes, il suffit, dansla comparaison des anciennes
observations, d’avoir égard au carré du temps.

12. Revenons maintenant aux équations (3) et (4)
d,
Z=(01) (¢'—9),
d
z =09 (p —p)
Si Y'on' a égard aux actions réciproques des corps m, m’, m", on oh-
tient un systeme d’équations différentielles analogue au systeme (A)
que je désigne par (C) et que je me dispense d’écrire parce qu’il ne
differe du précédent qu'en ce que k&, {, &', I’ sont remplacés par
g, p> ¢ P’ etfo, 1] par (o, 1),[1, 0] par (1, 0).
On trouve donc en suivant la méme marche :
Q=Ncos(gt+ )+ N, cos(g.t+B)+ ...
P = Nsin (gt 4 B) 4 N, sin (g,t+ ,)+ etc.

elc.
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Mais ici I'une des racines de 1'équation du degré i en g est nulle
q 8 ;
parce que le systeme des équations (C) se trouve vérifié quand on
y suppose p, p', p" égaux et constants, ainsi que q, ¢, ¢", etc.
Les arbitraires se déterminent ici comme auv° g, et par 'analyse
du n° 10

const. = (p*4-¢*) mVa -+ (p* + ¢*) m'\/a 4 ...;

d'ou 'on conclut que p, p', g, ¢’ ne contiennent ni ares de cercle
ni exponentielles, et par conséquent I'équation en g a toutes ses
racines réelles et inégales.

Du systeme des équations (C) on déduit encore les deux inté-
grales

const. =mqg ' a -+ m'g' Va4 ...
const. = mp\/a + mp' Va + ...

P> g, p', ¢ étant connus, on obtiendra les inclinaisons et les lon-
gitudes des nceuds des orbites par les formules

tang @ = \/pT—f-—_q’, tang@zg,

etil résulte de la premiére que les inclinaisons des orbites resteront
trés petites ainsi que les excentricités si les corps m, m', m", circu-
lent dans le méme seuns.

Ici on peut encore, pour les usages astronomiques, supposer les
variations des inclinaisons et des longitudes des nceuds proportion-
nelles au temps; mais comme on rapporle les mouvements célestes
au plan de Vorbite mobile de Ia Terre, on détermine ces variations
relativement a l'écliptique.

13. Les relations que nous avons trouvées entre les €léments des
orhites supposent, ainsi que les équations (1), (2), (3)et(4) dont
elles ont été déduites, les excentricités et les inclinaisons fort
petites; mais on peut, en s'appuyant sur le principe des aires et le
principe des forces vives, obtenir des relations plus générales,
quelles que soient les excentricités et les inclinaisons.
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Ces relations sont
=y gy, ) O]
=m \/!+tangcp ™\ I+tangtp+ .
C = a(1—e’) \/ a(1— e )
_mp\/l+tdng¢+p I+tang¢+

relativement 2 ¢, ¢', efc. on aurait une équation analogue.
Enfin Papplication du principe des forces vives nous conduit 2
Péquation remarquable

’ "
m m m
c a -+ a’ I a" -

De ces équations il est facile de déduire celles qui se rapportent aux
n® (10) et (12).

Aprés avoir indiqué comment on parvient a déterminer les iné-
galités séculaires des €léments des orbites, nous pourrions nous
arréter ici, mais comme ces éléments peuvent étre affectés d'inéga-
lités i trés longues périodes qui dépendent des rapports des moyens
mouvements qui se déterminent assez facilement par une auire
méthode fondée sur la variation des paramétres, nous allons expo-
ser cette méthode.

Lorsque 'on n’a égard qu’a Vaction du Soleil sur les planétes, elles
décrivent des ellipses dont cet astre occupe un des foyers; mais en
vertu des petites forces provenant de leurs actions réciproques elles
s’écartent un peu du mouvement elliptique. Néanmoins, on peut
encore supposer qu'elles se meuvent sur des ellipses doat les élé-
ments sonl variables ; mais ces variations sont telles, que les équa-
tions finies du mouvement et leurs équations différentielles du
premier ordre sont les mémes que celles du mouvement non trou-
blé. Quant & celles-ci, on peut les différentier en regardant seule-
ment comme variables les éléments des orbites et les différentielles
du premier ordre des coordonnées, pourva qu'au lieu de leurs
différentielles du deuxiéme ordre, on ne substitue que la partie de
leurs valeurs due aux forces perturbatrices. Ces résultats sont des
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conséquences du mouvement elliptique ou se démentrent par des
considérations purement analytiques.

Cela posé, on déduit des équations du mouvement elliptique,
les sept équations suivantes

C xrdy—ydx O = xdz—zdx o — ydz—zdy

Il

dt ’ - dt ’ de s
o, ff dy*~-dz* ydy dx | zdz dx
o= +x(r dr» )+ o

dx*4 dz* rdx dy zdz dy

0 =f’+)’(?‘. a5 )+ -+ T (»)
0o = jA"+ Z(.‘f_d]’“-f-dz )+’l‘dx dz ja'j dz

dp dl’ 3
— & dz? - dy* 4~ dz*
0= a r + dr

En différentiant les trois premiéres et remplacant les quantités dx,
d*y, d*z par leurs valeurs dues aux forces perturbatrices

dR dR dR
.._d#d—i, ""dt'Iz}’ —-dtf‘j,

on a trois équations différentielles qui servent 2 déterminer les va-
leurs variables de ¢, ¢/, ¢’, et par suite le parametre de Pellipse va-
riable, son inclinaison et la position du nceud , d'apres les
équations
P c”

tang ¢ = \/ —(—, tangl=_, wma(r—e)=c~-c"*+4c",
@ étant l'inclinaison de l'orbite sur le plan xy, § la longitude de
son nceud.

En opérant de la méme maniére sur les trois équations suivantes,
on obtiendra trois équations qui serviront a déterminer les valeurs
variables de f, f', f*, et par conséquent , la longitude du périhélie

et 'excentricité au moyen des équations

tang @ = :-;i, ue = \/f‘2+f"+fm:
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quant & la derniére des équaﬁons (p), elle donne par la méme
méthode,

d = == 2dR.

N S

Si P'on désigne par { le moyen mouvement, on aura, en vertu de
=3
larelation n=a 2>Vpu,

= f:,ffan dt dR.

14. Nous avons fait connaitre, n° 3, le moyen de développer
R en série de sinus et cosinus de la forme

m'K cos (in't — int + A);

A et K étant fonctions des éléments des orbites, il faut y rempla-~
cer in't par 7 fr'dt ou par {'{’, et de méme int par il; mais si 'on
néglige les carrés des masses perturbatrices, on devra supposer
{ ==nt et {'==n't; on trouvera de la méme maniére en ayant seu-
lement égard au terme précédent de R,
-
;z.—.—._ ;(T”",;'"—_Z% cos (in't —int - A),

, dimank . ., . .
{ = msm(znt—mt—l—z&).

Ces résultats nous font voir que le grand axe et le moyen mou-~
vement ne contiennent que des inégalités périodiques a moins
que Yon n'ait i'n’ — in =0, anquel cas les moyens mouvements
seraient commensurables, ce qui n'a pas lieu dans le systeme pla-
nétaire,

Cependant si les moyens mouvements approchaient beaucoup
d’étre commensurables, a cause de la petitesse du diviscur
(¢n' — in)*, il y aurait dans ¢ et ¢’ des inégalités qui croissant
avec beaucoup de lenteur, pourraient faire croire que les moyens
mouvements des deux corps m et m' ne sont pas uniformes. Clest
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ce qui a lieu pour Jupiter et Saturne, pour lesquels deux fois le
moyen mouvement de Jupiter égale a peu pres cinqg fois celut de

Saturne, en sorte que 57 — an n’est pas égal & anz

La petitesse de ce diviseur rend trés sensible le terme corres-
pondant de {, quoique du troisitme ordre par rapport aux ex-
centricités et aux inclinaisons.

Il existe entre les inégalités de ce genre que I'action de m’ pro-
duit dans le moyen mouvement de m et celles qui sont produites

par m dans le moyen mouvement de 7/, la relation tres simple

o mya .
C -_— m€7
relation que P'on peut trés simplement déduire de V'équation du
principe des forces vives citée n°® 13.

Il en vésulte que si les deux corps se meuvent dans le meme
seus, le moyen mouvement de l'un est accéléré et celui de l'anire
retardé; et comme le rapport de cette accélération et de ce retar-
dement pour Jupiter et Saturne difféere peu de celui que fa com-
paraison des observations anciennes aux modernes a fait connaitre
a Halley, il s’ensuit quil y a pour Jupiter et Saturne une inégalite
d’une fort longue période et dépendante de leur action mutuelle.

Les grandes inégalités dont nous venons de parler produisent
des termes sensibles dépendants du carré des masses perturbatrices.
Pour les obtenir, il n’y a qu’a augmenter dans les valeurs de
et 7', nt et n't de leurs inégalités séculaires, et développer.

t5. Occupons-nous maintenant des variations des excentricites
et des périhélies des orbites. Considérons pour cela les valeurs
de df, df’, df", dont nous avons indiqué plus haut la formation.
En prenant pour coordonnées la projection du rayon vecteur sur
le plan xy, Tangle qu'il fait avec I'axe des x, et enfin la lati-
tude de m au-dessus du plan xy, il sera facile d’exprimer df,
df’, df”, au moyen de ces coordonnées, et négligeant cnsuite les

4
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carrés et les produits des inclinaisons des orbites dans leurs ex-
pressions générales, on trouvera

. . _ dR. . dR
df = — (drsme¢ < 2rdy COSV)E;—-‘ r*dysiny —,

df'= (drcosy — ardv sin-v)%-{- r’dvcosvgg.
It est 3 remarquer que si P'on prend pour plan fixe celui de lor-
bite primitive de m, la longitude I dun périhélie ne différera de
la longitude de ce point rapportée au plan de Porbite que par
les quantités de l'ordre des carrés des forces perturbatrices mul-
tiplides par le carré de I'inclinaison respective des orbites; en
sorte que si on la désigne par @, on aura

@ == 1, et par conséquent tangw = <.

D'un autre coté linclinaison de l'orbite sur le plan fixe étunt
alors de Pordre des forces perturbatrices, ¢’ et ¢" se trouvent
du méme ordre, et par conséquent aussi f”, en vertu de Vé-

ICI _.‘f‘c/l

quation f" = f—-—;—- . Done

pe = NJTFTHT™ deviewt e = VT
d'ou résulte
uesine = f', uecosw = f.

Ces équations détermineront la position du périhélie et Pexcen-
tricité.

Si dans les expressions de df, df’, on substitue les valeurs de r,
dr et r*dp, qui se rapportent au mouvement elliptique, on trou-
vera facilement

edwr = __._.ﬂ'f.‘i_‘__;gin(v — @) [2 4- e cos* (v — @] Z—}:

vV —¢

qd . p3
a'ndty/ x ecos(v—@')j—f‘,
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andty 1—e* dR alt— e*)

ede =
2 dv #

dR.

On parviendrait encore a cette derniére formule au moyen de

- . de - dR . . N —
Péquation T =—en faisant attention que C = \//Aa{t—-e“).

16. Nous avons vu n° 14 que les variations du grand axe
et du moyen mouvement ne contiennent que des inégalités pé-
riodiques. Il n’en est pas ainsi des variations des excentricités
et des inclinaisons des orbites ; leurs différentielles renferment des
termes qui, s'ils étaient rigoureusement constants, produiraient,
par Vintégration, des termes proportionnels au temps, qui ren-
draient a la longue les orbites fort excentriques et trés inchi~
nées; mais ces termes dépendent des éléments des orbites et
varient trés lentement. Il en résulte des inégalités considérables
nommées inégalités séculaires.

Pour les déterminer, reprenons 'expression de df, qui devient
aprés y avoir substitué les valeurs de »r, dr et dv, relatives au
mouvement elliptique,

andt 3 1 dR
= — —=—| 2¢0s¢y 4 ~ecos@w — - _ =
df’ ‘/1_82[2 0s¢ - Secos@ - —ecos(av rw-):l =

‘ . —_— . dR
—a*ndt \/1—e smv(dr).

On peut développer cette expression ainsi que celle de df’, et
dans le développement négliger les carrés des excentricités et des
inclinaisons, et conserver parmi les termes dépendants des excen-
tricités ceux qui sont constants. Si Von pose alors

esine = h, ecosw = [,
il en résulte
f=pl=1, f=ph=r
En prenant M pour unité et négligeant iz, on trouvera, en sui-
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vant cette marche et en. ayant égard aux potations du n°® g,

B [(01) o (02) - (08) ] L — [02] 1 — [02] L'-.. (X),
g"f — [(0,1) + (02) + (03) +...]h + [01 ] '+ [02]A"4-... (X);

(Y) et (X) désignant la somme des termes périodiques.

Il est & remarquer que l'intégration de la partie périodique
prise a part, fait connaitre les inégalités périodiques des éléments,
tandis que la partie non périodique donne les inégalités sécalaires,
et n'est autre chose. que le systeme des équations n* 8.

17. Nous avens vu n° 14 comment le rapport des moyens mou-
vements de Jupiter et de Saturne peut introduire des inégalités
sensibles dans leurs. moyens mouvements; la méme cause en pro-
duit également de sensibles dans les excentricités et dans la posi-
tion des périhélies; on peut aisément les déterminer en partant de
I'équation

andt Vi—e dR

— L a—=e)
ede —_— P dV a—TdPl,

dans laquelle on négligera e,
On prendra-dans R le terme qui dépend du rapport des moyens

dR
mouvements; on calculera les valeurs correspondantes de - et de

dR ; on les substituera dans équation précédente, et i en résul -
tera, dans la valeur de e, un terme qui contiendra’ en dénomina-
teur i'n’ — in, et non le carré de cette quantité, comme cela arrive
pour les moyens mouvements ; cependant cette inégalité, qui affecte
Yexeentricité, pourra étre plus considérable que celle qui corves-
pond an moyen mouvement, parce que I'exposant de e dans son
coefficient est inférieur d’une unité.

Cetle inégalité une fois connue, on trouvera celle qui affecte le
périhélie par la counsidération de I'équation

df = pde cos @ — pe dw sin @.
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On trouvera de méme que le terme de cette inégalité ne contient
que i'n’ — in en dénominateur; mais que I'exposant de e est encore
inférieur d'une unité.

Ces inégalités sont lies a celles des moyens mouvements de la
maniére sulvante.

La variation de 'excentricité est

L 2L . elle du périhdlie

n'—in d
3in dedt’ -5‘

3ine de'

Lies variations correspondantes pour Paatre planéte sont

1 d'ygl (iln/—in) d{,
3i'n’ de'dt’? 3in'e de'’

et dans ces derniéres formules on peut facilement exprimer ¢’ en
fonction de ¢.
1 8. Occupons-nous actuellement des variations des neeuds et des

inclinaisons des orbites. Reprenons pour cela les équations

de =dt (f%—x%),
do'=dt (= 98— 2 2,

dR dR
o e — ).

dc"=dt (z iy dz)
En supposant que l'on ne considére que les actions de deux
corps m et m', on peut facilement exprimer les seconds membres
de ces équations en fonction de leurs coordonnées, puis en posant

’

c " c
P=7, 1= 5

on détermine les inclinaisons et la position des neeuds au moyen
des formules

tang ¢ = \/P” -+ ¢°,. tang §f —

’

W
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A Taide de ces équations et des suivantes
z=qy — px, 2 =qy —px',

o dp dq M ’
on peut trouver les valeurs de o €t de 5, en fonctionde &', 5, =,

x, y,3; alors si 'on suppose
=rcosy, y=rsmy, x'==r'cos¢’, y' =rsin¢,
rétant égal 2a, vant—+e, raa, o ant4¢.
Quand on néglige les carrés des excentricités et des inclinaisons

d
des orbites, les valeurs de s et 7;1- se trouvent exprimeées en sé-

ries de cosinus d’angles croissant proportionnellement au temps.

Si dans ces séries on suppose {==— 1, les termes correspon-
dants sont constants, tous les autres sont périodiques; en sorte
que Yon obtient pour déterminer ces quantités, des équations gui
se traitent comme celles du n° 16.

19. Enfin, en partant des équations

tang @ = \/C +e

on pourra trouver les inégalités dépendantes du rapport presque
commensurable des moyens mouvements.

Sil'on pose p=tang@ sinf et g==tang®cosf,
les inégalités de ces quantités seront

tangﬂ:—:cgﬂ,

gm ‘kan

P= - m)( ang @', " 'sin[i'n't—int4+A—(g—1) )],

m'kan ’ 4
(/—,‘(é:n e =3 (tang @'~ sin[/n't—int4A—(g—1)8'].

Quant a celle de la latitude, elle s'en déduira par la formule
§==gsiny-—p cos ¢.

Ces inégalités, bien qu'elles :1c contiennent en diviseur que la
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premiere puissance de 'n'~—in, peuvent étre plus sensibles que celles
qui affectent les moyens mouvements, parce que leurs coefficients
sont d'un ordre inférieur par rapport aux inclinaisons.

Quand on aura déterminé par les méthodes exposées précéden:-
ment les éléments des orbites des planetes, on les substituera dans
les expressions du rayon.vecteur, de la longitude et de la latitude, et
Ion obhiiendra ainsi les trois variables a Vaide desquelles les astro-
uomes fixent la position des corps célesles.

20. Dans toutes les recherches précédentes, nous avons généra-
lement négligé les termes de l'ordre du carré des masses perturha-
trices. En ayant égard a ces quantités, M. Poisson est parvenu, i
l'aide d'une savante analyse insérée dans le XV* Cahier du Jouwrnal
de PEcole Polytechnique, 3 démontver plusieurs théorémes tres
importants sur les moyens mouvements ct la stabilité du systeme
planétaire ; dans Vexposition de ces résultats nous admettons les va-
leurs des variations J'r et J'v du rayon vecteur, déduites, par
M. Poisson, des formules du mouvement elliptique.

a1. Lagrange a le premier démontré linvariabilité du moyen
mouvement quand on fait abstraction des inégalités periodiques,
quelles que soient les excentricités et les inclinaisons, quand on sar-
réte 2 la premiere puissance des masses perturbatrices, en faisant
usage de la formule

(=2 [ fand:dR,

comme nous l'avons exposé dans le n® 14.

Lorsqu’on veut déterminer les inégalités séculaires de ce moyen
mouvement, dépendantes du carré des masses, on ne doit pins
considérer an comme constant ; en effet, en vertu de I'équation

an == ‘/;‘V/Zli et de dé = zdﬁ,
on obtient

an = y_¢_1 JdR,
Vi
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, par conséquent,
(= Wa [fdtdRfdR,
kY e
et en considérant les termes dépendants d’un argument quelconque
it — int réduils 3 un seul, on reconnait aisément qu’il en ré-
sulte dans 7 une inégalité périodique dépendante de largument
2i'n't — aint.
Il est donc inutile de faire varier an daus la recherche des inéga-
lités séculaires de Z.

22. Il faut donc rechercher seulement les termes non périodiques
de 'ordre du carré des masses qui se trouvent dans dR.

Ceux qui proviennent des coordounées de la planéte troublée,
sontdonnés par la formule

SR=T"Ir 42 L oo O

dR dR dR
i @ , d'r, dv et &'z, déve-

loppées en séries de cosinus et sinusdes angles ntetn't, il est cer-
tain qu'il n’y aura de termes non périodiques dans SR que ceux
qui proviennent de la combinaison des termes dépendants du méme
argument.

Or, si on concoit les quantités

Ainsi, en représentant par

m'B cos{(i'n't —int—+#),
et
'B’ cos(in't—int--1"),
dR , . N
les termes de 5 et d'r dépendants v méme argument. on
trouvera facilement , en ayant soin de différentier par rapport a
£, tous les termes qui proviennent de J'r, et seulement le terme 12

R
dans ceux qui proviennent de =, que le terme non périodique de
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dJSR est v

irtdem’ B5 sin (' —h);
2

un pareil terme donnerait dans { un terme proportionunel au carré
du temps; mais la somme de tous ces termes non peériodiques et en
nombre 1nfini est nulle.

Les valeurs de d'r, dv et &'z que nous avons indiquées contien-
nent le temps ¢ hors des signes sinus et cosinus; on peut les faire
disparaitre en regardant les éléments de 'orbite comme variables ;
mais alors le terme de R répondant & i et égaux a zéro, est
une fonction de ces éléments; si on le différentie, on obtient des
termes de 'ordre du carré des masses et indépendants de n¢ et n't;
mais cette différentielle est nulle, comme on le démontrera plus
tard. 11 est donc inutile de considérer cette partie de dR.

23. Ml est bon de remarquer pour la simplification du calcul des
termes non périodiques de df'R, que d’aprés la nature du déve-
loppement de R, ces termes seront de la forme

2
- Z 4 / ” 2" ’ 4 2 1
]’n'd['mT eg + e‘,’—f-l)\?g-‘-ll cC'Sin[(g—l)@'-f-(g '—'1)2}'/—*— Z(g —1)9}‘
en prenant pour plan xy celui de lorbite de m a une époque
donnée, A étant linclinaison de 'orbite de m' sur celle de m, 8§ la
longitude du nceud de m' comptée sur le plan de orbite de m,
avec la condition

§+g+g =l+I+10,

d’'out résulte quancun des termes non périodiques n’est de l'ordre
zéro par rapport aux excentricités et aux inclinaisons, et enfin que
ceux du deuxieme ordre, auxquels nous bornerons Papproxima-
tion, contiennent tous pour facteur ee’ sin (@ — @"), et par con-

séquent %f—{ dz doit étre rejetd, puisqu’il contient A* comme facteur
2 .

etne produit pas de termes non périodiques du deuxieme ordre; car
il est cncore 1 remarquer que tous les termes qui ont pour facteur

D
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une seule des quantités e, €, A disparaissent. Cela posé, voici la
marche a suivre pour calculer les termes non périodiques conte~

1R
nus dan‘; é‘) +( -d'v.

On prend le déve]oppement de R, en ayant seulement égurd
aux termes indépendants des excentricités, a ceux qul contiennent
comme facteur e, €' et ce.

A Yaide de ce développement, on calcule facilement la valeur

dR . . . .
de -~ et la parlie de J'v qui provient des deux derniers termes de

la formule () n® 1, ct en combinant entre eux les termes de ces
deux développements qui dépendent du méme argument, et don-
nent pour facteur ee’ sin (@ — =’), on obtient la partie non pé-

riodique de dJR.

Four avoir celle qui dépend de d7, remarquons qu'en vertu du
premier terme de la formule () que nous venons de citer, on =

2dr d“\ ! di
JR _ 4R dr ar diR dJi- . 4R dr 2 — o 2d.r—
G T dan T Band N\ Td L an T andi

Le dernier terme étant une différentielle complete, ne doune pag
de terme périodique et doit étre rejeté; enfin en ajoutant & Vex-

. - dR .
pression précédente -— d'r, on obtient

/ Ir JR\\\
(@  dr dr a0 )
. dr dv a’ndt — andt

Le dévcloppement de J'r est connu; on calcule celui de sou
coefficient, ¢t Yon combine comme précédemment les termes de
ces deux dévcloppements; les termes non périodiques que Pou

trouve sont ajoutés avec ceux que Pou connait déja; oun a aini
'R = an® n'di mree’ sin (@' — @) ZUY,

/

U’ étant une fonction assez compliquée des cocflicients de R, qui
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se réduit a zéro quand on y remplace les coefficients de termes
en e et cn ce’ dans Pexpression de R par leurs valeurs en fone-
tion de ccux des termes en € et des termes indépendants de e.

Ainsi les variations des coordonnées de la planete troublée
n'introduisent pas le terme non périodique de Tordre du carré
des masses; un calcul semblable ferait voir quil en est de méme
de celles de la planéte perturbatrice.

24. Mais nous allons démountrer que si les variations de la
planéte troublée ne donnent pas de termes non périodiques,
celles de la planéte perturbatrice n’en donneront pas non plus,
en ayaut égard a tontes les puissances des excentricités et des
inclinaisons; comme les premiéres conticunent le facteur m'* et
les autres mn’, cela revient a démontrer que sil n'y a pas de
termes conlenant m'®, 1l n'y en aura pas non plus qui contien-
neat mm',

On y parvient au moyen du principe des forces vives, que
f'on peunt éerire ainsi :

m : ' m_ 13 } L m;___ I
n (‘—S‘I+m ~,l—m'> ,./V(ZR_F”L (I—M+m+m')fd R T MAm-m

m 1 mm’ (drda’+ dy dy’ + dzdz")
+ Mgmfm (M = m = m')de
i —-—- const.

Vie—2y+(r-—yr+G—2)
Cette équation doit subsister en ayan! seulement égard aux
termes nou periodiques; si d'R et d"R” en contiennent, ils se-

ront de la forme
mm' B, mm'P'de,

et le premier membre se réduit, en négligeant les termes du qua-
trieme ordre par rapport aux masses, a

mem/[ Pt + m'*m (P'dt.
" ;s . . I . . s .
La partie non périodique de -, réduite en série des cosinus mul-

5.
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tiples de nt 4 : — @ étant -:; » 1l est visible qu'en vertu de Yéqua-

tion

Lo ?rgR = 2 Py,

a  p #
le premier terme du deuxiéme membre disparait; il en est de
méme du deuxiéme, comme étant du cinquiéme ordre par rap-
port aux masses.

Quant a
dxdx’ + dydy' 4 dzdz,

elle ne donne de termes non périodigues quen ayant égard
aux variations des coordonnées; par conséquent les termes de
cette espéce contenus dans le troisitme terme sont de la forme

mm’ (Qm = Q'm’).
Enfin le radical du quatriéme terme contient des termes non
périodiques provenant, les uns des valeurs elliptiques des coor-

données, et les autres de leurs variations, en sorte que I'on peut
les représenter ainsi :

mm'Ls 4= m*m'S = m'*mS’.
On a donc l'équation
mm' [ Pdt 4 m"mfP'dt = nm' (Qm + Q'm’)
| - mm' (Sm 4 S'm') 4 mm'L + const.
Q, Q. S, §, L, sont les fonctions des éléments des orbites. En dif-

férentiant cette équation, et négligeant les termes du quatrieme
ordre, il vient

mPdt -+ m'P'dt —= dl..

Or on peut prouver que dL = o;il suffit pour cela de démoutrer
que le premier terme de R, qui est

m (xx’ 4= yy’ 4 z2)
3

r3 -
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ne renferme pas de termes non périodiques quand on y substitue
les valeurs elliptiques des coordonnées, savoir :

x 1 dix ¥
- o=

r ©“ de:

) ——M' e ?
et c'est ce qui résulte de la forme que prend cette éxpression. Ainsi
le radical du quatricme terme renferme donc les mémes termes
non périodiques que R, quand on a seulement égard aux coordon-
nées du mouvement elliptique ; mais la différenticlle de cette partie
est nulle pour R. Douc

dlL = o, etparsuite P=o, P =o.

Le théoreme que nous avions en vue se trouve donc démontré,
st peut étre étendu de la méme maniére a un nombre quelconque
de planetes.

Enfin, il est bon d'observer que d'R ne peut conteniv aucun
terme non périodique indépendant de m provenant des variations
de deux planétes perturbatrices m’ el ", et contenant m'm" comme
facteur; car un parell terme serait di aux variations des coordon-
nées des deux planétes provenant de leur action réciproque : cette
partie étant indépendante du moyen mouvement n¢ ne saurait le
faire disparaitre ; il faudrait donc considérer la partie de R qui en
est indépendante, et alors la différentielle 'R serait nulle, puis-
qu’on la pk‘end par rapport a nz.

25. 11 résulte de ce qui précede que le moyen mouvement ne
contient aucune inégalité séculaire de I'ordre du carré des masses
et du sccond ordre par vapport aux excentricités et aux inclivai-
sons, et comme ces quantités, st elles existent, soni d’un ordre pair,
elles sonc au moins du quatrieme ordre; mais nous allons démon-
trer que quelque loin que l'on pousse Papproximation par rapport
aux excentricités et aux inclinaisons, les variations des coordonnées
dela planéte troublée n’introdaisent aucune inégalité séculaire, cf
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cela-aura lieu également pour les variations des coordonnées des
planétes perturbatrices.
D’abord la variation du moyen mouvement ne saurail en intro-
duire. En effet, on a

dR ., , 3 "
IR = ZJ0, ¢ =£ffandtdﬁ,
3d'R
wdl

Dans cette formule an est constant.

IR = 222 7 andedR.

o 4R _ 4k
> dg ndt’
d’ou
3a d )
IR =2 I frddR.

Au moyen de cette formule on démoatre aisément que les termes
non périodiques qui résultent d'un argument quelconque i/'n't — inz
sont nuls, soit que 'on suppose tous les termes de R qui en dépen-
dent réduits 2 un seul et de la forme A cos (i'n't —int 4-£), on
qu’ils ne soient pas réduits a un seul, et que Ton ait

R = A cos (in't — int k) 4~ B cos (i'n't — int 4 £;.
26. Voyous actuellement st &'z, J'r et dv introduisent des termes.

non périodiques.
Considérons d’abord la variation J4'z, on a

d
SR =2 gz,
z
d'on
dR . PfQdt—Q /P4
J\R;’ZFR D(Z ] LQ—:_k—_{:[,
2 \/,ua(l - ®}
en faisant pour abréger

dR dR .
P._d—?lc,osv, Q""‘EZ rsing,
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on peul développer P et Q en séries de sinus ou de cosinus d’arcs
multiples du temps; soit A cos ({'n't — int 4 k) un terme de P dé-
pendant de Vargument i'n'¢ — int; soit B cos(i'n't — int -4 1) le
terme correspondant de Q, la valeur précédente de JR devient

_ AB " ‘ v . .
JR= vy = [cos(i'n't— int k) fcos (Vn't — int k)

— cos (I'n't — int 4= k) fcos ('t — int -4 £).

Pour avoir &'JR il faut différentier par vapport a tous les termes
qui proviennent de J'z et seulement les termes en nt qui provien-

dR . . . - .
nent de —; ainst, sous le signe ftous les termes doivent étre con-

sidérés comme variables; au dehors, au contraire, il v’y aura que
— int; en ayant égard & cette observation on trouve que @'d'R ne
contient pas de termes non périodiques.

Si I'on substilue les valeurs de &'ret J'v dans SR =§}7{ dr- % dv,

. . . dR
on trouvera plusieurs parties semblables a la valeur de 7~ d'z, et sur

lesquelles on pourra répéter tout ce que nous venons de dire.

Nous ne parlons pas des termes dépendants de J'Z; car nous
avons vu qu’ils n’introduisent pas dc termes non périodiques dans
le moyen mouvement.

Si les quantités P et Q étaient constautes, on aurait
SfPdt = 1 - P¢, JOQde = I 4= Q¢.

Ces termes disparaitraient de P fQdr — Q fPde, et par consé-
quent de SR qui se compose de plusicurs parties semblables; or
les termes Pt et Q¢ proviennent des inégalités séculaives des élé-
ments de la planéte ; donc la partie de R qui se réduit a une fonction
des éléments elliptiques ne varie pas quand on augmeute chacun
des éléments de la planete m de son inégalité séculaire.

Nous avons démontré que le moyen mouvement ue peul conle~
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nir d’inégalités séculaires provenant de la variation de an, que la
variation &R provenant de 4¢, etde J'r, dv et J'z n’en introduit pas
davantage, et qu’il en est de méme des variations des coordonnées
des planétes perturbatrices ; le moyen mouvement est donc uni-
forme , ahstraction faite des inégalités périodiques, et le grand axe

. ’ « I . .I. — 3 1
qui est déterminé par l'équation P S d'R est constant.

27. Nous avons vu, numérosio et 12, que les excentricités et
les inclinaisous, en ayant égard a leurs inégalités séculaires du pre-
mier ordre par rapport aux masses, restent toujours irés petites;
M. Poisson a démontré que le méme théoreme est encore vrai eu
égard aux inégalités séculaires de I'ordre du carré des masses.

Il s’est servi pour cela du priacipe des aires, que Y'on peut expri-
mer par la formule ‘ '

m(M+m') ( ydx — xdy)4-m' (M ~-m) (y'dx’ — x'dy")
=mm' (ydx' + y'dx — xdy’ — x'dy)—+const.

En désignant par aet &' les inclinaisons du plan de l'orbite de m
et m/ sur le plan xy , et posant

M4-m=nr*a®, M-4-m'=n"a",
il vient

ma*ann'* \/1—e*cos o. 4 m'a’*a*n'n* \/1—e*cos &'

d dr—zxdy — z'd
—mm TS xdtx‘y AP}

Il est aisé de voir que le premier terme du second membre ne
contient pas de termes non périodiques d’'un ordre inférieur par
rapport aux masses; il est donc constant, si l'on néglige les termes
du quatrieme ordre; de méme si l'on substitue les valeurs varia-
bles des éléments dans le premier membre, il n’en résultera pas de
termes non périodiques d'un ordre inférieur au troisiéme, et ces
termes serout donc encore constants, et par conséquent on aura
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entre les inégalitcs séculaives de e, ¢, 2, o', I'équation

ma*at nn® \/1 — e* cosa - m'adat e’ V1 — e cos o == {..

Cette équation est exacte jusquwaux quaulités du quatrieme ordre
par rapport aux masses; si on borne Vapproximation aux quan-
tités du troisicme ordre, on peut regarder aa’nn’ comme constants
et par conséquent on a

ma'n' \/v — e* cosa 4~ m'an /1 —e?cos o' = C.

Relativement au plan des ¥z et des xz on aurait des équaliens
analogues, et la combinaison de ces trois équations conduit a la
velation

R . . e? 1 —¢'*cos 4
niarnie® - m'idinte’® =~ amm’aa’nn’ 4 i

14+ Vi—é
/ . .
¢*cosd sxn"J‘ .
- amm’aa’ nn’ ———— - omm'aa’nn’ ——_"- =K,
L Vo — e I - cos d

&' désignant Pinclinaison respective du plan des orbites.

St les excentricités sont tres petites 4 une €époque donnée, ainsi
que les inclinaisons, la constante £ scra trés petite, et par suite les
excentricités et I'inclinaison resteront tres petites; en effet, si lcs
planétes ne circulent pas dans le méme sens, on pourra toujours re-
garder n et n’' comme positifs, pourvu que d soit alors compris
entre 100 et 200°; quand ils circuleront dans le méme sens, & sers
< 100°.

Si donc 2 une épogue donnce les planétes circulent dans le méme
sens et dans des orbites peu inclinés, &' est << 100°. Pour qu'il puisse
devenir plus grand, il faudrait auparavant que sin 8 deviat presque
égal a 'unité; mais alors le dernier terme ne serait plus ireés petit:
d' ne peut donc pas méme atteindre un angle droit ; les termes du
premicr membre resteront donc toujours positifs ; d'ot résulte que
e, ¢ et d resteroni toujours trés petits. Cette démonstration étant

6
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applicable & uz nombre quelconque de planétes circulant dans le
méme sens, il en faut conclure qu'en ayant méme égard aux inéga-
lités séculaires de 1'ordre du carré des masses, les excentricitds et
les inclinaisons resteront treés petites.

Vu ¢t approuvé par le doyen de la Faculté des Sciences,

13 septembre 183g,
Baron THENARD.
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