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PREFACE.

On sait que les théories de 'ancienne Géomeétrie, telles
que les expose le Traité de Legendre, sont devenues in-
suffisantes pour résoudre une foule de questions que lés
éleves sont appelés a traiter. Le but que nous nous pro-
posons est d’exposer, avec les développements néces—
saires, les méthodes modernes qui deviennent alors in-
dispensables. Pour cela, nous n’avons pu mieux faire que
de prendre pour base de notre travail le Traité de Géome—
trie superieure de M. Chasles, en cherchant & vulgariser
cet ouvrage, si important pour la science, mais qui n’a
pas été écrit en vue des examens et des concours.

La tentative que nous faisons n’est pas nouvelle : la
plupart des Traités de Géométrie récemment publiés con-
tiennent un appendice ol sont résumées les propriétés
des transversales, des polaires, de I'involution, ete. Plu-
sieurs de ces suppléments nous ont été utiles, et, sans
doute, nous n’aurions pu aussi bien réussir dans les
mémes conditions. Mais lobligation de réunir, dans
un volume qui ne fit pas trop étendu, toutes les théo-
ries de P'ancienne et de la nouvelle Géométrie, contrai—
goait les auteurs a restreindre, plus qu’ils n’auraient
voulu, le nombre des pages réservées aux méthodes qui
sortaient de I’ enseignement classique.

Le Traité de M. Chasles est enticrement fondé sur le
rapport anharmonique : en effet, un grand monument
a besoin d’unité; mais un éleve, aux prises avec une
question difficile, frappe & toutes les portes pour deman-
der une solution, sauf 4 la démontrer autrement une fois
qu’il Paura trouvée. Aussi avons-nous rappelé les idées
dont M. Poncelet a tiré un si grand parti; non-seulement
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v PREFACE.
les projections et la perspective, mais le principe de con-
tinuité, si utile dans bien des recherches.

La fécondité des méthodes modernes s’étend i I’ Ana-
lyse aussi bien qu’a la Géométrie. Nous avons fait voir
qu’elles suppléaient parfois & 'impuissance des calculs
habituels : mais, pour rattacher les uns aux autres, nous
avons démontré, par les coordonnées ordinaires, que
I’homographie se ramenait & 'homologie et celle-ci a la
perspective.

Toutes ces nouvelles théories trouvent de nombreuses
applications dans I’étude des sections coniques : nous
avons, en particulier, exposé un théoreme tres-général
de Steiner sur les foyers de trois coniques. Mais nous
regrettons de n’avoir pu étre guidé, dans eette partie de
notre ouvrage, par celui que M. Chasles vient seulement
de publier sur ces courbes.

Tout en relevant I'importance des méthodes modernes,
nous n’avons point prétendu exclure celles qui sont con-
nues depuis les Eléments d’Euclide (") : ainsi nous avons
démontré, par desraisonnements purement élémentaires,
les contacts du cercle des neuf points.

Nous terminons par un chapitre relatif a la rotation
des figures, et qui n’est plus exclusivement consacré a la
Géométrie pure. Cependant, comme aucun principe n’est
emprunté 2 la Mécanique proprement dite, on ne doit
pas se faire scrupule d’employer ces considérations de
mouvement, qui ne s’appliquent pas seulement 4 la re-
cherche des tangentes, mais a plusieurs questions diffi-
ciles & résoudre par toute autre méthode.

(*) Nous ne parlons ici que de ses Eléments, car les anciens, el
Euclide en particulier, connaissaient plusieurs des théories que nous ap-
pelons modernes. (Poir 'ouvrage de M. Chasles sur les Porismes d’Eu-
clide. )
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INTRODUCTION

A LA

GEOMETRIE SUPERIEURE.

CHAPITRE PREMIER.

TRANSVERSALES.

I. — PRINCIPE DES SIGNES.

1. On sait que si ’on regarde comme positifs les segments
comptés sur une direction, de gauche a droite, par exemple,
ceux qui seront comptés de droite a gauche sur la méme di-
rection se prendront comme négatifs.

Mais il importe que les signes relatifs de ces segments soient
indiqués dans les formules ou ils figurent. On y parvient en
admettant que la notation BA n’exprime pas seulement la dis-
tance absolue des points B et A, mais signifie encore que la
droite qui les joint est parcourue de B vers A.

Ainsi la notation AB représente la méme distance absolue,
mais comptée en sens contraire ; donc

AB=—BA ou AB+BA=o.

D’aprés cette convention, les formules de la Géométrie auront
la méme généralité que celles de I’Algébre.

Ce principe sera fréquemment appliqué, non-seulement dans
ce chapitre, mais dans tout le cours de cet ouvrage.

II. — TRIANGLE COUPE PAR UNE DROITE.

2. Une transversale détermine sur un triangle six segments
tels, que le produit de trois segments non conséculifs est égal
au produit des trois autres.

Il se présente deux cas, suivant que la transversale rencontre

1
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2 CHAPITRE I.

ou ne rencontre pas le triangle. Dans le premier cas ( fig. 1),
cetle droite coupe deux cdtés du triangle ABC et le prolon-
gement du troisiéme; dans le second ( fig. 2), elle coupe les
prolongements des trois cotés : du reste, la méme démonstra-
tion s’applique aux deux figures.

Du sommet C menons au cOté AB une paralléle qui coupe la
transversale en G, Les triangles semblables AEF, CEG donnent
i%: = TR’ el cetie proportion est vraie, méme pour les signes.
En effet, si nous considérons, dans la fig. 1, les droites AF
et CG, nous observerons qu’elles sont comptées sur des paral-
Ieles, ¢’est-a~dire sur la méme direction et de sens contraire :
donc, d’aprés le principe des signes (1), le premier rapport

G sera négatil; ensuite il est évident que le second rapport

—— sera aussi négatif.
CE 8

Dans la fig. 2, on reconnaitra de méme que ces deux rap-
ports sont positifs; donc la proportion subsiste toujours.
De méme, les triangles BFD, CGD donneront
CG_Cp
BF ~ BD

Multipliant ces proportions, on trouve

AF __AE CD
BF — CE BD’
ou bien
AF.CE.BD = BF.AE.CD,

ce qui démontre le théoréme.

3. Afin de voir comment la régle des signes s’applique a la
formule précédente, il faut observer que chaque segment est
compté & partir d'un sommet du triangle; remarquons alors
que cette formule s’écrit de la manicre suivante :

AF BD CE__ |

Nous indiquons ainsi que le produit de ces trois rapports est
woujours positif.
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TRANSVERSALES. 3

k. Réciproquement, si trois points D, E, F, pris respective-
ment sur les ¢6tés BC, AC, AB d’un triangle, sonttels, que I'é-
galité précédente soit satisfaite, ces trois points seront en ligne
droite.

En effet, soit ¥’ le point ou la droite DE coupe AB; on aura,
pour cette transversale,

AF'_AE €D
BFF — CE'BD’

ce qui, joint a I’équation supposée, donnera

AF'_ AF _AE €D
BFF — BF  CE BD

Ainsi, & ne considérer que les valeurs absolues des rapports,
les points F et F’ coincident ou bien sont les deux points qui
divisent dans un rapport donné la distance AB. Mais cette der-

niére hypothése est inadmissible, car des deux rapports %7

N

AF . . . .
BF’ celui qui est relatif au point compris entre A et B est

négatif, tandis que l'autre est positif; il faut donc que ¥’ se
confonde avec F.

I11. — DROITES MENEES D'UN POINT AUX COTES D'UN TRIANGLE.

5. D’un point O pris sur le plan d’un triangle ABC (fig. 3,
4 et 5), si 'on méne aux sommets des droites qui coupent
respectivement aux points D, E, F les c6tés AB, AC, BC, on
détermine sur ces cdtés six segments qui donnent la méme
égalité que les précédents, sauf le signe.

Le point O peut avoir trois positions: 1° dans I'intérieur du
triangle (fig. 3); 2° dans un angle A, mais au dela du triangle
(fig. 4); 3° dans un angle opposé par le sommet a un de ceux
du triangle (fig. 5). Du reste, la démonstration est toujours la
méme.

Le triangle ABD et la transversale CF donnent (2)

AF.BC.DO = AO0.DC.BF.
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4 CHAPITRE I.
De méme, le triangle ACD, coupé par BE, donne
AO.DB.CE = AE.CB.DO.

Multipliant ces deux équations, nous supprimerons de part et
d’autre le produit DO.AO; nous effacerons aussi BC d’un cOté
et CB de I'autre : mais comme ces deux quantités différent par
le signe (1), il reste

AF.DB.CE=— DC.BF.AE.

Afin de faire encore partir tous les segments des sommets du
triangle, nous écrirons BD au lieu de DB et CD au lieu de DC,
ce qui change les signes des deux membres et n’altére pas l'é-
quation. Nous aurons donc

AP BD CE_
BF CD AE— ~

6. Réciproquement, si cette relation est satisfaite pour les
segments que déterminent sur les cOtés d’un triangle trois
droites passant par les sommets, ces droites se couperont en un
méme point.

En effet, soit O le point d’intersection de AD et de BE, et
T’ le point o CO rencontre AB; on trouvera, comme ci-
dessus (&),

AF' __AF
BF ~ BF’

et 'on en conclura, de méme, que I’ et F se confondent.
7. Les mémes fig. 3, 4,5 donnent encore la relation sui-

vante :
OD  OE  OF _

AT BET T
En effet, menons ON parallele 4 AB et ON paralléle a AC
jusqu’a la rencontre de BC. Considérant la fig. 3, on obtient
facilement, par des triangles semblables,

OD_OM _MN OE_NC - OF _WB
ADT AR BG BETBC Y T
ou bien
OF _BM

CF — BC




<

TRANSVERSALES.
Ajoutant ces égalités, on trouve
OF OD OE BM-+ MN-+ NC
G TRDTBET T BC T
En faisant directement le méme calcul sur la fig. 4, on aura
PRI oD A .
une égalité ou le rapport Ap Sera seul négatif. Au contraire,

d’aprés la fig. 5, ce rapport sera seul positif.

Mais il sera facile de constater, en considérant ces figures,
que ces changements de signes sont des conséquences néces-
saires du principe que nous avons établi en commencant, ct
que I’égalité

OD OE OF
ADTBE T CF

est générale dans toutes les circonstances.

IV. — SURFACES DETERMINEES PAR LES TRANSVERSALES.

8. Les fig. 3, 4 et5 donnent la formule
AOE COD BOF

BOD "AOF COE —

En effet, comme les surfaces des triangles qui ont un angle
égal ou supplémentaire sont entre elles comme les produits
des cOlés qui comprennent cet angle, on a

AOE _ OA.
BOD — OD . ()B’
de méme,
COD  0C.OD BOF  OB.OF
AOF — OF.OA’ TOE — OE.OC’

Multipliant et réduisant, on a la relation indiquée.
9. Cette égalité nous raméne a la formule n° 3,

AE CD BF

TE'BE'AF~ "
car les triangles AOE et COE sont entre eux comme leurs
bases AE et CE; il en est de méme pour COD et BOD, pour
BOF et AOF; donc, en tenant compte des signes de ces bases,
on retrouvera la formule connue.




6 CHAPITRE I.
10. Les mémes figures donnent aussi
OD __BOD _ COD
OA ™ BOA ™ COX’
d’olt '
COD.BOA = BOD.COA.
Dans la fig. 3, cela revient a
COD.(BOF + AOF) = BOD.(COE + AOE).
De méme,

AOE.(BOD +- COD) = COE.(BOF + AOF),
et

BOF.(COE + AOE) = AOF.(BOD + COE).
Ajoutant et réduisant, puis divisant d’'un cdté par le produit
AOE.COD.BOF,
et de Pautre par le produit
BOD.AOF.COD,
égal au premier (8), il reste

1 I I 1 I I

AOE T CoD T BOF —BOD T AOF T GOD’

On trouvera de méme, pour la fig. 4,

I I I 1 1 T

COD T BOF  AOE  BOD T COE ~ AOUK

en ajoutant les égalités

COD.(AOF — BOF) = BOD.(AOE — COE),
AOE.(BOD 4 COE ) = COE.(AOF — BOF),
BOF.(AOE — COE ) = AOF.(BOD - COD).

Enfin, la fig. 5 donnera

COD.(BOF — AOF) = BOE. (COE — AOE),
AOE. (BOD -+ COD ) = COE. (BOF — AOF),
BOF.(COE— AOE )= AOF.(BOD + COD ).

Additionnant les deux derniéres équations, retranchant la
premiére, simplifiant et divisant comme pour le premier cas,
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on trouve
1 + 1 1 - 1 + 1 1
COD " AOE BOF ™ BOD  AUF  COE
11. Si Ton se contente de combiner deux a deux les trois
égalités que nous venons d’écrire pour chacune des figures,

on trouvera, dans tous les cas, la relation

COE __ ABE
COD — ABD
et les deux autres analogues.

12. Soit I'angle AOA’, coupé en B et B’ par une seconde
transversale qui rencontre la premiére AA’ au point M; il
pourra se présenter trois cas, suivant que B et B’ seront sur les
cOtés mémes de l’angle donné ( fig. 6), sur les prolongements
de ces cdiés (fig. 7), ou bien le point B par exemple, sur le
prolongement de OA et B’dﬁ 0A'(fig.8 ‘

On a toujours

MOA _OA MOA’__ OA’
MOB~ OB MOB — OB’

MOA.MOA” __ OA.OA
MOB.MOB’ ~ OB .0OB'
D’un autre cOté,

d’ou

AOA"  OA.ON
BOB' — OB.OB”’
donc
AOA’ BOB’
MOA .MOA’ — MOB.MOB'
Dans la fig. 6

AOA’ =MOA + MOA’ et BOB'= MOB + MObB’;

il reste donc
1 I I 1

MOA T MOA T MOB T MOB
Dans la fig. 7,
AOA’ — MOA’ — MOA, BOB’ = MOB— MOB/,

cc qui donne
1 ¥ I i

MOA — MOA’  MOB'~ MOB’
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Enfin, dans la fig. 8,
AOA’ =MOA +MOA’, et BOB'=MOB—MOB’,
ce qui donne

I 1 1 I

MOA T MOA' = MOB' — MOB’

V. — Tatorive DE CARNOT.

13. Quand une transversale, menée dans le plan d’'un poly-
gone ABC ... (fig. 9), rencontre ses cotés consécutifs en des
points @, b, ¢, ..., on a la relation 4

ad BB cC
aB bC ¢D
dans laquelle on observe la régle des signes (1).

Nous allons démontrer que, si le théoréme est vrai pour un
polygone de n cdtés, il 'est pour un polygone d’un coté de
plus. En effet, le théoréme étant supposé vrai pour le poly-
gone AB ... E de n cOtés, on a I'équation

aA bB  eE .
aB bC TeA”

Formons un polygone d’un coté de plus, en remplacant le
¢616 EA par deux autres EF et EA. On a, dans le triangle AEF,
coupé par la transversale,

cez=o-1,

Cette équation, multipliée membre a membre par la précé-
dente, donne la formule

aA bB fF

aB'5C AT
relative a un polygone de n -+ 1 cOtés.

Donc, pour prouver que le théoréme est général, il suffit de

rappeler qu’il est vrai pour un triangle (2). Ce théoréme est
un cas particulier d’'une proposition que nous verrons plus

tard (427).
14. Le signe positif du second membre de cette formule
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aA . (o
montre que ceux des rapports op 0 au sont négatifs, sont

toujours en nombre pair, ¢’est-a-dire que :

Unetransversale, menéedansle pland’un polygone, rencontre
chaque cOté en un point situé sur le c6té lui-méme ou sur son
prolongement, et il y a toujours un nombre pairde cotés qui
sont rencontrés sur eux~mémes.

VI. — RELATIONS ENTRE LES SINUS DES ANGLES FORMES PAR LES
TRANSVERSALES.

15. Si par les sommets d’un triangle ABC ( fig. 10) on méne
trois droites quelconques qui rencontrent les cdtés opposés
en trois points a, b, ¢, on a la relation

aB bC cA __ sinaAB sin bBC.sin cCA
aC DA ¢B ™ sinaAC sin 6BA sin ¢CB’

dans laquelle s'observe la régle des signes.
aB
aC

e le rapport de sinus correspondant sin aAB Cela tientace
qu pp corresp * Sin aAC

Chaque rapport de segments, tel que —, a le méme signe

que, si les points B et C sont du méme c6té ou de cotés op-
posés relativement au point @, les angles ¢AB et «AC sont
aussi comptés du méme sens ou de sens opposés par rapport a
ladroite A a; ilssont done, ainsi que leurs sinus, de méme signe
ou de signe contraire.

Cela posé, il suffit de démontrer que les deux membres de
I'équation sont égaux numériquement.

Or, on a
aB — AB s.m aAB’ aC — AC sgn aAC;
Sin a Sin a
done
ill_?v_ sin aAB é]j
aC ™ sin aAC AC
De méme,

_b_(_?_sin bBC Ii_C cA _sincCA CA
DA~ sinOBA BA’ ¢B sincCB CB’
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10 CHAPITRE 1.
et ces trois égalités, multipliées membre 8 membre, donnent
I'équation qu’il s’agit de démontrer.
16. Si a, b, ¢ ¢taient en ligne droite, on sait (2) que
aB bC cA
aC AT Tl
On aurait donc aussi

sin aAB sin b BC sin ¢CA
sin aAC sin bBA sin ¢CB

=1,

17. Si les droites Aa, Bb, Cc se rencontraient en un seul
point, on sait (5) que I'on aurait
aB bC cA
aC bA ¢B
Donec aussi 'on aurait alors

sin aAB.sin bBC sin ¢CA .
sin ¢ AC sin bBA sin ¢CB

I.

1.

18. Si d’'un point O on méne des rayons aux sommets d’un
polygone ABC...E (fig. 11), les sinus des angles que ces
rayons feront chacun avec les deux cdtés adjacents auront entre
eux la relation

sin OAB_sin OBC “.sinOEA .
sin OAE sinOBA  sinOED — =’

le signe étant + ou —, selon que le nombre des sommets du
peolygone sera pair ou impair.

Admetiant encore 1’égalité précédente pour le polygone
ABC...E de n cbdtés, nous allons la démontrer pour le poly-
gone ABC. . .EF qui a un coté de plus. Le triangle EFA donne,
ainsi que nous 'avons vu (17), la relation

sin OAE .sin OFA_ . sin OEF __ .
sin OAF sin OFE  sinOEA

1,

qui, multipliée par la précédente, donne
sinOAB sin OBC ~ sin OEF sinOFA -
sin OAF SinOBA "5in OED sinOFE ~ + '

11 suffit done de rappeler que le théorémeé est vrai pour un
triangle; ¢’est ce que nous avons reconnu au n° 17,
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19. L’équation prouve qu’il y a toujours un nombre pair ou
L OBC . .
impair de rapports, tels que Opa’ dul auront le signe —, selon
que le nombre des cOtés du polygone est pair ou impair. Donc,
d’aprés ce que nous avons dit (15) sur les signes des sinus, on
en conclut cette proposition :

Si d’un méme point on méne & tous les sommets d’un poly-
gone des rayons dont les uns seront situés dans les angles eux-
mémes (ou dans leurs opposés au sommet) et les autres dans
les suppléments des angles,

Le nombre des rayons situés dans les angles (ou leurs op-
posés) sera pair ou impair, selon que le nombre des angles du
polygone sera pair ou impair.

VII. — APPLICATIONS.

20. Un triangle étant inscrit dans un cercle, si, d’'un point
quelconque dela circonférence, on méne des droites qui fassent,
dans le méme sens de rotation, des angles égaux avec les cOlés
du triangle, les pleds de ces droites seront sur une méme ligne
droite.

Pour comprendre ce qu’on entend par le sens de rotation,
il suffit de concevoir, dans la fig. 12, qu'une méme droite
occupe successivement les positions Oa, 0b, O¢, en tournant
aatour du point O de « en c, et de remarquer que les angles
0aC, 0bC, OcA, égaux entre eux, sont du méme coté de la
ligne tournante.

Cela posé, observons que les triangies AO¢, COa sont sem-
hlables comme ayaut, par construction, I'angle AcO =0aC,
et de plus OCa = OAc, puisque ces deux angles sont supplé-
ments de OAB; donc

Ae _0OA

Ca— OC’
De méme, les triangles AOb, BOa sont semblables, car les
angles OAb, OBa ont tous deux pour mesure la moiti¢ de
Farc CO; de plus, ObA == OaB comme suppléments d’angles

égaux : donc
Ba OB

AT OA”
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12 CHAPITRE 1. — TRANSYERSALES.

Enfin, puisque les angles O¢B, 0bC sont égaux, et que ¢BO,
bCO ont pour mesure la moitié de I'arc AO, les triangles OcB.
0bC sont encore semblables, et

cb _0c
Be OB
Multipliant ces rapports, on trouve
Ac Cb Ba _
Bc'Ab ' Ca™
ce qui démontre la proposition (4).
Il faut observer, en effet, que la régle des signes se vérifie
sur le produit des rapports

Ac Cb Ba
B A’ Ca

Comme cas particulier, nous observerons que, si d’un point
de la circonférence on abaisse des perpendiculaires sur les cOtés
d’un triangle inscrit, les pieds de ces perpendiculaires sont en
ligne droite.

21. L’autre théoréme réciproque, démontré au n° 6, fait re-
connaitre les circonstances ou trois droites passant par les
sommets d’un triangle se coupent en un méme point.

Pour les hauteurs, il suffit de comparer deux & deux des
triangles semblables ayant successivement comme angle com-
mun chacun des angles du triangle : les cotés disparaitront
comme lignes auxiliaires.

Pour les bissectrices, il faut se rappeler que chacune de ces
droites divise le coté opposé en segments proportionnels aux
cotés adjacents.

Pour les médianes, ainsi que pour les droites qui joignent
les sommets aux points de contact du cercle inscrit, la relation
est évidente.
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CHAPITRE II.

RAPPORT HARMONIQUE, POLAIRES.

1. — DiIvisioN HARMONIQUE.

22. On dit que trois quantités a, b, ¢, telles que a>b> ¢,
sont en relation harmonique lorsque I'on a
a—b a
b—ec ¢
La quantité b s’appelle alors moyenne harmonique, et I'on
trouve, d’apres la définition,

2ac
b= ’
a—+c
ce qui donne aussi
1 + I _2
a ¢ b

On appelle quelquefois rapport harmonique la quantité (—Z

Cetterelation est connue de temps immémorial; Apollonius
de Perge cn fait un usage fréquent dans son Zraité des coniques :
cependant, le mot harmonique n’est pas employé dans cet ou-
vrage et se trouve pour la premiére fois dans Pappus.

Les longueurs des cordes qui donnent les trois notes de
Paccord parfait majeur, ut, mi, sol, sont représentées respec-

. 2 . . A
tivement par les nombres 1, é' 3 et il estfacile de reconnaitre

que ces trois nombres vérifient la relation indiquée poura, b, c.
23. Quatre points pris sur une méme droite forment un sys-
teme harmonique quand le produit des deux parties extrémes
est égal a celui de la ligne du miliew par la ligne totale.
Ainsi les quatre points A, C, B, D (fig. 13) forment un sys-
téme harmonique si I’'on a

AC.BD = AD.CB.
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14 CHAPITRE II.

On voit que les segments sont pris, comme cela doit étre, de
maniére a donner le méme signe de part et d’autre.

Pour voir que cette propriété, qui peut servir de définition
a la division harmonique, s’accorde avec les notions précé-
dentes, il suffit de vérifier que cet accord a lieu si 'on pose

AD=ga, AB=0b, AC=c;

on verra aussi facilement que l'on peut également prendre
pour point de départ I'autre extrémité D, c’est-a-dire poser

DA=a, DC=b, DB=c.

2k. On considére le premier et le troisiéme point, le second
et le quatriéme, comme conjugués deux & deux : ainsi A et B
sont conjugués entre eux, de méme que C et D. On dit alors
que la droite AB est divisée harmoniquement en C et D, ou
bien CD en A et B.

25. Nous avons trouvé (23) la formule

AD _ AC
BD (B’
Si le point D est a l'infini, les droites AD et BD ne différeront
que d’une quantité négligeable par rapport a chacune d’elles :

done
AD

D~ "
Alors il reste AC=CB; d’ou résulte ce théoréme :

De deux points divisant harmoniquement Uintervalle de
deux autres, si lun est & Uinfini, Uautre est au milieu de la
distance des points donnés.

26. La moiti¢ d’une droite AB est moyenne proportion-
nelle entre les distances du milieu M de cette droite auzx deux
poinis C et D qui la divisent harmoniquement ( fig. 13).

Pour vérifier cet énoncé, il suffit de transformer I'égalité

AD.CB=AC.DB
de manicre & n’y laisser que les quantités
AM = MB, MC et MD.

Cette formule s’écerit
(AM +-MD) (AM

MC)==(AM -+ MC) (MD — AM).
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Développant et réduisant, on trouve en effet

—_—
AM
On obtient donc ainsi une solution du probléme suivant :
Connaissant U'un des points C suivant lesquels une droite AB
est divisée harmoniquement, trouver le point D, conjugué de C.
On verra plus loin (162) la solution du probléme suivant :
Trouver deux points qui divisent harmoniquement deux
segments en ligne droite.
Mais quant au probléme actuel, ot 'on donne un seul seg-
ment avec un troisiéme point dont on cherche le conjugué

harmonique, on en trouvera une solution plus simple a la fin
du n° 42,

27. En comparant la formule

AM =MD.MC, ou bien MD =

I I T 4 A
—-'l-—-f:,—i —.— v,
P P 2 [ (Y W 4’4{
. - ) . ! LT
des miroirs sphériques avec I’équation
1 + I . 2
a ¢ b

du n° 22, on voit que I'objet et I'image divisent harmonique-
ment le rayon du miroir.

Dans une ellipse ou une hyperbole, comparant encore Ia

. at . . .
distance — du centre au pied d’une directrice, avec la formule

AM

MD:MC—

dune 26, on reconnaitra que I'axe focal est divisé harmonique-
ment par un foyer et le pied de la directrice correspondante.

II. — FAISCEAUX HARMONIQUES.

28. On dit-que quatre droites partant d’'un méme point
forment un faisceau harmonique lorsqu’elles divisent harmo-
niquement une transversale quelconque.

Celles de ces droites qui passent par les points conjugués de
la transversale sont dites conjuguées harmoniques deux a deus.
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16 CHAPITRE 1I.

Cette définition suppose démontrée la proposition suivante :

Si quatre droites partant d’un méme point divisent harmo-
niquement une transversale, elles divisent aussi harmonique-
ment toute autre transversale, méme non paralléle & la pre-
miére.

Mais nous allons conclure cet énoncé comme conséquence
évidente d’un théoréme qu’il faut maintenant démontrer.

99. Etant données les trois droites OA, OB, OC (fig. 14), si,
d’un point quelconque C, pris sur une d’elles, on méne une
droite GCE telle, que les portions GC, CE comprises dans les
angles AOC et BOC soient égales, et que du point O on méne
OD paralléle & GE, une transversale quelconque ABCD sera di-
visée harmoniquement.

En effet, les triangles AGC, AOD donnent

G_C __AC,
OD — AD’
de méme CEB, OBD donnent, en considérant les signes,
oD _BD.
CE ~ CB’

multipliant ces égalités et observant que GC = CE, il reste
AC.BD = AD.CB,

ce qui constitue la division harmonique (23).

30. Non-seulement la proposition du n° 28 se trouve ainsi
démontrée, mais on résout aussi le probléme suivant :

Etant données trois droites OA, OB, OC d’un faisceau har-
monique, trouver la droite OD conjuguée avec 'une OC de ces
trois droites.

Cela revient en effet a diriger la droite GCE pour que I'on
ait GC=CE ; or, d’aprés une construction connue, il suffit de
mener CF paralléle a OA jusqu’a la rencontre de OB en F, de
prendre FE = OF et de joindre EC.

On trouve ainsi une seconde solution du probléme indiqué
aun® 26 : pour diviser harmoniquement la droite AB, et'trouver
le conjugué D du point donné C, on pourra joindre A, B, C 4
un point quelconque O, et trouver 0D comme il vient d’étre
dit.
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D’aprés ce que nous avons vu sur les points conjugués, il
est clair que deux droites conjuguées entre elles alternentavec
les deux autres : mais il faut observer que les quatre droites
s’étendent de part et d’autre du point O; ainsi, la transversale
aurait pu rencontrer la droite OD du c6té de OD' ( fig. 14).

31. On peut considérer, comme donnant une direction li-
mite des transversales, une droite telle que GCE, paralléle a
un des cotés du faisceau : alors le point D, conjugué de C, est
a l'infini, et GC = CE.

Cela revient a ce que I'on a déja vu (25).

32. Nous reviendrons plus tard sur les propriétés du rapport
harmonique, considéré comme cas particulier du rapport que
nous appellerons anharmonique.

Cependant nous allons chercher, dés a présent, les relations
qui doivent exister entre les coefficients angulaires des équa-
tions de quatre droites pour qu’elles fassent un faisceau har-
monique. Comme il ne s’agit que des angles, nous prendrons
I'origine O au sommet du faisceau que nous couperons par une
droite MA A, A A,, paralléle a Oy ( fig. 15).

Les équations des quatre droites étant respectivement

y=az, y=ar, y=azr, y=axz,
si nous prenons = OM, nous aurons
ax=MA, axr=MA, axr=MA, az=MA..
La relation harmonique est
AAC A A=A ALAA,
en prenant toutes les quantités positives. Observant que
AA=MA, —MA,...,

et supprimant de part et d’autre =2, il reste I’équation cher-
chée,

(as—a)(ay—a,)) =(a.—a,)(a; — as)-
Développant et réduisant, on a aussi
(ai+a) (a4 a.) = 2 (a &, + axa).

33. Si 'une de ces quatre droites, telle que OA., coincide
2
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18 CHAPITRE II.

avec 'axe des x, d'ou @, = o, il restera
(a+a3)a,=2a,a,.

Si, de plus, I'axe des y est la direction conjuguée avec l'axe
des x, on aura

ady == R ;
d’ou
a+a=o0 et aa=—a.
Ainsi, deux droites représentées par y =mx et y = — mzx

sont conjuguées entre elles, et font un faisceau harmonique
avec les axes.

III. — POLE ET POLAIRE RELATIVEMENT A UN ANGLE.

3k. Etant donnés un point A et un angle COD ( fig. 14), si
I’on meéne de ce point une infinité de transversales & cet angle,
le liew géométrique des poinis conjugués de A sur toutes ces
transversales, relativement aux points ot elles coupent U'angle
donné, est la droite OB conjuguée de OA.

En effet, il est évident, d’aprés ce que nous avons vu n°s 29
ct suivants, que le point B, qui divise harmoniquement avec A
la droite CD, est surla ligne OB, conjuguée de OA, relative-
ment a 'angle COD ; cela tient a ce que la direction de la trans-
versale est arbitraire.

D’aprés cela, on dit que le point A et la droite OB sont le
pole et la polaire I'un de I'autre, relativement a I'angle COD.

35. Par conséquent, si Pon donne les coordonnées z', 3’
d’un point quelconque A. ( fig. 15), il sera facile de trouver
I’équation de la polaire de ce point, relativement a I'angle
A,OA,; dont les cotés sont représentés par y = a,x et y = a, .

Il suffira d’écrire, dans les formules du n° 32, a,:Z‘J,, et
A

ces formules nous donneront le coefficient angulaire a; de la
polaire cherchée. '

Si 'on demandait réciproquement le péle d’une droite pas-
sant par le sommet de 'angle, ce probléme serait indéterminé,
car on pourrait prendre indifféremment tous les points de la
ligne conjuguée avec la droite donnée.

Enfin, si 'on demande Ic pole d’une droite queleonque re-
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lativement 4 un angle donné, on doit considérer le sommet de
cet angle comme le pdle demandé; cela tient a ce que les po-
laires de tous les points de cetle droite passent par ce sommet.

36. Pour ‘construire la polaire d’un point donné relative-
ment a un angle, nous renverrons a la construction déja indi-
quée (30).

Du reste, nous trouverons bientdt une autre méthode pour
résoudre ce probleme (40).

IV. — THREOREMES SUR LES POLAIRES.

37. Les fig. 16 et 17, sur lesquelles nous allons établir quel-
ques propositions, présentent des ressemblances et des dif-
férences qu’il faut d’abord indiquer.

Quatre points A, B, C, D étant sur un méme plan, si aucun
d’eux n’est dans lintérieur du triangle formé par les autres,
ces points font un quadrilatére convexe ABCD (fig. 16) dont
les cotés opposés AD et BC, AB et DC se coupent aux points
Oet 07, tandis que les diagonales AC et BD se coupenten O’;
mais les points O et 0”, ou se rencontrent les cotés, pouvant
étre considérés comme des sommets, la droite 00” sera consi-
dérée comme une troisiéme diagonale. L’ensemble de ces
cOtés et de ces diagonales s’appelle un quadrilatére complet.

38. Au contraire, il peut arriver qu’un des points, D, soit &
Vintérieur du triangle ABC formé par les trois autres ( fig. 17);
nous indiquons encore par 0, 0’, 0" les points ou AD, BD, CD
coupent les cotés BC, AC, AB.

Les autres notations de ces figures seront choisies de telle
maniére que ce qui va suivre puisse s’appliquer généralement
a 'une comme & lautre.

39. Considérons, dans ces figures, 'angle COD et le point 0”:
sur les droites O”BA, O”CD, prenons respectivement les
points E” et F”, conjugués de 0”, pour diviser harmonique-
ment les distances AB, CD. On sait (34) que E”F” serala po-
laire de O” velativement & COD, et passera par conséquent au
sommet 0.

Tout ce que nous venons de dire sur les divisions harmoni-
ques de AB et de CD, en prenant O pour sommet, s'appliquerait
encore a ces mémes divisions en considérant O’ comme som-

2.
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met du faisceau : donc E”F” passe aussi en 0/, c’est-a-dire
que OO0’ est la polaire de 0”, relativement 2 COD et a4 CO’'D

40. On en conclut une méthode nouvelle et trés-souvent
employée pour construire la polaire d’un point relativement a
un angle.

Du point O” menez & Uangle COD deux sécantes qui coupent
cet angle aux points C et D, B et A; joignez AC, BD, qui se
coupent en O’ : la droite 00’ est la polaire demandée.

41. Indiquons par E et F les points ou 0’0” coupe BC et
AD, par F’ et E' ceux ou 00" coupe BD et AC; on peut faire
les observations suivantes.:

‘Nous avons vu (39) que 00’ était la polaire de O” relative-
ment a 'angle COD, que nous pouvons aussi indiquer par EOF ;
on areconnu semblablement que la méme droite 00’ est la
polaire du méme point O” relativement & 'angle E'O’'F’ ou CO'D.

De méme, O0” est la polaire de O’ par rapport aux angles EOF
et E”0"F”, et 0’0" est la polaire de O relativement aux angles
El OI FI E”OI/ I‘I/

k2. Toutes les droites des fig. 16 et 17 sont divisées har-
moniquement [ excepté les lignes ponctuées dont il ne sera
question que plus tard (43)].

La droite AB étant, par hypothése, divisée harmoniquement
aux points E”, 0", le faisceau de quatre droites ayant son som-
met en O divisera de méme les autres droites EF, CD, BD
et AC.

Ensuite, 0”0’ étant la polaire de O par rapport a l'angle
E”0”F”,1a droite E”F” sera divisée harmoniquement en Oet 0’
il en sera donc de méme pour les droites BC et AD, coupées |
par le faisceau O”.

Enfin, la droite BC étant divisée harmoniquement aux
points O, E, on pourra donner a cette division, au lieu du
point 07, le point O' pour sommet; alors la droite F'E’, dont
il restait a parler, sera aussi divisée harmoniquement comme
transversale du faisceau O'.

Comme cas particulier de cette proposition, nous remarque-
rons I’énoncé suivant, relatif a la fig. 16:

Une diagonale d’un quadrilatére complet est divisée har-
moniquement par les deux autres. On en conclut encore une
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maniére de frouver sur une droite 00" le conjugué harmo-
nique E' d’un troisiéme point I ( fig. 16 et 17).

Soit pris arbitrairement le point B; sur I’B prenons le point
quelconque D que nous joindrons a O et 0”, ce qui coupe en A
et C les droites BO”, BO; la ligne AC coupe 00” en E'.

43. Nous démontrerons aussi que les: points E, E/, E” sont
en ligne droite. En effet, les quatre droites E' E”, E'B, E'0”,
E’A (parmi lesquelles on n’a pas tracé E’'B) forment un fais-
ceau harmonique de sommet E’, puisque AB, ainsi qu’on vient
de le voir, est divisé harmoniquement aux points 0” et E”.
Donc une autre droite, telle que BC, seraaussi divisée harmo-
niquement par ce faisceau au point O et au point ot E'E” coupe
la direction BC: ainsi ce dernier point n’est autre que E.

Ce théoreme peut s’énoncer de la maniére suivante :

Les polaires d’un point D, relatives aux angles d’un trian-
gle ABC, rencontrent respectivement les cOtés opposés en trois
points situés en ligne droite.

Pour le voir, il suffit d’observer que AE est la polaire du
point D relativement & l'angle BAC. En effet, si 'on méne
de ce point des sécantes 0”C, O’B jusqu’a la rencontre des
cOtés de cet angle, et que I'on joigne encore ces points de
rencontre par les droites 0’0”, CB qui se coupent en E, on
sait (40) que le point E sera sur la polaire, qui sera par consé-
quent AE.

De méme, BE’ et CE” seront les polaires du méme point D
relativement aux autres angles B et C du triangle ABC; mais
ces droites AE, BE/, CE” ne sont pas tracées sur les fig. 16
et 17.

&k, La droite AB étant divisée harmoniquement en O” et E”,
la droite O’B est la polaire de A relativement a I'angle 0”0’0.
Par conséquent, la droite 0”0 doit étre coupée sur cette po-~
laire par la sécante E’F (40); il en résulte que les points E”,
F', F sont en ligne droite.

Par la méme raison les lignes E'F”F et EF' F” seront droites;
mais ces trois directions n’ont pas été tracées pour ne pas com-
pliquer les fig. 16 et 17.
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b3, Dans la fig. 14, si OC était la bissectrice de AOB, il est
clair que la droite GCE, menée de telle maniére que GC = CE,
serait perpendiculaire a OC, ainsi que OD paralléle a GC :
donc OD diviserait en deux parties égales le supplément de
I'angle AOB. Mais les droites OC et OD sont conjuguées har-
moniques (30); on a donc le théoreme suivant :

Les bissectrices d’un angle et de son supplément forment,
avec les cOtés de cet angle, un faisceau harmonique.

- Et réciproquement :
~ Dans un faisceaw harmonique, si deux droites conjuguées
sont perpendiculaires, elles sont bissectrices des angles sup-
plémentaires que font les autres droites.

k6. Soit A un point quelconque pris sur une circonférence
qui a DD’ pour diamétre ( fig.18), et soit B, C un systéme corres-
pondant de deux points qui divisent harmoniquement DD’.
L’angle DAD’ étant droit comme inscrit dans un demi-cercle,
on voit, par le théoréme précédent, que AD sera la bissectrice
de BAC et AD' celle de BAE, supplément de BAC; ainsi, étant
connu un des points B et G, il sera facile de trouver l'autre.

Nous ne répéterons pas ici la démonstration connue de Géo-
métrie élémentaire par laquelle on démontre les proportions
AB__BD D'B
ACT DL~ DT
des signes; cependant nous en conclurons le théoréme sui-
vant :

Le lieu géométrique des points A tels, que le rapport des dis-
tances de ces points & deux points fixes A et B soit constant,
est une circonférence ayant pour diamétre la distance de deux
points D et D' qui divisent harmoniquement KB.

Le systéme de ces points D et D’ sera déterminé par la va-

Dl

» que nous écrivons ici en observant la régle

feur donnée du rapport r= == e =

&7. Sil'on méne du poun A (fig. 19 des transversales A’BC,
A'DE a I'angle BAC, on sait (k0) que le point O o se coupent
BE et CD estsurla polaire AO de A’. Soit encore A’ GO’ uneautre
sécante menée du point A’: le point F ol se coupent GE et DO’
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sera encore sur cette polaire, ainsi que le point I ou se cou-
pent BO” et GC. 1l en serait de méme pour toutes les autres.
transversales menées du point A’.

Ainsi, les points O, F, 1,. .., sont en ligne droite avec A.

Ce théoréme subsiste encore si le point A’ est & Uinfini.
Alors BC, DE, GO/,..., sont paralléles.

48. Cette considération permettra de résoudre le probleme
suivant :

Joindre un point donné au sommet inaccessible d’un angle
donné.

Supposons d’abord (fig. 19) le point donné O dans I'inté-
rieur de I'angle BAE, donné par ses cdtés BD, CE, mais dont
le sommet A est supposé inaccessible; nous ménerons de ce
point O deux sécantes croisées DOC, BOE, de maniére que le
point A/, ol se couperont CB et ED, soit dans les limites de la
figure, ce qui exigera un certain titonnement si le point est
prés de la bissectrice de I'angle donné. Du point A’, menons
une nouvelle transversale qui coupe BD en G et CE en O';
joignons DO’ et GE qui se rencontrent en I, la droite OF sera
la ligne demandée et passera en A.

Si, au contraire, le point donné O’ est extérieur a l'angle
donné BA'E, nous meénerons, d’'un point quelconque A, la
droite AOQ’ qui coupe les cdtés de I'angle en E et en C, ainsi
que AG qui les coupe en D et B; nous joindrons DG, BE qui
se rencontrent en O; du point A, nous menerons AO qui sera
coupé en F par DO, Enfin, joignons EF qui coupe AB en G,
la droite O’ G sera la ligne demandée qui passera en A'.

49. Cette solution n’exige que I'emploi de la chaine et des
jalons, mais avec I'équerre d’arpenteur le probléme se résout
plus simplement.

Soient BF, CE ( fig. 20) les cotés d’un angle dont le sommet
inaccessible A doit étre joint au point donné O. 1l suffira,
par le point O, de mener perpendiculairement a ces cOtés les
lignes BE, CF, enfin d’abaisser sur BC la perpendiculaire OD
qui sera la droite demandée (21),

Cette méme construction permet de résoudre le probleme
suivant : Du sommet inaccessible d’un angle donné BAC, me-
ner une perpendiculaire sur une droite donnée BC.
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80. Mener la bissectrice d’un angle dont le sommet est in-
accessible.

Coupons cet angle BAC par la droite quelconque BC ( fig. 21)
et soit O le point ol concourent les bissectrices des angles
ABC, ACB: on sait (21) que ce point O est sur la bissectrice
de BAC. On pourrait en trouver un second point en menant
toute autre sécante que BC; mais soit B'C’ parallele a4 BC, B'0’
4 BO et C'0’ a CO, il est clair que O’ sera aussi sur la ligne
cherchée qui sera O0'.

81. Prolonger, au deld d’un obstacle, une droite dont deux
points sont visibles.

Soient B et C ces deux points ( fig. 19), et cherchons un
point A’ de la droite BC au dela d’un obstacle que nous sup-
poserons exister a partir du point B. Du point quelconque A,
menons deux droites AB, AC, et prenons sur chacune de ces
lignes les points D et E choisis arbitrairement, mais d’une
maniére convenable pour la figure; joignons BE, CD qui se
coupent en O et menons la droite AO. Soit encore G pris arbi-
trairement sur AB, et joignons GE qui coupe AO en F; enfin,
menons DF qui coupe AC en O’ : les droites ED, 0’G se cou-
peront en A’ qui sera, d’aprés ce qu’ona vu (40), sur la direc-
tion de CB.

On aurait de méme un autre point et tant d’autres points
qu’on voudrait de la direction de cette ligne.

Cette construction est remarquable parce qu’elle s’applique
au cas ou B et C sont inaccessibles; en effet, il suffit de poser
des jalons dirigés vers ces points dont on n’est pas obligé d'ap-
procher plus prés que le point O. De plus, rien n’exige que
du point A’ on puisse voir B et G, ni réciproquement.

Lorsque 'un des points B est accessible (fig. 22) et que
Pon peut se servir de I’équerre d’arpenteur, il suffit de mener
sur BC une perpendiculaire BA de longueur convenable, de
prendre sur AA’, perpendiculaire & AB, une distance suffisante
AA’ et d’élever sur AA’ la perpendiculaire A’B’ = AB; alors
il est clair que B'C’, perpendiculaire a A’B’, est le prolonge-
ment de BC.

Ici encore rien n’exige que les portions BC et B'C’ de cette
droite soient visibles 'une pour 'autre.
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CHAPITRE III.

POLAIRES DANS LE CERCLE ET LES CONIQUES.

I. — PROPRIETES QUI DEFINISSENT LA POLAIRE.

52. Si 'on méne d’un point donné une sécante quelconque
a un cercle, le lieu géométrique des points conjugués harmo-
niques avec le point donné, relativement aux points d’inter-
section avec la circonférence, est une droite qu’on appelle la
polaire du point donné, considéré comme pdle.

On voit que cette définition de la polaire, par rapport a un
cercle, est la méme que celle qui a été donnée a propos d'un
angle (34 ), mais elle exige de méme une démonstration.

53. 8i d’un point O on méne & une circonférence C une sé-
cante qui la coupe en D et en E, on demande le lieu géomé-
trique des points M o2 concourent les tangentes menées en D
et en E (fig. 23 et 24). La perpendiculaire CF sur le milieu F
de DE coupe en M la tangente MD; on a

mais les triangles rectangles CMP, CFO sont semblables, comme
ayant I'angle C commun; donc

CM _ CP . R
O=cF © R=CP.CO, ou P=rG

Ainsi la perpendiculaire abaissée du point M sur le diamétre
quipasse en O estindépendante de la direction de ladroite OED;
il en résulté que cette perpendloulmre est le lieu rreométrzque
lui-méme. 1’égalité R* = CP.CO est écrite conformément a la
régle des signes (1), car le premier membre étant positif, le
second doit I'dtre aussi : or, les points O et P, placés sur une
méme droile, sont du méme cOté du point G, ce qui tient a ce
que l'angle C, commun aux triangles semblables, est aigu.
On voit, par la méme formule, que ces points O et P sont
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réciproques l'un de l'autre, ¢’est-a-dire que si O vient a la
place de P, en méme temps P viendra a la place de O.

54. Nous démontrerons bientdt que cette droite MP est la
polaire du point O, mais nous pouvons dés a présent considé-
rer les trois cas qui peuvent se présenter d’aprés les diffé-
rentes positions du pdle. '

Si ce pole O est en dehors du cercle (fig. 23), il est clair
que la corde de contact HH' est une portion de la polaire ;
d’ailleurs, on connait directement, pour une tangente OH, la
relation

CP.CO —CH = R-.

Si le pole était en A sur la circonférence, c’est-a-dire sil’on
avait CO = R, la formule donnerait aussi CP = R. Ainsi la tan-
gente serait la polaire demandée.

Enfin, si CO <R (fig. 24), la formule montre que CP > R;
dans ce cas, la polaire est extérieure au cercle.

88. Dans la formule R? = CO.CP, observons que C est le mi-
lieu du diamétre AB; nous en conclurons (26) que les points O
et P( fig. 23 et 24) divisent harmoniquement ce diamétre AB.

Cela posé, pour faire voir que la perpendiculaire MP sur AB
est la polaire de O, telle que nous ’avons définie (52), il reste
a prouver que le point G, ol elle coupe la sécante quel-
conque ED, est conjugué harmonique du point O, relative-
ment aux points E et D de la circonférence.

En effet, nous avons vu (46) que le cercle décrit sur AB
comme diamétre était le lieu des points tels, que le rapport de
feurs distances aux points O etP, qui divisent harmoniquement
ce diametre, {Ut constant; donc

EO DO . PE OE

E_P:Fp, ou ble‘n —ﬁ)—:a]—)o
Appliquant cette derniére forme d’égalité au triangle EPD en
méme temps que le théoréme dec Géométirie élémentaire
qu’on a rappelé au n° 46, on voit que la droite OP divise en
deux parties égales, dans la fig. 23, le supplément EPK de
I'angle EPD, et dans la fig. 24 Vangle EPD lui-méme. Au con-
traire, MP, perpendiculaire 3 OP, divise également, d’un ¢oté
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I'angle EPD, de I'autre son supplément EPK; mais, dans les
deux figures, les droites perpendiculaires PO, PM forment
toujours avec les droites PE, PD, dont elles divisent les angles
en parties égales, un faisceau harmonique (43), et les points

0 et G divisent harmoniquement la distance ED.

56. Laseconde définition que nous avons donnée de la po-
laire (53) ne semble pas générale, parce que le point M du
lieu ainsi obtenu, étant au concours de deux tangentes, ne
pourrait jamais se trouver dans l'intérieur du cercle, comme
cela doit étre cependant pour les points situés entre H
et H' (fig. 23). Mais remplacons cette définition par I'éga-

; R?
lité¢ CP = ik qui en résulte immédiatement, et nous aurons
toute la généralité désirable : en effet, tout ce qu’on a vu au
ne 55 découle de cette égalité, et le point intérieur G ( fig. 23),
conjugué de O pour la division harmonique de ED, sera le point
du lieu situé sur cette direction.

JI. — THEOREMES SUR LES POLAIRES.

57. Nous pouvons donc ajouter, aux deux fig. 23 et 24, Ia
fig. 25 dans laquelle le point M est intérieur au cercle, et nous
démontrerons, sur toutes trois, le théoréme suivant :

Les polaires de tous les points d’une droite passent par le
pole de cette droite.

Soit M Ie point pris sur la droite donnée MP ; d’aprés ce qui

précéde, on trouvera la polaire de M en prenant sur CM la dis-
2

R
tance CF = oM
droite FO, polaire de M, coupe en O la droite CP, perpendicu-
laire sur MP. Or, les triangles semblables COF, CMP don-
gﬁ 511:7 donc CM. CF = R? = CO.CP; par conséquent,
le point O, ot passe la polaire de M, est le pole de MP.

58. Réciproquement, les pdles de toules les droites qui pas-
sent par un méme point se trouvent sur la polazre de ce point.
SoientO ce point et OF une droite quelconque quiy passe;
pour en avoir le pole, on sait qu'il faut abaisser CF perpendi-

et menant FO perpendiculaire sur CF. Cette

nent
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2
culaire sur OF et prendre sur CF la distance CM = (%5 ; alors

M sera le pole de OF. Joignons OC et abaissons MP perpen-
CM.CF_ R

diculaire sur OC; on aura comme ci-dessus CP =—0 =0’
ainsi la perpendiculaire MP sera la polaire du point O, donc
cette polaire contient le pole M de OF. ’

59. Observons, comme cas particulier, que la polaire du
centre est & Uinfini, car si le point O serapproche de C( fig. 24 ),
Rz
co

Donc, d’aprés le théoréme précédent, le pdle de tout dia-
metre est & Uinfini.

60. Des théorémes qui précédent découlent évidemment les
corollaires suivants :

1° Si des différents points d’une droite on méne des couples
de tangentes & un cercle, les cordes de contact passent au pole
de la droite donnée. ,

2° Le point d’intersection de deux droites a pour polaire la
ligne qui joint les poles de ces droites.

3¢ La droite qui joint deux points a pour pole 'intersection
des polaires de ces droites.

61. D’un point quelconque si I'on méne deux sécantes & une
circonférence et si Uon joint directement et inversement les
quatre points d’intersection pris deux & deux, la droite qui
réunit les points de jonction est la polaire du point donné
(fig. 26).

Soit A, le point d’oli partent les sécantes MM, M, M, qui don-
nent les points de jonction A et A, : il faut prouver que AA,
est la polaire de A, par rapport au cercle.

En effet, soient B et B, les points conjugués de A, par rap-
port aux points M et My, M, et M;: nous savons ( 3k et 40) que
BB, sera la polaire des angles MA.M; et MAM, ; donc elle se
confondra avec AA,. Mais comme la définition de la polaire
est la méme pour un cercle que pour un angle (52), le théo-
réme est démontré.

On verrait de méme que A,A, est la polaire de A, etA, A celle
de A..

montre que CP = pour CO = o.

la formule CP =
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62. D’apres ce qu’on a vu (42), on reconnait que toutes les
sécantes de la fig. 26, ainsi que la droite A A., se coupent
harmoniquement les unes les autres: par exemple, les droites
AA, et A A, A.B et A B, sont conjuguées deux a deux,etla
ligne A;A, polaire de A, est divisée harmoniquement en B
et B.

63. Onsait que AA,, polaire de A,, passe aux points de con-
tact E et E, des tangentes partant de A,: comme AA, est aussi
la polaire de A,, on voit, par la définition méme de la po-
laire (52), que EE, est divisé harmoniquement en A et A,.

De méme DD, est divisé harmoniquement en A et A, ou
bien AA,enDetD,.

En général, dans un triangle AA, A, dont chaque coté est la
polaire du sommet opposé, chacun des cbtés qui coupent le
cercle passe aux points de contact des tangentes menées par le
sommet opposé, et est divisé harmoniquement par la circonfé-
rence.

Corollaire. — Soient M, M,, M., M, quatre points d’une cir-
conférence et A le point ou se coupent MM,, M, M, : on con-
clut réciproquement de ce qui précéde que le point A,, ol se
couperont M;M et M.M,, est sur la polaire de A. Ainsi ED,,
ED iraient se couper sur A,A..

TII. — APPLICATION AU TRACE DES TANGENTES.

64. Pour mener des tangentes au cercle d’un point extérieur
A,, on peut conduire de ce point deux sécantes quelconques
qui coupent la courbe aux points M et My, M, et M.. On réunit
ces points directement et inversement, ce qui donne les points
de jonction A et A,. La droite A,A coupe la circonférence en
E et E, : il résulte des numéros précédents que A,E, A, E se-
ront des tangentes.

De méme, la droite AA, coupant la courbe en D etD;, on a
les tangentes A, D et A,D..

65. Cette construction n’exige pas que le point A,, ol vont
concourir MM, et M, M., soit accessible ; en effet, on pourra
toujours joindre le point A au sommet inaccessible de I'angle
formé par ces droites (48). Cette ligne coupe la courbe aux
points E et E, que I'on joindra toujours au point donné A..
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Observons enfin que ce dernier point A, peut lui-méme étre
inaccessible ainsi que A,; rien n’empécherade joindre de méme
le point E au sommet de P'angle formé par les droites M;M et
M. M, (48), on en fera autant pour le point E,.

IV. — POLAIRES DANS UNE CONIQUE.

66. Les définitions seront les mémes, pour une conique
quelconque, que pour un cercle (52) ou pour un angle (34).

Ainsi, étant donné dans le plan d’une conique un point
quelconque pris pour pdle, le lieu géométrique des points
conjugués harmoniques de ce pdle, relativement aux deux ou
une droite qui y passe rencontre la conique, est la polaire du
point donné.

Comme une conique, d’aprés sa définition méme, est la per-
spective d’un cercle, et que la division harmonique, étant vraie
pour une transversale quelconque (29), subsiste dans la per-
spective, on voit que la polaire sera une droite dans une co-
nique aussi bien que dans un cercle. ‘

Comme les sécantes et les tangentes se correspondent dans
les deux courbes par la perspective, tous les théorémes relatifs
4 la polaire dans le cercle sont aussi démontrés pour une co-
nique quelconque, excepté la proposition oul’on a établi que la
polaire est perpendiculaire dans le cercle au diamétre divisé
harmoniquement; en général, la perspective ne conserve pas
les relations d’angles.

On dit qu’un triangle AA, A, est conjugué par rapport a une
conique ( fig. 26) quand chacun de ses sommets est le pole du
coté opposé relativement a cette conique.

67. Il ne reste donc qu’a chercher, relativement a4 une co-
nique qui a pour équation - - \

ay* + bxy + cx’ +dy + ex + f=o,
I'équation de la polaire d’'un point dont les coordonnées
sontx’, y'.

On sait que I'équation de la tangente menée en un point de
cette courbe représenté par z’, y’ sera

2ayy 4+ b(ay +2'y)+ 2cxx'+d(y-|—-y’)
(a4 ) of=o0,
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équation dans laquelle on doit remarquer la symétrie qui
existe entre les coordonnées courantes et celles du pomt de

contact.

Un autre point de la courbe, représenté par z”, »”, donne-
rait une équation analogue a la précédente. Soient « et {3 les
coordonnées du point ot se coupent les tangentes aux deux
points représentés par z’, 3’ et ", ", on aura donc

2aﬁy'+b(0¢y’—|—x’B)+ﬁzco:x’+a’(ﬁ+y’)+e(a.;.x')_;_zfzo,
2aBy"+b(ay"+z"B)+2cax’+d(B+y" )+e(a+z")+2f=o0.

Il en résulte que I'équation
2aBy+blay+xB)+2cax+d(B+y)+ e(a+x)+2f=o0,

étant satisfaite pour les deux points de contact, sera celle de la
droite qui joint ces points, ¢’est-a~dire de la polaire du point
indiqué par «, 3.

Mais ce dernier point est assu1ett1 a étre extérieur : pre-
nons donc, sur la corde quelconque qui réunitles deux points
de contact, un point intérieur représenté par z, y, ; menons
par ce point une autre sécante arbitraire qui sera aussi la po-
laire d’un point extérieur représenté par o, 3/, et qui aura
pour équation

2a‘ﬁ’_y'—l-b(oz’y—i-—x@’)+2oa’x+d(ﬁ’—}-y)—-l-e(oz’—;-—x)-;—zf—__—o.

Mais cette équation et la précédente pourraient s’écrire en
remplacant z et y par 2, ¥:, puisque les deux cordes passent
au point ainsi indiqué. La relation qui en résulte étant donc
vraie pour les deux points extérieurs est également vraie pour
‘tous ceux de la droite qui les joint : on peut donc y rempla-
cer les coordonnées particuliéres « et 3, &’ et 8" par les coor-
données courantes x et y ; de sorte que

2“¢‘}’-+'b(xy.+x,y)+zcxwl—|—d(y+y.)+e(x+x.)+2f=o

sera I'équation de la polaire du point intérieur représenté

par LATH AT
Ainsi 2’ et 3’ étant les coordonnées d’un pointde la courbe,
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d’un point extérieur ou intérieur, 'équation de la polaire cor-
-respondante sera toujours

2ayy’+b(xy'+2'y)+2cxx’+d(y-+y’)+e(x+z')+2f=o,

ce qui s’écrit encore _

y(2ay’'+bz' + d)+z (202’ +by' +e) +dy'+ ex’ +2 f=o.
Si 'on demande I'équation de la polaire d’'un point repré-

senté par 2/, y’, relativement & une conique donnée par une
équation de la forme

a(y—qr+blz—p)(r—q)+clz—pr+d(yr—q)
+e(z—p)+f=o,
on posera
ZT—Pp=2, y—q=7y,

¢’est-a dire que I'on transportera I'origine au point représenté
par p et ¢; alors aussi

& —p=2a, el y—qg=y.
L’équation de la courbe étant donc v
ay}+ bz y +cx} + dy, +ex,+f=o,
celle de la polaire sera '
20y ) +b (2 +2\y) + 20228 +d(y +y',)
+e(x.+x’l);|—2f= o.
Par conséquent, en revenant a la premiére origine, on a
I’équation cherchée :
2a(y—q)(y'—q)+b[(z—p)(r'—q)+(="—p)(r—ql]
+2c¢(x—p)(x'—p)+d(y+y'—2q)+e(r+2'—2p)+2f=o.
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CHAPITRE IV.

PUISSANCE DES POINTS, AXES RADICAUX.

1. — DEFINITIONS ; CONSTRUCTION DE L’AXE RADICAL.

68. Trois points étant en ligne droite, nous appellerons,
avec Steiner, puissance d'un de ces points relativement aux
deux autres, le produit des distances de ce premier point
auz deux aulres.

Le produit sera positif si ces deux segments sont comptés
dans le méme sens, c’est-a-dire si le premier point est d’un
méme cHé des deux autres : au contraire, ce produit sera
négatif si le premier point est entre les deux autres.

69. On définira d’'une maniére analogue la puissance d’'un
point relativement & un cercle.

On sait, par un théoréme de Géométrie élémentaire, que le
produit des deux segments comptés sur une droite a partir
d’un point quelconque jusqu’aux extrémités de la corde que
cette droite détermine sur le cercle est constant, c’est-a-dire
indépendant de la direction de la corde : done, si ce point
donné O est extérieur ( fig. 27), le produit sera égal au carré
de la tangente OA menée de ce point.

Pourunpoint intérieur 0, soit AO’ perpendiculaire sur CO':

le produit en question sera O'A.0’'B :n-—()’Az, car ces deux
facteurs sont comptés en sens inverse.

On peut donc, dans tous les cas, prendre comme expression
de ce produit, c’est-a~dire de la puissance du point, le carré
de la distance du point au centre, moins le carré du rayon.

En effet,

OX =0C—R et —OA=0C—R
Il est clair que pour un point de la circonférence la puis-

sance est nulle.
70. L'axe radical ou la dishomologue de deux cercles est

o

o
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le lieu géométrique des points qui ont méme puissance relati -
vement & ces deux cercles.

Nous allons voir que ce lieu est une droite perpendiculaire
& la ligne des centres.

Soit M un point du lieu cherché ( fig. 28) et P le pied de la
perpendiculaire abaissée de ce point sur la ligne des centres
CC’. Nous avons, par la définition (69),

MC — R: = MC" —R".
Soit
R>PR,
on posera e
R:—R*=MC —M(C' =CP —(C'P,

—
en supprimant MP de part et d’autre, ce qui donne

Ri— R = CC'(CP—C'P) et CP— C'P__E—E'UE--
Mais déja
CP - C'P = CC,
donc .,
U +R—R” o CC 4 R:—R:
=g & P=———

Ainsi, la position du point P est constante, quel que soit
le point M du lieu cherché : donc ce lieu est la perpendicu-
laire abaissée de M sur CC'.

71. L’axe radical peut étre extérieur, tangent ou sécant aux
deux cercles. Dans tous les cas, les points extérieurs de cet
axe sont ceux par lesquels on peut, d’aprés la définition,
mener & ces deux cercles des tangentes égales.

Observons encore que si les cercles se coupent, la droite
d’intersection est l'axe radical. En effet, la puissance d’un
point commun étant nulle pour les deux circonférences,
ce point et son symétrique auront la méme puissance.

De méme, si les cercles sont tangents, la tangente commune
est laxe radical.

72. Quand les circonférences n’ont aucun point commun,
intérieurement ou extérieurement, 'axe radical ne rencontre
ni V'une ni lautre, sans quoi ’on retomberait dans I'un des
cas précédents; mais alors voici la construction nécessaire
pour obtenir cette droite ( fig. 28).
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D’un centre D arbitraire, mais convenablement choisi, dé-
crivez une circonférence qui coupe les cercles donnés sui-
vant les cordes AB, A'B’, et joignez ces cordes qui concourent
en un point M de I'axe radical eherché. En effet, par rapport
au cercle D, on a

MA.MB = MA’.MB’;
donc le point M est d’égale puissance relativement aux cer-
cles C et ¢’ : il suffira d’abaisser MP perpendiculaire sur CC'.

73. Soit une sécante quelconque qui rencontre les circon-
férences aux points E et F, E’ et F/, et I'axe radical en N: on
sait, d’aprés la définition, que NE.NF = NE'.NF’. Mais on
peut concevoir que deux points d’une circonférence, tels que
E et F, aprés s'étre réunis en un seul, au moment ol la
transversale devient tangente au cercle C, deviennent imagi-
naires; cela n’empéche pas le produit NE.NI' d’étre toujours
réel et égal a NE'.NF’. On peut méme concevoir que la droite
soit complétement extérieure aux deux cercles : les produits
relatifs aux points imaginaires n’en seront pas moins réels et
égaux 4 ceux que donneraient des sécantes, menées du méme
point de Vaxe radical, de maniére a couper 'une des circon-
férences, ou toutes les deux. L’équation

(x—aP+(y—bp—mn=liz,
ou A est variable, représente, avec des axes rectangulaires, tous
les cercles qui ont I'axe des y pour axe radical, car x =0
donne toujours
y=>b=xymn—a

7h. On appelle centre radical de trois cercles un point
d’égale puissance par rapport & trois cercles donnés. Pour faire
voir que ce point existe, nous allons démontrer que les axes
radicauzx de trois cercles, pris deux & deuz, se coupent en un
méme point, si les trois centres ne sont pas en ligne droite.

En effet, soit AB (fig. 29) I'axe radical des cercles C et €/,
EF celui de C, C”, et GH celui de C/,C”: le point O, ou se
coupent AB et EF, aura méme puissance par rapporta G, ¢, C”;
donc il sera aussi sur la droite GI.

Siles trois centres C, €', C” étaient sur une méme droite, les
axes radicaux seraient parall¢les, et le centre radical O serait
2 linfini.

3.
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75. Si I'un des cercles se réduit a un point pour R'=o, i
reste (70), en indiquant par O ( fig. 27) le cercle ainsi rédui
en point, et par P le pied de I'axe cherché,

o + R

2C0
Quant a la construction connue (72), il suffira pour la modi
fier de décrire, du point arbitraire comme centre, une cir
conférence qui ait pour rayon la distance au cercle réduit e
point : la tangente menée par ce point & ce cercle arbitrair
coupera la corde obtenue sur Ja circonférence donnée en u
point de I'axe radical.

Nous allons faire voir que laxe radical entre un cercle
un point passe aw miliew de la distance entre ce point et s
polaire par rapport au cercle. En effet,soit O ce point (_ﬁg. 2
et O’ le pied de la polaire, on a (53)

R:

cO =0’

CP =

ce qui donne
—
€O —R?

CO—CO' = 0

Mais on a aussi

CO—-CP=

= 0'0.

CO —R?
0 = PO;
ainsi
po=100,
2

ce qui démontre le théoréme.

De plus, la propriété de l'axe radical commun au cercle
etau point O donne, en indiquant par H et H’ les points ot C
coupe la circon{érence,

PO = PH.PH'.
Donc, par un théoréme connu (26), les points O et O’ div
sent harmoniquement le diamétre HH’.
76. Voyons maintenant ce qui arrive quand Lun des ce
cles €' ( fig. 28) se réduit & une droite, et cherchons d’abo
comment un pareil changement peut avoir lieu. Soit G
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4
point de la circonférence C’ situé sur CC’, le plus prés du
point C, et imaginons que le centre C’ s’éloigne de plus en
plus en demeurant toujours sur cette droite GC/, ol G reste
fixe : le rayon C'G augmentant sans cesse devient infini
quand €’ est a linfini; c’est alors que le cercle se réduit & la
perpendiculaire menée du point G & GC. ‘

Cependant, comme le cercle est une courbe du second
ordre, il faut ajouter que ce cercle se décompose dans 1I’en-
semble de deux droiles dont I'une est la perpendiculaire in-
diquée, et l'autre une seconde perpendiculaire qui sera 2
I'infini en méme temps que lautre extrémité H du dia-
metre GC' H.

Cela posé, et avant de faire cette hypothése, remplacons
dans la valeur de CP (70) la distance CC’ par CG + R’; il en
résultera

—2
o CG +R?
p— G+ 2R.CG+R_ TR —+C6
T 2(GH+R) T GG ’
T

Maintenant, soit R’ = : il reste CP = CG, c’est-a-dire que
Paxe radical entre un cercle et une droite est cetie droite elle-
méme.

11 en serait de méme évidemment pour laxe radical entre
un point et une droite.

77. Enfin, 'axe radical va & infini, ¢’est-a-dire qu’il n’existe
pas, si CC’=o : alors les cercles sont concentriques.

III. — PRoPRIETES DE QUATRE POINTS CONJUGUES.

78. Quatre poinis A et B, C et D conjugués deuzx & deux
étant situés sur la méme droite, il existe toujours sur cette
droite un point Q d’'égale puissance pour les deux systémes.

En effet, il est clair que si 'on construit des circonférences
sur les distances AB et CD prises comme diamétres, le point O
sera I'intersection de la droite donnée avec l'axe radical des
deux cereles.

Cependant, si le milieu de AB coincidait avec celui de CD,
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les deux cercles étant concentriques, I'axe radical serait a
Vinfini, et il en serait de méme pour le point O (77).

Il n’y a que trois combinaisons générales.

Deux points conjugués A et B sont consécutifs ( fig. 30), ou
bien alternent avec les deux autres points C et D ( fig. 31),
ou encore enferment ces deux points ( fig. 32).

Dans le premier cas, les cercles sont extérieurs, et le point O
est entre les deux systémes de points.

Dans le second cas, les cercles se coupent, et le point O
est entre deux points de chaque systéme.

Enfin, dans le troisiéme cas, les cercles sont intérieurs, et
Ie point O est en dehors des quatre points.

75. Dans la fig. 30, si B et C coincident, les cercles sont
tangents extérieurement, et O se confond avec B et C.

Dans la fig. 31, il en est de méme si B et C coincident;
mais si A et C se confondent, les cercles sont tangents inté-
rieurement en A, ou se réunit aussi le point O.

La coincidence de A et de C produit encore le méme effet
dans la fig. 32; mais si C et B coincident, c’est-a-dire si le
cercle intérieur se réduit 4 un point, il n’en résulte rien de
particulier pour la position du point O.

80. Lerapport des distances du centre O d’égale puissance,
& deux points conjugués A et B, est égal au rapport des puis-
sances de ces points relativement aux autres points conju-
gués G et D.

Ainsi I'on doit avoir

OA__AC.AD A0 _ AC.AD
OB~ BC.BD’ °“ BOT BC.BD’

D’aprés le principe du n° 1, on reconnait a I'inspection des
fig. 30, 31 et 32 que cette formule se vérifie toujours pour les
signes ; il n’y a donc plus qu’a considérer les valeurs numéri-
ques.

L’égalité OA.OB = OC.OD donne

OA OD OB __OD
oc —0B ® 0C T O0x’

En ajoutant de part et d’autre 'unité & ces formules ( fig. 30
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et 31), on trouve
AC_BD  BC_AD
oc—oB ° OC™ OA
Divisant ces deux derniéres égalités 'une par I'autre, on ob-

tient
AC BD.OA

BC ~AD.0B’
d’ou 'on tire la formule indiquée. Dans la démonstration re-
lative a la fig. 32, la seule différence est qu’il faut retrancher
I'unité de part et d’autre, dans les deux proportions, au lieu de
Pajouter.

IV. — PROPRIETES DE L’'AXE RADICAE.

81. La construction de l'axe radical (72) démontre d’une
maniére inverse le théoréme que voici :

8t d’un méme point M de 'axe radical on méne une sécante
qui coupe le premier cercle en A et B, et une autre qui coupe
le second en A’ et B, ces quatre points sont sur une méme cir-
conférence de centreD ( fig. 28).

On peut encore résoudre le probléme suivant :

Par un point donné A’ faire passer un cercle qui ait une
droite donnée MP pour aze radical avec un cercle donné C.

Si MP coupait le cercle C, il suffirait de faire passer par ces
points d’intersection et par le point A’ la circonférence de-
mandée.

Sinon, du point M pris arbitrairement sur MP ( fig. 28),
menez au cercle C la sécante quelconque AB; par les points A
et B et par le point A’ faites passer une circonférence de centre
D qui sera encore coupée en B’ par MA’; le centre cher-
ché C’ sera a I'intersection de la perpendiculaire abaissée du
point D sur MA’ avec la perpendiculaire abaissée du centre C
sur MP.

82. Les polaires d’un point de l'axe radical concourent sur
cet aze (fig. 33).

La polaire DE du point M relativement au cercle Cestle
lieu des conjugués harmoniques de M par rapport aux points
de cette circonférence. Donc DE passe au point N, conjuguc -
de Mrelativement aux points A et B, communsaux deux circon-
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férences ; il en sera de méme pour 'autre polaire D'E’, ce qui
démontre le théoréme.

La figure suppose A et B réels; on étendra la démonstra-
tion au cas ou ces points seraient imaginaires, par le principe
général de continuité, qui sera établi a la fin du septiéme cha-
pitre (179).

83. Etant données deux circonférences, si de chaque point
de l'une on meéne une tangente & la seconde et une perpendi-
culaire & leur axe radical, le carré de la tangente sera & la
perpendiculaire dans un rapport constant ( fig. 34).

En effet, une transversale rencontre la premiére circonfé-
rence en m et m’, la seconde en a et a’ et I'axe radical en w.
On aura donc (80)

me ma.ma’

me  ma.m'a’
mais soient m¢, m’'t’ les tangentes au second cercle, on sait
que

—2 —Q
ma.ma’'=mt , ma.m'ad=m't .

De plus, soient mp, m’p’ perpendiculaires sur I'axe radical,
il est clair que
mao - mp .
mow  mp’
donc
—_—1 —— ———
mi mp mt m't’

7 = 7 ou A
i m'p mp ~— m'p

ce qui démontre la proposition

84. Prenant pour centre un point quelconque o de I'axe ra-
dical de deux cercles (fig. 35) et pour rayon la longueur ot
des tangenies que l'on peut, de ce point, mener aux deux cer-
cles (71), il est clair que les quatre points de contact seront
sur la circonférence ainsi décrite: de plus, cette circonférence
coupera la ligne des centres en deux points constants.

En effet, soiente, f ces deux points, et O le pied de I'axe
surCc: nous aurons

0e.0f=—0¢=0d.0d,

MG - Cote - 80 HOU 65,



PUISSANCE DES POINTS, AXES RADICAUX. 4[

en indiquant par d et d’ les points ou I'axe coupe la circon-
férence de centre . La figure donnerait, abstraction faite du
signe,

0d.0d' = (0d +00)(0d—60)=0d —u0 .
ou bien, en rétablissant le signe,

— —_——12
0d.0d"=00 —ud ,
et encore
— —_— JU— )
Oe =wd —00 .
Mais
—2 —_—2 —2 'TZ ——‘2 —_—
wd —=ot =o€ —Ct =0l —Ca;

ici @ et a” sont les extrémités du diameétre aCa’.
Alors

—3  —2 2 e
Oe =wl —Ca —w0:

mais
o€ — 20 =003
donc ,
Oe =00 —Ca = (0C + Ca’)(0C—aC),
et enfin

(_)—;’z Oa'.0Oa.

On voit donc que le point e est constant, ainsi que son sym¢é-
trique f. De plus, I'équation que 'on vient d’obtenir montre
que ces points divisent barmoniquement le diamétre aa’ du
cercle de centre C (26). On parviendrait au méme résultat
pour P'autre cercle de centre ¢; donc ces points sont conjugués
harmoniques par rapport aux diamétres des deux cercles.

On dit quelquelois, pour abréger, qu’ils sont conjugués par
rapport aux deux cercles. 1l existe toujours sur l'axe radical
une infinité de points d'ot I'on peut mener des tangentes
réelles; mais les points e et fpeuvent se réunir en un seul
ou étre imaginaires. Pour le premier cas,

Ce=0f=o;
done
Oa=o s
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c’est-a-dire que les cercles sont tangents. Le second cas a
lieu si les cercles se coupent (voir n° 219).

85. Observons, comme corollaire, que les cercles décrits
des différents points de l'axe, pris pour centres, et ayant
chacun pour rayon la longueur de la tangente que l’on peut,
de chaque centre, mener auz cercles donnés, auront pour axe
radical commun la ligne des centres de ces deux cercles, puis-
qu’ils la coupent toujours aux deux mémes points, réels ou
imaginaires.
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CHAPITRE V.

RAPPORT ANHARMONIQUE, DIVISION HOMOGRAPHIQUE.

I. — RarporTs ANHARMONIQUES DE QUATRE POINTS EN LIGNE DROITE.

86. Considérons quatre points en ligne droite, a, b, ¢, d
(fig. 36), et regardons-les comme conjugués deux a deux;
par exemple, a et b, cetd.On appellefonction ou rapport an-

harmonique une expression telle que l bd’ c’est le rapport

des distances d’un point du premier systéme & ceux du second,
divisé par le rapport analogue pour le deuxiéme point du pre-
mier systéme.

Ces quatre points forment six segments ab, ac, ad, be, bd,
cd, dont quatre entrent dans le rapport anharmonique qui,
ainsi qu'on 'a vu, contient les quatre points; on pourra donc
toujours prendre pour point de départ un quelconque de ces
points, tel que a.

87. Le point a peut étre conjugué avec b, avec ¢ ou avec d,
ce qui donne les trois rapports

@.ﬁ 3 ad c_t_l ub db
d' b "T @ MTatde

Pour reconnaitre ce qui a dirigé la formation de ces rapports,

A=

ad  cd
et pourquoi le second, par exemple, est écrit — pRisALL lieu

de 0 ab  cb
ad”’ cd

suit :

» il faut voir que les points sont conjugués comme il

a et b, ¢ et d,
a et ¢, d et b,
a et d, b el c.

Le premier arrangement étant pris arbitrairement en suivant
'ordre alphabétique, il faut éviter que la letire d soit au der-
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nier rang dans le second, comme elle ’est dans le premier;
la notation précédente conserve la symétrie par une permula-
tion tournante entre b, c et d.
88. Il est vrai qu’on pourrait encore disposer les lettres

ainsi :

a et b, d et ¢

a et ¢, b et d,

a et d, ¢ et b

ce qui donne les rapports

_ad bd ., ab cb

ac  de
_—TT —’ . — . _-’
ac” be Y ad ed

@B

! l’2 o

Mais il est clair que 2¥ = A, X, = XX, =1; ainsi ces trois nou-
veaux rapports sont les inverses des premiers, que nous con-
sidérerons uniquement comme les seuls rapports distincts.

89. On peut prendre pour point de départ un quelconque
des quatre points de la droite, au lieu de a, et I'on retrouvera
toujours les mémes rapports anharmoniques.

Ainsi, changeons un point dans son conjugué, et réciproque-
ment, c’est-d-dire a en b et b en q, le rapport A deviendra

be ac___ad.ba’_)\,
bd "ad ™ ac” be T T
Si ’on changeait deux points conjugués a et b dans les deux
autres conjugués ¢ et d, et réciproquement, A se transformerait
comme il suit :
ca . da __ca, cb __ ac, bc__)\
cb db da'db " ad bd— "
c’est-d—dire que A reste ce qu’il était.

90. Nous pouvons donc toujours, sans nuire a la généralité,
admettre que I'on prend pour point de départ 'une des extré-
mités a de la droite, de sorte que ab, ac et ad seront positifs.
1l ne restera plus a comparer que les positions relatives des
autres points b, ¢, d, ce qui fera voir que deux des rapports
anharmoniques sont positifs et que le troisiéme est négatif.

En effet, considérons les fig. 30, 31 et 32 (ol nous imagine-
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rons que les grandes lettres sont remplacées par des petites).
Il sera facile de vérifier que la fig. 30 donnera

A>o0, Lh<<o, Ah>o0;
pour la fig. 31,
2o, A>0, Mh>o0;

et enfin, pour la fig. 32,
A>o0, >0, h<o.

L’inspection de ces figures montre encore que, pour le rap-
port négatif, deux points conjugués alternent avec les deux
autres.

91. On pourra toujours résoudre le probléme suivant :

Connaissant un rapport anharmonique } de quatre points
et trois de ces points, trouver le quatrieme.

Si b est inconnu dans 'expression

_ac be _ac.bd

A= ad bd — ad.be’
on en tire
bd ad
—=A—
be ac

Si d et ¢ sont du méme coté de b, ce que I'on voit par le
signe positif du second membre, on pose

bd = tc—dc,

ce qui est toujours vrai, méme si ¢ est entre b et d, car alors

—de=+cd.

.. . bd . . .
Si, au contraire, Te <o, le point b étant compris entre d et ¢,

on aurait
db = dc— be,

ce qui revient encore a substituer bd = b¢c — de. On aura donc,
dans tous les cas,
de ad

l—*:)..‘—"7

be ac

ce qui donne le point b.
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92. Cette solution serait illusoire si le point inconnu b de-
vait se confondre avec un des trois autres : c’est ce quiarrive-
rait dans trois circonstances :

siA=o0, bd=o, et b sc confond avec d,
sihi=w, be=o0, et b se confond avec c;

enfin, si A =1, il reste
bd _ ad
be — ac’
ce qui ne peut se vérifier que si b se confond avec a.
Ainsi, un rapport anharmonique peut avoir toutes les va-
leurs positives et négatives, excepté o, ==w, et 1.
93. Lemme.— Quelle que soit la position relative de quatre
points a, b, ¢, d, en ligne droite, on a la relation

ab.cd+ac.db+ ad.bc =o.

Supposons cette propriété démontrée pour une position
quelconque des quatre points, elle sera vraie pour toute autre
position relative. En effet, si 'on change, par exemple, « en b
et b en a, I'équation deviendra

ba.cd +-bc.da+bd.ac = o,

ou bien, en changeant les signes (1),
ab.cd 4+ bec.ad + db.ac =o,

ce qui revient a 1’égalité déja supposée.

Il suffira donc de considérer un cas quelconque, par exemple
(fig. 36) celui ou les points se suivent dans I'ordre alphabé-
tique. Tout se réduira & une vérification facile en posant

cd=ad—ac, db=da— ba, bc=ac— ab.

Donc la relation est générale; on reconnait, dans la maniére
dont elle est écrite, la permutation déja employée (87).

9%4. Relations entre les trois rapports anharmoniques. — On
a trouvé (87), pour expressions de ces trois rapports,

}__ac.bd __ad.ch __ab.de

A= ——— = —— = —
ad . be "Tab.ed " ac.db
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On constate d’abord que 2%,3, = —1. En effet, dans ce pro-
duit, les longueurs ac, ab, ad se détruisent en haut et en
bas. De méme, bd et db, bc et cb, cd et dc se détruisent,
mais avec trois changements de signe qui donnent le signe —
au produit.

Drailleurs, si nous posons

ab.cd=m, ac.db=n, ad.bc=p,
ce qui donne, d’aprés le lemme précédent,

m-—4n—+p=o,
on voit que
—m

}\z—-——, )\|=’—" lzz'—"‘

P
Alors
r_—_-m et )\+l:_———-—-—(m+n):1.
A P A p

On aura de méme

1 1
L-{-x_x, }.,—1—7\__1.
On a aussi

1 1
x:I—)\, ).2-—-[—7\'

95. Cas particulier du rapport harmonique. — Supposons,
pour fixer les idées, que 1 soit celui des trois rapports qui est

négatif, et prenons, comme cas particulier, A= —1 : alors
ac.bd __ .
ad.be — 7’

et nous avons vu (90) que les points conjugués a et b alternent
avec c et d. Du reste, la relation indiquée revient a

ac.bd = ad.cb,

C’est-a-dire (23) que ces points donnent une division harmo-
nique.
On trouvera encore, d’aprés le numéro précédent,

A=y l=a2.
2
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II. — FAISCEAU DE QUATRE OU PLUSIEURS DROITES.

96. Avant de considérer un faisceau complet de quatre
droites, nous démontrerons le lemme suivant :

Trois droites partant d’un méme point déterminent sur les
¢Otés d’un angle des rapports anharmoniques égaux, & partir
du sommet de cet angle ( fig. 37).

Soient OB, OC, OD les droites qui coupenten b et 3, en ¢
ety, en d et ¢ les cOtés de l'angle a; du point b, que nous
prendrons comme conjugué de « dans le rapport anharmonique
que nous voulons démontrer, menons a af3 la paralléle qui
coupe OC en ¢, et OD en d.. Les triangles semblables bcc,,
acy donneront
ay.be

ac

bcl——_—

De méme, les triangles bdd,, add donneront

ao.bd
ad

bd, =

Cela posé, nous avons aussi

bc @y bd, 0
OS 06— 0B
be,
Comparant les deux expressions du rapport bd T 0na

By ay. be | ac
GBS ao.bd’ “ad’

ce qui revient &

ay By __ac be
ad (o = adbd’

ainsi le lemme est démontré.

On a conjugué a avec b et B: comme les rapports anharmo-
niques obtenus en conjuguant a avec ¢ ou avec d d’un coté,
avec y et ¢ de Pautre, se déduisent des premiers (94), deux
rapports analogues sont toujours égaux.

97. Une égalité de rapports anharmoniques, telle que celle
qui est écrite ci-dessus, prouve réciproquement que 80, ye
et dd concourent en un méme point. En effet, soit O le point
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ou concourent yc et od, et joignons B0 qui coupe ad en un
point pour lequel I'égalité précédente devra étre aussi satis-
faite. Ce point sera le point b lui-méme puisqu’il n’y a qu’'une
seule solution pour cette egalne l I[)}l A (19).

On pourra trouver ou vérifier ainsi la condition nécessaire
pour que trois drecites données par leurs équations relatives
aux axes ad, ad concourent en un méme point.

98. D’aprés le lemme précédent, il sera facile de démontrer
le théoréme fondamental que voici :

Un faisceau de quatre droites partant d’un méme point est
coupé par une transversale quelconque suivant un rapport
anharmonigue constant { fig. 37).

Ainsi soient OA, OB, OC, OD quatre droites coupées par
deux sécantes aux points a, b, ¢, d et ', &, ¢, d', il faut prou-
ver que I'on a

ac [ be o' UV
ad Td T dd VT

Pour le démontrer menons d’un point « de Pune des sé-
cantes une paraliéle a Tautre, et qui coupe les trois autres
droites aux peints 3, y, 6. Nous avons trouvé ($6)

ac  be _ay By

ad " bd " as” Bo
Mais soit » Ie rapport commun des cOtés Oa et Oa’, OB et O,
OyetOc¢, 0det Od’, les triangles semblables donneront évi-
demment

ay=r.dac,

o=r.ad, By=r.bc, BS=r.b'd.

On obtient donc I'équation indiguée

On sait que les autres rapports anharmoniques se déduisent
des premiers; ils sont done aussi égaux deux & deux.

99. L’égalité des rapports anharmoniques de deux transver-
sales, ¢tant nécessaire pour établir le concours de trois droite s
enun point (97), ne peut suffire a prouver que, récipmque—
ment & ce qu'on vient de démontrer, les droites aa’, b/, cc
dd’ concourent en un méme point O; il faudra y joindre I’éga-
lité analogue pour unc troisiéme sécante.

4
2]
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100. Cas particuliers.— Il peut se faire qu’une transversale
soit paralléle a 'une des quatre droites ; alors I'un des points
a, V', ¢, d estal’infini. Si ¢’est, par exemple, le point &', on voit

bl 4
que g =1, ces distances infinies devant étre considérées
comme égales; alors il reste

ac ac | be

dd " ad " bd’
De méme, soit d & Pinfini; le rapport anharmonique se
mettant sous la forme
ac bd _a'c' b'd’
be' ad bV dd’
il reste
ac al cl bl dl
be = Ve ad
Si la premiére transversale est paralléle a OD et la seconde
a OB, les points d et b’ sont a I'infini, et il reste
ac__a'c
be ™ add’
101. Faisceaux homographiques. — La fig. 37 donne
ac _sin(A,C) ad _sin(A,D) bd _ sin(B,D)
Oa_  sinc ° Oa  sind °~ 0b  sind °

be sin(B,C),

b

0b™  sinc
L be
de sorte que le rapport anharmomque l bd devient

sin(A,C) sin (B, C;
sin (A, D) * sin (

B,C).
sin(B,D)’

R . ac b .
On aura la méme valeur pour exprimer Zd ya e qu

démontre de nouveau I'égalité

ac  be _dc b
ml bd = o (/’ vd’
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Mais ce qu’il faut surtout observer, c’est que lerapportanhar-
monique de sinus caractérise le faisceau, puisque deux fais-
ceaux de quatre droites pour lesquels cette relation de sinus a
la méme valeur, sont coupés par des transversales suivant le
méme rapport anharmonique. On dit alors que ces faisceaux
sont homographiques.

Nous pouvons considérer aussi des faisceaux formés par plus
de quatre droites partant d’'un méme point; on les dispo-
sera quatre a quatre pour avoir leurs rapports anharmoni-
ques.

Etant donnés deux faisceaux d’'un méme nombre de droites,
si les droites de méme ordre donnent de part et d’autre des
rapports anharmoniques égaux, ces faisceaux sont toujours
homographiques. Par exemple, il est clair que deux faisceaux
sont homographiques lorsqu’ils sont composés des mémes angles
disposés dans le méme ordre.

Comme une ligne d’un faisceau doit toujours étre considé-
rée de part et d’autre du sommet, et que deux couples de
droites dont les cotés sont respectivement perpendiculaires,
font toujours un angle égal, on voit aussi que deux faisceaux
sont homographiques lorsqi’ils sont formés par un méme nom-
bre de droites respectivement perpendiculaires et disposées
dans le méme ordre.

III. — DgroITES DIVISEES HOMOGRAPHIQUEMENT.

102. On dit que deux droites sont divisées homographique-
mentlorsqu’ona marqué sur chacune d’elles une série de points
tels, que quatre points d’une droite donnent le méme rapport
anharmonique que leurs correspondants de 'autre droite.

Ainsi, prenons sur 'une des droites ( fig. 38) les points «,
b,c,d,e,...,etsur 'autre les points correspondants &', ¥/, ¢/,
d, ¢,..., ces droites seront divisées homographiquement si
quatre points de 'une, tels que «, b, ¢, d, comparés & leurs
correspondants de 'autre, donnent une égalité telle que

ac  be _ddc¢ b
Iy

ad bdT dd v d
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Il résulte de la que deux droites divisées homographique-
ment serviront de bases & deux faisceaux homographiques,
quels que soient les sommets de ces faisceaux.

103. La fig. 38 généralise la fig. 37 dans laquelle la droite
aa" concourt avee bd’, ¢c’,.... Cela tient & ce que, dans cetle

Jig. 37, le point § ol se coupent les deux droites ab, @' b’ est
son correspondant & Iui-méme sur chacune d’elles. Mais il
n’en est plus cinsi dans la fig. 38, ol les droites «a’, bV, .. .,
ne concourent plus en un méme point; c’est ce que nous
avions déja indiqué (99); du reste, il cst facile de ramener
cette figure dla précédente, ce qui permettra devérifier si deux
droites données sont divisées homographiquement.

Pour cela, d'un point ¢ de la ligne Sa (fig. 38) menons
a 8a' la poraliéle @B, sur laquelle nous perterons a3 =a'?,
ay=dc',...; le point @ étant son correspendant a lui-méme
sur les droites ab, af3, les lignes b, ¢y, d3,... concourront
en un point O, si la division harmonique existe en effet.

Cela posé, et étant donné un point e sur 'une des droites,
on trouvera son correspondant ¢’ sur Pautre droite ; il suffira
de joindre Qe qui coupera af3 en ¢ et de mener & ad,
du poms, ¢, une paraliéle gui coupera «'d’ au point cher-
ché ¢,

164. 5i nous avons considéré plus de points dans la fig. 38
que dans la fig. 37, ¢’était pour montrer que la division ho-
mographique s’étendait & un nombre indéfini de points cor-
respondants sur chacune des droites; du reste, celte fig. 38
{ait voir combdien de points il faut considérer, dans la divi-
sion /t()’?‘iO”i‘f(!)llin!e de deux droites, pour établir le rapport
dll,t(l”‘}tOﬁlf ue (]l{' leur est commun.

i est facile do reconnaitre qu’il suffit pour celade trois cou-
ples de points correspondants sur clmqae dreite, saufa prendre

sur 'une d’elles un poiint arbitraire.

En effet, solent e et @, bet b, e et ¢ les points correspon-
dapts donnds ( fig. 38)~ imenons la paralléle «f & &'V, ct
b8, ¢y paraliéles & ad’ jusqu’a la rencontre de af3, puis joi-
gnons Bh, ye qui se coupent en O. Enfin, soit d le point arbi-
traive pris sur m’); Od coupera aB eng, ctod’ parallele & aa’
déterminera ¢/, correspondant de d.
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On obtiendra donc ainsi

_a Lbe  dd b

Y A

Dans cette valeur on voit en effet que d, étant pris arbitraire-
ment, suffit pour trouver d’.

Ainsi se trouve résolu le probléme suivant :

Connaissant quatre points sur une premiére droite et les
correspondants des trois premiers sur une seconde, trouver le
correspondant du dernier.

105. Points correspondants & Uinfini. — Deux droites étant
divisées homographiquement aux points @, b, ¢, d,... et d, ¥,
¢, d’y. .., un pointde 'une a toujours son correspondant syt
l'autre. Cherchons done, sur la premiére droite, le correspon-
dant d’un point situé a Tinfini sur la seconde; nous avons
déja indiqué cette question (100).

Soit donc b’ celui des points de la seconde droite qui passe
a linfini, et indiquons par 1, au lieu de b, {e point coirespon-
dant. En égalant, comme on doit e faire, les expressions de
A A, 20 (9%), avee les mémes expressions accentuces et obser~
vant que, dans ces derniéres, le rapport de deux longueurs
infinies doit étre considéré comme égal & 'unité, on chiiendi

ac ld _dd¢  ad ¢l _dd de ai A
ad'Te™ dd’ cd'al” dd’ ac'@i ad
Puisque les lrois rapporls anharmoniques se dédutsent fes
uns des autres, ces expressions dennent la méme position pour

le point I.

De méme, si nous imaginons qu'un point b de la premidre
droite passe a linfini, appelons J' son correspondant sur
la seconde, nous aurions, pour déterminer §', des expressions
analogues aux précédentes et qu’il serait facile dcerive.

Nous pouvons observer que la counaissance d’un point cor-
respondant de Uinfini, tel que I, équivaut @ la connaissance
de deux points cerrespondants, tels gue & ¢i &', Bueffet, con-
naissant « et a’, cel ¢’ avec I et un poini arbitraire ¢ de Pune

. . ac d  dd
des droites, une relation telle que — =
ad te ™ da

point d’, correspondant de d. Réciproguement, trois couples

donnera o
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correspondants a, ¢, d et &/, ¢/, d’ détermineront le point 1 au
moyen de la relation précédente, et I'on aura de méme le
point J'.

Si de plus, dans cette relation, nous admettons que ¢ passe
a I'infini, on sait que ¢’ se confondra avec J', et il restera

Id 'V
ad — a'd'
Les formules écrites ci-dessus donneront aussi
ad dd al d'V

ad—Tva & aT o

Quoi qu’il en soit, on voit que les points I et J' étant donnés,
un seul systéme de points correspondants a et &' suffit pour
trouver le correspondant d’ d’un point arbitraire d.

106. Points doubles.—Jusqu’a présent les deux droites ont
é1é prises d’'une maniére quelconque. Supposons maintenant
qu’elles se confondent, c’est-a-dire que deux divisions homo-
graphiques distinctes soient prises sur la méme droite : tout
ce qui a été dit précédement s’applique encore ici.

Nous prendrons, comme origine, un point quelconque a de
I'une des divisions; son correspondant sur l'autre sera a’, et
nous représenterons encore par I et J' les points correspon-
dants de Uinfini. Cela posé, on demande de trouver un point d
qui se confonde avec son correspondant d’, c’est-a-dire qui
soit & lui-méme son correspondant sur la direction commune.

Dans ce cas particulier, 'une des égalités du numéro pré-

- !
cédent deviem%_—:%- Pour fixer les idées, supposons,
comme on peut toujours le faire (90), que ad et al soient
positifs; a’d et J'd seront de méme signe, c’est-a-dire que
a' et} seront du méme cOté de d. Alors

ad=a)l +JVd=ad + dd,

car on peut méme supposer (90) que le point a laisse tous les
autres d’'un méme cdté de la droite; du reste, s’il en était
autrement, nous savons que les formules n’en seraient pas
moins générales.
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Pour faire partir toutes les lignes du point ¢, comme nous
I'avons dit, nous écrirons, d’aprés les formules précédentes,

Vd=ad—al et dd=ad—ad.
. ad a'd -
Substituant ces valeurs dans le rapport — » et réduisant,

_a9¢
al” ¥Vd
on al'équation

w2~ad(aJ' + al)+al.ad = o.
Soit O le milieu de la distance 1J', il est facile de reconnaitre

que l'on a toujours

a0 :g.]_iil_l;

2
donc

Z&f_ 2a0.ad+al.aad = o.

Cette équation, étant du second degré, montre qu'il y a
deux solutions: ces points e, f s’appellent des points doubles;
mais il est clair qu’ils peuvent étre imaginaires. Cependant,
méme dans ce cas, la somme et le produit de leurs distances
au point fixe a serait toujours 2a0 et al.aa’.

On comprend que les points doubles, comme les points cor-
respondants a l'infini, comptent chacun pour deux points dans
la détermination du rapport anharmonique. Du reste, ces
points doubles étant e et f, mettons-les 4 la place de ¢ et ¢/,
detd, dans Vexpression d’un rapport anharmonique; il en

résulte
ae be de b’

af bf _f
be be ae de

i

c’est-a-dire que la quanmc

Q

d’ou

,Cst constante, quels que
soient les points correspondmts betd.
107. Construction des points doubles.— L’originea ¢lant ar-

bitraire, mettons-la au point O, milieu de 1J’, et qui donne
a0=o0 et al=0I=—0J;

dailleurs, soit 0', dans la seconde séric de points, le corres-
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pondant de O dans le premier, I'équation se rédeit alors &
—2 N —
0d —0J.00 =0, dol Od=z=J0J.0U.
Ainsi, ces points e, f'sont a égale distance de part et d’'autre
du point O.
Les points doubles coincident si 00’ = o; alors e et f'se ré-
duisentau point O.

On peut concevoir encore que 'un des points doubles f
aille a Pinfini. Alors, Ia relation précédemment obtenue (106),

qui peut s’éerire ﬁ [-)i:. const., revient a e = const.
Ve v'f ’ be
C’est ce qu’on appelle le cas de deux divisions semblables.
Pour concevoir le sens géométrique de ce cas particulier,
prenons e pour point de départ, et imaginons que, I'une
des droites restant fixe, Pautre tourne autour de ce point e
eb  ec

d’un angle quelconque; la relalionw = =...indique que

les droites bb', ec’ sont paraliéles.
Pour trouver ce point unique e, un seul couple de points
correspondants b et &' suffira si le rapport de proportion-
. ) be
nalité est donné; alors, en effet, A = e fera connailre e.
Si A n'cst pas donné, il faut avoir deux autres points cor-
respondants a et @' ; I'égalité
ae be ou bien 2% _de donne ab  a'dy
de Ve be  be be — Ve’
ce qui suffit pour déterminer e.

IV.— APPLICATION AUX DROITES ET AUX FAISCEAUX HOMOGRAPIIQUES.

108. 5i I'on joint un point guelconqgue aux deux séries de
points qui divisent homographiquement une droite donnée,
les rayons menés aux points doubles s’appellent des rayons
doubles, car chacun d’cux est évidemuient son correspondant
a lui-méme; ils deviennent imaginaires en méme temps que
les points doubles.

Ainsi, il ne peut y avoir de rayons doubles que dans les
faisceaux de méme sommet. Il n’existe donc aucun rapport
entre ces rayons et le rayon commun de deux faisceaux homo-
graphiques qui ont des sommets différents O et 0'.
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Ce rayon commun est nécessairement unique puisqu’il ne
peut étre que la ligne GO’ elle-méme.

109. En supposant, de plus, que 00’ soit son homologue a
Jui-méme, nous allons démontrer le théoreme suivant :

8i deuz faisceaux homographiques sont placés de maniére
que la droite qui joint leurs sommets soit son homologue &
elie-méme, les droites homologues, de part et d’autre, se cou-
peront sur des points en ligne droite ( fig. 39) (* ).

Supposons donc que la ligne des sommets O et O’ réunisse
les directions homologues Oa et O’¢/, il faut prouver que les
points 3, y, d,..., ol se coupent Ob et O'b,0cetO'¢,...,
sont en ligne droite. En cffet, joignons By, qui coupe OO0’
en «; les points o et &, ol cette droite coupe Od et O'd,
doivent coincider parce qu’ils sont déterminés sur la trans-
versale By par deux rapports anharmoniques égaux par hy-
pothése, et dans lesquels les autres points o, 3, y sont les
mémes. Il est clair que cela s’éténd a un nombre indéfini de
droites de chaque faisceau.

110. Sur deux droites en division homographique (fig. 40)
soient a et @', b et V', ... des points correspondants, et joi-
gnons ab’, a'b qui se coupent en m, je dis que ce point est sur
une droite constante. Soit = le point d’intersection de ab et
de a'b’, soit sur ab le point S correspondant a X et sur a't’ le
peint 8" aussi correspondant a 2, il faut prouver que m sera
sur S§',

En effet, les points b et ' peuvent étre considérés comme
les sommets de deux faisceaux homographiques terminés aux
points &', &', 2, § el b, a, S, 2. Or la droite des sommets bb’
rentre dans le cas du numéro précédent, car c’est un rayon
commun, puisque b et b’ sont homologues. De plus, les rayons
homologues b2 et 'S se coupent en S; de méme b8 et O’
se coupent en 5’ : on voit donc, en renversant le raisonne-
ment du numéro précédent, que les autres rayons homolo-
gues ba' et «’b se coupent sur S8,

Ainsi, d’autres points, tels que n, p,..., {,..., scront cn
ligne droite avec m sur 89'.

Ce théoréme est une généralisation de celui du n° 57.

* . Lo
(%) lei homologue signific seulement correspondani,
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111. Soient OA et OB, O'A’ et O’B’ deux couples de droites
homologues dans deux faisceaux homographiques, soient m
et n les points ou se coupent les droites non homologues OA
et O'B’, OB et O'A’, je dis que la droite mn passe par un point
constant ( fig. 41).

Soit Ow, dans le faisceau O, homologue de 0’0 dans le fais-
ceau O’; de méme, dans le faisceau O’, soit O’»w’ homologue
de la droite OO0’ du faisceau O; soit  le point ot se coupent
ces deux droites, il faut démontrer que mn passe en Q.

Pour cela, soit « Pintersection de OA et de O’A’; prenons
aussi » sur O’A’ et o sur OA. D’aprés les constructions indi-
quées, ces droites OA et O’A’ seront coupées homographique-
ment aux points «, m, 0, o’ et «, n, ®, O’; mais, comme le
point « est son correspondant a lui-méme, on appliquera ici
I'observation que nous avons faite au n° 103 sur la fig. 37,
c’est-a-dire que les droites mn, Ow et 'O’ concourront en
un méme point Q.

Ce théoréme étant démontré, si 'on connait le point Q, on
trouvera la droite O'C’ du faisceau O’, qui correspond a une
troisieme droite donnée OC dans le faisceau O. 1l suffira de
joindre Q au point ' ot OC coupe OA’; cette ligne de jonc-
tion coupe OA en m/, et O'C’ est la droite cherchée.

Réciproquement, si I'on donne dans chaque faisceau les
droites OA, OB, OC et O’A’, O'B’, O’C/, on obtiendra le point Q
alintersection des lignes mn et m’n’. On pourra ainsi résoudre
ce probléme : étant données trois droites de chaque systeme
et une quatriéme de Uun d’eux, trouver la droite homologue
dans Uautre systéme.

V.— APPLICATIONS AU CERCLE ET AUX CONIQUES.

112. D’aprés la mesure connue d’un angle inscrit dans une
circonférence,on conclut immédiatement le théoréme suivant:

Sotent pris quatre ou plusieurs poinls fixes sur une cir-
conférence, les faisceaux obtenus en joignant ces points i
un point variable sur cette circonférence sont homographi-
ques (101).

113. Lemme. — Deux tangentes a un cercle étant fixes, si
’on méne plusieurs autres tangentes, leurs parties comprises
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entre les deux premiéres seront vues, du centre du cercle,
sous des angles égaux ou suppléments 'un de I'autre.

En effet, soient A et A’ (fig. 42) les points de contact de
deux tangentes fixes, et m le point de contact d’'une troisiéme
tangente aa’; les deux droites Ca, Ca/, issues du centre du cercle,
sont perpendiculaires aux deux droites mA, mA’, et font entre
clles un angle aCa', supplément de 'angle AmA’, dont les
deux cdtés sous-tendent la corde fixe AA’. L’angle inscrit AmA’
étant donc toujours égal a un angle fixe, ou supplémentaire de
cet angle, suivant la position du point m sur la circonférence,
il en sera de méme pour I'angle aCa’.

Corollaire. — Si la corde AA’ est un diamétre, I'angle AmA’
sera droit, et il en sera de méme pour P'angle aCd'. Ainsi, la
portion d’une tangente au cercle comprise entre deux tan-
gentes paralléles est vue du centre sous un angle droit.

114. Si la ligne Ca décrit un certain angle, la ligne Ca' dé-
crit donc le méme angle : ainsi quatre ou plusieurs positions
de Ca et les positions correspondantes de Ca’ forment deux
faisceaux homographiques et méme superposables quant aux
directions. Il en résulte que les tangentes fixes sont divisées
homographiquement par la tangente mobile.

115. Ainsi, quatre portions quelconques de la tangente mo-
bile, marquant une certaine division homographique sur la
droite OA, marqueront la méme division sur la droite OA’,
qui sera mobile elle-méme si I'on fait varier le point O. Alors,
ces quatre positions de tangentes élant regardées comme fixes,
on a le théoréme suivant :

Quatre tangentes sont renconirées par une cinquiéme en
quatre points dont le rapport anharmonique reste le méme,
quelle que soit cette cinquiéme tangente.

116. Si nous appelons rapport anharmonique de quatre
points fizes celui des quatre droites menées de ces points a
un point quelconque, tel que m sur la circonférence (112), ct
rapport anharmonique de quatre tangentes fixes celui de
leurs quatre points d’intersection par une cinquiéme tangente
ou méme par une droite quelconque, nous aurons le théoréme
Suivant :

Le rapport anharmonique de quatre tangentes & un cercle
est égal a celui des quatre points de contact.
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En effet (fig. 43), le rapport anharmenique des quatre
points a, b, ¢, d est celui des quatre droites menées de ces
points & un autre point m de la circonférence, et le rapport
anharmonique des tangentes en ces points est celui des quatre
points d'intersection de ces tangentes par la tangente en m.
Soient a, {3, 7, 0 ces quatre poinis d’intersection, leur rapport
anharmonigue est égal a celui des quatre rayons menés du
centre du cercle a ces points, et, comme ces rayons sont. res-
pectivement perpendiculaires aux quatre droites qui vont du
point m aux quatre points a, b, ¢, d, leur rapport anharmo-
nique sera égal a celui de ces quatre droites (101), ¢’est-a-dire
a celui des quatre points a, b, ¢, d = ainsi les deux rapports
sont égaux.

117. La perspective n’altére pas les rapports anbarmoniques,
puisque toute transversale coupe un faisceau suivant un rap-
port anharmonique constant (98). Ainsi, un plan passant par le
sommet du cone déterminera sur le plan du cercle de base et
sur celui d'une conique quelconque deux transversales telles,
que les points qui y seront marqués par des droites menées du
sommet du cdne auront le méme rapport anharmonique de
part et d’autre.

Or, comme les points des deux courbes se correspondent,
ainsi que les sécantes et méme les tangentes, puisque deux
points s’y réunissent, on voit que les propositions de ce pa-
ragraphe relatives aux rapports anharmoniques, ¢’est-a-dire
celles des n 142, 114, 115 et 115, sont vraies pour une conique
quelconque aussi bien que pour une circonférence.

el £ e
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CHAPITRE VI.

THEORIE DE L’INVOLUTION.

I. — PROPRIETES QUI DEFINISSENT L’INVOLUTION.

118. On dit que six points en ligne droite et conjugués deux
adeux, a et d, betd, cetd sont en involution, lorsque le
rapport anharmonique de quatre d’entre cux, appartenant avzx
trois systemes, est égal a celui de leurs conjuguds respectifs.

Pour justifier cette définition, il faut démontrer que, si elle
s'applicque, par hypothése, & quatre points pris dans les condi-
tions précédentes, eile sera également vraie pour loute aulre
combinaison analog:ie.

1l peut exister des combinaisons de deux natures différentes
saivant qu’il y entre deux points accentués et deux sans
accents, ou bien trois points sans accents avec un accentué, et
réciproquement. Du reste, une combinaison quelconque four-
nit trois équations qui correspondent a chacun des trois rap-
ports anharmoniques (87), suivant que l'on considere les
Guatre points et leurs conjugués dans un ordre quelconque;
en effet, comme deux des trois rapports anharmoniques dé-
pendent du troisieme (9%), une seule équation entraine les
deux autres.

119. Prenons une combinaison de la premiére espece, a, b,
¢, ¢’ et disposons d’abord ces points de la maniére suivante,
aet ', ¢ et d, c’est-i-dire en sorte que les points correspon-
dants ¢ et ¢ soient conjugués anharmoniquement. Nous avons
donc, par hypothése,

ac be _ad b
al TV T de bel

Sealité peut évidemment s’¢éerire sous la forme

&3]

Bais cette

-~

ac  be dd b

ad b T de " obe
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et I'on reconnait le rapport anharmonique d’une combinaison

de la seconde espéce
acth, cetc.

120. La combinaison de premiére espéce peut encore pré-
senter la disposition suivante: a et ¢ d'un coté, b’ et ¢ de
Pautre, ce qui donne

ab' ¢b b b

ac' " e ac’ de

Ici le facteur ¢¢’ qui est commun, sauf le signe, pourrait étre
supprimé; rien n’empéche donc de le remplacer par ad', ce
qui donne
ab’ ad’ _d'b da
acd’ch! T de b
Or, il est facile de constater que cette égalité peut encore
s’écrire de la maniére suivante :

ab’ et a'b b
ad “cd T da’da

Ainsi la combinaison donnée, de premiére espéce, peut re-
produire aussi une autre combinaison

aecte, betd,

également de premiére espéce.
121. Passons a la combinaison de seconde espéce qui peut
s’écrire a, b, ¢, ¢!, Si nous la disposons comme il suit :
aeth, cetd,

nous ohtenons

ac  be _addc b
ou bien

ac  be _dd b

ac " b T de b’

ce qui donne la combinaison de seconde espece
aetd, cetd,

En un mot, ¢’est l'inverse de ce qu’on avu au n° 119.
122. Enfin la seconde maniére de disposer la combinaison
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de seconde espéce sera
aete, betc,

ce qui donne I’hypothése

ab  ¢b __a’'l VY
e T dce e

ac’ " cc
Ici encore, remplacant cc’ par ad, il vient

ab ad JdV da
ac’chb — de¢ b
d’ot1 'on conclut
ab b dV VY
ad "cd da’ da

Oun trouve ainsi le rapport anharmonique entre les pointsa et ¢,
b et & et leurs conjugués, ce qui rameéne 4 une autre combi-
naison également de seconde espéce.

123. Enrésumé, on voit que, étant supposée une combi-
naison de nature quelconque, on peut en conclure toute autre
combinaison de méme nature ou de nature opposée, ce qui
démontre le théoréme énoncé (118) et justifie la définition
de l'involution.

On passe d’'une combinaison a une autre en changeant un
point dans son conjugué.

II. — FORMULES FONDAMENTALES.

12k, L’équation des n° 119 et 121 donnera la formule

ca.caa dd.ca

—_— 2
cb.cb/ ™ b .cb

et 'on aura par symétrie deux formules analogues.
125. L’équation du n° 120 revient a

ac’.cl/ . bad +adc.c’b.Va=o,

équation isolée, puisqu’elle est symétrique. On voit qu'elie
s'obtient en supprimant le facteur commun a@’ et en tenant
compte des signes.
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125, On obtient de la méme mani¢re I'équation du n° 122,
qui devient
ab.d'c. b/ + d'¥V.ac’ .be =o.

Pour se rappeler cette formule on peut prendre aet @' ety
ajouter b et ¢ pour faire les premiers facteurs du premier
terme, dont le dernier facteur sera formé par les conjugués
b et ¢ de b et e. Quant au second terme, il se forme encore
en changeant les letires non accentuées en letires accentudées,
et réciproquement.

u reste, on voit qu’il y aura deux équations syméiriques
de celle que nous venons d’écrire.

127. Nous pouvons donc €crire de la maniére suivante les
formules de V'involution :

[ab.all _ dV.d'b
ac.ad — dd.dc
be.be! b be

(v babe — Vaba’
ca.ca’ c'ad.ca
bl — U .b

(2) ac et bad +dc.db.Va=o.

ab.dc. bV 4+db.ac.be=o,
(3) bebVa.cd +b ¢ .bd.ca=o,
ca.c'b.adbd +-cd.ch.ab=o.

Chacune de ces sept formules dérive, comme nous 'avons
va (123), d’'une hypothése unique sur Pégalité de dewx rap-
ports anharmoniques; réciproquement, et cn renversant los
caleuls indiqués, chagque formule reproduirait une des ¢galités
de rapports anharmoniques et, par conséquent, toutes les
auires. Done aussi, une de ces sept formules élant admise, les
siz culres en dceoulent nécessairement.

I, — IXVOLUTION ETENDUE A PLUS DE §IX POINTS.

128. Tutorivn. — On donne six points en involution a et o',
betl,cetc;sideux autres points detd’ sont en involution
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avec quatre des six points, a et ', b et b', ils seront aussi en
involution avec le troisiéme couple c et ¢, et chacun des
deux autres.

En effet, I'involution supposée des trois premiers cou-
ples donne évidemment, au moyen de la premiere des for-
mules (1) (127),

ab.ab'  ac.ac
dV.db dd.dc

L’involution des deux premiers couples avec d et d’ donne de
méme

ab.all  ad.ad'

ab.db dd.dd’

par conséquent
ad.ad"  ac.ac
dd .dd” ddc.dc

Ainsi d et d' remplacent b et b’ dans la premiére des formules;
donc ces points d et d’ sont en involution avec a et &, cetc'.
On verrait de méme que d et d’ sont en involution avec b etd',
cetc.

129. On peut concevoirainsi un systéme d’involution formé
de tant de couples de points que I'on voudra, ces couples
élant combinés trois & trois.

IV. — POINT CENTRAL.

130. Considérons donc quatre couplesaet a’, bet b’, cetc',
d et d' en involution trois & trois; nous aurons, en rempla-
cant ¢ et ¢’ par d etd’ dans la troisiéme des formules (1) (127),
la relation
da.dd _d'd.d'a
db.db —d'b.d'b’

Si d’ est a I'infini, le second membre se réduit 4 'unité ; alors,
soit O, au lieu de d, le conjugué de d’, il reste

0a.0ad =0b0.00'.

Mais, comme on peut (128) remplacer @ et @ ou b et b par
cetl ¢/, ona I'égalité double

0a.0ad =0b.00'=0¢.0c¢.

(843
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Ainsi, étant donnés trois couples de points eninvolution,on
appelle point central le conjugué de I'infini par rapport a ces
points,

131. Le point O a une signification géométrique trés-im-
portante. Si nous décrivons des circonférences sur aa’ et sur
bb’ comme diameétres, il est clair que le point O est celui ou
I'axe radical de ces cercles coupera la droite d’involution ;
comme il en sera de méme pour la troisieme circonférence
comparée aux premieres, les axes radicaux des cercles pris
deux a deux coupent cette droite au méme point, ¢’est-a-dire
que ces cercles ont le méme axe radical.

132. Réciproquement, si trois circonférences dont les centres
sont en ligne droite ont méme axe radical, les extrémités de
leurs diamétres sur la ligne des centres sont en involution.

En effet, soient @ et ', b et V', ¢ et ¢’ les extrémités de ces
diamétres, et O le point ol la ligne des centres est coupée par
I'axe radical commun. Ce point ayant méme puissance pour
les trois cercles, on aura

0a.0ad =0b.00'=0c.0¢;

d’ailleurs le point O est suffisamment déterminé par la seule
égalité
0a.0d =0b.0b'.

Or, si le point ¢’ n’était pas le conjugué de ¢ pour faire une
involution avec @ et «', b et V', il y auraitun autre point ¢” qui
jouirait de cette propriété. Le point central O étant donc
connu, ainsi que nous venons d¢ le dire, par la considération
des deux premiers couples, on aurait

0a.04 =0b.0 =0c.0c¢";

par conséquent
0c.0¢ =0¢.0¢",

ce qui prouve que ¢” coincide avec ¢'.
133. Autre définition de Uinvolution.
On peut donc définir 'involution de la maniére suivante :
Trois couples de points sont en involution sur une droite,
lorsqu’il existe sur cette droite un point d’égale puissance
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relativement & chaque couple. Ce point est le point central.

Cette considération géométrique a 'avantage de rendre sen-
sibles aux yeux certaines propriétés de 'involution, et nous
allons en conclure différents théorémes sur les circonférences.

13h. Les circonférences décrites sur trois segments en invo-
lution passent toutes trois par deux mémes points {réels ou
imaginaires). La corde commune, toujours réelle et perpendi-
culaire a la ligne d’involution, coupe cette ligne au point
central.

135. Si I'on joint ces deux points aux extrémités d’un seg-
ment diamétral, on forme un angle droit; d’oli résulie ce
théoréme :

Quand trois segments en ligne droite forment une involu-
tion, il existe deux points (réels ou imaginaires), de chacun
desquels on voit ces segments sous des angles droits.

Réciproquement, si un angle droit tourne autour de son
sommet fize, les segments qu’il interceple sur une droite don-
née, dans (rois quelconques de ses positions, ont leurs extrémi-
tés en involution.

136. Observons enfin que si trois circonférences dont les
centres sont en ligne droite ont méme axe radical, une trans-
versale quelconque les coupe suivant trois segments en invo-
lution dont le point central est sur I'axe radical commun.

V. — (CAs GENERAUX DE L’INVOLUTION.

137. Les différentes dispositions que peuvent présenter six
points en involution se raménent donc a I'étude des positions
relatives que peuvent avoir trois circonférences dont les
centres sont en ligne droite.

Si deux circonférences se coupent en deux points réels
A et B (fig. 44), la troisiéme passera aussi par ces mémes
points, comme devant avoir une corde commune pour axe
radical commun avec les premiéres. Ainsile point O, se trou-
vant sur AB, sera entre a et a’, b et b, ¢ ct ¢ : donca, b, ¢,
seront d’un ¢6té du point O et &, V', ¢’ de l'autre.

On dit alors que chaque segment empiéie sur les autres.

138. Supposons maintenant que deux des trois cercles, aa’

5.
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et bl' ( fig. 45), soient extérieurs I*'un a I'autre. Il sera d’abord
facile de constater, en allant d’une circonférence a l'autre,
que, dans cet intervalle a'b, doit se trouver un point d’égale
puissance par rapport a toutes deux, car le point ¢’ a une puis-
sance nulle pour la premiére, et le point b pour la seconde.
Ainsi le point O sera entre les deux cercles.

Cela posé, comme le produit Oa.0a' =05b.0V, est aussi
égal au produit Oc.Oc¢ relatif a la troisiéme circonférence,
on voit que Oc.O¢’ sera aussi positif; ainsi, pour la troisieme
circonférence, comme pour les deux premiéres, ¢ et ¢' se-
ront d'un méme coOté du point O. Supposons qu’ils soient du
coté des pointsa et @', par exemple, et admettons que la pre-
miére circonférence soit celle qui s’écarte le plus du point O,
c’est-a~dire que 'on ait 0a> Oc. L’égalité 0a.0a’ =0c¢.0¢
montre que 'on aura par compensation O¢’ > O0d’; par con-
séquent le lroisiéme cercle sera intérieur au premier.

Ainsi le second cas de I'involution suppose un segment bb’
séparé des autres par le point central, de I'autre c6té duquel
sont aa’ et cc¢' contenus 'un dans l'autre.

139. 1l ne reste plus, comme cas général, que celui ou les
trois cercles sont les uns dans les autres ( fig. 46). Les points
se suivent alors dans un ordre inverse, tel que @, b, ¢ et ¢/,
v, d.

Il est clair que le point central est extérieur au systéme des
trois cercles, car s’il était dans l'intérieur, méme du plus
grand, P'axe radical commun couperait ce cercle, ce qui n’ar-
rive que pour des circonférences sécantes.

VI. — CAS PARTICULIERS.

140. Si les circonférences sont tangentes, le point de con-
tact est évidemment le point central qui donne alors une puis-
sance nulle; donc l'involution disparait dans ce cas.

141. Voyons ce quiarrive quand une circonférence se ré-
duit a un point. La fig. 44 ne donne point de cas particulier,
car b et ' étant de part et dautre du point O, s’ils se con-
fondent, on a Ob ==o et la puissance est encore nulle.

142. Mais, dans la fig. 45, si les points ¢ et ¢’ se réunissent
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en f(fig. 47), 'égalité devient
0a.0d =0b0.0V = 6]’.’

143. Dans cette méme fig. 45, au lieu de réunir ¢ et ¢, si
I'on réunit b et ¥’ en e ( fig. 48), ona

0a.0d =0c¢.0¢ = (-)_e-.)

144, Enfin, si ces deux réunions se font & la fois ( fig. 49), il
reste

Oa.0d :6?: (_)—)".2
Alors il est clair que

Of=—0¢, ou Oe+Of=0.

145. Dans la fig. 46, si ¢ et ¢’ coincident, on a la fig. 5o qui
donne

0a.0d =06.00 =0f.

Dans cette fig. 46, comme le cercle bb' enveloppe le cercle
cc’, les deux points b et b’ ne peuvent pas coincider en un point
différent de celui ou se réunissent ¢ et ¢’. Or, dans le cas ou
ces points coincideraient, il est clair qu’il n’y aurait plus d’in-
volution.

VII. — PoiNTs DPOUBLES.

146. On appelle points doubles des points tels que e, f, dont
chacun représente une circonférence réduite a son centre,
ainsi qu’on vient de le voir. Chaque point double remplace
donc deux points en involution.

Considérons surtout la fig. 49, dans laquelle ces deux
points e et f suffisent avec @ et «’ pour constituer l'invo
lution. D’aprés 1'égalité

0a.0a=0¢ =0_f2,

on a reconnu (144) que O était le milieu de ef; donc (26)
les points doubles divisent harmoniquement le segment
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donné ad'. Ainsi
ca  ed
Jo T fd

On voit que Oe et Of sont les deux valeurs 2=y 0a.0d'.
Ainsi les points doubles seront imaginaires si le point O est
compris entre a et o ( fig. 44); dauns les fig. 45 et 46 ils se-
ront réels.

147. Dans les fig. 47, 48 et 50 les points doubles e, fsont
relatifs a deux segments a la fois. Du reste, on vérifierait sur
chacun d’eux, ou méme sur un plus grand nombre, I’obser-
vation suivante que I’on peut faire sur la fig. 49:

Etant donné un segment, en dehors duquel est le point
central, U'un des points doubles est entre les extrémités du
segment, Uautre en dehors et du coté opposé au point
central.

148. 11 est facile de reconnaitre ici les points doubles, tels
que nous les avons considérés aux n° 106 et 107. Les points
que nous y avons indiqués, ainsi que dans le n°® 103, par les
lettres I et J/, se confondent en O.

Si ces points doubles coincidaient, il n’y aurait pas d’invo-
lution, car il en résulterait

Oe=0a=—o.

149. Soient aa’ et bV deux segments d’une involution
dont e et f sont les points doubles, ce couple e et f fait lui-
méme une involution avec les couples a et V', a' et b, ainsi
qu’avec les couples a et o', bet b'.

En effet, les points e et fdivisant harmoniquement les deux
segments donnés (146), on pourra écrire (95)

we d'e

;g‘};.. *(7; = -1
et aussi

bf o

Do be =1
d’ou

e de bUf bf
e,
af " dfT bebe

ce (ui montre que les points @ et ', e ct fsont en égalité de
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rapport anharmonique avec les points &' et b, f et e, consi-
dérés comme leurs conjugués. On reconnait ici les points e, f
du n° 8%,

VIII. — FAISCEAUX EN INVOLUTION.

150. On appelle faisceaw en involution celui qui est formé
par des droites partant d’'un méme point et aboutissant a des
couples de points en involution sur une transversale.

Considérons six droites en involution, A et A’, B et B,
C et C/; d’apres les formules (1) de 'involution (127), et celles
des faisceaux homographiques (101), on a la relation

sin(A,B).sin(A,B’) _ sin(A’,B’).sin(A, B)
sin(A, C).sin(A, C') ~ sin(A’, C').sin(A/, C)

Il est clair qu’en pourrait transformer ainsi toutes les for-
mules du n° 127 et que chacune entrainerait toutes les autres.
151. L’égalité précédente peut encore se mettre sous la
forme
sin(A, B).sin(A, B')  sin(A, C).sin(A, (')
sin(A’,B).sin(A’, B)  sin(A’, ") sin(A, C)

On voit alors que 'on peut poser
sin(A, B).sin(A, B') .
sin(A’, B').sin(A’, B) ™ 7’

cette quantité X étant constante, quelles que soient les droites
conjuguées B et B’ que I'on prenne sur le faisceau.

" 152. Observons que, dans le faisceau, rien ne correspond
au point central. En effet, les points d’égale puissance relative-
ment aaetd, betd’ ou une transversale coupe un faisceau
homographique, ne sont en ligne droite que si ces transver-
sales sont paralléles.

Dua n° 135 on conclut le corollaire suivant :

Quand trois angles droits ont le méme sommet, leurs six
c6tés forment un faiscean d’involution ; el aussi, dans un fais-
ceau de siz droiles en involution, si deux droites sont per-
pendiculaires & leurs conjuguées respectives, les deux autres
droites conjuguées sont aussi perpendiculaires.

153. On appelle rayons doubles ceux qui passent par les
points doubles. On pourra donc avoir un faisceau complet
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d’involution composé de cinq droites ou méme de quatre, au

lieu de six (146). Soient E, F ces rayons doubles, si I'on
Ny . ea ed .

change dans I’équation ﬁ:—ja-, du n° 146, les lignes en

sinus, comme on a déja fait au n° 101, on a

sin(E, A)  sin(E, A')
sin(F, A)  sin(F, A')

154. Rayons conjugués perpendiculaires. — Une transver-
sale coupe un faisceau d’involution en des points conjugués
tels que, si 'on décrit des circonférences sur les segments
qui les réunissent deux a deux, ces segments étant pris comme
diametres, toutes ces circonférences ont le méme axe radi-
cal (131). Construisons la circonférence passant par le sommet
du faisceau et ayant ce méme axe radical commun avec une
quelconque des autres (81). D’aprés la construction, la trans-
versale sera toujours un diameétre de cette circonférence qui
contiendra le sommet; donc on obtiendra un angle droit en
joignant ce sommet aux extrémités de ce diameétre. Ainsi dans
un faisceaw d’involution il existe toujours deux rayons con-
Jugués perpendiculaires, P et P'.

Dans ce cas, sin (P, B)=rcos(P, B). Donc, dans la formule
du n° 131, remplacons A et A’ par P et P/, il reste

tang (P, B).tang(P, B') =2,
cette quantité 2 étant constante.

IX. — FAISCEAUX DE QUATRE OU PLUSIEURS PLANS.

155. Si l'on représente par A, B, C, D quatre plans passant
par une méme droite, le rapport anfiarmonique de ces plans
sera défini, comme pour un [aisceau rectiligne (101), par I'ex-
sin(A, C)_sin(B, C)
sin (A, D) sin(B, D)
angles diédres de ces plans.

On raménera les angles diedres a des angles rectilignes en
menant un plan perpendiculaire a I'intersection des plans.

156. St quatre plans passent par une méme droite, un plan

pression » les sinus se rapportant ici aux
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4
transversal les coupe suivant des droites dont le rapport an-
harmonique est constant et égal & celui de ces plans.

En effet, deux plans quelconques coupent ces plans suivant
les droites «, B, y, 0 et o, B/, ¥/, &’. L’intersection de ces
plans contiendra, sur les quatre plans donnés, les intersec-
tions de ces droites qui seront les points a, b, ¢, d dont le rap-
port sera a la fois celui des droites «, (3, y,0 et o/, 8/, ¥/, 0';
donc ce rapport sera le méme pour un plan transversal quel-
conque.

Maintenant, comme le plan perpendiculaire a 'intersection
des quatre plans détermine sur ces plans des droites dont le
rapport anharmonique est celui que 'on considere (155), le
théoréme est démontré,

187. Quatre plans passant par une méme droite sont coupés
par une transversale quelconque en quatre points qui ont le
méme rapport anharmonique que ces quatre points.

En effet, un plan quelconque passant par celte transversale
coupera les plans suivant des droites dont le rapport anhar-
monique sera celui des points indiqués, ce qui raménera ce
théoréme au précédent.

Ce théoréme permet d’étendre & des plans paralléles la défi-
nition du rapport anharmonique de quatre plans. En effet, si
la droite commune étaita 'infini, les plans paralléles auraient
encore un rapport anharmonique qui serait celui de leurs
points de rencontre avec une transversale quelconque.

158. Plans en involution. — Si par une méme droite et par
six points en involution on fait passer des plans, on aura six
plans en involution.

On peut de méme concevoir un nombre quelconque de
plans en involution; aux points doubles correspondent des
plans doubles.
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APPLICATIONS DE L'INVOLUTION.

1. — CoxSTRUCTIONS.

159. Comme deux segments suffisent pour déterminer le
point central de trois ou de plusieurs segments en involution,
on trouvera ce point central par la construction de 'axe radi-
cal (72). Cette construction s’étend méme au cas ot il ya un
point double, ¢’est-a-dire ot P'un des segments est nul (75).

Connaissant ainsi le point central d’'une involution et un seg-
ment quelconque aa’, ona vu (146) comment une construction
de moyenne proportionnelle, au moyen de la forinule

0e==+y0a.0d,

donnera les points doubles e et f.

160. Etant donnés cing points d’une involution « et «’, b et
b’ et c, on trouve le sixiéme point ¢’ par une quairiéme pro-
portionnelle au moyen de la formule

puisque les premiers segments déterminent le point central O.
11 est évident que I'on résout ainsi le probléme :

Connaissant cinq rayons d’un faisceaw d’involution, trouver
le sixiéme.

Voir une autre solution (166).

161. Etant donnés sur une droite deux couples de segments
ad', bb' et AN, BB', on demande un segment cc' qui soit en
involution avec chacun de ces couples.

Par un point arbitraire G, menons deux circonférences dont
la premiere passe en a ct @/, la seconde en b et b'; elles se
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couperont en un autre point G’: par le méme point G menons
encore deux circonférences qui passent I'une en A et A/,
I'autre en B et B'; elles se couperont encore en un point G”.
La circonférence passant aux trois points G, G/, G” déter-
minera sur la droite d’involution le segment demandé cc’.

En effet, soit o le point ou GG’ coupe cette droite d’involu-
tion, les égalités

oa.06' =0G.0G' et ob.ob'=0G.0G,

donnent
oa.od = ob.ol’,

c’est-a-dire que o est le point d’égale puissance pour les seg-
ments aa’, bb’. Donc aussi

oa.0d’' = ob.ob =oc.od,

puisque ¢ et ¢/, G et G’ sont sur une méme circonférence.
De méme GG” coupera la droite au point O d’égale puis-
sance pour AA’ et BB/, ce qui donnera encore

OA.OA'=0B.0B' = 0c¢.0c¢.

Le segment cc’ est donc celui que I'on demandait. Il se réduit
a un point double si la circonférence GG'G” touche la droite
donnée; sielle ne la rencontre pas, ce segment est imaginaire.
Si les points m et n, M et N ou se coupent les circonférences
qui ont pour diamétre ac’ et bb’, AA’ et BB’, sont tous réels, il
est clair qu’une méme circonférence passe par ces quatre points
et coupe la droite en ¢ et ¢’. En effet, puisque o et O sont les
milieux de mn’ et de MN, on a

E—

om = oa.o0a = ob.ob' = oc.oc’,

OM = OA.OA’ = OB.OB’ = Oc.O¢.

Le point o étant le pied de I'axe radical des circonférences
aad’ et cc’, de méme que O estle pied de I'axe radical entre
les circonférences AA’ et ¢c’, on voit que 'on résout ainsi le
probléme suivant :
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Construire un cercle qui ait un axe radical donné avec une
circonférence donnée, et un autre axe radical donné avec une
autre circonférence également donnée, ces axes étant paral-
leles.

162. Il peut se faire qu’un segment, tel que ad’, se réduise a
un seul point a; alors la circonférence passant par le point G
est tangente en « a la droite.

Si les quatre segments se réduisent ainsi a quatre points «,
b, A, B, les points cherchés ¢ et ¢ divisent harmoniquement
les distances ab et AB. Pour le vérifier, soient o et O les mi-
lieux de ab et AB, on aura par I'involution,

—_2 —_—12
oc.oc =oa, 0c¢c.0c =O0A,

et ces formules sont justement celles que I'on a trouvées pour
les points qui divisent harmoniquement ab et AB (26).

Ainsi quand deux points divisent harmoniquement deux
segments sur une droite, ces trois segments sont en involution.

On obtient donc par la construction précédente (161) la so-
lution du probléme déja indiqué (26):

Trouver deux points qui divisent harmoniquement deux
segments en ligne droite.

Mais il vaut mieux (n° 8% et 149) décrire un cercle ayant
pour centre un point suffisamment éloigné de I'axe radical des
circonférences qui ont ab et AB pour diamétres, et ayant pour
rayon la tangente menée de ce point aux circonférences. Cette
nouvelle circonférence coupe la droite aux points e et f, iden-
tiques avec ¢ et ¢’.

II. — INVOLUTION DANS LE TRIANGLE.

163. S8i l’on joint un point quelconque aux sommets d’un
triangle, toute transversale coupera ces lignes de jonction et les
cOtés du triangle suivant six points en involution (fig. 51,
52, 53).

Soit D le point joint aux sommets du triangle ABC. La trans-
versale coupe les lignes de jonction DA, DB, DC aux points
a, b, ¢ etles cotés BC, AC, AB aux points a, b, ¢, conju-
gués avec les premiers.

Considérons un triangle, tel que Da'¢’, ayant pour sommet
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le point D, et pour base une portion a’c¢’ de la transversale.
Nous le couperons par le coté AC, et nous sommes guidés
dans le choix de ce cd1é parce que Da’ passe en A et D¢’ en C.

11 en résulte (2)
DA.ab.c/C=DC.a’A.c'b.

De méme, le triangle Da’d’ coupé parle c6té AB donne I'é-
galité
DPB.aA.Ve=DA.dc.V'B,
et le triangle D& ¢/, coupé par le c6té BC, donne enfin
DC.c'a.b'B=DB.c'C.ba.

Multipliant ces trois équations et supprimant les facteurs
communs, il reste

db.bc.ca=cb.bVa.dc,

ce qui revient a I'équation (2) (127). Ainsi le produit des
segments qui n’ont aucun sommet commun est égal au pro-
duit des trois autres.

16%. Le théoréme subsiste lorsque le point D va a Uinfini,
auquel cas les droites DA, DB, DC sont paralléles; on a donc
le corollaire suivant :

Des sommets d’un triangle si U'on méne des paralléles dans
une direction quelconque, toute transversale coupe ces paral-
léles et les cOtés du triangle suivant six points en involution.

III. — INVOLUTION DANS LE QUADRILATERE.

165. Une transversale coupe les cOtés opposés d’un quadri-
latére, ainsi que les diagonales, suivant des points conjugués
en involution.

La démonstration vient d’étre faite (163) sur les fig. 51, 52
et 53, relativement au quadrilatéere ABCD, dont une transver-
sale coupe les cOtés BCet AD en a et &', les cOtés AB.et DC en
cetc et les diagonales BD et AC en &' et b: il reste seule-
ment & voir en quoi ces trois figures différent.

Dans la fig. 51, la transversale coupe les diagonales dans
Uintérieur du quadrilatére, ce qui donne aux points en invo-
lution 1a méme disposition que dans la fig. 46.
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Dans la fig. 52, les deux diagonales sont coupées en dehors
du quadrilatére, ce qui ramene a la disposition de la fig. 45.

Enfin, dans la fig. 53, l'une des diagonales est coupée &
Uintérieur du quadrilatére et Iautre & Uextérieur. On trouve
ainsi la fig. 44.

Dans ces trois fig. 51, 52, 53, nous avons supposé le quadri-
latére convexe : celan’était pas nécessaire; mais cela suffirait,
comme on I'a vu, pour retrouver les trois cas généraux de
I'involution.

166. On trouve ainsi un nouveau moyen de construire le
siziéme point d’une involution.

Etant donnés sur une droite les points a, b, ¢, @', b/, si 'on
demande le point ¢/, conjugué de ¢, il faut mener, du point
quelconque A, les droites Aa’, Ab, Ac; conduire par le point &’
une droite quelconque qui coupe Aa’ en D et Ac en B, joindre
aB qui coupe Ab en C, et enfin tirer DC qui rencontre la
droite donnée au point cherché ¢'.

Si I'on décrit des circonférences sur aa', bd’, c¢' comme dia-
métres, on sait qu’elles ont le méme axe radical; donc elles
se coupent dans le cas de la fig. 53. C’est ce cas qui se pré-
sente pour un parallélogramme.

167. 8i Uon joint un point quelconque aux siz sommets
d’un quadrilatére complet, on a un faisceau d’involution
(fig- 54).

Soit ABCD le quadrilatére donné, E et F ses deux sommets
supplémentaires, et O le point donné : on voit, d’aprés ce qui
précéde (168), que le quadrilatére OABF et ses diagonales AB,
OF sont coupés en involution par la transversale DC, et I'on
voit quelles sont les droites conjuguées dans le faisceau ainsi
formé.

168. Le point O peut éire a I'infini, ce qui donne six droites
paralléles : il en résulte que les projections des six sommets
sur une droite quelconque sont en involution.

Si le point O (fig. 54) est un des points d’intersection des
circonférences décrites sur les diagonales AC, BD comme dia-
métres, les droites menées de ce point a chaque couple de
sommets opposés seront rectangulaires; donc les deux au-
ires droites OE, OF de linvoluiion seront aussi rectangu-
laires (152, o° coroilaire). On a donc ce théoréme : les frois
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circonférences qui ont pour diametres les diagonales d’un qua-
drilatére ont deux mémes points d’intersection. Leurs centres
étant ainsi en ligne droite, on voit que les milieux des trois
diagonales d’un quadrilatére complet sont en ligne droite.

IV. — INVOLUTION DANS LE CERCLE ET LES CONIQUES.

169. La perspective n’altérant pas les rapports anharmoni-
ques desquels dépend P'involution, on verra, comme au n° 177,
que siz points en involution sur le plan du cercle correspon-
dent & siz points en tnvolution sur celui de la conique.

Il en résulte aussi qu'un faisceau d’involution sur le plan
du cercle correspond & un faisceaw d’involution sur le plan
de la conique.

En effet, menons par le sommet du céne un plan quel-
conque qui coupera le faisceau du cercle suivant six points
en involution, il coupera aussi le faisceau de la conique sui-
vant six points en involution.

170. Théoréme de Desargues.

Etant donné un quadrilatére inscrit dans un cercle ou une
conique, une transversale quelconque coupe la courbe et les
cotés opposés du quadrilatére suivant siz points conjugués en
involution (fig. 55).

Soit ABCD le quadrilatére dont les cotés AD et BC, AB et DC
sont coupés, en a et &, b et ¥, par la transversale qui ren-
contre la circonférence du cercle en ¢ et ¢’. Un théoréme
connu donne

ac.ac =aA.aD et dc.dd=dB.d(,
d’ou
ac.ac' aA.aD

de.ac” dB.dC

Soit F le point ol concourent AD et BC, et considérons le
triangle Faa' coupé successivement par les deux autres cotés
AB et DC. Le premier donne

FA.ab.a' B=FB.ad'b.aA,

et le second
FD.abl' . a/C=FC.d'b .aD.
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Multipliant, et observant que

FA.FD =TFB.FC,
il reste
ab.aB.ab .dC=db.aA.adb .aD,
ou bien
aA.aD ab.al’

dB.dC _dbab’

par conséquent
ac.ac ab.abl

= ’
de.a'd db.ab

ce qui établit I'involution (127).

171. Si 'on prend pour conique I'ensemble des diago-
nales AC, DB, on retrouve le théoréme sur le quadrilatére (165).
Aussi soient d et d’ les points ou la transversale coupe les dia-
gonales, dd' est en involution avec ¢c¢’ et aa', ou bien avec cc'
et bb'.

Si AD dégénére en tangente (fig. 55), on voit que les siz
points déterminés par une transversale sur une conique, sur
deux cotés d’'un triangle inscrit, enfin sur le troisiéme coté et
la tangente au sommet opposé, sont en involution.

172. Si trois droites partant d’'un méme point coupent une
circonférence ou une conique, les six poinits ainsi obtenus
Jorment un faisceau d’involution quand on les joint & un point
quelconque de la courbe (fig. 56).

Les sécantes partant du point O déterminent sur la circon-
férence les points a et @/, b et ', ¢ et ¢'; soit m un point de
la courbe, il faut montrer que le rapport anharmonique de ma,
mb, me, mc' est le méme que celui de ma', mb', me', me.

La droite Om coupe la circonférence en m'; les faisceaux ma,
mb, me, mc' et m'a, m'b, m'e, m'c', aboutissant aux mémes
points, donnent les mémes angles inscrits, et par suite le
méme rapport anharmonique. Mais les droites m'a et md,
m'b et mb', m'c et mc', m'c’ et me se coupent deux a deux,
sur la polaire du point O, par rapport a la circonférence (61).
Donc cette polaire étant une sécante commune au faisceau m'a,
m'b, m'c et m'c’ que nous venons de considérer et au fais-
ceau ma', mb', mc', me, ils ont le méme rapport anharmo-
nique. Or, le premier faisceau a aussi, comme nous I'avons
vu, le méme rapport anharmonique que ma, mb, me, mc'; il
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en est donc de méme pour le second, ce qui démontre la pro-
position.

Réciproquement, s’il y a involution, les trois sécantes con-
courront en un méme point.

173. Soit Oad (fig.57) une quelconque des sécantes, et ma,
ma' les rayons correspondantis du faisceau m. Joignons ce
point m aux extrémités A et A’ du diametre CO; il est clair
que les droites mA, mA’ seront les rayons conjugués perpen-
diculaires du faisceau m (154). Alors

tang'A ma.tang A ma'= const.,

ce qui revient a

I
langi ACa.tang 3 ACa' = const.

Pour connaitre la valeur de cette constante, il faut mener la
tangente OT; on obtient
1 I
tang S OCa.tang 5 0Cd = tang’é OCT,

et d’ailleurs

—cosOCT __OC—R _ OA )
I + cosOCT — 0C -+ R~ OX

I
tang’ - OCT =

Enfin, il est clair que I'angle AA’a est 1a moitié de ACa ou
de OCa; de méme AA'd est la moitié de OCc«' : menons au
diamétre AA' la perpendiculaire ¢'F, qui coupe A’ en E; on
voit que

tangéOCa = ;‘,—i;,, tang ~ LoCa = Z,£
ce qui donne
EF.a'F _ OA
VE | OA

(Il est clair que ce numéro ne se rapporte qu’au cercie.)
174, Lemme. — Un quadrilatére étant circonscrit au cercle

6
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ou & une conique, les diagonales qui joignent les cOtés op-
posés concourent au méme point que les droites qui joignent
les points opposés de contact ( fig. 58).

Des deux points O et A, menons & une circonférence des
couples de tangentes, qui formeront le quadrilatére aao'd,
ayant pour points de contact ', i et g, g'. Or, ii', polaire de A,
et gg’, polaire de O, concourent au pdle P de AO; de plus, les
droitesig’ eti'g concourent en un point H, situé sur AO (corol-
laire du n°63): par conséquent, ce point H, ol se réunissent ig’,
polaire de a', eti'g, polaire de «, estle pdle de . Il en résulte
queaa passe au pole P de la droite AO, qui contient le point H.

On verrait de méme que o'a passe en P. Nous retrouverons
ce théoréme n° 396.

175. Si de trois points en ligne droite on méne des couples
de tangentes & une circonférence ou & une conique, ces tan-
gentes déterminent, sur une auire tangente quelconque, six
points en involution (fig. 59).

Du point O, ou la droite des points donnés A, B, C coupe
la tangente donnée OM & la circonférence, menons Pautre
tangente OM’, qui coupe les tangentes indiquées aux points «
et o, B et B, yety. Il suffit de prouver que les points a, b,
¢, ¢’ ont les mémes rapports anharmoniques que leurs conju-
gués ', V', ¢/, c. Or le rapport anharmonique des points a, b,
¢, ¢', ou quatre tangentes sont rencontrées par une cin-
quiéme OM, est le méme que celui des points «, 3, y, y', ou ces
quatre mémes tangentes sont rencontrées par une nouvelle
tangente quelconque OM' (115). Mais aussi les droites aa’, ¥/,
y¢', ¥’ ¢ passent par le méme point P, qui est le pole de la droite
ABC (174); donc le rapport anharmonique des points «, 3, y, ¥’
est le méme que celui des points o, V', ¢, ¢, ce qui dé-
montre le théoréme demandé.

176. Soient D et D' ( fig. 6o) les points ol la tangente quel-
conque M a la circonférence est coupée par deux tangentes
paralléles ED, E'D’, qui rencontrent les tangentes Aa et Ad
en I' et F' : on sait (corollaire du n° 113) que I'angle DOD’ est
droit. Donc ces lignes OD, 0D’ sont les rayons rectangulaires
de l'involution (15%), ce qui donne

tang DOa.tang DO @’ = const.
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Soit KAK' paralléle aux tangentes, et cherchons a rapporter
les sommets des angles au point A.
Extérieurement au triangle OaD,

angle ODa’ =DOa + OaD.
De méme, extérieurement au triangle FaD,
angle FDa' = DFa + FaD;

mais FDa' est double de ODda’ et FaD double de OaD; done
DFa est double de DOa. Ainsi

DOa=-KAa.
Ensuite, I'angle Oa’D, extérieur au triangle Oa’D’, donnera
0d'D=0D'd +D'0d;
de méme, I'angle F'a'D, extérieur au triangle F'«'D', donnera

FaD=FDda+DFd.

Mais
0¢D=_FaD, ODd=1FDda;
2 2
donc
UOM:éDT%C
Du reste

DOd =go—DO0«,
puisque DOD’ est droit. Mais nous avons trouvé

DOd =~DFa =21 KAd';
2 P

or
KAd =180 — K'Ad,

1 r ..
; KAd = 90 — ; I&/A(l,,

ce qui montre que

| o=~

DOa' = - K'Ad'.

&

b
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Gn anra done
1 1
tang ~ KAa.tang 5 K’Aa’ =const.,

¢’est-a-dire que :

8i, de chaque point d’une droite, on méne deux tangentes
@ un cercle, le produit des tangentes trigonométriques des
demi-angles qu’elles font avec la droite est constant.

Les deux angles doivent étre comptés de maniére que,
quand les deux tangentes deviennent paralléles a la droite AK,
I'un d’eux soit nul et 'autre égal a 180 degrés.

V. — PRINCIPE DE CONTINUITE.

177. Comme c’estici la place d’un théoréme sur 'involution
dans trois coniques, nous allons énoncer dés a présent un
principe fécond ¢élabli par M. Poncelet, et qui, non-seulement
nous servira a démontrer le théoréme dont il s’agit, mais nous
sera souvent utile dans le courant de cet ouvrage.

La construction d’une figure peut présenter diverses cir-
constances, tout aussi générales les unes que les autres. Par
exemple, deux coniques sur un méme plan peuvent avoir
quatre points communs, deux points seulement, ou n’avoir
aucun point commun; on voit qu’il ne faut pas confondre ces
cas généraux avec des eas particuliers, tels que ceux des con-
tacts entre les coniques.

Cela posé, si 'on demande de démontrer sur une figure un
théoréme dont I’énoncé ne se rapporte pas plus a un cas gé-
néral qu’a un autre, le mieux serait sans doute de trouver
une démonstration qui, elle aussi, s’appliquat indifféremment
a tous les cas généraux. Mais quelquefois cela devient trés-
difficile, et 'on éprouve au contraire un grand avantage a pro-
fiter des dispositions spéciales de Ia figure dans un des cas
généraux; voici, d’aprés cela, I'énoncé du principe de con-
linuité :

8t Uénoncé d’un théoréme ne se rattache pas & un des cas
généraux de la figure, la proposition qui aura été démontrée
pour un de ces cas sera vraie aussi pour les autres.

Maintenant, voici comment on peut concevoir la vérité de
ce principe.
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Imaginons, comme on peut toujours le faire, que la ques-
tion ait é1é traitée par I'analyse pure; puisque I’énoncé ne se
rattache pas a un des cas généraux, les équations, établics
d’aprés 'hypothése qui sert de base au théoréme, ne s’y rat-
tacheront pas non plus. Or ces équations, une fois posées,
conduiront nécessairement par la seule puissance de 1'analyse
4 'équation finale qui est expression du théoréme, et ol les
données de la question seront encore aussi générales. On peut
donc toujours comprendre que ’on parvienne a ce théoréme
autrement que par 'artifice, qui consiste a considérer un des
cas généraux; seulement cet artifice a 'avantage de conduire
au résultat final en évitant une analyse toujours possible,
mais quelquefois si pénible, qu’elle serait presque imprati-
cable.

178. Peur éclaircir ce qui précéde, nous allons appliquer
ce principe 2 un théoréme da a Sturm et qui généralise celui
de Desargues (170) :

Quand trois coniques passent par quaire mémes points, une
transversale les coupe suivant six points en involution.

En effet, imaginons par les points A, B, C, D ( fig. 55) une
seconde conique sur laquelle la transversale détermine le seg-
ment ee’. Nous verrons, par un raisonnement déja em-
ployé (171), que e¢’ est en involution avec ad’ et dd’; done
aussi (128) e¢’ est en involution en c¢c¢’ et dd’. De méme une
troisiéme conique, coupée par la transversale suivant un seg-
ment ff’, donnera ff’ en involution avec c¢’ et dd’; par con-
séquent ff’ sera en involution avec ee’ et cc'.

1l en serait de méme pour toutes les coniques passant aux
mémes points A, B, C et D.

Ce théoréme s’étend, pour le principe de continuité, aux
cas ou deux des points communs, ou méme tous les quatre,
seraientimaginaires. Comme les coniques sonttoujours réelles,
on n’a pas 4 craindre que les équations de condition néces-
saires pour exprimer que deux coniques ont quatre points
communs présentent jamais des symboles imaginaires, si pé-
nibles d’ailleurs qu’elles soient & obtenir. Cela tient a ce que
les coordonnées, méme imaginaires, des points communs,
devront se disposer de maniere & ne laisser dans ces équations
que leur somme ou leur produit.
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179. On a vu (82) que les polaires d’un point de 'axe ra-
dical, prises relativement & ces deux cercles, se coupent sur un
point de cet axe. Mais, pour démontrer ce théoréme, on a
supposé que l'axe radical rencontrait lescercles en deux points
réels; le principe de continuité fait voir qu’il en serait de
méme si ces deux points étaient imaginaires.

180. Dans les exemples précédents, ce principe a été utile
pour passer des points réels aux points imaginaires. 1l peut
servir, au contraire, a passer des points imaginaires aux points
réels; en voici un exemple :

Deux coniques étant données sur un méme plan, il existe
généralement dans Uespace un point tel que, si I’on prend ce
point pour sommet commun de deux cOnes ayant ces coniques
pour bases, un méme plan donnera dans ces coénes des sections
circulaires.

En effet, un cone étant déterminé par sa base, que nous
supposerons dans le plan des «xy, et par les trois coordonnées
de son sommet, la direction des sections circulaires est dé-
terminée, sauf a présenter une double solution. Donc

ax + by +cz=1,

élant I’équation d’un plan paralléle a I'un des systémes de ces
sections, il existe trois relations entre les constantes de I'é-
quation de la base, les coordonnées «’ y’ z' dusommet et les
coelficients a, b, c.

Un second cdne ayant méme sommet et méme direction
de base circulaire donnera trois autres relations: il y aura
done six équations entre les six inconnues a, b, ¢ et 2/, ¥/, 7’5
le probléme peut donc, comme nous I'avons dit, étre géné-
ralement résolu.

1l en résulte qu’une foule de théorémes, établis sur deux
cercles dans un méme plan, s’étendront par la perspective &
deux coniques sur un méme plan.

Cependant, d’aprés les indications précédentes, il est pos-
sible que le plan des sections circulaires ou le sommet lui-
méme du cone deviennent imaginaires, auquel cas ce que nous
avons dit est illusoire. C’est aussi ce qui a lieu si les co-
niques données se coupent en quatre points réels, au licu
d’avoir seulement deux points communs, ou méme de n'avoir
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aucun point commun; cela tient a ce que deux cercles,
n’ayant jamais quatre points réels communs, ne peuvent don-
ner comme perspective deux coniques jouissant de cette pro-
priété.

Néanmoins on doit admettre, par le principe de continuité,
que les théorémes démontrés par la perspective sont encore
vrais, méme quand les coniques ont quatre points communs
réels.

181. Nous aurons souvent a appliquer ce principe dans les
circonstances suivantes.

On sait que le cercle engendre une conique quelconque au
moyen de la perspective, mais qu’il engendre seulement une
ellipse au moyen des projections, c’est-a-dire quand le cone
dégénére en cylindre. Cependant, comme lellipse est un cas
général des sections coniques, un théoréeme dont I’énoncé ne
se rapportera pas plus a une conique qu’a un autre pourra se
trouver démontré, au moyen des projections, sur 'équation
générale y* =2 px + qa*. Observant encore que I'analyse pure
conduirait au méme résultat, on verra que le théoréme sera
vrai, quel que soit le signe de ¢ et pour le cas particulier de
la parabole ol ¢ = o.

On peut aussi passer de l'ellipse, qui a pour équation cen-

2 ~2 2 A2
trale % -+ % =1, al’hyperbole représentée par%—-zb—? =1;il
suffit de changer b*en — b

182. Cependant, il faut éviter les fausses applications que
I'on pourrait faire de ce principe. Ainsi, on sait que les asym-
ptotes dans '’hyperbole et les diamétres conjugués égaux dans
- . . . . b
Iellipse sont représentés par les équations y =ck —

Or, comme les parallélogrammes construits sur un systeme
de diamétres conjugués dans I'hyperbole ont leurs sommets
sur les asymptotes, on pourrait croire qu’il en serait de méme
pour les diamétres égaux de I’ellipse; cependant il n’en est
rien. Cela tient 4 ce que, sil’on change b* en— 02, les équations

b — , .
des asymptotes deviennent y = == i V -—1; donc l'analogie

avec les diameétres ¢gaux était illusoire.

@ e
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GHAPITRE VIII.

CENTRES DE SIMILITUDE OU D’HOMOTHETIE.

I. — DErINiTIONS.

183. Une figure peut toujours étre considérée comme for-
mée par des rayons vecteurs menés a chacun de ses points,
par un point fixe quelconque.

Sur chacune de ces directions, si I’on prend un rayon vec-
teur qui soit au premier dans un rapport constant, on forme
ainsi une figure homothétique de la premiére.

Ce rapport constant s’appelle rapport de similitude, et le
point fixe, centre de similitude.

Une figure est semblable a une autre quand on peut la faire
coincider avec une troisiéme figure homothétique a la pre-
miére.

184. Pour retrouver la définition de la géométrie élémen-
taire, il suffit de faire voir que deux polygones homothétiques
ont les angles égaux etles cdtés proportionnels: soient done
(fig. 61) abc oy, a'b' ¢’ o' f'y' deux polygones homothétiques
ayant O pour centre de similitude, les triangles Oab et Oa' ¥/,
Obc et O’ ¢, ete., qui sont semblables deux a deux comme
ayant des angles communs compris entre cOtés proportionnels,
montrent que ab est paralléle & a'b', be 3 b' ¢/, et ainsi de suite;
donc l'angle abc =a'b' ¢/, et les autres angles sont égaux de
part et d’autre.

Les mémes triangles montrent que le rapport de similitude

0b  ab be

"oV Ty T

d’ou résulte que les cotés homologues sont entre cux dans le
rapport constant de similitude.
Cela fait voir aussi que deux figures peuvent étre homothé-
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tiques dans une infinité de positions différentes. En d’autres
termes, étant donnée une figure quelconque et son rapport
de similitude avec une autre qui doit lui étre homothétique,
si I'on prend pour centre de similitude un point placé arbi-
trairement par rapport a la premiére figure, il sera toujours
facile de construire la seconde dans cette position.

185. Supposons que deux angles égaux de ces figures coin-
cident, ce qui fait que le sommet devenu commun est le
centre de similitude, nous allons en conclure, dans un poly-
gone de n cOtés, le nombre de conditions nécessaires pour la
similitude.

Imaginons donc que le polygone y'a'b'¢' ... se déplace jus-
qu’a ce que le sommet a' vienne en «, et que la direction a'y’
se confonde avec ay; les polygones étant homothétiques par
hypothése, &' ' prendra la direction de ab, o' ¢’ celle de ac, et
ainsi de suite. Onaura donc, a partir du centre « de similitude,
la suite de rapports égaux

ab __ac__  __ay
;l_l)-, == ‘W — e _a—}l,'

Mais les sommets du polygone (@ étant mis a part), c’est-a-
dire b, ¢,. .., y, sont en nombre n — 1, donc ces rapports, qui
sont aussi en nombre n—1, sont réunis par n— 2 équations
de condition.

Dureste, on a toujours pu poser la direction qui donne y' sur
celle qui donne y parmi ces n— 1 sommets; mais les coinci-
dences des n — 2 autres directions forment encore n — 2 con-
ditions de similitude; en tout 2n—4.

Si de plus on donne le rapport r de similitude, cela fait en-
core une condition, et il reste 2n— 3 conditions a satisfaire.
Si r= 1, les polygones sont égaux; il y a donc 2n— 3 con~
ditions d’égalité.

II. — TANGENTES HOMOLOGUES DANS LES FIGURES HOMOTHETIQUES.

186. Une courbe pecut toujours étre considérée comme un
polygone infinitésimal; donc les directions ac,a' ¢ ( fig. 61)
représenteront celles de deux tangentes a des points homo-
logues. Par conséquent, dans deux courbes homothétiques, les
langentes en des points homologues sont paralléles.
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187. Cependant, il peut arriver que deux tangentes en des
points homologues coincident au lieu d’étre paralléles. Ainsi,
imaginons que les directions ay et a'y' se réunissent avec
les deux directions Oda'a et Oyy’, on voit que les deux tan-
gentes ay et a'y' passeront au centre O de similitude.

S’il ne s’agissait que de polygones, cela serait un cas parti-
culier; mais, relativement a deux courbes homothétiques, il
n’en est plus de méme, car le cas ou, d’un point donné O, on
peut mener une tangente ay a une courbe donnée est aussi
général que celui ou cette tangente est imaginaire. On a donc
ce Lhéoréme : les tangentes communes deux courbes homo-
thétiques passent par le centre de similitude.

III. — CENTRES DIRECTS ET INVERSES DE SIMILITUDE.

188. Deux polygones ou deux courbes homothétiques ayant
des centres de figure, ont un second centre de similitude
(fig- 61).

On sait qu’on appelle centre d’une figure un point tel, que
toute droite, nommée diaméire, qui y passe et se termine de
part et d’autre a la figure, se trouve a ce point divisée en deux
parties égales. Ainsi, soit C le centre du polygone abce. ..,
on a, par exemple, a G = Ca, bC = CB, ce qui montre que les
triangles aCb, o CP sont égaux, et que ab, «B sont égaux et
paralléles. Par conséquent, dans un polygone & centre les c6tés
sont deux & deux égaux et paralléles.

Il en résulte que, dans une courbe & centre, les tangentes
menées aux extrémités d’un diamétre sont paralléles.

Une figure abca... ayant un centre G, il est évident que
toute figure a’'d’¢’z, homothétique a la premiére, aura aussi
un centre C'; on verra.aussi facilement que C et C/ sont
en ligne droite avec le centre de similitude O, et que toute
ligne droite, telle que awo de I'une des figures, a dans l'autre
figure une homologue telle que &' o, paralléle et dans le rap-
port de similitude.

Cela posé, soit O’ le point ou a«’ coupe la droite OCC/, les

’

triangles aCO’, o/ C'0’ montrent que oo =" °n indiquant

par rle rapport de similitude; par conséquent les droites telles
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que bf’, ¢y’,.. ., couperont aussi CC’ au méme point. Ainsi,
tandis que le point O est le centre direct ou externe de simi-
litude, le point O’, centre inverse ou inierne de simiiitude,
ne se trouve que dans les figures homothétiques douées de
centre.

189. On reconnait, d’aprés ce qui précéde, que les deux
centres de figure et les deux centres de similitude sont sur
une méme ligne droite. On a vu aussi que les deux centres de
similitude donnaient le méme rapport r. On aura donc

oc¢ _ 0cC

"=ocvTTo’

ce qui montre que les centres de similitude divisent harmo-
niguement la droite des centres de figure.

190. Théorémes sur trois figures homothétiques.

1° Les centres externes de similitude sont en ligne droite;

20 Et, s'il y a des centres de figure, deux des centres in-
ternes de similitude sont en ligne droite avec le troisieme
externe ( fig. 62).

Soient ax..., d'a'...,a"a”. .. trois figures homothétiques,
G, ¢’, C” trois points homologues, et &, ', A7 trois longueurs
sur ces figures, qui ont E, E’, E” pour centres externes, et I,
I', 17 pour centres internes de similitude. Menons CK paral-
lele & €’'C”, qui passera au point E, puisque €’ et C” sont ho-
mologues, et soit K le point ou CK coupe EE”; les triangles
semblables EC’'E”, KCE” donnent

CE_ ¥
CK 7 2
Soit E, le point ott C”C coupe EE”, on a
CK _ CE
UETUE
Multipliant ces proportions, on obtient
CE_ ¥ CE
CE & UES
Mais aussi
CE ¥

TR
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il reste donc

V¥ CE,
Ay WVl
ou bhien
A CE
VT UE

C’est précisément le rapport qu’on doit avoir pour le point E:
donc E, coincide avec E'.

On démontrera de méme la seconde partie de la proposition,
pourvu qu’on admette que les points G, €/, C” soient les cen-
tres de figures des trois courbes, parce que les droites qui
joignent ces centres de figure passent par les centres internes
de similitude.

On comprend qu’il ne s’agit pas seulement ici de polygones,
mais de figures homothétiques quelconques, et notamment de
trois cercles sur un plan.

IV.— CENTRES DE SIMILITUDE DE DEUX CERCLES.

191. 1l est clair que deux cercles sont toujours deux figures
homothétiques; soient O et O/ leurs centres ( fig. 63). Pour
trouver leurs centres de similitude, menons deux rayons pa-
ralléles a0b, o’ O’ b'; si nous joignons deux rayons comptés
dans le méme sens, la droite aa’ coupera la ligne des centres
au point 8 de similitude externe, ainsi que b0’.

De méme ab’ et a’b passeront au centre 8’ de similitude in-
terne.

En effet, les triangles semblables 0 a’'S, 0’a’S donnent

0S R
0S R’
d’ou
00 R-—FR,
O_IS"_ R’ 9
de méme
00 R—NR
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Ainsi le point S est cohstant, et les mémes triangles donnent

Se _R
Sa — R’
ce qui caractérise un centre d’homothétie.
De méme,
R’ R
QN — .. /., / — /.
0'S'=—00 R 08" =00 R’

et ' est le second centre de similitude.

192. On retrouve ici le probléme connu des tangentes com-
munes a deux courbes; deux d’entre elles ou méme toutes
les quatre pourraient étre imaginaires, mais les centres de si-
militude n’en seraient pas moins réels, d’aprés la construction
précédente.

Si les circonférences sont égales, le centre externe est a
I'infini, et le centre interne au milieu de la ligne O0’; du reste,
tela résulte des formules précédentes.

Si les circonférences sont tangentes, le point de contact est
un centre interne quand les cercles sont extérieurs, et externe
quand ils sont intérieurs.

193. Toute droite passant par un centre de similitude coupe
les circonférences sous les mémes angles, c’est-a~dire que

Sa0 =840, S2a0=840";

ctela est évident d’aprés la définition des figures homothéti-
ques; mais aussi les triangles Oaa, O'a’a’ étant isocéles, tous
leurs angles aigus sont égaux.

194. Par conséquent les droites Oa, 0’2’ étant prolongées,
concourent au centre G d’un centre tangent en a et o aux
cercles donnés.

En effet, les angles aigus en a et o' étant égaux, le triangle
Cao' est isocele et semblable aux triangles Oaa, 0'd &',

195. Aux points @ et « menons a la circonférence O des
langentes qui concourent en M; de méme, aux points &' et &
menons a la circonférence O’ des tangentes qui concourent
en M', ces secondes tangentes scront respectivement paralléles
aux premiéres.
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En effet, aM et a’M’ sont paralléles comme perpendiculaires
a deux droites paralléles Oa et O’ ; de méme oM et &’ M’ se-
ront paralléles.

Ainsi les triangles isocéles aMa, a'M' &' sont semblables
entre eux; de méme le triangle SM’a’ est semblable 4 SMa; il
en résulte que SM et SM' sont dans le rapport de similitude.
Par conséquent aussi ces deux points M et M’ sont en ligne
droite avec un centre de similitude. Donc, enfin, ces points M
et M’ sont homologues.

196. La ligne des centres coupe les circonférences en qualtre
points detd, d' etd, qui sont en involution avec les centres
de similitude.

En effet,
Sd R 86 R
S TR’ 8¢ T R
d’ou
Sd.8¢ _ R*,
Sd’.8¢ T R’
de méme
§d.8¢ R
Sd~.s5 — R?
d'ou

Sd.86 _ §d.8s
Sd".Sd ~ §d'.59’

ce qui démontre la proposition (127), si I'on observe que,
dans tous les cas possibles, les deux nombres de cette égalité
sont de méme signe.

197. Toutes les propriétés démontrées sur la fig. 63 s’ap-
pliquent, en effet, & toutes les positions relatives de deu
cercles. Sur cette figure méme il faut appliquer au point 8
tout ce qu’on dit sur le point S: enfin, il faut imaginer «' 0/
et 20 prolongés jusqu’a leur rencontre, qui serait, comme le
point C, le centre d’un cercle tangent aux cercles O et O en
deux points @’ et «; sculement ce nouveau cercle embrasserait
les cercles donnés.

Une droite passant en & donne deux cercles analogues i
M ct M'; chacun a, avec O et O', un contact intérieur d’un
cO1é, extéricur .de I'autre.
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198. Considérons une sécante quelconque partant de 'un
des centres de similitude des deux cercles qu’elle coupe, nous
savons qu’on appelle homologues ceux des points d’intersec-
tion avec chaque cercle, dont les distances au centre de simi-
litude sont entre elles dans le rapport de similitude, c¢’est-a-
dire dans celui des rayons des cercles; les autres s’appellent
anti-homologues.

Ainsi (fig. 63 et 64), a et @', « et &' sont des points homo-
logues; @' et «, a et ' sont des points anti-homologues : ob-
servons cependant qu’il y a des points anti-homologues inté-
rieurs et d’autres extérieurs.

Considérons, par exemple (fig. 64), les points anti-homo-
logues intérieurs et @', 3 et b'; on sait que

Sa' E
Sa” R’
mais
Sa.8a=50 —R* (69),
donc
—_—
R (S0 —R?)
4 —_—— .
Sa'.Sa= ®
Par conséquent
Sa'.Sa=S8V.883;
R’ (SO —R?)

on trouvera la méme expression n

s pour
So'.Sa=8p.8b,

relativement aux points extérieurs.

199. Une de ces égalités, telle que S«.Sa’ =S3.SV ( fig. 64 )
fait voir, d’aprés un théoréme élémentaire, que quatre points
anti-homologues sont sur une méme circonférence. On voit
méme, d’aprés ce qui préceéde, que deux de ces points peuvent
étre intérieurs et les deux autres extérieurs, puisque I'on aura
les égalités

Sa/.S=5F.Sb, et S .8f =8 .Sa.
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V. — PROPRIETES RELATIVES A L’AXE RADICAL.

200. Par conséquent, soit A le point de concours des droites
qui réunissent « et 3, @’ et b'; puisque ces quatre points sont
sur une méme circonférence, on aura

Ax.AB=Ad.Ab,

il en résulte que ce point A ala méme puissance relativement
aux circonférences O et O'; ainsi deux cordes anti-homolo-
gues se coupent sur Uaxe radical ( fig. 64 ).

De méme ab et 'R, ba et ' ', aff et &’ b’ se coupent deux
a deux sur I'axe radical.

Si les rayons Sa, Sb se rapprochent indéfiniment, les cordes
anti-homologues «f3 et a'l’ deviennent infiniment petites :
donc, les tangentes en deux points anti-homologues se cou-
pent sur Uaze radical.

201. Soient ¢ et ¢’ les points de contact d’une tangente com-
mune passant en S, et B le point ol elle est coupée par I'axe
radical : ce point ayant méme puissance par rapport aux deux
cercles, les distances B¢ et B¢’ sont égales, ¢’est-a-dire que
Vaxe radical passe au milieu de la distance des points de
contact. De plus, comme les polaires du point S, relativement
aux deux cercles, sont les perpendiculaires menées de ¢ et de
¢t' sur 00', on voit que laze radical est & égale distance des
polaires au centre de similitude. On ferait le méme raisonne-
ment pour Pautre centre de similitude §'.

Ce théoréme s’étendrait par le principe de continuité aux
cas ou deux ou quatre langenies communes sont imaginaires.

202. D’un point de Uaxe radical de deux cercles, si I'on
méne deux transversales passant respectivement par les poles
de cet axe dans les deux cercles, les droites qui joignent les
points ow ces transversales coupent les circonférences passent
a un centre de similitude ( fig. 65).

Soit p le pdle de I'axe radical AP relativement au cercle O,
et p’ ce pdle relativement au cercle O', on aura, puisque AP
est la polaire de p,

mA nA . ;77: mA.nA
——=—— dou =— .

mp  np 1—1.1;)2 - mp.np
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Soient a et b les extrémités du diamétre situé sur la ligne
des centres, cela revient &

7n_A2___ Am.An

mp — pa.pb
De méme

m’A’__ Am' AW

E[-;)z pa P b/)

donc, comme
Am.An=Am'.An',

puisque A est sur I'axe radical, il reste

rﬁé:m’A__F\/p'a pb’
mp " m'p' pa. pb

Soit S le point ou m'm coupe 00, le triangle App’ donne
avec celte transversale (2)

pm.Am'.p'S=pS.p'm'.Am,
égalité d’ou I'on tire

Sp' _Am.p'm’ _ mA  m'A

Sp~ Am.pm— mp mp

_P=+\/Pa Y
S papb

quantité constante.

Il y a donc deux positions du point S ; mais il reste a prouver
que ce sont les centres de similitude.

Du point P, pied de 'axe radical sur 00/, si 'on méne des
tangentes aux cercles, on aura ainsi les polaires hp, i/ p' de
I'axe radical dans ces deux cercles : or, ces polaires peuvent
étre considérées comme des cas particuliers des sécantes indi-
quées ; il suffit de supposer le point A a Pinfini sur 'axe radi-
cal. Mais les tangentes en A et &' concourent en P sur cet axe;
donc (200), ces points & et &' sont anti-homologues, et le
point S, ol AR’ concourt avec mm' et nn', est un centre de
similitude.

et I’'on a enfin

MG - Cote - 80 HOU 65,



98 CHAPITRE VIIL

Tout ce qui précéde s’appliquerait aussi au point §'.

203. Les poles de l'axe radical, relativement & chaque cer-
cle, divisent harmoniquement la distance des centres de simi-
litude.

En effet, considérons le quadrilatére mm'nn’; les droites
m'm et n' n se coupent en S, et les droites m'n et n’men §',
d’aprés le numéro précédent. Tout se raméne donc aux théo-
rémes connus du second chapitre sur le quadrilatére complet.

20%. Soit A (fig. 66) un point de I'axe radical AP de deux
cercles O et O, ou concourent les tangentes en deux points
anti-homologues n et m' (200).

On a trouvé (173)

. o Sb
tang $ SO m.tang ; SOn = Sa’
a
Mais
SOm = SO'm' = m' AP,
ces deux derniers angles ayant leurs c¢6tés perpendiculaires ;
ensuite
tang $SOnr =cot; 0'On,
et d’ailleurs
0'0On =nAPD.
Il reste donc
tang; m'AP _ Sb SV
tang L nAP ~ Sa~ Sd'’

205. Voici un théoréme proposé au concours général de
mathématiques élémentaires en 1851 : nous donnons la dé-
monstration du premier prix ( fig. 67).

Etant donnés deux cercles O et 0/, si d’un point o/ de I'un
on méne aux centres de similitude S et §' des droites qui cou-
pent l'autre circonférence aux points aeta, b et $; 1°la droite
o3 passe par le centre O ; 2° la droite ab coupe la ligne des
centres en un point constant p.

1° O« et OB sont paralléles & O’ par la similitude directe
et inverse ; donc la ligne 203 est droite.

2° Soient les droites aA, o' A tangentes aux cercles et a'C
tangente en «' jusqu’d la rencontre de Aa’ en C, je dis que
les triangies aAd/; o/ Ca/ sont semblables. En effet, les angles
en «' sont opposés au sommet et de plus «A et « C sont
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paralléles comme perpendiculaires aux rayons homologues
Oa, O’ a'. Mais le triangle «'Ca' est isocéle, puisque Co' et
Ca’ sont les tangentes au méme cercle, donc aussi Aa = Ao’
et le point A est sur I'axe radical.

Soit A, le point ol se coupentles tangentes end et en &/, et
menons en b’ latangente qui rencontre au point B la tangente
enc : les triangles bA, &', &' B &' sont semblables comme ayant
les angles en o' égaux parce qu’ils sont opposés au sommet,
etayant aussi bA, et b'B paralléles comme perpendiculaires a
des rayons Ob, O’ qui sont homologues, parce que bd' passe
en S'. Mais B&' = Bd'; donc aussi A, b= A&, et le point A,
est encore sur P'axe radical : or, ces deux points A et A, sonta
la fois sur axe radical et sur la tangente en o, donc ils coin-
cident.

Par conséquent I'axe radical est le lieu des pdles des droites
telles que ab: donc ces droites doivent passer par le pole p de
axe radical relativement & la circonférence O.

VI. — SuPPLEMENT A LA THEORIE DES POLAIRES ( /oy. Cuar. III).

206. Droites et points conjugués.

On appelle points conjugués par rapport au cercle deux
points tels, que la polaire de I'un passe par 'autre: cette pro-
priété est évidemment réciproque.

On voit que deux points conjugués sont conjugués harmo-
nigues relativement aux deux points d’intersection (réels ou
imaginaires ) de la circonférence par la droite sur laquelle sont
pris ces deux points.

De méme, on dit que deux droites sont conjuguées relative-
menta un cercle quand le péle de I'une se trouve sur lautre.
Done, d’apreés la définition du faisceau harmonique etles théo-
rémes sur les polaires (61 et suiv.), deux droites conjuguées
entre elles sont conjuguées harmoniques relativement aux
deux langentes au cercle (réelles ou imaginaires) menées par
leur point de concours.

207. Deux points conjugués aet @ étant conjugués harmo-
niques par rapport aux deux points A et A’ ou la droite a«’
coupe la circonférence, soit O le milieu de AB, on aura (26)

0—;\2:0&00’.
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Soient b et ', ¢ et ¢’ deux autres couples de points conju-

gués, on aura encore les égalités OA = 0b.0b' = Oc. 0¢;
par conséquent trois couples de points conjugués, pris sur une
méme droite, forment une involution de siz points dont les
points doubles sont les deux points d’intersection du cercle par
la droite.

208. Quatre points en ligne droite ont leur rapport anhar-
monique égal & celui dé leurs polaires.

En effet, quatre points a, b, ¢, d ont leur rapport anharmo-
nique égal a celui de leurs corjugués o', ', ¢/, d', car ces points
forment deux divisions homographiques, puisqu’ils constituent
une involution (207). Or ces points conjugués sont sur les
polaires des quatre points a, b, ¢, d, d’aprés la définition méme
des points conjugués; et ces polaires passent, par un méme
point, puisque «, b, ¢, d sont sur une méme ligne droite. Par
conséquent le rapport anharmonique de ces points o', &', ¢/, d’
est a la fois égal a celui des points a, b, ¢,d et a celui de
leurs polaires : donc ces derniers sont égaux.

209. On en conclut que trois couples de droites conjuguées,
menées par un méme point, forment un faisceau de six droites
en involution, dont les deux rayons doubles sont les tangentes
au cercle, menées par ce point. Ce théoréme inverse du n° 207
tient 4 ce que les points conjugués a, b, ¢, d et &', V', ¢, d’
étant sur la méme droite, les faisceaux de leurs polaires pas-
sent en un méme point.

210. Quadrilatére circonscrit au cercle—Revenons aun° 174
et a la fig. 58 qui s’y rapporte.

Un quadrilatére étant circonscrit & un cercle, les diago-
nales qui joignent les sommels OPPOSéS concourent au méme
point que les droites qui joignent les points opposés de con-
lact.

Nous transcrivons ici I'énoncé de ce théoréeme, mais la dé-
monstration en ayant été donnée (174), nous ne la répéterons
pas. Sculement, comme rien n’exige que le quadrilatére en
question soit convexe, les qualre tangentes aux points ¢, 7, g,
g (fig. 58) formeront trois quadrilatéres différents suivant
que I'on considérera une d’elles comme opposée a chacune
des trois autres.
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Nous avons déja considéré comme opposées (174) les tan-
gentesenieten?, en geten g’, ce quia donné le point P olt
concourentii’ et gg’, point correspondant au quadrilatére o’ ac’.

Considérons ensuite la tangente en { comme opposée a la
langente en g’ : les droites ig’, i g donnent H pour point de
concours, et les tangentes opposées «’A et Oa, Oa’ et Aa
forment le quadrilatére ' AaO dont les diagonales OA et aa’
passent aussi en H.

Enfin la tangente en i étant opposée a la tangente en g, les
droites ig, i’ g’ donnent le point de concours K, en dehors des
limites de la figure. Alors les tangentes opposées a’A et Oa,
A et Oa’ forment le quadrilatére Qa’«A dontles diagonales
OA et ¢’ passent en K.

211. Dans un quadrilatére circonscrit & un cercle, le point
de rencontre des deux diagonales est le pole de la droite qui
joint le point de concours des c6tés opposés.

On a vu, dans le courant de la démonstration du théoréme
précédent (174), que P était Ie pdle de la droite AO qui réunit
les points de concours A et O des cOtés opposés a’ o’ et aa, ad’
et za’ du quadrilatére aa’ o',

De méme H sera le pole de la droite aa’, et K celui de la
droite «' a.

212, Quand un quadrilatére est circonscrit & un cercle, les
deux diagonales et la droite qui joint les points de concours
des cOtés opposés forment un triangle dont chaque sommel
a pour polaire le co0té opposé ( fig. 58).

En effet, relativement au quadrilatére aa'a’a qui a pour
diagonales i7’, gg’ et danslequel la droite AO réunit les points
de concours des cdtés opposés, on a vu (174) que A ¢tait le
pole de i’ et O celui de gg’; par suite P est aussi le pole de
AOQ, ce qui démontre le théoreme.

Il en serait de méme pour les autres quadrilateres. It suit de
la que les deux diagonales sont deux droites conjuguées par
rapport au cercle (206 ).

213. Quadrilatere inscrit au cercle.

Quand un quadrilatére est inscrit au cercle, les points de
concours des tangentes en ses sommets opposés, et les points de
concours de ses edtés opposés, sont quatre poinis en ligne droite

(fig. 58).
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En effet, on a vu, & la fin du n° 210, que la droite OA qui
réunit les points de concours des tangentes aux points g etg’,
{et ! etqui passe deJa (174) au point H ou concourent les
cOés opposés ig’ et i' g, passe aussn au point K ou se joignent
les autres cOtés opposés ig et g’i

De méme pourles autres combinaisons de sommets oppoesés,
les points a, P, o, H sont en ligne droite, ainsi que les points
a, P, a, K.

21h. Dans un quadrilatére inscrit au cercle, le point de
concours des deux diagonales est le pole de la droite qui
Joint les points de concours des cOtés opposés ( fig. 58).

Nous avons vu (174), relativement au quadrilatéro circon-
scrit e’ a’ a, que le point P ot concourent les lignes i/, gg’ qui
joignent les points de contact des cO1és opposés, est le pule de
la droite AO, qui réunit les points de concours de ces cdtés
opposés. Mais nous savons aussi (213) que cette droite AO
coincide avec HK, c’est-d-dire avec la droite qui réunit les
points de concours des cdtés opposés dans le quadrilatere in-
scrit donti et?’, g et g’ sont les sommets opposés. De méme H
est le pole de PK et K celui de HP.

215. Quand un quadrilatére est inscrit au cercle, le point
de rencontre des deux diagonales et les points de concours des
cOtés opposés sont trois points dont chacun a pour polaire la
droite qui joint les deux autres ( fig. 58).

Dans le triangle HPK nous venons déja de constater que P,
ou concourent les diagonales du quadrilatére donti et 7/, g et
g’ sont les sommets oppos¢s, estle pole de la droite HK : mais
nous avons vu aussi (211) que H était le podle de «a' et K
celui de o’a. Or nous avons démontré (213) que «a’ coincide
avee PX et o’ aavee P, donc le théoréme est démontré pour
le triangle PHK qui est le méme pour les trois combinaisons
de sommets opposés.

1l résulte de la que les points de concours des cOtés opposés
d’un quadrilatére inscrit sont deux points conjugués par rap-
portau cercle (206 ).

216. Enfin il est évident par la perspective, que tout ce qui
a ¢té démontré pour le cercle, dans ce § VI, s’applique aussi
a une conique quelconque.
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V1I. — QUADRILATERE CIRCONSCRIT A DEUX CERCLES.

217. La circonférence qui a pour diamétre la distance des
centres de deux cercles passe par les sommets du quadrila-
tére circonscrit & ces cercles.

Soient ¢ et C les centres de ces deux cercles, S et §' leurs
centres de similitude, 7, g, k, & les sommets du quadrilatére
circonscrit ; la droite ch est bissectrice de I'angle SAS et Ch
est bissectrice du supplément de cet angle; donc 'angle ¢/ C
est droit, et la circonférence qui a Cc pour diamétre passe en /o5
il en sera de méme pour les autres sommets.

218. Chacune des droites qui joignent, perpendiculairement
& la ligne des centres, les sommets du quadrilatére circonscrit
& deux cercles, est la polaire, dans ces deux cercles, du pied
de Uautre droite sur la ligne des centres ( fig. 68).

Comme rien n’exige que le quadrilatére circonscrit ighh
soit considéré comme convexe, on peut prendre hg et ik, bk
et ig pour les cOtés opposés; alors ih et gk, perpendicu-
laires a ¢C aux points e et f, sontles diagonales de ce quadrila-
tere. Cela posé, appliquons le théoréme du n°212; on voit que
la droite qui joint les points de concours S el § des sommets
opposés forme avec les diagonales un triangle, dont ef est
un coté, le sommet opposé a ef étant & Vinfini, puisque ik
et gl sont paraliéles. Alors, d’aprés le théoreme indiqué,
I'un des autres sommets, tel que e, sera la polaire du cdté
opposé dont la direction est fk. Mais il faut bien observer
que fk est la polaire de e relativement aux deux cercles ¢
et C, puisque le quadrilatere est également circonscrit 4 cha-
cun de ces deux cercles. De méme el est la polaire de fpar
rapport aux deux cercles.

219. Puisque i qui coupe Ce en e est polaire de frelative-
ment au cercle G, les points e, f divisent harmonigquement le
diamétre de C; on verrait de méme qu’ils divisent harmoni-
quement le diametre de c¢. Par conséquent, ces points ¢, f°
(fig. 68) sont les mémes que les points indiqués aussi par e, f
(fig. 35) dans le n° 84. Donc, iciencore, le pied de U'axe radi-
cal est au miliew de la distance de ces deux points.
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CHAPITRE IX.

CONTACTS D'UN CERCLE AVEC TROIS AUTRES.

1. — TokOREMES SUR TROIS CERCLES.

220. Quand trois cercles ont le méme axe radical, les po-
laires d’un point quelconque, prises relativement & ces trois
cercles, passent par un méme point.

Soient A, B, C ces trois cercles, et P le point donné; soit P’
le point ol concourent les polaires P’e, P’'(3 de P relativement
a4A et a B, je dis que la polaire de P, relativement & C, pas-
sera aussi en P’.

En effet, joignons PP qui coupe I'axe radical commun en O,
et les cercles en @ et en o', b et b, ¢ et ¢’. Nous savons'(136)
que les six points pris sur les circonférences font une involu-
tion dont O est le point central. Mais, d’aprés la définition
méme des polaires (52, les points P et P’ sont harmoniques
conjugués relativement & a et «, ainsi qu’a b et '. Par con-
séquent P et P’ sont les points doubles de 'involution (146 ).
Donc ces points doubles divisent aussi harmoniquement la
distance c¢’; d’ou il résulte que la polaire de P, relativement
a C, passera aussi en P’.

On sait (146) que les points doubles sont a égale distance du
point central, c’est-a-dire que PO = OP’: donc aussi les dis-
tances de ces points™P et P’ a I'axe sont égales et de coté
opposé.

On conclut de cette symétrie que, réciproquement, les po-
laires du point P’ relativement aux trois cercles passeraient
en P,

221. Quand un cercle est tangent & deux autres, les points de
contact sont en ligne droite avec l'un des centres de similitude
de ceux-ci.

Ce théoreme a déja été implicitement démontré (194) sur
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la fig. 63, o I'on voit que, la droite ae’ passanten$, Oa et
0'a’ concourent au centre d'un cercle tangent 4 O et 4 O'.

Réciproquement ( fig. 69) la droite MN' qui réunit les con-
tacts de C avec O et O’ passe a un centre S de similitude de O
etde O’. On voit méme que ces points de contact a et o’ ( fig. 63),
ou Met N’ ( fig. 69), sont anti-homologues.

222. Théoreme de Cauchy ( fig. 69).—Soit A un point quel-
conque de la circonférence C, tangente en M et N’ aux cercles
0 et 0’; menons AM qui coupe encore la circonférence O
en T, et AN’ qui coupe encore la circonférence O’ en T’; enfin,
menons 4 0, parle point T/, une tangeme]usqu a la rencontre
de AM en R. Si nous indiquons par ¢ et ¢ les longueurs des
tangentes menées du point A aux cercles O et 0’, nous aurons

* AR

AT
Pour le démontrer, rappelons-nous que, si deux cercles sont
tangents, le point de contact est un centre de similitude (192).
Par conséquent, le triangle AMN’ sera semblable d’un coté
a MTN, et de l'autre 8 M'T'N'. Cela posé, I'angle inscrit M est
égal a I'angle AT'R formé par une corde et une tangente, ¢t
comme cet angle M est aussi égal, comme on vient de le voir,
al'angle AMN’, les triangles AMN’, AT’R sont semblables, ce

qui donne
i_}ﬁ 2%’ ou bien AN'.AT = AM.AR.

Maintenant nous avons évidemment
= AM.AT, ¢ *=AN.AT = AM.AR,

ce qui démontre le théoréme.

Corollaire.— 8i le point A est sur I'axe radical des cercles O
et O, ona ¢ = t; donc AR=AT.

Pour voir comment cette circonstance peut se présenter,
observons que, méme sans cette supposition particuliére, la
tangente en T est paralléle a la tangente en T’, car les rayons
OM et O'M’ étant homologues, ainsi que les droites MT ¢t M'T,
les rayons OT, O’ T’ sont aussi homologues, et par conséquent
paralléles. Donc les tangentes T'R, TR’ sont paralicles.
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On en conclut que, si AR = AT, ces droites T'R, TR’ se con-
Jondent en une tangente commune aux deuz cercles O et 0.

223. Quand un cercle est tangent & deux autres, les tangentes
auz points de contact se coupent sur l'axe radical de ceuz-ei.

En effet, ona vu (221) que ces points de contact sont anti-
homologues : Ie théoréme est donc démontré d’avance (200).
Ainsi ( fig. 70) le point B ou se coupent les tangentes com-
munes aux points M et N’ est sur I'axe radical P de O et O'.

22h. Soient C et C, deux cercles dont chacun soit a la fois
tangenta O et O, ils ont pour axe radical une droite qui passe
en un centre de similitude de O et O'. Ainsi (fig. 70) I'axe
radical L de C et C, passe en S.

Pour le démontrer, il suffit de rappeler que

SM.SN’ = SM,.SN, (199).

Donc le point S ayant la méme puissance par rapport aux cer-
cles C et C, est sur leur axe radical.

225. Deux cordes anii-homologues de contact commun
coupent Uazxe radical de O et O', en un centre de similitude de C
et C, ( fig. 70). Ainsi MM, et N'N/ se coupent en un point D
qui est sur I'axe radical P et qui est un centre de similitude
de C et C,.

La premiére partie de ce théoréme est déja démontrée (200),
etla seconde partie semble aussi facile, car la corde des points
de contact M et M, 'un méme cercle O avec deux cercles C
et G, passe a un centre de similitude de ces deux cercles (221):
il en serait de méme pour N'N’,.

Mais on pourrait supposer que MM, passe par I'un des cen-
wres de similitude de C et C,, et N'N', par l'autre, de sorte que
le point de concours de ces droites ne serait pas un centre de
similitude. Il faut donc montrer qu’il s’agit du méme point
MM, et N'N,.

Considérons I’ensemble des trois cercles O, O’ et C, ou I'on
sait que les points de contact M et N’ sont des centres de si-
militude (192), et supposons, pour fixer les idées, que le
point S qui est en ligne droite (221) avec N’ et M soit un cen-
tre de similitude externe : alors M et N’ seront nécessaire-
ment (190) deux centres de similitude de méme nature. 1l en
sera de méme pour les points M, et N,
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Donc chacune des droites MM,, N'N', joint deux centres de
similitude tels, que, si M et M, sont de méme nature ou de
nature dif(érente, il en est de méme pour les points N’ et N',.
Or, dans ces conditions, sil'on essaye les quatre conibinaisons
possibles (190) des centres directs et inverses, on trouvera
toujours que celui des centres de similitude qui est a la fois
sur les deux droites est de méme nature, et par conséquent le
méme.

On ferait le méme raisonnement si les droites des points de
contact passaient par un centre de similitude interne. Ainsi,
dans tous les cas, le point de concours D est sur I'axe radical
de O et O, et est un centre de similitude de C et C,.

226. D’aprés ce que nous avons vu (223), on comprend
que les tangentes communes en M et M, se coupent sur la
droite LS, axe radical de C et C, (22k). Mais ce point d’inter-
section G est le pole de MM, relativement au cercle O : donc,
comme les polaires des différents points d’'une droite passent
par le pole de cetie droite, MM, passera par le pole H de LS,
relativement a O.

De méme N'N| passera par le pdle H' de LS, relativement
a O'. Enfin la construction des poles H et H” fera facilement
reconnaitre qu’ils sont en ligne droite avec S (194 ).

227. Une droite quelconque LS, dés qu’elle passe a un cen-
tre de similitude S de deux cercles O et O’, pouvant tou-
jours étre considérée comme l'axe radical d’une infinité de
cercles, tels que C et C,, tangents aux cercles donnés (224 ), on
pourra toujours, d’aprés ce qui précéde, déterminer de la ma-
niére suivante un couple de ces cercles.

Sur I'axe radical des cercles O et O’ prenez un paint quel-
conque D, et joignez-le aux points H et I, qui sont respec-
tivement les poles de LS relativement aux cercles O et 0’ : les
points obtenus airfsi sur les circonférences sont les points de
contact, et il suffira de les joindre & O et O’ pour avoir C et C,.

228. On a vu (222, Corollaire) que, si le point A ( fig. Gg)
était sur 'axe radical des cercles O et O/, les droites TR/, T'R
se réunissaient en une tangente commune a ces deux cercles,
c’est-d-dire que R coincidait avec T et R avee T; ici T et 17
deviendront donc les points de contact de ceite langente com-
mune.
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Réciproquement, soient T et T’ ( fig. 70) ces points de con-
tact d’'une tangente commune passant enS; on voit, par la
comparaison de cette figure avec la précédente, que le point A
ou se coupent TM et T'N’, et que I'on sait déja étre sur I'axe
radical de O et de O’ (200), est un point de la circonférence C,
tangente a4 O et a O’ aux points M et N,

II. — CONSTRUIRE UN CERCLE TANGENT A TROIS CERCLES DONNES.

229. Soient S, S,, S, les trois centres de similitude externe
de ces trois cercles 0, 0’, 0", pris deux a deux, et D le point
de concours de leurs axes radicaux, c¢’est-a-dire leur centre
radical (74); enfin, soient H, H’, H” les pdles de la droite SS, S,
relativement aux trois cercles : les droites DH, DH’, DII” cou-
pent respectivement les trois cercles donnés a leurs points de
contact avec les deux cercles cherchés C et C,.

Cette construction résulte évidemment du n° 227,

230. Ainsi la droite qui réunit les centres externes donne
deux solutions : chaque droite réunissant un centre externe a
deux centres internes (190) en donnerait encore deux; il y a
donc en tout huit solutions.

Plusieurs couples de ces solutions peuvent étre réels ou
imaginaires, suivant les diverses positions relatives des cer-
cles donnés sur le plan.

Nous observerons seulement que toutes les solutions sont
imaginaires si les cercles sont intérieurs comme dans la fig. 46,
et qu’elles sont toutges réelles, au contraire, si chacun des cer-
cles est extérieur aux deux autres.Voici alors comment elles
sont disposées:

1° Un cercle ayant un contact extérieur avec les trois cercles
donnés;

2° Un cercle ayant un contact intérieur avec les trois cercles
donnés;

3° Trois cercles ayant un contact extérieur avec deux des
cercles donnés et intérieur avec le troisieme;

4° Trois cercles ayant un contact intérieur avec deux des
cercles donnés et extérieur avec le troisiéme.
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IIT. — MODIFICATIONS POUR LES POINTS ET LES DROITES.

231. La solution précédente, due a Gergonne, est d’une
grande simplicité et surtout d’'une admirable généralité : mais
pour voir comment elle s’applique & tous les problémes secon-
daires que nous allons examiner, il faut rappeler ou étudier ce
qui arrive quand un cercle dégénére en point ou en droite.

On atrouvé (191) pour distances du centre du plus grand de
deux cercles aux centres de similitude, les expressions

R

OS OO, m‘, (ﬁg 63 ).

l{” 0s’=00'".
Si le plus petit des centres devient un point, R’ =o, et il reste
0S8 = 08’ = 00/, c’est-a-dire que les centres de similitude d’un
cercle et d’un point se réduisent & ce point lui-méme.

Nous savons aussi (73) que ’axe radical entre un cercle et
un point est la perpendiculaire sur la ligne qui joint ce point
au centre, élevée au miliew de la distance de ce point & sa po-
laire relativement au cercle.

232. On avu aussi (76) que laxe radical entre un cercle et
une droite, dans laquelle dégénére l'autre cercle, est cette
droite elle-méme.

Pour trouver les centres de similitude, considérons ( fig. 63)
le cercle de centre O passant en d, et imaginons que ce centre
s’éloigne a 'infini, ce point drestant fixe. Avant cetie trans-
formation, nous poserons

d0'=p, et dS=u,
ce qui fait que la formule

0S = OO’ R gy A
du n° 191, donnera

(R+p).R

Rro="fF_w

et par conséquent
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Ainsi & la limite de R==, il reste x =p + R’, et I'on trou-
verait de méme d8 = p —1R'. Dans ce cas les centres de simi-
litude sont donc les deux points d’ et ¢’, et I'on a ce théoréme:
Les centres de similitude d’un cercle et d’une droite sont les
extrémités du diamétre perpendiculaire & la droite.

233. On conclut évidemment de ce qui précéde que l'axe
radical entre un point et une droite est cette droite elle-méme.

De méme, la droite représentant un cercle, on verra (231)
que les centres de similitude entre une droite et-un point se
réduisent & ce point lui-méme.

234. La recherche de l'axe radical entre deux droites est
évidemment illusoire, car il n’y aurait pas de raison pour
prendre une droite plutdt que 'autre : mais nous verrons (2%1)
que cette considération ne sera pas nécessaire. La hauteur
de OO’ devenant arbitraire, deux droites sont le lieu de leurs
centres de similitude interne : ceux de similitude externe sont
sur deux paralléles a Iinfini.

235. Enfin, relativement a deux points, la recherche des
centres de similitude est illusoire, car il n’y a pas de raison
de choisir Pun plutdt que I'autre : nous verrons du reste (243)
que cette recherche n’est pas nécessaire.

Quant a Yaxe radical entre deux points, ¢’est évidemment la
perpendiculaire élevée sur le milieu de leur disiance.

236. La solution générale exige que I'on cherche le pole
d’une droite relativement a trois cercles (229). 11 nous reste
donc a considérer ce que devientle pole d’une droite : 1° rela-
tivement a un point; 2° relativement & une droite.

1° Oun sait que le carré du rayon d’un cercle est égal au pro-
duit de la distance du centre a une droite par la distance de ce
centre au pole de la droite: donc le premier facteur du second
membre étant constant, le second doit devenir nul en méme
temps que le premicr membre : ainsi le pole d’une droite, re-
lativement & un point, est ce point lui-méme.

2° Considérons d’abord un cercle quelconque, et soit A un
point de la droite dont on cherche le pdle relativement a ce
cercle : menons une transversale quelconque ACD qui coupe
le cercle en Cet en D, € étant le plus rapproché de ces deux
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points Soit B le conjugué harmonique de A; on sait que
CB__BD
AC™AD
Si maintenant le cercle dégénére en droite, DD va a I'infini;

done
BD

ip="0 ° CB=AC.

Menons donc, du point A sur la droite donnée CC’ des trans-
versales AC, AC’, AC”,..., et sur le prolongement de chacune
d’elles, portons CB=AC, C'B'=AC, C"B"=AC",..., il est
évident que les points B, B/, B”,..., seront sur une droite pa~
ralléle a CC’C”; donc 'ensemble de ces points, qui est la po-
laire du point A, est une paralléle & la droite qui provient du
cercle transformé. 11 en sera de méme pour les polaires de tous
les autres point de la droite, dont on cherchele pole, et comme
ce pole est le point de concours de toutes ces polaires qui
sont paralléles, il sera a 'infini. Ainsi le péle d’une droite rela-
tivement & une autre droite, prise comme cercle indéfini, est
un point situé a l'infini.

Par conséquent, pour obtenir la ligne qui joint ce pdle a un
point donné, il suffira de mener par ce point une paralléle & la
droite relativement & laquelle on a cherché le péle, et non a
celle dont on a demandé le pole.

1V. — PROBLEMES SECONDAIRES.

937. Construire un cercle tangent & deux cercles donnés et
passant par un point donné.— Ce point donné étant un centre
double de similitude par rapport a chaque cercle, il n’y a plus
que deux droites réunissant trois centres de similitude, ce
sont celles qui joignent ce point aux centres de similitude des
deux cercles; on n’aura donc que quatre solutions.

238. Aprés avoir démontré le théoréme que nous avons re-
produit (222), Cauchy en déduit ( Correspondance de I’Ecole
Polytechnique, 1. 1, p. 195) une solution dont nous ne par-
lerons pas, parce quelle nous parait moins simple que la pré-
cédente. Cependant ce théoréme nous permet de résoudre trés-
facilement deux eas particuliers ol le point donné se trouve:
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1° sur I'axe radical des deux cercles; 2° sur 'une des deux
circonférences.

1° Soit le point A ( fig. 70) sur Paxe radical des cercles O
et 0', et T, T’ les points de contact d’'une tangente commune,
on a vu (228) que si I'on joint AT, AT’, ces droites coupent
les circonférences aux points de contact cherchésM et N’ : on
aura de méme les trois autres solutions.

22 Si le point A de la fig. 69 vient en un point N’ de la cir-
conférence O’, la droite N’S passe toujours au point de con-
tact M du cercle cherché C. Ainsi ( fig. 71) la droite AS coupe
la circonférence O en deux points N et M : le premier donne
ON paralléle & O’A, mais le second M est tel, que OM coupe O’A
au centre cherché C.

De méme S’ donnera l'autre cercle C,; on a vu que les deux
autres centres étaient a U'infini.

239. Mener une circonférence tangente & une droite et d
deux circonférences données.— Comme il y a six centres de si-
militude (232), on retrouve huit solutions ainsi que dans le
probléme général. Du reste, la droite donnée représentant
deux axes radicaux (232), le point D de concours de ces axes
radicaux sera a l'intersection de celui des deux cercles par la
droite donnée.

Enfin, d’aprés ce qu’on a vu (236, 2°) surle pdle d’unc droite
relativement a une autre droite, on devrait mener de ce point
D une paralléle a la droite donnée; mais on voit que cetle
paralléle serait la droite elle-méme : cela n’apprend donc rien,
puisqu’il en résulte seulement que cetie droite contient un
point de contact. Mais, ayant trouvé, comme dans le pro-
bleme général (229 et 230), les points de contact d'un cercle
cherché sur les cercles donnés, on les joint aux centres
donnés pour.avoir le centre cherché.

240." Si méme on veut éviter toute confusion, on peut n’em-
ployer qu'un secul point de contact. On est donc ramené au
probléme suivant (fig. 72) :

Connaissant une droite AB et un cercle O, construire un
cercle C tangent & la circonférence en un point donné M, et
tangent aussi & la droite.

Soit A le point oit AB est coupé par la droite MA, tangente
aux cercles O et C: puisque le cercle C est tangent aux deux
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coOtés de I'angle MAB, le centre est sur la bissectrice de MAB
et a la rencontre de OM.

Seulement, le raisonnement qui précéde s’applique égale-
ment ala bissectrice AC, de’angle B’AM, supplément de MAB:
on obtient ainsi 'autre centre C,.

241. Mener un cercle tangent & un cercle et & deux
droites.

On sait déja (232) que les perpendiculaires abaissées du
centre respectivement sur chaque droite déterminent surla cir-
conférence quatre centres de similitude S, §, S,, §,. En admet-
tant (234 ) que les centres de similitude des droites, Pune par
rapport a I'autre, soient a Pinfini, ou sur les droites, chacun
des cdtés du rectangle S8'S, S, contiendra trois centres de
similitude, comme I'exige la théorie générale. Ainsi nous trou-
verons encore huit solutions.

Ces deux droites étant des axes radicaux (76), leur intersec~
tion D est le point de concours de ces axes, et 'on n’a pas
besoin de chercher celui de I'une par rapport a 'autre (23%).
Soit H, comme au n° 229, le pole d’'un cdté du rectangle, tel
que SS,, la droite DH marquera, sur la circonférence donnée,
deux points de contact: mais on achévera de déterminer les
centres, comme au numéro précédent, par les bissectrices des
angles que font les droites données.

242, Mener par un point un cercle tangent & un cercle et &
une droite.

On trouvera comme précédemment (232) les deux centres
de similitude du cercle et de la droite; mais le point donné
représente quatre centres de similitude, deux relatifs au cer-
cle (231) et deux relatifs a la droite (233): il n’y a donc que
deux lignes réunissant trois centres de similitude, ce qui
donne quatre solutions.

Soit donc M un point de contact déterminé par la méthode
générale sur le cercle donné O, et soit O’ le point donné : il
est clair que la perpendiculaire menée sur le milieu de MO’
coupera OM au centre cherché C.

243, Faire passer par deux points donnésun cercle tangent
& un cercle donné.

Chacun des points donnés représentant deux centres de si-

8
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militude relativement au cercle, la droite qui joint les points
sera la seule qui contienne trois centres de similitude : il n’y
aura donc que deux solutions.

Le point de concours des axes radicaux se trouve sur la per-
pendiculaire élevée au milieu de la distance des deux points:
du reste, on voit qu’il n’y a pas a considérer les centres de simi-
litude d’un point par rapport a 'autre (235 ). Ainsi la construc-
tion générale s’applique sans difficulté.

24k, Voici Ia solution directe et ordinaire de ce probléme
(fig- 73). D’un point E pris arbitrairement, mais d’une ma-
niere convenable, sur la perpendiculaire élevée au milieu de la
droite qui joint les points donnés O' et 0”7, décrivez un cercle
qui passe par ces deux points et qui coupe la circonférence
donnée O enBet D : joignez BD qui coupe 0'0O” en A, et du
point A menez au cercle C les tangentes AM, AM,. Ces points
M et M, seront les points de contact cherchés; MO et M, 0 cou-
peront la perpendiculaire aux centres cherchés C et C,.

En effet, Ie cercle E nous donne

A(0/.A0” = AB.AD;
mais le cercle O donne aussi
AB.AD =AM =AM,
Donc
AO.A0” =AM = AM,,

ce qui montre que les cercles C et C, résolvent le probléme.

245. Pour ramener au probléme précédent le probléme plus
général que voici: Faire passer par deux points donnés une
circonférence qui détermine sur un cercle donné une corde de
longueur connue, il suffira de décrire, du centre du premier
cercle O, un second tel, que la portion de tangente comprise
entre ce premier cercle et le second soit égale a la corde don-
née. Alors on opérera sur le second cercle eomme on vient
de le voir ci-dessus.

246. Voici enfin deux problémes bien connus et qui se rat-
tachent aux précédents, mais pour lesquels la solution générale
serait en défaut, a cause de leur simplicité méme :

1° Faire passer par deux points donnés une circonférence
tangente & une droite donnée ( fig. 74).
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Soit A le point ou la droite des points donnés O et O' coupe
la droite donnée, et soitBle point de contact cherché, on a

AB =z A0.A0,

ce qui donne les deux points B et B;; ensuite les perpendicu-
laires menées de ces points surla droite donnée, jusqu'a la
rencontre de la perpendiculaire sur le milieu de O0’, donnent
les centres C et C,.

2° Trouver un cercle tangent & deux droites données et pas-
sant par un point donné ( fig. 75).

Soient SA, SD les droites données: il est clair que le centre
du cercle cherché est sur celle des bissectrices de ces droites
qui se trouve dans le méme angle DAB que le point donné O.
Soit donc OO’ perpendiculaire a cette bissectrice jusqu’a la ren-
contre d’un des cOtés en A. Le point O’ de celte perpendicu-
laire étant symétrique de O, relativement a la bissectrice in-
diquée, scra sur la circonférence cherchée : donc, B étant un
point de contact, on aura

AB===yAO.AO'.

On aura donc les points de contact B et B,, et les centres G
et C,.

Dans la solution générale (229), chaque point de contact est
a Pintersection d’un cercle donné et d’'une certaine droite.
Mais ici ce cercle et cette droite se confondent en une droite
donnée : donc ces points de contact resteraient indéterminés.
Voila pourquoi la méthode générale est en défaut dans ces
deux problémes particuliers.
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CHAPITRE X,

THEOREMES ET PROBLEMES SUR LE TRIANGLE.

I. — CERCLE CIRCONSCRIT ET CENTRE DE GRAVITE.

247. 1l est clair que les perpendiculaires élevées sur les
milieux des cdtés d’un triangle concourent au centre du cercle
circonscrit. Pour calculer le rayon de ce cercle, abaissons du
sommet A ( fig. 76) la perpendiculaire AD sur la base BC, me-
nons le diamétre BOE et joignons AB: les triangles rectan-
gles ABE, ADC sont semblables, puisque les angles inscrits E
et C sont égaux ; donc

AD _ AB
AC™ BE
Mais
2ABC = AD.BC,
et comme
AB.AC
AD = B
il reste
AB.AC.BC
2S == —
2R
ou bien
4 RS = abe.

248, Les trois hauteurs d’un triangle concourent au méme
point (fig- 77).

Des sommets A, B, C du triangle, menons des paralléles aux
cdtés opposés; nous formons ainsi un triangle A’B’'C/ qua-
druple du premier, auquel il est semblable. Les hauteurs de
ABC sont les perpendiculaires élevées sur les milieux des
cdtés du triangle A’ B/C’ : donc elles concourent en un point H.

249. Les médianes d’un triangle concourent au méme
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point (centre de gravité) et au tiers de chacune d’elles
(fig- 78)-

Soient les médianes AM, BN du triangle ABC et joignons MN.
Les triangles CAB, CNM sont semblables, comme ayant I’angle
commun G compris entre cotés proportionnels : donc

NM = 1 AB,
2

et est aussi paralléle & AB. Par conséquent, les triangles AGB,
NGM sont aussi semblables, G étant I'intersection de AM et
de BN. Donc la proportion des cdtés homologues donne aussi

(.rM_—AG GN =

NI)—t

i 1
GM = 3 AM, GN= 3 BN.

La médiane AM couperait de méme la troisiéme médiane CP
en un point qui donnerait encore le tiers de AM, c’est-a-dire le
point G.

250. Le centre de gravité est un point tel, que, si on le joint
aux trois sommets du triangle, ce triangle est divisé en trois
parties équivalentes.

En effet, une de ces parties, telle que BGC, est le tiers
de ABC, comme ayant méme base BC, et parce que la hau-
teur de ABC, d’aprés ce qui précéde, est triple de celle
de BGC.

231, Le centre de gravité est un point tel, que lasomme des
carrés de ses dlstances aux sommets du triangle est un mi-
nimum (fig. 78).

Supposons le probléme résolu et soit G le point cherché :
indiquons par 2m* la valeur fixe, quoique encore inconnue,
de la somme partielle

GB + GC ,
Cest-a~dire posons

-(—iiz -+ _C;Ez —=am?’.

MG - Cote - 80 HOU 65,



118 CHAPITRE X.

Soit M le milieu de BC : on a, par un théoréme connu,
GB + GC =2MG +2MB :
il en résulte
MG —+ MB = m?,
et comme
2MB=B(C =g,
on a

—2 az
MG = m*— —.
4

Par conséquent, le point G sera sur une circonférence dont le
centre est M, et dont le rayon est

a?
m? — -
\/ g

Cela posé, celui des points de celle circonférence qui don-
nera la somme totale minimum s’obtiendra évidemment en
menant du point A une normale a celte circonférence : or,
cette normale sera nécessairement MA ; donc le point cherché
se trouve sur une médiane, et par suite sur les autres. Ainsi
le point cherché G n’est autre que le point de concours des
médianes, ou le centre de gravité.

Pour calculer la somme minimum, observons que dans
I'équation

— —_—1 —_—2 —_—2
GB +GC =2MG +2MB,

on a
2
2m2= (I_IX— 9
2
et
— 2
2MB =%,
2

ce qui donne
261-324- 2(_}_6-— G—‘_Azz a’,
De méme,

2GA +26GC —GB =07,
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el
—O — —2
2GA +2GB —GC =¢*:
ajoutant et réduisant, il reste
—2 —2 —_—2 a? -+ b2+ c?
GA +GB +GC = —_—

252. Le centre du cercle circonscrit & un triangle, le centre
de gravité et le point de concours des hauteurs sont sur une
méme droite, et la distance des deux premiers poinis est
moitié de celle des deux seconds ( fig. 79).

En effet, soient O, G, H ces trois points, on voit que les
triangles ACH, MPO sont semblables, comme ayant leurs cotés
respectivement paralléles : de plus,

MP — é AC, donc OP= %CH.

On sait aussi que
I

GP = - CG;

2

donc les triangles CHG, POG sont semblables comme ayant un
angle égal compris entre les cdtés proportionnels; par consé-
quent, angle CGH = OGP, et comme déja la ligne CGP est
droite, la ligne HGO Test aussi. De plus, la proportion des
aulres cotés de ces triangles donne

0G = L GH.
2

253. Imaginons que I'on joigne BO, AO, et que I'on ait tracé
le cercle circonscrit de centre O. L’angle au centre BOA
est double de I'angle inscrit ACB; donc

BOP = C.
Par conséquent,

BP = g::Rsin C, ou c=2RsinC:

on a de méme

b=2RsinB, a=2RsinA.
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254. Dans cette formule
a=2RsinA,

abe .
remplacant 2R par 25 (247), on retrouve I'expression

2S=0bc sinA.

Mais les formules de Trigonométrie donnent

= V(p—b)(p—c) -Vp(p—a);

S=vp(p—a)(p—b)(p—c)
255. Le méme triangle BOP donnera aussi
OP =R cos C:
Mais on a vu (252) que

CH=20P;
donc
CH=2R cosC:
on aura de méme

BH=2RcosB, AH=2RcosA.

286. Le cercle qui passe par deux sommets d’un triangle et
par le point de concours des hauteurs a le méme rayon que le
cercle circonscrit.

Par les sommets du triangle ABC( fig. 80) menons aux cOtés
opposés des paralléles quidétermineront, commedansla fig. 77,
un triangle quadruple du triangle donné, mais dont nous n’a-
vons indiqué ici qu'un seul sommet-C’. Soit H le point de
concours des hauteurs AD, BE et F le milieu de C'H: la
droite C' A, paralléle 4 BC, sera perpendiculaire sur AD. Soit
donc FG perpendiculaire aussi sur AD: on voit que G sera le
milieu de AH; de méme, si FI est perpendiculaire sur BE,
I sera le milieu de BH : par conséquent F sera le centre et FH
le rayon du cercle circonscrit & ABH. Observons enfin que ce
cercle est encore circonscrit a ABC'.

Mais nous savons (248) que HC' est le rayon du cercle de
centre H et circonscrita A’B’ C’. Comme ce triangle a les cotés
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doubles de ceux du triangle semblable ABC, on voit {253 ) que
le rayon du cercle circonscrit 2 ABC sera

lCH=TFH,
2

c’est-a~dire le méme que pour ABH.
Il y aurait deux autres cercles analogues.

II. — CERCLE INSCRIT ET CERCLES EX-INSCRITS.

257. La bissectrice d'un angle étant le lieu des points éga-
lement éloignés des cotés de cet angle, le point I ( fig.81), ou
se coupentles bissectrices des angles A et B d’un triangle ABC,
est également distant de AB et de AC, de BA et de BC: il est
donc également éloigné- des trois cdtés et se trouve aussi sur
la bissectrice de I'angle C; ainsi ces trois droites concourent au
centre I du cercle inscrit a ABC.

La bissectrice du supplément de ’angle B sera de méme le
lieu des points également distants de BC et du prolongement
de AB; celle du supplément de I'angle C présente une pro-
priété analogue. Donc ces deux bissectrices se couperont
encore en un point également éloigné des directions des trois
cOtés, et ce point I’ sera évidemment sur AL. On aura deux
autres points analogues 1” et I”, ce qui donnera les centres des
trois cercles ex-inscrits.

258. Les droites BI, BI’ divisant en deux parties égales, I'une
'angle ABC, 'autre son supplément, seront perpendiculaires
entre elles : il en sera de méme en A et en C, c’est-a~-dire que
les droites IA, IB, IC sont perpendiculaires en A, B, G sur les
¢otés du triangle I'1”1”. On a donc ce théoréme :

Les hauteurs d’un triangle sont les bissectrices du triangle
quWon obtient en joignant les pieds de ces hauteurs.

259. Nous verrons plus tard (288) que le rayon du cercle
circonscrit a I'1”I” est double de celui du cercle circonscrit
a ABC.

Maintenant nous allons démontrer que les rayons menés des
sommets d’un triangle au centre du cercle circonscrit sont res-
pectivement perpendiculaires aux cOtés du triangle formé par
les pieds des hauteurs.
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En effet, soit O (fig.81) le centre du cercle circonscrit
al'l’l”, et «, 3, y les angles que font les rayons menés de ce
centre aux sommets, avec les ¢otés I”I”7, 1’1", I’'1”. On a

“+6=IIII’ a+y:ll/’ ﬁ—l—y:-[,’
d’ol P’on tire
2a+(B+y)=1"+1"=180—T,
ou bien
2041 =180—T,
et enfin
a=qgo—1T.
D’un autre ¢0té, dans le triangle CBI’, on-a I'angle
. —B)=—o00— L B:
CBl'= _ (180 —B)=g0 — - B;
de méme,
BCI' =go— ZC:
2

donc la somme de ces deux angles est
I I
180-—; (B+C)—-90—!—;A.

Par conséquent, le troisieme angle BI'C ou I’ de ce triangle
vaut

go—=A, doit ~A=go—1,

ou bien
N=a

2
Donc les deux angles BAI, AI”O sont égaux, et comme déja
ils ont deux cOtés perpendiculaires Al et Al”, les autres cdtés
AB et OJ” sont aussi perpendiculaires, ce qui démontre le
théoréme.

260. L'aire d’un triangle 1'1"1" est égale au rayon du
cercle circonscrit multiplié par le demi-périmétre du tri-
angle ABC formé par les droites qui joignent les pieds des
hauteurs.

En effet, imaginons que I'on ait mené, dans la fig. 81, les
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droites AO, BO, CO : le triangle I’ I” I” est divisé en trois par-
ties dont chacune, telle que OBI’C, se compose de deux tri-
angles qui ont pour base commune Ol’, et dont les hauteurs
ont BC pour somme, puisque BC et OI' sont perpendiculaires
d’aprés le numéro précédent. Faisant de méme pour les autres
parties, on obtient le théoréme énoncé.

261. La bissectrice d’un angle d’un triangle divise en deux
parties égales Uangle formé par le rayon correspondant du
cercle circonscrit et la hauteur partant du méme sommet

(fig. 81).

Dans le triangle rectangle BI”l’, Fangle

BI"'l'=go—1":
done (259),
BI"l!=a=1"1"0,

et par conséquent la bissectrice de I’ est la méme que celle
de OI"B.

262. Dans un triangle, le centre du cercle inscrit, le centre
de gravité de lasurface et le centre de gravité du périmétre sont
sur une mémedroite, et la distance des deux premiers est
double de celle des deux derniers ( fig. 82).

On sait que le centre de gravité du périmétre est celui du
cercle inscrit au triangle A’B'C’ formé par les milieux des
cOtés du triangle donné ABC.

Soit donc P ce point et I le centre du cercle inscrit a ABC,
on voit, en comparant les deux triangles, que A’P est paralléle
a Al et B'P a BI; de plus, chacune de ces lignes sera moitié de
sa paralléle. Comme déja A’G est la moitié de AG (249) et que
AGA’ est une ligne droite, les triangles AGI, A’GP sont sem-
blables, et la ligne IGP est aussi droite; de plus,

GP =L GL
2

263. En indiquant encore par O le centre du cercle cir-
conscrit, et par H le point de concours des hauteurs (fig. 82),
et en se rappelant (252) que la ligne HGO est droite, et que

GO =1 GH,
2
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on voit que les triangles HGI, OGP sont semblables : donc OP
et IH sont paralléles, et de plus

oP— 111
2

264. Autres propriétés des bissectrices.— Nous rappellerons
ici, quoique bien connus, les théorémes suivants, dont nous
avons déja parlé.

Labissectrice d’un angle d’un triangle coupe le cOté opposé
en un point tel, que le rapport des distances de ce point aux
extrémités de ce cOté est numériquement égal a celui des coOtés
respectivement adjacents & chaque extrémité.

Le méme théoréme existe pour la bissectrice du supplé-
ment de cet angle : seulement, dans le premier cas, les seg-
ments sont de signe contraire; dans le second cas, ils sont de
méme signe.

Enfin, les points déterminés par ces deux bissectrices divi-
sent harmoniquement le cdté dont il s’agit.

265. Soient E et D ( fig. 83) les points ou la bissectrice de
I'angle A d’un triangle ABC coupe le c6té BC et la circonfé-
rence : on a la relation

AB.AC=EB.CE+ AE .

En effet, les triangles ACE, ADB sont semblables puisque
CAE = DAB par hypothése, et que ACB = ADB comme in-
scrits dans un méme segment. Donc

AC __AD . N _ _ -
AE= AB’ d’ou AC.AB= AE.AD = AE(AE+ED).
Mais on sait que

AE.ED =CE.EB;

on a donc la relation indiquée.

2° De méme, soient E’ et D’ les points ou la bissectrice
du supplément de angle A coupele coté BC et la circonfé-
rence, on aura

AB.AC= E'B.E'C—AE .

En effet, les triangles ACE’, AD'B sont semblables; ils
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ont I'angle D’ AB = CAE/, car D’AB est opposé a un angle égal
4 CAE’ par hypothése; ensuite les angles ACE/, AD'B sont
égaux comme supplémentaires des angles ACE, ADB déja re-
connus égaux dans la premiére partie de ce numéro; cette
relation d’angles supplémentaires se voit d’un cdté sur la
droite BCE’, de 'autre dans le quadrilatére inscrit ADBD’. On a
done

%—g—, = %—g-, dou AC.AB=AFE'.D’A = AE (D'E'—AF).
Mais

E'D'.EA=FEB.E'C,
ce qui démontre la relation écrite.

III. — FORMULES RELATIVES AUX CERCLES INSCRIT ET EX-INSCRITS.

266. Soit r le rayon du cercle inscrit, de centre I, au tri-
angle ABC ( fig. 81): il est clair que les triangles partiels IBC,
IAC, IAB ont respectivement pour mesure

1 I I
—ar, -br, -—cr.
2 2 2
Soit donc S la surface ABC et p=a-+b-+c, on a
S=rp.
267. Soient r’, r”, r” les rayons des cercles ex-inscrits dont
les centres sont ', 17, I ( fig. 81). On verra que
I'BC = ! ar’,
2
et de méme
IAC= % br', TAB= % er'.

Done
ABC=S=TAB+TI'AC—1I'BC

aura pour expression
%r’(c—l—-b——a):r'(p—a)-

Aipsi
S=r'(p—a), et S=r"(p—>b), S=r"(p—c).
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268. On a donc
r— § > rl a— S r// S S .
- p—a T p=0b' " T p—¢’

il en résulte, d’aprés la valeur connue;,

S=Vp(p—a)(p—0b)(p—ec)(2WBh), rr'r"r"= -g:-:sz,
ou
S=\rr .
269. On a aussi

r_p—a r_p=b 1 _p—c
AR ? S 8

TR SO I
r, ’,// r///—r

Observons encore que la mesure ordinaire de la surface du
triangle dont %, A/, /” sont les trois hauteurs donne

2S =ah = bl =ch”.

Donc
¢

.:—,

1 a 1 b I
h— 28" W38 I
d’ol
=P,
I+I+M S’
c’est-a-dire

LI
Y Y T

9270. Reprenons I'équation
S=rr'rr"=rp* (268):
elle donne

rl r// rill

P

r'r’r” =rp*=8p, ou S=

IV. — FONCTIONS SYMETRIQUES DES COTES ET DES ANGLES.

271. On peut exprimer les fonctions symétriques des cotés
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a, b, ¢ au moyen des quantités p, S, r, et R, qui sont liées par
la formule S = rp. On a d’abord

a+b+c=2p, et abc=4RS,
ou bien
abe =4 Rrp.

Pour calculer ab -+ ac + be, observons que 'on a
Sz
;=(P-—a)(17—-b)(P—0)=P3—P’(d+b-!-c)
+p(ab + ac—+-bc)— abe;

comme aussi %: r*p, celarevient a

plab+ac +be)=r*p—pi+2p*+4Rrp,
ou enfin
ab—+ac + be=r*+p*+ 4Rr.
272. Ensuite,
(@a+btcP=4p=a*+ b+ c*+2 (ab+ ac + be);
donc
a4+ =4 p*—2(r'+ p*+4Rr),
ce qui donne
@b 4-ct=a2(p*—r:—4Rr).
Cela montre que I'on a toujours
p>r(r+4R).

273. Nous rappellerons encore certaines formules de Trigo-
nométrie dans lesquelles on suppose A + B + C —=18o.

1° c0s?’ A+ cos’B + cos?C + 2 cos A cosB cos C=1.
Il suffit de poser
c0s C=—cos(A <+ B) =sinAsinB —cos A cos B,
Tol
(1 —cos?A) (1 — cos’B)=(cosC—+ cos A cos B)*;
en développant on trouve le résultat indiqué.
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. . . A B C
2° smA—i—smB-l-smC=4cos;-cos; cos -

En effet,
sin A 4 sin B=125sin A;l_Bcos A:Bzzcosgcos A—B,
et

. C. C G A+B
smC:zcos;sm;:zcos;cos :

par conséquent,

SiﬂA+SinB—l—sinC=zcosg(cosA '2_ B —+ cos A‘:B),
et le second membre revient a

G A B

4 cos = cos — cos —-

2 2 2

3° cosA—+cosB+4cosC—1 =4sin%—sin gsin —S—

En effet, A B
cos A + cos B =2 cos —'2— cosA';Bzzsin%cosig—B,

. 1
cosC——x:—zsm’;C:

ce qui donne

cosA+cosB+cosC——1:25in§-(cosA:B osé_—:_B)
. C. A B
=/ sin — sin — sin —.
2 2 2
4° tang A + tang B +- tang C = tang A tang B tang C.
Observons que

_ __ tang A +tangB
tang C = tang(A"‘B)—;angAtangB——l’
d’ou
tang A +tang B+ tang C
I
= (tang A +tang B) X< (‘ + tang A ang B— ')

tang A.tang B
tang A tang B—1’

= (tangA 4+ tang B)

ce qui démontre la formule.
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A B C A B C
5° cot— —+ cot — - cot — = cot — cot — cot —-
2 2 2 2 2 2

Dans la formule que nous venons de déterminer sur les tan-
gentes, posons

! U ’

A=90—-A-;a B:go——%—: C:go—-—;,

et observons que la condition A + B + C = 180 entraine aussi
A’ 4+ B + €' =18o.
Nous avons

’ B’ C A / ’
00t£+00t-—+00t — = cOot — cot — CcOt —»
2 2 2 2 2 2

ce qui revient a la formule indiquée, en supprimant les ac-
cents.

V. — THEOREMES DIVERS.

27h. Lasomme des rayonsdes cercles exinscrits d’un triangle,
diminuée du rayon du cercle inscrit, est égale & quatre fois le
rayon du cercle circonscrit.

En effet, on a (267)

r'r"4=r” 1 1 1
S :p—a_l_p——b—'_p—-c

_(p=b)(p—c)+(p—a)(p—ec)+(p—a)(p—1")
- (p—a)(p—0b)(p—c)
_3p—2(a+b+4c)p+ab+ac+be
- (p—a)(p—2b)(p—e¢)
__ plab+ac+bec—p*)
= G

Mais, d’aprés la valeur de ab 4 ac + bc (271), cela revient a

rr -+ r// - P p (r.Z —+ 4 I{ r) d,

S - S.rp

ou r'4-r'4r"=r+4R.

275. La somme des distances des sommels d’un triangle au
9
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point de concours des hauteurs est égale & la somme des dia-
meétres des cercles inscrit et circonscrit.
On a trouvé (255)

AH=2RcosA, BH=2RcosB, CH=2RcosC;

ainsi cette somme est
2 =2R(cos A+ cosB + cosC).

On a dans tout triangle la formule
a=>bcosC -+ ccos B;
de méme,

b=acosC-+ccosA, c=acosB-+ bcosA.
Ajoutant, il vient
2p=(2p—c)cosC+(2p—b)cosB+(2p—a)cosA
=a2p(cosA—+cosB+cosC)—{acosA+ bcosB—+ ccosC).

Mais, dans le triangle BOA ( fig. 79), OP =R cos C (255),
d’ott 2 BOA = Reccos(, et le double de la surface totale ABC
sera

28 =R(acosA+bcosB-+ccosC),

ce qui donne

3

29

acosA-{—bcosB—l—ccosC:—E =2p(cosA-+cosB+cosC—1),
ou bien

coSA+cosB4+cosC—1= xr

R

et Z_—_z}{(l—i— 11{:'>:2R+ 2r.

276. Par conséquent, les formules CH=2ReosC et
OP=Rcos €, du n° 253, ainsi que les relations analogues,
donnent le théoréme suivant :

Lo somme des distances du centre du cercle circonscrit
auz irois cOtés est égale & la somme des rayons des cercles in-
scrit et circonscrit.

277. * On a

BF = CF cot B ( fig. 79), AF =CF cot A.
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Ajoutant, il vient

.y [ C0SB  cosA CF.sinC
¢=2RsinC=CF Ksin B sin A>: sin Asin B’
puisque C=180°— (A +B);
done

CF — 2R sin AsinB;

on aurait de méme les deux autres hauteurs.
2° Ensuite

HF =CF—CH=2R(sinAsinB—cos C);

il reste donc
HF — 2R cos A cos B.

On a de méme les deux longueurs analogues.
3° On a trouvé

BF =CF cotB=2RsinAcosB,

en remplacant CI' par sa valeur ( fig. 79). Ensuite
FP = BP — BF = Rsin C— 2Rsin A cos B.

Mais comme C = 180°— (A + B}, il reste

FP=~Rsin(B—A).

VI. — DISTANCE DU CENTRE DU CERCLE CIRCONSCRIT AUX GENTRES
DES CERCLES INSCRIT ET EXINSCRITS.

278. Lemue. — D’un centre O ( fig. 84) décrivez un cercle :
d’un point G de cette circonférence pris comme centre, dé-
crivez une seconde circonférence qui coupe la premiére enB
et C; enfin d’un centre 1 pris sur cette seconde circonférence,
décrivez un troisieme cercle tangent & BC. Les autres tangentes
mertées des points B et G & ce troisieme cercle se renconire-
ront en A sur la premiere circonférence de centre O.

Soit BF perpendiculaire a BG; les angles FBC, BIC sont
égaux comme ayant tous deux pour mesure la moitié de

9.
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I’arc BI’C dans la circonférence G. Mais

FBC=go+GBC, et BIC=180"—= (B~+C),

en indiquant par A, B, C les angles du triangle ABC. Donc, re-
tranchant go degrés de part et d’autre,

1 1
GBC =go -—;(B—i—C):;A;

ainsi 'arc GB = GC = A, et 'arc BGC=12A est capable de
I'angle A, dont le sommet se trouve par conséquentsur la cir-
conférence O, a laquelle appartient cet arc.

279. La bissectrice Al de l'angle A, qui passe nécessaire-
ment au milieu G de I'arc BGC, coupe la circonférence G en
un autre point I’ qui est un centre de cercle exinscrit au trian~-
gle ABC. En effet, ce point I’ est déja sur la bissectrice de
I’angle A; de plus, Il étant un diamétre de la circonférence G,
BI' est perpendiculaire sur BI; donc BI' est bissectrice de
Pangle CBA’, supplément de B, ce qui démontre la propo-
sition.

Ce qui précéde suffit encore pour faire apercevoir le théo-
réme suivant :

Le milieu G de la distance du cercle inscrit 1 & celui d’un
cercle exinscrit & un triangle ABC est sur le cercle O circon-
scrit & ce triangle.

280. Soit OI = ¢ dans le triangle OGI (fig. 85) ou OG=R;
on a, par un théoréme connu,

& =R'+GIL —2R.GF.

Mais le triangle rectangle LBG, ou LG est un diamétre, donne
aussi
GI =GB = 2R.GD.
Ajoutant ces égalités, on a
?=R*—2R(GF—GD);

or, IF étant paralléle a BG, DF —=r, donc *=R*—2Rr.
On peut encore poser 0*=(R— r)* —r’. Cette formule est
remarquable, parce que  ne dépend que de R et de r.
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281. De méme, soit I’ le centre d’un cercle exinscrit, le
triangle OGI’ donnera

Ol =8"=R'+GI' -+ 2R.GF".

Mais
GI' =GI (279), et GF =GF;
donc
o?=R*+ 2R (GF' 4 GD),
ou bien
o*=R*+2Rr'.
De méme

07— R2 -+ ZBJ’”, oM — R2 + 2Rr™”.

282. La relation ¢ =R (R —2r) (280) montre que

1
gy
2

r
R>2r, ou ﬁ<

sauf la limite o R=2r pour d = o. Or, nous avons trouvé
(278) et (273, 3°)

r A . B . C
E_cosA+cosB+cosC—1_4bm;sm;sm;,
donc

cosA~+cosB+4cosC—1 <—;-7
ce qui donne la double inégalilé

1 < cos A+ cosB+cosC<2-

VII. — CERCLE DES NEUF POINTS.

283. La circonférence qui passe par les milieuz des cOtés
d’un triangle a un rayon moitié de celui du cercle circonscrit
(fig- 86).

En effet, le triangle A’ B’C’ ainsi formé a ses cOlés moilié de
ceux du triangle donné ABC qui lui est semblable. Donc les
rayons des cercles circonscrits seront dans la méme propor-
tion (253).

28k. Cette circonférence passe par les pieds des hauteurs.
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I suffit de prouver qu’elle passe au point D. Pour cela, obser-
vons que B’C’, paralléle a BC, passe au milieu de AD. Done

AC=0CD, oubien CD=A'B,

puisque AC’ :é AB.

Ainsi les droites G'D, B’A’, considérées comme hypoténuses
égales, font avec les perpendiculaires abaissées sur B'C’ du
point D et du point A’ des triangles rectangles qui seront
égaux, puisque ces perpendiculaires elles-mémes sont égales;
par conséquent, les angles de ces triangles en B’ et €' étant
égaux, le triangle formé en prolongeant les cdtés C'D, B'A’
jusqu’a leur rencontre sera isocéle, et sa hauteur tombera au
milieu des paralléles B'C’ et A’D.

Faisons donc tourner autour de cette hauteur la portion B’ A’
du trapéze B'C’A’D pour appliquer sur I'autre portion C'D.
Soit T le point ou la perpendiculaire élevée sur le milien
de B’A’ coupe la charniére; ce point T sera donc immobile.
On voit que A’ viendra en D et B’ en C/, puisque la charniére
passe au milieude A’D et de B’C’; donc la distance du point T
au point D sera la méme que celle de Ta B et A’.

285. Cette méme circonférence passe par les milieux des
distances de chaque sommet au point de concours des hau-
teurs.

De plus, un de ces milieux et celui du cbté correspondant
sont aux extrémités d'un méme diamétre.

Soit P le milieu de CH : les triangles ACH, B’CP sont sem-
blables comme ayant I'angle commun C compris entre les cOtés
proportionnels. Donc AH étant perpendiculaire sur BC et sa
parallele B'C, il en sera de méme pour B'P, c’est-d-dire que
I'angle C'B'P est droit.

La circonférence décrite sur PC’ comme diamétre passera
donc en B, et passera nécessairement aussi par le pied F de Ia
hauteur partant de C, puisque I'angle PFC’ esl droit : donc
cette circonférence contenant les trois points B’, ¢’ et F ne
sera autre chose que celle que nous considérons.

Enfin, nous avons vu que C'P était un diamétre.
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286. Le centre de cette circonférence es! au milieu de la
droite qui joint le centre du cercle circonscrit au point de
concours des hauteurs.

Comparons les triangles AOH, A’OT, on sait(252) que OA’,
paralléle & AH, est aussi moitié de AH; on sait aussi que

TA = ; OA (283); ensuite, comme les lignes homologues sont

évidemment paralléles dans deux triangles qui ont leurs cdtés
paralléles, les rayons circonscrits homologues TA’ et OA seront
paralléles. Donc les triangles AOH, A’OT sont semblables
comme ayant I'angle OAH = OA’T compris entre cOtés pro-
portionnels. Par conséquent OT et OH seront aussi paralléles,
c’est-a-dire se confondront : enfin, la proportien des cdtés
donne encore

oT = L oH.
2

287. Le cercle T passant en A’, B’, C’ passe, comme nous
I'avons vu, par les milieux B/, P, M du triangle ACH. Ce'sera
donc aussi le cercle des neuf points pour ce triangle ainsi que
pour ses analogues ABH, BCH : ce sont les trois cercles que
nous avons considérés au n° 256.

288. Nous reconnaitrons aussi, comme nous 'avons énoncé
(259), que le cercle circonscrit & '171” (fig. 81) est double de
celui qui est circonscrit & ABC: en effet, A, B et C sont les
pieds des hauteurs du triangle I'T”L"”.

289. Le cercle des neuf points est tangent au cercle inscrit
et aux cercles exinscrits ( fig. 87).

On sait que le centre T du cercle des neuf points est au mi-
lieu de OH (286); de plus

0D=AM:%AH (252),

D étant ici le milieu de BC. Donc DM sera paralléle a OA et
coupera OH au milieu T de OH et de DM ; en effet, OD et MH
étant égaux et paralleles, la figure ODHM sera un parallélo-
gramme dont les diagonales se couperont en leur milieu T.
Cela posé, soient F et S les pieds des perpendiculaires
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abaissés des points I et T sur ODG, la quantité cherchée
TI = (IF — TS} 4 (DF — DS .

Ici DF = r, et comme

DT = 3:_ (283),
on a
—3 Rz Jus—'
DS =- —1TS:
4
il reste donc, en développant,
TL=1F — 2IF.TS + 1" — 2r.DS + 1—4‘-

Puisque T est le milieu de DM, on a

2TS =EM = AR;

ensuite
AR _ RG
1F — FG'
Mais
RG=RO+R et RO=ED=2DS;
d’ailleurs
FG=r-+DG:
donc
__IF(2DS—+R)
2 TS fome ——-—r:-ﬁG—- 9
et

IF .(2DS +R)

2IF. TS = DG

Observons aussi que

I_F = I-Ez—— (r- DG)"',
d’ou

i =[ig'— || —(2DPS+R)
F— oIF. TS = [1G (r+DG)][1 DR

Mais, puisque 2DS = RO, on voit que 2DS 4+ R = RG, et le
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triangle GAL, ou GL = 2R, donne

D’ailleurs

d’ou

or,

et il reste

ou

par conséquent

11 en résulte

=N +rt—r.2oDS+ [I_é:——(r—i—DG)’] [I—

4

ot S ’ R? .
c’est-a-dire qu’il faut retrancher de — + r? la quantité

AG =2R.RG.

FT}’_ (r+DG)

RG =36= "¢

’

aDS+R _ r+DG
r+DG DG

4

raD8 + [16'— (r+D6)] 5o

ou I'on trouve le facteur r.

On a obtenu 2DS = RG — R, expression dans laquelle

on a trouvé aussi

(r+DG),

Re="pe

16 = GC = 2R.DG :

("—ll;(?G)],



138 CHAPITRE X.
ainsi, dans cette quantité, r est multiplié par

(r4-DG) _, , 2R.DG— (r+DG)

2
DG DG =R

Donc il faut retrancher Rr et il reste

2

J— Rz
Tl=—+r:—Rnr.
4

Pour avoir le droit d’en canclure TI:%——- r, il faut se rap-

peler que g > r(282); on voit alors que le cercle inscrit est

tangent au cercle des neuf points et lui est intérieur.
Quant & un cercle exinscrit, on aura

TI = (I'F" 4+ ST 2+ (F'D + DS )?;
mais
FD=r et TF=IF,
donc,

TT":%+r'2—2Ts.IF+2,~'.Ds.

Les calculs seront les mémes que ci-dessus, puisque F'G=FG;

seulement, au licu de
FG = r—+ DG,

on mettra son égal
FG=r"—DG.
On aura enfin

— R2
Tl’?:[—}—l—r'?—l«Rr’ ou TI'=§+i*’;

ainsi, un cercle exinscrit a un contact extérieur avec le cercle
des neuf points.

VIII. — TROUVER UN POINT DONT LA SOMME DES DISTANCES AUX
SOMMETS D'UN TRIANGLE SOIT MINIMUM.

290. Supposons le probléme résolu, et soit M le point cher-
ché (fig. 88); imaginons une ellipse passant en ce point el
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ayant pour foyers les sommets B et C du triangle. Tous les
points de cette ellipse donnant la méme somme des distances
pour B et C, le point M, qui donnera le minimum, sera sur la
normale menée du point A & I'ellipse, puisque c’est la distance
minimum de A a cette courbe. Or. nous savons que cette nor-
male divise on deux parties égales 'angle BMC des rayons vec-
teurs. En faisant le méme raisonnement pour BM et pour CM,
on verra que les angles AMC, AMB sont aussi divisés en par-
ties égales. Mais BMD — AME comme opposés au sommet, de
méme
BMF =CME et AMF = CMD.

Donc toutes ces moitiés d’angles sont égales entre elles et
on a autour du point M six angles égaux dont chacun est, par
conséquent , le sixiéme de quatre droits, c’est-a-dire égal a
6o degrés. Ainsi

BMC = AMC = BMA = 120°,

et voici la solution du probléme :

Sur chaque coté du triangle décrives un segment capable
de 120 degrés ; ces segments auront un point commun qui sera
le point cherché.

291. Il est clair qu’on a en méme temps résolu le probléme
suivant = Zrouver un point d’ot les trois cotés d’un triangle
paraissent de la méme grandeur.

En effet, ils sont vus du point M sous le méme angle de
120 degrés.

292. Si I'un des angles du triangle était égal a 120 degrés,
il est clair, & cette position limite, que le sommet de cet angle
obtus serait le point cherché. Mais si un angle est plus.grand
que 120 degrés, la solution précédente est en défaut, quoi-
quil y ait toujours évidemment sur le plan du triangle un
point qui jouisse de la propriété du minimum.

Nous allons démontrer que le point cherché est toujours le
Sommet de Uangle obtus; mais nous serons conduits a faire
diverses hypotheses successives.

293. Supposons que le point cherché soit du méme cO1é
de BC que le sommet A de 'angle obtus (fig. 89) : cela peut
Woir licu de plusieurs maniéres différentes.
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r° Considérons un point M; compris dans le prolongement
de ’angle obtus BAG, il est clair que la somme
M,B+ M,C

des lignes enveloppantes sera plus grande que la somme des
lignes enveloppées AB + AC; a plus forte raison,

M, A+ M,B-~M,C>> AB + AC.

2° Prenons un point M situé dans un angle supplémentaire
de BAC, mais en dehors du triangle, de sorte que 'une MC des
droites, qui joignent ce pointaux sommets B et C, coupe en M'
un cdté AB. On a la ligne brisée

MA +~MB>M'A +M'B;
ajoutons d’un cdté M'C et de l'autre AC; on a, & fortiori,

MA + MB + M C>AB—+ AC.

Car le point M’ étant entre A et B et I'angle BAC étant obtus,
Ioblique M'C > AG, et d’ailleurs

MA+MB=AB:

donc, a plus forte raison,
MA + MB -+ MC> AB + AC.
3¢ L’inégalité
MA+MB+MC>AB4AC,

évidente d’aprés ce qui précéde, montre que le point cherché
ne peut pas étre non plus sur 'un des cotés de I'angle obtus.

4° Enfin, pour achever de démontrer que le point cherché
n’est pas au-dessus de BC du c6té de A, il faut considérer ut
point m de lintérieur du triangle : il suffira de reprendre I¢
raisonnement du n° 290, c’est-a-dire d’imaginer une ellipse
passant en m et ayant B et C pour foyers; on trouverait, comme
ci-dessus, BmC = 120 degrés, ce qui est impossible, puisqué
Pangle enveloppant BAC >> 120 degrés.
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29%4. Si le point cherché était sur BC, ce serait évidemment
(fig- 90) au pied de la perpendiculaire AD; mais .imaginons
lellipse qui passerait par ce point D et qui aurait pour foyers
pon plus B et C, mais B et A. On pourrait mener a cette ellipse,
du point C, une normale qui différerait nécessairement de CD,
puisque CD, prolongement de BD, ne divise point 'angle BDA
en parties égales; ainsi cette normale donnerait une somme
plus petite que le minimum supposé ; donc D n’est pas le point
cherché.

Enfin considérons ( fig. go) un point M situé, relativement
a BC, du cOLé opposé a A: abaissons sur BC la perpendicu-
laire MP qui coupe BC en N, et soit AP paralléle a BC. Les
distances relatives 8 M donnent une somme plus grande que
celles qui sont relatives a N, car

MB>NB, MC>NGC,

et Voblique MA > NA, relativement & la perpendiculaire AP.
Donc on retrouve par exclusion lesommet A de 'angle >> 120 de-
grés.

295. Calculs relaiifs aw probleme précédent. — Posons

(fig. 88)
AM=m, BM=n, CM=p,

le triangle BMC donne

a'=n’-- p’— 2np COS 120°;

mais
I
COS 120° =—=— —»
2
done
az=n2__l_p2+ an.
De méme,

b=m+p*+mp et c=m'+n'+ mn.
Ajoutons ces trois égalités, on obtient
a? 4+ b+ ¢* = 2(m*+ n' =+ p*) 4+ mn -+ mp + np.

Soit £ =m—+n+p la quantité qui doit étre minimum;
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on a
2= mr4n*+ p*+ omn -+ 2mp -+ 2np.

Retranchons cette égalité de la précédente multipliée par 2; il
restera
2(a® + b* + ¢*) — 2= 3(m* + n*+ p?).
D’un autre coOté les relations précédentes donnent

@—b=n—m—+p(n—m)=(n—m)Z,

ou bien,

Ajoutant cetie équation aux deux autres analogues, nous trou-
vons ‘
2(m'+n*+4p*) — (2mn -+ 2mp—+2np)

:-;7[(la’———bz)’—i—(a’—c’)2+(l)z-—c2)2].
Mais
m~+ n*+ p*—4-2mn—+-2mp +2np = 2.

Ajoutant encore a I’égalité ci-dessus, il vient
3(m2+n2 +P2) 222+ _\:2__2. (a‘—i—b‘—}—c‘——a’b’—-——aﬁ'c"—bﬂc’),
ok

et comme déja

3(m+nP+p)=2(a*+ b*+ ) — 32,
il reste
2 @4-b ) —2 =2+ le (@ + b+ ¢ —a*b — a*c® — b ¢?),
d’ou
Z“——(a’—}— bz+ c’)Z*—l—a‘—l——b‘—|—c‘——a2b"—azc’—bzc“ — 0

on en tirera la valeur cherchée

2X=a+b'+c*+ \/5.\/5 (@b* + a*c* + bcr)— (at + b ¢*)

On rejette le signe — qui donnerait 2*=o pour a=b =¢
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La formule semble générale, car elle tomberait seulement en
défaut au dela de la valeur de a, qui donnerait
at + b ¢t —2 (@b 4+ a*c* + bie*) = o,
ou bien ;
a'—2a* (04 ¢*)+ (b*—c*)* = o,

on en conclut

=4 V(b + ¢ — (b — ¢ = b+ =2 be.

Les valeurs limites sont donc a= b= c, comme dans tout
triangle : cependant, la formule obtenue par la fig. 88 est en
défaut pour A>>120°; mais alors Z=>5 + ¢ (292).

296. On peut aussi-calculer séparément les trois quanti-
és m, n, p.

On a

a+a=A, p+fB'=B, y+y=(,
etaussi . :
a+B' =60 B4y =60 y-+ o =60°;

mais la somme des trois premiéres relations donne le méme
résultat que celle des trois secondes, car ces six relations
ne suffisent point pour déterminer les angles, puisque rien
w'indique jusqu’a présent que les droites concourent en un
point M.

Comme

V3

Sin120° = —,
2

nous avons dans le triangle ABM

m __ 2sinf’

¢ V3
et dans le triangle ACM

m __ 2siny

T3

Mais les égalités précédentes donnent

B+ a=60° o +y=060°,
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d’ou
B'+y=120—A,
a cause de
a+oa=A;
donc

B'=(120—A)—y,

et Uon en tirera facilement, avec les deux valeurs de m, I'ex-
pression
2bc sin(120°—A)

 V3.Wbi e abe cos(xzo"—A).

On aura des valeurs analogues pour n et p.

IX. — INSCRIRE DANS UN TRIANGLE TROIS CERCLES DONT CHACUN §SOIT
TANGENT AUX DEUX AUTRES ET A DEUX COTfS DU TRIANGLE.

297. Soient M, N, P ( fig. g1) les centres des cercles inscrits
dans les angles A, B, C; soient PP’ et NN’ perpendiculaires
sur BC, ce qui fait que P’ et N’ sont des points de contact,

nous poserons
BN'=y, CP’— z;
de méme
AM' = x;

MM’ étant perpendiculaire sur AC.
Posons encore

a= psin‘a, b= psin?f, c¢=psin’y,
. TRV
p élant le demi-périmetre ;(a+b+c); les angles «, 3, ¥

sont déterminés au moyen de ces égalités. Soit alors

A= (at+B+7):
il faut démontrer que
x=psin’(A—a), y=psin’(h—PB), z=psin*(A—y).
298. Pour y parvenir, observons que les deux rayons tan-

gents a BC ont pour valeurs

NN’:ytangéB, PP’ = ztang é C
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De plus, soit NQ perpendiculaire sur PP’: il est clair que
NQ=NP=a—y—z.
Or, le triangle NPQ, dans lequel PH = PP’ et NH = NN, don-
nera
NQ = (PP'4+-NN'): — (PP'— NN’ = 4 PP’ .NN/,

ce qui revient a

C.

SHN

i
a——y—-z:z\/yz tang;Btang

Mais on sait que

Tp—y/P=a)(p—¢) X _\/(P—(l)(,v—b)
tanng_\/ 5 (p—1 ’ tanng__. 5 p—7] >

d’ou
1 I a
3 - =1 — - =— 2
tang Btang 5 C=1 F cos*a.
On a donc

¥+ 2+ 2cosay yz = psinia;

et de méme, :

x -+ 3+ 2cosﬁm=psin’ﬁ,
? x+y+écosy \/J_c;f::psin"y.

(1)

Maintenant, dans un cercle de diamétre égal a 'unité, con-
struisons un triangle ayant pour angles A—vy, A —f et m — c.
(On voit, d’aprés la valeur de 4, que la somme des trois angles

_est égale & m, comme cela doit étre.) Les cotés de ce triangle
seront représentés par

sin(A—y), sin(A—pB) et sing,
et 'on aura
sina=sin*(A—y)--sin A — f3)+2cosasin(A—y)sin(A—p);
de méme,
sin*B=sin’(A—y)-+sin*(A — a)+2c0s@sin(A—y)sin(A—z),
sin'y =sin*(A — f)-+-sin*(d — o)+ 2cosysin(A—B)sin(A—z).

1o

(1)
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Or, si 'on prend, comme nous I'avons dit,
x=psin’(A—«), y=psin’(A—B), z=psin*(A—y),

les équations (I) reviennent aux équations (IF); donc les
équations (I) sont satisfaites pour ces valeurs.

299. Construction géométrique. — 1l faut d’abord construire
les angles «, {3, y : pour cela, soit DH=p ( fig.92) et DE=gaq,
soit EE’ perpendiculaire sur DH jusqu’a la rencontre de la
demi-circonférence de diamétre DH, je dis que I'arc DE'=2a.

En effet, joignons E'H, E'D, ce qui donne des triangles
rectangles dans lesquels EHE'=EE'D = ¢, on a

DE =DE'sing =a,
et dans le triangle DE'H
DE' = psing,

d’ou

a=psin‘o:
mais déja

a=psin‘a;
donc*o =« et I'angle E'ID = ¢ ayant pour mesure la moitié¢
de I'arc DE': on voit que cet arc DE'=2a.

On aura de méme

DF' =123 et DG =2y,
en prenant
DF=b e DG=c.

Alors
EG =2a—2y,

et portant E'G’ de F" en I', nous aurons l'arc
DI =DF +EG =28+ (20—27y),
c'est-a-dire
DI' =2{a+ 3 —7)
Soit K’ le milieu de cet arc DI', 'arc DK' =« + 3 — y : donc,

abaissant K’'K perpendiculaire sur DH et renversant le raison-
nement précédent, on verra que

DK :psin’é(a—f—@—y):psin’()\———y) =z.

On aura de méme x ety.
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CHAPITRE XI.

SYSTEMES DE POINTS EN LIGNE DROITE.

I. — EXTENSION DU PRINCIPE DES SIGNES.

300. Nous avons vu (1) que le principe des signes pour les
segments en ligne droite consistait en ce que ’on posait

ab=—ba, ou ab—+ ba=o.

Quand il s’agit de trois points «, b, ¢ en ligne droite, le méme
principe donne

ab—l—bc—!—ca:o.

En effet, de quelque maniére que soient disposés ces points,
on revient ainsi au point de départ.

301. La relation établie d’aprés cette condition existera
entre un nombre quelconque de segments en ligne droite;
ainsi n points a,. b, ¢,..., fdonnent

ab +be +. .. 4 fa = o.

Supposons que cette loi soit vraie pour n —1 points, nous
aurons

ab+ be+...+ ea =o.
Mais les trois points a, e, f donnent
ac + ef + fa =o;

ajoutant cette égalité a la précédente, comme ea -+ ae = o, il
reste I'équation indiquée entre n points.

II. — MOYENNE HARMONIQUE.

302. Soient n points «, b, ¢, d,.... sur une méme droite;

Io.
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si Pon prend un point m tel, que la valeur inverse de sa dis-
tance 4 un point déterminé O de cette méme droite soit
moyenne arithmétique entre les valeurs inverses des points
a, b, c¢,..., au méme point O, c’est-a-dire de maniére que
Pon ait
n
Om

o2+ +og7+

Ob Oc
(chaque distance devant étre prise avec son signe), Mac Laurin
a appelé Om la moyenne harmonique des distances Oa, Ob,...,
et M. Poncelet a appelé le point m le centre des moyennes
harmoniques de ces points «a,. b,.... On dit aussi que O et m
sont conjugués harmoniques : cela généralise les n* 22, 23
et 2.
303. Dans 'équation plus générale

a+P+y+... o B

Om Oa +

+

soit 'origine en un point D tel que

OD=w, Dm==x, Da=2zxz, Db=2a,..
on a
a+B+y+... « - B
w -+ 2, T o+x w4

Tt

Si o est trés-grand par rapport a x,, , 2’,..., on peut se borner
aux premiéres puissances de ces quantités; ainsi
24 a ax
w-+x ® »?

Opérant de méme pour toutes les fractions et réduisant,
il reste

(e+B+y+... )z =ax+ B2 +y2"+. ..,

équation vraie quand O est a I'infini. Alors z, est la distance
du centre de gravité de n points qui ontles masses a, 3, y,....

I11. — SEGMENTS DE QUATRE POINTS.

30k. Quatre points a, b, ¢, d élant disposés d’'une maniere
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quelconque sur une droite, on a trouvé (93)

ab.cd + ac.db + ad.bc = o,

égalité qui peut s’écrire d’aprés la régle suivante : La premiere
lettre du premier facteur de chaque terme est la méme, et la
seconde lettre de ce facteur termine le terme suivant.

305. De la résulte aussi le théoréme suivant: Le produit
des parties extrémes, plus celui de la ligne moyenne par la
ligne totale, est égal & celui des segments qui empitent 'un
sur lautre.

Par exemple, les points étant disposés dans Yordre «, ¢, b, d,
I'égalité précédente s’éerira de la maniére suivante :

ac.bd +cb.ad = ab. cd.

306. L’égalité primitive peut se meltre sous la forme

ab.ed ac.db

ad.bc+ad.bc+lzo;

mais on a trouvé (101) qu’un faisceau de quatre droites A, B,
¢, D, partant d’'un méme point et passant par les points a, b,
¢, d, donnait la relation

ab.cd __sin (A, B).sin(C, D)
ad.bc—sin(A,D)sm(B C)

L’autre rapport s’exprimant de méme, nous aurons

sin (A, B).sin{C, D) +sin(A, C).sin(D, B)
-+ sin (A, D).sin(B, C) = o.

307. Puisqu’il s’agit de faisceau, nous pouvons maintenant
supposer chacun des points, non plus en ligne droite, mais
placés n’importe ou sur chaque droite, et 'égalité des sinus
subsistera toujours. Supposons donc ces points sur une cir-

conférence de cercle dont le centre soit 'origine. du fais-
ceau, nous aurons

(1) sinab.sincd + sinac.sindb + sinad.sinbe = o.

Si l'origine du faisceau est un point quelconque de la cir-
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conférence, il vient
L1 o a1 . LT o
(2) sin=ab.sin— ¢d+sin - ac.sin ~db~+sin —ad.sin - be=o.
2 2 2 2. 2 2

308. Dans la formule {1), posons
bd =go°, dou sindb=—1,
elle devient, & cause de cosbc = cos — be,
(3) sinac = sinab.cosbc + sinbe. cosab,
relation entre trois points d’une circonférence.
Si 'on prend, au lieu du point @, un point a’ situé a go de-
grés de distance, les sinus relatifs 2 a seront changés en cosi-

nus relatifs 4 «, et les formules (1) et (3) deviendront (en
supprimant I'accent devenu inutile)

(4) cosab.sined + cosac.sindb +- cosad.sinbc = o,

et

(5) cos ac == cosab.cos cb — sinab.sin be.

Il est facile de voirque, suivant la position relative des points,
les formules (3) et (5) donnent

sin(a== )= sinacosBsinB cosq,
et
cos (a=B) = cosa cosB=sinPsina.

309. Prenons la formule (2) sous la forme indiquée au
n° 308, c’est-a-dire écrivons

1 L1 L1 S B L
sin - ac.sin — db = sin — ab.sin — c¢d -+ sin — ad. sin - be,
2 2 2 2 2 2

en admetlant que les arcs ac et db empiétent I'un sur Pautre.
Alors les droites ab, be, cd, ad seront les cotés d’un quadrila-
tére inscrit dont ac et bd seront les diagonales. Mais, dans la
formule précédente, les sinus sont les moitiés des cordes cor-
respondantes; par conséquent, dans un quadrilatére inscrit,
le produit des diagonales est égal @ la somme des produits
des cotés opposés.
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310. Joignons un point quelconque O aux sommets A, B,
C, D d’un quadrilatére, la formule des sinus (306), étant mul-
1
4
d’un triangle a pour mesure la moitié du produit de deux co-
tés multiplié par le sinus de I'angle compris, la formule sui-
vante :

trg.AOB. trg.COD + trg.AOC. rg.DOB + trg.AOD . trg.BOC=o0.

tipliée par - OA.OB.OC.OD, donnera, si 'on songe que l'aire

Si le quadrilatére est convexe et si I'on compte les angles
dans un sens déterminé afin de donner des signes aux surfaces
des triangles, cette formule revient au théoréme suivant :

8i un point pris dans le plan d’un quadrilatére convexe est
regardé comme le sommet commun de siz triangles ayant
pour bases les cOtés et les diagonales, le produit des surfaces
des triungles qui onl pour bases les diagonales est égal & la
somme ou & la différence des produits des aires qui ont pour
bases les cOlés opposés, selon que le point est en dehors ou
dans Uintérieur du quadrilatére.

1V. — THEOREME GENERAL.

311. Etant pris sur une méme droite o points a, b,e,...,
et a —1 points m, n, p, ..., on a la relation

am.an.ap... bm.bn.bp...

dbacad . Thadbedd - TTh

Nous allons prouver que, si cette relation est vraie pour deux
systémes de o —1 et «— 2 points, elle sera vraie aussi pour
le systéme proposé de « et o —1 points.

En effet, si I'équation proposée n’est pas identique, quels
que soient les deux systémes, on peut regarder tous ces
points comme fixes, a I’exception d’un seul qu’on cherchera a
déterminer de maniére que I’équation soit satisfaite. On peut
choisir ce point dans celui des systémes que I'on voudra, et ce
sera le point m. Ce point se déterminera par une équation du
premier degré, puisqu’il ne figure pas dansles dénominateurs
et qu’il n’entre que dans un segment de chaque pumérateur.
{Du reste, un segment tel que bm, partant de m, peut se ra-
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mener a un segment fixe am, au moyen de la relation
bm + ma + ab = o.)

Cela posé, il ne devrait exister qu'une seule position du
point m. Cependant, si I'on fait coincider ce point avec I'un
quelconque de ceux du premier systéme, on satisfait a la
question : en effet, si c’est, par exemple, avec le point a,
d’olt am=o, il reste, puisque bm=ba, etc., la relation
suivante :

bn.bp...
be.bd ...

et cette relation est vraie par hypotheése, puisqu’elle a lieu
entre « —1 points b, ¢, d,... et «—2 points n, p,....

On vérifierait de méme que m peut coincider avec b, ¢, d,...;
donc il y aurait au moins « positions de m, tandis qu’il ne de-
vraity en avoir gu’une seule.

Par conséquent, la relation générale est une identité, ear
étant vraie pour deux points a, b et pour m qui donnent

am + mb + ba =o,

+...=1,

ou bien

am = bm

—_— —_— 1

ab + ba ’
elle sera vraic pour trois points a, b, ¢ d’un coté, et pour
deux points m, n de I'autre, et ainsi de suite.

V. — CONSEQUENCES DU THEOREME PRECEDENT.

312. Si I'on suppese qu'un des points du second systéme,
par exemple le point p, aille a I'infini, on peut préalablement
diviser par ap toute I'’équation obtenue, ce qui fait dispa-

. . b
raitre ap du premier membre, et aussi des autres, car Zf) =1,

. “ . . . 1
si p est a linfini : alors aussi le second membre =0
P

L’équation devient donc

am.an  bm.bn
abh.ac ba.be

~4- . o=o0.
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C’est une relation entre des points en ligne drone, dont o d'un
premier systéme et « — 2 d’un second.

Du reste, comme on peut supposer que d’autres points du
second systéme aillent aussi & I'infini, cette nouvelle équation
est vraie pour un nombre de points du second systéme, infé-
rieur & a —1.

313. Enfin, sitous les points du second systéme vont a I'in-
fini, on trouve entre un nombre quelconque de points a, b,
¢, d,. .., en ligne droite, la relation

1

1 1
ab.ac.ad... + ba.be.bd... + ca.ch.cd...

—+...=0.

31k. Si tous les points du second systéme viennent a coin-
cider en un seul m, la formule du n° 311 devient

(am)* ™" (bm)" ™"

ab.ac.ad., " babebd "
et la formule du n° 312 deviendra aussi
(am)* ' (bm)* "¢ o
ab.ac.ad... -+ ba.bc.bd... =0

le nombre ¢ variant depuis r jusqu’a o —1.

VI. — POINT SITUE IIORS DE LA DROITE.

315. Siles nombres «—1 et «—r1 —¢ sont pairs, les for-
mules du dernier numéro sont encore vraies, méme quand le
point m est en dehors de la droite. En effet, soit

:[(am)’]y,

et indiquons par m, le pied de la perpendiculaire abaiss¢e du
point m sur la droite, on a

a—1=2y, dou [lam)"’

(am = (am.} + (mm )

par conséquent,

[am)*? = [(am, 2| v [(am, PV ™ (mm, e . [(mm 2}
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Done
og—1

—_(anl)" . [(aml )2]7 )
Zab.ac.ad. e Zab_ac‘ad“ X +7 (,n,nl)/

—1 o
am| ) 2y 1
><Zab ac. ad -{—...-q—(mm‘) Zab.ac.ad...'
D’apreés la premiére formule dun° 31k, ona

2
Sl
ab.ac ad...” 7’

puisque &« — 1 =27 ; mais, d’aprés la seconde, on a

p—

2 2
2 (am.)’
——————— T O
ab.ac.ad...” "’
puisque 2y — 2 < a—1, et il en sera de méme, a plus forte
raison, pour toutes les autres sommes. Il reste donc

% -1

2 .(am) —1

ab.ac.ad...” "’

¢’est-a~dire
(am)’? . (bm)*’ 4 (em)”

ab.ac.ad... " ba.bc.bd... ' ca.cb.cd...
316. Ainsi, soit e le nombre des points a, b, ¢, d,... en ligne
droite, la formule précédente existe pour un point m en de-

hors de cette droite, dans le cas olt 2y = « —1. Dans le cas ol
2y <a — 1, laseconde formule du n° 314 donnera

(am) > (bm)‘ (cm) 27
ab.ac.ad... +ba.bc.bd... - ca.ch.cd...

e =0.

317. Comme cas particulier, posons y =1 dans la formule
du.n° 315, ce qui suppose trois points a, b, ¢ en ligne droite,
il reste

(am)y  (bmp (em)
ab.ac” ba.bc ' ca.ch

ce qui revienta
Camy be 4 (bm ) oea--(em ) oab ++ b be cu== o

SN G
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CHAPITRE XII

DROITES MOBILES, TRIANGLES HOMOLOGIQUES.

I. — DESCRIPTION D’UNE DROITE PAR POINTS.

318. Etant donnés un angle ASA’  fig. 93) et deux points O
et O’ en ligne droite avec son sommet, si autour d’un point
fize p on fait tourner une transversale qui rencontre les cOtés
de Uangle en a et &, le point de concours m des droites Oa,
Oa' engendrerq une droite.

En effet, les lignes telles que paa’ déterminant sur les cotés
de T'angle donné des rapports anharmoniques égaux (98), on
a sur ces cOtés deux séries de points a et @’ (102) ont le som-
met S est son correspondant a lui-méme. Donc OSSO’ réunit
deux rayons homologues dans les faisceaux O et (" dont O«
et Oa' font partie : par conséquent (109) leur intersection m
sera sur une droite fixe.

Joignons pO qui coupe SA’ en p et pO' qui coupe SA en n,
la construction générale fait voir que p et n sont sur cetle
droite. (#oir une autre démonstration, n° 392. )

319. 8i autour d’un point fixep on fait tourner une droite
qui rencontre deux droites fixes SA, SA’ (fig. 94) en deux
points a et.a’, et que de deux autres points fixes P et P, en
ligne droite avec le premier, on méne des rayons & ces deux
points réspectivement, le point d’intersection m de ces deux
rayons décrira une ligne droite pﬁssant par le point de con-
cours des deux droites fizes.

En effet, les points a et «' marquent encore sur SA et SA’
deux divisions homographiques; par conséquent P et P’ sont
les sommets de deux faisceaux homographiques aboutissant a
ces divisions. Ces deux faisceaux ont deux rayons coincidents
sutvant la droite PP, done leur point d'infersectiion décrit une
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ligne droite (109), et comme, dans ces deux divisions, le
point S se correspond & lui-méme, on voit que cette ligne
droite est mS. ‘

320. Les rayons Pa, P’a’ rencontrent les deux droites SA’,
SArespectivement en déux points a, o, etla droite o' tourne
autour d’un point fixe R situé sur la droite pPP'. Car les fais-
ceaux P et P’, étant homographiques, le seront dans un sens
comme dans Pautre, ¢’est-a-dire que les points « et o' marque-
ront des divisions homographiques sur les cotés de 'angle ASA’
dont le sommet S sera encore homologue a lui-méme. Ainsi
I'égalité des rapports anharmoniques {era, réciproquement a ce
qu’on a vu dans le n° 98, que les droites telles que oo’ con-
courront en un méme point, et ce point est sur la droite p PP’
parce que cette droite est elle-méme une des positions de la
droite ao’.

Si P’se confond avec P, et par conséquent avec m, les droites
telles que oo’ concourent toujours en un point R placé
sur pP.

321. On peut considérer le triangle variable ama’ ( fig. 94)
comme formé par trois cOtés dont chacun passe par un des
trois points fixes p, P, P', tandis que deux des sommets aet o’
glissent sur deux drones fixes SA et SA’ : alors le théoréme
précédent consiste en ce que le troisiéme sommet m est aussi
sur une droite fixe qui passe par le point de concours S des
deux premiéres.

Ce théoréme, qui résume dix porismes d’Euclide, est géné-
ralisé par Pappus dans ’énoncé suivant :

Etant donné un polygone de n cOtés, si on le déforme en
Jaisant tourner tous ses cotés autour d’autant de poles situés
en ligne droite, de maniére que tous ses sommets, moins un,
glissent sur des droites fizes, 1° le dernier sommet décrira une
ligne droite; 2° le point de concours de deux cotés quelconques
non conligus décrira aussi une droite ( fig. 95). )

Soient «, @', a’,..., a, les n sommets du polygone dont
les ncotés a,a, ad/,. . . ,tournent autour de n points fixes P, P/,
P7,..., situés en ligne droite, tandis que ses n—1 premiers
sommets a, «,..., glissent sur n—1 droites A, A',.. ; je
dis que le dernier semmet a, décrit une ligne droite et que le
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point de concours de deux cdtés quelconques, tels que aa’ et
a”a”, décrit aussi une ligne droite.

En effet, deux cOtés consécutifs tels que aa’ et a'a”, qui
tournent autour de deux points fixes P, P/, forment deux fais-
ceaux homographiques, puisque leur point d’intersection glisse
sur une droite A’, la droite PP’ étant un rayon commun de ces
deux faisceaugc; cela se voit comme inverse du n° 109. Pareil-
lement, le c6té suivant a”a” forme autour du point P” un fais-
ceau homographique a celui qui a été formé autour du point P,
et, par conséquent, a celui qui a P pour sommet; et ainsi suc-
cessivement pour les faisceaux formés par les cdtés suivants.
De sorte que deux cOtés quelconques forment, en tournant
autour de leurs pdles fixes, deux faisceaux homographiques
dans lesquels la droite PP’P”. .. est un rayon commun. Donc
I'intersection de ces deux cotés décrit une ligne droite (109),
ce qui démontre les deux parties du théoréme.

II. — DROITES CONCOURANTES EN UN POINT.

322. Etant donné un angle ASA’ ( fig. 93), st autour de deux
points O et O en ligne droite avec son sommet S on fait
tourner deux rayons dont le point de concours m glisse sur
une droite fixe np, la droite qui joindra les points de ren-
contre a, a’ des deux cotés de Uangle avec ces deux rayons
passera par un point fixe p.

Cette proposition est évidente comme reproduisant, sous
une autre expression, le théoréme du n° 318.

323. Si les trois sommets d’un triangle ama’ ( fig. 94 ) glissent
sur trois droites fizes SA, SA’, Sm concourantes en un méme
point, tandis que deux de ses cotés tournent autour de deux
points fixes P et P', le troisiéme coté aa’ tournera autour d’un
troisieme point fixe p en ligne droite avec les deux premiers.

Ce théoréme est encore évident comme étant une expres-
sion inverse du théoreme démontré n° 319, tel qu’il est énoncé
au commencement du n° 321.

324. Ce théoréme s’étend, comme il suit, & un polygonc
d’un nombre quelconque de cotés.

Etant donné un polygone den cotés, si on le déforme en
Jaisant glisser ses n sommets sur des droites concourantes en
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un méme point, tandis quen —1 de ses c61és tournent autour
de n—1 points fixes pris arbitrairement, le n c6té du poly-
gone tournera autour d'un point ﬁxe, ainsi que chacune de
ses dzagonales (fig. 96).

Soit aa’a’a”. . . le polygone dont les sommets a, @', a’,.. .,
glissent sur les droites A, &', A”,..., toutes concourames en
unméme point 8, tandis que lesn—1 cdtés aa’, a'a’,a"a”,.. .,
tournent autour des points P, P', P”,. .., pris arbllralrem-ent.
Je dis que le dernier c61é aa, passera toujours par un méme
point, et qu’il en sera de méme de chacune des diagonales,
telles que a’a”,

En effet, deux points eontigus &', a” marquent sur deux
droites SA’, SA” deux divisions homographiques dent le
point S est un point commun, puisque le cdté a’a” tourne
autour d’un point P/ (98). Pareillement, le point suivant a”
marque sur la droite SA” une division qui est homographigue
a la division marquée sur A”, et, par conséquent, a celle qui
est marquée sur la droite A’, et ainsi de suite. Donc deux som-
mets quelconques forment sur les deux droites qu’ils par-
courent deux divisionis homographigques qui ont un point com-
mun en 8, point de concours de ces deux droites. Done la
droite qui joint ces deux sommets tourne autour d’un point
fixe, ce qui démontre les deux parties du théoréme. '

III. — TRIANGLES HOMOLOGIQUES.

325. Les théorémes qui précedent, relatifs. & des triangles
ou polygones variables, nous aménent naturellement a consi-
dérer les triangles qu’on appelle homologiques, et qui se cor-
respondent I'un a lautre dans les circonstances que nous
allons étudier. : :

Quand deux triangles ont leurs sommets deux & deux sur
trois droites concourantes en un méme point, leurs cotés se
rencontrent, deux & deux, en trois points situés en ligne droite
(fig- 97)- -

Soient ARC, abe les deux triangles dont les sommets sont,
deux a deux, sur les trois droites Aa, Bb, Cc concourantes en
un méme point S; je dis que les trois cotés AB, BC, CA du
premier rencontrent respectivement les trois cotés ab, be, ca
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du second en trois points y, «, B situés en ligne droite.

En effet, puisque Ce, Aa, Bb passent en S, ces droites
seront trois rayons d’'un faisceau S que nous compléterons
par 8y, et ces droites diviseront dans le méme rapport anhar-
monique les directions ab et AB (98) : soient donc d et D
les points ou ab et AB rencontrent Ce, les points d, a, b, y ont
le méme rapport anharmonique que les points D, A, B, y.
Par conséquent, les deux faisceaux cd, ca, ¢b, cy et CD, CA,
CB, Cy sont homographiques, et les deux rayons homologues
cd, CD sont en ligne droite : il en résulte donc (109) que les
points «, 3, y ou se coupent les autres rayons homologues
sont en ligne droite

326. Réciproquement, si deux triangles sont tels, que leurs
cOtés se coupent, deux & deux respectivement, en trois points
situés en ligne droite, leurs sommets sont sur trois droites
concourantes en un méme point.

Il suffit de renverser le raisonnement précédent.

Les trois points «, 3, y étant en ligne droite, cetle droite
est coupée aux quatre mémes points par les lignes ed, ca,
¢b, ¢y et CD, CA, CB, Cy. Donc les faisceaux ¢, C sont ho-
mographiques, c’est-a-dire que les points.d, a, b, y et leurs
homologues D, A, B, y ont un méme rapport anharmonique.
Par eonséquent, les rayons cd, CD étant en ligne droite et le
point y étant commun a deux autres rayons homologues, les
droites Aa, Bb concourent sur la ligne Ce.

327. Lemme (fig. 98). —Etant pris sur une premiére droite
deux points A, B, et sur une seconde deux points a, b, et
étant menées les droites Aa, Bb qui se rencontrent en un
point S; si U'on fait tourner la seconde droite ab autqur de
son point de rencontre y avec la premiére, le point S change
de position, et alors tl arrive :

1° Que la droite menée par le point S parallelement & la
droite ab dans chacune de ses positions rencontre la droite AB
toujours en un méme point I;

2° Que le point S décrit un cercle qui apour centre le point 1.

En effet, malgré la rotation de la ligne ab autour du point y,
les distances de a et de b 4 y étant invariables, on peut regar-
der le point 8, dans ehacune de ses positions, comme le som-
met d’un faisceau par lequel les droites AB, ab sont divisées
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homographiquement : ici A correspond a4 a, B a b, y a lui-
méme, et enfin, SI étant paralléle a ab, le point 1 sur AB est
le correspondant de 'infini sur ab. Or, nous avons vu (108)
que trois points correspondants A, B, y et a, b, y sur deux
droites homographiques - suffisaient pour trouver sur la pre-
miére le point I, correspondant de Iinfini sur la seconde.
Donc ce point I est constant, ce qui démontre la premiére
partie du lemme.

Quant a la seconde, les triangles semblables SBI et bBy
donnent

SN, g Bl

by 7 By By
Cette valeur de SI étant constante, le point S décrit un cercle
qui a pour centre le point I.

328. Le numéro précédent suppose que la fig. 98 est tou-
jours dans un méme plan.

Si, au contraire, la droite ab, en tournant autour de son
point de rencontre y avec la ligne immobile AB, passe dans
des plans différents, cette figure pourra toujours se construire
dans chacun de ces plans et SI gardera toujours la méme valeur:
donc le point$S décrira une sphére ayant le point I pour centre.

329. Etant donnés deux triangles homologiques, comme
dans les n” 325 et 326, on appelle aze d’homologie la droite
ou se coupent les cotés correspondants. Cela posé, nous dé-
montrerons le théoréme suivant :

Quand deuz triangles sont homologiques, si Uon fait tour-
ner le plan de Uun d eux autour de U'axe d’homologie, les
droites qui joignent deux & deux leurs sommets /wmologues
concourent en un méme point, el ce point, variable de posi-
tion, décrit un cercle dont le plan est perpendiculaire & axe
d’homologie ( fig. 99).

En effet, si 'on fait tourner le triangle ach autour de la
droite a3, les deux droites AB, ab, quise rencontrent en s
sont dans un méme plan, et par conséquent les deux droites
Aa, Bb se rencontrent, puisqu’elles sont dans ce plan. Pa-
reillement la droite Aa rencontre la droite- Ce, et celle-ci
rencontre la droite Bb. Or, ces trois droites Aa, Bb et Cc qui
Se rencontrent deux & deux ne sont pas dans un méme plan :
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il ¢’ensuit qu'elles se rencontrent en un méme point S.

Menons par ce point, aux trois cOtés du triangle abe, des paral-
léles qui, étant dans un méme plan paralléle a celui du triangle,
rencontreront les cOtés de l'autre triangle ABC resté fixe en
trois points I, J, K, situés sur une droite paralléle a l'axe
d’homologie 2By, puisque cet axe est I'intersection du plan
de ABC par le plan de abe, paralléle & celui qui passe en S.
D’aprés ce qu’on a vu (328), ces trois points resteront fixes et
seront les centres de trois sphéres sur lesquelles se mouvra le
point S. Donc ce point décrira un cercle, intersection com-
mune de ces trois sphéres : de plus, comme elles ont leurs
centres sur la droite 1JK, cette droite contiendra aussi le centre
de ce cercle, dont le plan sera aussi perpendiculaire a4 IJK,
ainsi qu’a sa paralléle «fB3y.

On verra plus loin (370) une démonstration analytique du
méme théoréme.

330. Les trois droites Aa, Bb, Cc concourant dans chaque
position en un méme point S de P'espace, les deux triangles
sont toujours la perspective 'un de l'autre, ce point § étant
la position de I'eeil; on a donc aussi 'énoncé suivant :

Quand on a mis en perspective une figure plane sur un ta-
bleau plan, si Uon fait tourner le tableaw autour de la ligne
de terre (on appelle ainsi Uintersection du plan de la figure
par celui du tableaw), les deux figures restent en perspective,
et le liew de Ueil, qui change de position dans Uespace, dé-
crit un cercle situé dans un plan perpendiculaire i la ligne d-
terre.

IV. — NOTIONS SUR LES FiGURES HOMOLOGIQUSS,

331. Il est évident que I'on peut éiendre, comme nous ve-
nons de le faire, les résultats obtenus sur des triangles a des
polygones et & des figures quelconques. Mais si le plan de 1o
seconde figurc abe finit par appliquer sar celui de In pre-
mic¢re ABC, il 0’y a plus perspective proprement diie; copon-
dant, comme les droites AB, BC, CA renconiveui boujurs i '
homologues ab, be, ca sur la droiie tixe a3y, los d
Bb, Ce concourroill LOWJoUrs ¢t idne puint &
sera, sur le plan comenuin des deux fieires, la po

de Peeil,
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On aura donc sur un plan dewx figures telles, que les cOlés
corresponddnts se couperont sur une droite fize, et que les
droites qui joignent les sommets correspondants concourront
en un point fize. On les appelle des figures homologiques.

La droite fixe est'axe d’homologie, et le point de concours
est le centre d’homologie.

332. Cependant M. Poncelet, qui a donné ces définitions,
considére, dans son 7raité des Propriétés projectives des
figures, la génération des figures homologiques sous un autre
point de vue.

Mettons en perspective, sur un tableau plan, deux figures
homothétiques contenues dans un méme plan ( fig. 61); il sera
facile de reconnaitre que les perspectives de abe... et de
a'b’ ¢ ... jouiront des deux propriétés qui définissent (331) les
figures homologiques. D’abord, imaginons la droite qui joint
la position S de V'ceil au centre de similitude O des figures
homothétiques : nous aurons ainsi la perspective 2 du point O.
Comme Oa passe aussi en @', le plan des droites SO et Oa
coupera le tableau suivant une droite qui contiendra a la fois
la perspective de a et celle de o, c’est-a-dire que le point X
sera le centre de similitude des deux figures.

Pour achever la démonstration, observons que les paralléles
ab, a'b’ sont projetées par les deux plans Sab, Sa’d’ qui se
coupent suivant une droite SA, évidemment paralléle a ces
lignes; donc SA ne rencontrera pas le plan aba'd’ ou elles sont
contenues, mais coupera le plan du tableau en un point A, qui
sera I'intersection des projections de ab et de a'd’.

Chaque couple de cotés paralléles, dans les figures homo-
thétiques, donnera ainsi une droite analogue a SA, et l’en-
semble de ces droites, étant form¢ de lignes paralléles a un
méme plan, sera un plan paralléle & celui des figures homo-
thétiques. Ce plan paralléle coupera donc le tableau suivant
une droite paralléle a la ligne de terre, et qui contient I'in-
tersection A des projections d’un couple quelconque de cdtés
paralléles; done cette droite sera 'axe d’homologie:
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CHAPITRE XIIL

FIGURES HOMOLOGIQUES.

1. — FORMULES GENERALES.

333. D’apres la définition des figures homologiques (331), il
est facile de résoudre le probléme suivant : Etant donnés les
éléments de 'homologie et un point de Uune des figure:,
trouver le point correspondant de lautre figure ( fig. voo).

Soient S le centre et «P l'axe d’homologie ; soient & et A
deux points correspondants, qui sont placés, par conséquent,
sur une droite passant en S; enfin soit b un point de 'une des
figures: il est clair que;, pour avoir son correspondant B, il
faudra joindre ab qui coupe «P en «, joindre ¢ A qui coupe £5
en B, et que B sera le point demandé.

33%. Cette construction peut se traduire en calcul pour don-
ner les formules de I'homologie. Nous prendrons pour axe
des « la droite SeA qui coupe 'axe d’homologie en P, et 'axe
des y sera la paralléle menée du centre 8 a 'axe d’homologie :
nous poserons SP = p, Sa =4, SA = ¢, ctenfin x et y scront
les coordonnées de b, x’ et y' celles de B.

Cela posé, on aura évidemment

x

(1) o=

Ensuite, soit «P = h, les triangles aaP, abn donnent

h_p—29
y  x—3d’
de méme, les triangles A«P, ANB donnent aussi
h_d—p,
]J - al—xl7

II.

MG - Cote - 80 HOU 65,



164 CHAPITRE XIII,

divisant pour éliminer £, il reste

(2) .7‘__‘1" (x_—iz('ﬁ ’—p)'

Nous allons exprimer x et - en fonction de z’ et de »’, car
'équation d’une eourbe en z et y donnera ainsi celle de la
courbe homologique en 2’ ety

1l vient donc

2(§ —a') (p—0) = 2 (2—3) (' — p),
d’ou
w[§(p—0) —a' (8 — )| =—a'd(8' —p),
et

. z'6(d' —p)
TP =8 = (p—2)
De la on tire

2'3(8—p) 439 (p—23) _  d(p—d) (&' —a')
z'(0'—0)—d(p—2d) ~ .&'(0'—0)—d'(p—09)

xr—0=

D’aprés cela, I'égalité (2) se réduita

y,l——- .Z"_-Z‘I(CY'—‘B)'—(?I(P—S)’

et il faut bien observer que le numérateur du dernier mem-
bre est constant.

Si I'origine, au lieu d’étre le centre d’homologie S, était un
point quelconque O, les coordonnées du point S étant i, yu,
les formules deviendraient

(4) —J__ X=X 0(o'—p)
V——V ' —x, (2 — x)(0 —3)—0d'(p—29)

les coordonnées gardant encore la méme direction.

338. Nous allons maintenant démontrer que si les coordon-
nées des points correspondants de deux figures homologiques
sont liées, pour un certain systeme de coordonnées, par deux
relations de la forme

(5 Y=Y X —x !
Y ’

i = b
D L A = / L S W)
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tout autre systéme de coordonnées conduira a des équations
de la méme forme.
En effet, posons

z=aX+BY+y, y=dX4+FY+Y,
il en résultera

(X —X,)+BF(V=Y,)  a(X—X.,)+B(Y—Y,)
X=X )F (Y=Y, a( X=X+ p(Y —Y,)

TIX MY AN

A.

Alors
a(X — Xo) + B(Y —Yo) = Aa(X' — X,) + AB(Y —VY,),
et
(X =—=Xy)+B(Y—Y,) = A (X —X,) +AB (Y —Y,).
Multiplions la premiérc égalité par {3', la seconde par (3, et
retranchons; en supprimant le facteur commun a3’ — '3, il

vient
X—X,=AX —X,),

ou
X —X,
X./—'Xo ~A’

de méme,
Y—-Yn _
Y’—-—Yu'_A’

et enfin

X—X, Y—Y, 1

X—X,” Y=Y, LX MY +N’

qui présente la méme forme que les équations (5).

En divisant les deux termes du dernier membre par d (0'— p)
dans I’équation (4), on trouve un cas particulier des équa-
tions {5) qui, par conséquent, représentent ’homologic d’une
maniére générale.

336. Maintenant nous allons, au contraire, prendre ces équa~
tions (5) comme définition de I’homologie, et en conclure les
propriétés géométriques cxposées au n° 331.
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Irabord on reconnaitra qu’une droite d’'un systéme corres-
pond & une droite de Uautre; carsi la fonction en z et » est
du premier degré, la fonction en 2’ et 3’ que 'on obtiendra
en remplacant, d’aprés les équations (5), « et » par leurs va-
leurs, sera aussi du premicr degré. En général, le degré des
lignes ne change pas par 'homologie.

Ensuite, les points communs auz deux systémes donnant

r=ua, y=y,
les équations (5) reviennent a
1
V= )
' +~my' +n
c’est-a~dire que I'on a
' +my'+n=1, oubien lr—+my-+n=1.
C’est I’équation d’'une droite qui sera 'axe d’homologie; car
il est clair, a plus forte raison, que lesdroites correspondantes
des deux sysiemes se couperont sur ce lieu géométrique.
Enfin, deux points correspondants sont sur une droite qui

passe par un centre constant d’homologie représenté par z, y..
Zn effet, les équations (5) donnent

Y= _ Y =5
= 9
r—ux, X —ux,

ce qui démontre ce dernier théoréme.

337. Nous venons de voir que I'axe d’homologie est gén¢-
ralement le lieu des points qui se correspondent & eux-mémes.
Cependant, en dehors de cet axe, le centre d’homologie est a
lui-méme son correspondant : en effet, sil'on a
. xl;xw j"l:yo’

il en résulte
X=Xy Y=Do

et réciproquement.

Si une droite est paralléle & laxe d’homologie, lu droite
correspondante est aussi paralléle & cet axe, car nous venons
de voir que le pointde concours de ces droites correspondantes
est sur 'axe d’homologie ; or, comme la premiére est paralléle
a cet axe, la seconde doit ne le rencontrer qu’a I'infini.
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L’homologie étant un cas particulier de la perspective (331),
quatre points d’une figure ont le méme rapport anharmonique
que leurs correspondants de I'autre figuie; de méme, les rap-
ports anharmoniques de deux faisceaux correspondants de
quatre droites seront égauz. Mais cette réduction de 'homo-
logie ala perspective et, par suite, les théorémes précédents,
seront démontrés par ’analyse (369) en partant des formules(5).

Observons enfin que les équations

Y= _ x—2 !

(5) Al T el "‘"[ / N
¥y =2 x X, X —i—m] -+ n

donnent symétriquement

Y=y _ &' —ax .

’:6) - g ’ 7°
y—x x—z lz+my+n

Les équations (5) ont donné

lx+my+n—1=o

pour équation de 'axe d’homologie : les équations (6) doune-
raient de méme ‘
U4+ my+n —1=o.

On aura donc les identités

l U m m

= — 9
n—:1 n —1i n-—i n —1

1I. — APPLICATION AUX CONIQUES.

338. Deux coniques quelconques sur un méme plan sont
loujours deuz figures homologiques.

Soient S=o0, § =0 les équations de ces coniques; le
théoréme sera démontré si 'on peut, en remplacant dans la
premiére de ces équations x et y par leurs valeurs tirées des
équations (5), reproduire I'équation de la seconde. Or cela est
toujours possible en général, car 'équation d’une conique n’a
que cing coefficients, et I'on aici cinq quantités a déterminer,
savoir : &y, ¥y, I, m et n.

On trouve donc tous les éléments de 'homologie. Du reste,
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cette propriété fondamentale des coniques est ¢vidente d’a-
prés le n° 331, dans lequel nous avons vu que l’homologie
était un cas particulier de la perspective, théoréme que nous
démontrerons encore par 'analyse au n° 369.

339. Le centre d’homologie de deux coniques est le point
de concours de deux tangentes communes & ces courbes.

Du centre d’homologie, quel qu’il soit, mencns a la pre-
micre conique deux tangentes dont chacune rencontrera celte
courbe en deux points infiniment voisins; les homologues
de ces points, sur la seconde courbe, seront aussi infiniment
voisins deux & deux; par conséquent, les droites homologues
des tangentes a fa premiére courbe scront des tangentes a la
seconde. Cependant toutes ces tangentes peuvent étré ima-
ginaires.

Nous reconnaitrons bientdt (357) que la réciproque n’est
pas vraic, c’est-d-dire que le point de concours de deuz tan-
genles cominunes West pas loujours un centre d’homologie.

350. L'axe d’homologie de deux coniques est une corde
commune { ces wurbes.

En effet, chacun des points ol Paxe d’homologie rencontre
la premiére conique étant son homologue & lui-méme (336)
se trouve aussi sur la seconde.

Cet axe dtant une séeante réelle, rien n’empéche cependant
les points communs d'éire imaginaires. '

341. Pour plus de simplicité, prenons Vorigine au centre
d’homologie. Ce point étant Vintersection de deux tangentes
communes (339), 'équation S = o sera de la forme

ay* + bxy + cx*— ) (px + gy +1f =o.
Ici, en effet, 'équation
ay* 4+ bxy + cx*=o

représente 'ensemble des tangentes réelles ou imaginaires
conjuguées qui passent par Porigine; car, si ccute équation
est satisfaite, on ne peut plus satisfaire & celle de la conique
quen éerivant Uéquation du premier degré

px-togqy -t 1= 0.
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Par conséquent, chacune de ces droites, passant a I'origine,
ne rencontre la courbe qu’en un point.

De plus, comme ces deux points d¢ contact sont sur la
droite qui a pour équation pz —+ ¢y —+1=0, On voit que
cette équation représente la polaire du centre d’homologie,
qui est ici 'origine.

342, L’équation & = o de Pautre conique sera de la forme

ay?+bx'y 4 exr — VN (p'x' 4 ¢’y +1)=o.

Ici a, b, ¢ sont les mémes quantités que dans S = o, puis-
qu’il s’agit de tangentes communes aux deux coniques.

Afin &’établir entre les autres coefficients de ces équations
les conditions nécessaires pour que ces coniqgues soient ho-
mologiques, il faudra poser dans S = o (puisquc x, et y, sont
nuls)

- z' - 7’
Y=Y —+ my’ + n T my' - n ’

Aprés cela, supprimant le dénominateur (lz' + my’ +n ),
on a

N

@+ baly’ 4 cx” — [ (p+ 1) 4y’ (¢ +m)+n]=o.

Afin d’identifier avec S'=o0 cette transformée de S=o, il
suffit de poser

V(P& +qy 1=K (p+1)+5" (¢ -+ m)+ n].

Comme l'identification doit étre vraie pour toutes les valcurs
de 2’ ctde ', on a

n = = q —)?:q—k-m, p \/7:])4—[.

(Sile trindme px + gy +1 avait été écrit au premier degré
et non au second, les termes du second degré auraient é16 les
mémes dans les ¢équations des deux coniques, et ces courbes
auraient ét¢ semblables, cas particulier que I'on ne suppose
point.)

343. A4 un centre d’homologie de deux coniques corres-
pondent deux axes d’homologie.
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Nous avons vu (336) que Paxe d’homologie avait pour
équation »
lx +~my+n—1=o.

Mais, d’aprés le numeéro précédent, l = p'n —p, m=q'n—q,
de sorte que cette équation devient

(pn—p)xr+(¢n—gq)y+n—i=o,
ou bien
n(p'x+qy+1)=pz+qy-+1.

Comme n =1 \/T" le théoréme est démontré.

344, On vérifie ainsi le théoréme du n° 3%0; car, si I'on re-
tranche les équations S = o, §' = o, il reste, d’aprés la forme
de ces équations (341 et 342),

K(p'z+qy+f=Mpz+qy+1),
d’ou

v

i\/7 (P'2+qy-+1)=pz+gr+r1
ainsi 'on retombe sur 'équation précédente. Or, en retran-
chant S=o et & — o0, on obtient évidemment des sécantes

communes.
Outre cela, nous avons vu (341) que les équations

pr+qyr+1=o, pri+qy+i1=o,

représentaient les polaires du centre d’homologie relativement
a chacune des coniques. Or, d’aprés ce que nous venons de
voir, '’ensemble de ces équations satisfera celle des deux axes
d’homologie : donc Uintersection des axes d’homologie est
aussi celle des polaires du centre d’homologie relativement a
chaque conique.

345. Si deux coniques ont un méme point de contact avec
une méme droite, ce point est un centre d’homologie; on dit
alors que les coniques se touchent.

Une conique tangente en un point donné, que nous pren-
drons pour origine, & une droite fixe, qui sera I'axe des ab-
scisses, aura pour équation

x*—y(ax+By+y)=o.
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En effet, si 'on pose y = o, il reste la seule valeur x =o, ce
qui montre que 'axe des abscisses est tangent a I'origine. On
ne met ici que trois constantes «, 3, 7, parce que la tangente
etle point de contact font deux conditions.
Maintenant, si 'on- pose
! ’

A —— '7‘
Y= + my’ +n ’

x

X = g
lz' +~my' 4+ n

il est clair que 'on obtiendra une équation de méme forme;
par conséquent, la conique homologique de la premieére, et
ayant 'origine pour centre d’homologie, sera aussi tangente
en un méme point a la méme droite.

On aurait pu prévoir ce théoréme d’apres les résultats pré-
cédents ; mais, quoique la tangente commune, ayant le méme
point de contact avec les deux courbes, puisse étre regardée
comme une sécante commune, rien n’aurait prouvé que cette
sécante fat une de celles qui servent d’axe d’homologie.

346. Sideux coniques ont un foyer commun, ce point est
un centre d’homologie.

I’équation d’'une conique rapportée a un foyer comme ori-
gine, avec des axes rectangulaires, est de la forme

@iy — (2x 4By 47y =0,

car cette relation indique que la distance d’un point de la
courbe a I'origine.est proportionnelle ala distance de ce méme
point de la courbe a une droite fixe.

Si I'on pose

14 /

z
r= “+my’ + n’

y
T+ my’ + n’

Y

on obtiendra unec équation de méme forme représentant une
conique qui aura encore l'origine pour foyer, mais avec une
autre directrice. Comme chacune de ces coniques aura, dans
son équation, trois constantes arbitraires, elles sont quelcon-
ques, sauf leur foyer commun qui équivaul & deux conditions :
du reste, comme elles sont homologiques, le théoréme est dé-
montré.

Cela rentre dans la théorie du n° 339; en effet on sait, et
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d’ailleurs il scrait facile de vérifier, que le coelficient angulaire
des tangentes mendées a une conique par 'un de ses foyers est
==y — 7, kes coordonnées étant rectangulaires. Donc ces tan-
gentes imaginaires seront les mémes pour deux coniques qui
auront ce foyer commun.

347. Nous avons posé (341 et 3%2) les équations S=o,
S'=o0, de deux coniques -ayant pour tangentes communes
deux droites dont U'intersection est prise pour origine et dont
I’enscmble est représenté par ay?+ bxy + cx? = o, ces droites
étant réelles ou imaginaires. On a aussi déterminé (343) les
deux axes d’homologie correspondant a Uorigine, en partant

=7
de la relation n = :*:\/%a mais cette détermination devient

illusoire si 2 et X' sont de signe contraire. Ainsi Fintersection
de ces langentes communes est un centre d’homologie si A
et} sont de méme signe; il n’en est plus de méme dans le cas
contraire.

Il est important de voir la signification géométrique de ce
résultat dans le cas oll ces tangentes communes sont réclles.
Prenons alors ces tangentes pour axes des coordonnées; ’é-

uation S = o devient xy = 2 (px —+ qy + 1)*; cn effet, il faut
q Y=13\P qr

que a soit nul pour que x = o donne une seule valeur de ¥,
et que ¢ soit nul aussi pour que y = o donne une seule valeur
de x.

On aura de méme, pour §'=o,

7, ' ’
2y = (P

du reste, il est clair que b ne peut étre nul, sans quoi chacunc
des coniques se réduirait a unc droite.

Or, si det ) sont de méme signe, il est visible que zy et 2"y’
sont aussi de méme signe. Ainsi, le point de concours de deux
tangentes réelles i deux coniques est un centre d’homologie,
si ces deux coniques sont comprises dans le méme angle de
ces tangenles o dans les angles opposés au sommel.

Au contraire, si les angles qui contiennent chacune de ces
coniques ¢taient supplémentaires, leur sommet ne serait point
un centre d’homologie.
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I1I. — ProsriMe pE Havrrey.

348. Pour arriver a la solution du probléme qui porte ce
nom, nous allons démontrer, d’aprées M. de Jonquiéres, le
théoréme suivant énoncé par Nicollic ( fig. 1o1):

D’un foyer ¥ d’une conique, décrivons un cercle de rayon
quelconque r et menons & deux points quelconques A et A’ de
la conique les rayons FA, I' A’ qui déterminent sur la circon-
férence les points correspondants a et a'; le point D, o& con-
courent AA' et ad', est sur une droite DE sécante commune
au cercle et & la conique, et perpendiculaire & U'axe focal.

De plus, soit B le miliew de AN et ble point 0 FB coupe ad's
la perpendiculaire abaissée de b sur AN’ coupe Uaxe focal en
un point P qui est constant, et tel que - = g: e. (Ici ¢ est
la demi-distance des foyers, et a la moitié de I'axe focal.)

Pour démontrer la premiére partie de ce théoréme, obser-
vons que le centre d’un cercle étant aussi son foyer, le point F
est un centre d’homologie (346). Donc les droites homologues
AA’, ad’ se coupent sur 'axe d’homologie (336), et I'on sait
que cet axe est une sécante commune aux deux coniques (340).
Enfin, la symétrie des deux courbes montre que cette sécante
commune est perpendiculaire a P'axe focal.

349. Observons que chaque rayon vecteur coupe la conique
en deux points, tels que A et A,, et la circonférence en deux
autres points a et @, ; de méme pour I'autre rayon. Les points D
et D,, o concourent deux cordes AA’ et aa’, ou bien AA,
et a,d,, qui sont d’un méme coté du foyer, sont sur une méme
sécante que nous avons représentée comme passant par deux
points communs réels. Mais on sait que deux coniques ont
toujours au moins deux sécantes réelles; il y aura ici, comme
second axe d’homologie correspondant au centre F d’homolo-
gie (343 ), unc autre sécante passant par deux points com-
muns imaginaires, et ot concourront les cordes homologues
du cercle et de la conique placées de cotés opposés du foyer,
telles que AA' et a,d, A A et ad; mais les limites.de la figurc
nont pas permis de tracer ccite autre séeante.

350, Quant i la seconde partie di ihéartme, imaginons dane
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la conique une série de cordes paralléles a AA’; les milieux
de ces cordes sont sur le diamétre OB qui coupe la conique
en deux points opposés T et T’. La droite homologue de OB
joindra le point b, homologue de B, au point P, homologue
du centre O, qui sera sur la direction FO (336), c’est-a-dire sur
I'axe focal. Enfin, nous indiguerons par ¢ et ¢’ les points ot
bP rencontre la circonférence. Comme ¢ et ¢ sont respective-
ment homologues aux points T et T', les lignes F¢ T, F17¢
sont droites (336 ), en sorte que les angles TFT', ¢F ¢ sont iden-
tiques.

Cela posé, imaginons par le point F une droite paralléle a AA’,
c’est-a-dire aux tangentes en T et en T’. Soit aussi F' I'autre
foyer, le parallélogramme FTF'T’ montre que TF' est paralléle
a FT’; donc, d’aprés les propriétés fondamentales de la tan-
gente, cette paralléle, menée de F a AA’, sera bissectrice de
I'angle TFT'=1{F ¢. Mais, puisque F¢'=T¢ comme rayons
d’un méme cercle, celle bissectrice sera perpendiculaire a ##,
c’est-a-dire a bP; donc aussi OP sera perpendiculaire 4 AA’.

351. Enfin, il reste a calculer sur IO la position du point
constant P, correspondant de O. L’axe non focal OC étant pa-
rallele al’axe d’homologie DD, il en sera de méme pour Pe,
homologue de OC (337). La ligne FcC étant droite, puisque ¢
et G sont homologues, on a

FP __FO
Fe FCO°
mais
Fe=r, FO=c¢,

et I'on sait que FC est égal a a, moitié de 'axe focal; donc

FP ¢

r a
352. Ce qui précéde permet de déterminer le second foyer I
de la conique. Menons de I'un des deux points pris sur cette
courbe, tel que A’, le diamétre A’O, dont ’homologue a'P
coupe encore la circonférence en g. On voit que Fg passera
au point G, homologue de g, et qui est la seconde intersec-
tion de A’O avec la conique; du reste, le point g est connu
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puisqu’il se trouve sur @'P. Dés lors, le parallélogramme
A’FGF’ montre que A'F’ est parallele a Fg.

353. On peut encore démontrer sur cette figure le théoréme
accessoire que voici :

La médiane AB d’un triangle FAA' coupe la corde aa’ d’un
arc de cercle de rayon ¥, en un point b tel, que le rapport de ba
& ba' estinverse du rapport de FA a FA’.

En effet, soit D I'intersection de AA’ et de aa’, et considé-
rons successivement les triangles DaA, Da’A’ coupés par la
transversale FbB.

Nous aurons les deux égalités (2)

Db.aF.AB=DB.AF.ab,
DB.A’'F.a’b=Db.a'F.A’'B.

Multipliant, et effacant de part et d’autre Db, aF=a'F,
AB = A'B, il reste en effet

A'T.a'b=AF.ab

38k. Voici maintenant I'énoncé du probléme de Halley :

Etant donnés trois poinis A, A', A" et un foyer ¥ d’une co-
nique, construire la courbe.

SoientD et E les points ou se coupent AA’ et aa’, A’A” et
a'a”: seulement, D et E devant étre sur la méme sécante
commune, nous avons vu (349) que, si AA’ et a¢’ étaient d'un
méme cdté du foyer, il fallait prendre de méme A’A” et a’a”.

La perpendiculaire abaissée de ¥ sur DE sera I’axe focal :
soit B le milieu de AA’; du point b ou FB coupe aa’ nous
abaisserons sur AA’ une perpendiculaire qui coupera cet axe
focal au point P, homologue du centre inconnu O de la co-
nique.

Joignons @' P qui coupe en g la circonférence; A’F’ paralléle
aFg coupe FP au second foyer F': alors O est le milieu de
FF’. Enfin, ¢ = FO étant connu, on trouve le demi-axe

rc
FpP

Cette méthode, applicable a des ellipses peu excentriques,
telles que les orbites des planétes, remplace la méthode ordi-

a =
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naire ou l'on emploic la directrice, située alors a une distance
considérable.

353. Cependant il y a quatre solutions, et méme on pourrait
d’abord en supposer huit. 1l s’agit de grouper les points de Ia
circonférence a, @/, a” et leurs opposés a,, @, d| : or, on
reconnaitra que, quand on a pris une combinaison telle que
a, d',a”, les points opposés donnent la méme conique. On
trouverait en effet le point P, situé sur I'axe focal a la distance
FP,=FP, et de sens contraire. Alors Fg, est le prolongement
de Fg, ce qui donne les mémes points I/ et O, et la méme va-
leur de Paxe focal.

Mais.les trois combinaisons suivantes,

a,d,d, ad,d, a,d,d,

oubien cellesdes points respectivement opposés, donnent trois
autres coniques qui satisfont aussi au probléme. Ces quatre
coniques ont le méme axe focal, car les deux axes d’homo-
fogie auxquels on est conduit sont paralleles par suite de la
symétrie.

La premiére conique, celle pour laquelle les points du
cercle sont, relativement au foyer donné, tous du méme coté
que les points de la conique, ou tous de cOtés opposés, esl, soil
une ellipse, soit une parabole, soit une hyperbole dans la-
quelle les trois poinis sont surla méme branche. En effet,
cette condition est nécessaire pour que cette hyperbole puisse
dégénérer en parabole.

Enfin, fes trois autres coniques sont des hyperboles oit deux
points donnés sont sur une branche et le troisiéme sur {’autre
branche.

356. Théoremes sur les tangenies, — Dans la fig. 101, si A
¢t A’ se confondent en un scul poiut avee B, pour que AA
devienne tangente, le rayon vecteur ¥'5 de ce point coupera
e cercle en b, et 'on obtiendra fa tangenie cn abaissant du
point de contact une perpendiculaire sur &P, Mais, pour qus
la construction soit plus simple, nous prendeons r = a, de sorie
ijue la formule

e

A €
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se réduira 4 FP ==¢, le point P étant alors confondu avec O.
Voici donc la construction ( fig. 102).

Du foyer ¥ comme centre et d’un rayon FC = a décrivez un
cercle, joignez ¥ au point donné B par une droite qui coupe
la circonférence en b, enfin joignez Ob; la perpendiculaire BT
sur Ob est tangente en B.

La figure est faite pour une ellipse, mais la construction
serait la méme pour une hyperbole, sauf que B et b devraient
étre pris de cOtés opposés du foyer F.

. FP .
Quant & la parabole, —=e=1; alors r=FP estarbitraire

(fig. 103). Des points ou la circonférence coupe I'axe focal
soit P celui qui est opposé a la directrice, et 'on aura pour
tangente BT perpendiculaire a Pb. Ici, comme pour ellipse,
Bet bsont du méme coté du foyer. Du reste, P, opposé aBet b,
opposé a b donnent la méme tangente.

IV. — LiEv GEOMETRIQUE.

387. St par deux pointsﬁxes A et B, pris sur une ellipse
donnée, on fait passer des circonférences de rayons variables,
on demande le liew géométrique des poinis M oir concourent
les tangentes menées & Uellipse et & chacun de ces cercles
(fig- 104). ,

Cette question a été résolue géométriquement par M. Ge-
rono (Nouvelles Annales, 1. X, p. 408). Mais I'analyse ordi-
naire ne donnerait pas uniquement I'équation du lieu cherché,
parce que les quatre tangenies communes, que le calcul in-
dique toujours pour deux coniques, se coupent deux a deux en
six points. Cependant il n’y en a que deux qui réunissent des
tangentes contenant les coniques dans le méme angle ou dans
’angle opposé, et nous avons vu que cette condition est rem-
plie dans I'nomologie (347). Il fallait donc avoir recours aux
formules de cette nature pour n’obtenir, au lieu de cetté
équation compléte, que le facteur du second degré qui seul
résout la question : c’est ce qu’a fait M. Breton (de Champ),
par le calcul suivant.

Le centre d’homologie entre ellipse et un cercle étant le
boint M du lieu, I'axe d’homologie sera la corde commune AB

12
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qui a pour équation j == yx -+-v. Mais I'équation de 'axe d’ho-
mologie étant (336)
lx +~my+n—i1=o,
on trouvera, en identifiant,

l=—muy, n=1-—my;

donc le dénominateur Iz’ + my’ + n des formules d’homolo-
gie devient
m(y —ux'—v)+ 1.

Par conséquent, d’apres les formules (5), il faudra substituer,
dans I’équation
xl J/-Z
— EoN—1 |
a? -+ bz

de I'ellipse, les expressions

x —ux LY =y
. i [ e . Y ,,Vo .
m(y' —px’'—v)+1 m(y'—pa'—v)+1

x= X, +

Ici 2, et y, sont les coordonnées du point M, ' et 3’ celles
d’un point de la courbe homologique : il reste & exprimer les
conditions nécessaires pour que cette courbe soit une circon-
férence. :

L’équation obtenue par cette substitution est

I P x' — 2z, 2
a\"" m(y —pa —v) 1

. Y = L
+ bz <]"+ rn(‘y’—j—\ux’—v)—l—l) ="

ou bien

al—?[x’(t-——myxo)—l— mz,y' — mv z, 2
+ZI.;[J"'(I+my‘o)—m[.¢y'ox’—mvyo]7

=[m(y —ux'—v)+1]a

Mais il est inutile de développer cette équation : il suffit
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d’annuler le coefficient de 2’y’ et d’égaler ceux de 2’ et de
y'%, afin que la courbe homologique de ellipse soit un cercle.
Entre ces deux relations, il faudra éliminer m et il restera
I’équation cherchée en z, et y,. Sculement nous allons, dés a
présent, supprimer ces indices.

La premiére condition donnera, en supprimant le facteur
commun 2m,

x(x——my.x)_p.y(x—l—my)

a? b2 tmp=o,
d’ou 2 :
,,,,,,L<% + I > =TT,
La seconde condition donne encore
(1 — ley,x)z - m’;.:y’ it = m;;x’+ (1 —l—bl:zy‘)2 o,
ou bien

) (B ) =am (B2 T L.
m ')<a2+b’ ) 2)71( b’>+b* pe
x? y?
Dans le premier membre, remplacant m <—a—2 + 5 —-1) par

.1 [z ¥
sa valeur déja trouvee — (7 — %7), on a
L p\a 7

el (=) fpy x\]_1 1
’”[( +bz>+ u <b? a2>_J—a2 2K

ce qui se réduit a

m(1 —+p?) BYN _ 11,
© +b’ @ b

Remplacant encore m par sa valeur et réduisant, on a

2 1 x? 2
o) (S—8F) = (5—5) (F+F—1) e

qui donne I'équation cherchée

AR W LU o W B O
(%) G+5)=r—7
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Divisant par

afin de ramener a la forme

x! ,V.e
———— ]
2 ’
a: b3
on trouve, en identifiant,
ap(a— b*)

a?—= "2 <, b

t ba_l__aa.uz

. b (a2—b°
YT b arp? ’

ce qui montre que
a4 b =a*— b,

Ainsi le liew cherché est une hyperbole homofocale & Uellipse
donnée.

358. Les valeurs de a} et de b} ne dépendant que de p. et
non de v, on voit que_ le lieu géométrique n’est pas déterminé
par la position des points A et B, mais seulement par la direc-
tion de laligne qui les joint. Ainsi toutes les droites paralléles,
prises comme cordes communes, donneront la méme hyper-
bole.

On peut donc concevoir que les points A et B soient imagi-
naires, c¢’est-a-dire que la corde commune ne rencontre pas
I’ellipse ni les cercles homologiques. La question peut méme
s’étendre a des fangentes communes imaginaires; on com-
prend ainsi comment ’hyperbole pénetre dans I'intérieur de
Iellipse.

Réciproquement, le méme probleme proposé pour Uhyper-
bole donne une ellipse homofocale.

Enfin, & une 'parabole correspond une parabole homofocale

“égale & la courbe donnée et tournée en sens inverse.

359. On sait (343) qu’'un centre M d’homologie correspond
a deux axes d’homologie, qui sont des sécantes communes
aux deux courbes (340): on n’a représenté ici que celle qui
passe par deux points communs réels A ‘et B. Mais on a vu
encore (344 ) que l'intersection de ces deux sécantes est aussi
celle des polaires du centre d’homologie dans les deux coni-
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ques : or, ces polaires sont ici les cordes de contact CD et
C’'D’; donc ces cordes se couperont en un point G de AB.

V. — APPLICATION AUX CONIQUES HOMOTHETIQUES.

360. L’axe d’homologie de deux coniques est toujours une se-
cante commune; d’ailleurs, deux coniques ont au moins deux
sécantes communes réelles ; mais, pour deux coniques homo-
thétiques, nous verrons que 'une de ces sécantes va a I'infini.

On sait (187) qu’un centre de similitude est un point de con-
cours de tangentes communes a deux figures homothétiques.
Il en résulte que, pour deux figures homothétiquesa centre,
et, en particulier, pour deux coniques homothétiques, les cen-
tres de similitude sont aussi les centres d’homologie. En effet,
deux figures homothétiques a centre sont comprises dans un
mémeangle ayant pour sommet le centre de similitude externe,
et dans deux angles opposés ayant pour sommet le centre de
similitude interne ; cela s’accorde avec ce que I'on a vu pour
les centres d’homologie (347).

De plus (189), ces centres de similitude ou d’homologie
sont sur la méme droite que les centres de figure et y forment
une division harmonique.

361. Par conséquent, siles équations S=o0,8' =0 (341, 342)
représentent deux coniques homothétiques, on voit que I’ori-
gine est un centre de similitude en méme temps que d’homo-
logie. Donc, en posant, dans 8'=o, #’ = rx, y'= ry, onretrou-
vera S = o, r étant le rapport de similitude.

Cette équation §' = o deviendra

!

2 2 )( ! !
ay*+ bxy + cx -—-;;(p re+q¢'ry4+1)=o,

et comme lidentification avec S=—o doit étre vraie pour
toutes les valeurs de x et de y, on aura
)‘I
;—;:)\, pr=p et ¢r=y.
Mais déja (342)
’

X , , .
==un}, l=pa—p, m=qgn—y

A
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donc
n=r, l=xp—p, m==q—q.
Ainsi, I'équation
. lx+my+n—i=o
de I'axe d’homologie (336) devient, avec les signes inférieurs,

r—+1

P+ gy 4+

== 0,

équation de la sécante commune aux coniques.
Les valeurs

n=—r, l=—2p, m=—2q
donnent alors pour les formules d’homologie

.Z‘__y‘__ 1

Ty epxaqy—+ "
Quant aux signes supérieurs, ils donnent

n=r, =0, m=o,

et 'axe d’homologie correspondant, c'est-d-dire la seconde
tangente, est & Uinfini. On retombe alors sur les formules or-
dinaires de ’homothétie

x
x

Il résulte de la que T'idée de deux points homologues par
homologie est plus générale que celle de deux points homo-
logues par homothétie. En effet, les deux signes donnent des
points homologiques, tandis que le signe supérieur ne donne
que des points homothétiques. De plus, puisque r est diffé-
rent de l'unité, sans quoi les deux courbes ceincideraient, il
est clair que deux points homothétiques nc peuvent coin-
cider.

362. Les polaires du centre d’homologie pris pour origine.
relativement & chacune des ceniques données, auront respec-
tivement pour équation (341)

pr--qyA-1=0 et pr--qy--r=o,
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d’apres les valeurs

le numéro précédent nous a donné aussi

r—+r1__

prx—+qr—+ 5 —=o0

pour équation de I'axe d’homologie; ainsi ces trois droites
sont paralléles, et Uaxe d’ homologie est & égale distance des
deux polaires.

Soit donc cc’ ( fig. 105) la ligne des centres de deux coni-
ques homothétiques, S un centre d’homologie, ab et a'b’
ses polaires dans les deux courbes, et mn 'axe d’homologie;
ab, a'b’ et mn sont paraliéles, et mn passe au milieu des deux
autres lignes.

Comme V'équation

r=41

pr—+qr -+

=0

a été obtenue sans que I'on ait supposé que S fut le centre
externe plutdt que le centre interne de similitude, on voit que
cet axe mn d’homologie sera le méme pour les deux centres;
il passera donc aussi & égale distance de ses polaires de, d'¢,
qui lui seront encore paralléles. Rien ne prouve que ee’ et dd’
concourent au point S.

363. Enfin, la direction de ces quatre polaires et de U'axe
d’homologie sera celle des diamétres conjugués avec ceux qui
sont sur la droite des centres.

En effet, si les coniques homothétiques sont deux cllipses,
on peut toujours imaginer qu’elles aient ¢été obtenues par la
projection de deux cercles situés sur un méme plan. Alors les
diameétres cg, ¢'g’ de ces ellipses, conjugués avec ceux qui
se trouvent sur la ligne des centres, sont les projections des
diamétres des cercles perpendiculaires a la droite qui joint de
son coté les centres de ces cercles. Comme ces diameétres
perpendiculaires sont paralléles a 'axe radical des deux cercles,
¢'est-a-dire a leur sécante commune, la projeciion de cette
sécante, qui sera dévidemment la sécante commune des
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ellipses, se trouvera aussi paralléle a ces diameétres conju-
gués.

Le théoréme s’étendra aux autres coniques par le principe
de continuité.

La méme considération de projections cylindriques fait voir
que trois. ellipses, et par suite trois coniques homothétiques,
ont deux & deux trois axes d’homologie qui se coupent en
un méme point. Cest la conséquence du n° 7h.

364. Nous avons vu que deux coniques homothétiques ont
deux sécantes communes réelles paralléles, dont I'une est a
une distance finie, et l'autre & une distance infinie. Mais si
ces courbes sont concentriques, les deux sécantes se rejoignent
a Uinfini. .

On peut dire alors que ces coniques ont un double contact
imaginaire 4 Vintini, parce que leurs quatre points d’inter-
section coincident deux a deux sur la droite située a P'infini,

VI. —DivERS THEOREMES.

365. Deux conigques qui se touchent en un point ont ce
point pour centre d’homologie (345); donc, un angle quia son
sommet en ce point intercepte sur les deux courbes deux
cordes correspondantes ou homologiques. Si cet angle tourne
autour de son sommet, en restant de grandeur constante, les
deux cordes envelopperont deux courbes qui seront homolo-
giques; de sorte que les propriétés de l'une feront connaitre
celles de l'autre.

Cela posé, concevons que 'une des coniques soit un cercle :
I'angle tournant détermine dans ce cercle une corde qui en-
veloppe un cercle concentrique; donc la corde interceptée
dans la conique enveloppe une seconde conique.

Or, deux cercles concentriques peuvent éire regardés
comme ayant un double contact sur une droite située a I'in-
fini (364 ); donc la nouvelle conique a un double contact avec
la proposée sur la droite qui, dans cette conique, correspond
a l'infini du cercle.

On a donc ce théoréme :

Si autour d’un point d’une conique on fait tourner un
angle de grandeur constante, la corde qu'il intercepte dans lu
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conique enveloppe une seconde conique qui a un double con-
tact avec la proposée.

366. SiI'angle tournant est droit, la corde qu’il intercepte
dans le cercle est un diamétre de cette circonférence, c’est-a-
dire qu’elle passe toujours par le centre du cercle. Or les deux
courbes, ayant par hypothése méme tangente au sommet de
I'angle, ont aussi méme normale dont la direction sera celle
du rayon mené du centre du cercle a ce sommet; ainsi ce
centre sera sur la normale i la conique donnée, d’ou ré-
sulte le théoréme suivant :

Un angle droit tournant autour d’un point d’une conique
intercepte sur cetle courbe une corde qui passe par un point
fize situé sur la normale au sommet.
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CHAPITRE XIV.

FIGURES HOMOGRAPHIQUES ET CORRELATIVES.

1. — REDUCTION DE L'HOMOGRAPHIE A L’HOMOLOGIE.

367. On appelle figures homographiques deux figures dans
lesquelles, a des points et a des droites de I'une, correspondent
respectivement des points et des droites dans I'autre, de ma-
niére que quatre points en ligne droite dans une figure aient
leur rapport anharmonique égal a celui des quatre points
correspondants de la seconde figure, ci que quatre droites
issues d’'un méme point dans la premiére figure aient leur
rapport anharmonique égal a celui des quatre drones corres-
pondantes de la seconde figure.

Draprés cette définition, je dis que x et y, =’ et y’ repré-
sentant les coordonnées de deux points correspondants de
chaque figure, on aura

_ax' 4= by’ +e ax + by +¢
T ad + By 41 r= ax’ By +1

Ces formules, qui contiennent huit constantes, sont aussi gé-
nérales que si le terme indépendant était quelconque dans le
dénominateur, car il est toujours possible de supposer, comme
nous l'avons fait, qu’on ait divisé les deux termes de chaque
fraction par un méme coefficient du dénominateur commun.
il sera d’abord facile de reconnaitre que ces formules sont
les plus générales qui puissent représenter '’homographie;
en effet, la condition qu’une droite corresponde a une autre
droite ne serait pas remplie, si les expressions de z et de »
n’étaient pas du premier degré, et méme si les dénominateurs
étaient différents.

Mais il faut aussi démontrer que, réciproquement, les for-
mules précédentes donnent oujours des figures homogra-
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phiques, c’est-a-dire sur lesquelles on vérifie les égalités de
rapports anharmoniques exigées par la définition.

368. Pour commencer la démonstration de ce théoreme,.
nous allons faire voir que deux figures déterminées par les
relations précédentes proviennent, sans déformation, de deux
figures homologiques; c’est-a-dire que l’on peut toujours,
dans le plan commun, placer Uune d’elles de maniére qu’elle
soit homologique avec 'autre.

Nous supposerons d’abord qu’on a tout ramené a des axes
rectangulaires qui donneront toujours des relations du pre-
mier degré telles que les précédentes. Examinons ensuite
quel mouvement la premiére figure peut faire dans le plan
commun sans se déformer.

Chaque point P de cette figure (fig. 106) pourra subir un
mouvement de translation de P en II, mouvement déterminé
par les quantités PA = A, Al = B. Comme la figure se meut
ainsi parallélement a elle-méme, puisqu’elle ne se déforme
pas, on voit en effet que la longueur PII et Fangle IIPA sont
les mémes pour tous les points.

Chaque point peut encore étre soumis 2 un mouvement de
rotation d’'un angle » autour d’un point fixe, mais arbitraire,
que nous prendrons a I'origine O; alors le point P, déja arrivé
en II, viendra en P, en décrivant 'angle IIOP, = w; comme
la figure tourne encore sans se déformer, 'angle o est aussi
constant, c’est-a-dire le méme dans le méme temps pour tous
les points. Enfin, nous indiquerons par p la distance

Ol = 0P,

et par 0 P'angle P, G, variable d’'un point a l'autre. Le point I,
correspondant de P, n’est pas indiqué sur la figure.

Cela posé, les coordonnées de P étant « et y, celles de Il
sont x 4+ A, y + B, et celles de P, sont x, et 7.

La figure donne

x,=pcosh, y =psind,
el
x-+A=mpeos(f+w), 3+ B=psin(f+w);

done

x = eesn -y sine— A, 3 ==3ic0sn 4 asing - B,
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Si la tigure transportée dans son plan devient, comme on
veut le démontrer, homologique a I’autre figure, on aura (335)
les relations

=X Y1 —Yo __ I
—x ¥y —y & 4+my4n

d’ou ’on tire

2 (lzy 1) 4 mayy’ +(n—1) 2,
' +my'+n ’

Y (my )+ b’ +(n—1)y

Y= ' +~my'+n

2, =

Transportant ces valeurs dans I’expression précédente de z,
et observant que les formules établies donnent

. ax’ + by' + ¢
2,080 — ¥ sinw — A = —,—-'_—]—,_'——,

ax' + By’ +1
on a

cos [z (lzy +1)4-mz y'+ (n—1) 2] — sin w [y’ (my,-+1)+ by '+ (n—1) 7 ] —A (Ix'+-my'+n)
lx' 4-my' +n
_ ax’ 4+ by’ + ¢

Taa By 41

Le théoréme sera démontré si cette relation peut se vérifier
pour toutes les valeurs dé x’ et de y’'.

Observons d’abord que, si les deux dénominateurs diffé-
raient autrement que par un facteur constant, la réduction
donnerait des termes du second degré en z' et y’', de sorte
que l'identification deviendrait impossible. On posera donc

l=an, m=@n,
et il ne restera plus qu'a identifier dans les numérateurs le

coefficient de z’, celui de y’ et le terme indépendant. On
trouve ainsi

(1) an = an.M + cosw,
(2) bn =pn. M+ sinw,
(3) cn=(n—1)M—A,
en posant

M =, cosw — yrsinm — A
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La derniére relation est facile a vérifier en observant que
—An=—A{n—1)—A.

On aura de méme les trois équations suivantes :

(4) a'n=an.N+sino,
(5) b'n=pBn.N + cosw,
(6) ¢n=(n—1)N—B,
en posant

N =pyicosn + x,sinw — B.

Les six inconnues sont , n, A, B, avec M et N qui con-
tiennent z, et y,; mais considérons d’abord les équations (1)
et(2), (4) et (5). Entre (1) et (2) éliminons M, entre (4) et (5)
éliminons N : il reste deux équations en n et w, entre lesquelles

.on éliminera n, ce qui donnera tang » et par suite aussi la va-
leur de n; on obtient donc ainsi les valeurs de M et de N en
substituant n et » dans deux équations telles que (1) et (4).
Dés lors, les équations (3) et (6) donnent A et B: en substi-
tuant ces quantités, ainsi que o, dans les expressions de M et
de N dont les valeurs sont déja connues, on a entre z, et y,
deux équations qui déterminent ces derniéres inconnues. On
réduit donc ces figures a I’homologie, et méme le centre de
rotation reste arbitraire.

II. — REDUCTION DE L'HOMOLOGIE A LA PERSPECTIVE.

369. Ainsi, nous avons démontré que les formules du
n° 367 correspondent toujours a deux figures qui deviennent
homologiques par le mouvement de 'une dans le plan com-
mun. Pour achever de démontrer la proposition réciproque
qui termine ce numéro, il reste & faire voir par Ianalyse,
comme nous I'avons annoncé au n° 337, que I’homologie est
un cas particulier de la perspective, théoréme déja démonuré
par la Géométrie (331).

Il faut donc prouver que deux figures homologiques peu-
vent toujours étre considérées comme deux figures perspec-
tives dont l'une a été rabattue surle plan de Uautre, la ligne
de terre devenant I'axe d’homologie.
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Nous prendrons pour plan des xy ( fig. 107) celui de Pob-
jet, et pour axe desy l'intersection de ce plan avec celui du
tableau, c’est-a-dire laligne de terre, 'angle de ces deux plans
étant . Enfin le plan des zx sera le plan merié perpendicu-
lairement & celui des xy par la position S de I'eeil; on aura
donc pour ce point 3, = o, les autres coordonnées de S étant z,
et z,. ‘

Soit m' un point quelconque de P'objet, la droite Sm’ perce
le tableau au point m; soit le plan mnp perpendiculaire
sur Oy, on voit que, si le tableau se rabat sur zoy, le point m
vient en M a la distance nM = nm. Soientdonc z' ety’, X etY
les coordonnées des points m’ et M pour lesquels 2z’ et Z
sont nuls, il s’agit de démontrer qu’il existe des relations
d’homologie entre ces quantités 2’ et 3, X et Y. Les coor-
données du point m étant z, ¥, z, on a, pour équations de
Smm',

r—x _ p—y'  z—2
r—x yn—y  5—3 i

ou plutdt
r—zx _y oz
x—x ¥y  a—3

Le point m donne

— = tan
[0
go;

donc Véquation du plan du tableau est z = x tangw; mettant
cette valeur dans les équations de la droite, on trouve

np=zx= o

P=4= 3 F (@ —a)ange
et

RO = y= ¥’ (2 — 2 lang o)

2+ (' —x)tangw

Soient x,, ¥, les coordonnées du point que nous devrons dé-
terminer comme centre d’bomologie ; nous allons d’abord re-
connaitre que y, = o. En effet, il est clair que Y =y; donc

Y z,— & lango . 1

¥y z—axtang o + 2’ tang o . z'tang o
: Z —x,lang

3
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posons done

[ — tangw :
3 — z,tang n
il reste
Y _ 1
¥

Le premier membre devrait s’écrire

Y—po v |
Y —y x4’

mais on voit qu’il faut prendre y,=o0, comme nous I'avons
annoncé.

De plus, I'équation de 'axe d’homologie sera (336) [z’ = o,
ce qui montre que cet axe est la ligne de terre, comme cela
doit étre.

Cependant, pour constater et'déterminer ’homologie, il reste
encore a vérifier la formule

X—x, i
x—axz, 14z

Pour cela observons que, d’aprés le sens du rabatiement,
= —nm; d’ailleurs,
np = x = nmcosw,
donc
x
COS ®

.

X=—

Mais le dénominateur de x est

!
z,—axtangw + z'tangn = (2, — xtangw) (1 + Iz’ )= l_aﬂg_w_(_______;—l—lx)
et

z '

o — z 2’
T tangw (1+ ')

d’ou encore X= ————.
’ sinw (14 l2')

, ZLo— X I
Donc I'égalité =° =
8 x, — ' b+ Iz’

r—l—————f'—lﬁl-——— (1+1lx')=u=x !
T Sine (14 () =R,

devient
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c’est-a-dire
s lx’

I I-' - = — !
Zo (1 + 76)+smw N X

Retranchant de part et d’autre x, et supprimant le facteur com-
mun z', il reste

Iz,

lry=—1— ",
Sin o

tang w

ce qui donne x,, puisque | = ————
Z,—x,lang »

; Ona aussi-

x x_——z.(l—l—COSO))
! ' sinw

370. On peut demander le lieu que décrit la position de I'ceil
pendant que le plan du tableau tourne de I'axe Oy ( fig. 108).

Pour cela, menons du point S deux rayons visuels a deux
points de Pobjet, c’est-a-dire & deux points du plan zoy, et
marquons les points ol ces rayons percent le tableau. Ensuite
faisons tourner le tableau d’un certain angle autour de'Oy; les
droites qui joignent les points mobiles du dableau aux points
fixes du plan xoy concourront a la nouvelle position de I'ceil;
en effet, ces droites seront dans un plan, puisque le point com-
mun ou I'axe Oy est coupé par la droite qui joint les deux
points du plan xoy et par celle qui joint les deux points du ta-
bleau reste immobile sur cet axe.

Pour abréger les calculs, nous prendrons sur le plan xoy
deux points situés a I'infini, 'un sur Vaxe O, autre sur la bis-
sectrice OD de I'angle zoy.

Alors la premiére droite menée du point 8 sera S« paralléle
a Ox; cette droite coupe le plan du tableau, représenté, comme
dans le numéro précédent, par z =z langw, en un point «
dont les coordonnées sont

5,

y=o, z=ap=3z, et x=08= "

de plus,

Oa= ——
Sin o
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Maintenant, si le tableau quitte la position donnée pour faire
I'angle o avec le plan xoy, le point « vient en o/, de maniére
que

¥4
Od =0a=——"—.
Sin o
Donc les équations de S' o' sont
o 2 2,5in '
=% *=The

Passons & la seconde droite. Sa position primitive est la
droite SA menée du point S, parallélement a la bissectrice OD
qui est représentée par z = o, y = x. Cette paralléle aura donc
pour équations z = z, y=a — x,; elle rencontre le plan pri-
mitif en un point A dont les coordonnées sont

Zy Z

) B ———
tang o tang @

=254, X= —,

D’aprés ces valeurs, qui sont données par I'équation

z=xtang w

3,
tang o
est la méme pour « et pour A, c’est-a-dire que CB =0{3; comme
on a aussi

de ce-plan primitifdutableau, on voit quel’expressionz =

o3 =SP=AB=3,

les triangles O«f3, ACB sont égaux, et

2y
sin

CA=0a=

Maintenant, ce plan primitif du tableau venant a tourner de
maniére  faire avec le plan des xy 'angle «’, la droite CA pren-
dra la direction CA’, qui aura pour équations

3
tang

r= —x, Z=xtango'.

Prenons sur cette nouvelle droite la distance

Z,

CA == CA =

- — -
Sii

13
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les coordonnées du point A’ seront

B4 z,5inw’ 3,C0S &
—_— Xy, = =
lang sin o sin o

y =

Alors la parallele menée de A’ a OD a pour équations

__zsine z, 3,C0S o
T sinw ¢ tang o '

il reste donc a chercher I'intersection S’ de cette paralléle S'A’
avec 8'a/, ce qui revient a poser = o dans I’équation de S'A’.

Soient donc z”, " les coordonnées de §'; puisque »” = o,
nous aurons

" Z, Z,COS »’
X =X, — :
tang w SN @
ce quirevient a
. Z 3,C0S w'
x0T — x4 = - .
tang o Sm @

Drailleurs, les équations de S' o’ et de S’ A’ donnent

_,_ Zisino
=
sinw
Elevons ces deux relations au carré et ajoutons-les, afin de

faire disparaitre o’ pour avoir le lieu cherché; nous aurons,
en réduisant,

Z;COS w _
sinm

2
10

(2" — 2 )+ 2(2" —x,)
Il est évident que cette équation représente un cercle situé
dans le plan des zx et ayant son centre sur Ox. Il serait facile
de constater que le point H est ici identique avec celui que
nous avions reconnu dans le numéro précédent pour centre
d’homologie : ce cercle coupe I'axe des x en un autre point I,
ce qui tient 4 ce que la rotation peut se faire dans un sens ou
dans l'autre.
Ainsi se trouve démontré par l'analyse le théoréme du
n° 329.
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1Il. — Résume.

371. Nous avons achevé, au n° 369, de démontrer le théo-
réme du n° 367 dont les formules doivent étre maintenant
considérées comme définissant ’homographie. En -effet, nous
avons vu (368) que les figures représentées par ces formules
revenaient, sans déformation, a des figures homologiques; et
nous avons vu enfin (369) que ’homologie se ramenait a la
perspective qui conserve évidemment les rapports anharmo-
niques.

Ainsi deux figures homographiques peuvent a leur tour se
ramener a deux figures perspectives 'une de 'autre.

IV. — NorTIONS SUR LES FIGURES CORRELATIVES.

372. Etant donné un polygone M, on comprend qu’a cha-
cun A de ses sommets corresponde, d’aprés des conditions
quelconques, une droite A’B’ que I'on peut considérer comme
appartenant a un second polygone M’. Ainsi le sommet B de. M
donnera le c6té A’C’.de M’ : par conséquent, le sommet A’
de M’ correspondra réciproquement au c6té AB de M; de cette
facon chaque sommet d’'un polygone correspond a un co6té de
'autre.

On considére seulement le cas ou les coordonnées x et y du
sommet A n’entrent qu'au premier degré dans I'équation de la
droite correspondante. Cette équation sera donc de la forme

r(ax' + by 4-c)+y(ax + by’ + ) +a,x’ + b,y +cy=o.

Ici #' et y' sont les coordonnées courantes d’un point de cette
droite, dont ’équation prend aussi la forme

2'(ax+ay+a;)+y (bx by 4bs)+cox 4+ +e;=o.

Ce point et cette droite s’appellent péle et polaire I'un par
rapport a l'autre.
373. La premiére forme devient aussi

X' +yY + U =o,
13,
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€n posant
X=az'"+ by +c, Y=tz b)) +c,
U=ay2’ + by + c,.

Observons que cette équation est aussi celle d’'une droite du
premier systéme correspondante a un point 2’, »’ du second :
done, soit px -+ qy + r=o(m) I'équation d'une droite fai-
sant partie de la figure M, si 'on pose
X_p Y _ ¢ .o X Y
—[‘172;:9 ﬁ,z—r<cequ1rev1ema——:—=—>1
P q r
on peut identifier ces deux formes de I’équation. Comme p,
¢, r sont donnés, on trouvera
X/ Y’
W et l—],a
ce qui suffira pour déterminer les coordonnées 2’ et »’ du
point de la seconde figure correspondant a une droite donnée
dans le premier.

37h. La polaire d’un point quelconque situé sur une droite
passe par le pole de cette droite.

Nousavons vu qu’un pointindiqué parz, y sur une droite (m)
qui a pour équation px + ¢y —+ r=o0, avait pour polaire unc
droite représentée par xX'+ Y + U =o, équation dans
laquelle 2/, y' sont les coordonnées courantes. Mais nous ve-
nons de voir aussi que cette derniére équation était satisfaite
pour un point quelconque de (m), si 'on donnait & ', y’ les
valeurs spéciales des coordonnées du pole de cette droite (m).
Ainsi Ia polaire d’un point quelconque de la droite (m) passe
par le pole de cetle droite, dont les coordonnées sont 2/, ¥,
ce qui démontre le théoréme.

Cela s’exprime encore en disant que :

Si un point du premier systeme décrit une droite, la polaire
de ce point dans le second systéme passe par un point fixe.

375. On peut renverser ce théoréme en faisant observer que
si, par un point dont les coordonnées sont 2', y’, on fait passer
une infinité de droites, les poles de ces droites seront sur
une méme droite (m) qui a pour pole le point représenté
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par 2, ¥'. Donc les pdles des droites qui passent par un point
JSize sont sur la polaire de ce point. Observons que les théo-
rémes des n* 57 et 58, appliqués aux coniques, sont des cas
particuliers de ceux ue nous venons d¢ voir.

376. Le rapport anharmonique de quatre points en ligne
droite est égal a celui des quatre polaires correspondanites.

Soient a, b, ¢, d quatre points en ligne droite et A’, B/, C,
D’ leurs polaires qui concourent, comme on vient de le
voir (374), en un point S, et prenons pour axe des abscisses
la droite abed qui coupe le faisceau S en quatre points o', b,
d, d.

Les ordonnées des points donnés a, b, ¢, d élant nulles,
une polaire, telle que A’, a une équaticn de la forme

X' + U =o,

et comme ' = o pour &', on a

o az’ 4+ ¢,
— = e—
X’ a,zx' + ¢,

' élant 'abscisse de a'.

Cette valeur de x rentre dans les formules de I’homogra-
phie (376), et il en est de méme pour la valeur = o qui per-
met de supposer une expression de méme forme, ou les
constantes du pumérateur seraient nulles. 11y a donc relation
homographique et par conséquent égalité de rapports anhar-
moniques entre les points a, b, ¢, det &', V', ¢, d’, ce qui suf-
fit pour V'étendre au faisceau S.

377. Nous pouvons donc appeler corrélatives les figures
correspondantes que nous venons d’étudier, c’est-a-dire leur
appliquer la définition suivante :

Deux figures sont corrélatives lorsque les points de 'une
correspondent aux droites de l'autre, de maniére qu’a des
points en ligne droite correspondent des droites passant par
un méme point, avec cette condition que le rapport anhar-
monique de quatre points soit égal a celui des quatre droites
correspondantes.

Deux figures supplémentaires étant tracées sur la sphére, a un
point de I'une correspond un arc de grand cercle de I'autre, et
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le rapport anharmonique de quatre points situés sur un arc de
grand cercle est égal a celui des quatre arcs de grand cercle
qui correspondent a ces points.

On a donc uneidée géométrique des figures corrélatives en
les considérant comme déterminées par un plan ou par deux
plans différents, sur deux cdnes ayant pour sommet le centre
de la sphére et pour bases deux figures supplémentaires ( *).

378. Si les cOtés des deux polygones M et M’ deviennent
infiniment petits, ils dégénérent en deux courbes corrélatives.
Chaque point de la courbe M correspond encore a une droite
qui sera tangente a la courbe M’ : ainsi chaque courbe sera
Penveloppe formée par les polaires des points deI'autre courbe.

Par conséquent, & un point de U'une des courbes correspond
aussi un point de ’autre. En effet, soit a un point de M, et A’
la tangente correspondante 4 M’; soit encore A” la tangente a
M’ qui correspond au point de M infiniment voisin de a; les
tangentes infiniment voisines A’ et A” se coupent en a’, point
de la courbe M’ qui correspond au point a de M.

V. — CoONIQUES CORRELATIVES.

379. La courbe corrélative d’une conique est aussi une co-
nique.
Soit
ay*+ bxy +cx*+dy +ex +f=o

P'équation de la conique donnée ; nous avons représenté (373)
par
X' +yY'+U=0

I’équation de la polaire d’'un point de cette courbe. Si nous
augmentons trés-peu les coordonnées de ce point, nous
aurons une autre polaire infiniment voisine de la premiere,
et intersection de ces deux droites nous donnera (378) les
coordonnées «’, ' du point de la courbe corrélative cor-
respondant a celui qui est indiqué par z, y.

(*) Dans les trois dimensions, ce sont des plans qui correspondent a dex
points, et des droites i des droites.
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Par conséquent, différentiant

X' 4+ Y +U =o,

el posant

_ 2ex+by+e

T 2ay+ bx+d
on a

X'+ 3Y'=o0;
comparant celle équation avec la précédente, il vient
Y(y—zx)+U=0, X(zzxz—y)+ Uz=0.
Comme on trouve

dy + ex +2f

y-—zx:—zay_’_ br +d’

ces derniéres équations donnent les relations symétriques
y(2a0 —dY' )4+ 2 (b0 — eY')+dU —2fY =o,
yOU —dX')+z(2cl —eX' )+ el —af X' =o.

Eliminant entre ces deux équations, pour avoir la valeur de x
et celle de y, on remarque que les termes en X'Y’ se dé-
truisent dans le coefficient de chaque variable, ainsi que dans
le terme indépendant, relatif 4 cette variable. Alors U’ disparai-
tra comme facteur commun dans les expressions de x et de
ou figureront seulement 4 la premiére puissance les quan-
tités X/, Y', U,
On pourra donc écrire
_ed By y A By

o+ B(}"”‘f—}’l’ r= oz + 61]’J+ 7

Les coefficients de ces expressions dépendent des con-
stantes a,, b, ¢,,..., qui entrent dans les valeurs de X',
Y’, U’ (373), ainsi que des coefficients a, b, c,... de I'équa-
tion de la conique.

Remplacant donc, dans I’équation de cette conique, z et y
par leurs expressions, on voit que I'équation en ' et ' sera
aussi du second degré.

Enfin les formules qui donnent x ety en fonction de z’
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et y’ étant celles de I'homographie, on voit que les points cor-
respondants de deux coniques corrélatives sont en relations
homographiques.

380. Ces théories ont une foule d’applications : par exemple,
si, dans la figure M, on voit une courbe coupée par une
droite en deux points, la figure M’ présentera une courbe
corrélative a la premiére et deux tangentes, polaires des deux
points de rencontre indiqués, se coupant en un point qui sera
le pdle de la droite donnée.

Tandis que I’homographie généralise les propriétés des figu-
res, et que, par exemple, elle étend aux coniques les propriétés
du cercle, la corrélation double le nombre des théorémes.

Ainsi, nous avons déja vu diverses propositions que nous
aurions pu nous dispenser de démontrer, parce qu’elles étaient
corrélatives d’autres propositions déja connucs. Par exemple,
le rapport anharmonique que nous avons vu, a la fin.du Cha~
pitre V, exister entre les tangentes d’une conique, pouvait se
conclure de celui qui venait d’¢tre observé entre les points
d’une conique (112).

De méme, le théoréme du n° 175 sur Iinvolution de six
tangentes résultait de celui du n° 172 sur Pinvolution de
six points dans une conique.

VI. — CORRELATION RECIPROQUE.

381. Les figures M et M' que nous avons considérées jus-
qu’'a présent sont corrélatives, parce qu’elles s’engendrent
I'une Pautre; mais elles ne sont pas réciproques, parce que la
génération de la premiére par la seconde ne se fait pas de
la méme maniére que celle de la seconde par la premiére.
Pour qu’il en fut ainsi, il faudrait que les constantes. fussent
Ies mémes dans les deux modes de génération.

Or, le point représenté par x, » dans la premiére figure
correspond, dans la seconde, a la droite qui a pour équation

zX' +yY +U =o,
c’est-a-dire.

Jf((l(.l"---l—— [’I,", T ()l_) "‘i".?v(”:«?', + [’1(7"'+’ (';?)“‘*"' 1, !v('i‘ bg”‘ I‘f‘(fa == 0.
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Mais cetle équation pouvant se mettre sous la forme

2X+y'Y4+U=o,
en posant

X:a‘x—l- ay -+ as, Y= I),x —+- bz}"—l— b3, U:C|$+cz‘7'+csy

la relation sera réciproque si les conditions suivantes sont
remplies :
a=b, a=c, b =c.

382. Alors, considérons la conique qui a pour équation
ay? + bxy + cx* +dy + ex + f=o.
Nous poserons

a=2¢, by=a,=b, e,.=a,=e, b,—=2a, ;=b,=d, c;=2f,

et I'on reconnaitra que pour les deux figures la polaire d’un
point quelconque est prise par rapport & cette conique. Dans
ce cas, les deux figures sont réciproques.

Si I'on supposaitles constantes égales et de signe contraire,
on serait obligé d’en admettre trois comme nulles : la se-
conde figure se réduirait a un point, et ce mode de généra-
tion serait illusoire.

VII. — CONIQUES INSCRITES ET CIRCONSCRITES A UN MAME
QUADRILATERE.

383. 87 plusieurs coniques sont circonscrites & un méme
quadrilatére, les polaires d’un point quelconque P, prises
relativement & ces coniques, passent par un méme point.

L’équation d’une conique a six coefficients, mais comme
on peut toujours la diviser par un terme, tel que le terme
indépendant, on peut supposer ce terme égal a l'unité et
I’équation sera mise sous la forme

ay? + bxy + cx*+dy -+ ex +-1=o.

Cela posé, nous allons établir les conditions nécessaires
pour que la conique passe par les sommets d’'un quadrilatére
donné. Mais, pour simplifier les calculs, nous ferons passer
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I'axe Oz par deux de ces sommets A et A’, et 'axe Oy par
deux autres B et B’ (la figure n’est pas faite). Soit donc

OA=a, OA'=d, OB=pB, OB =4p;
on voit que « et o, B et ' sont les racines des équations

ca’+ea~+1=o0, aBfF+dB—+1=o,

, e I 1 1 1 . ) .
c’est-a-dire que — et —» — et — sont les racines des équa-
BB
tions
! -+ ¢ -+ o ! +a=o.
— P — ¢ = =
at o« ’ ﬁ @\
Done

T I

¢ = — :-——(——I——;),
a

74 o
et de méme

I I 1
=g == (3+7)
Observons qu'aucune des quantités «, o', 3, ' ne sera
nulle, sans quoi la conique aurait trois points en ligne droite.
Remarquons aussi que le coefficient b reste indéterminé,
ce qui montre, comme I’énoncé le suppose, qu’on peut faire

passer une infinité de coniques par quatre points donnés.
Ainsi, I'équation devient

I 1 1 I
Gt (prg)—e (G i) +i=e
c’est-a-dire que a, ¢, d, e sont connus.

Alors, soient , 7, les coordonnées du point quelconque P;
la polaire de ce point a pour équation (67)

y(2ay + bz, +d) + x(2c2,+ by, + e) + dy, + ex, + 2= o,

et si nous posons les deux équations de lignes droites

y(2ay,+d)+ z(2cx,+e)+dyi+ex,+2=0
et
2y + e =o,

il est certain que le point P’, ou se couperont les deux droites
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ainsi représentées, appartiendra a la polaire du point P, quelle
que soit la valeur de b dans ’équation de la conique.

Ces deux droites étant les mémes pour toutes les coniques
circonscrites, le théoréme est démontré; mais nous observe-
rons que 'équation «,y + x), représente la polaire du point P
relativement a I'angle des coordonnées, puisque 1’ensemble
des deux axes a pour équation xy = o.

384. On en conclut le corollaire suivant :

Les polaires d’un point donné, prises par rapport aux
lrois angles qu'on obtient en joignant deux & deux quatre
points fixes, concourent en un méme point.

En effet, nous avons mené les droites AA’, BB' qui se cou-
pent en O; de méme, les droites AB, A’ B’ donneront ’angle O’,
et les droites BA’, B’A l'angle 0”. Comme chacun de ces
angles est une conique circonscrite au quadrilatére AA’BB’,
les polaires de P, relativement a ces angles, concourront en
un méme point P'.

Ce corollaire permet donc de construire le point constant
du théoréme précédent.

385. Les poles d’une méme droite, relativement & une série
de coniques inscrites dans un méme quadrilatere, sont en ligne
droite.

En effet, soit mn la droite dont on considére les poles rela-
tivement a plusieurs coniques A, B, C,. .., inscrites dans le
quadrilatére des tangentes ab, be, c¢d, da. Imaginons, corréla-
tivement a la premiére, une seconde figure qui sera com-
posée (380) des coniques A’, B/, /;. .., circonscrites au qua-
drilatére formé par les poles &', V', ¢, d' des tangentes sus-
dites, et du pole m’ de la droite mn. On sait que, dans cette
seconde figure, les polaires de m' relativement a A’, B', C/,.. .
concourent en un point p’ (383). Or, un pdle de mn sur la
premiére figure correspond a une polaire de m’ sur la seconde,
et comme les polaires de m' passent par un méme point p’,
les poles de mn sont sur une méme droite pgq, polaire de p’.
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CHAPITRE XV.

THEOREME DE PASCAL, ETC.

1. — HEXAGONE INSCRIT A UNE CONIQUE.

386. Les points de concours des cotés opposés d’un hexa-
gone inscrit & une conique sont en ligne droite ( fig. 109).
Considérons d’abord le cercle circonscrit & Ihexa-
gone ABCDEF. Sinous indiquons les cdtés FA, AB, .. parles
chiffres 1, 2, 3, 4, 5, 6, il est clair que I'on aura pour cOtés
opposés 1 et 4, 2 et 5, 3 et 6; ces cOLés donnent les points de
concours N, L et M, et je dis que la ligne NLM est droite.
Pour le démontrer, considérons le triangle RPQ formé par les
cOlés impairs et coupons-le successivement par les cdtés
pairs FEM, ABL, DCN, considérés comme transversales. Il
vient ainsi (2)
PE.QF .RM=—PM.RF .QE,
QA.RB.PL =QL.PB.RA,
PD.QN.RC =PC .RN.QD.

Multipliant et observant que les produits PE.PD et 'B.PC,
QF.QA et QE.QD, RB.RC et RA.RF sont égaux deux a deux
par le théoréme des sécantes, il reste

RM.PL.QN = PM.QL.RN.

Par conséquent (&), les points N, L, M sont une transver-
sale de ce méme triangle RPQ.

Ce théoréme, étant démontré pour le cercle, se conclut, au
moyen de la perspective, pour une conique quelconque. Cet
énoncé est dit a Pascal.

387. Ce théoréme peut encore se mettre sous la forme sui-
vante :

Soit MNC un triangle variable dont les cotés sont assujettis
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respectivement a passer par trois points fixes L, B, D, et dont
les sommets M et N s’appuient sur deux droites fixes MF
et NF; le lieu du troisiéme sommet C est une conique qui
passe en F, en B et en D, ainsi quaux points A et E, ou BL
coupe FN, et ou DL coupe FM. Nous généraliserons ce théo-
réme (393).

388. En renversant le théoréme de Pascal, observons que
les six points A, B, C, D, E, F, ou se coupent ainsi deux
a deux des couples de droites partant de trois points N, L, M
situés en ligne droite, sont sur une méme conique. Or, ces
couples se coupent aussi aux points R, V, P, T, Q, U; donc
ces six autres points sont aussi sur une conique.

Du reste, on peut encore combiner ces douze points de
bien des maniéres : six d’entre eux seront sur une conique si
I’on évite d’en prendre trois en ligne droite. D’ailleurs, rien
n’exige que ’hexagone soit convexe.

II. — CAS PARTICULIERS.

389. Pentagone inscrit (fig. 110). — Supposons qu’un cdté
de ’hexagone inscrit, par exemple celui qui porte le chiffre 6,
devienne nul, c’est-a-dire dégénére en tangente, cette tan-
gente rencontrera le co6té 3 en un point M, sur la droite LN,
ol se coupent déjaz2et 5, 1 et 4.

Alors, I’hexagone dégénérant en pentagone, on voit com-
ment on pourra mener une tangente a un point donné d’une
conique dont on a déja quatre points.

390. Quadrilatére inscrit. — On peut supposer d’abord que
les deux cOtés nuls sont des tangentes a deux sommets con-
sécutifs b, ¢ du quadrilatére (fig. rr1).

Mais considérons surtout le cas de la fig. 112, ou les cotés
nuls sont les tangentes & deux sommets opposés b et d. On
voit alors que dans un quadrilatére inscril & un conique, les
cOtés opposés et les tangentes aux sommels opposés se coupent
sur une méme droite.

En effet, il est évident par la symétirie que les tangentes
en a et en ¢ se couperont aussi sur MN.

391. Triangle inscrit (fig. 113). — Dans un triangle inscrit,
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les tangentes aux sommets jouant le role de cotés, on a le
théoréme suivant :

Dans un triangle inscrit & une conique, les points de con-
cours des tangentes aux sommels avec les cOtés opposés sont
en ligne droite.

392. Hexagone inscrit dans un angle. — Les polygones
précédents ne sont pas nécessairement convexes, non plus
que I’hexagone inserit.

Nous allons voir ce que devient cet hexagone non convexe
quand la conique dégénére dans le systéme de deux droites
(fig. 93). Soient paa’, OSO’ ces deux droites, et pOp le coté
numéroié 1 qui rencontre OO0’ en 0. La droite Oa porte le
chiffre 2, aS le chiffre 3, et Sa’ le chiffre 4; enfin, les
lignes a’ O’ et O'p sont numérotées 5 et 6. Les cotés 1 et 4 se
coupent en p, 2 et{5 en m, et 3 et 6 en n; donc m, n, p sont
en ligne droite : c’est ce qu’'on a déja vu au n° 318.

II1. — POINT DECRIVANT UNE CONIQUE.

393. S8ilesn cotés d’un polygone tournent autour de n points
fizes, tandis que n— 1 sommets glissent sur des droites don-
nées, le dernier sommet décrit une conique.

Soit ABCD... M le polygone en question et M le sommet
qui n’est pas assujetti a décrire une droite : A, B, C étant trois
sommets consécutifs, joignons AC. Par suite des hypothéses,
le c01é AC passera aussi par un point fixe (323); il restera donc
le polygone ACD... M, de n — 1 cOtés, dont les cOtés et les
sommets seront soumis aux mémes conditions que ceux du
polygone donné.

En réduisant ainsi un a un le nombre des cdtés, on arrive a
un triangle tel que celui pour lequel cette proposition a été
démontrée (387), proposition qui se trouve ainsi généralisée
par le théoréme actuel.

IV. — HEXAGONE GIRCONSCRIT.

394. Dans un hexagone circonscrit i une conique, les droites
qui joignent les sommets opposés concourent en un méme point
(fig- 114 ). En effet, soient a et b les poinls de contact des
cOtés de I'angle BAF, la droite ab est la polaire du point A, re-
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lativement a la conique. De méme, ed sera la polaire du som-
met CD opposé a A : donc le point ou se rencontrent ab et ed
est le pole de AD. De méme, les points de concours de bc et
de ef, de cd et de af, seront respectivement les poles de BE
et de CF. Mais le théoréme de Pascal (386) appliqué a 'hexa-
gone inscrit abedef fait voir que ces trois points de concours
sont en ligne droite; donc aussi les polaires AD, BE, CF de
ces points se couperont en un point S qui sera le pole de cette
droite. .

Ce théoréme, ainsi que celui du numéro précédent, est dit
a M. Brianchon. Il présente un exemple de corrélation réci-
proque, mais assez simple pour qu’on puisse le démontrer di-
rectement, comme on vient de le faire.

Ce théoréme peut encore s’énoncer comme il suit : si, dans
un triangle variable SBC, les sommets sont assujettis a glisser
sur trois droites fixes AD, BA, CD et si deux cotés BS, CS tour-
nent autour de deux points fixes E, F, le troisiéme c6té BC est
toujours tangent a une méme conique, a laquelle les droites
BA et CD sont aussi tangentes, ainsi que la droite EF.

C’est I'inverse du n° 387.

Rien ne suppose ici que ’hexagone soit convexe, non plus
que les polygones dont nous allons parler.

V. — CAS PARTICULIERS.

398. Pentagone circonscrit (fig. 115). — Si Tangle AFE
(fig. 114) s’approche de 180 degrés, on voit que les droites
AF, FEse réunissent en une seule a cette limite et que F sera
un point de contact qui réunira @ et f; on arrive ainsi a la
fig. 115. Ainsi, étant donné un pentagone ABCDE circon-
scrit 4 une conique, on trouvera le contact d’un c6té AE, en
joignant AD, BE qui se coupent en S, puis menant CS qui
coupe AE au point F de contact.

396. Quadrilatére circonscrit. — Dans un quadrilatére cir-
conscrit, si deux points de contact consécutifs F et B
(fig. 116) représentent des angles, la diagonale AO passe au
point S ou concourent EB et CF.

Mais si I'on prend pour angles les points de contact opposés
B et E (fig. 117), on obtient ce théoréme déja démontré (174 ):
Un quadrilatére étant circonscrit & une conique, le point de
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concours des diagonales est le méme que celui des droites qui
Joignent les points de contact des c6tés opposés.

397. Triangle circonscrit ( fig. 118). — Enfin, dans un tri-
angle circonscrit, les points de contact devenant des sommets
d’angles, on a le théoréme suivant :

Dans un triangle circonscrit & une conique, les droites qui
joignent les sommels aux poinis de contact opposés concou-
rent en un méme point.

VI. — DROITE ENVELOPPE D'UNE CONIQUE.

398. Relativement & une conique quelconque, construisons
la figure réciproque (382) de celle que I’on pourrait construire
pour le n° 393: chaque cOté passant par un point fixe corres-
pondra & un sommet glissant sur une droite fixe, et récipro-
quement. Comme la conique de la premiére figure donne aussi
une conique dans la seconde (379), on a le théoréme suivant :

Les n sommets d’un polygone glissant sur n droites données,
tandis que n — 1 cOlés tournent autour de n —1 points fizes,
le nime cOté enveloppe une conique.

On sait, en effet, qu’un point de la conique, dans la premiére
figure, a pour polaire une tangente a la seconde conique. Cela
généralise ce qu’on a vu a la fin du n° 394.

VII. — FAISCEAUX MOBILES.

399. Nous avons vu (112) que si 'on joint quatre points
fixes A, B, C,D d'une conique a deux points quelconques M
et M' de cette conique, les deux faisceaux des sommets M et
M’ sont homographiques, c’est-a-dire qu’ils ont les mémes
rapports anharmoniques.

Réciproquement, soient deux faisceaux homographiques M
etM', et A,B, C, D les points ou se coupent leurs lignes ho-
mologues : si, par les cinq points A, B, C, D et M on fait pas-
ser une conique, elle passera aussien M'.
~ Cela revient a dire que si deux faisceaux homographiques
tournent autour de leurs sommets M et M, les points d’in-
tersection de leurs droites homologues sont sur une méme
conique avec M et M’, que I'on peut maintenant supposer
fixes.
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400. Si chaque faisceau a un mouvement quelconque; si,
par exemple, le premier est mobile, le second restant immo-
bile, ou réciproquement, le théoréme précédent fait voir que
chaque position donne six points placés sur une certaine co-
nique : mais pour que les points appartenant i toutes les posi-
tions soient sur une méme conique, il faut que le mouvement
d’un des faisceaux soit déterminé par celui de Uautre.

401. Autre démonstration du théoréme de Pascal. —
Considérons un angle fixe AOa et une droite mobile pas-
sant par un point fixe S : quatre positions de la droite dé-
termineront sur les cotés de Iangle les points A, B, C, D et
a, b, ¢, d qui auront de part et d’autre le méme rapport anhar-
monique. Donc, si 'on joint les quatre premiers points a un
point fixe F, et les quatre autres a un second point fixe f, les
faisceaux F et f seront homographiques. Dans ces faisceaux,
deux droites homologues FA, fa se coupent en M suivant une
conique passant en F et f; c’est la conséquence des numéros
précédents. On en conclut le théoréme que voici :

Soit un triangle mobile A aM dont les cotés passent par trois
points fixes F, f et S, et dont deux sommets A et a glissent
sur deux droites fixes OA et Oa; le troisiéme sommet M dé-
crit une conique.

Mais nous avons vu (387) que ce théoréme était identique
avec celui de Pascal; donc celui-ci est démontré.

&02. Description des coniques.—Soient AMB, AM' B ( fig. 119)
deux angles de grandeur conslante « et &', mais mobiles au-
tour de leurs sommets fixes M et M’; si ces angles tournent
de maniére que le point A se meuve sur une conique passant
aux sommets M et M’, le point B décrira aussi une autre co-
nique passant par les deuzx mémes sommets.

En effet, les positions consécutives des droites MA, M’A se
coupant par hypothése sur une méme conique, passant en M
et M’, les rapports anharmoniques des positions consécutives
de MA seront les mémes que ceux des positions correspon-
dantes de M’ A : c’est une réciproque évidente des n°s 399
et 400.

Mais comme « et &’ sont constants, le mouvement angulaire
de MB et de M’B sera tel, que les positions consécutives de MB

4
i
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feront entre elles les mémes angles que celles de MA, et les
positions de M’'B les mémes angles que celles de M'A. Il en
résulte que les faisceaux MB et M’ B’ sont respectivement ho-
mographiques avec les faisceaux MA et M'A : donc ils le sont
entre eux ; ainsi, d’aprés les numéros cités, le point B décrit
une conique passant aussi en M et en M'.

403. Si nous imaginons que la conique A se réduise a I'en-
semble dé la droite MM’ et d’une autre droite sur laquelle le
point A doive glisser, nous avons la construction suivante,
due a Newton :

8i deux angles dannés de grandeur AMB = o, AM'B =/,
tournent autour de leurs sommets M et M' de maniére que
le point A soit sur une droite donnée, le point B décrira une
conique qui passera par les points M et M'.

Pour trouver la tangente au point M, il faut prendre la posi-
tion ou le point B, aprés s’étre rapproché de M, finit par s’y
confondre. Alors M’B venant sur M'M, M'A viendra en M'A,,
tel que A,M'M = «'. Soit donc A,MB, = «, MB, sera tangente
en M, puisque B et M se réunissent en M.

On trouvera de méme la tangente en M’ : seulement,. en
faisant tourner les angles, il ne faut pas intervertir le sens
des cOtés respectifs, c’est-a-dire ne pas confondre MA et MB,
M'A et M'B.
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CHAPITRE XVI.

THEOREMES DE NEWTON ET DE CARNOT.

I. —Tutortme ad quatuor lineas.

40%. Ce théoréme, dd & Pappus, a été développé par Newton,

qui en a fait la base de la théorie des coniques. Nous allons
d’abord démontrer un lemme relatif au cercle.
* Dans un quadrilatere inscrit au cercle, le produit des dis-
tances d’un point de la circonférence & deix cOtés opposés
est égal au produit des distances de ce point aux deux autres
cOtés ( fig.120).

Joignons ce point quelconque M de la circonférence 4 deux
sommets opposés A et G, les triangles MAH, MCI' sont sem-
blables, parce que les angles MAD, MCD sont supplémentaires;

MH Ml . ;
on aura donc —— MA = AMC’ de méme, les triangles MCH’, MAI
sont semblables, parce que les angles inscrits MAB, MCB ont
MH' Ml

la méme mesure; donc —— Mulnplnam, il reste en

MC T MA’
effet MH.MH = MI'.MI.

405. Concevons la section circulaire d’un cylindre droit a
base elliptique, afin de passer du cercle a I’ellipse par les pro-
jections; nous établirons le lemme suivant :

8i d’un point du plan du cercle on abaisse une perpendicu-
laire sur une droite contenue dans ce plan, et si, de la projec-
tion du point donné, on abaisse une perpendiculaire sur la
projection de la droite donnée, le rapport de ces deux per-
pendiculaires est constant, c’est-a-dire indépendant ({e la po-
sition du point donné ( fig. 121)..

Soit A,B, projection de AB et M, projection de M; soit M
perpendiculaire sur AB et M, H, sur A;B: menons aussi, pa-
rallélement 4 la génératrice MM,, les droites HA, et H, A qui

’
4.
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seront nécessairement dans le plan projetant ABA,B,, de sorte
que A, serasur A, B, et A sur AB.

Nous remarquerons que le plan MHA, a une direction déter-
minée, puisqu’il est paralléle aux génératrices, et qu’il coupe
le plan du cercle suivant une perpendiculaire & AB; donc la
droite M, h,, suivant laquelle ce plan coupe celui de la base, a
aussi une direction déterminée, c’est-a-dire indépendante
de la position du point M : ainsi le triangle M,H, A, rec-
tangle en H,, est d’espéce donnée. De méme, le plan MM, H,
est d’une direction déterminée, puisque M, H, est perpendicu-
laire sur A,B,; donc sa trace M/ sur le plan du cercle aura
aussi une direction déterminée, et le triangle MHA, rectangle
en H, sera encore d’espéce donnée.

1;/;' /' et II\SI sont constants : de
plus, le rapport de H.h, 2 HA est aussi constant, puisqu’il ne
dépend que de P'inclinaison mutuelle des droites AB et A,B,.

D’apres cela, les rapports

Donc enfin le rapport Igl'g' est indépendant de la position du

point M.

M H,.MH, MTI, .M]I,
MEME ¢ TMITMI
sont deux rapports constants et qu’il en sera de méme pour
celui qu'on obtiendra en les divisant : mais, dans cette opé-

ration, les diviseurs disparaissent (404 ), ce qui donne

M.H,. M, X,
M.T.M.T,

406. Ce théoréme, étant démontré pour I'ellipse, s’étend a
toutes les coniques parle principe de continuité; on peut donc
formuler de la maniére suivante le théoréme ad quatuor lineas:

Dans un quadrilatére inscrit & une conique, le produit des
distances d’un point de la courbe & deux cotés opposés du
quadrilatére est au produit des distances de ce point aux deuzx
autres cOlés dans un rapport constant.

Rien n’exige que le quadrilatére soit convexe.

407. Le théoréme que nous venons de démontrer peut
encore se conclure de celui de Desargues (170). En effet,
soient p et p' les perpendiculaires abaissées du point ¢ ( fig. 55

D’aprés ce lemme, on voit que

= const.
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sur les cOtés opposés AD, BC; soient ¢ et ¢’ les perpendicu-
laires abaissées du méme point ¢ sur les autres cotés opposés
AB, DC: nous aurons les relations

p=casina, p' =ca'sina’, ¢=cbsinb, ¢ =cb sin¥,
ce qui donnera
pp =ca.ca'.sina.sina’, qq'=cb.cb'.sinbsinb’,
et
pp __ca.cd' sina.sind
qq ~ cb.cb sinb.sind'

Soient P et P, Q et Q' les perpendiculaires analogues pour ¢,
on aura de méme

PP’ cda.cad sina.sinad

QQ" T ('b.c'b sinb.sinl’

Mais le théoréme de Desargues a fait voir que

ca.ca’ _ca.c'ad pp _ Pl
b = dbort 1 gg =g’

ce qui démontre le théoréme de Pappus.

On voit que ¢ et ¢’ sont ici deux points pris arbitrairement
sur une conique quelconque, quoique la fig. 55 représente
un cercle.

408. Application au triangle. — Si un des coiés dégénére
en tangente, on a le théoréme suivant :

Dans un triangle inscrit & une conique, le produit des dis-
tances d’un point de la courbe & deux cotés du triangle est
dans un rapport constant avec le produit des distances de ce
point au troisieme cOté et & la tangente aw sommet opposé.

409. Si deux cdtés opposés du quadrilatére dégénérent en
tangentes, les autres cOtés se cenfondent dans la corde qui
joint les deux points de contact. Voici donc le théoreme qui
en résulte :

Le produit des distances d’un point quelconque d’une
conique aux tangentes & deux points fixes de celte conique es
dans un rapport constant avec le carré de la distance du pre-
mier point & la corde qui joint les points fixes.
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II. — THXOREME DES SEGMENTS.

10. D’un point O dans le plan d’une conique, menons
deux cordes qui coupent la courbe aux points A et B, Cet D:
d’un autre point O' menons, parallélement aux premiéres,
deux autres cordes qui coupent la conique aux points A’ et B,
C’ et'D'; on a toujours

OA.0B__ O'A.O'B
0C.0D ~ 0'C. 0D

Supposons que ces cordes, considérées d’abord dans une
ellipse, soient, sur le plan de cette courbe prise comme base
d'un eylindre droit, les projections des cordes analogues obte-
nues dans une section circulaire oblique. On sait, par un
théoréme élémentaire, que ce cercle donne

oa.ob _o'd.o'b
oc.od” o' c.dd

=1.

Mais les triangles projetants, déterminés par des droites pa-
ralléles, étant semblables, on aura

OI AI ol al OIBI _ ol bl .
T ob’

OA —oa ¢ OB

OA.OB od.dV
0OA.OB ~ oa.odb

d’ou

On aura de méme

oc.oD _odd.od"
0C.OD — oc.od °
on obtient done, en divisant,
O'A’.0'B" _OA.OB __
O'C’.0'D" " 0C.0b

ee qui revient au théoréme énoncé.

Cette proposition s’étend de Pellipse aux autres coniques
par le principe de continuité.

411, Ce théoréme, établi par Apollonius sur une conique, a
¢é1é étendu par Newton a une courbe algébrique quelconque
de degré m; seulement, ici, les points tels que A et B sont
en nombre m, réels ou imaginaires,
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La courbe, rapportée a OA et OC comme axes, aura pout
équation
Mzm+...+Nym4...4+U=o0;

or, d’aprés la théorie des équalions, on sait que_
U U
0A.0OB 5 e 0C.0D =R
donc
OA.OB... N
0C.0D... ™ M

Transportons I'origine en un autre point O, sans changer la
direction des axes, nous trouverons la méme valeur pour
Pautre quotient.

III. — TutorkME DE NEWTON SUR LE QUADRILATERE CIRCONSCRIT-

412. Nous commencerons par rappeler le lemme suivant
(fig. 122):

Dans un quadrilatére circonscrit au cercle, la somme de
deuz cOtés opposés est égale & celle des deux autres cotés.

En effet, soient a, b, ¢, d les points’ de contact des cdtés
AB, BC, CD, DA; posons

Aa=Ad=uq,

et soient de méme (3, y, d les longueurs des tangentes qui par-
tent des sommets B, C, D : il est ¢lair que

AB4+CD=a+f +‘y+3,

et que telle sera aussi la valeur de BC + AD.
La réciproque est vraie; ainsi supposons
AB + CD=BC—+AD,

et décrivons un cercle tangent 3 AB, a AD et a BC, il faui
prouver que ce cercle est aussi tangent a CD. Soit

Ae=Ad=2«, Ba=Bb=§ ct Cc=Cb=y.

Posons
Dd =1,
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P'égalité supposée donne

Ch = 7+ 03

mais déja sur cette droite on a pris la distance
Cec= ¥

il reste donc
De= 6;

donc le point ¢, ainsi marqué sur CD, est un point de contact
pour la tangente partant de C et pour celle qui part de D: par
conséquent, ces deux tangentes se réunissent en DC.

413. Voici maintenant I’énoncé du théoréme en question:

Dans un quadrilatére circonscrit & une conique, la ligne qui
Joint les milieuzx des diagonales passe par le cenlre de la
courbe.

Considérons d’abord le cercle de centre O. Soit M le milieu
de AC, MO coupe BD en N, et il faut prouver que BN=ND. 1l
suffira pour cela de montrer que les triangles BMO, DMO sont
équivalents; comme ils ont déja la base commune MO, leurs
hauteurs BE, DF seront égales, et les triangles rectangles BEN,
DEF étant égaux, BN sera égal 3 ND. ‘

11 faut donc calculer le triangle

BMO = 0AB — OAM — AMB,
ou bien
BMO = OMC + BMC — OBC,
d’ou
' 2BMO = OAB — OBC,
car OAM et OMC se détruisent, ainsi que AMB et BMC,
puisque M est le milieu de AC: donc

2BMO:§(AB——BC),

R étant le rayon du cercle.
On aura de méme
DMO = DAO + AOM — DAM,
et aussi
DMO — DMC — OMC — DOC.
Par conséquent,

2DMO = DAO —DOC,
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car AOM et OMC se détruisent ainsi que DAM et DMC; il reste

2DMO = ’; (DA —DC).
Mais il résulte du lemme (412) que
AB—BC=DA—DC:
BMO = DMO,
BN =DN.

donc

et, par suite,

Ce théoréme s’étend a I'ellipse par les projections cylin-
driques qui font correspondre les centres des deux courbes; il
s’étend a toutes les coniques par le principe de continuité.

h1h. Ainsiune droite telle que MN, c’est-a-dire joignant les
milieux des "diagonales du quadrilatére circonscrit a une
conique, passe toujours par le centre de la courbe. Donc, si
cette courbe devient une parabole, la droite MN sera paralléle
a l'axe focal.

415. La démonstration, méme faite sur le cercle, est sujette
a certaines modifications, suivant la nature du quadrilatére.
Du reste, ce quadrilatére circonscrit a la conique peut ne pas
étre convexe.

Enfin on sait (168) que la droite MN passe par la troisiéme
diagonale du quadrilatére complet.

516. Comme corollaire du théoréme général, nous obser-
verons que foutes les coniques inscrites dans un méme qua-
drilatére ont leur centre sur une méme droite.

k7. Théoréme de Gergonne sur le triangle circonscrit.—
Supposons que, dans la fig. 122, deux cotés, tels que DA, DC,
se rapprochent de maniere a se mettre en ligne droite : le
quadrilatére se réduira 4 un triangle circonscrit ABC, ou le
c0té AC sera tangent au point D dans lequel se réunissent aussi
les points de contact ¢ et d ( fig. 123). On a donc le théoréme
suivant :

Dans un triangle circonscrit & une conique, la droite qui
Joint le miliew d’un c6té avec le milieu de la distance du point
de contact de ce cOté aw sommet opposé passe par le centre
de la courbe.
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Il y aurait deux autres droites analogues @ MN.

La fig. 123 montre qu’un polygone circonscrit n’entoure pas
toujours la courbe, méme lorsqu’il est convexe, comme un
triangle I’est nécessairement.

1V. — THuEOREMES SUR LES FAISCEAUX HARMONIQUES.

b18. Les cotés d’un angle sur le plan d’une conique font
partie d’un faisceau harmonique dont les autres droites con-
Juguées sont la ligne qui joint le sommet de ’angle au centre
de la courbe, et la polaire du miliew de la distance entre les
poles des cotés de cet angle ( fig. 124).

D’un point S, sur le plan d’un cercle, menons deux sécantes
Sad, Sbc qui détermineront le quadrilatére inscrit abed, et
le quadrilatére circonscrit ABCD : cherchons la polaire du
milieu M de la diagonale AC.

Il est clair que AC est la polaire de S, puisque cette droite
contient les pdles A et C de ad et de be: donc AC est perpen-
diculaire sur OS (53), puisqu’il s’agit d’un cercle. Enfin la po-
laire de M, comme celle de tout point de AC, passe en S: ob-
servons aussi que BD passe en S, car B et D, ainsi que S, sont
sur la polaire du point R ou concourent ba et cd.

Cela posé, pour avoir I’équation de cette polaire de M, nous
prendrons SO pour axe des abscisses et S pour origine. ‘Alors
les équations de Sad et de Sbe sont

y=mx, y=mxz,
I'équation du cercle étant
(#—py—+y =r,

en posant OS = p. Donc celle de la polaire d'un point repré-
senté par 2’ et y’ sera

(x—p) (2 —p)+yy' =r.

S'il s’agit du point S, pour lequel ' =0, »'=o, I'équation
de AC, polaire de S, sera

(z—plp4-ri=o:
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donc, en indiquant par X = SH cette valeur de z, on a
X=p— -

Maintenant, pour trouver 'ordonnée HA = 5, du point A, pole
de ad, il suffit d’identifier les équations
y=mx et yyi+(x—p)(X—p)=ry
dont la seconde, a cause de r*+ (X — p) p = o, devient
yri+z(X—p)=o.

Donc I’identification donne

m=— _P__._._j.(. s dou yi= L.
i pm
On aura de méme
) r?
CH ——:,7'1 o ]7;17 .
Alors ’
2 2]] m m

’équation de la polaire de M, étant de la forme y = p.x, devra
encore étre identifiée avec 1'équation

(x—p)(X—p)+yY=r?, oubien yY+ 2(X—p)=o;

ainsi
_p=X_r 2p 2
b= Y " p L[ 1 1\ 1 1
rPy—=<+— — 4+ —
m  m m  m
ou enfin
a2mm’
ST m4-m

Maintenant, dans ’égalité
(a|+ as) (ag—l—m) = z(a,a3+ aza‘) (32)’

qui constate le rapport harmonique de quatrc poiuts ou de
quatre droites, posons

a=m, puis w=o
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pour la droite SO, et
as=m/,
il reste
(m4+m')a,=2mm' et a, = p.

Ainsi 8§, conjuguée de SO pour former un faisceau harmo-
nique avec Sad et Sbc, est en effet la polaire du milieu M
de AC. Par conséquent, le diamétre OM est perpendiculaire
sur S8’ (53).

~ 419. Le théoréme, étant ainsi démontré pour le cercle,
s’étendra a D'ellipse au moyen des projections cylindriques
dans lesquelles les milieux des droites se correspondent. En-
suite on le généralisera pour les autres coniques au moyen
du principe de continuité (177).

Dans ces transformations, le diamétre OM et sa perpendi-
culaire S§' deviennent évidemment les directions de deux
diamétres conjugués de la conique. Nous pouvons donc com-
pléter 'énoncé du n° 418 par I'observation suivante :

La polaire du miliew de la distance indiquée est paralléle au
diameétre conjugué de celui qui passe par ce milieu.

§20. On prend le sommet d’un des trois angles dont les c6tés
réunissent deux & deux quatre points donnés d’une conique, et
l’on cherche par rapport auz cotés de cet angle la conjuguée
harmonique de la droite qui joint ce sommet au centre de la
conique; démontrer que celte conjuguée harmonique et les
deux autres droites analogues sont paralléles ( fig. 124).

Ces quatre points étant a, b, ¢, d, les sommets des angles
sont S, R, T. On vient de trouver S8’ conjuguée de SO relati-
vement a l'angle aSb, on trouvera de méme RR' conjuguée
de RO relativement a Pangle aRd: d’aprés ce que V’on vient
de voir, RR’ sera la polaire du milieu N de BD. Soit I le point
d’intersection de ces polaires S8’ et RR’, il est clair que I sera
le pole de MN. Mais nous avons vu (#13) que MN passe par
le centre; donc le podle I est a l'infini, c’est-a-dire que S’
et RR" sont paralléles : le raisonnement serait le méme pour
la troisiéme droite TT’; ainsi le théoréme est démontré. On
sait (396) que T est a la fois le point de concours des diago-
nales de ABCD et de abed. Donc les points ou concourent AD
et BC, AB et DC sont, ainsi que R et S, sur la polaire de T.
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Les deux propositions de ce paragraphe sont dues a Newton:
mais on les croyait nouvelles quand la derniére a été dé-
montrée directement par la Géométrie et par I’Analyse ( Nou-
velles Annales de Mathématiques, 1863, p. 49 et suiv. ).

421. Application au triangle. — Si les directions AB, AD se
rapprochent et finissent par coincider, les points A, a, d, R, T
se réunissent en un seul point T, contact du cdté BD, dans
le triangle BDC; on aura encore SS’ paralléle a TT’, conjuguée
de TO relativement a I'angle bTec.

V. — Takorkime pE CARNOT.

422, Considérons les intersections d’une conique par un
polygone donné : il y a sur chaque c6té de ce polygone deux
sommets A et B et deux points de la conique M et S, ce qui
donne deux produits de segments a partir de chaque sommet,
savoir: AS.AM et BS.BM. Mais par le sommet A il passe aussi
un autre coOte qui coupe la courbe aux points T et Q, ce qui
donne le produit AT.AQ: de méme, par le sommet B passe
un autre cdté qui coupe la conique en V et en P, d’ol résulte
le produit BV.BP. On obtient ainsi deux séries de produits
que l'on peut disposer de maniére que ceux de la premiére
série n’aient entre eux aucune lettre commune; il en sera de
méme pour ceux de la seconde.

Cela posé, le théoréme de Carnot consiste en ce que le
résultat obtenu en multipliant tous les produits de la premiére
série est égal & celui que l’on obiient en multipliant tous
ceux de la seconde.

Ainsi

AS.AM <X BV.BP x...=AT.AQ X< BS.BM X....

423. Nous vérifierons d’abord cette proposition sur le cer-
cle (fig. 125). Le théoréme connu des sécantes donne

AS.AM=AT.AQ, BV.BP=BS.BM,....

La relation écrite ci- dessus est donc évidente; ainsi, le qua-
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drilatéere de la figure actuelle donnera

AS.AM < BV.BP < CN.CR < DQ.DT
= AT.AQ < BS.BM <X CV.CP < DN.DR.

42k, La proposition s’étendra d’abord a 'ellipse par le prin-
cipe de continuité. En effet, soient a, b, m, s les projections
de A, B, M, S sur le plan de l'ellipse : comme ces quatre
points du plan du cercle sont sur une méme droite AB, tou-
tes ces projections seront dans le méme plan projetant; on

aura donc
AS AM __BS BM

= = = — d’ou
as am bs — bm’

AS.AM __ BS.BM
as.am ~ bs.bom’

et enfin
AS.AM __ as.am
BS.BM — bs.om~

Or, I’égalité de produits démontrée dans le cercle peut se
mettre sous la forme

AS.AM __ BV.BP .
BS.BM ~CV.CP ST D

en prenant, pour former le numérateur et le dénominateur de
chaque fraction partielle, les deux produits binaires formés
sur un méme cOté : on aura donc aussi

as.am bo.bp
bs.bm “" ¢cv.cp

X.o..=1,

ce qui démontre le théoréme pour Pellipse. On I'étendra aux
autres coniques par le principe de continuité.

425. Non-seulement le polygone n’a pas besoin d’étre con-
vexe, mais il n’est pas nécessaire que tous les cotés coupent
la conique. En effet, comme il n’entre dans la formule que le
produit des segments délerminés par chaque cdté, ce produit
est réel, méme quand les segments sont imaginaires.

426. Ce théoréme s’étend a un polygone non terminé, c’est-
a~dire aboutissant a deux cdtés paralleles; par exemple, deux
paralléles coupées par une sécante représentent un triangle
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dont un sommet est a U'infini. En général, A étant a linfini,

il reste
AS.AM

AT.AQ "

et le point A disparait de la formule.

Si un coté, tel que AD, devient tangent, il n’en résulte rien
de particulier, seulement les produits AT.AQ, DT.DQ devien-
nent des carrés.

427. Voyons ce qui se passe quand un sommet du polygone
est sur la conique méme : considérons d’abord le cas ol ce
sommet B est trés-prés de la courbe; le triangle BSV donnera

toujours
BS sinV

BV = s s’
Ainsi, quand les points B, S, V se confondent, la limite du rap-
BS
port oy
posés de I'angle inscrit avec la tangente en ce point : par con-
séquent, I'indécision disparait de la formule.

Cetie formule permet alors de trouver la tangente a celui des
sommets qui est sur la courbe, car ce rapport des sinus suffit
pour déterminer la. direction de la tangente.

428. Nous pouvons encore, en admettant que trois points
M, V, S (fig.126) viennent a se rapprocher indéfiniment,
trouver le cercle qui passe par ces trois points infiniment voi-
sins, ¢’est-a-dire le cercle osculateur. La corde MS étant cou-
pée par les autres cordes VP et TQ, nous appliquerons le
théoreme de Carnot au triangle ABC ainsi formé, ce qui donne

AT.AQ _ CP.CV __ BM.BS _
CT.CQ " BP.BV " AM.AS

est égale au rapport des sinus que font les cotés op-

Soit K le point ou la circonférence qui passe en M, V et S vient
couper BC, on a
BM.BS =BV.BK,

et I'équation précédente revient a

AT.AQ CPCV  BK
CT.CO " "BP 'AM.AS— 13
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enfin, comme B, M et S se confondent en V, il reste

VK _AT.AQ CP.CY _
VPCTI.CQ © Tyt

Ainsi, pour trouver un point K de la circonférence osculatrice
en un point donné V d’une conique, il faut mener la tan-
gente AV et la couper par deux droites CA, CV dont la derniére
passe en V; sur cette droile on porte la valeur VK que l'on
vient d’obtenir au moyen des segments que les lignes font sur
la conique : on trouvera ainsi autant de points que I'on voudra
de la circonférence osculatrice. On peut prendre AC paraliéle &
chaque direction de la sécante CV: alors le point C, étant a I'in-
fini, disparait de la formule (422), et I’'on obtient

VP.AV'

VK= Trxg°

429. Le théoréme de Carnot peut se démontrer pour toutes
les courbes algébriques, dont I'équation est de la forme

Mx"+...+ Nx"+4...+~U=o.

Nous considérerons I'intersection de cette courbe par le qua-
drilatére ABCD ( fig. 125): nous représenterons les cotés AB,
BC, CD, DA par les chiffres 1, 2, 3, 4 et nous supposerons que,
dans I’équation précédente, la courbe estrapportée au point B
comme origine, en prenant pour axe des abscisses le c6té 1,
et pour axe des ordonnées le coté 2.

D’aprés cela, et en raisonnant comme nous l'avons déja
fait (411), si nous indiquons par, p le produit des segments dé-
terminés par le coté 1 a partir de B, et par ¢ le produit analogue
pour le co1¢ 2, nous aurons

p:M:qN

Comme changement provisoire de coordonnées, prenons
pour axe des abscisses, au lieu du ¢dté 1, une paralléle menée
par B au coté 3, le cOté 2 restant toujours I'axe des ordonnées.
Il est clair, d’aprés les formules de transformation, que le
termeindépendant U ne changera pas, puisque I'origine reste la
méme. Comme l'axe des y ne varie pas non plus, le produit ¢
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reste encore le méme, et puisque 'on a

U
g ==t =,
1 N
le coefficient N n’est pas altéré ; mais le coefficient de 2™ de-
viendra M, et I'équation sera de la forme

Mazm+4...4-Ny"+...+U=0o.

Maintenant transportons I'origine a 'autre sommet C du ¢6té 2,
sans changer la direction des axes. Le coté 3 deviendra celui
des abscisses, etle coté 2 restera toujours celui des ordonnées:
il suffira, dans I’équation générale, de changer y en y —+ BC.
Cette équation deviendra donc

Ma"+...+Ny"+... 4+ U =o0.

Soit ¢’ le produit des segments déterminés encore par le
¢0té 2, mais a partir de G, et p’ le produit des segments dé-
terminés, a partir du méme sommet, sur le cO6té 3; nous
aurons, comme précédemment,

PN =g N

On trouverait, en répétant les mémes raisonnements, que
I'équation de la courbe, rapportée encore au cdté 3 comme
axe des abscisses, et au cO1é 4 comme axe des ordonnées, sera

Mz 4. -Nymnt. . .4+ U =0,
ce qui donne une égalité telle que
])Il I\!I — qll N(’

et I'on ferait ainsi le tour du polygone, quel que fut le nombre
des cOtés.

Enfin 'on revient a faire usage du cdté 1. Si le polygone a
un nombre pair de cOtés, comme le quadrilatére que nous
prenons pour exemple, on peut remarquer que ce cté 1, pris
une seconde fois, sera encore l'axe des abscisses comme tous
les cdtés impairs. Donc, le c6té 4 étant pris en méme temps
comme axe des ordonnées, I'origine scra le point A, et I'on
aura

Mam 4. . .4 Nypm4. .4+ U"=o.

-
¢
(&
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Ici N’ reste ce qu'il était dans I'équation précédente, puisque
q p ]
I'axe des ordonnées reste le méme, et M redevient ce qu’il
était dans la premiére équation, puisque l'on revient au pre-
mier axe des abscisses. Ainsi I'on aura, a partir du point A, la
relation
I)III BI o qlﬂ N/.

Ces diverses relations peuvent s’écrire de la maniére sui-
vante :
P . N ql . I\l[l [)” . Nl qlll 1\[

q_ﬁ’ ]7_1_\‘_/.’ q//_I\II’ i)m_N—/'
Multipliant ces relations, et supposant un nombre quelconque
de cotés, on a

Pour voir ce qui se passe quand le nombre des c6tés est im-
pair, supposons qu’il y en ait cing. Alors la derniére équation
écrite, ramenant a un cinquiéme sommet E, sera

Mllxm_*_' . '+N,ym+' 00+U”I:0,

et la derniére relation écrite deviendra

q " n "

p'M"=¢q"N', ou 17'=W'

Enfin la derniére de toutes les équations ou le coté des ab-
scisses sera 5, celui des ordonnées étant 1 et P'origine étant A,
s’écrira

Mzm4...4+My"+...+U"=o0.

ici le coefficient M reparait, mais relativement aux ordonnées:
on aura done
M
"1“” = q'v M ou P
P q M, q" M 7
et par conséquent

4 m

r.9¢pr. ¢ p":,
A O

A

Ainsi, que le nombre des cdtés soit pair ou impair, on a tou-
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jours larelation

’ ” "

LK N SO
a7
elle constitue le théoréme de Carnot.

430. On comprend que ce que nous avons dit, relativement
aux coniques, sur les segments imaginaires, les sommets a
I'infini, les tangentes et les cercles osculateurs s’appliquerait
de méme aux courbes algébriques quelconques.

Il ne faut pas négliger de considérer les signes des segments
et de leurs produits : il sera toujours facile d’écrire les seg-
ments de maniére que les deux membres de I'équation aient
le méme signe.

431. Sim =1, c¢’est-a-dire si, au lieu d’'une courbe, on prend
une ligne droite, chacune des quantités p, g... se réduit &
une seule droite, et l'on retrouve un théoréme déja dé-
montré (13).

Considérons enfin le cas dans lequel la courbe se réduit
au systeme de deux droites se coupant en O (fig. 127). Nous
prendrons simplement l'intersection de ces droites par les
cO1és d'un triangle ABC qui donneront, avec leurs prolon-
gements, la formule

AM.AS < BV.BP < CR.CN = AR.AN < BM.BS <X CV.CP.
432. Prenons encore une courbe de degré p, indiquée par
A+Bzx +Cy—+...=o,

et que coupent des droites représentées par y =ax; ona
1 1
A;;] —l—(‘}v—!—c(l);;:—l—...——o.

Pour m, conjugué harmonique de P'origine O (302), 3 = ax,
et la somme des racines donne
p_ —(B+Ca)

X, A
De 13,
Bz, +Cyi+pA=o,

et le lieu des points m est une droite, polaire de O. Si les
cordes sont paralleles, O est a U'infini (303 ).

———— S
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CHAPITRE XVIL

AUTRES PROPRIETES DES CONIQUES.

I. — ProrosITION INVERSE DU THEOREME DE Parpus (406).

433. Un quadrilatére étant circonscrit & une conique, le
produit des distances de deux sommets opposés, & une cin~
quieme tangente quelconque, est dans un’ rapport constant
avec le produit analogue, relatif aux deux autres sommets du
quadrilatére ( fig. 128).

Soit ABCD le quadrilatére circonscrit a la conique que nous
supposerons, pour fixer les idées, éire une ellipse rapportée a
ses axes. Soient a, b, ¢, d les points de contact du quadrila-
tére, et m celui de la cinquiéme tangente : pour comparer le
théoréme ad quatuor lineas avec celui que nous voulons dé-
montrer, il faut considérer d’'un coté la distance mp =0 du
point m a ad, polaire de A, et de lautre coté la distance
AP = A du point A a la tangente mP, polaire de m.

Soient x et y les coordonnées du point A, z, et y celles du
point m; nous cherchons d’abord . Or ad étant polaire de A,
nous avons

brx b
]' @y Ty _@yyi+bax—atl?

b4x2 - Vai vy 4 bix

0)

De méme, mP étant tangente en m, la distance AP aura pour

expression
@y b 2 — Ir

Ao ot
V@ i bl
d’ou Pon tire,
o
Ao

¢n indiquant les radicaux parp et g,
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Soient «”, y” les ordonnées du sommet C, opposé a A; on
aura de méme

R/

" p , . 00 o}
AR i

De méme, soient 2/, 3’ et z”, y" les coordonnées des deux
autres sommets B et D, nous trouverons aussi
3/ ¢"” ol
ATAT T .0’".
Cela posé,
60” AA”  plg”
o 6’” AN po”

N4

8/ N
est indépendant de la position du point m: le second membre

”

Mais, d’aprés le théoréme de Pappus (406), le rapport

r . /
Iest aussi, puisque la quantité pi a disparu; donc AT AW Sera

encore indépendant de la position du point m.

k3h. Ce rapport constant est égal a celui que lon trouve-
rait en remplagant la cinquiéme tangente par un foyer de la
conique.

Soit y=ax -+ 3 I'équation d’'une tangente quelconque, le
rapport précédent a pour expression

(%—M—B —M”—-B)
(yp'—oax'—p )(y —ax”—p)

F =
On sait qu’un foyer de la courbe peut étre considéré comme le
point de concours de deux tangentes, représentées par
y=mtV—i(x —c¢).

Or, le rapport constant, pris relativement a 'une de ces tan-
gentes, a pour expression

[r—=v=i(z—e)][y"—V—1(2"—¢)]

1 R RN A T -1/, S

[ — V=i (@ =)l — V=1 (2" — o]

L’auwre tangente donne un résultat identique, sauf le signe du
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radical ; donc, multipliant ces deux valeurs de r, il reste

. (=Pl [y (2" —c) ]
R e I C R

ce qui démontre la proposition. Il est clair que la valeur de r
est la méme pour les deux foyers.

435. Application au triangle. — Concevons que le point D
se rapproche de la courbe et finisse par faire un point de con-
iact qui se réunisse avec cet d; le quadrilatére se réduira au
iriangle circonscrit ABC, mais le théoréme deviendra :

Un triangle étant circonscrit & une conique, le produit des
distances d’une tangente quelconque & deux sommets est dans
un rapport constant avec le produit des distances de cette tan-
gente au troisiéme sommel et aw point de contact du coté
opposé & ce sommet.

La valeur de ce rapport s’apprécie toujours en remplacant
la tangente quelconque par un foyer.

1I. — ProposiTION INVERSE DU THEOREME DpE Desarcurs (170).

436. Un quadrilatére ABCD étant circonscrit & une conique,
si l’on forme avec les sommets un fatsceau ayant pour origine
le point O o&x concourent deux autres tangentes OH, Oh, ce sera
un faisceaw d’involution dans lequel seront conjuguées les
droites OA et OC, OB et OD, enfin OH et Ok ( fig. 129).

En effet, soient p et p’ les perpendiculaires abaissées sur Ok
des sommets opposés A et C; soient ¢ et ¢’ les quantités ana-
logues pour B et D; on sait, d’aprés le théoréme précédent

(529), que }‘; P est constant, ¢’est-a-dire indépendant de la po-

P’
sition de la tangente O 4. Donc, soit — I\ le rapport obtenu
p' PP’
pour l'autre tangente OH, on aura 1—1-, = e
qq" — QQ

Mais
p=0AsinAOk, p'=0CsinCOAL,
¢=0BsinBO/%, ¢'=O0DsinDOA,

et Pon aura des valeurs analogues pour P, P/, Q, (. Ainsi
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0A, OB, OC, 0D disparaissant, il reste

sin AO/.sin COA __ sin AOH.sin COH
sin BO%.sin DOZ — sin BOH.sin DOO ’

ce qui établit I'involution (150).

437. Sile point O est sur la conique, O/ et OH se confondent
en une seule tangente qui est unrayondouble d’involution.

438. Les cOtés BA, BC restant immobiles, si les cdiés DA,
DC se confondent, il reste un triangle ABC dans lequel le
point de contact D d’un cdté AC remplace le quatriéme som-
met d’un quadrilatére circonscrit.

Il en résulte donc un théoréme facile & concevoir, sur le
triangle circonscrit.

439. Si le cOté BC se rabat sur BA, et DC sur DA, on voit
que les sommets opposés C et A se confondent en A, tandis
que les autres sommets B et D se réunissent respectivement
aux points de contact a et d des tangentes parties du point A.
Il en résulte donc le théoréme suivant:

Deux angles O et A étant circonscrits & une conique, le
sommet O de chacun d’eux est Lorigine d’un faisceau d’invo-
lution qui a pour rayon double la droite OA et pour rayons
conjugués, d’un coté, les langentes issues du point O, et de
Uautre les droites qui joignent ce point O avec les points de
contact des autres tangentes.

5%0. Si deux tangentes sont paralléles, c’est-a~dire partent
d’un point A situé a 'infini, le rayon double sera une paraliéle
menée du point O a la direction commune de ces tangentes.

III — Tutorins DE STEINER.

ki1, Voici I'énoncé général de ce théoréme, démontré par
M. Faure ( Nouvelles Annales, 1855, p. 97 et suiv.):

Soienta et , b et 3, ¢ et y les foyers de trois coniques in-
scrites dans un méme quadrilatére, on a

ca.ca _ya.ya
cb.cf yb.yB
Cette relation, identique avec celle de I'involution, sauf que

les six points ne sont pas en ligne droite, est susceptible des
mémes modifications.
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bh2. Lemme d’analyse. — Soit
axt —bx* - cx* —dx +e=o
une équation du quatrieme degré; si 'on pose
L 1
y=
I'équation deviendra

a c b \
-3+—+e:x<-+d)-
Y a J

Elevant au carré, remplacant encore x? pari—_ et réduisant, on
a la transformée
ey’* —+2ce y3 + 20€ y"—+— 2dc |y 4 @t =o.
—d —a2bd — b
-+ ¢?
Les racines de la premiére équation étant
m,, m,, my, m,,
celles de la seconde seront
I ¥ 1 1

— —_ 5
m;’ m; ml  m?

3 —_— _

Cherchons maintenant la valeur du produit symétrique

I I 1 I
<I+"—2> <I+"—; L el 1+——2>
m; m; m; mi
des quatre quantités formées en ajoutant 'unité aux racines
de I’équation en y. Pour cela, posons
z=1+4y, dou y=2z—1,

ce qui donnera une équation en z, dont le terme indépendant
sera le produit cherché. On trouvera, pour valeur de ce produit,

1
;((ﬁ—i— b*—2ac—2ae + 2bd — ¢* 4 d* — 2 ce + €?)

(—d )it (a—c-t e 7 T\ [ 1)/ t\/ 1
e — =lep g e g ) L
e m; m; m; m?

; /
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Cette expression montre que le produit en question est con-
stant, si e est constant ainsi que les différences a — ¢, b — d.

b3, Application du lemme précédent. — 'Soit y*= 2 px
I'équation d’une parabole inscrite & un quadrilatére dont les
cOtés ont, par conséquent, des équations de la forme

P p P
Y=MIE G —— 5 YP=X A4 — =X+ 5
v 2Nt 2, 21M;
P
V= H X - ——
v 2Mm,

Soient ¢ et o les foyers d’une conique que nous allons
bientot assujettir a étre tangente au méme quadrilatére que
la parabole. Du foyer ¢ menons a la parabole des tangentes
dont les coefficients angulaires seront p. et w; comme les
équations de ces tangentes sont
P P,

D )”:{/-21’—!— —
2 1 20y

y=r

les coordonnées du point @, obtenues par I’élimination eutre
ces deux équations, seront

X =

P pP (A=)
, AV G
Il 2P
De méme, soient ps, v les cocfficients angulaires des tan-
gentes menées du second foyer « a la parabole, les coordon-
nées de « sont '

x = 4 y T/:P([J*_—_i__lu“_)‘

25 Vg - 2y g
Maintenant, pour établir que cette conique est tangente au
¢OLé du quadrilatére représenté par

V=, x —+ —iL 2

v 2 1y
il faut écrire, d’aprés une propriété connue des coniques, que
le produit des distances de ses foyers a ce cOté est une con-
stante B2, ¢’est-d-dire une quantité indépendante de la position
et de la direction de ce cote.
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On aura done

<~1-—-m r—'—-&> (7 —mx — -—P—-> =B (14 mi);

2m, 2m;

ou bien, d’aprés les valeurs des coordonnées,

%’(L..' s _‘_) (."«1 e mo __> = B(14-m?).
P L2 Lo [L2 m j2y |22y nm,

Posons, pour abréger,

K= 4;: )
il reste

[(pr A pra) e — 10— o pra ] [(pa= o) it — i — prapua}
= Kppapsps (14 m})mi.

Soit §; la somme des quantités g, pa, ps, a3 S: la somme
de leurs produits deux a deux; S; celle de leurs produits trois
a trois, et enfin S, leur produit, cette équation revient &

(2) (1—XKS,)m!—S8,m?+m?(S,—KS,)—S,m,+5, =o.

On aurait trois autres équations semblables en m,, m,, m; pour
indiquer que la conique est aussi tangente aux autres cotés du
quadrilatére. Done, si 'on regarde les directions de ces cotés
comme les inconnues de la question, on voit que m;, m,, m,,
m; sont les racines de 1'équation (2). .

Observons ensuite que cette équation ( 2) tombe dans le
cas du lemme (442). En effet, '

a=1—KS,, h=8, ¢=8—KS, d=8, e=S§;

alors la quantité

. § &1 G B
() (i) i) oy ===
m 1)53/ mj, S:

est constante, en ce sens qu’elle ne dépend pas de K, c’est-
a-dire de la valeur B? qui caractérise la conique.dont a et «
sont les foyers.

Si Pon indique par M; la somme des carrés u}, pi, pi, pis
par M. la somme de leurs produits deux a deux, par M, celle
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de leurs produits trois a trois, et par M, leur produit, on véri-
fiera facilement les relations suivantes:

M,=8}—28,, M,=8}—28S;+25,, M;=S5;—28,8,, M,=8;.
D"aprés celaon a

(8:—8, )+ (1—8, +8,)* 1+ M+ Mo+ Mo+ M,
Si - M, ’

mais aussi on a 'identité

(’ﬂ"{l-f) (1+{1-§) (I+[¢g) (I“i"{l-f) =1+M,+ M,+ M, +M,,

d'olt
! L/ /
'+M'+MQ+M3+M‘:&1+~'—Z> (l—l——]—,v) (z-u——'—,) <:+~'—n),~
M; SN *a s 23
et enfin

relation qui existe entre les inclinaisons des cOtés d’un qua-
drilatére circonscrit a une parabole, et celles des tangentes
menées a cette parabole par les foyers d’une conique égale-
ment inscrite a ce quadrilatére.

kih. Lemme géométrique. — 1l résulte de la que, si une
conique est inscrite dans un méme quadrilatére avec une para-
bole, le produit des distances de ses foyers & celui de la para-
bole est constant, ¢’est-a-dire indépendant des éléments de la
conique.

En effet, nous avons vu que les coordonnées d’un foyer a
de la conique étaient

o P P
2k P 2
Celles du foyer de la parabole éilant
p

=0 X = -
¥y et 5’
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le carré de la distance de ces deux points sera

2| 2 ' orr,)?
() -
4 L\ppa it

74 ,
= 4;{*27 (1= 2pp + pipd + (patp)]
— .Iﬂ 2 2 2 2
—EEE(ku+yf+%yﬂ

et ce carré est encore égal a

2 3 ('+{J-‘.")('+{J‘§):’—Z,;<1+i) (l+ i,)

5 P
Guius WA P2

Le carré analogue pour I'autre foyer « sera de méme

) )

ce qui montre, d’apreés la fin du numéro précédent, que le pro-
duit de ces carrés a pour valeur

Pt (10 ) <1+ L) (,+;>.
16 ( m'f) & m;, m? ) m?)’
ainsi se trouve démontré le lemme actuel.
hh5. Conséquences de ce lemme.— Soit ABCD le quadrila-
tére circonscrit a la parabole et a la conique; on peut consi-
dérer unec diagonale AC comme une ellipse infiniment mince,
dont les extrémités A et C seront les foyers : alors, le produit
Fa.F « étant constant, quelle que soit la conique, on aura

Fa.Fo=FA.FC;

comme on peut en dire autant pour Vautre diagonale BD, on
a la relation double

Fa.¥o=FA.FC=FB.FD.

On sait que quatre tangentes suffisent pour déierminer une
parabole; ainsi 'égalité FA.FC—=FB.TD exprime la relation
(qui existe entre les quatre sommets d’un quadrilatére et le
foyer de la parabole inscrite. Cela posé, 1'égalité double mon-
e que « et o forment avee A et C un second quadrilatére,
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avec B et D un troisieme, dans chacun desquels sera inscrite
une parabole ayant F pour sommet ; seulement ces trois para-
boles différeront entre elles.

D’aprés cela, considérons une secondc conique, inscrite
dans le méme quadrilatere ABCD, et ayant pour sommets b
et B: on aura encore

Fb.F3 =TFA.FC,
et, par suite,
Fb.Fp=Fa.Fa,

ce qui prouve, comme nous venons de le voir, que a et ¢,
b et B sont aussi les sommets d’un quadrilatére circonscrit &
une parabole de foyer F. Enfin, considérons une troisiéme
conique, également inscrite dans ce quadrilatére ABCD et
ayant c et y pour foyers; on aura encore

Fe¢.Fy=FA.FC,
ce qui donne la relation double, analogue a la premiére,

Fc.Fy=Fa.Fa=Fb.F.

Il en résulte donc aussi que les points ¢ et y jouent avec a
et a, b et Ble méme role quea et « avec A et G, B et D, c’est-
a-dire que cette troisiéme conique est inscrite dans le qua-
drilatére ab«f.

hi6. Démonstration du théoréme général.—Par conséquent,
d’aprés ce qu’on a vu n° &3k, le rapport des produits relatifs
aux sommets opposés « et «, b et 3 étant le méme pour le
foyer c et pour le foyer y, on.aura

ca.co _ya.yo
ch.cf o 7.8 )

c’est le théoréeme de Steiner.

On voit que les paraboles nont servi que de courbes auxi-
liaires.

&WT. Conséquences de ce théoréeme. — 1. énoncé suivant est
une conséquence évidente de la démonstration précédente.

8i trois coniques sont inscrites dans un méme quadrilatére,
chacune d’elles sera aussi inscrite dans le quadrilatére qui «
pour sommets les foyers des denx autres.
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Il est clair que cela s’étend a tant de coniques que l'on
voudra, inscrites dans un méme quadrilatére.

Comme cas particulier, nous remarquerons encore que si
une conique ayant a et « pour foyers est inscrite dans un qua-
drilatére ABCD, on a la relation

Aa.Aa _Ca.Ca
AB.AD _CB.CD’

Celatientace que les extrémités A et C, B et D des diagonales
peuvent étre considérées comme les foyers de deux ellipses
infiniment minces, mais inscrites au méme quadrilatére.

448. Ainsi, soient E et G les points ou concourent les ¢dtés
opposés BC, AD et BA, CD : nous aurons, de méme qu’au
n° 443, F étant le foyer d’une parabole inscrite 4 un méme
quadrilatére,

Fa.Fao=Fb.FB=Fc.Fy=FA.FC=FB.FD —=FE.FG.

&49. Applications & la parabole. — 1° Si la conique (¢, y)
devient une parabole dont le foyer y est a l'infini, la relation
devient ca.ca=cb.cB, ce qui fait retrouver le lemme du
n° ik,

2° Sil’on fait passer a I'infini un foyer qui ne figure que deux
fois dans la formule, tel que 3, on a la relation

ca.ca _cb
ya.ya b
entre deux coniques (@, ), (¢, y) et une parabole (b).
3» La comparaison des n° &%4 ct 445 donne

Fa. Foc—’f:—\/ o ( )( +__-)( s | =FAFC.
A n m?

Mais il sera facile de constater que le carré de la distance du
foyer F de la parabole au point de contact de la tangente re-
présentée par

— 4
y=mx -+ Y

O ()

sera
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De la on conclut le théoréme suivant :

Un quadrilatére étant circonscrit & une parabole, le produit
des distances du foyer & deux sommets opposés est égal & la
racine carrée du produit des distances de ce foyer aux quatre
points de contact.

4° On en conclut encore I’énoncé que voici :

8i lon considére deux points fixes A et C, ainsi que des pa-
raboles de méme foyer F, et que ’on méne par les poinis
donnés quatre tangentes & une parabole, le produit des dis-
tancesde F aux points de contact est constant. En effet, il ne
dépend que de FA.FC.

5° Soient donc Ny, N, N;, N, les points de contact d’une pa-
rabole de foyer F et inscrite dans un quadrilatére ABCD, on
peut écrire ce qui ‘précéde de la maniére suivante :

VFN,.FN,.FN,.FN,= FA .FC=FB.FD = FE.FG.

Ici E et G sont les points .de concours des cOlés opposés
BC, AD et BA, CD du quadrilatére : on concoit que ces points
puissent éire considérés encore comme les foyers d’une
cllipse infiniment mince et toujours tangente au quadri-
latére ABCD.

k30. dpplication au quadrilatére complet. — D’aprés cette
méme considération, les diagonales aa, b3 et ¢y d'un quadri-
latére complet jouant le role de coniques, on y appliquera
toujours la formule

ca.ca _ ya.ya
choeB yb.yB
avec ses modifications.

1V.— THEOREME DE STEINER APPLIQUE AU TRIANGLE CIRCONSCRIT.

451. Si deux tangentes se confondent en une seule, les trois
coniques de foyers @ et «, b et 3, ¢ et y inscrites dans un méme
triangle donneront toujours la relation

en effet, il n’y a ici aucune raison de modifier le théoréme de
Steiner.
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452. La formule
Aa.Aa_ Ca.Cx
AB.AD — CB.CD’

démontrée a la fin du n° 447, sur les foyers a et « d’une
conique inscrite a un quadrilatére ABCD, sera encore vraie si
les deux tangentes AD, CD se réunissent en une seule AG,
ayant D pour point de comact

483. Trois coniques (a, «), (b, B), (¢, y) étant inscrites dans
un triangle ABC, soit encoxe P le foyer d’une parabole inscrite
dans ce triangle; on aura toujours, comme au n° k48, la re-
lation

Fa.Fa=Fb.FB=Fc.Fy=FA.FC=FB.FD.

En effet, les tangentes AD, CD étant confondues dans le qua-
drilatere ABCD, ie point E se réunit avec C, et G avec A :
ainsi FE.FG devient identique avec FA.FC.

U8k, Applications @ la parabole. — 1° En général, N,, N,,
N;, N; étant les points de contact d'une conique avec les
cdtés AB, BC, CD, DA d’un quadrilatére, si les tangentes AD
et CD se réunissent dans une seule droite AC, le point D sera
le contact du ¢dté AC dans le triangle circonscrit ABC: ainsi D
remplace N; et N,.

Alors la formule déja connue (449, 5°.) devient

FA.FC=FB.FD =FD yFN,.FN,.

Tandis que D est le point de contact de AC, les points N,, N,
sont ceux o AB, CB touchent la parabole.
2° On en conclut

—2
FB =FN,.FN,,
ce qui s’énonce ainsi:

La distance du foyer d’une parabole & un point extérieur
est moyenne proportionnelle entre les distances de ce foyer
auzx points de contact des tangentes menées du point donné.

3° Qutre P'équation

FA.FC=VYB.FD,
¢erite ci-dessus, on a, par symétrie,
FA.FB=FC.FN,, ct FC.FB=FA.FN..
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Multipliant ces trois équations, il reste
FA.FB.FC =FD.FN,.FN,,

c’est-a-dire que le produit des distances du foyer d’une para-

bole aux sommets d’un triangle circonscrit est égal au produit

des distances de ce méme foyer aux trois points de contact.
4° Divisant

FA.FB=FC.FN, par FC.FB=FA.FN,,
ona

FA__FC FN,

—2 . —2 .~
FCTFA PN, d’ou FC .FN,=FA .FN,,

ce qui s’énonce de la maniére suivante :

Le carré de la distance du foyer d’une parabole & un sommet
d’un trianglecirconscrit, multiplié par la distance de ce foyer
au point de contact du c6té opposé & ce sommet, est égal aux
deux autres produits analogues.

En effet, la symétrie donnera

FC .FN,—=FA .FN,=FB .FD.

16

MG - Cote - 80 HOU 65,



24 CHAPITRE XVIIL.

CHAPITRE XVII.

CONSTRUCTION DES CONIQUES.

3. — FAIRE PASSER UNE CONIQUE PAR CINQ POINTS DONNES.

455 Premiére solution.—Soient «, b, ¢, d, e les cinq points
donnés : nous observerons que ac, ad, ae, et be, bd, be for-
ment deux systémes de trois droites dans deux faisceaux
homographiques (112). On pourra donc trouver (111) le point Q
ou se coupent les droites a{), bQ, respectivement homologues
de ab dans chaque systéme: dés fors, étant prise une droite
quelconque af du premier systéme, on trouvera son homo-
logue bf, ce qui donnera vun sixi¢me point f.

Si le point f'se confond avec b, la droite bf sera évidemment
tangente en b; c’est ce que I'on obtiendra en prenant ab au
lieu de af.

486. Seconde solution. — Considérons le quadrilatére abed
inscrit dans la conique cherchée. Par le cinquiéme point e on
méne une sécante quelconque ef qui déterminera une invo-
lution sur le quadrilatére et sur la conique (170). I suffira donc
de chercherle point f conjugué de e dans cette involution (160):
ce point f sera sur la conique.

Si I'en veut chercher la tangente en b, on regardera acbt
comme un quadrilatére inscrit dans lequel deux sommets b et ¢
sont infiniment voisins, et la droite ed comme la transversale
de ce quadrilatére. Cette transversale détermine six points en
involution conjugués deux a deux, savoir: surlacourbe, eetd;
sur les cOtés opposés ab et cf ou plutdt ¢b du quadrilatére, les
points y et «; sur les autres cotés opposés ac et bz ( ¢’est-a-dire
la tangente), les points B et 2. Ce dernier étant le seul inconnu,
on le détermine comme ci-dessus, et bz est la tangente.

457. Troisieme solution, par le théoréme de Pascal. — Par
te peint e on méne une droite quelconque ef, et 1'on forme
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ainsi un hexagone circonscrit abedef dont le sixicme sommet f
est inconnu. Soit « le point de rencontre de ab et de de,
B celui de bc et de ef, et joignons af qui coupe cd en y: on
sait (386) que af passe aussi eny, ce qui donne ce cOté af, et
par suite f. En général, cette solution est la plus simple. Nous
avons vu aussi (389 ) comment on peut mener une tangente a
un-point quelconque.

458. Quatrieme solution par les polaires.— Soit m le point
de concours de ae et de dc, n celui de de et de ca, enfin p
celui de ad et de ce: il s’agitde trouver le point fou mb coupe
la courbe. Pour cela, joignons db qui coupe au point ¢ la
droite np, polaire de m (61), et joignons enfin ¢q qui coupe
mb en f.

489. On aurait encore d’autres solutions au moyen du
théoréme de Newton sur les segments (410), ou de celui de
Carnot (422), mais ces méthodes exigeraient des calculs. Ce-
pendant le n° 510 sera appliqué utilement dans le n° 469.

I1.— CONSTRUIRE UNE CONIQUE, CONNAISSANT CINQ TANGENTES.

460. Premiére solution.— Soient A, B, C, D, Eles cinq tan-
gentes : considérons spécialement les deux tangentes A et B
qui se coupenten S et qui sont coupéesaux points y', &', ¢, ¢’ et
7,0, €, ¢ par les trois autres tangentes C, D, E et par une nou-
velle F qui est inconnue; prenons arbitrairement sur B un
point ¢ de F, il faut trouver I'intersection ¢' de F et de A.

Nous savons (113) que les quatre tangentes G, D, E, F sont
coupées homographiquement par deux tangentes quelcon-
ques A et B, c’est-d-dire que ces tangentes A et B sont divi-
sées homographiquement aux points y',0", ¢/, ¢’ et y, 0, ¢, ¢.
Donc, connaissant tous ces points, excepté ¢’, on trouvera ce
dernier (104 ).

On peut encore déterminer le point de contact d’une des
tangentes, telle que A. Observons que si lepointg, qui est surB,
se rapproche de S, le point ¢' se rapprochera du point a ou A
touche la conique; alors, en effet, les tangentes A et F ten-
dant a se confondre, la limite de leur point d’intersection est
un point de contact. Donc ce point a-sera sur A le point homo-
logue de S, considéré comme appartenant a B. De méme, le

16.
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contact b sera sur B 'bomologue de 8, considéré comme ap-
partenant a A.

k61. Deuxiéme solution ( fig. 129). — Soit ABCD un qua-
drilatére formé par quatre des tangentes données; sur la cin-
quieme O prenons un point O, nous trouverons (436) une
sixiéme tangente O/, en construisant (160) un sixiéme rayon
d’involution.

Si les tangentes DA, DC arrivent a coincider, le point D de-
viendra le contact du cdté AC dans le triangle circonscrit ABC.
Alors nous pouvons considérer comme données les cing tan-
gentes BA, BC, AC, OH, O/ qui forment toujours, avec le
soinmet O, un faisceau d’involution dans lequel OB sera tou-
jours conjugué avec OD que I'on déterminera ainsi (160), ce
qui donnera le contact D de AC.

k62, Troisieme solution. — La méthode fa plus simple con-
sisie a faire usage du théoréme de Brianchon {39%).

Connaissant cing tangentes ( fig. 114), FA, AB, BC, CD, DE,
on demande une sixiéme tangente FE. Pour cela, joignons AD ;
prenons suf DE un point quelconque E, joignons BE qui coupe
AD en 8; enfin joignons CS qui coupe AF en F : la tangente
cherchée est EF.

On peut encore, étant données ( fig. 115) cinq tangentes AB,
BC,CD, DE, EA, trouver le point de contactde 'une d’ellesEA.
Pour cela, joignons AD et BE qui se coupent en S; enfin joi-
gnons CS qui coupe AE en F (393).

III. — CONSTRUIRE UNE CONIQUE, CONNAISSANT ‘QUATRE POINTS
ET UNE TANGENTE.

463. Soient a, b, ¢, d les points donnés, et e le point de
contact inconnu de la tangente donnée. On pourra appliquer
le théoréme de Desargues (170) a cette tangente considérée
comime transversaie : soient donc « et o, 3 et 3 les points ou
elle rencontre les cO1és opposés du quadrilatére abed, ces
points formeront une involution dont e sera le point double. On
obtiendra ainsi pour ce point deux positions (159) pour cha-
cune desquelles le probléme est ramené a celui des cing
points, ce qui donne deux coniques.
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1V. — CONSTRUIRE UNE CONIQUE, CONNAISSANT QUATRE TANGENTES
ET UN POINT.

b64. Joignons le point aux sommets du quadrilatére formé
par les tangentes : il en résulte quatre rayons d’un faisceau
d’involution dont la tangente au point donné sera un rayon
double (437) que 'on construira en marquant le point double
sur une transversale quelconque a ce faisceau. On a encore
deux solutions.

V. — CONSTRUIRE UNE CONIQUE, CONNAISSANT TROIS POINTS
ET DEUX TANGENTES.

465. Soient a, b, ¢ les points donnés, et Ot, Ot' les tan-
gentes données dont il faut déterminer les points de con-
tact d, e. La droite de, dans laquelle chacun des points d, e
représente deux points infiniment voisins, remplace les cotés
opposés d’un quadrilatére inscrit dont les tangentes sont les
autres cdtés. Considérons donc la droite be, transversale a ce
quadrilatére, et qui coupe les tangentes aux points ¢ et ¢': le
point ¢ ou elle coupe la corde de contact de sera un point
double de 'involution danslaquelle les autres points conjugués
deux 3 deux seront b et ¢, ¢ et ¢/, d’aprés le théoréme de
Desargues (170).

Ainsi 'on aura (159) les points doubles ¢ et ¢’ de ceute invo-
lution sur bc, et ab déterminera de méme les points doubles ¢
et ¢’, ce qui donnera les quatre droites 9, e9', €' ¢, € ¢'. Cha-
cune de ces droites, telle que €p, correspondra a une solution.
puisqu’elle détermine les points de contact d, e en coupani
les tangentes.

466. On ne compte que quatre solutions; cependant lo
¢Oté ac du triangle abc donnera aussi deux points & et ¢/,
analogues aux précédents. Il semble donc que 'on doive ob-
tenir huit autres solutions, dont quatre en combinant e et &'
avec ¥ et ¢’, et quatre autres en combinant ¢ et ¢ avec ¢
et ¢’ :"en tout, il y aurait douze solutions.

Mais observons que chaque cd1é du triangle abe, tel que be,
est divisé harmoniquement par les points doubles ¢ et ¢’ qui
se trouvent sur la direction (146). Or, nous avons vu, dans le
n° 43 et dans ceux qui précedent, que des points E et O,
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E" et O', E” et O” ( fig. 17), qui divisent harmoniquement les
cOtés d'un triangle ABC, sont trois a trois sur quatre droites
EO"0O', E’00”, E"00’, et enfin EE"E’. Ici de méme, trois
points tels que €, ¢, ¢ sont en ligne droite: il n’y a donc que
quatre droites, c¢’est-a-dire quatre solutions.

VI. — CONSTRUIRE UNE CONIQUE, CONNAISSANT TROIS TANGENTES
ET DEUX POINTS.

4G67. Soient AB, BC, CA les tangentes données, et «, 3 les
points donnés : les tangentes en ces points se coupent en un
point M qu’il faut déterminer.

On a vu (439) que BM formait un rayon double d’'invo-
lution avec BA et BC, Bx et B@3; donc BM peut étre déter-
miné. On trouvera de méme CM, dont Pintersection avec BM
donnera le point M, qu’il suffira de joindre avec « etf pour
avoir les deux nouvelles tangentes. Seulement, comme chacun
des points B et C envoie deux rayons doubles, on a en tout
quatre points tels que M, ce qui donne quatre solutions.

468. Cependant le point A donnant aussi deux rayons dou-
bles, il semble, comme dans le probléme précédent, que 'on
doive avoir douze solutions; en réalité, il n’y en a encore que
quatre.

En effet, la figure du probléme qui nous occupe et celle du
précédent sont corrélatives, et un point tel que M sera le pole
corrélatif d’une droite telle que e : donc, comme il n’y a
que quatre droites d’'un ¢d1é, il n’y a aussi que quatre points
de l'autre. '

VII. — Resume.

469. Les problémes précédents se réduisent donc toujours
a celui-ci, dont les données sont plus que suffisantes.

Construire une conique, connaissant cing tangentes et leurs
points de contact. — Soit R le point ou concourent lés tan-
gentes en A et B, etM le milieu de AB, on sait que le centre O
sera sur MR : de méme, les points B et C avec leurs tangentes
donneront une seconde droite ot sera le centre, ce qui déter-
minera ce point 0.
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Soit I le point ot MR coupe la courbe entre M et R, et
—_—2 .
posons OH = a; on sait que O = OM.OR, ce qui donne un
demi-diamétre transverse a’' = yOM.OR, et nous prendrons
dans le sens opposé OH’ = OH.
L’autre diamétre, dont la moitié est I, sera parali¢le & AM;
donc le théoréme des segments paralléles (410) partant des
points O et M donnera

br — AN
@ MA. .m0’
ce qui donne b'; en effet,
MB.MA — — AM -

Ainsi b sera réel, si H et H' sont de cOtés opposés de M,
comme pour ellipse, et imaginaire dans le cas de I'hyperbole,
ot le contraire a lieu.

On peut ohserver que MR ne rencontre pas la courbe, si A
et B sont sur deux branches d’une hyperbole. Mais sur trois
points d’'une hyperbole, il y en a deux sur la méme branche.

Connaissant ¢’ et &' en grandeur et en direction, il ne reste
plusqu’a trouver les axes rectangulaires a et b, par un pro-
bleme connu.

570. Laplupart des solutions précédentes sont tirées d’un
Mémoire de M. de Jonquiéres. Nous avons remarqué qu’elles
étaient corrélatives deux a deux, mais cette corrélation n’exis-
terait plus pour la parabole dont la courbe corrélative n’est
pas nécessairement une parabole.

Plusieurs des probléemes relatifs a cette courbe peuvent se
résoudre en observant qu’elle a une tangente a l'infini : mais
nous allons établir quelques théorémes qui faciliteront la solu-
tion de plusieurs questions.

VIII. — THROREMES SUR LA PARABOLE.
1° Théoremes sur le triangle circonscrit.

k71. Le foyer d’une parabole se trouve sur une circonfé-
rence circonscrite & un triangle dont les cOlés sont tangents &
celte parabole ( fig.130).

Soit F le foyer, ABC le triangle dont il S’agit. 'On sail que les
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pieds T, T’, T” des perpendiculaires abaissées du foyer sur ces
tangentes sont sur la perpendiculaire menée du sommet O a
I'axe focal. Ainsi la circonférence de diamétre FA passe par
T' et T”: on a donc, comme angles inscrits dans le méme
segment,

T"T'F=T"AF = «.

De méme, la circonférence décrite sur CIF comme diamétre
passera en T’ et en T; ainsi l'angle TCF =TT'F : mais
comme ce dernier angle est identique avec T”T'F, on a

TCF =T'AF = a.

Par conséquent, si I'on décrit sur BF comme diamétre un
segment capable de l'angle «, cette circonférence passera
aussi en Cet en A.
472, Soient CM, CM’ deux tangentes & une parabole de
foyer F; on a
CM__FM

Pour le démontrer, observons d’abord que les triangles CMF,
CM'F sont semblables. En effet, on sait que, dans une conique
quelconque, la droite qui joint un foyer au point de concours
de deux tangentes est bissectrice de langle formé par les
rayons vecteurs des points de contact : ainsi CFM = CFM'.

De plus, MCF = CM'F : pour le voir, imaginons la circonfé-
rence décrite sur CF comme diamétre, et passant en Tet T,
on y observe 1'égalité des angles inscrits TT'F et MCF. Mais
TT'F est le complément de T'FO; .de méme CM'F=T'M'F
est le complément de T'FM'. Or, ces angles complémentaires
T'FO et T'FM’ sont égaux comme formés par la perpendicu-
laire FT' 4 la tangente avec Yaxe focal d’un coté et le rayon
vecteur de Pautre. Donc aussi MCF =CM'F.

Cela posé, les surfaces de ces triangles sontentre elles comme
les produits des cOtés qui comprennent 'angle CFM = CF'M,
et comme CF estcommun, il reste

CMF _ FM
CMT — Fw
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Mais aussi, comme ces triangles sont semblables, nous aurons,
en observant que.les cotés CM, CM’ sont homologues comme
opposés aux angles égaux en F, la relation

d’ou Pon tire en effet

La similitude de ces triangles conduit encore a la formule
—2
CF =TM.FM/,

et rameéne ainsi 4 un théoréme déja connu (454, 2°).
Mais soit M” le point de contact du troisieme c6ié¢ AB: on
—2
. oM M
aura, outre la relation déja obtenue —— = — + les deux

autres relations

FM'  BM’ _ FM

W' g T BN

.

Multiplions ces trois relations ou le produit des seconds mem-
bres se réduit a I'unité, et extrayant la racine carrée, il reste

CM.AM' .BM” = CM'.AM"”.BM.

On voit que la relation connue (2) d’un triangle coupé par
une transversale est un cas particulier de celle-ci, dans la-
quelle 'on imaginerait la parabole réduite & deux paralléles in-
finiment voisines.

473. Soient encore M, M’, M” les points de contact d'une
parabole avec trois droites BC, CA, AB : on a

MB €A BM”

TG = AN = g g1
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En effet, soit N le milieu de MM'; on sait que CN est un
diamétre de la parabole. Nous prendrons pour axe des ab-
scisses cette droite CN qui coupe la courbe a I'origine O, et
I'axe des ordonnées sera la tangente en O, laquelle sera,
comme on le sait, paralléle 8 MM'.

En indiquant par z’, 3’ les coordonnées du point M’, celles
du point M seront 2’ et —y’; le point M” sera représenté
par 27, y”.

Soit AI paralléle 4 I'axe; on sait que ce diamétre passe au
milieu I de M'M”, de sorte que

W=y =-(y"+7r").

N |-

Or nous avons

M!A— :y.l __:y.l __.'V’_.'y'” .

ACT o Tyt
Pautre extrémité B du cOté opposé a C donnera symétrique-
ment

M__B, . '—)’, _)/.//
BC T —y 7’
puisque I'on passe de M'a M, ou de A a B, en changeant le
signe de y'; par conséquent,
MB _ AC
BC ~ MA°
Pour concevoir de méme des triangles semblables ou figu-
rent M”A et M”B, menons le diamétre BP qui rencontre en P

Pordonnée de M”, et en R celle de M; nous savons que
M”P = MR, sauf le signe. Nous.aurons donc

I 14 ”
BMI/— ;(.T +u'y' )
M:/A""‘ W,
car

M’P=3»"+NP, MR=p'—RN; dou 2MR=3'~y",
puisque N'P et RN sont égaux : on obtient donc
BMI/ v ~,y.l ﬂ_”

m - ‘F___).// ?

ce qui démontre le théoréme.
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On voit qu'il existe deux autres couples d’équations. Ce
théoréme est di a Apollonius.

On peut en conclure celui que nous avons démontré a la
fin du numéro précédent. En effet, les trois égalités doubles
étant

MB_ CA _BM’  MC_ BA _ CW
BC™ AM — MA’ CB  AM’  MA’
WC_ AB _CM
CA — BM” — MB’
la premiére donne

~__ MB.M’A
Bl= gy
et la seconde
~n_ MC.M'A
CB = oy

d’ou résulte encore

BM.CM'.AM” =BM"”.AM'.CM.

k7h. Conséquences de I’hexagone de Brianchon.—La para-
bole est la seule conique pour laquelle une tangente puisse
éire tout entiére 4 l'infini: en effet, tous les points de l'el-
lipse sont a une distance finie, et les tangentes a I'infini de
I’hyperbole sont les asymptotes.

Ainsi, dans I’hexagone circonscrit ( fig. 114) imaginons que la
tangente EF passe a I'infini, et voyons ce que devient le tri-
angle variable SBC dont nous avons parlé a la fin du n° 394.
Dans le cas général, BS passe toujoursen E; mais ici ce pointE
étant a Yinfini, BS sera parallele 4 DE; de méme, CS sera pa-
ralléle 4 AF : voici donc ce qui en résulte.

Si, dans un triangle variable SBC, les sommets sont assujettis
a glisser sur trois droites fixes' AD, BA, CD, et que deux de ses
cOtés BS et CS restent respectivement paralléles a deux droites
fixes DE et AF, le troisiéme c6té BC sera constamment tan-
genta une parabole qui sera aussi tangente aux droites BA, CD,
DE et AF.

Cela posé, imaginons que les directions AB et AT se con-
fondent ( fig. 132): le point A deviendra un point de contact.
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De méme, si CD et DE se confondent, le.point D devient un
point de contact. Par conséquent, les droites BS, CS devien-
nent ici respectivement paralléles a CD et a BA : mais comme
elles se coupent toujours, ainsi que dans la fig. 114, sur la
droite AD, qui devient maintenant une corde de contact, on
aura le théoréme suivant, dans lequel le point O est celui ou
concourent les tangentes AB, DC ( fig. 132).

81 par deux sommets d’un triangle circonscrit & une para-
bole on méne des paralléles aux cotés opposés, elles se cou-.
pent en un point situé sur la corde de coniact de ces autres
cotés. Ici le triangle est OBC; on meéne BS paralléle a OC,
CS paralléle a OB, et S est sur la corde AD.

k75. -Soit N le point ott BC coupe AD. Puisque BA est pa-
ralléle a CS, on a

NB NA
NCTNS”

mais puisque BS est paraliéle a CD, on a aussi

NB_ NS . NA_ NS —
NC-B_D—, d’ou Ng——l{ﬁ’ el N3 = NA.ND.

Par suite de cette égalité, on verra bientot (481) que le point S
est sur le diamétre qui passe au contact ¢ de BC.

o0 Théoremes sur le triangle inscrit.

k76. Soient P et V' deux points fixes sur une parabole, Ol
un diametre quelconque, et C un troisiéme point variable sur
la courbe, d’ot I’on mene CP et CP’ qui coupent OB en A et A';
enfin soit O le point o OIl coupe la courbe: le rapport 8-——:,
est indépendant de la position du point C sur la parabole
(fig. 133).

Nous prendrons pour axe des abscisses e diameétre qui
passe au milieu de PP/, et pour axe des ordonnées la tangente
correspondante : alors, Péquation de la parabole sera de la
forme

yi=2pr.
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Les coordonnées du point P’ seront 2/, ’; celles du point P
seront donc z', —»': le point C sera représenté par z”, y”.
L’équation du diametre OH sera 3 = d; par conséquent, 'ab-
scisse du point O ou ce diamétre coupe la courbe sera

0= 2.
2p
L’équation de la droite CP' sera
o I_-J.I__]/.Il o
J 7' —"x:__x//(x x)'

Pour le point A’ ou cette droite rencontre le diameétre,
x—x' = HA',
en indiquant par H le point ot P¥’ coupe le diamétre : alors

HA' = (6—{1) (2" —2")  (0—=p") (2" +7")

K 2p

”

en ohservant que

Mais
OA" =TIA"—HO,
et
az —_ ]-11

2D

z

HO=10—IH = —8—2 —_—x =
2p

Par conséquent,

o—' 0 — 9y’
. o (O ] — W/
zp [r'+r"— (@ +5")] p
pour avoir OA, il suffira de changer le signe de 3, ce qui
donnera

OA' = (yp”—20):

o+ 7'
2p

OA =

(‘,Vl/ . 8 );
par suite,
OA  d-+'

T, 8

quantité indépendante de la position du point €,
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k77, Soient P, P, M, C quatre points sur une parabole;
Joignons deux d’entre eux, P et P', ainsi que les deux autres
M et C ,les droites PP', MC se coupant en H. Par deux points
P et M, pris sur chacune de ces droites, menons des diametres
Jusqu'a la rencontre de Uautre droite : la ligne NR qui join-
dra ces points de rencontre sera paralléle & la ligne P'C qui
réunit les autres points ( fig. 133).

Prenons pour axes les droites PP/, MC et pour origine leur
intersection H; l’équation de la parabole sera

Gty e Ty (f g )= (G ) i=o
g b s p) et a)
en posant
HM=«, HC=«, HP=fB, HP' =,

comme on a déja fait au n° 383.

On sait que le coefficient angulaire du diameétre d’'une para-
bole a pour valeur le coefficient de zy divisé par le double de
celui de y?, pris en signe contraire : ici, ce coefficient sera

donc
bag
Py 9
ainsi, I’équation du diaméire PN sera
b3g
y—p=——-x
et si, dans cette équation, on pose y’ = o, il reste
' = NH = 'b—ﬁ-,'
De méme, I"équation du diamétire MR sera
7
y=— BB (x ) H
pour z” = o, il reste
" =RH = "Qj—i‘

Alors I'équation de NR sera

g — g .
y=y == (A=),
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ce qui revient a
y= b*Bp"a - 2
- 4 b
Comme la courbe est une parabole, * = E,%Z, s et le coeffi-
g ;
cient angulaire devient — .’ comme celui de P’C: ainsi NR

et P’C sont paralléles.
478. Soit PK paralléle & NR et a P’C jusqu’a la rencontre
en K de CM. Les triangles semblables NHP, RHM donnent

HP HN
AR~ HM’
de méme, a cause des triangles NHR et PKH, on a
HP HK HN HK —:
HR HN Donc ﬁﬁ = i-l—N » et HN —HM.HK.

k79. Dans la fig. 133, le-théoréme du n° 477, appliqué a
d’autres sommets du quadrilatere PP’MC, fait aussi voir que
PC, P'M coupant les diamétres qui partent de M et de C, la
droite qui réunit ces intersections est paralléle a PP,

Admettons maintenant que le point P’ se rapproche du
point P et finisse par s’y confondre : le quadrilatére se réduit
au triangle inscrit PMC, et la corde PP’ devientlatangente en P.
Cependant la droite NR des intersections n’en est pas moins
paralléle a cette direction, et I'on a le théoréme suivant
(fig-134):

Un triangle étant inscrit & une parabole, la ligne qui Jomt
les points d intersection de deux coiés et des diametres quu
passent aux sommets opposés est paralléle & la tangente au
troisieme sommet.

Ainsi PM coupe CF en R, PC coupe MH en N, et NR est pa-
ralléle a TP.

£80. La tangente en P coupe CMen T, et les diamétres
en F et en H; nous indiquerons aussi par D le point ou le
diamétre en P coupe CM.

Les triangles CPF, CNR donnent
Cr

cp _ CF
N T CR’

ll
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et les triangles CPD, CNM

P CD .

(N~ M’
donc

CF (D

CR ™ Gy’

ce qui montre que RP et FD sont paralléles.
481. D’aprés cela, les triangles TDP, TCF et TMP, TDF
donnent
™ _ TP 1D _TE
TC — TF T™ ~— TP’
multipliant, on trouve
TD = TC.TM,

ce qui s’énonce par le théoréme suivant :

8i, d’un pointT, pris sur une’tangente a la parabole, on
meéne une transversale qui coupe la courbe en M et C, le seg-
ment compris entre le pointTet le point D, oi cette iransversale
coupe le diameétre du point de contact, sera moyen propor-
tionnel entre les deux segments TM et TC.

Ainsi se trouve démontré le théoréme du n° 475, ou I'on a

trouvé NS = NA.ND ( fig. 132). Ici N est un point de la droite
NBC tangente en ¢, et la transversale qui passe en N coupe la
courbe en A et D : donc e point S ainsi déterminé est sur le
diamétre qui passe en c.

IX. — CONSTRUCTION DE LA PARABOLE.

k82. Construire une parabole, connaissant quatre points.

Soient P, P', M, C (fig. 133) quatre points d’une parabole;
menons PK paralléle a P’C jusqu’a la rencontre de CM, et PP
qui coupe CM en H. Sur cette méme droite CM portons

HN = /AM.HK:

la ligne PN sera un diamétre (478). Mais, a cause du double
signe du radical, il y a deux solutions.
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Le probléme est donc ramené a celui-ci : Construire la tan-
gente en un point donné d’une parabole, dans laquelle on
connatt deux autres points et la direction des diamétres.

Soit P ( fig. 134) le point d’ott il faut mener la tangente, M
et G les deux autres points; menons PC qui coupe en N le
diamétire MN, et PM qui coupe en R le diamétre CR : la droite
RN sera parallele a la tangente en P, que I'on pourra mainte-
nant tracer (479).

Connaissant donc en P un systéeme de diamétres -conjugués
de la parabole, avec un point de cette courbe, cela suffit pour
en avoir tous les éléments.

k83. Construire une parabole, connaissant quatre tangentes.

On commencera par déterminer, d’aprés le théoréme de
Newton sur le quadrilatére circonscrit (413), la direction des
diamétres; ce sera celle de la ligne qui joint les milieux des
diagonales du quadrilatére donné.

Cela posé, soit OBC le triangle formé par trois de ces tan-
gentes (fig. 132): menons BS paralléle a4 OC et CS paralléle
a OB; la paralléle menée du point Sala direction des diamétres
coupera BC a son point de contact ¢ (475). On construira de
méme les points de contact A et D des deux autres cOtés;
comme vérification, AD passera en S (474).

On a ainsi plus qu’il n’en faut pour connaitre, comme au
numéro précédent, un systéme de diametres conjugués et un
point extérieur : mais ici, il n’y a qu’une solution.

On pourrait déterminer directement le foyer : c’est le point
commun aux circonférences qui passent par trois des sommets
du quadrilatére donné (471). De 1a résulte méme ce théoréme
indépendant de la parabole : Etant données quatre droites A,
B, C, D, si l’on circonscrit des circonférences auz triangles
formés par ces droites considérées trois & trois, savoir: A, B
et C; A,BetD; A,CetD; B, Cet D, ces quatre circonfé-
rences auront un point commun.

Cela tient 4 ce que nous avons vu par la premiére méthode
que le probléme actuel n’avait qu’une solution.

Enfin, les pieds des perpendiculaires abaissées du foyer sur
deux tangentes sont sur la tangente au sommet, ce qui achéve
de résoudre le probléme.
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48k. Construire la parabole, connaissant trois points et une
tangente. :

Nous pouvons appliquer & ce probléme la méthode qui a été
suivie (465) pour construire une conique, connaissant trois
points et deux tangentes. Ici I'une des tangentes O étant
tout entiere a l'infini (47%), le point ¢ ou elle coupe la corde
des points donnés b et ¢ sera aussi a I'infini. Donc le point ¢,
ou la tangente donnée coupe cette corde, est le point central
de 'involution (130). Ainsi la formule

—1
te =tb.tc

donnera les points doubles ¢ et ¢ : on achévera comme au
n° 463, et 'on trouvera de méme quatre solutions.

Autre méthode. — Pour ramener le probléme aux précé-
dents, il suffit de trouver le point de contact ¢ de la tangente
donnée CB (fig. 132). SoientD et A deux des points donnés, et
N le point ou AD coupe BC; on sait que si 'on pose

NS = NA.ND,

les points S et §' ainsi déterminés sur AD, de part et d’autre
du point N, sont sur le diamétre qui passe par un contact ¢
de BC (475 ).

De méme, lé troisiéme point donné D,, combiné avec A, don-
nera deux points analogues S, et S,: on aura donc quatre
droites 8S,, §'S,, SS,, 'S, qui seront des diamétres de chacune
des quatre solutions et détermineront sur la tangente donnée
les points de contact correspondants.

Comme il n’y a que quatre solutions, on retombera encore
sur ces points en combinant D avec D,. D'ailleurs, on peut
vérifier par 'analyse que le probléme est du quatriéme degré.

k88. Construire la parabole, connaissant trois tangentes et
un point ( fig. 132).

Soit OBC le triangle circonscrit et H le point donné; nous
commencerons par trouver un second point de la courbe.
Pour cela, menons BS paralléle a OC et CS a OB, puis joignons
SH : cette droite coupe BC en T, et soit I le second point ot
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elle rencontre la courbe, on a

—2

TS ,
T = g (481):

ainsi ce second point I est connu.

Maintenant, soit V le point ou cette sécante coupe l'une
des autres tangentes OC, et M celui ou elle coupe le diamétre
qui passe par le point de contact D de cette tangente: le
méme théoréme donne

VM === /VI.VH,

ce qui donne deux positions M et M’ de ce point. Enfin, soit
OK paralléle a BC et coupant en Kla droite CS paralléle & OB:
on remarque, en combinant les n° k74 et 475, que ce point K
est sur le diamétre qui passe au contact D de OC, troisieme.
¢d1é du triangle OBC. Ainsi KM sera ce diaméire et coupera OC
au point D : ensuite Sc, paralléle 8 KM, coupe BC a son con-
tact ¢; et DS coupe OB a son contact A; le probleme est donc
ramené aux précédents.

On en ferait autant avec le point M'. Il y a donc deux solu-
tions, 4 moins que le point donné H ne soit le contact D, au-
quel cas il est clair qu’il n’y en a qu’une.

486. Construire la parabole, connaissant deux points et deux
tangentes (fig. 132).

.Soient OC, OB les tangentes et I, H les points-donnés : la
sécante IH coupe OC en V, et 'on déterminera, comme dans
le numéro précédent, les points M et M'; on construira aussi,
sur cette méme sécante M et relativement a I'autre tangente
OB, deux points analogues P et P’. Comme on peut les combi-
ner de différentes maniéres, M etP, M et P’, M' et P, M’ et P/,
il y a quatre solutions.

Pour achever la premiére, par exemple, soit R le milieu
de MP, je dis que OR sera un diamétre : en effet, imaginons
du point R la droite LQ parallele a la corde de contact DA et
comprise entre les diamétres AP et DM. Puisque RM = RP,
les triangles semblables RMQ, RLP sont égaux et RL=RQ :
done, soit RG paralléle a ces diamétres, il est clair que G sera
le milieu de AD. Mais comme le diameétre GR, passantau milieu

17.
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de la corde AD, passe aussi au point de concours O des tan-
gentes en A et en D, on voit que OR est un diamétre. Ainsi, la
direction des diamétres étant connue, on ménera PA et MD pa-
ralléles a OR, ce qui déterminera les contacts A et D et ramé-
nera le probléme aux précédents.

SiI'un des points donnés I ou H estsur une tangente, il n’y
a que deux solutions. Enfin, si chaque point est sur 'une des
tangentes données, il n’y a plus qu’une solution.

Autre méthode. — Ce probléme se raméne a celui du n° 467,
en admettant qu'une BC des trois tangentes données passe a
Pinfini. Alors les droites du faisceau B ont toutes la direction
AB: une transversale quelconque coupera «B, 3B en aet b
et AB en o, qui sera le point central de I'involution puisque
AB est conjugué de BC; on déterminera donc sur cette trans-
versale le point double x ou elle coupe Bz paralléle a AB. On
aura de méme y sur le faisceau C; or, Bx et Cy se coupent
au point M, de sorte que Ma et M3 seront les nouvelles tan-
gentes cherchées.

1l y a quatre solutions, parce que 'ona deux pointsx et deux
points y.

La plupart des solutions et des théorémes que nous venons
d’obtenir relativement a la parabole sont dus a M. Page.
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CHAPITRE XIX.

ROTATION DES FIGURES.

I.— CENTRE INSTANTANE DE ROTATION.

487. Une courbe peut souvent étre engendrée par un point
pris fixement sur une ligne mobile d’aprés certaines condi-
tions. Quand cette ligne passe d’une position quelconque a la
position immédiatement voisine, on concoit qu’elle tourne
autour d’'un point fixe pendant un temps infiniment court :
ce point s’appelle centre instantané de rotation.

Dans quelques circonstances, la position de ce point est
évidente. Considérons, par exemple, la cycloide, c’est-a-dire
la courbe engendrée par un point fixe d’une circonférence qui
roule elle-méme sur une droite donnée. Il est clair que le
centre instantané de rolation sera, a chaque instant, le point
de contact entre la circonférence mobile et la droite fixe.

De méme, dans I'épicycloide, courbe engendrée par un
point fixe d’une circonférence roulant elle-méme, encore sans
glisser, sur une seconde circonférence fixe, le centre instan-
tané de rotation est, 4 un moment donné, le point de contact
des deux circonférences.

488. Cetle définition s’étend au cas ou le point générateur
ne fait pas partie de la courbe mobile, mais s’y trouve inva-
riablement fixé, de maniére a2 en suivre le mouvement. En
effet, on comprend toujours qu’'un mouvement infinitésimal
ait lieu autour d’un certain centre.

Par exeniple, concevons les cycloides et les épicycloides
allongées ou raccourcies, courbes pour lesquelles le point
générateur est sur un rayon fixe de la circonférence mobile,
mais au dela ou en deca de cette circonférence. Il est clair
que le centre instantané de rotation sera toujours au contact
de la circonférence mobile avec la droite ou la circonférence
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fixe. En général, quand le point générateur est fixé invaria-
blement & une courbe qui roule sans glisser sur une autre
courbe, le centre instantané de rotation est au contact des
deux courbes.

489. 11 est aussi un cas dans lequel on peut fixer, a chaque
instant, la position du centre de rotation : c’est celui ou le
point générateur est 1lié invariablement & une droite de lon-
gueur constante, dont les extrémilés sont assujetties a se
mouvoir sur deux lignes fixes, droites ou courbes.

Considérons les éléments de ces lignes que décrit la droite
constante dans un instant trés-court : chacun de ces éléments
sera considéré comme un élément circulairé ayant pour centre
le centre instantané de rotation; done, si 'on méne a chacun
de ces éléments les normales respectives aux lignes dont ils
font partie, ces normales se couperont a ce centre de rota-
tion.

Ainsi, I'on sait que si une droite de longueur constante
s’appuie sur deux droites fixes, un point invariable sur cetie
droite mobile décrit une ellipse. Du reste, nous reviendrons
sur ce sujet.

590. Si la direction mobile est assujettie a passer par un
point fixe, il est clair que la perpendiculaire menée par ce
point fixe & cette direction variable contiendra le centre in-
stantané de rotation. En méme temps, il ne restera plus
qu'une seule extrémité de la longueur constante qui sera
assujettie a s’appuyer sur une ligne directrice; mais la nor-
male & cette ligne contenant toujours le centre de rotation, ce
centre sera déterminé, »

Cest ce qu’on observe pour les conchoides décrites par une
droite qui passe par un point fixe, et sur laquelle on porte, a
partir d’'une ligne fixe, une longueur constante.

b91. Construction de la tangente. — Pendant un temps in-
finiment petit, le point mobile décrit un élément-de circonfé-
rence qui a pour centre le centre instantané de rotation. Si
donc on joint ces deux points, on aura la direction de la nor-
male & la courbe au point actuel, et par suite celle de la tan-
gente.

h92. Construction des enveloppes. — On peut quelquefois,

MG - Cote - 80 HOU 65,



ROTATION DES RGURES. 263

par cette considération, trouver les points et les tangentes des
courbes appelées enveloppes, lieux géométriques des inter-
sections consécutives de lignes mobiles.

Supposons le centre instantané de rotation détcrminé pour
une position quelconque de la ligne génératrice. On sait que
cette génératrice est toujours tangente a Ienveloppe; elle
I'est aussi a la circonférence qui a pour centre le centre de
rotation, et qui passe au point de contact commun. Ainsi, ces
trois courbes auront en ce point la méme normale. Si donc on
méne par le centre de rotation une normale a la position ac-
tuelle de la génératrice, on a ainsi le point de I’enveloppe et
la tangente correspondante.

Par exemple, considérons I'enveloppe d’une droite AB de
longueur constante s’appuyant toujours sur les cotés d’un
angle donné AOB. On sait (489) que le centre instantané de
rotation se trouve a I'intersection des droites AC, BC, respec-
tivement perpendiculaires & OA, OB. Donc, BA étant la tan-
gente a 'enveloppe au point cherché M, ainsi qu’a la circon-
férence de centre C, il suffira d’abaisser CM perpendiculaire
sur AB, ce qui donne le point M de I’enveloppe.

493. Maxima ou minima.— Certaines questions de limites
se rameénent a la considération du centre instantané de rota-
tion. On sait, en effet, qu'aux environs d’'un minimum ou
d’un maximum la quantité qui arrive a cette limite varie trés-
peu. Si donc il s’agit d’une ligne mobile, on peut admetire que
tout se passe alors comme si cette valeur limite était constante.

Considérons, comme dans la question précédente, une
droite AB mobile dans I’angle AOB; ici seulement nous suppo-
serons que cette droite est assujeitie a passer par un point
fixe M, et que nous cherchons la position ou elle sera mini-
mum. Puisque tout doit se passer, aux environs de cette po-
sition, comme dans la question précédente, les perpendicu-
laires AC, BC, MC aux trois cotés du triangle OAB devront
concourir en un méme point C qui sera le centre instantané
de rotation.

En appliquant le calcul a cetie méthode, on résoudra e
probléme ainsi énoncé :

Dans un angle donné AOB faire passer par un point
donné M une droite AB de longueur minimum.
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L’inclinaison de AB se trouvera par une équation du troi-
siéme degré que 'on pourra déterminer d’aprés ce qui pré-
cede.

On trouvera encore dans les Nouvelles Annales de Mathé-
matiques (1852, p. 123 et suiv.) 'application de cette méthode
a la question suivante.

Soit AOB un angle fixe circonscrit 4 une ellipse, et MN une
tangente a cette courbe, telle que la portion interceptée MN
entre les cOtés de Pangle soit un minimum. Les deux
points M, N sont a égale distance du centre de Iellipse.

494, En général, il ne faut pas confondre le centre instan-
tané de rotation avec le centre de courbure. Ainsi, dans la cy-
cloide, le centre instantané de rotation est au milieu du rayon
de courbure.

II. — Taforime pE La Hire.

495. Nous commencerons par rappeler deux théorémes élé-
mentaires et connus dont nous aurons besein.

Soit M un point donné sur une reégle AB, de maniére
que MA =0, MB=ua; si cette régle tourne dans un angle
droit xOy, de maniére que A s’appuie sur Ox et B sur Oy, le
point M décrit une ellipse dont les axes des abscisses et des
ordonnées sont 2a et 2b.

En effet, si le point M est dans I'intérieur de I'angle Oy,
ona

—_—T —_—2
z2 _ OA ¥y OB
@ (@+by’ B (a+b)
Si le point M est en dehors de Fangle, on remplace (a + b}
par (a—b)*; dans les deux cas, comme l'angle est droit, il
reste

x2 yl
-&-;—f—-b—z:l.

Ensuite, soient AC perpendiculaire 4 OA et BC 4 OB: on
sait (489) que CM sera la normale en M a Iellipse.

On aura encore une ellipse, si I'angle donné est quel-
conque (503).

h96. Un point pris sur une circonférence qui roule sans
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glisser & Uintérieur d’une circonférence de rayon double
décrit un diamétre de cette seconde circonférence ( fig. 135).

Soit donc C le milieu du rayon OA, et considérons la cir-
conférence de centre C et de rayon CO = CA, mobile sur la
circonférence OA. Faisons commencer le mouvement a I'in-
stant ou le point A, pris comme appartenant a la circonférence
mobile, est en ligne droite avec O et C. Quand C est venu
en C' en tournant d’'un angle COC' =«, le point A est arrivé
en un point A’. Soit alors B le point de contact, I'arc BA’ aura
sur le cercle mobile une longueur égale & celle de I'arc BA du
cercle fixe, puisque le premier roule sans glisser. Donc, comme
OA =2CA, on aura par compensation l'angle BC/'A' =2a.
Ainsi, joignons C’A’; le triangle OC'A’ sera isocéle, puisque
OA’ est un rayon du petit cercle; par conséquent, I'angle
C'0OA’ =a, comme moitié de l'angle BC'A’. 11 en résulie
que OA’ passe au point C; donc A’ est toujours sur le dia-
métre OCA.

h97. Si le point fixé sur le rayon du cercle mobile est en
dedans ou en dehors de ce cercle, ce point décrit une ellipse.

Soit M la position initiale du point en question. Quand le
centre mobile C sera venu en €/, comme nous ’avons dit, le
point M viendra en M’, de sorte que C’M' = CM. Mais soit OD
perpendiculaire sur OC, cette droite coupe de nouveau en D
la circonférence C’; le triangle C'OD étant isocéle, I'angle
C’'DO = (C'0OD = go°— «; donc le troisiéme angle DC'0 = 2«;
par conséquent, C'D est le prolongement de C’A’ et
DA’ =20C = OA. De plus, puisque C’'M’ = CM, on voit que

DM’ =—=OM et B/A’=MA.

Par conséquent, les droites OC, OD étant a angle droit, le lieu
du point M’ est une ellipse de centre O, et dont les axes
sont : OM dirigé suivant OC, et MA dirigé suivant OD (495).

C’est en cela que consiste le théoréme de La Hire.

498. On a vu en méme temps que, pour avoir la normale
en M/, il suffisait de joindre a M’ le point ol concouraient les
perpendiculaires élevées en A’ sur OC, et en D sur OD. Mais
ici les triangles OC'D, A’C’B’ sont égaux comme étant isocéles
et ayant les angles en (’ opposés au sommet. Donc, la fi-
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gure ODB’A’ est un rectangle; ainsi la normale BM' s’0b-
tiendra en joignant le point mobile M' au contact actuel B
des deux cercles.

199. La perpendiculaire abaissée du point mobile M’ sur la
direction initiale OCM coupe la position actuelle OC'B du
rayon mobile en un point H de la circonférence qui a O pour
centre et OM pour rayon ( fig. 135).

Soit P le pied de cette perpendiculaire, et K le point ou elle
coupe la circonférence OM, du coté opposé a C'. Puisque
OK ='OM =DM’ est le demi-axe de Pellipse, dans la direc-
tion de OA, et que A’M’ est le demi-axe dans la direction
de OD, le théoréme connu sur les ordonnées correspondantes
de 1’ellipse et d’un cercle concentrique ayant pour rayon 'un
des demi-axes donnera

PK. OK

PM — AN

Par conséquent, les triangles OPK, PM’A’ sont semblables,
et I'angle POK =PA’M’ = «. Ainsi, le point H, symétrique
de K, sera sur OB.

500. Le secteur elliptigue MOM' est proportionnel a
Uangle o que décrit le centre du cercle mobile.

En effet, comparons ce secteur MOM’ au secteur MOH du
cercle OM, qui lui correspond d’aprés ce qu’on vient de voir.
Ces secteurs sont respectivement composés des triangles POM’,
PM'  MA
PH — OM’
demi-segments PMM’, PMH, qui sont entre eux dans le méme
rapport, d’aprés la mesure connue de la surface de Pellipse.
Donc le secteur elliptique est égal au secteur circulaire mul-
tiplié par un rapport constant, et, comme ce secteur circu-
laire est évidemment proportionnel & l'angle «, le théoréme
est démontré.

POH, qui sont entre eux dans le rapport et des

III. — TurorEME DE SCHOOTEN.

501. Quand deux sommets d’un triangle donné s’appuient
sur deux droites fizes, le troisieme sommet décrit une ellipse

(fig. 136).
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Soient AB, AC les droites fixes, et BCM une des positions
du triangle donné, le point M étant celui dont on cherche le
lieu géométrique. Soit O le centre du cercle circonscrit au

triangle ABC; son rayon sera égal & ;’:?—C—— (253); donc son

nA
centre O sera toujours sur une circonférence décrite du
centre A avec ce rayon. Si donc nous décrivons du centre A
une circonférence ayant pour rayon le diamétre AOH de ce
cercle circonscrit, tout se raménera a la figure précédente.

Ainsi, joignons MO qui coupe la circonférence circonscrite
a ABC aux extrémités N et P d’un de ses diamétres. Nous sa-
vous (496) que le point N décrira un diamétre de la circonfé-
rence de rayon AH, celui qui est dirigé suivant AN; de méme,
P décrira la direction AP; mais ces directions, qui sont par
conséquent constantes pendant le mouvement, sont a angle
droit, car NP est un diameétre de la circonférence de centre O.
Il en résulte (495) que le point M décrit une ellipse dont les
axes ont pour directions constantes AN et AP, et dont les
demi-axes ont pour valeurs MN et MP.

502. Nous rappellerons deux cas particuliers.

Si le point mobile est en N sur la circonférence de centre O,
on sait (496) que le lieu est une droite passant en A. Cela se
reconnait lorsque le quadrilatére CMBA, ou plutot CNBA, est
inscriptible.

Ensuite, si le point mobile est le centre O d’un.pareil qua-
drilatére, il est clair que le lieu est un cercle de centre A et
de rayon AO.

503. Il est clair que le théoréme subsiste si le point M est
sur la direction de CB, auquel cas le triangle se réduit a une
droite. On trouve ainsi une extension du n° 498, car I'angle BAC
n’a pas besoin d’étre droit.

504. Dans le cas général du triangle. on trouvera encore la
normale par le centre instantané de rotation (489), en menant
aux poinis B et C des perpendiculaires sur AB et AC. Mais
si ’on joint ces points B et C a 'extrémité H du diamétre AOH,
il est clair, puisque c’cst un diamétre, que les angles en B et
en C seront droits : ainsi le point H est le point de concours
de ‘ces perpendiculaires, c’est-a-dire le centre instantané de
rotation. Par conséquent (491) HM sera la normale cherchée.
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505. Soit AK perpendiculaire sur MH jusqu’a la rencontre
de cette normale en K :le rayon de courbure au point M de
1
MK
rence O, puisque AOH est diamétre. Pour démontrer ce ré-
sultat, nous renverrons a la théorie des développées qui se
trouve dans beaucoup d’ouvrages, méme élémentaires.

506. Comme réciproque du théoréme de Schooten, nous
observerons que, si un angle donné de grandeur BAC, mais
dont le plan est mobile, se meut de sorte que deux de ses cotés
glissent sur les sommets d’un triangle fixe BCM, le troisiéme
sommet M de ce triangle tracera une ellipse sur le plan
mobile.

Cette remarque est attribuée a Léonard de Vinci.

Pellipse a pour valeur - D’ailleurs, K est sur la circonfé-

IV. — MOUVEMENT CONTINU.

507. Nous avons établi sur le mouvement instantané, c’est-
a-dire sur celui qui a lieu pendant un temps infiniment court,
des principes qui s’étendent au mouvement prolongé pendant
un temps fini.

Commencons.par poser le lemme suivant :

Si une droite de longueur donnée AB est transportée dans
une position quelconque A'B’ de son plan, on peut toujours
imaginer que ce mouvement ait eu liew autour d’un centre
immobile ( fig. 137).

En effet, sur les milieux de AA’ et de BB' élevons a ces
droites des perpendiculaires qui se coupent en O : les triangles
OAB, OA’B’ ont les trois cdtés respectivement égaux, donc
leurs angles sont aussi égaux de part et d’autre. Ainsi, quand
le point A sera venu en A/, la droite OB prendra la direction OB’
et le point B tombera en B'.

508. Par conséquent, il sera toujours possible de faire passer
une figure d’une position donnée a une autre position égale-
ment donnée, dans le méme plan, par une rotation autour
d’un point fize.

En effet, puisque la position d’une figure plane est déter-
minée quand on donne celle de deux de ses points, il suffira
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de considérer, comme nous venons de le faire, une droite AB
de la figure mobile.

509. Aprés s’étre assuré ainsi que le transport d’une figure
dans son plan dépend toujours d’'un mouvement de rotation,
on s’explique le théoréme suivant, dd a M. Chasles :

Le mouvement d’une figure dans son plan peut toujours étre
produit par une courbe qui roule sur une autre courbe.

Cela tient a ce que la série des centres instantanés de rota-
tion (c’est-a-dire des points tels que O (507), mais pris dans
les positions consécutives de la droite mobile) forme une
caurbe qui peut étre considérée de deux maniéres: d’abord
comme fixe, dans sa positionabsolue ; ensuite comme entrainée
par le mouvement de la figure. On aura donc ainsi deux
courbes, P'une fixe, 'autre mobile, et qui seront tangentes
dans chaque position de la figure.

510. De la résulte aussi la proposition suivante, énoncée par
Descartes .

Lorsqu’une courbe roule sur une autre, un point fixé inva-
riablement & la courbe mobile décrit une ligne dont la normale
en chaque point passe au contact des deux courbes (488 ).

FIN
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