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THESE DE MECANIQUE.

MEMOIRE

SUR LF. MOUVEMENT D'UN CORPS RIGIDE , SOUTENU PAR UN PLAN FIXE.

M. Poisson a donné, dans son Traité de Mécanique (liv. 1II, chap. VI),
les équations du mouvement d’on corps solide sur un plan fixe, en se bornant
( comme P'exigeait la natnre de cet ouvrage ) a considérer deux cas principaux :
savoir, celui ot le corps roule sur le plan, en le touchant par un point variable
de sa surface supposéc continue, et celui ou le contact avec le plan a lieu
par une pointe , ¢’cst-d-dire par un point ot il y a discontinuité dans sa sur-
face. Ce savant géométre a montré comment 'on pouvait déduire des inté-
grales des aires et des forces vives les solutions approximatives que le pro-
bleme comporte dans certains cas encore plus restreints, comme lorsqu’il
s’agit d’un ellipsoide , dérangé tant soit peu de sa position d’équilibre, ct qui
oscille autour d’un de ses axes principaux.

En suivant une marche analogue, il est aisé d’obtenir les équations diffé-
rentielles du mouvement dans toutes les autres hypothéses. Sile corps ne s’appuie
pas sur plus de trois points, ou sur plus de deux en ligne droite, on a le
nombre d’équations suffisant pour déterminer séparément toutes les inconnues
du probléme : savoir, les six élémens du double mouvement de translation et
de rotation, et les pressions souffertes par le plan. Si, au contraire, le nbmbre
des points d’appui excéde cenx qu'on vient de dire, les équations fournies par le
principe de d’Alembert suffisent bien pour déterminer les six élémens du mou-
vement, mais non pour assigner les valeurs individuelles des pressions : [ait
absoluiment semblable & cc qu’on observe dans toutes les questions analogues
de mécanique. Enfin, si lc corps est en coutact avec le plan par des élémens
linéaires ou superficiels, la pression en chaque élémeut devient (selon les
principes ordinaires de mdécanique) une fonction dillérentielle, inconnue, des
coordonnées de I'élément; mais les intégrales définies qui en dépendent, et
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qui entrent dans les équations du mouvement, ont toujours une valeur dé-
terminée.

Tout cela n'a besoin en quelque sorte que d’étre indiqué, et 'on sait que
la difficulté consiste dans l'intégration compléte des équations du mouve-
ment, qu'on n’effectue en général que par des méthodes d’approximation
laborieuses , auxquelles Vimportance seule des applications peut donner de
P'intérét. Mais il est un autre point de vue, sous lequel le probléme offre ma-
tiére 4 un assez grand nombre de remarques, qui ne nous semblent point in-
dignes de fixer un moment l'attention , et qui font le sujet principal de ce
mémoire.

En effet, il est naturel de supposer que le corps , soit qu'il y ait continuité
dans sa surface et qu'il roule sur le plan fixe, soit qu’il y ait au contraire dis-
continuité et qu’il glisse sur un angle ou une aréte de cette surface, peut
toujours se détacher du plan. Nous prendrons ce plan pour celui des zy, et
nous compterons les z positives du ¢dté ot le corps se trouve placé. Les forces
auxiliaires qu'on applique a celui~ci pour tenir compte de la résistance du
plan seront représentées par des ordonnées paralléles aux z : elles mesureront
les pressions ou percussions que le plan supporte, selon que le corps est soumis
a des forces continues, telles que la pesanteur, ou i des forces instantanées,
telles que celles developpées par le choc. Ceci posé, il est clair qu'au moyen
de ce que le corps peut se détacher du plan, les pressions ou percussions sont
assujéties & conserver des valeurs positives, et qu’aussitdt que cette condition
cessera d'étre satisfaite pour quelques-uns des points de contact, le plan ces-
sera de géner en ces points le mouvement du corps (). Il faut donc joindre
aux équations du mouvement les conditions d’inégalité exprimant que les
pressions ou permmssions, en chaque point de coutact, doivent rester posi-
tives ; mais afin d’étudier plus simplement les conséquences de ce principe, il
convient d’examiner d’abord I'hypothése ol le corps, en contact avec le
plan, est tiré du repos par des forces instantanées. De cette maniére, on n’a i
considérer que des relations algébriques de V'ordre le plus simple, et l'on nc
saurait €tre arrété dans l'application des formules par des difficultés d'inté-
gration.

S Iy U SO UG PUO O Y

(v) Nous avons indiqué, dans le Bulletin des sciences mathématiques , tome VIII, page 165,
comment le principe des vitesses virtuelles s’étend aux cas tels que celni-ci, ou les lizisons du
systtme sont exprimées par des inégalités; ce qui comprend la démonstration d’un théoréme
posé par Carnot d’une manitre assez confuse , et auquel on avait fait pea d’attention.
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On trouve ainsi, comme premier résultat, que, lorsqu’on ale nombre d’équa-
tions suffisant pour déterminer individuellement toutes les percussions, et que
quelques-unes, ou méme toutes, se présentent affectées du signe négatif, ce
n’est point en général unc raison suffisante pour affirmer que les points corres-
pondans n’exerceront aucune percussion et se détacheront du plan dans le
premier instant du mouvement; mais qu’il faut essayer au besoin plusieurs
hypotheéses, en faisant successivement abstraction de la résistance d’un ou de
plusieurs points, jusqu’a ce que les valeurs de toutes les percussions conservées
dans le calcul se présentent affectées du signe positif.

Si I'on n’a pas le nombre d’équations nécessaire pour déterminer individnel-
lement les percussions en chaque. point,.ou si le contact a lieu entre des portions
de lignes ou d’aires planes, il est utile de recourir 4 une. considération indi-
recte, d’ol I'on déduit I'expression trés-simple des conditions qui doivent étre
satisfaites , pour que la percussion puisse étre censée positive, relativement a
tous les points ou 4 tous les élémens du contact.

Chacun des points par lesquels le corps touche le point fixe, & I'instant ot il
subit Papplication des forces instantanées, donne naissance 4 une double con-
dition : car il faut, ou que la percussion en ce point soit positive, et dans ce cas
que la vitesse du point décomposée perpendiculairement au plan (ce que nous
appellerons, pour abréger, la vitesse normale) soit nulle; ou que la percussion
4 son tour soit nulle, et que la vitesse normale soit positive. On regardera peut-
étre les développemens de cette double condition comme une application in-
téressante du calcul des inégalités : calcul beaucoup moins cultivé que -celui
des équations , en général plus embarrassé dans sa marche, mais qui jouit aussi
d’avantages qui lui sont propres. Il arrive en effet que, par suite de l'indéter-
mination attachée aux conditions d’inégalité, celles-ci comportent souvent des
simplifications remarquables. Le calcul des inégalités est, comme celui des
équations, intimement lié .4 I'emploi des considérations géométriques; avec la
différence que, si le calcul des équations s’applique avantageusement 4 la
géomélrie, c’est la géométrie au contraire qui s’applique au calcul des iné-
galités, et qui semble indispensable pour en interpréter commodément les ré-
sultats.

Qu’on imagine un corps polyédrique, soumis a I'action d’une force instan-
tanée, et reposant sur le plan par une de ses faces dont les angles et les cOtés
sont en nombre n. La force aura pour effet, ou de détacher entiérement le
corps du plan fixe, sans faire éprouver i ce dernier aucune percussion; ou de
contraindre le corps & glisser sur sa base, en faisant essuyer au plan une per-
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cussion répartie sur toute 1'étendue de cette base; ou de soulever le corps, en
le forgant 4 glisser sur 'une des arétes, ou sur 'un des angles de la base, qui
seul éprouvera une percussion. De 13 un nombre 2n - 2 d’hypothéses sur le
mouvement du corps, a chacune desquelles se rapporte un systéme différent
d’équations et d’inégalités, qui devront étre simultanément satisfaites, pour
que cette hypothése puisse effectivement avoir lieu. D’un autre coté , il est évi-
dent & priori qu’entre toutes ces hypothéses. il doit toujours y en avoir une,
ct.une seule, qui. satisfasse ainsi 4 toutes les conditions voulues ; sans quoi l¢
corps soumis & des forces qui ne s'équilibrent Pas ne pourrait prendre aucun
mouvenient , owbien il pourrait prendre plusieurs mouvemens différens, sans
qu’il y edt aucune raison de supposer qu’un de ces mouvemens se produise
plutdt que l'antre, ce qui répugne. Mais si cette double conséquence, que
nous vérifierons d’ailleurs sur plusieurs exemples, est évidente & priori et par
la naturede la question, on ne veit pas comment on pourrait en donner & poste-
riori, et & linspection de la forme des équations et des inégalités, une dé-
monstration générale; ni comment on pourrait, dans un grand nombre de cas,
dispenser du titonnement qui consiste i essayer successivement plusieurs
hypothéses. _

Lorsque le corps repose sur une base dont I'aréte est formée par une courbe
continue, et qu’il sc souléve en s’appuyant sur un point del'aréte, il faut d’a-
bord -déterminer ce peint : question élémentaire et d’'une application usuelle,
dont pourtant je ne sache pas qu’on ait donné la solution. Au premier coup
d’il , les équations ordinaires du mouvement sewmblent insuffisantes; mais
d’autres considérations lévent 'indétermination apparente des coordonnées du
point de percussien.

Pour offrir une application simple de ces principes, nous examinons suc-
cessivement le cas d’un parallélipipéde droit 3 base rectangulaire, et celui d’un
cylindre droit 4 base circulaire; sur quoiil ne faut pas perdre de vue que les
mémes formules s’étendent, sauf les valeurs numeériques des momens d’inertie,
4 une infinité d’autres solides.

En suivant 'analyse que nous venons d’indiquer sommairement ,on parvient
4 ranger sous deux catégories les points de contact qui existent entre le corps
ctiJe plan-fixe, & I'instant ou agit la force instantanée : 1° ceux dont la vitesse
normale est éteinte par la percussion ;.2°ceux qui n’cxercent point de percussion
et quise détachentdu plan instantanément, avec une vitesse finie. Maissioncon-
sidere 'élément dutemps quisuitimmédiatement l'instant de la percussion, les pre-
miers de ces poiuts se distinguent de rechefen deux catégories nouvelles : 1° ceux
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pontla vitesse normale infiniment petite,acquise pendant le premier élément du
temps, se trouve éteinte au moyen de la pression qu'ils exercent contre le plan ;
2° ceux qui, au contraire, se détachent du plan ala fin de cet élément avec une
vitesse infiniment petite. Cette distinction repose sur des calculs analogues
dans leur forme a ceux qui servent pour la détermination des percussions, et
n'exige pareillement aucune intégration. Elle a lieu lors méme que le corps
n’est soumis & aucune force continue; et il est d’autant plus nécessaire d'y
avoir égard, que, pourl'observation, il n’importe qu’un point se¢ détache duplan
instantanément ou au bout d’un temps infiniment petit.

- Maintenant il est clair que, si 'on savait intégrer les équations du mouve-
ment, on aurait les valeurs des pressions en fonction du temps; on saurait
pour quel instant du mouvement ces valeurs deviennent négatives ou cessent
de satisfaire aux diverses conditions voulues ; et l'on pourrait appliquer i chaque
instant du mouvement les raisonnemens et les calculs que nous venons d'indi~
quer, relativement & 'instant qui suit immédiatement celui de I'application des
forces instantanées.

Une conséquence singuliére & laquelle on est conduit par cette analyse , c’est
que, quand un corps symétrique relativement 4 1'un de ses axes principaux, et
terminé par une base perpendiculaire a cet axe (tel qu'un prisme ou un cylindre
droit et homogeéne ), est posé par sa base sur un plan incliné et soumis
I'action de la pesanteur, ce corps ne pourra que glisser sur le plan, sans pivoter
autour d'un des angles ou d'une des arétes de sa base, quelle que soit Vincli-
naison du plan 4 I'horizon , et lors méme que la verticale, menée par le centre
de gravité, tomberait en dehors de la base. Cette circonstance tient & ce que la
direction de la pesanteur passe rigoureusement par le centre de gravité; car
d’ailleurs, pour Jpeu que la résultante des forces dévie de ce centre, le glisse-
ment ne peut avoir lieu qu'autant que la résultante rencontre le plan dans Vin-
térieur de la base. 1l en est donc de ce résultat de mécanique rationnelle comme
des équilibres instables, qui ne peuvent se réaliser physiquement. Aussi ob-
serve-t-on toujours que, lorsque I'inclinaison du plan dépasse certaines limites,
et en général lorsque la verticale, menée par le centre de gravité, tombe en
dehors de la base, le corps chavire ; ce qu’il faut attribuer au frottement exercé
surle plan, force dont la direction ne passe point par le centre de gravité, et
dont nous n’avons pas tenu compte dans nos formules.

Il resterait donc 4 faire voir comment ces formules devraient étre modifiées
d’aprés la considération du frottement : question qui différe essentiellement
d’avec celles qui précédent, par la nécessité d’admettre des données empiriques
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sur la nature du frottement, et dans les développemens de laguelle nous ne
pourrious emtrer ici sans dépasser les bornes que nous devons nous prescrire.

1. Considérons en premier lieu un corps qui se meut en s'appuyant sur le
plan fixe par une pointe, ¢’est-a~dire- par un point ou il y a solution de conti-
nuité dans sa surface, tel que serait le sommet d’un céne, ou l'un des angles
solides d’un polyédre. Pour fixer les idées, nous suppeserons que la pesanteur
est la force continue qui sollicite le corps, et nous tiendrons compte de la ré-
sistance du plan fixe par 'application d’une force inconnue R, perpendiculaire
 ce plan; nous rapporterons les points de 'espace d trois axes desz, y, z;
le plan fixe étant pris pour celuicdes xy, et son intersection avec le plan vertical
qui lui est perpendiculaire-€tant prise pour axe des z. Les points du corps
seront rapportés aux trois axes principaux des z', y', 2', menés par le centre de
gravité, dont nous désignerons les coordonnées en z, y, z, par «, 8, 3. M sera
la masse du corps, et A, B, C seront ses.momens d’inertie relatifs aux axes prin-
cipaux des 2, ', z'. Nous représenterons par g le cocfficient de la gravité, et
par ¢ le complément de 'angle que forme le plan fixe avec la verticale. a, b, ¢
seront les cosinus- des angles variables formés par 'axe des z avec ceux des
«', y', 25 et §, u, G, les coordonnées de la pointe, selon ces trois derniers axes.
Enfin, si. Pon. eongoeit que ’'on prenne, sur la direction de I’axe instantané de
rotation, une dreite numeériqiement égale & la vitesse-angulaire, p, ¢, r dési~
gneror les projections variables de cette droite sur:les axes des 'z, y', z'. Leurs
signes dépendrontdu sens de.la rotation, suivant les mémes conventions qui
fixent.le.sens dans lequel est porté Vaze d’un couple , ou lemoment linéaire d’u ne
force, d’apres la direction de cette force-: et & ce sujet nous renverrons le
lecteur aux Exercices de. Mathématiques de M. Cauchy. '

Cette notation convenue, il résulte facilement des principes généraux de
dynamiqug , gque.le double mouvement de translation et de rotation du corps
sera.déterming par les six équations suivantes :

LM e, MY Mpsin e M = K

(d) e =0 et gsiue, Mo =— g cos «R ;
Adp+ (C—B)grdt=R (nc —Tb) dt,

Q Bdg+(A—C)prdt=R({a—%c) dt,

Cdr-+(B—A)pqdt=R (Eb-—na) dt.

Les varinbles a, 8, ¢ sonb liées aux quantités p, ¢, r par les équations
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{¢) da = (rb — qc) dt, db = (pc — ra) dt, dc = (qa — pb) dt;

et si 'on désigne par 8 I'angle du plan fixe avec celui des a' y', par ¢ et 3, les
angles que leur intersection forme respectivement avec les axes des ' et des x,
les six variables «a, b, ¢, p, ¢, r se trouveront dépendre des trois quantités angu-
laires 8, ¢, 4, en vertu des relations suivantes :

(4) a=—— sinfsing, b = —sinbcos ¢, c=cos0;
‘ pdt =sin8singd3—cosqod b,

(e) gdt =sinfcosp d{ 4 sing dd,
{ rdt=d ¢ — cosfd .

Nous renvoyons, pour la démonstration de toutes ces formules, 4 la Méca-
nique de M. Poisson, livre 111,

Les six équations (a) et (b) ne renferment donc implicitement que sept in-
connues a, 8, 3,8, ¢. 4, R, qu’il s’agit d’exprimer, au moyen de deux intégra-
tions, en fonction du temps t. 1l suflit par conséquent, pour avoir le nombre
suffisant d’équations, d’en obtenir une septicme cntre ces inconnues. Or, la
condition que la pointe doit rester sur le plan fixe, ou que sa coordonnée z doit
étre nulle, s'exprime par I'équation

(f) vyt attbyd-cl=0,
d'ot

dy  ,da | db | ,dc__
(f) cTz+Esz+"¢Tt+Cd_t—°'

Les deux premiéres équations (a) s'intégrent immédiatement : la troisieme,
jointe aux équations (b) et ("), suffit, sauf les difficultés de I'intégration,
pour déterminer les cinq inconnues qui restent.

2. En multipliant les équations (b) respectivement par a, b, ¢, les ajoutant,
et ayant égard aux relations (c), on trouve :
Ad.ap+Bd.bg4Cd.cr=o0;
et par conséquent on obtient l'intégrale premiére
(8) Aap+Bbg4Cer=£,
dans laquelle £ désigne une constante arbitraire. Si I'on multiplie de nouveau

ces mémes équations respectivement par p, ¢, r, et qu'on les ajoute, en
ayant toujours égard avx relaiions (¢}, il vient :

Apdp+4Bgdqg-4-Crdr=R(Eda++nrndb4-Ldec)=—Rd>,

2
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en vertu de (f7). Substituant la valeur de R, tirée de la troisiéme équation (a),

intégrant et désignant par £* une nouvelle constante arbitraire, on obtient en
définitive :

d 2
(k) Ap'+ B4 CrdtM 2?{;+2Mgcou.y=h=.

Il n’est pas difficile d’apercevoir que les deux intégrales (g) et (k) résultent plus
généralement, la premiére du principe des aires, la seconde de celui des forces
vives. En effet, puisque le corps n’éprouve aucun obstacle parallélement au
plan fixe, et que la force qui le sollicite passe par le centre de gravité, la pro-
jection des aires sur ce plan doit rester constante. D’un autre c6té, la liaison
qui assujétit le corps étant exprimée par I'équation (f), indépendante du
temps, le principe des forces vives doit trouver son application. Or on dé-
montre aisément que lorsqu’on rapporte au centre de gravité le double mou-
vement de translation et de rotation d’un systéme, la force vive totale est la
somme des forces vives relatives aux deux mouvemens, considérés comme in-
dépendans; et cela posé, les formules connues nous apprennent que Ap*4-
B ¢*-}-Cr* est la force vive due au mouvement de rotation, - tandis que

d o* . . :
M 7?; est celle qui provient du mouvement de translation.

En général, les intégrales fournies par les principes de la consecrvation du
centre de gravité, des aires et des forces vives, sont les seules qu’on obtienne
sous forme finie. Le probléme qui nous occupe ne sera donc rigoureusement
résoluble que lorsque certaines relations entre 8, ¢, , réduiront ces variables
a deux, par exemple § et 4. Alors en éliminant entre (g) et (%), on aura des ex-
pressions de la forme dt =F (8) df, dt =¥ (3)d4, d’oi Yon tirera par les
quadratures les valeurs de 8 et 9, par suite celles de 4 et de R en fonction de
t et de nouvelles constantes arbitraires.

3. Une analyse exactement semblable s’appliquerait au cas ol le corps
s’appuierait par deux points sur le plan fixe. On aurait une inconnue de plus,
analogue & R, mais aussi une équation de plus, analogue a (f), laquelle éta-
blirait unc dépendance entre 8, ¢, 43 de sorte que le probléme serait suscep-
tible d'une solution compléte par les quadratures. Mais au lieu de nous y
arréter , il convientde considérer le cas ot le corps s’appuie sur le plan par une
aréte rectiligne, telle que celles qui terminent les faces des polyédres. En
désignant alors par ds un élément de cette aréte, dont les coordonnées sont
E,n, T, etparR la pression qu’il supporte, la troisiéme équation (a) et celles
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(b) seront remplacées par les suivantes, ou le signe d’intégration se rapporte
i toute la longueur de 'aréte :

d’-y
M dt,:-——\'lgcos:-l—/l{ ds ;
(0 Adp—~(C—B) grdt=dt/ R (vc — [ b)ds,

Bdg+ (A—C)prdt=dt/R ({a—Ec) ds ,
Cdr 4 (B— A)ypgde=dt /R (Eb — na) ds.
Comme la droite qui forme aréte est donnée de position, on aura pour
ses équations :

n=mld-n,{=m§-n';

au moyen de quoi substituant dans les équations précédentes, et faisant
sortir les lettres a, b,c, m,n,m',n’ de dessous le signe d’intégration, on
n’aura plus que deux intégrales inconnues /'Rds et /' REds. D'une autre part,
ces mémes valeurs, substituées dans 'équation (f), devront la vérifier, indé-
pendamment de £. On obtiendra ainsi deux équations auxiliaires, qui, jointes
aux quatre équations (£), suffiront pour déterminer 3, 8, ¢, 4 et les deux
intégrales inconnues. Néanmoins la fonction R restera indéterminée , comme
cela doit étre, lorsqu’on n’a égard qu’aux principes généralement regus en
mécanique.

Admettons, par exemple, que I'aréte soit paralléle i I'axe principal des «/,
ainsi que cela aurait lieu pour un prisme droit et homogéne, s’appuyant sur
une des arétes perpendiculaires 4 ses bases. Dans ce cas m ¢t m' sont nuls,
ce qui donne 3 4 bn -}~ ¢’ = 0, et a =0, ousin fsin ¢ = o0, d’ou il est
aisé de conclure que c’est I'angle ¢ qui reste constamment nul. L’équation
(g) devient

d (B sin® 8 4 G cos® §) = kdt;
quant a celle des forces vives, pour la mettre sous sa forme la plus simple,
il convient de faire :
n=ypcosw, #'=)psine,
p étant égal a Ve fn®, et w désignant Pangle que le plan mené par
Paréte et par le centre de gravité, fait avec celui desz' y'. Alors cette équation
devient :
s 2 s
Ziz—l— %(B sin® § == C c0s*8) 4p* cos* (§M —o) . Zf’
4+ 2Mgcose . psin (§ —w) = k"

A
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(r2)
dd
Lorsque B—=2C, on a o= const. Le terme en
t
précédente, comme compris dans la constante /£*; mais elle ne peut toujours
s'intégrer qu'approximativement par les quadratures.

3

disparait de l'éqnation

4. Si le corps glisse sur le plan fixe, en s’appuyant sur une face plane,
on pourra encore employer les équations (i), pourvu que ds représente un
élément d’aire plane ; et que les termes ou il entre comme facteur
soient affectés d’un double signe d’intégration. D’ailleurs le plan qui comprend
cette face aura pour équation

{=mE4mnr4m
Substituant cette valeur de { dans les équations (i), clles ne contiendront
plus que trois intégrales inconnues

JRds, R Eds, [fRnds.
D’un autre cété si l'on fait la méme substitution dans Véquation (f) qui
devra alors étre satisfaite, indépendamment de £et de », on obtiendra trois
équations auxiliaires, qui compléteront le nombre nécessaire pour la déter-
mination des éléments du mouvement, et des intégrales inconnues : seule-
ment la fonction R restera, comme précédemment, indéterminée.
En effectuant le calcul, on trouve :
ytem'=o0, a4me==o0, b m'c=o,
d’ott
a . ¢ ,
— ~=—tglsing=m, — 5=—tg9 cos g==m';
[/}
t e onst
¢ = — , == consl.
g m' ’

en sorte que les deux angles 8, ¢ sont 'un et 'autre constants : 1.’équation
. r a h Y d »
des aires se réduit donc 2 d_\.!’ = const., et il en résulte encore que les quan-
¢

titds », p, ¢, r, @, b, ¢, comme aussi les trois intégrales inconnues, ont
des valeurs constantes pendant toute la durée du mouvement.

5. Considérons maintenant un corps terminé par une surface continue, et
qui roule en s’appuyant toujours sur le plan par un point de cette surface. 1] est
clair que les équations (a) , (), (f) s’appliqueront i I'hypothése actuelle, sauf
que les coordonnées £, «, {, au lieu d’étre constantes, comme dans le cas du
numéro 1, seront variables et inconnue - Mais aussi on aura trois nouvelles

Document numérisé par la Bibliotheéque Interuniversitaire Scientifique Jussieu - UPMC



(13)
équations pour déterminer ces coordonnées, savoir : I’équation méme de la
surface, et lesdeux qui expriment que le plan tangent a cette surface, au point
(£, n, {) sc confond avec celui des zy. Les équations des aires et des forces vives
subsisteraient , comme lorsque les coordonnées £, », { sont invariables. Cela
est évident pour la premiére, qui s’obtient indépendamment de ces coor-
données; d’ailleurs on aurait, en différentiant I'équation (f) :

dy4-Edatrdb4-C{dec=—(adf+4bdn4cd)

Mais a, b, c étant les cosinus des angles que forment les axes des a7, y', 2’ avec
la normale i la surface, au point (%, #,{), le second membre de cette équation
s’évanouit, ce qui la rend identique avec (f’) : au moyen de quoi I'on arrive
comme précédemment a I'équation des forces vives.

Si le corps estterminé par une surface cylindrique ou conique, il roulera en
s'appuyant sur le plan le long d’'une génératrice de cette surface. Prenons pour
exemple un cylindre droit et homogéne, 4 base elliptique, dont les génératrices
soient paralléles & I'axe des o', et dont les directrices aient pour équation :

@z -yt =w® o®;
Le calcul sera le méme que dans le cas traité & la fin du numéro 3, si ce n’est que

les quantités p et w cesseront d’étre constantes. Le cylindre étant tangent au
plan fixe, on aura :

dz oy
tgb= - —_— _;11
y z
, @ sin § X , s*cos 8
pCOS =y == sPpSINO==2 == - 5
Va2 sin*4 - o2 c0s® 8 Va* sin® § - o* cos* 0

Et il ne restera plus qu'a substituer ces valeurs dans ’équation des forces vives.
. . . di .
Lorsque le cylindre est circulaire, auquelcas B = C, » =, Ty et - se ré-
t t

duisent & des constantes; les quantités b, ¢, q, r, s’expriment par des sinus et
cosinus du temps : tandis que d’aprés le calcul, les intégrales fRds, fREds
conservent des valeurs constantes. Observons que les limites de ces intégrales ne
seront plus constantes en général , comme dans le cas du numéro 3, et qu'on
déterminerait au besoin ces limites 4 l'aide des équations des courbes qui ter-
minent la portion de surface roulant sur le plan; mais ce calcul est étranger 4
la détermination du mouvement.

6. §i le corpsroulait sur une aréte curviligne, telle que celle qui termine la
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base d’un cylindre, il faudrait encore employer les formules (a), (), (f); les
coordonnées £, n, {du point de contact seraient variables et inconnues, mais on
aurait trois équations pour les déterminer, savoir: les deux qui définissent, re-
lativement aux axes principaux, la courbe qui forme aréte ; ct celle

(k) adtbdnt-cdl=o,
exprimant que la tangente i cette courbe , au point (£, #, ), est comprise dans
- . d 4 ]
le plan fixe, et dans laquelle il faudrait substituer les valeurs de; . ;% , ti-

rées des équations de lacourbe. Nous employons ici la caractéristique &, vou-
lant réserver celle d pour indiquer les différentiations par rapport a ¢

En réunissant les cas divers qu’on vient d’analyser, et quelques autres qui se
résolvent par les mémes principes, on pourrait, sauf les difficultés inhérentes
a l'intégration ,'suivre dans toutes ses circonstances le ‘mouvement d’'un corps
de forme quelconque sur un plan fixe. C’est ainsi qu’un cone pourrait se mou-
voir successivement , en s’appuyant sur son sommet, puis en roulant sur:sa sur-
face convexe, ensuite sur I'aréte curviligne qui la termine, et enfin en glissant
sur le plan de sa base. Dans le passage d’un de ces états & I'autre, il y aurait
en général solution de continuité, percussion soufferte par le plan, déperdition
de force vive; et les valeurs des élémens du mouvement, 4 la fin du premier
état, serviraicnt 4 déterminer les constantes arbitraires, dans les formules re-
latives A 'état subséquent.

7. Les constantes arbitraires qui entrent dans les équations du mouvement,
apres les deux intégrations, sont de deux sortes : les unes dépendent de la po-
sition initiale du corps, et I'on peut toujours placer l'origine et les axes des
T, y, z, de maniére 4 les rendre nulles. Les.autres dépendent des valeurs ini-
tiales des six quantilés

o da dp dy

‘7;9 d—t, d—i’ PsrqgsTos
qui peuvert étre données immeédiatement ; et alors leur substitution dans les
intégrales:premiéres, telles que celles des-aires et des forces vives, fournira im-
médiatement aussi les valeurs des constantes arbitraires : mais si I'on assigne
seulement , en grandeurs et directions, les forces instantanées qui sollicitent
le corps A 'origine et le tirent de I'état de repod, il faudra d’abord en déduire
les valeurs initiales des quantités (/).

Considérons un corps qui repose sur le plan fixe par un point (¢, =, [), et
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qui est tiré de I'état de repos par P'application d’un systéme de forces instanta-
nées, dont la résultante a pour projection suivant les axes des z, y, z, les
forces X, Y, Z. Désignons par L', M', N’ les momens du systéme estimés re-
lativement aux axes des x’, ¥, 2, et par P la percussion que le plan éprouve
au point (£, », £). D'aprés une application facile du principe de d’Alembert, on
aura, pour déterminer les valeurs initiales des quantités (/), les six équations
suivantes :

da dg dy
, MY =X, ML =Y, M2 =72 4P;
(@) dt dt Frmhs
Ap=L+P(nc—Cb),
) Bg=M+4P ({a—E o),

Cr=N-+4PEb—a).

11 y faut joindre, en vertu des équations (/') et (¢), cette équation auxiliaire,
que nous mettons & dessein sous trois formes différentes :

b Erb—g ) (o —ra)+L (ga—ph)=o,
(M) | TApbo—Lb)H+qa—td+r(Eb—ra =0,

d
Tz—l-a(qZ,’——rn)—l-b(rZ—pC)-l-c (pr—gq &) =o.

Sous cette derniére forme, elle exprime plus explicitement que la vitesse du
point (&, ), estimée perpendiculairement au plan fixe (ce que nous sommes
convenus d’appeler plus briévement la vitesse normale), est nulle; et d’apres
laremarque du numeéro 5, elle subsiste également, soit qu’il y ait en ce point
continuité ou discontinuité dans la sarface.

11 est essentiel d’observer que, si le corps est tiré de I’état du repos parl'action
de forces continues , les valeurs initiales de p, ¢, 7 seront nulles ; et alors les
équations (a), (b), deviendront les mémes que (a'), ('), si ce n’est que P sera
remplacé par R, les quantités (/) par

d*e d*8 doy dp dq dr
de’ de’ de’ di’ di o de
et que les lettres X, Y, Z, au lieu de désigner des forces instantanées, désigne-
ront des forces continues. D’ailleurs 1'équation (m) donpant par la difiéren-
tiation.
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dy dp. dg ., dr cp_,
(m') ‘dtn+d_,;("° Cb)-l-dt(:“ E")‘i"dt(fb a)
_ d. (nc—T b) d.(Ca—E%9 d. (€ b—na)
l ‘p dt +9 dt T+ dt ’

le second membre de (m') s’évanouira & cause de 0o =p =g =r, et alors elle
deviendra l1a méme que (m), lorsqu’on fait dans celle-ci les substitutions qu’on
vient de dire. D’ou il faut conclure, qu’en discutant hypothése ou le corps est
tiré du repos par des forces instantanées, nous nous trouverons avoir traité celle
ot il sort du méme état par I'action de forces continues.

8. Faisons, pour simplifier:
ne—Cb=r,la—~Ec=p, Eb~na—:.
I’élimination entre (&), (¢") et la seconde équation (m), donne:

’ 11 '
b MTEB T

l+7\“+,u.“+v
M"A "B

2
C
expression dont le dénominateur est essentiellement positif. Si P est négatif, ce
scra la preuve que le plan n’éprouve aucune percussion au point (£, », £ ), et
que ce point, considéré comme appartenant au corps, doit se détacher du plan,
ou que sa vitesse normale est positive. Alors pour déterminer les élémeuns du
mouvement, il faudra faire P — o dans (&'), (6'); et les valeurs de ces élémens
devront satisfaire & Vinégalité

d
(n) dlt/+P7‘+‘IM+7'V> 0,

dont le premier membre exprime la vitesse normale du point (£, #, ). Or. au
moyen de ce qu’on a fait P = o, ce premier membre se réduit a
Z _'_L’;\
M A
I'imégalité est donc satisfaite, par cela seul que dans le précédent calcul on
aeu P <o.

Mu Ny
+T+T’

9- S'il y a deux points de contact entre le corps et le plan, les équations
(a'), (6") deviennent, en accentuant les lettres relatives au second point:
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d7 —=ZP4P;

M
Ap=L'4-Pr<4-P'N, Bq_li'—l-P[.L—i-P/p' Cr=N-4Pv4PV;
et de plus on a les deux équations de condition :
d d
ﬁ—|—p7\+q,u+rv=0,&—7;+p7\'+qp.'+r v'=o0.

Faisant pour abréger :

LN S ad
M+A+B+C’ + -f— nk
Z L'a
e + +——
on trouve:
UT—SU _, UT—SU

TSS 17 T 88T
Le dénominateur de P et P’ peut se mettre sous la forme :

(A=) (pep)r (=)
M{ A + B + C

(7\;4.—7\ i) (7\1: —Ny)* (=)
+ + =

et par conséquent il est essentiellement positif,, en sorte que les signes de P et P
dépendront uniquement de ceux de leurs numeérateurs. Si P, par exemple, est

négatif, il faudra recommencer le calcul en supposant P nul, et alors on aura
I
P — 35 De plus, l'inégalité (n) devra étre satisfaite : mais son premier

membre se réduit dans ce cas A P'T'4-U> o0, ou S'U— U'T > o0, en substi-
toant la valeur précédente de P’, et observant que S’ est essentiellement positif.
Cette inégalité est donc vérifiée , par cela méme que I'on a eu précédemment
P <o.

Siles deux valeurs de P et P’ étaient négatives, et que de plus T fat positif,
Finégalité (n) et son analogue, relative a (&, ', {'), se réduisant, lorsqu’on
fait abstraction de la résistance des deux points, a U > o, U’ > o, seraient en-
core satisfaites d’elles-mémes, et le corps se détacherait entiérement du .plan.

o
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Eneffet,de UT —S'U<0,UT —SU' <o, on tire, en divisant la premiére
inégalité par S’ et la seconde par T, qui sont des nombres positifs :
uT | sy’
0> V<7

partant U (SS' — T*)> o0, ou U'>> 0, & cause que S &/ — T* est essentielle-
ment positif. D¢ la méme maniére on trouverait U >> o.

Mais si T est négatif, on pourrait seulement démontrer que I'une des quan-

gaul, on p q q

tités U, U’ est positive ; par conséquent, de ce qu’on aurait trouvé dans ce cas
P et P' <o, il ne s'ensuivrait pas que les deux points n’éprouvent aucune
percussion : il faudrait en outre que U et U’ fussent simultanément positifs.
On arriverait A des résultats analogues en supposant trois points de contact.

ro. Dans le cas ou leur nombre se réduit toujours & deux, on trouve, en
retranchant de la premiére équation (m), son analogue, relative & (£, ', {’):

() E—E)(rb—go)4(n—r) (pc—ra) 4= (=) (ga—pb)y=o0;

équation qui peut s’interpréter géométriquement. Pour cela, menons par l'axe
instantané de rotation un plan perpendi¢ulaire aun plan fixe des xy, et soit

le'my Jnz'=0,
I’équation de ce plan. En vertu de ce qu’il comprend 'axe instantané, on aura

lp+ mq 4 nr=0; et au moyen de ce qu’il est perpendiculaire au plan zy,
la 4 mb —+ nec=—o. Son équation deviendra donc

(P (ro —qoyr+pe—ra)y+(ga—pb) 2=o0;

et si 'on méne une perpendiculaire 4 ce plan, elle fera, avec les axes des
z', ¥/, 2/, des angles dont les cosinus seront respectivemient proportionnels 4
rb—gqgc,pc—ra, ga— pb. D'un autre coté, I'intersection du plan (p) avec
celui des xy, contient )a projection de I'axe instantané sur ce dernier plan, et
cette projection est perpendiculaire 4 la droite menée dans le plan fixe perpen-
diculairement au plan (p), laquelle, en vertu de (0), est elle-méme perpen-
diculaire A la droite qui joint les deux points de contact. Cette équation (o) ex-
prime donc que la projection de 'axe instantané sur le plan fixe est parallele &
la droite joignant les deux points de contact. D’ailleurs, si I'on porte sur 1'axe
instantané une longueur numériquement égale i la vitesse angulaire, la valeur

de sa projection sur le plam fixe sera \/(rb——qc)’ v (pe—ra)*4-(ga—pb)* :
car on a pour sa projection, perpendiculairement au méme plan, pa—4~gqb—+re,
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et (rb—gqot(pe—ra)t-(ga—pb)+lpatgbtro) =p 4¢ .

Si le point (£, #',{') venait A se détacher du plan, on aurait :
d ’ ’
ﬁ-}-f’(pb-—-—qc) +A(pe—ra)+{'(ga—pb) > o;

ct I'équation (o) se trouverait remplacée par Vinégalité

E—E)rb—go+b—2) pe—ra)+{C—1) (ga—pb) <o,
laquelle exprime géométriquement que la perpendiculaire & la projection de
'axe instantané sur le plan fixe forme un angle obtus avec la droite menée
du point (&, », {) au point (&, #, 2').

11. Si ces deux points sont les extrémités d'une aréte, par laquelle le corps
s'appuie sur le plan fixe, il est aisé de déduire de ce qui précede les équations
qui devront donner les valeurs des quantités (), et des intégrales

SPds, SfPrds, fPuds.

Pour que la percussion s’exerce le long de cette aréte, il fandra que la fonction
inconnue P puisse étre censée positive dans toute I'étendue des intégrations.
Or Yon s’assure si cette condition est ou non satisfaite, & 1’aide des considéra-
tions svivantes.

Les coordonnées @,y de 'aréte, rapportées aux axes fixes dans l'espace,
sont, au premier instant du mouvement, des fonctions linéaires et connues
de ses coordonnées £,»,, rapportées aux axes principaux. On pourra
donc exprimerfPz ds, fPyds, en fonction de /P Eds, etc. Alors sil'on
fait

SJPzds _ fPyds _

JPds =% SPds =
il faudra, pour que la fonction P puisse étre censée constamment positive,
1° que /P d s ail elle-méme une valeur positive ; 2° que le point, dont les coor-
données en zy sont z,, y,, tombe sur aréte rectiligne entre ses deux points
extrémes (£, #, {), (£, ', ¢"). Telles sont en effet les conditions démontrées
en statique, pour qu’un corps qui s’appuie lelong d’un plan fixe parune aréte rec-
tiligne ne soit pas soulevé, et la démonstration ne reposant que sur la nécessité
de regarder la fonction P comme constamment positive, subsiste, quelle que
soit la signification attribuée a P.

k4

12. Lorsqu’il existe, & l'origine du mouvement, trois points de contact enire
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le corps et le plan fixe, on a trois équations semblables & la premiére (m), qui
donnent, en les combinant deux & deux par voie de soustraction, trois autres
équations semblables 4 (0); et de celles-ci on déduit , pourvu que les trois points
ne soient pas en ligne droite :

d

d_::o, rb—qc:o,pc---—ra: 0,ga—yp b=0,

équations dont la derniére est contenue dans les deux précédentes, et qui ex-
priment : 1° que la distance du centre de gravité au plan fixe reste constante ;
2° que I'axe instantané est perpendiculaire & ce plan. Dés-lors on voit que , s'il
existait plus de trois points de contact, on n’aurait pas le nombre suffisant d’é-
quations pour déterminer individuellement les percussions souffertes par ces
points, ni pour s’assurer directement que leurs valeurs sont positives. Mais en
suivant le raisonnement des numéros précédens, il est clair qu’on pourrait tou-
jours calculer les valeurs des termes sommatoires = P, =. PZ, etc., par suite
celles de 2. Pz et 5. P y; et quen faisant alors =. Pe=z, 3P, 3, Py —y,3 P,
il faudrait, pour que le corps put se mouvoir en glissant sur le plan fixe,
et exercant ainsi une percussion sur tous les points de contact : 1° que = P fiit
positif; 2° que le point dont les coordonnées en = y sont z,, y,, tombat dans
Vintérieur du polygone convexe , qui se forme en joignant deux & deux les points
de contact, de maniére & n’en laisser aucun a l'extérieur du polygone. Si le
corps s’appuyait sur une portion d’aire plane, on arriverait aux mémes con-
clusions, en remplacunt P par P ds, et = par un double signe d’intégration.

13. Lorsque les conditions nécessaires pour le glissement du corps sur le
plan fixe ne sont pas satisfaites, il se présente trois cas : ou le corps se sou-
léve en s’appuyant sur 'un des-sommets du polygone convexe, dont il vient
d’étre question, comme sur une pointe ; ou il s’appuie en se soulevant, sur les
deux extrémités d’un des cdtés du méme polygone; ou enfin il se détache en-
tiérement du plan et ne lui fait éprouver aucune percussion.

Dans la premiére hypothese, soit (£, », {) ou F le sommet qui ¢prouve
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une percussion, et (¢, »', '), (§', ", {"), ou F', F, les deux sommets dont
F'un svit, et 'autre précéde F immédiatement sur le contour du polygone. Non
seulement il faudra que la valeur de P, calculée comme dans le numéro g,
soit positive ; mais d’aprés 'observation qui termine le numéro 10, les deux
inégalités _
(=) (rb—ge) +-(r—r) (pe—~ra) - (=) (qa—pb) <o,
(E—E) (rb—qe) 4 (r—n") (pe—ru)+ —T") (ga—pb) <o,
devront étre satisfaites ; et le systéme de ces inégalités exprime que la perpen-
diculaire abaissée de F sur la projection de I'axe instantané sur le plan fixe,
doit tomber dans l'angle M'FM’, supplémentde F'F F’, et formé par les
droites N' M', N’ M’, respectivement perpendiculaires 4 FI', FF’. Pour un
autre point quelconque F”, situé sur le contour ou dans I'intérieur du polygone,
on devrait avoir pareillement :

@) E—E)(rb—g)+(—") (pe—ra)+ ({— L") (ga—p b) <o;

et si Yon meéne N” M” perpendiculaire & I F”, que 'on combine (4') avec cha-
cune des inégalités (), il résultera de leur systéme quela perpendiculaire abais-
sée de F sur la projection de I'axe instantané, doit tomber dans l'intérieur de
I'angle M” FM’, ou de M'FN”. Or, le polygone étant convexe, et par suite FF”
tombant toujours dans Pangle F' F F', il est clair que quand les inégalités ()
sont satisfaites, (¢’) I'est & fortiori ; qu’ainsi il suffit d’avoir égard aux inégalités
(q) et & celles P > o.

Quand la projection du centre de gravité sur le plan fixe tombe dans l'in-
térieur de I'angle F' FF", on peut prendre cette projection pourle point I'Y, et
alorsona #'=-—ay, "= —by, {"=-—cy : d'ailleurs comme la fonction
a(rb—gqgc)4b(pec—ra)-c(qga— pb) estidentiquement nulle, (¢') se
réduit dans ce cas a

E(rb—ge)tn(pe—ra)d-L(ga—pb)<<o,

on, en vertu de I'équation (m), a

)

v dy
(9" 73 > o.

Dans la seconde hypothése sur le mouvement du corps , FF’ étant le coté du
polygone sur lequel il s’appuie ense soulevant, soit que la percussion ne s’exerce
qu’aux deux points extrémes F, F', ou qu’elle soit répartie sur toute la lon-
gueurde I'aréte FF', on aura 4 appliquer les formules des numeéros 9, 10 et rr1.
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En ouire, dans I'un et I'autre cas, il faudra que I'inégalité (¢') soit vérifiée pour
un point queleonque F”, situé sur le contour ou dans l'intérieur du polygone.
Or, si I’on-abaisse de F une perpendiculaire sur la projection del’axe instantané
en z y, cette droite , d’aprés ce qui a déja été dit, sera en méme-temps perpen-
diculaire & FF' : I'inégalité (¢') exprime qu’elle devra faire un angle obtus avec
F F*; et deés-lors il est visible que cette condition étant satisfaite pour le point
F”, le sera pour tous ceux qui sont situés, par rapport & FF', du méme coté
que F”. Elle sera donc simultanément satisfaite pour tous les points situéds sur
le contour ou dans P'intérieur du polygone, puisque, par hypothése, ce poly-
gone est convexe. Profitant de cette remarque, on peut d’aprés ce qui précéde,
simplifier Yexpression de la condition (4'). et la réduire 4 (¢*), dans le cas
ou la projection du centre de gravité en xy, tombe, par rapport & FF’,du méme
cOté que les autres sommets du polygone.

Enfin, dans la derniére hypothése ou le corps ne fait éprouver aucune per-
cussion au poiat fixe, et se meut comme §’il était libre, la vitesse normale de
chacun des points de contact doit étre positive; ce qui entraine de nouvelles
conditions : U> o, U’ > 0, U"> o, etc. Uet ses analogues conservant la si-
gnification qui leur a été attribuée au numéro 9. Lorsque le corps repose sur
une portion de ligne ou d’aire plane, le nombre des points de contact étant
infini, la vérification de I'inégalité U > o ne peut se faire pour chacun d’eux ;
mais d’abord il est visible que, si elle est satisfaite pour tous les scmmets du
polygone convexe dont nous venons de parler, elle le sera pour tous les autres
points. En outre , si 'on observe que U = o (en remplacant dans U les coor-
données déterminées £, »,{ par les coordonnées courantes z',y', 2') est I’équa-
tion d’un plan, et que I'inégalité U = o subsiste pour tous les points de I'espace
situés d’un méme coté de ce plan, on verra qu’il suffit de construire la droite
résultant de l'intersection du plan fixe avec celui U == 0; que, si ceite droite
laisse d’'un méme cdté tous ces points de contact, et que de plus I'inégalité
U > o soit satisfaite pour un de ces points, elle le sera pour tous les autres.

Chaque sommet du polygone pouvant étre pris successivement pour le point
F, et chacun de ses cOtés pour 'aréte FF’, si n désigne le nombre de ses som-
mets, on pourra faire 2n hypothéses différentes sur le mouvement du corps ,
sans compter celle ou il glisse sur le plan, et celle ou il s’en détache entiére-
ment. Parmi ces 2 (n <} 1) hypothéses, 4 chacune desquelles se rapporte un
systeme différent d’équations et d’inégalités, il faudra, comme on l'a dit en
commencant, qu’il y en ait toujours une et une seule pour laquelle le systéme
correspondant d’inégalités soit complétement vérifié.

Document numérisé par la Bibliothéque Interuniversitaire Scientifique Jussieu - UPMC



(23)

14. Si au polygone dont il vient d’étre question l'on substitue une courbe
convexe et continue, comme dans le cas d'un cylindre assis sur sa base, et que
d’ailleurs on ait vérifié que le corps ne pouvait pas glisser sur cette base , il
semble d’aprés ce qui précéde, qu'on devrait essayer autant d’hypothéses qu'il
v a de points sur la courbe, c’est-d-dire une infinité; ce qui répugne. D’un
autre c6té, si I'on se reporte au numéro 6, on verra que l'équation (k), qui
doit servir & déterminer le point (£,#, {) sur lequel le corpss’appuie en roulant
sur une aréte curviligne, se trouve identiquement satisfaite & I'origine du mou-
vement; puisque, par hypotheése, la courbe qui forme aréte est alors entiere-
ment comprise dans le plan fixe.

I1 est néanmoins facile de lever cette indétermination apparente : et d'a-
bord si I’on passe, selon le principe deslimites, du polygone 4 la courbe
continue, il résultera des n™ 10 et 13, que la tangente 4 la courbe, au
point (§, #, ) , sur lequel le corps s'appuie en se soulevant, doit étre pa-
ralléle 4 la projection de l'axe instantané en =y, d’ou 'on tire :

(k) (rb—gqc) dé+4-(pc—ria) fn-(ga—pb) =0}
et cette équation -qui remplacera (k), servira, conjointement avec celles de
la courbe, & déterminer complétement £, », {. Mais sans recourir & cette con-
sidération indirccte, on peut dériver immédiatement (') de (k). En effet,
puisque cette derniére équation doit étre satisfaite pendant toute la durée
du mouvement , elle donnera :

dadé{-+dbdntdcdl=—(addE+ bddn-4=cddl).

Or, par hypothése, (k) est satisfaite identiquement , c’est-d-dire, indé-
pendamment de £, », {; le second membre de 1'équation précédente sera
donc identiquement nul, ce qui la réduit & (#), au moyen des relations (c).

Le point (£, », {) étant connu, il faudra que la valeur de P, calculée par
les formules du n° 8, soit positive; et que pour un autre point quelconque
(€%, v*, £%), situé sur le contour ou dans l'intérieur de la base, on vérifie
Finégalité (¢"), qui se réduit & (¢"), quand la projection du centre de gra-
vité en zy tombe dans l'intérieur de la base. Si ces conditions n’étaient
pas satisfaites, ce serait une preuve que le corps se détache entiérement
du plan fixe : alors il faudrait qu'en éliminant entre les équations de la
courbe, et celles de Vintersection du plan fixe avec celui U=—o0, les ra-
cines de I’équation finale fussent imaginaires, et que pour un point ar-
bitrairement choisi sur cette courbe, ou dans l'aire qu’elle enveloppe, on
et U> o.
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Quand ’équation ('), jointe A celle dela courbe, donne une équation finale
a plusieurs racines réelles, il ne doit y avoir, comme nous le vérifierons,
qu’un systéme de valeurs (£, », ), qui satisfasse aux conditions d’inégalité.
Enfin, si la base était terminée par plusieurs portions de courbes , il faudrait
essayer des calculs analogues relativement 4 chaque portion de courbe, et en-
suite relativement a chacun de leurs points de jonction, le corps pouvant s’ap-
puyer sur I'un d’eux, comme sur une pointe, avec la condition que la perpen-
diculaire abaissée de ce point sur la projection de V'axe instantané, tombe
dans I’angle supplémentaire de celui que forment les tangentes menées par ce
point aux deux portions de courbes contigués.

15. On peut faire, des formules qui précédent, une application curieuse , qui
s'étend & une classe nombreuse de solides. Supposons que le corps, a I'origine
du mouvement, tende a glisser sur une face perpendiculaire & I'axe princi-
paI des 2', et que la résultante des forces qui le sollicitent passe par le centre
de gravité. On aura 0 = L'=M' = N'; et en prenant les axes des z, y, res-
pectivement paralléles & ceux des «’, ¥’ (ce qui, dans cecas, ne diminue en rien
la généralité des formules), il viendra: a==0, b —=o0, ¢ =1, d'ott (n° 12):

%:0,’) 2 o,q = O,‘
et par suite :

JPdedy = —Z, ffPxdzdy =0, ffPydrdy = o;

l'origine des x, y étant d’ailleurs supposée la méme que celle des z', y'. Or,
pour que la fonction P puisse étre censée constamment positive, et conse-
quemment pour quele glissement du corps sur sa base puisse avoir lieu, il
suffira (n° 12) que Z soit négative, et que le pointdont les coordonnées en zysont
nulles , c’est-a-dire la projection du centre de gravité sur le plan de la base,
tombe dans l'intérieur de cette base.

Cette derniére condition est évidemment satisfaite, dans le cas de ’homo-
généité, i I'égard des prismes, cylindres et cones droits , des pyramides régu-
litres , et d’un grand nombre d’autres solides, qui ont d’ailleurs une de leurs
faces ou bases perpendiculaires & 'un de leurs axes principaux. Si donc un
semblable corps repose par sa base sur un plan fixe, et qu'on lui communique
une impulsion passant par le centre de gravité, il glissera sur sa base, ou se
détachera entiérement du plan, selon que Z sera négative ou positive, mais
dans aucun cas, il ne pourra pivoter sur 'un des angles, ou l'une des arétes
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de sa base. La conclusion sera la méme, en vertu de P'observation qui termiue
Je numéro 7, si le corps est tiré du repos par I'action de la pesanteur; quelle que
soitd’ailleurs I'inclinaison du plan fixe a 'horizon: car la pesanteur est une force
qui passe toujours par le centre de gravité. Enfin cette conclusion subsiste non
seulement pour le premier instant du mouvement, mais pour tous ceux qui sui-
vront : car on sait (n° 4) queles valeurs de ffRadzdy , [fRydzdy étant nulles
au premier instant, demeureront constamment nulles; et la condition de R
positive dans toute l'étendue des intégrations, étant satisfaite & 1'origine du
mouvement, le sera pour toute sa durée.

16. Afin d’appliquer nos formules & un exemple, considérons un paralléli-
pip¢de rectangle et homogéne, posé sur le plan zy par une de ses faces. Pre-
nons les axes des x, y respectivement paralléeles aux c6tés de la base , et faisons
M = AK = BK'. Soient 2f, 2g, 2k les longneurs des arétes, paralléles aux axes
des z, y, z; il s’agit d’examiner successivement les quatre hypothéses sui-
vantes.

1°. Le parallélipipéde peut glisser sur le plan fixe , auquel cas :

M Pdzdy = — Z, ff Pedxdy = — 1/, ff' Pydxdy = M/;

d’ou résultent (n° 12) les conditions

’

M’ L
<f;z—

7
en se rappelant toujours que les signes < et > n’excluent pas le cas d'é-
galité.

Les quatre derniéres inégalités ne peuvent étre satisfaites par Z = o, 2
moins qu’on n’ait en méme temps o == L' = M/, ce qui rentre dans le cas du
numero précédent. Ainsi I'on doit supposer que la résultante perce le planzy en
un point(a’, y'), auquel cas on sait que L', M’ se réduisent & Zy", — Zz". Ces
inégalités expriment donc géométriquement que le point (z*, y*) tombe dansin-
térieur de la base du parallélipipéde.

2°. Si le corps tourne, en s’appuyant sur un des angles de sa base (£, ), on
aura (n* 7 et 8):

Z-KsL'—KEM
T T FKeKE
Les inégalités (¢) du numéro 13 se réduirontd ps» < 0, ¢&, >0, i cause qu'on
y doit faire F =%, =— »; ¥ =— £, »*=» Doailleurs on doit avoir
4

M L
(r) Z<0,-——i->—-f,— >'—‘b’z‘<g’

P=

y Ap=Pr4-L,Byg=—PE + M-
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P > o; aumoyen de quoi les inégalités relatives a cette hypothése sont les
trois suivantes :

Z~4-Kalr—KEM <o,
(s) ( Ln —Zw 4K (EL - 2M') <o,
MEAZ8 + BnE (EL'4-aM') > a,

dans lesquelles il faudra combiner les,valeurs == f pour £, avec celles == g pour
»y e qui dennera quatre systémes d'inégalités, relatifs a chacun des angles de
la base.

3°. Si le corps s’appuie sur 'une des deux arétes paralléles aux z, I'équation
(0) du u° 10 se réduisant 4 ¢ =0, on aura :

/P dm:—gj—_K”L’

14 Kn

L'inégalité (¢") du numéro 13 se réduira & pa<C o, et de plus en vertu

des conditions signalées dans le numéro 11, on obtiendra ce systeme d’iné-
galités :

»JPexdz M,Ap=Ltwsrdu.

4 . 2 M/ 2
(t) Z4-K#l' <o, L'v—Zn*< o0, — N.I_(_I'i&_) >—f,— M_(l_-‘-_K_"_.) <Ff
Z+4+ XL Z4 Kl
dans lesquelles il faudra faire »=—==k g, relativement & chacune desdeux arétes
paralléles aux 2. L’analogie indique suffisamment quelles seraient les formules
qui se rapportent aux arétes paralléles aux y.
4°. Enfin, sile parallélipipéde vient 4 se détacher entiérement du plan, I'iné-
galité
(u) Z4+KsL'—KEM >o0,
devra étre satisfaite (n°. 13) relativement A chacun des quatre angles de la base:
c’est-d-dire qu’il faudra combiner dans la formule précédente, les valeurs 2= f
pour £, avec celles == g pour »; ce qui donnera quatre inégalités différentes,
lesquelles devront dans ce cas étre vérifiées simultanément. C’est ce qui pe
pourra avoir lieu lorsque Z est nulle, 4 moins qu’on n’ait en méme temps
o0==L'= M'. En outre, on déduit de ces quatre inégalités, combinées selon
les régles d’élimination qui leur sont propres :

() Z>o0,24KgL>0,Z—KgL>0,Z—K' M>0,Z+K fM>o0;
ce qui démontre & posterior? Vincompatibilité du systéme des inégalités (u), («')

avec chacun des systémes (r), (s), (¢)-
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Tl ne semble pas aussi -facile de démontrer algébriquenyent I'incompatibilité
de chacun de ces derniers systémcs avec tous les autres, et en tous cas cela en-
trainerait bien des longueurs; mais on peut aisément vérifier cette incompatibi-
lité sur autant d’exemples numériques que 'on voudra. Si l'on fait entre

. - 3.
autres: f=1,g=2,h=12, dou K = é,'K'=:-, et qu'on suppose de

plus Z= — 1,L/=—6, M'=3, onauraP=Z§, p = — :_i, q= __i__
31 32. 3 8.31
Le seul systeme (s) sera vérifié compléetement pour les valeurs ¢ == 1, » = a.
Il est & propos d’observer que cette analyse ne dépendant que dela forme du
contour de la base, et de la direction des axes principaux, s'applique de méme
a la pyramide réguliére i base rectangulaire, et a une infinité d’autres solides.

17. Occupons-nous maintenant du mouvement d'un cylindre droit, i base
circulaire, qui repose par cette base sur le plan fixe, et appelons p le rayon-de la
base, en observant que les momens d'inertiec A, B, ou les nombres K, K’ de-
viennent égaux entre eux. Si le cylindre glisse sur le plan, on obtiendra, par-
des considérations semblables 3 celles du numéro précédent, les conditions :

() Z<o, LM< p* 2%
d’oli 'on conclurait de méme : 1°. que Z ne peutétre nulle, 4 moins que L’ et M'

ne le soient aussi ; 2° que la  résultante doit percer le plan fixe dans I'intérieur
de la base.

Quand le cylindre se souléve, en s’appuyant sur un point (£, ) de l'aréte cir-
culaire qui termnine sa base , on a d’abord :
L'—Zs LKg(t L' M)

ZLKHL-:tM)
y A,’ = - s
1 -*— K p* 1 + K ¢

M-Zz 4+ KoL 4-»M)

| + K ’
Les coordonnées £, » sontdéterminées par I'équation de Varéte

(“,) 3 + » — Pl’

et par 'équation (4') du numeéro 14, qui se réduit alorsapf 4 gn=o0, ou,
quand on y substitue les valeurs précédentes dep, ¢, a

(BN EL -2 M = o.

P=—=—

Ag

Linégalité P> o doil étre satisfaite, de méme que celle (¢") du numéro 13,
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laquelle se réduit & ¢.# — pn > 0. Faisant lés substitutions convevables, il en
résulte :

(=) Z4KGpL— M) <o, pZ —sL'-EM' > 0.
L’élimination de Z, entre ces deux inégalités, donne
(¥) 2L—EM <o
et comme on tire des équations (w) et (£'):
P M pL
CEEVT I T VoL

-on voit que (y} ne peut étre vérifiée, & moins qu'on ne choisisse les signes su-
périeurs dans les valeurs précédentes de £, » Ainsi, parmi les deux points que
détermine le systéme des équations (w) et (&"), il ne saurait y en avoir qu’'un
seul qui satisfasse aux conditions du probléme.

Si Z n’est pas nulle, on peut mettre (£") sous la forme £y" — s2" =0,
(2", y") étant toujours le point ot la résultante perce le plan fixe. Il en résulte
que le point (£, ») est I'intersection de la circonférence (w) avec le diamétre
mené par le point ou la résultante pénétre le plan fixe. Le plan mené par ce
diameétre et par I'axe du cylindre comprendra la résultante, dans le cas parti-
culier ou elle coupe I'axe. L'inégalité (iy) devenant Z (£2' 4 »y") < o, se ré-
sout en £2" - vy’ < ou > o, selon que Z est positive ou négative : en consé-
quence, dans le premier cas, le centre de la circonférence tombera entre les
deux points (£, ), {2, y"); et dans le second, ces deux points seront situés
du méme coté, par rapport au centre.

Si Z est nulle, (£") se réduit 2 »X —£Y = o, équation d’une droite menée
par le centre, parallélement 3 Ia résultante. On a pour (y): 2°(#Y£X) > o,
2" étant la distance du centre de gravité au plan qui comprend la résultante,
et qui est parallele & celui des zy. Selon que 2’ est positive ou négative, I'iné-
galité précédente devient » Y 4 £X > ou < 0, c'est-2-dire que, dauns le pre-
mier cas, le rayon mene du centre au point (£, ) sera dirigé dans le méme
sens que la résultante ; et dans le second , il sera dirvigé en sens contraire.

Par la substitution des valeurs de £,#, les inégalités () deviennent:

@ Z—Kp,VIrF M- <o, Z+ VI* L N* > o.
D’un autre cdté, en ayant égard & la premiére condition (v), Ja scconde
peut s'écrire :

PZ<__ \/L12+M/a;
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ce qui vérific & posteriori, et d'une maniére générale, que le systéme (v et le
systtme () ou (&') sont incompatibles.

1l reste encore 4 considérer Vhypothése ou le cylindre se détache entiére-
ment du plan. Il faut alors (n® 14), 1° que les racines de I'équation finale,
résultant de I’élimination entre I'équation (w) et celle U=o0, ou Z4
K(#M' — EM') = o, soient imaginaires; 2° que pour un point pris arbitraire-
ment sur la circonférence (w) ou dans son intérieur, on ait Z 4K (» I/ —
EM')> o. Effectuant les calculs relatifs 4 la premiére condition, et prenant
ensuite pour le point arbitraire le centre méme du cercle, il vient :

(2) Z2— K p(Lr-M*)>0, Z>o0.

Cette derniére condition exclut l'existence simultanée des systémes (v)et(z}:
en y ayant égard, I'autre peut s'écrire:

Z>KP\/LM+MM;

ce qui démontre encore I'incompatibilité du systéme (z) avec celui (z') ou (z).

Ajoutons a cela que la méme analyse s’applique non seulement au cylindre,
mais au cone droit, et généralement & tout corps de révolution homogéne, re-
posant sur une base perpendiculaire & I’axe de révolution.

18. Ainsi qu'on I’a observé en commencant, il peut se faire que les points
du corps qui exercent une percussion sur le plan, et dont la vitesse normale
est nulle au premier instant du mouvement, s’en détachent avec une vitesse
normale infiniment petite dans I'instant qui suit immédiatement, ce qui dé-
pendra de Pintensité et de la direction des forces continues qui sollicitent le
corps, comme aussi des vitesses acquises par I'impulsion initiale. Afin d’éclaireir
cette observation par un exemple bien simple, on peut se représenter un corps
pesant venant frapper de bas en haut un plan fixe horizontal. Il est clair que
certains points du corps exerceront une percussion sur le plan, et que leur
vitesse verticale deviendra nulle 4 l'instant du choc; ce qui ne les empéchera
pas de se détacher du plan immédiatement aprés, par I'action de la pesanteur,
avec une vitesse verticale infiniment petite.

Pour indiquer quelle serait, en pareil cas, la marche du calcul, supposons
toujours que la pesanteur soit la force continue qui sollicite le corps, et ne
considérons d’abord qu’'un seul point de contact. Les équations (2) et (4) du
n° 1 s'appliqueront i cette hypothése; et quandon yaura substituéles valeurs de
P> g, 7, relatives au premier instant du mouvement, et déterminées confor-
mément i ce qu’on a vu dans les numéros précédens, de méme que celles de «,
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b, ¢, qui sont connues; elles donneront, par de simples caleuls algébriques,
les valeurs de

, de &8 do dp dq dr
) e P, 9

de*’ der’ de’ de’ de’

relatives au premier élément du temps. 1l faut y joindre I'équation (m') du
n° 7, dont nous représenterons le second membre par — V, en observant que,
d’aprés les relations, (¢), on.a:

V={(pr—48) (92 —pb) + (r& — pT) (pe — ra) + (gL — ) (rb — gc).

Selon que la valeur de R, déduite de ces sept équations, sera positive ou néga-
tive, le point (£, », {) exercera ou non une pression sur le plan, et sa vitesse
normale sera nulle, ou positive et infiniment petite, aprés I’élément dt.

Admettons que 'on ait, comme dans les n°¢15 et suivans,a==o0, b==o0, c=1,
et, de plus, que la force instantanée qui sollicite le corps & l'origine passe par
I'axe des 2', ce qui entraine N'=0; d’ou, en vertu de la troisiéme équation (4'),
r=o. L’équation (m') se réduira a :

d’e? dp . dq- - C oA
L T () =,
ce qui donne
p8cos e+ (r e
I, »® g
MTE B

Remarquons maintenant qu’en vertu de nos hypotheses le corps est situé,
par rapport au plan xy, du coté des z positives, et que les.s’ sont comptées
parallelement aux z et dans le méme sens, en sorte qu'on a 2’ ou {=2—19,
» élant positive. Relativement au point (E,n, C), qui repose sur le plan zy,
on a donc {==—y, etle terme ¢ (p*~-¢*) est essentiellement négatif. Aiosi,
R est négatif toutes les fois que ce terme estnumériquement supérieur a g cose,
et, dplus forte raison, quand g estnul, ou quand on fait abstraction de la pesan-
tcur. Dans ce dernier cas, le corps se détache du plan, 4 la fin de I’élément dt,
en vertu de lu seule force d'impulsion, et avec une vitesse normale infiniment
petite,, égale a — T (p*+4-¢*) dt.

Si un se¢ond point (£, #', ') avait exercé nue percussion contre le plan, on,
aurait une nouvelle équation de méme forme que (7') ; et, en la retranchant
de (m!}), il viendrait une autre équation de méme forme que celle (0] du n° 10,
par rappert aux inconnues du probléeme , sauf I'addition d'un terme cons-
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tant V—V' dans soh premier membre; ce qui modifierait les résultats que nous
avons oblenus dans ce numéro. Mais on aurait toujours le nombre d’équations
suffisant pour déterminer individuellement R et R’, et pour reconnaitre, au signe
de ces quantités, les points qui se détachent du plan, A la fin de d¢. V est nul
quand la direction de I'axe instantanée passe par le point (£, », ) ; car alors
pr — gt =0, &8 — p{ = 0, q{ — rn==o0. 1l est encore nul, quel que soit le
point (£, %, L), lorsque 'axe instantané est perpendiculaire au plan fixe , puis-
qu'alors ga —pb—=o0, pc—ra=o, rb—gc=o0. Si donc il y a eu, & I'origine,
plus de deux points non en ligne droite exer¢ant une percussion sur le plan,
comme les termes V s’évanouissent, on aura entre les inconnues (') des rela-
tions de méme forme que celles des n° 12 et suivans, par rapport 2ux incon-
nues ({); ainsi, il suffira d’appliquer la méme analyse pour en déduire les mémes
eonséquences.

Au reste, les remarques de ce numéro s’étendent a telle époque du mouve-
ment que I'on voudra considérer, pourvu qu’en cet instant les valeurs des six
quantités p, ¢, r, a, b, ¢, soient données par l'intégration ou autrement.

Addition au numéro 15.

Comme le résultat auquel on parvient dans ce numeéro, et sur lequel nous
avons appelé l'attention en commencant, semblerait peut-étre paradoxal, il
ne sera pas hors de propos de le démontrer encore par une autre voie, et de
le généraliser ainsi qu’il suit :

1°. Si le corps pouvait se soulever, en s’appuyant sur un point du contour
de sa base, les équations (4) et (m) donneraient, 4 cause de o=L'=M'=N’,
quelle que soit d’ailleurs 1a direction des axes principaux :

Ty 2 8 .-
@ _p(Nyry "_>.
dit A B G
- s dy . . . _—
P devrait étre positif; donc 7 serait négatif, ce qui est en contradiction avec

Vinégalité (¢") du numéro 13, qui subsiste sous la seule condition que la per-
pendiculaire abaissée du centre de gravité sur le plan fixe tombe dans Vinté-
rieur de la base.

2°. Le corps ne peut pas davantage se soulever en s’appuyant sur une aréte
rectiligne ; car on aurait dans ce cas, en supposant@a=o0, b=0,¢c 1:

d
ft Z +/Pds, Ap=/P nds, Bg= —/P £ ds.
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Prenons pour équation de laréte : w—=mg—+4n, dolt fPrnds=m [Psds
+ n /P ds; I'équation (o) donnera: — g (¢ —£) -+ p (» — »') =0, ou mp=gq,

d . . sy
et I'équation (m) : d_: = qt—pr= —np. De ld on tire, toutes réductions

faites :
Z(A - m*B) dy n* Z
T A4+mBdaM’ T dt Ad-m*Bw*M

Puisque /" Pds doit toujours étre positive, il résulte de la premiére de ces

. . .. . dy

deux équations que Z est négative; et par suite, en vertu de la seconde, o
t

serait négative, ce qui est éncore en contradiction avec I'inégalité (¢"). Quoique
cette derniére partie de la démonstration s’appuie sur la condition que l'axe
des z' soit perpendiculaire au plan xy, on concoit aisément qu’on pourrait,
sauf la complication des calculs, lui donner la méme généralité qu’a la pre-
miére pattie de cette démonstration : et il en résulte que le théoréme du nu-
méro 15 subsiste , quelle que soit la direction des axes principaux, sousla seule
condition que la résultante passe par le centre de gravité, et que la perpendi-
culaire abaissée du centre de gravité sur le plan fixe, tombe dans l'intérieur
de la base. Ainsi ce que nous avons dit des prismes, cylindres et cdnes droits,
s’appliquera également aux prismes, cylindres et cdnes obliques, pourvu que
I'obliquité ne dépasse pas certaines limites. Ces corps pourront étre supposés
imparfaitement réguliers et homogénes, et le frottement exercé sur le plan,
ou la résistance de Vair, seront les seules causes qui les feront chavirer.

Nous observerons encore que les forces instantanées, qui ont été désignées
dans tout ce qui précéde par les lettres X, Y, Z, sont censées données en
nombres ; mais si I'on connaissait seulement la masse et la vitesse d'un autre
corps qui vient frapper celui en repos sur le plan fixe, on déduirait sans peine
de la théorie ordinaire des chocs les valeurs numériques des projections et des
momens de la force instantanée, développée par ce choc. Enfin si le corps
dont nous avons désigné la masse par M, au lieu d’étre en repos sur le plan,
et d'étre tiré de cet état par I'action d’une force instantanée, venait lui-méme
choquer le plan fixe, nos formules seraient les mémes, en remplacant X, Y,
Z, L, M, N', par les valeurs qu’avaient les quantités

da dg

dy
MZE M2 MEY, Ap, Bg, Cr.
FTir TR Pl Al Ll

/Pds =

immédiatement avant le choc.
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PROGRAMME

DE LA THESE DPASTRONOMIE.

—— —-

De lu Figure des Corps célestes.

§ I

Equations générales dc 'équilibre des fluides. — Méthode d’Euler. — Exa-
men du nouveau principe d’équilibre, employé par M. Ivory, dans le cas ot
les molécules fluides s’attirent mutuellement (a). — Du cas singulier, remar-
qué par d’Alembert, ol équilibre n’a pas licu, quoique la fonction Xd = -
Y d y -+ Z d z soit une différenticlle exacte. —— Montrer comment cette excep-
tion, déduite par d’Alembert de la considération des canaux rentrans, résulte
plus simplement encore de la méthode d’Euler (b).

§ 1L

De Tattraction exercée sur un point matériel par les corps de dimensions
finies, dont les molécules gravitent suivaut la loi newtonienne. — Propriétés
de l'intégrale V, ou de la somme des molécules divisées par leurs distances au
point attiré.—Les composantes de la force attractive sont égales aux coefliciens
différentiels du premier ordre dela fonction V. — Cette founction est en général
discontinue dans le passage des points intéricurs 4 la masse aux points exté-
rieurs. -~ La discontinuité se manifeste par la forme méme de la fonction, dans
le petit nombre de cas ou elle peut s’obtenir sous forme finie, ct plus générale-
ment par le renversement de la fraction suivant Jaquelle il faut ordonner les
séries pour les rendre convergentes. — Ambiguité qui en résulte dans I'expres-
sion des coefficiens différentiels de V, et de la force attractive, relativement aux
points situés & la surface méme du corps. Observations nouvelles & ce sujet (c).
— On peut tovjours placer 'origine des intégrations, de maniére i ce que le
developpement de la fonction V en série, ne comporte que deux formes, I'une
pour les points intérieurs, l'autie pour les points extérieurs. — Application i la
sphereet i I'ellipsoide. — Points correspondans; théoréme de M. Ivory.

§ IIL

De la figure d’une masse fluide, hamogeéne, gravitant suivant la loi newto -
nienne, et douée d’'un mmouvement de rotation uniforine autour d’'un axe per-
manent. — Théorémes de Mac-Laurin. La fignre de Vellipsoide de révolution
satisfait & I condition d’équilibre ou de permanence. — Cet ellipsoide ne peut

5
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étre allongé vers les poles. Simplification apportée a la démonstration de La-
place (d). — Des deux ellipsoides qui correspondent & un méme mouvement
de rotation, il n’y en a qu'un qui corresponde A la méme force primitive , ou &
la méme valeur de la somme des aires.

§ 1v.

Equation & la surface des sphéroides peu différens d'une spheére. Recherches
de Laplace, de Lagrange et de M. Poisson. — Objections récentes de deux
géomeétres anglais, MM. Ivory et Airy. — Eclaircissemens relatils au postulatum
sur lequel repose la démonstration de I’équation a la surface, ainsi que le dé-
veloppement des fonctions en série de termes de la forme connue Y,. —
Théorémes de M. Legendre. Il n’y a qu’une figure de la masse {luide, qui sa-
tisfasse a la condition d’équilibre, quand on la suppose peu différente d’une
sphére. — Cette figure est celle d’un ellipsoide de révolution, dont on obtient
le rayon développé suivant les puissances de T'aplatissement.

REMARQUES.

(a) Voyez la théorie de M. Ivory exposée dans les Transactions philosophiques
pour 1824, page 85, et dans unc série d'articles du Philosophical Magazine ;
les réponses de M. Poisson dans les Annales de chimie et de physique, tomic
XXVIIL, page 225; les observations de M. Lacroix dans le Bulletin des science s
mathématiques, tome III, page 333, et deux autres articles du méme recucil,
tome V, page 87, et tome IX, page 155. Tes conditions de V'équilibre des
fluides, déduites du principe de I’égalité de pression en tous sens par les
méthodes de Clairaut et d’Euler, résultent pareillement du principe plus gé-
néral des vitesses virtuelles, comme Lagrange I'a fait voir; et toutes ces mé-
thodes si diverses, s’accordant a4 les présenter comme suffisantes, il ne sau-,
rait rester aucun doute sur ce point de doctrine. Voici en substance argumen-
tation de M. Ivory: « Si I'on imagine une masse fluide M en équilibre, et
« dans Vintérieur de celle-ci une masse w, terminée par une surface de ni-
« veau , et telle d’ailleurs qu’elle demeurerait en équilibre aprés Panéantisse-
« ment de la couche M — ., cette couche agira sur w : 1° par la pression qu’elle
« exerce sur la surface de la masse intérieure u, 2° par son attraction sur cha-
« cune des molécules de w; et la résultante de toutes ces forces devra étre
« nulle; puisque, par hypothése, x reste en équilibre avant comme aprés l'a-
« néantissement de la couche supérieure M — . Or la pression étant la méme
« en chaque point de la surface de w(attendu que celle-ci est une surface de
« niveau de la masse totale M), ne saurait troubler I'équilibre de w. Donc il
« faut que I'attraction de la couche sur chaque point compris dans Pintérieur
« de ., se réduise i zéro. »

A cela on doit répondre avec M. Poisson que, pour assurer 'équilibre de
# dans les hypothéses précitées, il suflit, au contraire, 1*que I'attraction de la
couche ne trouble pas I'équilibre d’un canal quelconque rentrantsur lui-méme .

Y
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et mené dans l'intérieur de x5 condition qui sera toujours satisfaite, ainsi que
Clairaut 1'a fait voir. 2° Que V'aitraction de la couche sur un point queleconque
de la surface de n soit normale 4 cette surface, ce qui est la conséquence impli-
cite de la construction et des raisonnemens employés aux pages 231 et 232 du
volume cité des Annales. Mais cette derniére condition doit étre regardée comme
un simple corollaire de la théorie de Clairaut, et nullement comme un prin-
cipe nouveau (ui puisse, sans double emploi, servir concurremment avee les
principes ordinaires & la détermination de la figure de M ou de . Elle est d’ail-
leurs restreinte a la double hypothése de laquelle part M. Ivory; cest-i-dire
qu’il faut & la fois 1° que Ja masse u soit séparément en équilibre; 2° que la
surface de u soit une surface de niveau de la masse totale M. Car, dans le cas
de I'homogénéité, dece que p reste en équilibre, avant comme apres la super-
position de la couche M — g, il ne s’ensuit pas que w« ait dansles deux circons-
tances les mémes surfaces de niveau, ni par conséquent que la surface exté-
rieure de u, soit une surface de niveau dela masse M, ni enfin que attraction
de la couche superposée, sur un point quelconque de la surface de u. soir
normale & cette surface.

(b) C’estle sujetd’une courte observation, insérée an Bulletin des sciences ma-
thématiques , tome IX, page 158. 11 est assez singulier que 'hypothése choisie
par d’Alembert comme un exemple abstrait, ait été regardée, en dernier licu ,
comme l'expression d’une classe de phénoménes électro-dynamiques. Que dans
Fordre pliysique, une loi secmblable , siclle s’observe, passe pour un [ait pri-
mitif ou sccondaire , réel ou apparent, il nous semble au moins d'apres cela
que sa rencontre n’'cst point tellement improbable , qu'on ne puissc, abstrac-
tion faite méme de la rigueur de la théorie, accorder & Vexception de d’Alen-
bert, dans les Traités élémentaires, une mention qu’elle n’a poiut obtenue
jusqu’ici. D'ailleurs il est facile de voir que les théoréemes sur les forces vives.
et en général tous ceux ot I'on a occasion de considérer la fonction Ndw—
Ydy 4 Zdz commec une différentielle exacte, comportent Ia méme exeeption.

(¢) Aux points ou il y solution de continuilé dans Pexpression de V, les
valeurs de la force attractive, déduites de V par la dilférentiation , doivent en
général étre multiples pour les mémes valeurs numériques de V; de la meéme
manitre que dans une courbe discontinue, formée de plusieurs ares de courbe,
pour les mémes valeurs numériques des ordonnées qui correspondent aux
points de jonction, il y u plusieurs directions différentes de la tangente. Mais
si Pon considére directement la fouction V' qui mesure la force attractive.
sans la déduire de V par voie de différentiation, il est clair que cette fonc-
tion V' sera aussi discontinue , mais toujours telle que pour chiacun des points
de l'espace clle ait une valeur unique et déterminée, ainsi qu'il arrive @ lu
fonction V elle-méme. Cette valeur unique de V' différera en général de cha-
cune des valeurs obtenues par la différentiation de V. Dans le cas de la sphére,
ou du sphéroide peu différent d’une sphére, elle sera moyenne entre cvs denx
valeurs; et Panalogie, ainsi que la théorie du développement des fonctions,
exposce par M. Poisson dans les derniers volumes du Journal de UEcole poly-
technique, donnent lieu de croire qu'il en doit étre de méme en geneéral, O
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voit du reste que i'ambiguité de la valeur du coefficient différentiel de V in-
fluera sur toutes:les relations ou ce coefficient se trouve combiné avec V, ainsi
qu’il arrive pour. I'équation. & la surface des sphéroides peu différens d’une
sphére.

Quant 4 la maniére d’interpréter physiquement, et pour le cas actuel, ce
fait général d’analyse, elle nous semble comporter plus d’arbitraire. Le cé-
lebre géomeétre que nous venons de citer 'explique par la différence des deux
attractions qu’exerce une couche matérielle, d’une trés-petite épaisseur, sur
dcux points situés sur la méme normale, 'un & la surface supérieure de la
couche , 'autre & la surface intérieurc. Mais si nous substituons & la couche
d’une tres-petite épaisseur une couche dout I'épaisseur soit rigoureusecment
nulle, c’est-d-dire une surface géométrique, 1'élément de volume r*dr sing
d8d -l sera remplacé dans les formules par I'élément de surface r* sin 8d 8d .
et les conséquences seront les mémes, sauf que le facteur dr, qui mesurait
Iépaisseur de la conche, aura disparu. Que si 'on objecte qu'il n’y a point
dans la nature de surfaces geometnques ou sans épaisseur, douées de pouvoir
attractif, nous répondrons qu'il 0’y a pas non plus de points inétendus sur les-
quels I’ attraction des couches puisse s’exercer; et qu'en attribuant i la molécule
atiirée des dimensions trés-petites, on peut aussi bien supposer que la premiére

dy . . - , .y
valeur de — est relative au cas oli la molécule est posée sur la convexité de

ar
la surface ; la seconde & celui ot la méme molécule est posce sur la concavité
de la surface, et enfin la valeur moyenne V' au cas ou la surface partage la
molécule en deux parties égales. Non que cette explication nous paraisse pré-
férable ; mais nous avons seulement voulu faire voir que la raison phvsique
de la difficulté se trouvait dans la contradiction qu’il y a & supposer qu'un
cmps ¢tendu agisse par attraction sur un point inétendu.

d) Cette proposition que Laplace démontre d’une maniére assez longue, au
moyen de la décomposition d’une intégrale en ses élémens (Mécanique céleste,
livre TIT, n° 20), devient évidente par le seul passage des arcs imaginaires aux
logarithmes, ainsi que nous en avons fait la remarque dans le Bulletin des sc.
math.. t. VI, p. 35.

Vu et approuvé par le Doyen de la Faculté des Sciences, 10 janvier 1829,
Signé Baron THENARD.
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Permis d’imprimer,
L'Inspecteur général des Etudes, %ge de l’adup istration de I’Académie de Paris,
’ Signé ROUSSELLE.
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