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THESE DE MECANIQUE.

o =_—3(——— =

MOUVEMENT
DE LA CHALEUR

DANS UNE SPHERE,

ET APPLICATION

AUX TEMPERATURES TERRESTRES.

1. La théorie mathématique de la chaleur, depuis les importants
travaux de Fourier et de M. Poisson, est devenue, pour l'analyse, un
des plus vastes sujets d’application. Les limites dans lesquelles je suis
obligé de me renfermer, ne me permettant d’en donner qu’une idée
tres incompléte, j’établirar d’abord 'équation générale du mouvemecnt
de la chaleur dans les corps solides; je traiteral succinctement le mou-
vement de la chaleur dans une sphére homogene, supposée d’abord
dans un milieu dont la température est constante, puis dans un milieu
dont la température est une fonction du temps; je considérerai le cas
ou cette température est périodique, et j’en ferai une courte application
aux températures terrestres, en ne tenant compte que des circonstances
les plus importantes dans un probléme dont les éléments sont si com-
plexes, et pour la plupart desquels on n’a méme pas toutes les données
physiques nécessaires. J'al principalement consulié dans ce travail les
Mémoiresde Fourier, ceux de M. Duhamel, et la Théorie mathematique
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(=2)
de la Chaleur, de M. Poisson, ou se trouvent réunis tous les résultats
d’ohservation que l'expérience ait pu fournir jusqu’ici & I'analyse.

2. Je pars de la loi de Newton sur le refroidissement. Pour exprimer
analytiquement cette loi, il faut rappeler Ja relation qui existe entre
une quantité quelconque de chaleur introduite dans un corps, et I'élé-
vation de température qu’elle y produit. Soient m la masse d’un corps
supposé assez petit pour que tous ses points puissent étre regardés &
chaque instant comme ayant la méme température ; ¢ sa chaleur spéci-
fique, « la quantilé de chaleur donnée, et x I'élévation de température :
ona

Cela posé, soient uVexcés de température d’un corps de dimensions
tres petites, sur celle de 'enceinte ot il est placé, m sa masse, ¢ sa cha-
leur spécifique, & le coefficient de conductibilité extérieure : il perdra
dans l'insiant df une quantité de chaleur égale & hudt. On aura donc,
d’apres la formule précédente,

haudt
H

dy == —

mce

d’o Von tire, en désignant par u, la température correspondante #
=0,
ht

uw=—=1rn,e "
formule qui exprime la loi de Newton.

3. Cherchons maintenant P'expression de la quantité que Fourier a
appelée flux de chaleur, et qui est la quantité de chaleur qui passe au
travers d’'un élément de surface dans un temps infiniment petit, mais
rapportée a Vunité de surface et de temps.

Soit ds un élément de surface plane infiniment petit pris en un point
M dans l'intérieur du corps, et considérons un angle solide iufiniment
petit, dont Pouverture, a 'unité de distance de son sommniet est dw : on
aura, pour le volume M’ d’un élément de cet angle solide, & une
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.3
distance » du sommet, r*dadr; et poar le volume M" de I'élément
d’un aulre angle solide, dont le sommet serait au centre de M’ et dont
o . . LYt rbes)* ,

la surface serait circonscrite a I'élément s, (—I‘——) cos 8§z ds; s Gdtant
la distance de ce sccond élément au sommet du premier angle solide,
et § langle que fait son axe avee la normale a I'élément de surface de.
Soient en oulre

u = f (x, y, ) la température au point M,
U= f(x—+a, y+3, 24 5) celle de Vélément de volume M,
W= flr4a", y+ ", 24 ") celle de M",

F(r+4s, a, &, 7} la fonction a laquclle est proportionnelle Naciion ca-

lorifique de M’ sur M"; e, €, 9 étant les angles que fait Paxe MM’ des

deux angles solides avec les axes coordonnés, ct la conductibilité élant

supposée variable avec la direction antour du point 0. La quantité de
B

chaleur qui traverse ¢ pendant l'instant d¢, en vertn de cette action

réciproque , sera
dedtdzdrds cos § (1" — ') (r-ks)* F (r-v, 2,6, 9.

Si Pon substitue a #/—u son développement en fonction des coor-
données en remplacant x”— x', y"— ', 5"— " pur — (r-s) cos «;
— (rs) cos 6, — (r-s: cos 5, et remarquant que F (r—-+s, 2, €, )
w’a de valeurs sensibles que pour des valeurs r—- 5 extrémement petites.
on aura pour l'expression du flux de chaleur rapportée 4 Tunité de
temps et de surface,

o

. ‘- ) . - i du du N
LsYeostO F(rd-s, «, &, n —c0sg A o oens 6 b — 5 3
/dw ;_m'/_mdrds(r, ) costE(r ’L’a”’)<t./.t( T dr oeE dz COS’/’

Or la partie | . ds (r=+s; ¥ {r-s, =, £,9)delintégrale, est une

b

XL
. R .. . Cod )
fonction de 7 qu'on peut désigner par ¢ (r); et Fintcgrale J_.0 irydrest

indépendante de »r. En la désignant par K, appelant «#, b, ¢ les angles
de la normale a Pélément avece les axes, puis posant :
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'/‘decos’aa =A, dewcos’C_—_B, de;cos"), =C,
(a)

(/k’dwcomcosé:D, {Kdacosx COSy=E,jkdw cosCcosy =T;

on aura pour l'expression du flux,

du du du du du du dut
::-—I:cos a(Aﬂ+D-c{_7+EE> -+ cosb(D£+Bd7+F >+cosc(E +F_ +(~>:]

qu’on peut mettre sous la forme

() P=Xcosa-4Y cosb-Z cosc,
en posant
du du du du du du du du du
— — —_— —_ —_ == —(D— —_ —_ — e I —
X= (Adx+de+Edz)’Y ( dx+de+Fdz>’Z (de+Fa’ ¢%8).
Les quantités X, Y, Z, seront les composantes du_flux maximum, et

il sera facile de conclure l'existence de ce flux, ainsi que la direction
et les équations de la ligne suivant laquelle il aura lieu.

4. Pour déduire de I’équation du flux I'équation générale du mouve-
ment de la chaleur dans l'intérieur d’un corps, supposons le corps
décomposé en parallélépipedes rectangles infiniment petits, dont les
faces solent paralléles aux plans coordonnés. La quantité de chaleur
acquise par un de ces éléments dxdydz, pendant l'instant d¢, sera

‘ dZ
— dxdydz d + dj + %) de.
En la divisant par le produit de la masse par la chaleur spécifique, on

a I'élévation de température die. On trouvera aprés la substitution des
dX dY dZ

valeurs de = L & tirées de leurs expressions ,
du f d*u du d’u d’u
A B C 2D —— 4 — i
© = dz’+ Iy S+ C gt d 3 dxdz +2l d_ydz)
du , du dF dC
+:z'.7c d + dz) + d]‘ dx - dJ >+ + E)l

Quand la conductibilité ne varie pas avec la position, mais seule-
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ment avec la direction, le second membre de cetle équation se réduit
ala premiére ligne. Quand, au contraire, la conductibilité est la méme
pour toutes les directions autour d'un méme point, et variable seule-
ment d’un point & l'autre, on a D=0, E=o0. F=0¢, A=B=(;
et I'équation précédente devient

\ i . d.A‘d% d.A% d.A%
(d) %% T \ At T

II faul encore établir Péquation générale relative a la surface. Eu
désignant par £ la température du milien dans lequel le corps est placé,
par z la température d’'un point infiniment voisin de la surface, par
X, Y, Z les composantes du flux maximum, et par @, b, ¢ les angles
que fait avec les axes la partie extérieure de la normale en ce point, on
aura pour cette équation

(e) Xcosa+Ycosb+Zcosc=h(u—¢),

h étant le coefficient de conductibilité extérieure.
Les deux équations (d) et () jointes aux conditions initiales, donne-
ront la température ude chaque point au bout d’'un temps quelconque .

5. Pour faire une application de ces deux équations, supposons
une spheére d'un rayon /, dont tous les points a égale distance du
centre soient a chaque instant a la méme température. En placant
Porigine au centre, et désignant par r la distance de ce point & un point
quelconque dont la température est «, on aura

A gg x* A %’_,‘ du /1t x?
e = — d——— — —

4 dr " dr + A dr( r )’
A g_l'l . A %’f du 7 r? %
PRI N Y YGRS 2
dy r: dr dr ré

du du
A — A — .
dz z2 dr du /17 — z?
=2 d = ).
d. dze ~ rm dr + A d"( ré >’
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d’ou
d. ru I dr

) i B

L’équation (e), en ayant égard a ce que deviennent, dans notre suppo-
sition, les quantités X cos @, Y cos b, Z cos ¢, se réduit a

du h
(8) — + 3 (e —¢)=o, pourr=1,

Enfin la température u ne pouvant étre supposee infinie pour aucur
point de la sphere, on aura pour troisiéme condition

(k) re = o pour 1 = o.

Les quantités A et ¢ sont en géucéral des fonctions de «, au moin:
pour de hautes températures. Si on les suppose seulement fonction:
de r, les équations précédentes seront linéaires; et la température u,
au bout d'un temps quelconque ¢, ne dépendra que de r et de 1.
L’hypothése d’'une température commune pour tous les points a égale
distance du centre, suppose qu’on ait

(l) u :J (I’) pour t = o,
/ indiquant une fonction quelconque de r.

6. Quand la sphere est homogéne, A et c sont constants. Supposons
en outre que la tempeératare ¢ du milieu soit constante, et prenons-la
pour le zéro de I'échelle : en posant

les conditions auxquelles la fonction cherchée u devra satisfaire seront
les suivantes :

. d.ru , dru
(1) — = a —=,
dt dr
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Au
(2) :—1; -+ pu = o.,. pour r = /[,
(3) 't = 0......... pour r = o,
{4) o= f (..., pour £ = o, de r=o ar=~«»_

~— 22

7. Posons u—=-e V, ¢ étant une constanie, et V une fonclicu
de r, quil s’agit de déterminer. En substituant dans les équations 1),
(2) et (3), on a

dry

- dV : .
_(27?+P’/'\’:O, l;———;'—/)\::u, i\ ==,

d’ou l'on tire en intégrant, et ayant égard a I'équation (5,

V— a4 5111 pr

r

1 . - « .
En mettant - au lieu de A, qui est une constante arbitraire , on aura

— arger sinpr

sin er
-‘:5) V= et u—e
. ar er
Cette fonction devant satisfaire a I'équation (2), on trouve, eu substi-

tuant et faisant r=/,

(6) pl cos pl={1 — pl) sin ¢!,

équation qui détermine ies valeurs qu'on peut attribuer a p/: mais il

faudra écarter la valeur o.

8. L’équation (6) admet pour pl/ un nombre iufini de valeurs, qui
sont toutes réelles, comme l'a prouvé M. Sturm, a l'aide d’une théorie
générale qui sapplique & une classe trés élendue d'équations transcen-
dantes. Mais il est facile de la démontrer dans le cas qui nous occupe.
comme I'a fait Fourier, par des considérations géométriques.

En effet, il est évident quen posant

=

L —pl’

7} Y = tang pl, =
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Y et y étant les ordonnées d’une courbe et d’une droite, dont P'abs-
cisse commune est pl, tous les points donnés par les intersections de
ces lignes, correspondront a des valeurs de pl qui satisferont & Véqua-
tion (6).
Supposons d'abord pl<C 1, les ordonnées de la droite seront positives
du coté des abscisses positives; et en négligeant toujours la valear

’ . . K3
z€éro, il y aura une valeur de pl comprise enire 0 et ~; une autre

37&" . . 5?5' 3
enlre 77 et —; une troisieme entre 2% et —;...une n°™ entre(n—r1) =

N - s .
el (en—1)=. Sipl 1, la premiére valeur de pl sera comprise entre
- » f P

(2n—1)
2

w . 3 "
S et7; la deuxiéme entre — etam;.. .1a n“™ entre 7 el n7r.0On

peut donc conclure, quel que soit le signe de 1—pl, qu’entre zéro et n7
il y a n valeurs de pl, qui toutes satisfont a I'équation (6), Ja premiere
comprise enire o et w; la deuxiéme entre @ et 27;...la 7™ entre
(n—1)m et n.

Du coté des abscisses négalives, on trouverait la répétition des mémes
valeurs de pl, et rien de plus.

Pour prouver que pl n’a pas de valeurs imaginaires, supposons p,,, f,
deux valeurs différentes de p, et V,,, V, les valeurs de V correspon-
dantes; nous aurons

darrv, .
dr: + Plll rvm - 0,

da'rv, .
Ar? + Fn rVIl = 0.

Par une combinaison tres simple, on en déduit I'équation

d.rv, arv, 2 a
7o —'T’Vm ——d}T) - (Fn-_- Pm) r Vm Vn dl'e

dr (rV,z

ou

r (V,, d'drl_v'" —V,, d—;:é) = (P — pa) j:' ”V,V,dr.

Or, en vertu de I'équation (6), le premier membre est nul pour r=1¢;
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ce qui donne

(8) ("1 V,V, dr=o.

e 0

Cela posé, soit -+ & V/—1 une des valeurs de p supposées imagi-

naires, elle aura sa conjuguée g — b vV—1. n prenant pour V,, et
V., les valeurs corfespondantes de V, on aura

V,,,:P","‘Q \/):7 V'u:P_Q\/:’

Il en résulterait, par la substitution dans I'équation (8),

j:)l (P Q*)dr=o,

ce qui est ahsurde; et il demeure prouvé que ¢l ne peut avoir de va-
leurs imaginaires. M. Sturm a remarqué que cette démonstration ne

s’appliquait pas & des valeurs de ¢ de la forme=t=m \/—1, parce qu’a-

lors les deux valeurs de ¢* seraient égales, et p; — ¢, serait nul. Mais

— . dv
une valeur de la forme ==m \/— 1 donnerait pour = ct pV des

valeurs positives, et leur somme ne pourrait étre nulle.

L’équation (8) cesse d’avoir lieu gquand V,, et 'V, correspondent a dis
valeurs égales de pl; cette propriéié nous servira a déterminer les coeffi-
cients des différents termes de la tempcrature 7 correspondante & t=o.

9. Le procédé graphique exposé pour prouver que 'équation (6) a un
nombre illimité de racines, peut aussi servir a les obtenir a tel degré
d’approximation qu'on voudra. Pour avoir la premiére, il suffit, par

p x .
exemple, de se donner une valeur de g/ entre o et s 51U — pl est

positif; de prendre l'ordonnée correspondanle y pour I'ordonnée Y de
la courbe; on en déduira une valeur de pl plus approchée de 'sbscisse
du point cherché que la précédente; puis en contivuant de la méme
manicre, on aura des valeurs aussi approchées qu'on le voudra.
Quand pl est trés grand, la premiére valeur de ¢l est peu inférieure a .
2
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Soit pl =7 — ¢;
en substituant dans I'équation (6), on en déduit

tang ¢ = — T-—-_pZ’

ou seusiblement,

[ 2t w

- l—pl:Pl’

ou enfin

pl = 7 — ,;;l’
valeur qui approche d’autant plus de 7 que pl est plus grand.

10. La somme des valeurs particulieres de u, qu'on obtient en
substituant & la place de p les différentes racines de l'équation (7),
devant encore satisfaire aux équations (1), (2), (3), nous aurons pour
la température d’un point quelconque, au bout du temps ¢,

(9) u=—=2 <A,,6~a’P,z;‘ %1_’()_,.7) — s <A,,e — a2’ V,,)

Il faut encore que cette valeur de w satisfasse a I'équation (4), ou se
réduise a une fonction de r, pour =0, de r==o0 4 r==1. L'équation
(9) prend alors la forme

_/(r)= AV, + AV, ... + A, V..

Je suppose admis que le développement en une série de cette forme
est possible, et que la série est convergente. Il en résulte un moyen
de déterminer les constantes A,, A,...A,; car en multipliant chaque
membre par 1V, dr, et intégrant entre o et I, tous les termes de ce
second membre, en vertu de I'équation (8), s’évanouissent, excepté

{ . ... A L,
A, | rV.dr, quise réduit & —= f sin® p, rdr,
o P" °
en mettant la valeur de V2.
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On trouve par l'intégration

ae)

/ rf (1) sinprdr
A, = 2

[ pul —sin 7l cos el

Si I'on remplace sing,r et cosp,r par leur valeur tirde de I'équa-
tion (6), et qu'on substitue la valeur de A, dans I’équation (g), on
aura pour la valeur complete de 1,

A 2 F" L + (l __1)[)2 Siﬂ e’ — a F“
o “=I : r)sin p, rd
' ) l Z((Jﬁl"——-_pl(x-—l)[) r / j( P ”’)

11. Comme la plus petite valeur de p differe sensiblement de la sui-
vante, lorsque a \/t sera devenu trés grand par rapport a {, il suflira
de prendre pour z le premier terme de la série qui sc rapporte a la plus
petite valeur de p. De cette maniére on aura

—ac?t

, S L (1 plyt sinpr et
‘1) = ;( s + (= pl) sm_P'r e ! j rf (r)sin® ¢, rdr.
(:.Z‘—apl(r—pl) ! o

. sin p,r :
A mesure que r diminue, % tend vers la valeur ¢, ce qui doune

pour la température v du centre,

2 m b4 (1= plp N ] =
= 2 P rf (r) sing, rdr
v 1 pli— ) [JO o (r) sing, rdr | e .

On peut donc cxprimer la température « d'un point quelconque
en fonction de la température du centre,

oo - vsinp,r

(12 - er

On tire de la
du __ veoseg tane
o= o (p,/ — tang p,r,

La racine p, étant comprise entre o et 'l'—, les limites de pr sonto

24>
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d . . . . .
d—“ a toujours un signe contraire a celui de V,.
r

La température « est donc constamment croissanie, ou constamment
décroissante de la surface au centre.

et 7r;entre ces limites

Pl (1 —pI)* gio
St diffex
] ¢* if— pl (1— pl)
peu de l'unité. L’équation (11) peut donc alors se réduire a la suivante,

o . N » pen \
en mettant 7 au lieu de p,, qui en différe trés peun,

Lorsque pl est trés grand, le coefficient e tres

— a3ndt

=2 0™ o T (! rfrsin o 1
u=-sin—re © jo rf (r) sin p, rdr.

Mais cette équation n’est plus applicable dans le voisinage de la sur-
face, puisque la quantité qu'on néglige devient alors comparable a

sin
sin —-.
{

IR T . x
Prenons dans ce cas 7 =/ — x: en négligeaut les puissances de 3

supérieures a la premiere, qui est toujours supposée trées petite, 'équa-
tion (11) se réduira & la suivante,

—_— a2t

(13) W= ;-; (1 4 px) (jol rf(ysinprdrye ©

qui donne lieu a plusieurs conséquences. On voit d’abord, 1°que pour les
points assez voisins de la surface, la température croit avec la profon-
deur; 2° qu'elle décroit sur un méme point, en progression géométrique
pour des accroissements égaux du temps; mais d’autant plus lentement
que [ est plus grand; elle west d'ailleurs applicable que dans le cas on
la valeur de « peut se borner 2 son premier terme, ce qui suppose
que a@\/t soit devenu trés grand par rapporta /; 3° que x n’est point
nal avec x, et que la température de la surface, en supposant par
exemple que la sphére se refroidit, reste toujours supérieure i celle de
Tenceinte, et ne lul sera rigourensement égale que pour &= co.

12. Supposons actuellement la température du milieu variable avec
le temps, en sorte qu’on ait { =@ (¢).
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Posons
1w =U 4w,

et disposons de U par les conditions :

dU _  d.rU
(1) a4 g
(2) ZE—I— (U—Z)=o0 pour r=1,
(3) rU=o0 pour r=o;

et soit en outre + () ce que devient U pour t==0, de¢ r=o i r=l:
on aura alors pour z,

d ru, d.*ru, du.

3

= -+ puy=o0 pourr=I,

u, == 0 pour r=o0, etu,=f (r)—-l (1) pour t==0, de r=o ar=I:

cest le cas qu'on vient de considéver. Il ne reste donc qu’a satisfaire
aux équations (1), (2) et (3).
Si, d’aprés un théoréme connu, on pose

{=P,+ Z (P, cos a,t 4 Q, sin a,t),

et qu’on prenne seulement un terme de la série P, cos a,t 4+ Q, sin a7,
on trouvera pour valeur correspondante de rU, qui satisfera aux trois

équations précédenties,

r

avi.;:' r rx_,, . r @y
rU=¢ [Au (M 1) ("‘nl"*-. ;V;) + Bn sin (“nl -+ ; >]

(5) l_ \/“-
—e [A,‘ cos ( e, t— —\ ) -+ Busin (a,,t th /w)]

dU
En substituant dans I'équation (2) les valeurs de U et de - correspon -

dantes & 7=, et en égalant séparément 4 zéro le coefﬁcwnt du cosinas
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et celui du sinus, on aura deux équations de condition au moyen des-
quelles on déterminera A, et B, en fonction de P, et Q,, qui sont
censés connus. Une somme infinie d’expressions semblables au second
membre de 'équation (5), donnera la valeur complete rU.

13. Supposons qu’il s'agisse d’une sphére de treés grand rayon, quc
la température  soit une fonction périodique du temps, et que la durde
de la période soit 8 ; en sorte qu’on ait

el 8)=0 (2):

alors la valeur de { se composera d’'une série de sinus et cosinus d’arcs

multiples de 2% de la forme

(@)

o

. anxt
n SIN ‘é"’ ?

dans laquelle

({t

1 I 2 0, 20zt 2 b,
(b) P,:-é‘/o ;[lt, Pozajoccos—o—dta Qn=’,;‘/ /Slﬂ

Cette valeur de { peut toujours se réduire en une série de cosinus
seuls

(c) (=P, 4+ = [M,l cos ( 227¢ bl I ):l

dans laquelle ¢, estl'arc, dontla tangente est — -(“”—- etM; =P:+Q..

En posant r ={— x, les équations (1), (2), (3) du numéro préce-
dent, se réduisent aux trois suivantes :

U, dT
(1) & T
du
(2) > — []KU-()——-() pour x = o,
(5/ U })OUI’.Z’: o,
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(4) U=

[ 15)

qui donnent pour la valeuwr compléte de U,

"7]‘
1 (0 \/ )rz,, x Jnx . [ 2nwt \/117'
71]0 ZﬂH—Z [A cos +5,— ;\/-—o—>+ B, sin <T + e — ~

Les coeflicients A,, B, sout fonction de P, et Q,, ou de M,. I
suflit de déterminer ceux qui correspondent & 72 = 1, pour avoir la
forme de leur expression genérale. En substituant dans I'équation (2),

d0
pour U et Tx , leur valeur correspondante & x=o0, on a 'équation

1 — 7
&\/75 [A, cos (\-Z—Z—l <+ e>+ B, sin (2—:—1 -+ s)—A,sin(z—Z” + e) -+ Bcos %gf -+ ;):‘

4+ pM, cos (20_7;_1 - s>~ A, cos (361[ -l-s) — B, sin (2—21 -f-s> = o,

qui se partage dans les deux suivantes:
p ALV T A AB)=pM,

- \/’g(A,—B,)_,;B,:o,

et par conséquent

M, <p+ \/0>
v+ \/ ) +
ey

(P+; 'o) +

! \/ Dsin d',
p o+ - \/ — Dcos d,

et qu'on fasse des substitutions analogues pour chacun des termes e

A =

Si T'on pose
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Péquation (4), on aura pour la valeur de U,

L (0 M x
= = di U a 2t f\/f —
U Gj; t + DI’ ¢ ( a 0 J\l>
pM., ™ 7t _.r\/E _ )
+ ——D, e (-—-— 'i' £, Z 9 3\,

(%)

Cest 1a forme que lui a donnée M. Poisson; elle se préte mieux
Yexamen des diverses conséquences qui en résullent, et que jexposerai
en en faisant Papplication aux températures terrestres.

dpplication aux tempcératures terrestres, en supposant la Terre
sphérique, et en négligeant le défaut d’homogénéité.

14. La température de chaque point de la Terre peut éire considérée
comme provenant de deux causes, I'une intérieure et 'autre extérieure,
et doit étre étudiée sous ce double rapport.

L'expérience prouve qu’a partir d'une vingtaine de métres au-dessous
de la surface terrestre, la température de chaque point demeure inva-
riable, au moins depuis qu’on a pu Pobserver, ¢t va en croissant d’un
point a l'autre sur chaque verticale proportionnellement ala profondeur.
Cet accroissement de température intérieure ne pouvant s’expliquer par
les variations de la température extérieure, a fait supposer une chaleur
d’origine que la Terre conserve encore en partie a 'époque actuelle,
et qui va en décroissant du centre 4 la surface. En admettant Yexis-
tence de cette chaleur centrale, on peut supposer le temps écoulé
depuis son origine assez long, pour que la température de chaque
point de la Terre, qui en provient, soit réduile au premicr terme
de son expression en séries d’exponentielles; ce qui rend la for-
mule (15) du n° 11 immédiatement applicable. Si I'on pose, pour
abréger,

a*zit

f= " fl rf(r)singrdr,
0
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et ¢ =pf, la valeur de w, scra exprimée par l'équation
= f+ gx.

7 est I'influence de la chaleur centrale sur la température de la surface,
et g l'accroissement de température qu’elle produit pour chaque unité
de profondeur. Cette derniere quantité se détermine par I'expérience.
Pour Paris, on a trouvé

g = 0°028.

La quantité p a été conclue aussi de I'observation, mais d'une maniere
indirecte et par un caleul indiqué plus loin. On en déduit

J = 0°02658.

Ainsi, d’apres cette valeur, la chaleur centrale de la Terre augmente-
. , ; N . 1 ,
rait encore la température de sa surface d’environ 7 de degré.
{

81 Pon désigne par g, ce que deviendra g au bout d’un temps ¢ 47,
on aura, d’aprés la valeur de g du numéro précédent,

T

Ia
g = 8¢
En prenant le metre pour unité linéaire, et I'annec pour unité de lemps,
on a pour la valeur de a, a Paris,

a = 5,11065.

Pour que le coefficicnt d’accroissement de tempéralures terrestres it
réduit 2 moitié, on trouve, d’apres cette formule, quil faudrait plus
de 1000 millions de siécles.

15. La température { du milieu dans lequel la Terre se meut, résulie
du rayonnement des astres. Ce serait la température de I'enceinte stellaive
si ce rayon.. .ment était le méme dans toutes les directions ; mais comme
cela n’a pas lien, on imagine une enceinte fictive dont tous les point.
auraient la méme température, et qui enverrait a Pélément considér::

-

3
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(18)
de la Terre la méme quantité de chaleur quelle recoit de I'enceinte
réelle. 1l Sagit de trouver l'expression de cette quantité pour I'édlément
donné.

En admettant que la quantité¢ de chaleur rayonnée par les étoiles
soit la méme en tout sens, et prenant pour le zéro de I'échelle la tem-
pérature constante quelle produirait, nous n’'aurons a tenir compte
que de la quantité de chaleur solaire qui varie d’'unc époque 2 une
autre, pour chaque elément.

Soit s V'exces de la température du Soleil sur celle de V'espace stellaire,
2 sa surface rapportée a 'unité de distance, D sa déclinaison, 9 Vin-
clinaison de l'écliptique sur Péquateur, J Vaugle du plan horaire avec
le méridien, [ lalatitude du licu, et %, %’ les constantes auxquelles sont
proportionnelles les actions respectives d’un élément de Venceinte et
du disque du Soleil sur Uélément de surface de la Terre

Cette quantité élant en méme temps proporiionnelle 4 la tempéra-
ture cherchée ¢ de notre enceinte fictive, on aura donc

.
{ ==su(sin £ sin D ~ cos £ cos D cos JY).

Enregardant le mouvement du Soleil dans'écliptique comme uniforme,
. . . 2wt 363. 2t
on pourra remplacer sin D et cos D par sin 3 sin —» et cos —5—7 en

- 0 Vannée 6quinoxi o resards ..
prenant pour § Vanuée équinoxiale, et regardant le jour comme .
de Yannee.

Alors la valeurde ¢ devient

// k) a0t /
365. 24 . . 27t
{ = (7 (sm [ sinvy sin 22 + cos £ cos —7 1 —sin? y sin® TT)

Si dans cette formule on néglige le terme multiplie par sin* 9, qui e
1
suipasse pas z, on aura pour { une valeur dout la période ne con-

tieut que deux termes, relalifs, 'un a l'inégalité annuelle, T'autre i
Uinégalité diurne : il en résultera pour la températare U de la Terre
une valeur périodique correspoudante aux mdémes mégalités. Mais en
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(1)
ayant égard wux variations du mouvement sur 'écliplique, et en con-
servant le terme sous le radical, on aura pour ¢ une fonction pertodique
qui se développera en une série de la forme (a), et donnera pour U le
second membre de I'équation (5).

16. Le premier terme donne la température moyeune de Pannée:
elle est la méme que celle de ¢. Elle dépend de la latitude; mais elle
est indépendante de la profondear ct de la nature du terrain.

Chacan des termes suivants, dans la valeur de £ ct de U, cxprime
unc inégalité périodique. Dans le temps 8, la premiére iudgalité passc
deux fois par toutes les valeurs positives et négatives, et redevient la
méme au bout de ce temps : en général, l'inégalité exprimée par lc

‘,

idmy . sera deux f.-‘ * les 5! ) 1 e a3 7
n™ terme, passera deux f{ois par les mémes valeurs dans le temps -

n
qui exprime la durde de sa période. A chaque indgalité du dehors
correspond , 3 lintérieur, une égalité qui a la méme période. Les
coeflicients M,, M,,... sout les amplitudes des diverses indgalilds

extérieures, et 55—

PMI‘ s % les amplitudes des inégalités correspondantes
de U pour la surface.

Elles sont respectivement moindres que celles du dehors, a cause
que D est plus grand que p; ct d'autant moindres que leur durde cst
plus petite.

L’amplitude de chaque inégalité dieroit en progression géomélrigue
4 mesure que & croit en progression par différence. Cette ampitlude
varie ausst avec @, d’apres la méme loi, mais en sens inverse. Silon coni-
pare deux indgalités dont la période est différente, le décroissement
damplitule cst d'autaut plus rapide que la période est plus courte; et
les profondcurs auxquelles ces inégalités cessent d’étre sensibles, sont
proportionnelles aux racires carrées de la durée des périodes.

17. D’apres ces deux derniéres conséquences, si Pon supposait dans 7
unc inégalité périodique d’'une durée assez longue, son effet pourrait
s'étendre a des profondeurs ue nous ne saurions atteindre; et dans
toutes celles qui nous sont accessibles, au-dela d’uue vingtaine de metres,
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la température serait constamment croissante ou constamment décrois-
sante & mesure que & augmenierait, suivant que l'inégalité correspon-
dante, dans la valeur de U, serait négative ou positive. Supposons,
par exemple, que le systéme solaire passe dans des milieux dont la
tempeérature varie de — 100° a +r100° dans lintervalle de 1000000
d’années. On posera dans la valeur de Z, M, = 100, §=1000000;
cette inégalité produira dans I'expression de U un terme de la forme

v ]
Be mooaCOS(__zm +e——sz——d\>,

1000000 1000a

qui sera croissant avec x si le cosinus est négatif. Si on le développe
suivant les puissances ascendantes de &, il prendra la forme f'—- g,
tant que x restera assez petit pour quon puisse négliger les puissances

o

dex

—— superieares a la premiere.

Cest ainsi que M. Poisson explique Vaccroissement de température
intérieure sur chaque verticale : il montre qu’en choisissant convena-
blement les nombres M; et §, du reste entierement arbitraires, on peut
en déduire pour g une valeur scnsiblement égale a celle que donne
Vexpérience.
2nme

7

18. Le maximum d'inégalit¢ a lieu pour ¢, lorsque -+ ¢, est un

. ) axnt
multiple de 7 ; et pour U, & la surface, lorsque _“0'__ e, — d', est ce

multiple.
Ce maximum, a la surface, est donc en retard sur celui de I'inégalité
extérieure d’'une quantité égale a 9
2n#
1l augmente proportionnellement a la profondeur; a une profondeur
x, 1l sera _;%o__*_ 2% f;

La vitesse avec laquelle le maximum d’inégalité se propage sur une

. T
méme verticale est 2a \/ -
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Pour une profondeur & un peu counsidérable, la partie périodique
de U se réduit sans erreur appréciable 2 son premier terme. Si donc
on désigne par X,, X, les amplitudes de I'inégalité annuelle a deux
profondeurs différentes x,, x, assez grandes pour que Veffet des aulres
inégalités soit insensible, on pourra déterminer X, et X, par I'obser-
vation; et la relation

(xa — ay) -
X. =X, ¢ = \/b

donnera le moyen de déterminer la quantité a. Cvst de cetic manicre
que M. Poisson la détermine, au moyen des obscrvations faites par
M. Arago, sur des thermometres placés a diverses profondeurs dans le
jardin de 'Observatoire.

La quantité p se détermine par le retard du maximum de tempéra-
ture a une profondeur assez grande pour que les inégalités anuuelles
soient les seules sensibles. Ce retard de Varrivée du maximum &

. . & .
une profondeur x, sur I'époque du maximum de ¢, est — -+ A
27 2a V' %
i —_
a V- ,
d' représente I'angle dont la tangente est ———- Le résultat de
r+ Vs

plusieurs observations faites aussi dans le jardin de 'Observatoire, «
donné pour p, d’apres les calculs de M. Poisson,

p = 1,0b,

Vu et approuvé par le Doyen de la Faculté des Sciences,
18 Novembre 1839,
Biron THENARD.
PERMIS D IMPRIMER

L Inspecieur général des Ewdes, chargé de
I’ Administration de U Académie de Paris.

ROUSSELLES.
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