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PREMIERE THESE.

ETUDE

SUR

LES RELATIONS ALGEBRIQUES

ENTRE

LES FONCTIONS HYPERELLIPTIQUES DE GENRE 3.

INTRODUCTION.

1. Les relations algébriques qui existent entre les fonctions hyper-
elliptiques de genre 2 ont été étudiées tout d’abord par Gopel, dans son
Mémoire : Theoriee transcendentium Abelianarum primi ordinis adum-
bratio leyis (Journal de Crelle, t. 35, 1847, p. 277-312). Choisissant
d’'une fagon convenable quatre des fonctions © 4 deux variables, il
exprime les carrés des douze autres en fonctions linéaires des carrés des
quatre premieres. Il a ainsi des relations linéaires entre cinq carrés. Il
a trouvé de plus une relation homogene de degré 4 qui relie les quatre
fonctions choisies d’abord. On sait quelle est 'importance de cette re-
lation, tant en Analyse qu’en Géométrie. M. Hermite a montré son
role dans la théorie de la transformation des fonctions abéliennes du
premier ordre (Comptes rendus, t. XL, 1855, p. 249, 303, 365, 4a7,
485, 536, 704, 784). MM. Cayley, Borchardt, Weber, Klein, Rohn,
Darboux, Brioschi, ete., dans des recherches approfondies sur la sur-
face de Kummer, ont montré comment cetlte surface du quatrieme
ordre hseize points doubles trouvait sa représentation la plus simple
ctla plus féconde dans I'emploi de la relation biquadratique de Gopel.
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> BRUNEL.

Rosenhain, dans son Mémoure sur les fonctions de deux variables et a
quatre périodes quu sont les inverses des intégrales ultra-elliptiques de la
premiére classe, avail montré que les relations linéaires entre les carrés
de fonctions © trouvées par Gopel n’étaient pas les plus simples. 1l
arrivait & prouver l'existence de seize groupes de six fonctions, tels
qu’en prenant arbitrairement dans un groupe trois fonctions, les car-
rés de chacune des trois autres s’exprimaient linéairement au moyen
des carrés des trois premicres.

En 1856, M. Weicrstrass publiait un Mémoire : Theoric der Abel-
schen Functionen (Journal de Crelle, t. 52, p. 285-380), ol est signalée
(p- 318 et suiv.) toute une série remarquable de relations algébriques
entre les fonctions hyperelliptiques et leurs dérivées dans le cas gé-
néral.

Plus récemment enfin, M. Cayley revenait sur celte méme question :

On the double © fonctionsin connexion with a 16 nodal quartic sur-
Jace (Journal de Crelle, t. 83, 1877, p. 210-219);

Further investigations on the double © fonctions (Journal de Crelle,
(. 83, 1877, p. 220-234);

A Memoir on the double © fonctions (Journal de Crelle, t. 85, 1878,
p- 214);

On the triple © fonctions (Journal de Crelle, t. 87, p. 134-138).

Les trois premiers M¢moiressont relatifs aux recherches de Gopel et
Rosenhain et a la théorie de la surface de Kummer. Dans le dernier,
M. Cayley donne quelques indications rapides, fournit quelques pro-
babilités qui nous ont été plus d’une fois utiles dans notre travail.

2. Nous nous sommes proposé ici d’étudier d’une facon spéciale le
cas des fonctions hyperelliptiques du genre 3. Voici quel a été notre
point de départ.

Pour étudier les relations algébriques qui existent entre les fonc-
tions O, nous partons, non pas de ces fonctions elles-mémes, mais des
quotients obtenus comme il suit :

Posons avec Schottky (') (Abriss einer Theorie der Abelschen Func-

(1) Nos notations different un peu de celles de Schottky ; les modifications apportées sont
cependant peu imporlantes; nous avons cru devoir les faire pour éviter d’employer une
méme lettre avec des sens différents, et aussi pour la commodité de I’écriture.
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RELATIONS ALGEBRIQUES ENTRE LES FONCTIONS HYPERELLIPTIQUES, ETC. g

tionen von drei Variabeln. Leipzig, Teubner, 1880). — Foir NACHTRAG,
Ueber die hyperelliptischen Functionen dreier Variabeln :

} L,'/f. . =l
L—S T (a—ar) (A — ar) (@n— ar) (ap— ap) (ag— ag) (@r— (l/,),
L. ' il '
T R, e, S @) (ag—ax) (ar—az)’
i ( X< (“m_“_l) (an—d;) (ap— a;) (ag— a;) (a,— a;)
L —1 :
L _5 (@n—ar) (ap— ar) (ag— ar) (ar — ai) (@y— a;) (ap— a;)
\ X (ag—ar) (ar — ;) (An— an) (@p —ap) (ag—ay) (@ —an)

\

Nous considérerons les fonctions P définies par les équations

op L0
Tgs s 0,
=cip — 5
. L, * 00’
(2)
L O
= P/..I — —
Lo 0,
Ll;lm P/-[ b Osim A
IJO lm @0 b ;

et il résulte des travaux de Welerstrass et de Schottky que, en posant
yq p

(R(z)=(ar—x) (/= x) (am—x) (a,— @) (ap— x) (ag— x) (a,— x),

on a
I P, =1 . 1 fonction Py,
P, =V(ar— z,) (ar— x2) (ar— x3) 7 fonctions P,
/R(z;) ;
; )R v ) b= : ionsP
(y < Py = /”PIX(Q/;—Wi) e (k1) 21 fonctions P,
3
; ~ R(z;) 35 i
) — ) /. - N <P
Pim=—P.P,P,, Z TRy e (k#l#£m) 35fonctionsPy,.

i=1

Nous prenons ces équations comme définitives et nous cherchons a
déterminer directement les relations algébriques qui existent entre ces

fonctions P. Nous parvenons facilement a démontrer l'existence de
2%
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4 BRUNEL.
64 groupes de 8 fonctions P, tels qu’entre les carrés de 5 fonctions
appartenant 3 un méme groupe existe une relation linéaire.

‘Nous montrons ensuite comment on peut directement, et sans I’em-
ploi des formules que nous venons de signaler, trouver des relations
linéaires entre les carrés de fonctions en nombre supérieur a 5.

On sait qu’il existe aussi des relations linéaires entre les produits
deux & deux des fonctionsP. Notre méthode de calcul nous les fournit
sans difficulté aucune et nous en trouvons plusieurs qui n’étaient pas
connues.

Les 64 groupes de relations linéaires trouvées précédemment per-
mettent, en choisissant convenablement 8 fonctions P, d’exprimer en
fonction linéaire de leurs carrés les carrés des 56 autres fonctions.

Entre les 8 fonctions ainsi choisies comme base existent des relations
algébriques de degré supérieur qui nous sont fournies presque immé-
diatement par les relations entre les produits que nous avons détermi-
nées auparavant.

Ce que nous disons ici des fonctions P a lieu évidemment pour les
fonctions ©. Leur dépendance algébrique se trouve done précisée, si-
non d’une facon définitive, du moins d’une maniere plus complete que
cela n’avait é1é fait jusqu’ici, & notre connaissance.

Formules préliminaires et notations.

3. Nous allons donner tout d’abord un tableau de formules qui se-
ront dans la suite employées d’une fagon continue.

Posons
&Xy—+ g+ 25 ==
(3) Xy Ty B3y - 2y 3= B,
Xy Ty 23 =
et, de plus,
(6) (y— 23) (25— 1) (21— 23) = 0.

Toute fonction de x,, x,, 2, de la forme
(Zs— x;)/(xl, ;2’ 53) + (z3— xl)f(xm ;3, Iﬂ) + (2, — »’l“z)f<1‘3, 51, 52,),

ou f(u, v, w) indique une fonction symétrique relativement a ¢ et w,
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RELATIONS ALGEBRIQUES ENTRE LES FONCTIONS HYPERELLIPTIQUES, ETC. 5

est divisible par 8, etle quotient est une fonction symétrique de x,, x,
et «,. En effet, cette fonction s’annule si 'on fait x, = x,, elle est di-
visible par @, — x, et de méme par a, — x, et &, — x,, par suite par§.
De plus, elle change designes si I'on change @, en @, : done son quo-
tient par § est une fonction symétrique de x, et «;. On voit également
que ce quotient est fonction symétrique de -, et de .x,; ¢’est donce bien
une fonction symétrique de x,, x, et x,, (ui pourra, par suite, étre
exprimée en fonction rationnelle de «, [3 et 7.
(Vest ainsi que 'on a

| Sai(2y— 2,) =—0,
’J E(ax)+ 23) (2y— 23) ==+ 0,
Sayxy(2y— 23) =i
Sy (xy+ 23) (xa— 23) =+ 8,
Sad(2s— 2s) = — 0a,
Sxi(zyt @) (23— 2y) = 0,
Sy (@l al) (w— ) = 0%,
S(atead) (m—a) = 0,
B2y 25 (Ty~+ X3) (22— X3) = — b2,

- | Sai(wy— ) = —0(x— B),
Ea(xy+ 25) (#y—x3)  =—88,
Say(ai+ al) (z— ;) = 08,

E Tz (2] + x5) (Zp— a3) =  8(a"—B),
Sayxy () + x}) (y— x3) =— 0(a2— 28),
Sxlai(ws— x3) —— 08,

S} (xy— a3) == —6{ef — oaf < 7),
Sxlai(xe—+ x3) (g — 23) =— 0(af —v),

| Sal(ai ol (m—a) = o,

| Sziai(ws— a3) = — §(f2— ay),

Nous avons cru préférable de rassembler ici ces formules, au lieu de
les parsemer ¢a et la dans la suite. Nous ne donnons que celles qui
nous seront utiles.

4. Pour simplifier I'écriture, nous conviendrons de représenter par
le symbole
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6 BRUNEL.

le déterminant
PR Rtiiens e

n—2 n—=2 M2
Yi Ja cee  Vn

Ainsion a, par exemple,
0 =— (21— &) (21— X3) (23— 23) =—| @125 24].
Les fonctions P peuvent alors étre écrites sous la forme suivante :

i

P =V|arz||arx,||arzs|,

" I larzs||ares||az,||a zs]
P ——Eml}xzxﬂ\/ri(xi) :

rd

|ara;||a,z,

(®) lenly/ +lmaly/ |

«172! ‘akx:il ld[.l‘2| |(Z[$3] Iam‘rﬂ’ lamxﬂ‘

P e |a
Pklm,*— [£11’21'3|[[‘rzx%| \/R(xl) IakxiHalxl [ I.flmlhl

\ +|x31’xl\/_+]xia-2]\/—].

Les quantités placées sous le radical n’ont que l'apparence frac-
tionnaire, les facteurs du dénominateur étant également facteurs de
R(z,), R(x,) et R(w;); mais il est-préférable, pour ce qui suit, de
leur laisser la forme présente. Les réductions, quand elles seront né-
cessaires, viendront & leur lieu et place.
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RELATIONS ALGEBRIQUES ENTRE LES FONCGTIONS HYPERELLIPTIQUES, ETC. 7

Relations linéaires entre les carrés des fonctions P.

5. Considérons tout d’abord le cas des fonctions les plus simples,
les fonctions P & un seul indice.

On a
' P =arx||ar®:||arzs|

ou bien, avec les notations indiquées au n° 3,

%)

= a} — aa} + Bar— 1.

O

>

(9) P

11 est possible d’éliminer «, 3, 7 entre quatre relations de cette sorte,
et le résultat de I’élimination est

2 3 D 2 3 D2 3 )2 3
Pk—a/e I/ — ll)L_—am ]:n_'an,

150 e gk subbailave
ar a Am ap
1 I I I
ou bien, avec les notations admises,
(]O) l‘)%lalanz arzl o P? ]am. An a’kl i P,Zn Ian a/ca[] e 1)121, lak a aml —= Iail a;am, a’/l| P;‘;-

Si, au lieu de considérer quatre relations telles que (9), on en prend
cing, en éliminant entre les cinq équations ainsi obtenues les quanti-
tés1, e, (3, 7, on obtient comme résultat une relation linéaire entre les
carrés de cing fonctions P & un seul indice, que 'on peut écrire

P}

a;,, anapl = P?Iaman apak I = P?z;lanapak a; |

(11)

+ P2la, aray an|+ P} |aza; T o |5 O

On aurait pu évidemment déduire cette relation de I'équation (ro).
On déduit, en effet, de cette derniere une nouvelle relation en effec-
tuant sur les lettres %, [, m, n, p, ¢, r la substitution

fEskls ) el D
*lmnpk

Kliminant alors P? entre I’équation (10) et celle que Uon en déduit
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3 § BRUNEL.

par Uopération précédente, on obtient I'équation (11). Ce procéde,

inutile dans le cas précédent, sera bien des fois employé dans la suite.
Il résulte de ce qui précede que les fonctions P, dont les indices

sont

(12) . o N LS ST o) e

constituent un groupe de huit fonctions, telles que, quatre d’entre elles
étant choisies, les carrés des quatre autres s’expriment linéairement
en fonction des carrés des quatre premieres, les relations ayant I'une
des formes (10) ou (r1). Nous appellerons ce groupe le groupe o. Cette
dénomination trouvera plus tard sa raison d’étre.

On voit aussi que toute expression linéaire de la forme

A +Ba—+ Cf + Dy,

ot A, B, C, D sontindépendants de x,, x,, 3, peut étre exprimée, soit
en fonction linéaire non homogene des carrés de trois fonctions Py, soit
en fonction linéaire homogene des carrés de quatre de ces fonctions.
On peut comprendre les deux propositions sous une seule : expres-
sion considérée peut étre représentée par une fonction linéaire homo-
gene de quatre quelconques des carrés des fonctions appartenant au
groupe o. L

6. Arrivons maintenant aux relations linéaires qui contiennent des
fonctions P & deux indices et aun seul indice. On a

T [lxgxs[mmn

B ]x1x2x3|‘2

|arzs||arzs| |aizs| |aizs|

Iak-z'llla/xlf e

(13) =
+ 2| @y 23| | sz VR (1) R(2) |ar s [a,x;,]J-

\

Prenant quatre carrés semblables i celui-ci, on peutformer avec eux

une relation linéaire telle que le coefficient de yR(,)R(x,) soit égal
ao. Il est évident, d’ailleurs, qu’il en sera de méme pour les coeffi-
cients de VR (2,) R(;) et yR(2x,)R(2,), ¢’est-a-dire que P'expression
linéaire considérée aura une expression rationnelle. Mais si, au lieu
de considérer des fonctions Py, tout a fait indépendantes, nous en choi-
sissons pour lesquelles 'un des indices soit en commun : Py, P,
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RELATIONS ALGEBRIQUES ENTRE LES FONCTIONS HYPERELLIPTIQUES, ETC. 9

Pins «++» Py, nous pouvons arriver d un résultat analogue en prenant
simplement une combinaison linéaire de trois de ces fonctions. Il suffit
de déterminer A, B, C en écrivant que I’on a identiquement

(14) Ala,zs| + Blay ;| + Cla, x| = o,
ce qui donne, par exemple,
(15) A_:—-Iaman!; B:Ianal[; G:Ialaml-

On a donc alors a considérer I’expression

! Am Ay JP/Z;[ ! lan a’l] I)/%'m 21 Ialam ] Pin

1

L @i a2

[ 222,

it [ sal B () LT S Py oo o). o R (2|
L1 25| |1 5] | @ 5] | 22
+|a, (Ull:lxza?slﬁ“(d?i) x| Zar.HZ,nxil[[a e iy S Gt i s I
9 Ia ;.’L‘?’ ai'l‘iiuall x?”“n xsl i )
—I—[azaml[ixzxal R(z,) ! a;xlllan ] e e san % 1o 1 e st o J<

En tenant compte de (14)et (15), on peut donner au second membre
une forme d’apparence plus compliquée, mais qui se réduit facilement
et rapidement. On peut en effet I'écrire

I
i laman] ]x2.z'3[ ]ap'zllllaqxil Iaz'xillamxll lanxil ](lkle Ia/;x3|

X [|Zys| |@2s| | @y 2| + |2y 2y | |ayzs | | @i, | + |2y 2, | |2y | |ag 2, |] . ..
+ lanar] | 2ol |ap2, | |agey]|ar 1] |anaa || asad |ax,]

X (|22 3] |@m @] (@ 23| + |23 24| (@ 25| | @ 21| + |21 24| | @ 2| | @0 5] +...
+aam| |z xs||ap e | |agzs| |ar x| |arz, | |an 2, | |axas| |arzs|

= [[mzfva] Ianx2{ Ianx:s] == ll”smil [an.xal |{ln.2')1] i lxlle [anx"li ](l,,.l‘2f] z

Mais on a
|z 5| |ay x,||a; 5] +. .. =|Zpmats,

lamanl lamxll lanwil i Ianall- s Ialam anl’

en sorte que I'expression considérée devient

a;a,,a
el o]y lagen] v agas] o |

|2 | |ap@y||ag s | |ar @y | |ares) |arz, |

+ @y 25| |apxs||ag xs| | ar 2| |ar 2, || arz,].
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10 BRUNEL.

L’expression entre parentheses est encore, nous le savons, divisible
par |x, x,2,], et son quotient qui est une fonction symétrique de x,,
a, el o, pourra, par suite, étre exprimé au moyen des fonctions Paun
seul indice.

Posons
ap—+ g+ a,—= 1,

al,aq-{— aqa,.—l— a,.(zl,: My

Uy U p=— s
[’expression entre parentheses devient

S|y |apx||agzy||ar 2, || ares| |aga,)|
= E|zy 23| (v — pxy+ Axi— ad) [al — ai (24 2y) + @z 24 |
=Vail| @y x| — palZay |y x| + Aaf S|z, 25| — al S} | w2
—VapE(Zy+x3) | Ty 23| + pagEa (2,4 23) |2y 24|
— A B2} (X3 +23) | X223 | 4+ @ 22} (@3 + 23) |2y 25| + v Sy 2y | 2y 24|

— RX By Xy | Xy 5| - Ny Xy Xy B2y |y 25| — X, a2y BT |2y 2 |
ou bien, en appliquant les formules (7) et remarquant que

0 = — |x, 225

=|xywyzy|(a} — aja + arB —y —a}+ aik —agp—+v)

ou bien enfin
= |z zy23 | (P} — |ara, | |ara,| |ara,|).

Nous arrivons done ainsi & la formule
(16) ]a,na,,]P}{.,+[a,,a,[P}%.,,l—i—]a,a,,,]l),%.n:]a,amanl([’,%—]a,,a,,][a,‘.aqHa/,a,»}l’;—’)).
La substitution

L ST e
(17)

I SETL D ) e Rt
donne la formule
(18) lall aﬁll)/?‘m—*_ lall al)llP21L+la/)lanlp}ip:[aln anapl( )}2.‘_ [akaq] lakal'Hakal [)é)-

Eliminons P2 entre (16) et (18); pour cela, ajoutons-les membre &
membre, apres avoir multiplié les deux termes de la premiere par
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RELATIONS ALGEBRIQUES ENTRE LES FONCTIONS HYPERELLIPTIQUES, ETC. I

il

lana,||a,a,]|aaq,)| et ceux de la scconde par — |a,@,|la,a,||aa,

vient
P}lvl Iam a, apl lakall

i P}z.:m ('a'n a; I Iamapl ]anapl ia/»‘a'll 5T l ap ap [ lalanzHalan} |a/,a,,, D
+ P, (aan||anay||a,ap||ara| —|apan||aiay||aia,]|aray))
ipa pr ]aman! lalam ] l alanl lakapl

= P}: (lalam an,l Iam ap[ ]an ap! Ia’/c all “_ [am a, ap[ lal(lm; [{I[(l”,[ ]a/f ap D

ou simplement

P} lanayap||ara | — P2, |a, ay, a/||ara,,|
(19) < -+ P,%,L[apa;amlIaka,]—P,%,,]a,,,anapHaka,,]

=— P} |asaa,a,).

En appliquant & nouveau la substitution (17) a cette derniere rela-
tion, on a

s P}?;'m l a, ap aql l(l/; aml i p?ml ap aq Ay l Ialcan ]
(.{)‘O) ) -+ P;f'p !aq Am a’/z, l ar ap] 3 P%,I](Zm App f ]akaqf
( = PZ l(l,nél,ltlp Clql.

On en déduit, en éliminant P} entre (19) et (20),

; Pz laman ap dql l ajpa; I
(2 I) Q £ Plzun, I QpApQqay l Iakaml e P}zm I ApQg Qi QA ] ] ara, I

e P/%p laqalamanl]akapl ey P;ﬂ][alamanaﬂl lak(lql =0

Si, entre les équations (17) et (18), on élimine P} au lieu d’éliminer
P2, on arrivera a une relation d’une forme nouvelle

n

(22) ;

P}z{[ lamanap[ — P}Zcm’ a,ap “l] i P/%n [‘Zp a’laml
— P}, laa,,a,| + Pl |aa,a,a,||aray||ara,|=o.

On peut aussi évidemment tirer la relation (21) de deux relations
semblables a (22).
En résumé, les huit fonctions

D D
I 0y I ks Pkl, Pkm, Pkn,) Pkp) P/cq’ P/cr

forment un groupe tel que, quatre quelconques d’entre elles étant

données, les carrés des quatre autres s’expriment linéairement en
3
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12 BRUNEL.
fonction des carrés de celles qui ont été choisies. Les relations ont,
suivant le choix qui a été fait, P'une des formes (16), (19), (2r1)
ou (22).

Nous arrivons done ici a reconnaitre I’existence de sept groupes ana-
logues formés avec les fonctions P. Les indices des fonctions apparte-
nant & un méme groupe sont figurés sur une méme ligne horizontale
dans le tableau suivant :

k ki km kn kp kq kr

[ o
ol Wk Im In Ip lg Ir
o m mk ml mn mp mq mr :
(23 o n nk nl nm np ng nr
o p pk pl pm pn pg pr
o g qk gl gm gqn qp qr
fto r rk rl rm rn rp rq

Un quelconque de ces groupes est défini par la fonction P a un seul
indice qu’il contient, ou bien, plus simplement, par cet indice. Nous
pourrons donc parler sans ambiguité du groupe k, par exemple. Le
groupe défini précédemment, auquel nous avons donné le nom de
groupe o, contenail I'indice o d’une fagon particulitre, tandis que rien
n'y distinguait £de {, de m, ....

En fait, les relations que nous avons démontrées jusqu’ici étaient
déja connues ('): Nous avons cru cependant utile de les rappeler, d’en
donner une démonstration simple et purement arithmétique, et cela
d’autant plus que la méthode employée jusqu’ici va ‘nous fournir, sans
grande modification, une quantité considérable de relations nouvelles.

7. Partons maintenant des fonctions 2 trois indices.
Ona

I

l)z'[m = _ﬁ—l‘-{m?‘rlilg B("I‘l)

X4 Tg X4

I(lk;I‘a_)lI(l/kd‘;;“(r{[l‘gll(l[l‘;;lI(lmJ?ZHZZ,,ZJ»’3|+
Iakxlila/xlllamwil o

>~

+ a|@y 25| xs 2 | VR (21) R(25) ]akr?,]]a,,rg”a,,,.1'3[+.;.. .

e

(1) WEIERSTRASS, Theorie der abelschen Functionen (Algebraische Relationen unter den
abelschen Functionen.....). (Journal de Crelle, t. 57, p. 318, § 5, théorémes I et II.)
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RELATIONS ALGEBRIQUES ENTRE LES FONCTIONS HYPERELLIPTIQUES, ETC. 13

Prenant au hasard cinq fonctions de cette nature, nous pourrions
former une combinaison linéaire de leurs carrés telle que, dans la
somme, le coefficient de yR(x,)R(x,) soit nul. Il est évident d’ailleurs
qu'il en sera de méme pour les coefficients de R(z,)R(x;) et
VR(2,) R(z,), c’est-d-dire que cette combinaisonlinéaire aura une ex-
pression rationnelle. Maissi, aulieu de prendre desfonctions dindices en-
tierement indépendants, nous considérons celles qui ont un indice com-
mun, quatre fonctions seront suffisantes pour former une combinaison
linéaire. Si enfin nous assujettissons deux indices & étre communs aux
fonctions employées, troisde ces fonctions nous seront suffisantes; de
plus, nous pourrons prendre comme une des trois fonctions la fonc-
tion P a deux indices dont les indices sont précisément ceux dont il
vient d’étre parlé. Ainsi on pourra prendre

Pklm; pkln et Pk!-

Eerivant que le coefficient de yR(2,)R(2,) est identiquement nul

dans la combinaison
Ap}clm i sz‘ln == CP}Z{H

on a

(29) Alayxs| + Bla,z;| +C =o,
ce qui donne, en posant A = |@,a;/,

(26) { 0 ey

C=—|aar||ana,|.
Des lors, on a

la!ali[[P/Z.'lm e Plzc/n s ]amaﬂ[ P%‘/]

Ll o [jms iRy 2l

- [y 25 252

Lxsl[al‘l'zlI“ltlfs”amilel(lnvlsl
IaklillalwiHamxll ':

k1’3|la112Hal$3Han12|l“nx3|+ ‘I

, |ara,||a
_—la‘lakl l:l‘pixﬂzl{(xi) [(kail lall’ll I(Z nx1l

[czkx,lfa,x2|]a1x3| ])

e S ]akx?,
'—lalakl lam (l"] [I'TQ‘L‘BI R('rl) ]‘1/ /vll Iallll

En tenant compte de (25) et (26), on peut écrire le second membre
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14 BRUNEL.

sous la forme
]71_1{}?[ ara] oy sl|ap 2i||ag2i||ar 2| |ay 2] |arxs||awas| @ xs| |a 2|
= (lxgx?,]]amxgnamx3[—i—]w3x1]|am.z'3][a,,LJC1[+[x11?2][a,,l‘zq[[(z,,,xﬂ[)—k..,
—lasanl|wsxs||apay||ag zi||ar 2| |@m 2| |arws| |ar @] |aizs||aes|
X (|3 23| @n s ||@n 2| 4|0y 24| | @n 25| |@n 21| |21 2l | @ 21 || 25]) +- .
—larar] |aman||ay x| |ag @] |ar 2| |@m 24| |@n 23] |ars| |aras| |ai x| Jai2s|

x (|@azs| + | 2521 | + |2y 25]) +...]-
Mais on a

| e 25

[@m 2| @] . = [z 25, |Zas| 0 =0,

en sorte que I’expression se réduit simplement a

T

m laiar] 2wy y)|ap z)||ag 24||ar2y||ar x| |ar z; |ag esja x| ((ap 2y | — |, 2y)

¢’est-h-dire a

m lara)|apa,| Sleszs||apz,||age,||a, x| |ag2s||ares| |azs| | arz;].

La quantité entre parentheses est divisible par |x, 2, 2,] et le quo-
tient est une fonction symétrique des trois variables x,, @, et o, expri-
mable rationnellement en fonction de «, 8, v, par suite, des fonctions
P & un seul indice.

On a, en conservant a A, ., v les significations qui leur ont été don-
nées précédemment,

Slayay||ay x| |age||ar s ||ares||aras||agrs || a x|

= S|a, x| (v — pxy+ hx} — xd) [@fa} — ara; (ar+ a;) (234 23)+ (@) + af) zy 2

+ara (2o x3) — (ar+ ap) @y 25 (23 + x3) + 23 x5 |
—ara;(ap+a;) 2(x, ‘*"xs)lx'z T3| +(aj+a}) Ex, 5"3]1'21’3}
—(ar-+ay) 2z, @y (Xy+x5) [Ty s+ DR HEIEA

—apa(ap+ay) Sx, (2y-+2;) |2y 24
“+apa; Exy (I2+13)2|I2 23| — (ar+ay)

+A[ ala}Sxl|r,a)

= v[ a}ja}Z|r,a,
agpa; S(xy+23)? |1, 1y
—pl ajaiEa|r,d +(aj—+a}) Exy 2y xy|xs 2y
B2y Xy Xy (X9 423) |23 25|+

— @@ (@rag) 2o (Xy+2y) |2y 24
@y S (X +25) |2y 2| — (ar+ay)

Nz wixi |z ]
+(ai+a}) Exiaw, xsia,

2232y 2y (y+5) [ 2y 204+ Sawiaxlad| vyl
—apa)(ar+a)) 2x} (2, +2;) |2y 24
+apa; Sxd(zyas)}| v, 25| — (ar+ay)

— [ ala}iaxd|x,ay| +(ad+a}) Sadx, |,y

Sx3x, 25 (Ty-+25) |y 25| St aiacl v, xalls
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RELATIONS ALGEBRIQUES ENTRE LES FONCTIONS HYPERELLIPTIQUES, ETC. 15

en appliquant les formules (7), on trouve alors

|ara,| 2|y zs] |ap | |ag 21| |arzy | |@ar 2| |arzs| |@ixs| | @r2s]
=|zyzyxs|[ v (a}—aal-+Bap—1v)

=y kel —aa) -+ Roi—y)

— pay (@} — 2a}+ Bas— 1)

+ pai(al —aaj+Ba; —x)

+)a?(al —2a}+ Baz— 1)

—Aaj(a} —za + Ba,—1)

— aj(ap —aai+Par—y)

+ aj(a} —2af+ Ba,— )]

Dans la réduction, les termes soulignés ne se présentent pas, mais il
est permis de les ajouter, puisqu’ils se détruisent deux a deux.
Deés lors, on a, dans Pexpression précédente, pour coefticient de

\e a0, ],
. (v—pa,+ ra? —a}) (a} — aai + Bar—x)

— (v— par+2rat —a}) (a} —aa}+ Ba; — 7).
c’est a-dire
lapa||agail|ara|Pr — |ayail |agar||arax|P.

Nous arrivons done ainsi & la formule

(,)_ ) ! lalak?(P;{:{m i l)}cln) .
o =|aar]|anan Py + lanan](|ap allagal|ara) P — |aya|agarja, aiP}).

La substitution
m n p q r

n op g r m

donne la formule

‘ ialf’kf(lj}f-m = P)Z:Ip)
— faraallan | P, + Ve apllag adlarallamad P — lagauasasanad P71

(28)
Multipliant les deux termes de I’égalité (27) par |a,q,|, ceux de (28)
par |a,a,| et ajoutant, on a

,\ lalakl ( Ian apl P%‘[m_f" ] ap amlp}—:‘/n“*_ i Ay Ay i P}clp)

(29) _
| =l|anayay|(|agar||arar|P}—|aqa:||ara|P}).
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iO BRUNEL.

Iin éliminant P; entre les deux mémes équations, on trouve

‘ I Am ak] a, ap[Pg[m_Fl Qn a/zl ](lp Am [P%-/n—i‘l ap akl ‘(lm ay [ 1)7?-[,;

— [amanaplplal_ lamana’pl laqall Iarallp;‘:-

SiPon continue a appliquer le méme procédé, on arrive a des formules
de type différent.
Ainsi, de {30) on obtient, par une substitution,

|aq@n|Phy~+ |agar] |@anay| Py,

30 5 |apag||apaq| P+ |apay

{  =lana,a,|P}— |a,apay||ara]|ana|P}.

2

Les formules (30) et (3r) fournissent, en éliminant P},

lamar)| ana,aq|Piim— |anar||apagam| P,

+ |apai||aganan|Plip—|agar||anaza,| By

/\

o
)

S

=|a,ra;||anara,a,|P,
ou bien, si I'on élimine P},

lanarllanal|a,apag|Plm— |anar| |asall|apa,an|Pf,
(33) ¢+ |apai] lapail |aganan| Py, — |agar| |aga))|ana, a,| P},

=Pilanarapa,l.
Une nouvelle substitution fournit maintenant

la,ar]|ana||apagar|Pl,— |apar|laya|laqa,a,|PE,,

(34) + lagar||agal |aranap| Pl —|arar||aral||a,apaq| P}y,
= P} /lana.q,a.|;
et, en éliminant P},

|@mar| |ana|la,apaqa, | P,

+lazar]|a ai||apagaran| P,

(35) ( +lapar|laya,l|agara,,a,|Pt,,
+ |agar||ag all |arama, ap|Piy,

= lara/ﬁl Iaral I [amanapaqlpi.[, ==}
En résumé, les huit fonctions
P/f ’ qu ’ PI:I > Pk(m ] P/fln ) l)/-‘/p » Pk{q Py Pk/,.

forment un groupe tel que, quatre d’entre elles étant choisies a
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RELATIONS ALGEBRIQUES ENTRE LES FONCTIONS HYPERELLIPTIQUES, ETC. 17

priori, les carrés des quatre autres s’expriment linéairement en fone-
tion des carrés de celles qui ont été choisies. Les relations sont, sui-
vant le choix qui a été fait, de I'une des formes (27), (29), (30), (32),
(33) ou (35).

Nous arrivons donc ici & reconnaitre 'existence de 21 groupes ana-
logues formés avec les fonctions P. Les indices des fonctions apparte-
nant & un méme groupe sont représentés sur une méme ligne horizon-
tale dans le tableau suivant :

kL ki kim kin klp klg Kkir

k- m km kml kmn kmp kmqg kmr
k n kn knl knm knp kngq knr
k p kp kpl kpm kpn kpq kpr

k g kg kgl kqm kqn kqp kqr
k r kr krl krm krn krp krg
L m Im Imk Imn Imp Ing Imr
L n In Ink Ilnm Inp Ing Inr
; :
l
/)

p lp Ipk lpm lpn lpg lpr

q lg lgk lgm lgn lgp lgr

r Ir lrk Ilrm Irn Ilrp lIrg
m n mn mnk mnl mnrp mng mnr
m p mp mpk mpl mpn mpqg mpr
m q mq mgk mql mgn mgp mqr
m r  mr mrk mrl mrn mrp mrq
n p np npk npl npm npg npr
n q nqg ngk ngl ngm ngp ngr
r nr nrk arl  nrm nrp  nrq
q pg pgk  pgl  pgm  pgn  pqr
r pr prk prl prm prn  prg
gr qrk qrl gqrm qrn qrp

(36)

]

Un quelconque de ces groupes est défini par la fonction P a deux
indices qu’il renferme ou simplement par I’ensemble de ces deux in-
dices. Nous pourrons donc parler sans ambiguité du groupe £/ par
exemple, aussi bien, d’apres ce qui a été dit précédemment, que des
groupes £ et o.
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18 BRUNEL.

8. Les indices situés sur une méme ligne horizontale de 'un quel-
conque des tableaux (12), (23) ou (36) sont tels que, cing d’entre
eux étant choisis a avance, une substitution effectuée sur les lettres
k,l, m, n, p, q, 7, qui laisse fixe ensemble de quatre d’entre eux,
ou bien ne change pas le cinquieme, ou bien, si elle le change, le
transforme en un des trois autres indices de la ligne considérée.

La méme propriété subsiste pour Pensemble des huit indices:

(37) kim, npq, pqr, qrn, rap, k, [, m;
ou encore pour
(38) kim , npq, pqr, qren, ronp, kI, Im, mk.

Il est impossible que la ligne (37) représente les indices d’un groupe
de fonctions P, analogues & ceux trouvés jusqu’ici. On aurait en effet
une relation de la forme

(38) AP}, +BP2, + CP} -+ DP} +EP},=o,

2

qui est impossible, car on ne peut, avec P;,, et P, , former une com-
binaison rationnelle.
Nous allons considérer maintenant des fonctions dont les indices

sont figurés dans la ligne (38).

9. Partons, par exemple, des fonctions
Bt ilnngs B By Bl
Nous pouvons avec elles former une combinaison rationnelle
AP}, + BP:,,+ CP},+ DPZ,+ EP},

en déterminant A, B, C, D, E par la condition que les radicaux dis—
paraissent, ce qui donne

(3 ) ‘ Alakxglldzwsl |amx3| +B lanm3l {all‘ri*ll la’lx3]
2 + C|ayzs||amzs |+ D | apas||aras| + E |aras||a,25] = o.

\
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I{F,LATIO;\'S ALGEBRIQUES ENTRE LES FONCTIONS HYPERELLIPTIQUES, ETC. 19

Ce qui revient & définir A, B, C, D, E par les conditions

A +B =10
Ar+Bi +C -+ D +E = o,
Ap+Bu+Cla;+a,) +D(a,+ay) +E(a,+ a,) =o,
Ay +Bv; +Ca;a, +Da,a; +Ea,a, ==¥o

Ou nous posons

N =ap+ a;+ a,, M=a,+ a,+ a,,
b=a,a,,+ a,a,-+ aga, M= 0apay =t gty +a,dpy,
V= aAri Qs Vi = aQ,apiy.
Or, en prenant
A la'k(?lam ’

on trouve

B :'—lakalaml’
A= L I
C—— o= aQptap ap+a;
¥ W A Ay apay

:—(7\“% = Papty— )‘1 a/%' i agp— "l)lalaml
=—|a,a,|(a} — Ma} + par—v,).
De méme ;
b= Ial(lnzl la/.-a'll! lakapl Ial;aq|7

(./{0) D R [a/nak

laran||aray||a aq],
E=—|ara,||a,a,] |@mp|| @y

On a done

Al)flm S BP/zIpr/ il CP}Zm = I)P;zn/r i E[)/%'[

I : -
— Im}_ lapaia,,| |z, z,)?

a,xq||a, z||ay, x| a, z, llaw zsl|an xs|| @, zy|| @y g\, 2s)|a,, 25 +...)
—laga | (|z;xzs?|aya||a, 2| a2 |]amxl|[(ln.z’._)][a,,r3”a,,xQH,ﬂl,.QHaq,z'zHa,/,rgl “+))
1 lalamH(l/{ﬂnHa/cap”aka!]I

X (|, as)? [a,.J’lf]((,Lxluﬂp.lquaq.vl]i(tk,l'll[a,<1:2

n/LL):}Ham'L'QH‘Z/:LISI_»L‘-'J
il e e R o R )

—arlalamian (o g e )]
Employant encore ici la méthode qui nous a réussi précédemment,

on peut écrire, en lenant compte des équations (39) et (40), le second
4
4
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20 BRUNEL.

membre sous la forme

1
m[ laraian||e, x| |ay | |ap x| |a, x| |ag x|
X (e xy||arxs||agxs||agx, la, ;| |@m 2| @ 23]
|z xy||agas| |ag xs||aszy| |ag ) |, 25| | 2|

= ]J’l‘I'QH(IL-J'IH(?/EIQHO'[IJ |(I[.T2H(l,,1 *rll Iam'T2|) e

—larasan||ri @@l aa, e
2o Ty @ o] | 25| |ap 20| |ap 23] |@g 5] | g 5]

> (
+ |y ||@, x| |a, 21| |ap 2y |ap 21| |ag x| |ag 2,
ap x| |ap x| |ag 24| |ag 2s)) +...

4|y 2o |, 1| |@, 2]
—laa)|aranl|araylarag)| e, 25| ar x| |a, 2 |a, 2| |ag 2| a2,
( |waas|| @rs|| aras| | 5] @, 2
-+ [.1’311][ axyl| @z |, 2y |am x|
- ].’2?1 '132} i al‘rll ‘ ([:1'1'2! ‘(Z,,, le lﬂmalzl)

—lama|aa, || aiay|ara,|

|
— ol st e s dobte - v erns B o ac andiag Ao b 1-

Les termes non écrits se déduisent de ceux écrits par une permuta-
tion circulaire effectuée sur x,, x,, x,. en ce qui concerne les deux
premieres lignes. Les deux dernieres lignes se déduiront de la précé-
dente par une permutation circulaire effectuée sur les quantités ay,

a;, a,.
On peut donc écrire cette expression
1 o " )
( ](l/l.(ll(l,,,l‘\_‘[‘1721?3H(Z,.171HCI,L.T1|I(ll,.Tlqu.tllSI.’L‘Z.T);;H(Z/, .2",2||a,b.a’3]1a,x2Ha,(zrs]‘[((”, Zo| [@, )

T 2
_ lgaran] Sfesa far e los el an e s alanwlan aslapellap e lag | ages]

—Naranlasanllaalanag] 3wz la | ann oy a,z o)

X S|yl x| ag | |an x| a,, x|

Avee les notations introduites, on a

|ag 2]

S|y 2| |@r | |y 2y || ap 2
= Sty xs| — (ar+ N)Ex}|ae, 2| + (@b + 1)) T}, ry]

— (@ppy ) 2y |2y 25|+ @y, Sy 2,
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RELATIONS ALGEBRIQUES ENTRE LES FONCTIONS HYPERELLIPTIQUES, ETC. 21

¢’est-h-dire, en ayant égard aux relations (7),

= [ — B — (@4 k) o = (@ g+ py)] |2y 22 75
On a évidemment de méme

3|z,

sl |ar | |ara | |aix, | |amay | = [#2—B — (a4 D) a+(a, ) 4- p)]| 2y 2y 73]
Le méme procédé nous donne

|y x| |ap x| |are | |an e, | |apay| |ag 2]

= — S2}|zy 25| + (@t ap+ N Eat|ey s —[@r ap+ (@rt ar )k ) S|y a4

+ [araphy + (@ ag)p, 4+ v | Sxd|ey 2| — [arap g+ (@p+ ap) v | S, |2, 24
+ @p v, 2,2

=[— (¥ —20B4-v) (@, + ar+ k) (a2—B8)—[a, ap-+(a,~+ ap)h—+ ]2
apaph (= ag) -y )|e, 2y ).

Passons maintenant aux seconds facteurs.

S| xy ;| |arxs||ares||arz, | |aizy| | amzs| | @ s
= Nwdzl| x| — A elad (Lot ) | @y 25| - W Bzint|a, |
b pExy ey (24 22) |2y 5] — (M —39) Dy @3 (L 23)| Ty | — v Z(@y 4 2,)* |2y 24|
A+ (p2— 2 W) @@y |2y 5| + W (g + X3) | @y s | — v E (220 | 23205
+ V22|, 2|

— ”’3-’—— ay — A2 — v) + p(2?— 28) + 228 — (A — v) o - p2— )xv][(lll<l’2-.t3 e

De méme

52023 | @] [0 23 | [ 2] |2 24| | ag 23] | a3

— (g

ay— (o — ) 4+ (2 —28) + M8 — Oy — v+ pi— v ]

Enfin nous trouvons

S| zyxy| |z, || @i zs| | @m s | | @m s ;

= Szjxi|@s 5| — (Ut an) Eay 2y (Xa+25) |y s + (af+ a2) Say ay|w, 2y
+a,a,Z (132 —l—.Z'3)2 ['IZ (L'3l — Q) (a'l+ a/n) = (‘/L.Z i xs) le 51'31 S (l?

al, E|x, ;)
= [;'5 = (al_‘_ am)“ =t (?[2 -+ a,a,, + (Z;z“]ll‘ll?zzl'g.
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22 BRUNEL.

L’expression considérée prend doncla forme entiere et peut étre écrite

A2 B (ot hg) 2 (@ ot o) | [§— 27— (a8

D) (a2 — 2 B) 402 — (ki — v) 2+ p— ]
+ B[22 — —(a,+)) 2+ (@, h+-p) [ [B2—ay —h(aB—y) 4 (22— 28) - 2B — Oy —vi) 2+ pi—h v

() j%(ﬁ— 2934) (@ @) (22— B) —[a, ap+ (a,+ ap)h =+ py o+ @, a by~ (= ag) py -+, |

(41) »
> [B - (”1+ (lm)’l +a?+ ara,, —+ a;ln]
B LA e I AL 5 7 RN AL et A AL St 4 R S S |
T, s w5 RO b sk s e T s o i s oo« s & s 0 i v ey 5 e 4o |

10. Nous posons immédiatement B = — A. Le développement des
deux premiers termes donne alors, si ’on omet le facteur A,

vBa (1—1)

1B (=d4]

va? (—r1--1)

a2 [(ap4-2y) — (@4 2) + 2 — %]

oy [ (@ ) + (@ 4 p) — Mar+ Ay) + A (@ + )]
v DM@ p) — M (@ + )]

B (—141)

i

4

T

+

+

+ B (1—1)

+ B2a [—(@r—+ M) + (@r+ X)) + 2 — ]

+ B2 [(arh+ ) — (@ +p) — (W2—2p)+ (A —2p)]
R

A4 Ba2 [—(2p—22) 4 (2p — A} + 2@, =+ A) — M@+ X)) — o+ py ]
+ Ba [(ar—+ X)) (2p—2%)—(ar+2) (214
+ 8 [(@di+ ) (2 — %) + (@ d 4 p) (20— A]) — (B2 — ) + (] — Xy vy)]

13— h(a, =+ ) + M@, d+p) -+ Op—v) — (A —vy)]

+at (p— )
43 [— (O — ) = (A — ) — p(@r—+ &) + p(a,+ )]
a2 (=) — (i — M) (@) (M=) — (@ R) (g —ve) 4 (@ b=+ ) — 2y (@0 )+ )]

+ o [ (a2 (P2—=W) = (@) (17— D) — (@l ) (Ap—v) + (@ph + 1) (A g — vy)]
+ 0 [(@pd ) (02— ) — (@ ) (p] — )]

Lasomme des trois autres termes est le produit de A par une fonc-
tion symétrique de a,@,a,,. Nous allons effectuer le développement et
exprimer en fonction de 7, p, v cette fonction symétrique. On a tout
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RELATIONS ALGEBRIQUES ENTRE LES FONCTIONS HYPERELLIPTIQUES, ETC. 23

’abord, pour la somme de ces trois termes, I'expression suivante :

vB  3(

i

T }:C(ﬂ[—i— am)

b

4

5 SCla}+ ara,+ al,)

2B223C

82 SC(a,+ azp—+ 1)

Bzt =G

Bar | 2C(a,+ ar+ ) —22C(a;+ ay))]

Ba §“ SClarar+ (ap+ap) b+ p, |+ 2C(a,+ an) (ap+ar+2y) + 22C(al+aa,,-+-a2,) :

B {S(}[({,.a/,)\l%— (ar+ ap)p, v, | — 2C(a} + aja,,+ a,) (a,+ ap+ ), )(

at C(a;+ a,,)

a? [—2C(a;+ a,) (a,—+ ap—+2,) — 2C(a} + aa,, + a2,)]

§ZC(a,+ an)larar—+ (a,+ ap) b+ py ] + 2C(a} + a,a,, + a2) (a,—+ ap-+ 7\1)]§

o {—-Z(](a,—r- an) [araph== (a4 ag) py+vy) — 2C(at+a,a,+a2) [a,ar+ (a,+ap) hy+ oy ]|
SClai+ ara,+ al) [ararh - (a, -+ ag) py+ v ],

ol les différents signes = se rapportent aux indices £, /, m:
Mais on a, d’apres les formules qui relient A, B, G, D, E,

SC=—AQ—2),
. 2C(ar+an) =—A(pr— p1).
On en déduit

3Cap=2Ch —2C(a;+ ;) =— AN (X — 1) + A(p— ).

Nous appliquons encore maintenant les formules (7), et nous trou-

vons
2C(a} + aian+ay,) =— A — ),
2Car(a;+ ay) =—Ap(XA— )+ AV —v),
SCap(at + ara,+ ak) =—Ap(r—p) +Ar( —+v,);

et il est facile d’en déduire rapidement les formules suivantes :

SC(ar—+ ap—+2y)
=A[— @ (A— %)) — (=2 +p—un],
2Clap k=4 o+ ag(a, -+ 1,)]
= Aa, (=24 w— ) — [y — X+ 00, 0= M)},

Document numérisé par la Bibliothéque universitaire Pierre et Marie Curie — UPMC — Cote : HF uf 166 16/2 -4



2/ BRUNEL.
SClaypy 4 v+ ag(a, i+ py)]

= Afa, [y g — 2pa — 40— 1)) — (= 2) = g — p2) — w2 0= )1},
2C(a; + a,,) (@, ar—+ Xy)

=A[—a(t— w) + Gapg—v) — (Qip —v)],
2Ci(@r + an) [ark + pr+ ap(@—+ 1)

== -\if"z-[()\l t— ) — (p— )] — [ (2 — ) + 2 (A =2 — M — vy )]37
SCla; 4+ ay) [aypy -+ 4+ ap(a.hy =+ )]

== "\z“‘ ar[m(pr—w) Fhp(A—=2) — 20 —vy)]+x (A —v1) — (A — ")E’
SC(al+ ai@y—+ a?) (a,—+ ar—+2y)

= Af— @ O — ) — DO M) + (e — ) — 20— )]},
sC(a} + aja,, -+ a) [ayhy -+ py+ az(a,—+ 1)

= Ag— ar[ MO —2)] = (=) — A=) A A — AP A (v _Vl)za
SC(@} + A+ @) [@rps+ 91+ axlard + )]

= Afa,[2pd =y p2 WO — )]+ 0 — 1) — p (e — D) |-

Le développement des trois derniers termes de I’expression prend
alors la forme suivante, ol nous omettons le facteur A :

18 (A—2)

Foyd (= jhsh )

+v (i —2py)

-+ #a[2(h — )]

+ B [ar(A—2) + (B —p) — (A — )]

+Bat (A — )

B [ @pld A} s 19 Sy s 28 B

B {— @ (0= 0 — ) - D — M (00— Xy)
'—“:'(H‘—XH)“—(11!’-1_")*‘()‘!*—"1)—2()‘%"—)#1)]2

+8 fa[adp— 2hm — M — )]+ vy — 1) — O — p2) =+ M — 22y |

ot (p—w)

42 [ap(pr—p) — A — 2 — e+ dpg -+ v — )]

+ a2 ga,.()\lp.l—vl—)\p.—l—v—-7\151.—0—7\{1.1)
- f— (¥ — 2 (g — X Y — R (ke i e B Ry g~ "1)];

S %al'[(xu‘2_')‘v)_(l"“f—)‘l"l)_'_)‘l()‘(“’_")—')‘()‘1“"1'—VI)] »
4+ A (2= ) — (] — Ay )+ pa (e —v) — (X P‘l_"'\ﬂ);

+ @ [Opi— A ) A+ A — )] (v — p?) — (v — ).
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11. T résulte alors immédiatement de la forme donnée aux coeffi-
cients et de leur comparaison que 'expression rationnelle que nous
nous sommes proposé de calculer est identiquement nulle. Nous arri-
vons donc a la formule suivante :

S |0/L'([I(lm| [P}z.'/m Sl P?{/u/] - |(l/ a/lll [(l/“ [’/1, !a/uap! I(?IJ((IE I)}Zm
(i) — |amar |4, aul | aca, | |aay| P
( o !(Z/; a 1 I(lman[ Iamap’ I(Z,,l(l([| P}f/ =o.

De cette formule nous pouvons en déduire d'autres par des substi-
tutions effectuées sur les indices &, {, m, n, p, ¢, r. Nous allons établir
successivement les formules de types différents qui découlent de la

précédente. /
On a
g |(Z/,-(Z[(Z,,,l [[)Z'lm_ P/Zn/r] - g”/am[ ,a/cap[ ]akaql l(l/,‘ﬂpl P?m
(43) ( — | apar||arap||araq||a a.| P2,
( - Ia/»' alI Iamapl la/naql Ia/narl P/?[ — 0.

Retranchant membre & membre les deux équations (42) et (43), on
obtient

( i(l/..(l[(?,“v[ jP;—’;l"/-—— l-);))q/’l
(/l!I) ) - !(l,@((,-l(l(l/(l,” l lakaps Ea/.'aq'l)/zm"f_ [(I,,, aj

l Ialaj)]talaq“);zn/.‘
( sl P =o.

Si, au lieu d’éliminer P},,, nous éliminons par exemple P; , il vient

(,‘3) ‘ I(('/:alauz | [ Id,,,!lr! P}Zu/m_'_ [al‘a/u'! ]-);211)(]+ [(lk(l,, [ P})(/r]
P <

( —I”mq/.' ”’ﬂar’! l_| (l[(l,,’ |a1aqlpfnl.-_Iam”pHam(’q%Pz-[J —=o0.

a,ay

De méme

( laraian|[|apan| Pl =+ |anar|Phy, + |arap| P, ]

(46) ?

— s |aras] | apag [ty | aray| Phu— | amag) |amar P11 = o0;
(45) et (46) nous fournissent, en éliminant P;,,,,

‘ |a/.‘(l/a/ni“a/ua/'[‘an,”prp2 'f“l(l!,-(lnilﬂp(lplpzq,-‘i—{fl/;ap[ Ial'alllpél'll]

(,‘_) npq
/ } [(Z[Cl;,! |(1,Lfll,fl,-f [|(l/(lql [)/2;1/_-"— Iam ﬂl/lP/%/] =0,

e |am’7/;
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26 BRUNEL.

P

mk

ou bien, en éliminant P}, et supprimant le facteur |@,a,a, | qui sc

met en évidence,

( /19) \ l(l”(([,a,-l P/?"{m:IaraklIal'n[!ianapgpzpq‘i—I”/lak! |{lna[|!([pal'[l)/2)//l'
g4 < -
, +l(l1)ak

2 | 12!
ap || @@ P2 | 2, @ [din @g | B

infin nous tirons de cette dernieére par une substitution

(49)

{ lapagan||Pt=|a, al|ana| [(z,,a,lfPf,,/,.~i— lapar |ayal|aga,| PG
[

|y |y ]| @y ap| PRyt |ap agan| | ana P,

2

Eliminant P}, entre (48) et (49), nous avons

(50) 3 lanapaqllarar||a,a)|PL,,—|apaqga,||a,az||ana, P2,
‘ = |”t]ar'anl Idpdkl f(ll,d[lp,'zw,-— Ial'anapi |a,,a/,. la(]a[J’I)I?:ﬂ]l— 1’)%-/[“,1 aplyd,|=0.

2

Si, d’autre part, nous éliminons P,, nous trouvons

[ lanapaga,|Ph v+ |arar||a all|ara,||aya,a,) |3
— |a.as|lanai| |@ntm|| apaya. | PL,,

2

+|apai|lapa||apan||aza, a,|P2,,

=i }(lqﬂ/‘-] !aqall anam| lar(lnap“)?’up: O.

—

Nous arrivons en somme & une conclusion analogue a celles trouvées
précédemment. Les huit fonctions

b 3) ) B
I/f//n, [npq; Ppr]r'; Pt]rn’ lrnp: ]/m’ pm/n P/.-/

forment un groupe tel que, quatre d’entre elles étant choisies a prior:,

les carrés des quatre autres s’expriment linéairement en fonction des

carrés de celles qui ont été choisies. Les relations ont, suivant le choix

qui a été fait, I'une des formes (42), (44), (45), (47), (48), (50)
. et (51).

Ainsi se trouve mise en évidence l'existence de 35 groupes analo-
gues formés avec les fonctions P. Les indices des fonctions apparte-
nant & un méme groupe sonl représentés sur une méme ligne horizon-
tale dans le tableau suivant. '
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kim npq pgr qrn  rap  lm mk ki
kln  mpq pgr qrm  rmp In  nk ki
klp  mng ngr qrm rmn lp pk ki
klg  mnp npr prm rmn lg gk Kkl
klr — mnp npg pgm qmn Ilr rk Kkl
kmn Ilpg pgr qrl rlp  mn nk km
kmp Ilng ngr qrl  rln mp pk  km
kmg Ilnp npr pri rin mq gk km
kmr Inp npg pqgl qln  mr rk ki
knp lmg  mgr qrl rlm np pk lkn
kng lmp mpr prl  rim  ng gk kn
knr lmp mpqg pqgl qlm - nr  rk kn
kpg Imn mnr nrl rlm  pg gk kp
kpr  Ilmn  mnqg ngl qlm pr vk fkp
kgqr — lmn mnp npl pln  qr rk kq

Imn  kpg pgr qrk rkp mn nl  Im
lmp knq nqr qrk rkn mp pl Im
< lmqg knp npr prk  rkn  mqg gl Im
Imr  knp npg pghk qgkn  mr rl Im
inp  kmg mqgr qrk rkm np pl In
lng  kmp mpr prk rkm ng ql In
inr  kmp mpqg pgk qkm nr rl In
lpg  kmn mnr nrk  rkm pg gl Ip
pr  kmn mng ngk qgkm pr rl Ip
lgr  kmn mnp npk pkm qr rl g
mnp klg lgr qrk rkl  np  pm  mn
mnqg klp  lgr prk  rkl  ng gm mn
mnr  klp  lpg  pgk gkl  nr  rm mn
mpq kin  Ilnr  nrk rkl  pg  gm mp
mpr  kin  Inqg ngk gkl pr rm mn
mgr kin Inp npk pkl  qr  rm my

npqg  kim Ilmr mrk rkl  pg gn np
npr kim  lng mgk gkl pr rn  np
ngr  kim Imp mpk pkl qr rn  ng
\ pqr kim Ilmr  mnk nkl. qr rp pq
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28 BRUNEL.

Un quelconque de ces groupes est défini par les trois fonctions P a
deux indices qu’il contient ou par la fonction P a trois indices qui dé-
termine les précédentes, ou plus simplement encore par I'ensemble de
ces trois indices. Nous pourrons donc, sans ambiguité aucune, parler
par exemple du groupe kim.

Nous avons obtenu en tout 64 groupes: 1 groupe o, 7 groupes k,
21 groupes &/ et 35 groupes Alm. Dans le cas des fonctions hyperellip-
tiques de genre 2, on a de méme 16 groupes : 1 groupe o, 5 groupes £
et 10 groupes £/.

Détermination des combinaisons linéaires auxquelles appartiennent
les carrés de fonctions P données.

12. Nous prendrons le cas de fonctions P a trois indices, lesindices
des fonctions considérées ne jouissant d’aucune propriété particuliere.
Le carré de la fonction Py, se compose de deux parties, Qu, €t Q.
I’une rationnelle, 'autre irrationnelle.

Considérant cing fonctions de méme espece, on a

5
4 o 2 N 4
(‘)3) l‘AiP,l);,'l[m,' == EA[()/,-,-lml; “-‘Al’Q pilimge
1

La combinaison précédente sera rationnelle si 'on détermine les
coellicients A, par la condition que la seconde partie du second
membre disparaisse, ¢’est-a-dire en égalantidentiquement a zéro I'ex-
pression :

2A:|apz||anz| | @nz| = 0,
¢’est-a-dire, sil'on pose

(54) larz||az||apz| =c—bx+ az?— 23,

en prenant pour ces coefficients les valeurs fournies par les équations

( AL = (0}
SAA —"0

(53 ( ’
) ( FA b —e,

A =0"
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Alors (53) devient simplement

‘\"‘AP;—:'[/” =Xz 1&()/’(/1};

o

ou
(36) : AP, = m SA(|@wots |2, | @y || ag2y| | @n 2y
X|ar x| |arxs| | x| || |, 2] | @y, 25|+ ..
Posons, de plus,
(b7) |ap x| |a,z||aqx| ]ab,..rl =d' — ¢’ + b'x*— a' xd+ 2t

laxe||are]|an| lay] |aye] |age||an]

=g —f{'rx+e"z2* —d"2*+ c"2*— b'x? + a"xb — &

a, b,e,a, b, e, d changent quand on change de fonction P,

29

il

tan-

dis que a”, b”, ¢”, d”, ¢”, {”, g” ne varient pas. On a de plus, entre ces
quantités, les relations suivantes, qui sont dans la suite de la plus

haute importance :

(1) a —+a' =a/,
(2) b —+aa b =b’,
(3) ¢ +ab-+Dba+c=c,
(59) (4) ae+bb+ca+d=d,
(5) b'e+c'b+da —lel
(6) ce-+d'b == i
(7) de =g’

Ceci posé, développons le second membre de (56) suivant les
sances croissantes des variables @ :
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3o BRUNEL.

[ AP,
= JA.Sdle?|a,x, |2
— ZA.2[d'eb(x,+ @3) + c'cix, ]| 2y |?
+ ZA.E[d'ca(axi+x}) + d'brry 7,
+ c'ch (2,4 x3) + b et zl] |z, 25 |?

— 2A. 2] de(xd+ad) +d' baxr,zy(r,+x;) +c'car(xi+ x}

| 4+ c'b2xy xyxy;+blehad (2, + 2;) + a'cad] |waz,)?
+ SA . 2[d' bayry (2 + 22) + da?xix}+ ccx (2] + x3)

+ c'baz, a2y (ry+ xy)+ D caxd(xi+al)

+b'b2x? iz, s+ a'ch 2l (x,+ 2y) + 2 al]|xy s ?

) . 4 \
— SA.E[daxiz}(x,+ x3) -+ ' ba 2 (2: 4 x3)

+cdalx, xlxi+ bexi(xi+ x})
(60) = b'bax? 2,2, ( 2y —+ 25)

+ d'caxd(xi+x}) + a'brxir, zy 4 chxl (e, + 23) ]| 2, 24
3 2 - 2 2 2
+ SA.S[d' 22+ cax 2t ad(ry+x3) + D bhaie, s (2] +2})
+b'a2aixixi+a’cad(xi+ x))
- a'baxd z,z; (2, -+ 13)
+ cax}(xd+ xk) + brala, x|, 2y
—SA. [y xixd+Dazrixiri(x,+ x3)
+a'bad @, xy(2k + x2) + a'alxl x) x}
“+eaxt(xd+ x3) + bawt x,xy (0,4 x3)]| 2 205)2

[ 2 E ’ 3 .2 2 - ,
+ SA . Z[b22xdxd + a'axdx;ai(z+ x;)

2

+ bty s (2 25) + a2zt izt | x,

— AL S[alm el DAt 2l (e, 4w )] | 2

e SRS e et g 2

13. Nous nous appuierons, pour la réduction de cette expression,
sur les formules (55) et (59). Nous emploierons, de plus, dansle cal-
cul des fonctions symétriques qui se présentent ici, les notations et les
tableaux de Hirsch. Nous empruntons & M. Cayiey, 4 Memoir on the
symmelric Functions of the Rools of an Equation (Philosophical Transac-
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(2)=—af+12%
I. ~ 11.
(1) _r— (2) —_ + I
- (1?). —r—ww
1v.
2. B a2 p. .

(4) . + 4| +2| — 4|+ (D)

(31) . = I (R (41)
(22). — | e T (32)...
(21%)...| + 1 (31%)...

(271).

RELATIONS ALGEBRIQUES ENTRE LES FONCTIONS HYPERELLIPTIQUES, ETC.

31

tions, vol. CXLVII, 1857, p. 489), les formules qui nous sont néces-
saires dans le cas présent.

On désigne =, par (1

\

7N

@) par (2], 2o, @, par (Tt ), .0 2@, DAL

(32), ...; les tableaux se lisent alors horizontalement; ainsi, par

exemple, le tableau II se lira

(2= L
I1I.
v. Ga. o
3 3| — 3|+
(él) | — 3 4+ 1
(0 5 - 1
Ve
3. aty 2t | oE. o
— + 3| +=5] =5+
-+ — 1| —3| +1
- e oy
e ‘_%_ I
-+
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32 ' BRUNEL.

VI.
2. aBy. oy, B a2, i . a8,
6).... +3|—12| +6| —2|+9| —6] +1
B3y —3 | +7 | —1 | +2] —4]|+1
rd
(42) — 3| +4] —2| —2]| +1
(32) + 3| 3| +o0| + 1
(41%) 33y
(321):: — 3| + 1
(28)...| 4+ 1
VII.
(52) =— 7ay? + 3%y + 62283y — 2oty — 3aBd 4 4382,
(43)=  Say*— py—3a7Py + af?

VIII.
3)=—

(5 Bv2 4+ 3a2y? 4 6a82y — 338y — 2 8%+ 2233,
(4%)

7
48y -+ 2t y*— fafly + B

14. Ceci posé, nous allons successivement considérer les termes de
degrés différents en x,, x,, x,.

1o SA L Sdict [, x|t = DA d e Sy 2|2

Mais, d’apres les équations (59), on peut écrire

— 2 Aol S, =N R igl A e
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et, d’apres les équations (55) qui définissent la quantité A, SAc est
“nul, en sorte que ce terme disparait.

20 BA. I[d'eb(z+ z;) -+ c'ct ay ] | wy ;|
= ZAd'ch = (2 + @3) [r2 25>+ SAC/C2 S, |2, 25

s S:&d’C])[?.(?)) - (2])] o A C.,CQ[(ZI) ek ,2(13)].

Or, d’apres les équations (59), on peut remplacer ¢’c par F” — d'b
et d’c par g”. L’expression considérée devient alors

SAdehb[2(3) — (21)] + ZAc({"— d'b)[(21) — 2 (1)]
= 3Abg"[2(3) — 2(21) 4 2(13)] + ZAcf’[(21) — 2(13)]
=g"[2(3) —2(21) +2(1®)]ZAb + {"[(21) — 2(1?)].ZAc,

qui, d’apres les équations (55), est encore identiquement nulle.

Remarque. — Dansce qui suit, nous supprimerons successivement
dans le calcul les termes qui, en employant les équations (59), sont,
d’apres les équations (55), identiquement nuls, et nous ne les écrirons
pas. Avec ce procédé, par exemple, le terme

SAce?[(21) — 2 (1%)]
s'écrira directement tout d’abord
SA(—cd'b)[(21) — 2(1?)]

ou simplement o dans le cas présent. Prenons un exemple un peu plus
compliqué.
On pourra remplacer
A cta' g2y, 2y 25 )
par
— SAc[bb'+ c'a+ d'].¢(z,, 2y, 25 )
leterme + A cd”.zg(.;,,,;@,;'s) disparaissant d’apres les équations (55).
Cette remarque est tres importante pour la réduction des' termes qui
suivent, en ce qu’elle permet de supprimer, pendant la marche du
calcul, un grand nombre de termes.
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30 SAdcaS(xl+ @) |waay|?+ SAdD? Zx, x50 2, 2

+ SAcebSx, (x,+ ap) s s |P -+ SAD 2 Ea? |z, a2,

D’apres la remarque précédente, le premier terme de cetle expression
disparait; il reste alors

SAA'D2[(31) —2(2)] +=Ac'cb[(31) —2(21?) ]+ =Ab'c2[3(22) — 2(21%)],
qui peut alors s’écrire, en tenant compte de (59;), sous la forme

SAdD[(31) —2(2?)] + =Ac’eb[(31) —2(2?)],
et, d'apres (5g,), cette derniére expression est identiquement nulle.
Jusqu’ici, nous n’avons pas eu besoin d’avoir recours aux tableaux
de fonctions symétriques que nous avons reproduits. Ils vont mainte-
nant nous étre utiles :

14

Ad' cS(2d+ x3) | wyas 24 SAAd' baSayxy( 2y + 23) |2, 25|

i

SAccata, (2 + @) | @y x; P+ EA D2 R, 2y vy | 2y 5|

-

SAD ch i (2, + x3) |y 23| + ZAQ 2 2d |2y 2,2

= XAd'ba[(41) — (32)] + =Acca[(41) +2(2%1) — 4(31%)]
+ XAc'b[2(312) — (221)] + =ADb'eb[(32) —a(221)]

-+ XAa’c[(32)—2(312)]

BY oty ap? a3
—xAd'ba.......... ... + 6 + 1 — 4 Sl
L BACICAL ve e v e e 1D —3 —3 —+1
e A G DA — 6 =9
A b — — 2 + 1
—ES AVl cR N “+ 3 — 4 41

qui se transforme, au moyen de (59;), en

SoAvd bal e L S A 12 - — 4 S
AT Car R 415 —5 — 3 T
S AT Al + 2 — 4 4 1
B A cE T + — 4 ey
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ou bien simplement, en tenant compte de (59,)

NAdibals st 4+ 12 = —4 “+1
SATelea e s S -+ 12 — 1 —4 + 1.

Cette expression est identiquement nulle d’apres (59,).

2], 2
3|22 2]

30 SAd'bEzy2y(x2 + 22)| 2y z; P+ SAd 22tz
+ SAc ey (xd+ xd) | za s |2+ A baZe, wy wy (s + 23)| 2y 24|
+ SAb ca2a? (a2l -+ 22) |22+ SAD b2 222 @y 2y | 2y 25 |2

+ ZAa' ch2ad (xy+a;) | 2o x5 |2+ A St |y 25|

— SAd'D[(51) + 2(3%) — 2(42)] + SAd'a*[(42) — 2(3%)]

-+ 2Ac'e[(B1) + (321) — 4(412)] + =Ac'ba[ 2(41?) — (321)]
+XAb'ca[(42) +6(2%) —2(321)] + =ZAD'b2[(321) — 6(23)]
-+ ZAa'ch[2(3%) — (321)] + ZAc?[(42) —2(412)]

e apy aty pe a3 % P
—= AT RS + 9 iy +3 + 8 —6 =
S SAdaZ s — 9 -+ 10 —2 —4 “+1
LiSACLe R S — 18 : -+ 20 —5 -2 — 1
+ ZAc'ba. ..... + 9 — 7 + 2
+ ZAb'ca. ..... + 9 + 2 — 2 — 2 -+ 1
= S Abth3o. ok — 9 “+ 1
+ ZAa'ch...... g — 7 .—|—o ~+ 2
s VAT ek T s — 9 -+ 10 —4 —2 —+ 1

- Eliminant ¢* au moyen de (59;), puis b*b’ au moyen de (59,), ensuite
a>d’ au moyen de (59;), et enfin cc’ au moyen de (59,), on trouve
simplement

[27v2 —18afy + 4ady + 4B% — a2B2]2A (c¢'ba + b'ac + a’be + d'b).

On peut évidemment donner au second facteur bien des formes diffé-

rentes a I'aide des formules (59). Une des plus simples est la sui-
: 6
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vanle :
=A(ac — b?)b’,

a laquelle d'ailleurs il aurait été facile d’arriver directement.

60 SAd aZxxl (2t 25) | X252+ SAC D2, @y 2 (2] + 23) |2 5[
+ SAcaiSx, 2l 2l | zy 25|t + SAD CExl (2) + 23) | 2 25|
-+ ZAb' baSz? zyzs( 2y + Z3) | ez |2+ TAa'eaSzd (2l + x|z x|

+ SAa' b Exd zy 2y | 2y s |2+ EAChE 2} (@y+ 23) |22 25

=3Ad a[(52) — (43)] + =Ac'by[2(4) + 2(2*) —2(31)]

4+ ZAc azy[(31) — 2(22)] + ZAb c[(52) + 2(322) — 2(421)]
4 TADbb ay[(31) — 2(212)] + SAa*ca[(43) -+ 2(32%) — 4(31) ]
4+ ZAa'b2y[2(2?) —2(21®)] + 2Acb[(43) — (421)]

ay? By ** By aty af? a @
= BIANGHEL aonen — 12 -+ 4 “+ 9 — 2 — “+ 1
- ZAce'b.. e + 6 —+ 10 —- 10 -+ 2
S AT Gla e + 3 — + 1
+ ZAb'c — 3 + 7 + 4 — 2 —3 + 1
+2Ab'ba. .... — 3 — 2 “+ 1
+ ZAa‘ca...... + 15 — 5 — 3 -+ 0 -+ 1
+ ZAa'b3...... — 6 -+ 2
C X Ach. it 6 —+ 1 — 1 -+ 0 -+ 1

Eliminant a’b? au moyen de (59,), puis ¢’a® au moyen de (59,), en-
suite d’a au moyen de (59;), et enfin bc au moyen de (59,), il nous
reste simplement

a(27y2— 18aBy + o’y + 483 — «2B2)ZAbc’.

Le second facteur a une forme (rés simple en employant ce mode
de réduction; on pourrait évidemment arriver, par une marche diffé-

rente, & d’autres formes que I'on peut encore d’ailleurs déduire a pos-
teriort des formules (59).
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SAd' 2zl 2l | o xs |2+ ZAc aZ @ 22 22 (2a—+ 23) | X2, |2

+ ZAb'bEzix,x; (2 + xk)|zaxs|P+ ZSAb 222} 2l k|,

+ SAa'cxad (a4 2)) |wezs |2+ A baS 2l ay 2y (2 + 23) | 2y 252

+ SAacExi(x}+ x3) |2y w; |2 +- SAD St w2y | 2 4 |

SAA[(53) —2(42)] + =Ac'a. y[(41) — (32)]

“+ SAD'by[(41) + 2(221) — 4(312)] - SADb'a®[2(312) — 2(221)]
+—2Aac[(53)+2(3%2) —2(431)] +=Aa'ba.y.[(32) —2(221)]
+ 2Aac[2(42) + 2(42?) — 2(431)] + SAD2y[(32) — 2(312)]

By 2y
= S Adle St —1h  — 1
-+ ZAc'a..... + 6 -+
4+ XAb'b..... + 15 —
-+~ ¥Ab/a*:.... — 6 —+
+ ZAa‘c..... — 3 +
-+ 2Aac...... + 6 41
-+ >Aa'ba = B
Sy AT + 3 -

5SS e A [ GRS

iy
= 14
.
— 3

+ 4
—= 10
== T
—+ I

@ By
—3

=ha
Sl

—3
=t 0!

aSY Fil a'l ﬁi
+0 —4 -+
+0 —2 41

-+ o =12

Eliminant a>b’ au moyen de (59;), puis b* au moyen de (59,), en-
suite ac’ au moyen de (59,), et enfin ac au moyen de (59,), il reste
— B(2772 —18afy + 4oy + 482 —a2B2) ZA(a'c + d').

Le

second facteur peut aussi étre écrit, en particulier,

— SA(b'b + ca).

SAC 2z 2|2y |+ SAD a szt w2l (2y + 25) | 2y 25 |

SAa'bZadz,x (2 + 22) |2y 25 |2+ SAQ A2 a2l xl | wy

SAcExt(x} + 2d) |z, 232+ ZAba Szt xy 25 (2, + x;3) | 2y 2, [

SAa'b[(42) + 6(2%) — 2(321)]
sAa'a[(321) — 6(2°)] + ZAba[2(3?) — (321)]}

T2
(A ¢ e —09
Siablasi e —+9
SiAal bl B +9
S A alac B ROV —9
SAhag. =2 i +9

afBy.

Gl
_."_.
+

o
7

2
¥
7

sy

— 2

S 2

1) EAC[(42) — 2(3%)] + ZADba[(2(41%) — (321)]

g
=

7‘1- T
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Eliminant a’a* au moyen de (59,), puis ¢’ au moyen de (59,), et en-
fin ab au moyen de (59,), il vient

(2772 —18afy + fady 4 4B3 — «2B2) SADb/a.

9° SAbY Sxixixy|waas |+ SAa'aSad xdwd( @, + x) |y |?
+  SAbEzix,x, (24 22)|wazs P + SA Zxt 2 2k |2y 242

= {TAD'[(31) — 2(2%)] + SA@’a[(31) — 2(21%)] + 2Aa[2(2?) — 2(212)]..
Eliminantd’abord I, le coefficient de 7> devient
SAa'a[2(2?) —2(21%)] + ZAa*[2(2%) —2(21%)],
qui, d’apres (59,) et (55), est identiquement nul.
10° ZAa'Zalxdad|x,w; P+ SAadxtxl x|z, P = 2Aa' Sad a2l | v, 2 |t
(59,) nous montre encore que cette expression est nulle.
Enfin
e ATzt w2l o, B=0.

15. Ensomme, toutes réductions faites, il ne nous reste que quatre
termes qui ont en commun le facteur

277 — 18afy + 4Py + 4B — P2

Mais cette expression représente précisément le discriminant de
I'équation

(x —2))(x— 2y)(x —23) =2 — 22+ B —y = o,

¢’est-a-dire notre dénominateur

|z, 252

On arrive ainsi a la formule

S AP}, = SAb/(ac — b?) —aSAc'b 4+ BEA(d' + a’c) — ySADa.

Le second membre est une fonction linéaire de «, 2, 7, qui pourra
étre exprimée linéairement en fonction des carrés de quatre fonctions P

a un seul indice, prises a volonté.
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La méme serie de constantes qui rend le premier membre rationnel le
rend également entier.

Relations linéaires entre les produits deux a deux des fonctions P.

16. On sait, depuislongtemps, que les relations algébriques linéaires
entre les carrés des fonctions hyperelliptiques ne sont pas les seules
qui existent.

Déja, dans le cas des fonctions de genre 2, Gopel s'était occupé des
relations qui ont lieu entre les produits de deux fonctions. Dans le cas
général, Weierstrass, Brioschi, Schottky ont donné a plusiears de ces
relations des formes relativement simples. :

(C’est cette question qui va nous occuper maintenant.

Si nous ne considérons que des fonctions a un seul indice, les pro-
duits deux 4 deux ne donneraient naissance a des relations algébriques
quesi I'on considérait leurs carrés. Nous ne prétendons pas par la
qu'un tel produit n’entre pas dans une relation linéaire ; nous verrons
d’ailleurs bientot différents cas ol se présente une telle circonstance :
nous disons simplement qu’il n’y a pas de combinaison linéaire conte-
nant seulement des fonctions P a un seul indice.

17. Arrivons de suite aux produits de fonctions & un seul indice et
de fonctions a deux indices.

Nous supposons d’abord que les trois indices qui se présentent dans
un tel produit sont tous différents.

PP, = m []x2 x3{ \/R(x1) |, 2, 'laa[;zill|]aa”,:ig}llam 4| lakﬁﬁl [akx‘zl |y

+ |7y 7] \/_—‘*‘ |x1xﬂl\/_ I ‘

— 1 Nemllasaily /R () [l @] @] Jan 2] o 2|
ERETEEN ' |arx||aiz,||a, x|

|y |apay) \/ T b ppbaniag \/ —,l’

Mais les radicaux qui se présentent ici sont précisément ceux qui se

Document numérisé par la Bibliothéque universitaire Pierre et Marie Curie — UPMC — Cote : HF uf 166 16/2 -4



4o - BRUNEL.

trouvent dans P, ; la seule différence qui existe consiste dans 1'ad-
jonction des facteurs |a,x,|, |a,x,|, |a ;| & ces radicaux. Il résulte
alors immédiatement de cetle remarque que I'on a

PPy — PP =|ara;|Prim,

que I'on peut considérer comme une relation entre les produits de nos
fonctions, en écrivant
{ 6') . Plr P[m e P/ Pmk i ia/\'a[! PO P/vlm'

Effectuant sur les lettres £, /, m une permutation circulaire, on a
de méme
(62) PR P Brie= Ialam IPOPL-Im-

Les équations (61) et (62) nous fournissent, en éliminant P,P,,,, la
relation
“53) Ialamlpkplm S Ia'nak!P[Pm/c+ lakallpmpkl = 0.

Cette équation pouvait évidemment se déduire immédiatement de

I'identité
lajan||arz| + |anar||aiz| + |ara;| |an x| = o.

18. Si nous considérons maintenant deux fonctions ayant un indice
commun P; et P,,, on a

l)/[’ﬁ-[:.“

i i ApXo| | p X3| | A1 Xo| | B[ X3 | X1 || A Xo| | Ry
| L L VA e e
S i focie ) )

laleil Iala’h]

+aly/ ey |

: lezwallazxallazxsi\/ TR L 7 I g 1

YA larzy|

Sous cette forme, nous voyons que, en ce qui concerne les a, les ra-
dicaux ne dépendent particulierement que de a; : ils restent donc les
mémes pour un autre produit, tel que P, Py,,.

Il résulte alors de I'identité déja plusieurs fois employée,

lamanap! I a;z, I [ Ay ] iy l Apapay l lalnle |¢me3l

+lan arapl|a, x;| |a, 23| — |@a,,a,||ay 2, | |ap 23] = o0, .
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que I'on a, entre quatre produits de I'espece considérée, la relation
(64) ]aman CZI,|P1P1,~1- [an ap (l/l Pm p/cm = [(lp alaml Pn le—‘ Ialam anlpp pkp:—f”-

19. Considérons maintenant des produits de fonctions a deux indices
et prenons d’abord des fonctions ayant un indice commun :

Py Pir= _L_[ |2, 2,2 R ()

|y ayay)?

lara,||ar e, |aq x| |aq xs||arxs||arxs| |
|ara| |@q zi||ar 24

Aq2s||a, zy||a, a4
agxi||ay | -

)

|2y 2|2, xliy/R(x,) R(z,) <|akx3|\/ |2q 7| +|a,,.x3]\/

Le premier terme de la seconde ligne ne contient que le facteur
lay;| comme variable lorsque I’on considere un autre produit o1 ¢ et r
subsistent. Il en résulle que tous les termes, sauf les trois premiers,
disparaissent dans la somme

Ialam I quP/cr i ]dm ak[ P[q Plr = Iakall quPmr;

et le développement de cette somme donne

I R(z)) |aras||arx,! )
e 1 e o] (el g Hlmedd

+| @y 2. . .+]x,aﬂ2|2]l’,,l‘,r.

Mais la premiere parenthese devient

|ara;a,| Ix1-7/'2|]<771‘173],
]ak'xll ]alxlllanlel

en sorte que notre expression se simplifie et devient

lﬁkalaml

- (|Za@s| | an @] |ap @i| + |2y 21| |an @o| | ap o |+ |2, 22| | @ 24| | @p 2 )P P
| 21 24 225 i
18443

¢’est-a-dire enfin
lara,a,,|P,P,.

Nous arrivons donc a la relation

(65) |alam[ quPkl' +[amaklP/th' =1 ]ak allpmq pmr: [fl/,‘(l((l,,,lpq p,-.
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En appliquantla substitution
W e e

. m n k

nous en déduisons
(66) l(l,,, (lnlplqpll'_'— IalzalIP,;zqP)'11‘+ [(l/(l,,, ananr: ]((161,” ay l pq pr'-

Les formules (65) et (66) nous fournissent alors une formule de type
différent par I'élimination de P,P,
‘ ;alaman,lpkqpkl'"‘la'm a;LaL'l[)lqpll'+IanaL'a{lpmqpmr'

{(67)

( _[akalamlpnqpnr =0.

20. Si les deux fonctions & deux indices n’ont aucun indice commun,
nous avons

Pnul’ql-; —'*‘[ 2[Ll/'vzx:irzR(xl)\/lanlelanx?’l]apl‘)|]ap l‘gHaqx2|[aq£03Ha 1'2”51 '13I A
| 20, 25 | | 1||apzi||agz||ayz|

+[002x3[}.T3Jc1|\/li(x,)R(x2)
><<\/l“nx2|lan‘”3’i“plelapxs a,zs| |agxi||ares||ar xi[ )+]

|anx||apx,||agx,||a, x|

Les termes de la premiere ligne ne changent pas par une permuta-
tion effectuée sur lesindices n, p, ¢ et r. lls disparaissent donc dans la
différence de deux produits de méme espece :

y >
Pnp I,([I' = l ;Iql D

P, PP, P, [[ 2y 25| |22, 21 W R () R (4)

[11 1) Xgl*
( | ’ )+ ]
== o) +...
lanwillapaillagmllara]  Taneillagaillaallars) ,
Mais on a
! o ! — |apaq| |21 2,]
|apzs||agzs| Iaqxillapxzi lapxill“p%H“qxiHaq%l
T 3 T lara,ll|zi x|
|a || arz,| |a,.x-l||a,,a;2[ lanzy||a,zs||arzy| |a, ;rg[
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en sorte que I'on obtient pour le second membre

I
}.1‘1 1’2(1'3| lap a(]! I(ll.anIPanPqP/' Itl'lfl -'I".’I |a’n Z.ll ’((n .| ](’pl‘l,‘ !(l/’xzi 1,,’[(1711 !H(I‘Til !(7"‘1,"1‘ ;:((’:z'_gl_

— fql,(lqj ]a,.a,,,[ Prin.
Ainsi, 'on a
(68) P P P Brr—= [ty |ty | P Pys
Une substitution nous donne
(60) PupPyr — PosPpg = |apar] 1y 0, | Po Pt
Eliminant P, Py, nous obtenons
(70) |apap|laga,|P,pPer+|a,aq4l|a,ap) P,l,( Pt || ap ag| Py Phy = 0.

21. Considérons maintenant le produit d’une fonection & un seul
indice et d’une fonction & trois indices; supposons d’abord tous les in-
dices différents :

I(I/ EQI{“/ L3| Ira{n Lz' !(l,,,, I'ik 1(2’1 l‘»l Ian r‘%!

I
PiPry—=——— ||z R(x)|arz|arx
Y Tmn 1751127' [ 2 3]\/ ( l)l k 1” k42 Iall’lHam‘rlHan. Ll|

[ees )

VR Rizs) ] |

T Eeal Riz,) |a,ba,[]r1,l xyl|ay. 12]|a,x%]|ama,| |, T;| |, 2o |, 2 ;1
e praiie lare,||a,x

n /Z

Les radicaux que contient le second membre ne changent pas quand
on effectue sur les indices %, /, m, n une substitution quelconque. Le

facteur taire homogene
entre trois produits de cette espece; par exemple,

(7 I) l A, ] Pkplmn == lam ay I l)lpnz/m s l aka[I pm P/c/n =o0.

22. Silafonction P & trois indices a un de ses indices communs avec
la fonction & un seul indice,

PiPrgr= [z a‘[[lx xs”“/cl‘zl]akxa[\/[{(l" !(1,1%\ (@] |8 ] [ -!—]

lagz,||a, 2|

Les radicaux du second membre sont ceux qui existent dans P,

-

/
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Cette remarque nous conduit & former la combinaison linéaire sui-
vante :

(72) lalanzlplrp/;qr S I(lmaklplp/qr'*‘ I‘Zka/]p/u qur = lakalam[po Pr/r:
d’ou I'on déduit, par une substitution effectuée sur les indices,
(73) [(l,,, An l P1 P/l]l' — Eanall Pm I)mz[l' = |(I[CZ,,, } P/z I)H(]I' == Ialam an[popqrv

Eliminant P, P,, entre les deux formules (72) et (73), nous obtenons
la relation de forme différente

‘ ’(l[ Ay Ay [Pkpqu_‘ Iam ay (Z/:]P[P/qr_;‘ a,aia; ]Pm quz'
<

1 ey
' = ](lkd/(l,,, ] Pn anr == 0.

23. Prenons maintenant une fonction 4 deux indices avec une fonc-
tion a trois indices, un des indices leur étant commun :

PPy - (l'”‘lwslzR(wi) l“klelﬂkx3]\/|azxz

nmg— Flz‘zx STE Iakxll

A5 a0
_{._I,z’ﬁxg”él’;;‘xit\/ﬁ(wl)1{(1‘2)|akx3[\/_[ala/'?”al'xiil|anzx3”amxlHan,xl’o’lanxgl »{—...) .

lalxll Iamx‘zl lanxﬂl

lal'x:’,' |am Ly

|am 1":§l_|ggz$2[ e, J‘;|

Ialxl“amxlllanxll

Y

La premiere ligne du produit ne change pas quand on passe a un
autre produit différent du précédent par une simple substitution effec-
tuée sur les lettres , m et n. Ils disparaitront donc dans la différence
de deux produits de I'espece considérée. :

Remarquons, deplus, qu’on peut écrire le radical qu’on trouve entre
parentheses dans la seconde ligne

Pl Pm Pu .
[

laI"Z'l | [amx2[ Ian xz;
on arrive ainsi a la formule :

I)k[ })/;/11 n l’l;m P knlt

I I

lay x| |am xs| | @y 2] -t [@m 24| E(lnxzy a2,
' I I
e o
\ lazllanxi||an e an o] |anzi||aiz,

l)lpml)n st s
— e |2 25| |25 24| |ar 2y

VR(z)R(z,) +..
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Or, on a
a AT 1 T la; |2, 24|
](1[1‘1“0,',, ‘1/‘2Hanx"'l Jamlillau t?! 1”1 7 I lan X 7| lalml' I(’IJ [lam T1| Am l’|
I S | ey |
lan‘/l"zl Iar111| ]anTlllanT’]

en sorte que I'expression devient

lay Z‘;I\/_R(I )R(T2

a,a,,l.
|allll ‘01171 ](Z,,, Ll””m L’H“n l‘1! ‘(I,, Tzl [ il

l,I.'( ])A-mu = l)/fm I)/.'n/ ==

[ plll PII [ 1‘1,’

|y, 13]

Entre parentheses, le facteur de |x,x, | multiplié par P,P,,,P,, devient

)Iap"'lllap-r_‘) 'llllaq'l?’la Ti”“ Tl‘
lapas| [agws| [ayy]

\//i;,l..rl[]a,,.le]akx3|1{
cn sorte qu'on a, en somme,
(75) BB in— Rl Bt = @ P P
On en déduit par une permutation
(76) > PP Pri Py =122 | PP s
done, en éliminant P,P,,,,

(77) I Ay Ay ! PriP iy [an (l/l P Prni+ I alalnl P Prin=—10:

24. La méme méthode va nous fournir maintenant une relation
entre les produits de fonctions a (rois indices, un indice étant commun
aux fonctions d’un produit ‘

I [a;lr2||a,,x3{

l)A'lm l)/.’llp == Iakx l

PMTJ[ R(z)"

[2yxs 252

X\/I“119| |a; ;] I“{nlzl |@n ;[ |anzy| |a, 3 i“nx’! lﬂstl
ial"LII lamld la x1] Iapal]

= [ 24| [xgxllla;,x3]\/l{(xl)H(x.z‘)

X<\/]a,x2|]a,x3] Iamxil|am'1"iHaux3|[anxl”apx:s”apxll )ni‘ ]‘

(@i ||a, 2z, ||a, x| |apax,|

La premiere ligne du produit ne change pas quand on passe i un
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-produit différant du précédent par une simple substitution effectuce
sur les lettres 4, m, net p. lls disparaitront donc dans la différence de
deux produits de I'espece considérée assujettis a la condition indiquée.

Remarquons de plus qu'on peut écrire le radical qu1 figure entre
parenthéses dans la seconde ligne

I)[Pm Pn pp

lalxll iamx1l ]anmil I(przl

Nous arrivons donc tout d’abord a la formule

D
I)/.-lm [)/»'u])_l /c[nP/cmp

. N
— e |2y @y|l2s 21 | [arzs | VR (21) R (@)
1 1 \
lalxllIamxlilanwz”ap-rﬂ lall’xllanmlllamleIaple P[l)ml)np,)
1 1
* \\la/xﬁlIalll'TZilanxllla[)xll— lelam‘rlllal)xll
qui devient, d’apres ce qu'on a déja vu,
; |aras| VR (1) R (25) ' )
—P,P ,(xvx a,a,lla,a
Bt ﬂ‘lamnazaouamrlnamxman el anasllagmlapan) oo Jlecrllemand,

ou bien autrement

zy| | agxs||a, ;|| a, Jf3|

,;j:a ([xlxg]\/lakxlllakxizl]akES[R($3)] |2q e .)[a,ap[ @b

en sorte qu'on a simplement

(78) Pt Prnp— Prin Prmp— |01\ @ | P2 Py,
De méme |

(79) R i Prpn— Prip Bhnn— |ara,| [a,,L(Z,,[P/L.P,,,..
‘Eliminant P;P,,, on arrive a la relation

\ [a,a,,, ] Ia/z ap l Plrlm Pknp = [alan l l(lp Am l Pkln Pl«'pm G

(8o
Sk == ]a,ap[ Iam an l Pl_clp lem = 0.
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RELATIONS ALGEBRIQUES ENTRE LES FONCTIONS HYPERELLIPTIQUES, ETC. /|’7

25. Supposons enfin que les deux fonctions a trois ]HdlCCS consi-
dérés aient deux indices communs,

Pitn Pinn = Il o I R(z )lﬂk~772Ha/;-??3l I(_ln"l"zlllln&’sl |a,x2||al.703|]amx2| i(’m lal
el o Jrl SR Yo i) e, il Lttt 0 |
-1>I~vzmsllxs~nIlakrsilr«m!v'ﬁ(%)R@( '""”Z'IL“[’Z‘T’I'I“C;'::’;‘"I("'I s e |

Si I'on change I'indice n seul, dansla seconde ligne, les facteurs tels
que |a, 2, | sont sculs variables; on peut donc former une combinaison
linéaire de trois produits de I'espece considérée dans laquelle dispa-
raissent les termes de la seconde ligne.

Ou plutot, considérons en méme temps le produit

[I AR ED lagpzs||agz,| \/|a,.ra| | dpies [ |anems| lanms) 5

|az 2, |a @y ||am |

il [ 2, Tsl ]J&Z‘l]\/l{(l‘i)l{(d’u) ](lAlzl <\/Id1 l“zl |(l1£l’;| Iflm fC3HClm T1| ) —Gas | 3

|z | | @ 2]

]//l kem —

|z P

on a alors

> b
1 /.'InI kmn — P/u/p Pkmp == lan ap l PA'ZPknL

) [ s||as o) <]anx2|]“n‘”3] ool laps||ap 2| ~
d Iakxdlalxlllamxd Ianxll I(Z'lel

|zy 252 R (2

- 1
It Xy 25 [
Or

= |alLaPl> Gt | P, pm.'

| @s| |y @3] |ap 21| —|ap 2| |ap 2o @y 1| —|an ay||ay 21| |ay 2| =]z, 25! |2, 2] |ay

en sorte que le second membre devient

lapa,| ]xx—lxlz (lxzxallakle ars||age||ar 2|+ |y 20| a2y |arx,||ag 2y |a, 2|
+ |y sl |ag 2y |ag 2| |ag 2l fa . 25 )P P .

ou bien simplement
Napanl|araqg||ara,| PPy,

De la formule-
(81) P-klnpl.'mn e P/.'[p Pkmp il I“n a‘plpklpkm = la'pan[ Iakaql I(Z/,(Z,-ll)/l),”,
on déduit

(80) PklpPIunp—l A/r]} kmq —— IapanPHI lmz——|a(1apHa/.a1Ha/JZnII [I me
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Eliminant P,,P,,,, on obtient
(83) S {al)aq!Pk{n I)/iﬂlll 1 ](I,I(l,I:P/,/I,P/‘.mP =5 [all (Ipip/;/r] P/.‘/nq
el

;:']a,.a/\,[]a,,a,,a,,[P,P,,,.
Si 'on élimine P,P,,, on trouve

[a/ran I ]ap a’ql pl.‘ln I)/-'mn =t I”k ”11[ laq(ln l PA'[[) plrm[z

i I“(] a/c] jau a.p I P/.‘Ir[ l)/rm( = |a,dpay ' P/.-[l)/;/n-

(34) :

Continuant de méme, on a enfin

(85) ! lanar||apaqa,| PP imn — |apar||aga,an Il’ﬁ~1pPA-,,,,;
: U+ agar||ara,ay|PryPrng —larar||a,ayaq|PriP imr = o.

26. Lesrelations (64)et (63) sont, aux notations pres, les mémes
que cclles données par Weierstrass pour le cas des fonctions hyperel-
liptiques d’ordre queleconque (Theorie der Abelschen Functionen,p.320,
théoremes 1T et 1V). :

L’existence de la relation (65) a é1é prouvée par Brioschi (Annali
di Matematica pura ed applicata, t. 1, p. 29).

Enfin, dans le ¢as qui nous occupe du genre 3, Schottky indique
(Abriss einer Theorte der Abelschen Functlionen, etc., Nachtrag, p. 148 et
suiv.) la forme des relations entre les produits de fonctions 6 analo-

cues 2 celles numérotéesici (61), (63), (68), (71), (77), (85).

Nous résumons dans le Tableau suivant les résultats contenus dans

les n> 47 & 25.
Pour simplifier I'écriture, nous désignerons simplement une fonc-
tion par ses indices et nous séparerons par un point les indices des

deux facteurs du produit.

[ (61), (63) 3 k.lm l.mk m. Kkl o.klm
(64) b Lkl m.km n.kn p.kp q.kq
(65), (67) h kg kr lg.lr mqg.mr  ng.nr pq.pr
(68), (70) 3 kl.mn km.ml kn.lm 0.pqr

Sl 3 k.lmn l.mnk m.nkl n.kim
(72), (74) 4 k.kqr L. lgr m.mqr  n.ngr-  p.pqr
(73), (77) 3 kl.kmn  km.knl  kn.kim  k.pgr
(78), (80) 3 kim.knp kin.kpm Kklp.kmn k.qr

C(81), (83), (84),(83) 4 kin.kmn kip.kmp kig.kmq Kkir.kmr ki km

Document numérisé par la Bibliothéque universitaire Pierre et Marie Curie — UPMC — Cote : HF uf 166 16/2 -4

Tkl

q.r

0.qr

[.m



RELATIONS ALGEBRIQUES ENTRE LES FONCTIONS HYPERELLIPTIQUES, ETC. /’|()

Les chiffres marqués dans la seconde colonne indiquent combien de
produits entrent dans une relation linéaire; dans la premiére, nous in-
diquons quelles sont ces relations linéaires; tout aussi bien que dans
le cas des relations entre les carrés, on peut avoir, comme on le voit,
différents types de formules pour un méme groupe, suivant le choix
que I'on fait parmi les éléments de ce groupe.

Expression linéaire des carrés des fonctions P au moyen des carrés
de huit d’entre elles. ‘

27. Nous allons voir maintenant qu’il est facile, en ayant recours
aux combinaisons linéaires entre cinq carrés, d’exprimer linéairement
les carrés de cinquante-huit des fonctions au moyen des carrés des huit
autres. Des caleuls comme ceux du n°15 nous conduiraient & un ré-
sultat analogue, mais par une voie bien plus compliquée.

Tout d’abord nous considérons comme données les six fonctions sui-
vantes : !

P 2B B

(87)

> [
Pkmn I/fmp Pkmq

I’ensemble de ces fonctions ne change pas si 'on permute /et m2, et
aussi si I'on effectue sur 2, p et ¢ une substitution quelconque.

Les deux groupes Alet krm du Tableau (36) nous montrent qu’il existe
une relation linéaire entre les carrés des fonctions /

p/\" pklm’ Pkln’ Plclp, Pk/q;
et une autre entre les carrés des fonctions
Pk’ Pklm, Pkmn’ Plcmp) Pkmq-

Considérant P; et P;,, comme inconnues, la formule (32) montre que
le déterminant des inconnues est, a un facteur différent de o pres,

[a/n alsl [ a, a; l Iam an,! [a'n apl Iam aql

| a; ag| laran||aia,||ara,|]aa,| )

Ce déterminant n’est pas nul identiquement, car on en tirerait, par
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50 BRUNEL.

exemple, pour @, une valeur bien déterminée, par suite inacceptable,
puisqu’on suppose qu’il n’y a entre les @ aucune relation.

On peut donc trouver ainsi les expressions de P; et P, en fonction
linéaire des carrés des six fonctions choisies.

De plus, le groupe £l nous montre qu’il est ensuite permis de tirer
les mémes conclusions pour les fonctions Py, Py, et Py,

Supposant les calculs faits, si 'on y permute / et m, les functlon.s
d’ou 'on estpartine changent pas; mais on aurasans calcul les relations
qui fournissent P, Py, et Py,

Est-il possible de continuer et d’exprimer les carrés des autres fonc-
tions par des combinaisons linéaires des carrés des fonctions (87)ou, ce
(qui revient maintenant au méme, des carrés del’ensemble des fonctions

b b )
g Prn B B B Pp P
: p/u .P/.:lm,

(88)
' > > > >
\ Pl"/lzn l kmp l kmgq I m l km l)/.'/m'

Si nous examinons nos groupes figurés dans les Tableaux (12), (23),
(36) et (52), nous voyons qu’aucun groupe nc contient quatre des
fonctions (88). Mais, d’autre part, nous avons, par exemple, les
groupes o, n et kn, ui nous permettent d’écrire trois relations linéaires
contenant les fonctions

])0 })/z Pk Pl I)m
B) >
P() I kn E k& P/v[ Pkm
l)n P/m Pk Pkln lezn

Les équations (20), (26) et (27) nous fournissent, les deux premieres
directement, la troisieme apres une substitution, pour le déterminant
des inconnues, I'expression

l“/gazam anl [a;,a,a,,,] o \
Ia/anza‘ullakapl I(I/;(lql [a/carl o Ia[(lml
o laan||aray||araq||ara,]  |anar]|aan.] I

¢’est-d-dire !
lakalaml ](“/:an] [ala'nl [alam a/z, la/ca’p[ l(é/;((q] l(l/‘ al'l

— [Clk(Z[(Z,,, anl lalam[zlalfapl l(l],(l,[[ lak(lr!
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RELATIONS ALGEBRIQUES ENTRE LES FONCTIONS HYPERELLIPTIQUES, ETC. 51

qui est identiquement nulle. Il est done impossible d’exprimer P, P,
et P,, comme il a été dit.

Nous ajouterons donc a 'ensemble des fonctions (87) une nouvelle
fonction, P, par exemple; nous la choisirons telle que les substitu-
tions que I’on peut effectuer sans altérer 'ensemble des fonctions (87)
ne Palterent également pas. Nous pourrions évidemment aussi bien
prendre P, ou Py,. :

Ainsi, nous remplacons maintenant les fonctions (87) par les sui-
vantes :

( Pkln P/.'[p pk[q
(89)

l 3
r
I kmn kmp mq

t I 1 k

P, étant considérée comme connue, le groupe o nous permettra d’ex-
primer P; en fonction linéaire des carrés des fonctions jusqu’a présent
calculées, par suite des fonctions (89). La méme chose a lieu pour P,,.
Une substitution circulaire effectuée sur n, p et ¢ conduoira au méme
résultat pour P, et P,.

Le groupe k contient alors quatre fonctions Py, Py, Py, Py, dont les
carrés sont exprimés en fonction linéaire des carrés des fonctions (89).
La méme conclusion se présente donc pour P,,, et par suite pour Py,
et Py, et aussi pour P,.. Enfin le groupe Py, fournit aussi Py,,, par
stite Py, €1 Pyyqicet également Pyl d'oll Pypr 6 Py

Nous pouvons donc, en partant des fonctions (8g), ajouter au ta-
bleau (88) des fonctions considérées comme connues,

- ) > BJ ) > >
])1'7 PO ])n P[) P{] P/cnv l)kp ]-)/cq lkl' }/rnp l/cp(] l/uqn, P/wzl' l/.‘pr l/.'q/"

Jusqu’ici se trouvent déterminées les fonctions a un seul indice et
parmi les autres celles dont un des indices est 4. Il résulte de la et de la
considération des Tableaux des différents groupes que, ou bien toutes
les fonctions qui figurent dans un groupe sont connues, c¢’est ce qui a
lieu pour les groupes o, &, ki, km, kn, kp, kq et kr, ou bien trois seu-
lement des fonctions qui figurent dans le groupe se trouvent déter-
minées.

En effet :

1° La proposition est évidente pour le groupe o;

(0
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2° Dans le Tableau (23) nous voyons que, abstraction faite de la
premiere ligne, les seules fonctions calculées jusqu’ici ou prises comme
base du calcul qui apparaissent dans une ligne sont P,, la fonction a
un seul indice, et la fonction a deux indices dont I'un est £;

3° Dans le Tableau (36) tout groupe différent des six premiers, pour
lesquels tous les éléments sont déterminés contient comme connues
jusqu’ici les deux fonctions a un seul indice et la fonction a trois in-
dices dont I'un est £, qu’il renferme, et aucune autre ;

4° Dans le Tableau (52) se présentent deux cas :

S’il s’agit d’un groupe contenant k parmi les lettres qui le caracté-
risent, il renferme la fonction P définie par ces trois indices dont I'un
est £, qui par suite est connue, puis les fonctions P a deux indices
dont 'un est £ et 'autre chacune des deux autres lettres servant avec &
a définir le groupe. Ces deux fonctions sont également connues d’apres
ce qui a été dit. Le groupe n’en contient pas d’autre '

Pour un groupe ne contenant pas £ parmi les lettres qui le caracté-
risent, on peut former avec les quatre lettres qui n’entrent pas dans
sa définition quatre ensembles de trois indices; trois d’entre eux con-
tiennent % et correspondent & des fonctions connues.

Tous ces résultats sont évidents sur nos Tableaux.

Il est impossible des lors de déterminer séparément une des fonc-
tions P non calculées jusqu’ici. Voyons si nous pouvons en trouver
deux simultanément. Il faut prendre pour cela deux groupes qui con-
tiennent chacun les deux fonctions en question. Considérons par
exemple Py, et P,,,; on voit facilement qu’ils se trouvent simultané-
ment dans le groupe Alm et Imr. Ceci nous permet d’écrire deux rela-
tions linéaires contenant

P lm Pnpq P/clm P/;1 Pkm

b >
Ilm lnpq lep P/mq Pkpq,

relations qui nous sont fournies, la premiere directement par (42), la
deuxieme en effectuant dans (50) sur les indices la substitution
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Ceci fournit comme déterminant de nos inconnues

Ialaml]a/»'anlla/cap”akaql |a/calam]

— |lanayaqa| lanapaq||ara| |aran| |

qui se réduit immédiatement & o. Il est impossible d’exprimer.P,m
etP,,, comme il a été dit.

Nous allons des lors ajouter a ’ensemble des fonctions (8g) une
nouvelle fongtion P,,,, par exemple, qui reste encore invariable par
les substitutions qui n’alterent pas I’ensemble des fonctions déja prises
comme base. Nous pourrions évidemment tout aussi bien prendre P,,,.

Nous arrivons ainsi a4 prendre comme base définitive les fonctions

suivantes :
‘ Pt P, Prig
(90) ' :

> .
\ Plx‘nzn, l)lcmp 1 kmaqgs

r P/zp(/

Nous connaissons maintenant dans le groupe Alm quatre fonctions :
nous pouvons donc exprimer P;,, en fonction linéaire des fonctions (o).
Nous en tirons aussi laméme conclusion pour P, et, par des substitu-
tions pour Py, et P,,,, il est visible que P;,, P, ., P7 et P: ne con-
tiendront pas P2 dans leurs expressions. ‘

D’autre part, le groupe / contient maintenant quatre fonctions cal-
culées Py, P,, Py, et Py, : notre raisonnement s’applique donc aux fone-
tions du méme groupe. Le calcul effectué pour P,, fournit P, et P, d’une
part, P, P,, et P, de 'autre; enfin on arrivera encore, au moyen de
. ce groupe, a la méme conclusion pour P, et par conséquent pour P,y,.

De méme, le groupe n fournit maintenant P, ,, et par suite P, et P,,,
et en outre P,,, par conséquent.P,, el P,,. 3

Toutes les fonctions a4 deux indices sont maintenant épuisées.

Le groupe /m, qui contient P,, P,,, Py, Py, nous fournira P, : done
Py et Py etaussi Py, P, n’entre pas dans la constitution deces fonc-
tions.

Enfin, pour terminer, le groupe /2 fournit d’abord P,,,, d’ou I'on
conclut Py, et Pyy,; puis Py, d’ott se déduisent Py, et Py, Permutant
dans ces derniers résultats I et m, on.arrive & Puapy Pripg Puigny Puaars
Popry Pugrs ce qui complete la série des fonctions P.
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Toutes les fonctions P ont donc leurs carrés exprimables linéaire-
ment au moyen des carrés de huit d’entre elles. ]

Nous résumons ce qui précede dans le Tableau suivant, ol nous
n’écrivons que les indices et non les fonctions. En téte sont indiquées
les fonctions de base. Dans la colonne de gauche se trouvent les
groupes qui fournissent les fonctions situées sur une méme ligne hori-
zontale. Les indices placés entre parentheses correspondent aux fonc—
tions pour lesquelles aucun calcul n’est utile, les calculs se déduisant
de ceux faits précédemment par des substitutions. 3

kin  kip klq

roonpqg |,
kmn kmp kmg

klet km | k klm L (m) Klr (kmr) ki fkm
o o n (pq)
k kn  (kp, kq) kr
kn knp  (kpq, kqn) knr (kpr, kqr)
klm im  npr (pqr, qnr)
l ln (Ip, lg) Ir (mn, mp, mq, mr)
n np (pg, qn) nr (pr, qr)‘ -
lm Imn  (Imp, Imq)  Imr i
\in inp  (lpg, lgn) Ilnr (lpr,lqr) (mnp, mng, mqn, mnr, mpr, mqr)

Onn’a en somme que vingt et une formules a établir et non cin-
quante-six. Les calculs ne présentent plus d’ailleurs aucune difficulté.

On peut évidemment prendre comme base, au lieu des fonctions (go),
celles qui s’en déduisent par une substitution faite sur les indices. Le
nombre total des substitutions est 71. Or, d’aprés ce qui a été dit, toute
substitution faite sur n, p et ¢ laisse (go) fixe, de méme sil’on permute
let m. Le nombre de bases différentes, de méme nature que celle étu-

diée précédemment, est donc égal a 37,—2, =20,

28. Les fonctions (go) ou bien celles qui s’en déduisent par des
permutations effectuées sur les indices ne sont cependant pas les seules
que l'on puisse prendre pour base. Il est visible que nous pourrions
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tout aussi bien prendre celles définies par un quelconque des Tableaux
suivants :
kl  kin  Kkip

(92) o qr
km kmn Fkmp

‘ l kin  kip
(93) o qr
: m  kmn kmp

l kl kin

(94) o pqr
m  km  kmp

In ip lg

(93) r npq
mn mp mq
l in lp

(96) o kim

m mn mp

Les trois premiers ont pour point de départ, comme celui quia été
étudié précédemment, les groupes £/ et km; les deux autres résultent
de la considération des deux groupes /et m. 1l est facile pour chacun
d’eux de former un Tableau analogue au Tableau (gr) et montrant la
marche des calculs a effectuer lorsque les fonctions qu’il représente
sont prises comme fonctions de base.

Relations algébriques entre les foncfions P prises comme fonctions
de base.

29. Entre les huit fonctions (go) des trois variables «,, x, et x,
existent des relations algébriques que nous nous proposons mainte-
nant de rechercher. Elles nous seront fournies par Pemploi des rela-
tions entre les produits des fonctions P que nous avons trouvées, d'une
part, et, d’autre part, en ayant recours aux relations déduites comme
il a été dit au n° 27.

I. Considérons tout d’abord la relation suivante :

P Pum— B Be— Ialamlpo Piims
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qui devient, cn élevant les deux membres au carré,
1)12 P}E‘m -+ PIQILPJQCZ_ 2P1Pm PklPkm == Ialamlgl)g P/%‘[my
‘ou bien, sinous avons recours aux relations (83) et (84),

|a,apaql |arar|(P7 PR, + PLLPL)
—2 (lakan”ap aql Plc[n Plcmn+ lak (ZI,] laq aank[p pkmp+ la/vaq] I(l” ap[P/clq I)km(/)
= (Iapaqlpklnpkmn == [aqanl I)kIIIPkmp == lan a‘[] ,Pk/q P/cmq)

= @nap g arar| | @ @n PP, PE
Or, d’apres I’équation (10),

laraama,| P} =|aana,|P; —|ana,ar|P} +la,ara,|P;, —|ara,a,|P?;

en sorte que 1’on a

|anapay? |arag]|araian||aan*Pi,, P}
=|ayapaql?|arar]|aanP(aa,a, | P —|ana,ar| P} + |ayara,|P2)PE,,
— |laraianm ar|[|ayapaq,?|arar|(P} P, + P2, P3,)
(97) ¢« — z(lakanl ] (lpaqlp?f[,zp}zf,,m S [ak(lpl [aqbanlpi'/}z P i
+|arag||@nan| Py P rimg)

x (lap “ql I)/clnP/clrzn"f‘:ldq aﬂ]P/i/pl)klnp_'—lan (l],] l)/n;Z([P/x'lll(]):['

Nous voyons done, en tenant compte de ce qui a été dit dans le
n° 27, que PJ se présente comme quotient de deux fonctions ration-
nelles et entieres des fonctions (87), le numérateur étant du quatrieme
degré et le dénominateur du second.

II. Deméme, si nous partons de la relation, du méme groupe que
celle qui vient d’étre employée,
|akam[P/Pkm Y lakallePkl = [alamIPkP/m;

nous’obtenons tout d’abord

9

lakamIEP?P%m_l" lakallapgz, P;_?[_' zlakaml Iaka/lPlPInP/flP/cm — |d[(l.,n[2P}sz/‘m.

Or I’équation (42) nous donne

lalam”akan| |a/cap|]a/caqlP12m
= Iakalaml(Pz‘/zn_ Pzgzpq = Iamak[ I 2] (Z,,I l aap l l a aqlp}—:w;

G l ay all lama.nl ]amapl lam aqlpz»/a
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et, en tenant compte une seconde fois des relations (83) et (84), on
trouve i

2

lanapaq*|arar||aian | |ara,a, | P} L

= |anapa.|®|arai] a1 an (|ara1@m | Plim— |an ar|| @ an || @1 ap || @1 0g |Phm
— [ x| | amap] [am ap | am 2| P2 )P
— [aran x| |axaq|T1a apaql @ as] (axan I PL, + |axaltPAPE)
— 2|y amllara](|aray|ap g Prin Prmn—+|arap||aq@nl P Prmp
+ |az agllag@n|PrigPimq)

< ([ apQq I Pk[n P/cmn i laqanl Pklp lezp == laﬂ p l [)qu[)kmq)]'

Nous constatons des lors que, comme P2, P;“’ZM se présente comme
quotient de deux fonctions rationnelles et entieres des six fonctions(87),
le numérateur étant du quatrieme degré et le dénominateur du second.

1II. La relation (83) nous donne, en élevant les deux membres au
carré,

(99) ‘ (Iap a(IIPkln Prmn—+ laq anlpklp Pkmp i ,an a’plpqu l)/fm([ )?
= o, apl?| @, 0,|P P PL,

\

-qui, en substituant & P? et P2 leurs expressions déduites comme il a
4 m

été dit, nous fournitentre les six fonctions (87) une relation du qua-
trieme degré. Cette relation contient les quatriemes puissances des six
fonctions considérées, les produits de leurs carrés et les produits de la
forme

(IOO) l)l.~lvpklﬂl)/crnvl)kz)z'z’
ol v et @ sont deux quelconques des lettres n, p et q.
IV. La relation (84) nous conduit de méme a la relation

(IOI) (lakan”apaq”_’klnplcmn_'" lakaP”aqaanklpPkmp_'_ lakaq”anaplpqupkarzq)2
— l“napaqlzplzclp}zcm’
qui devient également du quatrieme degré entre nos six fonctions aprées
la substitution a P%, et P2 de leurs expressions. Relativement a ces
Y Fm p
fonctions, cette derniere relation est composée comme la précédente.
P !
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Elle est différente, comme le montre ’examen des produits de la
forme (100), par cela méme que I’on suppose les quantités a toutes
différentes.

On aurait pu tout aussi bien partir de I’équation (85); on est ainsi
conduit & une relation du quatrieme degré qui est une combinaison
linéaire des deux précédentes.

Nous obtiendrons effectivement les equatlons de degré supérieur qui
relient nos fonctions de base eny substituant les expressions suivantes
fournies par les équations (29) 4 (35) :

Posons
e I(l,-(l[l [alakl |amanl Iamap] Iamaq] = |Cl,-(lm| |amak] lalan| 10,(61)[ Ialaqb
Slana,aPi = |a;ar|(—|anar||apaqam|Phin + l@par||aqanan| Py, —|agar||ananay|Piiy )

—|amar|(—|anar]| ap aga; |Pt,,+ lapar|| ag a;a, P}, — lagai|| a,a, a, [
a [”'l (Z[, ”(I ! P}z"lm . i i .
= »—|a ‘(l/n|| ara, H a; ap i[ a; aq | (_‘[an a/»'”a_p aq a/nr l)/zgln _{_Iap (l/‘-H(l,] A (lnl l);;'lp —an a‘/.r”“ln a, a[1| PZ"[:/ )

_'_I a,a; ”am Ap| ]a/n a[)”“m d,] ( 1an akll Ap Aq allp;’flllll+|a[) ak” Aqg ) Ay ' l)z'nlp—lall a’/l'” aa, a, [P?.‘m r/) )

alall (Z'." (l(II l ar (l/{: [a/nv ay

Pr— d|a,a,a,|B2.

al‘all ]ama/’
= alalak](l apaql P;;/n+ ]aqanlpzlp o Ianaplpflq);
slagapa, Pl = Slayapay|Pi.|a,a;||ana)

i S(Ianalil ](l], anPI%'In T Iapa/»'

aqa/zl 1’1?.11,—I— |(1qu-| ]anaP[}zr/q)’

anapag P, = 8layapaqPl.larall|ara,||arap||ara,l
+8(ayar||lapagar P, —|apar||aga,an|Ph,, + |agag||ara,a,|PE,).
Onobtient P;, P}, el P; ~en permutant /et m et remarquant qu’a-

lors 3 change de 51gne.

En résumé, nous voyons que, choisissant d’une facon convenable
huit fonctions P, les carrés des cinquante-six autres s’expriment li-
néairement en fonction de leurs carrés. De ces huit fonctions, deux
sont telles que leurs carrés s’expriment rationnellement avec les six
autres. Entre ces six dernitres existent deux relations homogenes du
quatrieme degré en tout point analogues alarelation de Gopel. Tenant
compte, en outre, de ce que P, =1, on a ainsi

6 +2+924+1=64—3,

Qt
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relations différentes entre les 64 fonctions de trois variables d’ou nous
sommes partis. ‘

Si, au lieu de choisir comme nous I’avons fait, les fonctions (g2),
nous étions partis des fonetions (95) ou (96), il est visible que nous
aurions pu, avec la relation (65), et en exprimant de plus P; et P}, en
fonction linéaire des carrés de P,,, Pyp Pyys Prany Prop P, obtenir entre
les six fonctions une relation homogéne du quatrieme degré. C'est
cette relation qu’il est facile de généraliser et d’étendre au cas d’un
genre quelconque, que M. Brioschi a donné dans les Annali di Mate-
matica pura ed dpplicata, 1881, dans toute sa généralité. Mais, déja
dans le cas présent, cette relation n’est pas la seule qui existe entre les
G fonctions de (rois variables indiquées; on en obtient une autre en
partant de (67).

CONCLUSION.

La dépendance algébrique des 64 fonctions hyperelliptiques, et par
suite des 64 fonctions 6 se trouve par ce qui précede suffisamment
établie.

La marche que nous avons suivie est-elle applicable dans le cas gé-
néral? La complication des calculs permet a peine de le supposer. Ce-
pendant les conclusions connues pour le genre 2 et maintenant pour le
genre 3 permettaient, par analogie, de supposer pour le genre 7 des
propositions qu’il sera peut-étre facile de vérifier par une méthode plus
simple que celle exposée ici.

Désignons par p le genre, et posons

/\'agH
R(z) =T,
k=kj
o(z) =[] =z,
i=1

les quantités a; étant toutes différentes et en nombre égal b 20 +1;
9
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nous considérons des lors les fonctions P définies par les formules sui-

vantes :
Ri=1"
—_—
P — H|aﬁ.l,2:i|,
i=1
" J/E(=)
R e e L T e R B e

o' ()

o
=i
T

Les lettres % entrant comme éléments dans I'indice d’une fonction P
sont toutes différentes; si I’'on prend toutes les combinaisons différentes
de ces lettres, on obtient en tout 4° fonctions de p variables. Avec les
indices des fonctions P, on peut former 4° groupes de 2(p + 1) indices,
dont les propriétés, relat:vement aux permutations que I'on peut effec-
tuer sur les lettres &, sont absolument identiques a celles des groupes
(22, (23,6 ek 62

Chaque groupe aura comme caractéristique 'indice d’une fonction P
et sera constitué comme il suit :

Partons de Uindice %,, £,, ..., &,; on lui ajoutera I'ensemble des
indices formés par les combinaisons & — 1 & « — 1 des « lettres £, puis
’ensemble des indices formés par des combinaisons « + 1 & « + 1 de
toutes les lettres %, cet indice étant assujetti 2 contenir toutes les
lettres £ qui apparaissent dans la caractéristique du groupe. On a ainsi
un nombre d’indices égal a

T+u+ (20 4+1—2)=2(p+1).

Dans le groupe o n’existent pas d’indices de la premiére espece don-
nés dans la définition. Si la caractéristique est formée d’une seule
lettre, on prendra o comme indice de cette méme espece. Enfin, siaz =p,
aux combinaisons g + 1 & g+ 1 ne correspondent pas de fonction P ;
on remplace alors ces combinaisons p + 1 & p -+ 1 par les combinai-
sons g p formées par les lettres qui ne sont pas contenues dans celles-
la. En considérant ainsi comme équivalentes deux combinaisons qui, a
elles deux, contiennent toutes les lettres 4 et chacune une seule fois, on
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peut partir d’'une combinaison quelconque de ces lettres pour former un
groupe, que o soit plus petit, égal ou supérieur a p.

On sait (WEiersTRASS, loc. cit.) que les groupes o et £ sont tels
qu’une relation linéaire existe entre les carrés de p + 2 fonctions P dont
les indices appartiennent & un méme groupe. Il est tres probable que
la méme propriété s’étend aux autres groupes.

Quelles sont, dans le cas général, lesrelations entre les produits deux
a deux? Quel est le minimum du nombre des fonctions telles qu’avec
leurs carrés on puisse exprimer linéairement les carrés de toutes les
autres? Quelles sont enfin les relations algébriques qui existent entre
les fonctions prises ainsi comme base? Ce sont la des questions sur les-
queiles nous nous proposons de revenir, les résultats de ce travail nous
servant de guides. ' ‘

Méme en ce qui concerne les fonctions hyperelliptiques de genre 3,
nous ne prétendons pas avoir tout dit dans les pages qui précedent.
Bien des questions se présentent que nous n’avons méme pas abor-
dées. On sait, par exemple, combien a été utile, dans I'étude des fone-
tions hyperelliptiques de genre 2, la considération de la surface de
Kummer (voir RouN, Mathematische Annalen). Dans le cas présent, po-
sons

| B S e Bt B R0 Bl
= Y1 Y2 L Yz Ve 0 s o Yoo

les relations (9g) et (ro1) nous donnent, les calculs une fois effectués,
deux relations homogenes entre les quantités y

(99,) Fl (.}/1;3’27)’3’,}'49.)/59}/6):O)
(IOI/) F‘l ()’1’)’2’},3’ J"f,,)’s,]’s) = 0.

Nous pouvons donc dire que, dans I'espace linéaire a cinq dimen-
sions obtenu en faisant varier d’'une facon indépendante chacune des
variablesy de — « a4 + %, nous avons un espace gauche a trois di-
mensions, espace qui trouve une représentation simple dans I'emploi
des fonctions P, ou bien qui peut définir leur mode de liaison. Bien que .
’emploi des espaces supérieurs ne soit pas encore jusqu’ici aussi {ré-
quent que celui des espaces ordinaires, il est permis de supposer qu’il
sera en maintes occasions d’un usage fécond, et I'on peut croire a

Document numeérisé par la Bibliothéque universitaire Pierre et Marie Curie — UPMC — Cote : HF uf 166 16/2 -4



62 > BRUNEL. — RELATIONS ALGEBRIQUES, ETC.

priori qu’il ne sera pas inutile d’y avoir recours. Aussi nous nous pro-
posons, dans un prochain travail, d’étudier d’une fagon spéciale I'es-
pace gauche que nous venons de signaler; il sera intéressant de voir
quelles en sont les singularités, d’examiner le mode de définition géo-
métrique de cet espace remarquable, d’essayer de commencer pour lui
ce qui a été fait déja pour la surface de Kummer.
Signalons, en terminant, une autre question bien digne d’intérét

quel role peuvent jouer les relations trouvées ici entre les fonctions ©
dans la transformation des fonctions hyperelliptiques de genre 2?

Vu et approuve :
Paris, le 4 avril 1883.
Le Dovex pE A FFacurté pES SciEnces,
MILNE EDWARDS.
Permis d’imprimer :
Paris, le 4 avril 1883.
Le Vice-Recreur pE L’Acapimiz peE Paris,

GREARD.
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SECONDE THESE.

PROPOSITIONS DONNEES PAR LA FACULTE.

Exposé des travaux de MM. Hermite et Lindemann sur les nombres

e et m.
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