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P R E M I È R E T H È S E . 

É T U D E 

S U R 

L E S R E L A T I O N S A L G É B R I Q U E S 
E N T R E 

L E S F O N C T I O N S H Y P E R E L L I P T I Q U E S D E G E N R E 3. 

INTRODUCTION. 

1. Les relations algébriques qui existent entre les fonctions hyper-
elliptiques de genrezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA i ont été étudiées tout d'abord par Gôpel, dans son 
Mémoire : Theorice transcendentium Abelianarum primi ordinis adum-
bratio leçis (Journal de Crelle, t. 3 5 , 1847, P* 277-312). Choisissant 
d'une façon convenable quatre des fonctions 0 à deux variables, il 
exprime les carrés des douze autres en fonctions linéaires des carrés des 
quatre premières. Il a ainsi des relations linéaires entre cinq carrés. Il 
a trouvé de plus une relation'homogène de degré 4 q u i relie les quatre 
fonctions choisies d'abord. On sait quelle est l ' importance de cette re-
lation, tant en Analyse qu'en Géométrie. M. Hermite a montré son 
rôle dans la théorie de la transformation des fonctions abéliennes du 
premier ordre (Comptes rendus, t. XL, i 8 5 5 , p . 249, 3o3, 365, 4^7» 
485, 53G, 704, 784). MM. Cayley, Borchardt, Weber , Klein, Rohn, 
Darboux, Brioschi, etc . , dans des recherches approfondies sur la sur-
face de Kummer, ont montré comment cette surface du quatrième 
ordre à seize points doubles trouvait sa représentation la plus simple 
et la plus féconde dans l 'emploi de là relation biquadratique deGôpel. 



Rosenhain, dans sonzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA Mémoire sur les fonctions de deux variables et à 

quatre périodes qui sont les inverses des intégrales ultra-elliptiques de la 

première classe, avait montré que les relations linéaires entre les carrés 
de fonctions© trouvées par Gôpel n'étaient pas les plus simples. Il 
arrivait à prouver l'existence de seize groupes de six fonctions, tels 
qu'en prenant arbitrairement dans un groupe trois fonctions, les car-
rés de chacune des trois autres s 'exprimaient linéairement au moyen 
des carrés des trois premières. 

En i856 , M. Weierstrass publiait un Mémoire : Théorie der Abel-

schen Functionen (Journal de Crelle, t. 52, p . 2<S5-38o), où est signalée 
(p . 3zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA18 et suiv.) toute une série remarquable de relations algébriques 
entre les fonctions hyperelliptiques et leurs dérivées dans le cas gé-
néral. 

Plus récemment enfin, M. Cayley revenait sur cette même question : 
On the double 0 fonctions in connexion wilh a 16 nodal quartic sur-

face (Journal de Crelle, t. 83 , 1877, p . 210-219) ; 
Further investigations on the double 0 fonctions (Journal de Crelle, 

t. 83 , 1877, p. 220-234); 
A Memoir on the double 0fonctions (Journal de Crelle, t. 85 , 1878, 

p. 214); 
On the tripleSfonctions (Journal de Crelle, t. 87, p . i 34 - i38 ) . 

Les trois premiers Mémoires sont relatifs aux recherches de Gôpel et 
Rosenhain et à la théorie de la surface de Kummer. Dans le dernier, 
M. Cayley donne quelques indications rapides, fournit quelques pro-
babilités qui nous ont été plus d 'une fois utiles dans notre travail. 

2. Nous nous sommes proposé ici d 'étudier d'une façon spéciale le 
cas des fonctions hyperelliptiques du genre 3 . Voici quel a été notre 
point de départ. 

Pour étudier les relations algébriques qui existent entre les fonc-
tions 0 , nous partons, non pas de ces fonctions elles-mêmes, mais des 
quotients obtenus comme il suit : 

Posons avec Schottky (*) (Abriss einer Théorie der Abelschen Func-

( i ) Nos notations diffèrent un peu de celles de Schottky; les modifications apportées sont 
cependant peu importantes; nous avons cru devoir les faire pour éviter d'employer une 
môme lettre avec des sens différents, et aussi pour la commodité de l'écriture. 



tionen von drei VariabelnzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA Leipzig, Teubner,zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA 1880). — Voir NACHTRAG, 

Ueber die hyperelliptischen Functionen dreier Variabeln : 

(0 

Nous considérerons les fonctions P définies par les équations 

( 2 ) 

et il résulte des travaux de Weierstrass et de Schottky que, en posant 

on a 

(4) 

Po = 1 1 fonction P 0 , 

7 fonctions P/,, 

21 fonctions P A / , 

35 fonctions P 

Nous prenons ces équations comme définitives et nous cherchons à 
déterminer directement les relations algébriques qui existent entre ces 
fonctions P. Nous parvenons facilement à démontrer l'existence de 



64 groupes de 8 fonctions P, tels qu 'entre les carrés de 5 fonctions 
appartenant à un môme groupe existe une relation linéaire. 

Nous montrons ensuite comment on peut directement, et sans l 'em-
ploi des formules que nous venons de signaler, trouver des relations 
linéaires entre les carrés de fonctions en nombre supérieur à 5. 

On sait qu'il existe aussi des relations linéaires entre les produits 
deux à deux des fonctionsP. Notre méthode de calcul nous les fournit 
sans difficulté aucune et nous en trouvons plusieurs qui n'étaient pas 
connues. 

Les 64 groupes de relations linéaires trouvées précédemment per-
mettent, en choisissant convenablement 8 fonctions P, d 'exprimer en 
fonction linéaire de leurs carrés les carrés des 56 autres fonctions. 

Entre les 8 fonctions ainsi choisies comme base existent des relations 
algébriques de degré supérieur qui nous sont fournies presque immé-
diatement par les relations entre les produits que nous avons détermi-
nées auparavant. 

Ce que nous disons ici des fonctionsP a lieu évidemment pour les 
fonctions ®. Leur dépendance algébrique se trouve donc précisée, si-
non d'une façon définitive, du moins d'une manière plus complète que 
cela n'avait été fait jusqu'ici , à notre connaissance. 

Formules préliminaires et notations. 

3 . Nous allons donner tout d 'abord un tableau de formules qui se-
ront dans la suite employées d 'une façon continue. 

Posons 

et, de plus, 

(6) O 2 — ^ 3 ) O s — ^ i ) O i —zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA Xi) — ^. 

Toute fonction dezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA 00 j f 00 *y $ OC g de la forme 

o ù / ( w , v,w) indique une fonction symétrique relativement à v et w, 



est divisible parzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA 0, et le quotient est une fonction symétrique de xK,zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA x2 

et x%. En effet, cette fonction s'annule si l'on fait OC1 o —• OCzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA o 9 elle est di-
visible par x2 — x3 et de même par x3 — xi et xK — x2, par suite par 6. 

De plus, elle change de signes si l'on change x2 en x3 : donc son quo-
tient par 0 est une fonction symétrique de x2 et x3. On voit également 
que ce quotient est fonction symétrique de x3 et de .r, ; c'est donc bien 
une fonction symétrique de x{, x.2 e t ^ 3 , qui pourra, par suite, être 
exprimée en fonction rationnelle de a, |3 et y. 

C'est ainsi que l'on a 

(7) 

Nous avons cru préférable de rassembler ici ces formules, au lieu de 
les parsemer ça et là dans la suite. Nous ne donnons que celles qui 
nous seront utiles. 

4. Pour simplifier l 'écriture, nous conviendrons de représenter par 
le symbole 



le déterminant 

ou, comme on sait, le produit 

Ainsi on a, par exemple, 

Les fonctions P peuvent alors être écrites sous la forme suivante : 

(8 ) 

Po = i , 

Les quantités placées sous le radical n'ont que l 'apparence frac-
tionnaire, les facteurs du dénominateur étant également facteurs de 
R(a?,), R(a? 2) e t R ( a ? 3 ) ; mais il est préférable, pour ce qui suit, de 
leur laisser la forme présente. Les réductions, quand elles seront né-
cessaires, viendront à leur lieu et place. 



Relations linéaires entre les carrés des fonctions P. 

5. Considérons tout d'abord le cas des fonctions les plus simples, 
les fonctions P à un seul indice. 

On a 

ou bien, avec les notations indiquées au n° 3, 

(9) 

11 est possible d 'él iminer a, |3, 7 entre quatre relations de cette sorte, 

et le résultat de l 'élimination est 

ou bien, avec les notations admises, 

(10) 

Si , au lieu de considérer quatre relations telles que (9), on en prend 
cinq, en éliminant entre les cinq équations ainsi obtenues les quanti-
tés 1, a, |3, 7, on obtient comme résultat une relation linéaire entre les 
carrés de cinq fonctions P à un seul indice, que l'on peut écrire 

(11) 

On aurait pu évidemment déduire cette relation de 1 équation (10). 
On déduit , en eïfet, de cette dernière une nouvelle relation en effec-
tuant sur les lettres k, /, m, n, p, q, r la substitution 

Éliminant alors Y\ entre l 'équation (10) et celle que l'on en déduit 



par l 'opération précédente, on obtient l 'équation ( n ) . Ce procédé, 
inutile dans le cas précédent, sera bien des fois employé dans la suite. 

Il résulte de ce qui précède que les fonctions P, dont les indices 
sont 

(12) o,zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA k,zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA l, m, n, p, q, r, 

constituent un groupe de huit fonctions, telles que, quatre d'entre elles 
étant choisies, les carres des quatre autres s 'expriment linéairement 
en fonction des carrés des quatre premières, les relations ayant l 'une 
des formes (10) ou (11). Nous appellerons ce groupe le groupe o. Cette 
dénomination trouvera plus tard sa raison d'être. 

On voit aussi que toute expression linéaire de la forme 

A + B a + Cp + Dy, 

où A, B, C3 D sont indépendants de xK, x2, a?3, peut être exprimée, soit 
en fonction linéaire non homogène des carrés de trois fonctions P A , soit 
en fonction linéaire homogène des carrés de quatre de ces fonctions. 
On peut comprendre les deux propositions sous une seule : l 'expres-
sion considérée peut être représentée par une fonction iinéaire homo-
gène de quatre quelconques des carrés des fonctions appartenant au 
groupe o. Jk 

6. Arrivons maintenant aux relations linéaires qui contiennent des 
fonctions P à deux indices et à un seul indice. On a 

( i 3 ) 

Prenant quatre carrés semblables à celui-ci, on peut former avec eux 

une relation linéaire telle que le coefficient de soit éçal 
à o. Il est évident, d'ailleurs, qu'il en sera de même pour les coeffi-

cients de c'est-à-dire que l'expression 
linéaire considérée aura une expression rationnelle. Mais si, au lieu 
de considérer des fonctions P w tout à fait indépendantes, nous en choi-
sissons pour lesquelles l'un des indices soit en commun : 



P ^ , . . . , P A r , nous pouvons ar r ivera un résultat analogue en prenant 
simplement une combinaison linéaire de trois de ces fonctions. Il suffit 
de déterminer A, B, C en écrivant que l'on a identiquement 

04) 

ce qui donne, par exemple, 

( i5) 

On a donc alors à considérer l 'expression 

M a n a l \ 

En tenant compte de ( i 4 ) e t ( i 5 ) , on peut donner au second membre 
une forme d'apparence plus compliquée, mais qui se réduit facilement 
et rapidement. On peut en effet l 'écrire 

Mais on a 

en sorte que l'expression considérée devient 

\aiaman\ 

| Xi x% | 

+ 
H-



L'expression entre parenthèses est encore, nous le savons, divisible 
par |# ,a? 2 a? 3 | , et son quotient qui est une fonction symétrique de a?,, zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
ac2el x3 pourra, par suite, être exprimé au moyen des fonctions P à u n 
seul indice. 

Posons 

L'expression entre parenthèses devient 

ou bien, en appl iquant les formules ( 7 ) et remarquant que 

ou bien enfin 

Nous arrivons donc ainsi à la formule 

La substitution 

0 7 ) 

/ m 11 p q r 

m 11 p q r l 

donne la formule 

(18) 

Eliminons P;5 entre ( i 6 ) e t ( i 8 ) ; pour cela, ajoutons-les membre à 
membre, après avoir multiplié les deux termes de la première par 



\amap\\anap]\a kal\ et ceux de la seconde par — \Qiam\ \dian\\akap\, i l 
vient 

ou simplement 

( 1 9 ) 

En appliquante nouveau la substitution (17) à cette dernière rela-
tion, on a 

( 2 0 ) 

On en déduit , en éliminant PJ entre (19) et (20) , 

(ai) 

Si , entre les équations (17) et (18), on élimine P; au lieu d'éliminer 
P2

0, on arrivera à une relation d'une forme nouvelle 

( 2 2 ) 

On peut aussi évidemment tirer la relation (21) de deux relations 
semblables à (22) . 

En résumé, les huit fonctions 

Po> PÂ-> P*/> Pkm> Pkm PAP> P̂ <7> Pjfrr 

forment un groupe tel que, quatre quelconques d'entre elles é tant 
données, les carrés des quatre autres s'expriment linéairement en 



fonction des carrés de celles qui ont été choisies. Les relations ont, 
suivant le choix qui a été fait , l 'une des formeszyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA (16), (19),zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA (ai) 

ou (22). 
Nous arrivons donc ici à reconnaître l 'existence de sept groupes ana-

logues formés avec les fonctions P. Les indices des fonctions apparte-
nant à un même groupe sont figurés sur une même ligne horizontale 
dans le tableau suivant : 

( 2 3 ) ' . 

o k kl km kn kp kg kr 

Un quelconque de ces groupes est défini par la fonction P à un seul 
indice qu'il contient, ou bien, plus s implement, par cet indice. Nous 
pourrons donc parler sans ambiguïté du groupe k, par exemple. Le 
groupe défini précédemment, auquel nous avons donné le nom de 
groupe o, contenait l ' indice o d 'une façon particulière, tandis que rien 
n'y distinguait k de /, de m, .... 

En fait, les relations que nous avons démontrées jusqu'ici étaient 
déjà connues (M» Nous avons cru cependant utile de les rappeler, d'en 
donner une démonstration simple et purement ar i thmétique, et cela 
d'autant plus que la méthode employée jusqu' ici va 'nous fournir, sans 
grande modification, une quanti té considérable de relations nouvelles. 

7. Partons maintenant des fonctions à trois indices. 
On a 

( 2 4 ) 

( ' ) WEIEBSTRASS, Théorie der abelschen Functionen (Jlgebraische Relationen unter den 
abelschen Functionen ) . [Journal de Crelle, t. 57, p. 3 i8 , § 5, théorèmes I et II.) 

o / Ik lin In Ip Iq Ir 

o m mk ml mil mp mq mr 

o n nk ni nm np nq nr 

o p pk pl pin pu pq pr 

o q qk ql qm qn qp qr 

o /• rk ri  rm rn rp rq 



Prenant au hasard cinq fonctions de cette nature , nous pourrions 

former une combinaison linéaire de leurs carrés telle que, dans la 

somme, le coefficient de ^RzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA(a7,)R(a? a) soit nul . Il est évident d'ailleurs 

qu'il en sera de même pour les coefficients de ^R(a?2)R(a?8) et 

v/R(#3) R(a?1 ), c'est-à-dire que cette combinaison linéaire aura une ex-

pression rationnelle. Maissi, au lieu de prendre desfonctions à indices en-

tièrement indépendants, nous considérons celles qui ont un indice com-

mun, quatre fonctions seront suffisantes pour former une combinaison 

linéaire. Si enfin nous assujettissons deux indices à être communs aux 

fonctions employées, trois de ces fonctions nous seront suffisantes; de 

plus, nous pourrons prendre comme une des trois fonctions la fonc-

tion P à deux indices dont les indices sont précisément ceux dont il 

vient d'être parlé. Ainsi on pourra prendre 

Écrivant que le coefficient dezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA \/'R(oei)R(iv2) est identiquement nul 
dans la combinaison 

on a 

(25) 

ce qui donne, en posant A = 

Dès lors, on a 

En tenant compte de (25) et (26) , on peut écrire le second membre 



sous la forme 

Mais on a 

en sorte que l 'expression se réduit simplement à 

c'est-à-dire à 

La quantité entre parenthèses est divisible parzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA \xix2x3\ et le quo-
tient est une fonction symétrique des trois variables xK, x2 etx3 expri-
mable rat ionnellement en fonction de a, |5, 7, par suite, des fonctions 
P à un seul indice. 

On a, en conservant à A, p., v les significations qui leur ont été don-
nées précédemment, 



en appliquant les formules ( 7 ) , on trouve alors 

Dans la réduction, les termes soulignés ne se présentent pas, mais il 
est permis de les ajouter, puisqu' i ls se détruisent deux à deux. 

Dès lors, on a, dans l 'expression précédente, pour coefficient de 
•y» /y»zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA sy* I 

c'est à-dire 

Nous arrivons donc ainsi à la formule 

(^7) 

La substitution 
m n p g r 

n p g r m 

donne la formule 

(28) 

Multipliant les deux termes de l 'égalité (27) par ceux de (28) 
par \aaam\ et ajoutant, on a 



En éliminantzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA Pj entre les deux mêmes équations, on trouve 

( 3o ) 

Si l'on continue à appliquer le même procédé, on arrive à des formules 
de type différent. 

Ainsi, de (3o) on obtient, par une substitution, 

( 3 i ) 

Les formules (3o) et (3 i ) fournissent, en éliminant 

( 3 a ) 

ou bien, si l'on élimine 

(33) 

Une nouvelle substitution fournit maintenant 

(34) 

et, en éliminant 

(35) 

En résumé, les huit fonctions 

P*, P?/> P/t/5 Pk/m, Pklnt Pklp, Pk/<}, Pk/r 

forment un groupe tel que , quatre d'entre elles étant choisieszyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA a 



priori,zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA les carrés des quatre autres s 'expriment linéairement en fonc-
tion des carrés de celles qui ont été choisies. Les relations sont, sui-
vant le choix qui a été fait, de l 'une des formeszyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA (27), (29), (3o), (32), 
(33) ou (35)» 

Nous arrivons donc ici à reconnaître l 'existence de 21 groupes ana-
logues formés avec les fonctions P. Les indices des fonctions appar te-
nant à un môme groupe sont représentés sur une même ligne horizon-
tale dans le tableau suivant : 

( 3 6 ) 

k l kl klm kln klp klq kir 

k m km kml kmn kmp kmq kmr 

k n kn knl knm knp knq knr 

k p kp kpl kpm kpn kpq kpr 

k q kq kql kqm kqn kqp kqr 

k r kr krl krm km krp krq 

l m Irn Imk Imn Imp Imq Imr 

l n In Ink Inm Inp Inq Inr 

l p Ip Ipk Ipm Ipn Ipq Ipr 

l q Iq Iqk Iqm Iqn Iqp Iqr 

l r Ir Irk Irm Irn Irp Irq 

m n mn m n k mnl mnp mnq mnr 

m p mp mpk mpl mpn mpq mpr 

m q rnq mqk mql mqn mqp mqr 

m r mr mrk mrl mrn mrp mrq 

n p np npk npl npm npq npr 

n q nq nqk nql nqm nqp nqr 

n r nr nrk nrl nrm nrp nrq 

p q pq pqk pql pqm pqn pqr 

p r pr prk prl prm prn prq 

q r qr qrk qrl qrm qrn qrp 

Un quelconque de ces groupes est défini par la fonction P à deux 
indices qu'il renferme ou simplement par l 'ensemble de ces deux in-
dices. Nous pourrons donc parler sans ambiguïté du groupe kl par 
exemple, aussi bien, d'après ce qui a été dit précédemment, que des 
groupes k et o. 



H. Les indices situés sur une même ligne horizontale de l 'un quel-
conque des tableauxzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA (12), (23) ou (36) sont tels que, cinq d'entre 
eux étant choisis à l 'avance, une substitution effectuée sur les lettres zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
k, l, m, n, p, q, r, qui laisse fixe l'ensemble de quatre d'entre e u x , 
ou bien ne change pas le cinquième, ou bien, si elle le change, le 
transforme en un des trois autres indices de la ligne considérée. 

La même propriété subsiste pour l 'ensemble des hui t indices: 

( 3 7 ) klm, npq, pqr, qrn, rnp, k, l, m; 

* ou encore pour 

(38) klm, npq, pqr, qrn, rnp, kl, Im, mk. 

Il est impossible que la ligne ( 3 7 ) représente les indices d'un groupe 
de fonctions P, analogues à ceux trouvés jusqu' ici . On aurait en effet 
une relation de la forme 

(38) 

qui est impossible, car on ne peut , avec former une com-
binaison rat ionnelle . 

Nous allons considérer maintenant des fonctions dont les indices 
sont figurés dans la ligne (38). 

9. Partons, par exemple, des fonctions 

Nous pouvons avec elles former une combinaison rationnelle 

en déterminant A, B, C, D, E par la condition que les radicaux d i s -
paraissent, ce qui donne 

(3g) 



Ce qui revient à définir A , B, C, D, E par les conditions 

où nous posons 

Or, en prenant 

on trouve 

De même 

(4o) 

On a donc 

Employant encore ici la méthode qui nous a réussi précédemment , 
on peut écrire, en tenant compte des équations (39) et (4o), le second 



membre sous la forme 

Les termes non écrits se déduisent de ceux écrits par une permuta-
tion circulaire effectuée surzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA x{, x,, x3. en ce qui concerne les deux 
premières l ignes. Les deux dernières lignes se déduiront de la précé-
dente par une permutation circulaire effectuée sur les quantités ak, 

at, a,„. 

On peut donc écrire cette expression 

Avec les notations introduites, on a 



c'est-à-dire, en ayant égard aux relations ( 7 ) , 

On a évidemment de même 

Le même procédé nous donne 

Passons maintenant aux seconds facteurs. 

De même 

Enfin nous trouvons 



L'expression considérée prend donc la forme entière et peut être écrite 

+ D[ ][ • I 
H - E [ ] [ ] . 

10. Nous posons immédiatement B = — A. Le développement des 
deux premiers termes donne alors, si l'on omet le facteur A, 

La somme des trois autres termes est le produit de A par une fonc-
tion symétrique dezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA akatam. Nous allons effectuer le développement et 
exprimer en fonction de X, a, v cette fonction symétrique. On a tout 



d'abord, pour la somme de ces trois termes, l 'expression suivante : 

où les différents signes 2 se rapportent aux indices >£, /, m. 
Mais on a, d'après les formules qui relient A, B, C, D, E, 

On en déduit 

.Nous appliquons encore maintenant les formules ( 7 ) , et nous trou-
vons 

et il est facile d'en déduire rapidement les formules suivantes : 



Le développement des trois derniers termes de l'expression prend 
alors la forme suivante, où nous omettons le facteur A : 



1 1 . Il résulte alors immédiatement de la forme donnée aux coeffi-
cients et de leur comparaison que l'expression rationnelle que nous 
nous sommes proposé de calculer est ident iquement nulle. Nous arri-
vons donc à la formule suivante : 

(4a) 

De cette formule nous pouvons en déduire d 'autres par des substi-
tutions effectuées sur les indiceszyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA k, l, m, n, p, q, r. Nous allons établir 
successivement les formules de types différents qui découlent de la 
précédente. 

OnzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA a 

( 4 3 ) 

Retranchant membre à membre les deux équations (4») et (43), on 
obtient 

(44) 

Si, au lieu d'éliminer nous éliminons par exemple il vient 

(45) 

De même 

(46) 

(45) et (46) nous fournissent, en éliminant 



ou bien, en él iminant et suppr imant le facteurzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA \akaLam \ qui se 
met en évidence, 

( 4 8 ) 

Enfin nous tirons de cette dernière par une substitution 

( 4 9 ) 

Eliminant entre (48) et (4Q)> nous avons 

(5o) 

Si, d 'autre par t , nous éliminons , nous trouvons 

( 5 0 

Nous arrivons en somme à une conclusion analogue à celles trouvées 
précédemment . Les hui t fonctions 

forment un groupe tel que, quatre d 'entre elles étant choisies a priori, 

les carrés des quatre autres s 'expr iment l inéairement en fonction des 
carrés de celles qui ont été choisies. Les relations ont, suivant le choix 
qui a été fait, l 'une des formes (L\i), (44)» ( 4 5 ) , (47)» ( 4 8 ) , (5o) 
et ( 5 i ) . 

Ainsi se trouve mise en évidence 1 existence de DJ groupes analo-
gues formés avec les fonctions P. Les indices des fonctions apparte-
nant à un même groupe sont représentés sur une même ligne horizon-
tale dans le tableau suivant. 



( 5 a ) 

klm jina var am rnp lin mk kl 

kln mna par arm rmp In nk kl 

klp mnq nqr qrm rmn Ip pk kl 

klq mnp npr prm rmn Iq qk kl 

kir mnp npq pqm qmn Ir rk kl 

kmn Ipq pqr qrl rlp mn nk km 

kmp Inq nqr qrl rln mp pk km 

kmq bip npr prl rl/i  mq qk km 

kmr bip npq pql qln mr rk km 

knp Imq mqr qrl rlm np pk kn 

knq Imp mpr prl rlm nq qk kn 

knr Imp mpq pql qlm nr rk kn 

kpq Imn mnr nrl rlm pq qk kp 

kpr Imn mnq nql qlm pr rk kp 

kqr Imn mnp npl plm qr rk kq 

Imn kpq pqr qrk rkp mn ni bn 

Imp knq nqr qrk rkn mp pl bn 

Imq knp npr prk rkn mq ql bn 

Imr knp npq pqk qkn mr rl bn 

bip kmq mqr qrk rkm np pl lu 

Inq kmp mpr prk rkm nq ql In 

Inr kmp mpq pqk qkm nr rl  In 

Ipq kmn mnr nrk rkm pq ql Ip 

Ipr kmn mnq nqk qkm pr rl  Ip 

Iqr kmn mnp npk pkm qr rl  la 

mnp klq Iqr qrk rkl np pm mn 

mnq klp Iqr prk rkl nq qm mn 

mnr klp Ipq pqk qkl nr rm mn 

mpq kln Inr nrk rkl pq qm mp 

mpr kln Inq nqk qkl pr rm mn 

mqr kln bip npk pkl qr rm mq 

npq klm bnr mrk rkl pq qn np 

npr klm Imq mqk qkl pr rn np 

nqr klm Imp mpk pkl qr rn nq 

pqr klm bnr mnk nkl- qr rp pq 



Un quelconque de ces groupes est défini par les trois fonctions P à 
deux indices qu ' i l contient ou par la fonction P à trois indices qui dé-
termine les précédentes, ou plus s implement encore par l 'ensemble de 
ces trois indices. Nous pour rons donc, sans ambiguï té aucune, parler 
par exemple duzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA groupe klm. 

Nous avons obtenu en toutzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA 64 groupes : i g roupe o, 7 groupes k, 

21 groupes kl et 35 groupes klm. Dans le cas des fonctions hyperel l ip-
tiques de genre 2, on a de même 16 groupes : 1 groupe o, 5 groupes k 

et 10 groupes kl. 

Détermination des combinaisons linéaires auxquelles appartiennent 
les carrés de fonctions P données. 

12. Nous prendrons le cas de fonctions P à trois indices, les indices 
des fonctions considérées ne jouissant d 'aucune propriété part icul ière. 
Le carré de la fonctionzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA Vkim se compose de deux part ies, Qkim et Q'k/m, 
l 'une ra t ionnel le , l 'autre i r ra t ionnel le . 

Considérant cinq fonctions de même espèce, on a 

(53 ) 

La combinaison précédente sera rationnelle si l'on détermine les 
coefficients At- par la condit ion que la seconde part ie du second 
membre disparaisse, c'est-à-dire en égalant ident iquement à zéro l'ex-
pression 

c'est à-dire, si l'on pose 

en prenant pour ces coefficients les valeurs fournies par les équations 

(55) 



Alors (53) devient simplement 

ou 

(56) 

Posons, de plus, 

(57) 

(58) 

a, b , e, a', b ' , c', d' changent quand on change de fonction P , tan-
dis que a'7, b", c", d", e", f", g" ne varient pas. On a de plus, entre ces 
quant i tés , les relations suivantes, qui sont dans la suite de la plus 
haute importance : 

(%) 

(O 

(3 ) 

( 4 ) 

(5) 

(6) 

( 7 ) 

Ceci posé, développons le second membre de (56) suivant les puis-
sances croissantes des variableszyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA x : 



(6o) 

13 . Nous nous appuierons , pour la réduction de cette expression, 
sur les formules (55) et ( 0 9 ) . Nous emploierons, de plus, dans le cal-
cul des fonctions symétriques qui se présentent ici, les notations et les 
tableaux deHi r sch . Nous emprun tons à M. CAYLEY,zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA d Memoir on the 

symmetric Functions of the Roots of an Equation (Philosophical Transac-



lions,zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA vol. CXLV1Ï, i 85y , p . 489), les formules qui nous sont néces-
saires dans le cas présent. 

On désignezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA 2x{ par ( 1 ) , Ix  ̂ par ( 2 ) , Ix^x2 par ( i 2 ) , •. -, ^x\x\ par 
( 3 a ) , . . . ; les tableaux se lisent alors hor izonta lement ; ainsi, par 
exemple, le tableau II se lira 

( O ( 2 ) 

O 2) 

(3) 

(ai) 

(4) 

( 3 0 

( a » ) . 

( a i « ) . 

( 5 ) . 

(4.0 

(32) 

( 3 i 2 ) . 

(a*0. 



(5i) 

(42) 

( 3 2 ) 

(4i 2)-

(321) 

( 2 3 ) 

VII. 

VIII. 

14. Ceci posé, nous allons successivement considérer les termes de 
degrés différents enzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA xi9 x2,x3. 

1 0 

Mais, d 'après les équat ions (59) , on peut écrire 



et, d 'après les équations (55) qui définissent la quant i té A, 2 A c est 
nul , en sorte que ce terme disparaî t . 

2 ° 

Or, d'après les équations (59) , on peut remplacer c'c par F" — d'b 
et d'e par g". L'expression considérée devient alors 

qui , d 'après les équations (55) , est encore ident iquement nulle. 

Remarque. — Dans ce qui suit , nous suppr imerons successivement 
dans le calcul les termes qu i , en employant les équat ions (59) , sont, 
d 'après les équations (55 ), iden t iquement nuls , et nous ne les écr i rons 
pas. Avec ce procédé, par exemple , le terme 

s'écrira directement tout d 'abord 

ou s implement o dans le cas présent. Prenons un exemple un peu plus 
compliqué. 

On pourra remplacer 

par 

le terme + 2zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA A cd". <p(.r, ,a? 2,a? 3) disparaissant d 'après les équations (55). 
Cette remarque est très impor tante pour la réduction des termes qui 
suivent, en ce qu'el le permet de suppr imer , pendant la marche du 
calcul, un grand nombre de t e rmes . 



D'après la remarque précédente , le premier terme de cette expression 

disparaî t ; il reste alors 

sAd 'b 2 [ (3 i ) —a(2 2 ) ] + sAc'cb[(3i) —2(2i 2 ) ] + 2 A b ' c 2 [ 3 ( a 2 ) — 2(21»)], 

qui peut alors s 'écrire, en tenant compte de ( 0 9 5 ) , sous la forme 

2 A d'b 2 [ ( 3i) — 2 ( a 2 ) ] + 2 A c' cb [ ( 31) — 2 ( a 2 ) ] , 

et, d 'aprèszyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA (5g6), cette dernière expression est ident iquement nul le . 

Jusqu ' ic i , nous n'avons pas eu besoin d'avoir recours aux tableaux 

de fonctions symétriques que nous avons reprodui ts . Ils vont mainte-

nant nous être utiles : 

4 » 

qui se transforme, au moyen de ( 5 9 s ) , en 



ou bien s implement , en tenant compte de ( 5 g 4 ) 

Cette expression est ident iquement nulle d 'après (5ç) e.). 

5° 

Eliminant c 2 au moyen de ( 5 9 3 ) , puis b 2 b ' au moyen de (5g 4 ) , ensuite 
a 2 d ' au moyen de ( 5 9 5 ) , et enfin ce' au moyen de (5ç) 8 ), on trouve 
simplement 

On peut évidemment donner au second facteur bien des formes diffé-
rentes à l'aide des formules (59) . Une des plus simples est la sui-



vante : 

à laquelle d 'ai l leurs il aurai t été facile d 'arr iver di rectement . 

6„ 

Éliminant a ' b 2 au moyen de (5g 3 ) , puis c 'a 2 au moyen dezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA (5g*), en-
suite d 'à au moyen de (5gs)t et enfin bc au moyen de (Bg2)*  H nous 
reste s implement 

Le second facteur a une forme très simple en employant ce mode 
de réduct ion; on pourrai t évidemment arriver, par une marche diffé-
rente , à d 'autres formes que l 'on peut encore d 'ai l leurs déduirezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA a pos-
teriori des formules (59). 



Éliminant a 2 b ' au moyen dezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA (093), puis b 2 au moyen de ( 5 9 2 ) , en-
suite ac' au moyen de (69,,), et enfin ac au moyen de (59 , ) , il reste 

Le second facteur peut aussi être écrit , en particulier, 

8° 



Éliminant a 'a 2 au moyen de ( 5 9 2 ) , puis c ' au moyen de (59 , ) , et en-
fin ab au moyen de ( £ 9 , ) , il vient 

9 ° 

Éliminant d'abord b ' , le coefficient dezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA y 2 devient 

qui , d 'après ( % , ) et (55), est ident iquement nul . 

(59 , ) nous montre encore que cette expression est nul le . 
Enfin 

ri* 

1 5 . En somme, toutes réduct ions faites, il ne nous reste que quatre 
termes qui ont en commun le facteur 

Mais cette expression représente précisément le discriminant de 
l 'équation 

c'est-à-dire notre dénominateur 

On arrive ainsi à la formule 

Le second membre est une fonction linéaire de a, |3, 7, qui pourra 
être exprimée l inéairement en fonction des carrés de quatre fonctions P 
à un seul indice, prises à volonté. 



La même série de constantes qui rend le premier membre rationnel le 
rend également entier. 

Relations linéaires entre les produits deux à deux des fonctions P. 

16. On sait, depuis longtemps, que les relations algébriques linéaires 
entre les carrés des fonctions hyperel l ip t iques ne sont pas les seules 
qui exis tent . 

Déjà, dans le cas des fonctions de genre 2 , Gôpel s'était occupé des 
relations qui ont lieu entre les produi ts de deux fonctions. Dans le cas 
général , Weiers trass , Brioschi, Schottky ont donné à plusieurs de ces 
relations des formes relat ivement s imples . 

C'est cette quest ion qui va nous occuper main tenant . 
Si nous ne considérons que des fonctions à un seul indice, les pro-

duits deux à deux ne donnera ient naissance à des relations algébriques 
que si l 'on considérait leurs car rés . Nous ne prétendons pas par là 
qu 'un tel produi t n 'ent re pas dans une relation linéaire ; nous verrons 
d'ailleurs bientôt différents cas où se présente une telle circonstance : 
nous disons s implement qu' i l n 'y a pas de combinaison linéaire conte-
nant seulement des fonctions P à un seul indice. 

17. Arrivons de suite aux produi ts de fonctions à un seul indice et 
de fonctions à deux indices. 

Nous supposons d 'abord que les trois indices qui se présentent dans 
un tel produi t sont tous différents. 

Mais les radicaux qui se présentent ici sont précisément ceux qui se 



trouvent dans P*,,,,; la seule différence qui existe consiste dans l 'ad-

jonction des facteurs |zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA akoc^, ^ctfcOç^^i  \^k^d\  3 ces radicaux. Il résulte 

alors immédiatement de cette remarque que l'on a 

que l'on peut considérer comme une relation entre les produits de nos 

fonctions, en écrivant 

Effectuant sur les lettreszyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA k, /, m une permutat ion circulaire, on a 

de même 

( 6 2 ) 

Les équat ionszyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA (61) et (62) nous fournissent, en éliminant P 0 P * / / n » la 

relation 

! 63 ) 

Cette équat ion pouvait évidemment se déduire immédiatement de 

l ' identité 

18. Si nous considérons maintenant deux fonctions ayant un indice 

commun P/ et Pkn on a 

Sous cette forme, nous voyons que , en ce qui concerne les a, les ra-

dicaux ne dépendent par t icul ièrement que de ak : ils restent donc les 

mêmes pour un autre produi t , tel que Yin¥km. 

Il résulte alors de l ' identité déjà plusieurs fois employée, 



que l'on a, entre quatre produi t s de l 'espèce considérée, la relation 

( 6 4 ) 

19. Considérons maintenant des produits de fonctions à deux indices 
et prenons d 'abord des fonctions ayant un indice commun : 

Le premier terme de la seconde ligne ne cont ient que le facteur 
| a A a? 3 | comme variable lorsque l'on considère un autre produit oùzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA q et r 
subsistent. Il en résulte que tous les te rmes , sauf les trois premiers , 
disparaissent dans la somme 

et le développement de cette somme donne 

Mais la première parenthèse devient 

en sorte que notre expression se simplifie et devient 

c'est-à-dire enfin 
\akalam\PqPr. 

Nous arrivons donc à la relation 



En appliquant la substitution 

k / m n zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
l m n k 

nous en déduisons 

Les formules (65) et (66) nous fournissent alors une formule de type 
différent par l 'élimination de P^P,. 

( 6 7 ) 

20. Si les deux fonctions à deux indices n r ont aucun indice commun, 
nous avons 

Les termes de la première l igne ne changent pas par une p e r m u t a -
lion effectuée sur les indices n, p, q et r. Ils disparaissent donc clans la 
différence de deux produits de même espèce : 

1 /; p 1 qr 1 nq 1 pr 

Mais on a 



en sorte que Ton obtient pour le second membre 

Ainsi, l'on a 

(68) 

Une substi tut ion nous donne 

(69) 

Eliminant P 0 P A ( ? W , nous obtenons 

2 1 . Considérons maintenant le produit d 'une fonction a un seul 
indice et d 'une fonction à trois indices; supposons d'abord tous les in-
dices différents : 

Les radicaux que contient le second membre ne changent pas quand 
on effectue sur les indiceszyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA k, l, m, n une substi tut ion quelconque. Le 
facteur \akx\ varie seul. On aura donc une relation linéaire homogène 
entre trois produits de celte espèce; par exemple, 

22 . Si la fonction P à trois indices a un de ses indices communs avec 
la fonction à un seul indice, 

Les radicaux du second membre sont ceux qui existent danszyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA Vqr. 

7 



Cette remarque nous conduit a former la combinaison linéaire sui-

vante : 

d'où l'on dédui t , par une substitution effectuée sur les indices, 

Él iminantzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA P0Pçr entre les deux formuleszyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA (72) et (73), nous obtenons 
la relation de forme différente 

2 3 . Prenons maintenant une fonction à deux indices avec une fonc-
tion à trois indices, un des indices leur étant commun : 

La première ligne du produit ne change pas quand on passe à un 
autre produi t différent du précédent par une simple substitution effec-
tuée sur les lettres /, m et n. Ils disparaîtront donc dans la différence 
de deux produits de l 'espèce considérée. 

Remarquons, dép lus , qu 'on peut écrire le radical qu'on trouve entre 
parenthèses dans la seconde ligne 

on arrive ainsi a la formule : 



Or, on a 

en sorte que l 'expression devient 

Entre parenthèses, le facteur dezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA \x2x{ | multiplié par P^P^P,, devient 

en sorte qu'on a, en somme, 

On en déduit par une permuta t ion 

donc, en éliminant P ^ P ^ , 

24. La même méthode va nous fournir maintenant une relation 
entre les produits de fonctions à trois indices, un indice étant commun 
aux fonctions d'un produit 

La première ligne du produit ne change pas quand on passe à un 



produit différant du précédent par une simple substitution effectuée 
sur les lettres /, m,zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA n et p. Ils disparaîtront donc dans la différence de 
deux produits de l'espèce considérée assujettis à la condition indiquée. 

Remarquons de plus qu 'on peut écrire le radical qui figure entre 
parenthèses dans la seconde ligne 

Nous arrivons donc tout d'abord à la formule 

qui devient, d 'après ce qu'on a déjà vu, 

ou bien autrement 

en sorte qu'on a simplement 

De même 

( 7 9 ) 

Éliminant P*P«,., on arrive à la relation 

(80) 



25. Supposons enfin que les deux fonctions à trois indices consi-
dérés aient deux indices communs, 

Si l'on change l 'indicezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA n seul, dans la seconde l igne, les facteurs tels 
que |tf r ta? 3 | sont seuls variables ; on peut donc former une combinaison 
linéaire de trois produits de l'espèce considérée dans laquelle dispa-
raissent les termes de la seconde l igne. 

Ou plutôt, considérons en même temps le produit 

on a alors 

Or 

en sorte que le second membre devient 

ou bien s implement 

De la formule 

on déduit 



EliminantzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA P « P A , w , on obtient 

Si l'on élimine P/P,„, on trouve 

(84) 

Continuant de même, on a enfin 

(85) 

26. Les relations (6/§) et (63) sont, aux notations près, les mêmes 
<jue celles données par Weierstrass pour le cas des fonctions hyperel-
liptiques d 'ordre quelconquezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA (Theorieder Abelschen Functionen,^.32o, 
théorèmes III et IV). 

L'existence de la relation (65) a été prouvée par Brioschi (Annali 
di Matematica pura ed applicala, t. I, p . 29). 

Enfin, dans le cas qui nous occupe du genre 3 , Schottky indique 
(Abriss einer Théorie der Abelschen Functionen, e tc . , Nachtrag, p . i48et 
suiv.) la forme des relations entre les produits de fonctions 0 analo-
gues à celles numérotées ici (61), (63) , (68), (71), (77) , (85) . 

Nous résumons dans le Tableau suivant les résultats contenus dans 
les n o s 1 7 à 2 5 . 

Pour simplifier l 'écri ture, nous désignerons simplement une fonc-
tion par ses indices et nous séparerons par un point les indices des 
deux facteurs du produi t . 

(26) 



Les chiffres marqués dans la seconde colonne indiquent combien de 
produits entrent dans une relation l inéaire ; dans la première, nous in-
diquons quelles sont ces relat ions l inéaires; tout aussi bien que dans 
le cas des relations entre les carrés, on peut avoir, comme on le voit, 
différents types de formules pour un môme groupe, suivant le choix 
que l'on fait parmi les éléments de ce g roupe . 

Expression linéaire des carrés des fonctions P au moyen des carrés 
de huit d'entre elles. 

27. Nous allons voir maintenant qu'il est facile, en ayant recours 
aux combinaisons linéaires entre cinq carrés , d 'expr imer linéairement 
les carrés de cinquante-huit des fonctions au moyen des carrés des huit 
autres. Des calculs comme ceux du n ° 1 5 nous conduiraient à un ré-
sultat analogue, mais par une vote bien plus compliquée. 

Tout d'abord nous considérons comme données les six fonctions sui-
vantes : 

(87) 

L'ensemble de ces fonctions ne change pas si l'on permute / etzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA m> et 
aussi si l'on effectue sur n, p et q une substi tut ion quelconque. 

Les deux groupes kleA km du Tableau (36) nous montrent qu'il existe 
une relation linéaire entre les carrés des fonctions 

et une autre entre les carrés des fonctions 

Considérant P 2 .etzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA V\lm comme inconnues , la formule (3a) montre que 
le déterminant des inconnues est, à un facteur différent de o près, 

Ce déterminant n'est pas nul ident iquement , car on en tirerait, par 



exemple, pourzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA ak une valeur bien déterminée, par suite inacceptable, 
puisqu'on suppose qu'il n'y a entre les a aucune relation. 

On peut donc trouver ainsi les expressions de Pj etzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA V\lm en fonction 
linéaire des carrés des six fonctions choisies. 

De plus, le groupe kl nous montre qu'i l est ensuite permis de tirer 
les mêmes conclusions pour les fonctions Vh P A / et Pré-

supposant les calculs faits, si l'on y permute / et m, les fonctions 
d'où l'on estparti ne changent pas ; mais on aura sans calcul les relations 
qui fournissent P / n , Vkm et P w . 

Est-il possible de continuer et d 'exprimer les carrés des autres fonc-
tions par des combinaisons linéaires des carrés des fonctions (87) ou, ce 
qui revient maintenant au même, des carrés de l 'ensemble des fonctions 

(88) 

Si nous examinons nos groupes figurés dans les TableauxzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA (12), ( a3 ) , 
(36) et ( 5 a ) , nous voyons qu 'aucun groupe ne contient quatre des 
fonctions (88). Mais, d 'autre part , nous avons, par exemple, les 
groupes o, n et kn, qui nous permettent d'écrire trois relations linéaires 
contenant les fonctions 

Les équations (20), (26) et (27) nous fournissent, les deux premières 
directement, la troisième après une substi tution, pour le déterminant 
des inconnues, l 'expression 

c'est-à-dire 



qui est ident iquement nulle. Il est donc impossible d 'exprimer P 0 , P r t 

etzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA Vkn comme il a été dit. 
Nous ajouterons donc à l 'ensemble des fonctions (87) une nouvelle 

fonction, P r par exemple ; nous la choisirons telle que les substitu-
tions que l'on peut effectuer sans altérer l 'ensemble des fonctions (87) 
ne l 'al tèrent également pas. Nous pourrions évidemment aussi bien 
prendre P 0 ou Vkr. 

Ainsi, nous remplaçons maintenant les fonctions (87) par les sui-
vantes : 

( 8 9 ) 

P r étant considérée comme connue, le groupe o nous permettra d'ex-
primer P2, en fonction linéaire des carrés des fonctions jusqu 'à présent 
ealculées, par suite des fonctions (89) . La même chose a lieu pour P», 
Une substitution circulaire effectuée sur n, p ei q conduira au même 
résultat pour P^ et P^. 

Le groupe k contient alors quatre fonctions P 0 , P A , Vkl, Vkm, dont les 
carrés sont exprimés en fonction linéaire des carrés des fonctions (89). 
La même conclusion se présente donc pour Vkn, et par suite pour Ykp 

et Pkq, et aussi pour Pkr. Enfin le groupe Pk/l fournit aussi Pknp, par 
suite Pkpq et Pkpn, et également Pknr, d'où Vkpr et Pkqr. 

Nous pouvons d o n c , en partant des fonctions (89) , ajouter au t a -
bleau (88) des fonctions considérées comme connues, 

Jusqu'ici se trouvent déterminées les fonctions à un seul indice et 
parmi les autres celles dont un des indices est A. Il résulte de là et de la 
considération des Tableaux des différents groupes que, ou bien toutes 
les fonctions qui figurent dans un groupe sont connues, c'est ce qui a 
lieu pour les groupes o, k, kl, km, kn, kp, kq et kr, ou bien trois seu-
lement des fonctions qui figurent dans le groupe se trouvent déter-
minées. 

En effet : 
i° La proposition est évidente pour le groupe o ; 



2°zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA Dans le Tableau ( 2 3 ) nous voyons q u e , abstraction faite de la 
première ligne, les seules fonctions calculées jusqu'ici ou prises comme 
base du calcul qui apparaissent dans une ligne sont P 0 , la fonction à 
un seul indice, et la fonction à deux indices dont l 'un estzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA k ; 

3° Dans le Tableau (36) tout groupe différent des six premiers, pour 
lesquels tous les éléments sont déterminés contient comme connues 
jusqu' ici les deux fonctions à un seul indice et la fonction à trois in-
dices dont l'un est k, qu' i l renferme, et aucune autre ; 

4° Dans le Tableau (5a) se présentent deux cas : 
S'il s'agit d 'un groupe contenant k parmi les lettres qui le caracté-

risent, il renferme la fonction P définie par ces trois indices dont l 'un 
est k, qui par suite est connue, puis les fonctions P à deux indices 
dont l 'un est k et l 'autre chacune des deux autres lettres servant avec k 

à définir le groupe . Ces deux fonctions sont également connues d'après 
ce qui a été dit. Le groupe n'en contient pas d 'autre . 

Pour un groupe ne contenant pas k parmi les lettres qui le caracté-
risent, on peut former avec les quatre lettres qui n 'entrent pas dans 
sa définition quatre ensembles de trois indices; trois d 'entre eux con-
tiennent k et correspondent à des fonctions connues. 

Tous ces résultats sont évidents sur nos Tableaux. 
Il est impossible dès lors de déterminer séparément une des fonc-

tions P non calculées jusqu ' ic i . Voyons si nous pouvons en trouver 
deux s imultanément . Il faut prendre pour cela deux groupes qui con-
tiennent chacun les deux fonctions en question. Considérons par 
exemple P;7„ et Vnpq;  on voit facilement qu'ils se trouvent simultané-
ment dans le groupe Mm et Imr. Ceci nous permet d'écrire deux rela-
tions linéaires contenant 

relations qui nous sont fournies, la première directement parzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA (42), la 
deuxième en effectuant dans (5o) sur les indices la substitution 



Ceci fournit comme déterminant de nos inconnues 

qui se réduit immédiatement à o. Il est impossible d 'exprimerzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA P l m 

e t P , ^ comme il a été dit. 

Nous allons dès lors ajouter à l 'ensemble des fonctionszyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA (89) une 
nouvelle fonction P n p q , par exemple, qui reste encore invariable par 
les substitutions qui n 'al tèrent pas l 'ensemble des fonctions déjà prises 
comme base. Nous pourrions évidemment tout aussi bien prendre P l m . 

Nous arrivons ainsi à prendre comme base définitive les fonctions 
suivantes : 

(90) 

Nous connaissons maintenant dans le groupezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA klm quatre fonctions : 
nous pouvons donc exprimer P ) m en fonction linéaire des fonctions (90). 
Nous en tirons aussi la même conclusion pour P p q r et, par des substitu-
tions p o u r P ? w r et P n p r , il est visible que P 2 ^ , P 2

? , „ P q n r et P-npr ne con-
tiendront pas P 2 clans leurs expressions. 

D'autre part, le groupe / contient maintenant quatre fonctions cal-
culées P 0 , P,, P k l et P l m : notre raisonnement s 'applique donc aux fonc-
tions du même groupe. Le calcul effectué pour P l n fournit P ^ et P [ q d 'une 
part, P m n , P m p et P m q de l ' aut re ; enfin on arrivera encore, au moyen de 
ce groupe, à la même conclusion pour P l r et par conséquent pour P m r . 

De même, le groupe n fournit maintenant P n p , et par suite P p q et P q r , 
et en outre P „ R , par conséquent P ^ et P q r . 

Toutes les fonctions à deux indices sont maintenant épuisées. 
Le groupe Im, qui contient P^, P O T , P , / ? T , P W t o , nous fournira P l m n : donc 

P i m p et Pimqet aussi Pimr- P R n 'entre pas dans la constitution de ces fonc-
tions. 

Enfin, pour terminer , le groupe In fournit d'abord Ptnp, d'où l'on 
conclut P / ^ e t Piq/l; puis Plar, d'où se déduisent Pipr et P i q r . Permutant 
dans ces derniers résultats / et m, on arrive à P m n p , P m p q , V m q m P , „„ , , 

P/«PO V m q r , ce qui complète la série des fonctions P . 



kln klp klq 

kmn kmp kmq 
• r npq 

On n'a en somme que vingt et une formules à établir et non cin-
quante-six. Les calculs ne présentent plus d'ailleurs aucune difficulté. 

On peut évidemment prendre comme base, au lieu des fonctionszyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA (90), 

celles qui s'en déduisent par une substi tut ion faite sur les indices. Le 

nombre total des substitutions est 7 !. Or, d'après ce qui a été dit, toute 

substitution faite sur p et q laisse (90) f i x e , de même si l'on permute 

/ et m. Le nombre de bases différentes, de même nature que celle étu-

diée précédemment, est donc égal à = 4 20. 

28. Les fonctions (90) ou bien celles qui s'en déduisent par des 
permutations effectuées sur les indices ne sont cependant pas les seules 
que l'on puisse prendre pour base. Il est visible que nous pourrions 

(90 

Toutes les fonctions P ont donc leurs carrés exprimables l inéaire-
ment au moyen des carrés de huit d 'entre elles. 

Nous résumons ce qui précède dans le Tableau suivant, où nous 
n'écrivons que les indices et non les fonctions. En tête sont indiquées 
les fonctions de base. Dans la colonne de gauche se trouvent les 
groupes qui fournissent les fonctions situées sur une même ligne hori-
zontale. Les indices placés entre parenthèses correspondent aux fonc-
tions pour lesquelles aucun calcul n 'est utile, les calculs se déduisant 
de ceux faits précédemment par des substi tut ions. 



tout aussi bien prendre celles définies par un quelconque des Tableaux 
suivants : 

Les trois premiers ont pour point de départ , comme celui qui a été 
étudié précédemment , les groupeszyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA kl et km; les deux autres résultent 
de la considération des deux groupes / et m. Il est facile pour chacun 
d'eux de former un Tableau analogue au TableauzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA (91) e t . montrant la 
marche des calculs à effectuer lorsque les fonctions qu' i l représente 
sont prises comme fonctions de base. 

Relations algébriques entre les fonctions P prises comme fonctions 
de base. 

29 . Entre les huit fonctions (90) des trois variables x{, x2 et a?3 

existent des relations algébriques que nous nous proposons ma in te -
nant de rechercher . Elles nous seront fournies par l 'emploi des rela-
tions entre les produits des fonct ionsP que nous avons trouvées, d 'une 
part , et, d 'autre part , en ayant recours aux relations déduites comme 
il a été dit au n° 27 . 

I. Considérons tout d 'abord la relation suivante : 



qui devient, en élevant les deux membres au carré, 

ou bien, si nous avons recours aux relations (83) et (84) , 

Or, d'après l 'équationzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA (10.), 

en sorte que l 'on a 

(97) 

Nous voyons donc, en tenant compte de ce qui a été dit dans le 
n° 27 , quezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA V2

r se présente comme quotient de deux fonctions ration-
nelles et entières des fonctions (87), le numérateur étant du quatrième 
degré et le dénominateur du second. 

II. De même, si nous partons de la relation, du même groupe que 
celle qui vient d'être employée, 

nous obtenons tout d'abord 

Or l 'équation ( 4 2 ) nous donne 



et, en tenant compte une seconde fois des relations (83) et (84) . on 
trouve 

Nous constatons dès lors que , comme 

III. La relation (83) nous donne, en élevant les deux membres au 
carré, 

( 9 9 ) 

qui, en substituant à P 2 etzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA Vm leurs expressions déduites comme il a 
été dit, nous fournit entre les six fonctions (87) une relation du qua-
trième degré. Cette relation contient les quatrièmes puissances des six 
fonctions considérées, les produits de leurs carrés et les produits de la 
forme 

où v etzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA n sont deux quelconques des lettres n, p et q. 

IV. La relation (84) nous condui t de même à la relation 

(101) 

qui devient également du quatr ième degré entre nos six fonctions après 
la substitution à P2., et Y\m de leurs expressions. Relativement à ces 
fonctions, cette dernière relation est. composée comme la précédente. 

se présente comme 
quotient de deux fonctions rationnelles et entières des six fonctions (87), 
le numérateur étant du quatrième degré et le dénominateur du second. 



Elle est différente, comme le montre l 'examen des produits de la 
formezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA (100), par cela même que l'on suppose les quantitészyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA a toutes 
différentes. 

On aurai t pu tout aussi bien part i r de l 'équation (85 ) ; on est ainsi 
conduit à une relation du quatrième degré qui est une combinaison 
linéaire des deux précédentes. 

Nous obtiendrons effectivement les équations de degré supérieur qui 
relient nos fonctions de base en y substi tuant les expressions suivantes 
fournies pa r les équations (29) à (35) : 

Posons 

On obtient en permutant / etzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA m et remarquant qu'a-

lors à change de signe. 
En résumé, nous voyons que, choisissant d'une façon convenable 

huit fonctions P, les carrés des cinquante-six autres s 'expriment li-
néairement en fonction de leurs carrés. De ces huit fonctions, deux 
sont telles que leurs carrés s 'expriment rat ionnellement avec les six 
autres. Entre ces six dernières existent deux relations homogènes du 
quatr ième degré en tout point analogues à la relation de Gopel. Tenant 
compte, en outre , de ce que P 0 = 1, on a ainsi 



relations différentes entre leszyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA 64 fonctions de trois variables d'où nous 
sommes partis . 

Si, au lieu de choisir comme nous l'avons fait, les fonctions (92), 
nous étions partis des fonctions (95) ou (96), il est visible que nous 
aurions pu, avec la relation (65), et en exprimant de plus P 2 et P 2 , en 
fonction linéaire des carrés de P ^ , P / j B , P / ? ;zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA Pmn, Vmp, Pmq, obtenir entre 
les six fonctions une relation homogène du quatr ième degré. C'est 
cette relation qu'il est facile de généraliser et d 'étendre au cas d'un 
genre quelconque, que M. Brioschi a donné dans les Annali di Mate-

matica pura ed clpplicata, 1881, dans toute sa générali té . Mais, déjà 
dans le cas présent, cette relation n'est pas la seule qui existe entre les 
6 fonctions de trois variables indiquées ; on en obtient une autre en 
partant de (67). 

CONCLUSION. 

La dépendance algébrique des 64 fonctions hyperell iptiques, et par 
suite des 64 fonctions 0 se trouve par ce qui précède suffisamment 
établie. 

La marche que nous avons suivie est-elle applicable dans le cas gé-
néral? La complication des calculs permet à peine de le supposer. Ce-
pendant les conclusions connues pour le genre 2 et maintenant pour le 
genre 3 permettaient , par analogie, de supposer pour le genre n des 
propositions qu'il sera peut-être facile de vérifier par une méthode plus 
simple que celle exposée ici. 

Désignons par .p le genre, et posons 

les quantités <2A étant toutes différentes et en nombre é g a l a 



nous considérons dès lors les fonctions P définies par les formules sui-
vantes : 

Les lettreszyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA k entrant comme éléments dans l'indice d'une fonction P 
sont toutes différentes; si l'on prend toutes les combinaisons différentes 
de ces lettres, on obtient en tout 4 P fonctions de p variables. Avec les 
indices des fonctionsP, on peut former 4 P groupes de 2 ( p + i) indices, 
dont les propriétés, relativement aux permutations que l'on peut effec-
tuer sur les lettres A, sont absolument identiques à celles des groupes zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
( 22), (23), (36) et (02). 

Chaque groupe aura comme caractéristique l 'indice d 'une fonction P 
et sera constitué comme il suit : 

Partons de l'indice k,, k2, . . ., ka; on lui ajoutera l 'ensemble des 
indices formés par les combinaisons a — i à a — 1 des a lettres k, puis 
l'ensemble des indices formés par des combinaisons a -h 1 à a 4 - 1 de 
toutes les lettres k, cet indice étant assujetti à contenir toutes les 
lettres k qui apparaissent dans la caractéristique du groupe. On a ainsi 
un nombre d'indices égal à 

Dans le groupe o n'existent pas d'indices de la première espèce don -
nés dans la définition. Si la caractéristique est formée d'une seule 
lettre, on prendra o comme indice de cette même espèce. Enfin, s\a. = p , 
aux combinaisons p 4- 1 à p 4- 1 ne correspondent pas de fonction P ; 
on remplace alors ces combinaisons p 4- 1 à p 4- 1 par les combinai-
sons p à p formées par les lettres qui ne sont pas contenues dans celles-
là. En considérant ainsi comme équivalentes deux combinaisons qui , à 
elles deux, contiennent toutes les lettres k et chacune une seule fois, on 



peut partir d'une combinaison quelconque de ces lettres pour former un 
groupe, que a soit plus petit, égal ou supérieur àzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA p. 

On sait (zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAWEIERSTRASS, loc. cil.) que les groupes o et k sont tels 
qu 'une relation linéaire existe entre les carrés de p -h 2 fonctions P dont 
les indices appartiennent à un même groupe. Il est très probable que 
la même propriété s'étend aux autres groupes. 

Quelles sont, dans le cas général , les relations entre les produits deux 
à deux? Quel est le minimum du nombre des fonctions telles qu'avec 
leurs carrés on puisse exprimer linéairement les carrés de toutes les 
autres? Quelles sont enfin les relations algébriques qui existent entre 
les fonctions prises ainsi comme base? Ce sont là des questions sur les-
quelles nous nous proposons de revenir, les résultats de ce travail nous 
servant de guides. 

Même en ce qui concerne les fonctions hyperell iptiques de genre 3, 
nous ne prétendons pas avoir tout dit dans les pages qui précèdent. 
Bien des questions se présentent que nous n'avons même pas abor-
dées. On sait, par exemple, combien a été utile, dans l 'étude des fonc-
tions hyperelliptiques de genre 2 , la considération de la surface de 
Kummer (ÎXW-ROHN, Mathematische Annalen). Dans le cas présent, po-
sons 

les relations (99) et (101) nous donnent, les calculs une fois effectués, 
deux relations homogènes entre les quanti tészyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA y 

Nous pouvons donc dire que , dans l'espace linéaire à cinq dimen-
sions obtenu en faisant varier d'une façon indépendante chacune des 
variables j de — co à + co, nous avons un espace gauche à trois di-
mensions, espace qui trouve une représentation simple dans l 'emploi 
des fonctions P, ou bien qui peut définir leur mode de liaison. Bien q u e . 
l 'emploi des espaces supérieurs ne soit pas encore jusqu'ici aussi fré-
quent que celui des espaces ordinaires, il est permis de supposer qu ' i l 
sera en maintes occasions d'un usage fécond, et l'on peut croire a 



priori  qu'ilzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA ne sera pas inutile d'y avoir recours. Aussi nous nous pro-
posons, dans un prochain travail, d'étudier d 'une façon spéciale l'es-
pace gauche que nous venons de signaler; il sera intéressant de voir 
quelles en sont les singularités, d 'examiner le mode de définition géo-
métrique de cet espace remarquable, d'essayer de commencer pour lui 
ce qui a été fait déjà pour la surface de Kurnmer. 

Signalons, en terminant , une autre question bien digne d'intérêt : 
quel rôle peuvent jouer les relations trouvées ici entre les fonctions (-) 
dans la transformation des fonctions hyperelliptiques de genrezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA 2? 
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