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AU LECTEUR.

Tou'r aspirant au Docrorat dans la Faculté des Sciences,
doit soutenir deux Théses, I'une sur la MécaniouE et I'autre sur
YAstronomie. Desirant obtenir ce grade, jai choisi pour sujet
de la premiére I'HypropynamiQur , et pour sujet de la seconde
I'aTTRACTION DES SPHEROIDES ET LA FIGURE DES PrANETES. Je réunis
ici ces deux Théses telles qu’elles ont été présentées a la Faculté :
elles ne sont, pour ainsi dire , que des Programmes dans lesquels
cependant j'expose succinctement quelques démonstrations nou-
velles (1), et jindique plusieurs développemens utiles.

Dans la Thése de Mécanique , j’établis les éguations du mou-
vement des fluides en employant, ainsi que T'a fait M. Lacrancr,
le fameux principe de 0’ ALensERT, etcelui des witesses virtuelies.
Je fais ensuite application des équations géndérales & la Zheorie
du son (2); expose les loisde sa propagation d’aprésla belle Ana-
lyse donnée par M. Porsson (Journ. de U Ec. Polyt., Tome VII),
et jessaye de lever une difficulté qui se présente dans cette
Théorie, et dont les Géomeétres n'ont donné aucune solution.

Les Géomeétres qui, depuis Newrox, se sont occupds des
Théories qui font Yobjet de la seconde Thése, et ont le plus

(1) FPoyez les parties en petit texte.
(2) Dans la note (¢) de la Thése de Mdeanique, j’al fait une omission que je
répare ici. L'on doit compter M. Larracs parmi les savans qui ont travaillé a Ia

Théorie du son. ( Voyez les Mém. de I'dc. des S¢. 1779.)
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contribué 4 les perfectionner, sont : MacLavrIN, D’ALEMBERT,
MM. Licrance, Lizcenpre et Larrace, Jai suivi, en y faisant
plusieurs changemens, la savante méthode donnée par ce der-
nier Géometre , Tome II de sa Meéc. cel. L'analyse relative &
ces questions est une des plus épineuses, et, par cette raison,
je n’ai pas été éloigné de renverser presqu’entiérement lordre
de lauteur pour mettre en avant, comme lemmes, les pro-
positions de pure analyse, et placer ensuite, comme applica-
tions, tout ce quon en déduit sur V'attraction des sphéroides :
mais cette marche est peu gotltée anjourd’hui, et je ne lai pas
employée , quoiqu’a cet égard jadopte I'opinion de Macravrin,
qui s'exprime ainsi dans son introduction au traité des fluxions:
These preliminary Propositions are generally valuable on

their own Acc,{mt, and render our Fiew of the whole Subject
/
more clear and compleat.

De méme peu s'en est fallu que je ne cédasse au plaisir de
faire un court exposé des travaux des Géometres sur la matiére
de cette seconde Theése; il aurait rappelé combien de décou-
vertes sont dues 4 M. Lzcexore particuliérement : mais jal
pensé qu’il ne m’appartenait point de chercher a fixer les opi-
nions a cet égard. Je n’ai pas négligé cependant de répandre
dans mon travail quelques citations que je crois trés-exactes et

qui, par ce motif, ne déplairont pas au Lecteur.
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ATATIA TTIIATTAMATAAAUTARAAAAAAL LT ATLRAT Y LA VRRRARAUL

THESE DE MECANIQUE.

FQUATIONS GENERALES
DU MOUVEMENT DES FLUIDLS,

ET

APPLICATION DE CES £QUATIONS A LA THLORIE DU SOX.

Fluides incompressibles.

1°, DE quelle nature sont les données qui déwerminent toutes les
circonstances du mouvement d'un sysiéme quelconque, ct d'une masse
fluide en particulier.

0 ] 7 » ’ . . .y

2°. Les coordonnées d’une molécule peuvent varier de trois manicres.
Signes qui se rapportent & ces diflérentes variations.

3o. Equations générales du mouvement des fluides (a).

4°. Interprétation de I'équation qui se rapporte aux limites du fnide;
détermination de la pression; ¢quation de la surface libre.

5°. Premicre transformation des équations du mouvement, en d'autves
qui nc conticnnent que des coefliciens différentiels relatifs an tems et aus
coordonnées initiales. Simplification de ces derniéres.

6°. Autre transformation , en prenant pour inconnus les vitesses p, ¢, »
de chaque molécule, suivant ses trois coordonnées rectangulaires &, 3, 35
ce qui donne la forme la plus simple.

(@) Pour arriver 4 ces dquations , jentre dans des détails qui m3e paraissent mctire l'analyse de
M. LaGRANGE dans un plus grand jour,
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(2)
7°. (3) X, Y, Z &tant les forces accélératrices, sil'on suppose que X dz-}-Y dy-}-Z dz soit

une différentielle exacte, et que le fluide soit homogtne, le mouvement dépend.des conditions d'in=
tégrabilité de Pexpression-
dp dp dp dp dg dg dg dg dr dr dr t?r)
- ol Litrtd —= —_ — ——ldy — —_— - — |dz.
(dt+Pd.z: qd.y Idz) I+(dt+pdx+qdj+rd: (‘J+(a’t+de+qd_y+rdz “
Comparons-la donc 4 la formule Adz 4 B dy +Cd .z, dont les conditions d’i‘ntégtabilité‘ sont ,

dA d4dB_ JA d4dC_ dB dC_o
Zf dz ' dz dz ' dz dn ’
En fajsant r _9g =1, ap _ .‘ﬁ. =m, '2 — i'._ = n, ces ¢qualions en produiront
d. dz dz dz ds dy

d'autres que je désignerai par
(I) = 0, (2) = 0, (3) = .D.

Celles-ci sont évidemment vérifides en'prenant !=o0,m=n0,n= 0, ce quirevient 4 supposer
pdx - gdy 4 rdz différenticlle complete.

L'on est assuré que Vexpression pdz - ¢ dy - rd s est une différentielle exacte pendant toute la
durée du mouvement , lorsqu’ellel'est & un instant quéleonque. Il suffit de démontrer qu'en la sup-
posant lelle au bout du tems 7, elle le sera pouf tous les instans compris entre 75 et 7, —+ #,86 étant
aussi petit que l'onsvoudra, l'on peut mettre dans ce cas p, ¢, r; I, m, n sous la forme

p—_—po_{.}:le... +r, 0 g=g,+908... —!—q' 0eiey r=r, b by, 8.,

I=7 476...+ l' ., m= m°+m‘ 8... +mv g..., n=n.+n‘9... +"v ...,
etl =o,m=o, n = oseront les conditions quirendent p, dz +4-q dy +r dz intégrable. Pour faire
les substitutions dans les équations (1) (2) (3), je prends les développemens précédens commeilsuits
p'—‘:P—{—_rv Bv—i—etc.,q=Q+qv Bv+e[c.,r-—-.R+)"6'+etc.,l=L—[—lY e,-{-etc.,m:M-l—m'G?-{—e(c. ’
N=N+!l' v} ete., et les équations (1), (2), (3) se transformeront en d'autres que je désignerai par
(4)=0,(5)=0,(6)=o.
Si T'on suppose L=0,M =0, N=o, c’est-d-dire, Pdz | Qdy 4 Rdz et intégrable, ces
équalions donperont I' =o0,m =0,n =0; done si Vexpression Pdz+ Qdy -+ R dz estinté-

grable en comprenant dans P, Q, R tous les termes de p, ¢, » jusqu‘a la puissance y — 1 de 6, elle le
sera également en y comprenant ceux du degré supérienr; mais elle est telle en prenant
P=p°, Q = q.. R= r.., donc.eieeiane,

8°. Enumération de trois cas ot pdx 4 gdy + rdz estintégrable,

9°. Cas dans lequel la masse fluide homogéne n’a qu'un mouvement
uniforme de rotation autour d’un axe (¢). L'expression pdx 4 gdy
+ rdz n'est pas intégrable : donc, lon ne doit jamais la supposer telle
dans les recherches sur le flux et le refluzx.

(8) L'analyse de cet article est tout-d-fait différente de celle de M. LAGRANGE.
{c) J'appuyerai sur cet article la recherche de la figure des planttes,
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(3)
Fluides compressibles et élastiques.

100, L'on introduit Vélasticité dans les équations du mouvement, en
considérant la pression qu'elle détrnit, comme une nouvelle force qui
agit sur chaque face du parallélipipéde que 'on prend pour la molécule
flmde (d).

11°. On ramene les équations générales au plus grand degré de sim-
plicité.

12°. Pour les appliquer & la théoric du son (e), 'on suppose qu'une
trés-petite portion d’air ait été comprimée ou dilatée, et que des vitesses
quelconques aient été imprimées aux molécules qui la composent. L’on
fait abstraction de la pesanteur, et I'on regarde comme constantes dans
toute 'étendue de lair, la température et la densité initiales, mais U'on a
égard an développement dela chaleur produite pendant le mouvement.

En négligeant les carrés des vitesses et des condcnsations 'on arrive &
une équation du second ordre qui contient les coeff. diff. d’une fonction
de quatre variables, ct qui n’est pas intégrable (/7).

13°. L'on introduil les coordonnées polaires dans cette équation. Si l'on congoit une sphire du
rayon r, dont le centre soit & Yorigine, et que l'on estime la vitesse de chaque particule d'air
située 1 sa surface , suivant son rayon vecteur, ¢cn nommant S la somme de ces vitesses, multiplides
par I'élément dela surface, Pon a (art. V, p. 335 du #ém. de M. Poisson , Jeur. de ?Ee. Polyi.
towe VIL )

S=rjf/ (r—at) —f(r—at)++F (rF+at) —F (r4at),

J et F élant des fonctions arbitraires, dont les coefll diff. relatifs & r sont /7 (r—a?) et I’ (r}at).
Prenons pour la portion d'air primitivement ébranlée une sphére d'un rayon «, au centre de laquelle
on supposera Porigine : S devra devenir zéro pour toutes les valeurs de r>«, lorsquion fera f=o ¢
cette condition est remplie si pour toutes ces valeurs de », fr et Fr sont zéro. Done f (r-—at)
sera zéro tant qu'on aura r—at>e, et F' (r-at) le sera tant qu'on aura r-at > 4. Celte devnitre
inégalité a lieu pour les molécules éloignées, et I'on a simplement

S=rf (r—at) — f(r—~al).

(d) Cette manitre & I'avantage de conserver au principe des vitesses virtuelles toule sa pureté.

(¢) Voici les auteurs qui se sont occupés de la théeric du son : NEwToN, daos ses Prin., liv, I,
sect. VII1; M. LAGRANGE , Turin, tor. I et II. EvLER, Berlin, 1759, 1763, Turin, tom. 1,
Hoel Comum. 1771 5 D. BERNOUILLY, ec. des se. 17623 LAMBERT , Berlin, 1768, 17753
M. PARSEVAL, sav. étr, de OTnst. tom., L. M. Poissow , Journ. de UEc. Polit. 14 cabier.

(/) Mémoire de M. LEGENDRE , «e. des scienc. 1787,
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(4)

Pour achever de lier Pétat actuel de V'air & son état initial, il faut déterreiner la nature de_f
relativement aux valeurs négatives de »—es. En remarquant que des valeurs du rayon égales et
de signes contraires délerminent tovjours la méme sphire, on conclut que /- doit &tre zéro pour
toutes Jes valeurs négatives de » > 4; done_f (r~—at), en ne considérant que les valeurs positives
de r, doit encore &ire zéro lorsque a/—r est une quantité positive > 4.

Silou examine la nature de £ et F relativement aux valeurs négatives de » , on reconnait qu'elles
ne fant qu'échanger leurs réles, etl'on a cette conclusion ; L'onde sonore conserve la forme sphérigue,
son épaisseur est 2 g 4 €1 sa pitesse est égale & a. (g).

14°. Llintégration en séries de l'équation polaire donne aussi ce
théoréme : elle détermine la vitesse de chaque particule d’air, et montre
que , lorsqu’elle est fort éloignée du centre de I'ébranlement , elle se
meut sur une drotte partantde ce centre , et que les vitesses des molé-

() M. PorssoN ne trouve qu'une épaisseur égale A «, ce qui me semble résulter de ce qu'il
suppose immobile Ja molécule placée au centre de la sphitre primitivement ébranlée. Quant i Ia
détermination d'une sphtre par un rayon négatif , elle me parait dériver de ce principe admis par
les glomitres depuis DESCARTES , savoir :

Lorsquune variable v représenie une distance mesuréde sur une ligne quelconque , & partir d’un
point fizxe, dans un sens déterminé , les valgurs négatives de ceite variable doivent s¢ porter & partir
dit méme point dans le sens opposé.

Ce principe procure trois avantages ¢

10, Il rectifie tonjours les erveurs des suppositions.

2°, 11 réunit en une seule des formules appropriées aux différens cas d'avie méme question.

3». Enfin, il donne aux lignes représentées par les équalions une extension qu'on ne saurait Jeux
tter sans rompre la loi de continuité.

»

s

Ainsi I'équation polaire » = construit toute I'hyperbole en falsant varier Pangle »

a-—¢eos.a

jusqu'a 400° : elle n'en donne qu'une branche quand on rejette les valeurs négatives de 7.
. I . . . .
L'équation r = cos, @« — = doune une courbe qui a un poini double & Lorigine : en rejetant
2

les valeurs négatives de », clle s'arrdte brusquement & ce point.

On peut encore considérer I'équation précédente comme celle de la trajectoire d'un point qui se
meut sur une droite mobile autour de V'origine , et formant un angle « avec unc droite fixe ; A une
certaine époque le point doit passer sur le prolongement de la droite mobile ; + doit donc devenix
négalif : autrement Péquation induirait en errcur sur la position de ce point.

11 est atile de remarquer que, sil'on n'envisage que la description des cowrbes, il suifira dans
beaucoup de cas de faire varier  jusqu'h 200°, en prenant le rayon vecteur avee son signe; ou de
ne conserver que les valeurs positives de ce rayon, mais de faive varier # jusqu'd 400 0. Exemple,

az b2
P . T . . .
Péquation de lellipse : r* = - + Clest ainsi qu'en statigue I'on peut faire
ersintwd-biensa

agir une force dans lous les sens autour de lorigine, en la cousidérant toujours comme positive,,

et en prepant » depuis zéro jusqu'd 400° ; mais on alteint le méme bat en lui donnant 200 pour
limite et prenant des forees positives et nigatives,

Document humérisé par la Bibliothéque Interuniversitaire Scientifique Jussieu - UPMC



cules situées sur un méme rayon sont réciproques o leurs distances
qau centre.

15°. Mélange des sons simultanés. Démonstration pour ce cas du
principe de D. Berrouirnr sur la cocxistence des petites vscillations.

16°, Nouvelle forme de lintégrule générale plus commode pour Uex-
plication des échos. Analogie entre la réflexion du son et celle de la
lumaere.

17°. Mouvement d’une ligne d’air sans supposer les vitcsses trés-
petites. L'on arrive & une équation qui conuent les coeff, diff. du second
ordre d’une fonction de deux variables (). M. Poissox Vintégre par un
systéme de deux équations qui ne renferme qu’une fonction arbitraire,
et cette intégrale particuliére suflit pour donner les lois de la propagation
du son, en supposant que la vitesse des molécules d’air ne surpasse
jamais la racine carrée du rapport de Iélasticité et de la densité initiales.
Lon conclut que la double fibre sonore formdée de part et d’autre du
centre de I'ébranlement primitif a une longueur et une vitesse cons-
tantes (7).

(%) Elle n'est pas linéaire , elle cst un cas de la suivante :
d: z a2z ds =
Pt Qo tR o=
, . . e oo drodr feom i
P, Q, R étant des fonclions des coefficiens diiférentiels o n+ Yeprésentés par p et ¢. En
Sy

trailant celte éqnation, qui comprend aussi celle de In moindre surfuce , M. LEGENDTE . Ao, dos
Sc. 1787, p. 314. l'a ramende 4 la forme linéaire , en faisant zdp -y dg=da. Alors clle
s'intégre par intégrales définies, Meém. de M. de LAPLACE, Aec. des Sc. 1779 . p. 263; mais,
comme I'observe M. Porssox , cette intégrale n'apprend rien sur la propagation du son.

(i) Proposition démonirée d'abord par M. LAGRANGE, aux quantités du troisitme ordre prés,
Aél. de Turin, tome II.

Vu par le Doyen de la Faculié des Sciences,

S.-I'. LACROIX.
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THESE D’ASTRONOMIE.

DE D’ATTRACTION DES SPHEROIDES

ET

DE LA FIGURE DES PLANETES.

Attraction des sphéroides.

1°. @, b, ¢ étant les coord. rectang. du point attiré; x, y, = celles
d’un molécule quelconque w d’un sphiéroide ; si 'on nomme A, B, G les
attractions paralléles aux trois axes , I'on aura

e b e B

les intégrations devant s etendle 4 la masse entiére du sphéroide.

=°. Prenons le point attiré pour origine, et employons les coord. pol.
soit r le rayon vecteur de la molécule w, § Vangle qu’il fait avee luxe
des x, et @ celul qui est compris entre le plan des zy ct celul qui
passe par cet axe et par ce rayon, l'on aura, le sphéroide étant homo-
géne, p =r>drdfdwsin. 8; par conséquent, si le point attiré est inté-
rieur, 1l viendra

() A=f(r”—}—r’)a'9d’msin. #cos. 8, B=f(r"J+)d8dwsin.* § cos. v, sz(r”—]—r’)n’&i'a) sin, 2§ sia, &

7' et 1’ représentant deux rayons diamétralement opposés. Les lunites

des intégrales sont 8 =0, 8=7, et w=0, w=w,
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(8)
Si le point attiré est extérieur, en nommant le rayon r' & son entrée,
et r’ A sa sortie, on aura

(‘.‘.)...A=ﬂr”—-r'}d. d wsin. Bcas. 8, B=ﬁ)”'—~7") d8dwsin.= 8 cos. @, C::f —1*) d 8 d wsin,? 8sin.
les limites des intégrales étant données par I'équation »'—r =o.

3. Lorsque le sphéroide est un ellipsoide homogéne, les formules (1)
ne dépendent des axes de Pellipsoide que par les rapports de deux d’entre
eux aun troisiéme ; d’ou Von conclut que un point, situé au dedans d’une
couche terminée par les surfaces de deux ellipsoides semblables et
semblablement placés , est également attiré en tous sens.

Intégration des formules (1), (@). Les attractions A, B, C dépendent

d’une méme intégrale définie, qui a toutes les difficultés d’une intégrale
indéfinie.

Lorsque Vellipsoide est de révolntion, Vintégration devient pos-
sible.

4°. Lorsque le point attiré est extérieur , I'attraction dépend des formules (2). Leur intégration
est fort compliquée , mais elle se simplifie beaucoup lorsque le point attiré est dans le plan d'une
section principale. Supposons qu'il soit dans celle des & et ¢, on trouve

Brveeeieiieie.. A=o, B=Mu, C=My,
M étant la masse du sphéroide , » et » des fonctions des excentrieités,

Pour avoir généralement A, B, C, on remarque , qu'en nommant V Ia somme des molécules

divisées respestivement par leurs distances au point atliré, les attractions da n° ¥ sont données
par les formules
av av av

(4)-....--.--A=-—""{:s me:f—b', 2o’

Lt que la fonction V satisfait 2 I'équation

a=Vv dx 'V arVv
(A)---...---.--T;;—-i—z—b-:-*——d—c—;—:O.

Supposons que les axes de Vellipsoide soient ceux des coord. a, b, ¢, la fonction V pourra
Yexprimer ajusi
V=gd@,2 + @at.....F@pa» fetc.,
@, Qe etc. étant des fonetions de b et ¢ sans a. Substitnant dans 'équation (A), on trouve

d 9, 4 Pa
BY v (an2) (27 1) Pre % -4—7;}:0.

(a) L'analyse que j'ai suivie jusqu’d ce n°, a <té donnée par M. LAGRANGE , Meém. de Berlin,
3773,
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(9)

ailleurs les formules (4) donnent

d¢ do. do  dp
= -— 3 —ete. =— ~ele, e T gt g
A=—20,a =4, a®—ceic.,B JE T AR aietey 7 Jo @t et
. . Je Jo
En faisant a == o, ces valeurs deviennent A =0, B = — =5 C o= _— Ce sont les atlrac-
(2

tions relativement & Ja projection du poiat donné sur le plan des y=. Supposons que celie projec=
tion soit extérieure i l'ellipse que renferme ce plan, on aora , parlen® 3,

a9

d
db -—-—MU‘ i::——l\[ﬂ,

de
dwt i@x

¢],...;7...;—d—u-
des produits de méme forme ; par comséquent les séries qui font connmailre A, B, C ne di-
pendent des trois axes du sphéroide que par les excentricités; ceite conclusion doit subsister,
quelle que soient les coord. @, &, ¢, pourvu que le point attivé , soit Loujours extérieur, done

des ellipsoides décrits des mémes joyers exercent s sur un poinf extéricur, dos attractions propor-

M, u, ¢ conservant la méme acception. L'équation (5} donnera pour @, , iy

tionnelles a leurs masses et dirigées suivant la méme droite (1).

Ce théoréme rambne le calcul de Yattraction , lorsque le point attiré est extérieur, au cas olt il
est & la surface de Vellipsoide.

Quel que soit le sphéroide , Vattraction dc’-pend de la fonction V,

4- En faisant T={{x—a2)4(y—>8)*+{(z—c)2} =, T scraassujéti a

(3} Ce théortme a été énoncé d'abord par MACLAURIN, relalivernent aux points sitnés sur tn
des axes, et ce géombtre en a donné une démonstration synihétique , 7r. des fux. art. 645 ... 633,
D'ALEMBERT , aprés avoir élévé des doutes sur la vérité de la proposiiion de MACLAURIN, en a
donné une démonstration analytique , Aém. de Berlin, 1774 eltom. VII de ses Opuse. M. La-
SRANGE cn a également donné une quil a insérée Mém. de Berlin, 1975, comme addition 4 son
Mim. de 1773, M. LEGENDRE, le premier, a énoncé le théorfme généralement, et ne I'a démon-
tré que pour les ellipsoide de révolution , Sap. Ei., tow. X, Evfin, M. LapLACE, dans son ouvrage
intitnlé TVhéorie des moupemens e de la figure des Plapétes , en a donné une démonstration géné-

rale fondée sur trois équations qu'il s’est borné & vérifier. Ce géomttre les a remplacées duns Je traité
qui a pour titve Z'hdorie des Attractions des Sphéroides , ete., par une égnation unique qu'jla aussi
reproduite dans sa Mdc. cél. avee une légtre simplification, Dans 1a Ive paxt. du tome 15 des AL,
de la Soc.ital. M. PLANA a essayé d'arriver par unc voie dircete aux trois équationsde M. LarLacr ;
mais ses caleuls ont peut-dtre le défaut de paraitre accommodés & la forme de ces équations. Au
reste, en cherchani & les vérifier, I'on trouve des réductions qui, prises dans un certuin ordre,
donnent précisément les équations dont fa combinaison forme Fanalyse de M. PLaxa, M. LEGENDRE
a donné une démenstration directe du théoréme, o, des Sc. 1735, Il a remarqué. le premier. le
zas ol le point attiré est dans le plan d'une section principale; alors lintdgration réussit sans cire
trop compliguée. Adoptant Vanalyse rclative 3 ce cas donnée par ce gloméire, jen ai concln fa
proposition générale, en me servant d'une remarque faite par M. Brot dansun Mdm, oséré parni
seux ds Ulgstitnt, tone IV, p. 213, Jewn'ai rien cwprunté du resie de ce wmémoire.
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une équation semblabe & (A), savoir :

d>T d>T

Tt IRt T
Pour passer aux coord. pol., nommons r le rayon vecteur du point
attiré, u le cosinus de Vangle qu’il fait avec une ligne fixe passant par
Vorigine, et » I'angle formé par le plan qui contient ces deux droites
avec un plan fixe mené par la derniére ; 'équation précédente devient

—_——== 0,

B dzrT d(l——uz)ﬂ_‘_ 1 d’-T__
e Tt du T—wida: %

rs Uy @ élant les coord. pol. de la molécule g, dont nous représente-
rons la densité par A, l'on a p=Ar2du do', et

——

T=[r2—or'{ud/+v1—u? V=2 cos. (w——w’)}+r’2] e

6°. Pour oktenir V, on développe T comme il suit :

=21, + 7.5+ TG}

Fn substituant cette série dans 1’équation B, on reconnait que T, est
assujétl  la suivante :

dT,
d(s—u?) du
Coo..ovvvs n(n 4 1)T, + du

Prenons Vorigine dans Vintérieur du sphéroide, et faisons

r 42T,

1—u? dw?

T,
T ]
Vo= fr*T,p, Vn = kT ?
On aura pour exprimer V les séries
AY vV Vv
7 I n
‘=_’.‘2 ;-. + ;;L-—T—_I “l" etc., V“—‘-‘VO-]"-Vlr—{—Vzrz.-.-[—Vn m,

La premiére convient au cas ou le point attiré est cxtérieur, la seconde
& celni ot il est intériewr. Quant aux intégrales qui donnent V, et v, ,
elles ont pour limites, lorsque le solide est sans cavité, r'=o ct =R
( R étant le rayon de Ia surface ), u=—1clu=1, w=o0 et w=27.

V., et v,, prisau leude T,, vérilient Yéquation (B). Ces coéfliciens
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sont d’ailleurs, ainsi que T,, des fonctions rationnelles et entic¢res de

Vordre 72 en 1, \/x—-uz sin, @ , \,/1-——1:2 cos. w. T, est de plus symé-
trique en u et ¢, @ et w'.

7°. Pour déterminer T, , on observe que ce coéff. peut se développer
suivant les cosinus des multiples de Parc @ —a' : ainsi U'on a

T,=Bo+ B, cos. (w—a&')...+ B.cos. mw—a')... -+ B,cos. n{w—a).

L’on trouve qu'en vertu de Péquation (C), a laquelle T, est assujéui,
n° précéd. 8, doit vérifier la suivante :

d.(1 ——uz)ljd!%"—

m2f3, .
R

I—1t2

m(m-41)8,—

d’un autre cté, il est évident que B, est de la forme

n

(1—u2) 2 (A, w4 A, wr—m—3, ... 4 A;ur—"—25 4 etc. ),

et la substitution de cette expression dans U'équation précédente fait
connaitre tous les coéff. au moyen du premier A, , qui devient facteur
de B,. Cette derniére quantité prend donce la forme A, U, U désignant
une fonction connue de v. Comme B, doit éire syméirique cn u et «/,
Ton décompose sur-le-champ A, en deux facteurs dontPun % est numé-
rique, et Vautre, que je désignerai par U', n'est autre chose que U ol
Pon a remplacé u par «'. Il vient ainsi 8, = 9 UU (¢). Quanta 7y,
on en trouve la valeur par le développement immédiat de T, en s’aidant,

pour cette recherche, des formules qui expriment les cosinus en expo-
nenttelles.

8°. Le n° précédent fait connaitre la forme générale de toutc fonction
X, qui est, comme V,, et ¢,, rationnelle et entiére de Vordre 7 en u,

Vit sin. w, Vi—us cos. o, et assujétie @ fa méme équation diffé-
rentielle (B).
Toute fonction S rationnelle et entiére de lordre s en u, Y i1i—uz

sin. @, y1—u? cos. w, peut-se réduire en une série finie Xo+X; . .
+ X....+ X,, dont chaque terme soit tel qu’il vient d'¢tre dit ci-dessus.

(¢) Cette décomposition de B,, est trés-remarquable : I'on doit en chercher la premitre idée dans
le Além. de M. LEGENDRE déja cité, Sav, Lsr. tome X.
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o°, THEOREME. La fonction X,; du n® précédent ne peut point vérifier I'équation
9 P P q
d, (1—uz) 9Xa

du X dr X,
o=n (' +1)Xa+ 7 +i=% T

daas laquelle 7/ est un nombre différent de ».

10°. THEOREME. St X, et X'y sont des fonctions rationnelles et
enticres en 4, Y 1—u? sin. @, Y 1—u? cos. @, assujéties aux équations

dX,
d.(t—u?) du 1 dzX,
o—..—-n(n-{—r)X,,—i— du 112 deo?’
dX'y
d.(1—u?) du 1 d?X,
o=n’(n’+l)X'n’+ du +1—-u2 dw?'’

Yon aura f X, X' du dw=0, tant que les nombres n et »’ seront iné-
gaux : les intégrales étant prises depuis u==-—1 jusqua u=rx , et depuis
@=0 jusqu'a @=27.

11°. Intégration de X, X', du dw, relativement 4 », depuis w=0
jusqua e==27r.

12°. On conclut des nos 1o et 11, qu'une fonction queleonque X’ de u ét , ne peut se déve-
lopper que d'une seule manidre en une swite finie ou infinie X/, -+ X/,... + X', +etc., don?

chaque lerme X', soit une fonction rationnelle et entidre de «, VI — u? sig. @, 1/1;—1;2 cos. @
assujétie & I'équation
d. (1 —u* )_‘E_X_,’."
o=n (n-f1)Xnt+ du + T d= X/,

du I —u* du?*

13°, Lattraction dépend de V, ctv,, n°6. On supposele sphéroide com-
posé de couches telles gque la densité soit constante pour chacune d’clles
et variable de une & Pautre, soit ' = fonct. (U, o', a') I'équution de
la surface qui termine Yune quelconqgue d’entr’elles, &' étant le para-
métre dont la variation fait changer la densité A, et passer d’une couche
a une autre, on trouve

1 dormts o X d.r'z—n
V"=n—|—§v/'1A T da'dude'T,, ¢,= fA a7 da'du dw'T,,

22—
Ces intégrales ont pour limites u=—1, u==+41; w=0, w=27; et les
valeurs de &' qui répondent aux couches exirémes.
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14°. HYPOTHESE. On suppose qu’une puissance quelconque de
¥ puisse se développer en une série de méme forme que celle du n° 12.
Par suite on prend
3 =72 4+Z,.. . +Z,+ etc., re—r=g 45 L5, ee,
Z', et 5, btant assujéus aux mémes conditions que X, daus le n° 12, Par
le théoréme du n°® 10, les valeurs précédentes de V,, et ¢, deviendront

Vn ! d L i d[& du de' Tn ’ Pp= : fA (Z.. z;" (.Za' (ZU’ do’ T"
P 2—7n da

15°. Lorsque le sphéroide est trés-peu différent Q'une sphére déerite
de Torigine avee le rayon a, on prend pour V'équation de la surface
R=a (14-aY"), (d), a étant une fort petite quantité de laquelle dépend
Pexcentricité, et Y’ une fonction de «' et @', dontla valeur ne doit rester
comprise cntre certaines limites. Par suite de Thyp. du n® 14, on aura
Y=Y.+4+Y ...+ Y%+ etc., Y, étant assajéti aux mémes conditions
que Z'; et 5',. En bornant 'approximation & la premiére puissance de &,
on trouve

Vy=aa+ ?’./"Y’" du' dw'T,, V== actﬂ—'fY’,, di'dw T,.

169, I wPest pas démontré dans Panalysc connue que la_forme donnée & r/'n+3, n° 1.4, soit lyitime
en gendral. Mais on peut justifier le dépeloppement précédent de Y'.

Pour y parvenir, supposons que le point attiré soit a la surface du sphéreide donl 1'équation est
R=g¢ (14 «Y’). Menons la normale an point atliré , et imaginons uue sphire de rayon a passant
par ce point et ayant sou eentre sur la normale, Ia fonetion V powrra se décomposer en deux parties,
Tune A relative & la sphdre, Iaulre » relative & l'excis dun sphéroide sur la sphire, et l'on aura

= A + ¢,

Concevons maintenant gue le point attiré s’¢léve an-dessus du splidroide d'une quantité infiniment

dV {
petite dr dans le sens du rayon r, A croitra d'une quantité A’ dr, et il viendra =AM l/y
Wde

Ona A=—3—7rax : pour obtenir A’, je norume » I'angle compris entre la normale et Ie rayon r;

Ia distance du centre de la sphire au point attiré, dans sa nouvelle position, sera égale A

‘/(a,2 --dr24-2adrcos. #); et pour cette position A devicndra, aux quantités du second ordre

pris, F waz ———;?- madr;done ona A’=—F 7aq.
3 3 3

(4) Cette forme a é1¢ donnée au rayon vecteur par D'ALEMBERT , daus ses Flcch, sur le Syst. du
Monde , ze part., p. 265. Ce géomilre estle premicr ¢ni se soit eccupé des sphéroides non ellip-
tiques , mais tres-pen difiérens de la sphire.
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Lde . . .
Pour avoir ;0 Soit J la distance du point attiré, situé sur la surface, & Ja molécule u,

- o 2 ® df
onayp=s Td Frashs 2 Fir
8i Pon fait J‘:uu’-{-V (x—u3) ¥ (1—u'2) cos. (d—a'), ona fi=rt — 2rrPfr/1 | done
af r—r'd

fdr r-_—zm-;;- Puisque le point attiré est & la surface du sphéroide, enar=a(14aY),

Y étant la valeur de Y/ oit I'on a changé «/ et &” en u et . Faisons d'ailleurs '=a(1 - ay’), ¥ ne
devra prendre de valeurs que depuis zéro jusqu'a Y/, done, au second ordre pres, il vient

i}:_ b 4 I—J\+ICY—~Y'JN)
Sir za 1—3a—N{ita ¥y

Commme la valeur de x contient dr/, et que cette différentielle est égale & a & dy’ il ne faudra

prendre dans Yexpression précédente que les termes indépendans de . Ce qui la réduit & ;I—a-. Ona

d
donc—y.—_—---.i- =-——?I;v$—-:-;; (V—A).

dr 20, f
En remplagant A par ;—-waz , il vient enfin

b4 av 2
_V +a—;=——-? T as,

Cette équation (¢) mérite Ia plus grande attention. Elle laisse I'origine du rayon r indéterminée,
seulement clle la suppose tr¥s-voisine du centre de gravité du sphéro‘ide.

Sil'on met dans cette équation au lieu de V la série ——]— * + ete., qu'on remplace r par sa
valeur @ (14« Y), on trouve

A%
1':--4"';_‘!3(\7o + 3 Z.I + 5‘2: + 7 V3 4 etc.) :

expression qui donnera, eny changeant z et  en # et ', la valeur de Y’ sous la forme qu'il falait
légitimer.

17°. Y étantexprimé par Y -+ Y,;... 4 Y, -} etc., la comparaison de
cette série avec la précédente donnera
famrart3

2n4-1 "
Cette formule, rapprochée de celle du n® 14, donne

@ .. fY’dudwT,,__ A7

V=278 7"

() J'ai changé I'analyse par laquelle M. LAPLACE arrive & cette équation , tom. II, p. 27 de sa
Méc. cél. , afin de Ini donmer une forme plus rigoureuse. M. LACRANGE est entré 3 ce sujet dans
des développemens étendus , Journ. de PEe. Polyt, 15¢ cahier,
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Donc la double intégration faite sur Y du' do’ T,, entre les
limites u=—1 et u=1, w=0 et w=27 , ne fait que transformer cette

différentielle en ——— 47 Y,, Y, étant la valeur de Y', ot Uon a mis

+

uetw ¢la place de uelw.
Ce théoréme réduit les valeurs de V, et v, no 14, & des intégrales
simples , savoir:

4’71. d Zﬂ I 471' [_Z_Lﬁ ’
Vo= (272+1)(n—{—5)f da da ~ —n) (2n+1 )fAda,’ dd's

Z, et 3, étant ce que deviennent Z', et z’, en y changeant &' et @' en
ueto.

18°. La différentielle X, X', du dw a éié intégrée relativement & w,

® 11. L’équation (D) donne le moyen de faire la seconde intégration.

n

19°. Lorsque le sphéroide est de révolution , Vintégrale du n° pré-
cédent, qui donne V,, se simplifie. Sa valeur générale pour ce cas,
comparée 4 la valeur particuliére qu’elle prend lorsque le point attire
est sur Vaxe, mantre comment, nvec la série qui donne V relativement
a un point situé sur Laxe, Uon forme celle qui est relative & un point
placé a la méme distance de Lorigine sur un rayon quelconque (f).

. Lorsque le sphéroide n’est pas de révolution , mais qu’z’l est
sy menzque par rapport & trois plans rectangulaires , la valeur géné-
rale de V s’obtient facilement , lorsque cette fonction a été préala-
blement déterminée pour le cas ou le point aitiré est dans le plan de
Léquateur.

21°. Développement des formules relatives auzx sphéroides presque
sphériques (g). Gelles qui se rapportent aus sphéroides homogénes se
simplificnt en prenant Uorigine du rayon de la surface au centre de gra-
vité du solide, et en faisant entrer dans son expression le rayon d'une
sphére égale en volume au sphéroide.

(f) Ce théoréme a ét¢ donné d'abord par M. LEGENDRE , relativement aux séries qui expriment
Pallcaction. Sav. Err. | tom. X
L, . X

(g) Eu donnaut @ ces formules une autre place que dans la Méc, cfl. , Jai dit faire quelques
ehangemens & Janalyse de M, LAPLACE.
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Figure des Planétes.

22° Erar de la question, pour former Véquation de laquelle dépend
la constitution permanente d'une planéte, Uon doit caleuler trois espéces
de termes :

1. Ceux qui sontdus i lattraction des parties de la planéte sur une
quelconque de ses molécules;

2. Ceux qui sont dus a U'action immédiate des corps étrangers sur
cette molécule;

3. Enfin ceux qui proviennent de V'action de ces corps sur le centre
de gravité du sphéroide (2).

23" L’excentricité de la planéte est produite par la vitesse angulaire,
et I'action des corps éirangers.

24°. Une simple différentiation donne la pesanteur en un point quel-
conque de la planéte,

25°, En supposant le sphéroide homogéne, et prenant pour le rayon
de sa surface une série de la méme forme yue dans le n” 15, on déter-

mine , au second ordre pres, la forme de cette surface, et la pesanteur
des points qui y sont situes.

26°. Lorsqu’aucun corps étranger n’agit sur la planéte et qu'on Ia
suppose homogeéne, sa figure est celle d’un ellipsoide de révolution (i).
Lol des variations du rayon et de la pesanteur a sa surface.

27°. On démontre la proposition précédente, sans recourir aux
sérics.

28°. En général, la figure de Uellipsoide de révolution est rigou-
reusement compatible avec la rotation uniforme d’une masse fluide
homogéne (k).

(%:) I n'est pas pernis de supposer que cette action soit laméme que si toute 1a masse dusphéroide
€lait réunie cn ce point. C'est pourquoi [lintroduirai dans mes calculs des termes qui ne se trouvent
pas dans le Méc. Cél.

() Cette proposition , aprks avoir beaucoup exercé les géomures, a été démontrée la premibre fois
par M. LEGENDRE , Ac. des Sec. 1784,

(k) Cette proposition , admise par NEwToN dans ses puincipes, a été démontrée d'abord par
MactAvaiy , Tr. des Flux, art. 636 .....640.
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Lorsque Vellipsoide est alongé, il doit étre rejeté, et lorsquiil est
aplati, il est nécessaire que la force centrifuge ne surpasse pas une
certaine limite.

2g°. Lorsque la vitesse angulaire est fort petite, on détermine pour
Vexcentricité une trés-petite et une tés-grande valeur,

30°. Expression de la pesanteur en fonction de la distance & P'équateur
'« de la normale — de la latitude.

31°. Application des formules précédentes an sphéroide terrestre. On
détermine les constantes au moyen des troi2 quantités suivantes :

1. Le nombre de secondes que la terre met & tourner sur clle-méme;

2. Le degré du méridien mesuré a la latitude de 50°;

3. Lalongueuar du pendule quibatles secondes & cctte méme latitude.

Rapport du rayon de I'équatcur a celui du péle. Valeur absolue de ce
dernier.

32°. THEOREMES sur la moindre valeur dun tems de la rotation qui
permette la figure elliptique a une planéte homogéne.

Vu par le Doyen de la Faculi¢ des Sciences,

S.-F. LACROIX,
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