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THESE DE MECANIQUE.

MOUVEMENT, DANS UN MILIEU RESISTANT, D'UN POINT
MATERIEL ATTIRE PAR UN CENTRE FIXE.

INTRODUCTION.

le me propose de déterminer le mouvement d’un point matériel attiré par un
centre fixe, suivant une fonction de la distance . dans un milieu homogéne dont la
resistance est une fonction de la vitesse du mobile.

Les mémes caleuls peuvent donner les circonstances du mouvement quelles que
soient la loi de I'attraction et 12 loi de 1a résistance, mais pour me rapprocher des
phénoménes naturels , j"ai examiné spécialement :

10 Le cas ol I'attraction du centre fixe est proportionnelle & la distance. Ce cas
se présente dans le mouvement d’un point matériel dans une sphére fluide dont
toutes les molécules Vattireraient suivant la loi de la gravitation universelle.

20 Le cas ou 'attraction est en raison inverse du carré de la distance. Les résul-
tats s’appliquent immédiatement au mouvement des Planétes et des Cométes. =i en
les suppose plongées dans un milieu résistant homogéne.

30 Le cas ol le centre fixe est assez éloigné de tous les points de la trajectoire .
pour qu’on puisse regarder son action comme constante de grandeur et de direc-
tion. Tel serait e mouvement d'un corps lancé obliquement a une petite distance
de la surface de la terre . et qui s’en ¢loignerait peu.

Dans chacun de ces trois cas, j'ai examiné Ihypothése de la résistance propor- .
tionnelle & la vitesse et celle de 1a résistance proportionnelle au carré de la vitesse.

J'ai eu pour vérifier mes calculs dans le second cas, et dans hiypothése de la ré-
sistance proportionnelle au carré de la vitesse. les résultats donnés par Lagrange.
Laplace. Poisson, dans leurs traités de Mécanique. Mais ces illustres géométres ont
voulu.soit envisager le probléme comme un cas particulier d'un autre beaucoup plus
général , soit établir seulement les conséquences extrémes du mouvement des Pla-
nétes dans un milieu résistant . tandis qu’en le traitant directement, jai pu le pre-
senter d'une facon plus simple et avec tous les développements nécessaires.

Pour le troisiéme cas, je suis anssi parvenu aux résullats trouvés par Poisson:
mais en suivant une autre marche qui a l'avantage de s'appliquer commodément
aux diverses hypothéses que I'on peut faire sur la résistance du milieu.

— g S S
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EQUATIONS DIFFERENTIELLES DU MOUVEMENT.

La trajectoire aura lieu dans le plan qui passe par le centre fixe et 1a direction de
la vitesse initiale.

Prenons ce plan pour plan des coordonnées et le centre attirant pour origine,

Soient 2, ¥ les coordonnées du mobile au bout du temps ¢, v sa vitesse, r et 4
le rayon vecteur et 'angle qu'il fait avec I'axe des « positives.

Représentons par ¢ () la force aceélératrice du mobile & la distance r, et par f(v)
la force accélératrice due i la résistance du milieu.

l.es équations différentielles du mouvement sont :

d2x x dzx
an = —?(7')'; — f(v) b
d ¥ )

el —rw !

de
Ou en remplacant ds par vdt .
d*x &) dx o (1)

c_ltT+ dl+7-z=o.... . (1
&y | f) d!l 9 () (r) v
Q)
[m+v +——y=0 . . . ..
EL il faut joindre & ces équations les relations
dx? dyt  dr? da?
2 = = 2.
=t T T e
Zz==17rcosb Yy = r sin 0 7”2 = 2?2 4 92,

Ces deux équations différentielles conduisent & deux autres que nous emploierons
de préférence.
Multiplions I'équation (1) par y , I'équation (2) par &, et retranchons la seconde
de la premiére, il vient:
2 2
d:c &y . f(v) (_I/ x(ly)=

T “’ma+v w T Tar

Ou si on désigne par ). V'aire décrite par le rayon vecteur dans le temps ¢,

S @ .
dt" vdt=0........ 3,
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dr d
En multipliant les équations (1),{(2) par — T TIZ et les ajoutant membre &
membre, on &, en tenant compte des relations préc¢demment citées :
d..
d’b +2’l)/(? +2?(7')T’t=0 P "4

On peut déduire de I'équation (3) que les aires décrites par le rayon vecteur, dans
le méme temps , sont moindres dans le milieu résistant qu'elles ne le seraient dans
le vide.

Considérons, en effet, au méme instant, deux mobiles oceupunt la méme place
dans I'espace, et ayant la méme vitesse de grandeur et de direction, mais le pre-
mier sc mouvant dans le vide, le second dans le milieu. On aura pour le premier
en faisant f (v) = 0 dans I'équation (3) et en désignant par )’ les aires correspon-
dantes au temps ¢,

- 1
l.’=:— Gt

dv
(:/ étant unc constante délerminde par la valeur initiale de 4 o de

dae z dyo
o a1 v

PPour le second mobile, on aura :

j__(&.lt
;.=§(:/' dt

(.7 ayant la méme valeur dans les deux exprescione

f

deodt/,onaura:

Or, soit A la plus petite valeur que prend-

(N
/‘%’- dt > Af et par suile
0

¢ 'lf(‘
7/ f) di t_At —Al
) /; o Y dt < f e dtet puisque, quelque soit /. ¢ vt

1]
v

t
—At
toujours < 1ona: /; dt £t el par conséquent :

v

P & = G/t ou 2 <y ce quiil fallait démontrer.
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EXPOSE DE LA METHODE GENERALE POUR DETERMINER LE MOUVEMENT
DANS UN MILIEU RESISTANT.
I.a méthede générale pour déterminer le mouvement du mobile dans un milieu

résistant . consiste & intégrer d’abord les équations (3; (4) dans le cas de f (¢, = 0.
¢’est-ai-dire en supposant que le mouvement a lieu dans le vide , ee qui donne :

= —2fumydr 480 . . . L L L L 6,
Dot Pon deéduit
* -+ rdr B
= - Vo S dr + QU — L . 7

+ Cdr L

) -— = jppmeribitianl . .
/rl/ — 22 Jondr+ 2 Hr—0C

t., U, -, = c¢tant 4 constantes arbitraires.

Les équations {7) '8} sont les intégrales générales des équations *3 4 pour
/' r; == 0. Elles déterminent complétement le mouvement dans le vide. Repreisen-
lons=les ainsi

o= F b G0 . . Y
R O N I | 11

On passera alors, du mouvement dans le vide, au mouvement daus le milieu , ¢n
regardant les constantes ¢, 1, =, m comme remplacces par des fonctions du
temps que I'on déterminera de maniére & satisfaire eéncéralement aux équations 3;
et .4,

Dittérentions done les équations [9; (10 en faisanl varier G WL =y L il ient

- _ drF  dr di dC dr¥ fli
A d Tt T a

7 da _ dV, dr v, dC d¥F, dHl
T dr T dr dt G dl e
dr !

i
m pourrait lirer de ces équations — et —— . euconelure — b 2 el par jir-
O p at L | T, pT: T fritr o

o daet

. . -
fErentiation T L =gy ¢ mais comme la sobstitution des valeurs de » ot e
fdl? [¢
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& A% dr dat \ .

T AR Ak Tdr dans les ¢équations (3) (4) ne donnera que deus érua-
tions simultandes entre Ies 4 ineonnunes G, Y1, <, @, on pourra assujettir eelles-¢i

: ] . - . - . dr '
4 deux équations de condition. On choisit ces conditions de facon que —- i

1t dl
aient la méme expression que dans le vide , ¢'est-a-dire que 'on pose :

- . db¥ dC + ay du n

w S ®a Yaaw o b

do _ dF, dC dF¥, dll 43

e dC di S o -
dr

. d4 . L. L.
K les équations qui donnent TR doivent @étre dquivalentes aux intégrales

premitres (35) (6; . ce qu'il est d'ailleurs facile de vérilier.
Diftérentions done (5, 'G; . il vient :

du 4 d
der Tl
das 9.°r dr + M
T U 7 dt

It en substituant ces valeurs dans (3; et (4; on a:

e LS o
_,,_!._ .T. =0 . . ., 15
Jdl .

— AR SR A § e e e e e 14
o e !

A e du _
Les ¢yualious {13; (14; font couuallrum—: A les substituant dans 11-
d- - . . .
12), 0u uuraTI Bl ainsi ou pourra déterminer i ehaque instantles valeurs des
¢ «

Ten .

variables G 1, =, w. ou des éléments de la trajectoive qui en deépendent, Le mou-
vement dans le milieu résistant sera done entierement déterming.

1l peut élre ulile de considérer daus les caleuls une variable auxiliaire w qui sert
i clablir la relation entre 1,0, 7.

Suitl géndralement
{— = yflu,C. 1

P

w== b r,C. 1,
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O aura, en différentiant,
d= dby du db dG dy dn

T wmw T Y avar
du  db dr dy, dC dy, dil

W @ T w tar @
De sorte que la premiére de ces équations devient :
d= dY [Ll'i' dr  dy dC +LIJ. a1l dy dC  dy dil
dr dt dc dt

F7iir an @ 1T acda Tavar

On pose alors I'équation de condition :

&=y dy dC | dy di ay A6 dy dif
dt  de LdC df T du uz] G de T dide

. du . . ..
L.a quantité entre crochets est o obtenue sans faire varier r, nous le désizne-
(24 -

[ du ,
rons par -], et 'on aura :

d= & [ du ] & dC (I,; dan
de _cﬁ dt ac & (Ill dt

Dol 'on voit qu'il faudra dans la relation (15) négliger les termes ou les cons-

., . e .

tantes arbitraires n’ont pas varié , mais en conservant le terme en [ T ] On ¢li-

minera d'aillenrs cette quantité i Paide de I'équation (16) différentiée sans faire
varier r.

. . t
On peut faire une remarque toute semblable pour la détermination de # .

Nous allons maintenant étudier plus complélement le mouvement e¢n dennant une
valeur a7 ().

Nous supposerons 1° o () ==ur, ¢'est-d-dirc I'attraction proportionnelle & la
distance,

2090 = <1, c’est -i-dire I'attraction en raison inverse du carré de la distance.
r

2 désignera, dans les deux eas, Uintensité de la force accélératrice qui sollicite le
mobile & I'unijté de distance. Ainsil'on a: p = (M + m), M et m ¢tant les masses
du centre attirant et du mobile, f l'attraction mutuelle de deux unités de mass:
placées & I'unité de distance . quantité que 'on déterminera par 'expérience . dans
chacune des hypothéses ot I'on se placera.
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I. — ATTRACTION PROPORTIONNELLE A LA DISTANCE.

5 1. — MOUVEMENT DANS LE VIDE.

En faisant - 77, = pr dans les équations (5; (6, /7) '8), elles deviennent

o= ©
= — art 4+ 21
. + ulr )
== I/——.u' + ol —
g *edr
TS g ol =

On effectue ces deux quadratures, et on voit que dans toute I'étendue du mou-
vement, fes intégrales générales sont :

wrt == 1 4 [‘/TII-'——"AE;T—Q v |_l‘—:;(,—~’£‘0\~' ‘t—<) [/J_

— 52 "}—':}

n+V TR

Cette derniere équation est celle de la Trajectoire ; elle repriésente une ellipse
rapportée i son centre et dans laquelle « désignerait I'angle que fait le grand axe
avee I'axe polaire.

1.’ éqquation géndrale de ces ellipses, en désignant par « ledemi grand axe ef par»
I"excentricité, est :

ﬂ'—' 1—1""

P p—— —

| — ¢ 08T (Gt
On doit done avoir les relations suivautes :
¢
| IR g | CRP
g |
g i

=q l—e;

o
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d’ol Voun tire :
Pmpilee) el G= L@ pypise

9H=ya?(2—e?)  et2 ) Hi—pC? =pae!

Nous substituons ainsi aux constantes C, H, deux nouvelles constantes «. e (qui
out une signification géométrique. Il vient alors :

D_ ot e
—([T—--._,—al/l*l/l"e

vi=— pr? 4 pa? (2—e?)
Pzt {1—e? cos* (t—2) 5 ).
et en égalant les deux valeurs de r*
sin2 (b—r) 3 p
1—e2 cos? (t~7) 0.

Substituons la valeur de 72 fonction de ¢ dansla valeur de v2, il vient :

¢0s? (t—w) =

vi=pa* (1 —¢ sin’ (t—=) Vsl
Si pour abréger, on pose :
. = [ 4
(t—) " p=u——,
toutes les variables a’expriment & P'aide de », savoir :
ri==q* (1 —e* sin’ u)
v =ya®* (1 —¢* eos® u)
05 (6w cos* u
08t (0—n) — ——mo——
1—e*sin’y

% a une signification géométrigue analogue a celle de I'anomalie excentrique dans
l¢ mouvement elliptique des Planétes. En effet en multipliant membre & membre la
tre et la 3¢ des équations précédentes , on obtient :

7 005* (§=an)==a? c05> %, A'00 r cos (0—n) =4 a cns u

On peut choisir celui des deux signes que 'on veut. Si on prend le signe 4. u
représentera I'angle que fait. avec le demi grand axe positif, e rayon mené a 'extré-
mité de I'ordonnée du mobile prolongée jusqu'd la rencontre de la circonférence
dont le grand axe est le diamétre.

La econstante = désigne I'¢époque du passage a Pextrémité du petit axe; la durée
de la révolution est : T = _2_":-, 17 estdone la vitesse angulaire du moyen mou-

Ve

vement.
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La vitesse maximum du mobile correspond au minimum de cos u, et inverse-
ment, ¢'est-3-dire que le mobile a sa plus grande vitesse, quand il passe aux ex-
trémités du petit axe, et sa plus petite vitesse quand il passe par les extrémiteés
du grand axe.

§ 2. — MOUVEMENT DANS LE MILIEU RESISTANT.

hifférentions les équations :
d). ] — o
— == a2 1] —e?
a1 VeV
W= — pr? 4 pa? (2 — €2)
en regardant ¢, e comme des fonctions du temps et en négligeant le terme

qui 8'évanouirait par la substitution de T dans I'équation différen-

. i 2\
tielle (4). On obtient ainsi, en substituant les valeurs de — el

d
T
T " dans (3) et {4).

Z(l—e'z)——-—-(ge__*.a(‘_g)f(”) 0

da de v
D e () — — —_— — =],
2 )(It aedt + pa S =0

S ()

templagons , pour plus de symétrie » f{v) par v2 - puis #? par sa valeur

u@? (1 — €* cos?u}, on tire :

de (lf() _t f()

dt—-—Te U = (—-—-—(l—cm 2u,

(l_e = -———if(v)(ﬁ sin? g —1)= l—e'lf( \(-n.sQM
dt e e

ds e ps as .
Pour avoir;ﬂ, on différentie, d’aprés ce qui a été dit plus haut. les relations :

—_ ®
{—< = — —
(=) p=u—7

== a?(1 — ¢? sin 2u)

en regardant £. r comme constants, ce qui donne

=[]

Document humérisé par la Bibliothéque Interuniversitaire Scientifique Jussieu - UPMC



— 19 —

X  sint w38 ae sin® de "inucocu[du]——n

1 — e sin® ) T in u—dt ae* s : i l=
da de

A dr’

tt on élimine [%] entre ces deux équations. Sil'on remplace ensuite

par les valeurs précédentes, on obtient :
de — 2—¢e f(v) .
AL stn 2u.
On obtiendra de la méme maniére —é% i I'aide des équations :
) cos® u
082 (8 — ) = ————
s { ») 1 — ¢ sint u.

rr==q* {1 —e?sin® u;
que Pon différenticra en regardant » et 8 comme constants, et entre lesquelles on

- du . . . ‘s .
¢liminera [7‘- ] Mais on peut y arriver plus simplement i I'aide de la relation

indépendante de u,
S at(1—e*)
1 — ¢ cos* (9 —m;

On trouve par I'une ou I'autre méthede :
dw 1 —c 27
=vi=c f—(—-—)sm 2

"
?

ae Pz

Nous allons maintenan! faire deux hypothéses sur la loi de risistance da mi-

lieu :
1o Résistance proporlionnelle ¢ lu vitesse.

Soil f(v) = k», k étant un coefficient qui dépend de la densité du milien ef de
celle «du mobile, il vient pour les variations complétes des éléments :

1 da
% 7; == — -]?a"] — cos 2
1 de = l_c;f o8 2u
k dt e
— d- 2—c
! d = -~ sin 2u

VP @T o
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1 e \/ l —

= - stn2u,
rdt ¢

Ces formules mentrent que les variations de e, =, o reprennent périodiquement
1a méme valeur quand Fangle « croit de une ou plusieurs demi-circonférences: mais
Ju variation du grand axe se compose d'une partie périodique et d'une partie qui
ne Vest pas, Celle-¢i donne :

1 da L,
bde ™"
doit. en intégrant .
1
—.—;ﬂ"
{a :::.'\E -

: désignant 1 base du systéme Népcérien , et A la valeur initiale de .

Ainsi la résistance du milicu ne change pas d'une maniére durable I'excentricite.
la position des axes, et I'époque du passage i I'extrémité du petit axe, mnais la lon-
rueur du grand axe et par suite celle du petit axe, diminuent de plus en plus avee
le temps . de sorte que le mobile tend & se précipiter vers le centre qui I'attire, ot
Wautant pius rapidement que la résistance du milicu représentée par le coeflicient
/i est plus grande.

Remarque. — Dans Ihypotheése de la résistance proportionnelle i la simple
vitesse et de Uattraction proportionnelle i la distance, les équations géndrales (1;¢2
deviement : )

*r (I r 0

A l" +or=
dy o dy )
dts + qr T =0

elles pruvent £intégrer immédiatement et donnent

L
J=E

(\l, cos b 4 Mg sin ot

= kt
p=1:t * (Nycos ¢l + Nysin )

-+ ¢lant un coelficient dépendant de &, M. My, Npo Ny des cunstantes arbitraires
On tire de ces éuations :

in gt = S TN ~
sin gl = !\l.l\:—‘M'I-\. H

Lo

M. 2 — N,

roN .‘.[ —-—— -

M, N — .\FT\‘

"
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et par conséquent

My — N, 2)2 + (Mey —Naxj2 =M, N, — My N,) 2 : kt

1
équation d'une ellipse dont les axes sont proportionnels & e? k et par conséquent
I'excentricité constante; I'angle que fait le grand axe avec I'axe des x est aussi
constant.

Cette ellipse n’est autre chose que I'ellipse des variations non périodiques,
mais le mobile ne peut étre regardé comme se mouvant sur cette courbe méme
dans un instant infiniment petit, car elle n’est pas tangente & la vraie trajectoire
laquelle s’obtiendrait en éliminant le temps ¢ eomplétement entre les valeurs de ./

d .
et . On voit, en effet que la valeur de % ne saurait étre ia méme pour les deuy

courbes, z, ¥, ayant la méme valeur.

20 Résistunce proportionnelle au curré de la vitesse,

Soit fiy) = k2, d'ol

.fz(,_v)=ku=],;avf‘/1—-e"cos'~‘u,
il vient:

a ————————
._..1_.__.d__=_.’..a2(1 — cos) v 1 - eteos*u
kv Ot ’

— p2 —_— e
_}_:iif_=al cos 2uy 1 —etcostu
kv @
1 — % —_—
x.‘_{:_=a 2 Qe,e sin 2u /'t — e2 cos? u

du 1 —e
1 0 a 174

kVT dt - e?

sin2uy1—e*cos?u

Développons v 1 — ¢ cos® 4 par la série de Taylor, et remplacons les puissances
de cos u par les cosinus des arcs maultiples de «, il vient

3

1 —Feosftt—=1—Lp2— 3
1% cost u=1 G o

1 o
et . .. — —e?cos 2u— etc.
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Cette valeur multipliée par sin 2z ne donne que des termes périodicues ; ainsi. w et
= ne subissent que des variations périodigues ; il n'en est pas de méme de a et e. et
Pon a pour les parties non périodiques des variations de ces quantités:

1 da . . .
—_——— = (¢2( 1——5-33—6— ei. . )
kyp dt * i
Négligeons le carré de 'excentricité et intégrons, nous aurons
A
=
1 + h Aty . P

A détant la valeur initiale de a.
On a de méme , en négligeant le cube de ¢,

A’ \/y.
at =i I'on remplace « par la valeur précédentc, et que 'on intégre .

de
dt

(1+ Auvi)

E étant la valeur initiale de e.

Ainsi, le grand axe et P'excentricité diminuent indéfiniment avec le temps: par
suite , le petit axe diminue également : au contraire . la pesition des axes et 'époque
du passage & 'extrémité du petit axe n’éprouvent que des variations périndiques.
(e sont les mémes résultats que nous avons constatés dans l'autre loi de la resis-
tance . a part toutefois la variation non périedique de V'excentricité.
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1. — ATTRACTION EN RAISON INVERSE DU CARRE DE LA DISTANCE.

§ 1.— MOUVEMENT DANS LE VIDE.

En faisant 5 {r) = :T dans les équations (5) (6) (7) (8). elles donnent :

di. '
—='¢
dt 2

2'
o =_-—r—'* + ol

; / =+ rdr
Y ARV Ty | gy o

, /’ <+ Cdr
Y oy =— -
r v %ur + A —C2

On sait que cetite derniére quadrature a pour expression , dans toute I'étendue du
mouvement, I'intégrale :

C2
-
r= —_— .
H(?
1 +V1 + 2:3 €08 [ — w)

La trajectoire est donc une section conique, qui a son foyer au pole. En la com-
parant avec I’équation générale des sections coniques,

_ a(l—e?
1 + ecos (b —-m)’

il en résulte :

C2==pa (1 —e2), H= — -

La valeur de H étant négative, il s’ensuit que V‘ _1_2“2G ou e est << 1.

}l.
Donc , la trajectoire est une ellipse, pour laquelle » désigne I'angle du demi grand
axe, qni contient le foyer, avec I'axe polaire.
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Dés-lors, le rayon vecteur varie entre ¢ (1 —¢) son minimum, et « (1 4 ¢) son
maximum. On peut done poser :

r=ga(l —ecosu).
I’angle » a une signification géométrique trés simple, car en comparant les deux va-
leurs de r, il vient

acosu=uae 4 rcosH — a),

d’ou I'on voit que si 'on déerit sur le grand axe, comme diamétre, une circonfé-
rence, que ’on prolonge 'ordonnée d’un point de V'ellipse jusqu’a la rencontre de
cette circonférence, et que I’on joigne le point de rencontre au centre de I'ellipse ,
» sera 'angle que fait ce rayon, avecle demi grand axe focal.

En introduisant la variable » dans la valeur de di, fonction de », prenant le si-
gne 4, puisque du et d¢f sont positifs, on trouve :

V “—*;—dt = (1 — e cos u) du, et en intégrant

y, .
“— (—<)=u—esinu.
V o (t—-=)

Toules les variables sont done exprimées a I'aide de «.
Par analogie avec le mouvement elliptique des planéles, nous nommerons § — o

I'anomalie vraie, # 'anomalie excentrique, et V a—'; (t—+)'anomalie moyenne.

Nous désignerons aussi par z» le nombre —a*%—qui est la vitesse du moyen

mouvement, de sorte que la derniére ¢quation s’écrira:
n{f —<)=u-—esinu.
Enfin, «» et < seront I'angle du Périhélie et 'époque du passage du mobile en ce
point.

§ 2. — MOUVEMENT DANS LE MILIEU RESISTANT.

Remplagons C, H en fonction de ¢, e, il vient :

d 1
—dt —2\/!"“( _e)

2

P2 = T
r

alx

3
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cnne . . . . dsn  d.et
Différentions ces équations en faisant varier «, ¢, on aura des valeurs de - TR

yui, substituées dans les équations {3) (4), donneront :

1 (v)
(1 — oy 22 2ac—+_a(1 AN
dr v
u de
R, Wf v, =
«t dt + 2l 0
f(

En remplacant, pour plus de symétrie, uf (») par #2 "— , puis »? par sa valeur

en fonction de u, savoir:

¢ 1 +ecOsu
p2=— L

(3 l—ecovu

ot reésolvant les deux équations, on obtient :

de 20 (1+4 ccosu) f(v)
dt 1—eccosu ®

de 2(1 —eeos u f(&)
a 1—ccosw v

de e g . .
Pour avoir I on différentie les dquations :
al

nil—c)=u—esinu

r==a{i — ¢ cosu)

. e . . . - du
avee les précautions indiquées dans Uexposé de la méthode . et on élimine [———” ]
{i
enlre les résultats obtenus. On a ainsi:

d=- dn 2 1 —ebeosu i
—_— — ({ — ) — = — SilU -~ - ———_— ——,
(It+‘ )rlt e * 1 —ecosw r

. dn . le da | .
At lieu de développer Frall fonction de (d—; et de remplacer — st oque

t —-cn fonction de u, il est préférable d'introduire , dans eetie formale. Uanondic
movenne . en ajoutant 2 aux denx membres. On a alors :

da{t— < 2 1 —cdcosu f.o;
—~.(._—..—_ ] + - sinu __—._.‘—. ‘! ‘t;'.
dt r 1 —rcensu
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. do copi e . .
Pour obtenir —;f , on différentie semblablement les équalions
[{

COS U — ¢

o8 ( — ta) = ———————
I —ecosu

r=a(l —e¢cosw)

. du , . s oveees
ol on élimine [ EZ] entre les résultats. On pourrait aussi différentier simplement

la relation :

_ a(l —¢)
T 14 ecos(f— w)

On trouve de 1"'ane ou de I'autre facon

dw 2 sinu ——s f(¥)
—_— e — e ————— 1—"02‘(—'
dt e l—ecosu‘/ T

Nous allons maintenant faire les deux hypothéses sur la résistance.

10 Résistance proportiounelle a la vilesse,

Soit f (v) = kv, il vient:

1 da 14 ecosu
e e = U ———————

k dt 1—ecosu

1 de Y €os u
TE?__Q(l—‘e) 1 —ecosu

1 da(t—<) =n 2 | 1 —edcosu

_—— = 4 — sinu
k dt k + e 5t 1—ececosu
l d&) -

2 —  Sthu
_—— e —— ‘/ ]l—e —m— .,
] e | —ecosu
Pour trouver les variations non périodiques ou séeulaires des éléments, il faut

développer les fonctions de « snivant les multiples de I'angle u, et ne conserver que
les terines indépendants de ces multiples.

el .
En développant ou (1 — ecos u) suivant les puissances decosu,
1—ecosu
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multipliant le résultat par 1 4 e cos «, et remplacant les puissances de cos u par
les cosinus des multiples de %, on trouvera pour les parties non périodiques :

14¢cosu
1-—eccos t

=1+4+e4Te+. . .

cosu ] 3
—_— e - @3
{—eomu_ze¢tvet:
d’od, en négligeant le carré de 1'excentricité, on obtient, pour les variations sécu-

laires du grand axe et de ’excentricité :

L da_
2% di

_ 1 de_ .
ek dt 2

* On intdgre ces équations, et 'on trouve, en désignant toujours par ¢ la base des
logarithmes Népériens, par A et E les valeurs de &, e pour £ = o,

— 2%t
a==Ac

— kt
e—=FE:

Ces formules montrent que le grand axe et I'excentricité diminuent indéfiniment.

Pour obtenir les variations séculaires de ¢, remarquons que le second terme est
nécessairement périodique. En le négligeant alors dans la recherche de ces varia-
tions,ona:

dn(t—z)
T_n

d’olt

of
wt—<)=J ndt,
°

en supposant = = o pour £ = o.
Remplagons n par Va—y; et ¢ par sa valeur aﬁprochée As.%t , il vient, en ef-
fectuant la quadrature,

T | —3kt
t—:=§(l-—¢ )
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d’old

1 -3kt
1——5-]-‘(3kt+u — 1)

L’anomalie moyenne est donnée par la formule :

s Bk
-—)= 2 .
n(t—<)=A 3%

Quand a I'angle du Périhélie , 1a valeur de % montre qu'il n’est sujet qu'a

des variations périodiques.

2¢ Résistance proportionnelle au garré de la vitesse.

Soit f(v) = kv?; il vient, en remplagant v par sa valeur,

3
1 d'a=(1 + ecosu)?

i

. 3
(1 — e cos u)?

—_ L
_ 1 .iIi—Vi ¢os % (1 + e cos u)?
% (1—e3) dt a s

(1 — e cos u)*

1do _
kdt

—_ —_- 1
_21/1‘/1—(:'J stn u (1 4 e cos u)?
a e 3
(1 —ecosu)?

1
1 da(t—x) =n 21/;‘ sin (1 + € cos w)? (1 — e cosu)
% dt _T + e @ 3
(4 —ecosu)?

Si on développe, par la série de Taylor, les différentes puissances de 1 — e cosu
et de t 4 e cos %5, que 'on combine ces quantités entre elles et avec cos u, on
trouve, pour les termes indépendants de u et de ses multiples, dans les variations
deaetdee,
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2% v pa ¥

| de #
T(8+. )

Tk (1 — &%) dt =
Si.on néglige les termes cn €2, il vient dans la premiére formule :

1 da
ok ‘/_J'(; dt

1, dolenintégrant

e=1!{y A -kt \/_;-)3,

A étant la valeur initiale de a.
En négligeant les termes en ¢? dans la seconde formule , clle donne :

1 de GV? _
—_ o i
2k dt a’
remplagons e par sa valeur approchée, et intégrons, il vient :

1 de Vpdt

2% e VA—kt ‘/_J

L VE— kv

e =—

E étant la valeur initiale de e,
Ces formules montrent que a et e diminuent indéfiniment jusquw'a zéro; elles ne
peuvent servir au-dela de a = o, et 1a valeur limite de # est , par suite :

VA
kv

& =

L’angle » n’est sujet qu’'a des variations périodiques; mais il n'en st pas de
méme de =, et ses variations séculaires sont données par la formule :

da(t —=) —n 4
dt -

¢
n(t—-=) =f ndt

]

d'ou
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et en remplacant, dans «, @ par sa valeor approchée.

1 —- _/" d 1 1 |
VN —KyeP S WA—RveP elsv?[wf\‘—-lmv’?f-’ -\]'

O

o0
k /—T . kt m
s= Y (g ZXE )
2 Vv A V A

Drailleurs , & ¢ 37" » doit toujours étre plus petit que v/ A: donc =, loujours positif,
croit comme le carré de /.
I.’anomalie moyenne z (/ — -; a pour valeur ;

H(l-——r,’.—_--glk-(%_. :)

elle augmente done indéfiniment.

Conclusion générale. — Ainsi, dans les deux hypothéses sur la résistance du mi-
lieu, le grand axe et I'excentricité diminuent indéfiniment , et le mobile tend a se
précipiter vers le centre attirant. Toutefois , le périhélie n’éprouve que des variations
périodiques , mais 'époque du passage en ce point est retardée de plus en plus en
méme temps que I'anomalie moyenne est augmentée.

Remarque. — Lagrange a donné dans I'hypothése de la résistance proportionnelle
au carré de la vitesse , les variations des éléments elliptiques de I'orbite des Plan¢-
tes ; mais il développe suivant I'anomalie moyenne, tandis que nous avons pris
pour variable I'anomalie excentrique. 11 en résalte une différence dans I'expression
de la varialion non périodique ou séculaire de I'excentricité. Ainsi, Lagrange par-
vient it la formule

tandis que nous avons trouvé :

[e—

l(le__ 5 w
A “«
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1l est facile de montrer qu’on peut déduire ces deux formules I'une de 'autre.
Soit en effet Z 'anomalie moyenne , on aura, d’aprés une formule connue :

r=a(l-\-»%e2 ...—ecosl — %e‘*cos?’l,. .

d'ol1, & cause de

r=u«{t—ecosu)
cosu=— - e+.... +cosl + --ecosU . . . .

ce qui montre qu’il y a dans cos » un terme indépendant des cosinus de Z et de ses-
multiples. En le portant dans notre formule, savoir :

1 de

T_W:—QV% (1 — ¢*) (e + cos u+ecosﬁu+l:~ cteosu . . D

elle devient :

1 de I/? , (1
TW—_Q P (‘—e) Tc...+(-obla+...)

et en négligeant les termes périodiques en Z, aussi bien que le cube de Yexcentri-
cité,ona:
1 de _p-—

kat

ce qui est la formule que donne Lagrange.
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I — ATTRACTION CONSTANTE DE GRANDEUR ET DE DIRECTION.

Nous prendrons pour origine un point quelconque de la trajectoire pour lequel
nous connaitrons, de grandeur et de direetion, la vitesse du mobile. Nous choi-
sirons pour axe des y positives une paralléle 4 la direction constante de 'attraction
ct de sens contraire & celle-ci ; et pour axe des 2 positives une perpendiculaire au
premier axe, dirigée dans le sens de la composante de la vilesse & 'origine. Ainsi.
I’angle que fera la direction de la vitesse, au point pris pour origine, avec l'axe
des z positives , sera toujours aigu; mais il pourra étre positif ou négatif, suivant
que la composante de la vitesse suivant I'axe des y sera elle-méme positive ou
négative.

Pour plus de simplicité, nous appellerons verticale la direction de I'attraction;
'axe des x sera dinsi une horizontale.

EQUATIONS DIFFERENTIELLES DU MOUVEMENT.

En désignant par g la force accélératrice constante due i I'attraction , les équa-
tions différentielles du mouvement sont :

dz  f(v) dz

ae v dt )
&y | f) dy _ -
TJ_[: " L +y=0 . . . . . . . . . . (2)

Pour intégrer ces équations avec plus de facilité et dans le cas le plus général,
nous prendrons pour nouvelles variables la vitesse v et 'angle » que fait sa direc-
tion avec I'axe des & positives.

On a alors :

dy

x .
— Y CIS —_——==0 SN

dt¢ dt

et les équations différentielles (1) (2) se transforment dans les suivantes :
4
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d.vcos v

——dt—:"-f('v) COS g =9 . Ve e e e e s . (3)
d.vsing .
T+f(v)szian+g=o e e e e e e i4;

Lgalons les deux valeurs de d#, tirées de ces équations, il vient :

d.veosy dvsiny
fwleoss ~ foysinv—4+g

—dt . ... )

Développons et réduisons I'équation entre v et » . clle donne :

v flv _
(I.vcos~n=f()dn............ (6
g
Cette équation fera connaitre » en fonction de «; on en déduit :
v da
dt = —— — 7.
g cos
2
de=veosndt=— —ds . . . . . . . . (8;
q
‘1)2
((y=tangn(lx=—7 angvnde . . . . . {9;

Ces équations font counaitre v, ¢, z, ¥, en fonction de 4, le mouvement est donc
complétement déterminé.

L’équation (6), que 'on devra résoudre la premiére, puisqu’elle détermine » en
fonction de « et que toutes les autres dépendent de », se raméne i une quadrature
dans le cas trés-général ot on supposerait f{») = a <4 b ; car elle prend alors la
forme de 'équation de Bernouilli. Mais nous n’examinerons que les deux hypothe-
ses ordinaires : f(v)= bv, f(r) = bv2, et nous rapporterons le cocflicient & i la
force accélératrice g en le remplacant, dans le premier eas, par -(‘,I‘- et. dans le

% ; de sorte que & serait la vitesse que devrait avoir J¢ mobile pour

que la résistance devint égale a Fattraction.

second , par
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10 Résistance proportionnelle ¢ la vitesse.

Dans ['hypothése de f (v) = g% » P'équation (6) devient :

2
d.vcos w = T dq, d'00

d.v ¢0s dn { en inté (
; ———=— = ———, et en intégran
v2 cos® v cos? v’ g

vcos":tanyr,. S (1
La constante arbitraire C se déterminera d’aprés les circonstances du mouve-
ment A 'origine. Nous supposerons , pour plus de commodité , que I’on commence
i compter le temps & partir de Vinstant oil 1e mobile passe par Iorigiue, et il suffira.
pour ¢tudier le mouvement 4 des époques antérieures, de donnmer & ¢ des valeurs
négatives.
Soit done pour ¢ =10 v =0 n ==y,
On aura:

= w———— o}~ {ang ne.
Vo COS 1y

la valeur dew tirée de 'équation (10) et substituée dans I'équation (7) donne

k dn

df = — —
g cos® 4 {C —tlang 1)’

et en intégrant

gt
C—tangn=Ae *,

» ¢tant 1a base Népérienne, et A une constante arbitraire , qui a pour valeur

C — tang v O ——————
g o Vg COS 19

g¢

k =%

| résulte de cette équati =
N ré quation que » cos 3 C—tang v

T A
c¢ qui permet d’exprimer immédiatement x ety en fonction de ¢, et on a:
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k% g 5 9
dr = x° kE dt dy == (C— Ae '-')A—e kdt,
d'ol en intégrant et & cause de ¥ =0 y =0 pour =0
I3 %
x=]—g(1—e’-‘).......... (1)
y=-—-kt+b721—(i(l—e—g—’:') R )

Pour avoir I'équation de la trajectoire, il suffit d’éliminer ¢ entre ces deux
équations, ce qui donne :

K Ag

y._—..Cw—i-—; log(l—-ﬁ.z'). e e e e e e (13)

Nous allons étudier la forme de cette courbe, laquelle dépend de I'angle ini-

tial no. Remarquons, a cet effet, que A est toujours positif, qu’il en est de méme

de C lorsque o est posilif; mais que C peut étre positif ou négatif quand =, est
négatif,

Supposons d’abord =, positif, C et A étant positifs, on aura de plus C > A. La va-

leur de Zang » d’abord positive diminue A mesure que ¢ augmente positivement, et de-

vient nulle pour ¢ =§ log % .

Les valeurs de z et y correspondantes & cet instant sont :

.2
.Z‘,=L(—g-—l)

i (c 1) B, E (c o L‘)
Yy=———1—— —_— == [ =1 —lng —].

Ces valeurs sont positives , ce qui est évident pour la valeur dez,. Pourle dé-
C — ,
montrer 4 I'égard de y,, posons x =1+ 3, je dis que Yon a: s> log(1+43),
en effet, il en résulte e > 1 + 3, ce qui est vrai quelque soit 5.

On montre semblablement que x et y sont restés positifs dans Pintervalle de
G il 0.

Le point z, y, est un point culminant, car ¢ augmentant encore, fang n change de
signe , 'angle » devient done négatif et le mobile descend. Pour étudier 1a branche
descendante de la trajectoire, transportons I'origine au point culminant et chan-
geons de plus le sens de I'axe des y positives en posant :
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r=x,+ Z’ y=9s—y’, il vient :

a2 ¢ -% »
=l ———e kY . . . . . . . .. {14
z’ Cy ( I ) )
iz — Cy \
yr=—0Cx’ — p log (1 — 7z /)y . . e (15;

. . k Cg - . .
x’ étant toujours < Cs ou 72 z’ £ 1, ces quantités sont toujours réelles quel

que soit £, et on démontre aisément qu’elles sont toujours positives. Mais 2/ tend
k2 ) < aim .

vers la limite —(? , tandis que y/ augmente indéfiniment. Donc la branche descen-

dante a une asymptote verticale située & une distance du poeint culminant égale i

2

£ . soviging
@ ou 4 une distance de 'origine -_47 .

Si on donne 4 ¢ des valeurs négatives dans les relations (11) (12), @ devient né-
gatif et il en est de méme de y, d’aprés I'équation (13); car, si I'on y change # en
— ", il vient

R A
y=—"Ca" + - log(1 + =5 @,

valeur que 'on démontrera négative comme précédemment.

Cette branche n'a pas d'asymptote verticale , car x et y augmentent indéfiniment
en valeur négative.Mais comme fe¢ng » a pour limite C, pour { = — e , on peut re-
chercher s’il y a une asymptote dans cette direction; il faut pour cela chercher la
limite de y — Cz. Or,

k2 Ay
y—Czx= 7 log (1 — G z)

et cette quantité augmente indéfiniment pour des valeurs négatives croissantes de
@. 11 n’y adone pas d’asymptote dans cette direction.

Nous avons suppos¢ pour la discussion précédente que vo était positif, si cet an-
gle était nul, il n’y aurait aucun changement & la forme de la trajectoire, si ce n’est
que le point culminant serait & I'origine. Mais si n, est négatif, il faut distinguer
deux cas : celui ou C est positif, et celui out il est négatif. Dans le premier cas,
comme C est < A, on verra qu’il existe un point culminant correspondant i des
valeurs négatives de ¢; en transportant 'origine en ce point dont Pabcisse est néga-
tive et 'ordonnde positive , on discutera les deux branches de la courbe et on arri-
vera 4 des résultats semblables & ceux que nous avons trouvés dans la discussion
précédente.
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Au contraire, si G est négatif, fang » ne peut jamais devenir nulle ¢l reste toujours
négative, la courbe n’a pas de point culminant ; I'une de ses branches, situ¢e dans

»

A . PN . #*

les x positives et les y négatives, a une asymptote verlicale située a la distance v

Al

de l'ovigine, et Pautre branche, située dans les x ndgatives et y positives, n'a pas
d'asymptote.

Le cas ou C serait nul conduit aux mémes résultats que lorsqu’il est négatil, si

ce n'est que , dans la branche ascendante , la tangente tend & devenir horizontale.

20 Resislance proportionnelle au carré de la vilesse,

hans 'hypothése de f (v) = yTzi- , I'équation (6) devient :

3 .
dv 008‘!.‘—--;; dy. d'oll

dvcosw _ da
vicosdn  cosdw
i inlégrant et désignant par g ubne constante arbitraire, on a:
C k2 sin 1

2

9 = ; 2 log tang (== 4= .
2 2¢2 cos? v 2 cost v + 2 9 9 4 '

J ot I'en tire:
&

— log tang (-%— + ;,—-r,)]

P2 =
tang v

(270

cos? v [C -

f.a valeur de C se détermine 3 J'aide des valeurs initiales de v et de =, savoir :

B tang = 1
C= - : log tanyg (— =+ — vy ).
Vo? €0s* g + C0S v + o J( 4 7

Si Von désigne par D le dénominateur de v, les équations (7) (8) (9) donnent:

el

(= — —

94, cose. D

da
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nd‘n
,__—-—-—.
’ D
.‘I,nu
'
y=——£/‘ tang da
g b
fo

).a premiére de ces relations . aussi bien que la valeur de #*, montrent que D
"{0il lonjours ¢tre positif. Or, le signe de cette quantité dépend de C.lequel dipend
du signe de .

Supposons d’abord =, positif. Cos » étant positif , il faut que dx soil négatil pour
ue ! suil positif, Iangle « va done diminuer ; par suite x, ¥ serount positifs . vl le
mobile s'élévera au-dessus de 1'axe des 2. « diminuant, ) reste toujours positif.
car G est posilif, el les termes soustractifs diminuent avee «; d’ailleurs, pour c=:,
D est positif en vertu de la valeur de C ; done on peut faire diminuer « jusqu’a zéro.
aufuel cas D se réduit & Ja valeor C.

Les valeurs correspondantes de », £, z, y sont :

k k o v,

Ul‘! —_ (l I e — —————

c g, cosu.yD

dr, v = 2 * tang % dn
Ty = Yy = 7 D .

10

La valeur » = ¢ correspond & un point culminant , car la vitesse n’ayaut plus de
composantie verlicule, le mobile doit obéir a I'action de la pesanteur, et son ordon-

nde diminuer ; I'angle » devient done négatif; et d'abord << T ; donc cos x resie pos-

tif et par suite o est encore négatif, mais si Uon change « en — 4/, ou dz en — dx”.
do’ sera positif, ¢’est-d-dire ue 1'angle »/ augmentera. D devient par ce change-
ment :

tang w’/
cos o

D =cos* v’ [(‘. + 2 4 log tang ( " Z + f)]

Jquantité toujours positive tant que %/ est < 5— .

Pour étudier la branche descendante de 1a courbe, transportons Uorigine des
ases au point culminant et changeons de plus le sens de 'axe des .

On pose d cet effet
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=&y -/ y=19y — 9y b=+t

et si 'on partage les intégrales en deux parties , on obtient :

x’:ﬂ " iili
g D

yoo B2 g
g, D

= "_fil_d’_"_.._ .
9J cosv’ D

(1]

D ne pouvant pas devenir nul, pour que £/ augmente indéfiniment, il faut que
cos v’ tende vers zéro , ou que »” tende vers 5 ieansi I'élément de I'intégrale res-

tait fini, ¢/ ne pourrait augmenter indéfiniment, 2/, ¥/, restent toujours posilifs
donc la branche descendante s’étend dans les =/ y/ posilives et la tangente tend a
devenir verticale. Je dis de plus que cette branche a une asymptote verticale.

En effet,

cogs - . . . 1
indique une valeur limite de 2/ , puisque I’élément de V’intégrale T conserve tou-

jours une valeur finie.
Au contraire, la valeur de y-

-

y = ﬁ/’-itangr.’dn’
g D

croit sans limites. On voit, en effet, que I'élément devient infini pour 4/ =__é;,
mais pour monirer que I'intégrale est infinie , considérons une valeur 4/ = «, voi-

sine de% , tang v/ sera trés-grand et on pourra négliger dans D des termes trés-

petits par rapport a elle; d’aprés cela cos v/ différe trés-peu de fang 7 et
6
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~ _—
tang ( vy “+ 5 w’) = lang w/ + v/ T+ tang?+’ diflere peu de 2 fang «* 3 done. de
, D a sensiblement pour valeur

cos®w/ (G 4 tang® w2 4 log 2 + log tang /)

Négligeant dans la quantité entre parenthéses C + loy 2 et log fang +/, trés-pelits
devant fang? «/, on a & considérer :

d ™
2 fang v/ d’ 2 s Z
. cosTe costo’ (loy lung r,l)
2 tany* 5/ 2 tang v/ “

quantité infinie; donc ¥’ est infinie.
On voit en méme temps que v tend & devenir constant et égal a 4. car

c0s? w/ loy tang (;;-I— -;- 0’)

a pour limite zéro. Ainsi la vitesse tend indéfiniment vers celle qui rendrait la ré-
sistance égale & Dlattraction, et le mouvement s’approche de plus en plus de
I'uniformitc,

Sion donne & ¢ des valeurs négatives, dn devient positif, z, y négatifs. Ainsi
I’angle « augmente et ’on a une nouvelle branche descendante ; mais % ne peut aug-

menter jusqu’d —;— , car D, d’abord positif, devient nul avant que + ait atteint cette

~

valeur. En effet, pour n = R D est négatif.

Soit v, la limite de » qui fait D = 0 ef qui correspond & des valeurs infinies et né-
gatives de £, z, ¥, ct cherchons §'il existe une asymptote dans eette direction. Pour

cela cherchons si y — 2 tang =, a une limite.
Or, soit 6 =y — x tany d’ott

Bt s — fang v
d.5=dy — dx tang v = ”a ﬂ‘zr—n—t—‘ﬁ dv.  etpar suite

%
5 — é:./' fang n— tang v, o
g D
o

Or, I'élément de l'intégrale est toujours fini, méme pour s =rx,, ol il prend la
forme % , (quantité dont la vraie valeur, obtenue en prenant les dérivées des deux

5
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termes , est finie ; donc & a une valeur finie, et il y a une asymptote dans la direc-
tion 4, aune distance & comptée sur I'axe des #.

Nous avons supposé o positif; §il était nul, il n'y aurait d'autre différence dans
la forme de la trajectoire que le transport du point culminant a I'origine.

Mais si 7o est négatif, 1a valeur de C peut étre positive ou négative. Si Cest néga-
tif, on ne peut pas avoir D = C, etil n’y a pas de point culminant; la branche
comptée & partir de 'origine et pour des valeurs croissantes de ¢ est descendante et
a une asymptote vertitale , mais Vautre branche est continuellement ascendante et
a une asymptote inclinée & horizon.

Si, au contraire, C est positif, bien que o soit négatif, la courbe a une seconde
branche descendante et un point culminant qui correspond & des valeurs négatives
de . Les deux branches ont 'une une asymptote verticale et Vautre une asymplote
non verticale.

En résumé, quelle que soit la loi de résistance dans les deux hypothéses que nous
avons faites, la trajectoire peut avoir deux branches descendantes et un point cul-
minant, ou bien une seule branche descendante sans point culminant. La branche
descendante dansle sens du mouvement a toujours une asymptote verticale , et I'au-
tre branche descendante ou ascendante a une asymptote inclinée a I'horizon dans le
cas ol la résistance est proportionnelle au carré de la vitesse et n’en a pas dans
'autre cas.

Fu et approuve,
Paris, le 29 avril 1854,
LE DOYEN DE LA FACULTE DES SCIENCES .
MILNE-EDWARDS.

Permis d’imprimer,
LE RECTEUR DE L'ACADEMIE DE LA SEINE,
CAYX.
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THESE D’ASTRONOMIE.

DE LA FIGURE DE I’ANNEAU DE SATURNE.

INTRODUCTION.

La Planéte Saturne est entourée de plusieurs anneaux dont I'épaisseur est exces-
sivement petite par rapport & la largeur. Ces anneaux concentriques avee la Planéte
et situés sensiblement dans le plan de son équateur, sont en outre doués d’un mou-
vement de rotation uniforme autour de I'axe des poles de-Saturne.

Les expériences les plus récentes ont conduit 4 admettre que ces anneaux ctaient
composés de matiére fluide peu dense, I'anneau le plus intérieur étant méme trans-
tucide . malgré sa grande étendue.

La figure des anneaux ne paratt pas invariable. Des mesures précises portent a
penser que leur diamétre diminue, et permettent méme de préveir I'époque ol ils
seraient incorporés 4 la Plancéte. Si donc les anneaux sont en équilibre sous 'action
des forces qui les sollicitent , le maintien de cet équilibre, éminemment instable, les
oblige & varier a chaque instant de forme et de densité.

Nous nous proposons de rechercher analytiquement les conditions de cet équili-
bre , quelque peu durable qu’il soit.

A cet effet . nous démontrerons avec Laplace, qu'en supposant les anneaux ho-
mogénes , ils peuvent étre un ¢quilibre d’aprés les lois de la gravitation universelle,
si on les regarde comme engendreés chacun par une ellipse dont le plan passerait
par les poles de la Planéte , ct dont I'axe focal , excessivement grand par rapport i
Vautre , serait situé dans le plan de I'équateur.

‘Nous ferons voir ensuite que la moindre perturbation peut déranger un pareil
¢quilibre.

Sauf quelques modifications dans les méthodes d'intégration, dans la maniére
d’établir les conditions de I'équilibre et dans la démonstration de son instabilite,
notre travail a consisté principalement A développer les calculs que Laplace, comme
on sait. se contente le plus souvent d'indiquer.
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CONDITIONS QUI DETERMINENT LA FIGURE D’EQUILIBRE DE CHAQUE ANNEAU.

Pour démontrer que la figure que nous supposons aux anneaux est compatible
avec les lois de la gravitation universelle , nous allons appliquer le principe de d'A-
lembert A cette figure , et exprimer que chaque moléeule de la surface est en équi~
libre , tant sous I'action des forces appliquées , que sous ’action de forces égales et
contraires & celles qui produiraient sur chaque point, supposé libre, le mouvement
(u’il a réellement.

La force qui produirait sur chaque point, supposé libre, le mouvement qu’il aréel-
lement est la force centripéte ; une force égale et contraire sera la foree centrifuge.
mais appliquée i 1a molécule méme.

Quant aux forces appliquées & chaque moléeule de la surface, ce sont : 10 'at-
traction de I'annecau dont la molécule fait partie ; 20 V'attraction de la Planéte.

Nous négligerons , relativement i chaque anneau, I'attraction des autres, quaun-
tité trés petite si’on a égard A leur éloignement mutuel et A leur faible masse.

Nous rapporierons les différents points de I'espace & frois axes rectangulairesx
menés par le centre de la planéte , I'axe des z passant par les piles. =, ¥, 5, dési-
gneront les coordonnées d’un point quelconque par rapport & cestrois axes. De plus,
quand il s’agira d’un point du plan de 'ellipse génératrice , nous le rapporterons &
de nouvelles coordonnées prises dans ce plan, l'une 5, qui est la méme que pour
le premier systéme d’axes, et 'autre que nous désignerons par C 4 «, C étantla
distance du centre de l'ellipse & Yorigine, et « V'abcisse du point considéré, par
rapport au centre de cetle ellipse. Enfin, pour les points qui seront sur la circon-
férence de P’ellipse, on aura :

«? 4 32 50:= @

« étant le demi grand axe, et 2 sun rapport au demi petit axe.

I. — ATTRACTION D'UN ANNEAU SUR UN POINT DE SA SURFACE.

§ 1. EXPRESSIUN DES COMPOSANTES.

La force qui représente l'attraction d’un anneau sur un point de sa surface est
située dans le plan de 'ellipse génératrice qui contient le point attiré.

.. . dm 3
En désignant par V I'expressmxi[‘/ 5 dans laquelle dm représente la masse
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d’'un point attirant , ou son volume , car nous prendrons la densité de 'anneau pour
unité, et 3 la distance de ce point au point attiré, 'intégrale triple s'étendant ¢’ail-
leurs & tout le eorps attirant, les composantes de l'attraction surle point =, v, =
de masse p., sont parallélement aux trois axes:

o &Y P v
P'd.z’ :de’ fP‘d_;'

I représente, comme on sait , 'attraction mutuelle de deux molécules douces d«
Yunité de masse , ef placées i I'unité de distance I'une de P'autre.

Les deux forces paralléles aux z et y, se composent en une seule qui, d’aprés la
remarque précédente , est située dans le plan de l'ellipse génératrice, et dirigée par
conséquent parallélement au grand axe de cette ellipse.

Son expression est :

\ dV \2 [ dV\?
f ey LY
¢ V(f’-l-‘) +( dy)

Or. & cause de la velation : 2% 4 y*=(C 4 «)*. on a.:

dv AV  de dav x

—_—— e — ——

dx du dx de C 4«

A&V dV da av oy

WA dy  da CEw’
IV \2 IV \* AR
(%) +((47) ()

Ainsi les composantes paralléles a I'axe des 5 et 4 'axe des « sont :

d’otu

¢ av ¢ v
* ds ? * de ’
ce gu’on aurait pu d’ailleurs écrire immédiatement.

La condition qui sert 4 déterminer V, puisque le point attiré ne fait pas partie de
la masse du corps attirant, est :

d*V —d*V dNW 0 "

= (Iyi‘ =z =N . . . . . ... e e /

Cette équation s’applique également & la limite aux points placés & la surface de
I'anneau.

dv dv . av
En remplaqantw, rn en fonction de e il vient:
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AV __dN x? Ve 1 a?
dz* ~ da* (C4af  du|Cta (C+«>’]

ou, puisque (C + &) —z==12

AN _aN = vy
dat T du® (C 4+ ) du m

On trouve semblablement :

d*V _ax y? + dv x?
dyt ~ de? (G " de (CH o’
par suite ,
a2V d¥ 4 1
3

dx? dy? PR _(—Iu_ CTHo

Mais d’aprés la figure de I'annean, C est trés grand par rapport it « et i 5. On peut

donc négliger G Cia et’on aura pour déterminer V P'équation aux différen-
tielles partielles :
dN  dNW .
T +-F ey R S OO )

C’est I'équation relative au cylindre, d’une longueur indéfinie, qui aurait pour sec-
tion droite I'ellipse génératrice dont le plan passe par le point attiré. En assimilant
V'anneau A ce cylindre , nous ne faisons que négliger les parties trop éloignées du
point atliré et qui ont peu d’action sur lui.

L'intégrale générale de 1’équation (2) est :

V=spledsp ~D4+$ @—sp” =) . . . . . . . . 3

¢ et 4 étant des fonctions arbitraires que I'on déterminera par la connaissance de

d
Vetde v,pourd=0

av , \ -
Or, pour s=o,-d—--— 0, car anneau étant symétrique par rapport au plan

des zy, les points situés dans ce plan ne sont soumis & aucune attraction de la part
de 'anneau. Soit de plus pour 5 =49, Vo==f («), on aura :

F@=0e() + ¥ (=

0 =39 7 (&) —b /().
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De la derniére de ces relations, on tire :
b («) = ¢ (z) 4 constante

par suite

2 (0) = -% S (@) —i constante

b (&) =¢: f (@) + 3 constante

la constante disparait dans la substitution et il reste :

V=i[fe +sp=1 =z =]

Onen tire
dv —_ o
et l A e B Ry v 1} IS

dv _ — _—
—d'_:'—-——'.—_:l/“'l[f'(“'l'sl/—l)—. '(ﬁ—:[/—l)] Y

Ces valeurs montrent qu'il suffit de connaitre /7 () ou %"— , ¢'est-a-dire la va-
o

leur de av our 5=

da PONT F=0

Nous allons done calculer cette quantité , et nous en concluerons les composan-
tes de l'attraction de 'anneau.

. ) v
§ 2. CALCUL DE —(}--"—.
dx

Considérons I'élément de volume dm eomme résultant de la rencontre des trois
couples de surface :

1 deux surfaces cylindriques ayant pour axe I'axe des =

20 deux plans paralléles au plan des z, y;

30 deux plans passant par I'axe des 5; les surfaces qui composent chaque couple
étant infiniment voisines.

L’élément se trouve ainsi faire partie d’une circonférence dontle plan est paralléle
au plan des xy , et dont le centre est sur 'axe des =.
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Soit Z la hauteur du centre de cette circonférence XY, au dessus de I'origine, ¢
¢tant assujetti au signe comme les coordonndes s. Soit: l'angle que fait le plan
=0M passant par le point attiré M situé sur I'axe des « , avec le plan qui passe par
le méme axe des s et le point attirant #2; de sorte, si on désigne par G 4 Zle rayon
de la circonférence qui contient le point » ou I'élément dm, £ étant assujetti au signe
comme les coordonnées «, I'élément dimn sera :

din=(C +3)dd:dzg

Pour évaluer de plus la distance 3= ,

projetons le point a2 en m/ sur le plan s0M, et abaissons [ordonnée w1 du
peint 2/, on aura:

02 = mm’° 4 N =mm’* + m’P +Tﬁ"‘_
Or, d’aprés les notations précédentes ,
mm/ = C+sine, m/'P=t, MP=C+ua—(CH+3ens:
done , réductions faites ,
=(C+5?+(C+w® — 2(C+3(C +wcoses +¢

d'ou il résulte

(C+:idedzdy
ls =
VC+E2+ C+ a)f +82 —2(C +5(C+u)cos:
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:omme les limites sont indépendantes de «. on peut dériver sous le signe [ff. ¢
I'on obtient :

dv, _/[/‘ (C4+8)[CH+u— (CH+B)cose]dedid

3
C422 4 C ot w0t — 20 +E) (C o) coss]7

Nous allons effcctuer cette intégration en négligeant I'attraction des points éloi-

gnds du point attiré, et en tenant compte de la petitesse des dimensions de I'anneau
par rapport 4 la distance C.

Remplagons d’abord cos « par 1 --,-:— . ce qui revient & ne considérer que les

petites valeurs de ¢, ou & négliger Uaction des points éloignés; mettons de plus le
factear C en évidenee, et nous aurons :

Cf1+ _,[a——+(,(t+ -ld_
f[, o = "o £ “

3
w— iR 424G e-’(l+-(—,) Q1 +"6)]2

baus cette intégration, effectuée par rapport & ¢, négligeons les quantités trés pe-

xin-s% . (,i . ot mettons I'intégrale sous la forme

Gde o —% C2¢2 1
f ’v.—i_,-'—'—l-t_"' [(u——»"_*_c_ (¢—'!\"+C" C]

C ¢ ]-}
[l R {w —ZP2 =

Remarquons alors que C étant trés grand par rapport & 7 (« —E£)* <+ §*, son
jmoduit par . qui conserve toujours une valeur trés petite, reste fini, et si l'on
!)()Sl‘.

Ce
=1
}Vle— BT
2t 1
on pourra remplacer lavariable « par ¢, négliger alors le terme iy
et il reste :
4
«—3 / 'J
3= vyt it !
o —zZ"=Z1 ., W s
2 ' I =+t ¢
ly
6
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Seulement les limites — =, + = de l'intégration par rapport i ¢ doivent étre rem-
placées par —o et <+ . On aainsi:

-4-00

[ear) =
(1 +¢3)2

—

et le résultat de la premiére intégration par rapport & ¢, c'est-a-dire I'attraction
d’une circonférence entiére, a pour expression :

2 (a—E)
(@ —ER =4 §2°

Multiplions cette expression par d% et intégrons entre les limites — s et <+ =. 3
étant I'ordonnée de 'ellipse qui correspond & I'abcisse £, on aura pour V'attraction
d’une couche eylindrique infiniment minece :

3
2u—Bdl | 3
m—c—z = 4 are l(lll{] g E_.

-~
—

11 faut maintenant remplacer s par sa valeur :

at — & o .
5 le radical étant pris en valeur absolue, et nous aurons pour

- —
8=

obtenir 'attraction totale , & calculer l'intégrale définie :

—4 f d & arc tang |4 : __E;)

Pour fixer les idées dans la discussion & laquelle donne lieu cette intégration,
nous supposerons d’abord « positif , et nous remarquerons que le point attiré étant
nécessairement extérieur ou tout au plus & la surface de I'anneau , quand on sup-

pose en outre que ce point est sur 'axe des«, « est > «, el par conséquent « — ¥
est toujours positif.

Posons
VaZI—=¢
(e« —E)

=u
u étant toujours positif entre les limites de I'intégration, et intégrons par partie.
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Il vient :

'/‘dgqrclcmg u=§arctangu—/’:: %uuz-.

Irailleurs, on tire de la relation précédente :

wiPul 4 v @ — (o — a?) W2u*

L1y

[ ’
nous aurons donc :
» )‘2 u2 * /a'l_ 2. aZ ‘.'.‘u'l
/(l:f arctang u = : arc lang u-—/ “ - = tlu— *v — .(“ )'.A
. (1422 u?) (1 42°) (1422 ut) (1 0%

Eifectuons la premiére intégrale elle donne :

*oexw du= % (arc tang ) u — rare tany u
,/(|+).2u2)(l+u") o= ! o

Mais les limites = — a, £ = 4 a donnent toutes deux # == ¢. par suite ¢t puis-
que uest resté positif, are tang u =20 et arc lang 1u ==g.

Douc, les trois premiers termes donnent une somme nulle entre les limites de
I'intégration, et il reste :

avi

—~ .
=4 T — @) P dv.
(1 2202 (1 == 22

dv,
du

Eitd

—a

Il fautd’abord distinguer quel signe on prendra pour le radical. A cet effet . re-
marquons qu'il s’annulle dans I'intervalle des limites, car la valeur
a'l

?l:=

.« . .
= correspond &4 = — valeur comprise entre — @ et -+ a, puisque
# (w?—a?; «

»est > a.

Donc,de:=—a,a:= — on devra donner au radical le signe qui rend
3
. 5

«” . . “ .
< -y et au contraire dez= —,4i=

e

=+ «, on Jui donnera le signe qui rend
2

@ . . . ) - . )
> -—. Or, il est facile de reconnaitre que le signe — satistait dans le premicr
@

cas. et le signe 4- dans le second.
On écrira done :
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fe
d‘ro . l/“- — (y_.. i (la) 3l * I/(t' - 02 —_ ll,") /~Il' i
o= T (L ¥4 "

e I u‘l)\l -+ ut

g

- ‘%
Mais 2= — « et £ = -+ « donnent la méme valeur de ¥ . ¢t on change le signe
d'une intégrale définie en échangeant ses limites ; done la seconde sommie est ézale
itla premicre. et l'on a :

dVe 8 \/ e pr gy YV
e O + 2% (1 4+ )

=—1"t

du.

e

Calculons d’abord l'intégrale indéfinie que nous mettrons sous I forme

e

LV
u-

Y 4

. . ot
(L4 722u (1 - us)
e . , { ot
au. si I'on pose pour abx‘uger:/ﬁ:)ﬁk i !
IR VAN e ST
“ — tlu.

(1 4224 (1 4 u?)
Rendons a cet effet I'élément rationnel , en faisant :
v i —Put=1—

et Vintégrale se transforme en celle-¢i :

_)l/' (A2 =02 (ht — 14y
= [(h2 4+ "‘"+412r~][ B e 4 40'1\

On décompose alors I'élément en fractions. En désignant par — w2 — 2.
—n2, — n’? les racines que 'on obtient en égulant a zéro le dénominateur,

Savoir :
" = 2 2
—mME=— =] == +1
a
—R = (I, = - T R
on posera :
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ke, (he — g2t A A/ B b’

ke 4 022 e 8220} (A2 A v 24 o) e tm + ot + vt i 4+ n-

et Uon en déduira, par la méthode ordinaire , les valeurs suivantes :

“’“(" |) (2 4)

15 = | — e 72— ——

¢ \a a \ « )
- A= .

<
Q92—

he YIXTEWVIFE—D vIFEIF R+
22— 1) T 2 —1)

Des-fors il suffit d'intégrer des fraetions simples . ¢e qui donne :

A 8 A7 v B r B/ ¢
— arelung — A= — are lang — 4 - are tang — 4+ — are tang —
m m m’ m’ " n n’ "

om0, 0. dlant les valeurs absolues des racines de m2. m/=. ete.: mais

B B Vi+
o Al 2032 — 1) )
Si maintenant on veut passer de U'intégrale indéfinie & U'intégrale définie , v re-
marquera que les valeurs = —¢ t= i;— correspondent A 4 =g u= -:— el par
suite Av=¢ v= £k, lintégrale définie sera donc:

%

}—
(44
20F—1) [

Or, on a aussi ;

V1+ 42

25— 1;

k k k k-
are lang — 4 t}— | — are tang — A-are tunyg —, \
4 — + are lany m’] [ 9~ + 7

mm’ = nn’ = k&

k ko k .
donte —, — = —, —=1, et, par suite .
m oom’ noon’

k k I I3 =
ure fung — - are tunyy — = are long — + are tang — = =
Tom Y m’ n 0 2
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et en tenant comple du facteur — 16a d'abord négligé. on a enfin :

dv, 42 [ © __.‘.]
AL PR RYZ pray ™
e ! Rl d

ou . en remplacant £ par sa valeur.

; - 7
dVe - 4 [u V“‘—'(l' l]

(I'u *—1
. . . L. e l/vu
On a supposé dans cette intégration que « était positil' et la valeur de - o
v

. dv - . )
alors négative. On prévoit que Ti doif changer de signe avec «. et. en ellet. en
U3

remplacant dés le commencement du calcul « par — «/ . on est eonduit i 'expres-
sion suivante :

) -
Vo =__“i[_,, Ny _,,z;i_‘ .

“du 72—

d'ou 'on voit que la premiére expression sera générale. sil'on convient de chanwer
le signe du radical quand « change de signe.

(’est, d’ailleurs, ce quon réalisera en éerivant I'expression de la maniére sui-
vante :

dv, §m)a V @ 21,
==y (1" “‘“"‘*_)

du

\ Y
% 3. — CaLcuL DE —-d \ 'l .
tlu s

(A
D’aprés la valeur de {—{I—" déja désigneée par f7 («). on a
» :

- 4 — 4
f/llat+sy —l)=-_'-2:] (a-o-:.v—l)[l—l/ 1

Le radical peut se transformer ainsi :
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V' e V«—z e T
w45y — 1) --a-+—:,.—2 —a +)7—-:‘+2«.;y/——l

«t5p —1 a2y =1

mais puisque le point «, 5 est la surface de 'anneau, on a: ¢ = o* 4 32 52, et e
radical devient :

— 3 +72—+2a:;v—-l —;—+/.3\/—l “ud sy — 1

w3y —1 st sy —1 2a3sy — 1)
et par suite

_I"(a+:|/—-l,‘=—_—

On trouvera de méme :
[/ (o— 2V —~ l)::——-—‘—f—- | +).zv‘——— 1}
’ 41

d’ou I'on conelut :

av _ 4ru

dx . O+ 1
dv _ 4mdz
dz 141

e sont les formules données par Laplace.
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1. — ATTRACTION DE LA PLANETE.

Soit M la masse de la planéte , qui agit en vertu de sa sphéricité , comme un point
matériel de méme masse, placé en son centre, son attraction sur le point de masse v,

fuM
situé ala distance r,est: ';2

Les composantes de cette attraction, parallélement aux axes des « ct des 3,

sont:
_ fuM (C + ) f‘u.M:‘-
A T

Si l'on a égard a la relation :
2= (Ct )+ 32

’ T ' -3 5
+t que I'on néglige les carrés de T trouve :
4

EMC+« ¢ — 2
- =

[{C + «? + 57]
f‘u.M:

=—rjuMC“'T.

3
2

(€ + a + 22

1. — FORCE CENTRIFUGE.

La force eentrifuge sera paralléle & ’axe des «, puisqu’elle est a 1a fois dansle plan

de I'ellipse génératrice et paraliéle au plan des zy.
Si on désigne par » la vitesse angulaire de rotation de I'anneau, vitesse constante,

la force centrifuge aura donc pour expression :
vo? (G + a).
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IV. CONDITIONS D'EQUILIBRE DE LA SURFACE D'UN ANNEAU.

l.es deux composantes de la force qui agit sur chaque point «, = de 1a surface d'un
auneau sont, d’'aprés ce qui précéde:

4ra L G—2« , )
A= T M e (€ +

driz

2=— rJ—M-—f_;

J

La résultante des forces A, Z doit étre normale 4 la surface pour que celle-ci
soit en équilibre, mais comme cette résultante est déja située dans le plan de Pellipse
génératrice , normal lui-méme 2 la surface , il suffit d’exprimer qu’elle est normale
a cette ellipse.

On aura done :

A d-e dz ’ 'u
7 = , d3 el d« étant liés par la relation : T =
rque I'on tire de I'équation de Pellipse.
On doit donc avoir, quels que soient « et z,
—dra C—9 m? 41:)0 -
— 2w 2o | T2 M2
T M+ (C-H)]; l\lc3]a.
Or, en simplifiant, 5 s'élimine , et il reste ;
472 ,C — 2 w?)2 4niu «
-_ - — M2 — —(C = - —M
P+ 1 i Pt

ce qui donne les deux conditions :

W0—1) M
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I.a seconde de ces équations fait connaitre la vitesse de rotation de Panneau :

™

=
On voit qu'elle est la méme que celle d'un satellite situé a la distance C de la pla -
néte , car on aurait, en négligeant la masse du satellite par rapport & celle cleli a
planéte, pour le temps T de la révolution de ce satellite :

T L‘_i =32z {dol
2 '-'__.ﬁ'\l.
(1—‘) e

Connaissant M et C, on pourra done déterminer le temps T de la révolution de

< . . . . I\
'anneau, ou réciproquement conunaissanl ce temps , déterminer ek

D’aprés la valeur de «?, la premiére équation devient :

M =1
4zC3 ~ (4 (341

Cette derniére équation déterminera i, ¢'est-a-dire I'inverse de I'épaisseur e
. . M -
I'anneau par rapport i sa largeur, sil'on donne T ou réciproquement.

Le probléme le plus intéressant consiste & détermiuer la densité de I'auncau.

Il faut se rappeler que la densité de I'anneau a ¢1é pris¢ pour unité, de sor ¢

qu'en appelant p le rapport de la densité de Saturne 2 celle de I'anneau. iy,
R étant le rayon de Saturne ,

4
M = mpR? et par suite :

On a doue :

R 2a—1)
3 PTG A+ @iE+1)
Ainsi, counnaissant expérimentalement » et T VP pourra déduire de cetle rela-
tion Ia valeur de p.
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Nous allons discuter les valeurs possibles de 7.

On voit d'abord que ) doit ¢tre > 1. Ainsi, I'épaisseur des anneaux est moin-
dre que leur largeur. ce qui est conforme & notre hypothése : de plus. si I'on
canstruit la courbe

Y 0—1)

Y = n@E+1)

dans laquelle 2 serait I'abeisse ct ¥ 'ordonnée , et en ne considérant que la partie
correspondante aux abcisses posilives et >> 1, on reconnait que y est susceptible

. . . . o dy .
{'un maximum. La valeur de ) est donnée en égalant i zéro —lf- , savoir:
«“r

_r_Ig - 3).‘-{-97.3 + 424+ D— l,
). O 172324132

Le maximum correspond donc a la valeur de A positive et plus grande que 1, qui
annulle le numérateur de cette expression. On trouve pour cette valeur approchde
A moins d’un millitme, 2=2,594 dod ¥ =0,0543026.

Cette valeur de y fait connaitre la plus grande valeur de - ou la plus petite densité
de 'anneau.

ailleurs 2 peut croitre sans limite ; mais y diminue alors jusqu’a zéro, de sorte
que la densité serait d’autant plus grande que ’anneau serait plus mince.

Or, 'expérience démontre que la densité des anneaux est d’autant plus faible
«u’ils sont plus rapprochés de la planéte, c’est-a-dire que o augmente en méme

temps que , il faut done supposer que 7 augmente en méme temps oun que les

R
¢
anneauXx intérieurs sont plus ¢épais que les anneaux extérieurs.

R
——, denx valeurs de >
(_. M

positives et plus grandes que 1, on pourra prendre celle qui conviendra le mieux.

Il existe, d'ailleurs , pour une méme valeur de pet de

V. — INSTABILITE DE L'EQUILIBRE.

Nous venons de démontrer qu’en tenant compte de I'attraction de Saturne et des
anneaux eux-meémes, ces anneaux pouvaient ctre des solides de révolution concen~
triques avee la plancéte. Mais en dehors du systéme sont des causesde perturbations,
letles que les attractions des satcllites ou des autres planétes. Ces causes déplace-
raient donc incessamment le centre des anneaux ; or, nous allons faire voir que si
le centre des anneaux cessait de coincider avec le centre de Saturne, les forees du
systéme Jui-méme tendraient 4 I'en éloigner de plus en plus, d’od il résulterait
que les anneaux tomberaient sur la Plandte.
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Laplace a démontré ce théoréme analytiquement ; mais on peut y parvenir trés-
simplement par des considérations géométriques.

Regardons, en effet, les anneaux, va leur petite épaisseur , comme composés
d’une série de circonférences concentriques, et examinons 'action de la Planédte
sur I'une de ces circonférences , si le centre de celle-ci cessait de coincider avecle
point attirant.

Partageons I'anneau en deux segments par une perpendiculaire menée, du point
attirant, 4 la ligne qui le joint au centre de 1'anneau, et considérons deux éléments
dm, dm’ de ces deux parties , lesquels , joints au point attirant, déterminent deux
angles opposés au sommet. Soient r et r/ les distances de ces éléments & ce point;
r étant toujours plus grand que r/, le rapport des attractions que subissent ces
deux éléments, en prenant pour numérateur celle qui se rapporte au plus petit seg-

dm’ 12 dm’ ¢/ ro, .
ment, est el d Or = Ce rapport et done égal & L est-a-dire

plus grand que 1. Donc la résultante des actions sur le plus petit segment est plus
grande que la résultante des actions sur le plus grand segment. D'ailleurs ces
deux forces sont appliquées en sens contraire sur la ligne diamétrale ;
ainsi elles se composeront en une seule , dirigée suivant cette ligne et vers le plus
grand segment.

Cette force tend done & éloigner de plus en plus le centre de I'annean du centre
de la Plandte, et, par conséquent, & amener les deux corps au contact.
- La matiére des anneaux étant fluide , elle devra se répartir de maniére i ramener
le centre de I'anneau & coincider avec celui de la planéte ; ’anneau s'étant rappro-
ché de 1a planéte , on congoit que 8'il se transforme en une nouvelle circonférence,
ayant pour centre le centre de la planéle, ce ne peut étre que par une diminution
de son diamétre. _ )

Nous sommes ainsi conduits aux résuitats que vérifie expérience et desquels on
a conclu que dans un temps peu éloigné le systéme des anneaux viendra en contact

Vu et approuvé,
Paris, le 29 avril 1854,
LE DOYEN DE LA FAQGULTE DES SCIENCES ,
MILNE-EDWARDS.

Permis d'imprimer
LE RECTRUR DE L’'ACADEMIE DE LA SEINE,
CAYX.
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