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THESE DE MECANIQUE.

SUR LE

MOCVENENT D'UN POINT MATERIEL ATTIRE PAR DEUX CENTRES FIYES,

EN RAISON INVERSE DU CARRE DES DISTANCES.

§ I.

Euler a le premier trait’ le probléme de la détermination du mou-
vement d’un point matériel attiré pav deux centres fixes, snivant la loi
ordinaire de I'inverse du carré des distances. En supposant que le mou-
vement s’accomplisse dans un plan, il est parvenu a séparer les variables
et 4 ramener la question aux quadratures (¥). Lagrange en a donné
ensuite une solution nouvelle, qui n’est plus bornée au cas du plan,
et il a méme ajouté un troisieme centre fixe placé au milien de la droite
qui joint les deux autres, et doué d’une action attractive ou répulsive,
proportionnelle a la distance (**). Legendre, 4 son tour, a approfondi
les détails de 1a question avec un soin tout particulier (3. On lui doit
cette remarque importante, que les variables esuployées par Euler peu-
vent étre considérces comme les parametres d’cllipses et d’hyperboles
qui ont pour foyers les centres fixes, et dont Uintersection détermine
le point mobile ; par vi: Pon voit que les coordonnées elliptiques, dont

(") Mémoires de U Academic de Berlin, année 1760.

(™) Meécanique anclytique, tome 11, page 108, et daciens Mémoires de Lurin,
tome IV,

(***) Traité des Fonctions clliptigues, tome I, page fr,
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les géomeétres ont fait un si grand usage dans ces derniers temps, se
sont présentées, pour la premiere fois, daus un probleme de mécanique.
Enfin M. Jacobi a pris cette question des deux centres fixes pour un des
exemples de 'application de son principe du dernier multiplicateur (%),
et M. Liouville s'en est occupé derniérement aussi dans une étude gé-
nérale sur différents cas ou les équations du mouvement d’un point
matériel peuvent s’intégrer. M. Liouville a donné deux méthodes (**},
qui I'une et Pautre s’appliquent a notre probleme. L’une est fondée
sur la considération des équations aux différentielles partielles; 'autre,
qui conduit & des résultats moins étendus, cst peat-éire plus élémen-
taire : mais M. Liouville ne I'a développée que pourle cas du plan, en
observant toutefois qu’elle peut aussi s’¢tendre au cas général de I'es-
pace. Clest cette extension de la méthode de M. Liouville que nous
nous proposons de présenter ici.

§ 11.

Ia position d'un point sur un plan, ou plus généralement sur une
surface quelconque, est déterminée par deux coordonnées o et 2, qui
sont des fonctions prises & volonté, de ses coordonnées rectangulaires.
Tout déplacerent infiniment petitds du point sur la surface s’exprimera
par les accroissements dz, d 3 de ces coordonnées, et son carré aura la
forme

ds* = dda® + )df?,
toutes les fois que les équations
« = constante, 3 = constante

seront celles de deux systémes de lignes orthogonales. Cette condition.,
qui est nécessaire, est ézalement suffisante; en sorte qu'il existera pour
chaque surface une infinité de systemes de coordonnées, dans lesquels
ds* aura la forme précédente.

Si maintenant on considére un point situé d’'une maniére quelconque
dans I'espace, et que I'on fasse passer un plan par ce point et par nne
droite fixe, on pourra déterminer la position do point dans ce plan.

") Journal de Crelle , tomes XXVII et XXIX.

T
i

) Jowrnal de Mathématiques pures ot appliquées, tinnes XI et XIE
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(5)
par deux coordonnées o, 3 du genre de celles qu’on vient d'indiquer,
et 'on achévera de fixer sa position dans 'espace a I'aide d’une troisieme
coordonnée 7, dont les différentes valeurs correspondront aux diffé-
rentes positions que peut prendre le plan que nous considérons autour
de Paxe qu’il contient. Par exemple, on pourra prendre pour 4 Pangle
que fait ce plan avec un plan fixe mené par 'axe fixe,

Cela posé, si ds désigne le déplacement infiniment petit du point cor-
respondant aux accroissements do, df3, dy de ses trois coordounées .
ds' le déplacement obtenn en ne faisant varier que « et {2, et enfin 2" lu
carré de la distance du point a I'axe fixe, on aura évidemment

ds? = ds" + XN'dy*,
et , par conséquent,
ds* = Mo + Xd3Z? + )'dy:.

Dans cette formule, les quantités 2,2, )" ne renferment (ue les
deux coordonnées « et 2, qui peuvent étre choisies d’une multi-
tude de mameres différentes ; quant a la coordonndée 7, sa signification
géométrique est parfaitement déterminée par ce qui précede. Au reste,
la forme de Pexpression de ds* resterait la méme, sil'on prenait pour
7, 55 7 Jes parametres de trois systemes quelconques de surfaces ortho-
gonales; alors X, ¥, 2" pourraient étre des fonctions des trois coordon-
nées , (4, 7. Mais, loin d’aveir hesoin de ce degré de genéralité, nous
nous restreindrons encore i un cas plus particulier, celui ot ) = J,
yue M. Liouville a considéré dans le cas du plan. Ainsi, désormais
nonus prendrons

ds? = )(da? + dB?) + Ndy?,

~et)” étant, nous le répétons, indépendants de 7.

§ 111

Considérons maintenant le mouvement d’un point matériel determine
par les trois coordonnées «, £,  dont il vient d'c¢tre question, ct
supposons que le principe des forces vives ait bieu; on aura, en dési-
gnant par s I’élément parcourn pendant le temps dr, par U la fone-
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tion des forces accélératrices, et par C une constante arbitraire,

o =2(U +C),
ou
du? d| "
(1) X(EF—I—(};)%—R dﬂ“'2(U+C)'

Cette équation, quiil est plus simple et plus convenable de former di-
rectement, se déduit aussi des équations du mouvement, qui, d’apres
les principes de la Mécanique analytique, et en se rappelant que X et 2"
ne contiennent pas 7, sont :

3

o
DA% an fdar dp td) dyt | dU
= E dea +ta

der T dee z dz di? da
dp
(2) d. A dr 1 dr [du? dp? 1 )" (17 dU
TTdr T 24 \dr de? 2 df di? dg’
"
% lt (IU
dt - d'/

L .
Nous supposons que la dérivée dy est toujours nulle, ou que U ne

dépend pas de lacoordonnée 7. Cela arrivera nécessairement toutes les

fois que les forces agissant sur le mobile, seront toutes situées i

chaque instant dans le plan déterminé par I'angle ; correspondant,

circonstance qui se présentera dans le probleme que nous nous sommes

proposé de résoudre. Ayant ainsi
dU
dy

>
la derniére des eéquations précédentes nous donnera
d )”(_1:,
U ode

de
et, en integrant,

G) v =

\/By

B désignant une constante arbitraire; alors I'équation (1) des forces
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vives donnera

B
d ag U+ C) =5

(4) PR 3

En vertu des équations (3) et (4), les deux premicres des ¢quations (2)
deviendront

d )da:
tdr dx  dU B , dX Ay’
~ae = i(U*‘C)@*‘E*—m( Z )
P
d.Z2
dt 1 d) dU s @) )’
X (U+C)dp o m": <)' B A 75)

Ces équations, respectivement multipliées par 2 Ada, 2 hd 8, prennent
la forme trés-simple

d (2).U + 20k — B%>

(5) d ( de? ) = dz e
s
Y dp d z).U+2C).tB?; 8
< 72:_*) = a4 Y
dont 'une résulte de I'antre en vertu de 1’équation des forces vives, ou
q
plutdt en vertu des équations (3) et (4).

Elles ne different de celles qui sont relatives au plan, que par le terme

YTy . ‘ )
B = qui disparaitrait dans ce cas, et qui n’apporte d'ailleurs aucune

complication.

Les équations (5) pourront évidemment étre intégrées une fois si
leurs seconds membres ne contiennent respectivement, I'un que o,
lautre que f2; c’est-a-dire sil’on a

(6) 22U 4+ 2CL =By =f(a) — F(f),

les fonctions f(¢) et F (3) ne contenant la premiére que ¢, la seconde
que f5: alors les équations (5) deviennent

d( ’1‘") 1 (@) do,
d(x”’ﬁf>:_1?'(,e)d{~-

de?
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(8)
d’o1, par l'intégration,
)‘2%“: :j(f/) — A,

ap?
\12[7‘3::1;_1?({3).

(7)

Nous mettons la méme constante A dans ces deux équations, afin que
Péquation (4) soit satisfaite.

§ V.

La double intégration qui vient d'étre effectunée repose sur 'hypo-
thése que nous avons faite, et en vertu de laquelle la quantité

2 U+ 20X — B,l, a la forme f(e) — F(f5). Il pourra arriver, dans

certains problémes, que cette condition ne soit pas remplie générale-
ment, mais qu'elle puisse cependant étre satisfaite pour certaines
valeurs particuliéres attribuées aux constantes arbitraires B et C; ce
qui se traduira par des relations équivalentes entre les circonstances
initiales du mouvement: et quand ces relations auront lieu, on pourra
toujours appliquer la méthode précédente. Mais cette méthode est sur-
tout intéressante dans le cas oi la condition exprimée par I'équation (6)
a lieu indépendamment des valeurs attribuées aux constantes B et C;
car on pourra toujours, comme on va voir, résoudre complétement
le probléme correspondant, et cela pour un état initial quelconque. 1}
faut alors que chaque terme du premier membre de I'équation (6) soit
de méme forme que le second membre.
Soit donc

A= ? ((/}—(D(ﬁ}7

(8) 10 =y () —¥(f)
Ix .

7= () —1(f),

1
d’on résultera
. Sy =24 («) + 2Co (2) — Bz (2},
(9) F(f) = 2 ¥ (£ + 2C0 (£) — BI(H),

et voyons comment on pourra achever, dans ce cas, l'intégration des
équations du mouvement.
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§ V.

Les équations (7) donnent immédiatement , par la division .

o g
T ()) - —

équation diftérentielle ol les variables aontseparee , et qui sera l'une
de celles de la trajectoire du mobile, ou, si l'on veut, Véquation de la
trajectoire du point dans le plan mobile.

Pour avoir la seconde équation de la trajectoire, nous combinerons
'nne quelconque des deux équations (7). la premicre par exemple.
avec I'équation {3); on obtient ainsi

hda V(e — A
Wody T v’? -
%

d'o11, en mettant an lieu de =7 sa valeur écrite précédemment,

82

(= 1(p)
= B
(1‘1 v \/f{a — A

-7

et, a cause de 'équation {10).

, o _m(a.)([a. . l'l fjulr
L dy= Uf(z)»wA »/\—w)

Cette ¢quation, ou les variables sont séparées , est Ja deuxieme égnation
de la trajectoire du mobile. Il ne reste donc plus que la valeur du temps
a déterminer.

On pourra, de 'une quelconque des équations (7}, tirer la valenr
de I’élément du temps; la premiere, par cxemple, donne

il
VIil—a

au, en mettant au lieu de i, sa valeur

dt =

dt = ‘?(‘“’"4’({5 dor
’ \/f(a\——-A ”

o, en vertu de Péquation (1o},
v (_u oz i fﬁ) dh
VA A VA—F(p.

12 At =

bl
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équation ou les variables sont encore séparées. On voit, par les équa-
tions (10), (11)et (12), que le probléme se trouve ramené aux quadra-
tures. La forme de ces équations mérite d’étre remarquée : on voit, par
exemple, que Pexpression du temps ne dépend que des coordonnées «
et B. et qu’on pourra la déterminer sans connaitre la coordonnée 7.

En posant

S :f\"-),ap(r/.) +2Cg(e) —Bw (2] — A .z
+ (V=W (F) — 2CO(E)+ BII () +A.df +\B,

on donne a ces équations une forme remarquable.
En effet, les intégrales des équations (1o}, (11 et {12} pourront
s'écrire comme 1] suit :

7;—;-:: ‘ Z—SZB', (l—e-):t—io,
A, B' et ¢, désignant trois nouvelles constantes arbitraires. Clest sous
cette forme qu'elles se présentent d’elles-mémes, quand on fait usage
de Ja méthode d’intégration fondée sur Vemploi d'une équation an
diftérentielles partielles dont nous avons parlé au § 1.

§ VL.

Les vésultats qui précedent ne cesseront pas d’avoir lieu si 'on sub-
stitue 3 o une fonction quelconque d’une nouvelle variable 11, et £
nne fonction d’une variabley; si 'on pose, en un mot,

do = yindy., df = yndv,

ce changement, insignifiant au point de vue théorique, nous sera
commode pour Papplication de nos formules. L’expression de «/s* sera
alors

ds* = )(mdu® + ndv?) + X'dp,

2 et )" representant des fonctions des variables et v,
Les éguations (8) deviendront

A=o0 ()~ O (v,

(13) >~P =¢ () — ¥ W),

w
€l
=
r
=
S
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ou les fonctions ¢, @, etc., n’ont plus évidemment la méme signification
qu’au § 1V. Quant aux équations (10), (11) et (12), qui font connaitre
la trajectoire du mobile et expression du temps, elles seront

VI;I.IIP‘ . \/;du .

\/2\]; (1) +2Co(pe)—Bw(p)—A \/—2‘1’(1:)— 2Co(v)+-BO(3)+-A ’

= a{p)Vmd = 1 (v)yrdy

, =B (p)Ymdp —~ VB o
Ay 2 Ce (A—Ba(m A V—2¥()—2C0 () 7B + A
it — o(p)Vmdp _ ¢ (3) Vnds .

Vo (pj+2 Cp(p)—Bo(k)—A Y—2¥(s)—2Co()+ BI() -+ A

§ VIL

Considérons trois axes rectangulaires, dont 'un, celui des x par
exemple, soit la droite fixe autour de laquelle tourne le plan déter-
miné par Pangle y; prenons aussi pour y P'angle que fait le plan mo-
bile avec le plan xy, en sorte que cet angle soit nul, quand le plan
mobile coincide avec le plan xy. Cela posé, nous prendrons pour p ety
les parameétres de deux systemes d’ellipses et d’hyperboles homofocales
situées dans le plan mobile, et qui, lorsque celui-ci coincidera avec le
plan xy, auront pour équations

y?

z?
T2 2 __ p2
ptoopr—b
x;‘
o

=1,

2 — .

- bz —yt
Ces équations cdonnent
brx: = (‘1'2”2a 62]'2 — (P‘2 — /)2;\ (/72 _— yz)’

et

de? + dy* = (u* — v*) (W(lfg; + b?ﬁ:wz)'

En outre, comme la quantité désignée par )\’ n’est autre que la valeur
de y* que nous venons d’écrire, on aura cette valeur de ds?,

b (A =) g
dszz(fﬁ—”)(!‘:__b:"*_b:_,u)—*_ b d/a

\

on aura douc alors

H i e 2
Fz_[ﬂ’ =g 2 A=t — v

nm =
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(12)

et, par suite, w

\_ b B
G “—'P,__ 2 b1 — ')7’

A
'i?r'
que Yon pourra appliquer la méthode que nous avons indiquée, toutes
les fois que la fonction des forces 1] aura la forme

V() —¥0)

pr—v?

en sorte que les quantités X et —; ont bien la forme exigée an § VI, et

M. Liouville a démontré que le systeme des coordonnées ellip-
tiques est le seul dans lequel la quantité A a la forme exigée;

il est remarquable que, dans le cas plus général de Vespace, la

. ) S . A . . ..
quantité = ait aussi la méme forme, ce qui nous a permis de faire

cette extension de la méthode.
Nous pourrons donc poser
o (p) = p* o () =
bz . b:
@ (p) =g 00) =57

en sorte que les équations (14) deviendront

dp _ dy ,
\/(11.’ —_— b’)[zﬂ p) +2Cp*— A] — B#? - \/(v’ — b’) [2W(v) 4= 2Cy? — A] -~ Bb?
- dp s ds
—pH3 — ’
A= V=t 2 C A1—B5 ¥ b)Y ¥ ()= 2Ce- AL BD
dt — p.’dp. vidy

Vi —b[2(@) ~ 2Cw —A]—Bb*  y{— b9 (29 (s) + 2Cv — A]— Bb*

et résoudront tout probléme de mouvement d’un point, dans lequel la
fonction des forces sera de la forme

(16) U= He ¥,

yz_uz

Il est presque supertlu d’ajouter ici que, pour oblenir tous les points

du plan mobile, il est nécessaire de donner aux quantités v, VbE vt
des valeurs tantdt positives, tantot négatives. On sait, du reste, que
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les géomeétres font disparaitre cette difficulté relative aux signes en intro-
duisant un angle ¢ & la place de v, savoir, en posant

v=>bcosf et b*—v*=bsinb.

Nous allons actuellement faire I'application de la méthode précédente
au probléme du mouvement d’un point matériel attiré par deux centres
fixes en raison inverse du carré des distances, et nous ajouterons méme,
avec Lagrange, un troisiéme centre placé au milieu de la droite qui
joint les deux premiers, et doué d’une action proportionnelle i la
distance.

§ VIIL

Prenons pour les trois centres fixes les foyers et le centre des ellipses
et des hyperboles orthogonales dont il vient d’étre question, et dési-
gnons par r, ' et R les rayons vecteurs issus de ces centres ; la fonction
des forces aura pour valeur

u,.’
U=£2+% + KR?,
r r

8, g et K désignant trois constantes données, que I’'on peut supposer
a volonté positives ou négatives.
Mais on a évidemment

r=p+v, Mr=p—v, R=p+v -5,
donc

’
g

U= %
Bty p—

(g +g)p—Kbp +Kp)—[(g—g')y — Kb+ K]

y.'._'___v'l

+ K(p*+v? — 87

On voit que la fonction U a, dans ce cas, la forme exigée par notre
méthode d’intégration, et, en comparant sa valeur a 'équation (16),
on pourra poser

d’olt il suit qu’en substituant ces valeurs de §(u) et ¥(v), les équa-
tions (15) feront connaitre la solution du probléme qui dépendra, dans
le cas général, des fonctions abéliennes. Toutefois, ces transcendantes
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(14)
se réduiront & de simples fonctions elliptiques, si I'on ne considére que
les deux premiers centres fixes, c’est-2-dire si 'on fait K = o.
En posant, pour abréger,
M= (p*— 6" [2Kp* + 2(C — K&)p* + 2 (g + g')u — A] — BE?,
N = (v* & b [2Kv* + 2(C — Kb v? -+ 2(g — g')v — A] — Bb?,

les équations (15) donneront

A
VMY
R - dp. _ av )
7 d="0 ‘/B[ AT

Celles-ci fourniront la solution générale de notre probleme, et I'on
reviendrait au cas du plan en posant B = o.

Quant aux trois constantes A ,B, C qui entrent dans les équations (17),
on les déterminera aisément par les conditions initiales dn mouvement.

Ainsi, en désignant par g, Yo, Jos fhor Vo ¥, les valeurs de p, v, 7,
dy. dv d'y

, pour ¢ = o, et par V la vitesse initiale dont P'expression

de’ de? dr
dépend de ces six quantités, on aura
P q
= l I ;L —_ _g_l_._ —_ 2 9 2
- 2 V [J~o+'l“ fro— Vo K(IU‘O + v(l b )a
T bV (pr— 422 .
B - (_F_"__._)b,;(._l___g)_ 7/5,

et enfin A se déterminera par I'une des équations
— 2 2\3 2 — .
M, = (2 — vl No=(u2 —vipvi.
ou M, et N, désignent ce que deviennent M et N par le changement
dep ety en p, et v,. Les consiantes étant ainsi déterminées, on pourra

écrire les équations suivantes, qui font connaitre la trajectoire du
mobile et 'expression du temps :

" ody f s
o \/T\T]— - ‘e v,_l\-i,

f/ - hid {1.1
, o — b2 [ S 2 /
(18) {7=70+ b yB ————-—(H e vB ey

‘= " y.’dlu. f’ vidy
o g \/“M_ “, \/K
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1l résulte des principes de la théorie des fonctions elliptiques, que dans
une infinité de cas, et si K = o, la premiére des équatious (17) admettra
une intégrale générale algébrique, et qu’ainsi a la premiere des équa-
tions (18), qui est transcendante, on pourra substituer une équation
algébrique qui sera celle de la trajectoire du mobile dans le plan,
variable ou invariable, que détermine I'angle y; cette équation renfer-
mera d’ailleurs les deux quantités p. et v, qui seront par conséquent
toutes deux variables. Cependant il peut arriver que, quelle que soit
la valeur de K, la trajectoire dn mobile soit une ellipse ou une hyper-
bole ayant pour foyers et pour centre les trois centres fixes, auquel
cas son équation sera

[ = une constante, ou v — une constante.

C’est ce que nous allons maintenant expliquer.

§ IX.

La premiere des équations (17), ot A, B, C ont des valeurs déterni-
nées, admet, outre son intégrale générale, la solution particuliere

MN = o;

en sorte que on pourra la vérifier en prenant pour p Pune des
racines de M == o, ou pour v 'une des racines de N =o. Mais pour
que cettesolution particuliere de I'équation différentielle puisse conve-
nir a notre probléme , il faut d’abord que Von ait

My=o0, ou N,=o,
c’est-a-dire

'

Yy = O, ou V,=0,
auquel cas Ja trajectoire du mobile aurait pour équation
= o, OU V= v,

En outre, cette condition, qui est nécessaire, n'est pas suftisante ;
car la trajectoire indiquée par la solution particuliére ne sanrait évi-
demment convenir que dans le cas ot la solution générale fournie par
es équations (1 rait en défaut, ce qui ut arriver JRY
] ations (18) serait en défaut, ¢ ne peut arriver que si
quelques-unes des intégrales définies quelles contiennent, deviennent
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(16)
infinies. Or, pour que Vintégrale

» dp
—=
o ~/M

dont élément est supposé infini pour u = u,, soit elle-méme infinie,
il faut évidemment que le polyndme M contienne le facteur p — p, au
moins 4 la seconde puissance, ou, en d’autres termes, que I'équation

M=o
ait au moins deux racines égales a u,.

Ainsi la trajectoire du mobile sera V'ellipse p. = p,, ou hyper-
bole v = v,, sil’on a

M, = o, (ﬂ—)oro,

ot

[ dN
N, = o, (d_)>0:o.

\

C'est le résultat auquel est parvenu Lagrange dans sa Mécanique
analytique, a I'aide de considérations qui me semblent moins élégantes
et moins rigoureuses que les précédentes (*).

Supposons, pour fixer les idées, qu’il s’agisse d’une trajectoire ellip-
tique, et ne considérons, pour plus de simplicité, que le cas o Von a
K =0 et B= o0, c’est-a-dire le cas ou le mobile se meut dans un
plan fixe, et n’est attiré que par deux centres fixes en raison inverse
du carré des distances; on aura simplement

M= (p>— b [2Cp>+2(g+g")p— A},
N=(?—b*)[2Cv?*+2(g—g")v — Al

Nous voulons que I'équation M = o ait deux racines égales a ,;
nous supposons, d’ailleurs, que p, 1est pas égal a b, ce qui corres-
pondrait & un mouvement rectiligne : il faudra donc que 1'équation

20 +2(g+g)p—A=o

(*) Mécanique analytique , tome 1L, page 115.
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(7))
ait ses deux racines égales a p,, ce qui exige que P'on ait

&

+z’ ,
C=—5—"0 A=(g+g o

d’ou1 il résulte , pour la vitesse initiale dirigée suivant la tangente i I'el-
lipse 11,

e — ElPem ) g (o o),

polps —v,) '

et alors Pexpression du temps sera donnée par I’équation

(, )

2
fro. .
(po—v)" 4= &' (po-t-v7

0= [

§ X.

II est remarquable que cette solution du probleme par Porbite
elliptique ou hyperbolique constitue une solution particuliere des
équations différentielles du mouvement. Ce cas étant certainement
digne d’intérét, il me parait convenable de montrer qu'on peut dé-
duire de suite les résultats qui précedent, des équations ordinaires du
mouvement.

En se bornant, comme précédemment, au cas du plan, ces ¢quations

seront
dx  glz+b) g'(xz—b)
der T T T T T
(1
(19) dr__8r 8y
der T r? r’
et, en faisant
: o — b b
X = %, ¥ = Vi — b‘/b v , et p. = une constante,

b4 gl ) g b
“dtr T (e = ar
(20) 4 (p=+>» (p—-)
d*y 0 fdv\' g (br—) | g —)
v pr + b1 — (: - PERE '"(—f; oy p
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qui, elles-mémes, peuvent étre remplacées par les suivantes :

pdr o _gleb)  glw—b)
ar (b (o)

@ == et 75
dej = LpHf T (=)

et il est facile de <’assurer que la premiére de ces deux (quations
s'obtient en différentiant la seconde , et, par suite, qu’elle se trouvera
vérifiée en méme temps quelle. On peut donc effectivement sup-
poser p. constant , auquel cas la derniére équation fera connaitre I'ex-
pression du temps, qui sera la méme que celle écrite plus haut.
Quant a la vitesse initiale, sa valeur se trouve essentiellement déter-
minée par les coordonnées a Vorigine du mouvement.

Si V désigne toujours celte vitesse initiale, v et ¢’ les deux valeurs
qu’elle prend quand on fait successivement g’ = o, g = o, on aura

V2= p2 -2

(’ou résulte ce théoréme donné pour la premieve fois par Legendre :

Soit A un point d’une ellipse dont ¥ et ¥' sont les deux foyers; soit ¢
la vitesse nécessaire pour qu'un point matériel placé en A décrive l'el-
lipse sous Uinfluence d’une force attractive en raison inverse du carré
de la distance émanant du foyer F; soit pareillement v’ la vitesse
necessaire pour que le méme point décrive Uellipse sous Uinfluence
d’une force attractive, en raison inverse du carré de la distance
émanant du foyer F': si ces deux forces attractives agissent a la
Jois sur le mobile, et que sa witesse initiale V soit telle que [’on ait
V? = ¢* 4+ v, il décrira encore la méme ellipse.

Ce théoréme n’est, au surplus, qu'un corollaire d’une proposition
beaucoup plus générale donnée par M. Bonuet (*).

(21)

§ XL

Dans P'examen du cas particulier que nous venons de faire, nous
avons suppos¢ la quantité p, différente de 4, et nous sommes parvenu
a cette conséquence, que la vitesse initiale du mobile doit avoir une

(*y Journal de Mathématiques pures et appliquées, tome IX, page 113.
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valeur convenablement déterminée pour chaque mouvement elliptique;
mais on sent que cette condition n’est plus nécessaire dans le cas ou
t, = b, qui est celui d’un mouvement rectiligne , et que ce mouvement
pourra subsister quelle que soit la vitesse initiale : il est d’ailleurs ¢vi-
dent que I'analyse du paragraphe précédent ne s’applique pas a ce cas,
car les équations (20) ne résultent des équations (19) qu’apres la sup-
pression du facteur yp? — 5%, qui est alors nul; en sorte que la seconde
des équations (21) est impropre a représenter le mouvement rectiligne,
ce qui, du reste, résulte aussi de ce que cette équation, qui est seule-
ment du premier ordre, ne renferme aucune constante arbitraire.
Mais les considérations exposées au § IX nous feront connaitre ais¢-
ment la solution dans ce cas particulier. Nous avons vu que équation

M= (p? =) [2Cp" + 2(g+ g'lp — Al =0
doit avoir deux racines égales & b; il suffit donc que ’on ait
206 + 2(g +g')b—A=o,

et la constante C ne sera assujettie qu’a la seule condition

’

. 1
= ;Vg —_ Z-jé;_‘—vv — bg—u,;
alaide des deux équations précédentes, on déterminera les deux con-
stantes A et G, qui seront exprimées a Vaide de la vitesse initiale V.
laquelle pourra étre prise arbitrairement, et alors le temps sera donn¢
par la formule
Vbr =5 ds

V—2Ci—o(g—g)v+A

Ce cas tres-simple peut se traiter directement, mais il nous a paru
convenable de le déduire de notre analyse.

dt =

§ XII.

Enfin, pour compléter cette discussion, il nous reste i indiquer
comment on peut déduire de notre solution générale les résultats
connus relatifs au mouvement d’un point matériel attiré par un seul
centre fixe. Tl suffira évidemment de poser g’ = o en méme temps (ue

)
[

Document numérisé par la Bibliothéque Interuniversitaire Scientifique Jussieu - UPMC



( 20)

K = o, et 'on aura pour I'équation de la trajectoire

dp dy .
Vi — 69 (2Cp +2gp — &)~ V0P — ) (2G7 -+ 2gs — A)

celle-ci est I'équation d’Euler, qui admet, comme on sait, une intégrale
algébrique. En formant cette intégrale, on devra retrouver Péquation
d’une conique ayant le centre. fixe unique pour I’un de ses foyers; et,
réciproquement, connaissant I'équation de la conique, on aurait P'in-
tégrale de I’équation précédente : mais on peut obtenir une démonstra-
tion mécanique plus simple du théoréme d'Euler, ainsi que P’a remarqué
M. Jacobi; car si I'on suppose que g est nul en méme temps que g’
et K, le corps n’étant sollicité par aucune force se mouvra en ligne
droite: or on pourra former I’équation de cette ligne droite, entre les
deux coordonnées . et v. D’aillears, en posant, pour abréger,

= e,

2C
la méme ligne droite sera aussi représentée par I'équation

e v ‘
V=) (g —e)  Jor— ot —c)’

en sorte que Pon aura de suite 'intégrale de cette équation diffé-
rentielle.

Vu et upproue,
Le 25 Octobre 1844,
Pour le Doven pe 14 Facurrt pes Sciences, en congé,
Le Professewr délégué, G. DELAFOSSE.
Permis d'imprimer,

L’InspecreEur cEngraL pE L'UniversiTe
K
Vice-Recteur de U Académie de Paris,

ROUSSELLE.
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THESE D’ASTRONOMIE.

SOR LA

DETERMINATION DE LA FIGUNE DES CORPS CELESTES.

§ 1
Attraction ’un ellipsoide sur un point de intérienwr ow de la surface.

Soilent
.Z': Jf? =
2{1 +- b: = o1

o

-y

'équation a la surface de Vellipsoide, et «, §, 7 les coordonnées du
point attiré M situé dans 'intérieur du corps.

Nous supposerons Vellipsoide lromogéne, nous désignerons par ¢
sa densité, par fla quantité qui mesure lattraction de 'unité de masse
sir Yunité de masse a 'anité de distance, et nous ferons égale i 1 la
masse du point attiré.

Cela posé, si 'on concoit au point M un angle solide infiniment petit
dw, et que 'on coupe cet angle par des sphéres concentriques infini-
ment voisines, la portion de volume de I'ellipsoide qu’il intercepte se
trouvera décomposée en éléments dont I'expression sera

ridrde ;

par suite, Uaction de 'un de ces éléments sur le poiut M sera fp drdo,
et en faisant la somme des actions exercées par les divers éléments de
'angle solide dw, on aura

Jordo,

tforirule dans laguelle » désigne la distance du point M a un point de
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la surface ellipsoidale comprise dans I'angle </w. En appelant £, v, § les
angles que fait la direction du rayon r avec les axes coordonnés, les
composantes de I'action de notre angle solide auront pour valeurs

Sprcosédw, fprcosndw, fprcosgde.

Si I’on considére aussi les composantes de 'action de la portion du
corps qui est comprise dans I'angle solide opposé au premier par le
sommet, on déduira leurs valeurs des expressions qui précédent, en
changeant &, u, § en leurs supplémentaires, et r en — r’; ces nouvelles
composantes seront donc

Jpr'cosk dw, fpr' cosndw, fpr'cosldo,

ot il faut bien faire attention que r’ désigne la valeur négative du rayon
vecteur. En les ajoutant aux premiéres, on aura

Je(r+rYcosEdw, fo(r+r')cosndw, fp(r-+r')cosgdsn.

Pour avoir les composantesde I'attraction de 'ellipsoide entier, il faudra
faive la somme de toutes les quantités de cette espéce, en prenant
successivement pour dew tous les éléments d’'une demi-sphére décrite
du point M comme centre, avec I'unité pour rayon.
Pour transformer ces expressions, je ferai, dans I'équation de 'el-
lipsoide,
X=o-+rcos§, ‘y=[fp+rcosyn, z=r7+ rcosg:

cette équation prendra la forme

kr* +2gr— h=o,

et aura pour racines r et r’; en sorte que 'on aura

2
r -4+ "’ == — —.?ly
en faisant, pour abréger,
cos*E cos*n ¢c0s?¢
k= — . n
a® b c?
__ acosk f cosn 7COs¢
o T bt 7 L.:h"
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Observons, enfin que ne fait que changer de signe quand les angles

£, n, § se changent dans leurs supplémentaires, et, par conséquent,
les produits g—cfs—g, a—czf—n, gc;:sc
pourra prendre pour dw les éléments de la sphere entiere décrite du
point M comme centre, avec 'unité comme rayon, pourva que 1'on
ne prenve que la moitié des résultats. Si donc X, Y, Z désignent
les composantes de Paction totale de Vellipsoide sur le point M,
orn aura

:_Z/chosidw’ Y:__prgc:udw‘ _“—2/ wosc

Enfin, en mettant au lien de g sa valear, et remarquant que les quan-
tités

ne changent pas; d’ou il suit qu’on

E/ cosécosnd EJP cos g;t)s Cdm, Eff‘ cos nkcost,d(

sont nulles, on aura plus simplement

3 :—ﬁ-z‘/ L_?S_Ed), Y— .. Z/Pcosn __*2/ ws’c

Prenons, an lieu des trois angles £, », g, les deux angles habituels 4, ¢
des coordonnées polaires; on aura

cos& = cosf, cosy =sinfcosd, cosl = sinfsini,

et

de = sin6dbdy,

en sorte que l'on aura, pour la valeur de la composante X , dont on
déduira aisément les deux autres,

X —— f,O__J , €057 6 sin & 6 oY .
a’ cos 0 " sin*fcos®y  sin*fsinty
a’ I/ P

Vintégrale par rapport a ¢ étant prise de o 4 27, et celle par rapport
45 deoar. Mais il suffit évidemment de prendre les deux intégrales

.. ™ RT , N
entre les limites o et -, pourvu que U'on multiplie le résultat par 8.
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Pour effectuer I'intégration relative i ¢, je poserai

oy .
tangy =v, dy = -y cos? = sin®d = ——;
1 -0 i -7 [
on aura alors
‘Jd' * v =’ he
] n T ="
= ('.05‘9+sm’0 " cos’9+51n’9 )t 9,ﬁarsanO—l~b’cos’0)(rzzsirn‘-‘f)-i—("('r)s%,"
O o a? b3 at ¢*
et, par suite,
2 cos*Gsinbd?

Tro— (mpjbwfo e e S S

yia® sxn’9+b cos?0) (a*sin0 + ¢ cos* )

Quant aux deux autres composantes Y et 7, on aura immédiatement
leurs valeurs en changeant, dans X,z et 2 en het 5, puis en ¢ et /s
et réciproquement; il viendra ainsi

Y — — [mpjac[ﬁ/'la— _____ (()S’(lbln 9__({9 — ey
Jo \/(b’sm’e—lr—a cos’ﬂ)(/)’sin*@ -~ c?eos o)
T

7l = hm jdb“f‘Q cos?6sin 6o
B AR /0 \/(czsmw+b’cos’mc’sin‘-‘e_".a:cos,o)

Nous allons actuellement donper aux valeurs de ces composantes une
forme différente. Considérons d'abord X, et posons

b:i—a? < ¢t ad o zpabe
cosG = u, --—2~:/\‘, = 4r—:M;
a at 3

l’expression de X sera
IMF “ ! 1 du
“Jo \'(l+)ll)(l+)’ *)

ou M désignera la masse de Iellipsoide.
Pour avoir une autre forme de Y, nous poserons

b u . b dre
COSG"—‘";'—‘—-—‘——“’ sm@d9 = —; T
VI 2wt (] —+—).1ltz;l;
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et I'on aura

v — 3sz[f utdu :
“ \,/(x 4=t ) (x +)"u"

on trouverait pareillement

SMf u? du

Z = —o
_|, )‘2 )

Enfin, si Pon pose

U= f wdn
- Vii+2e)(a -}—)-."’&'*)7

on aura ces expressions tres-simples pour X, Y. %,

M
X 0(13'{U.U,
3MS ,diU
(I) Y: pr 3 d) 2
7 — _ 31'\'%f d)! U
\ a® i

Ainsi, les trois composantes ne dépendront que de la seule quantité U,
qui est, comme on sait, une fonction clliptique de seconde espéce.

Les formules précédentes ont lieu pour tous les points intérienrs,
en particulier pour les points infiniment voisins de la surface; elles
auront donc lien aussi pour les points de la surface elle-méme.

On pourra exprimer sous forme finie la fonction U, toutes les fois
que les quantités ) et ) scront égales, on que Pune d’elles sera nulle;
ce qui est le cas d’un ellipsoide de révolution. Voyons ce que seront

alors les équations (1). En supposant ). =)', on a d’abord
- Vowtdu X — arctang
U= — I e )
Jo VM 7.

d’ott Pon conclura de suite 1a valeur de X. Pour avoir cellesde Y ¢t 7,
on observera que, pour tons les points de Uintérieur des corps, on a,
en général ,

X i_r/Y+(lZ 4 ,

ALY 4l pa

d At dy "
et, par conséquent,

Uy b U e

d o 3M
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fra’

Pour vérifier cette équation, il faudra remplacer S5 par sa valeur

en fonction de X et X, et 'équation deviendra

(2) QAL LA O —

a odY T ey
On integre aisément cette équation linéaire ; car, en la mettant sous la
forme

dU+Al(£E_ X

Qi S —
dl dl \/I+)u’¢l+‘k”

- 31U,

on voit qu'elle dépend des deux équations simultanées
dn_ dy dU
P Ul 1
Vit 2y ¥

?

— 30U

d’ou l'on tire, & désignant une constante arbitraire,

daUu 3U I

N = k) et —_— = —
) L NVA S VSR T

Or cette derniére est aux diftérentielles ordinaires, et a pour intégrale

d) 2 0°do :
U:E3 — = 1_5 _— + (—;,
BIVIER Vi hn Bl Jraotyi4 ke X

¢ désignant une autre constante arbitraire; si Y'on fait § =Xu, df =xdu,
on aura

. ! tdy ¢
3 U:f “ 4 C.
( ) 0 \/1 G+ a1+ A 0a? »

Maintenant, pour avoir Pintégrale générale de 'équation (2), il faut
P g g q ;

c 3 . . . »
considérer la constante ¢ comme une fonction arbitraire de & = soon

aura donc, enfin, en mettant aussi 1’2 au lieu de £2)2,

U‘—fl 12? du 1 /)\'>
p— T - ~ b
o Vi4- 2w yi+421w 7‘3?()

ou ¢ désigne la fonction arbitraire. En la supposant nulle, on aura la
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valeur de notre fonction U, dont dépendent les trois composantes
X.Y,Z.

EA . P AU
L’équation {2) donnera la valeur commune des deux dérivées —=:

’

avu , , )
——» lorsqu’on suppose X' = X, savoir

Iy
dy'u 4H\U ; 1 t / n
- =y <—'_; 5 U) =% (arc tang A — —— _}_k,) :

on aura donc, pour les valeurs des composantes de I'action d’un ellip-
soide de révolution sur un point intérieur ou situé a la surface,

3AM fa
X =— 20— arctang ),
v 3Msp _ 2\
Y =— o a <aY'C tang). — :72)7
7o 3Mfy ) j
Z = m <3.I‘C tangl — l_::)\-’f .

Notre analyse ne suppose pas que A soit réel, en sorte que ces formules
s’appliqueront au cas de I'ellipsoide allongé, comme a celui de Iellip-
soide aplati.

§ 1I.

De la figure d’équilibre d’une masse liquide homogéne , soumise a
Uaction mutuelle de ses molécules, et animée d’un mouvement de
rotation uniforme.

FIGURES ELLIPTIQUES.

Considérons une masse fluide homogene en équilibre sous I'influence
des actions mutuelles de ses molécules, et de la force centrifuge résul-
tant d’un mouvement uniforme de rotation autour d’un axe fixe, que
nous prendrons pour I'un des axes coordonnés, celui des x par
exemple.

Si I'on désigne par o, 7, v les coordonnées d'un point de la surface,
par X, Y, Z les composantes de I'atiraction de la masse liquide sur la
molécule située en ce point, et par g la force centrifuge ala distance 1
de I'axe de rotation, on aura, pour la condition d’équilibre,

(1) Xdo + (Y + gBYdE + (7 + gy)dy = o,
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équation qui doit coincider avec I’équation différentielle de la surface
du corps.

La détermination de toutes les figures possibles d’équilibre présente
des difficultés qui n’ont point encore été surmontées ; toutefois ce pro-
bléme a été complétement résolu dans hypothése ou'la figure du corps
differe peu de la sphere, ce qui suffit pour les besoins de I'astronomie.
On adémontré, en effet, dans ce cas, que cette figure d’équilibre de la
masse fluide est toujours celle d’'un ellipsoide de révolution dont le
petit axe coincide avec I'axe fixe. On savait, en outre, par un théoréme
dit & Maclaurin , que, si la vitesse angulaire de rotation ne dépasse pas
une certaine limite , deux formes au moins sont possibles et sont com-
prises toutes deux dans les ellipsoides de révolution. Enfin, il y a quel-
ques années, M. Jacobi a annoncé 4 I'Académie des Sciences, qu'on
satisfait a la condition d’équilibre en donnant a la masse fluide la forme
d’un ellipsoide 4 trois axes inégaux. La démonstration de ce théoréme est
tres-simple et semblable a celle qui est relative aux ellipsoides de révoln-
tion exposée au chapitre II1 du troisieme livre de la Mecanique céleste.

Soit

2 7?
+ b) —_[ = l’
ou
acda Bdp yely
() -t e =0

I’équation d’un ellipsoide 4 trois axes inéganx ; les composantes de Pac-
tion de Pellipsoide sur un point «, 3,7 de la surface seront données
par les équations (1) du paragraphe précédent; et en posant, pour
abréger,

A = {1+ Nut) (1 + N2,

et

3Mf (Mt utdu

AZT.T/‘ Y
3Mf u®du
f —I——)\’lt

‘ 3Mf b2 (lu
f ,+)\”u
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on aura
X=—A¢, Y=—BB, Z=- Cy;

en sorte que I’équation (1) d’équilibre deviendra
3) Aade + (B — g)BdB + (C — g)ydy = o;

et pour que les équations (2) et (3) puissent appartenir 4 la méme sur-
face, il faut et il suffit que P'on ait

A. B—U' C——u
4 il D—»s L
{4 : 0 :

a? b2 ot

N b1 _ kg ! _ )\/2
ou, comme — = | + A2, a1 + Ve,
(X —X)A = (1 + 2)(r - ¥*)(B — C),

et

(1+2)(B—g)=0+21)(C-g)

La premiére de ces équations exprime la condition, entre X et ), néces-
saire pour que la figure elliptique convienne & I'équilibre; la seconde
fera conuaitre ensuite la valeur de g, ¢’est-4-dire du carré de la vitesse
angulaire de rotation. En remettant au lieu de A, B, C leurs valeurs,
elles deviennent

(=20 | (1 4+ 2%) (1 3 fo k[ ] =

A? a
e ) [g = B [Tt

o
a’ ° Afi

La premieére équation est satisfaite pour 3’ = ), ce qui indique que
Péquilibre peut subsister avec une figure elliptique de révolution; la
seconde équation I’étant aussi dans la méme hypotheése, ne pourra pas
servir & déterminer la vitesse angulaire de rotation; mais alors on
prendra, comme nous allons le faire tout a ’heure, une autre combi-
naison des équations (4). Laissant de coté cette solution, on aura
I’équation

. . o ''uide Yutdu
(5) (1+)f)(;+;.'-)f B —f o,
(¢] (¥
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qui féra connaitre la valeur de X, lorsqu’on aura donné 4 }' une va-
leur arbitraire, mais déterminée. Le carré de la vitesse angulaire de
rotation sera ensuite donné par la formule

(1 —ut)atdu

(6) g = hmpfy1+ 1 ¢1+x'2fo -

Au contraire, si I'on se donre 1a vitesse angulaire yg, ou plus géné-
ralement une fonction quelconque de g, A et X', en sorte que g soit
une fonction connue de X et ), les équations (5) et (6) détermineront
ces quantités X et X', et, dés lors, la forme ellipsoidale sera entiére-
ment déterminée.

Nous nous occuperons d’abord des ellipsoides de révolution, dont
la discussion a été complétement faite par Laplace dans sa Méca-
nique céleste.

§ IIL

Discussion des figures elliptiques de révolution.

S'il s'agit d’une figure de révolution, ona X = X et B = C, en con-
servant les notations du paragraphe précédent, et les équations (4) se
réduisent & une seule, savoir,

A
§=8— 1

mais alors on a

3Mf ) — arctang). {1 43 () - arc tang ).

?

ad }3 )‘:1
tang : ———}
B — 3y 2O ret T T — o j(x ~+ 3} arc tang > — )
— 2a ) = 2rng . ’
d’ou
(3 y— 30
(1) g = angy CERAC ) = 3,

équation qui fera connaitre la vitesse angulaire de rotation d’une
masse liquide en équilibre, et terminée par une surface elliptique
donnée, ou qui, réciproquement, déterminera la valeur de % qui cor-
respond & un mouvement de rotation donné.
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Nous allons faire voir que si la quantité

— _8
1= awpf

est supérieure 2 une certaine limite ¢, I'équilibre n’est plus possible
avec une figure elliptique de révolution, et que, pour toute valeur
de ¢ inférieure a ¢, il y a, au contraire, deux formes ellipsoidales qui
conviennent 4 ’équilibre.

L’équation (1) peut s’écrire comme 1l suit :

¥+ 3 . .
(2) _m——axctangl_o,
d’ou P’on déduit

. dp _ 42 ¥+ (109 —4)¥+9g
3) =N O+ V) B+ny

. , .. de
La fonction ¢ est nulle pour X = o, et la forme de sa dérivée % montre

qu’elle commencera et finira par étre croissante, A variant de 0 4 -+ ;
et méme cette fonction ¢ sera constamment croissante si les valeurs
de 2?, déduites de I'équation

(4) gi* + (109 — 4)* +gg=o0,

sont négatives, ou égales, ou imaginaires. 1l résulte de la que s'il existe
une valeur réelle de A correspondante 4 une valeur donnée de ¢, il faut
que la précédente équation en )\ ait ses deux racines réelles inégales
et positives: ce qui exige que P'on ait

<

Mais cette condition, qui est nécessaire, n’est pas suffisante. En effet
de ce que 'équation (4) a deux racines réelles et positives, il résulte
seulement que la fonction ¢ a un maximum et un minimum; mais il
ne s’ensuit pas qu’elle puisse s’annuler: il est d’ailleurs évident que
cette fonctiou ne peut s’annuler plus de deux fois, en faisant abstrac-
tion de la valeur A = o. La condition nécessaire et suffisante pour que
la fonction ¢ puisse s’annuler est que son minimum ne soit pas positif.
Soient g’ la valeur qu’il fant donner 4 ¢ pour que ce minimum soit nul,
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et ¢’ la valeur de ¢ pour ¢ = ¢’; on aura

Or le minimum de ¢’ est 0. Si donc ¢ > ¢/, la fonction ¢ sera constam-
ment positive, et, par suite, ne pourra s’annuler; d'ou il suit que la
condition pour que i'équation {2) donne une valeur réelle de X est que

g< ou =g’

Dans le second cas, ot g = ¢’, I’équation (2) ne donnera qu’une seule
valeur pour 1; au contraire, pour ¢ < ¢’, on aura deux valeurs réelles
et inégales de X, puisque alors la fonction ¢ change de signe quand on
fait varier X de o jusqu’a la valeur qui annule ¢’, ou depuis cette valeur
jusqu’a + 0.

Pour avoir la valeur de ¢’, il faudra éliminer ¢ de I’équation (2}, 2
I'aide de I’équation (4).

L équation (4) donne

—_ 4»
(%) q—)‘—{—lo)ﬁ—f—g’
d’ou
. I¥—~30¥+27) N
' = (T3 (309) (g+¥) arc tang A.
dy’
On aura ?‘% en prenant la dérivée de ¢, oti 'on considérera ¢ comme

fonction de A: ainsi

de , dedg__dpdg

dy_dXx  dgd)x  dgdi’

pmsque B  estnul en vertu de I'équation (5), on aura donc, en opérant
de cette maniére s

dp’ _ _ —8¥(X—9)
dh T (340) (1) (9+ W)

1l résulte de 12 que si X croit de zéro jusqu’a v/3 , ¢'croitra a partir de
zéro jusqu’a une certaine limite, et décroitra ensuite constamment
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jusqu’a — g, lorsque A continuera de croitre jusqu’d + o, ce qui

montre que ¢’ ne s'annulera gu’une seule fois, et pour une valeur
de X supérieure a v3; cest A cette valeur X de X que correspondra la
valeur ¢’ de ¢ dont nous avons parlé. Laplace a donné, pour cette
valeur de ¥,

X =2, 5292,
d’ou résulte , pour ¢’,

q' = o, 224671

Comme nous I'avons déja dit, pour toute valeur de ¢ inférieure
aq’, I'équation ¢ = o a deux racines réelles; et comme on a

ces deux racines seront, I'une plus petite, et Vautre plus grande
que 2,5292.
De Péquation (2) on déduit

— 2 ¥+ {(109—4 ) +9q
0= f )y e (BT X

mettons Ay — 1 a la place de ), on aura

g{1—2)(9g—2)+6%
QD—‘/ f )2 l,,_,)‘a)'g__)\a)w d)‘

Cette nouvelle fonction ¢ est relative au cas d'un ellipsoide allongé , et
il faut que »* < 1, car autrement ’ellipsoide se changerait en hyper-
boloide. Or on voit que, dans'intégrale précédente, tous les éléments
seront positifs si X varie de o jusqu’a une quantité positive quel-
conque, inférieure a 1; la fonction ¢ ne pourra donc s’annuler, et, par
suite, ’équilibre sera toujours impossible avec un ellipsoide allongé.

§1IV
Discussion des ellipsoides a trois axes inégaux.
La discussion des ellipsoides a trois axes inégaux a été faite, pour

la premiére fois, par M. Meyer, géomeétre de Koenigsberg, et a été
5

S
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reprise depuis par M. Liouville, qui en a fait le sujet d’'un Mémoire
publié dans les Additions a la Connaissance des Temps pour I'an-
née 1846. Nous empruntons au Mémoire de M. Liouville les résultats
qui vont suivre.
Les équations (5) et (6) du § 11, qui donnent les conditions néces-

saires entre X, X et g pour Péquilibre, peuvent étre écrites comme il
suit :

3 ?

3
(t+2u?) (14+27u?)

f‘ (1—a?)(1— V20 u*du
o=
o

g lmp fYTFTYTTTR [

3 3
2

(142 e?) (14 2V2u?)

Nous prendrons, au lieu de X et X', deux autres variables s et ¢, telles
, .
que Pon ait

1 1
s = = —
1A ’ 1+ ¥??
nous ferons aussi
R g
o
- ¢
2mp f ’

et, enfin, nous remplacerons la variable « qui entre sous le signe

. ' . H . . . ’ . R
d’intégration par ———:on aura ainsi, au lieu des deux équations pré-

Vi

cédentes, et en faisant, pour abréger,

R = v(x+1)(sax+1)(tx -+ 1),

.  *® xdx ® z'dx
(l) (l—S-—t)[ iT—Stl 'Tv—:(),

(2> Y= Stfm (sx 4~ I;EI:.Z‘—I— l)-li.
o

Les quantités s et ¢ sont, par leur nature, positives; 'équation (1)
montre que chacune d’elles, et méme leur somme, doit étre inférieure
a 1; du moins sila somme s + ¢ = 1, 'une des quantités s ou ¢ devrait
étre nulle.

Désignons par ¢ le premier membre de Péquation (1): on trouve
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aisément
de 1 P a(z41)(tr4 : '
'(7‘———5/(; —-"—"*—Rﬁ(——-)[’),"f"(s—S—t)x—st-rzler
ou
d
(3) Z;:—-Ao—-—AJ,
en posant
»n
2A, = %T—')[n+(3——s—~t)x~sm"‘]dx,
()
® L2
24, :f z (::i)[g + (3 —s—t)x — sta?]dr.
[}

Comme ¢, A, et A, sont des fonctions symétriques de s et £, on aura
aussi
dy

(m (jt“:_Ao—Avf;
s et ¢ étant positives, et leur somme s + ¢ étant inférieure 4 1, M. Liou-
ville a démontré de cette maniére que les quantités A, et 24, -+ 3A,
sont positives.

On a identiquement

z — 4‘z+(3+5+’)1"—2-le’~—3st.r‘d
(S.l‘+l)([x+l)ﬁ - 2(3T+l)(fx+- I)B’ -

?
et, en intégrant de o & + oo,
.
o= 'f S (3 5+ )& — 252t — 3stal]da
o
Retranchant cette quantité nulle de la valeur de 2A,, on aura

D 2
2Ao=§f f._,(fl_:'_‘)(l_s—tA-stx’)dx;
[

ajoutant cette valeur de 2 A, avec 3A,, on aura

2o+ 34 =48 —s— 1) [ TEE o,

ce qui démontre la proposition énoncée, car les quantités 1 — s —t et

5
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3 — s — ¢ sont essentiellement positives. Il résulte de 1 que les deux

oy d d P .
dérivées d—: et 71; sont toutes deux negatives; car on peut ecrire

3_:’=_ A1 —2¢) — %(QAO + 34)),
d : s ‘
TZ=— A1 —35) — 3(24, - 34,).

11 suit de |2 que ¢ est une fonction décroissante de s et de ¢.
Supposons que I'on donne 4 ¢ une valeur déterminée, I'équation (1)

aura une racine s au moins cowprise entre o et i, car on‘a des résul-

tats de signes contraires en faisant s = o et s = 1 dans cette équation;

;.. de .
en outre, comme la dérivée (L_: de son premier meimbre est constam-

ment négative, et que, par suite, la fonction g est décroissante, il s'er-
suit qu’elle ne pourra s’annuler quune seule fois. Ainsi, pour chaque
valeur entre o et 1, que l'on attribuera 4 'une des quantités s ou ¢,

Véquation {1) donnera une valeur correspondante, aussi comprise
entre o et 1, pour I'autre quantité. Si I'on fait décroitre s & partir de

- . dy .
sa plus graude valeur, qui est 1, Z; croit, et o ne pourra plus s’an-

nuler que si on fait croitre z. Si donc on veut toujours avoir
¢ =0,

il faudra que ¢ augmente lorsqué s diminuera. On finira par avoir
t=s, puis £ < s; mais comme on peut toujours appeler s la plus
grande des deux quantités s et ¢; qui entrent symétriquement dans
les équations (1) et (2), nous supposerons s = ou > ¢.

Soit 2 la plus grande valeur de ¢, ce sera aussi la plus petite valeur
de s; on aura en méme temps s =t = ¢, et o sera déterminé¢ par
'équation

» zdx . *% x'dx
(—sa) [ — ™, o,
0 ( 7 0 ( 7

ax 41} {z +1) axr—+ 1) (x + 1)

ou les deux intégrales pourront étre exprimées sous une forme finie.
On parviendrait aisément a cette transformation par un changement
de variables, mais on arrive plus simplement au résuitat en prenant,
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au lieu de I'équation précédente, I’équation (5) du § 11, dans laquelle
on fera ) = X: il vient ainsi

(1 —a) {t—Mu*)u?
o _“‘/‘ 1+)’u’) du)

les quantités a et A étant unies par la relation

Si, dans cette derniere, on fait

1
=, tang g,
elle devient

arctang J are tang 4
0= pf tang® 0 d — (A + .)2f " sin* 9 d.
0 0

D’ailleurs

fﬂrc e tang®? 6d0 = tang § — 6 = X — arc tang X,
o]

are tang 2 . . 3 . 3
sin*0df = — -sin*@ cosbf — zsinfcosf -+ ;0
Q 4 8 8
_ 3' . )\(5)’+3)_
= gd!‘(., tangl —8—(—l—_¥_—ﬂ7-

et 'on aura enfin

13% 4 32

arc tang ) — s | =

0.

La dérivée du premier membre a pour valeur

160 (301 (0 —1)
(3 4 1) 3¥ 4 143 4+ 1)’

cette dérivée ne s'annule qu'une seule fois, savoir, pour A==1, et la
fonction s’annulera deux fois, pour X == o d’abord, puis pour une
valeur de X supérieure & 1.

Pour } = 1, le premier membre de I’équation a la valeur négative
r—3,2

4

Pour X = 2, sa valeur est & peu pres égale a 0,06, en sorte que lu
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racine A de I'équation précédente sera comprise entre 1 et 2. On pour-
rait avoir aisément sa valeur 2 moins de o, prés, et alors la méthode
de Newton permettrait de la calculer avec telle approximation que Fon
voudrait.

Examinons maintenant comment varie la force centrifuge, ou la quan-
tité v, qui lui est proportionnelle.

Ona
7 o 2
% = tj; “.___(”"“‘1;5("”“*").(1 — Lsx)dx,
ou
L — tBy+ s(s — 4¢)B,,
ds 2
en faisant

w0 2
Bo:f ffi?l—z-(x — Lstx*)dx,
€0 .2 2
B :f i_‘__x)_dx.
[) o RS

Puisque B, et B, sont symétriques entre s et £, on aura pareillement

di
‘7: = sB, + S(S — lﬂt) B,.
On apercoit de suite que B, est une quantité positive ; on peut s’assurer

quil en est de méme de B,, car, en vertu de 1'équation identique

o =£wx(wRTﬁ[4+ B+s+t)xr — 2s5tx® — 3stx’ | dx,

on peut écrire

W .2
BO:§£ x—(x—ﬂ?—l)(l — & — ¢t + stx?)da;

d’ou résulte évidemment
B, > o.
Cela posé, on a

({ d
do ”m+£m,

— d

— .
o _zds + Ed’"
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\ 3
—————— $)[AoB, 4+ (s+2)A,B, + SStA, B,}.
On apercoit de suite que le second facteur du deuxiéme membre est
positif, car on peut lui donner la forme

A,B, +istB. (28, + 3A,) -+ (s +£—st)A,B,,

dont tous les termes sont positifs ;" quant au second facteur ¢t — s, il
est, par hypothése , négatif: donc

dvde dv dg

dt ds ds dt

do
est une qnanme negahve et comme ? est aussi neg'mf 1l s’ensuit qlie

dv a le méme signe que dt. Done v sera une fonction croissante de ¢
(s est censé remplacé par sa valeur en ¢ dans V'expression de ¢).

1t est aisé de voir qu’a £ = o répond ¢ = 0} en sorte que faisant croitre
¢t de o jusquwa ¢ =-a, cas auquel on aura aussis=e, ¢ augmentera
constamment Jusqu’a une certaine limite v/, qui sera donnée par

I'équation
= ]

U’_Oﬂf xdzx
" Jo (ez—+1)' V&

d’ot 'on pent faire disparaitre l’intégrale. On opére plus simplement
en substituant & cette équation V'équation (6) du § IT, on I'on
fera A’ = A: on aura ainst

s Y -
. I—u’u?d
v :‘)_(l%‘l\z) ¢ \,,J ,.{."1,
“Jo (r+=2ws)?
et l'on a entre g et ¢ la relation 2 = T Si on faitu = - tam,, 6, la

précédente équation devient

?/l—{-)\" arclang s F—=34) aare tang s ]
pr =212 )f sin*® 9d9~-—~—( X ‘/ sin*6d4.
[ g a
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D’ailleurs, les deux intégrales ont pour valeur
12 I 3’ s A(5n+3)
ST A tang} et garc tang A — Bl

et I’on aura

, 33841 (123 —3)
|4 -—-Z A + 4)\5

arc tang A:

telle est la valeur maxima de la force centrifuge, divisée par 2ngof.
Nous avons vu que X pourrait étre calculé avec une approximation
voulue; on pourra donc aussi connaitre la quantitéo’.

Pour toute valeur de v supérieure a ¢’, I'équilibre de la masse
fluide sera impossible avec une figure ellipsoidale.

Vu et approuvé,
Le 25 Octobre 1849.
Pour le Doven o 14 FacuLte ves Sciences, en congé,

Le Professeur delégué, DELAFOSSE.

Permas & imprimer,
L’InsrecTrur cEntraL pE L UsIvemsirs,

Vice-Recteur de U Académie de Paris,

ROUSSELLE.
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