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THESE D’ASTRONOMIE.

SUR LES VARIATIONS

DES

ELEMENTS DES ORBITES DES PLANETES.

1. Lorsqu'on étudie le mouvement des planetes antour du centre
du Soleil supposé fixe, on trouve que ce mouvement est pea différent
de celui qui aunrait lieu en effet si chacune d'elles se trouvait scule
en présence de cet astre, c'est-a-dire gue chaque planéte se meut
sur une courbe peun différente d'une ellipse qui anrait son foyer au
centre du Soleil, et dont le rayon vectenr décrirait des aires propor-
tionnelles au temps. On reconnait en outre gue, si I'on tient compte des
actions réciproques de ces différentes planétes, leurs mouvements réels
peuvent se représenter en supposant dans les grandeurs des éléments
des orbites elliptiques, des variations, les unes peun étendues et qu'on
appelle periodigues , parce qu'elles repassent sensiblement par les
mémes valeurs au bout d’un temps peu considérable, les autres plus
lentes et qui ne deviennent appréciables quapres plusieurs siecles,
ce qui leur a fait donner le nom de variations seculaires.

Nous nous proposons de chercher les valeurs approchées de ces
variations , la nature des approximations et pendant quelle durée ces
approximations se maintiennent.

2. Lawasse du Soleil étant prise pour unité, soient représentées
pav pan, pat', um’, etc., les masses des planétes, p. ¢tant un facteur

de Pordre de ces masses. Pour chacune de ces planétes on a trois
.
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équations de la forme
diz  (1+pmjz __ dR

de? + r3 = Vg
dy | (tpmy 4R
dt? r? —# dy’
d'z (1 +pm)z __ dR
a TR

x,, 2 sont les coordonnées dela planéte m a I'époque ¢, par rapport
a trois axes rectangulaires passant par le centre du Soleil; 1 est sa
distance a ce centre. D'ailleurs

f /
e R T—
. V=T =7 +~2

le signe 3 s'étendant a toutes les planétes m', m”, ete.. différentes de m.
§ 3 9 >

3. Si l'on intégre ces 4quations en faisant abstraction des seconds
membres, on obtient les valeurs elliptiques des coordonnées qui cou-
viendraient au cas ou la planéte m se trouverait senle en présence du
Soleil ; mais on sait qu'on peut conserver anx valeurs générales des
coordonnées cette forme elliptique, pourve qu'on y remplace les ¢lé-
ments constants par des fonctions convenables du temps, et quou
obtient alors, pour chaque planete, six équations différentielles du pre-
mier ordre par rapport a ses six éléments, lesquelles peuvent étre
intégrées par approximation.

Ces équations sont

da dR
Z = [-L(a,C)d—,
de dR 4R
== e g e, g 4B,
de . (c 0 dR ‘ dR
" il CHR e Sl CP R b
(jg = — e w)il} ~+ (o) )d-—*R
7 (e w) — to ) g
T O0F- PR
do dR
\ a g (7, @) 57
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a, c, e, w, v, « sont les six éléments relatifs a la planéte m. Quant a
la fonction R, si 'on remplace, dans son expression donnée précédent-
ment, les coordonnées par leurs valeurs elliptiques, elle se développe
en unc série convergente de termes de la forme

H cos{i (nt +c¢) + i (Rt 4 ¢' ) 4w + i 0" + b - e’ ],

H étant un coefficient fonction des éléments a, a’, ¢, ¢, 7, 7, déve-
loppé lui-méme suivant les puissances croissantes de ces quatre
derniéres quantités. Les lettres accentuées se rapportent d'ailleurs a
une planéte quelconque différente de m; et, quelle que soit cette autre
planéte, ¢ et ¢’ n'entrent jamais sous le signe périodique sans étre ac-
compagnés de nt et n't, parce que, les moyens mouvements étant in-
commensurables entre eux, in + i’#’ n'est jamais nul.

4. Si T'on conserve les six variables précédentes, on trouve gue
l'intégration par approximation fait sortir le temps hors des signes
sinus et cosinus, dans les différentielles partielles de R par rapport
a a, puisque ceite derniére variable entre elle-méme sous les signes
périodiques, dans

| pun

On change alors l'une des variables et 'on en ajoute une nouvelle de
la maniére suivante.
On remarque que
nt + ¢ = fndr 4 ftdn + c;

on pose alors
Jrde=1¢, ftdn + ¢ =c;

on substitue ensuite £ + ¢’ a la place de nt 4+ ¢ dans la fonction R.
P

dR . R

Z ¢ trouve alors remplacé par 2
AR = 7 aa
ﬁ . pal- d_c_l —_ ( )t (_l_}.{
7RI . = =

Si done on efface dans les équations I'accent de ¢/, ces équations n'au-
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ront pas changé de forme; seulement, nt + ¢ se trouvant remplacé
par & -+ ¢, la différentiation por rapport a @ ne fera pas sortir le
temps hors des signes périodiques.

On doit diilleurs ajouter aux six équations précédentes, I'équa-
tion

dt .
7 ="

On a donc en tout sept équations pour chaque planéte; il s'agit de
résoudre’ces équations par approximation.

5. Désignant par p, ¢, s, etc., les éléments a, ¢, e,...,a', ¢, ¢,...,
on peut écrire les équations & résoudre sous la forme

\ dp dy ds
(B) " == pP, o = pQ, oA = w8, elc.,
dg a¢ _
(C) P n, i n, ekc....

Faisant d'abord abstraction destermes en p., on a pour p, ¢,s, ctc., des
valeurs constantes, et par suite pour §, §, etc., des valeurs nt, n'¢, etc.,
proportiounelles au temps. On substitue ensuite ces valeurs dauns
les seconds membvres des équations de la premiére ligne, ce qui donne
7,q, s, etc., avec les termes de l'ordre de i, et par suite §, {', etc., avee
la méme approximation. Continuant de laméme maniere, on obtien-
dra les valeurs des inconnues avec les termes de 'ordre qu'on voudra
par rapport a u, et par conséquent, 'si Fon suppose le temps ¢ assex
petit, on approchera autant qu'on le voudra des vraies valeurs.

Mais si les seconds membres pP, pQ), v8, etc., renferment une
partie non périodique, cette partie sera constante apres substituation
des valeurs constantes des éléments, et donnera par intégration des
tertes en pif; ces termes a leur tour, dans les approximations sui-
vantes, en donneront d’autres en p2#3, p®¢®, etc. Si donc on veut que
les valeurs de p, ¢, s, etc., conviennent a des époques tres-éloignées
de 'origine,, embrassant par exemple plusieurs milliers d’années , il
ne sera plus permis de négliger les termes en ut, p* %, ' 2%, etc., lors
méme qu'on voudrait, dans p, g, s, etc., négliger les guantités de
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I'ordre de p. On modifie alors la méthode d'intégration de la maniere
suivante.

6. On remarque que les termes en p¢, p¢?, pt®, etc., des va-
leurs dep, ¢, s, etc., obtenues précédemment,sont préciséiuent ceux
qu'on obtiendrait si l'on appliquait la méme méthode dintégration
aux équations (B) du n° 3, en omettant dans les scconds membres
la partie périodique. On résout donc d'abord, par une méthode
quelconque, les équations différentielles ainsi modifiées; ce qui donne
pourp,q, s, etc., des fonctions de u.¢, que nousreprésenterons parz,
X, 0, elc., et qui sont précisément les valeurs constantes des élé-
ments, augmentées de leurs variations séculaires du premier ordre.

Cette variation est nulle pour p toutes les fois que le second
membre P est entierement périodique. Or comme, dansla fonction R,

¢ n'entre jamais sans ¢, il en résulte que %? est entiérement pé-
riodique, et que par suite, en vertu de la premiére des équations (A},
la variation séculaire du premier ordre de a est nulle: il en est de
méme pour a’, a”, etc. Les valeurs correspondantes der, n’, n”, etc.,
sont donc constantes.

Ayant obtenu =, y, ¢, etc., on en fait la substitution a la place
de p, ¢, s, etc., dans les équations (B) du n° 5, en méme temps qu'on
y remplace &, ', etc., par nt, n't, etc. ; on intégre et lon a

p:qr—}-p.fP’dt, ¢g=x~+pfQ'd, s= o+ pfS'de, etc.,
en désignant par P', ", 8/, etc., les parties périodiques de P,Q, S, etc.,
lorsqu'on v fait la substitution indiquée.

Posons, pour abréger,

P=7c-+pp, g=x+qg, S=oc-+ s5p, etc.,
en supposant d’aillenrs les constantes déterminées de maniére que p,,
{1, Sy, etc., soient nuls pour ¢ = o.
On obtiendra de méme
E=nt+¢p, ¢'=n't+¢ p, et

Les seconds termes p,u, q,ut, S, etc., &, p., &' u, etc., sont les
variations périodigues du premier ordre.

Substituant dans les équations (B) et développant par rapport &
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ces variations périodiques, on a, cn omettant les termes en p?, des
équations de la forme

. ([I; . AP AP dPp Adp dp
s = Pl P —g = s A 5 )
dg ds ¢

b)) dt ;ll—) dz ¢
(rlrj_ ) i et
.‘(E—ka etc. ,

o il faut remarquer que p, ¢, s, etc., &, &', ete., ont été vemplaces
parm, x,0, etc. , nt, w't, ete., en tant quils entrent dans P, Q), S, etc.

Dans les seconds membres, entre parenthéscs, peuvent se trouver
des termes non périodiques, résultant de ta multiplication de deux
stnus on cosinus de méme argument; ces termes non périodigues sont
des fonctions de p.z; multipliés par ? et intégrés, ils donneront duns
P, ¢, $, etc., des fonctions de p.t multipliées seulement par p, et qui
sont des variations séculaires du sccond ordre, dont nous avgmen-
terons 7, ¥, ¢, etc. Intégrant de méme les termes périodiques, qui
sont de lordre de p2, nous powrrons poser

P=rm -t ppbppt, g/ g g, ST o Sip - sapt, Bl
P2r {282, tc., ¥ sont entiérement périodiques et nuls pour £ = o;
T, Y, C, etc., sy trouvent augmentés de fonctions de p¢ de Pordre
de p.

On aura de méme

L= nt 4+ f(p,[) Lo+ Lapt, = n't J,-‘f'(lu,t) -4 Z,'lp. 4 C'zy.’, etc.
Iin etlet, dans les valears de %C', (;;—, ete., a, a’y ete., se tronvaut
angmentés de lears variations séenlaires do second ordre, les inté-
grales sc trouvent clles-mémes augmentées de f(pt), ['(pt). ete.,
variations séculaires du premier ordre.

Oq substitue ces nouvelies valeurs dans les équations ( B), et l'on
développe par rapport aux parties périodiques, en rejetant les termes
en pb, ce qui augmente les seconds membres des équations (D) de
fermes qui seront, pour la premiere équation par exemple,

/[/_E +d£ . _A.Q'C,»_ (_Z.E._LQ. LR, ilig\\
rf/;'ul dy e dz 7t e '+')..'l/1‘-‘]" ' :),(/r["(/' C '+') 2™ \
# P y

- dp dq i //
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seulenient dans P, Q), S| etc., on a remplace P.q. s, ete., par les
nouvelles valeurs de =, y, 5, etc., et &, &', cte., par nt +— f{n2).
nWe+ f'ipt), ete.

Si donc on intégre, on obtient d’abord les mémes termes (que
précédemment, augmentés toutefois de quantités de lordre de u*
{sans compter lc 1 qui accompagne le ¢ algébrique), puis, pour le
terme que nous venons d’écrire, une nouvelle partic périodigue de
Pordre de p?, et unce partie non périodique de Tordre de p?; de fa
sorte

P==x 4 pu -+ pp+pp, 4=+ qp+ g0 —qo.
§ = 5 = s m + spt 4 o8, Cto,
7, ¥, o, ete, représentant la réunion des termes séeulaives, et diffé-
rant des valeurs précédentes en ce quils se trouvent angmentés de
tfonctions de .t de ordre de p2?, ou de variations séculaives du troi-
sieme ordre.

Ne méme,

L=t A f ) = opfi(pt) b Cop A Gt L,

¢= a4 fliut) + wf(pt) - Cp o+ - e,

ele. etc. etc.

(ioutinuant de la méme maniere, ou obtiendrait, dans Papproxima-
tion suivante, les valenrs des inconnues angmentées de quantiiés pe-
riodiques de l'ordre de p*; p, g, s, ctc., ¢tant en outre angmentés
de fonctions de pt de Vordre de v?,; et &, &', ete., de fonctions de py
de tordre de p*. Tt de méme pour les approximations suivantes.

La valeur généralc de p sera doue

p= T P st papt o pap o ete,
en remarquant que 7 v est lui-méne de la forme
=, -k mp A woet e Hele,
o 74, Ty, W, ele., sont des fonctions de .
PDewmeme pour g, s, ete...
7. Il vésulte d'abord de cette analyse que si nous voulons donner au

remps ¢ des valears trés-gmndos. mais telles cependant que w2 ne soit

2
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pas tres-considérable (ce qui, vu la petitesse de p, nous permet en-
core d’embrasser plusieurs milliers d’années), nous pourrons regarder
les diverses fonctions de ut comme peu considérables elles-mémes,
en sorte que la méthode précédente, nous dounant les valews des
inconnues développées suivant les puissances de p. (sans £), avee des
coefficients périodiques ou fonctions de pt, nous permettra d’appro-
cher de ces vraies valeurs autant que nous voudrons.

8. Dans le calcul qui précede, il se présente a intégrer deux sorfes
de termes. Les premiers sont de la forme p”T, T étant une fouction
de p, ¢, $, etc., dans laquelle ces éléments doivent ¢tre remplacés
par leurs valews de la forme ny +m,p + mp® + cte.; on déve-
loppe ces termes par rapport & p(sans z), et lon intégre, ce qui
donne p"~* [Td.pzt. Les seconds sont périodiques ct de la forme

1

stn
mH0 (i ')+ K
3 COS[(‘m + i'n')t + K],

il et K étant de méme nature gue T'; on les integre par parties, ce
qui donne des valeurs développées suivant les puissances croissantes
de 1. Dans I'un et l'autre cas, on ne conserve que les puissances de
u nécessaires a Papproximation.

9. On peut, sans quil soit nécessaire de résoudre les équations
qui donnent les variations séculaives du premier ordre, démontrer
(ue ces variations restent tonjours tres-petites pour les excentricités
et les inclinaisons, en supposant ces éléments eux-mémes tres-petits
a une certaine époque.

En effet, X, Y, Z représentant les coordonnées du Soleil, 2, 7, &
celles de la planéte m, par rapport au centre de gravité du systéme.
on a, en vertn du principe des aires,

Y { b d i
b Qi X —+ wnm [E(—T — ) = const.

dt dr \Car e
Or
=X+ w=Y 4+ g
de plus
N EE ey
U pim 1+ ulm
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Substituant donc, il vient, en divisant par u..

dy (h oy ol
(E3 S | v — — ¥t smesn — s __,11 ik
o ( ot r/r ) 1 -+ Sm ot Y ] = consl.

Mais, en général, si 'on remplace x, y par leurs valewrs clliptiques,
o a

oy dz S —
e T = \'U ~umia (1l — e¥cosy,

en prenant le radical avec le méme signe pour toutes les planétes qui
vont dans le méme sens, avec un sigue contrairc pour celles qui vout
en sens contraire. Il en résultera donc, en substituant dans P'équa-
tion {[), et remarquant que pour notre systéme toutes les planctes
iournent dans le meéme sens,

(1 Nin e ulU = const. ,

14 tdiw Py a
¢quation de condition dans laguelle le radical est toujours positil,
et ot la lettre U représente une certaine fonction du temps pério-
dique ct des éléments.

Remplacons, dans cette équation, les ¢léments par lewrs valewrs
touvées precédemment(n® 6); le premier membre se composeradane
partie périndique et d'une partic non périodique, fonction de pt, or-
donnée suivant les puissances croissantes de p.(sans ), et dans laguell:
il est facile de voir ¢ue le terme indépendant de 1 n'est autre que

. (v — 1'2
m . -
) -+ tang /

quand on y remplace les ¢léments e, 7 par leurs valewrs constantes

augmentées de lenrs variations séeulaires du premier ordre.
Différentions le premicr membre de I'égnation I: par rapport i /.
ce premier membre devra devenir identiguement nul : cest-a-dire
yne les termes périodiques et les termes séenlaires deveont sy détraire
«parément ; et, parmi ces derniers, les coefficients des mémes puis-
sances de o devront étre nuls aussi séparérm;nl; en sorte (qu on i

(l.l—-{

L iy /T

[ hlll" ¥
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a(l —e? a' (1— e
m \/‘.L__) —+ m’ \/(—'1—)’- —+...== const.,
1--tang’y 1+ tang'y
ou encore

(i /= o (i =/ 2= ) 4=
IIZ\/(I(I —_ m) —l-m\/a (I \/l+tang’-y’ -+

ou

§i, 4 une certaine époque, e, 7, €, 7, etc., sont trés-petits, les quan-
tités entre parenthéses sont trés-petites, et par conséquent aussi la
constante K; et, comme ces quantités entre parenthéses sont d’ailleurs
toujours positives, il en résulte qu'elles doivent, & une époque guel-
conque , rester toujours trés-petites. Ainsi, par exemple, on a tou-

jours
-~ 1 —e?
s -y ) <

R ):mn (< 2K
A —_— : —_—
( myal TS e

inégalité qui montre que e et y doivent toujours rester trés-petits , cn
raison de la petitesse méme de K. Les excentricités et les inclinaisons
restentdonc toujours, comme nous l'avions annoncé, renfermées dans
d'étroites limites, lorsqu'on tient compte de leurs variations séeu-
laires du premier ordre.

d’onr l'on déduit

1l en cst encore de méme lorsqu'on tient compte de leurs varia-
tions totales; car celles-ci ne différent des précédentes que par des
termes, périodiques ou non, mais qui restent toujouwrs de fordre de

u lorsque la valeur de u# n’est pas top considérable, ou pendant
plusieurs milliers d’années.

10. Sil'on vent obtenir les parties des variations dont la grandeur,
méme & des époques éloignées, reste comparable 4 celle de v, il faut,
pour chaque élément p, calculer les quantités que nous avons représen-
tées par 7, et p, (n° 6). Occupons-nous de cette derniére quantiié p,.
d'ou dépend la variation périodique du premier ordre.
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Nous avons vu quon a
po= JPdt, q = fQdt, 5 = [fYdt,etc.,

P, QY, S, etc., étant les parties périodiques de P,Q, S, ete., lorsqu’on
y remplace p, q. s, ete., &, &', etc., parn, yx, o,ete., nt, nt', etc.

Seit

A cos{{in+ i'r")t + B]

nt des termes de ces fonctions, A et B y étant fonctions des éléments
constants augmenteés de leurs variations séculaires dun premier ordre,
ou, par conséquent, fonctions de pt. Ce terme pent se décomposer
en deux autres, qui sont

A cosB cos(in + i'n')t — A sinBsin(in + 'n’)e.

Intégrant par parties, on obtient deux séries de termes périodiques,
ordonnés suivant les puissances de p. (sans ¢), et dont il suffit de con-
server les deux premiers, indépendants de ., et qui sont
AcosB . . o AsinB . y
i sin{in +i'n')t 4 PR cos (in n')e,
ou

msin[(m + i'n')t + B).
On voit par la que pour obtenir les variations périodiques du pre-
mier ordre, il suffit d'intégrer les fonctions précédentes comme si le
temps n'était variable que dans nt, w'¢, etc., et nullement dansz, y,
5, ete., fonctions de put.

Si, dans le terme qui précede, A et B étaient constants, on voit
que ce terme reprendrait la méme valeur au bout d'un temps égal &

piy

”—_;_—ﬁ , ¢'est-a-dire an bout d'un temps comparable 4 la durée des
révolutions des planétes. Mais comme Aet B sont fouctions de s, et
s'accroissent, parconséquent, d'une quantité de l'ordre de g, on doit
dire seulement que le terme dont il sagit repasse, au bout de ce

temps, par une valeur trés-peu différente de celle qu'il avait d'abord.

11. Nous allons maintenant faire voir que dans le cas ou p repré-
sente le demi-grand axe de Fnne des planétes, la valewr correspou-
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dante de r,, c'est-2-dire la partie séculaire de la variation fournie par
la seconde approximation, se réduit a zéro.

On sait que la valenr de ——— s'obtient en cherchant la partie sé-

zl .ui
culaire de I'expression

P p . dp dpg N R
Fra e (s PR Pl )

lorsquon y suppose les éléments p, ¢, s, etc., remplacés par leurs
valeurs séculaires m,, x,, 6o, €te.; &, &', ete., parnt, n't, etc., et
les intégrations qui donnent p,, q,, s,, etc., §,, &'y, etc., effectuées
comme si le temps n'était variable que dans les moyens mouvements.

adR
Dans le cas ou il sagit du demi-grand axe, P est égala (@, ¢)—, on

Aa,c)’ TC' Dailleurs ,
. 3n . 3nu’
o= — — fadt, ¢ = ——— fa' det, ecic.;
2 2a

Uexpression précédente prend donc la forme

dia c/ dR . 3ndR AR d*R
‘ a a0l | —— == fadt+ —ra -+ ——c +. . )

G Tda  d7 2a d%* / et dzde
A (o 30 PR i d*R o 'R, 3n” d*R f“ oot
SO —— —— _— —— e ——— Ll - ete
R /( 20’ d§dy | @ dtda’ “ oz e 20" dgd?” e

T.a premiére ligne peut s'écrire :
, dle,e dd d B y 3n A (i "
\a,:'_l—————-((” ZZ', Elt‘ﬁ;_’_r_l ,(: ([h ([: ot

() AR TdR " AR 'r!l’\d\
(pya dgdp ) dy ) T dtdy ) dp [)’

o il faut supposer qu'on ait pris pour R la partie périodique seu-
lement de la fonction perturbatrice.

Si, pour obtenir une partie non périodique, nous y remplacons R
par la somme de tous les termes qui dépendent d'un méme argu-
ment, laquelle somme peunt s'écrire

Acos(in~+ i'n" Yt < Bsin(in - i'n'Ve,
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A et By étant des fonctions de p.z, et si nous effoctuons les caleuls.
nous trouvons que cette partie non périodique se réduit a zéro. 1l ne
nous reste donc plus qu'a chercher les termes séculaires qui se trou-
vent dans la seconde ligne de 'expression (G ), et a prouver quils
s'entre-détruisent.

Pour cela nous remarquons que les termes dont s¢ compose —‘,—~
dout

sils ne sont pas nuls, doivent étre de la forme

m{m'S" 4+ m”S" 4 ...},

8, 87, ete., étant des fonctions de p.¢; de méme, relativement a vue

dr’
' sont de la forme

autre planéte, les termes de :
d.pt

m' (mT == m" T+ ...},
ct ainsi de suite.

Nous remarquons en outre que le principe des forces vives donne

I'équation
a2t o 1 . w ' 1=~ wn du
: ‘-77},/1/'(\‘_///—/)1)—4—:(m— = — —
LS ot r 1+ pIm % ot
o nen’
= Qo N oo Tt emiee
ot «(l._‘l\/)-:_{_ (]'—)'(ji"' iz —
" d Jdede’ 4 dydy’ 4= dzds
U — X! e

dt

équation qui devient identique lorsqu'on y remplace les éléments par
lenrs valeurs complétes.

Ainsi, dans les deux membres, les parties périodiques et les par-
ties séculaires sont égales séparément, et parmi ces dernieres, I'éga-
lité doit avoir liet entre les fonctions de ¢ gui sont multipliées par
les mémes puissances de p.

Or dans l'équation précédente on sait, et nous ne reprendrons
pas ici une démonstration déja connue, que les parties séeulaires
le

. 2 . m deu .
sont toutes de lordre de p?, excepté dans 3 — -, qui entre dans le pre-
"o
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mier membre, et on par conséquent la partie de 'ordre de p? doit
étre nulle séparément. On a donc

m dw,
v

“Ed.yt:‘ ’

ou

sl N4 T T// -
m{m = 4m' 4 )+ m”? m-T—}—m”—,-—{—...) ~+ etc. = o,
a* a? a’t a’?
en remarquant que ', §”, etc., T, T, etc., y sont des fonetions de p.¢
qui renferment ellesmémes les masses m, m’, m”, etc. Or on dé-
montre facilement que cette équation devant avoir lien quels que
soient les rapports qui existent entre ces masses, et aussi quelles que
soient les grandeurs initiales des éléments, les fonctions de §, 87, etc.
T, T”, etc., doivent étre séparément nulles.
On a done
dw, (Z';r',
—_— O 5
d.pt d.pt

- 0, elc

12. 1 résulte de la que sile demi-grand axe renferme une partie
séculaire, cette partie séculaire doit étre de la forme

mopt - map® - etc.
Quant & la partie périodique, elle est de la forme
P - pap® 4 oete.,
P, y étant composé, comme nous Vavons vu au n* 10 d'une suiie
de termes tels que

msin [(in+ i'n")t 4+ B],
ou le coefficient A est fonction de la partie constante du demi-grand
axe et des valears constantes des excentricités et des inclinaisons,
augmentées de leurs parties séculaires da premier ordre, lesquelles
restent toujours trés-petites (n® 9).

On peut donc dire, relativement aux grands axes des planétes,
que si leur variation renferme une partie non assujettie a rester
comprise entre d'étroites limites, mais susceptible de croitre indéfi-
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niment avec le temps, cette partie, tant que uf ne sera pas trop
considérable, c’est-a-dire pendant plusieurs milliers d’années, devra
demeurer de l'ordre de p2.

13. Occupons-nous maintenant des moyens mouvements. Suppo-
sant d’abord que =, ne soit pas nul, il est facile de voir quon a

dy 3n

— = n — — %

«dt s
en négligeant les termes périodiques et ceux des termes séculaires
qui se trouvent multipliés par p2. Il en résulte, aprés intégration ,

3n
= nte— — At
¢ " 2a | T

olt la partie séculaire négligée est de l'ordre de p. Si donc =, est nul,
on voit que la partie séculaive de la variation de § est au moins de
Fordre de p.

On peut donce dire aussi, relativement aux moyens mouvements
des planétes, que si leur variation renferme une partie susceptible de
croitre indéfiniment avec. le temps, ceite partie devra vester de
lordre de p1, tant que 12 ne sera pas trop considérable.

14. La stabilité du systeme planétaire est donc assurée pour plu-.
sieurs milliers d'années, puisque pendant tout ce temps les excen-
tricités et les inclinaisons des planétes resteront toujours trés-petites,
et que les moyens mouvements ne seront soumis qu'a des variations

de Uordre de leurs masses.
Vu et approwve,

Le 29 septembre 1843,
Pour le Doyvex pe ra Facurré nes Sciences,

Le Doyen par intérim, Professeur d lo Faculte,

FRANCOEUR.
Pernus d’vmprimer,
L’InspECTECR GENERAL DEs KTUDES,
chargé de Padministration de I’ Académie
de Paris,
ROUSSELLES.
3
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THESE DE MECANIQUE.

SUR LE

MOUVEMENT DE TROIS CORPS.

1. Nous allons considérer les mouvements relatifs du Soleil, de la
Terre et de la Lune, lorsquion suppose les masses de ces corps con-
centrées en leurs centres et quon fait abstraction des autres planétes
du systéme solaire.

Nous examinerons, par exemple, le mouvement du centre de gra-
vité de la Lune et de la Terre autour du Soleil, et le monvement de
la Lane autour de ce centre de gravité. Plns particulierement nous
chercherons, parmi les variations du grand axe de I'orbite gue décrit
la Lune, la partie de l'ordre le moins élevé qui est indépendante des
moyens mouvements.

Soient M, m’, m les masses du Soleil, de la Terre et de la Lunc;
SOLENE Xy, ¥4, By, Ly, Yo, 2o les coordonnées des deux derniers corps,
lorsqu'on prend le premier pour origine des axes. Nous avons entre

ces coordonndes six équations qui sont

@z, (M-rmiz |z, o— .
717£+ T o At S — 3¢ °= ’(/; -t etc..
0 ! [(x‘,~’l|' —{-—(yu._f])‘-’_{_(z”_ zl‘::]Q
'z, (M—;—m');;L“ o Ly — 2, ‘Q o2y,
=Gt AT et
((@o— @)+ (yo—r )t (2]

Document humérisé par la Bibliotheéque Interuniversitaire Scientifique Jussieu - UPMC



19
en posant
n=vel b, a=Va e
3. Solent x, ¥, z les coordonnées de la Lune rapportées au centre

de gravité de la Lune et de la Terre, &', y’, 2’ les coordonnées de ce
centre de gravité rapportées au Soleil.

On a
-— / ’ —_— .
To= '+, Yo=y'+7, 2, =2"+z,
, m , m , m
A== x, =y ey, a=——

m

Substituant ces valeurs dans les équations différentielles ci-dessus, on
obtient six équations nouvelles qm, en n'écrivant que les deux pre-
mier €s, peuvent se mettre sous la forme

dr m'’s x Mm' T, x,
— = (D
de? (m' 4m)? " s m m \r? ra)’

1

r r

d'—‘x’+ (M4 m' +m)x’ I\I G+ 4=m [+ m'z,  ma,
dr: r’: m' — m

en posant
,.:¢'r2+fz+z2, 7’:\/(1'_/7+:r’l’+5

Posons maintenant

én remarquant que ry, r, sont des fonctions des coordonnées a, 7, 2
x',y’, ', tandis que r’ ne dépend que de &', y’, z’; il est facile de
reconnaitre que les équations précédentes peuvent s'écrirve

d*x m's

&

. Mm' IR
ai* (m' 4=y T m{m’ + m)dr’

dig'  (Ma+m'4m)z’ M-+m' 4m dR
de: T T m' -m dz'
Si nous tenons compte des quatre autres équations que nous n'a-

vons pas €crites et qui sont relatives aux diff¢rentielles secondes de

3.
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7, %,7’, ', nous avons en tout six éguations entre les coordonnées
-~ ’ !
x,r, %, 2y, 2.

4. Pour intégrer ces équations nous ferons d'abord abstraction des
seconds membres, ce qui nous permettra d'exprimer les fonctions
inconnues au moyen du temps et de constantes arbitraires, que nous
ferons varier ensuite de maniére a satisfaire anx équations completes.

Lorsqu'on fait abstraction des seconds membres , les équations dif-
férentielles relatives a la Lune donnert le mouvement de cet astre,
tel qu'il aurait lieu en effet autour du centre de gravité de la Lune et
de la Terre, si le Soleil n'avait pas d’action sur ces denx corps. Quant
aux équations ifférentielles relatives a x’, ', 2/, elles donnent le
mouvement de ce centre de gravité autour du Soleil dans le cas ou
la masse de la Lune et celle de la Terre s’y trouveraient réunies. C'est-
a-dire qu'on obtient pour x, y, z des valeurs elliptiques fonctions du
temps et de six éléments a, ¢, e, w, ¥, a; et de méme pour x’, ¥, 2.
Dans ce cas, 1 et n’ représentant les moyens mouvements angulaires
de la Lune et du centre de gravité, on a

m't , MAm +m
= T T g n — Y Te——
(m' 4 m) a® al

Si maintenant on veut faire varier les éléments pour avoir les va-
leurs exactes des coordonnées, on aura entre ces éléments deux sys-
temes, de six équations chacun, de méme forme que le systéme des
équations (10) du Mémoire de M. Poisson sur le mouvement de la

Lane.

5. Ces équations ne pouvant étre intégrées quapproximativement,
afin de conduire plus facilement l'approximation, nous modifierous
un peu leur forme. Mais auparavant nous allons développer la valeur

de

Pour cela, nous remarquerons u'en vertu des valeurs de &, ¥, %
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Xy, Fiy %, dun® 3, on a
ro=r""+2(zx +yy' + zm') + r,

3

am
ri—=r"r— — (zx' + yy' + 25’} + ,—,?—,;7"3

d’on, en posant
2z’ A yy' 422’

=
rr’ ’
on déduit
I 1] r ri\ -3
— = ( 255+ 41
rnr r r
1 I/ ams r +m’ re\-:
rno ( m om0

ou les seconds membres sont développables suivant les puissances de
r ver . ) :
~» quantité toujours trés-petite.

Développant, et substituant dans R, on a

¢ .2 [ . -
R — m(m' 4 m) 1 _ [(1 . 3s:)+m m (35— 5.‘_$)% - etc.J.
2r’ r

m’ m'

Dans les équations différentielles entre les variables, nous allons
, en désignant par «,,

/

maintenant remplacer a par a.u, @’ par dyu
a, les valeurs des grands axes a l'origine du temps.
Les équations différentielles velatives aux élémems «a, ¢, e, 0, 4, .

sont
da 2 M’ dR
_——_— YV —
dt an m(m' 4+ m) de
de 2 M dR 1 —e! Mm’ dR
de — an m(m' + m)da - a*ne m(m' + m) e’
de = il L
i etc., etc.

Nous pouvons d'abord , pour simplifier, poser

al m(m' -4 m)
—

5,
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en désignant par S Vexpression
(' r )?
2 [(( — 3s7)
!

laquelle, apres substitution des valeurs elliptiques de x, 5, z, x".

2

®? m' — m

_‘_A.

7

. -
{35 — 5s5%)— +-ete. |,
m N 7

20’ (‘r/ ')3
a’

DR

7_1
(‘,nnvergente de termes de 13. forme

/

. @, dans r, r’, s, peut se développer clle-méme en wne série

Heos[i(nt 4 ¢} 4 i (@'t 4+ ¢ ) fiw + i 4o 4 i a’ ]

Si ensuite nous remarguons que 7 doit étre remplacé par 17, que

‘2 oy
1 . . ) o 9 . . cree
— =% ———_ et sI NOUS POSONS —— — ces équations différen-

all M+ m+m’ i n: n I

tielles deviendront
i ™M . 2+ dS
—— = " R U —
de MA-m 4+ m T de
e I} ] . dS M . { — L dS
- a9 . N U~ e m————— ', — o —y
dat M+m m T de M —-nt <= m ” e
de . )
P etc., etc.,

equations que, pour abréger, nous écrirons comme il suit

S du } . dS
L= w'n, (i, .
de L., dS o S
(7 = i, ) JT — v (e, ) {;’»
d—p— = i, (e,c 45 -~ nin,le ’}]\I(LS’
. dt Y de T
A \ dw . dS R dS
= w0y (e, ») o {4, w’JE’
% = n’n\,("/,w)%f —+- 7)’/10('/, o_\yg;:
do. , S
a7 (14 dy '

en y remarquant que les divers coefficients 1w, ), 1, ¢), (e, w), cte.,
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sont fonctions sculement des éléments qui n’entrent pas sous fes signes
périodigues.
Quant aux éguations relatives aux variations des ¢léments de lor-
bite elliptique que décrit autour du Soleil le centre de gravité de la
Terre et de la Lune, elles pourront semblablement se mettre sous la

torme
du' P ( ] 1) db
— = g ") -
dt A
de’ dS dS
— Lt {2’ o ey LAV A
— = (Y == — ' (e, e ==
dt P e )du' Y (¢ )//e'
de'
= e,
¢ll POSHN{
L «;
“ —
m'a,*

1, y veprésente le moyen mouvement angulaire a l'origine du temps,

et a, par conséquent, une valeur constante.

6. Nous pouvons résoudre ces deux systémes d équations en leur
appliquant la méthode d’approximation que nous avons donnée dans
fe n° 6 du travail précédent.

N COvOATIN (1116 i,u A > e deal 8 L.

Nous savous que v ou 7= est, & peu pres, égal & <4; nous repar-
derons cette quantité comme étant dn premicy ovdre. Les rapports

'f_’]’_7, : different pen des nombres =%, 5. done 4%, peu ditféreut de
>
e oey» peut étre regardé comme guantité du sixiéme ordre.

Il résulte de la que si, dans la recherche des valeurs de a. .
e, ete., on veud ncg_;li{;cr ce qgui est supéricur au sixiéme ovdre, on
pourra, dans le courant des caleuls, regarder les éléments w/, o,
¢, ete., comme constants (ou plutdot comme augmentés seulenment de
lewrs parites nou périodiques, ce qui nimporte pas diaillears pour
fes caleuls qui vont suivre:.

Nous naurons done & nous occuper que du premicr systeme de-

quatious {A, dans lcquel uous 1'(*1111)1&(:(31'0115, sons les signes perio-
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diques, nt par &, en ajontant au systéme I'équation nouvelle

dz -1
— = n,u .
dt '
t Nous effacerons désormais les indices de 7, et 7, nous rappelant
qualors n et 1’ sont des quantités constantes.)

7. Dans les seconds membres des équations (A), n* se trouve tou-
jours multiplié par n, en sorte qu'on doit s'attendre 4 trouver en fac-
teurs, dans les termes des développements de «, ¢, e, etc., des puis-
sances entiéres et positives de 7 correspondant aux mémes puissances
de n*. Mais si I'on remarque que chaque intégration d’un terme pé-
riodique fait naitre un diviseur de la forme in + 77, il sera facile
dapercevoir qu'a chaque facteur n, non multiplié par ¢, correspond

un divisear in + ‘n’; d’ont le multiplicateur Ce sont des

n
in 4 in'
multiplicateurs de cette forme «ui, prenant unc valeur trés-grande
lorsque in + i'r’ est trés-petit, par suite des valeurs de 7, i*; ralen-
tissent I'approximation ou la rendent stationnaive. Nous ne nous
préoccuperons pas de leur grandeur, et nous remarquerons seule-
ment que les valeurs des éléments se composent d'une partie non pé-
riodique, fonction de %*nt, développée suivant les puissances de 72,
plus ane suite de termes tels que
1 [iin 4 7n)e + K],

H et K ayant méme forme gque la partie non périodique. Nous ne re-
gardons ici comme périodiques que les termes pour lesquels 7 et ' ne
sont pas nuls a la fois : ponrtant, lorsque 7 ct &/ sont nuls, ces termes
peuvent encore étre périodiques, si K renferme une partie propor-
tionnelle «u temps; mais cette partie étant de lordre de 2, la pé-
riode est plus considérable.

8. Nous savons que la premiere et la seconde approximation ne
donnent pas de parties non périodigues dans #: nous allons passer a
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l'approximation suivante, c'est-a-dive chercher les termes non pé-
riodiques, fonctions de n*nz, qui se trouvent maltipliés par %*. Pour
cela nous devons intégrer les termes de méme forme, multipliés par
du
=
Soient éerites les équations différenticlles de la maniére suivante

7%, et que renferme

du — U @ — P dy _

—_ — A — te. -
a =T A ar =" Q, ete-;
ou devra poser
die ((ZU dU du + )
— = | —u — — 1, .
gdt aw Tttt

B

) " ((—[«[—ju.ﬁ— i‘—{p,—l—. . —1—(—{—}— w4 dU qp- )
N ’ du dp © adu? ! dudp
faire dans le second membre 2 constant, § proportionnel au temps;
remplacer, dans la premiére parenthese , p, ¢, ete., par leurs valeurs
approchées =, + mn?, 3o + y%7, ete., avant davoir effectué les
mtégrations qui donnent u,, p,, g,, cte.; remplacer de méme, daps la
seconde parenthése, p, ¢, etc., par 7y, 7,, etc., avaut toute intégra-
tion; chercher enfin, dans le second membre aiusi caleulé, les termes
non périodiques, multipliés par 5°, et lesintégrer.

Nous allons nous occuper d'abord de la seconde parenthese; nous
passerons ensuite a la premiere.

9. Avant d'effectuer les intégrations qui doiveut donner les va-
lears de w2y, py, ¢ ete, iy, pyy gy, cte, powr la seconde paren-
thése, nous pouvons remarvquer que si Po integre par paviies, et qu'on
ne conserve que les premiers termes des développements, ce qui est
suffisant, les résultats auxquels on ayrive sont précisément les wemes
que ceux quion ebtient en regavdant les cléments p, ¢, ete., comme
constants. Nous lerons done les caleuls davs cette hypotnése, et ce
n'est qu'ensuite que nous substituerons @ p, ¢, etc., les valewrs =,

Zo» cte., fonctions de % * ne.

. i
Prenant la seconde partie de fa valenr de )

dotinée par fa for-

i
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mule (B), remarquant que U est égal & » (u, c) nu a n(u, c)d8 en

deqngnant par 8 la partie périodique de S, on peut éerire

dg ey &8 ]
muz+w(?z+mé’--l-u g
du . a*s’ . AR ot 8
=TT S T e Y e
() TR A AP L S
s ‘ de? Yoadps T dg du it d¢ide”
. d{u,c) {t/_S' . +(i§_’ "t 4 d:? 9’ - {Z"S'_ Cen o+ )
de \ dg : e dgrlt dtde o
oA, e)
o 2t 1

formule dans laquelle il faut supposer w,, ¢,, €., ctc., déterminés
i posant

s du, TS a’s d*S diu,e)dS
- — (u,c)((m u, 4 71;— ¢+ ...)+11(11 € T IYC “+n i .
de, 428 A8 \ ) drs dfu,yc)dS
oy 1S =t (G et ) e gt TR
— nle,c) (ﬁ— w, —+ ﬁc, -+ > — ete.,
dedu dedc
ete. , etc.. ..

18, Ne considérons d’abord que les deux premiéves lignes de la
dre , .

valeur de A donnée parfa formule (C); remplagons-y e, , ¢,, €,, cte.,
par les parties de leurs valeurs qui sont indépendantes de &, et dex
diftérentielles partielles de (e, ¢) (e c) etc., par rapport aux élé-
ments; remplacgons ensuite u,, ¢, etc., par lenrs valeurs déduites
des équations (A), intégrées cn 1'emp1agant S par S’, et ne faisant pa-
varier les éléments. Nous aurons, en faisant abstraction du factear
nn®(w, c), uane partie qui pourra se grouper en termes, les uns de
la torme
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/ , d* 8 d*8 S’
> aap J g ) o
(l S’f a8 r[g'
- . (IC(II/ (Ir/
ANV A A8 (IS' 28
— —_—dt |t
d%edp? (/‘ dy dy
d-8'

das’ [ S’
—dt | —
dp | dy

— ? ddpdy
les autres de la forme

ERY d:S

lZedp dgdm

48" ([ d*S
7[:_:1‘/_ dpdm

d*87 "8 dS’
-+ {Zelm (!Zn(ip 7{]— dr —
ya . ({44 .
(F) § (2dlmar) S L1 A0S [dS
— — -
dtCedn f <¢lm(l/1 f dy ‘
d°S’ /"(/S' (/‘%'
T d¢dydm dp
d*S’ d S’ dql
+
dtdpdm (lt/ T

Dans ces termes,

(prq), (m

cing coefficients (z, c) (e, ¢

WS dt \) dr
rl(] * dp !

_ IS fds ) e
dpdy 1[1} !

de’
—— dt —
dn

S
f-Tb; dt —

a8’
;]7,(1(/ :

d S’ . S
— dt
N dp . dp

/'(ZS'
Jdm
[lli et \ dr
dm !

(S
«3 (t’[) lt

dr ] ot

d-8
po
a8
prell

d:8
dndy

d*S
zlmr/r/

e )

oy

oS’
r/11

d'8’ 115’ ds
dl’,(l{/t[n [ (lj) [‘ Im
d-8’ d S’
(ICdpdn /v dr/ f (1111

, 1} représentent denx quelconques des
), ete. On peut remarquer que les denx

¢léments ¢ et 7 n'entrent que sous les signes périodiques , tandis que
les deux autres éléments p et m vestent toujours en dehors.

Nous allons prouver qu'il n'entre dans les termes (E) et (F) aucune
partie non périodique. Pour cela il suffira évidemment de considérer

le second terme, puisque le premier peut s'en déduir: en changeant

men p,nenq, et divisant par 2.

1. La lonction § se compose de deux parties, I'nue périodigne N’

Fautre non périndique. Prenant done d'abord la partie §7 de
peul apercevolr que les termes constants,

(1] poszmt

S"=Acosivt +Nj +~ A, cos{e,r +N,)

b;: an

sil en existe, s'obtiendront

A coniv Ny

4.
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dans laquelle valeur on suppose
v=in4i'n’, o, =in+in, v,= i‘_.n-}-i’;'n’;
les coefficients ¢, ¢, , v, étant d'ailleurs liés entre eux par la relation
O =0 - v,==0,

qui implique les deux autres
i+t i, =0, i‘+i +i, —=o,

et les parties N, N,, N, des arcs renfermant I'élément g avec des coef-
ficients entiers, positifs ou négatifs, représentés par s, s,, s,, et 1'élé-
ment n avec des coefficients aussi entiers, positifs ou négatifs, repré-
sentés par 1, 1y, I's.

~ s \ . d*S’ d? S’ {
Substituant cette valeur de ¥, on obtient pour — 4 <5
digdp ) dg dgdm

six termes de la forme

rsd,  dA, a’A7

ot sin (N 4+ N, 4+ N.),

et qui se déduisent de celui-ci en intervertissant de toutes les maniéres
possibleslesindices 0, 1,2 (*). Pour les autres parties du développement
de(F),nonsaurons destermes également multipliésparsin(N+N, +N,),
et si nous ne considérons que les coefficients de ce sinus, nous pour-
rons former le tableau suivant :

d:s a8 4587 e P rs, iy A dA, dA, .
+ didp | dgdm [ dr onne +4uv2 dm dp ° L
4§ (d'S rds' re  dA, da, )
dcdp qdrz dm """" 49,0, dm 7{;’ 2
FERY drs’ r sl dA
—_ o e | ader L — T T A AL
dl;dq f dp dm f dn 4ore.  dpdm As (3)
a2s’ d: S ds’ r.sit dA, dA,
—dtr ... — A — , 4
+ d?;dq f dn dm d +4uuz dy dm (4)

(*) La lettre A qui n’a pas d'indice est considérée comme affectée de Pindice o.
Wl en est de méme pour v, N, r, 5, i, i,
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d? s d:§ dS' 7§, dA, dA, .
i dm f der ... + Goo, A & dm 5)
o Qf 1 Qr 7 s
I S ds et _ sty LA dA, (6)
dtdm dndq foyve - dp dm’ /
d*S d:8' a8’ ry s, d*A
- 2= 25 e .. — L2 A,
dtdn fdm dp f 4oio.  dpdm Ak, (7)
d*§ das’ dS’ rs, i dA, dA,
e . e /8
+ di dn f f “““ + 40(:._, A dm dp’ \8)
d3 S ds’ dS' rs, i dA, dA.
%2 |=z= . I B8 R
At dg dm lep dtf dn 7 + Guo, 4 dm dp’ W
'S ds’ rsi dA, dA,
dt § —dt  ....... —__— _
dt; dg dn f d fo, e, A dp dni’ (10)
Y de dS’ . red o A
d?, dp dm SRR 4oy0n  dpdm i e
d3s’ dS’ f{lS' i + r si, A dA, dA. (
T dtdp dn @ Goo, © dp aAm

I faut, dans chacune de ces lignes, intervertir les indices o, 1, »
de toutes les maniéres possibles, ajouter tous les termes ainsi obtenus,
et voir si la somme est nulle; mais tout d'abord on voit que les termes
deslignes (1), {8) et (g) s'entre-détruiseut , et qu'il en est de méme pour
les lignes (4),(5) et {12). Pour les autres, il suffit de considérer les
termes inscrits dans le tableau et ceux qu'on obtient en échangeant
entre eux les accents ¢ et 2; o reconnait alors que ces termes s'en-
tre-détruisent dans les lignes (2), (6) et (10), etaussi dansleslignes (3},
(7) et (11). Achevant d’'intervertir les indices, on doit donc trouver
que tous les termes non périodiques s'entre-détruisent.

On peut encore obtenir des parties non périodiques en posant

§ = A cos vt + N} + A, cos (vt 4+ N},

avec la condition
¢ - 20, = 0O,
et si P'on suit unc marche analogue a la précédente, on trouve en-
core que tous les termes s'entre-détruisent.
Enfin il faut considérer la partie non périodique de 8. Dans ce cas,
il résulte de la remarque faite au commencement du n° 9, quion peut
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faire sortir des intégrales les différentielles doubles de S, ce qui donne
dans (F) des termes de la forme

: :§/ S’ d+s ds’
i Ve ) [~ e | [
les autres termes pouvant, sauf le signe, se déduire de celui-ci en
échangeant entre eux les éléments d’'une maniere quelconque. Pour
avoir dans cette expression une partie non périodique, il faut consi-
dérer les termes de 8’ qui ont méme argument ; mais les termes de §'

qui contiennent le méme angle oz peuvent toujours se réduire a
deux , qui sont
Y cos o +- W sin oz,

Si donc on substitue cette valeur de 8’ dans Pexpression précédente ,
et quon cherche la partie non périedique, on trouve gwelle se ré-
duit a zéro.

Nous pouvons donc conclure de cette analysc que le terme (F i ne
renferme aucune partie non périodigue.

12. Nous allons maintenant passer 4 d'autres termes de la for-
mule (C); mais auparavant nous remarquerons que, si I'on substitue

= 1 + 4Nt + u,xn
dans ['équation
dt -:
I = nu N
on a
g 3 ) 3 15
Z—Il—-;ﬂulﬂ‘—ﬂ -2—11—-_8.[(: 1t
. :
d’ou Fon deduit
&= %n./‘uldts € = — ':"lhfllzd[ -+ -'—;s—nj‘([[:)dt’

en représentant par () la partie périodique de 13

15. Cela posé, et remarquant que dans la premiére ligne de la
tormule (C}, nous n'avons encore substitué d u,, c,, etc., qu'une par-
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tie de leurs valeurs, nous allons y substituer les parties qui dépendent
de ¢, , cest-a-dire poser

d*S Y
u._,::n(u,c)fmq,dt, e=—n(u c)f/cdug.dt n{e, ()f(/ v Lode, ete,

Cette premiére ligne nous donnera alors, en faisant abstraction du
facteur »°n (u, ), des termes de la forme

{d"S’ d*s / da*s' frdrs ¢ de
T el - . T = G b
" (p2) \dtdp rlt_dqc" C T dtay) aeap™ )

ou, 4 cause de la valeur de ¢, du n° 12,

3 /d S (S (LdS &S L arS LS |
_— t [ . —— 1
(a) = wlwe)prg) dgd/; atag) ) @ T way ) wiap) )

Dans la troisieme ligne de la formule (C), considérons maintenant
aQs

a2s’ , . .
le terme e £,, et remplagons-y &, par la partie de sa valeur qui

s'obtient en posant

to= — tnfuydt
et
du, d* S d:S'
71?4’1(("6)({%:111.[ dide + )’

nous aurous des termes de la forme

; 3, (l s’ (lb’ d S P dS (IS’
(&) vg.ll (%) 1)’(] X de dcdp d(/ (lC' ll'c_a'(/ dp

Cousidérant enfin le troisieme terme de la troisieme ligne et lex
suivants, aous pourrouns les grouper en termes de la forme

, 3 d*8  [d¥ de *dS dis "
Y — ! i — dt —_— i
(¢) o (@, ) (PK]J(:({Q-.» dp i odg o J. de T dgidy ,1;, j

Daus les termes @), (b), (¢), remplacons § par la valeur

A cos (¢t + Nj 4+ A, cos (o t 4 N,) + A, cos (£ N,

dans laquelle on suppose
v, 4+ v, 0}
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nous aurons entre parenthéses des parties non périodiques, dout nous
n'écrirons qu'un terme sur six, et qui seront

Wi s, s,
pour{a). . . . + —/ — ——,
ov? 0,02
o s
pour () s itiys,
T v, vo?
. i
iy i3,
1 f29 gt
our {¢). . . . — L= Lo
P ) o] ol

chacune de ces quantités devant étre multipliée par le facteur

dA
2(1 A, sin (N N, + No).

Or, si nous échangeons les indices 1 et 2, et si nous faisous la somme

des termes ainsi obtenus, la somme est nulle. On n'obtient donc en-
core aucun terme périodique.

Il en est de méme aussi, lorsqu’on remplace §' par la valeur
Acos(vt + N) + A, cos(ei+ N,),
dans laquelle on suppose ¢ + 2v, = o.

14. Nous reprenons le terme

as’
d_C’ G
nous y faisons
6= — 3 n fu.de,
en posant
d)sl
u, = n{u, c de’ g.de;
nous y ajoutons le terme
@8,
2dgd !

Nous obtenons, aprés toute substitution, l’expressi«m
a8 dS’ , a3y {' ds’ S’
b 3 —_ —_—
intfu, o | .(n:* fde- ff o ) ) ac u// 7z '/')

{84
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Substituant, entre parenthéses,
S = Acos(ot 4+ N) -+ A cos (vt + N,) + A, cos{vt + N,),

nous avons

R EL AN UX
—il= ,—l»;,, AAA;sin{N 4N, 4+ N;);
172
y échangeant les indices 1 et 2, et ajoutant, la somme est nulle.
Il en est de méme pour
S =Acos(vt+ N)4 A cos{v¢t+ N,).
15. Dans le terme

a8

‘W C'H

nous faisons
&y = — %nfu.,dt,

d(u, C)f‘g ll|dt

/ 7 /
___%nl(u, _) d(u; L) th;tf ffds fﬁ c{t"

qui ne fournit encore aucune partie non périodique.

ef

nous avons

16. Dans le méme terme
d*S’
gz; L2y
nous faisons enfin

= L n f(u})dt,

s’ s ds’
20t {u, c)’d—-;—f(f S f S dt)dt,

ou pous trouvons encore que les parties non périodiques s'entre-dé-

nous avons

truisent.

1l ne nous reste plus, pour épuiser les termes en (u, c) de la for-
mule (C), qua y remplacer u,, c,, etc., par les parties de leurs va-
tenrs qui dépendent des différentielles partielles de (x, ¢, (e, ¢), etc. ,
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relatives aux éléments. Réservant ces termes, nous passons a la qua-
trieme et a la cinquiéme ligne de la formule citée.
47. Soit pris, entre parenthéses , dans la quatriéme ligne, le terme

ds’
dy

——U;

nous y substituons la valeur de u«,, déterminée en posant

du, , d*s dS
'—d? :n\u, C) mlﬁ—'—*d,cl"*“etc
nous y ajoutons les termes
a4 ds’
i uey + ete.,

dtdu " T dtde

de la quatriéme ligne; nous obtenons une suite de termes de la
dS' 48’ dS' das tiS'
dr d?;dp dC didg
d’S’ dS’ dS’ d’S’de' de’ i
+ I ~ dtdg ,

et dans lesquels les parties non périodiques se réduisent a zéro.

forme

7*(uy <){(p; q)

Dans le terme
a8’
ag ‘v
nous faisons ensuite

du, 4%

E—:n(u, c):z't;_’t;’;

nous y ajoutons le terme
4y’

‘d?‘ g, ;

nous avons

{4 dS’ dS’ dS’ &8’ a’S’ |
— in¥(u, ¢) a0 e (lt

nous trouvons encore que la partie non périodique y est nulle.
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Enfin, dans le terme

nous pOS()nS
du, d(u,c) d¥
—_—=n—— oy
dr du (z'Z;

d 7 7 ds/
(i, ¢ (:;c) ds def

expression entiérement perlodique.

nous avons

18. Le dernier terme de la formule (C) est

d*(u, ¢) dS
G — ’7
" adn’  d¢ “is

e)ds’ d S’ a S’
2du dz 4

et, comme les autres, est entiérement périodlque.

qui peunt s'écrire

ntnd (u, c)?

19. Ainsi que nous I'avous dit au n° 16, les termes dont il nous
reste 4 nous occuper s'obtiennent en substituant dans la premiere
ligue de la formule (C) les valeurs de «,, c,, etc., déterminées en
posant

du, d(u,

de du dc s

de, d{u,c)d$ die,c}dS de, c) dS

—_— I — N — u; n — — —_— 6'1;

dat du  du du d de dec

de: _ d(e, )dSL +nd(c,c)d5p +nd(e,w) dS o ere
@ du dc de dc du o LT
etc., etc.

Or, si nous groupons ces termes convenablement , et si nous remar-
quons que les coefficients (x, ¢), (e, €), etc., ne sont fonctions que des
éléments u, e, 7, lesquels n'entrent pas sous les signes périodiques,
nous obtenons des termes de la forme

. d{p, (]) dG’ . d: 8!
6 3 —_
(d) n*r(u,c)(m,n) dm dt dp ol f/(] rl’n
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Substituons-y.d'abord la partie périodique 8’ de S, et faisons, comme
précédemment ,
S’ = Acos(vt +N) + A, cos{v, £ + N\) + A, cos (it + NoJ;
nous obteuons une partie non périodique composée de termes tels
que

d(}),q)(ns,——-rzs,)(,v,——l,v‘)ZiA As sin (N4 N, 4+ N,).
p

t
LBl
4’] 7 (#, c) (m; n) dmn 0w, 0,

On voit que ce terme ne se réduit pas a zéro, excepté dans le cas
particulier ou la lettre r est la méme que la lettve s, clest-a-dire
lorsque les éléments n et ¢ sont les mémes. Mais on a

hoy— oy = (ai', — i by n' = (i, — i B)an.

Ce terme non périodique peut donc encore s'écrire

’ ! ;o\ dA . ,
_.__L% ' nm:": (a, (:) (n, rl) ¢ (5,:1(/) (ross—ris) (z’, i,—i 1'7)% A, Asin (N+N.—|—Ng);

cest-a-dire quiil est d'un ordre supérieur a ceux dont on s'occupe,
puisqu'il donnerait par l'intégration une fonction de »* nt multipli¢e
par ° {voir n® 8.

Clest ici le lieu de rappeler la remarque faite ann® 7, asavoir, que

uous ne nous préoccuperons pas de la grandeur dn facteur ,
oy 0,

et le regarderons comme sans influence sur lapproximation.
On arriverait anx mémes conséquences en remplacant 8 par la
valeur A cos (9t + N) + A, cos (v,z + N,), dans laquelle, comme

on Salt, ol suppose ¢+ 29, = 0.

20. Sinous remplagons maintenant dans le terme général (d), S
par sa partie non périodique, nous pouvons écrire ce terme comme
il sutr :

o d (p, q) ds d* 8 (IS’ dS 8§ ds’
b 3 — —— —_
At ATl c)(m, /Z) dm rlq (12; (Ip “dn dp dg (quf dn ,U’)

Or, ce terme n'est pas, comme tous ceux qui précédent, entiérement
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du

dt

a7
périodique. En etfet , si nous y substituons
S/ = V cosrt + W sinee,

si nous cherchons la partie non périodique, et si nous intégrons, nous
avons I'expression

(iW dV dW dV
(lq

d.ynt.

+. —
dp \ dg dn dn dy

S (»s 9)
7 o () f(”” =i dS (,zw AV dW dV)

21. Revenons a la formule (B) du n® 8, et cherchons-y les termes
non périodiques, fonctions de n*nt, multipliés par »°, que fournit la
premiére ligne.

Pour cela nous remplacons, avant tout calcul, les éléments p,
g, etc., renfermés dans Jes scconds membres des équations différen-
tielles, par =, + mn®, Yo + xim®, etc., ce qui nous donne de non-
velles valenrs de %, p,, ¢, ctc., qui, dans Vordre d'approximation,

peavent s'écrire

/ / \
( 1]} /_(/ -+ el ),
(p) = p + 7 (m j —dt 4+ 'f:l? dt 4= cte. )’
(o) = Q[
\(]‘_) = g, + #*{r —dt + —11/ +- ote.

etc., eteg

fn)) = u, 7t |

AU JdU  dU
faisant de méme pour les différentielles partielles 5= <=, = o,
de  dp  dg
qui entrent en multiplicatenus de «,, p,, q,, etc., dans la premicre

ligne de la formule {B), on a, en ne considérant que cette premiere

ligne,
dU . dU i dU ot \
= ) g, etc.
du “ dp s dy h i
‘ d*U d*U (/ 7 dU (TdU dU [*d P’ dl it dyy
~+ b | —— - 7 G+t — | At — | — -t — dt =+
dudp dp' llr/(i/) du ] odp dp dp dg J dp

a*U dT] U dT dU dU d P’ d U d Q) R
—+n / u =+ P+ — i —dt-- — — ot — — el e

(lutl( ‘ dpdde de il o, 17/ des el dy
{ Py i o 7 P . [ (.

ete,
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On peut supposer maintenant, dans le second membre, les élé-
ments p, ¢, etc., remplacés par n,, ), etc., et, de plus, dans la se-
conde ligne et les suivantes, les intégrations effectuées en regardant
ces éléments comme constants.

Or, nous allons faire voir que, dans cette nouvelle formule, Ia
seconde ligne et les suivantes ne renferment aucune partie non pé-
riodique.

22. Pourdévelopper la parentheése de la seconde ligne, il suffit de
remonter aux équations (A) du n° 6, et a I'équation

dz -

O)n trouve alors, d'abord le terme

. L dle, o) d*F ds,lt dS’ (d*S’ d
(e, ¢) dp \dtdp ] W a S )’

puis le terme

3 ( a8’ a’S’ dr +r1’S’ <28’
— il —
2 dgtdp dcdp
enfin, d’autres termes qui peuvent se grouper en termes de la forme
S’ [dS’ d'S’ [dST N
— et ——dt
didpdm dn dtdp dn dm
d*S" (d:S’ d*§’ &8
-+ dr — — de
didm J dpdn dtdn J dpdm

r, si dans chacun des trois termes précédents nous faisons

n(w, cj{m, r)

0
S§' = Vcosvt -+ Wsiner,

et si nous cherchons la partie non périodique, nous trouvons qu'elle
se réduit a zéro.
Il en est évidemment de méme pour la troisiéme ligne et pour les

R .. du
suivantes, dans la derniére valeur de =

. . ;o . du
23. Pour obtenir les autres parties non périodiques de,—tdues q
= €
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la troisiéme approximation , il ne nous reste donc plus qu'a considérver
la formule

du -/ dU dU dU

7%= i (_7};—[¢1+_;117P'+_dq_(]'+ etc.);
y supposer les éléments p, ¢, etc., remplacés par n,, x,, etc.; eftec-
tuer les intégrations par parties qui donnent les valeurs de «,, p,,
4, €tc.; retenir seulement les deux premiers termes de chaque série
fournie par l'intégration ; substituer dans la formule ces valeurs ap-
prochées de u,, p,, g, etc.; chercher dans le second membre ainsi
préparé la partie non périodique, laquelle se trouve nécessairement
multipliée par »°, puisque la seconde approximation non périodique
de i ne donne rien ; intégrer enfin cette partie non périodique, ce

dt ’ i

qui donne une fonction de »?nz multipliée par v*.

24. Cette formule peut s'écrire

d{t_ - ) c)dS8’ (*dS’ d 3 o (u d S' /‘
ot n' e e (IIL dg dt, 2 n ? r/C “

o 48 dS' d*8’ )(Ib it
n: & —
+ nfnt(u, e dgdp (p, dt,dq {(r9q A ¢

le signe X s'étendant i tous les rermes qui s'obtiennent en remplacant

(p,q)par (u,c), (e, c), etc.

Substitnons dans cette formule

(6)

S’ — V cosvt 4+ W sin o,

intégrons par parties, et cherchons la partie non périedique corrves-
pondante.

D'abord nous remarquerons que si U représente en général une
fonction de n*nt, on a, cn intégrant par partics.

U . LU U w?
Ucoswt.dt = =8I 0 4~ n* ——cos pt ~— %' sin vt — elc.
¢ ' (9

U U'n “n
Usin ot.dt = — — cosvt + n’—5siD 0 + »n'-——cosof — et
¢ v [

les lettres accentuées désignant les ditférentielles successives de U par
rapport a n*nf.
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Ces formules générales nous permettront de développer

f(P,q) f(P,q ——dt

Si nous substituons les premiers termes des développements dans la
derniére partie de la formule précédente, et si nous cherchons la
partie non périodique, nous savons-qu'elle se réduit a zéro. Substi-
tuons donc maintenant les seconds termes:

ds’ wn avy dWY .
ﬂp y 9) Z dt  dobne - ; [(p, q):?q—] cos vt —+ {(p, q) W] sin or};

s’ ost a3 AV AW N
dcdp st egal a ] ‘?smo —|--71; COSO),

la partie non périodique correspondante de

ds’ atni (W dvY_av AW
dt:dpﬁ ’q)d ar et done _g [(pﬂ)@] dp L(p’q) dg ]}

de méme la partie non périodique de

_d’S' ( )ﬁdt est im dW dvyl dv ( ) dW ]
d'@dl] P:‘] dp 293 dq (1’7‘1) d[] +df] p3q ;'

Ajoutant, on a la partie non périodigue

a4, o (4 AV z_i"W_dV) wni d(p,q) (dWdV dWdV
2o d.gnt P9 20 "d.wnt ' \dp dq dg dp)’

dp dg  dq dp
qu'il faudra intégrer et multiplier par le facteur n*n? (u, ).
. . ds’ ds’ .
Développant ensuite fﬁ dt, f §S? dt?, et substituant dans le
du . ] ST
terme(G), on trouve pour - les parties non périodiques

diu, ¢c)iri* 1 ni

A fo T (V) (e, o T (VW)

(&, ¢)

immédiatement intégrables.
235. Sidonc on réunit ces différents termes  ceux qu'on a tromvés

an n° 20, et si l'on développe en méme temps (:’ 7} , on trouve que
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la troistéme approximation donne, pour §' = V cos vt + W sin v¢,
une expression non périodique correspondante, de la forme

! d(u, c) n*i*
du 4o

rti

(V4 W) o+ (1) 25 (92 W

AW dV dW dV
NG T T TG

. ; / dS [dWdIV dWdV

w0 o a0 e ’
dq dn dp dp dr
d(p,q)) dS(dWdV dWdV

—_———— — d.n’ nt
ﬁ my ) — g dm +dp dq dn dn dq i

dS (dW dV  dW dV
| +dr¢ dp E.— dg dp

dS dS dS

en nt
ne prenant dans > T dp dn

que la partie non périodique de S.

26. Ne considérant que les deux premiéres lignes de cette formule,
nous allons, comme vérification, nous en servir pour calculer les
termes en e’ que renferme u; nous obtiendrons de la sorte les mémes
termes qui ont été trouvés par M. Poisson, dans son Mémoire sur le
mouvement de la Lune.

Si nons supposons qu'on ait développé la fonction perturbatrice 8
suivant les cosinus d’ares fonctions des moyens mouvements § et &',
et si nous réunissons les termes de méme argument, nous aurons

§ = Mcos(vt + N} -~ M, cos (vt - N.) + etc.;
il faudra donc, dans la formule (H), faire
= M cosN 4+ M, cos N, 4- etc., W —— MsinN — M, sin N, — etc.

Mais, pour simplifier les calculs , nous supposerons seulement qu'on
ait développé §' suivant les cosinus d'arcs fonctions du moyen
mouvement & ; nous réunirons les termes qui renferment sous I'arc le
méme multiple int de ce moyen mouvement, et nous poserons

S’ = A cos (int + B) 4+ A, cos (int + B,) + etc;

puis, dans la formule (H), nous remplacerons ¢ par ir, nous ferons

V —= AcosB + A, cosB, + etc., W = — AsinB — A,sinB, — etc.,
6
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et cette formule nous permettra de calculer les termes de u, indépen-
dantsdu moyen mouvement §, parmi lesquels nous choisirons ensnite
les termes indépendants du moyen mouvement &’.

Lorsqu'on fait les substitutions indiquées , dans les deux premieres
lignes de la formule (H), en remarquant d'ailleurs que la valeur con-

stante de u est égale & I'unité, on obtient

Al rwy—ts (d_wﬂ_d_w_"_v—
" [2 (v ) i (Pr9) dp dg dq dp ’
ou

‘ g %[A2+Af+'--+2AA.cos(B_B,)+_,_]

(K) ot .

d dA dA A B
P [T VA BV S

dp
Vest de cette derniere formule que nous allons nous seryir pour cal-

culer les termes en €2,

27. Dans 'ordre d'approximation, il nous suffit de déterminer la
fonction perturbatrice du n° 5 en posant

1 . a_’ 3 12 _ .
S = — (r') <a> (1 — 357,

ol nous faisons, comme dans le Mémoire de M. Poisson,

%—_- 1 — ecos(nt + ¢), s = cos{d + a — & — &),

et
8 = nt + ¢ + o + 2esin{nt + ¢,

ce qui donne
3 . g r 3 1
. 2\ —-;coszwt—}—c—{-m—f—a—e—a)-—;ecos(Snt—i—3c+2m+2a—29’—-m)
S=—ul=
2 (’7") 9 7 1
—}-;ecos(nt—;—c—{—zm-!— 20 — 26’ — 24') + e cos {(nt + ¢}
On voit, d'apres cette valeur de &', qu’il est inutile de considérer dans
,» Q] + q

la formule (K)les termes qui dépendent des cosinus; car ces termes,
renfermant sous l'arc les éléments w et o (dans lesquels la partie
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proportionnelle au temps est de l'ordre de »*), sont eux-mémes pé-
riodiques.
Si donc on fait abstraction de ces termes, la formule (K) devient

1 : 44
7:‘ [;Az._. - I{p,g)sA d]':l'

On y remplace successivement A par les coefficients des différents
cosinns de la valeur de ', on ajoute les différents résultats obtenus,

on a
13 fa'\e
T ER\7)"
et comme
fa’\¢  [14¢ cos(v' — o'}
(7 - 1+ ¢* 1’
ou
1+ l—qe”,
2

en rejetant les termes dépendants de &' et les puissances de ¢ supé-
rieures a la seconde, il en résulte

13 [a'\*® 13/ 15
—57”:—£@+?ﬂ*

195 L
65 "¢

ou

en rejetant la partie constante.

Ce résultat differe de celui de M. Poisson, qui trouve

- 1425 m'a

dia 64 (e” — 1)

mais il est facile de voir qu'en calculant la fonction perturbatries R,
il omet des termes en e qui sont ici, dans la fonction ¥,

3 ;
5 ¢ cos (3rt 4 3¢ + 20 + 20 — 28 — 2¢)

| -

:.
S
R
——
«

3
+ S ecos (nt + ¢ + 20 + 2¢ — 26 — 24)
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1425

Si, comme lui , nous omettions ces termes, nous trouverions —— n* ¢’

64
pour la partie variable et non périodique de # qui dépend de e
On sait que cette partie non périodique, ici sans importance, en
acquiert une trés-grande lorsquion tient compte de linfluence des
autres planétes du systeme solaire.

28. Nous avons donc établi dans ce travail que, parmi les varia-
tions du grand axe lunaire qui sont indépendantes des moyens
mouvements , les termes de l'ordre le moins élevé peuvent se caleuler
tous au moyen d’une formule assez simple (n° 28), pourvu que l'on
sache développer la fonction perturbatrice et effectuer les intégra-
tions indiquées.

Vu et approuve,
Le 29 Septembre 1843.
Pour le Doven pe 14 Facurté nes Sciences,
Le Doyen par intérim, Professeur a la Faculté,

FRANCOEUR.

Permis d impruner,

L’InspECTEUR GENERAL DEs ETupss,

chargé de U administrotion de F Académie
de Paris,

ROUSSELLES.
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