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THÈSE DE MÉCANIQUE. 

SUR LA 

DISTRIBUTION DE L'ÉLECTRICITÉ 

A LA 

SURFACE DES CORPS CONDUCTEURS. 

1. En admettant que tous les corps contiennent une quantité 

inépuisable d'électricité neu t r e , c'est-à-dire résultant de la combi­

naison de deux fluides dont chacun attire les molécules de l'autre 

avec une intensité égale à la force répulsive qu'il exerce sur ses 

propres molécules; on peut rechercher quelle sera la distribution 

de ces fluides sur des corps isolés ou sur des corps soumis à leur 

influence mutuel le , en admettant la loi expérimentale de l 'attrac­

tion inverse au carré des distances, loi qui dans le cas de la sphère 

peut se prouver analytiquement comme nous allons bientôt le dé­

montrer . 

La solution complète du problème peut être envisagée sous deux 

points de vue : 1° théorèmes généraux relatifs à un corps quelcon­

q u e ; 2 0 solution complète dans des cas particuliers. 

La solution de la première partie présente des difficultés que 

l'analyse n'a pu vaincre jusqu'ici entièrement. Il est évident qu'il 

est nécessaire et suffisant pour l 'équilibre, que l'action du fluide 

libre sur un point intérieur à la masse soit nulle. Comme les com­

posantes de cette action sont exprimées par les différentielles par-



'2. L'électricité peut évidemment rester en équilibre à la surface 

de la sphère , lorsqu'elle y forme une couche homogène. Nous al­

lons démontrer qu'il n'y a qu 'un état possible, et il en résultera 

que ce sera celui-là. 

Considérons, pour plus de simplicité, la sphère d 'un rayon = i , 

et la fonction Y relative à un point M pris sur l'axe que nous pre­

nons pour celui des abscisses. Appelons z l'abscisse de M; oc, y , 

les coordonnées du point A, et s l'épaisseur électrique en ce point. 

Alors 

et ne pourrait par conséquent pas être constante. 

Les principaux cas particuliers traités jusqu'ici sont : la sphère , 

l'ellipsoïde et deux sphères en présence. 

en développant le radical, on a u r a , en négligeant 2p, 

= constante, 

tielles d 'une même fonction il faut et il suffit que V soit 

constante. 

Il en résulte , comme l'a remarqué M. Bertrand, dans une Note 

insérée dans le 4 e volume du journal de M. Liouville, que l'élec­

tricité doit se porter à la surface des corps , et y former une couche 

infiniment mince; car sans cela V satisferait, comme on sai t , pour 

les points intérieurs, à l 'équation 



quel que soit z, d'où 

Si donc on avait deux solutions e = y = y', on aurait la suite 

d 'équations 

ce qui exige que y = y'; C. Q. F. D . 

5. Nous allons maintenant chercher à déduire de l'homogénéité 
de la couche, la loi de l 'attraction inverse au carré des distances. 

Soit r le rayon de la sphère , M le point intérieur, l la distance 
AM , u la distance OM, µ l 'angle OMA et 6 l'angle BOA. 

L'attraction de la couche sera , quelle que soit la loi f(l), di­
rigée suivant OM, et nous aurons pour son expression 

mais 

d'où 

et 



Si dans l'expression précédente nous remplaçons cos µ par sa 

valeur, elle deviendra 

il faudra d o n c , pour l 'équil ibre, qu 'on ait 

Pour en déduire f(l), posons 

nous aurons alors 

et puisque cette quantité doit être nu l le , on aura V = F(r). Mais, 

d'après la valeur de sin q, tirée de (C), on a 

et si l'on prend A pour variable indépendante, il viendra, en posant 

Y(l) = SQ1(l) ldl, 

Il faudra donc déterminer y(r) d'après la condition 

différentiant deux fois par rapport à u , il vient 

quels que soient r et u, d 'où 

y" = constante = c, 

d'où 

différentiant, 

d'ou 

C. Q . F . D. 



Du reste, le théorème de M. Ivory , qui est vrai quelle que 
soit la lo i , donnerait d 'une manière très simple le même résultat. 

Corollaire. De ce qu'il ne peut exister qu 'une seule couche 
homogène, il résulte qu'il ne peut pas y en avoir d 'autre d 'une 
forme quelconque; car, supposons qu 'un certain état où l'épaisseur 
serait représentée par une fonction f(q, y), des coordonnées an­
gulaires, pût exister; en prenant la même fonction par rapport à 
d'autres axes passant aussi par le centre , on formera d'autres états 
possibles, puisque cela reviendrait à donner un mouvement com­
mun à tous les points du système. Le nombre en serait infini, et 
en prenant pour chacun de ces points la moyenne des épaisseurs, 
on formerait encore un état qui serait homogène ; et comme, d'a­
près ce que nous venons de prouver, ce nouvel état est impossible, 
le premier ne peut pas exister (*). 

Distribution de l'électricité à la surface d'un ellipsoïde. 

4 . Il est facile de prouver que l'action exercée par une couche 
homogène comprise entre deux ellipsoïdes homothét iques , sur un 
point intérieur à cette couche, est nulle. 

En effet, considérons l'action d 'un ellipsoïde homogène sur un 
point intérieur. Les composantes de cette action , parallèlement à 
ses trois axes pr incipaux, s e ron t , comme on le sait, de la forme 

A = H SS r c o s gdw, 

B = HSS rcos hdw, 

C = H SS r c o s kdw , 

r étant la distance du point attiré à la surface, w l'élément de la 
sphère décrite du même point , avec un rayon égal à i, et g , h, k 
les angles de r avec chacun des axes dont je désignerai la grandeur 
par a, b, c. 

En substituant à r la valeur tirée de l 'équation de la surface 

, et aux coordonnées rectilignes, les coordonnées 

(*) Cette r e m a r q u e , d u e à M. B e r t r a n d , est insérée dans le Journal de Mathé­

matiques, t o m e IV , page 5 o o . 
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angulaires, nous au rons , en négligeant les termes qui s 'annullent, 

et après quelques simplifications, 

et pour B et C des expressions analogues. 

Or, si pour augmenter les axes dans le rapport de ( i + h) a 

l 'unité, c'est-à-dire si nous faisons 

a' = a(i + h), b' = b (I + h), c ' = c ( i + h), 

ce qui augmentera l'ellipsoïde d 'une couche comprise entre la sur­

face extérieure et une autre semblable et semblablement placée, les 

expressions A , B , C ne changeront pas. Donc l'action de cette 

couche sur un point intérieur sera nulle. 

Nous en concluons que l'électricité pourra prendre la forme 

d'une telle couche; mais on n'est pas parvenu jusqu'ici à démon­

trer que cette forme était la seule possible. 

Distribution de l'électricité à la surface de deux sphères en 
présence. 

5. Nous considérerons, 1° les sphères, lorsqu'elles sont tan­
gentes, 2° lorsqu'elles sont à de grandes distances, 3° enfin dans 
un cas quelconque. 

6. Cas de deux sphères en contact. Il est évident qu'il y aura tou­
jours un état possible dans lequel la distribution sera symétrique 
par rapport à la ligne des centres; nous prouverons ensuite que 
cet état est unique. 

L'action des électricités des deux sphères sur un point quelcon­
que intérieur à chacune d'elles, par exemple sur un point M situé 
dans la première sur l'axe des centres , doit être nulle. 

Appelons x la distance de ce point au centre de la première , 
a la distance de l 'élément attirant à ce cent re , µ le cosinus de 
l'angle de cette ligne et de l 'axe, et y la densité électrique au point 
attirant. Appelons x1, b, u1, y1, les quantités analogues pour l 'autre 
sphère. 



Comme les composantes sont les différentielles partielles de la 

fonction V, il faudra et il suffira que cette fonction soit constante 

pour un point quelconque situé dans l'intérieur de chacune d'elles. 

D o n c , en r emarquan t , comme nous l'avons démontré n° 1 , que 

l'électricité forme une couche infiniment mince , on aura pour un 

point m intérieur à la première , 

et pour un point m' intérieur à la deuxième, 

et si nous posons 

il viendra 

et 

puis, si nous remarquons que x, = c — x et x = c — x1, elles 

deviendront 

Posons 

x et x' pouvant varier entre les mêmes limites, nous les regarderons 
comme les mêmes; et en substituant dans les équations précédentes, 
nous obtiendrons deux équations dépendant de la même variable, et 

2. 



entre lesquelles nous pourrons éliminer une des fonctions, la fonc­
tion F par exemple, et l 'on aura , pour déterminer l 'autre fonction, 
l 'équation 

7 . La fonction f étant déterminée, la seconde des équations (a) 
fera facilement connaître F. 

De la connaissance de ces deux fonctions nous passerons facile­
men t , comme nous l 'exposerons tout-à-1'heure, à la détermination 
de y et de y 1 , c'est-à-dire des épaisseurs électriques, ce qui est le 
but que nous nous proposons. 

C'est donc l 'équation précédente qu'il s'agit d'intégrer. Elle ren­
ferme deux constantes qu 'on regardera comme connues, dans le 
cours du calcul. Nous les déterminerons ensuite par la condition de 
retrouver sur chaque sphère la quantité d'électricité primitivement 
introduite. 

8. Dans le cas où ces sphères se touchent , on a. g = h ; et s i , pour 
plus de simplicité, on fait a = i , d 'où c = i + b, l 'équation à in­
tégrer deviendra 

Pour intégrer cette équat ion, on peut poser le premier membre 

successivement égal à chacun des termes du second, et l'on obtient 

une solution en ajoutant ces deux résultats. Je prouverai ensuite que 

cette solution est unique. 

Pour le premier cas , M. Poisson pose 

et il trouve 

donc , pour ce cas , on a 



Dans le deuxième cas il t rouve, à priori, que l 'équation est satis­
faite par 

de sorte qu 'une solution de l 'équation (a) est 

équation qui peut se mettre sous la forme 

9. Pour compléter cette solut ion, M. Poisson trouve qu'il faut 

lui ajouter un terme de la forme P étant une constante ou 

une certaine fonction de x; et il en conclut q u e , comme f (x') est 

de nature à ne jamais devenir infinie, il faudra que P soit constam­

ment n u l , sans quoi le terme de cette fonction serait infini pour 

x = i . Cette conséquence ne me semblant pas exacte lorsque P est 

une fonction de x , je vais chercher à démontrer de la manière sui­

vante , qui me parait très générale, que la solution est unique. 

Soit f(r) une solution f ( x ) , toute autre solution pourra être 

mise sous la forme 

y(x) devant s'évanouir pour x = i . Or , en substituant cette valeur 

dans l 'équation (a), n° 8 , et ayant égard à ce que f(x) y satisfait, l'é­

quation qui détermine y(x) se réduit à 

(i) 



Je construis la courbe dont l 'équation serait 

(2) 

Elle représente une hyperbole équilatère dans la position suivante 

La bissectrice OK, menée par l'origine O, est tangente à la courbe au 

point M, pour lequel a = 1. Soit a l'abscisse OC d 'un point quel­

conque H de la courbe; son o r d o n n é e s e r a H C ; 

donc , en vertu de l 'équation (1), nous aurons 

De Y(OC) = Y(OC') nous passerions à Y(OC')=Y(OC"), et ainsi de 
suite; et nous finirons par nous rapprocher infiniment de OP. Nous 
aurons donc à la limite 

ou plus généralement 

10. Connaissant f(x), il sera facile de déterminer F (x). Pour cela 

nous mettrons la deuxième des équations (a), n ° 6 , sous la forme 

en substituant à sa valeur tirée de f(x) , nous en dedui-



rons la valeur de et par suite, celle de bF(x). On trouvera 

ainsi 

Maintenant pour compléter la solution, nous allons déterminer h. 

Il est facile de voir qu 'en appelant e et e, les quantités d'électricité 

répandues sur les sphères dont les rayons sont i et b, on aura 

Appelant E l'électricité totale qui est connue , il viendra 

équation qui servira à déterminer h. 

11. Occupons-nous maintenant de calculer la valeur de y dont 

la recherche est l'objet de cette analyse. Comme y, se calculerait 

absolument de la même manière , nous ne nous en occuperons pas. 

Nous avons pour déterminer y la première équation (m), n° 6, 

qui devient, dans le cas de r = i , 

(1) 

y est une fonction de µ, et d'après les propriétés connues des fonc­

tions Xn , coefficients des diverses puissances de x dans le dévelop­

pement de cette fonction pourra se développer sous 

la forme 
y = y0 + y1 + y2 + ... yn, 

ou bien encore 
(S) y = A0X0 + A1X1 + ..AnXn, 

A 0 , A 1 , . . . An étant des constantes. Développant le second mem­

bre et le radical contenu dans le premier de l'équation ( 1 ) , il 

viendra 

file:///ppelant


Remplaçant y par son développement dont le terme général est An Xn, 

et nous rappelant que quand p diffère de m et 

quand p = n, nous aurons en définitive, pour déterminer 

An, l 'équation 

d'où 

Nous aurons donc pour y le développement 

d a n s l e q u e l l e s t e r m e s X 0 , X 1 , . . . , Xn s o n t f a c i l e s à f o r m e r . 

1 2 . I l e s t f a c i l e d e d é m o n t r e r q u e p o u r µ = i n o u s a u r o n s a u s s i 

d a n s l a q u e l l e o n f e r a i t x = 1 a p r è s l a d i f fé-

r e n t i a t i o n . E n e f f e t , n o u s a u r o n s , d ' a p r è s l ' é q u a t i o n ( 1), 

c'est-a-dire 

Opérant les calculs indiqués dans le deuxième membre de l'équa­

tion (a), et faisant ensuite x = 1, il viendra 

A 0 + A1 + A2 + . . . + AN, 

qui est bien la valeur (B) de y, puisque, dans ce cas , µ étant égal a 
l 'uni té , on a X 0 = X1 = X 2 . . . = 1. 

13. M. Poisson démontre que quand on est parvenu a dévelop­

per suivant les puissances ascendantes de x la fonction f (x), ou 

nous avons supposé µ = 1, celle de la fonction générale qu'il ap­
pelle F (µ, x), où µ est quelconque, s'obtient de la première en multi­

pliant respectivement ses termes par X 0 , X1, X 2 . . . Il prouve aussi 



que dans ce cas la valeur générale de y est donnée par la for­

mule 

dans laquelle on fait x = 1 après la différentiation. Donc on pourra 

calculer dans tous les cas la valeur de y qui est l'objet de nos re­

cherches. On trouverait des formules analogues pour l'autre sphère 

et l'on aurait pour y, l'expression 

Nous reviendrons plus tard sur la détermination de ces épaisseurs 
dans le cas général. Nous allons maintenant déduire de cette ana­
lyse les principaux résultats donnés par l'expérience dans quel­
ques cas. 

14. Démontrons d 'abord que l'électricité est nulle au point de 
contact. Comme la formule (a), n° 9 , conduirait pour l'épaisseur à 
une indétermination, nous allons donner à f(x) une autre forme. 
Pour cela posons t = q1-x il vient en substi tuant, 

Je développe le numérateur et le dénominateur suivant les puissances 

de (1 — x), et il vient 

Effectuant les intégrations indiquées, on trouvera 

substituant dans l'équation 

et faisant x — 1, il viendra 

y = o ; C . Q . F . D . 
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15. Cherchons maintenant le rapport B des épaisseurs moyen­

nes B et A de l'électricité sur les deux sphères. On aura , comme il 

est facile de le voir, 
B = F ( o ) , 

et par conséquent 

et de même 

d'où l'on déduit 

et comme peut se mettre sous la forme 

nous trouverons pour limite, en substituant dans l'expression précé­
dente et réduisant , 

valeur qu 'Euler a trouvée 

16 . Calculons maintenant l'épaisseur électrique aux points diamé­

tralement opposés aux points de contact , c'est-à-dire aux points 

pour lesquels µ = — 1 et µ1 = — 1. 
Il suffira de faire pour la première sphère x = — 1 dans l'expres-



sion on trouvera facilement 

Multipliant par 2x, ajoutant f(x) et faisant x = — 1, on trouvera 
sur la première sphère 

on trouverait de même pour l 'autre 

Ayant ces deux expressions et celles des deux épaisseurs moyennes 

A et B , on pourra , en les comparant , vérifier la plupart des résultats 

obtenus expérimentalement par Coulomb. Je vais me borner à en 

indiquer les principaux. 

17. 1°. Quand les deux sphères ont le même rayon 1 , on trouve 

que les quantités d'électricité qu'elles contiennent sont égales, et 

l'on a 

en faisant 

: a p p r o x i m a t i v e m e n t h X 0 , 9 1 6 . 

L'épaisseur moyenne étant alors 

on trouvera = 1 , 3 2 2 au lieu de 1 , 2 7 donné par l'expérience. 

2 0 . Le rapport de la plus grande épaisseur sur la plus petite des 

deux sphères à l'épaisseur moyenne sur la plus grande , c'est-à-dire 

tend vers une limite fixe à mesure que h diminue. 

3.. 



En effet, on trouvera en substituant et en ayant égard à la valeur 

de trouvée précédement (n° 15) , 

développant les deux termes suivant les puissances de et simpli­

fiant , on trouvera pour b == o , 

ou bien, en posant 

en développant, on trouverait enfin 

résultat différant peu de celui donné par l 'expérience. 

3°. Le rapport de la plus grande épaisseur sur la plus grande, 

sphère à son épaisseur moyenne doit évidemment tendre vers l 'unité, 

à mesure que le rayon de l 'autre sphère diminue, c'est-à-dire que 

En effet, l'expression de Y peut se mettre sous la forme 



ou bien, en remarquant que la deuxième partie 

D 'après la valeur (1) trouvée n° 15 pour 

on aura aussi 

d'où 

quantité évidemment égale à 1 pour b = o. C. Q. F. D. 

18. Après avoir trouvé l'épaisseur y dans les cas particuliers 

µ = 1 et µ = — 1, nous allons chercher son expression dans le cas 

général. Pour cela nous allons déduire la fonction f ( µ , x ) de f (x) 

d'après la règle citée au n° 1 5 , et il nous viendra pour la valeur gé-

rale de l'épaisseur, 

dans laquelle on fera x = 1 après la différentiation. Pour obtenir 

f (µ x), nous allons développer f(x) suivant les puissances ascen­

dantes de x, et nous multiplierons respectivement ses termes par 

Si nous développons le dénominateur de f (x), c 'es t -à-dire 
( 1 = t ) -1, nous aurons 

1 + t + t2 + . . . + tn; 
d'où 

La partie positive du terme général de f(x), c'est-à-dire 



peut se mettre sous la forme 

et la partie correspondante de f(µ, x ) sera 

En comparant la quantité entre parenthèses au développement 

de qui est 

1 + X 1 x + X 2 x 2 +... , 

on en conclut que 

Appelons, pour plus de simplicité, le second membre Rn; il viendra 

RN = {[B+N(1+B)]2 — 2 µ n ( 1 + b ) [b + n ( 1 + b)] x + n 2 ( 1 + b)2 x} ~ T . 

Nous trouverions de même pour l'expression générale de la partie 

négative de f ( u , x ) , 

R1= { (1+b)2(1+n)2 — 2µ[1 + (x+b)n](1+b)(1+n)x+[1 + (l+b)n]2x2 ; 

nous aurons donc pour le développement complet de f ( u , x), 

f(µ, x) = bh(R0 —R'0 + R1 — R( +... + RN — R'N). 

Nous passerions facilement de cette valeur à celle de y, d 'après ce 

que nous avons dit au commencement de ce numéro. 

19. On peut vérifier cette valeur en la faisant servir à retrouver 

l'épaisseur électrique dans un des cas précédemment traités ; par 

exemple celle des points opposés au contact dans le cas d'égalité 

des deux sphères. L'expression générale est 



dans laquelle on fait x = 1 après la différentiation. Dans le cas en 
question, c'est-à-dire quand b = i , il vient 

Rn = [(1 + 2n)2 — 2µx2n X (2n + 1)x + 22n2x2]-1/2 

et 

R'n= [22(n+1)2 — 2µ (2n + 1)2(n+1)x+(2n+1)2x2]-1/2 

Si nous faisons 

Kn = [(1+n)2 — 2µn(n+1)x + n2x2]-1/2, 

on aura 
Rn = K2n e t R'n — K2n+1 ; 

d'où 
f(µ, x) = h(K0 — K1 + K2 — K3 + ... Kxn — Kxn + 1). 

Or nous t rouvons, après avoir fait x = 1, en appelant An le ternie 

général , 

Si dans cette expression nous faisons µ = — 1, il viendra pour 

le terme général An de l'électricité aux points opposés au contact 

donc enfin 

comme nous l'avions trouvé précédemment. 

2 0 . Nous avons trouvé précédemment que l'électricité est nulle 

au point de contact; nous allons maintenant faire voir qu'elle croit 

lentement, et qu'elle est insensible dans le voisinage de ce point. 

Pour cela, il suffira de prouver que si nous développons l 'é­

paisseur suivant les puissances ascendantes de 1 — u, son expres­

sion et sa première dérivée sont nulles pour µ = 1 ; c'est-à-dire 

que y ne dépendra que de (1 — µ ) 2 , quantité plus petite que o,ooo1 

tant que µ correspond à un arc moindre que 9 0 . 



Nous avons , d'après le n° 1 8 , en supprimant bh qui est ici 

inuti le. 

développant suivant les puissances ascendantes de (1 — µ), il 

vient 

En re t ranchant ces quanti tés, la partie indépendante de µ sera de la 

forme Sn — S'n et précisément = f(x). D'ailleurs il est facile de voit 

que 

nous aurons donc définitivement 

Le premier terme f (x) ne donne rien pour la partie qui lui cor­
respond dans la valeur de y , ainsi que nous l'avons vu n° 14. Il 
suffit donc de nous occuper de la partie de y provenant du 
deuxième te rme , et de prouver qu'elle est nulle. On t rouvera , d'a­
près la formule 

que cette partie est égale à 

Pour former cette partie, dans laquelle il faudra faire ensuite x=1. 
je pose, comme précédemment, afin d'éviter l ' indétermination. 



alors 

Développant suivant les puissances de (1 — x), il vient 

On déduit de cette formule , en faisant x = 1, après les différen-
tiations, et intégrant ensuite entre o et 1, 

Remplaçant dans l'expression (a), elle devient nulle. C. Q. F. D. 

Cas où les deux sphères sont à une grande distance. 

2 1 . Nous allons chercher, comme dans le cas précédent , d'a-

bord f(x) et F (x ) , et nous en dédui rons , par la règle citée n° 1 3 , 
f (µ , x), f (µ1, x), e t de là celle des épaisseurs 

et 

dans lesquelles nous ferons x = 1 après les différentiations. Je sup­

poserai que le rayon d'une des sphères est très petit par rapport à 

c — a, de sorte que je négligerai dans ce qui va suivre les cubes 

de et de 

Les équations du problème sont, en remplaçant xpar ax, dans la 

4 



première, et x par bx dans la seconde des équations (a) du n° 6 . 

(1) 

dans lesquelles on pourra faire varier x entre — 1 et + 1. En déve­

loppant la deuxième partie du premier membre de la deuxième équa­

tion (1), et négligeant le cube et les puissances supérieures de on 

trouvera pour bF (x) une expression dépendante de 

Calculant d'après c e l a e t substituant dans la pre­

mière équation (1), on trouvera pour af [x) une expression dépen­

dant des mêmes quanti tés , et même on trouvera qu'en négligeant 

les cubes dont nous avons par lé , elle ne contiendra q u e N o u s 

aurons donc 

(2) 

Différentiant trois fois la dernière de ces équations et substituant 

à x, on déterminera Remplaçant ces quanti­

tés par les valeurs calculées, on aura les valeurs de bF(x) et de 

af ( r ) , dans lesquelles il n 'y aura plus à déterminer que les cons­

tantes h et g qui y entrent . 

Or nous avons vu (n° 15) que les épaisseurs électriques moyennes 

A. et B qui sont données, étaient égales à f(o) et F(o); faisant x — o 

dans les deuxièmes membres des équations (2), M. Poisson a trouvé 



La première partie peut être mise sous la forme 

en la combinant avec l 'autre, on trouvera les valeurs de g et de h. Les 

substi tuant, on arrivera finalement aux expressions très simples 

2 2 . Pour trouver f(µ, x) et f(µ1 x ) , il faudrait multiplier res­

pectivement par X 0 , X1 , X 2 , . . . les coefficients des fonctions précé­

dentes développées par rapport aux puissances ascendantes de x . 

F ( x ) étant développé, je m'occupe spécialement de trouver 

f(µ1, x); l 'autre ne serait pas difficile à former. Comme on a 

il viendra 

et en substituant dans où l'on fera 

x = 1, on arrivera pour l'épaisseur électrique relative à la sphère h , 

à l'expression suivante: 

De cette formule on peut déduire les principaux résultats obtenus 

par l 'expérience. Ainsi l'on sait que quand une sphère d 'un rayon 

très petit est mise en contact avec une sphère électrisée positive­

ment , par exemple, et qu 'on l'en sépare ensuite progressivement, 

l'électricité au point le plus rapproché de la deuxième sphère qui était 

nulle pendant le contact , devient d 'abord négative, pour redevenir 

nulle et passer ensuite au positif. 

En effet, si dans la formule précédente nous faisons µ1 = 1 et que 
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nous négligions la quantité très petite nous au rons , en nous 

rappelant que 

z sera donc négatif tant qu 'on aura 

nul pour environ 

et positif au-delà. C. Q. F . D. 

2 3 . On démontrerait avec une égale facilité, que si la sphère b 
était primitivement à l'état na ture l , l'influence de la grande sphère 

que nous supposons électrisée positivement attirera l'électricité né­

gative au point de la petite le plus rapproché de la grande , et refou­

lera au point opposé l'électricité contraire ; qu 'entre ces deux points 

il y aura une section perpendiculaire à la ligne des centres, où l'é­

lectricité sera nul le , et que cette section se rapprochera de l 'équa-

teur de la petite sphère en même temps que les électricités aux pôles 

convergeront vers l 'égalité, à mesure que le rapport du rayon de la 

petite sphère à la distance des centres diminuera. 

24 . On trouverait encore que les électricités étant de même na­

tu re , l'électricité conserverait toujours le même signe sur la surface 

de la sphère b tant qu 'on a B et que si au contraire 

B l'électricité au pôle voisin de la sphère a se­

rait de nature contraire , tandis qu 'à l 'autre elle serait de même 

espèce. Il serait du reste facile de déterminer le plan de séparation 

des deux fluides. 

Dans le cas où les électricités seraient de nature différente, l 'élec­

tricité au premier pôle sera de même nature que celle qui recou­

vrait primitivement la sphère b , tandis qu 'au deuxième elle sera de 

même espèce ou d'espèce différente , selon qu 'on aura 

ou 



Cas où les deux sphères sont à une distance quelconque. 

2 5 . Les fonctions f et F étant définies comme dans les problèmes 

précédents, les équations qui doivent les déterminer seront identi­

quement les mêmes, si ce n'est qu 'on n 'aura plus c = 1 + b. L'é­

quat ion résultant de l'élimination de F sera donc encore celle du 

n° 6 , et s i , pour plus de simplicité, je fais a = 1, c 2 — b2 = k, 

elle deviendra 

(1) 

f(x) étant connue , la deuxième des équations (a) du même nu­

méro déterminera F(x). De là je passerai, par la méthode exposée 

précédemment, n ° 1 3 , à f(µ, x) et f(u1 , x), et enfin à la déter­

mination des épaisseurs y et yt données par les équations 

dans lesquelles on fera x = 1 après la différentiation. Comme les 

calculs sont absolument les mêmes pour trouver y et y1, je me bor­

nerai à trouver y. 

2 6 . Je vais d 'abord démontrer qu'il ne peut y avoir qu 'une solu­

tion et je chercherai ensuite cette solution. On peut démontrer de 

la manière suivante qu'il n 'y a qu 'une solution. 

Soit f (x) cette solution ; toute autre pour ra être mise sous la 

forme 

(a) 

m et m' étant des constantes que nous allons déterminer. Si nous 

substituons cette solution dans l 'équation (1), en ayant égard aux 

termes qui s 'annullent par l 'hypothèse f(x)=f(x), il nous viendra 



si nous posons , pour plus de simplicité, 

( 1 — mx) ( 1 — m'x) = [k — cx — m (c — x)] [k — cx — m' (c — x) ] L2, 

l 'équation (a) p rendra , après l'élimination du dénominateur , la 

forme suivante 

en appelant A la quantité bl. Les quantités l, m et m' seront déter­

minées, et l 'on t r o u v e r a d ' o ù A = i . Pour trouver m et m', 

il suffit de poser 

1 — mx — l [K — cx — m (c — x)], 

et nous en déduirons que m et m' sont les deux racines de l 'équa­

tion du second degré 

(d) c — m = (k — mc) m. 

Remarquons aussi qu 'en vertu de l 'équation (a), nous avons 

y (x) — o pour car f (x) ne peut jamais devenir infinie. 

Il suffit donc de prouver qu 'on aura toujours y(x) = o. Pour 

cela je construis la courbe ce sera une hyperbole 

équilatere dans la position suivante : 

Si nous menons par l'origine la bissectrice OB . il est facile de voir 

que m étant la plus grande racine de l 'équation (d), sera l 'abs­

cisse du point K. 



Soit A un point de la courbe dont l'abscisse a e s t O P ; son or­

donnée AP s e r a e t nous a u r o n s , en vertu de l 'équa­

tion (c), 
y (OP) = y (AP) = y (DP') = y(OP'). 

Nous passerons d o n c , au moyen de la courbe , de y de l'abscisse 

de A à y de l'abscisse de A', puis à y de l'abscisse de A", et nous 

aurions , en définitive, en appelant x une abscisse quelconque , 

C. Q. F. D. 

2 7 . Cherchons maintenant la solution unique. Nous allons éga­

ler le premier membre de l 'équation (1), n° 2 5 , successivement à 

chacun des termes du deuxième membre , et nous ajouterons 

ensuite ces deux solutions ; nous aurons d 'abord 

Je pose 
f(x) = y0(x) + y1(x) + y2(x) +..., 

nous aurons la suite 

et généralement 

(1) 

Or il est facile de voir qu 'on satisfait à cette dernière équation en 
prenant 

on aura donc à déterminer An et B n par la condition suivante, tirée 
de l 'équation (1), 



condi t ion qui sera satisfaite par 

(g) Ank + Bnc = A n + I , Anc -4- Bn = — B n + I , 

do nt la première peut se mettre sous la forme 

An+1k + B n + 1 c = A n + 2 . 

Éliminant entre ces trois équations Bn et Bn+1 , nous aurons 

An+2 + (1 — k) A n + I + b2An = o, 

équation dont l ' intégrale est 

An = pan + qa1n, 

p et q étant des constantes arbi traires , et a et a' les racines de 

l 'équation 
a2+ (1 — k) a + b2 = o. 

La première des équations ( g ) déterminera facilement Bn, et l 'on 

trouvera pour le terme général 

Déterminons maintenant p et q par la condition y0(x) = h, il 

viendra 

et il suffira de faire p + q = et p(a — k) + q(a' — k) = o ; 

déterminant et subst i tuant , on trouvera 

d 'où enfin la première partie de f (x) sera égale à 

série qui est convergente dans le cas où les sphères ne sont pas très 

rapprochées. 



2 8 . La seconde partie de f(x) se déterminerait d 'une manière 

identique et nous ne répéterons pas les calculs. De f(x) nous con­

clurions facilement F (x). Les constantes h et g se détermineront 

comme précédemment, en remarquant que les épaisseurs initiales 

moyennes A et B ne sont autre chose que f(o) et F(o); nous détermi­

nerons donc h et g au moyen des équations A = f (o), B = F (o). 

Si les sphères sont très rapprochées , les séries n 'étant plus conver­

gentes, on pour ra , d'après une méthode qui exige de très longs cal­

culs , exposée dans le second Mémoire de M. Poisson, leur donner 

une forme différente en les transformant en intégrales définies qu 'on 

développe ensuite longuement. 

29 . Maintenant, déterminons f(µ, x). Nous remarquerons que 

chacune des deux parties qui composent f (x) est, à un facteur près, 

un assemblage de termes de la forme dont le développement est 

et comme l'on a 

(1 — 2µx + x2)-1/2 = X0 + X1x + X2x2 + ..., 

il viendra, pour la partie correspondante de f(µ, x), un développe­
ment de la forme 

ou bien encore 

(c2—2efµx+fxx2)-1/2. 

Il en serait de même pour la deuxième partie de f(µ, x), et nous 
aur ions , en dernière analyse, 

On déterminerait de même f(µ1, x) et l 'on passerait de là , comme 
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nous l'avons dit n° 1 3 , aux épaisseurs 

dans lesquelles on ferait x= 1 après les différentiations. D'ailleurs les 

épaisseurs initiales moyennes qui sont connues nous donneraient le 

moyen de déterminer les constantes g et Le problème est donc 

entièrement résolu. 

Vu et approuvé, 

L E D O Y E N D E L A F A C U L T É . 

J . - B . B I O T . 

Permis d'imprimer, 

L ' I N S P E C T E U R G É N É R A L D E S É T U D E S , 

chargé de l'administration de l'Académie 

de Paris, 

R O U S S E L L E S . 



THÈSE D'ASTRONOMIE. 

Règle pour reconnaître, à priori , si une fonction d'une 
variable réelle ou imaginaire peut se développer en série 
convergente, ordonnée suivant les puissances ascendan­
tes de cette variable. Moyen d'en déduire la condition 
pour que le rayon vecteur de l'orbite d'une planète soit 
développable en série convergente suivant les puissances 
ascendantes de son excentricité. 

1. Il n 'entre pas dans les limites de cette thèse de rechercher si 

une série donnée est ou n'est pas convergente, ni les moyens de 

développer une fonction en série; la question unique que je me 

propose est de démontrer que : une Jonction quelconque explicite 
ou implicite d'une variable réelle ou imaginaire x, sera dévelop­
pable en une série convergente suivant les puissances ascendantes 
de x, tant que le module de cette variable conservera une valeur in­
férieure à la plus petite de celles pour lesquelles la fonction ou sa 
dérivée cesse d'être finie et continue, et d'en déduire que le rayon 
vecteur d'une planète est développable en fonction convergente sui­
vant les puissances ascendantes de l'excentricité de son orbite, tou­
tes les fois que cette excentricité ne dépasse pas le nombre 0 , 6 6 2 7 4 2 . 

Cette importante question d'astronomie a , comme on le sait, 

été traitée par M. Laplace, qui y a consacré un Mémoire inséré dans 

la Connaissance des Temps de 1 8 2 8 , et des calculs assez longs. 

Le théorème que je viens d 'énoncer, du à M. Cauchy, et indiqué 

dans un des derniers Comptes rendus des séances de l'Académie des 
Sciences, simplifie beaucoup la question, comme je vais essayer de le 

prouver, après avoir toutefois démontré ce théorème. 
5.. 



2. Rappelons d 'abord quelques propriétés des racines nièmes de 

l 'unité. 

On sait que appelons 6 une racine n i e m e pr i­

mitive de l 'uni té , de sorte que il est facile de démon­

trer q u e , pour obtenir toutes les racines nièmes de l 'uni té , il suffit de 

prendre n termes consécutifs de la progression 
q—x, q—1, 1,q,qx...., 

et que la somme des mièmes puissances de ces n racines sera tou­
jours nu l l e , excepté dans le cas où m est de la forme m'n, et alors 
cette somme est égale à n. 

3 . Cela posé , soit une variable dont r soit le mo­

dule et t l 'argument; soient encore f(x) et f'(x) une fonction et 

sa dérivée qui restent continues pour des valeurs du module r, com­

prises entre r = r0 et r = R ; soit n un nombre entier susceptible 

de croître indéfiniment, e t u n e racine primitive de xn—1. 
Je dis que si l 'on pose 

expression qu 'on pourrait appeler la valeur moyenne de f (x) , pour 

un même moduler et pour des valeurs de x/r représentées par les n ra­

cines de l'unité; on aura, pour de très grandes valeurs de n, 

F(r0) = F(R), 

c'est-à-dire que cette moyenne est indépendante du module. Pour le 
prouver , il suffit de montrer que pour des valeurs très grandes de 
n, l'expression 

qui n'est que la dérivée de la précédente, est nulle. Or, nous avons 



f(x + h)—fx = h[f'(x) + i ], 

i devant s'évanouir avec h. 
Si donc nous faisons tour à tour 

x = r, h = r ( q — i ) ; x = qr, h = br(q — 1 ) , . . . ; x = qn-1r, h = qn-1r(q — 1), 

nous aurons , en substituant dans l 'équation précédente , 

f(qr) -f(r) = r(q - 1 ) [ f ( r ) + i], 

f(q2r) - f ( q r ) = r ( q - 1) q f'(qr) + i1], 

f(qnr) —f(qn—1r) = r(0 - 1 )qn-1[f'(qn-1) + in-1]; 

en ajoutant ces équations et appelant I la moyenne arithmétique 
des quantités i, i1, i2,...... in_1, il viendra 

mais le premier membre est nul puisque qa = 1, donc le second l'est 
aussi, et l 'on a 

(a) 

D'ailleurs, pour de très grandes valeurs de n, chacune des quanti­

tés i, i1,....., in-1 s 'annulle , puisque alors q , c'est-à-dire 

étant égal à 1, h devient nul ; il en sera donc de même de leur 
moyenne I , et le premier membre de l 'équation (a) sera égal à zéro , 
ce qu'il fallait démontrer . 

Corollaire. S'il arrivait que f(o) fut n u l , la valeur moyenne 
F(o) serait aussi (n° 3 ) constamment égale à zéro. 

4. Je dis maintenant que : Si l'on attribue à la variable x un 
module inférieur au plus petit de ceux pour lesquels une fonction 
F (x) ou sa dérivée cesse d'être finie et continue, F(x) pourra être 

représentée par la valeur moyenne du produit correspon­

dante à un module de z supérieur au module donné de x, et sera pat-

conséquent développable en série convergente ordonnée suivant les 

puissances ascendantes de la variable x. 



En effet, posons 

F (z) désignant une fonction qui reste finie et continue, ainsi que sa 

dérivée, pour un module r de z compris entre les limites o et R. 

Si je pose 

il viendra 

En appelant toujours F(z) la valeur moyenne (m), n ° 3 , de f (z), et 

q[z), X (z), les valeurs moyennes de q(z) et x ( z) , j ' aurai 

F(z) = q(z) — X(z). 

Mais pour de très grandes valeurs de n et pour un module r de z in­

férieur à R, on au ra , puisque f (o) = o , l 'équation 

( p) F(r) = q(r)— X(r) = o, d'où q(r) = X(r). 

D'ail leurs, de 

on déduit 

or les coefficients de r-1x, r-2x2... sont nuls comme sommes des 
puissances semblables des n racines de l 'unité; donc F(x) = X(r), 
et, d'après l 'équation (p), on a aussi 

équation rigoureuse dans le cas où n est infiniment grand. Or, le 

terme généra! est développable en série pour un module 

de oc inférieur au module r de z; il en sera donc de même pour le 

deuxième membre de l 'équation précédente, qui n'est qu 'une 

somme d'expressions de cette espèce; donc enfin le principe 



énoncé au commencement de ce numéro est vrai pour les fonctions 

explicites. 

5. De là on conclut immédiatement, 1° que les fonctions, telles 

que sin x , cos x , cos (1 — x 2 ) , e x . . . et leurs dérivées ne devenant 

jamais discontinues, ces fonctions seront toujours développables en 

séries convergentes; 2 0 que les fonctions 

ou leurs dérivées, devenant discontinues 

pour x — 1 , ces fonctions sont développables en séries convergentes, 

seulement pour des valeurs de x dont le module est inférieur à 1 ; 

3° enfin , que les fonctions ou leurs dérivées devenant 

discontinues pour x = o , valeur qui a le plus petit module possible, 
ces fonctions ne seront jamais développables. 

6. On en déduit avec une grande facilité et la série de Maclaurin, 
et le reste de cette série. 

En effet, F (x) étant égale à la valeur moyenne de 

étant continue ainsi que sa dérivée entre o et R , et les modules de 
z et de x satisfaisant aux conditions énoncées ci-dessus, on a , en dé­
veloppant , F ( x ) égale à la valeur moyenne de 

la valeur moyenne du terme F (z), indépendant de x . sera F (o). 

D'une autre pa r t , la valeur moyenne du coefficient de x , est 

égale à celle de ou à F ' ( o ) , car il est évident que celle 

de est nulle. 

On prouverait de même que le coefficient de x2, c'est-à-dire 

est égal à la valeur moyenne de l'expression 

c'est-à-dire à on aura donc 



Quant au reste de cette série, terminée aux n premiers termes, 

comme 

le reste en question pour sera la valeur moyenne 

de et aura pour module un nombre inférieur à 

et par conséquent aussi inférieur au reste de la progression géomé­

trique provenant du développement de p étant le module de la 

valeur de x que l'on considère, r celui de z, et R le plus grand de 
tous les modules de F (z), correspondants au module r; d'où l'on 
déduit enfin cette proposition : 

Une fonction F (x) sera développable par la formule de Maclaurin 
en une série convergente ordonnée suivant les puissances ascen­
dantes de x, si le module de la variable réelle ou imaginaire x con­
serve une valeur inférieure à celle pour laquelle la fonction et sa dé­
rivée cessent d'être finies et continues ; et en appelant r cette dernière 
valeur ou une valeur plus petite, p le module de x, et R le module 
maximum de F (x), les modules du terme général et du reste de la 
série de Maclaurin seront respectivement inférieurs aux modules 
du terme général et du reste de la progression géométrique qui a 

pour somme et dont le reste est 

7. Passons maintenant au développement d 'une fonction implicite 

de x; les conditions de convergence se déduiront encore ici des li­

mites de la continuité de cette fonction et de sa dérivée. 

Soit donc l 'équation (1) y = x f(y) ; f(y) étant une fonction ex­

plicite qui ne devient, non plus que sa dérivée, ni nu l l e , ni infinie 

pour y = o. Parmi les racines de cette équation il y en a évidem­

ment une qui s'évanouit en même temps que x et q u i , si l 'on fait 

croître oc par degrés insensibles, variera elle-même par degrés in­

sensibles ainsi que sa dérivée par rapport à x, en restant toujours 



fonction continue de x, jusqu 'à ce que cette variable acquière une 

valeur pour laquelle deux racines de l 'équation y = xf(y) de­

viennent égales, o u , ce qui revient au même , jusqu 'à ce qu'elle 

atteigne une valeur qui satisfasse en même temps à cette équation 

et à sa dérivée par rapport à y, pourvu toutefois que dans l'inter­

valle la valeur de f(y), correspondante à la racine dont il s'agit, 

ne cesse pas d'être continue. Donc, si la fonction f(y) reste conti­

nue pour des valeurs quelconques de x, comme dans le cas que 

nous allons examiner b ientô t , celle des racines de l 'équation (1) qui 

s'évanouit avec x sera développable en série convergente ordonnée 

suivant les puissances ascendantes de x , pour tout module de cette 

variable inférieur au plus petit de ceux qui introduisent des racines 

communes aux équations y=xf(y) et à sa dérivée par rapport à y, 

c'est-à-dire 1 = xf'(y). 
8. L'équation 

(1) y = xf(y) 

nous ramène à la suivante : 

(2) u = e cos u. 

Or je dis que si e désigne l'excentricité de l 'orbite d 'une planète , la 

condition nécessaire et suffisante pour que son rayon vecteur soit 

développable en série convergente de cette excentricité, est que la 

racine de l 'équation (2) le soit elle-même. 

En effet, nous avons en général 

r = r = a(1 — e cos v), 

v = nt + e sin e, 

et s i , pour traiter le cas particulier choisi par M. Laplace, et qui 

seul nous occupe ici, nous faisons nt = et K = - + - u, la seconde 

des équations précédentes se changera en 

u — e cos u, 

D'ailleurs la première des équations (3), qui se change en 

r = a ( 1 + e sin u ), 
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nous montre que r est une fonction continue de u, et sera continu 

tant que u le sera lui-même; on peut en dire autant de sa dérivée 

ae cos u. D o n c , puisque la loi de convergence se déduit des li­

mites de la continui té , et que d'ailleurs tant que la racine u de l'é­

quation u = e cos u sera cont inue, la quantité r, ainsi que sa déri­

vée, le seront aussi, il suffit de chercher la limite pour laquelle 

cette racine u cessera d'être continue. 

D'après ce que nous avons v u , cette racine sera continue tant que 

le module de e sera inférieur au plus petit de ceux qui correspondent 

aux équations simultanées 

(a) 

Il suffira donc de chercher cette limite de e pour atteindre le but 

spécial que nous nous proposons. 

9. Pour cela mettons la deuxième des équations (a) sous la forme 

cos u + u sin u = o. 

Si nous développons cos u et sin u, elle prendra la forme 

(1) 

ou bien 

(2) 

O r , en appelant U le module de la variable réelle ou imaginaire u, 
le module du premier membre de l 'équation ( 2 ) ne pourra surpasser 
la somme des modules de ses différents termes, savoir, 

d'où il résulte que l 'équation (1) n 'admettra pas de racines dont 
les modules soient inférieurs à la racine positive unique de l'é­
quation 

(3) 



qui peut être mise sous la forme 

(4) 

ou bien encore 

(5) 

D'ailleurs cette racine U sera , en vertu de cette dernière équa­
tion (5), plus grande que 1, et en vertu de l 'équation (3), plus 
petite que celle de l 'équation 

c'est-à-dire 

En considérant donc 1,2 comme une première valeur approchée 

de U , une des méthodes d 'approximation, celle de Newton, par 

exemple, donnera la valeur approchée à un millionième près 

U = 1,199678. 

Cette quantité est donc une limite inférieure des modules de u ; 
mais ces modules peuvent l'égaler, puisqu'on satisfait à l 'équa­

tion ( 1 ) , en supposant 

( 6 ) 

Mais des équations (a ) , n° 8 , on conclut 

d'où 

Or la limite du module U de u étant 1 , 1 9 9 6 7 8 , celle du module 

correspondant de e 2 sera, en vertu de l 'équation (6), égale à U 2 — 1 , 
et le module de e sera égal ou supérieur à 



c'est-a-dire qu 'à la limite il sera égal à 

qu'il atteindra si l'on suppose 

Donc le plus petit des modules de e qui répondent aux équa­
tions (a), n° 8 , sera 

o,662742 ; 

et par conséquent la plus petite racine de l 'équation u = e cos u, 
ainsi que le rayon vecteur donné par l 'équation 

r = a ( 1 — E cos v), 

sera développable en série convergente ordonnée suivant les 
puissances ascendantes de e, pour tout module de e inférieur 
à 0 , 6 6 2 7 4 2 ; résultat auquel M. Laplace est parvenu par une 
autre mé thode , et que nous nous proposions uniquement de 
constater. 

Vu et approuvé, 

L E D O Y E N D E LA F A C U L T É . 

J . - B . B I O T . 
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