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THESE DE MECANIQUE.

SUR LES EQUATIONS POLAIRES DE L'ELASTICITE ET LEUR APPLICATION A LEQUILIBRE
I'UNE CROCTE PLANETAIRE.

— - —

M. Lam¢ a eu I’ingénieuse idée d’appliquer la théorie mathématique des
corps élastiques 4 la recherche des conditions d’équilibre d’unc croite pla-
nétaire sollicitée par la pesanteur résultant des actions mutuelles de ses
molécules, et soumise a des pressions intérieure et extérieure ; les résultats
auxquels il est arrivé donnent une explication fort simple de certains faits
relatifs aux ruptures de I'écorce terrestre, aux failles, etc.

])zms notre travail, nous reprendt‘ons cette méme question en supposant
qu'aprés sa formation, la crolte planétaire, primitivement sphérique,
inmobile et parfaitement homogene, ait été animée d’un mouvement uni-
torme de rotation autour d’un diamétre. En admettant que cette hypo-
thése soit d’accord avec la réalité, la force centrifuge n’a pas dit avoir une
notable influence sur les divers phénomeénes qui frappent les yeux du géo-
logue; cependant les conséquences curieuses auxquelles conduit la con-
sidération de cette force pourront peut-tre servir a expliquer quelques-
uns des mystéres que présente I’histoire de notre globe, ou du moins a
apprécier I'hypothiése des changements de pole de la Terre, émise par
quelques géologues pour se rendre compte des résaltats de 1’observation.

L'introduction de ce nouvel ¢lément nous a conduit 4 faire une applica-
tion des belles méthodes exposées par M. Lamé, dans un Mémoire inséré
dans le Jowrnal de Mathématiques pures et appliguces [7], et ou ce
savant analyste a donné les intégrales générales des équations d'équilibre
des enveloppes sphériques ¢iastiques, quelles que soient les conditions
refatives a la surface.

Mais avant d’aborder cette question, nous reprendrons trés-rapidement

{*] Fevater ot mars 1854.
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(4)
les formules fondamentales de la Mécanique moléculaire sur lesquelles

nous devons nécessairement nous appuyer pour arriver aux équalions
générales de 1'élasticité en coordonnées polaires.

Définition de I pression dans les corps solides.

La pression sur un élément plan pris dans Vintérieur d'un corps solide
est la résultante des actions des molécules placées au-dessus de I’élément.
supposé prolongé indéfiniment dans tous les sens, sur les molécules situées
de Yautre cOté, dont les directions traversent le méme élément dans I'inté-
rieur du périmétre qui le circonscrit [ *].

Soient :

@ un élément plan pris dans lintérieur d’un corps solide, sur
lequel s'exerce une pression que nous nous proposons de
déterminer;

g le centre de gravité de I’élément o ;

r la distance de deux molécules de masses ', m” situées de part et
d’autre de » sur une droite qui traverse P'aire de cet élément ;

fir) la fonction™ de la distance qui représente Paction mutuelle
m'm” f (r) des deux molécules m’ et m”;

¢ la densité du corps;

P la pression sur w rapportée a P'unité de surface;

Xz Y, Z, les composantes de p, paralléles i trois axes rectangulaires dont

les deux premiers sont paralleles et le troisiéme perpendicu-
laire a4 w.
Nous supposerons le corps homogene dans toutes ses parties.

Pour déterminer la résultante pw de toutes les actions tellesque m’ m"f (1},
on peut [**] d’abord faire Ia somme de toutes les actions exercées par les

[*] La pression dans Pintérieur d'un corps solide a ét¢ deéfinie pour la premicre fois,
en 1825, par M. Cauchy duns les Bulletins de la Société Philomatique, en supposant la ma-
ticre continue.

La définition ci-dessus de la pression dans les corps solides consideérés eomme des sys-
temes de molecules est due & M. de Saint-Yenant, {Comptes rendus de Udeadémie des
Seiences, tome XXI. )

[**] Cette démonstration , extrémement sitmple, est due i M. de Saint-Venaot; on en
trouve les prewiers éléments dans les Eeercices dee Mathimatigues de 3. Gauchy.
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molécules m’' situées au-dessus de w, sur celles m” situées au-dessous, et
pour lesquelles la distance 7 reste constante en grandeur et en direction.
Or, les molécules m” formant un cylindre oblique ayant pour base « et pour
génératrice une parallele a r, leur masse totale sera
pwrcos(r, 3);

d’un antre coté, puisque le corps est homogene, les masses m’ sont équi-
valentes; la somme ci-dessus devient ainsi
m' porf(r)cos(r, z);
sa composante paralléle aux .,
m'porf(r)cos(r, z)cos(r, x),
par suite

X, = pSomw'rf (rycos(r, 3)cos(r, x;;

le signe Som s’étendant i toutes les molécules m’ supérieures i w et a toutes
les valeurs de r pour lesquelles la fonction f'(r)ne devient pas insensible.
Mais cette somme est équivalente 4 la moitié de la somme, prise entre les
mémes limites, des produits mr f (r)cos (r, z)cos (r, ) relatifs 4 toutes les
molécules m situées autour du centre de gravité g de o et i leur distance r
4 ce méme point; on aura donc

X, = ,—l, p Som mrf (r) cos(r, z) cos (r, x},

et de méme

M-

Y. = - p Som mrf (1) cos(r, 3) cos(r, y),
1, = % p Som mif (rjcos®(r, z).

Exzpression de la pression en fonctior des deplacenmoents,

I'¢élasticité, comme chacun le sait, est cette propriété en vertu de la-
quelle les molécules qui constituent un corps solide tendent & reprendre
leurs positions primitives, lorsque la cause qui les en avait écartées vient a
disparaitre. Mais les corps ne sont élastiques que dans certaines limites,
généralement trés-restreintes, des déplacements relatifs de lenrs molécules,
et au dela desquelles la matiére se désagrége. Nous supposerons dans ce
qui suit que ces déplacements sont assez faibles pour que I'on puisse négli-
ger les termes qui les renferment & la seconde puissance.
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Soient x, y, z, les coordonnées primitives du centre de gravité g de o;
x -+ h, y+k, 241, celles d’une molécule quelconque située dans la
sphere d’activité de g. Les expressions ci-dessus pourront s'écrire ainsi,

en posant @ =9 (i‘),
}\LQ = % p Sommo (r)lh,
Y: = p Som mAc‘o (r) ik
Z: = i p Sommo(r)l?,

Vindice o étant relatif A I’ 'tat naturel du corps.

Supposons que le corps sublsse un trés-faible déformation : sonent d,
caractéristique de la variation de r, b, A, 1, p; u, v, w les prOJectlons sur
les trois axes du déplacement de g

Le rayon de la sphére d’activité de g étant tres-petit, les dérivées
partielles de u, v, w, par rapport a x, 7, %, pourront étre considérées
comme constantes dans toute son étendue; d’ailleurs, ce sont des quan-
tités de méme ordre que u, ¢, w, et dont on peut ainsi négliger les secondes
puissances ; il suit de 14 que le volume dx dy 3z, relatif 4 un point quel-
conque de la sphére d'activité, devient, aprés la déformation,

du dv dw du dv dw )
dx dy dz (x +E> (1 +@> (x + = ) dxd]dz% Rt T ES
La dilatation cubique

A— du dv dw
“mtet &

égale a la somme des dilatations linéaires dans les trois directions rectan-

gulaires des axes, restera donc constante pour tous les points de la sphére

d’activité de g, et il en sera de méme de la nouvelle densité

_p . - \du v zlw.
P‘*‘d‘r"—,_,_A—P(‘—A)——P('"zc“d—f—‘E)-

que I'on pourra ainsi laisser en facteur commun devant les signes Som.

On aura donc, pour les composantes de la pression apres la déforma-
tion,

Document humérisé par la Bibliotheéque Interuniversitaire Scientifique Jussieu - UPMC



(7))
X, = é p{Som g (r)th + Sommg (r)Ihdr + Somme (r)(1dh + ko))

+ = dp Som mo () Ik,

Y. p {Som mo (r) Ik + Sommg' (r)lkdr + Somme (r)(18k + k31

1
2

dp Sommo(r) lk,

Wwi=

~N

L

= é o{Somme(r)* + Somme' (r)l*dr + 28ommeg(r)ldl}
-+ :—l dp Som me(r)

¢ h, par exemple, n’étant autre chose que V'accroissement que prend «
quand on y remplace x, 7, z par x + k, ¥ + k, z + [, on a, en négligeant
les termes du deuxiéme ordre,

Sh="0h+ %kt 2y,
dy dz

dv do dv
Ao 8¢ de g dv
ak—dxh+ rt'ylt_._ dz 4,
dwv dw dw
? fa Jp— —_— —
ul_dxlz—l-dyk-{— dzl,

et enfin
Sk 4/
or l:8h+lfl+ é!

I2 —|—I.2 l“‘dw-i—ll; (d;+%)+ Izl(:ﬁ—: )-t-/xl(d" :w)%

valeurs qu’il faudra substituer dans les expressions ci-dessus, en mettant
en facteur commun les dérivées partielles de «, v, w.

Les résultats de ces substitutions se simplifient beaucoup sil’on remarque,
1° que, en raison de la symétrie, les Som renfermant I'un des facteurs 4,
k, I a une puissance impaire sont nulles; 2° que le corps, avant la défor-
mation, n’étant sollicité par aucune force, la constante qui représente la
pression est nulle, ou autrement que

Somme(r)I* = Sommeo(r)h* = Sommo (r)k* = %Som mo(r)rt=o;

30 I lige les t ln deuxiéme ord du dv | dw  du t
que I'on néglige les termes du ordreen ——» —» ——» —» etc.,
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et I'on arrive ainsi en posant
Som mo’ (—:)/1’ = Sommy’ (Tr)/z’ # = Sommg’ (Tr) Pr= (3(1.,

Som mo’ )71 = Som mq:’( )A‘ =m Somo' (—:—)l‘ = §v=

! du de
X; = IJ. ’ '(7:— —_— ")
dv dew
Y. =p : =t ar 7§’
dee o dw
Z, = zﬂ+d7+ ’+ Z v - p)

Or il existe entre les constantes . et v une relation résultant de ce
qu’elles sont indépendantes du choix des axes coordonnés.

Soient en effet o, f3, 7 les angles de I'axe des 5 avec trois nouveaux axes;
%, K, I’ les coordonnées relatives 4 ces axes et correspondant a 4, &, [.

On a
= W cosa + k' cos 3 + l'cosy,

y=F Sommq:c'( )l‘

=v(cos* & + cos'( + cos'y) + 6p.(cos® & cos? B -+ cos® e cos? 7+ cos*ficos’y),
et comme
cos*u -+ cos® B + cos?y = 1,

1 — cos*e — cos* 8 — cos* y = 2(cos? & cos? @ + cos? & cos®y + cos® f5cos* ),

il vient

v =3pu,
et, par suite,
X:=p (d—: +g.)
(A) z=p(£+% ?
Zz=#(%+j—;+3‘;—':).

" Remarques. 1°. On trouvera, par une simple permutation de lettres, les
pressions X,, Y,, Z, et X,, Y,, Z_ relatives aux éléments respectivement
perpendicnlaires aux y et aux x. On déduit de la les relations suivantes
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entre les composantes tangentielles :
-B) X: =12, Y.=1, X, =Y,

Ces relations sont indépendantes des hypothéses que nous avons
faites plus haut sur la constitution et la grandeur des déplacements du
corps, car elles se déduisent des équations des moments appliqués a I'équi-
libre d’'un parallélipipéde élémentaire d’un corps, supposé soumis a Vac-
tion des forces qui en sollicitent les molécules, et des pressions, quelle que
soit d’ailleurs leur nature, exercées sur ses faces. La propriété qu’expriment
ces relations se généralise par la considération du tétraédre élémentaire
dont les conditions d’équilibre conduisent au théoréme suivant :

Si, en un point d'un solide, on congoit deux éléments plans, la force élas-
tique relative au premier, projetée sur la normale au deuxiéme, est égale a
la force clastique correspondant & ce dernier, projetée sur la normale au
premier.

2%, On a
. 5 dw X +Y,
L=Zpg— T
Sl
X,=o0, Y,=o,
il vient
5 dw
Z, 2 dz

formule applicable au cas d’un fil élastique chargé verticalement d’un
poids. Si donc E désigne le coefficient d’élasticité de la substance, on a

5 o + s 2 x
e =E, dou p.:EE[ ]
Equations de I’élasticité en coordonnées polaires.

La partie essentielle de notre Thése, comme nous I'avons annoncé, a

[*] Note sur Uapplication de la théorie des fonctions isotropes de M. Cauchy, & la recherche
des pressions dars un corps clastique homogéne.

On peut, cn faisant usage de la théorie des fonctions isotropes de M. Cauchy, arriver
irés-simplement aux expressions qui représentent les composantes de la pression sur un élé-
ment plan compris dans Pintéricur d’un corps ¢lastique.

Condypns, pour cela, que I'on projette les composantes X, Y., Z; sur une droite 0A
2
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spécialement rapport aux proprictés des spheres élastiques, pour la recher-
che desquelles ’emploi des cordonnées polaires devient presque indispen-
sable; nons nous bornerons donc ici & poser les équations d’élasticité dans
ce systeme de coordonnées.

\

Soit r le rayon mené de Porigine des coordonnées & un point M du

dont les cosinus des angles avec les trois axes coordonnés soient respectivement a, b, c; re-

. d .
présentons par «, 8, 7 les symboles T a s ou D., D,, D., en adoptant la notation plus
ar

d «
T

commode de M. Cauchy.
La projection
r:_—_ ax.r"‘ bY;—l‘“ (‘Z,

devra conserver constamment la méme valeur, en faisant subir un déplacement angulaire
quelconque autour de I'axe des x, au systéme des deux autres axes; en d'autres termes, I,
est une fonction isotrope par rapport a I'axe des z des grandewrs «, ¢, w, a b, ¢ dont clle dé-
pend et une fonction symbolique de D,, D,, D.. D'aillenrs T, est Jinéaire par rapport i a,
b, ectu, v, w, ou du moins approximativement pour les déplacements, en raison de leur
petitesse; clle sera donc représentée symboliquement par une fonction isotrope par rapport
a l'axedes » de «, B, 7, 4, b, c, u, v, w, ct sera ainsi de la forme

Ve=Gau+H(bo4cw) + K(bw—cv)+ [La+M(Bb+y¢) +N{fe—78) (5o +u)
+Pu(Bl+yc)+[Qa+R(Bb+ ye)) (ye —wh),
G, H, K, L, M, N, P, Q, R ¢étant des fonctions symboligues de «, B2+ 7.

Si nous supposons que I'; ne renferme que les dérivées premicres de «, v, o, ou qu'elle
soit du premier ordre en 2, B, 7, les cocfficients M, N, R devront étre nuls; L, I, Q sc
réduiront a des constantes; G, H, K seront de la forme

G=g+g'x
H=h4-Va,
K=b+HWa,

&, 8 Iy Iy k, ¥ étant des constantes; et 'on aura, par suite,

c=gau—+ g'azu 4 h(bv 4 cw) 4+ Ma(bo 4 ew) + & (bw —oc) + & u (bew — vc)

N + La(Bo+yw) + Pa(Bb 4 y¢) + Qalyo —wh).

En raison de ’homogéncité du corps, T, T. sc déduiront de cette formule par une simple
permutation de letires.

La projection sur OA des pressions relatives aux six faces du parallélipipéde dzd)yd= devant
dtre égale, pour Iéquilibre de cet élément de volume, 4 la projection semblable de 'accélé-
ration des forces sollicitant le solide au point (x, y, z), est indépendante de la direction
des axes; end’autres termes, D, I';+D, [+ D, I'. ou Uexpression symbolique #1481, +7 T
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corps, point qui sera en outre défini par sa latitude A et sa longitude L
comptée a partir d’'un méridien pris pour origine. Les équations cherchées
s'obtiendront en exprimant que I'élément de volume déterminé par deux
plans méridiens consécutifs distants de dL, par deux sphéres concen-
triques de rayons ret r -+ dr et deux cones circulaires ayant pour som-
met le centre des sphéres, pour axe la ligne des poles et pour demi-

ouverture - — J, g — (A+d1), est en équilibre.

est isotrope, relativement aux trois axes , en «, B, 7, &, ¢, w, a, b, ¢, linéaire par rapport aux
six derniéres de ces quantités, et du second ordre par rapport aux trois premiéres. Cette ex-
pression est donc nécessairement de la forme

al; 4 By ++ gy o= [m 4 m' (24 B+ 9*)] (au + bo + cw)
+ a{aa+Bb 4 qyc)(an+ po-+yw)
+plal(ye—Bw)+ b(aw—Bu)+c(fu— av)],
m, m', n, p étant des constantes.
Remplacant dans cette ¢galité , 1), T; par leurs valeurs déduites de la formule (1), puis
identifiant les coefficients de @, on arrive i une équation entre =, B, 7, #, v, w qui doit s¢

réduire A une identité.
En suivant cette marche, on est conduit aux relations

g=o0, h=o, k=0, F¥=o0, Q=o0, g=m'+n, KM=nw', LA+P=na,
d’ont
g=#<4(L+P)
Substituant dans la formule (1), 3 1a place de T, sa valeur aX; + 6Y; + ¢Z,, puis identi-
fiant les coefficients de a, b, ¢, on trouve, en ayant égurd aux conditions ci-dessus,

X,:(/l’—l—L +P)11L+L(?,v+-,c;'),
Y.=WNouo+Ppu,
Z,=FNaw+Pyu;

et comme

) Y.=X,, Z.=X,,

il faut que

=P,

d’ou
X:=2PD,z+ L(D;uz+ D,0 + D)},
Y. =P (D,»+D,u),
Z,=P(D.w+D.u).

Ces formules sont celles dont M. Lamé fait usage duns ses Lecons sur I'élasticité ; elles
rentrent dans celles que nous avons trouvées plus haut, en v supposant égales les deux con-
stantes indépendantes P ct L.

L'égalité entre ces deux conslanies, a laquelle nous sommes arrivé par notre premiére meé-

Document humérisé par la Bibliotheque Interuniversitaire Scientifique Jussieu - UPMC 2..



(r2)

Cela posé¢, appelons R,, M,, P, les composantes de la force élastique
respectivement dirigées suivant le prolongement du rayon, la méridienne
en allant vers le pole et la tangente au paralléle dans le sens du mouvement
«lu méridien mobile par rapport an méridien fixe, pour un élément plan
perpendiculaire & »; Ry, M, Py, les composantes analogues pour un élé-
ment plan perpendiculaire & la méridienne; enfin R,, M,, P, les mémes
composantes pour un élément situé dans le plan méridien.

Les composantes de Ja pression pour la face r2 cos A didLL perpendicu-
laire a r, de 1'élément de volume considéré, sont

— R, r*coshdrdL, — M,r*cosxdidl, — P.r2cosididl;
pour la face rcosX drd L, perpendiculaire 4 la méridienne, on a de méme
— R, recoskdrdl.,, — M, rcoskdrdl,, —DP,rcosidrdl;

enfin pour la face rdrd située dans le plan méridien,
— R,rdrd), — M,rdrd), — P,rdrd}.

Soient Oa’, 0y, 0z la trace du méridien fixe sur 'équateur, Ia perpendi-
culaire mence par le centre O 4 ce dernier plan, et la ligne des poles. On
a, en supprimant les indices qui affectent les pressions,

cos(R, &') = coshcosL,  cos(R, ' )=cosdsinL, cos (R, 3') =sin),
{C){ cos(M, z') =—sinkcosL, cos(M, y')=—sinksink, cos(M, z')==cos?,
cos (P, ') =—sinlL, cos (P, ') = cosL, cos(P, 3')=o0.

D’apres cela, on pourra tres-facilement obtenir les composantes des forces
ci-dessus snivant Ox’, Oy’, Oz’; en les changeant de signe et les augmentant
de leurs différentielles par rapport a r pour celles qui proviennent du pre-
mier groupe, i A pour le deuxiéme, i L pour le troisiéme, on aura les ex-
pressions analogues pour les faces opposces 4 celles que nous avons consi-
dérées; en faisant la somme des composantes suivant chacune des direc-

thode, ne parait pas complétement d'accord avec expérience. Ainsi M. Wertheim a trouve,
& la suite de plusieurs experiences, que le rapport 5 est sensiblement égal & o,

Dans Pincertitude ot nous trouvons sur la valeur de ce rapport, dont la connaissance est
indispensable ponr pouveir caleuler L et P en fonctions du cocfficient d’élasticite, la seule
constante (que ’on a Phabitude de faire entrer dans les questions de résistance des matériaux,
nous avons cru devoir continuer & admettre la relation théorique L = 2P, trouvie par
M)M. Navier, Poisson et Cauchv.
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tions Ox’, Oy’, 02, les différentielles seules restent et I’on trouve ainsi :

1 (R s
cos’) cos L —— dR.r + co! er_([_{_ms ') msl'—l(—n”s‘:ﬂ
dr di dL
. dM,r? d (M, sind cos)) . d(M,cosL)!
— coSXsin cosL—T —reosL-——  —— —rsin ) =4 ! pour 0z,
. . dP.r? APy cos 11]’,, sinL
— cos hsin L e rsin L—-»(“—— —_ ——(IL
r 3 - A & .. 1 i J"
cos’) sinLdR T rsinl d——(R"f-iT_———-)' cow)+ rcos d(R,sinL,)
dr ). e L.
. o . o dDM, . I (M, sin’ cos). . . d(M,sinL)
! — cos dsin)sin L — — rsinL (__(i,,,_sm {E{’b)) — rsina :—Q—’—in———” pour Oy',
dr d) d 1, :
{P, r? IP,cos) 7
cos A cosL P, r + reosL. AP, cos) +r dPpcosL
d) dl,
] 1
08 ) sin).dn" +r(l(R.,. cosksind) T+ sinlr-[-n’-'
dr 79 dlL
pour Oz’
051 dM, r? - dM, cos’) - rcos) M,
\ ¢ dr d} ! L,

Soient maintenant R,, M, P, les composantes respectivement paral-
l¢les aux R, M, P de I'accélération des forces qui sollicitent la masse élé-
mentaire p r* cosAdrdXdLj; on aura pour les équations d’équilibre :

2 2
AR, 7 + reosTs d1,, (‘!os ) - roos) AR, cosl )
I7? cdn d1,

M, r: 1{M,,sin) cos ) ; '
— cos Asin ) cos L ——— — reosL fi_s"Lm__)_ rsin) MpcosL
dr di llL

dP, r rsin dPncosh dP,sinL
ar T T AL

+ pricosk { R, cos) cosT. — M, sind cosL — Pgsin L} =o,
? . IR”. 52 7 . )

cos’hsinL R, + rsinL, S2m 0% A + rcos) Rpsinl
dr ) dL '

(D) { — cos hsind dM, r? . . d{M,sin)cosl) . (IMI,smL

cos’Acos L

— cos ksinL

— psinL XY — - .

dr i dL ‘

d{Pncos)) dP,cosL
\ o FTTaL

-+ pricos) {R,cos).smL— M,sinisinL -+ P, cosL’ = 0.

cos)smL = +rc sL

dR.r? 2 (R sin p
cos hsin ) r +r(( sin . cos) m)\——R )

dr di dL

dM, r’+ rdM,.-. ccs’l cos) (Il\l ‘
dr T dn ) IL
\ +pricosh {R,sin)+ I\Iacosi\; = o.
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Si on élimine successivement M, et Py, R, et P;, M, et R, entre ces
équations, on obtient les relations plus simples :

dR, 1dRn vt dR, 2R, —R,tangd — M, —P

148 ¢y 4 —,
dr > d Freosndl T r +pRo=o,
dM, 1dM, 1 dM, 2aM,— M,tang} 4+ R, + P, tang) _
B VT Yr Dt romdl ; +eMo=o,
dP. 1dP, 1 dP, 2P, — Pntang} + R, — M tang}
A Tt Wl P, — 0.
dr + r dix rcosi dL r +plto=o0

Ces équations expriment que les sommes des projections des forces sur
le rayon, la méridienne, la tangente ou paralléle, sont séparément nulles.
On aurait pu y arriver directement sans passer par les axes de projection
auxiliaires, mais les calculs sont plus simples et plus uniformes en suivant
la marche que nous avons adoptée.

Aux équations (E) il faut joindre les relations (B), qui deviennent ict
(B) R,=M, R,=P, M,=P"P,

11 nous reste maintenant a exprimer les pressions en fonction des dépla-
cements W, U, V estimés respectivement suivant le rayon, la méridienne
et la tangente au paralléle; ce qui revient 4 déterminer, en fonction de
ces déplacements, les dérivées partielles, par rapport & x, y, z, des dé-
placements w, u, v rapportés aux directions ci-dessus prises pour axes des
z, des y et des x, pour z =r, x =0, ¥y = o. Le tout se réduit donc i une
transformation de coordonnées, dont nous simplifierons les calculs en ayant
recours aux axes auxiliaires des x’, j z’ qui nous ont servi plus haut. Les
formules (C) donnent

S cos (z, ') =—sindcosL, cos{z,y’)=—sinksinL, cos(z,z)=-cosi,
{c) cos (y, z'}) =—sinL, cos(y,y'Y=cosL, cos{y, z) = o,
cos (z, ') = coskcosL, cos (z, y') = cosksinL, cos {3, 2/) = sin 7.

D'an autre coté, si I'on-appelle 7, X, L’ les coordonnées polaires d’un
point quelconque de la spheére, on a

x’ = r'cosX cosL’,
¥y =r'cosXsinL/,
~z =r'sinX.
Les coordonnées de ce méme point rapporlé aux axes &, », z seront, par
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suite, en substituant et réduisant,
x = 2’ cos (x, x') + y'cos(x, 3’} + 2 cos{x, z')
= r'{ sin} cosA — sin)cos ¥ cos (L' — L),
y=a'cos(y,a’) + y cos(y, y')+ 2 cos(y, %)
= r' cosX sin (1’ — L),
z = a’'cos (2, &) + y'cos (3, y') + 2'cos (2, 2')
= r'{sindsin X’ + coslcosX’ cos (L' — L)}.
Si 'on différentie ces équations successivement paf rapport 4 x, 7, 3,

puis que dans les résultats on suppose X=X, L’=L, r'=r, on ob-
tient

d) 1 di dy
Ez;, ‘TJ-ZO, £=0’
dL dl, | dL -
(F) az = Oy &r — reosh A& 0,
dr dr dr
d_z= o, @Z O, d_zzl'

Par suite, si F est une fonction quelconque de x, 7, 3, on a, pour les
valeurs ci-dessus des variables,

dF dF 1
dz —dx'r’
-\ dF _ dF T
(G) dy — dL rcos)’
dF __ dF
T dr’

formules dont nous trouverons tout 4 I'heure I'application.
On a, d’autre part,

wcos(x, x') + v cos(y, x') + wcos(z, X'}

= W cos(W, x') + Ucos(U, x') + Vcos(V, x',
ucos(x, y') + vcos(y, y') + wcos(z, ')

= Wcos(W, »') + Ucos(U, ') + Vcos(V, y),
u cos(x, 2') + vcos( y, 5) + w cos(z, z')

= Wcos(W, 2') + Ucos(U, z') + V cos(V, z).

Pour obtenir les cosinus qui multiplient W, U, V, il suffit de recourir
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aux formules (B) posées plus haut, en y remplacant, dans les termes sym-
boliques, R, M, P par les déplacements correspondants, et accentuant les

%, L, r; en ayant égard a ces formules ainsi quaux relations (C'), les
équations ci-dessus combinces par addition donnent les suivantes :

e = W [sinX cosA — cosX sin) cos(L’ — L)]
-+ U [cos cosX + sin A sin )’ cos(L/ — L)] + W sina sin (L' — L),
v = W cos X sin(L/ — L) — Usind'sin(L' — L) + V cos(L." — L),
w = W [sin) sin}’ + cosi cos)X’ cos (L' — L)]
+ U [sin) cosX —sin X' cosA cos (L' — I.)] — W cos A sin (1/—L).
Si l'on différentie ces équations par rapport & 'une quelconque des

variables x, 7, z, on a, pour r'=r, ¥'=1, L'=1L, les relations symbo-
liques

du = dU + VsinA dL + Wd),
dv = dV + (W cosd — Usind) dL,
dw=dW — Ud): — Vcos)dL;

par suite, en ayant égard aux formules (F) et (G),

du . 1dU0 w

&= ra Tt

de. 1 dU v

7_7'__ 7 cos) d—L+ , tang)\,

du _ dU

dz — dr’

de 1 dV

dz — rdx’

dv 1 dV 1 -
(H) T e dat v 7 (W — U tangd);

de _ dV

dz — dr’

dw 1 dW U
de ™~ r dx r

dw 1 dW v
dy — rcoshdL ~ 7’
dw_dW
dz — dr

La dilatation cubique et les pressions sont alors exprimées | formules (A)]
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A UL 14V W Uun | aw
~ r d rcosr dL r r

R,=2Z.=p. (A + 2 ﬂ)
dr

M,= X, (A+9-lﬂ+ zﬁ)

. 1 dV W — Utang »
I P — — — e A s - S
) ! _\._(J.(A—i—z o a2 - )

] AU 1dW U
I{m:Mr—Lx'—'xz_'d_r T
. , __dv i dw v
Ry =P =04 =Y.=0+05aw =
, ¢ du .V LAY
M,=P,=X,=Y,= ——s--= + —tang). + -

rodn

Ces formules s’obtiennent habituellement en déterminant, en fonction de
), L, r, les pressions exergées sur trois éléments respectivement perpendi-
culaires aux ', aux y’ et aux z'; puis passant de ces pressions aux R,
M, P, en faisant usage des relations auxquelles conduit la considération du
tétraédre élémentaire. Mais la marche que nous avons suivie nous a paru
au moins aussi naturelle et aussi simple.

Les équations générales de I'élasticité en coordonnées polaires s obtien-

dront en substituant les valeurs ci-dessus des pressions dans les équa-
tions (L); on trouve ainsi

i 2 da o d {dIY drU
\ 3r cos).—; + o8k | = — —
* " ‘e 2 —
»’") L (AW _ 4G\ d (drV i awy (T reoshriRe=o,
— sin < 4y dr ) dL\dr  cosh dL
dA L d drU (1; cosl v
m | | 3e0shin s aT ( 1w ) )_{_ y P —
- '*" 5 A (4 _ drU | oS =0.
| Cosh I\ dr
3 17 dA d ( drv ! tl_W
,\ cosx dL, ' dr \ dr cosh dL JL
b ' 1 d 1 drU 1 dreos)V prio=ao.
T Fidx \cosh dL Cos ) dr

Les conditions relatives i la surface s’obtiendront en exprimant que les
forces élastiques R,, R,,, R, sont égales aux composantes estimées suivant
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leurs directions des forces qui sollicitent le méme point de cetie surface.
Les formules que nous venons d’établir peuvent maintenant nous per-
mettre d’aborder la question suivante.

Equilibre d'élasticité d’une crodte pPlanétaire sphérique animée d’un mouwvement de rotu-
tion uniforme autour d’un diametre, sollicitée par la gravité et soumise i des pressions
normales intéricure ct cxtéricure.

Soient :

g la gravité a la sorface,

retr, les rayons extérieur et intérieur,

P, et I, les pressions extérieure et intérieure,

0 ’épaisseur supposée trés-petite de la crodite.

La force centrifuge sera exprimée par »® rcos).

Tl est manifeste que, aprés la déformation, la crotite restera toujours un
solide de révolution autour de I'axe des poles, et que les molécules qui la
constituent ne seront déplacces que dans leurs méridiens primitifs.

11 résulte de la que V = o et que les autres déplacements W et Ui sont
indépendants de 1.; les formules (1) deviennent ainsi
' AU  2W —Utang) dW
W Tt
aw)

dr !

1
A =-
>
’

R, =piA+4 2

M,=u L\—i—;(d—u—i—\’V)%,

(I\) ) )
W — T tang )
P, =ulA+2 __._.’__EE%*_ )
dU 1 dW U
R, =M, =p (7174. LW _ Uy,
BI’ =0, =o, I“p =P,=o,

et les équations (E) qui se réduisent aux deux premieres

! r m 2R — t 3 — M, — P, . g
(—ll—i— lﬁ—!— 2R, — Ratangs — W — | 4 .ow*rcos’t—.f'i;’l. = o,
I ) dr r da r ! r
\ 8- .
’ {) M M, — M, tang X R P, tang ) .
(—dTI' : d”'" 4 2T e fllf—;t---"it nWORE p@? reosksind = o,
r

auxquelles il faut ajouter les conditions
R,=o0 pour r=1r e r=r,
(M) R, =P, pour r=r,,
— Pé“m our r=j

.
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Si 'on pose
U=U+U", W=W +W",

on pourra profiter de I'indétermination qui existe entre ces nouvelles fonce-
tions pour décomposer chacune des deux équations linéaires auxquelles
conduit I'élimination des pressions entre (K) et (L) en deux autres: Pune
en U’ et W/, renfermant seulement la gravité, I'autre en U” et W”, con-
tenant uniquement les termes relatifs 4 la force centrifuge. Quant aux
équations de condition, on pourra de méme les décomposer en deux antres.
de telle sorte que P, et P, restent seulement dans celles en U’ et W'

Les quantités U’ et W’ ainsi définies ne seront autre chose que les dépla-
cements qui résulteraient de la seule considération de la gravité et des
pressions intérieure et extérieure, et U” et W” les déplacements analogues
auxquels donnerait lien la force centrifuge agissant isolément; nous
sommes ainsi ramené 4 résoudre séparément les deux problemes suivants.

FEquilibre d'une crodte sphérique soumise @ Uaction de la gravité et des pressions normales
constantes intéricure et extericure.

La crofite restant nécessairement sphérique et les déplacements ne pou-
vant avoir lieu que dans le sens du rayon, U est nul et W est indépendant
de j.

Les formules (K) et (L) se réduisent a

A\ W
A= = -+ 2 —»
dr r
\ I\\
R,:lu.%A-f—'z {3{
(KI‘.
W Wy
M,=P,= %A_L-Q—'Q "P‘{,[, =4 — ’
R,=M, =o0, R,=P,=o, M,=P, =o0.
dR, {R, — M) r .
(L/\ - 2.—_—,_ —_ P'D’,—:_: O:
Pélimination des pressions entre (K') et [ L": conduit a
-
da W 2 (‘dw W)' g
Z+2'dr’+—r"(lr‘r_" T
ou
(¥4 r
dA _ ©o 7. .
dr u
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d’ou, en posant
£g 1 ©

m=—=z—
pr, 6 pr

N =~

= étant le poids spécifique de la substance, et en appelant @ une constante
arbitraire,

A=mr®+ a.
Si dans cette équation on remplace A par sa valeur en fonction de W, puis

qu’on la multiplie par r?, on aura

aw dW r? :
r’—— +aWr= Tr = mr* + ar?,

d’ou, en intégrant et désignant par & une nouvelle constante arbitraire,

1 r b
Wzgmr’+§ar’+r—,; _"l;

par suite,
5 4b
— 2 _ 1%,
R,=p ( mr+za )
Les conditions relatives a la syrface donneront

— P, = p.(l—;-mrg—}-ga—érﬁ),

Y (e 1)

3
d’ou
_ 1 (rt—=r)ri e (Po—P) P r}

46 = -3 rie—rd w(r —r’)

5 1 (rp—r3) P, 7y —Pir}

3T TER I Y =)
par suite,
R _gmp""(’?—’i)—”( imr) (i —=r)rire _ Bri(ri—r)+PRiri(r—ry)

r=75

ri{rt—ry) ri(ri—ri)

Le numérateur du terme en m de cette expression est divisible par
(r—r,) et (r — r,), puisqu’il doit s’annuler pour r = ry et r = r,; d’ail-
leurs égalé a o, il donne une équation du cinquiéme degré en r qui, ne
présentant que deux variations, ne peut avoir d’autres racines positives que
ro et r,. Donc ce numérateur reste constamment négatif pour toutes les va-
leurs de r comprises entre ces deux limites, et, par suite, R, est une pres-
sion sur toute la sphére de rayon r.
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Nous avons maintenant tous les éléments nécessaires pour déterminer
le déplacement W et les deux forces élastiques principales d'é¢gale intensité
M,,, P,. Mais pour simplifier les formules, nous supposerons I'¢paisseur ¢

de la croute assez faible pour que 'on puisse en négliger le carré.

Posant donc

r=ry,-+c¢
on aura

W= (émrﬁ{ + 3

. b
3 ar, —l—z-

R, ~p|—mr’+5a i

3 o
4
—Po=u ('%‘-mrf, +-§a—1_—i),

5 l f 2d
_P—u.l5mr0+‘; 4,;)+9(5 mro—i—-l,—‘)]:

d’ott Von déduit

e 5

s

b P,— P, 22 r r,— P, 22 . or
= |- —mr) = — =) :
12 _ 3

3 11
—‘5“-( P +( P)3 EG’I'O)'

('es valeurs substituées dans IR, conduisent a
Rr= - Pn +;,§po_ PC):

ce qui était évident a priori.
Enfin, on a, pour le déplacement W,

. 1|37 P,re e
W= | S (Po— Py —we) — 2 — (p._p —ae
’ . 3y P.,r,,
ou, en négligeant P, devant —
=P, ~ P SYELEL
_5:( o— P —we) -~ <)
W 1y o 37 55\)
T =55 L~ P -“)(T—T_ ;
-_ 3 W, 3 r,
W,= :T(;;E(PO'— P, —wme), T":;F(po_p‘_me )

- . 3, k W, X .
“|: ;a-};(Po-—P‘—me)(-{- —2)’ -—I-=LL(P —P.—we
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et_la variation subie par I’épaisseur e est représentée par
W, — W,= —LQ(P'—-—P —we).
L] o 10 p o 1

Si nous appelons Q la valeur commune anx deux forces élastiques princi-
pales M,,, P,, nous aurons, en continuant la méme approximation,

R, w 3n 3 c
Q:—:-)’- +-l3—0[.1,—r :%I:— Po—l—;:—‘(Po—P. —E’C) — ;(P(,—P, —UC’);]’
d’on, en négligeant toujours P, devant Po-:_-",

Qo === (P,— P, — we),
Qi=Qo + g=e

Supposons que P, — P, — me devienne nul, aprés avoir été primitive-
ment différent de o on aura

1<

W=o, Qo;:oi leﬁw;

ce qui revient a dire que si, en se déformant, la Terre ne s'était désagregée
ni fissurée, elle reprendrait dans les conditions actuelles sa forme primitive,
les forces élastiques perpendiculaires au rayon devenant nulles 4 la surface
intérieure, et des tractions & la surface extérieure.

Admettons maintenant que, par suite du refroidissement du noyau h-
quide intérieur de la Terre et de la contraction qui en résulte, P, aille en
diminuant ; W deviendra négatif; I'épaisseur e ira en angmentant; QQ, sera
une pression croissante en intensité, tandis que Q, restera une traction ou {i-
nira par devenir une compression. L’écorce terrestre pourra done se rompre
de deux manieéres diftérentes : 1° par arrachement 4 I'extérieur, comme dans
le cas précédent, et écrasement a 'intérieur, ce qui donne une explication
fort simple des tremblements de terre; 2° par ¢crasement sur toute son
épaisseur.

Dans ce dernier mode de rupture, la matiére liquide du noyau comprim¢
par les roches supérieures tendra a en soulever les différentes parties dans
lesquelles ces dernicres ont été divisées, et & arriver jusqu'a la surface de
la Terre. On retombe ainsi sur la théorie relative a la formation des chaines
de montagnes due & M. Elie de Beaumont.

L’ellipsoide d’élasticité correspondant 4 un point quelconque de la sur-
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face extérieure de la crotite a pour ¢quation

2? .’L"-{-)"
—— —_— =1
2 2 3
ll Ql

la surface a laquelle est tangent I'élément pour lequel 1in rayon vecteur
de cet ellipsoide représente la force élastique, est déterminée par

&, Ty
P, Q. = K

-
2

K étant une constante positive.

Si nous supposons que Q, soit une traction, cette équation correspond i
deux hyperboloides de révolution asymptotiques, I'un a deux nappes,
Pantre A une nappe, et on a pour I'équation de leur céne asymplote

z‘.‘ .7.‘3 + )-'.'

-~ -+ — = 0

P, Q ’
la force ¢lastique sera tangentielle pour tous les ¢léments tangents a ce
cone. Llinclinaison & de ses génératrices sur la méridienne sera donnee

par

C'est 4 cette force élastique tangentielle T, représentée par le rayon vecicur
de I'ellipsoide d'élasticité déterminé par la droite
2 x

—_— + -

= = 0,
V—P, \/Ql

et dont la valeur est
T= \’/— P, Qn
«que paraissent dues les ruptures par glissement, connues en géologie sous
le nom de failles.
Nous n’insisterons pas davantage sur ces considérations basées sur I'hy -
pothése d’une homogénéité constante et d’une sphéricité parfaite.

Fquilibre d *élasticiteé d'une enveloppe sphérique homogéne animée o’un mouvement unifurn:
de rotation autour de l'un de ses diamétres.

Les équations (J) deviennent ici, en remarquant ue

R,=w*rcos}, M,= —w?rsindcos}, P,=o0. V=0
dW dU
=% aL=°
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et désignant sin ) par s, cos ] par c,

dA d 2
g2l 1EL ol gey, ré,
(I) dr c dl [
dA dZ _ pw a
327 (II' -P.—Sln)\COS)\r

en posant comme plus haut
1 dr'wW 1deU

A= T
(2) et, de plus,
dW aryQ
Z= ar - dr

Or il est facile de trouver des intégrales particuliéres des équations (1), et,
par suite, d’en ramener lintégration i celles de ces mémes équations
privées de leurs seconds membres. Ainsi, par exemple, on voit 2 priori que
les équations (1) peuvent étre vérifiées par z = o et par une valeur de W
de la forme ar® cos*}, a étant une constante déterminée par la relation

6a = L.
P.
On a alors
AW __ drU
day T dr’
1 dr’wW 1 deU 1 pwir? 2
rrodr ' re dx _‘Epp cos?A;

équations qui doivent étre évidemment satisfaites par des expressions de la
forme
W = br® + fr®cos?d, U= ksin}cosr?,

b, f, h étant des constantes liées par les relations

~ f =12k, 5b—2hk=o, U#ﬂh:—%%,
d’onr
- ) 4 pm I P&) —
f=—5% h=gt, b=

On a ainsi le systeme de valeurs particuliéres

b)
5#
Z, = o,

—_ Mpor? 2
6 & cos?),

&
l

r

3 :
(%) £ :(% — cos“l),
0 = 4—'-" sm).cosl
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Si donc on pose

(4 |

~N
I
N
]
+
d

les équations (1) et {2) deviendront

2 llu 1 det
‘ 31 rlr

. c 0.
{9)
’ ' ~dddz 0:
d dr — 77
f ) — ! driw 1 dea
\ T A re dy.’

(6)

<
. v dru
( =~

Les formules (KR ) seront remplacées par les suivantes :

e’ 2 2 _ 19 .,{“. .
R, -_———7 (5 T eos )-{-p( Ii)’
— de - |
M, = — pw?r? (3,.-! (-coa’)&> +p|d‘+ (”+w)l’
(7" et 9 2{n — nlang))
L7 P, = p 5+-(C05) + 0+ - ——"1

R,

du 1 o ]
M, __——a-sm)cos) ( ———).

dr T r oy r

RI’ = P,. = U, Nl.l’ = I",,z == 0,
el pour
r=r, et r=rnr,

on aura les deux conditions

) ol et 0"
\a’\+ AL il 3—'—.9005'/.),
‘ﬂ dr @ 5 6
t .
( du u 1 dw pw?rt .
e = e~ = S gin A COS )
2 odr r 2 dr 7

Cela posc¢, occupons-nous de la recherche des «, w, Z, 8. Si 1'on ajoute
les équations (5), respectivement différentiées par rapport a r et 2, on
obtient. en supposaut que la seconde ait été multiplice par ¢ avant la difté-

4
1
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rentiation, puis divisée par ¢ apres cette opération,

ds dd
dr? — r—
r dr +l ’((1)""0
Tdr e dx 7
ou, en posant sini = «,
.d3 , add
dr;{_r d\l—.t)(’-—;_
{\9) -t dz '_

En faisant dans cette équation

¢ = Xat",

n étant un nombre entier positif et X, une certaine fonction de o, on aura,
pour déterminer cette derniére,

(X,
rl(l—a’)ﬁ-
Y da X =
g n(n+ nNX,=uo,
(ro) i ou
1*X, o

ay ¢ n :
(1 ~ =*) —— — 20—~ 4 n(n+ 1)X,==o0.

On sait que cette équation linéaire est vérifiée par le polynome

p,=gn — A e mle—n )= 3)
n ’ 2(2n—1) 2 jlan—1j(an—3) 7

Pour trouver l'intégrale compleéte de I'équation (10), posons
Xn = :I’IH
il vient

. 123 oy AP, (4]
- f/."‘)]’,,oil—a; + 2 [(1 - y.')—T-‘ - al‘,,] == o

({43
v

, ds
ou, en representant 7, par z,
2

et 1 dP, % ) —
PR el i) LAl
de (1 wela

T+ _P—,,'([P" - 1__“:) =0,

et, A, étant une constante arbitraire,

logt + logP? + log(1 — *) = log A"

7

A, .
g s
B (1 — o)
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enfin, A, étant une autre constante arbitraire,

7

do

z=A, + A, m-

(4]
et

X.,,:A,,P,,—}—A P, f p? '_;)

le second terme de X, devenant infini [*] pour z =1, il faut nécessaire-
ment que A, = o; nous ne pouvons donc prendre que

N — D .
‘\n —_— Anlns

tandis que si la sphére éait limitée vers le pole, par un céne de latitude
par exemple, il y aurait lieu de conserver le second terme. Ainsi I'équation

aux différentielles partielles (g) est vérifiée par

0= A,P,r".

On reconnait sans peine qu’elle est de méme satisfaite par cette autre valeur
I

N —
0=DB,,P,- i

B,.., étant une seconde constante arbitraire ; nous pourrons donc prendre
pour I'intégrale générale de cette équation la série indéfinie

="
N Q) Bn-—l
¢ = 2‘ (\,,l '*",.-‘)

n=u

Dans le cas d’une sphere pleine, il faudra supprimer le deuxiéme terme

Bn '
=, qui deviendrait infini pour le centre du solide.

Les équations (5) qui rentrent maintenant 'une dans 'autre, puisque (1 1)

[*] Car soit P2 la plus grande valeur de P,, pour les valeurs de la variable comprises

entre oet r,ona

Yoda 1 "' dz Pt ! {14a)
—_—— e == dlog s
Pi(i—a?; 7 P ), 1—o* 2 P 1—a

)

qui v’a pas de limite.

Lo
.
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vérifie (9), qui résulte de leur combinaison, donnent, en posant y = ¢,

\d_x —3r 2-~=~—32P,,[nA,,r"’“"—(n-}-l)B'”," )
&) =
i dP n B
(d_ 3([-——a :—a’)(A,,l -+ r"‘“)'

De cette derniére on déduit, en représentant par ¢(«) une fonction arbi-
traire de «,

dPn o An””" ° Bn+|
x=pl@)+3 30— (P55 - %)

portant cette valeur dans la premiére, pour obtenir ¢(a),

n=w

An L Bn ’ d? P,, d P,, :
?I(”)=°"32<_— ,.) [(l-—-a’)w—za 7;—+7l(ll+l)P,,J::o,

n -1 nr®

n=0
¢ est donc une constante arbitraire que nous représenterons par C; nous
pourrons alors écrire

(12) 5 = C 4 3 v ([P,,( —0.2) (Anr"+n :_l_‘BL_'“>.

n -1 n rn
n=09

1l nous reste maintenant i trouver z et w; remarquons pour cela que

dw dru o
(15) dy  dr T ¢ Lo

1 driwe 1 deu A

r* dr Te dn T v

(l a,_,) ((lw drcu) .

— _— — = ¥

(]3,) do dr z

driw dere 2

Tdr e 7

Pour intégrer ces équations, posons

w=w 4+w, u=u-+u,

w' et u' étant des intégrales particulicres qui doivent en rendre identiques
les deux membres, et w” et &” les intégrales générales des mémes équations
sans second membre.
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DYaprés la premiére équation (13), on a

de" dra’

W T Tdr
ce qui suppose que w” et ri’ sont les dérivées respectives d’une meme
fonction F par rapport a r et 4 ). F déterminée par la seconde équation(13.
sera donnée par la suivante :

drt il_F d¥

1 dr ] cﬁ

r: dr +; d =

qui est identique 4 I’équation (g); on a donc, pour son intégrale générale,
A, et B,,, étant des constantes arbitraires,

[ =N ,
. F=Yp, ( A+ BJ)
r
n=2o9

par suite,

O et S e ).
n=0

u”—'%d——'Z\/l—a’ dP"(A """""Br-u )

n=~un

Si nous ajoutons les équations (13') respectivement différentiées par rap-
port i e et r, nous obtiendrons, eu égard a (5'),

d(1 ,)dw’
“Vda aAiriw  dy + drie 3 o dd drs
(la: + dr ~ da dr ! I+—TIT
H=w
= ZP,, [2A,,(| —n)r*t 4+ 2B, (n + 1):—"

n=o

Posanl

g

T
- i n
w=3S§,, 1"+ ot
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on aura, pour déterminer les coefficients Sy.+) T,y

d Sn+|
A=)
dx + (n+ 3)(n+ 2)Spes = Pp. 24,(1 — n),
dT,
A—=) 7
T + (n—2)(n—1)Ty=P,.2aB, (n+ 2).

Si I'on compare respectivement ces deux équations aux deux suivantes :

d(1— ) Prhe
<z +n(n+1)P,A, =0
da Ritn —
(1 — o) Lra Do
T +n{n+1)P,B,., = o,

on reconnait sans peine qu’elles seront vérifiées par des expressions de la

forme
Spy = '}'-An P,y Tn= 7,Bn+| P,,

v et ¢’ étant des constantes déterminées par
+ n—1
(n+3)(rn+2)y—n(n+1)y=12(1—n), dou 1== 3
3 n 42
(n —_ 2)(n —_ l)y'_n(n+x)7’= 2(n+ 2), d’ou 7'2_2,,_ -

Nous aurons donce

(15) w’.—;zpn{ A, (2’:1:13) — B,,, i’;-iﬁl)%;

R—=0

Enfin pour avoir #', nous aurons recours a la premiéere des équations (13)

—cru -—fydr—~ l—a"')f—dr

— e, (n+4) +4 (r—3)
Cr+ 2 (l — C{n) {Anmrﬂ ""Bn-H ';;(2—”_‘__;) r"—‘;’

qui donne

=0
d’ou
__—_c- "=w_dpn (rn+4) na- n+l(”_3)
== a,+2\/l—a’;l—;-‘—A,.(————n_’_,)(zn_’_?’)r V- n-——l) "";’

n=0
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et comme «' doit rester fini pour o = 1, il faut que C= o ou

n=ax
. — 2 sli _ A“L” +-/}) net Bn+|(”—3.i l\.
(16) “—2\/' du (n+|)(2n+3)r -+ n{2n—1) re
n=—0

Par conséquent, les valeurs les plus générales de « et w seront

= A" pn—t (” I) nad B L
NP nAr 9”_'_31- — (n+1)Boi 255 ,
-3e. )
, n=o - 2]1—-[:‘7'
(17) 4 . .
mw,——dp \ At — (n—:"x()n(:«ﬁ)—a)"w + B 5 |
J— 2 " -
U=avt—e g (n—13) 1 i
n=o0 +B"+';(_2;:_l-);

11 nous reste maintenant & calculer les constantes indéterminées A,, A,
Bu.i; Buyy au moyen des équations de condition (8) qui, eu égard aux
valeurs précédentes, et représentant par r; Puneou l'autre des limites de r.
deviennent

—_ P 2n{n—1)—5 , ;U
n—sz ‘2ll(n—l)A,.l',- "‘-—A,,——(M_’_3 I.-+2(n+1)("+Q)Bl-ﬂ,:;«]
n ’
2(n + +2)—5 1
n=o0 ? -+ (= ;)”(’_l_] ) Bn+l;',.7-—|—u \
(18) *
= ( ' =2 _2_(1‘—-.*-..___1)2_3 "
n=ew . A 2(n—1)r A,,(M+3)(n+l) , '
2\/!—-0& da B 2(n+2) B anl—3
n=o — Dug ,ﬁ‘— """n(zn—-;)_;"!"*" s
S L’%FL sin).cos .

Pour simplifier I’écriture, nous représenterons, dans ce qui suit, respec-

. ~— dP, .
tivement par H, et K, les coefficients de P, et v1— o* '717" des expressions

ci-dessus.
La détermination de H,, s’effectuera trées-facilement au moyen du théorenie
connu
e o si nZn,
J_, P, Pyido = +'Pl?dr/, i ne .
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Nous aurons ainsi, en multipliant la premiére équation (18) par P,do
et intégrant entre les limites — 1 et + 1,

+1 83 19 ,
Pw!r‘? j:-l P,, (%——ga)dﬂ.

+1
* f Pida

(19) H,=

Pour obtenir K,, nous nous servirons de la propriété suivante des fonc-
tious P,
o si nzn(*
+1 5 dP, o APy < [*)
Vi—o? ==V — o —da = +1 )
—1 @ ® n(n+l)f P:da si n=n,

qui n’est qu’un cas particulier d’un théoréme plus général dit a M. Lamé[**};
on arrive de cette maniére a

1
dP,
f P a(1—a?)do
- purl 1 - da

1
"= TG (e )

“+1 ’
Pde

-1

ou, en intégrant par parties,

+1
P,(1 —3a*)d

pwir} 1 Ll (l 3“) *

T CED) '

(20) K,=
-+ 1
n(n+1) Plda

. - - 1 +l .
Nous sommes ainsi conduit 4 calculer P,ofde ( p étant un nombre

. . r \ -+
entier que ’on devra successivement prendre égal &4 o et 2) et Pr.da.

. - -——d .
[*] Cette formule s’obtient en multipliant par y1 — o* _di:' » I’équation
dP,

dy1 — o e

«©

rr +n(n+1)P,=o,
et intégrant par parties.

[**] Journal de Mathématiques pures ct appliquées, 1854.
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1 a1
Détermination de P.afda, f Pl da.

—1 —I1
L’équation
dP,

d(l—a’) 7
2

da

(10)

+ n(n+1) P, = o,

multipliée par da et intégrée entre les limites — 1 et +- 1, donne d’abord

- ~+1 . 1
n(n+1) P.da = — I‘(x—az)ff%:r;
—_1 - a -1
ce qui prouve que
P,da = o,

—t
pour toutes les valeurs de n supérieures & zéro.

Si maintenant on multiplie I'équation (10) par of et que ’on intégre par
parties, on obtient

rz(n—}-l)fP,.a”da: — fapd[(l—-a’)%]

dap, n
=-—a”(l—a’)TI;——}-pf(r-a’)a”"Z———i—doz

=— a”(x—-a*)‘fi—? + pP, (1 — o) aP?

_prn'[(P_I)ap—a— (p+1)of|da;
d’cu
@) [a(n+1) = plpn)] [ Paotda=—p(p—1) [ Roor-rde

-1

Cette formule permet de voir que

1
1°. Pour toute valeur de n différente de I’unité, on a P,ada=o;

-

-+t
2°, f P,a*da = o pour toutes les valeurs de » autres que n = o,
—1

n=a2.

La méme formule donne

-1 1

“+1
Poalda = 3 Pyda;
—1

-1

o
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+1
mais elle ne fait pas connaitre f Pyo?da; or on a

Py =1,
P,=a,

3
Pz=a1"§a;

+1 ,
d’ou ’on déduit pour les intégrales P,aPda, différentes de zéro,

Pydo = 2,

—
Q
~——
4
L

‘_Q.I
33

& (I

-1

1l suit de ce qui précede que H,, K, seront nuls pour toutes les valeurs

+1
de n différentes de o et 2. Nous n’avons donc a calculer f P2du que

-1
pour n=o, n=2.
On voit facilement que

=l N
Pldo = 2,
—1

(b) —+1 Sl I 1
Pg dﬂ. = P-_,_’/.Q([M - '3‘ f le{f. ==

1

2!
3°3

[${@

En portant les valeurs (a) et (&) dans les formules (19) et (20). on
trouve

- T P_‘“! .'_‘:
}]0 = —I, 3 . —9
| — .Iﬁ . Bl_"_,..'..‘:‘.
112 f—

(22) : . '
Ko'::a[*J,

1 e’/
1(2 —_——— e

[*] Ce quiindique que la relation entre K,, A',, A, est satisfaite d’elie-méme.
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Caleuls des cocfficients Apy A5 Bupry B, -

On reconnaitra sans difficult¢ que ces coefficients sont nuls lorsque
n > 2; de sorte qu’il nous suffit de considérer successivement les cas o
n= 0, n=1, RT= 2.

Pour n—=o

B, 11 o,
{

5 Pl _
R A

le ternie en B, étant infini dans la deuxieme équation (18), il est nécessaire

que
B‘ == 0.

On a ensuite
1ot et ryr(ri—rl)
—————

\ =T E e T
(A" ‘ 2 H 5
' \, — 311 gt T
[Ao=5g " m=r

Quant a la constante A, elle n’existe ni dans w ni dans u, puisque
’IPu

£

= 0.

Pour nn=1

par suite

A'| reste indéterminé, et cela devait étre, car il est facile de s’assurcr que ce
coefficient correspond a des déplacements des points du corps compatibles
avec I'hypothése de sa solidité.

Pour 2 =2, ona

D T TN BP0

5 2A, 7.‘\21, . 24”3'/‘? + 5 By a=— g
: , 5 o PR | 5 1 Vot
24y = S AP — BBy — gl G = =

qui. en supposant successivement i = o0, i =1, donneront quatre ¢quations
entre les coefficients A'y, A,, B),. B;, lesquelles permettront de les détermi-

~
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ner. Mais, avant d’aller plus loin, nous ferons remarquer que les autres
coefficients étant nuls, w et u sont de la forme
W= %Aor— l—i} + (a’ - 13) (2A',r—- %17'“ — 3B, ;'; %B i,),
I

u=asinlcosl(A',r—§A,r’ +B'3.%_ EBs';I;)'

Le calcul des coefficients A';, A,, B;, B; ne présente aucune difficulté;
mais, comme il conduit & des expressions trés-complexes, nous laisserons
de c6té le cas général pour ne considérer que celui d’'une enveloppe trés-
mince, dont I’épaisseur soit négligeable devant le rayon intérieur ou exté-
rieur. Si nous posons

r=ro+5,

il vient, en supprimant les secondes puissances de ¢ et laissant de coté les
coefficients indéterminés

s ——°+( ;) (QA'zro—“;—ro 3B',:, éB;,i) )
_(+ [ Agre+ 23 +(a‘—§)[aA o— ‘,’,JA’r‘"+xnB +8B, ]gf

/ ' > vy 1 1 1
s A.gro'—;Aarg—“Ba"T:'—éBa::'

] v 6 3 ¢ 1 lB_a
+;°(A2ro_;A2'0 4B3E+ 3":)

i = 2sin)cosi

Les formules au moyen desquelles on calculera les coefficients A, A,, etc.,
s'obtiendront. en supposant i = o, dans les formules (B); puis ajoutant
aux deux équations obtenues leurs dérivées par rapport a r, on a ainsi

2A',ro+%A,r3+a[;B'3;%+'—39B,;':.=_%g“’%:
zA'._,ro—-gA,rg — 8B, ;i:. — gBa _r}:, ___:__‘l_l_pw;r:
—SMurdkaoB, 4+ 3B =— LB
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de 14 on déduit

r 161 putry
Aa 7'0 35—0 " ?
_ 37 pur}
A.2 ro — 5—0 P.
I_i _ ipw’r:
no 1B
B; 28 pwir,
o7 e
Les formules (A) donnent
B, . E I pair,
no 84
23
Agr, = L0
T

et en substituant

sz’.)

W= ? [210( 2 —i1gga?) +;;;(;(' -—'30:’)].

298
u="0""gin) cos) (-—- LI, 4—3—“)
# 21 35n

Si I'on se reporte aux valeurs (3) et (4), on a enfin
W-_—_BQT’"'LO[[‘ —ga? —;s-n(l — a’)],

U=fﬁ;—;< 1+§3-;>sm)\cos)\

(23)

L’approximation avec laquelle nous avons calculé les coefficients incon-
nus exige que nous prenions tout simplement

w‘l

(4 cos®*k — 5cos?d),
(24)

1

=55
o-

N

Quant 4 la variation de I'épaisseur, elle sera donnée par

W, —W,
(25) =

BN sy DY
10 ]
Les formules (24) et (25) conduisent aux théorémes suivants :
, . M ; 5 " .
1°. L'aplatissement au péle est égal aux Zdu gonflement de l'équa-
teur, et le point de la crotite pour lequel le rayon n'a pas varié correspend
tang = \/Zt’ soit A. = 41°48' 37"..
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L'epaisseur est 1estée constante aw pole, mais elle a subi une dimi-
nution qui va constamment en augmentant @ mesure que Lon s'approche de
I'dquateur.

3. Le deplacement maximum dans le sens de la méridienne et la fli[]("'~
rence maximan des rloplacements analogues a Uintérvieur et a Uextérienr
de la crotlte correspondent a ). = 45°; ce deplacement reste constamment
negatif,ou antrement la courbe méridicnne s est contractée dans toute son
étendue.

Il est maintenant ais¢ de voir que la courbe méridienne déformée est
une ellipse: en ctlet si ]’on désigne par 1" et )’ les nouvelles valeurs de

et 2, on a, en |ms'ml{ Vo= a,
H)_y.

=1y 4+ W =R, + a(4cos®k — 5cos* 1),

N N U - .. .
V=i + - = h—5 | sinz.cosi:

ou. en négligeant la deuxieme puissance de a,

’

r'=ry+ a(fcos*) — 5sin® )/

Soient x, 3 les coordonnées d’un point de la courbe méridicnne rap-
portée a Yaxe des poles et a sa perpendiculaire au centre de la spherve. [
est clair que I'on aura ta inéme approximation

\.I"‘ ’5_3.2 — (4‘).- . .‘2 I
x® e gt =l -'ir:'f(lly'" - Hat
et enfin

]’*(F-—S-ﬁ-ﬂ)—!—xz (.l—{-mli):r};;

r

équation qui représente une ellipse dont les deux demi-axes sont égaux =
P a o A
]'—-In(l—i—./;;): x’—-l"(l—-);)e

o
et sont dans le rapport 1 49— a 1.
rll

Quelques géologues, qui ne reconnaissaient pas la doctrine des soude-
vements, ont cherché & expliquer les faits qui ont accon'npaguéla formation
de T'écorce terrestre en admettant que la Terre a éprouvé i diilérentes
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époques, dans son axe de rotation, des dérangements dus a des causes
astronomiques. Cette explication peu vraisemblable, supposant que I'apla-
tissement aux poles observé actuellement résulte de P'action de la force
centrifuge sur I'écorce terrestre arrivée a I'état solide, on a

w 1T ppulrg
rno 299 top
Or on sait que
40000000 5440

O = oo g’ P T 9,88

. . CEoas se s 3
en substituant ces valeurs, on trouve que le coefficient d’élasticité E= "p,

rapporté an millimétre carré, est égal 4 44,430; ce coefficient est environ
égal 4 deux fois et demi celui du fer, qui est de tous les métaux connus celui
qui uffre le plus de raideur. On ne parait pas s'étre occupé jusqu’ici de la
recherche des coefficients d’élasticité des especes minéralogiques et de leurs
composés; mais il y a tout lien de croire que les limites entre lesquelles
varie le coefficient moyen d’élasticité des variétés prédominantes du granite
qui forme Vélément principal de la croite terrestre, sont trés-diftérentes du
chiffre trouvé plus haut.

On déduit facilement de ce qui précede

A= ;—, pu'ry ® cos?l,
&
M,,= o,

' .
P, = 5 pw?ry cos® ).

Si A = go°, M,, = P,; ce qui devait étre. Quant aux pressions R,, P,, elles
sont de P'ordre e, et, par suite, négligeables par rapport a P,, dans le genre
d’approximation que nous avons adopté; nous avons donc ces trois nou-
veaux théoremes :

1°. La dilatation cubique est positive ; elle est nulle au pole et maximum
Cm
a Uéquateur; le volume de lenveloppe s’est accrn.

Les forces élastiques principales se réduisent & une seule, dirigée
suivant la tangente au paralléle, et qui est constamment une traction. Les
points de rupture par arrachement se trouvent ¢ lequateunr.

3°. Les jorces élastiques correspondant & un méme point sont dirigées sui-
vant la tangente au paralléle, et chacune d'elles sobtiendra en pr ojetant P,
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sur la normale au plan sur lequel elle s'exerce, puis reportant cette pro-
jection sur la tangente ci~lessus.

Ici il ne peut y avoir de rupture uniquement par glissement. Les failles
ne peuvent donc servir d’argument en faveur de I’hypothese des change-
ments survenus dans 'axe de rotation de la Terre dont nous avons parlé
plns haut.

L’augmentation du volume 4nrie de I'enveloppe aura pour expres-
sion
'::l‘-
2 2 3 1 pw’ry a 1 pwlr
awrie cos’hdr ' —=4fnrle. s —=;
% 5 .

2

en d’autres termes, augmentation de volume a eu lien dans le rapport
1 pu?r;

5 o

1] serait maintenant facile de poser les formules relatives aux pressions
et aux déplacements de la Terre lorsque I’on veut faire entrer simultan¢-
ment en ligne de compte la gravité, la force centrifuge, les pressions inté-
rieures et extérieurcs. Sans insister sur cette question, que nous pouvons
considérer comme résolue, nous ferons remarquer seulement que le cone
de glissement devient ici elliptique, et que l'inclinaison sur I'horizon des
directions du glissement varie avec la latitude du lieu.

dera

Vu et approuve,
Le 16 avril 1855,

Le DovenN pe 1a FacuiTt pEs Sciences.

MILNE EDWARDS.

Permis d'tmprimer,
Le 16 avril 1855,

Le Recrevr oE L'Acanémie pe Pans.

CAYX.
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THESE D’ASTRONOMIE.

SUR LES PETITES OSCILLATIONS DES FLUIDES UI RECOUVRENT LA SURFACE DES PLANETES.

——— Y R ——

Dans cette Thése, nous avons cherché & arriver directement et par des
calculs trés-simples aux équations des petites oscillations des liquides qui
recouvrent la surface des planeétes, équations obtenues pour la premiere
fois par Laplace, qui les a déduites, par une transformation de coordonnées,
des équations générales de hydrodynamique. Nous avons ensuite fait voir
comment on peut calculer les coefficients des inconnues de la question,
supposées développées en séries convergentes ordounées suivant les puis-
sances ascendantes de la hauteur des molécules an-dessus de la surface du
noyau solide de la Terre. Cest ainsi que, en satisfaisant aux équations in-
définies du mouvement el aux conditions relatives & la surface, nous
somines retombé sur les formules approximatives de Laplace, et que nous
avons obtenu une relation permettant de calculer d’une maniére appro-
chée la pression variable du liquide en un point quelconque de sa masse;
nous avons déduit de ces considérations et ’'une maniére trés-simple le-
bean théoréme de Laplace sur la stabilité de I'équilibre des mers.

Pour terminer, nous avons tiré des ¢quations établies pour les liquides
celles qui se rapportent au mouvement de 'atmosphére, auxquelles nous
avons ensuite appliqué le mode de développement en série indiqué plus
haut, Nous sommes ainsi retombés sur les formules approximatives de
Laplace, qui, transformées d'une certaine facon, rentrent dans celles qui
sont relatives aux marées.

»

Equations générales de U'équilibre des liquides en coordonnées polaires.
Soient :
ryd L le rayon vecteur, la latitude et la Iongitnde relatifs & une mo-
lécule m du liquide;
p la pression correspondante rapportée it 'unité de surface ;
6
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R, My, Py les composantes de Paceélération des forces qui sollicitent cette
molécule, estimées respectivement suivant le prolongement
du rayon, la méridienne en allant vers le pole, et la tan-
gente au paralléle dans le sens du mouvement du méridien
mobile par rapport au méridien fixe pris pour ovigine des
longitudes;

fa densité du liquide.

-t

Les équations d’équilibre du liquide s’'obtiendront en exprimant que
Pélément de volume r* cos ) drdidL, déterminé par deux spheres con-
centriques de rayons r ot r—+ dr, deux méridiens conséculifs distauts de
1., et deux cones circulaires ayant pour sommet le centre de la sphére,
pour axe la ligne des poles, pour demi-ouverture 7—: — A, ; — (A== 1), est
en équilibre sous Paction des forces (ui le sollicitent et des pressions aux-
quelles ses faces sont soumises. On peut arriver de cette maniere aux trois
équations d’équilibre du fluide: mais il est plus simple d’opérer comme if
suit.

Concevons que le solide ¢lémentaire ci-dessus soit divisé en éléments de
mcme forme, ayant avec lui une dimension commune et dont les deux
autres solent infiniment petites par rapport i cette dernicre, c’est-a-dire du
second ordre; cette décomposition peut avoir lien de trois manicres dif-
férentes qu’il conviendra ’examiner successivement. Dans chaque cas, on
anra pour un méme solide partiel deux faces du quatriéme ordre et quatre
du troisiéme, et les cosinus des angles formés par les normales aux faces
de la premieére catégorie avec les normales aux autres faces seront nuls ou
dn second ordre. Si maintenant on projette sur la normale a4 une face du
quatriéme ordre les pressions qui s’exercent sur toute la surface de P’élé-
ment de volume partiel correspondant, les deux faces du quatricme ordre
considérées simultanément donneront un terme da cinquicime ordre; cha-
cune des autres faces donnera un terme du quatriéme ordre qui disparaitra
lorsque 'on aura égard i la face opposée pour ne laisser subsister qu’un
terme du sixieme ordre, ou nul par rapport au premier trouvé. Si donc
on désigne par « Vaire de Pune des faces du quatricme ordre, et que
I’'on suppose que w soit successivement perpendiculaire au rayon, a la mé-
ridienne et au paralléle, les projections des pressions sur la normale &
Pune des faces w, seront respactivement pour ces trois hypotheses,

dp dp edp
— ’;);,7(/1, —opd, —o i dL,
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et comme les projections correspondantes des forces qui font équilibre
res pressions sont

pRowdr, pMyardi, pPoarcosidi,

on est conduit aux trois équations suivantes :

[ dp
W = {JBO,
{ A) dp
w = PMary
dp | .
\ 7L = o P, rcos s,

qui sont celles de I'équilibre du {lnide.

L’équation de la surface libre du liquide s'obtiendra en exprimant que
le travail des forces Ry, M,, P,, agissant sur une molécule de cette surfuce,
est nul pour tout déplacement situé dans le plan tangent au point consi-
«léré ; les projections de ce déplacement suivanl Ry, My, Py, éfant respecti-
vement dr, rdl., rcos)dL, on a, pour I'éguation cherchée,

i B) R,dr + Myrd) + PyreosddL = o.
Equations des petits mouvements d’nne couche liquide recouvrant un sphéroid.

Supposons que les r, 3, L, p, Ry, M, P, se rapportent a la position ini-
tiale d’'une molécule intérieure m du liquide, et que, & un instant quel-
couque du mouvement, ces grandeurs soient représentées par les mémes
lettres, mais accentuées ; soient W, U, V les déplacements, supposés tris-
petits, de la molécule m, estimés suivant le rayon et ses perpendiculaires
dans le méridien et le paralléle, dans le sens indiqué plus haut; on aura,
en négligeant les quantités du second ordre en W, U, V, et d'aprés les

formnles (A),
dp’ o d*W
ar’ — (RO“ de )’

(© Zo=0 (M=~ G7)
-(%’, =p (P",— '—f,%’) 1 cos i,
avec les relations évidentes
(D) r=r+Ww, ).':).—i—l—ja L'=L+,.c‘(:5;f

Document numérisé par la Bibliothéque Interuniversitaire Scientifique Jussieu - UPMC b' .



(44)
Cherchons maintenant a transformer les équations (C), de maniére a
n’avoir que des différentielles partielles par rapport i r, ), L, ¢.
On a d’abord
W dr |y DL
dr dr dr’ dx dr' dL dr’
N 4 dp’ ' )/
(£) =Gt
g _dfdr Ay df dL
dL’ dr dL! d)\ dL/ dL dL’

puis en différentiant les trois équations (D) successivement par rapport i
r'y ¥, L' et négligeant toujours les termes du second ordre en W, Uet V,
(o AW AW 4w L
\ ar’ dr dr' dy dr’ dL dr'
) d 1t (dU dr dUd) dUﬂa) _Udr
a7 r\drd’ T Axdr T dLdr’ redrt’
L:Q (S vy o
dr’ " reosi\ dr dr’ dx dr’ ~ dLdr ricoshdr'’
dr dW dr  dW d) dW dL
o=+ Gt W T aL o
d) 1 /dU dr dU d) dU dL U ar
%ﬁ;ﬂﬂﬁ+ﬁw+ﬁnﬂ“ﬁw=
0= dL I (dV dr dV d) dv rlL)

=t \szovt oot aar

CcosA dr 'sin)\ﬂ :
~ ¥ cost) a ! av )"

dr daW dr dW d) dW dL
Swtwartwar T ana

d) 1 (dU dr dU d dUdL U dr
= I ﬂmm+ﬁm+ﬁm%7m’

dL 1 ((IV dr dV d) dv tlL‘)

0

' =0 T reosi\@ra T @ ay T anaw

Y _(cos) & — rsind 2
Feos \COH g T TSIMAGE
. . . d ; .
La premicre des équations (@) montre que (5[;',- est égal a V'unité plus une

"y . . () d
quantité du premier ordre, et les deux suivantes que :TH’ Zl_rl"" sont au plus

du premier ordre; la résolution de ces équations se sim&)liﬁe done notable-
C

Document numérisé par la Bibliothéque Interuniversitaire Scientifique Jussieu - UP|



ment et conduit 4

dr _ dW
ar’ dr’
U
a 45
a’ = T Tar’
\
dL _ v 47
dr’ cosk dr
Ies équations (f3) donnent de méme
dr _ dW
aT T a’
d __ 1dU
DT ITER
v
aL_ 1Y,
AT T rTay
et enfin les équations (),
dr _  dW
av T aL’
d _ 14U llU
dail’ = rdL’
dL 1 dv

av = T T dn

Les équations (C) deviennent alors

f P ay
dp' dwW dp r_dp v R d*W
A \'T ) T & e dL cos) dr — 0 de |’
. v
(V) ¢ g aw pdU\ _dp 1 feesh_ (0 U
@ (n ra) TaLr as = PP\ e F
dp' dW dp’ 1dU  dp’ . P _drvy
Rt Er R s I = e (P — 5 conr.

Sans nous arréter davantage sur ces généralités, appliquons les formules
précédentes au mouvement oscillatoire de la mer produit par les actions
attractives du Soleil et de la T.une. Les forces qui sollicitent la molécule m
se composent de la gravité g des attractions de ces astres jointes & la varia-

Document numérisé par la Bibliothéque Interuniversitaire Scientifique Jussieu - UPMC



L 406 )

tion de la gravité résultant de la dénivellation de la mer [ *]. Ces derniéres
forces étant trés-pelites, on pourra en remplacer les composantes dans
R, M}, P\ pav leurs projections Ry, M, P, sur le rayon, la méridienne et
le parallele primitifs, et négliger les produits de ces composantes par les
déplacements; en d’aulres termes, on remplacera R, M, #’, P 7 cos)/,
respectivement par — g -+ Ry, Myr. Pyrcos). D'un autre coté, d'apres les
formules (A), on a

m=gp, dot p=Ppei U — 1,

R" et I étant le rayon et la pression relatifs i la surface d’équilibre de ia
mer. Posons p/ = p + ¢, ¢ étant du méme ordre de grandeur que les dépla-
ceents; en ayant ¢gard & ce qui précede, les équations (1Y) deviennent

d . TEASY
. V d , AU
(N P (g geW)=p (‘Mu— -7‘-)

14 .
’ 710+ 8o W) = preosk (po — -

1I est maintenant facile de passer de ces ¢quations i celles oil Fon fait
entrer en ligne de compte la rotation de la Terre sur elle-méme; il sulffit,
pour cela, de se rappeler le théereme connu sur les forces apparentes
dans les mouvements relatifs, ¢t de comprendre, dans les Ry, M, Py, la
force centrifuge et la force centrifluge composce; mais Uintensité de la pre-
miere de ces forces étant tres-petite par rapport a la pesanteur, nons pou-
vons en négliger la considération et ¢erire tout simplement, en posant
s=q-+gpW,

1/f{‘ . R ) oV W

7 =P (Bo+ 20 cosk i

dn .o dV d*U

5P (Mu — 208 — T)’

dg (. ,dU dW d*y
—_ = " S A ’ ) 3 Syl S/ —— ] — :
5 = b7 cos ) _Io + 26 (blll) — cos). — ) e J

or Ry, My, P, étant les composantes d’actions mutuelles de points maté-

"] En négligeant la rotation de la Terre, sur laquelle nous reviendrons tout & Pheurs
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riels, leur travail, pour un déplacement élémentaire quelconque, est la dif-
férentielle totale d’une certaine fonction T de r, ), L, c'est-i-dire que

I'on a
R,dr -+ M,rdd = P, rcos) dl, = ’(l/—;r r + :5,1 ) - '“ 1/L.
d’on
Re = i Myr = dTa P,recosi = a,

o2 L

odr’

et les équations précédentes peuvent se mettre sous cette nouvelle [orme.

de dT . dV d? W

foa _ “@av. !

\ ; ;[; = ~ 20 COS8 /., T A ?
Vvds dT 1 .o dy d*U

i o= ==t — — I'{ 26 SINA — - .-

([) ’ p dx o ! () ) S/ ot de?

v de dT [ . di I7AN N
- L = = 2. reos 5 c . )_._. —_ - |

AL T reos)| 2w \n-sm) e } r

A ces trois équations, entre les inconnues =, W, U, V, il faut joindre
'équaiion de continuité, qui s’obtiendra évidemwment en exprimant qus
Pélément de voiume r® coshdrdhdL n'éprouve, dans le wouvement. au-
cune variation, ou que

/ v/ v
= N ( 1/’,',' ( Il:,- j
2 s { ) , an U > TP ‘_
{(r+Wj (.os‘</~+ ,_) <(l: + 1 (ll) i . ‘4(/1‘ ; 'l
— rfeoshedid 1. = oy

d’ou, pour I'équation chercliée, en négligeant les secondes puissances des
déplacements

1 dWr* 1 d U ocont IETAY
)) - e

dr Cos o cosy ).
Il ne nous reste plus maintenant qu’a éerire les conditions relatives L
surface; clles sunt comprises dans I'équation
: L ' . (I \ - [:
—gdW + T =R (2msind - —) s
v \ oft et /
L} A ) V]

i

: .

. 0s2t v o{sinh | — CoOSA— — el = o.
- e ll ( A ot A dt ] ot l *

“

qui, en ayant égard a Ja sphéricité de la surlace d’¢quilibre et continnant
tonjours la méme approximation, exprime que la résultante des forces qui
sollicitent chaque point de la surface libre est normale & cette derniere.
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Or
_aw

. dW dT dT

il vient, par conséquent, en remarquant que dX et dL sont indépendants,

dW dT R ¥ dv d*U
) -—g—lﬁﬁ—E—B(awunl}?ﬁ-—F)_o,
ad\v " dT - R’ cos) © sinR‘IU o )tl\'\" iV
—8YL TaL” 2 @ T ) T w |

Les équations (1), (2), (3) ne supposent nullement que la profoudeur de
la mer est trés-faible par rapport au rayon de la Terre, et que cette der-
niére est trés-sensiblement sphérique. Nous allons maintenant introduire
ces hypothéses dans notre probléme, afin d’en simplifier la solution.

Soient R le rayon du sphiroide que recouvre la mer; r—R == 3
R’ — R = 7 la profondeur de la mer; y la valeur de W & la surface. Si
nous admettons que ¢, T, V, U soient développables en séries conver-
gentes ordonnées suivant les puissances ascendantes de ¢, nous pourrons
écrire
G = Gy + G, -+ ...,

T=T, + Tye+...,
U=0,+Uje+...,
V=V,+Ve+...,

\d)

les 54y 54905 Uy Uy ooy Vi, V... élant des fonctions inconnues de i
et 1., et les T,, T,,... des termes connus. En substituant les valenrs de (
et V dans I'équation (2), puis intégrant par rapport & ¢ et négligeant fes
texmes du second ordre, on trouve

£ 1 dU, cosk 1 dV,
cos ) 1Ry coss dl )’

€
W'_W°<I_2ﬁ7>—ﬁ7

1. accroissement W, que preud le rayon vecteur d’un ellipsoide peu diffe-
rent d’une sphere pour une variation tres-petite de chacune des coordou-
nées J. et L, ¢tant lui-méme trés-petit par rapport a ces variations, on peut
¢crire tout simplement

W=1W, — 2,

1 dU, cosx 1 dV,
el T+ e )

cos & dr " cos) dL
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ct. par suite,

cosr e T N

=W,

v 1 dU, cos z 1 d \"..‘)
- .
li

Or W, pris en signe contraire, étant égal a I'augmentation de la profondeur

U, p , .
résultant des accroissements trés-petits 37, 77— donnés respectivement
aux coordonnées ) et L, on a

woo. U Ay Y
O TR dL R voss

et les équations ci-dessus deviennent

R . t [dy d- 7 ¥, z dU, cosr A

- W= — | A + 2L
(4 k g [(17, Uo + 0L eosi & sy ( PrT ) )]
- . 1 [y U, cosh. + dy vV,
) J = T Wcoss K & i)

On voit, d’apres cela, que les déplacements g et W, sont trés-petits relati-
vement aux <|l'-pl:lcvments U, et 'V, par rapport auxquels nois pourrcns
approximativement le négliger dans ce qui suit.

.a premicre des équations (1) donne, en identifiant les coefficients des
termes renfermant les mémes puissances de ¢, des relations en nombre suf-
fisant pour déterminer les ¢,, ¢,,...; on trouve ainsi pour g,, en négligeant
W devant V,,

dv,

(v < =T, 4 20 cos» —:
4 de

orpour :é=v, ona (=0, cten s'arrétant & la pl‘emwre puissance dv y
=Y . y 1w
(¢) o0 Y = P8

par suite

g=pg(r—W)+2o(:—7).

et pour la pression

o i 1 rlU..(Ob' dV, Al D
k‘)) P= P(l .){ [I_R’ctbsl( o, +71—;)]—T'_26)(”S"_d[—}-' P

Les équations {3) rentrent alors dans les d-“ux derniéres ¢quations (1) au
moyen desquelles on peut caleuler les Vo, V... Gy, Uy,. .. de la méme
manicre il est possible de déterminer lv.s Z1s Tase -3 il suflit, pone cela.
de remarquer que : 1° par rapport i 'une ou lautre des variables 2 et L.
on a

di = — dR = dy;
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2° dans les polynomes en ¢ ui résultent de la substitution des valeurs (2
cetle quantité, fonction linéaire de r, peut ¢étre considérée comme variable
indépendante ; 3°dans la dernicre des équations (1), on peut négliger W, de-
rant Uj et V. On obtient ainsi, en ayant égard aux relations () et (2, et
observant que T, + T,7 représente la valeur de T a la surface,

1008 dV,
d ¢ A —
oy ot 1 . dV, d: .
/_) ,g:l_‘;,“"")" o —————(1{—/)(1«,)5111)—’7-%--—'5:—)‘
i
’ dy LAV, dT [ . dU, d@¥,
2 amy o8k —t = o -t (R — ) Lamsing S — =)
8 gp, 297 €08t gy = g o (W — ) (amsind ZE — o )

Pour que ces ¢quations s’accordent aux notations pres avee celles qui
ont été données par Laplace, il suffit I’y négliger, dans les denx membres.
Jes termes en 77, qui sont res-petits par rapport &t y, vu la lenteur avee
Jlaquelle s’exécutent les oscillations de la mer. Ou obtient ainsi les sui-
vantes :

: JT . dyv, U,
\ o & = -— — R (') mn sin - t‘ - {—(~) ’

, T d v
(v |
11)- dT R ( . dU, 'V,
EaL = an ™t WML T — ) cosd,

qui avec Péquation (5), équivalente sous le rapport de Papproximation,
permettent de déterminer les ¢léments U, V,,,  relatifs au phénomene des
marées.

De da stabilité de Uéquilibre des mers.

11 est [acile de déduire des deux formules (81 la relation entre Uy et V,
ou entre implicitement la force vive du liquide dans son mouvement oscil-
latoire, et qui sert de point de départ i la recherche des conditions rela-
tives a la stabilité de 'équilibre des mers. En cffet, ces équations multi-

. . d1, dv, . ., ..
pliées respectivement par —==uw, - -* == v. puis combinées par addition.
conduisent a la suivante

! . 1, ' 1 o od N
___{p ...l—“';——.- ( — e—— .. -
oot HY {l; “dt casn b dt !

ou y' représente, pour abréger, Pexpression T — gy

Si 'on multiplie les deux membres de cette derniere équation par 1'élé-
mentde volume »? cosd.drd).d 1., approximativement ¢gal i R coshdadidl.,
et que I'on integre ensuite par rapport aux trois variables z, 2. L, de o ay
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pour la premiére, de — = i + 7 , pour la seconde, dc 0 & 2z ponr la troi-

sieme, la densité du liquide étant prise pour unité, le premier membre de
I'égalité ainsi obtenue représentera la dérivée, par rapport au temps, de la

demi-force vive totale 2 msw® de la couche fluide, puisque W est trés-petit
et négligeable par rapport 4 U, et V. On arrive ainsi, en supposant j’
indépendant de z, &
mu’
2 dt 2 L

= _ . {y’ /\U
=%{—, f dhf 7 €os /(;)—-'LU di. +f (17[ ” 20 dTL s

2

or, en intégrant par parlies, on a
" L=

.. 1L, cos).
: ¥ dU i T
Ed [74 FEFN « «
f 7c0s7 == - T(h’: — o o da,
z .
2 —3

dL. de

(l( rl\-’..)

2T 4 Y, ax '/‘T‘

f 0L = y 7 .
(]

par suite,

1 4 2 __ ! d [y, cost dV, ,
2 dt me —-“'i,jff) ,/t( - + =) Al

ou, en se reportant i I'équation (5) et posant sini = p,

l-—zlnw*-—~f d'l,f ) - du

Si P'on fait abstraction des attractions solaire et lunaire pour ne cousi-
dérer que Paction mutuelle des molécules de la mer, la fonction T résulte
de lattraction, sur une molécule intérieure, d’une couche liquide dont les
ravons extérieur et intérieur sont R’ + » et R’; ot en négligeaut les termes
de Pordre 3 (7 — ¢}, on peut supposer que cette fonction est la méme qu’a
la surtace pour tontes les molécules liquides situées sur un méme rayon.
Or on démontre que :

v,y est de la forme
=Y s Y Y,

Y, étant une fonction enticre et rationnelle de 1, y 1 —p*sinL, y 1 —p# cosL,
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satisfaisant 4 'équation aux différentielles partielles

dYu
2
ll(l [ ) dF I 22X,
dp. 1—p! dL

+n(n—1)Y,=o0;

2°. T est exprimé par

_3g /Y Y., Y,
T—T(T+-§+7+...)’

p étant la densité moyenne de la Terre;
3°. Si n et n' sont des nombres entiers différents I'un de Fautre, on a

b ¥4 -1
f dL [ Y, Yudp = o.

11 suit de la que
‘ 3
f:_g[Y'(]_PL)_!_Yz(]_g.;)+.._].

En faisant ces substitutions dans notre derniére équation, puis intégrant
par rapport au temps, on trouve

% (me’— meg)
=—g [ ar [T[vi(i=) v (i-F-0)+ .. ] dp

Si p est plus grand que l'unité, le second membre de cette équation est
. . . . I
constamment negatlf et reste inférieur, en valeur absolue, a > Z mw; ; par

suite les Y ne renferment pas de termes croissants avec le temps : donc I«
mer est en équilibre stable si sa densité est moindre que la densité moyenne
de la Terre.

Dans le cas ou p- est plus petit que I'unité, la stabilité n’existe plus indé-
pendamment des conditions initiales du mouvement qui pourront étre
telles, que les déplacements U, et V, aillent en croissant avec le temps.

Des oscillations de Uatmosphére.

Occupons-nous maintenant des mouvements oscillatoires trés-petits de
Patmospheére; nous aurons entre la pression p et la densité p la relation

(9) p=Ige,

{ étant la bauteur qu’aurait 'atmosphére si sa densité était partout la méme
et égale a celle qui est relative a la surface de la mer; cette hauteur est
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trés-petite par rapport au rayon terrestre dont elle n'est que la S partie
environ.

Les équations d’équilibre et de mouvement des liquides établies plus
haut, résultant de la considération d’un élément de volume, subsisteront
. . . . q
ici pourva que I'on y remplace les différentielles de la forme lf par

[ .

d) . \ . ST ’
lg ng - On a ainsi, dans le cas ol 'atmospheére est en équilibre sous I'ac-

tion de la pesanteur variable avec la hauteur, et en appelant g et P la gra-
vité et la pression 4 la surface de la mer, et R’ le rayon moyen de la Terre,

dlogp _ _ R

dr re

® R

(10) p="Pe ! (' ").

Si p’ représente la pression 4 un instant quelconque du mouvement et
que l'on pose

logp' =logp +g,

¢ sera donné par les équations (1) ainsi modifiées,

g(lq+l%/;W)=c-,

do dT dv d'W
& = @ trecesip— o
2
(“) do dT dv d:u

dx_Ei""r(“’smld_;"_ jﬂ—,),

(lo‘__dT . ) "n)LdU—CO‘)d“-) v .
E-—dL"i-ICOS; 20 {81 pT D.'?”—‘—-Ft? :

q étant trés-petit, on pourra prendre
P=p(+q)

L’équation de continuité s’obtiendra en exprimant que la masse élémen-
taire pr® cosh drd) dL reste constamment la méme pendant le mouvement,
ou, en appelant dp la variation de la densité, que

~ 1dW r? 1 dUcos) v dV
°P+P(:T+m—w *aﬁrzi):";
or
(p+dp)lg=p =pr+4q)
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d'ot
— P7
&p = Ig’
et, par suite,
(|9) L 1 dWr? _x_dUcosl 1 dVY
) 9 r\r dr cosk  d) coshdL =0

Les équations (11) et (12) jointes aux conditions relatives a la surface
dc la Terre, et en négligeant celles qui résultent du mouvement initial
dont nous n’avons pas 4 tenir compte, permettront ainsi de déterminer
les inconnues de la question ¢, W, U, V.

La tension de Patmosphére décroissant tres-rapidement i esure gue
I'on s’él¢ve et devenant insensible a une hauteur trés-petite par rapport au
rayon terrestre, on peut admettre que T, 7, W, U, V sont développables
en séries convergentes ordonnées suivant les puissances ascendantes de o
haunteur r — R’ = ¢, et poser

T=Ts+ Tie +T, &+ ...,
§=¢qo+ q €+ g, & +...,
W=7+ We+ W, + ..,
C=U+0G,e 1T, e +...,
V=V,+ Ve V2.,

7 étant la surélévation de la mer supposée calculée d'aprés la théorie
exposée plus haut.

Les équations (r1) et (12) donnent, aprés la substitution de ces valeurs.

v,y

R A U ‘ . &
D.(‘lq, + W, 21)_T0—+—),c.)cos)~ = el

R
fi

g %(lqo +y)= % —-R (2 &) sin ).

dVv, o? U,,)
— 3
[¢

dt + de

«7 (. 1C, { {*V,
g-—(lgo+ )= A R’ cos [2 & (\sm).(—(”— — cos) '—'l) e

2 4L 7 de |’
1 1 dU,cosk 1 dV,

Go = — = | 2 w e —\) ,

To R [ J+ RW, + (cns). T Cosy WL |

systeme de quatre équations entre les cinq inconnues g, ¢,, W,, U,, V.
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[Videntification des termes en ¢* conduira & quatre autres équations, mais
qui renfermeront quatre nouvelles inconnues 42, Wy, Uy, Vo, et ainsi de
suite. Les équations ainsi obtenues renfermeront donc une arbitraire W,
en fonction de laquelle les autres coefficients inconnus de ¢ pourront se
déterminer; il est done permis de la supposer nulle comme Laplace I'a
admis a priori, et les trois derniéres équations entre ¢, U,, V, deviennent,
en négligeant la quantité trés-petite y devant 'V, et U,

_ar AT &
4 (ﬁ (/q,, - ) = = n (2(.) 510 7. = -+ -’m—') )
o N dT ' . (ll.., d:y,
$uillfe+ y)=7; + R cns)(zwsm) — ),
o — — L 1 rlI:,,((ﬁ_l_ 1 fl_\:
Yo = R \eosh ) cosndl,

si Pon appelle V', U, I’ les déplacements et la profondeur relatifs 4 la
mer, on a, d'upres ce qui précede, en négligeant les attractions mutueljes
des molécules de la mer, {7 élant supposé constant,

dy AT . Lo dY, a2y
SE=T R (.z O8I A~ b - ) ’

dy _dT ;o l‘ d*V,
8= TR co.s)(zr,)am) 5 ‘)

U AU, cosh er"')

J= R’ cos (_—({I_ + dL )

in combinant ces équations avee les précidentes et posant
(L — U, + U, =11},
(L= UYVy - UV, =1V,
(t—0g,+ Iy = b,

i

on arrive facil ement aux suivantes:

oy” dT , o dY s
S “}Z{"R("“"’””’TF - )
y” _ dT ' . L dU Ay
Sor =+ R cos 2 ().r,) sin g —=> — — ),
" ! 1 II'L": cos A ] 1!\";,
y=- R’ (EJ‘S.'A dn + cos » dl. ) ’
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Ces trois équations sont évidemment celles des oscillations d’ une mer de

profondeur constante ', de sorte que Yon est ramené au probléeme des
marées,

Vu et approuvé,
Le 6 avril 1855,
Lr Doves pe La Facurté pus Scipsces,

MILNE EDWARDS.

Permis d imprimer.
1o 16 aveil 1855,
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Pugres. Lignes.

. X: Y . X, +Y
9, 16, aw ficw de — --i——l, tisez b ——‘——i—'

16, 6 ¢t y, aulick de W, lisez V.

22, 21 et 22, aw fiew de par arcachement a Pextericur, comme dans le cas precedent,
et écrasement. .. ., lisez par arvachement & Dextérvicur et derase -
ment. ...

24, 1, au licw de 2 =0, lhsez Z=o0; anlicw de W, lisez 3.
X o’ . . [y
24, 13, aw lica de 6a = — 4 lisez b == — '—.
I “
27, 4, en remontant, aw lice de Py, lisez P
. e drewy L do dren
28 , 7, en remontant , au liew de )V — '/.-) — e —— s lises (—%— -
. v dr ly Ar
29, I, en remontant, an ficu de w, lises of.
. (e : .
32, 3. enr remontant . au liew de d yy— 77, lisez d{t— z° .
. . ; . : AP,
32, 1. er rentortant , au fiew de 1 — s —— -+ haes P,
dz
4o, 15, o deseendant ) au lice de iutericures ot oxterieures, fses inbericnre ol
extéricnre,
4, ah, aw liew de seeopd ordre, Faes premicr opdre.
s i b———
Chéaes o W Bt S
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