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SUR LA

PROPAGATION DE LA CHALEUR

DANS

L’INTERIEUR DES CORPS SOLIDES.

_——-- e SR ST O

Nous nous proposons de traiter quelques questions sur la propagation de la chaleur:
elles auront pour objet les variations que subissent les températuies de deux corps so-
lides, un cylindre ct une sphére, primitivement échauffés sous certaines conditions, ¢t
placés dans des circonstances données.

Nous ferons complétement abstraction des by pothéses élablies sur la nature du principe
de Ia chaleur, et sur le mode réel de propagation deses effets sensibles. Quelle que puisse
¢ire en cffet la nature intime de ce principe, que ce soit par voic ondalatoire ou par une
émission spontande de ses propres molécules que le calorique cxerce et transmet son ac-
tion, la détermination des lois mathématiques des phénomeénes que lon attribue i cet
agenl naturel ne saurait dépendre daucunc des opinions ¢ue Pon peut adopter & cet
¢gard. Les équations différentielles du mouvement de la chaleur dans Uintéricur des corps
solides terminés par des surfaces définics reposent entiérement sur un certain nombre de
faits géndraux, constatds par des expériences qui ne laissent rien & désirer. Nous admet~
trons directerent ces équations, (ui sont aux différences particlles, et nous applique-
rons quelques-unes des méthodes d'intégration dues aux illusires géomcires dont les
savans travanx ont fondé la théorie analytique de la chaleur. II est superflu d'2jouter que
nous nous bornerons & donuner des solutions générales : la discussion de ces solutions
serait d’ailleurs fort simple quant i examen des conséquences plus ou moins importantes
(Welles peuvent renfermer, ct les applications numériques dont clles sont susceptibles
exigeraicnt nniquement, & part.dans certains cas des difficultés d'intégration ou d’analyse
algébrique, la détermination expérimentale de constanies dont clles sont affectées. Rap-
pelons maintenant en peu de mots les équations ditférentielles ndeessaires A 'objet de
cette thése.

Soient x, ¥, 5, les coordonnées orthogonales d’une moléeule quelconque d’un corps
échauflé, K la conductibilité de cctte moléeule, D sa densité, G sa capacité spéeifique,
et § sa température aprés un temps quelconque ¢. La premidre ct la plus générale de ces
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(6)
équations, fondée sur la propriété caractéristique du fux de la chaleur, considéré entre
deux molécules contigués pendant un temps infiniment court, est

dy K [d*¢  d4*0  d*
d—tz'(Tﬁ :{;2"“"1—]2-'!—"{? ...(I).

La seconde se rapporte 4 la nature physique et géométrique de la surface du corps
particulier que l'on considére. Désignons par L=o P'équation de cette surface, et par
L la mesure de son pouvoir rayonnant : ona, pour tous les points et pour les seuls points
qui forment Penveloppe extérieure du solide échauffé,

didl.  dbdL  dbdL
Tmdz G dy  &Tdz

V(&) +(5) + ()

Dans chaque probléme nons devrons satisfaire & une troisiéme condition qui dépendra
des températures initiales, et pourra étre exprimée par une équation finic quelconque
algébrique ou transcendante. Tels sont les théorémes fondamentaux dont nous ferons
Yapplication aux uestions particuliéres que nous nous sommes proposées.

h
2+K6=0...(II.

§ I

Concevons qu'une sphére d’un rayon infini, formée d’une substance solide et homo-
géne dans toutes ses propriétés physiques, ait re¢u primilivement et conservé sous l'in-
fluence d’une cansc permanente guelconque des températures connues, uniformes pour
chacune des couches concentriques infiniment minces dont elle se compose, mais varia-
bles d’'une couche & une autre; et admettons qu'en un instant donné cette cause
permanente soit totalement supprimée. Dés cet instant la distribution dela chaleur dans
Pintéricur de la sphére cessera d’étre constante, et il s'établira entre les températures des
divers poinis de ccltc masse infinic un mouvement général dont nous nous proposons
d’assigner la loi en fonction du temps.

Toutes les couches sphériques étant d’abord rapportées A trois axes reclangulaires, c!
le centre commun pris pour origine, la température du point quelconque [, 3, 3] sera
une certaine fonction I de la position de ce point et du temps éeoulé. Il convient de conr-
mencer par chercher laforme de cctte fonction, pour le cas ot la sphére a recu nn sys-
téme quelconque de températures initiales , indépendant de toute loi d’'uniformité. Dans
cet état de généralité de la question , nous devons traiter immédiatement Péquation (I).
écrite sous la forme
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da d*3  d*y d
=m( 5 a']'+d~' cee (1),

m étant une conslante d’aprés hypothése d’homogénéité; la méthode d’analyse que nous
appliquerons est basée sur le théoréme

zf(x):L%w cos a (x—u) f(p)dadr,

dont nous donnerons préalablement une démonstration directe extrémement simple,
d’aprés la théorie des intégrales singuliéres.

On peut considérer P'intégrale double du deuxiéme membre comme la limite vers la-
quelle converge la suivante,

L ® —ku
j;/o cos. o (x—p)e f(p)dadu,

lorsque % converge lui-méme vers la limite zéro. Effectuant I'intégration relalive & «, et
observant que
f R —ku P k
e cos. x(x— @ TN
0 S R i
nous obtenons
b kf(p)de
B (x—p)

Or la formule ou le théoréme dont elle est V'expression suppose essenticllement que

f(r) conserve des valeurs finies pour toutes celles de x comprises entre a et 4. La fonc-
kfip)

thl‘l kg 2

4 (x—p)

férent pas infiniment peu de a; d'ou il vésulte qu’il suffit d’intégrer depuis s =x — 4

jusqud w = x -+ &, h élant un infiniment petit du méme ordre que y/%. On obtient en

s’évanouit donc pour toutes les valeurs de cette variable qui ne dif-

conséquence

,ﬁz'—'—(ﬁ;—"Z)’:ﬁ‘—{-(x——#)* —f(x)arc(tang———k_;r),

intégrale qui, prise entre les limites x — & et x =%, devient

2fxarc(tang—£)—ﬂf(x)
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e I’ordonnée d'une courbe dont x soit Pabscisse el

kf(m)

Si Fon représente par 73 lz—

b k(W dp _pi . .
conséquemmenl/; Fr(a—n) I'aire d’un segment; pour toutes les valeurs de u qui

ne seront pas infiniment voisines de x, cette courbe se confondra sensiblement avec Iaxe
des abscisses et les aires correspondantes seront infiniment petites; mais, pour ces va-
leurs exceptées, les ordonnées s’éléveront rapidement, et entre les limites = x — J,
# =x—h, la courbe comprendra une surface d’'une largeur infiniment petite paralléle-
ment 4 'axe des abscisses, et néanmoins incomparablement plus grande que celle des
aires comprises entre cet axe et les autres parties de la courbe, surface qui sera d’ailleurs
sensiblement symétrique par rapport & Yordonnée du point dontl'abscisse est 2. On voit
donc que si x était égal 2 'une des limites @ et &, Vintégrale se réduirait & la moitié de sa
valeur, et qu'elle deviendrait nulle si x était pris en dehors de ces limites.

Il résulte de cette démonstration que, pour toute valeur de & comprise entre @ ct &,
on a, pour une fonction quelconque continue ou discontinue,

7 f(x) =Lb/;°° cos. a(x—p ) f(n)dadp.

Lorsque V'on suppose a = — o0 , 5= w0 , cette équation’devient
© oo .
@y =) f7 cos. e (z—p) () dadps,
—w

et n'est plus qu’un cas particulier de la formule connue

“+! nr(x
s fi e anryze| [T o O g
Ce théoréme établi, nous posons

® a(x—nu)V—l 6(r-—v)l/—l 7 (F=w)V/—1 .
6_ 2 ” e F(u,v,v,t) dads dy du dsdo.

Différenciant, substituant dans I'équation du probléme et renfermant la fonction dans
sa caractéristique , nous obtenons

* ) al x— —1 € ) L B )
/j/fu.e ey = ) [‘éz—f-m(az-;-ﬁ2+7ﬂ)1«“-l dxdedydudydo=o
q.

* Dans cette parlie du calcul leslimites d’iniégration non exprimées seront censées égales a +-o0 ct—*:
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équation (ui doit avoir lieu indépendamment de ¢, et donne successivement

dr )
J+m(&+6C 4+ )F=o,

F= Ce-—m(z‘-{-e’-i-'/’)l
Soit 8 = ¢ (x, ¥, 3) l'expression des lempératures initiales ; cette condition déterminela

constante arbitraive ¢l change I'équation précédente en

F =g (u,s, ) "+,

Telle est la relation qui doit exister entreles quantilés variables u, v, w, @, €, ¥, t en
vertu de la double condition de la question.I1faut maintenant substituer cette valeur dans
Pexpression de 0 et effectuer les intégrations; cette expression devient d’abord

1\ it o (Z—p) V=1 —nit8 4 6 () Y—1 —inip oy (=—0) V' —1
Gz(z;) ﬂ e ¢(1yv,0)dadedy dudydu.

Or, l'on sait que

D —(z+hy—1)?
f e ds=\/=

—c0

“.

AY

‘ot

_ fx—ay

Dt - (x—p)ub—1 = Gt
f e da= — e .
mi

)
Donc,

\ I G (.7’/—")’ d(5—u)
1 fmt 5 ,
9=(2\/ﬁ—m_t) fff o(p, v, w) dudvdw,

ou en posant

(x—p) =bmtp*, (y—v) =4mtq’, (3—w) =4mts,

8 3, H ]
§= (\/1_”_) fff;o(x-l-zp\/;_ni, F-2q\/ mts 5425/ mi)e | ' dpdgds

11 veste & particulariser la forme de la fonclion ¢ et achever les intégrations. Nous
pourrions faire quelques hypothéses sur cetle fonction; supposer, par exemple,
o(x, y, 3)=he—ex—byr—e, I, a, b, c, éant des constantes posilives. L'expression de 6
deviendrait

b="h (;))ff e"’“(l'-i-?PVm)—P’ e—--b(_‘r’-#—'zfll/”—l.l)""la e—c(:+2sl/;1—t)—s' d/)d(/ds,
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et comme

0 —a(x+2.V m t)—p* .—a(.r—uml)
e dp=\/ 7 € ,

-
elle se réduirait &
. 3 s {02 b‘l W2
0 —le ax—by—c emt\u + b6+ ).

2

—ax?—byt—c3 .
@ , on trouverait, ¢n observant

De méme, si Von avait ¢ (x, y, 3) =he

(lue
* o0 -— ax’
/ —a(x+apl/ml)* — p* dp = \/ T — TF fame
v ¢ P = € ’
—o5 V 1+famt
—az’ —by* =t
h v+ Ramt 4 fbme 14 hemt
8= e e e .

1 1 1
(1=bamt)s (1+4bme)s (1-+4emi):

Mais sans nous arréter & un plus grand nombre de ces sortes d’exemples, pour chacun
desquels il serait facile de reconnaitre que le résultat satisfait aux conditions du pro-
bléme, revenons  la question primitive et reprenons I’hypothése d’une sphére i couches
concentriques isothermes. A part les difficultés de calcul, la loi des températures varia-
bles relatives 4 cette hypothése se déduirait du résultat général précédemment obtenu ,
puisque la température d’une molécule quelconque, pour un instant déterminé, ne dé-
pendant plus que desadistanceau centre, il suffirait de supposer o (x, 1, 2)=,(x*-+y*+7"),
et Pon serait conduit & former Yintégrale

/ f (a2 mt) () —-2qv/ mt)y*+(s+2s) mt)*] e—p' == dpdqds.

mais cette méthode étant rarement susceptible d’une exécution facile, nous prélérerons
d’intégrer directement I'équation qui convient & la sphére, en vertu de Ja loi supposée
des températures initiales. Pour obtenir cette équation, nous avons

{1_2 _ ﬁl_)_{t’_} d  dddr d) (ﬁtil_
dx ™" drdx’ 75'2 E-Zij" ds = drds’

&y d¥drr  didr

de = dFde T arde

b _ B

([).'1 - d,;z [().z"‘l— E(b_z )

(_l”i) _ a’_& flr’ dd d*r

de = dr dz VT dr da
Et cn substituant dans Véquation (1) ,
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;s d*irdi? flr2 dl-’\\ died'r d'r (l’r‘\]
=" [(1 de T E )T de Y

Déterminant les coefficiens différentiels au moyen de Péquation 2* - y* 4z =%, on
oblient, réduction faite ,

(_1—3___ ds  2dd
i =m {T—F;E)

Telle est I'équation quil s'agit d’intégrer de maniére qwon ait pour {=0, § =2 (r).
SiPon pose ¢= 7.+ { étant une nouvelle variable, cette équation se simplifie et devient

d; e
(—it‘=m%;_,(5\

cela posé , nous écrirons , conformément & notre méthode,

a{r—p)l/ =1
== [fe F (e t)
4 b4

L, ag do . ,
Substituant dans 'équation (5) les coefficiens différentiels 2;, ;{’—}, déduits de la pré-

A

cédente , nous obtiendrons la relation

d. F('“’ )—l—nm F(u, ty=o,

d'ou
Fu, y=Ce ™" =pp(u)e """

en ayant €gard  la condition { = re(r) pour t=o.

Donc,
—_— t—(} —,/) al/—l
it ffis

et en intégrant par rapporl i « et rétablissant §,

x -
= ——— fuo(w)e ~ dnt du.
2'\/nztz_/: ' ( ) ’

Posons (r—uw)* = lmztp“, et nous obtiendrons successivement

h= '/ )(/-l—z/)\/f-;t) e—"f dp. @(1‘—4—2/;\/;)1—2 )

s—7== e(r -l—z;;/mt)e 'd/; :ﬁmt s(r—2p ¥V mt)e ! " pedp.

amt d

3=71‘fj;) ('“—I—zpl/nTI})—)e_p’dp +7 = [e(rap/ mie” " p. .. (6).
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(12 )
L'équation (6) forme la solution générale de la question que nous nous sommes pro-
posée; elle exprimera la loi des variations de température des couches isothermes d’'une
sphére d’un rayon infini, toutes les fois qu’étant donnéc celle des températures primi-

tives de cette sphére, on pourra obtenir Iintégrale ﬁ (r=2v/mt.p)e—+'dp.
Pour faire nne ou deux applications de ce résultat, supposons ¢ () = ce—®, a étaul

une constante positive, I'équation (6) devient

»

L [ —ar—aapV/ mt —p acmt d -(u—:mpl/mt —
-Je YV, ¢

—aapV/ mi— p* ‘mt —
/we Vo P dp: eam \/7;.
—c0

Substituant et effectuant les calculs, on obtient, réductions faites,

or,

——ar-‘.a’mt r— 2ﬂ’nt
§=ce —

Soit, pour second exemple, ¢(r) =ce—2""; on trouve semblablement, en observ-

que
1% —alr+apl iy —pt =

— d s t
Vo V“amz e I,

—o0
ce résultat

e 1 -1 + |amt
- (1_|_4amt)

On reconnait facilement que les deux valeurs ainsi obtenues vérifient I'équation (5);
d’ailleurs, elles se réduisent respectivement 4 § = ce—r, § = ce—"", lorsque t = 0. Cha-
cune d’elles représente donc la solution compléte du probléme dans ’hypothése de Ia
forme correspondante attribuée & la fonction ¢.

§ II

Imaginons en second licu un cylindre de révolution formé d’uae subslance solide et
homogénc, ayant un rayon déterminé et une longueur infinie suivant les deux directions
opposées de son axe; admeltons que ce solide primitivement échauffé suivant des condi-
tions connucs et quelconques, pourvu que tous Jes points & égale distance de Taxe aicnt
acquis une méme température, soit subitement plongé dans une atmosphére d’'une com-
position homogéne et d'une tempéralure uniforme ct conslanie, températare que nous
prendrons, quelle qu’elle soit, pour le zéro de I'échelle thermométrique; et cherchons
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i déterminer la loi du refroidissement ou de P'échauflement des différentes couches longi-
tudinales dont la superpozition forme le cylindre entier.

Soicnt 7 le rayon de ce cylindve et r Ja distance d’'une molécule quelconque & Vaxe : la
température de cctte molécule ne pouvant dépendve pour chaque instant que de la valeur
de r, nous substituerons aux expressions différentielles qui entrent dans les équations gé-
nérales (I) et (II) leurs valeurs fonctions des seules variables ¢, », 9, particularisées par
Pégaation du cylindre. Si donc nous prenous I'axe du eylindre pour celui des 5, I'équa-
tion de chaque couche cylindrique étant 2°~)*=r*, une transformation analogue i celle
que nous avons employée dans la gnestion précédente changera les équations (I) et (Il)en

d_ K d% 14 a  h
dt= CD dr=+z—-d/-)’ & tri=o,

I'd
ou pour abréger

d) d?) 1d)
a=(z+:;7) @)
di
dl'+ Ee =0 (8).

Cette derniére supposant »= p, la loi des températures initiales peut étre représentée
par
8=0() (9)-

Le systéme des équations (7), (8), (g) exprime toutes les conditions de la question. 11
s'agit d’obtenir lintégrale de Ja premiére en lassujétissant A vérifier Ies deux autees pour
les hypothéses respectives =, £= 0. Toutes les conditions physiques du probléme se
trouveront alors évidemment satisfaites.

D’aprés la forme particuliére de I'équaiion (7) nous supposerons

b=ype—n,
n étant une conslanie positive et v une fonction de la seule variable r, les équations (7) et
(8) deviendront
dv 1dv
nw=w ‘7;24—],—%): 0.

. on
ou en faisant S =m,

rde
mry == —E?,’—'zo (ro)
Z’v. “-ep=0 (11)
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L’équation (10), indépendante de ¢, justifie la forme hypothétique de la valeur de &.
Cette méme équation ne pouvant s'intégrer sous forme finie par aucune méthode connue,
nous poserons le développement illimité

v=¢,cr—4ct et 4t ...
et elle deviendra

c. +2' c|r+3lelt +Alort 4+ Befr' 4.
“+me| +=me| +me| -+ me, (<O
d’ou
m m' m
=0, C;==0, C;==0¢00as3; Olz—gzc“, Cy = 2!'.':5"100, 05=~722. ?—7.6 Cyysteesenses
et
mr o+ mrt mtrt - m'r’
v=c, (1— 22 22.42 22'42.—6{ 22.42.62.82 -—.............)

C

" ’T .
p= ;/; cos. (rV'm sin. x) dx.

On reconnait facilement l'identité des seconds membres des deux derniéres équations.
Pour Vétablir il suffit de rappeler la formule

2
&
(1 -3 (A +DBcos.22+C 05 fx +.....)

&

22
+Tz254 (A"+DB" cos. 2x~+C" cos. hax—+...)

-4
— 13343858 +B" cos.2x+C" cosfx+..)
\ +etce .« 0oL e e e e e e e e

cos. (asin. x)={

de laquelle on tire

1 L]

2 [
k3 . —_ & [} & " o — A" N
_j; Cos. (asm.x) dex=1 1.2 A +—‘1‘2.—5.4A — m.GA —+ el oo h

n

et comme l'on sait que

A =52
A=l—~%
K=
a=5.3557

= A
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il en résulte

1 at

-/ in. ) d. 24 F
— 5. (2 8SIn. [y Glremand er— — 0 — P « o e s
o COS (zsin. ) dx=1-—3 P RaPOAT Il

-

3 T
o= gf COS. (1-‘/1)1, SiN. x) dx =Aﬂ « 08, (I'\/l)l sin. x) dx.

o

7

Nous avons obtenu une valeur particuliére de ¢ satisfaisant & I'équation (10) et conte-
nant denx constantes indéterminées. Cherchons & disposer de celte indétermination pour
remplir la condition relative & la surface. Or F'on trouve que I'équation (11) est vérifide
par la valeur précédente, sil'on a

2 2 .4 3.6 \
mapt | mip )
s(e—7 POV U AR ')l
2mp | hm'p Gmd ;¢ =0 ou Fim)=o (13)
22 22'!}2 — 2‘.’..42.62 s s 4 ncoe

équation qui doit donc délerminer /. Comme clle est, par rapport i cette inconnue, d'un
degré infiniment élcvé, clle admet unc infinité de racines toules positives évidemment;
nous allons démontrer qu’elles sont aussi toutes réelles et inégales.

Soient m', m" deux valeurs quelconques atiribuées & m, ct ¢, v celles de v qui leur

correspondent. Nous avons en vertu de I'équation (10)

et
d ia,—:- ~m'rd'dr = o.

,.dv’l ” 11
d ——+m''dr=o.

ray’ l‘dv”)
17 ! I7 r U
—_——— — = ~— Y rddr.
./‘(v d ———dd ( )| o'o"rdr
Intégrant par parties sans fixer les limites, nous avons
g s ! 7/ s T
K,”(l = v"rd—-v —'r id -+ [)’d v
dar dr dr - ar "

Substituant, prenant Uintéerale de o a g et supprimant les quantités qui se détruisent ,
s P S q q

nous obtenons

F

v’ v’ dav' v’ ..
o Y ’ ~ w T /e | = " r LN S A ot
N et dr:] [" Py V¢ dl']o (m"'—m )/0 e dy 14,

Or, la seconde quantité cntre parenthéses est nulle d’elle-méme, car d'apr.s la valeur

* Toute expression de la formey , supposera qu’on assigne la valeur particuliére = 4 la variable considérée dans

la fouction 5.
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de ¢, les coefficiens différentiels conservent constamment des valeurs finies. La premére
est également nulle dans le cas ou 7' et m” sont des racines de ’équation F(m)=o,
puisque l'on a successivement dans cette hypothése

dv
a s 17 )p =F (m).

A dy
(v G —" ], = (¥ F ) —orF ()] =o.

Donc toutes les fois que 7' et m” sont racines de 'équation de condition, l'on a

/‘;P rv'vidr=o. (15).

Soit maintenant, si cela est possible, A= «v/—1 une couple de racines imaginaire,,
vérifiant 'équation I () = o. Les valeurs correspondantes de ¢ seront conjuguées cl de
la forme P4-Qp/—1, P—Qy/—1, P et Q étant des fonctions réelles de », et 1’équation
ci-dessus deviendra

S @@y dr=o.

Résultat impossible , 4 moins que l'on n’ait séparément P= 0, Q =o pour toutes ies va-
leucs de r; mais on en déduirait pour A et x des valeurs dépendantes de cette variable,
ce que I'on ne saurait admettre , puisque la fonction F (») est indépendante de r. Donc
Péquation (13) n’a point de racines imaginaires. Ses racinesd’aillears sont toutes inégales;
en effet, pour des valeurs i/, m' racines ou non de l'équation précitée, on a en vertude
Péquation (14)

e[VF(m"y —'F (m') ]p = (m — 1)&"2/(;’7 ol dr, (16)

et en différenciant par rapport & 7/

av , dF (m') ¢, e ., dv
¢ ‘%;,F(nz' )— i ] / ' dr—~=(m!—mn') / ry’ a’r;]—,;
Faisons m'=m"

,d.F :
F (m)—+ d,(::z )]P:: f (: 1v2dr.

Si m est racine de l’équation F (m) = o, ce résultat devient
d. F(m) P
— = _fo dr. (17);

ctsi de plus 7' était une racine double ou multiple, il se réduirait &
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(17)

O:ﬁ'v'zdl',

conséquence inadmissible par la méme raison que la précédente. Donc Péquation en m
n'admet que des racines réelles et inégales.

Cela po-é, soient x, G, 3, §,..... ccs racines procédant par ordre de grandeur ; si pour
I'une quelconque » d’entre elles les températures initiales étaient proportionnclles i la

. . = . . . . v
fanction f o o5 (rv/7.sin. x) dx, la Joi des températures variables anrait évidemment

pour expression
6=Ae—*ut cos. (1} sin.x)dux.

Dans le cas de températures initiales quelconques , nous poserons
Ae-“"f‘“ cos, (1/x sin.x)dx—(—-Be*‘“‘f " cos. (/5 sin. x) da
o o
-t Ce—vwi/"' cos. (rV 'y sin. x) dx 4 De—awf " cos. (ry/3 sin. &) dx A= oo
o 0

développement qui satisfait aux deux premiéres conditions du probléme; la troisiéme
sera également remplic si

e(r)=A f : cos.{ry/zsin.x)dx—+DB f O'T cos.(ry/Gsinux)da+C f 0:.- cos.(ry/sin.x)dx—4-......

Appliquant donc la méthode des iniégrales définies, nous obliendrons

‘ Af; rd/[f; cos. I'y/zsin. .71:)JJC]2

5 - B rdr [ cos.(ry/Csina)dr [ cos.(ry/ xsin.x)dx
fr’ "?(")dlf cos.{ry/ sina da= —+ ‘[;) I 1/‘0 cos.(ry/ Esin.x) xfo cos.(r/ xsin..x)
o -

0

+C /-:;,-(l/forcos.(l';/,sin..x} dxf;"os-(l‘/xsin.x) dx

S P

d’otlt, cn ayant dgard & Téquation (13),
j ' /‘;-:r')dlf" cos. (/= sin.x)dr
Jo 0
/'“/'(//'Ef"cos.(rl/;:sin.:);)a’..:'j
Jo 0

nous parviendrons X une valeur fort simple de I'intégale double qui forme le diviseur,

A

si nous remontons & I'éguation (17 qui donne
3
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(18)
d.F
- —Z—fx)= f (f roldr.

En effet, pour une racine quelconque m, nous avons

d dv

dv d.F(m) _ [ T de '
F (m)= [E-l- SV:L, T 7 +Ed—m. ,
mais d’aprés la forme de la valeur de ¢ développée, l'ona

v=1 (mr*),

de
dm— 2 ‘I” (imr?) dv r dv
do N S Y
.= 2mr 3 (mr*)
done
dv
d.F(m) 1 [d"'(—ﬁ- tﬁ]
dm " am ar -+ g, p
d’ailleurs,
d ,%‘_’
! ————[mlv] (—{f] S
dr 4 e rlp e
par conséquent *
d.F(m)__ /v _ez_p_v_ d.F(m)
dm 2 am’ T P T dm = m) / rotdr;

ct

2.2 2
fpl'v’ d/':P—ﬁ“—(1+L——>.
o ¢ 2 %

Nous obtcnons ainsi cette valeur trés-simple du coefficient A.

f(f rdro (")j: cos. (ry/asin.x)dx
i (+5)

fp rdro(l)f Cos. (r;/Csm. x) dx

A=2

on trouverait de méme

B=-2

* 11 sera censé désormais que I'on fait r = » dans o hors du signe /.
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(19)

d’ou finalement

f ; rq(l')drf‘ ‘; cos.(ry/xsin.xdr K

e . —2(;—)!
2 . E Jrocos. fry/zsin. vy da e :
(1 +7)
f(; rc‘o(r)dr:/:; cos. ry/Gsin.x)dr _¢ K,
= . D
+ 2 = focos. (ry/Gsin..x) dre
2057 —
. (o E)
0 a2 .
/ r.b(/')drf cos. (ry/7 sin. ) dx .k,
o o T . D
+ 2 ~ o €0s. (rp/nsin.v)dre
‘Jﬂvf( 1 +:—'j ) ntr

Telle est Vexpression des systémes variables de températures formés par les enveloppes
isothermes du cylindre considéré. Le principal artifice de cetie analyse consisie, ainsi
quon Paura remarqué, & décomposer 1’état initial du cylindre en un cerlain nombre ou
une infinité d'élats particuliers tels que chacun d’enx donnerait lien & une loi permanente
de abaissement simultané des températures. La 1égitimité de cetartifice résulie d'ailleurs
de ce que, pendant toute la durde du refroidissement , le mouvement général de la cha-
leur se trouve lui-méme naturcllement décomposé en autant de mouvemens particuliers
dont chacun s'accomplirait librement et sans discontinuité s'il était seul.

Nous rattacherons avee une grande simplicité & analyse préeédente le caleul des tem-
pératures d’une sphére d’un rayon fini, placée dans les mémes conditions quele eylindre.

Ce calcul fermera le cadre dn petit nombre de questions (ue nous avons entrepris de
résoudre.

§ .

Une sphére solide et homogéne dans sa constitution physique; d'un rayon fini et déler-
miné , primilivement échauffée suivant la méme condition que la sphére infinie qui a fait
Iobjet de notre premicr caleul, élant plongée subilement dans une almosphére dont Ja
tempcérature wiforme et constante est prise pour la limile inférienre de la graduation
thermométrique, on demande la loi de son refroidissement. Nous allous reconnaitre com-
bien la résolution de cette question se trouve simplifiée par les divers résultits oblenus
précédemment.

Les équalions générales du probléme élant loujours

d; ) d*) d* \
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(20)
d dlL  ddl & dL

—_———————e—————e——— L =,
dL* | ,dL\? dL~*
V @+ @)+ @
b=0o(n).
Il convient d'y remplacer les différentielles orthogonales par des difféventielles polaives.
Mais ce calcul déja exécuté pour la premiére a donné Péquation (4)

d9_ a2 _@
de— ¢ (‘172+7 dr

il donnerait de méme pour la suivante

i
7 “+e6 =0,

et la supposition ¢= 0r transforme ces résultats en

d¢ d*
;ﬁ:w;l;z (18)

d
P F—(1—ep)¢=0 (9)

{=ro(r) (20)
Soit
=0 e— wn’t
n* étant une constante positive et v une fonction de r, les équations (18) et (1g) devien-
nent

&
g;‘;+ n'v=o0 (21)
dy
¢ g —(1—sp)v=o. (22)

L’intégrale compléte de I'équation (21) est
v = A sin. nr -+ B cos. nr,
et Yon pourrait écrire cette valeur particuliére
— an’t .
¢=e “"" (Asin.nr +Becosnr);

mais la température du centre de la sphére ne pouvant étre infinie, on doit supprimer
la constante B ; il reste donc cette valeur simple

-—un’t .
{=Ae sin. nzr
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(21)

dont Ia combinaison avee I'équation relative a la surface conduit i

ol =1 —:., (25)
tag. n: :

équation transcendante par rapport & 2 ct admellant évidemment pour celle siconnue
une infinité de valeurs positives auxquelles correspondent autant de valears négatives
égales au signe prés. L'on peut en effet considérer les racines de celie équation multi-

pliées par z comme les abcisses des points d’intersection de la droite \\;— =1 ) avee
la courbe (y = tang. .r), ct cete derniére se composant dunc infinité de brauches ran-
gées symétriquement entre les prolongemens des mémes axes, ces points sont en nombre
infini et leurs abcisses respectivement égales et de signes contraires.

On démontrerait par un raisonnement fort analouuc & celui dont nous avons fait usage
en pareil cas pour la question qui précéde, que la méme équation cst totalement exempte
de racines imaginaires et de racines égales ; et il i importe de remarquer que cette démons-
tration élablirait cn méme temps pour deux racines quelconques »', 7' cette relation

./(;J o tdr=o. (24)

L'équation de condition étant résoluc ct «, €, 7..... désignant scs racines disposées par
ordre de grandeur, si pour une quelconque A, les températures primitives étaient pro-
sin., Ap

portionnelles a 5 cc¢ rapport se conserverait pendant toute la durde du refroidis-

sement. Les températures des enveloppes concentriques décroftraient done du centre i la
surface, de méme que dans le cercleles rapports du sinus & arc & mesure gque Farc aug-
menle. Dans le cas le plus général, nous poserons

. —wxt . —wb' . —wy’t

Y = Asin.are ~+ Bsin.6re +GCsin.yre O
A, B, C,..... étant des constantes & déterminer d’aprés I'équation § =2 (r) qui doit avoir
lica pour ¢ = o. Cette condition combinée avec équation (24) donne par Vapplication de
la méthode déja employée dans le paragraphe précédent.
jcfr¢(r=)si11. ar.dr jgr¢(r) sin. ar. dr

/:”(Sin.xf')z d" [F——-—-Sln- 2x:
o 2 Qo
/gra(r)silz. Cr.dr j(-)"r.p(r)sin.; r.dr
B= , C = -
1 1 .
~o— L sin. 26 —p— - sim. 237
2 6 2 4y
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(22)
d’oti I'on conclut par de simples substitutions
‘/c'frqo(r)sin.ozr dr K o

i R
e sin. a2 r

p— —Sin. 22 ¢
24

. i ] K
'/‘; re(r)sin. Grdr -t
+ e sin. Gr

) 4 .
w— .—sin. 26
d 26 n P

-3
]

o

v . X
“reo(r) sin.yrdr —X .
JEro( sin. L
+ - e sin.y r
p— —sin. 2y p
2y

e R T T T R R SRR SR B
i

Ce résultat renferme la solution compléte du probléme de la propagation de la chaleur
dans une sphére solide, d’un rayon déterminé et plongée dans une atmospheére qui sais-
fait aux conditions présupposées. Il ne reste plus qu former les intégrales définies

f ro (r) sin, nr dr, lorsqu'on particularise la loi des températures initiales.
0

Fu et approuceé par le Doyen dela Faculté des Sciences de I Academie de Paris.

Baros THENARD.

10 juin 1830.

PERMIS D’IMPRIMER.

L’ Inspecteur-genéral des études, chargé de Uadministration
de U Académie de Paris,

ROUSSELLE.
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PROGRAMME

D’UNE THESE D’ASTRONOMIE,

SOUTENUE DEVANT LA FACULTE DES SCIEXCES DE L’ACADEMIE DE PARIS,

Le 1830,

La thése announcée par ce programme a pour objet deux (uestions foudamentales
de la théoric de la figure des planétes, savoir : Pattraction des sphéroides elliptiques
et la figure qui convient d I'équilibre d’une masse fluide animée d'un mouvement de
rotation, daus le seul cas de Fhomogeénéité. Ces deux (uestious comprendront les dé-
veloppemens idiqués par le sommaire suivant.

Attractions des spheroides.

Equations générales des attractions exercées par un sphéroide uelcongue sur un
point unique. I’on obtient immédiatement ces attractions en dillérenciant, par rap-
port aux coordonnées du point attiré, la fonction qui représente la somme des ¢lé-
mens du sphéroide respectivement divisés par leurs distances & ce point. Propriéte
importante de la somme des trois dérivées du second ordre de cette fonction, prises
par rapport aux coordonnées du méme point.

Attractions des sphéroides elliptiques, Aprés un choix convenable de coordonndes
polaires, une premiére intégration partielle conduit 3 des conséquences asscz remar-
quables relativement aux aitractions d'un ellipsoide homogéne sur un point de sa
propre masse , ou i celles d'une couche elliptique sur nn point intévieur.

Discussion des intégrales qui expriment les attractions d’un cllipsoide homogene
sur les points intérieurs. On ne pent obtenir sous forme fiuie les valears de ces in-
tégrales que dans le cas ot le sphéroide est de révolution.

Les intégrales qqui expriment les attractions sur les points extéricurs sont renfer-
mées dans les mémes formules (ue les précédentes : on les en déduit au moyen du
thésréme de M. Ivory. Démoustration et conséquences les plus importantes de ce
théoréme.

Les attractions de deux ellipsoides iomogenes, ayant des excentricités égales, sur
les points extérieurs, sont entre elles dans le méme rapport que leurs masses.

La loi de la nature est la seule dans laguelle Faction d'nne couche sphévigu: est
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nulle sur les points intérienrs et la méme sur les points extérieurs que si toute sa
masse €tait réunie i son centre.

Sur la figure d’une masse fluide, homogéne , en équilibre et animée d'un mouvement
uniforme de rotation.

Equation générale de ce probléme : cette équation ne peut donner & priori la
figure qui convient i 'équilibre.

L’équilibre peut subsister avec deunx figures elliptiques, aplaties vers les poles ;
il ne peut subsister avec aucune figure elliptique allongée.

Limites de la vitesse de rotation au-deld de laquelle I'équilibre ne comporte au-
cune figure elliptique. Pour la terre supposée fluide et homogene, la durée de la
révolution diurne ¢ui correspondrait 4 cette limite serait égale 4 oi,10090, et le rap-
port du diamétre de 1’équateur i 'axe des poles serait 2,7197.

Rapport de la pesanteur 4 Péquateur i la pesanteur aux péles pour toute masse
flnide homogéne de figure elliptique. Relation générale entre la pesanteur et la lati-
tude & la surface de Dellipsoide.

Détermination de 'aplatissement du sphéroide terrestre supposé elliptique , homo-
geéne et originairement fluide, au moyen des données fournies par le pendule & se-
condes et la mesure directe d’'un degré de méridien & la latitude de 45°; valeurs
numeériques des deux axes.

Détermination de 'aplatissement de Jupiter, dans les mémes hypothéses, par la
considération des élémens de I'orbite de son quatriéme satellite.

Comparaison des résultats du calcul & ceux de I'observation.

Vv et approuyé par le Doyen de la Faculté des Sciences de U Académie de Parisy..
Banov THENARD. .

PERMIS D'IMPRIMER.

L Inspecteur-général des études , chargé de l’administrat’idiﬁz: J/ }
de U Académie de Paris.
ROUSSELLE,
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