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PREMIERE THESE.

RECHERCHES
D’OPTIQUE GEOMETRIQUE.

INTRODUCGTION.

La science de 1'Optique, envisagée dans toute la généralité qu’elle comporte,
peut étre étudiée & deux points de vue fort différents : s'occupe-t-on de déter-
miner la forme de la surface d’'onde dans un milieu de constitution donnée, de
définir le mouvement vibratoire qui engendre la lumiére, de rechercher les mo-
difications qui s’opérent dans la direction ou I'intensité des vibrations lumineuses
3 la suite d’'une réflexion ou d’une réfraction, de calculer les effets de la super-
position de plusieurs mouvements vibratoires, les questions que l'on traite sont
du ressort de ce qu’on pourrait appeler I’ Optique mécanique ou moléculaire ; s’ agit-
il, au contraire, la forme des surfaces d’onde caractéristiques d'un milieu étant
supposée connue, d’examiner les relations qui existent entre les directions des
rayons qui se propagent dans ce milieu et les ondes qui correspondent a ces
rayons, de prévoir les changements qu'une réflexion ou une réfraction produira
dans la direction des rayons ou dans la forme des ondes, d’étudier les propriétés
géométriques d'un systéme de rayons réfléchis ou réfractés, de trouver quelle
doit étre la nature, soit des surfaces réfléchissantes ou réfringentes, soit des sur-
faces d’onde caractéristiques des milieux pour que les rayons réfléchis ou réfrac-
tés remplissent telle ou telle condition assignée a 'avance, d’évaluer enfin le
temps qu’emploie la lumiére pour aller d'un point & un autre en subissant un
nombre quelconque de réflexions et de réfractions sur des surfaces données et

1
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en traversant des milieux de nature connue, on est dans le domaine de 1’ Optigue
géomélrique.

Les questions qui se rattachent & cette derniére branche de la science de la
lumiére sont aussi nombreuses qu'intéressantes; il suffira de citer la recherche
générale de la forme des ondes réfléchies ou réfractées, la théorie des surfaces et
des lignes caustiques, celle des surfaces aplanétiques, I'étude de I'éclairement
des surfaces, la théorie de I'achromatisme. Ces problémes, et en particulier ceux
qui ont trait aux courbes caustiques, ont été, comme on sait, I'objet de nombreux
travaux de la part des mathématiciens et des physiciens; mais, jusqu’a ces der-
niers temps, ils n’ont été abordés que dans le cas particulier des milieux homo-
génes isotropes et en prenant pour point de départ les lois connues qui dans ces
milieux régissent la réflexion et la réfraction. En suivant cette marche on est
dispensé, il est vrai, de recourir 3 la considération des ondes, mais, en revanche,
la solution de questions méme assez simples exige souvent une analyse pénible
et compliquée : c’est ce dont on peut s’assurer en parcourant les démonstrations
que Malus en 1810, M. Ch. Dupin en 1812 ont données de ce théoréme fonda-
mental que : « fous les rayons lumineur issus d'un méme point sont normauzr d une
méme surface aprés avoir subi un-nombre quelconque de réflexions sur des surfaces
quelcongues et un nombre quelconque de réfractions par leur passage d travers des milieux
limatés jouissant de pouvoirs réfringents différents. » (Voir Ch. Dupin, Développements
de Géométrie, et Gergonne, tome XVI, p. 247.)

En introduisant dans I'Optique géométrique la notion de I'onde ou, ce qui au
fond revient identiquement au méme, la notion du temps employé par la lumiére
pour se propager d'un point 3 un autre dans une direction déterminée, non-seu-
lement on simplifie notablement la démonstration des théorémes relatifs aux
milieux homogénes isotropes, mais encore, et ¢’est 1a le point important, on
arrive, dans la plupart des cas, a généraliser les propositions et & les étendre, en
lés modifiant, bien entendu, d’'une facon appropriée, aux milieux homogénes
anisotropes et méme souvent aux milieux hétérogénes.

La nécessité de faire intervenir la considération des ondes lumineuses dans
la solution des problémes d’'Optique géométrique ne pouvait devenir évidente
que du jour oulon s'est efforeé de suivre avec quelque détail la marche de la
lumiére dans des milieux autres que les milieux homogénes isotropes. Or, jus-
qu'a une époque toute récente, pour les milieux homogénes anisotropes, I'Opti-
que géométrique se bornait presque exclusivement ala célébre construction,indi-
quée par Huyghens pour trouver la direction des rayons réfléchis ou réfractés ;
on s'était contenté de remarquer que les rayons qui se propagent dans des mi-
lieux de ce genre ne sont pas nécessairement, comme cela arrive dans les milieux
isotropes, normaux & une méme surface, et de dire que ces rayons constituent
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des systémes irréquliers. Cest & M. Hamilton qu'on doit d’avoir le premier,
dans son traité intitulé Theory of systems of rays, et spécialement dans un
supplément publié dans les Transactions de I'Académie & Irlande (tome XVI),
appelé T'attention sur ces systémes irréguliers; mais, dans cet ouvrage, I'au-
teur s’occupe encore presque exclusivement des systémes réguliers de rayons,
et ce n'est qu'accessoirement qu’il parle des modifications apportées dans ces
systémes par leur passage & travers des cristaux n'appartenant pas au systéme
cubique. En 1860, M. Kummer, dans un trés-remarquable mémoire qui porte
pour titre : Théorie générale des systémes de rayons rectilignes (Journal de Crelle,
tome LVII), s'est proposé « détudier dans toute leur généralité les propriétés
d'un systéme de droites remplissant l'espace ou une portion de Lespace de telle maniére
que par un point donné il passe un rayon ou un'nombre déterminé de rayons. » Dans
ce travail le savant allemand se place a un point de vue purement géométrique
et n’a nullement, par conséquent, a s’occuper des changements produits dans la
direction des rayons par la réflexion ou par la réfraction, ni des relations de ces
directions avec le systéme des ondes; de plus il s’éléve & un degré de généralité
qui sans doute a un intérét considérable pour la géométrie, mais qui est inutile
en optique. Les rayons qui se meuvent dans un milieu homogéne quelconque
jouissent en effet, de quelque maniére qu’ils y aient été introduits, de cette pro-
priété, dont on trouvera plus loin la démonstration, que leur direction a avec
celle du plan tangent a la surface de 'onde une liaison déterminée et constante
pour un méme milieu; il résulte de 1a que les systémes de rayons issus origi-
nairement d'un méme point lumineux qui se propagent dans les milieux homo-
génes, méme anisotropes, ne sont pas quelconques, que leur constitution est,
pour ainsi dire, dans une connexion intime avec celle du milieu, et qu’ils pré-
sentent un certain nombre de particularités n’appartenant pas 3 un systéme de
droites choisies tout & fait arbitrairement.

Si I'Optique géométrique des milieux homogeénes anisotropes est encore loin
d’avoir recu tout le développement dont elle est susceptible, celle des milieux
hétérogenes est presque entiérement & créer. C'est & peine si, dans les traités
d’optique, quelques lignes sont consacrées a la propagation de la lumiére dans
ces derniers milieux, et je ne connais aucun travail ot la considération des ondes
ait été appliquée aux nombreux problémes que souléve la marche des rayons
lumineux dans des milieux dont la constitution optique varie d’'une maniére
continue d’'un point & un autre.

L’Optique géométrique cependant, bien qu’elle ait 3 emprunter a I'Optique
mécanique ses principes fondamentaux, peut a son tour rendre a cette derniére
science de précieux services. Certains problémes, en effet, peuvent étre traités
en laissant indéterminée la forme des surfaces d’onde caractéristiques du milieu
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ou se meuvent les rayons, et, en recherchant les conditions auxquelles doit étre
assujettie cette forme pour que des systémes déterminés de rayons se propageant
dans le milieu possédent, aprés réflexion ou réfraction sur une surface donnée,
certaines propriétés géométriques, pour que tous ces rayons aillent, par exem-
ple, concourir en un méme point, on pourra arriver a caractériser par des lois
simples dela réflexion et de la réfraction certaines classes de milieux homogénes
anisotropes, de méme que les milieux homogénes isotropes sont définis par la loi
de I'égalité entre I'angle d’'incidence et I'angle de réflexion ou par la loi de Des-
cartes : la recherche des surfaces aplanétiques planes nous en fournira un
exemple.

Faire sortir I'Optique géométrique du cadre restreint dans lequel cette science
a 6té renfermée jusqu’a aujourd’hui, en étendant aux milieux homogénes quel-
conques, et, quand cela est possible, aux milieux hétérogenes les résultats acquis
depuis longtemps pour les milieux homogénes isotropes, tel est, je n’ose dire
I'objet du présent travail, mais du moins le but que j’ai eu devant les yeux en
I'entreprenant. 11 est divisé en deux parties bien distinctes : la premiére com-
prend une série de théorémes généraux sur la propagation, la réflexion et la ré-
fraction de la lumiére dans des milieux quelconques, homogénes ou hétérogénes;
dans la seconde, pour montrer toute la fécondité de ces principes, je les applique
a la solution d’une question particuliére, ala recherche des surfaces aplanétiques
par réflexion et par réfraction.

On ne devra jamais perdre de vue, dans tout ce qui va suivre, que nous n’au-
rons & nous préoccuper que de la direction des rayons lumineux et non de leur
intensité, intensité qui, dans certaines conditions particuliéres, peut devenir
nulle par suite de phénoménes de polarisation, sans que pour cela le rayon géo-
métrique cesse d’exister.

Nous supposerons connus les principes mécaniques de la théorie des ondes lu~
mineuses, et en particulier celui qui porte le nom d’Huyghens, sur lequel nous
nous appuierons constamment et dont nous ne ferons, a proprement parler, que
développer les conséquences géométriques.
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PREMIERE PARTIE.

THEOREMES GENERAUX SUR LA PROPAGATION, LA REFLEXION ET LA REFRACTION
DE LA LUMIERE DANS DES MILIEUX QUELCONQUES.

DEFINITIONS ET NOTATIONS.

Dans un milieu /omogéne quelconque supposons un centre d’ébranlement lumi-
neux et admettons que la lumiére qui en émane soit homogéne, le lieu des points
auxquels se communique le mouvement vibratoire au bout d’un temps T constitue
une certaine surface ; comme, suivant chacune des directions qui partent du point
lumineux, la vitesse de propagation de ce mouvement est constante, les surfaces
qui correspondent & des temps différents sont toutes semblables et semblable-
ment placées par rapport au point lumineux. Le milieu étant homogéne, la
forme de ces surfaces est indépendante de la position du point dont émane la lu-
miére; elles ont évidemment toutes pour centre le point lumineux, et, comme la
vitesse avec laquelle se propagela lumiére ne peut devenir infinie suivant aucune
direction, ce sont des surfaces fermées : nous les appellerons surfaces d’onde ca-
ractéristiques du milieu. 11 est clair, en effet, qu'un milieu homogeéne sera optique-
ment défini lorsqu’on connaitra la surface qui est le lieu des points auxquels le
mouvement vibratoire, émané d’un point quelconque de ce milieu, se communi-
que au bout d'un temps donné. Connaissant une quelconque des surfaces d’onde
caractéristiques d’un milieu homogeéne, par exemple celle qui a pour centre un
point pris pour origine, et qui correspond & l'unité de temps, il sera facile de
trouver toutes les autres, et, pour qu'une de ces surfaces soit déterminée, il suf-
fira alors de donner :

1° Son centre;

2° Le temps auquel elle correspond.

Pour que deux milicux homogénes soient identiques au point de vue optique,
il faut et il suffit que les surfaces d’onde caractéristiques de ces deux milieux
correspondant a un méme temps, par exemple & l'unité de temps, soient iden-
tiques ; mais on doit remarquer que, deux milieux homogénes étant optiquement
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identiques, la lumiére peut cependant éprouver un changement de direction en
passant de I'un dans l'autre : ¢’est ce qui se produira toutes les fois que ces mi-
lieux seront placés de facon que les rayons vecteurs homologues des surfaces
d’onde caractéristiques ne soient pas paralléles, ¢’est ce qui arrivera en particu-
lier si on superpose deux lames d’un méme cristal taillées suivant des plans diffé-
rents. Pour que deux milieux homogénes puissent étre considérés en optique
comme formant un tout continu, il faut done et il suffit: 1° que les surfaces
d’onde caractéristiques de ces deux milieux correspondant & l'unité de temps
soient identiques; 2° que les rayons vecteurs homologues de ces surfaces soient
paralléles. Pour les milieux homogénes isotropes la premiére condition est évi-
demment suffisante.

Les milieux homogénes dont les surfaces d’onde caractéristiques correspon-
dant & un méme temps, sans étre identiques, sont semblables, constituent un
groupe et jouissent d’un certain nombre de propriétés communes : tel est, par
exemple, le groupe des milieux homogénes isotropes, dont les surfaces d’onde
caractéristiques correspondant 3 des temps égaux sont toutes des sphéres, mais
de rayons différents.

Les surfaces d’onde caractéristiques d’'un milieu homogéne ont une ou plu-
sieurs nappes suivant que, sur chaque direction, le mouvement lumineux peut
se propager dans ce milieu avec une vitesse unique ou avee plusieurs vitesses
différentes; les milieux homogénes dont les surfaces d'onde caractéristiques
n'ont qu'une nappe sont dits monoréfringents; ceux ou ces surfaces ont deux
nappes sont dits biréfringents. Le calcul et 'expérience s’accordent pour montrer
que, si 'on ne tient compte que des vibrations transversales qui seules paraissent
aptes & produire 'impression lumineuse, tout milieu homogeéne non isotrope est
nécessairement biréfringent ; les qualifications de monoréfringent et d’isotrope
doivent donc étre regardées comme synonymes, de méme que celles de biré-
fringent et d’anisotrope. Dans les milieux homogeénes isotropes ou monoréfrin-
gents, les surfaces d’onde caractéristiques sont évidemment des sphéres ; quant
aux milieux anisotropes ou biréfringents, 'Optique mécanique nous apprend
qu’ils se divisent en deux classes : pour les uns, les surfaces d’onde caractéris-
tiques sont formées d’une nappe sphérique et d’'une nappe présentant la forme
d’un ellipsoide de révolution, ces deux nappes s’enveloppant 'une l'autre et se
touchant aux extrémités de I'axe de la nappe ellipsoidale : ce sont les milieux
dits uniazes; pour les autres les surfaces d’onde caractéristiques sont des surfaces
du quatriéme degré indécomposables en surfaces du second degré : ce sont les
milieux biazxes. Remarquons dés & présent que les milieux homogénes uniaxes
peuvent étre regardés comme isotropes par rapport aux rayons qui correspon-
dent ala nappe sphérique, et qu'on nomme rayons ordinaires ; tous les théorémes
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démontrés pour les milieux homogénes isotropes seront donc applicables aux
milieux homogénes uniaxes, & condition qu’on se borne & considérer dans ces
derniers milieux les rayons ordinaires.

Nous représenterons par

Sz y,2) =0

'équation de la surface d’onde caractéristique d'un milieu homogeéne ayant pour
centre l'origine des coordonnées et correspondant a I'unité de temps; celle de
la surface d’onde caractéristique ayant pour centre I'origine et correspondant au
temps T sera :

(o )=o
Lorsque cette derniére équation sera supposée résolue par rapport a T, nous
I'écrirons :
¢ (z,y,2)=T;

V'équation de la surface d’'onde caractéristique du milieu ayant pour centre un
point dont les coordonnées sont (a, &, ¢) et correspondant au temps T sera, :

f (x;a’ y; b; z.,_r-c> =o, ou 9(x—a,y—b,z—c)=T.
S'il y a lieu de considérer deux milieux différents, nous donnerons au signe
de la fonction fou ¢ l'indice 1 pour le milieu ou se propagent les rayons inci-
dents, I'indice 2 pour le milieu ot se meuvent les rayons réfractés. Lorsqu’il
s'agira d’'un milieu biréfringentles indices o ou e ajoutés au signe de la fonction
serviront & distinguer les deux nappes des surfaces d’onde caractéristiques.
Dans un milieu hétérogéne il y a lieu de considérer les surfaces d’onde carac-
téristiques relatives a chacun des points du milieu : nous appellerons surfaces
d’onde caractéristiques relatives & un point O d’un miliew hétérogéne celles d'un milieu
homogene qui suivant chaque direction aurait la constitution qu’a le milieu hé-
térogeéne suivant cette direction sur une longueur infiniment petite & partir du
point O, ou, en d’autres termes, celles d’'un milieu homogéne qui serait constitué
comme 'est le milieu hétérogéne dans une étendue infiniment petite tout autour
du point O. Cette définition peut encore étre présentée sous une autre forme :
soit O un point lumineux dans un milieu hétérogéne ; le lieu des points atteints
par le mouvement vibratoire au bout d'un temps infiniment petit 4T sera, ce que
nous appellerons la surface d’onde caractéristique relative au point O et corres-
pondant au temps infiniment petit T'; connaissant cette surface, il sera facile de
trouver la surface d’onde caractéristique relative au point O et correspondant a
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un temps fini T, surface qui ne sera plus dans ce cas le lieu des points auxquels
se communique le mouvement vibratoire au bout du temps T.

Quand nous parlerons d’un milieu hétérogéne nous le supposerons toujours
continu, c’est-a-dire que nous admettrons qu'en passant d'un point du milieu a
un point infiniment voisin, la variation des surfaces d’onde caractéristiques est
aussi infiniment petite. Lorsque les surfaces d’onde caractéristiques relatives a
tous les points d’'un milieu hétérogéne sont & deux nappes, nous dirons que le
milieu hétérogéne est biréfringent, et, selon que ces surfaces présenteront le
type des surfaces d’onde caractéristiques d’un milieu homogéne uniaxe ou biaxe,
le milieu hétérogeéne sera dit uniaxe ou biaxe ; lorsque ces surfaces n’ont qu'une
nappe, elles sont nécessairement sphériques et le milieu sera dit hétérogéne
1sotrope ; on voit que tout milieu hétérogéne non isotrope est biréfringent.

Considérons un milieu hétérogéne biréfringent: soient dans ce milieu deux
points tels que les nappes extraordinaires des surfaces d'onde caractéristiques
relatives a ces deux points et correspondant & un méme temps, a I'unité de temps
par exemple, soient identiques; que le milieu soit uniaxe ou biaxe, on peut
s’assurer immédiatement, en se reportant a la forme des surfaces d’onde carac-
téristiques des milieux homogénes uniaxes ou biaxes, que I'identité des nappes
extraordinaires de ces deux surfaces entraine celle des nappes ordinaires; la
réciproque est vraie pour les milieux biaxes, mais non pour les milieux uniaxes.
Ceci posé, on peut remarquer que, dans un milieu homogéne isotrope, I'équation
de la surface d’onde caractéristique décrite de I'origine comme centre et corres-
pondant a 'unité de temps ne contient qu’un seul paramétre, tandis qu’elle en
renferme deux dans un milieu homogéne uniaxe et trois dans un milieu homo-
géne biaxe; il résulte de la que, dans un milieu hétérogéne isotrope, le lieu des
points tels que les surfaces d’onde caractéristiques relatives & ces points et cor-
respondant & 'unité de temps soient identiques sera en général une surface, tan-
dis que, du moins au point de vue purement mathématique, ce lieu sera en
général une ligne pour un milieu hétérogéne uniaxe, et que dans un milieu hé-
térogene biaxe les surfaces d’onde caractéristiques relatives aux différents points
du milieu et correspondant & I'unité de temps pourront toutes différer les unes
des autres. Mais si on réfléchit aux circonstances dans lesquelles on peut pro-
duire un milieu hétérogéne biréfringent, ce qui se fera par exemple en portant
les différentes parties d'un cristal & des températures inégales, ou en compri-
mant inégalement un morceau de verre, on voit que le lieu des points qui se
trouveront dans des conditions identiques de température ou de pression, et
ou le milieu présentera par suite une constitution optique identique, sera en gé-
néral une surface qui, dans certains cas particuliers seulement, pourra se ré-
duire & une ligne ou & un point. On peut conclure de 13 que dans un milieu hé-
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térogene continu, monoréfringent oubiréfringent, il existe toujours un systéme et
un seul de surfaces, telles que les surfaces d’onde caractéristiques, relatives aux
différents points d'une de ces surfaces et correspondant a I'unité de temps, soient
identiques sous le rapport de la forme et de la position, ou, plus simplement, que
le milieu soit optiquement identique en tous les points d’une de ces surfaces. Ces
surfaces, analogues aux surfaces d’égale densité, et qui se confondent avec cel-
les-ci lorsque le milieu hétérogéne est isotrope, doivent, pour faciliter le lan-
gage, recevoir une dénomination particuliére; nous les appellerons surfaces
isopalmiques (de ioos, égal, et walpunds, relatif aux vibrations). On voit que, dans
un milieu hétérogéne continu, par chaque point du milieu passe toujours une
surface isopalmique et une seule, et que ce n’est que comme cas particulier que
certaines des surfaces isopalmiques d'un milieu, toujours en nombre infiniment
petit par rapport aux autres, peuvent se réduire a une ligne ou a un point. Il
résulte de ce que nous venons de dire, et c’est 1a un point qui ne devra jamais
étre perdu de vue, qu'un milieu hétérogéne peut toujours étre considéré comme
formé par la juxtaposition d'une infinité de couches homogénes infiniment
minces, dont les surfaces de séparation seraient les surfaces isopalmiques du mi-
lieu ; il ne faut pas oublier non plus que, lorsque dans un milieu hétérogéne bi-
réfringent deux points se trouvent sur une méme surface isopalmique, il y a iden-
tité & la fois entre les nappes ordinaires des surfaces d’onde caractéristiques, re-
latives a ces deux points et correspondant a I'unité de temps, et entre les nappes
extraordinaires de ces mémes surfaces.

Pour définir optiquement un milieu hétérogene continu, il faut et il suffit :
1° que I'on fasse connaitre les surfaces isopalmiques du milieu, de telle sorte que,
les coordonnées d'un point du milieu étant données, la surface isopalmique qui
passe par ce point soit déterminée; 2° que l'on indique quelle est sur cha-
cune de ces surfaces isopalmiques la surface d’onde caractéristique correspon-
dant & I'unité de temps; en d’autres termes on devra donner deux équations de
la forme :

Flz,7, 2,0)==0 et f(x,7,z '_[‘,B,y...):o,

dont la premiére représente les surfaces isopalmiques du milieu, « étant un pa-
ramétre variable, et la seconde la surface d'onde caractéristique relative au
point dont les coordonnées sont (z, ¥, z), décrite de 'origine comme centre et
correspondant au temps T, B, y... étant un nombre quelconque de' paramétres
variables qui devront tous étre des fonctions connues de «. En effet, si on donne
les coordonnées d’'un point quelconque du milieu, on pourra de Ja premiére
équation déduire la valeur de « et par suite celles de 8, y....; en portant ces va-
leurs dans la seconde équation on aura I'équation d’une surface d’onde caracté-
2
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ristique relative au point considéré et correspondant au temps T; ces deux
équations, jointes a celles qui donnent 8, y.... en fonction de a, suffisent done
pour caractériser optiquement le milieu hétérogeéne.

Quand nous parlerons de réflexion ou de réfraction, nous supposerons toujours
implicitement que la surface de séparation, ot s’opére le changement de direction
des rayons, est continue, c’est-a-dire qu'en chaque point de cette surface on ne
peut lui mener qu'un plan tangent. Cette restriction est essentielle, car la plu-
part des théorémes auxquels nous serons eonduits cessent d’étre vrais, lorsque la
surface de séparation est formée de plusieurs portions de surfaces, quise cou-
pent sous des angles différents de zéro, lorsque, par exemple, cette surface est
polyédrique.

Le cas ou la surface de séparation présente un ou plusieurs points saillants
doit aussi étre réservé.

Comme nous n’étudierons que la marche de la lumiére homogeéne, nous pour-
rons faire abstraction de la dispersion dans les phénoménes de réfraction.

Lorsque les rayons qui se meuvent dans un milieu homogéne ne sont pas issus
d’un point situé dans ce milieu, ou lorsque, émanant d’'un point du milieu, ils ont
subi une ou plusieurs réflexions, le lieu des points atteints par le mouvement
vibratoire qui se propage suivant ces rayons au bout d'un certain temps T, compté
a partir du moment ou le mouvement part du point lumineux, porte encore le
nom de surface d’onde; mais, et ¢’est 13 un point sur lequel on ne saurait trop
insister, ces ondes réfléchies ou réfractées n’ont pas, en général, la forme des
surfaces d'onde caractéristiques du milieu dans lequel elles se propagent; dans
un milieu homogéne isotrope , par exemple, elles ne sont sphériques que dans
des cas trés-particuliers.

Quoi qu’il en soit, il est toujours facile, en s’appuyant surle principe d’Huy-
ghens, la position de I'onde qui se meut dans un milieu homogéne étant connue a
un certain moment, de trouver la position de cette onde au bout d’'un temps T,
positif ou négatif, c’est-a~dire & une époque postérieure ou antérieure de T &
I'mstant considéré, en supposant que pendant ce temps T 'onde n’ait subi ni
réflexion ni réfraction : il suffira, & cet effet, de décrire de chacun des points de
la premiére onde comme centre une surface d’onde caractéristique du milieu
correspondant au temps T ; 'enveloppe des portions de ces surfaces caractéristi-
ques qui se trouvent, en avant de la premiére onde si T est positif, en arriére si T
est négaltif, sera 'onde cherchée. Il pourra se faire que 'onde obtenue au moyen
de cette construction se trouve, en totalité ou en partie, en dehors des limites
du milieu; c’est ce que nous exprimerons en disant que cette onde est virtuelle
en totalité ou en partie. La considération des positions virtuelles de 'onde, c’est-
a-dire des positions qu'elle occuperait, & des époques antérieures ou postérieures
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a celles out cette onde passe par ses positions réelles, si le milieu dans lequel elle
se meut se continuait au-deld des surfaces qui le séparent des milieux con-
tigus, nous sera d'un grand secours dans la démonstration de plusieurs théo-
rémes.

Il résulte de la construction indiquée plus haut que, toutes les fois que 'onde
qui se propage dans un milieu homogéne ne présente pas la forme des surfaces
d’onde caractéristiques de ce milieu, les différentes positions qu’elle occupe suc-
cessivement ne constituent plus un systéme de surfaces semblables et concen-
triques : les plans tangents menés a ces surfaces aux points ou elles sont rencon-
trées par un méme rayon sont bien paralléles, comme nous le démontrerons
plus loin, mais les rayons ne vont plus nécessairement concourir en un méme
point, et, par suite, on ne peut plus affirmer que ces ondes soient semblables et
semblablement placées par rapport & un point.

Considérons en premier lieu le cas ol un systéme de rayons, issus d’'un point
lumineux situé dans un milieu homogéne, se propage actuellement, soit dans ce
milieu, soit dans tout autre milieu homogéne, ces rayons pouvant avoir subi un
nombre quelconque de réflexions ou de réfractions sur des surfaces quelconques,
mais n'ayant eu & {raverser que des milieux homogénes ; 'onde qui correspond
a ces rayons peut avoir plusieurs nappes, méme quand le milieu dans lequel ils
se meuvent est isotrope : ¢’est ce qui arrivera en général si ces rayons, avant de
pénétrer dans le milieu isotrope, ont eu & traverser des milieux biréfringents; &
plus forte raison I'onde a-t-elle plusieurs nappes quand les rayons se propa-
gent actuellement dans un milieu biréfringent. Il est esssentiel, pour donner de
la précision aux théorémes que nous aurons & énoncer, de grouper les rayons
qui, issus originairement d’'un méme point lumineux, se propagent actuellement
dans un certain milieu en systémes tels qu'auz rayons d'un méme systéme corres-
pondent des ondes dont chacune soit formée d une nappe unique et continue. Nous ap-
pellerons rayons de méme espéce ceux qui font partie d’'un tel systéme.

Dans le cas particulier oit nous nous sommes placés, c’est-a-dire quand les
rayons lumineux n’ont eu & traverser que des milieux homogénes, pour que plu-
sieurs rayons, issus originairement d'un méme point et se propageant actuelle-
ment dans un milieu homogeéne, soient de méme espéce, il faut et il suffit évidem-
ment, d’aprés la définition que nous venons de donner :

1° Que, sile milieu ot se trouve le point lumineux est biréfringent, ces
rayons soient tous originairement de méme nature, c’est-a-dire tous ordinaires
ou tous extraordinaires;

2° Qu'ils aient subi le méme nombre de réflexions et de réfractions sur les
mémes surfaces continues dans le méme ordre, et, par conséquent, traversé les
mémes milieux homogénes;
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3° Que, dans chacune de ces réflexions et de ces réfractions, ces rayons aient,
ou tous conservé leur nature, c’est-a-dire leur qualité d’ordinaire ou d’extraor-
dinaire, ou tous changé & la fois de nature.

La distinction des rayons de méme espéce devient surtout utile lorsque les
rayons se meuvent actuellement dans un milieu hétérogéne, ou que, se propa-
geant actuellement dans un milieu homogéne, ils ont eu & traverser antérieure-
ment un ou plusieurs milieux hétérogénes. La propagation de la lumiére dans
les milieux hétérogénes est, en effet, affectée de deux causes de complication
dont I'une se présente méme pour les milieux hétérogénes isotropes, tandis que
Pautre est spéciale aux milieux hétérogénes biréfringents.

1° Tout milieu hétérogéne peut, ainsi que nous l'avons vu, étre considéré
comme formé par la juxtaposition d’une infinité de couches infiniment minces,
dont les surfaces de séparation seraient les surfaces isopalmiques du milieu : en
passant d’une de ces couches dans la couche contigué, la lumiére se divise en
deux parties dont 'une rebrousse chemin ; toute surface isopalmique doit donc
étre regardée a la fois comme réfléchissante et comme réfringente, et la propa-
gation de la lumiére dans un milieu hétérogéne doit étre assimilée a la fois a
une réfraction continue et & une réflexion continue.

2° Dans les milieux hétérogénes biréfringents, il y a, en outre, bifurcation
continue des rayons lors de leur passage d'une couche infiniment mince dans la
couche voisine. Il résulte de la que, dans un tel milieu, le rayon qui part d'un
point lumineux dans une certaine direction donne naissance, en se bifurquant
d’'une maniére continue, & une sorte d’aigrette courbe, formée d’une infinité de
rayons courbes tous tangents & une méme droite 3 leur point d’origine. On ren-
contre donc dans ces milieux, méme en étudiant la marche des rayons issus
d’'un point situé dans le milieu, et en faisant abstraction de la réflexion, une
complication tout & fait analogue & cell# que présenterait dans un milieu homo-
géne la propagation des rayons émanés d'une infinité de points lumineux; seu-
lement, dans le cas dont nous nous occupons, ces points lumineux sont en
quelque sorte superposés les uns aux autres. Si on imagine un point lumineux
dans un milieu hétérogéne biréfringent, méme en laissant de c6té la réflexion
continue qui s'opére sur les surfaces isopalmiques, en ne considérant que les
rayons qui se propagent dans le milieu sans se réfléchir, le lieu des points
atteints par le mouvement vibratoire au bout d’un temps donné ne sera plus une
surface composée d’'un nombre fini de nappes, mais une portion solidedel'espace
limitée par deux surfaces intérieures 'une & l'autre. Il en sera de méme si la
lumiére qui se propage dans un milieu hétérogéne biréfringent provient d’'un
point situé en dehors du milieu; chacun des rayons qui pénétre dans le milieu
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forme alors une aigrette courbe dont les rayons élémentaires sont tous tangents
a une méme droite au point ou le rayon s’introduit dans le milieu.

Pour sortir de cette confusion qui, au premier abord, semble presque inextri-
cable, nous grouperons, comme nous I'avons déja fait pour les milieux homo-
génes, les rayons qui, issus originairement d'un méme point, se propagent
dans un milieu hétérogéne, le point lumineux étant intérieur ou extérieur a ce
milieu, en systémes tels qu'aux rayons d’'un méme systéme correspondent des
ondes dont chacune soit formée d’'une nappe unique et continue, et nous appelle-
rons encore les rayons faisant partie d'un tel systéme rayons de méme espéce.

Supposons d’abord que la lumiére émane d’'un point situé dans un milieu
hétérogéne ou se propagent actuellement les rayons; pour que plusieurs de ces
rayons soient de méme espece, il faut et il suffit, d’aprés la définition que nous
venons de donner :

1° Que ces rayons en partant du point lumineux aient été originairement de
méme nature ;

2° Que, si 'un de ces rayons a changé de nature en un certain point O, tous
les autres aient rencontré la surface isopalmique qui passe en O et changé de
nature aux points ou ils ont traversé cette surface;

3° Que, sil'un de ces rayons s’est réfléchi en un certain point O, tous les autres
aient rencontré la surface isopalmique ou la surface limitant le milieu qui passe
en O et se soient réfléchis sur cette surface;

4 Que, dans chacune de ces réflexions, ces rayons aient ou tous conservé leur
nature ou tous changé de nature.

Quand le milieu est monoréfringent la troisiéme condition est suffisante.

Arrivons au cas général ou des rayons, émanés d’'un point lumineux situé
dans un milieu quelconque, homogéne ou hétérogéne, se propagent actuelle-
ment dans un milieu également quelconque, aprés avoir subi un nombre quel-
conque de réflexions ou de réfractions et traversé un nombre quelconque de
milieux homogénes ou hétérogénes; pour que plusieurs de ces rayons puissent
étre dits de méme espéce, il faut et il suffit :

1* Que ces rayons, en partant du point lumineux, aient été tous originaire-
ment de méme nature;

2° Que, si I'un de ces rayons s’est réfracté en traversant la surface de sépara-
tion de deux milieux distincts (les surfaces isopalmiques des milieux hétérogénes
n’étant pas comprises sous cette dénomination), tous les autres se soient réfrac-
tés en traversant la méme surface;

3° Que, dans chacune de ces réfractions, ces rayons aient ou tous conservé
leur nature ou tous changé de nature;

4° Que, sil'un de ces rayons a changé de nature en un certain point O d’'un
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milieu hétérogeéne, tous les aulres aient rencontré la surface isopalmique
qui passe par le point O et aient changé de nature en traversant cette surface ;
8° Que, si 'un de ces rayons s’est réfléchi en un certain point O d’une surface
qui sépare deux milieux distinets ou d’'une surface isopalmique d’un milieu
hétérogeéne, tous les autres se soient réfiéchis sur cette méme surface ;

6° Que, dans chacune de ces réflexions, ces rayons aient ou tous conservé
leur nature ou tous changé de nature;

7° Que ces réflexions, ces réfractions, ces changements de nature se succé-
dent dans le méme ordre pour tous ces rayons.

La définition des rayons de méme espéce, si minutieuse qu’elle peut paraitre
au premier abord, est cependant indispensable pour donner, méme aux théo-
rémes sur la propagation de la lumiére dans les milieux homogénes isotropes,
toute la généralité qu’ils comportent; car, avant de pénétrer dans un tel milieu,
la lumiére peut avoir eu & traverser des milieux hétérogénes quelconques, et on
devra avoir constamment cette définition présente a l'esprit en étudiant la
marche de la lumiére dans les milieux hétérogeénes. Il faut bien se garder, du
reste, de confondre la dénomination de rayons de méme espéce avec celle de
rayons de méme nature : des rayons peuvent étre de méme mnature, c’est-a-dire
tous ordinaires ou tous extraordinaires relativement au milieu dans lequel ils se
meuvent, sans pour cela étre de méme espéce; des rayons de méme espéce sont
au contraire nécessairement de méme nature.

Soit un systéme de rayons de méme espéce se propageant dans un milieu quel-
conque, homogéne ou hétérogeéne; désignons par S I'onde, formée d’une nappe
unique et continue, qui correspond & ces rayons, considérée dans la position
quelle occupe & un certain instant T, et par R un quelconque des rayons du sys-
teme. Le rayon R peut rencontrer I'onde S en plus d'un point; mais, parmi les
pownts d’intersection du rayon R avec londe S, il y en a toujours un et un seul oul le
mouvement vibratoire est parvenu‘ sur le rayon R d linstant considéré, et c’est tou-
Jours ce point que nous entendrons désigner quand nous parlerons du point ot
le rayon R rencontre I'onde S. Cette remarque est trés-importante; car ce que
nous aurons a dire de ce point ne sera nullement applicable aux autres points de
rencontre du rayon R avec I'onde S, §'il en existe plus d'un.

On voit de plus que, toutes les fois qu'une onde S est rencontrée par un rayon
R du systeme auquel elle correspond en plus d’un point, tous ces points, sauf
celui ou le mouvement vibratoire est parvenu sur le rayon R & I'instant consi-
déré, sont nécessairement des points d’intersection du rayon R avec d’autres
rayons du systéme.

Remarquons encore, et c’est 1a une considération sur laquelle nous aurons
besoin de nous appuyer, que, si deux rayons R et R’ faisant partie d’'un systéme
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de rayons de méme espéce concourent en un méme point O, et que ces rayons
n’arrivent pas simultanément en O, I'onde qui correspond & ce systéme de
rayons passe deux fois au point O, et que cette onde, considérée dans la position
qu’elle occupe au moment ott, sur le rayon R, le mouvement vibratoire est par-
venu en O, est rencontrée par lerayon R’ au moins en deux points, dont I'un est
le point O lui-méme et dont I'autre estle point o1, & ce moment, le mouvement
vibratoire est parvenu sur le rayon R'.

Nous désignerons, pour abréger, les rayons ordinaires par le signe (o), les
rayons extraordinaires par le signe (¢). Lorsque la lumiére, émanée d'un point
situé dans un milieu homogéne biréfringent, passe dans un autre milieu homo-
géne également biréfringent, il y a quatre espéces de rayons réfractés : nous
désignerons par le signe (0, 0) ceux qu’on obtient en prenant dans les deux
milieux les nappes ordinaires des surfaces d’onde caractéristiques; les trois
autres espéces de rayons réfractés seront désignées d’'une maniére analogue par
les symboles (e, ¢), (0, €), (¢, 0), la premiére lettre se rapportant toujours au pre-
mier milieu, c’est-d-dire & celul dans lequel se meuvent les rayons incidents. On
sait d’ailleurs qu’en certains points de la surface réfringente, la construction qui
donne certains de ces rayons réfractés peut devenir impossible, et leur nombre se
réduire 3 3, & 2, 3 1 et méme a 0. Lorsque la lumiére émanée d'un point situé
dans un milieu homogéne biréfringent subit une réflexion, il y a lieu égale-
ment de distinguer quatre espéces de rayons réfléchis, que nous représenterons
par les mémes notations que dans le cas de la réfraction.

Il faut remarquer que les rayons réfléchis (o, 0) et (e, ¢) existent toujours, tan-
dis que la construction qui donne les rayons réfléchis (o, ¢) ou (e, o) peut devenir
impossible; il y a, d’ailleurs, une distinction essentielle & faire entre les rayons
réfléchis (o, o) et (e, ¢) d'une part, et les rayons réfléchis (o, ¢) et (e, o) de I'autre.
Pour les rayons du premier groupe, c’est la méme nappe de la surface d’onde
caractéristique du milieu qui correspond aux rayons incidents et aux rayons
réfléchis ; pour ceux du second groupe, ce sont deux nappes différentes. il en
résulte, comme cela est aisé & concevoir, que cette derniére espece de réflexion
offre plus d’analogie avec la réfraction qu’avec la réflexion proprement dite.
Nous dirons qu'il y a réflexion homologue lorsque les rayons incidents et les rayons
réfléchis correspondent & une méme nappe de la surface d’onde caractéristique
du milieu, et qu'il y a réflexion antilogue dans le cas contraire. Les rayons (o, 0) et
(e, €) sont done des rayons qui ont subi une réflexion homologue, tandis que les
rayons (o, e) et (e, 0) ont éprouvé une réflexion antilogue. Dans les milieux mono-
réfringents la réflexion est nécessairement toujours homologue.

Lorsque les directions des rayons incidents qui, dans un milieu homogéne,
tombent sur une surface réfléchissante ou réfringente, concourent en un méme
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point situé en-degd de cette surface, ce point, gu'il soit ou non celui dont provient la
Iumiére, portera le nom de point lumineux réel ; si le point de concours des rayons
incidents est situé au-dela de la surface réfléchissante ou réfringente, nous
dirons, pour abréger le langage, que ces rayons émanent d'un point lumineux
virtuel. Quand tous les rayons réfléchis ou réfractés d'une certaine espéce qui se
propagent dans un milieu homogéne sont dirigés de facon que ces rayons ou
leurs prolongements convergent en un méme point, nous nommerons ce point
foyer total; si, parmi les rayons réfléchis ou réfractés d'une certaine espéce qui
se meuvent dans un milieu homogeéne, il y en a une infinité, formant une sur-
face conique, qui concourent en un méme point ou dont les prolongements con-
courent en un méme point, ce point s’appellera foyer partiel. Dans le cas de la
réflexion, un foyer, total ou partiel, sera dit réel s'il est en-deca de la surface
réfléchissante, virtuel s'il est au dela; dans le cas de la réfraction, ce sera I'in-
verse. S'il existe une série de foyers partiels formant une ligne continue, cette
ligne portera le nom de ligne focale.

SECTION 1. — DES MILIEUX HOMOGENES.

A. — Dela propagation de la lumiére dans les milievx homogénes en général.

Fig. 1.
) Rappelons d’abord ce que, dans la théorie des ondes, on entend

par propagation de la lumiére, et comment dans cette théorie on
arrive a la notion du rayon lumineux. Soient (fig. 1) S, S, S"...
différentes positions occupées successivement dans un milieu
¢ quelconque, homogéne ou hétérogene, par une onde lumineuse
o formée d'une nappe unique et continue.

Supposons que surl'onde S I'intensité du mouvement vibratoire décroisse trés-
rapidementa partir d'un certain point A, de fagon a devenir sensiblement nulle a
une distance trés-petite de ce point : sur les ondes, &, §"... I'intensité de la lu-
miére présentera également un maximum en certains points A’, A”... et dé-
croitra sur chacune de ces ondes trés-rapidement a partir de ces points, de facon
a devenir sensiblement nulle & une distance trés-petite. Si les ondes sont infini-
ment rapprochées les unes des autres, les points A’, A”... forment une ligne con-
tinue, et c¢’est suivant cette ligne que la lumiére est dite se propager & partir du
point A, ou, en d’autres termes, cette ligne constitue ce qu’'on appelle un rayon
lumineuz, rayon qui peut étre curviligne ou rectiligne. Nous avons supposé
I'onde S active sur une étendue trés-petite autour du point A et non pas sur une
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étendue infiniment petite ; car la théorie des ondes nous apprend que, pour qu'il
y ait lieu de considérer un rayon lumineux, ¢’est-a-dire pour qu’il y ait sensible-
ment destruction par interférence des mouvements vibratoires, qu’on peut consi-
dérer comme émanés du point A situé sur une onde S, dans toutes les directions
sauf une seule, il faut que la partie active de I'onde S ait des dimensions suf-
fisamment grandes par rapport a la longueur d’ondulation, ce qui ne 'empé-
chera pas d’étre trés-petite d’'une maniére absolue ; un rayon lumineux n’existe
qu’autant qu’il est associé aux rayons voisins, et, en cherchant al'isoler, on ne fait
que le détruire, comme le prouvent les phénomeénes de diffraction.

Ceci posé, considérons une onde, formée d'une nappe unique et continue, qui se
propage dans un milieu tomogéne quelconque; cette onde pourra provenir d’un centre
d’ébranlement situé, soit dans le milieu ou elle se meut actuellement, soit dans
un autre milieu, homogéne ou hétérogeéne, elle pourra avoir traversé un nombre
quelconque de milieux homogénes ou hétérogénes, et subi un nombre quelconque
de réflexions ; solent (fig. 1) S, §', S"... les positions occupées successivement par
cette onde aux temps T, T, T... comptés a partir d'un instant quelconque ; ad-
mettons que, durant I'intervalle de temps pendant lequel nous la considérons,
I'onde se propage dans le milieu homogéne sans jamais se réfléchir, ni se réfrac-
ter; le rayon correspondant au systéme des ondes S, &', S”... qui se propage a
partir du point A, rencontre ces ondes aux points A, A’, A”... Si on suppose,
comme nous 'avons fait plus haut, que 'onde S ne soit active que dans le voisi-
nage du point A, la portion active de cette onde pourra étre sensiblement con-
fondue avec une onde plane tangente en A a l'onde S, de méme les portions
actives des ondes §', §”, §”... pourront étre confondues avec des ondes planes
tangentes respectivement a ces ondes aux points A’, A”, A’’...; or, dans un
milieu homogeéne, une onde plane ne peut se propager qu'en restant paralléle
a elle-méme ; donc les plans tangents menés aux ondes S, &, 8”... aux points our
ces ondes sont rencontrées par un méme rayon sont paralléles entre eux. D’autre
partl'onde 8’ est I'enveloppe des nappes, de méme nature quelesondes S, ', S”...,
des surfaces d’onde caractéristiques du milieu décrites des différents points de
l'onde S comme centres et correspondant au temps T'—T, et, d’aprés le principe
d’'Huyghens, si 'onde S n’est active que dans le voisinage du point A, 'onde &'
ne sera active que dans le voisinage du point ou elle touche la surface d’onde
caractéristique décrite du point A comme centre. II résulte de la qu’aux points
A, A" A, lesondes §', 8, 8" sont tangentes aux nappes, de méme nature que
ces ondes, des surfaces d’'onde caractéristiques décrites du point A comme centre
et correspondant aux temps T'—T, T"—T, T""—T...; comme les plans tangents
aux ondes ', 8", 8"... aux points A’, A”, A’”... sont paralléles entre eux, il en sera
de méme des plans tangents menés en ces points aux nappes, de méme nature

3
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que les ondes, des surfaces d’onde caractéristiques décrites du point A comme
centre. Ces nappes étant des surfaces semblables et semblablement placées par
rapport au point A, les plans qui leur sont tangents aux points A’, A”, A”"... ne
peuvent étre paralléles qu’autant que ces points se trouvent sur une méme droite
passant par le point A. Ce raisonnement conduit immédiatement aux proposi-
tions suivantes :

TutoriME 1. — Dans un milieu homogéne quelconque la lumicre se propage toujours
en ligne droite.

Tukorime 1. — Toutes les fois qu'un systéme de rayons, issus originairement d’'un
méme point et de méme espéce, se propage dans un miliew homogéne quelconque, les plans
langents menés aux ondes qui correspondent d ces rayons aux points ou ces ondes sont
rencontrées par un méme rayon sont paralléles enire euz.

Ce théoréme est vrai du moment que les rayons se propagent actuellement
dans un milieu homogéne, qu’ils proviennent d’'un point situé dans ce milieu
ou d’un point situé dans un autre milieu, homogéne ou hétérogéne, qu'ils aient
traversé un nombre quelconque de milieux homogénes ou hétérogenes, et qu’ils
aient subi un nombre quelconque de réflexions. Cette remarque essentielle s’ap-

plique & tous les théorémes sur la propagation de la lumiére dans les milieux
homogeénes.

Tntoreme III. — Lorsqu’un systéme de rayons, issus d’'un méme point et de méme
espéce, se propage dans un miliew homogéne quelconque, il existe entre la direction du plan
tangent a Fonde qui correspond d ces rayons, considérée dans une quelconque des posi—
tions qu’elle occupe successivement, et la direction du rayon qui passe par le point de
contact une liaison qui est constante dans un méme miliew homogéne pour des rayons de
méme nature, et celte liaison est la méme que celle qui existe entre la direction du plan
tangent @ la nappe, de méme nature que les rayons, d’une des surfaces d’ onde caractéris-

tiques du miliew et lo direction du rayon vecteur de cette surface qui passe par le point
de contact.

En effet la construction indiquée plus haut montre que, si un systéme de
rayons, issus d’'un méme point et de méme espéce, se propage dans un milieu ho-
mogene, en prenant un point quelconque A sur une onde S correspondant & ces
rayons et un point quelconque O sur le rayon qui passe par le point A, I'onde S
sera tangente en A & la nappe, de méme nature que les rayons, d'une certaine
surface d’'onde caractéristique du milieu décrite du point O comme centre. 11
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suit de 13 que, si d'un point quelconque comime centre, on décrit la nappe, de méme
nature que les rayons, d'une surface d’onde caractéristique du milieu correspon-
dant 3 un temps quelconque, et qu'on méne a cette nappe un plan tangent paral-
léle au plan tangent & P'onde S au point A, la droite qui joint le point de contact
au centre de la surface sera paralléle au rayon qui passe par le point A.

Lorsque les rayons qui se propagent dans un milieu homogéne sont issus d'un
méme point et de méme espéce, la direction d'un de ces rayons peut donc étre
déterminée, dés qu’'on connait celle du plan tangent mené a I'une des ondes cor-
respondant au systéme des rayons au point ot elle est rencontrée par ce rayon,
et que de plus, si le milieu est biréfringent, la nature des rayons est donnée. Ré-
ciproquement, étant données la direction d'un des rayons du systéme et sa nature,
on pourra trouver la direction commune des plans tangents menés aux ondes
qui correspondent au systéme aux points ou ces ondes sont rencontrées par ce
rayon. Il suffira a cet effet de décrire, d'un point quelconque comme centre, la
nappe, de méme nature que les rayons, d'une surface d’onde caractéristique du
milieu correspondant & un temps quelconque, et de mener un rayon vecteur pa-~
ralléle au rayon donné : le plan tangent & la nappe au point ot elle est rencon-
trée par ce rayon vecteur aura la direction cherchée.

Nous exprimerons la relation qui, dans un milieu homogéne, existe entre la
direction d’'un rayon et celle du plan tangent & I'onde au point ot elle est rencon-
trée par ce rayon, en disant que ces deux directions sont conjuguées'une al'autre;
si le milieu est biréfringent, suivant que le rayon est ordinaire ou extraordi-
naire, nous dirons que les deux directions sont conjuguées ordinairement ou
extraordinairement I'une a I'autre. On voit, d’aprés ce qui précéde, que, dans un
milieu homogéne, connaissant la direction d'une droite, on pourra trouver la
direction du plan conjugué ordinairement ou extraordinairement & cette droite,
et que réciproquement, étant donnée la-direction d'un plan, il sera facile de dé-
terminer la direction de la droite conjuguée ordinairement ou extraordinairement
a ce plan. Il peut arriver comme cas particulier que, dans un milieu homogéne, les
directions des plans conjugués ordinairement et extraordinairement & une méme
droite se confondent : pour cela il faut et il suffit qu’en décrivant d’un point
quelconque comme centre les deux nappes d'une surface d’onde caractéristique
du milieu, et en menant un rayon vecteur paralléle a cette droite, les plans tan-
gents aux deux nappes de cette surface aux points ol elles sont rencontrées
par ce rayon vecteur soient paralléles entre eux : on voit qu’alors, pour
tout plan paralléle & ces plans tangents, les directions des droites conjuguées or-
dinairement et extraordinairement se confondront : nous exprimerons la rela-
tion qui existe entre les directions d’un plan et d’une droite qui sont conjuguées
a la fois ordinairement et extraordinairement I'une 4 I'autre, en disant que ces
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directions sont doublement conjuguées. Ainsi, dans un milieu homogéne uniaxe,
la direction d'une droite paralléle ou perpendiculaire 4 I'axe du milieu et celle
d’un plan perpendiculaire & cette droite sont doublement conjuguées.

Le théoréme dont nous venons de préciser le sens est, pour ainsi dire, la clef
de la plupart des questions d’Optique géométrique et nous allons en développer
les conséquences les plus importantes.

Dans les milieux homogénes isotropes ou uniaxes, les surfaces d’onde carac-
téristiques ne présentant ni points singuliers, ni plans tangents singuliers, ¢’est-
a-dire ces surfaces n’étant tangentes en chacun de leurs points qu'a un seul
plan et chacun des plans tangents a ces surfaces ne les touchant qu’en un seul
point, & chaque direction donnée pour le rayon sera conjuguée une direction
unique pour le plan tangent a l'onde, la nature du rayon étant assignée, et
réciproquement a chaque direction du plan tangent a 'onde sera conjuguée une
direction unique pour un rayon de nature donnée. Dans les milieux homogénes
biaxes il en sera de méme, sauf deux exceptions qui résultent de ce que, dans
ces milieux, chaque surface d’onde caractéristique présente quatre points
singuliers et quatre plans tangents singuliers. Les quatre points singuliers sont
ceux ot la surface est tangente a un cone au lieu d’étre tangente a un plan; ils
sont disposés deux par deux sur deux droites passant par le centre ; nous appel-
lerons les directions de ces deux droites directions sinquliéres du milieu. Les plans
tangents singuliers sont ceux qui touchent la surface le long d’une courbe au
lieu de la toucher en un point unique.

1° Supposons que, dans un milieu homogéne biaxe, un rayon, faisant partie d’un
systéme de rayons issus d'un méme point-et de méme espéce, se propage paral-
lelement a I'une des directions singuliéres du milieu : dans ce cas particulier le
théoréme III se trouve en défaut et ne suffit plus pour déterminer complétement
la direction du plan tangental’onde au point ou elle est rencontrée par ce rayon.
Tout ce qu'on peut affirmer, c’est que ce plan tangent est paralléle a I'un des
plans tangents au céne qui touche une quelconque des surfaces d’onde caracté-
ristiques du milieu au point singulier situé sur un rayon vecteur paralléle au
rayon considéré, et que ce plan tangent reste paralléle 3 lui-méme pendant que
'onde se déplace. En général 'onde ne présente pas de point singulier au point
ou elle est rencontrée par un rayon paralléle 3 'une des directions singuliéres
du milieu ; car, sil’onde doit en ce point toucher une surface d’onde caractéris-
tique du milieu en un de ses points singuliers, il n’en résulte pas qu'elle doive
étre tangente au cone qui touche en ce point singulier la surface d’onde carac-
téristique; il suffit que le plan tangent & I'onde en ce point soit aussi tangent &
ce cone. La direction du plan tangent a 'onde au point ou elle est rencontrée
par un rayon parallele 3 'une des directions singuliéres du milieu ne peut donc
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étre, en général, déterminée d'une facon compléte que lorsqu’'on connait les
changements de direction et de nature qu’a subis ce rayon avant de se propager
suivant la droite qu’il parcourt actuellement.

Il existe cependant un cas tout a fait spécial, ot I'on peut affirmer que le point
ol I'onde est rencontrée par un rayon paralléle a I'une des directions singuliéres
du milieu est un point singulier; c’est celui ot ce rayon provient d'une infinité
de rayons, formant une surface conique, qui, en se réfléchissant ou en se réfrac-
tant, se sont réunis en un seul : le cone, tangent a 'onde au point ot elle est
rencontrée par ce rayon, a alors ses génératrices paralléles a celles du cone tan-
gent & I'une des surfaces d'onde caractéristiques du milieu au point singulier
situé sur un rayon vecteur paralléle au rayon considéré, et, quand I'onde se pro-
page dans le milieu, son point singulier se déplace en suivant une droite paral-
léle a I'une des directions singuliéres du milieu.

2° Dans une quelconque des surfaces d’onde caractéristiques d’un milieu ho-
mogéne biaxe, 3 chaque plan tangent singulier sont conjugués une infinité de
rayons vecteurs, formant une surface conique et allant aboutir aux différents
points de la courbe suivant laquelle ce plan touche la surface. Ceci posé, il est
facile de voir que, si, dans un systéme de rayons issus d'un méme point et de
méme espéce qui se propage dans un milieu homogéne biaxe, I'un des rayons
est paralléle a I'un des rayons vecteurs qui, dans une quelconque des surfaces
d’onde caractéristiques du milieu, sont conjugués a un plan tangent singulier, il
y aura dans le systéme une infinité d’autres rayons paralléles chacun a I'un des
rayons vecteurs conjugués a ce méme plan tangent singulier : cela est évident
quand les rayons émanent directement d'un point lumineux situé dans le milieu;
si ces rayons, avant de prendre les directions qu’ils suivent actuellement, ont subi
un certain nombre de réflexions et de réfractions, on peut remarquer que, dans
la derniere réflexion ou réfraction qui a donné & ces rayons leurs directions ac-
tuelles, un rayon incident ayant donné naissance & un rayon réfléchi ou réfracté
paralléle al'un des rayons vecteurs dont nous venons de parler, le plan tangent &
la surface d’onde caractéristique du milieu, décrite du point d’incidence comme
centre, au point ou elle est rencontrée par ce rayon réfléchi ou réfracté, la touche
suivant une courbe; donc, d’aprés la construction d’Huyghens, toutes les
droites qui joignent les points de la portion de cette courbe située dans le milieu
considéré au point d'incidence sont autant de rayons réfléchis ou réfractés pro-
venant du méme rayon incident; ces rayons forment une surface conique, et
chaque onde correspondant au systéme des rayons le long de la courbe suivant
laquelle elle est coupée par cette surface conique, est tangente & un méme plan,
paralléle & 'un des plans tangents singuliers des surfaces d’onde caractéristiques
du milieu.
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Nous sommes ainsi conduits au théoréme suivant :

Tugorime IV. — Lorsque, dans un milieu homogéne biaxe, se propage un systéme de
rayons issus d'un méme point et de méme espéce, si Lon peut mener d l'une quelconque
des ondes correspondant d ce systéme un plan tangent paralléle d Fun des plans tangents
singuliers des surfaces d onde caractéristiques du milieu, ce plan touchera [onde le long
dune courbe, et les rayons qui passent par les différents points de cette courbe formeront
une surface conique, dont le sommet se trouvera sur la surface ou ces rayons ont subi
la réflexion ou la réfraction qui leur a donné leurs directions actuelles ou au point
lumineux si les rayons émanent directement d'un point situé dans le milieu ; chacun de
ces rayons sera paralltle ¢ lun des rayons vecleurs qui, dans une quelconque
des surfaces d’onde caractéristiques du miliew, sont conjugués av plan tangent singulier
de cette surface paralléle au plan tangent singulier de onde. Enfin, quand P'onde se
propagera dans le milieu, son plan tangent singulier se déplacera en restant paralléle a
lui-méme.

11 suit de 1a que, toutes les fois que dans un milieu homogeéne biaxe le plan
tangent a 'onde est paralléle & I'un des plans tangents singuliers des surfaces
d’onde caractéristiques du milieu, la direction du rayon qui passe par le point de
contact est indéterminée, en ce sens que ce rayon peut étre paralléle & I'un quel-
conque des rayons vecteurs qui, dans une des surfaces d’onde caractéristiques du
milieu, sont conjugués au plan tangent singulier de cette surface paralléle au plan
tangent a 'onde.

Dans un milieu homogéne uniaxe, les deux nappes d'une surface d’'onde ca-
ractéristique sont tangentes I'une & l'autre en deux points situés sur une droite
passant par le centre commun de ces deux nappes, et dont la direction est ce qu’on
appelle I'aze du milieu. Concevons, dans un pareil milieu, un systéme de rayons
qui, avant la réflexion ou la réfraction qui leur a donné leurs directions actuelles,
étaient de méme espéce; a ces rayons correspondra unsystéme d’ondes 4 deux nap-
pes. i, parmi ces rayons, il s'en trouve un ou plusieurs qui soient parallélesal'axe
du milieu, il est évident que chacun de ces rayons rencontrera au méme point les
deux nappes de chaque onde ; car suivant la direction de I'axe les vitesses ordi-
naire et extraordinaire de la lumiére sont égales entre elles; toutes les fois qu’une
onde est rencontrée par un rayon paralléle a 'axe, le point o ce rayon la tra-
verse est done commun & ses deux nappes; de plus, en ce point commun les deux
nappes de I'onde doivent étre tangentes I'une & 'autre, car en ce point le plan
tangent & chacune de ces nappes doit étre paralléle au plan tangent mené a la
nappe de méme nature de I'une des surfaces d’onde caractéristiques du milieu

au point ou elle est rencontrée par I'axe, plan qui est perpendiculaire 3 Iaxe.
Done :
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Turorime V. — Lorsque, dans un milieu homogéne uniaxe, sepropage un systéme de
rayons issus dun méme point et qui, avant de subir la réflexion ou la réfraction qui
leur a donné leurs directions actuelles, étaient de méme espéce, les deux nappes de chacune
des ondes correspondant a ce sysiéme de rayons sont tangentes Fune a Uautre au point ou
elles sont rencontrées par un rayon paralléle @ Faze du milieu, et le plan tangent commun
aux deux nappes de l'onde en ce point est perpendiculaire d ['axe.

Dans les milieux homogénes isotropes, les rayons vecteurs des surfaces d’onde
caractéristiques sont tous normaux a ces surfaces; il en est de méme dans les
milieux homogénes uniaxes, si on se borne a considérer les nappes ordinaires des
surfaces d’onde caractéristiques. Cette remarque, combinée avec la proposi-
tion I1I, nous permet d’établir un théoréme d’une importance capitale :

TrforiME VI. — Lorsque, dans un milieu homogéne isotrope, se propage un systéme
de rayons issus d'un méme point et de méme espéce, ou lorsque, dans un milieu homogéne
uniaxe, se propage un systéme de rayons ordinaires issus d un méme point et de méme
espéce, ces rayons sont toyjours normaux 4 [ onde qui leur correspond, considérée dans
une quelconque des positions qu’elle occupe successivement.

(Yest, comme on voit, le théoréeme de Malus et de M. Ch. Dupin, mais généra-
lisé, en ce sens que les rayons, avant de pénétrer dans le milieu ou ils se meuvent
actuellement, peuvent avoir traversé des milieux quelconques, homogénes ou
hétérogenes, isotropes ou anisotropes, et avoir subi dans ces milieux des ré-
flexions en nombre quelconque sans que le théoréme cesse d’étre vrai, a condi-
tion que les rayons soient issus originairement d’'un méme point, et que, dans les
changements de direction ou de nature qu’ils subissent, ils restent toujours de
méme espéce.

Le théoréme VI nous conduit a ce corollaire : dans un milieu homogéne iso-
trope, les ondes qui correspondent & un systéme de rayons issus d’'un méme point
et de méme espece forment un systéme de surfaces, telles que toute droite nor-
male al'une d’elles est en méme temps normale a toutes les autres ; c’est ce qu’on
est convenu d’appeler des surfaces paralléles. De méme, dans un milieu homo-
géne uniaxe, les ondes qui correspondent & un systéme de rayons ordinaires issus
d’un méme point et de méme espéce forment un systéme de surfaces paralléles.
Si on considére, au contraire, un systéme de rayons issus d'un méme point et de
meéme espéce, extraordinaires dans un milieu homogéne uniaxe, ordinaires ou
extraordinaires dans un milieu homogeéne biaxe, on voit que ces rayons, sauf
quelques directions particuliéres, ne sont plus normaux aux ondes, et que celles-
cl, par conséquent, ne constituent plus un systéme de surfaces paralléles, du moins
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dans le sens qu’on attache le plus souvent & cette expression. Ces surfaces auront
bien leurs plans tangents paralléles en des points situés sur une méme droite,
mais les droites qui passent parles points de contact des plans tangents paral-
léles ne seront plus en général normales aux ondes.

La réciproque du théoréme VI est vraie, du moins quand on se borne a considé-
rer des milieux homogénes : si, en effet, dans un milieu homogeéne les rayons sont
toujours normaux & I'onde, quelle que soit leur direction, les rayons vecteurs
de la surface d’onde caractéristique du milieu, ou du moins de la nappe de cette
surface qui correspond aux rayons, devront étre tous normaux & cette surface ou
a cette nappe, qui par suite sera sphérique. Donc :

TreoremE VII. — 87, dans un miliew homogéne, les rayons issus dun méme point
et de méme espéce sont toujours normauzr aux ondes qui leur correspondent, quelle que
sout la direction de ces rayons, ce milieu est ou isotrope ou uniaze, et dans ce dernier cas
les rayons normaux aux ondes sont des rayons ordinaires.

Du théoréme III et des différentes propositions que nous en avons déduites
comme corollaires, nous pouvons tirer cette conclusion qui résume tous les dé-
veloppements précédents : si, dans un milieu homogéne, les ondes qui correspon-
dent a un systéme de rayons, issus originairement d’'un méme point et de méme
espéce, se propageant dansle milieu, ne présentent pas nécessairement la forme
des surfaces d’onde caractéristiques du milieu, lorsque ees rayons, avant de
prendre les directions qu’ils suivent actuellement, ont eu a subir un certain nom-
bre de réflexions ou de réfractions, du moins la nature de ces surfaces d’onde
caractéristiques imprime, pour ainsi dire, un cachet spécial & toutes les ondes
qui se meuvent dans le milieu, surtout en ce qui concerne les relations entre les
directions des rayons et celles des plans tangents aux ondes, et certaines parti-
cularités de ces surfaces d’onde caractéristiques se trouvent reproduites sur tou-
tes les ondes qui peuvent cheminer dans le milieu.

B. — De la propagation des rayons paralléles et des ondes planes dons les milieuz

homogénes.

Nous allons maintenant mettre en évidence plusieurs conséquences du théo-
réme III, relatives au cas ou les rayons qui se propagent dans un milieu homo-
géne sont paralléles entre eux. Rappelons d’abord que, dans un milieu homo-
géne quelconque, une onde plane, quelle que soit sa direction, reste toujours, en
se déplacant, plane et paralléle a elle-méme.
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TueoreME VIII. — Si les rayons issus d'un méme point et de méme espéce qui se pro-
pagent dans un milieu homogéne quelconque sont tous paralléles entre eux, Ponde qui
correspond d ces rayons est plane dans chacune des positions qu’elle occupe successivement
et-se déplace en restant paralléle d elle-méme.

En effet, d’aprés le théoréme II1, les rayons étant paralléles, le plan tangent a
I'onde doit avoir la méme direction en tous les points de cette onde, ce qui ne
peut avoir lieu qu'autant que I'onde est plane. La direction de I'onde plane est
toujours conjuguée a la direction commune des rayons paralléles, ordinairement
ou extraordinairement, suivant que ces rayons sont eux-mémes ordinaires ou
extraordinaires ; par suite, si le milieu est isotrope, ou si, le milieu étant uniaxe,
les rayons sont ordinaires, le plan de I'onde est toujours perpendiculaire aux
rayons paralléles.

Mais, de ce que 'onde plane est perpendiculaire aux rayons, on ne peut pas
conclure que le milieu est isotrope, ni méme uniaxe, car, méme dans les milieux
biaxes, il existe trois directions rectangulaires telles que les rayons vecteurs des
surfaces d'onde caractéristiques, paralléles a ces directions, soient normaux
aux deux nappes de ces surfaces; et, dans les milieux uniaxes, tous les rayons
vecteurs des nappes extraordinaires des surfaces d’onde caractéristiques, perpen-
diculaires ou paralléles & 'axe du milieu, sont normaux a ces nappes. Done, de
ce que, dans un milieu homogéne, se propage un systéme de rayons tous paral-
léles entre eux et perpendiculaires aux ondes planes qui leur correspondent, on
peut conclure simplement que le milieu est, ou isotrope, ou uniaxe, les rayons
étant ordinaires, ou uniaxe, les rayons étant extraordinaires et paralléles ou per-
pendiculaires & 'axe du milieu, ou biaxe, les rayons étant ordinaires ou extraor-
dinaires et paralléles a 'un des trois axes de symétrie du milieu.

Le théoréme VIII souffre une exception, trés-particuliére il est vrai, mais que
cependant nous ne devons pas omettre de signaler: cette exception se présente
dans le cas ot, le milieu étant biaxe, les rayons sont paralléles a 'une des direc-
tions singuliéres du milieu; dans ce cas, comme nous I'avons vu, la direction du
plan tangent a Fonde peut varier, celle du rayon restant constante, et par suite,
bien que les rayons soient paralléles entre eux , I'onde qui leur correspond n’est
plus nécessairement plane.

Tarorime IX. — S7, dans un miliew homogéne quelcongue, I'onde correspondant @ un
systéme de rayons issus d’un méme point et de méme espéce est plane dons une quelconque
des positions qu'elle occupe successivement, tous ces rayons sont paralléles entre euz.

En effet, la direction du plan tangent & I'onde étant constante aux différents
points de cette onde, il doit en étre de méme de la direction des rayons qui pas-
sent par ces points.
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Ce théoréme est soumis, comme le précédent, & une exception trés-particu-
liére : si, dans un milieu homogéne biaxe, il se propage une onde plane paralléle
al'un des plans tangents singuliers des surfaces d’onde caractéristiques du mi-
lieu, cette onde restera bien paralléle & elle-méme en se déplacant, mais les
rayons qui lui eorrespondent ne seront plus tous paralléles entre eux ; ils for-
meront des surfaces coniques dont les sommets se trouveront sur la surface ou
ces rayons ont subi leur derniére réflexion ou leur derniére réfraction (théo-
réme IV); les génératrices de tous ces cones seront paralléles entre elles, et par
suite il se propagera dans le milieu une infinité de systémes de rayons paralléles,
chaque systéme ayant une direction différente, et & tous ces systémes de rayons
correspondra un systéme unique d’ondes planes et paralléles entre elles.

Au heu de supposer tous les rayons d'un systéme paralléles entre eux, on
peut imaginer qu'une partie seulement de ces rayons, formant une surface con-
tinue, soient paralléles ; on arrive alors aux propositions suivantes :

TuroriME X. — Si, parmi les rayons issus d'un méme point et de méme espéce qui
se propagent dans un muliew homogéne quelconque, il s'en trouve une infinité, formant
une surface continue, qui soient paralléles entre eux, chacune des ondes qui correspon-
dent au systéme des rayons sera tangente ¢ un méme plan le long de la courbe suivant
laquelle elle est coupée par la surface cylindrique que forment les rayons paralldles; ce
plan tongent singulier aura une direction conjugude d celle des rayons paralléles, ordi-
nairement ou extraordinairement, suivant que ces rayons sont ordinaires ow extraordi~
naires, et se déplacera en restant paralléle & lui-méme & mesure que Ponde se propagera.
(Sauf le cas o, le milieu étant biaxe, les rayons sont paralléles & P'une des
directions singuliéres du milieu.)

Tugoreme XI. — S7, dans un miliew homogéne quelcongue, une onde correspondant @
un systéme de rayons issus d'un méme point et de méme espéce est tangente d un méme
plan le long dune ligne continue, G moins que, le milieu étant biaxe, ce plan ne soit pa-
ralléle & Pun des plans tangents singuliers des surfaces d'onde caractéristiques du milieu,
les rayons qui passent par les différents points de lu ligne de contact sont paralléles enire
eur et forment une surface cylindrique continue.

C. — Des foyers totaux et partiels duns les miliewr homogénes.

Nous allons étudier dans ce paragraphe les conditions qui doivent étre rem-
plies pour que, dans un milieu homogéne quelconque, un certain nombre de
rayons, faisant partie d'un systéme de rayons réfléchis ou réfractés, c’est-
a-dire ayant pris leurs directions actuelles a la suite d’une réflexion ou d’une ré-
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fraction, issus d’'un méme point lumineux et de méme espéce, soient dirigés de
fagon a concourir en un méme foyer, réel ou virtuel. Les propositions que nous
allons démontrer & ce sujet sont vraies, que le point lumineux soit situé dans
le milieu ou se meuvent actuellement les rayons ou dans un autre milieu quel-
conque, homogeéne ou hétérogeéne; elles subsistent quels que soient les milieux
homogénes ou hétérogénes que les rayons aient traversés, et quelles que soient
les réflexions qu’ils aient subies, pourvu que ces rayons soient de méme espéce.

Supposons en premier lieu que, parmi les rayons réfléchis ou réfractés issus
originairement d’'un méme point et de méme espéce qui se propagent dans un
milieu homogéne quelconque, il y en ait deux AO et BO, faisant entre eux un
angle infiniment petit qui aillent concourir en un méme foyer O (fig. 2), et consi-
dérons d’abord le cas ot ce foyer est réel : je dis que les mouve-
ments vibratoires qui se propagent suivant les deux rayons infi-
niment voisins AO et BO arriveront au point O rigoureusement
au méme instant, ou, ce qui revient exactement au méme , que
ces deux rayons infiniment voisins metiront des temps rigoureusement

Fig. 2. N\ égauz pour aller du point lumineux au foyer O. En effet, si ces temps
n'étaient pas rigoureusement égaux, ils ne pourraient différer que d'une quan-
tité infiniment petite, les deux rayons étant infiniment voisins, et, s'il en était
ainsi, 'onde correspondant au systéme dont font partie les deux rayons qui con-
vergent en O, considérée dans la position qu’elle occupe au moment ou sur le
rayon AO le mouvement vibratoire est parvenu en O, serait rencontrée par le
rayon BO en un point C infiniment voisin du point O, d’ou il résulterait que le
rayon BO serait tangent & cette onde en C, ce qui, d’aprés le théoréme III est
évidemment imposssible. Cette démonstration s'étend facilement au cas ou le
foyer O est virtuel, en supposant le milieu ot se meuvent les rayons
réfléchis ou réfractés prolongé au-deld de ses limites de fagon & comprendre le
point O.

I1 suit de la que, si on considére I'onde qui correspond au systéme des rayons
réfiéchis ou réfractés dans une quelconque de ses positions réelles ou virtuelles,
que nous désignerons par £, la lumiére devant mettre des femps rigoureuse-
ment égaux pour aller des points A et B ou cette onde est rencontrée par les
rayons AO et BO au point O (en supposant, si cela est nécessaire, le milieu ot
se meuvent les rayons réfléchis ou réfractés prolongé au-dela de ses limites de
facon a comprendre le point O et 'onde ), les points A et B qui sont infiniment
voisins se trouveront sur la nappe, de méme nature que les rayons, d'une méme
surface d'onde caractéristique du milieu décrite du point O comme centre; si,
par exemple, le milieu est isotrope, ces deux points se trouveront sur une méme
sphére ayant son centre en O. Il est facile de voir d’ailleurs qu’en ces points A
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et B I'onde = doit étre tangente a la nappe, de méme nature que les rayons, de la
surface d’onde caractéristique, décrite du point O comme centre, qui passe par
ces points : en effet, d’aprés le théoréme III, la direction du plan tangent mené
en A par exemple a I'une ou a I'autre de ces deux surfaces devra étre conjuguée
a celle du rayon OA, ordinairement ou extraordinairement suivant la nature
des rayons.

Done, si parmi les rayons réfléchis ou réfractés issus d’'un méme point et de
méme espéce qui se propagent dans un milieu homogéne quelconque, il yena
deux, formant entre eux un angle infiniment petit, qui concourent en un méme
foyer O, réel ou virtuel, I'onde qui correspond a ces rayons, considérée dans une
quelconque de ses positions, réelles ou virtuelles, est nécessairement tangente,
aux deux points infiniment voisins ou elle est rencontrée par les deux rayons qui
se croisent en O, 3 la nappe, de méme nature que les rayons, d'une méme surface
d’onde caractéristique du milieu décrite du point O comme centre.

On peut s’assurer aisément que cette condition nécessaire est aussi suffisante.
En effet, si 'onde X est tangente en A ala nappe, de méme nature que les rayons,
d’une surface d’onde caractéristique décrite du point O comme centre, ce point
O doit se trouver sur la droite conjuguée, ordinairement ou extraordinairement
suivant la nature desrayons, au plan tangent mené en A al'onde £, ¢’est-a-dire
sur le rayon qui passe par le point A; donec si I'onde Z est tangente aux points A
et B a lanappe, de méme nature que les rayons, d’'une méme surface d’onde ca-
ractéristique décrite du point O comme centre, ce point O doit se frouver 4 la fois
sur les rayons qui passent en A et en B, et les directions de ces rayons convergent
en O. Nous sommes ainsi amenés a formuler cette proposition fondamentale :

Tutorime XII. — Pour que, parmi les rayons réfléchis ou réfractés issus d'un
méme point et de méme espéce qui se propagent dans un milieu homogéne quelconque, il
y en ait deux, formant entre eux un angle infiniment petit, dont les directions convergent
en un méme foyer O réel ou virtuel, il faut et il suffit que londe qui correspond aw sys-
téme des rayons réfléchis ou réfractés soit tangente, aux points infiniment voisins ou elle
est rencontrée par ces deux rayons, d la nappe, de méme nature que les rayons, d'une méme
surface donde caractéristique du milieu décrite du foyer O comme centre, dou il suit
que si, dans un miliew homogéne quelconque, deux rayons réfléchis ou réfractés issus
d'un méme point et de méme espéce, faisant entre euz un angle infiniment petit, convergent
en unméme foyer réel, ces rayons mettent des temps rigoureusement égaux pour aller du
point luminewx d ce foyer ety arrivent, par conséquent, sans différence de phase.

N 4 \ A - - -
Il faut remarquer que ce théoréme cesse d’étre vraisi les deux rayons qui
aboutissent au foyer O font entre eux un angle fini, et que, dans ce cas, en suppo-
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sant le foyer réel, les deux rayons ne mettent plus nécessairement des temps
égaux pour aller du point lumineux au foyer.

Si, parmi les rayons réfléchis ou réfractés issus d’'un méme point et de méme
espéce qui se propagent dans un milieu homogéne quelconque, il y en a une infi-
nité, formant, soit une surface continue, soit un faisceau solide, qui convergent en
un méme foyer réel O, comme, d’aprés le théoréme précédent, les temps employés
par deux de ces rayons faisant entre eux un angle infiniment petit pour aller
du point lumineux au foyer sont rigoureusement égaux, on voit que tous les
rayons qui se croisent en ce foyer y arrivent en méme temps, et que, par suite,
leurs intensités s’ajoutent sans qu’il puisse jamais y avoir interférence : remar-
que fort utile dans un grand nombre de circonstances, spécialement pour la
théorie des lentilles, et qui avait été faite depuis longtemps pour le cas particulier
des milieux homogeénes isotropes. Nous nous trouvons done conduits & déduire
du théoréme XII les deux propositions qui vont suivre :

Takorime XIII. — Pour que, parmi les rayons réfléchis ou réfractés issus d'un
méme point et de méme espéce qui se propagent dans un milieu homogeéne quelconque, il
Y en ait une infinité, formant une surface continue, qui aillent converger en un foyer O
réel ou virtuel, il faut et il suffit que Ponde qui correspond au systéme des rayons réflé-
chis ou réfractés, considérée dans une quelconque de ses positions réelles ou virtulles,
soit tangente, le long de la courbe suivant laquelle elle est coupée par cette surface, d la
nappe, de méme nature que les rayons, d'une surface d’onde caractéristique du miliew dé-
crite du foyer partiel O comme centre; d'oti il suit que si, dans un milieu homogéne
quelconque, une infinité de rayons réfléchis ou réfractés issus d'un méme point et de méme
espéce, formant une surface continue, convergent en un méme foyer réel, ces rayons
mettent des temps rigoureusement égaux pour aller du point lumineux d ce foyer et y
arreent, par conséquent, sans différence de phase.

Ce théoréme peut étre regardé comme un corollaire du théoréme XII; mais
on peut aussi, en ce cas, démontrer que la condition énoncée est nécessaire en
suivant une marche un peu différente de celle indiquée plus haut. Soit, en effet,
S une certaine position de I'onde, G la courbe suivant laquelle cette onde est
coupée par la surface conique que forment les rayons qui se croisent au foyer
partiel O : en chacun des points de cette courbe C passe un rayon allant aboutir
en O, et, par suite, en chacun de ces points 'onde S doit étre tangente alanappe,
de méme nature que les rayons, d’une certaine surface caractéristique décrite du
point O comme centre ; si cette surface n’était pas la méme pour tous les points
dela courbe C, I'onde S envelopperait, suivant cette courbe, des nappes de méme
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nature de surfaces d’onde caractéristiques déerites d’'un méme point O comme
centre et correspondant a des temps différents, ce qui est impossible puisque
ces nappes seraient extérieures les unes aux autres et ne pourraient se couper.
On s’assurera, du reste, a I'aide du raisonnement qui nous a servi a démontrer
le théoréme XII, que la condition que nous venons de reconnaitre nécessaire est
aussti suffisante.

Il peut arriver, comme cas particulier, que la surface conique, formée par les
rayons dont les directions coneourent au foyer partiel O, se réduise a une surface
plane : le théoréme XIII subsistera alors sans aucune modification.

Remarquons encore que la nappe, de méme nature que les rayons, de la surface
caractéristique, décrite du foyer partiel O comme centre et correspondant & un
certain temps T, se trouve, par suite de I'entre-croisement des rayons en O étre
tangente a la fois, suivant une courbe continue, a deux ondes, savoir : 4 celle qui
est antérieure de T & I'onde qui passe par le foyer partiel O et a celle qui est pos-
térieure de T a cette méme onde; les deux courbes de contact sont évidemment
symétriques par rapport au point O.

Arrivons enfin au cas ou tous les rayons du systéme sont dirigés de facon a
concourir en un méme foyer, réel ou virtuel, ¢'est-a-dire ott il y a un foyer total.
On verrait exactement, comme dans le cas précédent, que I'onde qui correspond
au systéme des rayons doit étre dans une quelconque de ses positions, réelles ou
virtuelles, tangente en chacun de ses points 4 la nappe, de méme nature que les
rayons, d’'une méme surface d’onde caractéristique décrite du foyer comme cen-
tre, ce qui n'est possible qu'autant que 1'onde coincide avec cette nappe. Si I'onde
est fermée, c’est-a-dire si les rayons réfléchis ou réfractés remplissent tout I'es-
pace, la nappe de la surface d’onde caractéristique coincidera dans toute son
étendue avec I'onde; si, au contraire, ces rayons ne remplissent qu’une portion
de I'espace, cette nappe ne coincidera que dans une partie de son étendue avec
londe. Cette condition nécessaire étant évidemment suffisante d’aprés les re-
marques faites dans la démonstration du théoréme XII, nous pouvons formuler
la proposition suivante qui, d’ailleurs, pouvait étre posée comme corollaire de
ce théoréme sans nouveau raisonnement :

TugoreME XIV. — Pour que tous les rayons réfléchis ow réfractés issus d'un méme
point et de méme espéce qui se propagent dans un milieu homogéne quelconque soient
dirigés de fagon d converger en un foyer total, réel ou virtuel, il faut et il suffit que
londe qui correspond d ce sysiéme de rayons, considérée dans une quelcongue de ses posi-
tions réelles ou virtuelles, coincide avec la nappe, de méme nature que les rayons, d'une
surface donde caractéristique du milieu décrite du foyer comme centre; d’ovs il suit :
1° que Fonde au moment oul elle passe par le foyer total se réduit & un point; 2° que si
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dans un miliew homogéne quelcongue, tous les rayons réfléchis ou réfractés issus d'un
méme point et de méme espéce viennent converger en un méme foyer réel, tous ces
rayons mettent le méme temps pour aller du point lumineux au foyer et y arrivent, par
conséquent, sans différence de phase.

Ce théoréme est la base principale de la théorie des surfaces aplanétiques, et
nous aurons souvent occasion de 'invoquer. Il avait été démontré depuis long-
temps pour le cas particulier des milieux homogénes isotropes en partant des
lois de la réflexion et de la réfraction dans ces milieux.

Le théoréme XIV nous montre que, pour que les ondes réfléchies ou réfractées
qui se propagent dans un milieu homogéne quelconque aient la forme que pré-
sentent les nappes, de méme nature que les rayons réfléchis ou réfractés, des sur-
faces d’onde caractéristiques du milieu, pour que dans un milieu homogéne
isotrope, par exemple, ces ondes soient sphériques, il faut et il suffit que tous les
rayons réfléchis ou réfractés soient dirigés de fagon a concourir en un méme
foyer réel ou virtuel.

S1 du foyer total O comme centre on décrit la nappe, de méme nature que les
rayons, d'une surface d’onde caractéristique correspondant & un certain temps T,
cette nappe coincidera a la fois avec deux ondes, savoir : avee celle qui est anté-
rieure de T au moment ot I'onde se réduit au foyer total et avec celle qui est pos-
térieure de T & ce méme moment. Si les rayons réfléchis ou réfractés ne rem-
plissent pas tout 'espace, ces deux ondes coincideront avec deux parties de la
nappe qui seront limitées par deux courbes symétriques par rapport au foyer et
pouvant empiéter I'une sur lautre; mais si les rayons réfléchis ou réfractés,
avant d’arriver au foyer, remplissent tout I'espace, comme cela a lieu, par exem-
ple, lorsque des rayons émanés, d'un point lumineux situé dans un milieu ho-
mogeéne limité par une surface fermée, viennent aprés réflexion converger en
un foyer unique, les deux ondes coincideront chacune avec la nappe de la
surface d’onde caractéristique dans toute 'étendue de cette nappe, et par suite
coincideront entre elles.

Nous allons maintenant développer différentes conséquences des deux derniers
théorémes que nous venons de démontrer. Lorsqu’un systéme de rayons réflé-
chis ou réfractés issus d'un méme point et de méme espéce se propage dans un
milieu homogéne quelconque, il peut se présenter quatre cas :

1° 11 n’y a ni foyer total, ni foyer partiel.

2° Il y a un nombre fini de foyers partiels isolés les uns des autres. Nous appel-
lerons alors lignes aplanétiques, soit sur la surface réfléchissante ou réfringente,
soit sur les ondes qui correspondent au systéme des rayons réfléchis ou réfractés,
les intersections de ces surfaces avec les cones de rayons qui convergent au méme
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foyer partiel, ces cones pouvant dans des cas particuliers se réduire a des sur-
faces planes.

3° 1y a une infinité de foyers partiels formant une ligne continue que nous
nommons Zgne focale. 11 existe alors sur la surface réfléchissante ou réfringente,
et sur chacune des ondes qui correspondent au systéme des rayons réfléchis ou
réfractés, un systéme continu de lignes aplanétiques, et le systéme des rayons se
décompose en une infinité de surfaces coniques dont les sommets forment une
ligne continue.

4 Iy a un foyer total, et alors la surface réfléchissante ou réfringente est
dite aplanétique.

Ce dernier cas vient d’étre étudié; nous nous arréterons quelque temps a
examiner celui ou il existe une ligne focale. Cette ligne focale peut étre,
soit tout entiére réelle, soit tout entiére virtuelle, soit en partie réelle et en partie
virtuelle ; mais il y a en outre une distinction essentielle a faire. Soit une ligne
focale, réelle ou virtuelle; considérons I'onde réfléchie ou réfractée dans une
quelconque de ses positions réelles ou virtuelles : si, pour aller de cette onde aux
différents points de la ligne focale, tous les rayons mettent des temps égaux, en
supposant, si cela est nécessaire, le milieu ot se meuvent les rayons prolongé
au-dela de ses limites de facon a comprendre cette onde et la ligne focale tout
entiére, nous dirons que cette ligne focale est isochrone; dans le cas contraire
nous l'appellerons anisochrone. On voit que, lorsqu'une ligne focale réelle est
isochrone, tous les rayons réfléchis ou réfractés mettent le méme temps pour aller
du point lumineux aux différents points de cette ligne focale, tandis qu'en gé-
néral, ce sont seulement les rayons convergeant en un méme point de la ligne
focale réelle qui emploient des temps égaux pour se propager du point lumineux
au foyer partiel.

Soit L une ligne focale isochrone dans un milieu homogéne quelconque, S
une position quelconque, réelle ou virtuelle de 'onde correspondant au systéme
des rayons réfléchis ou réfractés : d’aprés le théoréme XIII, 'onde S doit étre tan-
gente, le long d'une courbe, ala nappe, de méme nature que les rayons, de sur-
faces d’onde caractéristiques décrites de chacun des points de la ligne L comme
centre. Pour que la ligne focale soit isochrone, il faut que la lumiére mette des
temps égaux pour aller de I'onde S aux différents points de la ligne L, et par
suite que les surfaces d’onde caractéristiques, décrites des différents points de
la ligne L comme centres et dont les nappes, de méme nature que les rayons,
sont tangentes & 'onde S, correspondent au méme temps. Réciproquement, si
cetle condition est remplie, les rayons iront aboutir aux différents points de la
ligne L et mettront des temps égaux pour aller de I'onde S & la ligne L qui par
suite sera isochrone; done :

Document numérisé par la Bibliothéque Interuniversitaire Scientifique Jussieu - UPMC



— 33 —

Trrorime XV. — Pour que, des rayons réfléchis ou réfractés issus d’un méme point
et de méme espéce se propageant dans un milieu homogéne quelconque, une ligne L soit
pour ces rayons une ligne focale isochrone, il faut et il suffit que I'onde qui correspond d
ces rayons soit, dans une quelconque de ses positions réelles ou virtuelles, I'enveloppe des
nappes, de méme nature que les rayons, de surfaces d'onde caractéristiques du milieu,
décrites des différents points de la ligne L comme centres et correspondant d un méme
temps ; dou il suit que l'onde, dans une certaine position, soit réelle, soit virtuelle, doit
se réduire d la ligne focale isochrone.

Lorsquil existe une ligne focale isochrone, chaque onde correspondant au
systéme des rayons réfléchis ou réfractés présente un systéme continu de lignes
aplanétiques.

Pour trouver, sur I'une de ces ondes, la ligne aplanétique qui correspond
a un point donné de la ligne focale, il suffit évidemment de décrire, de ce point
comme centre, une surface d'onde caractéristique du milieu dont la nappe, de
méme nature que les rayons, soit tangente al’'onde ; la tangence auralieu le long
d’une ligne qui sera la ligne aplanétique cherchée.

Sur la surface réfléchissante ou réfringente, il est également facile de trouver
la ligne aplanétique qui correspond & un point donné A de la ligne focale iso-
chrone : en effet, comme, dans une de ses positions, 'onde se réduit a cette ligne,
en menant les droites dont les directions sont conjuguées, ordinairement ou
extraordinairement suivant la nature des rayons, & celles des plans tangents
a la ligne focale en A, on a les rayons qui convergent en A; ces rayons for-
ment une surface conique (pouvant, dans des cas particuliers, se réduire a une
surface plane), dont I'intersection avec la surface réfléchissante ou réfringente est
la ligne aplanétique demandée.

Si le milieu est isotrope, ou si, le milieu étant uniaxe, les rayons sont ordi-
naires, les rayons qui convergent en un méme point A de la ligne focale iso-
chrone doivent étre perpendiculaires aux plans tangents a la ligne focale, en A,
et par suite a la tangente menée a cette ligne par le point A; ils sont done tous
contenus dans un méme plan qui est le plan normal a la ligne focale en A, d’ou
le théoréme suivant :

Tutorime XVI. — Sz, aans un miliew homogéne isotrope, ou, les rayons étant ordi-
naires, dans un miliew homogéne uniaze, des rayons issus d'un méme point et de méme
espéce donnent naissance d une ligne focale isochrone, ceux de ces rayons dont les direc-
tions convergent en un méme point, réel ou virtuel, de cette ligne sont contenus dans un
méme plan normal d la ligne focale, et, par suite, les lignes aplanétiques, tant sur la
surface réfléchissante ou réfringente que sur chacune des ondes qui correspondent au
systéme des rayons, sont planes.
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Quand il existe une ligne focale anisochrone, 1'onde, dans une quelconque de
ses positions réelles ou virtuelles, est encore I'enveloppe des nappes, de méme
nature que les rayons, de surfaces d’onde caractéristiques du milieu, décrites des
différents points de la ligne focale comme centres ; mais ces surfaces d’onde ca-
ractéristiques ne correspondent plus a des temps égaux. Pour obtenir, dans ce
cas, sur l'une des ondes qui correspondent au systéme des rayons réfléchis ou
réfractés, la ligne aplanétique relative & un point donné de cette ligne focale,
il suffit encore de décrire, de ce point comme centre, une surface d’'onde caracté-
ristique dont la nappe, de méme nature que les rayons, soit tangente al'onde;
la tangence aura lieule long d'une ligne qui sera la ligne aplanétique demandée.
Cette construction est évidemment applicable au cas ou il existe un ou plusieurs
foyers partiels isolés.

Lorsque la ligne focale est anisochrone, l'onde, dans aucune de ses positions,
soit réelles, soit virtuelles, ne se réduit a cette ligne ; elle passe done successive-
ment par les différents points de cette ligne. Considérons 'onde dans la position,
réelle ou virtuelle, o elle passe par un point A d'une ligne focale anisochrone :
d’aprés le théoréme XIII, tous les rayons qui convergent en A, arrivent en
méme temps en ce point; au point A l'onde devra donc étre tangente
a la fois & tous les plans conjugués, ordinairement ou extraordinaire-
ment suivant la nature des rayons, aux rayons qui aboutissent en A, et par
conséquent au céne qui enveloppe tous ces plans; 'onde présentera donc
en A ce qu'on appelle un point singulier. Il n’y a d’exception & cette régle
que dans un cas trés-particulier; c’est celui ou, le milieu étant biaxe, chacun
des rayons qui convergent en A est paralléle a I'un des rayons vecteurs dont
les directions, dans les surfaces d’onde caractéristiques de ce milieu, sont
conjuguées a celles des plans tangents singuliers de ces surfaces. Tout ce que
nous venons de dire s’applique évidemment au cas ou 'onde passe par un foyer
partiel isolé.

Réciproquement, si I'onde, dans une quelconque de ses positions réelles ou vir-
tuelles, présente en A un point singulier, on peut affirmer que ce point A est un
foyer partiel isolé, ou un point appartenant a une ligne focale anisochrone ; car
aux plans tangents & 'onde en A sont alors conjugués une infinité de rayons,
formant une surface conique. Ici encore la régle générale présente une excep-
tion trés-particuliere. En effet, si, le milieu étant biaxe, le cone tangent a I'onde
en A a ses génératrices paralléles a celles du cone tangent & I'une des surfaces
d’onde caractéristiques en un de ses points singuliers, & tous les plans tangents
al'onde en A sera conjuguée une direction unique, qui sera I'une des directions
singuliéres du milieu; il ne passera donc en A gqu'un rayon unique, mais ce
rayon, d’aprés une remarque faite précédemment, sera constitué par la super-
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position d’une infinité de rayons réfléchis ou réfractés, provenant d'un céne de
rayons incidents. Nous pouvons donc énoncer le théoréme suivant :

TreoriME XVII. — Toutes les fois que, dans un miliew homogéne quelconque, I'onde
correspondant & un systéme de rayons issus d'un méme paint et de méme espéce passe
par un foyer partiel, réel ou virtuel, ne faisant pas partie d’'une ligne focale isochrone,
elle présente en ce foyer un point sinqulier, ou, si le milieu est biaxe, le plan tangent a
Ponde mené par ce foyer est paralléle d Fun des plans tangents sinquliers des surfaces
donde caractéristiques du milieu. Réciproquement, toutes les fois que I'onde, dans une
quelcongque de ses positions réelles ou virtuelles, présente un point singulier, ce point
singulier est un foyer partiel n’appartenant pas @ une ligne focale isochrone, @ moins
que, le miliew étant biaxe, le cone tangent @ londe en ce point singulier n’ait ses
génératrices paralldles a celles du cone tangent & Pune des surfaces d’onde caractéris-
tiques du miliew en un de ses points singuliers.

De ce théoréme résulte une construction trés-simple pour trouver sur la sur-
face réfléchissante ou réfringente la ligne aplanétique qui correspond a un
foyer partiel isolé, ou & un point d'une ligne focale anisochrone; en effet, sauf
I'exception signalée plus haut, 'onde au point donné sera tangente & un céne;
si on méne par ce point les droites dont les directions sont conjuguées, ordinai-
rement ou extraordinairement suivant la nature des rayons, a celles des plans
tangents a ce cone, ces droites formeront une surface conique dont I'intersection
avec la surface réfléchissante ou réfringente sera la ligne aplanétique demandée.
Si, en particulier, le milieu est isotrope, ou si, le milieu étant uniaxe, les rayons
sont ordinaires, le cone dont nous venons de parler aura ses génératrices per-
pendiculaires a celles du ¢one tangent a 'onde au foyer partiel.

En résumé, un systéme de rayons issus d'un méme point et de méme espéce
se propageant dans un milieu homogéne quelconque.

1° Si I'onde qui correspond & ces rayons, considérée dans toutes les positions
réelles et virtuelles qu’elle occupe successivement, ne se réduit jamais, ni & un
point, ni & une ligne, et que, dans aucune de ses positions, elle ne présente de
point singulier, il n’y a ni foyer total, ni foyer partiel (a moins que, le milieu
étant biaxe, une infinité de rayons incidents, formant une surface, ne donnent
naissance & une infinité de faisceaux coniques de rayons réfléchis ou réfractés,
qui, en s’entre-croisant, peuvent donner lieu a des foyers partiels sans que 'onde
présente de point singulier) ;

2° Si Ponde, sans jamais se réduire, ni & une ligne, ni a un point, présente, dans
une ou plusieurs positions isolées, un ou plusieurs points singuliers, ces points
singuliers sont autant de foyers partiels isolés (toutefois, si le milieu est biaxe,
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les points singuliers de 'onde ou le céne tangent & l'onde a ses génératrices
paralléles a celles du cone tangent & I'une des surfaces d’onde caractéristiques
du milieu en un de ses points singuliers, sont la reproduction des points singu-
liers de ces surfaces d’onde caractéristiques et n’accusent pas1’existence de foyers
partiels);

3’ 51 l'onde, sans jamais se réduire, nia une ligne, ni & un point, présente un
point singulier dans une série continue de positions, la ligne que déerit ce
point est une ligne focale anisochrone (sauf I'exception indiquée dans le cas
précédent);

4° Si T'onde, dans une certaine posilion, soit réelle, soit virtuelle, se réduit &
une ligne, cette ligne est une ligne focale isochrone ;

5° Sil'onde, dans une certaine position, soit réelle, soit virtuelle, se réduit &
un point, ce point est un foyer total.

D. — De la construction générale des ondes réfléchies ou réfractées.

Soient deux milieux homogénes quelconques, séparés par une surface conti-
nue; supposons que, dans I'un de ces milieux, se propage un systéme de rayons
de méme espéce, issus originairement d'un point lumineux situé dans ce milieu
ou dans un autre milieu quelconque, homogéne ou hétérogéne : a ce systéme de
rayons correspond un systéme d’ondes, que nous nommerons ondes incidentes,
et, comme les rayons sont de méme espéce, chaque onde incidente est formée
d’'une nappe unique et continue. Lorsque les rayons incidents viennent & ren-
contrer la surface de séparation des deux milieux, la lumiére se divise en deux
parties, dont 'une rebrousse chemin dans le premier milieu et est dite réfléchie,
tandis que l'autre pénétre dans le second milieu, s'il est transparent, et est dite
réfractée.

Ceci posé, considérons T'onde incidente dans une certaine position S, ou elle
coupe la surface de séparation des deux milieux, et proposons-nous de trouver
la position de I'onde réfléchie ou réfractée au bout d’'un temps donné T. Le
principe d’Huyghens nous fournira la solution de ce probléme fondamental.
Supposons qu'il s'agisse d’abord de l'onde réfractée : des différents points de
la courbe, suivant laquelle I'onde S coupe la surface réfringente, comme centres,
nous décrirons des surfaces d’onde caractéristiques du second milieu corres-
pondant au temps T; nous chercherons ensuite l'intersection de I'onde inci-
dente postérieure de = & 'onde S avec la surface réfringente, et, des différents
points de cette courbe comme centres, nous décrirons des surfaces d’onde ca-
ractéristiques du second milieu correspondant au temps T —+. Nous donnerons
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a = toutes les valeurs positives comprises entre zéro et T, et toutes les valeurs
négatives comprises depuis zéro jusqu’a une certaine valeur limite, pour laquelle
I'onde incidente devient tangente a la surface réfringente et cesse de la couper;
I'enveloppe des portions des surfaces d’onde caractéristiques du second milieu,
ainsi décrites des différents points de la surface réfringente comme centres, qui
sont situées dans le second milieu, est 'onde réfractée au bout du temps T. En
d’autres termes, de chaque point de la surface réfringente comme centre, on
décrit une surface d’onde caractéristique du second milieu correspondant au
temps T—r, = étant I'intervalle qui s’écoule entre le moment ot I'onde incidente
passe par la position S prise pour origine, et celui ou elle passe par le point
considéré, et ce temps + étant pris positivement ou négativement, suivant que
le premier de ces deux moments est antérieur ou postérieur au second; 'enve-
loppe des portions, situées dans le second milieu, de toutes ces surfaces d’onde
caractéristiques est I'onde réfractée demandée. Une construction absolument
semblable & la précédente donne la position de I'onde réfléchie au bout du
temps T; mais dans ce cas les surfaces d'onde caractéristiques, qu'on doit dé-
crire des différents points de la surface réfléchissante comme centres, sont celles
du premier milieu, et c’'est I'enveloppe des portions situées dans le premier
milieu de ces surfaces d’onde caractéristiques qui est 'onde réfléchie cherchée.

Si le second milieu est biréfringent dans le cas de la réfraction, si le premier
milieu est biréfringent dans le cas de la réflexion, 'onde réfléchie ou réfractée
aura, en général, deux nappes, ce qui signifie qu'a un systéme de rayons inci-
dents de méme espéce correspondent alors, en général, deux systémes distinets
de rayons réfléchis ou réfractés, qui doivent étre considérés comme d’espéces
différentes. Il faut remarquer, du reste, que le nombre des systémes de rayons
qui se propagent dans un milieu homogéne quelconque peut étre inférieur au
nombre de nappes que présente chacune des ondes qui correspondent & ces
rayons : si, par exemple, la lumiére émane d’'un point situé dans un milieu biré-
fringent, il y aura un systéme unique de rayons auquel correspondront des ondes
a deux nappes; mais, dans ce cas, les rayons étant a la fois ordinaires et extraor-
dinaires, le systéme qu'ils forment doit étre considéré comme la superposition
de deux systémes d’espéces différentes, ce qui explique pourquoi les ondes ont
deux nappes, et aussi pourquoi chacun de ces rayons peut, en se réfléchissant,
donner naissance a quatre rayons réfléchis, et, en se réfractant, & quatre rayons
réfractés, si le second milieu est biréfringent.

Revenons maintenant au cas général : soit un rayon incident qui rencontre la
surface de séparation au point A, pour avoir les directions des rayons réfléchis
ou réfractés qui proviennent de ce rayon incident, il faut chercher les points ou
la surface d'onde caractéristique décrite du point A comme centre touche I'enve-
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loppe commune, ¢’est-a-dire I'onde réfléchie ou réfractée, et joindre ces points au
point A. Dans le cas de la réflexion, on obtiendra par cette construction un rayon
réfléchi unique, si le premier milieu est monoréfringent, et on pourra en trouver
deux, si ce milieu est biréfringent. Dans le cas de la réfraction, cette cons-
truction ne fournira jamais plus d’'un rayon réfracté, si le second milieu est
monoréfringent, mais pourra en donner deux si ce milieu est biréfringent.

Il peut arriver que lasurface d’onde caractéristique, décrite, dans la construc-
tion dont nous nous occupons, d'un certain point de la surface de séparation
comme centre, soit intérieure ou extérieure a toutes celles décrites des autres
points de cette surface comme centres, et ne touche pas I'enveloppe commune dé
ces surfaces; si ces surfaces d’onde caractéristiques ont deux nappes, la nappe
ordinaire de I'une d’entre elles pourra étre intérieure ou extérieure aux nappes
ordinaires de toutes les autres, sans que pour cela la nappe extraordinaire de
cette surface soit intérieure ou extérieure aux nappes extraordinaires de toutes
les autres, et réciproquement. Supposons d’abord qu’il s'agisse d'une réfraction ;
si, le second milieu étant monoréfringent, la surface d’onde caractéristique, dé-
crite d'un certain point A de la surface réfringente comme centre, ne touche pas
I'enveloppe commune, cela indique qu’il n’y a pas deréfraction en A, et que, par
suite, le rayon incident qui aboutit en A subit en ce point une réflexion totale; si
le second milieu est biréfringent, lorsqu’une des nappes de la surface d’onde carac-
téristique, décrite du point A comme centre, ne touche pas!l’enveloppe commune,
il faut en conclure que le rayon incident qui arrive en A ne donne naissance qu'a
un seul rayon réfracté; mais, si aucune des deux nappes de cette surface d’'onde
caractéristique ne touche I'enveloppe commune, il n’y a pas de rayon réfracté et
le rayon incident se réfléchit totalement en A. Passons maintenant au cas de la
réflexion : si le premier milieu est monoréfringent, aucune des surfaces d’onde
caractéristiques, décrites des différents points de la surface réfléchissante comme
centres ne peut étre extérieure ou intérieure  toutes les autres, et, par suite, a
chaque rayon incident correspond toujours un rayon réfléchi unique; si le pre-
mier milieu est biréfringent, la nappe, de méme nature que les rayons incidents,
de chacune des surfaces d’onde caractéristiques, décrites des différents points de
la surface réfléchissante comme centres, touche toujours I'enveloppe commune,
et par suite, & chaque rayon incident correspond toujours au moins un rayon
réfléchi, qui sera le rayon (0,0) ou le rayon (e,e), suivant que le rayon incident est
ordinaire ou extraordinaire; mais I'autre rayon réfléchi, le rayon (o,¢) ou (e,0),
pourra manquer, et manquera en effet, si la nappe de la surface d’onde caracté-
ristique décrite du point d’incidence comme centre, qui est de nature différente
de celle des rayons, ne touche pas I'enveloppe commune.

Nous allons actuellement déduire de la construction générale de I'onde réflé-
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chie ou réfractée plusieurs conséquences qui pourront nous étre utiles par la
suite.

I. — La construction de l'onde réfléchie ou réfractée montre immédiatement
que la surface réfléchissante ou réfringente peut étre considérée comme le lieu
des intersections des ondes incidentes avec les ondes réfléchies ou réfractées cor-
respondant au méme temps. Cette remarque va nous permettre de résoudre le
probléme suivant : étant données une position réelle S de I'onde incidente et une
position également réelle S' de I'onde réfléchie ou réfractée ou d'une des nappes
de cette onde, si elle en a deux, et connaissant de plus le temps T que met la lu-
miére pour aller de 'onde S a I'onde §, trouver la surface réfléchissante ou ré-
fringente. Il s'agit uniquement de déterminer les ondes incidentes et les ondes
réfléchies ouréfractées qui correspondent au méme temps. Soit une onde incidente
postérieure de © & I'onde S, 'onde réfléchie ou réfractée qui correspond au méme
tempsseraantérieure de T—v al'ondeS', si+ est compris entre zéro et T, postérieure
de =—T & londe S, si 7 est plus grand que T; soit maintenant une onde incidente
antérieure de = a Uonde S, 'onde réfléchie ou réfractée qui correspond au méme
temps sera antérieure de T++ a 'onde §'. En définitive, la surface réfléchissante
ou réfringente est donc le lieu des intersections des ondes incidentes séparées de
I'onde S par un intervalle de temps = avec les ondes réfléchies ou réfractées sé-
parées de l'onde §' par un intervalle de temps T—, en convenant que I'onde
incidente doit étre regardée comme “postérieure ou comme antérieure 3 'onde S,
suivant que 7 est positif ou négatif et que I'onde réfléchie ou réfractée doit étre
considérée comme postérieure ou comme antérieure & I'onde ' suivant que T—=
est négatif ou positif; on devra, d’ailleurs, donner & = toutes les valeurs pour les-
quelles il y a intersection entre 'onde incidente et 'onde réfléchie ou réfractée.
Le probléme est impossible lorsque, pour aucune valeur de -, il n’y a intersection
entre cesondes. I est clair, du reste, que, les positions réelles S et 5" étant données,
le probléme n’est possible qu’autant que la valeur du temps T que met la lumiére
pour aller d'une de ces ondes & l'autre ne dépasse pas une certaine limite, car ce
temps ne peut jamais devenir infini, & moins que I'une des ondes ne soit elle-
méme a linfini. Si I'on donne a T toutes les valeurs pour lesquelles le probléme
est possible, on aura le systéme des surfaces réfléchissantes ou réfringentes qui
peuvent transformer I'onde incidente S dans I'onde réfléchie ou réfractée S'.

Comme cas particulier, on peut supposer que les ondes S et S’ se réduisent
chacune & un point, ¢'est-a-dire chercher les surfaces réfléchissantes ou réfrin-
gentes qui font converger en un point donné les rayons émanés d'un point lu-
mineux également donné; ces surfaces recoivent, comme nous avons déja eu
occasion de le dire, la qualification d'aplanétiques, et leur théorie complete exige
des développements spéciaux, qui feront I'objet de la seconde partie de ce travail.
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II. —La construction bien connue indiquée, par Huygens, pour déterminer la
direction du rayon réfléchi ou réfracté, connaissant celle du rayon incident et
aussi celle du plan tangent a la surface réfléchissante ou réfringente au point
d’incidence, peut se déduire facilement de la construction générale de I'onde
réfléchie ou réfractée. Il suffit, pour cela, d'imaginer que le rayon incident
fasse partie d’'un systéme de rayons paralléles de méme espéce, que la surface de
séparation soit plane, et que sa direction soit celle du plan tangent & la surface
réfléchissante ou réfringente réelle au point d’'incidence, hypothéses qui n’al-

Fig. 8. téreront en rien la direction du rayon réfléchi ou

D réfracté; Ponde incidente sera alors plane ainsi que
I'onde réfléchie ou réfractée. Soient (fig. 3) OA le
rayon incident, P 'onde plane incidente passant par
Ie point A, P’ la position de l'onde plane réfléchie
ou réfractée au bout d’'un temps égal a I'unité, compté
a partir du moment ot I'onde incidente occupe la
position P : Ponde P’ sera tangente & la nappe, de
méme nature que les rayons auxquels correspond cette onde P’, de la surface
d'onde caractéristique du premier ou du second milieu, suivant qu'il s’agit
d’une réflexion ou d'une réfraction, décrite du point A comme centre et cor-
respondant & Punité de temps, et en joignant le point de contact au point A
on aura le rayon réfléchi ou réfracté cherché. De plus le plan P’ coupe la surface
plane réfléchissante ou réfringente suivant la méme droite que I'onde incidente,
considérée dans la position qu’elle occupe au bout de l'unité de temps : pour
trouver cette position de l'onde incidente il suffit évidemment de décrire du
point A comme centre la nappe, de méme nature que les rayons incidents, de la
surface d’onde caraetéristique du premier milieu correspondant a l'unité de
temps, et de mener & la portion de cette nappe qui est comprise dans le second
milieu un plan tangent paralléle au plan P, ou, ce qui revient exactement au
méme, de prolonger le rayon incident OA jusqu'a sa rencontre avec cette nappe,
et de mener 4 cette nappe au point ou elle est rencontrée par le rayon incident
prolongé un plan tangent, qui sera nécessairement paralléle au plan P. Nous
arrivons ainsi & la construction suivante qui n’est autre que celle d’ Huyghens.

Etant donnée la direction d'un rayon incident, et de plus sa nature si le milieu
ou il se meut est biréfringent, et connaissant la direction du plan tangent a la
surface réfléchissante ou réfringente au point d’incidence, pour trouver les
directions des rayons réfléchis ou réfractés provenant de ce rayon incident, du
point d’incidence comme centre on décrira les surfaces d’'onde X et ' caractéris-
tiques du premier et du second milieu et correspondant & I'unité de temps; on
prolongera le rayon incident; par le point de rencontre de ce rayon incident
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prolongé avec la surface I, si le premier milieu est monoréfringent, avec celle
des nappes de la surface Z qui est de méme nature que lui, si, le premier milieu
étant biréfringent, le rayon incident est seulement ordinaire ou seulement ex-
traordinaire, on ménera un plan tangent a cette surface ou & cette nappe;
si, le premier milieu étant biréfringent, le rayon incident est a la fois ordinaire
et extraordinaire, on ménera par les points, ou ce rayon prolongé rencontre les
deux nappes de la surface I, des plans tangents a ces deux nappes; pour avoir
les rayons réfractés, par la droite ou par les droites d’intersection de ce plan
tangent ou de ces plans tangents avec le plan tangent a la surface de séparation
au point d’'incidence,’on ménera autant de plans tangents qu’il sera possible & la
partie de la surface X' qui est comprise dans le second milieu, et on joindra les
points de contact au point d’'incidence; pour avoir les rayons réfléchis, on me-
nera par les mémes droites d'intersection autant de plans tangents qu’il sera
possible & la partie de la surface = qui est comprise dans le premier milieu, et on
joindra les points de contact au point d'incidence.

Nous ne nous arréterons pas a discuter les conséquences connues qui résul-
tent de cette construction lorsqu’un des milieux étant biaxe, la surface £ ou la
surface X' présente des points singuliers et des plans tangents singuliers. Les
phénomenes particuliers qui peuvent alors se produire pour certaines directions
du rayon incident ont été étudiés avec soin, au point de vue théorique par
M. Hamilton et expérimentalement par M. Lloyd, et constituent ce qu’on est
convenu d’appeler la réfraction conique intérieure ou extérieure.

Mais nous devons faire remarquer que la construction d’'Huyghens permet,
en général, étant données la direction d'un rayon incident et celle d'un rayon
réfléchi ou réfracté provenant de ce rayon incident, étantconnue de plus la na-
ture de chacun de ces rayons si le milieu dans lequel il se propage est biréfrin-
gent, de déterminer la direction du plan tangent a la surface réfléchissante
ou réfringente au point d’incidence. A cet effet, du point d’incidence comme
centre, on décrira la surface d'onde T caractéristique du premier milieu et cor-
respondant a I'unité de temps, s'il s'agit d'une réflexion,les surfaces d’onde £ et
¥’ caractéristiques du premier et du second milieu et correspondant a I'unité de
temps, s'il s'agit d'une réfraction; par le point, ou le rayon incident prolongé
rencontre la surface X, ou, si le premier milieu est biréfringent, celle des nappes
de cette surface qui est de méme nature que lui, on meénera un plan tangent P &
cette surface ou a cette nappe ; par le point ol le rayon réfléchi rencontre la sur-
face X, ou, si le premier milieu est biréfringent, la nappe de cette surface qui est
de méme nature que lui, ou bien par le point ot le rayon réfracté rencontre la
surface X', ou, si le second milieu est biréfringent, la nappe de cette surface qui
est de méme nature que lui, on ménera un plan tangent P’ & cette surface ou &

6
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cette nappe : enfin par la droite d'intersection des plans P et P’ et par le point
d’incidence on fera passer un plan qui sera le plan cherché. Siles deux plans
tangents P et P’ sont paralléles entre eux, le plan demandé sera paralléle & ces
deux plans ; la droite d’intersection des deux plans P et P’ ne pouvant d’ailleurs
jamais passer par le point d’incidence, la construction que nous venons d’indi-
quer donnera toujours un plan, et un seul, saufle cas particulier ou, I'un des deux
milieux étant biaxe, le rayon incident ou le rayon réfléchi, si ¢’est le premier
milieu, le rayon réfracté, si c¢’est le second, rencontre la surface d’onde caracté-
ristique de ce milieu en un de ses points singuliers. Bien que, en laissant de coté
cette exception, on trouve toujours un plan et un seul passant par l'intersection
desplans P et P’ et parle point d’incidence, le probléme n’est possible, quelles que
soient les deux directions données pour les rayons, que s’1l Sagit d’'une réflexion
homologue; s’il y a réflexion antilogue ou réfraction, le probléme peut devenir
impossible dans certains cas : ¢’est ce qui arrivera pour la réfraction, si le plan
déterminé par la construction indiquée plus haut est compris dans I'angle formé
par le rayon incident prolongé et par le rayon réfracté, et, pour la réflexion an-
tilogue, si ce plan est compris dans 'angle formé par le rayon incident et par le
rayon réfléchi; nous développerons ce point en parlant des surfaces aplané-
tiques.

III. — La construction d'Huyghens montre qu’il y a toujours réciprocité en-
tre les rayons incidents, d’une part, et les rayons réfléchis ou réfractés, de I'autre,
proposition qui doit étre entendue en ce sens que, si on imagine dans le premier
oudans le second milieu, suivant qu’il s’'agit d'une réflexion ou d’une réfraction,
un systéme de rayons incidents dirigés suivant les mémes droites que les rayons
réfléchis ou réfractés, mais en sensinverse, et de méme nature qu’eux, les rayons
réfléchis ou réfractés qui proviendront de ces derniers rayons incidents et qui
seront de méme nature que les premiers rayons incidents prendront les direc-
tions de ceux-ci, mais en se propageant en sens inverse.

IV. — On voit encore facilement que, si la surface de séparation de deux mi-
lieux homogénes est plane, et si les rayons incidents appartenant & un méme
systéme sont fous paralleles entre eux, chacun des systémes de rayons réfléchis
ou réfractés, auquels donneront naissance ces rayons incidents, sera formé de
rayons tous paralléles entre eux. Réciproquement, si les rayons incidents étant
paralléles entre eux, 'un des systémes de rayons réfléchis ou réfractés qui en
proviennent est constitué par des rayons tous paralléles entre eux, le plan tan-
gent a la surface de séparation des deux milieux doit conserver une direction
constante en tous les points de cette surface, et, par suite, cette surface doit étre

plane; donc :
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TueoreME XVIIL. — Pour que la surface de séparation de deux milieuxr homogénes
quelconques soit plane, il faut et il suffit qu'un quelconque des systémes de rayons réfléchis
ou réfractés se propageant dans L'un des milieux et provenant d'un systéme de rayons issus
d’'un méme point, de méme espéce et tous paralléles entre eux, soit formé de rayons tous
paralléles entre euz.

Si le milieu dans lequel se meuvent les rayons incidents est biaxe, et si les
rayons incidents paralléles qui se propagent dans ce milieu sont paralléles a
I'une des directions singulieres du milieu, chacun de ces rayons, en se réfléchis-
sant ou en se réfractant, donnera naissance a un faisceau conique de rayons; mais
si la surface de séparation est plane, ces cénes de rayons réfléchis ou réfractés
auront leurs génératrices respectivement paralléles entre elles, et on pourra dire
que le systéme des rayons incidents donne naissance & une infinité de systémes
de rayons réfléchis ou réfractés, dont chacun est formé de rayons paralléles entre
eux, de telle sorte que le théoréme précédent ne se trouve pas en défaut dans ce
cas particulier.

V. — Nous allons nous occuper maintenant de chercher la direction du rayon
incident qui, en un point donné de la surface de séparation de deux milieux
homogénes quelconques, se réfléchit en revenant sur lui-méme ou se réfracte
sans déviation.

Supposons d’abord qu’il s’agisse d’'une réflexion homologue; si un rayon se
réfléchit alors de facon a revenir sur lui-méme, la construction indiquée plus
haut pour trouver la direction du plan tangent a la surface réfléchissante au
point d’'incidence, nous fait voir immédiatement que.ce plan tangent est paralléle
au plan tangent mené a la surface d’onde caractéristique du premier milieu, dé-
crite du point d’incidence comme centre et correspondant a I'unité de temps, ou,
si le premier milieu est biréfringent, a celle des nappes de cette surface qui est
de méme nature que le rayon incident, au point ou cette surface ou cette nappe
est rencontrée par le rayon incident prolongé; la construction d’'Huyghens
montre d’ailleurs que cette condition est suffisante ; done :

TutoreME XIX. — Pour qu'un rayon qui se propage dans un miliew homogéne quel-
congque se réfléchisse en revenant sur lui-méme, la réflexion étant homologue, il faut et
il suffit que le plan tangent @ la surface réfléchissante au point d'incidence ait une di-

rection conjuguée @ celle du rayon, ordinairement ou extraordinairement suivant la
nature de ce rayon.

51 le milieu est isotrope, ou s'il est uniaxe, le rayon étant ordinaire, pour qu'un
rayon revienne sur lui-méme par suite d’'une réflexion homologue, il faut et il
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suffit, d’apreés le théoréme précédent, que ce rayon soit normal & la surface réflé-
chissante au point d’incidence.

Passons au cas de la réfraction : on peut se proposer, étant données la direc-
tion d'un rayon incident et sa nature, ainsi que la nature du rayon réfracté, de
trouver la direction que doit avoir le plan tangent & la surface réfringente au
point d'incidence, pour que le rayon incident et le rayon réfracté soient sur le
prolongement I'un de I'autre, ou, en d’autres termes, pour que le rayon incident
pénétre dans le second milieu sans se briser. La construction d’'Huyghens nous
fournira encore la solution de ce probléme : d’'un point quelconque O comme
centre, on décrira les nappes X et X' des surfaces d’onde caractéristiques des deux
milieux correspondant a l'unité de temps,qui sont respectivement de méme nature
que le rayon incident et que le rayon réfracté; par le point O on ménera une
droite paralléle a la direction donnée pour le rayon incident ; par les points ou
cette droite rencontre du méme coté du point O les nappes Z et ', on ménera
deux plans tangents P et P’ a ces deux nappes; enfin par la droite d’intersec-
tion des plans P et P’ et par le point O on fera passer un plan dont la direction
sera la direction cherchée. On voit que ce probléme comporte toujours une so-
lution, et une seule.

Inversement on peut donner la direction du plan tangent a la surface réfrin-
gente au point d’incidence, la nature du rayon incident et celle du rayon réfracté,
et demander la direction que doit avoir ce rayon incident pour pénétrer dans le
second milieu sans se briser. Pour répondre & cette question, on décrira encore,
d’un point quelconque O comme centre, les surfaces T et T'; on ménera par le
point O un plan paralléle au plan tangent donné, et on cherchera sur ce plan une
droite, telle que les plans tangents, menés par cette droite aux parties des surfaces
T et T qui se trouvent d’'un méme coté de ce plan, touchent ces surfaces en deux
points qui soient en ligne droite avec le point O; la droite qui passe par le
point O et par les deux points de contact aura la direction du rayon cherché.

Il résulte de la premiére construction que, si les nappes des surfaces d’onde
caractéristiques des deux milieux qui correspondent respectivement au rayon
incident et au rayon réfracté, sont semblables et semblablement placées, les plans
tangents, menés aux surfaces X et £’ aux points ou ces surfaces sont rencontrées
par une méme droite, élant paralléles entre eux, lorsque le rayon incident et le
rayon réfracté sont en ligne droite, le plan tangent a la surface réfringente au
point d'incidence est paralléle aux plans tangents menés aux surfaces X et £’ aux
points ou ces surfaces sont rencontrées par une droite paralléle au rayon incident
et passant par le point O. Cette condition est évidemment suffisante; d’ou la pro-
position suivante :
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TuroriME XX. — Lorsque les nappes des surfaces d’onde caractéristiques de deux
milieuzx homogénes, qui correspondent respectivement au rayon incident et au rayon ré-
[racté, sont semblables et semblablement placées, pour que le rayon incident et le rayon
réfracté soient sur le prolongement l'un de U'autre, 1l faut et il suffit que le plan tangent
é la surface réfringente au point d'incidence ait la direction qui, dans Pun et Pautre
malieu, est conjuguée a celle du rayon incident, ordinairement ou extraordinairement
suivant lo nature de ce rayon.

On peut remarquer que, dans ce cas, le rayon incident et le rayon réfracté sont
toujours de méme nature. On voit encore que, si les nappes des surfaces d’onde
caractéristiques des deux milieux, qui correspondent respectivement au rayon
incident et au rayon réfracté, sont sphériques, pour que le rayon réfracté et le
rayon incident soient sur le prolongement I'un de l'autre, il faut et il suffit que
le rayon incident soit normal & la surface réfringente au point d’'incidence.

Nous déduirons du théoréme XX une remarque, qui nous sera d'un grand
secours quand nous étudierons la propagation de la lumiére dans les milieux
hétérogeénes : concevons deux milieux homogénes séparés par une surface con-
tinue quelconque, et supposons que les surfaces d'onde caractéristiques de ces
deux milieux ne différent que d’une quantité infiniment petite; si un systéme de
rayons passe d'un de ces milieux dans l'autre, chaque rayon réfracté fait en gé-
néral avec le rayon incident dont il provient, s’il est de méme rature que ce
rayon incident, un angle infiniment petit. Mais, pour que I'angle formé par un
rayon réfracté avec un rayon incident de méme nature soit un infiniment petit
d'un ordre supérieur au premier, il faut et il suffit, d’apreés le théoreme XX, que
la direction du plan tangent a la surface de séparation des deux milieux au point
d’incidence fasse un angle infiniment petit avec la direction qui, dans I'un
ou 'autre de ces deux milieux, est conjuguée, ordinairement ou extraordinaire-
ment suivant la nature du rayon incident, a la direction de ce rayon incident.

On pourrait encore se proposer de trouver les conditions qui doivent étre rem-
plies pour que, le second milieu étant biréfringent, un rayon incident de nature
donnée pénétre dans ce milieu, sans se bifurquer, ou sans se briser, ou enfin sans
se bifurquer, ni se briser; ces problémes pouvant se résoudre trés-facilement a
l'aide de la construction d’Huyghens, nous ne nous y arréterons pas plus long-
temps, et nous nous bornerons a faire une remarque analogue a la précédente
et qui nous sera utile dans la théorie des milieux hétérogeénes.

Soient deux milieux homogénes biréfringents dont les surfaces d’onde carac-
téristiques ne différent que d’une quantité infiniment petite, pour que la direc-
tion d’un rayon incident de nature donnée fasse avec les directions des rayons
réfractés, auxquels ce rayon incident peut donner naissance en pénétrant dans
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le second milieu, des angles qui soient des infiniment petits d’'un ordre supé-
rieur au premief, il faut et il suffit que le plan tangent & la surface de séparation
au point d’incidence ait une direction faisant un angle infiniment petit avec
celle qui, dans 'un ou l'autre de ces deux milieux, serait doublement conjuguée
a la direction du rayon incident. On voit que cette condition ne peut étre satis-
faite que pour certaines directions particuliéres du rayon incident; mais, si elle
est remplie, quand méme ce rayon serait & la fois ordinaire et extraordinaire,
les directions des quatre rayons réfractés, auxquels ce rayon incident donnerait
naissance en pénétrant dans le second milieu, feraient avec celle du rayon inci-
dent des angles infiniment petits d'un ordre supérieur au premier.

Quant au cas ou un rayon doit se réfléchir en revenant sur lui-méme, la ré-
flexion étant antilogue, il se traitera en suivant exactement la méme marche que
pour la réfraction; les surfaces T et X' seront ici les deux nappes d’une surface
d’onde caractéristique du premier milieu ; ces deux surfaces ne pouvant jamais
étre semblables, il n’y a pas lieu d’énoncer une proposition analogue au théo-
réme XX.

VI.— On sait que, dans les milieux homogénes isotropes, le temps employé par
la lumiére pour aller d'un point & un autre, en subissant un nombre quelconque
de réflexions et de réfractions, est foujours un minimum ; nous allons, en nous fon-
dant sur la construction générale de 'onde réfléchie ou réfractée, étendre ce
théoréme aux milieux homogénes quelconques, nous réservant de I'appliquer
aux milieux hétérogénes aprésavoir étudié la propagation de la lumiére dans ces
milieux.

Il importe avant tout de définir d'une facon précise ce que nous appellerons
chemins de méme espéce. Soient un nombre quelconque de milieux tous homogénes,
séparés par des surfaces continues, et deux points O et A, situés dans deux de ces
milieux ou dans le méme milieu. Nous dirons que deux chemins, partant du point
O pour aboutir au point A, sont de méme espéce, lorsque ces chemins touchent, le
méme nombre de fois et dans le méme ordre, les surfaces qui limitent ces milieux
homogeénes; de plus, quand il s’agira de comparer les temps que mettrait la lu-
miére pour aller d'un point & un autre en suivantdeux chemins de méme espéce,
nous supposerons toujours les rayons, qui suivraient ces chemins, de méme na-
ture dans les parties correspondantesde leurs trajectoires, situées, soit entre deux
des surfaces qui limitent les milieux, soit entre une de ces surfaces et le point de
départ ou d’arrivée. Parmi tous les chemins de méme espéce allant d'un point a
un autre, il n'y en a ordinairement qu'un seul qui soit réellement suivi par la
lumiére, mais, dans des cas particuliers, il peut y en avoir plusieurs et méme une
infinité.

Ceci posé, nous allons démontrer que le chemin réellement suivi par la lumiére
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pour aller d'un point O situé dans un milieu homogéne a un point A également
situé dans un milieu homogeéne, en traversant un nombre quelconque de milieux
tous homogénes, et en subissant sur les surfaces qui limitent ces milieux un nom-
bre quelconque de réflexions, est toujours parcouru en moins de temps que ne le
serait tout autre chemin de méme espéce, s'écartant infiniment peu du premier,
par lequel la lumiére pourrait se propager du point O au point A, ou, en d’autres
termes, que le temps employé par la lumiére pour aller de O en A est toujours un
minimum par rapport aux temps qu’elle emploierait pour se propager de O en A
en suivant des chemins de méme espéce. Remarquons, en premier lieu, que
parmi tous les chemins, que pourrait suivre un rayon de nature donnée pour
se propager d'un point situé dans un milieu homogéne a un autre point situé
dans le méme milieu sans subir de réflexion et sans sortir du milieu, celui qu’il
suit réellement, c’est-a-dire la droite qui joint ces deux points, est aussi celui
qu’il met le moins de temps a parcourir. Il suffira donc de faire voir que le
chemin réellement suivi par la lumiére pour aller d’un point 3 un autre, en tra-
versant un nombre quelconque de milieux homogeénes, est parcouru en moins
de temps que tout autre chemin de méme espéce, s’écartant infiniment peu du
premier, et dont les éléments, compris soit entre deux surfaces de séparation des
milieux, soit entre une de ces surfaces et le point de départ et d’arrivée, seraient
tous rectilignes.

Considérons d’abord le cas d'une réfraction unique. Soit (fig. 4) un rayon qui
va dupoint O au point R en suivant la ligne brisée CAR, je dis que ce chemin
est parcouru en moins de temps que ne le serait tout autre chemin de méme es-

Fig. 1 péce, s’en écartant infiniment peu, tel que OA'R (OA' étant
considéré comme unrayon de méme nature que OA, A'R
comme un rayon de méme nature que AR). Pour le dé-
montrer, désignons par T et T’ les temps employés par
la lumiére pour aller dans le premier milieu de O en A et
de O en A’. Du point A comme centre, déerivons une
surface d’onde caractéristique du second milieu, dont la
nappe, de méme nature que les rayons, passe par le point R; appelons ¢ cette
nappe et 6 le temps auquel elle correspond. Pour aller de O en R, en suivant le
chemin OAR, lalumiére met un temps égal T + 6; done, d’aprésla construction
générale de I'onde réfractée, si, du point A’ comme centre, on décrit une surface
d’onde caractéristique du second milieu correspondant au temps § — (T'—T) ou
T + 6 — T, la nappe de cette surface qui est de méme nature que le rayon AR
sera tangente en un certain point R’ a 'onde réfractée qui passe en R et qui cor-
respond & un systéme de rayons réfractés, issus du point O et de méme espéce
que AR ; désignons cette nappe par o' et laissons de c6té, pour le moment, Ie cas
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particulier ot R’ coincide avec R. Les points A et A" étant infiniment voisins, il
en est de méme des points R et R’ : le point R étant situé sur I'onde réfractée qui
est I'enveloppe commune des surfaces s et ¢, et étant de plus infiniment voisin
du point R’ ou cette enveloppe touche o', ce point R est nécessairement extérieur
a la surface ¢’. Done le temps 6’ qu'emploierait la lumiére pour aller dans le se-
cond milieu de A’ en R est plus grand que celui auquel correspond la surface ¢’,
etl'ona:

>T4+0—-7, doa T+ >T4H0

c’est précisément ce qu’il fallait démontrer, car T' + # est le temps que mettrait
la lumiére pour suivre le chemin OA’R.

Si les points R et R’ se confondent, cela signifie que la lumiére peut se propa-
ger de O en R aussi bien par le chemin OA'R que par le chemin OAR; mais alors,
d’aprés le théoréme XII, ces deux chemins, étant infiniment voisins, seront par-
courus dans des temps rigoureusement égaux.

On démontrerait absolument de la méme maniére que, si la lumiére va d'un
point O (fig. 5) situé dans un milien homogéne a un point R situé dans le
Fig. 5. méme milieu en se réfléchissant sur une surface quelconque, le
chemin OAR qu’elle suit réellement est parcouru en moins
de temps que ne le serait tout autre chemin de méme espéce,

x g Sécartant infiniment peu du premier, tel que OA'R, A moins
~ que OA'R ne soit un chemin par lequel ia lumiére puisse réel-
lement se propager de O en R, auquel cas ce chemin sera par-

couru dans le méme temps que OAR.

Passons maintenant au cas de plusieurs réfractions successives. Supposons
que la Jumiére aille du point O (fig. 6) situé dans un milieu homogéne a un point
R situé dans un autre milieu homogéne, en traversant un milieu intermédiaire
également homogeéne et en suivant la ligne brisée OABR, je dis que ce chemin
sera parcouru en moins de temps que tout autre chemin de m#me espece, s'écar-
tant infiniment peu du premier, tel que OCDR, a moins que OCDR ne soit un
chemin par lequel la lumiére puisse réellement se propager de O en R, auquel
cas, en vertu du théoréeme XII, les deux chemins OABR et OCDR, étant infini-
ment voisins, seront parcourus dans des temps rigoureusement égaux. En effet,
st DR n’est pas le rayon réfracté correspondant au rayon incident GD (DR étant
considéré comme étant de méme nature que BR, et CD comme étant de méme
nature que AB), on peut toujours trouver surla surface de séparation du second
et du troisiéme milieu un point E, tel que ER soit le rayon réfracté correspondant
au rayon incident CE ; ce point E sera infiniment voisin de B, et, par suite, d'a-
prés ce que nous avons va dans le cas d’une réfraction unique, le chemin CER
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sera parcouru plus rapidement que le chemin infiniment voisin CDR, qui est de
mémeespéece. De méme, si GD n'est pas le rayon réfracté correspondant au rayon
Fig. 6 incident OC, onpeut toujours trouver sur la surface
de séparation du premier et du second milieu un
point F, infiniment voisin de A, tel que FD soit le
= rayon réfracté correspondant au rayon incident
OF, et le chemin OFD sera parcouru en moins de
temps que le chemininfiniment voisin OCD. Done, pour que le chemin OCDR soit
parcouru en moins de temps que tout autre chemin infiniment voisin et de méme
espéce allant de O en R, il faut et il suffit : 1° que CD soit le rayon réfracté cor-
respondant au rayon incident OA; 2° que DR $oit le rayon réfracté correspondant
a CD, c’est-a-dire que le chemin OCDR se confonde avec le chemin OABR ou
avec un autre chemin de méme espéce par leqquel la lumiére puisse réellement
se propager du point O au point R. Cette démonstration est évidemment appli-
cable au cas ot la lumiére, en allant de O en R, subit un nombre quelconque de
réfractions ; un raisonnement complétement analogue s’étend au cas de plu-
sieurs réflexions successives s’opérant dans le méme milieu, soit sur la méme
surface, soit sur des surfaces différentes, et enfin au cas général ou la lumiére,
en se propageant d'un point a un autre, traverse un nombre quelconque de mi-
lieux homogénes et subit un nombre quelconque de réflexions.
Nous arrivons ainsi au théoréme fondamental dont voici I'énoncé :

TriorimMe XX1. — Le temps employé par la lumiére pour se propager d'un point
situé dans un miliew homogéne a un autre point situé également dansvunmilieu homogéne,
en traversant un nombre quelconque de milieuz intermédiaires fous homogénes, et en su-
bissant sur les surfaces qui limitent ces milieux un nombre quelconque de réflexions, est
lovjours un minimum relativement aux temps que mettrait la lumiére pour aller dun
de ces points & lautre en suivani des chemins de méme espéce que celui qu'elle parcourt
réellement.

Lorsque la lumiére peut aller d'un point a un autre par plusieurs chemins dif-
férents, le temps employé & parcourir chacun de ces chemins est un minimum ;
mais, d’aprés ce que nous avons vu & propos du théoréme XII, ces temps minima
ne sont pas nécessairement égaux enfre eux, a moins que les chemins suivis
réellement par la lumiére pour se propager d'un point & 'autre ne forment une
série continue, c’est-a-dire ne constituent une surface continue ou un faisceau
solide, et ne soient par suite en nombre infini.

Le théoréme XXI peut étre considéré comme résumant I'Optique géométrique

7
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des milieux homogeénes, en ce sens que, si on 'admet comme conséquence du

principe de la moindre action, il peut servir & retrouver toutes les propositions
que nous avons démontrées jusqu’ici.

SECTION II. — Des MILIEUX HETEROGENES.

A. — De la propagation de la lumiére dans les milieux hétérogénes en général.

Nous avons déja eu occasion, dans le paragraphe intitulé : Définitions et nota-
tions, d’expliquer ce qu’on doit entendre, dans un milieu hétérogéne quelconque,
par surfaces d’onde caractéristiques relatives a un point du milieu, et parsurfaces
1sopalmiques; nous avons montré également que la propagation de la lumiére
dans un milieu hétérogéne quelconque est affectée d’une double cause de com-
plication, provenant de ce que chaque surface isopalmique doit étre considérée i
la fois comme réfringente et comme réfléchissante, et de ce que, si le milieu est
biréfringent, il y a bifurcation continue des rayons; enfin nous avons défini ce
que nous appellerons rayons de méme espéce dans un milieu hétérogéne, et re-
marqué qu’d un systéme de rayons de méme espéce correspond toujours un sys-
téme d’ondes dont chacune est formée d'une nappe unique et continue. Ajoutons,
et c’est 1a un point essentiel, que toutes les fois que nous parlerons de la propa-
gation dans un milieu hétérogéne d'un systéme de rayons de méme espéce, nous
supposerons que ces rayons, pendant le temps durant lequel nous les considé-
rerons, se réfractent d'une maniére continue, sans jamais changer de nature et
sans se réfléchir.

Deux remarques importantes sur la constitution des milieux hétérogeénes doi-
vent également trouver leur place ici :

1° 51 un milieu hétérogeéne est uniaxe, les nappes ordinaires des surfaces
d’onde caractéristiques relatives a tous les points de ce milieu étant sphériques, il
se comportera, par rapport aux rayons ordinaires qui s’y propagent, comme un
milieu hétérogeéne isotrope.

2° Considérons, dans un milieu hétérogéne uniaxe, la surface d’'onde caracté-
ristique, relative & un point dumilieu et correspondant & 1'unité de temps ; I'équa-
tion de la nappe extraordinaire de cette surface contient deux paramétres , qui
peuvent varier d'un point & I'autre du milieu , tandis que I'équation de la nappe
ordinaire ne dépend que d'un seul de ces paramétres, qui peut rester constant
pendant que l'autre varie. Il résulte de 1a qu'un milieu uniaxe peut étre homo-
géne par rapport aux rayons ordinaires, tout en étant hétérogéne par rapport
aux rayons extraordinaires , mais qu’il ne peut étre hétérogéne par rapport aux
rayons ordinaires sans I'étre aussi par rapport aux rayons extraordinaires.
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Dans un milieu hétérogéne biaxe, les équations des deux nappes de la surface
d’onde caractéristique, relative & un point du milieu et correspondant a 'unité
de temps, contiennent chacune les trois paramétres qui déterminent en ce point
la constitution optique du milieu, d’ott il suit qu'un pareil milieu ne peut étre
hétérogeéne par rapport aux rayons d'une certaine nature sans I'étre en méme
temps par rapport aux rayons de nature coniraire.

Ces préliminaires posés, imaginons un systéme de rayons issus originaire-
ment d'un méme point lumineux et de méme espéce, se propageant dans un mi-
lieu hétérogene quelconque; soit, a un certain moment, S la position de 'onde qui
correspond & ces rayons; proposons-nous de trouver la position qu’occupera cette
onde au bout d’'un temps fini T, en supposant que, pendant cet intervalle de
temps, les rayons n’éprouvent ni réflexion, ni changement de nature par ré-
fraction. A cet effet, divisons le temps T en un nombre trés-grand d’intervalles ,

r

égaux ou inégaux, que nous désignerons par r, 7', 7”...., de telle sorte que 'on
ait : T=7 4+ 4" + ... ; de chacun des points de U'onde S comme centre, dé-
crivons la nappe, de méme nature que les rayons, de la surface d’onde caractéris-
tique relative a ce point et correspondant au temps 7 ; cherchons I'enveloppe de
toutes ces nappes et, de chacun des points de cette enveloppe comme centre, dé-
crivons la nappe, de méme nature que les rayons, de la surface d’onde caractéris-
tiquerelative a ce point et correspondant au temps ’; en continuant de mémenous
arriverons a trouver une certaine surface, qui représentera la position de 'onde
au bout du temps T avec une erreur d’autant plus petite que le nombre des in-
tervalles r est plus grand; la limite vers laquelle tend cette surface, quand le nom-
bre de ces intervalles devient infiniment grand et chacun d’eux, par suite, infi-
niment petit, est la position réelle de 'onde au bout du temps T.

Prenons maintenant un point A sur'onde S; joignons ce pointau point B o1
la nappe, de méme nature que les rayons, de la surface d’onde caractéristique, dé-
crite de ce point A comme centre et relative au temps 7, touche I'enveloppe com-
mune, qui représente avec une certaine approximation la position de I'onde au
bout du temps 7, le point B au point C ot la nappe, de méme nature que les rayons,
de la surface d’onde caractéristique, décrite de ce point B comme centre et
correspondant au temps 7', touchel’enveloppe commune, quireprésente avec une
certaine approximation la position de I'onde au temps = + 7', et ainsi de suite :
nous obtiendrons une certaine ligne brisée qui, lorsque les intervalles serontin-
finiment petits, deviendra une ligne généralement & double courbure; c’est sui-
vant cette ligne que la lumiére sera dite se propager a partir du point A, ou, en
d’autres termes, cette ligne sera celui des rayons du systéme qui passe par le
point A. D’apres les hypothéses que nous avons faites, les rayons du systéme ne
subissant, durant 'intervalle de temps considéré, ni réflexion, ni changement de

Document numérisé par la Bibliothéque Interuniversitaire Scientifique Jussieu - UPMC



— 52

nature par réfraction, chacun d’eux forme une courbe continue, généralement a
double courbure, mais qui, dans des cas particuliers, peut étre plane, et méme
seréduire a une ligne droite. Les rayons qui se meuvent dans un milieu hétéro-
géne étant en général courbes, la direction d'un de ces rayons en un de ses
points sera la direction de la tangente menée au rayon en ce point.

La maniére dont nous avons envisagé la propagation de la lumiére dans les
milieux hétérogenes, au lieu de considérer ces milieux comme formés d’une in-
finité de couches homogénes infiniment minces dont les surfaces de séparation
seraient les surfaces isopalmiques, nous conduit immédiatement a une proposition
qui, pour les milieux hétérogénes quelconques, est 'analogue du théoréme III.

TuioriMe XXII. — Lorsqu’un systéme de rayons issus d’un méme point et de méme
espéce se propage dans un miliew. hétérogéne quelconque, la direction dun de ces rayons
en un quelconque de ses points O a avec celle du plan tangent en ce point a l'onde qui
correspond aw systéme des rayons la méme liaison que la direction du rayon vecteur de
la nappe, de méme nature que lesrayons, d’une des surfaces  onde caractéristiques relatives
d ce point O avec la direction du plan tangent d celte nappe au point ow elle est rencontrée
par le rayon vecteur.

Ce théoreme montre qu’étant données la direction d’'un des rayons du systéme
en un certain point O, et, de plus, si le milieu est biréfringent, la nature des
rayons, pour trouver la direction du plan tangent & 'onde en O, il faut, d’'un
point quelconque comme centre, décrire la nappe, de méme nature quelesrayons,
d’une surface d’onde caractéristique, relative au point O et correspondant & un
temps quelconque, et mener un rayon vecteur paralléle a la direction donnée
pour le rayon : le plan tangent a la nappe au point ou elle est rencontrée par
ce rayon vecteur aura la direction cherchée. Une construction inverse permet-
tra de déterminer la direction d'un des rayons du systéme en un point donné,
connaissant celle du plan tangent a T'onde en ce point et la nature des
rayons.

Dans un milieu hétérogéne quelconque, les surfaces d'onde caractéristiques
relatives aux différents points du milieu n’étant pas, en général, semblables et
semblablement placées, on voit que la direction de la droite conjuguée ordinai-
rement ou extraordinairement & un plan de direction donnée et celle du plan
conjugué ordinairement ou extraordinairement a une droite de direction donnée
varient, saufles cas particuliers, d’un point du milieu & I'autre. Quand il sagit
d’un milieu hétérogéne, pour définir la direction d’une droite, il ne suffitdone pas
de dire qu’elle est conjuguée ordinairement ou extraordinairement & un plan de
direction donnée : il faut indiquer de plus pour quel point du milieu la direction
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de la droite est conjuguée a celle du plan; de méme, pour déterminer la direc-
tion d’'un plan, il faut faire connaitre la direction de la droite a laquelle ce plan
est conjugué ordinairement ou extraordinairement pour un point donné du
milieu. Mais, pour tous les points d'une méme surface isopalmique, la liaison
entre la direction d’un rayon de nature donnée et celle du plan tangent a I'onde
reste constante ; nous pourrons donc définir la direction d’une droite en disant
que, pour une certaine surface isopalmique, elle est conjuguée ordinairement ou
extraordinairement & un plan de direction donnée, et réciproquement.

En général, étant donnés un point O d'un milieu hétérogeéne quelconque
et la nature des rayons issus d'un méme point et de méme espéce qui se pro-
pagent dans ce milieu, a une direction donnée pour le plan tangent & I'onde
en O correspond une direction unique pour la tangente menée en O au rayon
qui passe par ce point; ¢’est ce qui a toujours lieu dans un milieu hétérogéne
isotrope ou uniaxe; mais, si le milieu est biaxe, a certaines directions du plan
tangent & l'onde, directions qui, en général, varient d'un point du milieu a
I'autre, seront conjuguées pour le rayon une infinité de directions formant un
cone, et inversement & certaines directions du rayon, qui changent, en général,
d’un point a I'autre, sont conjuguées pour le plan tangent a1’'onde une infinité de
directions formant I'enveloppe d'un cone.

Revenons au cas général, et remarquons que, si un systéme de rayons issus
d’'un méme point et de méme espéce se propage dans un milieu hétérogéne quel-
conque, les planstangents, menés aux ondes qui correspondent a ces rayons aux
points oti ces ondes sont rencontrées par un méme rayon, ne sont plus nécessai-
rement paralléles entre eux, et cela pour deux raisons : 1° parce que la direction
du rayon varie, en général, d'un point a I'autre de ce rayon; 2° parce que, quand
méme cette direction resterait constante, celle du plan qui lui serait conjuguée
ordinairement ou extraordinairement pourrait changer suivant le point consi-
déré sur le rayon. Ainsi le théoréme Il n’est pas susceptible d’étre étendu aux
milieux hétérogeénes quelconques.

B. — De la propagation rectiligne de la fumiére dans les miliewx

hétérogénes quelconques.

Soit un systéme de rayons issus d'un méme point et de méme espéce qui se
propagent dans un milieu hétérogéne quelconque sans se réfléchir et sans chan-
ger de nature par réfraction; proposons-nous d’abord de chercher les conditions
nécessaires et suffisantes pour que deux éléments infiniment petits consécutifs
soient en ligne droite sur un des rayons du systéme, ou, en d’autres termes,
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pour que ce rayon, en un point donné O, aitavecsa tangente un contact du second
ordre et que ce point O soit un point d’inflexion. Désignons par I la surface iso-
palmique du milieu qui passe en O; cetie surface peut étre considérée comme
formant la surface de séparation de deux couches homogénes infiniment
minces, G et (. Soit C celle de ces couches dans laquelle se propage le rayon
pendant un temps infiniment petit = avant d’arriver en O ; pour que le rayon,
pendant le temps infiniment petit «’ qui suit 'instant out il arrive en O, continue
a se mouvoir en ligne droite, ou, en d’autres termes, pour que les deux éléments
du rayon qui correspondent aux intervalles de temps infiniment petitst et «
soient sur le prolongement I'un de l'autre, il faut évidemment, ou, que pendant
le second intervalle +', le rayon reste dans la couche C sans passer dans la
couche adjacente ¢, ce qui ne peut avoir lieu qu'autant que le rayon est tan—
gent en O a la surface I, ou que le rayon passe en O de la couche C dans la
couche (' sans se briser, ce qui, d’apres la remarque faite & propos du théo-
réme XX, n’est possible que si le plan tangent mené en O & la surface | a une
direction conjuguée ordinairement ou extraordinairement par rapport au point O
acelle du rayon en O, suivant que le rayon est lui-méme ordinaire ou extraordi-
naire, c'est-d-dire si ce plan tangent est paralléle au plan tangent mené a la
nappe, de méme nature que les rayons, d’'une des surfaces d’onde caractéristi-
que relatives au point O au point ol cette nappe est rencontrée par unrayon
vecteur paralléle a la direction du rayon en O. Ces conditions nécessaires sont
évidemment suffisantes; nous pouvons done énoncer la proposition suivante, en
nous fondant, pour la seconde partie, sur le théoréme XXII.

TrioreME XXIII. — Lorsqu’un systéme de rayons issus d’'un méme point et de méme
espéce se propage dans un milieu hétérogéne quelconque, pour qu’un des rayons de ce sys-
téme présente en un certain point O un point d inflexion, il faut et il suffit, ou que ce rayon
soit tangent en O d la surface isopalmique du miliew qui passe par ce point, ou que la
direction de ce rayon en O soit, pour le point O, conjuguée, ordinairement o extraordinai-
rement suivant la nature du rayon, d@ celle du plan tangent mené en O @ la surface iso-
palmique qui passe par ce point. Si cest la seconde condition qui est satisfaite, [ onde
qui correspond au systéme des rayons est tangente en O @ la surface isopalmigue.

Lorsque le rayon est tangenten O a une surface isopalmique, comme 1l reste,
pendant deux intervalles de temps infiniment petits consécutifs, dans la méme
couche infiniment mince, non seulement il présente un point d’inflexion en O,
mais encore il ne se bifurque pas en O, si le milieu est biréfringent, et, de plus, si
onimagine un rayon 4 la fois ordinaire et extraordinaire, se propageant suivant
I'élément qui précéde le peint O, ce rayon ne se divise pas en O. Mais, si le rayon
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n’est pas tangenten O a une surface isopalmique, pour qu’en O il présente un point
d’inflexion et ne se bifurque pas, il faut et il suffit, d’aprés la seconde remarque
faite surle théoréme XX, que la direction de ce rayon en O, soit pour le point O,
doublement conjuguée & celle du plan tangent P, mené en O a la surface isopal-
mique qui passe par ce point; ¢'est-a-dire que, sid'un point quelconque comme
centre, on décrit les deux nappes d'une des surfaces d’onde caractéristiques rela-
tives au point O, et qu'on méne un rayon vecteur paralléle ala direction du rayon
en O, les plans tangents & ces deux nappes aux points ou elles sont rencontrées
par ce rayon vecteur doivent étre : 1° paralléles entre eux; 2’ paralléles au plan
P. Cette condition ne peut étre satisfaite que pour certaines directions particu-
liéres du rayon ; mais, sielle est remplie, un rayon a la fois ordinaire et extraor-
dinaire, présentant en O la direction qu’a le rayon du systéme en ce point, passera
en O d’'une couche infiniment mince dans la couche adjacente sans se diviser.
Nous arrivons ainsi au théoréme suivant :

TuiorEME XXIV. — Lorsqu'un systéme de rayons issus d'un méme point et de méme
espéce se propage dans un miliew hétérogéne biréfringent, pour qu'un des rayons de ce
systéme présente, en un certain point O, un point d'inflexion et, de plus, ne se bifurque pas
en O, o faut et il suffit, ouque ce rayon soit tangent en ce point @ une surface isopalmigue
dumilieu, ou que la direction de ce rayon en O, soit, pour le point O, doublement conjuguée
a celle du plan tangent mené en O d la surface isopalmigue qui passe par ce point. St ¢'est
cette derniére condition quiest satisfaite, londe qui correspond au systéme des rayons est
tangente en O d la surface isopalmique.

Nous avons fait remarquer précédemment que certaines dessurfaces isopalmi-
ques d'un milieu hétérogéne peuvent se réduire, soit a une ligne, soit & un point;
tout ragon qui passe par un tel pointou par un point d’une telle ligne peut étre
considéré comme tangent a une surface isopalmique; nous pouvons donc du
théoréme XXIV tirer les deux corollaires suivants, auxquels on pouvait du reste
arriver directement en remarquant que, dans ce cas, le rayon, pendant deux in-
tervalles de temps infiniment petits conséeutifs, reste dans la méme couche homo-
geéne infiniment mince.

TukorkME XXV. — Lorsqu'une des surfaces isopalmiques d'un milieu hétérogéne
quelconque se réduit d une ligne, chaque point de cette ligne est un point &'inflexion pour
lout rayon qui y passe et, de plus, si le miliew est biréfringent, le rayon ne se bifurque

pas en ce point.

TreorEME XXVI. — Lorsqu’une des surfaces isopalmiques d'un milieu hétérogéne
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quelconque se réduit d un point, ce point est un point dinflexion pour fout rayon qui y
passe et, de plus, si le milieu est biréfringent, le rayon ne se bifurque pas en ce point.

Nous allons nous occuper maintenant des conditions nécessaires et suffisantes
pour que, dans un milieu hétérogéne quelconque, un rayon qui se propage sans
se réfléchir et sans changer de nature par réfraction puisse suivre une ligne
droite : chacun des points d’'un pareil rayon peut étre considéré comme un point
d’inflexion; il faut done, d’aprés le théoréme XXIII, ou qu’en chacun de ses points,
ce rayon rectiligne soit tangent & une surface isopalmique du milieu, ou qu’en
chacun de ses points, sa direction soit conjuguée, ordinairement ou extraordinai-
rement suivant la nature de ce rayon, a la direction du plan tangent & la surface
1isopalmique qui passe par ce point. Dans le premier cas, les surfaces isopalmi-
ques d'un milieu hétérogéne ne pouvant jamais se couper, il est évident que le
rayon rectiligne doit étre tangent en tous ses points & une méme surface isopal-
mique, ¢’est-a-dire se trouver tout entier sur cette surface. Dans le second cas,
les surfaces isopalmiques doivent étre telles que le plan tangent, mené a chacune
de ces surfaces au point ou elle est rencontrée par le rayon rectiligne, ait une di-
rection conjuguée pour ce point, ordinairement ou extraordinairement suivant
la nature du rayon, a ladirection durayon rectiligne; ¢’est ce que nous exprime-
rons en disant que la droite que suit le rayon rectiligne est une droite conjuguée com-
mune aux surfaces isopalmiques. On peut remarquer que les plans tangents , menés
aux surfaces isopalmiques aux points ot ces surfaces sont rencontrées par une

droite conjuguée commune, ne sont pas en général paralléles entre eux. Nous
nous trouvons ainsi conduits au théoréme suivant :

TueorEME XXVIL. — Pour qu'une droite située dans un milieu hétérogéne quelconque
puisse élre suivie par un rayon qui se meut dans ce milieu sans se réfléchir et sans changer
de nature par réfraction, il faut et il suffit, ou que cette droile se irouve tout entiére sur
une des sur[faces isopalmiques du milieu, ou qu’elle soit une droite conjugquée (ordinaire-
ment ou extraordinairement suivant la nature du rayon) commune @ toutes les surfaces
wsopalmiques quelle rencontre.

Sz, parmi les rayons issus d’'un méme point et de méme espéce qui se propagent dans un
malieu hétérogéne quelconque, il y a un rayon rectiligne qui suit une droite conjuguée
commune auz surfaces isopalmiques, chacune des ondes qui correspondent d ce systéme de

rayons au point ou elle est renconirée par le rayon rectiligne est langente @ une surface
isopalmique.

1l résulte de 1a que, méme lorsqu’un rayon se propage en ligne droite dans un
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milieu hétérogéne quelconque, ce rayon faisant partie d'un systéme de rayons
issus d’'un méme point et de méme espéce, les plans tangents, menés aux ondes
qui correspondent a ce systéme de rayons aux points ou elles sont rencontrées par
le rayon rectiligne, ne sont pas, en général, paralléles entre eux.

La recherche des droites suivant lesquelles, dans un milieu hétérogéne quel-
conque, peuvent se propager des rayons rectilignes se trouve ramenée par le
théoréme précédent : 1° a celle des droites qui se trouvent tout entiéres sur une
des surfaces isopalmiques du milieu, droites que, pour abréger I'écriture, nous
désignerons par le symbole (G); 2° & celle des droites conjuguées ordinairement
ou extraordinairement, communes aux surfaces isopalmiques qu’elles rencon-
trent, droites qui seront représentées par les symboles (G,) et (C,). Il faut remar-
quer que ces droites doivent remplir des conditions trés-particuliéres, et qu’il
pourra fort bien arriver que, dans un milieu hétérogéne, on ne puisse mener au-
cune droite de ce genre et que, par conséquent, il ne puisse se propager dans ce
milieu aucun rayon rectiligne; il ne faut pas oublier non plus que si, dans un
milieu hétérogene, une droite est telle qu'un rayon puisse se propager en la sui-
vant, il n’en résulte nullement que les droites paralléles & celle-ci jouissent de la
méme propriété.

Nous allons nous occuper actuellement des conditions que doit remplir une
droite menée dans un milieu hétérogéne quelconque pour qu'un rayon puisse
suivre cette droite sans jamais se diviser par réfraction. Le théoréme XXIV
montre immédiatement que cette droite doit satisfaire a 'une des deux condi-
tions suivantes qui sont a la fois nécessaires et suffisantes : ou cette droite doit se
trouver tout entiére sur une des surfaces isopalmiques du milieu, ou, en chacun de
ses points, elle doit étre, pour ce point, doublement conjuguée & la direction du
plan tangent mené en ce point & la surface isopalmique qui y passe. Cette derniére
condition signifie que, sion considére un point quelconque O sur cette droite,
qu'on méne en O un plan tangent P a la surface isopalmique qui passe par ce
point, que, d'un point quelconque comme centre, on décrive les deux nappes
d’'une surface d’onde caractéristique, relative au point O et correspondant & un
temps quelconque, et qu'on méne un rayon vecteur paralléle ala droite, les plans
tangents, menés a ces deux nappes aux points ou elles sont rencontrées par ce
rayon vecteur, doivent étre : 1° paralléles entre eux ; 2° paralléles au plan P, et
cela quel que soit le point O pris sur ladroite; ¢’est ce que nous exprimerons en
disant que la droite est une droite doublement conjuguée commune aux surfaces
isopalmiques.

Donc :

TatoreME XXVIIL. — Pour qu'une droite située dans un milieu hétérogéne biréfrin-
8
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gent puisse étre suivie par un rayon qui se propage sans jamais se diviser par réfraction,
il faut et il suffit, ou que cette droite se trouve toul entiére sur une des surfaces isopalmi-
ques du miliew, ou qu'elle soit une droite doublement conjuguée commune a toutes les
surfaces isopabmiques qu’elle renconire.

Sz, parmi les rayons issus d'un méme point et de méme espéce qui se propagent dans un
miliew hétérogéne biréfringent, il y a un rayon qui se meut en ligne droite et sans jamais
se diviser par réfraction en suivant une droite doublement conjuguée commune aux sur-
faces isopalmiques, chacune des ondes qui correspondent @ ce systéme de rayons est
tangente au point oiLelle est rencontrée par le rayon rectiligne d une surface isopalmique.

La seconde partie de ce théoréme donne lieu & une remarque qui ne devra ja-
mais étre perdue de vue dans ce qui va suivre. Lorsqu’un rayon se propage en
ligne droite sans jamais se diviser par réfraction, ce rayon est formé, en réalité,
par la superposition d'une infinité de rayons appartenant tous & des systémes
différents; mais, parmi ces rayons, on ne devra considérer, pour I'associer aux
autres rayons du systéme qui se propage dans le milieu, que celui qui reste
constamment de méme nature que les rayons de ce systéme ; ce rayon estleseul,
en effet, parmi tous ces rayons superposés, qui corresponde aux mémes ondes
que les autres rayons du systéme.

D’apres le théoréme XXVIII la recherche des droites suivant lesquelles, dans
un milieu hétérogéne quelconque, un rayon peut se propager sans jamais se di-
viser par réfraction se trouve ramenée : 1°  celle des droites (G); 2° & celles des
droites doublement conjuguées communes a toutes les surfaces isopalmiques
qu’elles rencontrent, droites que nous désignerons par le symbole (C,.). Ces
derniéres droites doivent remplir des conditions encore bien plus particuliéres
que les droites (G,) ou (C,), et il faut que les surfaces isopalmiques d’un milieu hé-
térogene affectent une disposition toute spéciale pour qu'on puisse mener, dans
ce milieu, méme une seule droite de ce genre.

Considérons le cas ot il se propage dans un milieu hétérogéne quelconque une
infinité de rayons rectilignes formant une surface continue; en employant les
notations qui viennent d’étre établies, et en nous fondant sur le théoréme XXVII,
nous pouvons énoncer la proposition suivante :

TrkorEME XXIX. — Pour que, dans un milieu hétérogéne quelconque, une infinité de
droites, formantune certaine surface continue %, puissent étre suivies chacune par un rayon
qui se propage dans le miliew sans se réfléchir et sans changer de nature par réfraction,
il faut et il suffit que chacune de ces droites soit, si les rayons doivent tous étre ordinaires,
une droite (G) ou une droite (G,), si les rayons doivent tous étre extraordinaires, une
droite (G) ou une droite (C,).
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S, parmi les rayons issus d'un méme point et de méme espéce qui se propagent dans
un miliev hétérogéne quelconque, il y en a une infinité, formant une surface continue £,
qui suivent des droites (Co) ou (Ce), chacune des ondes qui correspondent au systéme des
rayons est tangente d une surface 1sopalmique le long de la courbe suivant laguelle elle est
coupée par la surface .

En effet, en chaque point de cette courbe, l'onde, d’apreés le théoréme XXVII,
doit étre tangente & une surface isopalmique; sila surface isopalmique & laquelle
I'onde est tangente n’était pasla méme pour les différents points de cette courbe,
I'onde envelopperait, suivant cette courbe, des surfaces isopalmiques différentes,
ce quli est impossible, puisque deux surfaces isopalmiques d’'un méme milieu ne
peuvent jamais se couper.

Du théoréme XXVIII nous déduirons de méme la proposition suivante :

Tukorime XXX. — Pour que, dans un milieu hétérogéne biréfringent, une infinité de
droites, formant une certaine surface continue %, puissent éire suivies chacune par un
rayon qui se propage sans jamais se diviser par réfraction, il faut et il suffit que
chacune de ces droites soit une droite (G) ow une droite (G, ).

Si, parmi les rayons issus d'un méme point et de méme espéce qui se propagent dans un
miliew hétérogéne biréfringent, il y en a une infinité qui suivent sans jamais se diviser
par réfraction des droites (Cye) formant une surface continue %, chacune des ondes qui
correspondent @ ce systéme de rayons est tangente d une surface isopalmique le long de
la courbe suivant laquelle elle est coupée par la surface .

Suivant chacune des droites que suivent les rayons qui ne se divisent jamais
par réfraction se propagent, comme nous I'avons déja fait observer, une infinité
de rayons superposés; mais, parmi ces rayons, on ne devra considérer que ceux
qui restent constamment de méme nature que les autres rayons du systéme et
qui correspondent, par suite, au méme systéme d’ondes.

Pour que toutes les droites formant une certaine surface continue X puissent
étre des droites (C,,,), il faut qu'en prenant un point Osur une quelconque de ces
droites, sil’on décrit, d'un point quelconque comme centre, lesdeux nappes d’'une
surface d’onde caractéristique, relative au point O et correspondant & un temps
queleonque, et qu'on méne des rayons vecteurs paralléles a toutes les droites
situées sur la surface X qui rencontrent la surface isopalmique passant en O,
chacun de ces rayons vecteurs rencontre les deux nappes en deux points ot les
plans tangents a ces nappes soient paralléles entre eux, et cela quel que soit le
point O pris sur une quelconque des droites qui forment la surface £; c’est ce
qui aura lieu, par exemple, si, le milieu étant uniaxe et la direction de 'axe étant
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constante en tous les points de ce milieu, toutes les droites qui constituent la
surface T sont perpendiculaires a I'axe.

Passons enfin au cas ou les rayons rectilignes qui se propagent dans un milieu
hétérogéne forment un faisceau solide; nous aurons & énoncer deux théorémes
tout a fait analogues aux deux précédents.

TueoriMe XXX1. — Pour qu’une infinité de droites, formantun faisceau solide, puss-
sent, dans un miliew hétérogéne quelconque, étre suivies chacune par un rayon qui se
propage dans le miliew sans se réfléchir et sans changer de nature par réfraction, @l faut
et il suffit que chacune de ces droites soit, si les rayons doivent étre tous ordinaires, une
droite (G) ou une droite (G,), si les rayons doivent étre tous extraordinaires, une droite (G)
ou une droite (G,).

Si, parmi les rayons issus d’un méme point et de méme espéce qui se propagent dans un
maliew hétérogéne quelconque, il y en a une infinité, formant un faisceau solide ¥, qui
suivent des droites (G,) ou (C,), chacune des ondes qui correspondent d ce systéme de rayons
se confond, dans la partie de son étendue comprise dans le faisceau ¥, avec une surface
isopalmique.

St tous les rayons issus d'un méme point et de méme espéce qui se propagent dans un
miliew hétérogéne quelconque suivent des droites (Go) ou (Ge), le systéme des ondes se
confond avec celuz des surfaces isopalmiques du milieu.

Il faut remarquer que, dans ce dernier cas, chaque onde ne coincide qu'avec
une partie d'une surface isopalmique, & moins que les rayons du systéme ne
remplissent tout I'espace.

TutoriMe XXXII. — Pour qu'une infinité de droites, formant un faisceau solide,
puissent, dans un miliew hélérogéne biréfringent, étre suivies chacune par un rayon quise
propage sans jamais se diwiser par réfraction, il faut et il suffit que chacune de ces droites
soit une droite (G) ou une droite (C, ).

S2, parmi les rayons issus d'un méme point et de méme espéce qui se propagent dans un
milieu hétérogéne biréfringent, il y en a une infinité, formant un faisceau solide ¥, qui
suwent des droites (Co,.), chacune des ondes qui correspondent @ ce systéme de rayons se
confond, dans la partie de son étendue comprise dans le faiscean ¥, avec une surface
wopalmique.

Si tous les rayons issus d'un méme point et de méme espéce qui se propagent dans un

miliew hétérogéne biréfringent suivent des droites (C, ), le systéme des ondes se confond
avec celui des surfaces isopalmiques du milieu.

Suivant chacune des droites qui forment le faisceau solide F se meuvent,
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d’aprés une remarque faite précédemment, une infinité de rayons superposés :
pour avoir un systéme de rayons de méme espéce, il ne faut considérer, parmi
tous ces rayons, que ceux qui se propagent suivant les droites du faisceau F
en restant tous constamment ordinaires ou ceux qui se propagent suivant ces
mémes droites en restant tous constamment extraordinaires. A ces deux systémes
de rayons, distincts quoique superposés, correspondent deux systémes d’ondes
dont chacun, d’aprés le théoréme précédent, coincide avec le systéme des sur-
faces isopalmiques du milieu.

On peut encore remarquer, a propos de ce théoréme, que, pour que toutes les
droites formant un faisceau solide F puissent étre des droites (G, ), il faut qu'en
prenant un point quelconque O dans I'intérieur de ce faisceau, si l'on décrit d'un
point quelconque comme centre, lesdeux nappes d'une surface d’onde caractéris-
tique, relative au point O et correspondant a un temps quelconque, et qu’on méne
des rayons vecteurs paralléles a toutes les droites du faisceau F qui rencontrent
la surface isopalmique passant en O, chacun de ces rayons rencontre les deux
nappes en deux points ot les plans tangents a ces nappes soient paralléles entre
eux, et cela quel que soit le point O. Cette condition ne pourra jamais étre rem-
plie si les rayons vecteurs menés parallélement aux droites du faisceau F
forment un faisceau solide, car les deux nappes d’'une méme surface d’onde
caractéristique ne peuvent jamais étre semblables et semblablement placées par
rapport & leur centre commun, méme dans une partie de leur étendue. Pour
que toutes les droites qui forment le faisceau F puissent étre des droites (G, ),
il faut done qu'en menant, par un point quelconque O pris dans I'intérieur du
faisceau, des paralléles a toutes les droites du faisceau F qui rencontrent la sur-
face isopalmique passant en O, ces paralléles forment une surface, et non un
faisceau solide; cette condition nécessaire n’est pas suffisante.

Nous allons maintenant démontrer les réciproques des derniéres parties des
théorémes XXVII et XXXI. Supposons que, parmi les ondes qui correspondent a
un systéme de rayons issus d'un méme point et de méme espéce se propageant
dans un milieu hétérogéne quelconque, il y en ait une qui soit tangente en un
certain point O & une surface isopalmique du milieu; le rayon du systéme qui
passe en O aura en ce point une direction conjuguée, ordinairement ou extraor-
dinairement suivant la nature des rayons, a celle du plan tangent mené enO a la
surface isopalmique qui passe par ce point (théoréme XXII), et, par suite, présen-
tera un point d’inflexion en O (théoréme XXIII); done :

Tuforime XXXIII. — Lorsqu'il se propage, dans unmilieu hétérogéne quelconque, un
systéme de rayons issus d'un méme point et de méme espéce, si une des ondes qui corres-
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pondent @ ce systéme de Tayons est tangente en un point O d une surface isopalmique du
miliew, le rayon du systéme qui passe en O présente en O un point d'inflexion.

Si le systéme des ondes se confond avec celui des surfaces isopalmiques, cha-
cun des points d'un des rayons du systéme devra étre un point d’inflexion, et, par
suite, ces rayons devront tous étre rectilignes; donc :

TrtoriME XXXIV. — Lorsque, dans un miliew hétérogéne quelconque, le systéme des
ondes qui correspondent @ un systéme de rayons issus dun méme point et de méme
espéce se confond avec le sysiéme des surfaces isopalmiques du milieu, tous les rayons du
systéme sont rectilignes.

C. — De la propegation des rayons rectilignes et paralléles dans un miliew hétérogéne

quelconque.

Supposons d’abord que, parmi les rayons issus d'un méme point et de méme
espéce qui se propagent dans un milieu hétérogéne quelconque, il y en ait une
infinité, formant une surface cylindrique X, qui soient rectilignes et paralléles
entre eux: si tous ces rayons paralléles se meuvent suivant des droites (G), on
n’en peut rien conclure pour les surfaces isopalmiques; mais s'ils se propagent
suivant des droites (G,) ou (C), les plans tangents, menés & une quelconque des
surfaces isopalmiques du milieu aux différents points de la courbe C suivant
laquelle cette surface est coupée par la surface cylindrique ¥, doivent avoir une
direction conjuguée, ordinairement ou extraordinairement suivant la nature des
rayons, a la direction commune des rayons paralléles. Or, sur une méme surface
isopalmique, la direction du plan conjugué ordinairement ou extraordinaire-
ment & une droite de direction donnée reste constante; donc le plan tangent a
la surface isopalmique, le long de la courbe C, doit rester parallele a lui-méme
et, par suite, cette surface est tangente & un méme plan suivant la courbe C;
d’aprés le théoréme XXIX, la surface isopalmique doit d’ailleurs étre tangente

suivant la méme courbe 3 I'une des ondes qui correspondent au systéme des
rayons; donc :

Tutorine XXXV. — Pour que, dans un milieu hétérogéne quelconque, une infinité de
drotes paralléles, formant une surface cylindrique S, puissent étre suivies chacune par un
rayon qui se propoge dans le milieu sans se réfléchir et sans changer de nature par
réfraction, il faut et i suffit, ou que chacune de ces droites soit une droite (G), ou que
chacune des surfaces isopalmigues du milieu, le long de la courbe suivant laguelle elle est
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coupée par la surface cylindrique T, soit tangente @ un méme plan dont la direction sost, sur
cette surface isopalmique, conjuguée, ordinairement ou extraordinairementselon la nature
des rayons, d la direction commune des rayons paralléles.

Si, parmi les rayons issus d'un méme point et de méme espéce qui se propagent dans
un miliew hétérogéne quelconque , il y a une infinité de rayons paralléles, formant une
surface cylindrique E, qui suivent des droites (C;) ou (Ce), chacune des ondes qui corres-
pondent @ ces rayons, le long de la courbe suivant laguelle elle est coupée par la surface
cylindrique &, est tangente d la fois @ une méme surface isopalmique et & un méme plan.

Il est clair que la surface cylindrique £ peut, comme cas particulier, se
réduire & une surface plane, sans que le théoréme précédent cesse d’étre
vrai.

On peut remarquer encore que les plans tangents singuliers, qui touchentala
fois le long d’'une courbe une surface isopalmique etuneonde, nesont pas, en gé-
néral, paralléles entre eux; car, dans un milieu hétérogéne quelconque, la direc-
tion du plan conjugué ordinairement ou extraordinairement a une droite de di-
rection donnée varie, en général, quand on passe d'une surface isopalmique &
lautre.

Le théoréeme XXX conduit de méme a la proposition suivante :

TatoreMe XXXVI. — Pour que, dans un milieu hétérogéne biréfringent, une infinité
de droites paralléles, formantune surface cylindrique ¥, puissent étre suivies chacune par un
rayon qui se propage sans jamais se diviser par réfraction, il faut et il suffit, ou que cha-
cune de ces droites soit une droite (), ou que chacune des surfaces isopalmiques du milieu
soit tangente, le long de la courbe suivant laquelle elle est coupée par la surface cylin-
drigue X, d un méme plan, et que la direction de ce plan soit, sur cette surface isopalmi-
que, doublement conjuguée d la direction commune des rayons paralléles.

St, parmi les rayons issus d'un méme point et de méme espéce qui se propagent dans un
miliew hétérogéne biréfringent, il y a une infinité de rayons paralléles, formant une
surface cylindrique , qui suivent des droites (Co.e), chacune des ondes qui correspondentad
ce systéme de rayons, le long de la courbe suivant laquelle elle est coupée par la sur-
face cylindrique T, est tangente @ la fois d une méme surface isopalmique et dun méme
plan.

Ici encore la surface cylindrique X peut, comme cas particulier, se réduire &
un plan. Les remarques faites & propos du théoréme XXX sont du resteapplica-
bles au théoréme précédent. On peut ajouter que, pour que toutes les droites for-
mant une certaine surface cylindrique £ puissent étre des droites (G, ), il faut
que, sur chaque surface isopalmique, les directions des plans conjugués ordinai-
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rement et extraordinairement a la direction commune de ces droites se con-
fondent.

Passons maintenant au cas ou, parmi les rayons issus d’'un méme point et de
méme espéce qui se propagent dans un milieu hétérogéne quelconque, il y en a
une infinité, formant un faisceau solide F, qui sont rectilignes et paralléles entre
eux. Si tous les rayons paralléles suivent des droites (G), les surfaces isopalmiques
du milieu, dans la partie de leur étendue comprise dans le faisceau F, forment,
ou un systéme de surfaces cylindriques dont les génératrices sont toutes paral-
léles entre elles, ou un systéme de plans paralléles; si tous les rayons paralléles
suivent des droites (G,) ou (G,) , le plan tangent a chaque surface isopalmique
doit conserver une direction constante sur toute la partie de cette surface qui est
comprise dans le faisceau F, et, par suite, cette partie de la surface isopalmique
doit éire plane et la direction de chaque surface isopalmique doit étre, sur cette
surface, conjuguée, ordinairement ou extraordinairement suivant la nature
des rayons, 4 la direction commune des rayons paralléles ; done :

TuoriME XXXVII. — Pour que, dans un miliev hétérogéne quelconque, une infinité
de droites paralléles, formant un faisceau solide ¥, puissent étre suivies chacune par un
rayon qui se propage dans le miliew sans se réfléchir et sans changer de nature par
réfraction, il faut et il suffit que les surfaces isopalmiques du milieu, dans la partie de
leur étendue comprise dans le faisceau ¥, forment un systéme de surfaces cylindriques
dont les génératrices soient toutes paralléles d la direction commune des droites du fais-
ceau ¥ ou un systéme de plans paralléles entre eux et paralléles aux droites du faisceau F
ou encore que chacune des surfaces isopalmigues soit plane dans la partie de son éten-
due comprise dans le faisceau ¥ et que la direction de chaque surface isopalmique plane
soil, sur cette surface, conjugudée, ordinairement ou extraordinairement suivant que les
rayons doivent étre ordinaires ou extraordinaires, d la direction commune des droites du
faisceau F.

Si, parmi les rayons issus d un méme point et de méme espéce qui se propagent dans un
miliew hétérogéne quelcongue, il y a une infinité de rayons paralléles formant un faisceau
solide ¥ qui suivent des droites (Co) ou (Co), chacune des ondes qui correspondent au sys-
téme des rayons est plane dans la partie de son étendue comprise dans le faiscean F et se
confond dans cette partie avec une surface isopalmique.

St tous les rayons issus d'un méme point et de méme espéce qui se propagent dans un
milieu hétérogéne quelconque swivent des droites (C,) ou (Co) el sont paralléles entre euz,

les ondes qui correspondent d ce systéme de rayons sont planes et se confondent avec les
surfaces isopalmiques.

1l faut remarquer que, dans ce dernier cas, chacune des ondes ne coincide qu'a-
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vec une partie d'une surface isopalmique, & moins que le systéme des rayons ne
remplisse tout I'espace. On voit de plus.qu’une onde plane qui se propage dans
un milieu hétérogéne quelconque ne reste pas nécessairement paralléle & elle-
méme en se déplacant.

Dans un milieu hétérogéne quelconque, de ce qu'une onde correspondant & un
systéme de rayons issus d'un méme point et de méme espéce est plane, on ne
peut pas conclure que ces rayons, aux points ou ils rencontrent cette onde, aient
des directions paralléles, a moins cependant que cette onde ne se confonde avec
une surface isopalmique, car on sait que, sur une surface isopalmique, la direc-
tion de la droite conjuguée ordinairement ou extraordinairement & un plan de
direction donnée reste constante; done :

TugorEME XXXVIIL. — Si, dans un miliew hétérogéne quelconque, une des ondes
correspondant @ un systéme de rayons issus d'un méme point et de méme espéce est plane
et se confond avec une surface isopalmique, tous les rayons aux points ow ils rencontrent
cette onde onl des directions paralléles.

De méme, si toutes les ondes sont planes, on n’en peut conclure ni que les
rayonssoient rectilignes, ni qu’ils soient paralléles, & moins que ces ondes pla-
nes ne se confondent avec le systéme des surfaces isopalmiques ; dans ce cas, en
effet, d’apres lethéoréme XXXIV, les rayons sont rectilignes, et le théoréme pré-
cédent montre qu’ils sont paralléles; donc :

TueoreME XXXIX. — Sz, dans un miliew hétérogéne quelconque, toutes les ondes
correspondant d un systéme de rayons issus d'un méme point et de méme espéce sont
planes et se confondent avec les surfaces isopalmiques du milieu, tous les rayons du sys-
téme sont rectilignes et paralléles entre eux.

Il est bien entendu que dans toute cette discussion, pour ne pas la compliquer
encore davantage, nous avons laissé de coté les exceptions trés-particuliéres qui
se présentent dansles milieux hétérogénes biaxes par suite de I'existence des di-
rections singuliéres et des plans tangents singuliers.

Du théoréme XXXII nous déduirons encore la proposition suivante, analogue
au théoréme XXXVII.

TukoriME XL. — Pour que, dans un milieu hétérogéne biréfringent, une infinité de
droites, formant un faisceau solide ¥, puissent étre suivies chacune par un rayon qui se
propage sans jamais se diviser par réfraction, toutes ces droites étant paralléles entre
elles, il faut et il suffit que les surfaces isopalmiques du milieu, dans la partie de leur
étendue comprise dans le faisceauF, forment un systéme de surfaces cylindriques dont

9
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les génératrices soient toutes paralléles d la direction commune des droites du faisceau F,
ou un systéme de plans paralléles entre eux et paralléles aux droites du faisceau ¥, ou
encore que chacune des surfaces isopalmiques, dans la partie de son étendue comprise dans
le faisceauw ¥, soit plane, et que la direction de chaque surface isopalmique plane soit,
sur cette surface, doublement conjugude a celle des droites du faisceau F.

St, parmi les rayons issus d'un méme point et de méme espéce qui se propagent dans
un miliew, hétérogéne biréfringent, il y a une infinité de rayons paralléles qui suivent sans
Jjamais se diviser par réfraction des droites (C,.), ces rayons formant un faisceau
solide ¥, chacune des ondes qui correspondent @ ces rayons est plane dans la partie de
son élendue comprise dans le faisceau F et se confond dans cetle partie avec une sur-
face isopalmique.

St tous les rayons issus d’'un méme point et de méme espéce qui se propagent dans un
milieu hétérogéne biréfringent suivent des droites (Co,) sans jamais se diviser par ré-
[fraction et sont paralléles entre eux, les ondes qui correspondent d ce systéme de rayons
sont planes et se confondent avec les surfaces isopalmiques.

On peut encore remarquer ici que, pour qu'une infinité de droites paralléles
formant un faisceau solide puissent étre des droites (G, ,), il faut que, sur chaque
surface isopalmique, les directions des plans conjuguésordinairement et extraor-
dinairement a la direction de ces droites paralléles se confondent.

Enfin au théoréme XXXIX correspondra, dans le cas actuel, la proposition sui-
vante :

Tutorime XLI. — 87, dans un milieu hétérogéne biréfringent, toutes les ondes corres-
pondant @ un systéme de rayons issus d'un méme point et de méme espéce sont planes et
se confondent avec les surfaces isopalmigques ; s, de plus, sur chaque surface isopalmique,
les directions des droites conjuguées ordinairement et extraordinairement aw plan que
forme cette surface se confondent, tous les rayons du systéme sont rectilignes, paralléles
entre eux el se propagent sans jamais se diviser par réfraction.

D. — De la propagation dans un milieu hétérogéne quelconque des rayons rectilignes
dont les directions concourent en un méme point.

Supposons qu’'un point lumineux O, situé dans un milieu hétérogéne quelcon-
que, puisse émettre une infinité de rayons rectilignes de méme espéce, formant
une surface conique %, ou que, dans un pareil milieu, une infinité de rayons rec-
tilignes, issus d'un méme point et de méme espéce, formant une surface coni-
que X, aillent concourir en un méme point O situé dans le milieu.

Si ces rayons suivent tous des droites (G), comme ils se rencontrent au
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point O, et que deux surfaces isopalmiques différentes ne peuvent jamais avoir de
point commun, ils doivent se trouver tous sur une méme surface isopalmique,
ce qui signifie que la surface conique I se confond avec une surface iso-
palmique. Si tous ces rayons suivent des droites (G,) ou (G,), en considérant la
courbe C suivant laquelle une surface isopalmique est coupée par la sur-
face =, on voit qu’en chaque point de cette courbe , la surface isopalmique doit
étre tangente & la nappe, de méme nature que les rayons, d'une surface d’onde
caractéristique, relative a cette surface isopalmique et décrite du point O comme
centre. Si cette surface d’onde caractéristique n’était pas la méme pour les diffé-
rents points de la courbe C, la surface isopalmique envelopperait suivant la
courbe C les nappes, de méme nature que les rayons, de surfaces d’onde caracté-
ristiques, relatives a cette surface isopalmique, décrites du point O comme cen-
tre et correspondant & des temps différents, ce qui est impossible, puisque ces
nappes sont semblables et semblablement placées par rapport au point O. Donc
chaque surface isopalmique, le long de la courbe suivant laquelle elle est coupée
parla surface conique I, est tangente a1a nappe, de méme nature que les rayons,
d’une surface d’onde caractéristique, relative & cette surface isopalmique et dé-
crite du point O comme centre. Réciproquement, si cette condition est satisfaite
pour chaque surface isopalmique, chacune des génératrices de la surface coni-
que X est une droite. (C,) ou (C,) et peut étre suivie par un rayon; donc :

Takorime XLII. — Pour qu'un point lumineuz O, situé dans un miliew hétérogéne
quelconque, émette une infinité de rayons de méme espice, rectilignes et formant une
surface conique B, ou pour quune infinité de rayons issus dun méme point et de
méme espéce, tous rectilignes et formant une surface conique %, puissent concourir en un
foyer O situé dans un milieu hétérogéne quelconque, il faut et il suffit, ou que la surface
conique T soit une surface isopalmique, ou que chagque surface isopalmique soit tangente,
le long de la courbe suivant laguelle elle est coupée par la surface conique X, @ la nappe,
de méme nature que les rayons, d'une surface & onde caractéristique, décrite du point O
comme centre et relative a cette surface isopalmique.

Si c’est la seconde condition qui est remplie, ¢ est—d-dire si, parmi les rayons de méme
espéce émanés dun point O situé dans un milieu hétérogéne quelconque, ou parmi les
rayons issus d'un méme point et de méme espéce qui se propagent dans ce miliew, il y en
a une infinité, formant une surface conique T dont le sommet se trouve en O, qui suivent
des droites (C,) ou (C), chacune des ondes qui correspondent é ce systéme de rayons est
tangente d la fois, le long de la courbe suivant laquelle elle est coupée par la surface
conique %, & une surface isopalmique et @ la nappe, de méme nature que les rayons, d'une
surface & onde caractéristique, décrite du point O comme centre et relative d cetle surface
isopalmique.
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La surface conique T peut, bien entendu, se réduire a une surface plane sans
que le théoréme précédent cesse d’étre vral.
Le théoréme XXX nous conduira de méme a la proposition suivante :

TugoriME XLIII. — Pour qu'un point lumineux O, situé dans un miliew hétérogéne
biréfringent, émetle une infinité de rayons de méme espéce, formant une surface coni-
que E, qui se propagent en ligne droite sans jamais se diviser par réfraction, ou pour qi’une
infinité de rayons issus d'un méme point et de méme espéce, formant une surface
comque X et se propageant en ligne droite sans jamais se diviser par réfraction, puissent
concourir en un foyer O situé dans un miliew hétérogéne biréfringent, il faut et il suffit,
ou que la surface conique T soit une surface isopalmique, ou que chaque surface isopal-
mique, le long de la courbe suiant laquelle elle est coupée par la surface conique E, soit
tangente @ la fois d la nappe ordinaire d'une certaine surface donde caractéristique,
relative @ cette surface isopalmique et décrite du point O comme centre, et & la nappe
exiraordinaire d’une autre surface d onde caractéristique, également relative a cette surface
isopalmigque et décrite du point O comme centre.

St C’est la seconde condition qui est remplie, c'est-a-dire si, parmi les rayons de
méme espéce émanés dun point lumineuzx O, situé dans un milieu hétérogéne biréfrin—
gent, ou parmi les rayons issus d'un méme point et de méme espéce qui se propagent dans
un tel milieu, il y en a une infinité, formant une surface conique X dont le sommet se
trouve en O, qui suivent des droites (Co.) sans jamais se diviser par réfraction, chacune
des ondes qui correspondent d ce systéme de rayons, le long de la courbe suivant la-
quelle elle est coupée par la surface conique Z, est tangente ¢ la fois & une surface
isopalmique, @& la nappe ordinaire dune surface donde caractéristique, relative
d cette surface isopalmigque et décrite du point O comme centre, el d la nappe ex-
traordinaire d’une autre surface dFonde caractéristique, également relative @ cette
surface isopalmique et décrite du point O comme centre.

Remarquons que, pour que cette seconde condition puisse étre satisfaite, il faut
qu’en prenant un point quelconque A sur la surface conique E, si I'on décrit, d'un
point quelconque comme centre, les deux nappes d'une surface d’onde caracté-
ristique, relative au point A et correspondant & un temps quelconque, et qu’on
meéne des rayons vecteurs paralléles a toutes les génératrices de la surface conique
Z qui rencontrent la surface isopalmique passant en A, chacun de ces rayons
vecteurs rencontre les deux nappes en deux points ou les plans tangents & ces
nappes soient paralléles entre eux, et cela quel que soit le point A; c’est ce qui
arrivera, par exemple, si le milieu étant uniaxe et la direction de I'axe étant la
méme en ses différents points, la surface £ se réduit & une surface plane per-
pendiculaire a 'axe.
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Supposons enfin qu'un point lumineux O, situé dans un milieu hétérogéne
quelconque, émette une infinité de rayons rectilignes de méme espéce, formant un
faisceau solide F, ou que, dans un pareil milieu, une infinité de rayons issus d'un
méme point et de méme espéce, formant un faisceau solide F, aillent concourir en
un méme point O situé dans le milieu. Si toutes les droites du faisceau F étaient
des droites (G), elles devraient, puisqu’elles passent toutes parle point O, se trouver
sur une méme surface isopalmique, ce qui est impossible, ces droites formant un
faisceau solide. Toutesles droites du faisceau F sont done des droites (C,) ou (C,).
mais alors chaque surface isopalmique doit étre, en chaque point de la partie de
son étendue comprise dans le faisceau F, tangente a la nappe, de méme nature
que les rayons, d’une surface d’'onde caractéristique, relative a cette surface iso-
palmique et décrite du point O comme centre, ce quin’est possible quautant que
lasurface isopalmique, dans la partie de son étendue comprise dans le faisceau F,
coincide avec cette nappe. Réciproquement, si cette condition est remplie pour
chaque surface isopalmique, chaque droite du faisceau I est une droite (G, ou
(C.) et peut, par conséquent, étre suivie par un rayon; donc :

Turorkme XLIV. — Pour qu’un point lumineuzr O, situé dans un milieu hétérogéne
quelcongque, émelte une infinité de rayons de méme espéce, tous rectilignes et formant un
faisceau solide ¥, ou pour qu’une infinité de rayons issus d'un méme point et de méme
espéce, tous rectilignes et formant un faisceau solide ¥, puissent concourir en un méme
point O situé dans un miliew hétérogéne quelconque, il faut et il suffit que chaque sur-
face isopalmique, dans la partie de son étendue comprise dans le faisceau ¥, coincide avec
la nappe, de méme nature que les rayons, d'une surface donde caractéristique, décrite
du point O comme centre et relative d cette surface isopalmique.

Si, parmi les rayons de méme espéce émanés d’un point O situé dans un milieu hété-
rogéne quelconque, il y en a une infinité, formant un faisceau solide ¥, qui sont rectili-
gnes, ou st, parmi les rayons issus d un méme point et de méme espéce qui se propagent
dans un milieu hétérogéne quelconque, il y en a une infinité, tous rectilignes et for-
mant un faisceau solide ¥, qui concourent en un méme point O du miliew, chacune des
ondes qui correspondent d ce systéme de rayons, dans la partie de son étendue comprise
dans le faisceau ¥, coincide d la fois avec une surface isopalmique et avec la nappe, de
méme nature que les rayons, d'une surface d’onde caractéristique, relative d cette surface
wsopalmique et décrite du point O comme centre.

Tugorime XLV. — Pour qu'un point lumineux O, situé dans un milien hétérogéne
quelcongue, émette dans toutes les directions des rayons rectilignes de méme espéce, il faut
et i suffit que chaque surface isopalmique du milieu coincide avec la nappe, de méme
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nature que les rayons, d’une surface d’onde caractéristique, relative d cetle surface isopal-
mique et décrite du point O comme centre.

Si, dans un milieu hétérogéne quelconque, un point lumineuxr O émet dans toutes les
directions des rayons de méme espéce qui se propagent lous en ligne droite, chacune des
ondes qui correspondent d ce systéme de rayons coincide & la fois avec une surface
isopalmique et avec la nappe, de méme nature que les rayons, d'une surface d’onde

caractéristique, relative @ cette surface isopalmique et décrite du point O comme cenire.

La condition posée dans ce théoréme n’implique nullement que les surfaces
isopalmiques, et par suite les ondes qui coincident avec elles, soient des surfaces
semblables et semblablement placées par rapport au point O; on peut remarquer
seulement que toutes ces surfaces ont pour centre le point O, et que celle qui
passe en O se réduit & ce point, ce qui s’accorde parfaitement avec le théo-
réme XXVI.

Cette condition, dans un milieu continu, ne peut évidemment étre satisfaite
que pour un seul point du milieu, les rayons étant de nature donnée ; donc :

Treorime XLVI. — S¢ dans un miliew continu il existe plus d'un point & partir
duquel des rayons de nature donnée peuvent se propager en ligne droite dans toutes les
directions, ce miliew est homogéne.

Nous avons vu (théoréme XXXIV) que, siles ondes correspondant, dans un mi-
lieu hétérogéne quelconque, a un systéme de rayons issus d'un méme point et de
méme espéce coincident avec les surfaces isopalmiques, les rayons sont tous rec-
tilignes; si de plus les surfaces isopalmiques remplissent la condition spécifiée
dans les théorémes XLIV et XLV, tous ces rayons rectilignes passent par un
méme point O ; donc :

TuiortMe XLVII. — 8, dans un miliew hétérogéne quelconque, chacune des ondes
correspondant @ un systéme de rayons issus d'un méme point et de méme espéce coincide
& la fois avec une surface isopalmique et avec la nappe, de méme nature que les rayons,
d’une surface d'onde caractéristique, relative d cette surface isopalmique et décrite d'un
certain pownd O du miliew comme centre, les rayons du systéme sont tous rectilignes et
émanent tous du point O ou concourent tous au point O.

On peut se demander enfin si, dans un milieu hétérogéne biréfringent, il est
possible qu'un point lumineux émette une infinité de rayons de méme espéce,
formant un faisceau solide F, qui se propagent en ligne droite et sans jamais se
diviser par réfraction, ou que, parmi les rayons issus d'un méme point et de
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méme espéce qui se meuvent dans un pareil milieu, il y en ait une infinité, for-
mant un faisceau solide F, se propageant en ligne droite et sans jamais se di-
viser par réfraction, qui aillent concourir en un méme point du milieu. Il est
aisé de voir qu’il ne peut en étre ainsi : en premier lieu, ces rayons formant un
faisceau solide et passant par un méme point O ne peuvent suivre des droites (G);
ils devraient done tous suivre des droites (G, ); mais alors il en résulterait que
chaque surface isopalmique, dans la partie de son étendue comprise dans le fais-
ceau F, devrait se confondre ala fois avec la nappe ordinaire d'une surface
d’onde caractéristique, relative & cette surface isopalmique et décrite du point O
comme centre, et avec la nappe extraordinaire d’une autre surface d’onde ca-
ractéristique, relative aussi a cette surface isopalmique et décrite du méme point
O comme centre, ce qui est impossible, car les deux nappes d’'une méme surface
d’onde caractéristique ne peuvent jamais étre semblables et semblablement pla-

cées par rapport & leur centre commun, méme dans une partie seulement de
leur étendue. Done :

Tutorime XLVIIL. — Si, dans un miliew biréfringent, un point peut émettre suivant
une winfinité de directions, formant un faisceau solide, des rayons de méme espéce qui se

propagent en ligne droite et sans jamais se diviser par réfraction, ce milieu est
homogéne.

E. — De la propagation de la lumiére dans les milieux hétérogénes homopalmigues.

Il existe toute une classe de milieux hétérogénes dont la constitution optique
se distingue par sa simplicité : cette classe comprend les milieux hétéro-
genes dans lesquels les surfaces d’onde caractéristiques, relatives aux
différents points dumilieu et correspondant & un méme temps, sans étre identi-
ques comme dansles milieux homogénes, sont semblables et semblablement pla-
cées, c’est-a-dire placées de facon queles rayons vecteurs homologues soient pa-
ralléles; nous les appellerons milieux komopalmiques.

Un milieu homopalmique est caractérisé dés qu’on connait une des surfaces
d’onde caractéristiques relatives a un quelconque des points de ce milieu. Quand
1l s’agira d’'un milieu homopalmique, nous pourrons donc, comme pour les mi-
lieux homogeénes, parler des surfaces d’onde caractéristiques du milieu sans in-
diquer & quel point du milieu ces surfaces se rapportent ; mais, pour définir com-
plétement au point de vue optique un milien homopalmique, il faut, comme
pour les milieux hétérogénes quelconques, faire connaitre le systéme des sur-
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faces isopalmiques, et indiquer quelle est, sur chacune de ces surfaces isopalmi-
ques, la surface d’onde caractéristique correspondant a 'unité de temps.

Bien que, dans les milieux homopalmiques comme dans les milieux hétéroge-
nes queleonques, les rayons se propagent, en général, suivant deslignes a double
courbure, ces milieux participent d'un certain nombre de propriétés appar-
tenant aux milieux homogeénes, ce qﬁi tient & ce que les théorémes II et I1I sont
applicables aux milieux homopalmiques. Dans un milieu homopalmique, en
effet, les surfacesd’onde caractéristiques relatives aux différents points du milieu
étant toutes semblables et semblablement placées, la direction du plan tangent
qui, sur les nappes de méme nature de toutes ces surfaces d’'onde caractéristi-
ques, est conjugué a une certaine direction durayon vecteur est constante, et ré-
ciproquement. Cette remarque, combinée avec le théoréme XXII, nous conduita
la proposition suivante, qui n’est autre que le théoréme III étendu aux milieux
homopalmiques:

TugoreME XLIX. — Lorsqu’un systéme de rayons issus d’un méme point et de méme
espéce se propage dans un miliev homopalmique quelconque, il existe entre la direction
i plan tangent en O @ I'une des ondes qui correspondent d ce systéme de rayons et la
direction que présente en O le rayon qui passe par ce point une liaison qui est constante
dans un méme miliew homopalmique pour des rayons de méme nature, et cette liaison
est la méme que celle qui existe entre la direction du plan tangent d la nappe, de méme
nature que les rayons, d'une des surfaces d’onde caractéristiques du milieu et la direction
du rayon vecteur de cette surface qui passe par le point de contact.

On voit, d’aprés cela, que dans un milieu homopalmique comme dans un mi-
lieu homogeéne, & une direction donnée pour un rayon de nature également don-
née est conjuguée, en général, une direction unique pour le plan tangent a
I'onde, et réciproquement. Il n’y a d’exception a cette régle que dans le cas trés-
particulier ou, le milieu homopalmique étant biaxe, la direction donnée pour le
rayonest paralléleal’une des directions singuliéres du milieu, ou bien la direction
donnée pour le plan tangent a I'onde est paralléle & I'un des plans tangents sin-
guliers que 'on peut mener aux surfaces d’'onde caractéristiques du milieu. Nous
pourrons done, pour les milieux homopalmiques comme pour les milieux homo-
genes, parler de la direction de la droite conjuguée ordinairement ou extraordi-
nairement f‘i‘ un plan de direction donnée et de la direction du plan conjugué or-
dinairement ou extraordinairement & une droite de direction donnée, sans indi-
quer par rapport a quel point du milieu ou pour quelle surface isopalmique le
plan etla droite sont conjugués 'un & l'autre.

Il résulte de ce qui précéde que, si dans un milieu homopalmique la direction
d’un rayon reste constante, c’est-a-dire si ce rayon est rectiligne, la direction
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du plan tangent & l'onde demeure également constante, et réciproquement ;
done :

TreorEME L. — Lorsqu'un systéme de rayons issus d'un méme point et de méme
espéce se propage dans un miliew homopalmique quelcongue, les plans tangents, menés
auz ondes qui correspondent d ce systéme de rayons aux poinis ou elles sont renconirées
par un méme rayon rectiligne, sont paralléles entre eux, et réciproquement, si les plans
tangents menés d ces ondes aux points ou elles sont rencontrées par un méme rayon sont
tous paralléles entre eux, ce rayon est rectiligne.

Ce théoréme souffre, lorsque le milieu est biaxe, deux exceptions particuliéres
tout a fait analogues a celles que nous avons signalées pour les milieux homoge-
nes, et qui se présentent quand le rayon rectiligne est paralléle a I'une des direc-
tions singuliéres du milieu, et quand les plans tangents aux ondes sont paral-
leles & I'un des plans tangents singuliers des surfaces d’onde caractéristiquesdu
milieu : dansle premier cas, & la direction du rayon sont conjuguées pour le plan
tangent & 'onde une infinité de directions formant I'enveloppe d'un céne ; dans
le second cas, & la direction commune des plans tangents aux ondes sont conju-
guées pour le rayon une infinité de directions formant un cone.

Pour qu'une droite située dans un milieu homopalmique soit une droite con-
juguée commune aux surfaces isopalmiques, il faut et il suffit, d’aprés ce que
nous venons de dire : 1° que les plans tangents menés aux surfaces isopalmiques
aux points ou elles sont rencontrées par cette droite soient paralléles entre eux;
2° que la direction commune de ces plans soit conjuguée ordinairement ou ex-
traordinairement a celle de la droite.

Pour qu'une droite située dans un milieu homopalmique soit une droite dou-
blement conjuguée commune aux surfaces isopalmiques, il faut et il suffit :
1° que les plans tangents menés aux surfaces isopalmiques aux points ou elles
sont rencontrées par cette droite soient paralléles entre eux; 2° que la direction
commune de ces plans soit conjuguée a la fois ordinairement et extraordinaire-
ment 4 celle de la droite. Cette derniére condition suppose que,si 'on décrit,d'un
point quelconque comme centre, les deux nappes d'une des surfaces d’'onde ca-
ractéristiques du milieu et qu’on méne un rayon vecteur paralléle a la droite, les
plans tangents aux deux nappes aux points ou elles sont rencontrées par ce rayon
vecteur sont paralléles entre eux.

Les propositions que nous avons démontrées pour les milieux hétérogénes
quelconques, depuis le théoréme XXIII jusqu’au théoréme XXXIV, sont applica-
bles aux milieux homopalmiques sans autre modification que la suppression dans

10
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I'énoncé des théorémes XXIII et XXIV des mots « pour le point O » indiquant
que la direction durayon en O doit &tre conjuguée par rapport au point O & celle
du plan tangent mené en O & la surface isopalmique qui passe en ce point.

Les théorémes suivants subissent, lorsqu’on les restreint aux milieux homo-
palmiques, des simplifications asseznotables; il suffira de donner les énoncés de
ces nouvelles propositions qui se déduisent comme cas particuliers des théore-
mes démontrés pour les milieux hétérogénes quelconques. (Nous indiquerons
par un chiffre placé entre parenthéses a la suite du titre de chaque proposition le
théoréme relatif aux milieux hétérogénes quelconques dont elle se déduit.)

TugoriME LI (35). — Pour que, dans un milieu homopalmique quelconque, une
einfinité de droites paralléles, formant une surface cylindrique T, puissent éire suivies
chacune par un rayon qui se propage dans le miliew sans se réfléchir et sans changer de
nature par réfraction, il faut et il suffit que chacune de ces droites soit une droite (G) ou
que chacune des surfaces isopalmiques du milieu, le long de la courbe suivant laquelle elle
est coupbe par la surface cylindrique %, soit tangente d un méme plan dont la direction
sott conjuguée, ordinairement ou extraordinairement suivant la nature des rayons, d la
direction commune des rayons paralléles.

82, parmi les rayons issus d'un méme point et de méme espéce qui se propagent dans
un nuliew homopalmique quelconque, il y a une infinité de rayons paralléles, formant
une surface cylindrique =, qui suivent des droites (Co) ou (Ce), chacune des ondes qui cor-
respondent d ce systéme de rayons est tangente d la fois, le long de la courbe suivant la-
quelle elle est coupée par la surface cylindrique T, d une méme surface isopalmique et a
un méme plan dont la direction reste constante quand I'onde se déplace.

Dans un milieu homopalmique les plans tangents singuliers, qui touchent le
long de la méme courbe une surface isopalmique et une onde, sont tous parallé-
les entre eux, ce qui n’a pas lieu nécessairement dans un milieu hétérogéne
quelconque.

TrtoriMe LII (36).— Pour que, dans un milieu homopalmigue biréfringent, une infinité
de droites paralléles, formant une surface cylindrique X, puissent étre suivies chacune par
un rayon qui se propage sans jamais se diviser par réfraction, il faut et il suffit que
chacune de ces droites soit une droite (G) ou que chacune des surfaces isopalmiques du
miliew soit tangente, le long de la courbe suivant laguelle elle est coupée par la surface
cylindrique Z, & un méme plan dont la direction soit doublement conjuguée @ celle des
rayons paralléles.

Si, parmz les rayons issus dun méme point et de méme espéce qui se propagent dans
un miliew homopalmique biréfringent, il y o une infinité de rayons paralléles, formant
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une surface cylindrique T, qui suivent des droites (Co.e), chacune des ondes qui correspon-
dent d ce systéme de rayons, le long de la courbe suivant laquelle elle est coupée par la
surface cylindrique Z, est tangente @ la fois d une méme surface isopalmique et a un
méme plan dont la direction reste constante quand I'onde se déplace.

Tel encore les plans tangents singuliers, qui touchent le long de la méme
courbe une surface isopalmique et une onde, sont tous paralléles entre eux ; de
plus, la direction commune de ces plans doit étre telle que, si d'un point quelcon-
que comme centre on décrit les deux nappes d'une des surfaces d’onde caracté-
ristiques du milieu et qu'on méne a ces deux nappes deux plans tangents paral-
léles & la direction commune des plans tangents singuliers, les deux points de
contact se trouvent sur un méme rayon vecteur.

On peut aussi remarquer, & propos des théorémes précédents, que la surface
cylindrique X peut, comme cas particulier, se réduire & une surface plane.

TrrorkME LIII (37). — Pour que, dans un miliew homopalmique quelconque, une
infinité de droites paralléles, formant un faisceau solide ¥, puissent étre suivies chacune
par un rayon qui se propage dans le milieu sans se réfléchir et sans changer de nature
par réfraction, il faut et il suffit que les surfaces isopalmiques du milieu, dans la partie
de leur étendue comprise dans le faisceau ¥, forment un systéme de surfaces cylindrigues
dont les génératrices soient foules paralléles auz droites du faisceau ¥, ou encore un sys-
téme de plans paralléles entre euxr dont la direction commune soit paralléle d celle des
droites du faisceau ¥ ou conjuguée, ordinairement ou extraordinairement suivant la na-
ture des rayons, d celle des droites du faisceau F.

TukoriMeE LIV. — 87, parmi les rayons issus d'un méme point et de méme espéce qui
se propagent dans un miliev homopalmique quelcongue, il y en a une infinité, formant un
faisceau solide ¥, qui ont des directions paralléles auzx points o ils rencontrent une
méme onde, cette onde est plane dans la partie de son élendue comprise dans le [aiscean F.

St tous les rayons issus d'un méme point et de méme espéce qui se propagent dans un
miliew homopalmique quelconque ont des directions paralléles aux points ot ils rencon-
trent une méme onde, cette onde est plane, mais ne se confond pas nécessairement avec
une surface isopalmique.

TueoreMe LV. — Sz, dans un miliew homopalmique quelcongue, une des ondes cor-
respondant @ un systéme de rayons issus d'un méme point et de méme espéce est plane,
tous les rayons ont des directions paralléles aux points ou ils rencontrent cette onde, sans
qu’il soit nécessaire que cette onde coincide avec une surface isopalmique.

TutoriMe LVI. — Si, parmi les rayons issus d'un méme point et de méme espéce
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qui se propugent dans un milieu homopalmique quelcongue, il y en a une infinité, for-
mant un faisceau solide ¥, qui sont rectilignes et paralléles enitre euz, les ondes corres-
pondant d ce systéme de rayons, dans la partie de leur étendue comprise dans le faisceau F,
sont planes et paralléles entre elles; mais ces ondes ne se confondent avec les surfaces
wsopalmiques que si tous les rayons du faisceau ¥ suivent des droites (Cy) ou (Ce).

St tous les rayons issus d'un méme point et de méme espéce qui se propagent dans un
muliew homopalmique quelconque sont rectilignes et paralléles entre eux, les ondes qui
correspondent d ce systéme de rayons sont toutes planes et paralldles entre elles, mais ne
se confondent avec les surfaces isopalmiques que si tous les rayons suivent des droites

(Co) ou (C,).

TuroreME LVIL. — 87, dans un miliew homopalmique quelcongue, toutes les ondes
correspondant ¢ un systéme de rayons issus d'un méme point et de méme espéce sont
planes et paralléles entre elles, tous les rayons sont rectilignes et paralléles entre euz, sans
gl soit nécessaire que le systéme des ondes se confonde avec celui des surfaces isopal-

migues.

Ces quatre théorémes, qui n’ont pas d’analogues pour les milieux hétérogénes
quelconques, découlent immédiatement du théoréme XLIX et, comme celui-ci,
souffrent deux exceptions particuliéres, qui se présentent lorsque, le milieu étant
biaxe, les rayons sont paralléles a 'une des directions singuliéres du milieu, ou
que 'onde plane est paralléle & I'un des plans tangents singuliers des surfaces
d’onde caractéristiques du milieu.

Il résulte de ce qui précéde que, si dans un milieu homopalmique quel-
conque les surfaces isopalmiques forment un systéme de surfaces cylindriques
paralléles, ne se réduisant pas & des surfaces planes, il ne peut se propager dans
le milieu qu’un seul systéme de rayons rectilignes et paralléles entre eux, savoir
le systéme des rayons qui suivent les génératrices des surfaces isopalmiques, et
deux systémes d’ondes planes et paralléles entre elles, dont les directions sont
la direction conjuguée ordinairement & celle des génératrices des surfaces
isopalmiques et la direction conjuguée extraordinairement a celle des mémes
génératrices. Mais, si les surfaces isopalmiques d’'un milieu homopalmique
sont planes et paralléles entre elles, il peut se propager dans ce milieu une
infinité de systémes de rayonsrectilignes et paralléles entre eux, savoir : 1° deux
systémes de rayons rectilignes et paralléles, dont les directions sont conjuguées
ordinairement et extraordinairement & la direction commune des surfaces pla-
nes isopalmiques; 2° une infinité de systémes de rayons rectilignes et paraliéles,
dont les directions sont simplement assujetties a étre paralléles aux surfaces
planes isopalmiques; dans un tel milieu peuvent également se propager une
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infinité de systémes d'ondes planes et paralléles entre elles, savoir : 1° un sys-
téme d’ondes planes et paralléles, qui se confond avec celui des surfaces isopal-
miques; 2° une infinité de systémes d’ondes planes et paralléles, dont les direc-
tions sont simplement assujetties & étre conjuguées ordinairement ou extraordi-
nairement 3 la direction d'une droite quelconque paralléle aux surfaces planes
isopalmiques.

TrroriME LVIIT (40). — Pour que, dans un miliew homopalmique biréfringent, une
infinité de droites paralléles, formant un faisceau solide ¥, puissent étre suivies chacune
par un rayon qui se propage sans jamais se diviser par réfraction, il faut et il suffit que
les surfaces isopalmiques du miliew, dans la partie de leur étendue comprise dans le
faisceau ¥, forment un systéme de surfaces cylindriques dont les génératrices soient
toutes paralléles @ la direction commune des droites du faisceau F ou un systéme de
plans paralléles entre eux et paralléles aux droites du faisceau ¥, ou encore un systéme
de plans paralléles entre eux dont la direction commune soit doublement conjuguée d
celle des droites du faiscean F.

TuroriMe LIX (41). — 8¢, dans un meliev homopalmique biréfringent, toutes les
ondes correspondant d un systéme de rayons issus d'un méme point et de méme espéce
sont planes et que, de plus, les directions conjuguées ordinairement et extraordinairement
d la direction commune de ces ondes se confondent, tous les rayons sont rectilignes, pa-
ralléles entre eux et se propagent sans jamais se diviser par réfraction, sans q'il soil
nécessaire que le systéme des ondes coincide avec celui des surfaces isopalmiques.

TaeEorEME LX (42). — Pour qu'un point lumineux O, situé dans un miliew homopal-
mique quelconque, émetle une infinité de rayons de méme espéce, rectilignes et formant
une surface conique T, ou pour quune infinité de rayons issus dun méme point et de
méme espéce, tous rectilignes et formant une surface conique I, puissent concourir en
un foyer O situé dans un miliew homopalmique quelconque, il faut et il suffit, ou que la
surface conique X soit une surface isopalmique, ou que chaque surface isopalmique soit
tangente, le lorg de la courbe suivant laquelle elle est coupée par la surface conique Z, d
la nappe, de méme nature que les rayons, dune surface d onde caractéristique du miliev
décrite du point O comme centre.

Si c’est la seconde condition qui est remplie, ¢’est-d-dire si, parmi les rayons de méme
espéce émanés d'un point O situé dans un miliew homepalmique quelconque, ou parmi les
rayons issus dun méme point et de méme espéce qui se propagent dans un tel miliew, il
y en @ une infinité, formant une surface conique T dont le sommet se trouve en O, qu
suivent des droites (Co) ou (Ce), chacune des ondes qui correspondent d ce systéme de rayons
est tangente d la fois, le long de la courbe suivant laquelle elle est coupée par la surface
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conique =, @ une surface isopalmique el & la nappe, de méme nature que les rayons,
d'une surface d’onde caractéristique dumiliew décrite du point O comme centre.

La surface conique X peut, comme cas particulier, se réduire & un plan.

"TukorEME LXI (43). — Pour qu'un point lumineux O, situé dans un milieu homopal-
mique biréfringent, émetle une infinité de rayons de méme espéce, rectilignes, formant
une surface conique I et se propageant sans jamais se diviser par réfraction, ou pour
qu'une infinité de rayons issus d'un méme point et de méme espéce, tous rectilignes, for-
mant une surface conique X et se propageant sans jamas se diviser par réfraction,
puissent concourir en un foyer O situé dans un muliew hétérogéne biréfringent, il faut et
il suffit, ou que la surface T soil une surface isopalmique, ou que chaque surface iso-
palmique, le long de la courbe suivant laguelle elle est coupée par la surface conique E,
soit tangente d la fois d la nappe ordinaire d’une surface d onde caractéristique du milieu
décrite du point O comine centre et d la nappe extraordinaire d'une auire surface d onde
caractéristique du miliew également décrite du point O comme centre.

Si cest cette seconde condition qui est remplie, ¢’est-d-dire si, parmi les rayons de
méme espéce émanés d'un point humineux O situé dans un milieu homopalmique biréfrin-
gent, ou parmi les rayons issus d’'un méme point et de méme espéce qui se propagent dans
un tel milieu, il y en a une infinité, formant une surface conique E dont le sommet se
trouve en O, qui suivent des droites (Co ) sSans jamats se diviser par réfraction, chacune
des ondes qui correspondent @ ce systéme de rayons, le long de la courbe suivant laguelle
elle est coupée par la surface conique T, est tangente d la fois d une surface isopalmique,
d la nappe ordinaire d'une surface d’onde caractéristique du miliew décrite du point O
comme centre et d la nappe extraordinaire d’une autre surface d'onde caractéristique
du milieu également décrite du point O comme centre.

Pour que cette seconde condition puisse étre satisfaite, il faut que, si 'on
déerit, d’'un point quelconque comme centre, les deux nappes d’une des sur-
faces d’onde caractéristiques du milieu, et qu'on méne des rayons vecteurs pa-
ralléles a toutes les génératrices de la surface conique X, chacun de ces rayons
vecteurs rencontre les deux nappes en deux points ou les plans tangents a ces
nappes soient paralléles entre eux; c'est ce qui arrivera, par exemple, si, le mi-

lieu homopalmique étant uniaxe, la surface conique T se réduit & une surface
plane perpendiculaire a I'axe.

TutoreME LXII (44). — Pour qu’un point lumineuz O, situé dans un miliew homo-
palmique quelconque, émette une infinité de rayons de méme espéce, tous rectilignes et
formant un faisceau solide ¥, ou pour qu'une infinité de rayons issus d'un méme point et
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de méme espéce, tous rectilignes et formant un faisceau solide ¥, puissent concourir en un
méme point O situé dans un miliew homopalmique quelcongue, il faut et il suffit que
chague surface isopalmique, dans la partie de son étendue comprise dans le faisceau F,
coincide avec la nappe, de méme nature que les rayons, d'une surface d onde caractéristique
du milieu décrite du point O comme centre.

St, parmi les rayons de méme espéce émanés d'un point O situé dans un miliew homo-
palmique quelcongue, il y en a une infinité, formant un faisceau solide ¥, qui sont recti-
lignes, ou si, parmi les rayons issus & un méme point et de méme espéce qui se propagent
dans un milieu homopalmique quelconque, il y en a une infinité, tous rectilignes et for-
mant un faisceau solide ¥, qui concourent en un méme point O du milieu, chacune des
ondes qui correspondent d ce systéme de rayons, dans la partie de son élendue comprise
dans le faisceau ¥, coincide a la fois avec la nappe, de méme nature que les rayons, d’une
surface d'onde caractéristique du milieu décrite du point O comme cenlre et avec une
surface isopalmique.

TukoriMe LXIII (45). — Pour qu’un point lumineuz O, situé dans un miliew homo-
palmique quelconque, émette dans toutes les directions des rayons rectilignes de méme
espéee, il faut et il suffit que chaque surface isopalmique du miliew coincide avec la
nappe, de méme nature que les rayons, d'une surface d'onde caractéristique dumilien dé-
crite du point O comme centre.

8%, dans un milieu homopalmique quelcongue, un point lumineuzx O émet dans toutes
les directions des rayons de méme espéce, tous rectilignes, chacune des ondes qui corres-
pondent d ce systéme de rayons coincide d la fois avec une surface isopalmique et avec la
nappe, de méme nature que les rayons, d’une surface d’onde caractéristique du milieu
décrite du point O comme cenire.

Dans ce cas, non-seulement les surfaces isopalmiques ont toutes pour centre le
point O, mais encore elles sont toutes semblables et semblablement placées par
rapport & ce point.

TutoriME LXIV (46). — 87, dans un milieu homopalmique continu, il existe plus d'un
point & partir duguel des rayons dune nature donnée peuvent se propager en ligne droite
dans toutes les directions, ce miliew est homogéne.

TrtoriMe LXV (47). — S:, dans un milieu homopalmique quelconque, chacune des
ondes correspondant @ un systéme de rayons issus d'un méme point et de méme espéce
coincide avec la nappe, de méme nature que les rayons, d'une surface d onde caractéris-
tique du milieu. décrite d'un certain point O du miliew comme centre, les rayons du sys-
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téme sont tous rectilignes et émanent tous du point O ou concourent lous en O, et,
par suite, le systéme des ondes se confond avec celui des surfaces isopalmigues du

melieu.

TugoriME LXVI (48). — Si, dans un miliew homopalmique biréfringent, un point
peut émeltire swwant une infinité de directions, formant un faisceau solide, des rayons de
méme espéce qui se propagent en ligne droite et sans jamais se diviser par réfraction, ce
miliew est homogéne.

F. — De lu propagation de la humiére duns les milieux hétérogénes isotropes.

Tout milieu hétérogéne monoréfringent est nécessairement isotrope, ¢’est-a-
dire que les surfaces d’onde caractéristiques relatives a ses différents points sont
toutes des spheéres. Les milieux hétérogénes isotropes font partie évidemment de
la classe des milieux homopalmiques et jouissent de toutes les propriétés qui ap-
partiennent a ces derniers milieux ; mais ils possédent, en outre, certaines pro-
priétés spéciales qui sont dues en premier lieu & ce qu'un rayon ne se divise ja-
mais par réfraction en s’y propageant, et ensuite & la forme sphérique de leurs
surfaces d’onde caractéristiques. Les milieux hétérogenes isotropes se rencon-
trent du reste trés-fréquemment dans la nature : I'air atmosphérique, une masse
d’eau dont les différentes parties sont portées a des températures inégales, cons-
tituent des milieux de ce genre.

Le théoréme XXII, appliqué aux milieux hétérogénes isotropes, conduit immé-
diatement & cette proposition, qui estl’analogue du théoréme VI :

TueoreMe LXVIL. — Lorsqu’un systéme de rayons issus d'un méme point et de méme
espéce se propage dans un milieu hétérogéne isotrope, ces rayons, aux points oi ils ren-
conlrent une quelconque des ondes qui leur correspondent, sont dirigés normalement @
celte onde.

Il faut remarquer que, dans les milieux hétérogénes isotropes, bien que les
rayons se propagent normalement aux ondes, ils suivent, en général, des lignes
a double courbure.

Le théoréme précédent s’applique évidemment, ainsi que tous ceux qui vont
suivre, aux milieux hétérogénes uniaxes, a condition qu'on se borne a considé-
rer les rayons ordinaires.

Les différents théorémes que nous avons démontrés sur la propagation de la
lumiére dans les milieux hétérogeénes quelconques se simplifient, pour la plupart,
encore beaucoup plus lorsqu’on les restreint aux seuls milieux hétérogeénes iso-
tropes que lorsqu’on considére les milieux homopalmiques en général. 11 suffira
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de donner les énoncés de ces propositions, qui se déduisent comme cas particuliers
de celles que nous avons établies pour les milieux homopalmiques et pour les mi-
lieux hétérogénes quelconques. Nous nous contenterons de remarquer que, dans
un milieu hétérogeéne isotrope, toute droite conjuguée commune aux surfaces
isopalmiques n’est autre qu'une normale commune & ces surfaces. (Nous ferons
suivre le titre de chaque proposition de chiffres entre parenthéses indiquant les
théorémes analogues, relatifs aux milieux homopalmiques et aux milieux
hétérogenes quelconques.)

Taioreme LXVIIH (50). — Lorsqu’un systéme de rayons issus d'un méme point el de
méme espéce se propage dans un milieu hétérogéne isotrope, les plans tangents, menés aux
ondes qui correspondent d ce systéme de rayons aux points ou elles sont renconirées
par un méme rayon rectiligne, sont paralléles entre eux et perpendiculmires d ce rayon,
etréciproquement, si les plans tangents, menés aux ondes aux points ou elles sont ren-
contrées par un méme rayon, soni paralléles entre euz, le rayon est rectiligne et perpen-
diculaire a ces plans tangents.

TaforiMe LXIX (23). — Lorsqu’un systéme de rayons issus d’un méme point et de
méme espéce se propage dans un milieu hétérogéne isotrope, pour qu'un des rayons de ce
systéme présente, en un certain point O, un point d’inflexion, il faut et il suffit que ce
rayon soit en O tangent ou normal d la surface isopalmique qui passe par ce point; si le
rayon est normal en O @ la surface isopalmique, [onde qui correspond au systéme des
rayons est tangente en O @ cette surface isopalmique.

TaeoriMe LXX (27). — Pour quiune droite située dans un milieu hétérogéne isotrope
puisse fre suivie par un rayon qui se propage dans le milieu sans se réfléchir et sans
changer de nature par réfraction, i faut et il suffit que cette droite se lrouve fout entiére
sur une des surfaces isopalmiques du miliew ou qiielle soit une normale commune d
loutes les surfaces isopalmiques qu’elle rencontre.

Si, parmi les rayons issus d'un méme point et de méme espéce qui se propagent dans
un milieu hétérogéne isotrope, il y a un rayon rectiligne qui suit une normale commune
aux surfaces isopalmiques, chacune des ondes qui correspondent @ ce systéme de rayons
est tangente au point ol elle est rencontrée par ce rayon rectiligne @ une surface iso-
palmique.

Tatorime LXXI (29). — Pour que, dans un milieu hétérogéne isotrope, une infinité
de droites, formant une surface continue X, puissent étre suivies chacune par un
rayon qui se propage dans le miliew sans se réfléchir et sans changer de nuture par
réfraction, il faut et il suffit que chacune de ces droites se trouve lout enliére sur une

1
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surface isopalmique ou soit une normale commune aux surfaces isopalmiques qii’elle
rencontre.

S, parmi les rayons issus d'un méme point el de méme espéce qui se propagent dans un
miliew hétérogéne isotrope, il y en a une infinité, formant une surface conlinue X, qui
suivent des normales communes aux surfaces isopalmiques, chacune des ondes qui corres-
pondent a ce systéme de rayons est tangente d une surface isopalmique le long de la
courbe suivant laquelle elle est coupée par la surface X.

Tukorime LXXII (30). — Pour que, dans un milieu hétérogéne isotrope, une infinité
de drottes, formant un fuisceau solide, puissent étre suivies chacune par un rayon qui se
propage sans se réfléchir et sans changer de nature par réfraction, il faut et il suffit que
chacune de ces droites se trouve tout entiére sur une surface isopalmique ou soit une nor-
male commune aux surfaces isopalmigques qu’elle rencontre.

St, parmi les rayons issus d'un méme point et de méme espéce qui se propagent dans
un miliew hétérogéne isotrope, il y en a une infinité, formant un faisceau solide ¥, qui
suivent des normales communes aux surfaces isopalmigues, chacune des ondes qui cor-
respondent d ce systéme de rayons se confond, dans la partie de son étendue comprise dans
le faisceau ¥, avec une surface isopalmique.

St tous les rayons issus d’'un méme point et de méme espéce qui se propagent dans un
mulieu hétérogéne isotrope suivent des normales communes aux surfaces isopalmigues, le
systéme des ondes se confond avec celui des surfaces isopalmiques.

Les théorémes XXXIII et XXXIV sont applicables sans modification aux milieux
hétérogeénes isotropes.

Turortme LXXIIT (51,35). — Pour que, dans un milieu hétérogéne isotrope, #me in-
firaté de droites paralléles, formant une surface cylindrique X, puissent étre suivies chacune
par un rayon qui se propage dans le miliew sans se réfléchir et sans changer de nature
par réfraction, il faut et il suffit que chacune de ces droites se trouve lout entiére sur une
surface isopalmique ou. que chaque surface isopalmique, le long de la courbe suivant la-
quelle elle est coupbe par la surface cylindrique T, soit tangente & un méme plan perpen-
diculaire @ la direction commune des droites paralléles.

St, parmi les rayons issus d'un méme point el de méme espice qui se propagent dans
un milieu hétérogéne isotrope, il y a une infinité de rayons rectilignes et paralléles, for-
mant une surface cylindrique , qui suivent des normales communes auz surjfaces iso-
palmigues, chacune des ondes qui correspondent d ce systdme de rayons, le long de la
courbe suivant laquelle elle est coupée par la surface cylindrique E, est tangente ¢ la
fois @ une méme surface isopalmique et & un méme plan perpendiculaire d la direc
tion des rayons paralléles.

Document numérisé par la Bibliothéque Interuniversitaire Scientifique Jussieu - UPMC



— 83 —

TrEorEME LXXIV (53). — Pour que, dans un milieu hétérogéne isotrope, une infinité
de droites paralléles, formant un faisceau solide ¥, puissent étre suivies chacune par un
rayon qui se propage dans le miliew sans se réfléchir et sans changer de nature par ré-
fraction, il faut et il suffit que les surfaces isopalmiques du miliew, dans la partie de leur
étendue comprise dans le faisceau ¥, forment un systéme de surfaces cylindriques dont les
génératrices soient toutes paralléles aux drotles du faisceau ¥ ou un systéme de plans pa-
ralléles entre eux el paralléles ou perpendiculaires d la direction commune de ces droites.

TreoreME LXXV (54). — Si, parmi les rayons issus d'un méme point et de méme
espéce qui se propagent dans un miliew hétérogéne isotrope, il y en a une infinité, formant
un faisceau solide ¥, dont les directions sont paralléles aux points oil ils rencontrent une
méme onde, cetie onde est plane dans la partie de son étendue comprise dans le faisceau F
et perpendiculaire aux rayons du faisceau F.

St ltous les rayons issus &'un méme point et de méme espéce qui se propagent dans un
miliew hétérogéne isotrope ont des directions paralleles aux points ow ils rencontrent une
méme onde, cette onde est plane et perpendiculaire aux rayons, mais ne se confond pas
nécessairement avec une surface isopalmeque.

TaroriMe LXXVI (55). — 8¢, dans un miliew hétérogéne isotrope, une des ondes
correspondant d un systtme de rayons issus d'un méme point et de méme espéce est
plane, les rayons aux points o ils rencontrent cetle onde sont lous paralléles entre eux et
perpendiculaires & I'onde, sans qu'il soit nécessaire que cetle onde caincide avec une surface
isopalmique.

Tutorime LXXVII (56). — Sz, parmi les rayons issus d'un méme point et de méme
espéce qui se propagent dans un milieu hétérogéne isotrope, il y en a une infinité, formant
un faisceau solide ¥, qui sont rectilignes et paralléles entre eux, les ondes corres-
pondant d ce systéme de rayons, dans la partie de leur étendue comprise dans le faisceau
¥, sont planes, paralléles entre elles et perpendiculaires avx rayons du faisceau F,
mais ces ondes ne se confondent avec les surfaces isopalmiques que si lous les rayons
du faisceau ¥ suivent des normales communes aux surfuces isopalmiques.

S tous les rayons issus d'un méme point et de méme espéce qui se propagent dans un
milieu hétérogéne isotrope sont rectilignes et paralléles entre eux, les ondes qui correspon-
dent d ces rayons sont toutes planes, paralléles entre elles et perpendiculoires auz rayons,
mais ne se confondent avec les surfaces isopalmiques que si tous les rayons suivent des
normales communes aux surfaces isopalmiques.

TuoriMe LXXVIII (57). — St, dans un miliew hétérogéne isotrope, toutes les ondes
correspondant @ un systéme de rayons issus dun méme point et de méme espéce sont
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planes et paralléles entre elles, tous les rayons sont rectilignes, paralléles entre euz et
perpendiculuires auz ondes, sans qui'il soit nécessaire que le systéme des ondes se confonde
avec celui des surfaces isopalmiques.

Il résulte de ce qui précéde que, si, dans un milieu hétérogeéne isotrope, les
surfaces isopalmiques forment un systéme de surfaces cylindriques paralléles,
ne se réduisant pas a des surfaces planes, il ne peut se propager dans ce milieu
qu'un seul systéme de rayons rectilignes et paralléles entre eux, qui se confond
avec le systéme des génératrices de ces surfaces cylindriques, et un seul systéme
d’ondes planes et paralléles entre elles, dont Ja direction commune est perpendi-
culaire a la direction de ces génératrices. Mais, si les surfaces isopalmiques d'un
milieu hétérogene isotrope sont planes et paralléles entre elles, il peut s'y
propager une infinité de systémes de rayons rectilignes et paralléles entre eux,
dont la direction est paralléle ou perpendiculaire a celle des surfaces isopalmi-
ques planes, et aussi une infinité de systémes d’ondes planes et paralleles entre
elles, dont la direction est perpendiculaire ou paralléele a celle des surfaces
isopalmiques.

Tutorime LXXIX (42, 60). — Pour qu'un point lumineux O, situé dans un milieu
hétérogéne isotrope, émetle une infinité de rayons de méme espéce, tous rectilignes et
formant une surface conique I, ou pour quune infinité de rayons issus d'un méme
point et de méme espéce, tous rectilignes et formant une surface conique X, puissent
concourir en un méme foyer O situé dans un miliew hétérogéne isotrope, il faut et il
suffit que la surface conique X soit une surface isopalmique ou que chagque surface iso-
palmique soit tangente, le long de la courbe suivant laquelle elle est coupée par la surface
conique X, d une surface sphérigue décrite du point O comme centre.

Si c’est la seconde condition qui est remplie, c’est-a-dire st, parmi les rayons de méme
espéce émanés d'un point O situé dans un milieu hétérogéne isolrope, o parmi les rayons
issus d'un méme point et de méme espéce qui se propagent dans un tel milieu, il y en a une
infinité, formant une surface conique dont le sommet se trouve en O, qui suivent des nor-
males communes auz surfaces isopalmiques, chacune des ondes qui correspondent d ce
systéme de rayons, le long de lo courbe 'suivant laquelle elle est coupée par la surface
conique %, est tangenle d la fois @ une surface isopalmique et @ une surface sphérigue
décrite du point O comme centre.

TutoriMe LXXX (44, 62). — Powr qu'un point lumineuzx O, situé dans un milieu
hétérogeéne isotrope, émettie une mfinité de rayons de méme espéee, tous rectilignes et for-
mant un faiscea solide ¥, ow pour guw’une infinité de rayons issus d’'un méme point et de
méme espéce, tous rectilignes et formant un faisceau solide ¥, puissent concourir en un
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méme foyer O situé dans un miliew hétérogéne isotrope, il faut et il suffit que chaque sur-
face isopalmique, dans la partie de son étendue comprise dans le faiscean F, coincide
avec une surface sphérigue décrite du point O comme centre.

Si, parmi les rayons de méme espéce émanés d'un point O situé dans un miliew hété-
rogéne isotrope, il y en a une infinité, formant un faisceau solide ¥ qui sont rectilignes,
ou s, parmi les rayons issus d'un méme point et de méme espéce qui se propagent dans
un miliew hétérogéne isotrope, il y en a une infinité, tous rectilignes et formant un faisceau
solide ¥, qui concourent en un point O situé dans le miliev, chacune des ondes qui corres-
pondent @ ce systéme de rayons, dans la partie de son élendue comprise dans le faisceau F,
coincide @ la fois avec une surface isopalmique et avec une surface sphérique décrite du
point O comme centre.

TreoriMe LXXXT (45,63). — Pour qu'un point lumineux O, situé dans un milieu
hétérogéne isotrope, émette dans toutes les directions des rayons rectilignes, il faut et il
suffit que chaque surface isopalmique du miliew soil une surface sphérigue ayant pour
centre le point O.

Si, dans un milieu hétérogéne isotrope, un point lumineur O émet dans toutes les direc-
tions des rayons rectilignes, chacune des ondes qui correspondent d ce systéme de rayons
coincide @ la fois avec une surface isopalmique et avec une surface sphérigue décrite du
point O comme centre.

Trtoreme LXXXII (46, 64). — 87, dansun milieu isotrope contina, il existe plus d un
point @ partir duguel des rayons peuvent se propager en ligne droite dans toutes les di~
rections, ce milieu est homogéne.

TutoreMe LXXXIIT (47,65). — S, dans un milieu hétérogéne isotrope, toutes les ondes
correspondant d un systéine de rayons issus d un méme point et de méme espéce coincident
avec des surfaces sphériques décrites d'un certain point O du miliew comme centre, les
rayons du systéme sont tous rectilignes et émanent tous du point O ou vont tous concourir
au point O, et, par suite, le systéme des ondes se confond avec celui des surfuces iso-
palmiques du milieu.

G. — Extension aux milieuz hétérogénes quelconques de différents théorémes démontrés
pour les milieux homogénes quelconques.

Les théorémes XII, XIII et XIV nous apprennent que, dans un milieu
homogéne quelconque, si des rayons formant une série continue, issus d’un
méme point- et de méme espece, concourent en un méme foyer O, ces rayons
mettent tous des temps égaux pour aller du point lumineux au foyer. Ces pro-
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positions peuvent facilement s’étendre au cas ou le point de concours des rayons
est situé dans un milieu hétérogéne quelconque.

La démonstration de ces théorémesest, en effet, indépendante des dimensions
du milieu homogéne ou est situé le point de concours des rayons; or, dans une
étendue infiniment petite tout autour de ce point, le milieu, quelle que soit sa
nature, peut toujours étre considéré comme homogéne. Nous pouvons donc
énoncer les propositions suivantes :

Tugorine LXXXIV (12). — Pour que, parmi les rayons issus d'un méme point et
de méme espéce qui se propagent dans un milieu hétérogéne quelconque, il y en ait deur,
formant entre eux un angle infiniment petit, qui aillent converger en un méme
point O du milieu, il faut et il suffit que londe qui correspond d ces rayons, considérée
dans une position infiniment voisine du point O, soit, aux poinis ou elle est rencontrée par
les tangentes menées en O aux deux rayons infiniment voisins qui concourent en ce point,
tangente d la nappe, de méme nature que les rayons, d’'une surface d onde caractéristique,
relative au point O, décrite de ce point comme cenire et correspondant G un temps infini-
ment petit; d'oie il résulte que les rayons infiniment voisins qui aboutissent en O mettent
des temps rigoureusement égaux pour aller du point himineuz @ ce point de concours, et y
arrivent sans différence de phase.

Tugoreme LXXXV (13). — Pour que, parmi les rayons issus d’un méme point et de
méme espéce qui se propagent dans un milieu héiérogéne quelconque, il y en ait une infi-
nité, formant une surface continue, qui aillent converger en un méme point O du milieu,
il faut et il suffit que Londe qui correspond d ce systéme de rayons, considérée dans une
position infiniment voisine du point O, le long de la courbe suivant laguelle elle est coupée
par la surface conique que forment les tangentes menées en O aux rayons qui concourent
en ce point, soil tangente d la nappe, de méme nature que les rayons, d'une surface d onde
caractéristique, relative au point O, décrite du point O comme centre et correspon-
dant & un temps infiniment petit; dow il résulte que tous les rayons qui aboutissent
en O metlent des temps égauzr pour aller du point lumineux @ ce point de concours,
et y arrwent sans différence de phase.

TaeoreMe LXXXVI (14). — Powur que tous les rayons issus d’'un méme point et de
méme espéce qui se propagent dans un miliev hétérogéne quelconque aillent converger en
un méme point O situé dans ce milieu, il faut et il suffit que Ponde qui correspond d ce
sysiéme de rayons, considérée dans une position infiniment voisine du point O, coincide
avec la nappe, de méme nature que les rayons, d'une surface d'onde caractéristique, re-
lative au point O, décrite de ce point comme centre el correspondant & un temps infi-
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nument petit ; dow il résulte que tous ces rayons mettent des temps égaux pour aller du
point lumineux au foyer O, el y arrivent sans différence de phase.

En résumé, lorsqu’une infinité de rayons de méme espéce, formant une série
continue, ¢’est-d-dire constituant une surface continue ou un faisceau solide, et
émanés d’un point situé dans un milieu quelconque, homogeéne ou hétérogeéne,
vont concourir en un méme point situé également dans un milieu quelconque,
aprés avoir traversé un nombre quelconque de milieux homogénes ou hété-
rogeénes, et subi un nombre quelconque de réflexions sur les surfaces qui
limitent ces milieux ou sur les surfaces isopalmiques des milieux hétérogeénes.
ces rayons mettent tous des temps égaux pour aller du point lumineux a leur
point de concours, et y arrivent sans différence de phase.

Le théoréme fondamental XXI peut aussi s’étendre aux milieux hétérogénes.
La démonstration de ce théoréme est, en effet, tout a fait indépendante de
I'épaisseur des milieux homogénes que traverse lalumiere, et un milieu hétéro-
géne peut toujours étre considéré comme formé par la juxtaposition d'une infi-
nité de couches homogénes infiniment minces, dont les surfaces de séparation
seraient les surfaces isopalmiques. Avant d’énoncer le théoréme général, nous
devons compléter la définition des chemins de méme espéce. Nous dirons que
deux chemins partant d’'un méme point situé dans un milieu quelconque, ho-
mogéne ou hétérogene, et aboutissant a un méme point situé soit dans ce méme
milieu, soit dans un autre milieu quelconque, sont de méme espéce, lorsque ces
deux chemins touchent le méme nombre de fois et dans le méme ordre les
mémes surfaces limites des milieux et les mémes surfaces isopalmiques dans les
milieux hétérogénes; de plus, quand il s'agira de comparer les temps que met-
trait la lumiére pour aller d'un point & un autre en suivant deux chemins de
méme espéce, nous regarderons toujours les rayons qui suivraient ces chemins
comme étant de méme nature dans les parties correspondantes de leurs tra-
jectoires, situées soit entre deux des surfaces qui limitent les milieux, soit entre
deux surfaces isopalmiques, soit entre une surface isopalmique et une surface li-
mite, soit enfin entre une surface limite ou isopalmique et le point de départ ou
d’arrivée. Cette définition, qui n’est que I'extension de celle que nous avons
donnée pour les milieux homogénes, une fois posée, nous pouvons énoncer le
théoréme général qui suit :

Takorime LXXXVIL. — Le temps employé par la lumiére pour se propager d'un
point situé dans un miliew quelconque, homogéne ou hétérogéne, & un autre point situé
dans un miliew quelconque, en traversant un nombre quelconque de milieux homogeénes ou
hétérogénes, et en subissant un nombre quelconque de réflexions soit sur les surfaces qui

Document numérisé par la Bibliothéque Interuniversitaire Scientifique Jussieu - UPMC



— 88 —

limitent ces milieux, soit sur les surfaces isopalmiques des milieux hétérogeénes, est tou-
Jours un muinimum relativement auz lemps que mettrait la lunaére pour aller d'un de
ces points & lautre en suivant des chemins de méme espéce que celui qu’elle parcourt
réellement.

Lorsque la Jumiére peut aller d'un point a 'autre en suivant plusieurs che-
mins différents mais de méme espéce, le temps employé & parcourir chacun
de ces chemins est un mnimum ; mais ces temps minima ne sont pas nécessairement
égauz entre eur, & moins que les chemins de méme espéce, réellement suivis
par la lumiére pour se propager d'un point a 'autre, ne constituent une sur-
face continue ou un faisceau solide, et ne solent par suite en nombre infini.

Le théoréme précédent peut étre considéré comme résumant I'Optique géo-
métrique, en ce sens que, si on I'admet comme conséquence du principe de la
moindre action, il peut servir a retrouver toutes les propositions que nous avons
démontrées jusqu’ici.

Document numérisé par la Bibliothéque Interuniversitaire Scientifique Jussieu - UPMC



— 89 —

DEUXIEME PARTIE.

DES SURFACES APLANETIQUES.

DEFINITIONS.

Soit un miliev homogeéne quelconque, limité par une surface continue S; supposons
que, dans ce milieu, un systéme de rayons, fous de méme nature, et dont les direc-
tions passent par un méme point O, vienne & rencontrer la surface S. Si les
rayons qui tombent sur la surface S sont divergents, le point O, par ot passent
toutes leurs directions, peut étre soit un point lumineux situé dans le milieu ot
se meuvent les rayons, point dont ces rayons sont réellement issus, soit un foyer
total situé dans ce méme milieu; il peut arriver encore, si le milieu est limité
par des surfaces autres que S, et si les rayons ont traversé d’autres milieux
avant d’y pénétrer, que ce ne soient pas les rayons eux-mémes qui passent par le
point O, mais les prolongements de ces rayons menés en sens contraire de leur
propagation ; ces frois cas étant identiques au point de vue géométrique, toutes
les fois que les rayons qui tombent sur la surface S sont divergents, et que leurs
directions vont concourir en un méme point O, nous dirons que ces rayons éma-
nent du point lumineuz réel O. Si, au contraire, les rayons qui tombent sur la sur-
face S sont convergents, le point de concours de leurs directions est situé au-
dela de cette surface S, et nous dirons, par extension, que les rayons émanent du
point lumineux virtuel O. Geci posé, la surface S est dite aplanétique par réflexion,
si tous les rayons réfléchis g une certaine espéce, provenant d’un systéme de rayons
incidents émanés d'un point lumineux réel ou virtuel, sont dirigés de facon a
aller converger, par eux-mémes ou par leurs prolongements, en un méme
foyer O'. Si les rayons réfléchis sont convergents, ce sont les rayons réfléchis
eux-mémes qui se croisent au foyer O’, ou bien les prolongements de ces rayons
dans le sens de leur propagation, et alors nous dirons que O’ est un foyer réel;
si, au contraire, les rayons réfléchis sont divergents, ce sont les prolongements
de ces rayons en sens contraire de leur propagation qui se croisent en O, et ce

12

Document numérisé par la Bibliothéque Interuniversitaire Scientifique Jussieu - UPMC



— 90 —

point prendra le nom de foyer virtuel. En résumé, une surface aplanétique
par réflexion est une surface réfléchissante qui fait converger en un méme
foyer, réel ou virtuel, tous les rayons réfléchis d’une certaine espéce, provenant
d’'un systéme de rayons incidents émanés d’'un 'méme point lumineux, réel ou
virtuel.

De méme, la surface de séparation des deux milieux homogénes est dite
aplanétique par réfraction, lorsqu’elle fait converger en un méme foyer, réel ou vir-
tuel, tous les rayons réfractés d’une certaine espéce, provenant d’un systeme de
rayons incidents émanés d’'un méme point lumineux, réel ou virtuel.

Le point lumineux et le foyer peuvent, du reste, 'un ou I'autre, ou tous deux,
étre a l'infini, et une surface réfléchissante ou réfringente est encore aplanéti-
que, lorsqu’elle fait converger en un méme foyer, réel ou virtuel, les rayons ré-
fléchis ou réfractés d’une certaine espéce, provenant de rayons incidents paral-
leles entre eux, ou lorsqu’elle rend paralléles tous les rayons réfléchis ou réfrac-
tés d'une certaine espéce, provenant de rayons incidents émanés d’'un méme
point lumineux, réel ou virtuel, ou enfin lorsque, les rayons incidents étant pa-
ralléles entre eux, tous les rayons réfléchis ou réfractés d'une certaine espéce le
sont également.

Dans tout ce qui va suivre nous désignerons par O le point lumineux, réel ou
virtuel, par (a, 6, c) ses coordonnées, par O'le foyer, réel ou virtuel, par (@, ¥/, ¢)
ses coordonnées. Le milieu dans lequel se meuvent les rayons incidents et les
rayons réfléchis sera nommé premier milieu ; celui ou se propagent les rayons
réfractés second milieu, et nous supposerons toujours que ces milieux soient ho-
mogeénes.

L’équation de la surface d’onde caractéristique du premier milieu, correspon-
dant & T'unité de temps et décrite de I'origine comme centre, sera représentée
par :

Si(x, 7, 35==0, ou par e, (2, y,2)=1.

S'1lya lieu de distinguer les deux nappes de cette surface, le milieu étant biré-
fringent, 'équation de la nappe ordinaire s écrira :

foo Brs2)=0, ou g, (z,7,2)=1,
celle de la nappe extraordinaire :

foo @79 =0 ou g, (57 =1.

Nous emploierons les mémes notations pour le second milieu en remplacant
I'indice 1 par Vindice 2; lorsqu'il Sagira uniquement de la réflexion, nous n’au-
rons qu'un seul milieu & considérer et nous pourrons supprimer I'indice numé-
rique.
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Remarquons enfin, une fois pour toutes, que, si une surface est aplanétique par
réflexion ou par réfraction, le rayon incident dirigé suivant la droite O0’, qui
joint le point lumineux au foyer, doit nécessairement se réfléchir en revenant sur
lui-méme, ou passer d'un milieu dans 'autre sans déviation, ce qui détermine la
direction du plan tangent a la surface réfléchissante ou réfringente au point ott
elle est rencontrée par la droite OO'.

Ces préliminaires établis, nous allons nous proposer de chercher les surfaces
aplanétiques par réflexion ou par réfraction, étant données les positions du point
lumineux et du foyer : pour que le probléme soit déterminé, on devra, de plus,
indiquer si chacun de ces points doit étre réel ou virtuel, et faire connaitre, s’il
y a lieu, la nature des rayons incidents et celle des rayons réfléchis ou réfractés.

SECTION I. — DES SURFACES APLANETIQUES PAR REFLEXION.

Nous supposerons d’abord que ni le point lumineux, ni le foyer ne soient &
I'infini ; chacun de ces deux points pouvant étre réel ou virtuel, il peut se pré-
senter quatre cas, que nous allons examiner successivement.

A. — Le point lumineux est réel et le foyer virtuel.

Fig. 7

Soit S (fig. 7) une surface aplanétique par réflexion pour les
positions O et O’ du point lumineux et du foyer, le premier de
ces points étant réel et le second virtuel, ¢’est-a-dire une sur-
face telle que les rayons réfléchis d'une certaine espéce, prove-
nant d'un systéme de rayons incidents émanés du point
i/ lumineux réel O, soient dirigés comme s'ils provenaient du
o point O'.

Soit T la position qu’occupe 'onde réfléchie au bout du temps T, compté a
partir du moment ou la lumiére part du point O; les directions des rayons
réfléchis concourant toutes en O', I'onde X coincide avec la nappe, de méme
nature que les rayons réfléchis, d’'une surface d’onde caractéristique du mi-
lieu, décrite du point O' comme centre et correspondant & un certain temps
que nous appellerons T’ (théoréme XIV). Soient OA et OA’ deux rayons incidents
quelconques; les rayons réfléchis correspondants seront dirigés suivant les
prolongements des droites O'A, O'A’. Désignons par 7 et ¢ les temps que mettent
les rayons incidents pour aller de Oen A et en A, par 6 et ¢’ les temps que mettent
les rayons réfléchis pour aller de A en Bet de A"en B, Bet B’ étant les points ot
ces rayons rencontrent 'onde X, enfin par ¢, et ¢, les temps qu’emploieraient des
rayons de méme nature que les rayons réfléchis pour aller de O'en A et en A', le
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milieu dans lequel se meuvent les rayons étant supposé prolongé de fagon a com-
prendre le point O’; on aura :
t+0=T, ¢/ 4+6=T, t,4+0=T, ¢/, 4+6=T,

d’ou :
t—t,=T—T e ¢/—=T-—-"T,

et enfin :
t—t, =1t —1.

Cette égalité sera vérifiée, quels que soient les points A et A’ pris sur la surface S.

Réciproquement, soient S une surface réfléchissante quelconque, O un pointlu-
mineux réel, O' un point situé de I'autre c6té de la surface S, A et A’ deux points
quelconques pris sur cette surface, ¢ et ¢ les temps que mettent deux rayons inci-
dents, d’une certaine nature que nous désignerons par N, pour aller du point O
aux points A et A', ¢, et 7, les temps que metiraient deux rayons de nature N’
pouraller de O’ en A et en A’, les natures N et N’ pouvant étre identiques ou
différentes : si, quels que soient les points A et A’, on a constamment :

l—fx:t'——li,

la surface S est aplanétique par réflexion pour les positions O et O’ du point lu-
mineux et du foyer, les rayons incidents étant de nature N et les rayons réflé-
chis de nature N'.

Pour le démontrer, du point O’ comme centre, décrivons la nappe X de na-
ture N’ d'une surface d’onde caractéristique du milieu, correspondant 8 un cer-
tain temps T'; soient B et B' les points ou les droites O’A et O'A’ prolongées
rencontrent celte nappeZ, 6 et &' les temps que mettent deux rayons de nature N’
pour aller de Aen Bet de A’ en B'. On a, par construction :

t, 0=t +0;
comme d’ailleurs on a par hypotheése :

t—t, =1t —1¢,
il vient :

t =7+ 0.
Cette égalité ayant lieu, quels que soient les points A et A’ il faut en conclure
que, pour aller du point O aux différents points de la surface  en suivant les
chemins OAB, OA'B'....., les rayons OA, OA’..... étant de nature N, et les rayons
AB,A’'B'..... de nature ', la lumiére emploie le méme temps; désignons ce temps
par T; remarquons en outre que les plans tangents menés a la surface = aux
points B, B'..... ontdes directions conjuguées, ordinairement ou extraordinaire-
ment suivant que la nature N’ est ordinaire ou extraordinaire, & celles des
droites AB, A'B'.... Il en résulte évidemment que la surface Zest enveloppe des
nappes de nature N’ des surfaces d'onde caractéristiques, décrites des points
A, A’... comme centres et correspondant respectivementaux temps T —¢, T—¢'....
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et que, de plus, celle de ces nappes qui est décrite du point A comme centre
touche 'enveloppe commune au point B, celle décrite du point A’ comme centre
au point B', et ainsi de suite. En nous reportant a la construction générale de
Ponde réfléchie, nous voyons immédiatement que la surface X n’est autre que
la position de I'onde réfléchie au bout du temps T, et que les droites AB, A'B'....
sont les rayons réfléchis de nature N correspondant aux rayons incidents de na-
ture N émanés du point O ; ¢’est précisément ce qu’il fallait démontrer.
Nous arrivons ainsi a la proposition suivante :

Pour quiune surface soit aplanétique par réflexion pour des positions données du poini
lumineuz et du foyer, le point lumineuz étant réel et le foyer virtuel, les rayons incidents
btant de nature N et les rayons réfléchis de nature N', il faut et il suffit que la différence
des temps employés par la lumiére pour aller du point lumineux et du foyer d un méme
point de cetle surface soit constante sur toute la surface, le premier de ces temps étant
dvalué en supposant qu’un rayon de nature N se propage du point lumineux au point con-
sidéré sur la surface, le second en supposant qu’un rayon de nature N' se propage du
Joyer au méme point dans le milieu prolongé de facon d comprendre le foyer.

On voit par 13 qu'étant données la position du point lumineux réel et celle du
foyer virtuel, et, de plus, lanature des rayons incidents et celle des rayons réflé-
chis, il existe une infinité de surfaces aplanétiques, qui se distinguent les unes
des autres par la valeur quaffecte sur chacune de ces surfaces la différence
constante des temps que met la lumiére pour aller du point lumineux et du foyer
& un méme point de la surface. Il faut remarquer encore que chacune de ces sur-
faces est nécessairement ¢/limitée dans tous les sens.

Il est facile, en s’appuyant sur le théoréme précédent, de trouver I'équation
générale des surfaces aplanétiques par réflexion pour la position réelle O du
point lumineux et la position virtuelle O’ du foyer, les rayons incidents étant de
nature N et les rayons réfléchis de nature N'. En effet, du point O comme centre,
décrivons la nappe de nature N d’une surface d’onde caractéristique du milieu
correspondant a un certain temps T; I'équation de cette nappe sera :

x—a y—b z-—c

Y ot R

=0 ou¢r—a, y—b, z—c)="T,

[ et ¢ devant recevoir I'indice 0 ou e, suivant que la nature N est ordinaire ou
extraordinaire. Cette nappe coupe une quelconque des surfaces aplanétiques
remplissant les conditions énoncées plus haut, suivant une certaine courbe :
des rayons de nature N mettent, pour aller du point O aux différents points de
cette courbe, un temps égal & T; donc des rayons de nature N’ mettraient, pour
aller du point O’ aux mémes points, un temps égala T 4 G, G étant une quantité
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constante pour une méme surface aplanétique, quel que soit T, et la courbe
se trouve sur la nappe de nature N’ d'une surface d’onde caractéristique du
milieu, décrite du point O’ comme centre et correspondant au temps T + C,
nappe dont I'équation est :

xr—a —d z—C
7 ( A

T+C T+C T+G>:° oun ¢ (z—a,y—"¥,z—c)=T+C,

[ et o devant recevoir I'indice 0 ou e suivant que la nature N’ est ordinaire ou
extraordinaire. Chacune des surfaces aplanétiques cherchées peut donc étre
considérée comme le lieu des intersections des nappes de nature N des surfaces
d’onde caractéristiques du milieu, décrites du point O comme centre et correspon-
dant au temps T, avec les nappes de nature N’ des surfaces d’onde caractéris-
tiques du milieu, décrites du point O’ comme centre et correspondant au temps
T + C, T étant une quantité variable et C une quantité constante pour une méme
surface. Il suit de 1a qu’on obtiendra I'équation des surfaces aplanéliques cher-
chées en éliminant T entre les équations :

. x—a —b z—c x—a — 3 z—c
j( T ’yT ) T =0 etf(T—FG,?I"—l—C,T—i—C,\):O’

f devant recevoir I'indice 0 ou e, dans la premiére équation suivant que la nature
N est ordinaire ou extraordinaire, dans la seconde suivant que la nature N’ est
ordinaire ou extraordinaire.

L’équation résultante contiendra la constante C, et, en donnant & cette cons-
tante toutes les valeurs possibles, on obtiendra toutes les surfaces aplanétiques
remplissant les conditions que nous nous sommes posées.

On peut encore, pour arriver a I'équation de ces surfaces aplanétiques, élimi-
ner T entre les deux équations :

ox—a, y—b, z—c)=T, e o(z—ad, y—b,z—c)=T+C,
ce qui donne:
¢{(z—a, y—Vb, 2—)—0(zr—a, y—b, z—c)=C. (1)
Dans cette équation, le signe ¢ devra recevoir I'indice o ou e, dans le premier

terme suivant que les rayons réfléchis sont ordinaires ou extraordinaires,
dans le second terme suivant que les rayons incidents sont ordinaires ou extraor-
dinaires.

La constante G représente la différence des temps employés par la lumiére
pour aller du point lumineux et du foyer & un méme point de la surface aplané-
tique.

3 _* , .

Il faut remarquer d’ailleurs que, les temps T et T + C étant essentiellement

positifs, lorsque les fonctions

¢(x—d, y—=¥,2—¢c) et ¢olx—a, y—b, z—c)

Document numérisé par la Bibliothéque Interuniversitaire Scientifique Jussieu - UPMC



— 98 —

se présentent sous forme de radicaux, ces radicaux doivent toujours étre pris dans
Péquation (1) avec le signe 4. Cette remarque importante s’applique & toutes les
équations analogues auxquelles nous arriverons par la suite, et nous nous con-

tenterons de la faire une fois pour toutes.
Si le milieu ou se propagent les rayons est biréfringent, aux rayons incidents

émanés du point lumineux O correspondent quatre espéces de rayons réfléchis
que nous avons désignées par les notations (o, 0), (e,e), (0, €) et (¢, 0); par suite,
pour des positions données du point lumineux réel et du foyer virtuel, il existe
quatre groupes de surfaces aplanétiques par réflexion. Les équations générales
de ces quatre groupes de surfaces aplanéliques sont :

pour les rayons réfléchis (o, o)

o,(x—d, y—b, z2—)—9,(x—a, y—0b, z— ¢c)=C, (2)

pour les rayons réfléchis (e, ¢)

P

o (x—a, y—0b, z—c)—o¢, (xr—a, y—5b, z2—c)=C,

pour les rayons réfléchis (o, e)

v(z—d, y—¥, s—d)—9,(z—a, y—b, 3 —¢)=C, 4)

pour les rayons réfléchis (e, o)

o, (x—d, y—¥, 2—c)—0o,(x—a, y—b, z—c)=C. (5}

Les surfaces des deux premiers groupes sont aplanétiques par réflexion homo-
logue, celles des deux derniers par réflexion antilogue.
Si le milieu est monoréfringent, il n’existe qu'un seul groupe de surfaces apla-
nétiques représenté par I'équation (1).
La constante C ne peut varier qu'entre certaines limites, car les points O et O/
devant se trouver de part et d’autre de la surface aplanétique, celle-ci doit ren-
Fig. . contrer la droite OO0’ en un point compris entre O et O’; nous
0 allons chercher a déterminer ces limites. Supposons d’abord que
la surface considérée soit aplanétique pour les rayons réfléchis

S~ % (0,0), cest-a-dire fasse partie du groupe représenté par I'équa-

* tion (2). Soit A (fig. 8) le point ou la surface rencontre la droite
00, Csera égal & la différence des temps employés par deux
" rayons ordinaires pour aller des points O’ et O au point A. Il s’en-

suit que C sera nul quand le point A sera a égale distance des points O et O', que
cette quantité atteindra sa plus grande valeur positive lorsque le point M coin-
cidera avec le point O, et que cette valeur sera égale au temps 7 que met un
ray on ordinaire pour aller de O en ', que G aura sa plus petite valeur négative
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quand le point A coincidera avec le point O, et que cette valeur sera égale
a — ¢ En définitive, dans I'équation (2), C peut varier de —z¢a + ¢

On verra de méme que, dans I'équation (3), G peut varier de — ¢ a + ¢, ¢ étant
le temps que met un rayon extraordinaire pour aller de O en O'.

Dans i’équation (4), la plus grande valeur positive de C correspond au cas ou
la surface aplanétique passe par le point O; le rayon réfléchi étant extraordinaire,
cette valeur estégale a + 7; parmi les valeurs négatives de C, la plus grande
en valeur absolue correspond au cas ou la surface aplanétique passe par le point
0’; le rayon incident étant ordinaire, cette valeur est —¢. Dans V'équation (4), G
peut done varier de — ¢ a + 7.

On verra de méme que, dans I'équation (5), C peut varier de —# a + 1.

Si le milieu est monoréfringent, les surfaces aplanétiques sont représentées
par I'équation (1), et G dans cette équation peut varier de — 14 + ¢, ¢ étant le
temps que met Ja lumiére dans ce miliea pour aller du point O au point 0.

La forme des équations trouvées pour les surfaces aplanétiques dans le cas
actuel montre immédiatement que, si on considére le point O’ comme un point
lumineux réel et le point O comme un foyer virtuel, on retombe sur les mémes
surfaces aplanétiques par réflexion, ce qui était facile a prévoir d’aprés la réei-
procité qui existe entre les rayons incidents et les rayons réfléchis. Done, par
rapport & I'une quelconque des surfaces aplanétiques représentées par les équa-
tions (2), (3), (4), (8), les deux points O et O sont tels que si 'un d’eux est un
point lumineux réel, Iautre est un foyer virtuel, ce qu'on exprime en disant
que les points O et O sont deux foyers conjugués par rapport a 1'une quelconque
de ces surfaces; mais suivant que I'un ou l'autre de ces points sera le point lu-
mineux, Ja réflexion aura lieu sur I'une ou l'autre face de cette surface. Il faut
remarquer encore que, si l'une de ces surfaces est aplanétique par réflexion anti-
logue, et que, le point O étant le point lumineux et le point O’ le foyer, cette sur-
face est aplanétique pour les rayons réfléchis (o, €), lorsque le point O’ devient
le point lumineux et le point O le foyer, cette surface devient aplanétique pour les
rayons réfléchis (e, 0), et réciproquement.

Considérons maintenant en particulier les surfaces aplanétiques par réflexion
homologue, le point lumineux étant toujours réel et le foyer virtuel, ¢ est-a-dire
supposons que le milieu soit monoréfringent ou que, le milieu étant biréfringent,
les rayons incidents et les rayons réfléchis soient de méme nature.

Il est facile de voir que, dans ce cas, les deux surfaces aplanétiques d'un méme
groupe qui correspondent & des valeurs égales et de signes contraires de C for-
ment les deux nappes d’une surface unique ayant pour centre le point M, milieu
de la droite O0’. En effet, soient + t et — = ces deux valeurs égales et de signes
contraires dela constante G, et soit A un point pris sur la surface aplanétique qui
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correspond & la valeur -+ = (fig. 9); si nous représentons par ¢le temps que met
pour aller de O en A un rayon, ordinaire ou extraordinaire suivant que les

Fig. 9. surfaces considérées sont aplanétiques pour les rayons réflé-
chis (0, 0) ou (¢, ), un rayon de méme nature pour aller du
foyer O’ au méme point A mettra un temps égal & ¢ + =.
Joignons AM, et prolongeons cette droite d'une quantité égale
a elle-méme jusqu’en A’; joignons OA’, O'A’. Dans le quadri-
latére OAO'A’, les diagonales se coupent en parties égales;
ce quadrilatére est donc un parallélogramme. Les droites OA,
O'A’ étant égales et paralleles, un rayon, de méme nature que le
rayon OA, mettra pour aller de O' en A’ un temps égal a ¢; de méme, les droites
OA' et O'A étant égales et paralléles, un rayon, de méme nature que le rayon
OA, mettra pour aller de O en A" un temps égal & £+ =; donc la différence des
temps que mettent deux rayons, de méme nature que ceux auxquels corres-
pondent les surfaces aplanétiques considérées, pour aller des points O’ et O au
point A’, est égale & — <. Il suit de la que le pomt A’ se trouve sur la surface
aplanétique que l'on obtient en prenant G égal & — . Le point A étant un point
quelconque de la premiére surface aplanétique, ce raisonnement s’applique a
tout autre point pris sur cette surface; done:

Deux surfaces aplanétiques par réflexion homologue, appartenant & un méme groupe
et correspondant @ des valeurs égales et de signes contraires de la constante G, forment
les dewx nappes d'une surface unique ayant pour centre le miliev de la droite O0'.

Les points ot ces deux nappes rencontrent la droite OO0’ sont évidemment &
la méme distance du milieu M de cette droite : quand la constante C est égale a
zéro, les deux nappes se touchent donc au point M, et alors elles peuvent, dans
certains cas particuliers qui seront examinés plus loin, se réduire a un seul et
méme plan. Il est clair, d’ailleurs, que les résultats que nous venons d’obtenir ne
sont nullement applicables aux surfaces aplanétiques par réflexion antilogue.

Parmi les surfaces aplanétiques par réflexion qui correspondent aux mémes
positions du point lumineux et du foyer, le point lumineux étant réel et le foyer
virtuel, il en est une particuliérement remarquable dans chaque groupe, c’est
celle pour laquelle la constante G est nulle. Considérons d’abord les surfaces
aplanétiques par réflexion homologue; la surface aplanétique qui correspond &
une valeur nulle de la constante G passe alors par le milieu M de la droite O0';
son équation est :

¢ (x—a,y—¥, z—c)—0,(x—a,. y —b, z—c)=0o,
13
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ou :
9.(x—d,y—V¥, 3—d)—0o.(t—a, y—b, 3—c)=o,

suivant que la surface est aplanétique pour les rayons réfléchis (o, 0) ou (e, e).

Cette surface a donc une forme plus simple que celles qui correspondent a des

valeurs de G différentes de zéro.

Lorsqu’une surface est aplanétique par réflexion antilogue et correspond &
une valeur nulle de la constante C, elle ne passe plus par le milieu M de la droite
00’, mais bien par un point P de cette droite, tel qu'un rayon ordinaire mette
le méme temps pour aller de O en P qu'un rayon extraordinaire pour aller de
O’ en P, ou réciproquement, c’est-d-dire qu’en désignant par v la vitesse or-
dinaire de la lumiére dans le milieu suivant la droite OO, par ¢ sa vitesse
extraordinaire suivant la méme direction, on doit avoir, si la surface est apla-
nétique pour les rayons réfléchis (o, €) :

OP o
oP 2’
et, si elle est aplanétique pour les rayons réfléchis (e, o) :
oP o
o°P — v

Dans tous les cas, lorsqu’une surface est aplanétique pour les rayons réfléchis
d’'une certaine espéce et correspond & une valeur nulle de la constante C, non-
seulement ces rayons réfléchis sont dirigés comme s’ils provenaient du point
0’, mais encore ils atteignent un point quelconque au bout du méme temps
que s’ils émanaient réellement du point O" au lieu de partir du point O. Quand
la constante C est nulle, le foyer virtuel O" peut done étre considéré comme le
point d’origine des rayons réfléchis, non-seulement dans les recherches que 'on
aura & faire sur les directions de ces rayons, mais encore dans celles relatives a
I'état du mouvement vibratoire en un de leurs points. Lorsque, au contraire, la
surface aplanétique correspond & une valeur de C différente de zéro, le temps
que mettrait un rayon, de méme nature que les rayons réfléchis, pour aller du
foyer virtuel O’ & un point R pris sur un de ces rayons, différe du temps réelle-
ment employé par la lumiére pour aller du point lumineux O au point R d’'une
quantité, constante pour une méme surface aplanétique, et égale précisément a
la valeur de la constante C sur cette surface; le foyer ne peut donc alors étre
substitué au point lumineux que si 'on se borne a chercher les directions des
rayons réfléchis.

Dans les milieux isotropes, et dans les milieux uniaxes, si on ne considére
dans ces derniers milieux que les rayons ordinaires, le temps employé par la lu-
miére pour aller d'un point & un autre est proportionnel a la distance qui sépare
ces deux points.
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Done, le point lumineux étant réel et le foyer virtuel, toutes les surfaces apla-
nétiques par réflexion dans les milieux isotropes, toutes les surfaces aplanétiques
pour les rayons réfléchis (o, 0) dans les milieux uniaxes, sont telles que la diffé-
rence des distances de tous les points d'une de ces surfaces aux points Oet 0’ soit
constante ; ces surfaces aplanétiques sont par conséquent les hyperboloides de
révolution engendrés par la rotation des hyperboles ayant pour foyers les points O
et O"autour de leur axe réel. Les deux nappes de chacun de ces hyperboloides
correspondent & des valeurs de G égales et de signes contraires. Lorsque G est
nul, la surface aplanétique se réduit & un plan perpendiculaire sur le milieu de
la droite OO'. Tous ces résultals, évidents par eux-mémes, se déduisent avec
la plus grande facilité de I'équation (1), qui prend alors la forme :

VE= T = T = —VE—a T U= F = =C.
En faisant C=0, il vient :
2{a—ad)yz + 2(b—8)y+2a(c—c)sz + (@ —a&)+ (" —b) 4 (" — ) =0,

équation d'un plan perpendiculaire a la droite OO’ et passant par le milieu de
celte droite.

B. — Le point lumineux et le foyer sont tous deux réels.

Nous avons vu (I"® partie, théoréme XIV) que, pour que tous les rayons réfléchis
d’une certaine espéce, provenant de rayons incidents émanés d’'un méme point
lumineux réel O (fig. 10), aillent concourir en un méme foyer réel O', il faut et

Fig. 0. j] suffit que P'onde réfléchie coincide dans une quelconque de ses
positions avec la nappe, de méme nature que les rayons réfléchis,
d’'une surface d’onde caractéristique du milieu décrite du point 0’
comme centre. Il suit de 1a que tous ces rayons mettent des temps
égaux pour aller du point lumineux au foyer, ou enfin que la somme
des temps employés par un rayon, de méme nature que les rayons
incidents, pour aller du point O & un certain point de la surface réfléchissante, et
par un rayon, de méme nature que les rayons réfléchis, pour aller du point O'
au méme point de cette surface, est constante pour tous les points de la surface

réfléchissante.
Donc :

Pour qu'une surface soit aplanétique par réflexion pour des positions données du point

lumineux et du foyer, ces deux points étant réels, les rayons incidents étant de nature N
et les rayons réfléchis de nature N', il faut et il suffit que la somme des temps employés
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par la lumiére pour aller du point lumineux et du foyer & un méme point de cette surface
soit constante sur toute la surface, le premier de ces temps étant évalué en supposant qu’un
rayon de nature N se propage du point lunmuneuz au point considéré sur la surface, le se-
cond en supposant quun rayon de nature N' se propage du foyer avw méme poind.

On voit par la qu'étant données les positions réelles du point lumineux et du
foyer, et, de plus, la nature des rayons incidents et celle des rayons réfléchis,
il existe une infinité de surfaces aplanétiques, qui se distinguent les unes des
autres par la valeur qu’affecte sur chacune d’elles la somme constante des
temps que met la lumiére pour aller du point lumineux et du foyer & un
méme point de la surface.

Lorsque le point lumineux et le foyer sont réels, les surfaces aplanétiques sont
nécessairement fermées : en effet, la vitesse de la lumiére n’étant infinie suivant
aucune direction, s’il existait sur une de ces surfaces un point situé a une dis-
tance infiniment grande du point lumineux ou du foyer, la somme des temps
que mettrait la lumiére pour aller du point lumineux et du foyer & ce point se-
rait infiniment grande, et, comme cette somme est constante sur toute la sur-
face, tous les autres points de cette surface seraient aussi a l'infini : ddnc, du
moment qu’un certain point de la surface aplanétiqﬁe est & une distance finie
des points O et 0, il en est de méme de tous les autres, et, comme cette surface
ne peut s’arréter brusquement, c’est une surface fermée comprenant les points
O et O’ dans son intérieur.

En suivant exactement la méme marche que dans le cas précédent, on voit
que chacune des surfaces aplanétiques par réflexion pour les positions réelles O
et O' du point lumineux et du foyer, lesrayons incidents étant de nature N et les
rayons réfléchis de nature N, peut étre considérée comme le lieu des intersec-
tions des nappes de nature N des surfaces d’onde caractéristiques du milieu,
décrites du point O comme centre et correspondant au temps T, avec les nappes
de nature N’ des surfaces d’onde caractéristiques, décrites du point O’ comme
centre et correspondant au temps C—T, T étant une quantité variable et G une
quantité constante pour une méme surface aplanétique. L' équation de ces sur-
faces aplanétiques s’obtiendra done en éliminant T entre les équations :

t—a y—b z—¢ ST —a y-——bl z—¢c .
f< T T v )=° e flg—3 =% ‘-—T>_0’

[ devant recevoir l'indice 0 ou ¢, dans la premiére équation suivant que la na-
ture N est ordinaire ou extraordinaire, dans la seconde suivant que la nature N’
est ordinaire ou extraordinaire. On peut encore arriver al'équation de ces sur-
faces aplanétiques en éliminant T entre les deux équations :
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¢e—a, y—b, z2—c)=T et o(x—a, y—7¥, 2—)=C—T,
ce qui donne :
o(z—d, y—¥, 2— )+ ot—a, y—b, 2—c)=C. (6)

Dans cette équation, ¢ doit recevoir l'indice o ou e, dans le premier
terme suivant que les rayons réfléchis sont ordinaires ou extraordinaires, dans le
second suivant que les rayons incidents sont ordinaires ou extraordinaires. La
constante G représente la somme des temps que met la lumiére pour aller du
point lumineux et du foyer & un méme point de la surface aplanétique.

Sile milieu ou se propagent les rayons est monoréfringent, il n’existe pour
des positions données et réelles du point lumineux et du foyer qu'un seul groupe
de surfaces aplanétiques.

Si le milieu est biréfringent, pour des positions données et réelles du point lu-
mineux et du foyer, il existe quatre groupes de surfaces aplanétiques dont les
équations sont :

pour les rayons réfléchis (0,0) :

9z —ad, y—0¥b, z2—c)+o (xt—a, y—b, z2—c)=C, ()
pour les rayons réfléchis (e,e) :

o(x—a, y—0V, z—d)+ o (x—a, y—b, z—c)=C, (8
pour les rayons réfléchis (o,¢) :

o.(x—d, y—¥, z2—)+0,(z —a, y—b, z2—c)=C, (9)
pour les rayons réfléchis (e,0) :

o(x—a,y—¥, z—)+9 (t—a, y—b, 3—c)=C. (r0)

Dans chacune de ces équations la constante G, étant une somme de deux
temps, doit toujours étre positive; il est évident d’ailleurs que, les points O et O’
devant se trouver du méme c6té de la surface aplanétique, la valeur de cette
constante ne peut descendre au dessous d’un certain minimum.

Fig. 11. Examinons d’abord le cas d'un milien monoréfringent : soit
A (fig. 11) le point ou I'une des surfaces aplanétiques rencontre la
droite OO’. Le point A doit se trouver en dehors de I'intervalle OO’ ;
supposons que ce point A se trouve au-deld du point O. Prenons
O’A’ =0A: il est aisé de voir que la surface aplanétique qui passe par

~ le point A passe aussi par le point A’. En effet,on a :

OA + OA==00 4-20A, OA'+ OA' =00 +4 20'A,

A

et comme
OA =0O'A/,
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il vient :
OA -+ OA=0'A" + OA'".

La somme des temps que met la lumiére pour aller des points O et O’ au
point A étant égale & la somme des temps qu’elle emploie pour aller des points
O et 0" au point A’, les points A et A’ se trouvent sur une méme surface apla-
nétique, et la somme des temps que met la lumiére pour aller des points O et O’
soit au point A, soit au point A’, est égale & la valeur de C sur cette surface. La
constante Caura done la plus petite valeur possible, lorsque les points A et A’ coin-~
cideront respectivement avec les points O et O, ¢’est-a-dire quand la surface apla-
nétique passera ala fois par le point lumineux et par le foyer, et cette valeur mi-
nimum de ¢ sera égale au temps ¢ que met la lumiére pour aller de O en O'.
Cpouvant du reste augmenter indéfiniment, on voit que, dans I'équation (6),
considérée comme représentant les surfaces aplanétiques par réflexion dansun
milien monoréfringent pour des positions réelles du point lumineux et du foyer,
la constante C peut varier de + 7a + oo .

Le raisonnement précédent est évidemment applicable au cas ou, le milieu
étant biréfringent, on considére les surfaces aplanétiques par réiexion homolo-
gue. On voitdonc que, dans 'équation (7), C peut varier de + #a + oo, ¢ étant le
temps que met dans le milieu un rayon ordinaire pour aller de O en O’, et que,
dans I'équation (8), G peut varier de + ¢ & + o, 7 étant le temps que met dans
le milieu un rayon extraordinaire pour aller de O en 0'.

Considérons maintenant le cas des surfaces aplanétiques par réflexion antilo-
gue : supposons, par exemple, qu’il s'agisse des surfaces aplanétiques pour les
rayons réfléchis (o, ¢), et cherchons la valeur minimum de la constante C. Ima-
ginons a cet effet une surface aplanétique apparlenant & ce groupe, et qui ren-
contre la droite OO’ en deux points A et A’, dont aucun ne soit situé entre O et
0'. 81 C va en diminuant, il arrivera un moment ou la surface aplanétique pas-
sera parl'un des points O ou O, et alors G aura atteint sa plus petite valeur pos-
sible, qui sera # ou ¢ suivant qu'a ce moment la surface passe par le point 0’ ou
parle point O. Sil'ona? > ¢, lasurface, lorsque C ira en diminuant, passera
en O avant de passer en O, et la plus petite valeur de C sera ; si, au contraire,
on af < ¢, lasurface passera en O’ avant de passer en O, et la plus petite valeur
de G sera ¢. Done, dans I'équation (9), la constante G peut varier depuis la plus
grande des quantités et ¢ jusqu’a + oo . On verra de la méme facon que, dans
I'équation (10), la constante G peut varier entre les mémes limites.

La forme des équations des surfaces aplanétiques par réflexion pour des posi-
tions réelles du point lumineux et du foyer montre que, par rapporta I'une quel-
conque de ces surfaces, les points O et O’ sont deux foyers conjugués, ¢’est-a-dire
que, si I'un de ces points est un point lumineux réel, 'autre est un foyer
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réel, cette proposition devant étre prise, lorsque la surface est aplanétique par
réflexion antilogue, dans le sens que nous avons indiqué dans le paragraphe
préeédent. I1 faut remarquer que, si le point lumincux et le foyer sont tous
deux réels, la réflexion a toujours lieu sur la face interne de la surface aplanéti-
que, quel que soit celui des deux points O et O’ qui soit le point lumineux.

Nous allons démontrer maintenant que les surfaces aplanétiques par réflexion
homologue pour des positions réelles du point lumineux et du foyer ont toutes
pour centre le milieu M de la droite O0’, qui joint le point lumineux au foyer.

Fig. 12. K effet, soit A (fig. 12) un point pris sur une de ces surfaces; joignons
T\, AM, et prolongeons cette droite d’'une quantité égale a elle-méme jus-
quenA’. Le quadrilatére OAO’A’, danslequel les diagonales se coupent
/’ en parties égales, est un parallélogramme; done, la droite O'A étant

égale et paralléle a la droite OA’, et la droite OA étant égale et paral-
~ 1éle & la droite O’A’, la somme des temps que mettent deux rayons, or-
dinaires ou extraordinaires suivant que la surface est aplanétique pour les rayons
réfléchis (0, 0) ou pour les rayons réfléchis (e, e), pour aller des points O et O/ au
point A’, est égale a la somme des temps que mettent deux rayons, de méme na-
ture que les deux premiers, pour aller des points O et 0’ au point A. Le point A’
se trouve donc sur la méme surface aplanétique que le point A ; le point A étant
d’ailleurs un point quelconque de la surface aplanétique, on voit que cette sur-
face a pour centre le point M. Ce raisonnement n’est évidemment pas applicable
aux surfaces aplanétiques par réflexion antilogue.

Quand le point lumineux et le foyer sont tous deux réels, les rayons s’entre-
croisent réellement au foyer, et ce foyer ne peut étre substitué au point lumi-
neux que lorsqu’il s’agit de trouver les directions des rayons réfléchis, et non
lorsqu’on veut calculer le mouvement vibratoire en un point d’un rayon réfiéchi.
En effet, si on prend sur un de ces rayons réfléchis un point M situé au-dela du
foyer, les temps employés par la lumiére pour aller des points O et 0" au point M
different toujours entre eux du temps que met la lumiére pour se propager de
0 en O, ¢'est-a-dire de C.

Dans le cas dont nous nous occupons, le point lumineux et le foyer étant dans
le méme milieu, on peut supposer qu’ils se confondent. Lorsqu'une surface est
aplanétique par réflexion homologue, et que le foyer se confond avec le point lu-
mineux réel, I'équation de cette surface prend la forme :

C

o{x—a, y—b, z—c)= 57

¢ devant recevoir I'indice oou e, si le milieu est biréfringent, suivant que la sur-
face est aplanétique pour les rayons réfléchis (o, 0) ou (e, €); cette ¢équation est
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celle de la nappe, de méme nature que les rayons incidents et réfléchis, d'une
surface d’onde caractéristique du milieu, décrite du point O comme centre et

correspondant au temps 5 C peut évidemment varier ici de zéro & + o .
Nous arrivons ainsi a la proposition suivante :

Pour que tous les rayons réfléchis d'une certaine espéce reviennent passer par le point
lumineux dont émanent les rayons incidents, la réflexion étant homologue, il faut et il
suffit que la surface réfléchissante se confonde avec la nappe, de méme nature que les
rayons incidents el les rayons réfléchis, d'une surface d’onde caractéristique du milieu
décrite du point lumineux comme centre.

Soit une surface aplanétique par réflexion antilogue, le point lumineux et le
foyer étant confondus; I'équation de cette surface sera de la forme :

o, (z—a, y—b z—c)+ ¢ (xr—a, y—b, z—c)=C(,

ce qui montre que, sila surface considérée est aplanétique pour les rayons réflé-
chis (0, e), elle I'est aussi pour les rayons réfléchis (e, 0), comme il était facile de
le prévoir. Les surfaces aplanétiques par réflexion antilogue, lorsque le point
lumineux et le foyer sont confondus en O, ne sont point des surfaces d’onde ca-
ractéristiques du milieu ; mais elles ont toutes pour centre le point O, et sont sem-
blables et semblablement placées par rapport a ce point. En effet, considérons un
rayon vecteur mené parle centre O; aux points ot ce rayon vecteur rencontre
les surfaces aplanétiques, les plans tangents a ces surfaces doivent avoir une di-
rection telle que le rayon réfléchi (o, €) ou (e, 0) reprenne la direction du rayon
incident, ce qui ne peut avoir lieu que si tous ces plans tangents sont paralléles
entre eux.

Lorsque le point lumineux et le foyer sont fous deux réels, toutes les surfaces
aplanétiques par réflexion dans les milieux isotropes, les surfaces aplanétiques
pour les rayons réfléchis (0,0) dans les milieux uniaxes, sont telles que la
somme des distances de tous les points de chacune d’entre elles au point lumi-
neux etau foyer soit constante : ce sont donc les ellipsoides de révolution engen-
drés par la rotation autour de leur grand axe des ellipses qui ont pour foyers les
points O et O;ces surfaces ne peuvent évidemment devenir sphériques que si le
point lumineux et le foyer se confondent.

G. — Le point lumineux esi virtuel et le foyer réel.

Soit S (fig. 13) une surface réfléchissante telle que, les rayons incidents éiant
de nature N et leurs directions allant concourir au point lumineux virtuel O,
tous les rayons réfléchis de nature N’ convergent au foyer réel O’. Si on sup-
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pose le milieu dans lequel se meuvent les rayons prolongé au-deld de la surface
Fig. 13.

réfléchissante, et si on imagine dans ce milieu, ainsi prolongé,
/ des rayons incidents de nature N émanés du point O, qui sera

alors un point lumineux réel, on voit que les rayons réfléchis
/ de nature N’ qui correspondront & ces rayons incidents seront
’ dirigés comme s’ils provenaient du point O’, qui sera alors un
foyer virtuel. On trouvera done, dans le cas dont nous nous oc-
RY cupons, les mémes surfaces aplanéliques que si le point O
était un point lumineux réel et le point O’ un foyer virtuel , et 'on est ainsi ra-
mené au cas que nous avons examiné en premier lieu. Ainsi chacune des surfaces
représentées par I'équation (1) est aplanétique par réflexion pour les positions O
et O’ du point lumineux et du foyer, soit lorsque le point O est un point lumi-
neux réel et le point O'un foyer virtuel, soit lorsqu’au contraire le point O est
un point lumineux virtuel et le point O' un foyer réel. Mais, suivant que I'une
oul'autre de ces conditions doit étre remplie, le milieu dans lequel se propa-
gent les rayons doit étre situé d'un c6té de la surface ou du coté opposé, et la
réflexion doit avoir lieu sur 'une ou I'autre des faces de cette surface.

Dans le cas actuel, les deux points O et O’ sont encore deux foyers conjugués
par rapport & I'une quelconque des surfaces aplanétiques, ¢’est-a-dire que toute
surface aplanétique sur une ses faces lorsque O est un point lumineux virtuel et
O’ un foyer réel, le sera encore, mais sur sa face opposée, lorsque O sera un foyer
réel et O’ un point lumineux virtuel.

En résumé, étant données les positions du point lumineux et du foyer, toute
surface représentée par I'équation (1) est aplanétique sur I'une de ses faces lors-
que O est un point lumineux réel et O’ un foyer virtuel, ou lorsque O’ est un
point lumineux virtuel et O un foyer réel, sur la face opposée lorsque O est un

point lumineux virtuel et O’ un foyer réel, ou lorsque O’ est un point lumineux
réel et O un foyer virtuel.

D. — Le point lumineux et le foyer sont tous deuz virtuels.

Soit S (fig. 14) une surface réfléchissante telle que, les rayons incidents étant

de nature N et dirigés de facon aconcourir au point lumineux virtuel O, les
Fie. 14.

rayons réfléchis de nature N' soient dirigés comme s’ils prove-
naient du foyer virtuel O'. 8i on imagine le milieu dans lequel
se meuvent les rayons prolongé au-dela de la surface S, et, dans
ce milieu ainsi prolongé, des rayons incidents de nature N
émanés du point O, qui sera alors un point lumineux réel, on
voit que les rayons réfléchis de nature N’ qui correspondront a
ces rayons incidents iront concourir au point 0', qui sera alors
14
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un foyer réel. Donc, quand le pointlumineux et le foyer sont tous deux virtuels,
les surfaces aplanétiques sontles mémes quesi ces points étaient tous deux réels;
nous nous trouvons ainsi ramenés au second cas, et nous voyons que chacune
des surfaces représentées par I'équation (6) est aplanétique, que le point lumi-
neux et le foyer soient tous deux réels, ou qu’ils soient tous deux virtuels. Mais,
si ces deux points sont réels, la réflexion aura lieu sur la face interne de la sur-
face, s'ils sont virtuels sur sa face exlerne, et, par suite, suivant que I'une ou
Pautre de ces deux conditions est remplie, le milieu dans lequel se meuvent les
rayonsdoit se trouver a l'intérieur ou a I'extérieur de la surface aplanétique, qui,
dans le cas actuel, est toujours fermée.

Lorsque le point lumineux et le foyer sont tous deux virtuels, ces deux points
sont encore des foyers conjugués par rapport aux surfaces aplanétiques qui leur
correspondent. Done, en définitive, toute surface représentée par 1'équation (6)
est aplanétique sur sa face interne lorsque O est un point lumineux réel et O
un foyer réel, oulorsque O’ est un point lumineux réel et O un foyer réel, sur
sa face externe lorsque O est un point lumineux virtuel et O’ un foyer virtuel,
ou lorsque O estun point lumineux virtuel et O un foyer virtuel.

Nous pouvons condenser les résultats acquis relativement aux quatre cas que
nous venoens d’examiner dans les propositions suivantes :

Pour qu’une surface soit aplanétique par réflexion, étant données les positions du point
lumineux et du foyer, aucun de ces deux points w'étant @ linfini, les rayons incidents
étant de nature N et les rayons réfléchis de nature N', il faut et il suffit que la somme ou
la différence des temps employés par la lumiére pour aller du point lumineux et du foyer
d un méme point de ceite surface soit constante sur toute la surface, le premier de ces
temps étant évalué en supposant qu’un rayon de nature N se propage, dans le milicu o se
meuvent lesrayons, du point lumineuzr au point considéré sur la surface, le second en
supposant qu’un rayon de nature N' se propage, dans le méme miliev, du foyer auméme
point, et le mailieu étant supposé, si cela est nécessaire,prolongé au-deld de la surface ré-
fléchissante de fagcon d comprendre d la fois le point lumineuz et le foyer.

Si c’est la somme de ces deux temps qui est constante sur la surface réfléchissante, le
point lumineux et le foyer sont ou tous deux réels ou tous deux virtuels, ¢’ est~d-dire se
trouvent dun méme coté de cetle surface; si c'est, au contraire, la différence des deux
temps qui est constante, le point lumineux et le foyer sont Uun réel, lautre virtuel,
cest-a-dire se trowveni de part et d’autre de la surface réfléchissante.

L équation générale des surfaces aplanétiques par réflexion pour des positions données
du point lumineux et du foyer, dont aucune west & l'infini, est :

oz —d,y —b, z—cYXo(x—a, y—b, 2—c)=C. (x1)
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Dans cette équation, le signe ¢ recevra lindice o ou lindice e, dans le premier
terme suivant que les rayons réfléchis sont ordinaires ou extraordinaires, dans le second
suivant que les rayons incidents sont ordinaires ou extraordinaires. On prendra le
signe + si le point homineux et le foyer doivent étre du méme c6té de la surface, e
signe — si ces deux points doivent se trouver de part et d’ autre de la surface.

Par rapport d chacune des surfaces représentées par I'équation (11), les devx points O
et O sont foyers conjugués, c’est-d-dire que la surface qui fait cbnverger en O les
rayons réfléchis de nature N', provenant de rayons incidents de nature N émanés du
point lumineur O, fait aussi converger en O les rayons réfléchis de nature N, provenun!
de rayons incidents de nature N' émanés du point lumineuz 0.

De plus, chacune de ces surfaces est aplanétique sur ses deux faces, ¢ esi-d~dire quc
le miliew dans lequel se meuvent les rayons peut étre situé d'un coté de cette surface ou
du c61é opposé sans qu’elle cesse pour cela d'éire aplanétique pour les mémes positions
point lumineux et du foyer.

Nous allons actuellement passer a'examen des quatre cas qui peuvent se pré-
senter lorsqu’un seul des deux points O et O’ est & l'infini.

E. — Le point lumineux est d Uinfini et le foyer est virtuel.

Cela signifie que, les rayons incidents étant paralléles, les rayons réfléchis

d'une certaine espéce sont tous dirigés comme s’ils provenaient d’un foyer vir-
tuel O'.

Soit S (fig. 15) une surface réfléchissante telle que, les rayons incidents étant
de nature N etparalléles a une certaine direction D, les rayons réfléchis de na-
ture N’ soient dirigés comme s’ils provenaient du foyer virtuel O'. Cette surface

rencontre en A le rayon incident dont le prolongement passe en O'. Prenons sur
Fig. 15.

cerayon une longueur A, telle qu'un rayon de nature N mettc
le méme temps pour aller dea en A qu'un rayon de nature N'
z pour aller de O" en A; si la surface est aplanétique par roé-
* flexion homologue, les deux longueurs O'A et A« seront égales

entre elles. Considérons’onde plane correspondantaux rayons
\\s incidents et passant par le point «, et désignons cette onde
par P. Soit X I'onde réfléchie au bout du temps T, compté a partir du moment ou
P'onde plane incidente occupe la position P. Prenons un point quelconque ¢’ sur
Yonde P; le rayonincident quipasse par ce point rencontre la surface S en A', et
le rayon réfléchi de nature N’ qui correspond a ce rayon incident est dirigé sui-
vant le prolongement de O’A’. Soient B et B’ Ies points ot les rayons réfléchis de
nature N correspondant aux rayons incidents «A et «’A’ rencontrent l'onde X.
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Désignons par ¢le temps qu’emploie un rayon de nature N pour aller de zen A;
¢ sera aussi le temps que mettra un rayon de nature N’ pour se propager de O
en A. Soient encore 0 et §' les temps qu’'emploient des rayons de nature N’ pour
se propager de A en B et de A’en B', ¢ le temps que met un rayon de nature N
pour aller de &’ en A’, enfin 7, le temps que met un rayon de nature N’ pour aller
de 0" en A'. L'onde réfléchie X coincide avec la nappe de nature N’ d'une
surface d’onde caractéristique du milieu, décrite du point O’ comme centre et cor-
respondant & un certain temps que nous appellerons T'. On a done :
t+-0=T, /4 0=T, t4+0=T, ¢/, 4+0=1T,

d’ou :

T=T, e 1, ={¢,

Le point A’ étant un point quelconque de la surface S, cette derniére égalité
est vérifiée pour tous les points de cette surface.

Réciproquement, soitS une surface réfléchissante quelconque : supposons que
les rayons incidents soient paralléles a une certaine direction D et de nature N, et
que O’ soit un point quelconque, pris deI'autre coté de la surface réfléchissante ;
surle rayon incident dontle prolongement passe par le point O’ prenonsun point «,
tel qu'un rayon de nature N mette le méme temps pour aller de« en A qu'unrayon
de nature N’ pour aller de O’ en A, et désignons par P 'onde plane correspondant
aux rayons incidents qui passe par le point «. Prenons un point quelconque A’
sur la surface S : le rayon incident qui passe en A’ rencontre 'onde plane P en «.
Appelons ¢ le temps, que met un rayon de nature N pour aller de « en A’, 7, le
temps que met un rayon de nature N’ pour aller de O’ en A’. Si, quel que soit le
point A’ pris sur la surface S, on a toujours :

t,=r,

la surface S est aplanétique par réflexion, les rayons incidents étant paralléles
a la direction D et de nature N, lesrayons réfléchis étant de nature N’ et le foyer
virtuel se trouvant en O'.

Pour le démontrer, décrivons la nappe  de nature N’ d’'une surface d’onde
caractéristique du milieu, ayant pour centre le point O’ et correspondant & un
certain temps T'; soient B et B’ les points ol les droites O’A et O’A’ prolongées
rencontrent la surface I, #le temps qu’emploie un rayon de nature N pour aller
de «en Aet un rayon de nature N’ pour aller de O’ en A, temps qui, par cons-
truction, est le méme pour ces deux rayons; appelons enfin 6 et ¢’ les temps
qu’emploient des rayons de nature N’ pour se propager de A en Betde A’ en B'.
On aura :

EHO=T, 7, ¢ =T,
comme, d’ailleurs, ona : #;=7, il vient :

4 0=1¢ 490,

Document numérisé par la Bibliothéque Interuniversitaire Scientifique Jussieu - UPMC



— 109 —

Cette ¢égalité ayant lieu quel que soit le point A’, il faut en conclure que la lu-
miére met des temps égaux pouraller de 'onde plane P aux différents points de
la surface X en suivant les chemins «AB, «’A'B'....., lesrayons «A, #/A’...... étant
de nature N, et les rayons AB, A’B'..... de nature N', et que ces temps sont tous
égaux a T’. Remarquons, de plus, que les plans tangents menés a la surface 2
aux points B, B'... ont des directions conjuguées, ordinairement ou extraordi-
nairement suivant que lanature N’ des rayons réfléchis est ordinaire ou extraor-
dinaire, a celles des droites AB, A'B'.... Il suit de la que cette surface T est I'en-
veloppe des nappes de nature N’ des surfaces d’onde caractéristiques du milieu,
décrites des points A, A’... comme centres et correspondant respectivement aux
temps T'— ¢, T'— 7'.... et que, de plus, celle de ces nappes qui est décrite du point
A comme centre touche I'enveloppe commune au point B, celledécrite du point
A’ comme centre au point B, et ainsi de suite, Done, d’aprés la construction gé-
nérale de 'onderéfléchie, la surface Zn’est autre que la position de 'onde réfléchie
au bout du temps T', compté & partir du moment ot 'onde incidente passe pér
la position P, etles rayons AB, A'B’.... sont les rayons réfléchis de nature N’ cor-
respondant aux rayons incidents paralléles a la direction D et de nature N; c’est
précisément ce qu'il fallait démontrer.

Nous arrivons ainsi a la proposition suivante :

Pour quiune surface soit aplanétique par réflexion, lesrayons incidents étant parallé-
les d une direction donnde D et de nature N, les rayons réfléchis étant de nature N', le foyer
élant virtuel et se trouvant en un point donné O, il faut et il suffit que la huniére mette
des temps égauz pour aller d'une certaine position de [onde plane correspondant aux
rayons incidents et du foyer d un quelcongue des poinls de cette surface, le premier de
ces temps bltant évalué en supposant qu'un rayon de nature N se propage, parallélement d
la direction D, de onde plane au point considéré sur la surface, et le second en supposant
qi’un rayon de nature N' aille du foyer aw méme point de la surface dans le milieu
prolongé de facon d comprendre le foyer.

Chacune de ces surfaces aplanétiques rencontre le rayon incident dont le pro-
longement passe en O’ en un point qui est atteint avant le point O par la lumiére
se propageant dans le sens des rayons incidents. On voit donc qu'a chaque po-
sition de I'onde plane correspondant aux rayons incidents qui est antérieure a
celle passant par le point O, et & celles-1a seulement, correspond une surface apla-
nétique, et une seule. Nous dirons que chacune de ces ondes est V'onde plane
directrice de la surface aplanétique a laquelle elle correspond.

Ainsi, dansla figure 13, P est I'onde plane directrice de la surface aplanétique S.

Toutes ces surfaces aplanétiques sont évidemment illimitées dans le sens sui-
vant lequel se meuvent les rayons incidents, et tournent leur convexité en sens
contraire de la marche de ces rayons, de telle sorte que les rayons incidents,
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dans le cas dont nous nous occupons, tombent sur la face convexe de ces
surfaces.

Soit maintenant S (fig. 16) une de ces surfaces aplanétiques,et P I'onde plane

directrice de cette surface. Considérons une onde plane P’, paralléle 3 'onde P

Fig. 16. et telle quun rayon de nature N, se propageant

/) suivant la direction D, mette un temps = pour aller

~delonde P alonde P, ou, comme nous dirons pour
\""/“ /7 abréger, une onde plane P’ postérieure de = 4 'onde
: JA > & - plane directrice P. Supposons d’abord que 'onde P’
/ﬂ \A< coupe la surface S, et prenons sur cette onde un

s s point g situé dans le milieu ol se propagent les
rayons incidents; le rayon incident qui passe en £’ rencontre la surface S au
point A’, et Yonde P au point «".

Désignons par ¢ et # les temps qu’emploient des rayons de nature N pour
aller des points «' et §', au point A’, par #; le temps que met un rayon de nature
N’ pour se propager de O" en A'. P étant 'onde plane directrice de la surface, on
a toujours : /= {;; d’ailleurs, par construction, on a: =7 — =; il vient done:
{1— t, = r; c’est-a-dire que, pour toute la partie de I'onde plane P’ qui est située
dans le milieu o1 se meuvent les rayons incidents, la différence des temps em-
ployés par la lumiére pour aller du foyeret del'onde plane P’ 4 un méme point
de la surface aplanétique (ces temps étant évalués comme il a été dit plus haut),
est constante et égale au temps = dont 'onde plane P’ est postérieure a I'onde
plane directrice P.

Prenons sur Vonde plane P’ un point p” situé au-dela de la surface réfléchis-
sante; le rayon incident dont le prolongement passe en g” rencontre la surface
Sen A” et 'onde plane directrice P en «” : appelons ¢ et 7, les temps que met-
tent des rayons de nature N pour se propager de «” et de £” en A”, ¢/, le temps
qu’emploie un rayon de nature N pour allerde O’ en A”; on a toujours : #'=1¢",;
d’ailleurs, par construction,ona: = ¢’ +¢,, dowil vient: 7, + ', = . Done,
pour la partie de I'onde plane P’ qui est située en dehors du milieu dans lequel se
meuvent les rayons incidents, c¢’est la somme des temps employés par la lumiére
pour aller del'onde plane P’ et du foyer a un méme point de la surface aplané-
fique qui est constante et égale & ~ (ces temps étant évalués comme il a 6té
convenu).

On verrait absolument de méme que, si I'onde plane P’, tout en étant posté-
rieure & I'onde plane directrice P, ne coupe pas la surface S, la différence des
deux temps dont nous venons de parler est toujours constante et égale a =, et
que, si 'onde plane P’ est antérieure de + 2 Yonde plane directrice, auquel cas
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elle ne coupe jamais la surface S, ¢’est encore la différence de ces deux temps qui
est constante et égale & — <.
Tous ces résultats peuvent étre compris dans 1'énoncé suivant :

Lorsqu’une surface S est aplanétique par réflexion, les rayons incidents étant paral-
leles d une certaine direction D et de nature N, les rayons réfléchis étant de nature
N’ et le foyer étant wvirtuel, la différence alyébrique des temps employés par la lu-
miére pour aller du foyer et d'une onde plane quelcongue correspondant auzx rayons inci-
dents ¢ un méme point de la surface aplanétique est constante, le premier de ces lemps
étant celui que met un rayon de nature N' pour se propager du foyer au point considéré
sur la surfaceS, et élant toujours compié positivement, le second étant celui qu’emploie
un rayon de nature N pour aller de [onde plane au méme point de la surface aplané-
tique, en se propageant parallélement d la direction D, et élant pris positivement ou né-
gativement suivant que, pour aller de l'onde plane au point pris sur la surface aplanétique,
le rayon paralléle d la direction D doit se mouvoir dans le méme sens que les rayons
incidents ou en sens conlraire.

La différence constante des deux temps ainsi définis, que nous désignerons dans tout ce
qui va suivre le premier par U’ et le second par U, est towjours égale au femps = que
met un rayon de nature N pour aller, en se propageant parallélement a la direction D,
de l'onde plane directrice d Uonde plane considérée, ~ devant recevoir le signe + ou —
suiant que cetle derniére onde est postérieure ou antérieure d londe plane directrice.
Pour une méme surface aplanétique , la différence constante U'— U =+ peut varier
de — a0 4 + o0 i on considére successivement [onde plane correspondant auzx rayons
incidents dans les différentes positions réelles ou virtuelles quelle peut occuper, et cette
différence se réduit @ zéro lorsque [ onde plane coincide avec Fonde plane directrice.

La condition nécessaire que nous venons de poser est aussi suffisante, ¢’est-a-
dire qu’étant donnés une surface réfléchissante S, des rayons incidents de na-
ture N, paralléles a une certaine direction D, et un point O situé au-dela de
cette surface réfléchissante, si, pour tous les points de la surface S, la différence
algébrique des temps U’ et U, définis comme nous I'avons fait plus haut, est cons-
tante, I'onde plane incidente P’ étant considérée dans une quelconque de ses po-
sitions réelles ou virtuelles, les rayons réfléchis de nature N’ seront dirigés
comme §’ils provenaient du point O’. En effet, soit + la différence constante
U’ — U; en menant une onde plane P paralléle a I'onde plane P’, antérieure ou
postérieure de 7 & cette onde P’ suivant que = est positif ou négatif, on voit im-
médiatement que les temps employés par la lumiére pour aller du foyer et de
T'onde plane P & un méme pointde la surface S sont égaux, ces temps étant éva-
lués suivant les conventions que nous avons établies ; d’ou il résulte, d’apreés ce
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que nous avons dit plus haut, que la surface S est aplanétique pour des rayons
incidents de nature N, paralléles a la direction D, et pour le point O, considéré
comme foyer virtuel, les rayons réfléchis étant de nature N'. Done, en défi-
nitive :

Pour quune surface soit aplanétique par réflexion dans les conditions qui viennent
d'élre énoncées, il faut et il suffit que, sur toute cette surface, lo différence algébrique
des temps U’ et U soit constante, I'onde plane incidente étant considérée dans une quel-
conque de ses positions réelles ou virtuelles.

Remarquons que, si I'onde plane incidente que I'on prend pour point de dé-
part coupe la surface S, elle sépare cette surface en deux parties, 1'une limitée,
l'autre illimitée, et que, pour tous les points situés sur la partie limitée, c’est la
somme des valeurs absolues des temps U et U’ qui est constante, tandis que, pour
les points situés sur la partie illimitée, c’est la différence de ces valeurs absolues
qui reste invariable. Lorsque I'onde plane incidente ne coupe pas la surface S,
pour fous les points de cette surface ¢’est la différence des valeurs absolues de U
etde U’ qui est constante.

Nous allons maintenant chercher I'équation des surfaces aplanétiques par ré-
flexion, les rayons incidents étant de nature N et paralléles a une certaine direc-
tion D, les rayons réfléchis étant de nature N, le foyer étant virtuel et se trouvant
en O'. Chacune de ces surfaces, d’aprés ce que nous avons démontré, peut étre
considérée comme le lieu des intersections des nappes de nature N’ des surfaces
d’onde caractéristiques du milieu, décrites du point O’ comme centre et corres-
pondant au temps T, avec les ondes planes postérieures de T & une certaine onde
plane incidente, qui est'onde plane directrice de la surface. On obtiendra toutes
les surfaces aplanétiques en supposant que cette onde plane directrice occupe
successivement toutes les positions antérieures a celle qui passe par le point 0.
Il est toujours facile de trouver I'équation del'onde plane incidente qui passe
par l'origine; car la direction de cette onde n’est autre que celle d'un plan con-
Jugusé, ordinairement ou extraordinairement, ala direction commune des rayons
incidents, suivant que ces rayons sont ordinaires ou extraordinaires. Soit :

Az +By+Cz=o0

celte équation ; celle de I'onde plane incidente qui est postérieure de T & I'onde
passant par I'origine, sera de la forme :

Ax—l—By—l.—Cz—i—ST:o,

car, Ponde plane incidente se propageant avec une vitesse constante, le terme
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constant de cette derniére équation doit étre proportionnel au temps T. Posons :

A B C

§:“) §:B; S:Ya
I'équation de T'onde plane incidente postérieure de T & celle qui passe par 'ori-
gine devient :

ar -+ gy~+—yz+T:o,

et celle de I'onde plane incidente antérieure de T a celle qui passe par Iori-
gine :
oax -+ @y—l——yz—T:o.

Prenons pour simplifier le foyer O' pour origine, et cherchons I'équation de 'onde
plane directrice antérieure de = a 'onde plane incidente qui passe en O'; cette
équation est, d’aprés ce que nous venons de dire :

ocx+ﬁ)f+yz+fr:o.

L’onde plane incidente postérieure de T a cette onde plane directrice est an-
térieure de t — T a celle qui passe par origine; son équation est donc:

ax+py+~{z+T—'r=0.

Enfin I'équation de la nappe de nature N’ de la surface d’onde caractéristique du
milieu, décrite du point O' comme centre et correspondant au temps T, est :

oy, 5=T,

o devant recevoir I'indice o ou ¢ suivant que les rayons réfléchis sont ordinaires
ou extraordinaires.

L’équation générale des surfaces aplanétiques cherchées s’obtiendra en élimi-
nant T entre ces deux derniéres équations, ce qui donne :

9 (z, 7,3 + (ax + By + yz) =7. (12)

Dans cette équation, v représente le temps dont 'onde plane directrice de la
surface aplanétique estantérieure al'onde plane incidente qui passe par le foyer.
Pour avoir toutes les surfaces aplanétiques qui satisfont a la question, il faut
donc, dans I'équation (12), faire varier = de zéro a + .

Supposons que, lesrayons incidents conservant leur direction et leur nature, le
sens selon lequel ils se propagent soit changé, les rayons réfléchis restant deméme
nature et le foyer virtuel conservant aussi la méme position, ce que nous
exprimerons en disant que les rayons incidents, au lieu d’étre paralléles a la di-
rection + D, sont paralléles a la direction — D. Les surfaces aplanétiques dans
ces conditions différeront de celles que nous venons de trouver et tourneront
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leur convexité en sens contraire. Pour en avoir I'équation, remarquons que,
les rayons incidents étant paralléles & la direction — D, I'équation de I'onde
plane incidente postérieure de T a celle qui passe par l'origine est :

2z + gy +yz—T=o0;
I'équation des surfaces aplanétiques s’obtiendra done, dans ce cas, en éliminant
T entre les équations :
¢z, 7,2)=T, et ar+pgy+yz—T+ =0,
ce qui donne :
? (@7 28)—(az+ Ly +yz)=7; (13)

dans cette équation 7 peut varier de zéro & — -
En résumé :

Les rayons incidents étant paralléles ¢ la direction + D ou d la direction — D ef
le foyer étant virtuel, I'équation générale des surfaces aplanétiques par réflexion est,
en prenant ce foyer pour origine :

¢ (2,7, 3) £ (ax + gy + yz) =+, (14)

r

ar + By + vz +T=o0 étant légquation de I'onde plane incidente postérieure de T d
celle qui passe par Lorigine lorsque les rayons incidents sont paralléles a la direction + D.
Dans [équation (14) on doit donner d ¢ lindice o ou e suivant que les rayons réfléchis
sont ordinaires ou exiraordinaires ; on doit prendre le signe -+ ou le signe — swivant
que les rayons incidenis sont paralléles d la direction + D ou d la direction — D; enfin <
peut varier de — o d + o .

Quand le milieu est biréfringent, et que la nature des rayons incidents et celle
des rayons réfléchis ne sont pas données, il existe, dans le cas dont nous nous
oceupons , quatre groupes de surfaces aplanétiques. En représentant par :

x4+ By +7v.,5+T=o,
et par :

e, 2+ 8.y +vy.2+T=o,
les équations des ondes planes incidentes qui correspondent aux rayons inci-
dents paralléles a la direction + D et qui sont postérieures de T & celles passant
par lorigine, suivant que ces rayons sont ordinaires ou extraordinaires, les
équations de ces quatre groupes sont : pour les rayons réfléchis (o, 0) :

P @ 2) E(tx 4+ Loy + 1.2) =7, (x5)
pour les rayons réfléchis (e, e) :

. (.Z‘, Y, z) = (O!,.Z‘ -+ {3:}’ -+ Ye 5) =7, (16)
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pour les rayons réfléchis (o, €):

9. (z, y,z):*:(oznx—!—@,,y+7;z)='r, (17)
pour les rayons réfléchis (e, 0) :
0 (2, 7,2) L (2. 2+ L. + y.2) =T. (x8)

Dans chacune de ces équations, = peut varier de — o0 & + ®©.
Les surfaces aplanétiques des deux premiers groupes sont les seules qui cou-
pent en deux parties égales la longueur O'« (fig. 15) comprise, sur la paralléle

aux rayons incidents qui passe par le foyer, entre ce foyer et I'onde plane
directrice.

F. — Le point lumineux est @ Uinfini et le foyer est réel.

Cela signifie que, les rayons incidents étant paralléles entre eux, les rayons
réfléchis d'une certaine espéce vont concourir en un foyer réel O'.

Soit S (fig. 17) une surface aplanétique par réflexion, les rayons incidents
étant de nature N et parallélesala direction + D, les rayons réfléchis étant de
Fig. 17. nature N', le foyer étant réel et se trouvant en O'.

Si on suppose que, dans le milieu prolongé au-dela de la
. surface réfléchissante, des rayons incidents de nature

/ N N, paralléles & la direction — D, tombent sur la sur-
/ 7\04 face S5, les rayons réfléchis de nature N’ seront dirigés
/ /

Y
\

comme s'1ls provenaient du point O'; la surface S est

donc aussiaplanétique pour des rayonsincidents de nature
N, paralléles & la direction — D, le foyer étant virtuel et se trouvant en O, et
les rayons réfléchis étant de nature N'.

Il résulte de la que les surfaces aplanétiques par réflexion, les rayons in-
cidents étant de nature N et paralléles a la direction + D ou a la direction
— D, le foyer étant réel et se trouvant en O', et les rayons réfléchis étant de
nature N, sont encore représentées par I'équation :

e(z, y,2)E(az -+ gy + Yz) =,
le foyer O' étant pris pour origine, et = pouvant varier de — o0 3 + . Mais,

dans le cas actuel, I'équation de I'onde plane qui correspond aux rayons inci-

dents paralleles & la direction + D et qui est postérieure de T & celle passant
par lorigine étant :
az -+ By +yz+T=o;

on doit prendre dans l'équation des surfaces aplanétiques le signe + ou

le signe — suivant que les rayons incidents sont paralltles & la direetion — D
ou 3 la direction 4+ D.
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On voit par 1& que chacune des surfaces représentées par I'équation (14) est
aplanétique sur ses deux faces, savoir : sur sa face convexe pour des rayons inci-
dents paralléles & une certaine direction et pour le point O’ considéré comme
foyer virtuel, sur sa face concave pour des rayons incidents paralléles aux pre-
miers, mais dirigés en sens contraire, et pour le point O' considéré comme foyer
réel. Suivant que 'une de ces surfaces est aplanétique sur sa face concave ou
sur sa face convexe, le milieu dans lequel se propagent les rayons est situé a
Iintérieur ou a I'extérieur de cette surface.

Dans le cas actuel, il est facile de vérifier que c’est la somme algébrique des
temps U et U’, définis comme nous I'avons fait plus haut, qui doit étre constante
sur toute la surface aplanétique, quelle que soit la position, réelle ou virtuelle,
de I'onde plane incidente.

G. — Le point lumineux est réel et le foyer est & linfini.

Cela signifie que, les rayons incidents émanant d'un point lumineux réel O,
les rayons réfléchis d'une certaine espéce sont paralléles entre eux.
Soit S (fig. 18) une surface aplanétique par réflexion, les rayons incidents
étant de nature N et émanant du point lumineux réel O, les rayons réfléchis
Fig. 18. étant de nature N’ et paralléles a la direction 4+ D. D’aprés
la réeiprocité qui existe entre les rayons incidents et les rayons
- réfléchis, il est évident que, sides rayons incidents de nature N’,
paralléles a la direction — D, tombent sur cette surface, les
rayons reﬂechls de nature N iront concourir au foyer réel O. Nous nous trou-
vons ainsi ramenés au cas précédent, et nous voyons qu’en prenant pour ori-
gine le point lumineux O, et en représentant par :

o:z+§y+yz+T:o,
I'équation de I'onde plane qui correspond aux rayons réfléchis paralléles a la di-
rection + D et qui est postérieure de T & celle passant par l'origine, I'équa-
tion des surfaces aplanétiques par réflexion, les rayons incidents émanant du
point lumineux réel O, et les rayons réfléchis étant paralléles a la direction
-+ D ou & la direction — D, est :
(p(x,y,z)i(ax+ﬁy+yz):’r,

= pouvant varier de — o & -+ o. On doit, dans ce cas, prendre le 'signe + ou
le signe — dans I'équation, suivant que les rayons réfléchis sont paralléles a la,
direction + D ou & la direction — D, et donner & ¢ I'indice 0 ou e suivant que
les rayons incidents sont ordinaires ou extraordinaires. On voit que, dans ce
cas comme dans le précédent, la réflexion a toujours lieu sur la face concave
de la surface aplanétique.
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Si on représente par U le temps que met un rayon de nature N pour aller
du point lumineux]a un point de la surface aplanétique, temps que l'on
comptera toujours positivement, par U’ le temps que met un rayon de nature N’
pour aller d'une certaine onde plane réfléchie au méme point de la surface
aplanétique en se propageant parallélement & la direction D, temps compté
positivement ou négativement suivant que, pour aller de cette onde plane a la
surface aplanétique le rayon doit se mouvoir dans le méme sens que les rayons
réfléchis ou en sens contraire, on vérifie facilement que, dans le cas actuel, la dif-
férence algébrique des temps U’ et U est constante sur une méme surface apla-
nétique, quelle que soit la position, réelle ou virtuelle, de I'onde plane réfléchie.

H. — Le point lumineux est virtuel et le foyer est é Linfini.

Cela signifie que, les rayons incidents étant dirigés de facon a concourir en
un point lumineux virtuel O, les rayons réfléchis d’une certaine espéce sont
paralleles entre eux.

Soit S (fig. 19) une surface aplanétique par réflexion, les rayons incidents
étant de nature N et émanant du point lumineux virtuel O, les rayons réfléchis

Fig. 19. . étant de nature N’ et paralléles a la direction + D.

\ Z\ -/ D’aprés la réeiprocité qui existe entre les rayons inci-
\ 41 / dents et les rayons réfléchis, il est évident que, si des
/ rayons incidents de nature N’, paralléles & la direction
o — D, tombent sur la surface S, les rayons réfléchis de

nature N seront dirigés comme s'ils provenaient du point O. Nous sommes
ainsiramenés au cas E; en prenant le point O pour origine, et représentant par:

S

ocx+ﬁy+-yz.+T:o,

I'équation de l'onde plane qui correspond aux rayons réfléchis paralléles & la
direction 4 D et qui est postérieure de T & celle passant par'origine, I'équation
des surfaces aplanétiques par réflexion, les rayons incidents émanant du point
lumineux virtuel O, et les rayons réfléchis étant paralléles a la direction -+ D
ou a la direction — D, est :

¢ (z,r,5) &= (ax + 8y + Yz):“r,

= pouvant varier de — @ & 4 . On doit, dans ce cas, prendre le signe + ou
le signe — suivant que les rayons réfléchis sont paralléles a la direction —D
ou a la direction 4+ D.

Dans ce cas, comme dans le cas E, la réflexion a toujours lieu sur la face
convexe de la surface aplanétique, et, sur chaque surface aplanétique, la somme
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algébrique des temps U et U’ est constante, quelle que soit la position, réelle ou
virtuelle, de 'onde plane réfléchie.

Nous pouvons résumer comme il suit la discussion des quatre cas qui se
présentent lorsqu’un seul des points O et 0’ est & l'infini :

Etant donnés un point O et une direction D, toutes les surfaces aplandtiques par ré-
flexion pour des rayons incidents paralléles d lo direction + D ou d lo direction — D, et
pour le point O considéré comme foyer réel ou virtuel, ou pour le point O considéré comme
point humineuz réel o virtuel et pour des rayons réfléchis paralléles d la direction + D

]

ou & la direction — D sont représentées (le point O étant pris pour origine et
ax + By + yz + T =0 étant I'équation de [onde plane qui correspond aux rayons inci-
dents ow réfléchis paralléles a la direction + 1) et qui est postérieure de T d celle passant

r

par Lorigine) par [équation :
o (z,y,2)=E (azx + Qy+-yz)='r.

Dans cette équation, = peut varier de — oo d + oo , et ¢ doit recevoir I'indice o ou e,
sutvant lo nature des rayons incidents si O est un point lumineur, suivant la nature des
rayons réfléchis si O est un foyer. Lorsque le point O est un foyer virtuel ou un point
lumineuz réel, on doit prendre le signe + ou le signe — suivant que les rayons incidents
dans le premier cas, les rayons réfléchis dans le second sont paralléles a la direction + D
oud la direction — D. Lorsque O est un foyer réel ou un point lumineuz virtuel, on doit
prendre le signe 4~ ou le signe — suivant que les rayons incidents dans le premier cas, les
rayons réfléchis dans le second sont paralléles d la direction — D ou d la direction + D.

Les surfaces aplanétiques représentées par cette équation se divisent en deux
groupes : les surfaces d'un méme groupe tournent leur convexité dans le méme
sens, et en sens contraire de celles de 'autre groupe. Chacune de ces surfaces
est du reste aplanétique sur ses deux faces.

Chaque surface du premier groupe, c’est-a-dire chaque surface aplanétique
obtenue en prenant dans I'équation le signe 4, est aplanétique sur sa face
convexe : 1° pour des rayons incidents de nature N, paralléles & la direction
+ D, et pour des rayons réfléchis de nature N’ corrcourant au foyer virtuel O;
2° pour des rayons incidents de nature N, émanés du point lumineux virtuel O,
et pour des rayons réfléchis de nature N, paralléles a la direction —D; sur sa
face concave : 1° pour des rayons incidents de nature N, paralicles & Ia direction
— D, et pour des rayons réfléchis de nature N’ concourant au feyer réel O;
2° pour des rayons incidents de nature N’, émanés du point lumineux réel O, et
pour des rayons réfléchis de nature N, paralléles 3 la direction + D.

Chaque surface du second groupe, c’est-a-dire chaque surface aplanétique
obtenue en prenant dans I'équation le signe —, est aplanétique sur sa face con-
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vexe : 1° pour des rayons incidents de nature N, paralléles a la direction — D,
et pour des rayons réfléchis de nature N concourant au foyer virtuel O; 2° pour
des rayons incidents de nature N’, émanés du point lumineux virtuel O, et pour
des rayons réfléchis de nature N, paralléles & la direction + D; sur sa face con-
cave : 1° pour des rayons incidents de nature N, paralléles a la direction + D, et
pour des rayons réfléchis de nature N’ concourant au foyer réel O; 2° pour des
rayons incidents de nature N’, émanés du point lumineux réel O, et pour des
rayons réfléchis de nature N, paralléles a la direction — D.

Lorsqu’un seul des deux points O et O’ est & I'infini, toutes les surfaces aplané-
tiques par réflexion dans les milieux isotropes, les surfaces aplanétiques pour les
rayons réfléchis (o, o) dans les milieux uniaxes, sont évidemment les parabo-
loides de révolution engendrées par la rotation autour de leur axe des para-
boles qui ont pour foyer le point O ou le point O’ et dont 'axe est paralléle a la
direction commune des rayons incidents ou des rayons réfléchis; c’est ce qu’on
peut voir directement ou déduire, comme cas particulier, des résultats généraux
auxquels nous sommes parvenus.

I. — Le point lumineuz et le foyer sont lous deux @ [infini.

Cela signifie que, les rayons incidents étant paralléles entre eux, les rayons
réfléchis sont également paralléles entre eux. Dans ce cas, on sait que la surface
réfléchissante est plane (théoréme XVIII).

Etant données la nature N et la direction + D des rayons incidents, la nature N’
et la direction + D’ des rayons réfléchis, il est facile de trouver, par une construc-
tion géométrique, la direction que doit avoir une surface plane pour étre aplané-
tique par réflexion. A cet effet, d'un point quelconque M comme centre, on déerit
une surface d’onde caractéristique du milieu correspondant a un temps quelcon-
que; on mene deux rayons vecteurs, I'un paralléle a la direction + D, 'autre pa-
rallele & la direction + D'; par le point ot le premier de ces rayons vecteurs ren-
contre la nappe de nature N de la surface, et par le point ou le second rencontre la
nappe de nature N', on méne des plans tangents a ces nappes; par 'intersection de
ces deux plans et par le point M, on fait passer un plan P, ou,si les deux plans tan-
gentssont paralleles, on méneparle point M un plan P parallélea ces planstangents.

Si les rayons incidents et les rayons réfléchis sont de méme nature, les
deux plans dont nous venons de parler étant tangents & la méme nappe, le
plan P se trouve toujours dans'angle formé par les deux rayons vecteurs menés
par le point M parallélement a la direction -+ D et a la direction + D’; le pro-
bléme est alors possible, quelles que soient les directions -+ D et + D', et tout
plan paralléle au plan P satisfait & la question. Mais, si les rayons incidents et
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les rayons réfléchis sont de nature différente, ou en. d’autres termes, s'ily a
réflexion antilogue, les deux plans étant tangents & des nappes différentes de
la surface d’onde caractéristique, quand l'angle formé par les directions + D
et + D’ est voisin de zéro, le plan P se trouve en dehors de I'angle formé
par les deux rayons vecteurs menés par le point M parallélement aux directions
+ Det + I, etle probléme est impossible. Pour le rendre possible, il suffit
de changer le sens de la direction des rayons incidents, sans changer celui
de la direction des rayons réfléchis, ou réciproquement, c'est-a-dire que, le
probléme étant impossible lorsque les rayons incidents et les rayons réfléchis
sont respectivement paralléles aux directions + D et + D', deviendra pos-
sible lorsque ces rayons seront paralléles aux directions — D et + D', ou aux
directions + D et — D', mais sera encore impossible quand ils seront paralléles
aux directions — D et — IV,

Ceci posé, cherchons I'équation du plan P; a cet effet, prenons pour origine
le point M; les deux plans tangents mentionnés dans la construction de ce plan
P ne sont autres que les ondes planes qui correspondent respectivement aux
rayons incidents et aux rayons réfléchis et qui sont postérieures de T a celles
passant par l'origine. Soient:

ax+ By +y3+T=o0, et az- g’]'—l—y'z—l»Tmo,

les équations de ces ondes ; 'équation du plan cherché P peut toujours étre mise

sous la forme:
M +py +vz+T=o.

L’intersection de ce plan P avec 'onde plane incidente postérieure de T & celle
qui passe par l'origine se projette sur le plan des yz suivant une droite repré-
sentée par P'équation :

(g —pa)y + Oy —va)z + 2T =0;

I'intersection duméme plan P avec 'onde plane réfléchie postérieure de T a celle
qui passe par 'origine se projette sur le plan des yz suivant une droite représen-
tée par I'équation :

(g —pa)y + O‘Y/ —veyz AT =o.

Le plan P devant couper ces deux ondes suivant la méme droite, on aura :

A —pa=2rg —po, dhy —va =)y —va,

d’ou:
l P‘ __)s f y. f )\ '
VETYESIE TN Jr— =gy
d’ou enfin :
)\ _! __l
boeoe, b _py
oY vV oy—vy

Document numérisé par la Bibliothéque Interuniversitaire Scientifique Jussieu - UPMC



— 121 —
L’équation du plan P est donc:
(@—a)z+(B—p)r+ y—y)z=0,
et I'équation générale des surfaces planes aplanétiques par réflexion, les rayons
incidents étant paralléles & la direction + D et les rayons réfléchis & la direction
+ D', est:
(@=—o)z+(3—p)r+(y—y)z=C, (19)

C pouvant varier de — o« a 4 .

Si les rayons incidents doivent étre paralléles a la direction + D et les rayons
réfléchis a la direction — D', T'onde plane correspondant aux rayons réfléchis
aura pour équation :

dz4 By +yz—T=o,

le signe des quantités «, B', ' sera changé dans I'équation des surfaces aplané-
tiques, qui deviendra :

(e+o) x4+ (R+p)r++y)z=C

On voit de méme que, si les les rayons incidents doivent étre paralléles a la
direction — D et les rayons réfléchis a la direction + D', le signe des quantités
«, B, v sera changé dans I'équation des surfaces aplanétiques, qui deviendra :

—(@+a)z— @+ r—(F+y)s=C

Enfin, si les rayons incidents doivent étre paralléles a la direction — D et les
rayons réfléchis a la direction — DY, le signe des quantités «, £, y et celui des
quantités «', &', ¥ seront changés simultanément, et I'équation des surfaces
aplanétiques deviendra

—(@—a)z—(E—plr—F—7v)2z=0C

En résumé :

Les rayons incidents étant paralléles d lo direction + D ou d la direction — D et les
rayons réfléchis d la direction + D' ou d la direction — D', Uéquation de Fonde plane
qui correspond aux rayons incidents paralléles d la direction + D el qui est postérieure
de T d celle passant par Porigine étant :

ax + g7+7z+T=o,

et celle de Fonde plane qui correspond aux rayons réfléchis paralléles d la direction + D’
et qui est postérieure de T a celle passant par lorigine :
dx+ gy +vyz+T=o,
Péquation générale des surfaces aplanétiques représente deux systémes de plans paralléles.
Celte équation est :
(@xa)z+(EEL)r+Ey)2=0 (20)
16

Document numérisé par la Bibliothéque Interuniversitaire Scientifique Jussieu - UPMC



— 122 —

G pouvant varer de — oo 6 + o . On doit prendre dans cetle équation le signe —
lorsque les rayons incidents et les rayons réfléchis sont respectivement paralléles aux di-
rections, + D et + D' ou auz directions —D et — 1, le signe + lorsque ces rayons
sont respectivement paralléles aux directions + D et — D' ou aux directions — D
et + 1.

Lorsque le milieu est biréfringent, et qu’on donne la direction des rayons inci-
dents et celle des rayons réfléchis sans indiquer la nature que doivent avoir ces
rayons, il existe quatre groupes de surfaces aplanétiques planes.

Représentons par:

%z 4 Py +v.2-+T=0
I'équation de V'onde plane, postérieure de T a celle qui passe par l'origine et
correspondant & des rayons incidents ordinaires paralléles a la direction + D,
par :

oz 4+ By +yz2+T=o0
I'équation de l'onde plane, postérieure de T & celle qui passe par P'origine et
correspondant & des rayons incidents extraordinaires paralléles a la direction
-+ D, enfin par:

o x4 ply -+ -Y'oz +T=0, et daxt+py+yz+T=0

les équations des ondes planes, postérieures de T a celles qui passent par l'ori-
gine et correspondant & des rayons réfléchis ordinaires et extraordinaires paral-
léles & la direction + D'; les équations des surfaces aplanétiques planes, les
rayons incidents étant paralléles a la direction + D ou a la direction — D et les
rayons réfléchis a la direction + D’ ou a la direction — D', seront:

pour les rayons réfléchis (o, o) :

(2o o) 2 4 (8,25 )y (3 ) 2=, (21)
pour les rayons réfléchis (e, e) :

(o) @+ (B0 )y + (1. ) 2=C, (22)
pour les rayons réfléchis (o, ¢) :

(o )2+ (8, EF)r + (. Ey ) 2=, (23)
pour les vayons réfléchis (e, o) :

(e Yo+ (8. EF)y+ (. Ey)s=C. (24)

Dans chacune de ces équations, C peut varier de — o & + @, et I'on doit
prendre le signe + ou le signe — comme il a 6t6 dit pour I'équation (20).

Les systémes de plans paralléles représentés par les équations (21) et (22) satis-
font toujours & la question, quel que soit le signe que I'on prenne.
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Mais, des deux systémes de plans paralléles représentés par les équations (23)
et (24), il peut arriver, lorsque I'angle formé par la direction des rayons incidents
avec celle des rayons réfléchis est voisin de zéro, qu'il y en ait un, mais un seul,
qui ne réponde pas & la question. Le probléme est alors impossible lorsqu’on
prend un certain signe dans les équations (23) ou (24); mais il deviendra tou-
jours possible lorsqu’on prendra le signe contraire, ce qui revient a changer le
sens des rayons incidents sans changer celui des rayons réfléchis ou réci-
proquement.

On voit encore que chacune des surfaces aplanétiques planes représentées par
Péquation générale (20) est aplanétique sur 'une ou sur I'autre de ses faces sui-
vant que le milieu dans lequel se propagent les rayons se trouve d'un cété de
la surface ou du cdté opposé.

Enfin, soit S un plan aplanétique par réflexion pour des rayons incidents de
nature N, paralléles & la direction + D, et pour des rayons réfléchis de nature V',
paralléles ala direction + D'; considérons I'onde plane correspondant aux rayons
incidents dans une quelconque de ses positions réelles ou virtuelles P, et 'onde
plane correspondant aux rayons réfléchis dans une quelconque de ses positions
réelles ou virtuelles P’; désignons par U le temps employé par un rayon de na-
ture N pour aller de onde plane P & un certain point du plan aplanétique S en
se propageant parallelement a la direction D, ce temps étant compté positivement
ou négativement suivant que ce rayon, pour aller de I'onde plane P au plan
aplanétique, doit se mouvoir dans le méme sens que les rayons incidents ou en
sens contraire, par U’ le temps employé par un rayon de nature N’ pour se pro-
pager de 'onde plane P’ au méme point du plan aplanétique parallélement a la
direction 1), ce temps étant compté positivement ou négativement suivant que,
pour aller de I'onde plane P’ au plan aplanétique, ce rayon doit se mouvoir en
sens contraire des rayons réfléchis ou dans le méme sens : on vérifiera aisément

que, sur toute I'étendue du plan aplanétique S, la somme algébrique U + U
reste constante.

SECTION II. — DES SURFACES APLANETIQUES PAR REFRAGTION.

Dans la recherche des surfaces aplanétiques par réfraction nous suivrons la
méme méthode que dans celle des surfaces aplanétiques par réflexion, en nous
dispensant d’insister sur les points déja développés & propos de la réflexion.

Supposons d’abord qu’aucun des points O et O’ ne soit & I'infini; nous avons
alors quatre cas distincts & examiner.
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A. — Le point lumineux et le foyer sont tous deux réels.

Fig. 20. Cela signifie que, les rayons incidents émanant d’'un point lu-
‘ mineux réel O (fig. 20) situé dans le premier milieu, les rayons
réfractés d’'une certaine espéce vont concourir en un foyer réel
O’ situé dans le second milieu.

On sait (théoréme XIV) que, dans ce cas, tous les rayons ré-
fractés qui aboutissent en O’ mettent des temps égaux pour aller
de O en O’; on en conclura, en raisonnant identiquement comme
dans le cas B de la réflexion, que :

Pour quune surface soit aplanétique par réfraction pour des positions données du point
lumineuz et du foyer, ces deux points étant réels, les rayons incidents étant de nature N
et les rayons réfractés de nature N', il faut et il suffit que la somme des temps employés
par la lumiére pour aller du point lumineux et du foyer @ un méme point de cette surface
sout constante sur toute la surface, le premier de ces temps étant évalué en supposant
qu'un rayon de nature N se propage dans le premier miliew du point lumineux au point
considéré sur la surface réfringente, et le second en supposant quun rayon de nature N’
se propage dans le second milieu du foyer au méme point de la surface réfringente.

Chacune des surfaces aplanétiques par réfraction dans le cas actuel peut donc
étre considérée comme le lieu des intersections des nappes de nature N des sur-
faces d’onde caractéristiques du premier milieu, déerites du point O comme
centre et correspondant au temps T, avec les nappes de nature N’ des surfaces
d’onde  caractéristiques du second milieu, décrites du point 0’ comme centre et
correspondant au temps G— T, T étant une quantité variable et C une quantité
constante.

L’équation générale des surfaces aplanétiques par réfraction pour les posi-
tions réelles O et O’ du point lumineux et du foyer, les rayons incidents étant
de nature N et les rayons réfractés de nature N', est, d’aprés ce que nous venons
de dire : ‘

e.(z—d, y—b, z—C)+0,(x —a, y—b, z—c)=C. (r)

Dans cette équation, le signe g, doit recevoir 'indice o ou ¢ suivant la nature
des rayons réfractés, le signe ¢ suivant la nature des rayons incidents.

Il est entendu d’ailleurs que, si ces fonctions se présentent sous forme de radi-
caux, ces radicaux devront toujours étre pris avec le signe +.

La constante C représente la somme des temps employés par la lumiére pour
aller du point lumineux et du foyer & un méme point de la surface aplanétique.
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Cette surface devant toujours, dans le cas dont nous nous occupons, couper
la droite OO’ en un certain point A situé entre O et ', il est évident que la cons-
tante G ne peut varier qu'en certaines limites, qu’il est toujours facile de déter-
miner. En effet, la constante G est égale a la somme des temps que mettent un
rayon de nature N pour aller de O en A dans le premier milieu et un rayon de
nature N’ pour aller de O’ en A dans le second milieu. Soit 7 le temps employé
par un rayon de nature N pour aller de O en O"dans le premier milieu, ¢ le temps
employé par un rayon de nature N’ pour aller de O en O’ dans le second milieu.
Silonat < 7, cest-a-dire si la vitesse de nature N de la lumiére dans le premier
milieu suivant la direction OO’ est plus petite que la vitesse de nature N’ de la lu-
miére dansle second milieu suivant la méme direction, G aura sa valeur mazimuwm
lorsque la distance OO’ sera parcourue tout entiére dans le second milieu, c’est-a-
dire quand le point A coincidera avec le point O, et sera alors égal a + ¢'; Caura,
au contraire, sa valeur menimum lorsque la distance OO0’ sera parcourue tout en-
tiere dans le premier milieu, c’est-a-dire quand le point A coincidera avec le
point O, et sera alors égal a + ¢ Donc, lorsqu’on a ¢ < #, C peut varier de + ¢
a -+ 7 ; on voit de méme que, sil'on a ¢ > ¢, C peut varierde + 7 a + 1.

C devant toujours avoir une valeur finie, il faut que les fonctions ¢, et ¢, con-
servent également des valeurs finies; comme d’ailleurs ces fonctions devien-
draient infinies pour des valeurs infinies des coordonnées (z, v, z), il en résulte
que les surfaces ou les portions de surfaces représentées par I'équation (1) sont
toujours limitées, ce qui était facile & prévoir, puisque, sur chacune de ces sur-
faces, la somme des temps employés par la lumiére pour aller du point lumineux
et du foyer a un méme point de la surface doit étre constante et finie.

Mais il faut remarquer que, si pour chasser les radicaux de l'équation (1) on
éléve au carré, on introduit par 1a des solutions étrangeéres a la question, de sorte
que I'équation & laquelle on parvient ainsi représente une surface dont une par-
tie seulement est aplanétique pour les positions données du point lumineux et du
foyer; cette portion de surface est évidemment limitée par un cone circonscrit a
lasurface et ayant pour sommet le point O ou le point O', suivant que la partie de
la surface qui coupe la droite OO’ entre O et O' tourne sa convexité vers le point
O ou vers le point O'.

La forme de I'équation (1) montre que, par rapport & 'une quelconque des
surfaces représentées par cette équation, les points O et (' sont des foyers con-
jugusés, c’est-a-dire que, si une surface fait converger en un foyer réel O’ les
rayons réfractés de nature N', provenant de rayons incidents de nature N éma-~
nés du point lumineux réel O, cette méme surface fera converger au foyer réel
O les rayons réfractés de nature N, provenant de rayons incidents de nature N’
émanés du point lumineux réel O'; c’est ce qui était facile & prévoir d’apreés la ré-
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ciprocité qui existe entre les rayons incidents et les rayons réfractés. On voit en
outre que chacune des surfaces définies par I'équation (1) est aplanétique sur
ses deux faces, les deux milieux conservant leurs positions respectives.

-

B. — Le point lumineux est réel et le foyer virtuel.

Cela signifie que, les rayons incidents émanant d'un
point lumineux réel O (fig. 21) situé dans le premier milieu,
lesrayons réfractés d'une certaine espéce sont dirigés comme
s'ils provenaient du foyer virtuel O’ également situé dans le
premier milieu.

Ce cas se traiteexactement comme le cas A de la réflexion,
el on arrive a la conclusion suivante :

Pour quune surface soit aplanétique par réfraction pour des positions données du
point hanineuz et du foyer, le point lumineux étant réel et le foyer virtuel, les rayons
incidents étant de nature N et les rayons réfractés de nature N', il faut et il suffit que la
différence des temps employés par la lumiére pour aller du foyer et du point lumineuz @
un méme point de cetle surface soit constante sur toute la surface, le premier de ces temps
étant évalué en supposant qu'un rayon de nature N' se propage dans le second milieu,
prolongé au-deld de la surface réfringente, du foyer au point considéré sur la surface,
le second en supposant qu'un rayon de nature N se propage dans le premier miliew du
point lumineuz au méme point de la surface réfringente.

D’aprés cela, I'équation générale des surfaces aplanétiques par réfraction pour
des positions données du point lumineux et du foyer, le premier étant réel et le
second virtuel, est:

¢.(z—d, y—V, Z—c')—9, (r—a, y—25, z—c)=QC, (2)

¢ devant recevoir l'indice 0 ou e suivant la nature des rayons réfractés, ¢, sui-
vant la nature des rayons incidents. La constante G représente, pour chaque sur-
face, la différence des temps employés par la lumiére pour aller du foyer et du
point lumineux & un méme point de cette surface, ces 'temps étant évalués
comme 1l a été dit plus haut.

Cherchons si, dans le cas actuel, les surfaces aplanétiques par réfraction peu-
vent étre illimitées. Soit M un point situé sur une de ces surfaces a une distance
infiniment grande des points O et O'; ces deux derniers points étant & une dis-
tance finie I'un de I'autre, 'angle OMO'’ est infiniment petit. Si la vitesse de na-
ture N de la lumiére dans le premier milieu suivant la direction commune vers
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laquelle tendent les droites OM et O’'M lorsque le point M s’éloigne indéfiniment,
et la vitesse de nature N’ de la lumiére dans le second milieu suivant la méme
direction ne sont pas égales, la différence entre les temps employés par la lu-
miere pour aller du point lumineux et du foyer au point M deviendra infiniment
grande, lorsque ce point M s'éloignera indéfiniment. Done, lorsqu’une surface
est aplanétique par réfraction, le point lumineux étant réel et le foyer virtuel, si
la différence constante des temps employés par la lumiére pour aller du foyer
et du point lumineux & un méme point de cette surface est finie, il ne peut y
avoir sur cette surface aucun point M situé a une distance infiniment grande
des points O et O’, a moins cependant que, suivant la limite commune vers
laquelle tendent les directions OM et O'M lorsque le point M s’éloigne indéfini-
ment, la vitesse de nature N de la lumiére dans le premier milieu et la vitesse de
nature N’ de la lumiére dans le second milieu ne soient égales.

Il résulte de ce qui précéde que, dans le cas actuel, les surfaces aplanétiques
par réfraction peuvent, ou bien éire des surfaces ferméeslimitant de toutes parts
le premier milieu et renfermant les points O et O’ dans leur intérieur, ou bien se
composer de deux nappes infinies, qui coupent la droite OO’ en dehors de 'inter-
valle O0’, et qui ne sont, en général du moins, aplanétiques que dans une por-
tion finie de leur étendue.

Ceci posé, nous allons nous occuper de chercher les limites entre lesquelles
peut varier la constante C. Appelons encore 7 le temps quemploie un rayon
de nature N pour aller de O en 0’ dans le premier milieu, # le temps qu’em-
ploie un rayon de nature N’ pour aller de O en O’ dans le second milieu. Considé-
rons d’abord le cas ou la surface aplanétique se compose de deux nappes dis-
tinctes, et, pour fixer les idées, appelons S la nappe qui se trouve du c6té du
point lumineux, §' la nappe qui se trouve du c6té du foyer, A et A’ les points ot
les nappes S et §' coupent la droite OO'.

Supposons que Pon ait £ < #; si on désigne par v la vitesse de nature N dela
lumiére dans le premier milieu suivant la droite OO’, par ' la vitesse de nature
N’ de la lumiére dans le second milieu suivant la méme droite, on aura alors
v > v'. Cestla différence constante des temps employés par la lumiére pour aller
du foyer et du point lumineux & un méme point de la surface aplanétique, par
exemple au point A ou au point A'. Pour la nappe S, on a donc :

OA OA , . OA(v—7),
; = 4+ ———

' ?
vV

v— o' étant une quantité positive, G peut varier pour cette nappe de + # & -+ ®;

pour la nappe 8’ on a:
O'A ; OA"  OA(v—2) ;
2 v v ’
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v—' étant positif, et le point A’ devant se trouver en dehors de I'intervalie 00,
G pour cette nappe peut varier de — ¢4 + co. Ainsi quand on a 7 < #, c’est-a-
dire » > ¢, G peut varier pour la nappe 8 de + # & + oo, pour la nappe ' de
— 14—+ o. Si, au contraire, ona ¢ > ¢, et par conséquent » < ¢, on aura pour
la nappe S:

ey QA —2),
vY
pour la nappe 8':
C:-——-t——OA (1)—,—71)’
VYV

v" —w étant toujours positif dans ce cas, G peut varier pour la nappe S de + ¢ &
— oo, pour la nappe §' de — 74 — oo.

Si la surface aplanétique est fermée, pour qu'elle puisse étre aplanétique dans
toute son étendue, il faut que les points A et A’ ou elle rencontre la droite OO’ se
trouvent en dehors de U'intervalle 00’; d’ou il résulte que, dans ce cas, G peut
varier entre + # et + wsionaf < ¢, entre —fet — owsionas > 1.

Onvoit que,s1 une surface fermée est aplanétique par réfraction dans touteson
étendue, le point lumineux étant réel et le foyer virtuel, la constante C ne peut
jamais étre nulle. G peut devenir nul, dans le cas actuel, pour une surface apla-
nétique limitée, mais non fermée, qui ne rencontre la droite 0O’ qu’en un seul
point; I'équation de cette surface aplanétique particuliére est :

o, (x—a’, y—b, z—)—9¢,(x—a, y—b, c—c)=o0}

elle rencontre la droite OO" en un point A’, situé du coté du foyer sionat< ¢,
en un point A situé du ¢oté du point lumineux sion a ¢ > #. Lorsque la réfraction
a lieu sur cette surface aplanétique particuliére pour laquelle G est nul, non-
seulement les rayons réfractés sont dirigés comme s'ils provenaient du point O/,
mais encore ils atteignent un point quelconque situé dans le second milieu au
bout du méme temps que s’ils émanaient réellement du point O’; le foyer virtuel
peut done, quand la eonstante C est nulle, ¢’est-a-dire quand la lumiére met des
temps égaux pour aller du point lumineux et du foyer & un méme point de la sur-
face aplanétique, remplacer le point lumineux O, non-seulement quand il s’agit
de trouver les directions des rayons réfractés, mais encore quand on se propose
de calculer les phases du mouvement vibratoire en un point quelconque d’un de
ces rayons; il faudra, pour cela, bien entendu, supposer le second milieu prolon-
gé au-dela de la surface réfringente de facon & comprendre le point O'.

Par rapport & chacune des surfaces représentées par I'équation (2), les points
0 et O' sont encore des foyers conjugués, en ce sens que, si une surface fait con-
verger au foyer virtuel O/ les rayons réfractés de nature N’, provenant de rayons
incidents de nature N émanés du point lumineux réel O, cette méme surface,
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les deux milieux conservant leurs positions respectives, fera converger au foyer
réel O les rayons réfractés de nature N, provenant de rayons incidents de nature
N’ émanés du point lumineux virtuel (/. Chacune des surfaces représentées par
Péquation (2) est donc aplanétique sur ses deux faces, les milieux conservant
leurs positions respectives; mais, suivant que la surface est aplanétique sur
I'une oulautre de ses faces, le point O est un point lumineux réel ou un foyer
réel, le point O’ un foyer virtuel ou un point lumineux virtuel.

Dans le cas dont nous nous occupons, les deux points O et O étant situés dans
le méme milieu peuvent se confondre; les rayons réfractés sont alors dirigés
suivant les prolongements des rayons incidents. L’équation des surfaces aplané-
tiques par réfraction, lorsque le point lumineux et le foyer se confondent et sont
situés dans le premier milieu, prend la forme :

0,(x—a, y—b, z—c)—o¢,(x—a, y—5, z—c)=C. 3)

Dans cette équation, ¢, doit recevoir I'indice o ou e suivant la nature des rayons
incidents, ¢, suivant la nature des rayons réfractés, et la constante G, d’apres
ce que nous avons dit plus haut, peut varier de zéro a + 0. Toutes les sur-
faces aplanétiques représentées par I'équation (3) ont pour centre le point O;
car, si on imagine une droite quelconque passant par le point O, il est évident
que sur cette droite tout doit étre symétrique de part et d’autre du point O. Con-
sidérons le plan tangent mené a 'une de ces surfaces aplanétiques en un certain
point A: ce plan doit avoir une direction telle que le rayon réfracté de nature ',
correspondant au rayon incident de nature N qui se propage suivant OA, se
trouve former le prolongement de OA. La direction de ce plan tangent est
donc déterminée lorsqu’on connait celle du rayon vecteur qui passe par le point
de contact. Done, aux points ot un méme rayon vecteur rencontre les surfaces
aplanétiques comprises dans I'équation (3), les plans tangents & ces surfaces
sont tous paralléles entre eux, et, par conséquent, toutes ces surfaces sont sem-
blables et semblablement placées par rapport au point O.

Les surfaces aplanétiques dont nous venons de parler sont importantes a
considérer; en effet, si I'on connait I'une quelconque d’entre elles, que nous
appellerons X, on peut trouver la direction que doit avoir le plan tangent en
un certain point d'une surface réfringente pour qu'en ce point le rayon ré-
fracté de nature N, provenant d'un rayon incident de nature N et de direction
donnée, forme le prolongement de ce rayon incident; il suffit pour cela de
mener par le centre de la surface X un rayon vecteur paralléle a la direction
donnée pour le rayon incident : le plan tangent a la surface £ au point ou elle
est rencontrée par ce rayon vecteur a la direction cherchée.

Si les deux milieux sont isotropes, et si le point lumineux, étant réel, se con-

17
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fond avec le foyer, 'équation des surfaces aplanétiques par réfraction devient,
en désignant par v et v’ les vilesses de la lumiére dans le premier et dans le
second milieu:

Viie—a) +(y—0by+-(z—c) _l/(x—-a)’—l—(y——b)‘—{—(z-—c)‘:

2 v

G,
d'ot:

Cz »? Q}”.

=

(e—af o+ (r— 8 + sy =

Cette équation représente les sphéres qui ont pour centre le point O; c’est ce
qu’il était facile de trouver directement.

G. — Le point lumineuz et le foyer sont tous deuz virtuels.

Soit S (fig. 22) une surface aplanétique par réfraction pour les positions O et O’
du point lumineux et du foyer, ces deux points étant virtuels, les rayons inci-
Fig. 22. dents étant de nature N et les rayons réfractés de nature N'.

J / S1 on imagine que le premier milieu prennela place du se-

"/ cond, et réciproquement, on voit que les rayons incidents

de nature N émanés du point O, qui sera alors un point lu-

< mineux réel, donneront naissance a des rayons réfractés de
nature N qui iront concourir au point 0', devenu foyer

\ réel. Nous nous trouvons ainsi ramenés au cas A ; les sur-
faces aplanétiques par réfraction pour les positions O et O’ du point lumineux et
du foyer, ces points étant tous deux virtuels, les rayons incidents étant de nature
N et les rayons réfractés de nature ', sont les mémes que les surfaces aplanéti-
ques pour les positions O et O’ du point lumineux et du foyer, ces deux points étant
réels, les rayons incidents étant encore de nature N et les rayons réfractés de na-
ture N'. L’équation générale dessurfaces aplanétiques est donc danslecas actuel :

@u(z—ds y—¥, 5—0)+ o (a—a, y—b, s—0)=C, ()

9. devant recevoir I'indice 0 ou e suivant la nature des rayons réfractés, ¢, suivant
la nature des rayons incidents. Les limites entre lesquelles peut varier la cons-
tante C se détermineront comme il a été expliqué dans le cas A.

On voit que :

Pour qilune surface soit aplanétique par réfraction pour des positions données du
point lumineux et du foyer, ces deuzx points étant virtvels, il faut et il suffit que la
somme des temps employés par la humiére pour aller du point himineuz et du foyer d
un méme point de cetle surface soit constante sur toute la sur face, lepremier de ces temps étant
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évalué en supposant qu'un rayon de nature N se propage du point lumineuz av point
considéré sur la surface réfringente dans le premier milieu prolongé au-deld de cette sur-
face, le second en supposant qu'un rayon de nature N' se propage du foyer au méme
point de la surface réfringente dans le second miliew également prolongé au-deld de cette
surface.

Dans le cas actuel, les points O et O’ sont encore des foyers conjugués par rap-
port 3 I'une quelconque des surfaces aplanétiques représentées par I'équation (1),
c'est-a-dire que, si une surface fait converger au foyer virtuel O’ les rayons ré-
fractés de nature N, provenant de rayons incidents de nature N émanés du point
lumineux virtuel O, cette méme surface, les milieux conservant leurs positions
respectives, fera converger au foyer virtuel O les rayons réfractés de nature N,
provenant de rayons incidents de nature N’ émanés ‘du point lumineux virtuel
0’. Chacune des surfaces comprises dans U'équation (1) est done aplanétique sur
ses deux faces, les milieux conservant leurs positions respectives, et cela que les
points O et O soient tous deux réels ou tous deux virtuels. On voit de plus que,
sl une surface est aplanétique par réfraction pour des positions du point lumi-
neux etdu foyer situées de part et d’autre de cette surface, c’est-a-dire toutes deux
réelles ou toutes deux virtuelles, cette surface restera aplanétique pour les
mémes positions du point lumineux et du foyer, lorsqu’on intervertira la position
des deux milieux qu’elle sépare; mais, par suite de cette inversion, le point lu-
mineux et le foyer deviendront réels s’ils étaient virtuels, et réciproquement.

D. — Le point lumineux est virtuel et le foyer est réel.

Cela signifie que, les rayons incidents étant dirigés de facon & concourir au
point lumineux virtuel O, les rayons réfractés d’'une certaine espéce vont con-
verger au foyer réel O'.

Soit S (fig. 23) une surface aplanétique par réfraction pour les positions O et O’
du point lumineux et du foyer, le premier de ces points étant virtuel et le second

Fig. 23. réel, les rayons incidents étant de nature N et les rayons réfrac-

\\I tés de nature N'. Si on imagine que le premier milieu prenne
| °’l\\\\ ;, laplace dusecond, et réciproquement, et que des rayons inci-
v "\,_;/\;«-\\\ dents émanés du point O, qui sera alors un point lumineux réel,

et de nature N, aillent tomber sur la surface S, on voit que les
rayons réfractés de nature N’ seront dirigés comme s’ils prove-
naient du point ', qui deviendra alors un foyer virtuel. Nous nous trouvons ainsi
ramenés au cas B, et nous voyons queles surfaces aplanétiques par réfraction pour

les positions O et O’ du point lumineux et du foyer, le premier de ces points étant
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virtuel et le second réel, les rayons incidents étant de nature N et les rayons
réfractés de nature N’, ont pour équation. :

o.(z—d, y—V¥, z2—c)—09,(x—a, y—b, z—c)=C(, (2)

¢, devant recevoir 'indice 0 ou e suivant la nature des rayons réfractés, ¢, sui-
vant la nature des rayons incidents, et la constante C pouvant varier entre les
limites qui ont été indiquées quand nous avons discuté le cas B. Done :

Pour qiiune surface soit aplanétique par réfraction dans les conditions qui viennent
d'tire précisées, il faut et il suffit que la différence des temps employés par la lumicre
pour aller du foyer et tu point lumineux & un méme point de cette surface soit constante
sur toute la surface, le premier de ces temps étant évalué en supposant q'un rayon de
nature N’ se propage dans le second miliew du foyer au point considéré sur la surface
réfringenie, le second en supposant qu’un rayon de nature N se propage du point humi-
neux aw méme point de la surface réfringente dans le premier milieu prolongé au-deld de
celte surface.

Dans le cas dont nous nous occupons, les points O et O’ sont encore des foyers
conjugués par rapport a I'une quelconque des surfaces aplanétiques représentées
par I'équation (2), c’est-a-dire que, si une surface fait converger en un foyer
réel O’ les rayons réfractés de nature N', provenant de rayons incidents de na-
ture N émanés du point lumineux virtuel O, cette méme surface fera converger
aufoyerréel O les rayons réfractés de nature N, provenant de rayons incidents de
nature N’ émanés du point lumineux virtuel O, les milieux conservant leurs po-
sitions respectives. On voit donc que chacune des surfaces aplanéliques repré-
sentées par I'équation (2) est aplanétique sur ses deux faces pour les mémes po-
sitions du point lumineux et du foyer, et reste aplanétique sur ses deux faces
lorsqu'on intervertitla position des milieux; mais, par cette inversion, le point
lumineux deviendra virtuel s'il était réel, et réciproquement ; il en sera de méme
du foyer. Si, la surface étant aplanétique sur une de ses faces, le point O est un
point lumineux et le point O’ un foyer, pour qu'elle soit aplanétique sur la face
opposée, il faut que le point O soit un foyer, et le point O' un point lumineux.

Nous pouvons résumer de la maniére suivante la discussion des quatre cas que
nous venonsd’examiner :

Pour gu’une surface soit aplanétique par réfraction, étant données les positions du point
lumineuz el du foyer, aucun de ces deux points n'étant & Tinfini, les rayons incidents
étant de nature N et les rayons réfractés de nature N', il faut et il suffit que la somme
ou la différence des temps employés par la lumiére pour aller du point lumineux et du
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foyer @ un méme point de cette surface soit constante sur toute la surface, le premier de
ces temps étant évalué en supposant qu’un rayon de nature N se propage dans le premier
miliev du point lumineur av point considéré sur la surface réfringente, le second en sup-
posant qu'un rayon de nature N' se propage dans le second miliew du foyer au méme
point de la surface réfringente, et chacun des deur milieux élant supposé, si cela est né-
cessaire, prolongé au-deld de cette surface.

Si c’est la somme de ces deux temps qui est constante sur la surface réfringente, le
point lumineux et le foyer sont ou tous deux réels ow tous deuxr virtuels, ¢ est-d-dire se
trouvent de part et d autre de la surface réfringente; si ¢’est au contraire la différence
des deux temps qui est constante, le poirit lumineuz et le foyer sont Lun réel, lautre vir-
tuel, cest-a-dire se trouvent du méme cité de la surface réfringente.

L équation générale des surfaces aplanétiques par réfraction pour des positions données
du point lumineux et du foyer, dont aucune w’est d Uinfinz, est :

¢ (z—d, y—¥, z—)xo (z—a, y—b, 2—c)=0C. (4)

Dans cette équation, o, doit recevoir lindice o ou e suivant la nature des rayons ré-
fractés, et o, suivant la nature des rayons incidents; on doit prendre & ailleurs le
signe + st le point lumineuz et le foyer dowent étre de part et d autre de la surface
réfringente, le signe — si ces deux points doivent se lrouver du méme coté de celte
surface.

Chacune des surfaces représentées par léquation (%) est aplanétique sur ses deux
[faces, et reste aplanétique sur ses deux faces quand on intervertit la position des deux
milieux qi/elle sépare.

Nous allons passer maintenant & I'examen des quatre cas qui peuvent se
Fig. 2. présenter lorsqu’'un seul des deux points O et O est a
. Pinfini,

E. — Le point lumineux est a l'infini etle foyer est réel.

Cela signifie que, les rayons incidents étant paralléles,
les rayons réfractés d'une certaine espéce vont conver-
ger au foyer réel O’ (fig. 24).

Supposons lesrayons incidents de nature N et paralléles & une certaine direc-
tion D, et les rayons réfractés de nature N'; considérons une onde plane quelcon-
que P, réelle ou virtuelle, qui correspond aux rayons incidents ; désignons par U
le temps que met un rayon de nature N pour aller de 'onde plane P & un certain
point d'une surface réfringente en se propageant parallélement a la direction
D, ce temps étant compté positivement ou négativement suivant que ce rayon,
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pour aller de I'onde plane P dlasurface réfringente, doit se mouvoir dansle méme
sens que les rayons incidents ou en sens contraire, par U’ le temps qu’emploie un
rayon de nature N’ pourse propager du foyer au méme point de la surface réfrin-
gente, temps qui sera toujours compté positivement. En suivant exactement la
méme marche que dans le cas correspondant de la réflexion, on démontrera que:
Pour qu'une surface soit aplanétique par réfraction, les rayons incidents étant de na-
ture N et paralléles entre eux, les rayons réfractés étant de nature’ N' et concourant au
Joyer réel O', il faut et il suffit que la somme algébrique des temps U et U’ soit constante
sur toute la surface, quelle que soit [onde plane incidente prise pour point de départ.

Il est facile, en partant de 13, de trouver I'équation des surfaces aplanétiques
par réfraction dans les conditions qui viennent d’étre posées.

Chacune de ces surfaces peut, en effet, étre considérée comme le lieu des in-
tersections des ondes planes postérieures ou antérieures de T a une certaine
onde plane P, prise pour point de départ, avee le nappe de nature N’ d’une sur-
face d’onde caractéristique du second milieu, décrite du foyer O’ comme centre
et correspondant au temps C—T si1 'onde plane incidente est postérieure- de T a
I'onde P, au temps G + T si cette onde est antérieure de T & I'onde P.

Prenons, pour simplifier, le foyer comme origine ; 'équation de 1'onde plane
incidente postérieure de T & celle qui passe par origine peut toujours étre mise
sous la forme :

az + By +yz +T=o.

Choisissons comme point de départ une onde plane incidente P antérieure de 6
a celle qui passe par l'origine; I'équation de cette onde sera, :

ax + By +yz—0=o0;
I'onde plane incidente postérieure de T a I'onde P aura pour équation:
oz - By+yz-—0+T:o;

la nappe de nature N' de la surface d’onde caractéristique du second milieu, dé-

crite du point O' comme centre et correspondant au temps C-T, sera repré-
sentée par 'équation :
?z(x7f’z):C—T'

Pour obtenir I'équation des surfaces aplanétiques, il faut éliminer T entre ces
deux derniéres équations, ce qui donne :

9. (2,7, 2) — (az + By + y2)=C—0.
L’onde plane antérieure de T a I'onde P a pour équation :

ocx+gy+-yz—9——T:o;
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on devra prendre son intersection avec la nappe de nature N’ d’une surface d’onde
caractéristique du second milieu, décrite du point O’ comme centre et corres-
pondant au temps G + T, nappe dont I'équation est :

9. (c,7,2)=C+T;
en éliminant T entre ces deux derniéres équations on retombe sur I'équation :
¢.(x, 7, 2) — (02 4 By +yz) =C —8.

C et 6 étant deux constantes, on peut représenter leur différence par une cons-
tante unique 7, et I'équation des surfaces aplanétiques devient définitivement :

@, (2, r, 2) — (e + By+yz):‘:.

Dans cette équation, = peut varier de zéro & + w .

Si on imagine que le sens des rayons incidents soit changé, c’est-a-dire que
ces rayons soient paralléles a la direction — D au lieu d’étre paralléles a 1a direc-
tion + D, la nature de ces rayons, celle des rayons réfléchis et la position du
foyer réel O’ restant les mémes, on voit que I'équation de 'onde plane incidente
postérieure de T a celle qui passe par 'origine, sera :

ax -+ By—l—-};z—T:o,
et que I'équation des surfaces aplanétiques deviendra. :
@ (27, 23) + (ax + By -+ Yz,) —1 A

Done, I'équation générale des surfaces aplanétiques par réfraction, les rayons
incidents étant de nature N et paralléles a la direction + D ou & la direction — D,
les rayons réfléchis étant de nature N', et le foyer étant réel, est, en prenant pour
origine le foyer, et en représentant par :

oz + gy +yz+T=o0

Péquation de I'onde plane quicorrespond aux rayons incidents paralléles a la di-
rection -+ D et qui est postérieure de T a celle passant par 'origine :

9, (@, 7, 2) X (ax + Qy—l—-yz)-—_.—-'r.

Dans cette équation, ¢, doit recevoir l'indice 0 ou e suivant la nature des
rayons réfractés; la constante = peut varier de zéro & 4 oo, et on doit prendre
le signe + oule signe — suivant que les rayonsincidents sont paralléles a la di-
rection — D ou ala direction + D.

11 faut remarquer que, dans ce cas, si la surface aplanétique tourne sa con-
vexité vers les rayons incidents, elle est limitée par un cylindre circonscrit a cette
surface et dont les génératrices sont paralléles aux rayons incidents; c’est ce qu’il
était facile de prévoir, car les ondes planesincidentes qui ne rencontrent pasla sur-
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face sont alors antérieuresa celles qui la coupent, et si on prend pour point de
départ une de ces ondes planes quil ne coupent pas la surface, on voit que, pour
cette onde, la somme algébrique des temps U et U’ est égale a la somme de leurs
valeurs absolues ; cette somme devant étre constante sur toute la surface, celle-
ci doit nécessairement étre limitée. Si, au contraire, la surface aplanétique tourne
sa convexité vers le foyer, elle peut étre illimitée; dans ce cas, en effet, les ondes
planes qui coupent la surface sont antérieures a celles qui ne la rencontrent pas,
et si on prend pour point de départ une onde plane qui ne coupe pas la surface,
c’est toujours la différence des valeurs absolues des temps U et U’ qui doit étre
Fig. 25. constante sur toute la surface ; si, au contraire, on prend pour
point de départ une onde plane qui coupe la surface, on voit que
* cette onde partage la surface en deux parties : pour I'une de ces
parties, c’est la somme des valeurs absolues des temps U et U’
# qui est constante, et, par conséquent, cette partie est limitée ;
pour l'autre, c’est la différence des valeurs absolues des temps
U et U’ qui est constante, et cette partie peut s’étendre indéfini-

ment en sens contraire des rayons incidents (fig. 25).

F. — Le point lumineux est @ Uinfini et le foyer est virtuel.

Cela signifie que, les rayons incidents étant paralléles, les rayons réfractés
d’une certaine espéce sont dirigés comme s’ils provenaient du foyer virtuel O'.
Soit S (fig. 26) une surface aplanétique parréfraction, les rayonsincidents étant
de nature N et paralléles a ladirection + D, les rayons réfractés étant de nature
N’, et le foyer virtuel se trouvant en ', Sion imagine que le second milieu prenne
Fig 26. la place du premier, et réciproquement, et que des rayons
incidents de nature N, paralleles ala direction — D, tom-
bent sur la surfaceS, il est évident que les rayons réfractés
de nature N’ iront concourir au point O, qui sera alors un
foyer réel. Nous sommes ainsi ramenés au cas précédent,
et nous voyons que I'équation des surfaces aplanétiques par
réfraction, les rayons incidents étant de nature N et pa-
ralléles a la direction + D ou a la direction — D, les rayons réfractés étant de
nature N’ et le foyer étant virtuel, est, en prenant pour origine le foyer, ‘et en re-
présentant par :-

ar 4+ By—l—yz—i—T:o
I'équation de I'onde plane qui correspond aux rayons incidents paralléles a la di-
rection + D et qui est postérieure de T a celle passant par Porigine :

0. (2,75 2) = (ax + py 4 yz) ="7.
Dans cette équation, g, doit encore recevoir I'indice o ou e suivant la nature des
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rayons réfractés; = peut varier de zéro & + oo ; mais, a l'inverse de ce qui a lieu
dans le cas précédent, on doit prendrele signe + ou le signe — suivant que les
rayons incidents sont parallélesa la direction 4+ D ou & la direction — D.

Il est aisé de voir que, dans le cas actuel, c’est la différence algébrique
des temps U’ et U qui est constante sur une méme surface aplanétique, quelle
que soit la position, réelle ou virtuelle, de 'onde plane incidente prise pour point
de départ. Les surfaces aplanétiques ne peuvent étre illimitées dans ce cas que
si elles tournent leur convexité vers le foyer.

En résumé :

Pour qutune surface soit aplanétique par réfraction, les rayons incidents étant paral-
léles et le foyer étant réel ou virtuel, il faut et il suffit que la somme algébrigue ou la
différence algébrigue des temps U et U’ soit constante sur cetle surface, quelle que soit la
position de Fonde plane incidente prise pour point de départ.

L’ équation générale des surfaces aplanétiques par réfraction, les rayons incidents étant
paralléles a la direction + D oud la direction — D et le foyer étant réel ou virtuel, est,
en prenant le foyer pour origine, et en représentant par :

oz + By +yz+T=o,
léquation de I'onde plane qui correspond auxr rayons incidents paralléles @ la divection
+ D et qui est postérieure de'T a celle passant par [origine :
@.(2,7, %) 2 (az -+ gy +2) =,

9, devant recevoir lindice o ou e suivant la nature des rayons réfractés, et © pouvant va-
rier de zéroa + w . On doit prendre le signe + ou le signe — suivant que les rayons
incidents sont paralléles d la direction + D ou @ la direction — D si le foyer doit éire
virtuel, suwant que les rayons incidents sont paralléles a la direction — D ou d la direc—
tion +D si le foyer doit étre réel.

Chacune des surfaces représentées par cette équation est aplandtique sur ses deux [faces
pour la méme direction des rayons incidents et la méme position du foyer ; mais, suivant
quune de ces surfaces doit étre aplanétique sur Pune ou l'autre de ses faces, le premier
milieu doit étre situé dun cité de cette surface ow du c6té opposé, et, par suite, si le
foyer est réel lorsque la surface est aplanbtique sur Pune de ses faces, il deviendra virtuel
lorsque la surface sera aplanétique sur Uautre face, et réciproguement.

G et H. — Le foyer est a linfini et le point lumineux est réel ou virtuel.

Cela signifie que, les rayons incidents émanant d’'un point lumineux réel ou
virtuel, les rayons réfractés d'une certaine espéce sont paralléles.
Ces deux cas se traitent absolument comme les deux précédents, et il suffira
d’énoncer les résultats auxquels on parvient.
18
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Supposons les rayons incidents de nature N, les rayons réfractés de nature N’
et paralléles a la direction + D; considérons une onde plane quelconque P,
réelle ou virtuelle, correspondant aux rayons réfractés ; désignons par U le temps
employé par unrayon de nature N pour aller du point lumineux a un certain
point d’'une surface réfringente, ce temps étant toujours compté positivement,
par U'le temps employé par un rayon de nature N' pour se propager paralléle-
ment a la direction D de I'onde plane P au méme point de la surface réfringente,
ce temps étant compté positivement ou négativement suivant que, pour aller de
I'onde plane P a la surface réfringente, ce rayon doit se mouvoir dans le mémesens
que les rayons réfractés ou ensens contraire. Nous verrons facilement que :

Pour qu'une surface soit aplanétique par réfraction, les rayons incidents émanant
dun point hunineur réel o virtuel O et étant de nature N, les rayons réfractés btant pa-
ralléles @ lo direction + D et de nature N', il faut et il suffit que, sur cette surface, la
différence algébrique des temps U et U’ si le point humineux doit étre réel, la somme al-
gébrique de ces mémes temps si le point umineux doit étre virtuel, soit constante, quelle
que soit Uonde plane réfractée prise pour point de départ.

Léquation générale des surfaces aplanétiques par réfraction, les rayons incidents éma-
nant d'un pond lumineux réel ow virtuel et les rayons réfractés étant paralléles a la di-
reciion + U ou 4 la direction — D, est, en prenant pour origine le point lumineuz, et en
représeniant par :

a'x+f3’y+y’z+T:o,

léquation de l'onde plane quicorrespond aux rayons réfractés paralléles a la direction
+ D et qui est postérieure de'T a celle passant par Uorigine :

(x4 py+y2)o. (2, y,2)=r.

Dans cette équation o, doit recevoir Uindice o ou e suivant la nature des rayons inci-
dents ; v peul varier de zéro d + o , el Lon doit prendre le signe + ou le signe —, si le
point homineux doil élre réel, suivant que les rayons réfractés sont paralléles d la direction
+ D ou d la direction — D, si le point humineux doit étre virtuel, suivant que ces rayons
sont paralléles a la direction — D ou d la direction + D.

Les surfaces aplanéliques représentées par cette équation ne peuvent étre illi-
mitées que si elles tournent leur convexité vers le point lumineux. Chacune
d’elles est aplanétique sur ses deux faces pour la méme position du point lumi-
neux et la méme direction des rayons réfractés; mais, suivant que la surface
doit étre aplanétique sur I'une de ses faces ou sur la face opposée, le premier
milieu doit se trouver d'un c6té de cette surface ou du coté opposé, et, par suite,
le point lumineux doit devenir virtuel §'il était réel, et réciproquement.
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Cela signifie que, les rayons incidents étant paralléles entre eux, les rayons
réfractés d'une certaine espéce le sont également : dans ce cas, on sait que la
surface réfringente est nécessairement plane (théoréme XVIII).

Etant données la nature N et la direction + D des rayons incidents, la nature
N’ et la direction 4 D’ des rayons réfractés, on peut trouver, par une construc-
tion géométrique, la direction que doit avoir une surface plane pour étre aplané-
tique par réfraction. A cet effet, d'un point quelconque M comime centre on dé-
crit la nappe de nature N d’une surfaced’onde caractéristique du premier milieu
correspondant & un temps T, et la nappe de nature N’ d’'une surface d’onde ca-
ractéristique du second milieu correspondant au méme temps; par le point M on
méne deux rayons vecteurs, 'un paralléle a la direction + D, autre paralléle 3
la direction + DV'; par le point ot le premier de ces rayons vecteurs rencontre la
nappe de nature N et par le point ot le second rencontre la nappe de nature N’
on méne des plans tangents a ces nappes; par 'intersection de ces deux plans et
par le point M on fait passer un plan P, ou, si les deux plans tangents sont pa-
ralléles, on méne par le point M un plan P paralléle a ces plans tangents.

Si le plan P n’est pas compris dans Pangle formé par les deux rayons vecteurs
menés par le point M parallélement aux directions + D et + D'des rayons inci-
dents etdes rayons réfractés, tout plan paralléle au plan P satisfait & la question;
mais, si le plan P est compris dans cet angle, le probléme est impossible. 11 est
facile de voir que ce dernier cas ne se présente jamais lorsque 'angle formé par
les deux directions 4 D et + D’ est trés-petit. Soit « I'angle formé par les deux
droites menées par le point M parallélement aux directions + Det + I'; suppo-
sons que, la direction + D des rayons incidents restant constante, la direction
-+ D" desrayons réfractés varie de telle sorte quel'angle « aille en augmentant ;
il arrivera toujours un moment ot cet angle deviendra assez grand pour que le
plan P soit compris dans son intérieur. Désignons par wle plus grand angle que
puissent former les directions + D et -+ D’ sans que le plan P soit contenu dans
I'intérieur de 'angle formé par les rayons vecteurs menés par le point M paral-
lélement a ces directions; cet angle limite o est déterminé lorsqu’on connait
F'une des deux directions, + D par exemple, et la direction du plan qui passe par
deux droites menées par un point quelconque parallélementaux directions + D et
+ D'. Done, quand on donne les directions + D et + D"des rayons incidents et
des rayons réfractés, et leur nature, il est toujours facile de trouver 'an gleaxdeces
deux directions et I'angle limite . Remarquons que, si les deux milieux sont isc-
tropes, o est constant, et qu’en désignant par n I'indice de réfraction du milieu le
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plus réfringent par rapport au milieu le moins réfringent, 'on a dans ce cas :
1
COsS 0w — —.
n

Ceci posé, étant données les directions des rayons incidents et réfractés, et leur
nature, il peut se présenter trois cas :

1°On a o < w; alors 180° — « est nécessairement plus grand que o, puisque o
est toujours plus petit que 90°; le probléme est possible, et reste possible quand
on change a la fois le sens des rayons incidents et celui des rayons réfractés, ce
qui donne les mémes surfaces aplanétiques; mais il devient impossible
quand on change le sens des rayons incidents sans changer celui des rayons
réfractés ou réciproquement.

2° aest compris entre o et 180° — w; on a alors :

a>w et 180°—a > 0.

Le probléme est impossible, et reste impossible soit lorsqu’on change simulta-
nément le sens des rayons incidents et celui des rayons réfractés, soit lorsqu’on
change le sens des rayons incidents sans changer celui des rayons réfractés ou
réciproquement.

3Ona:

o> 180°—0w, dou 180°—a < .
Le probléme est impossible, et reste impossible quand on change 4 1a fois le sens
des rayons incidents et celui des rayons réfractés , mais devient possible quand
on change le sens des rayons incidents sans changer celui des rayons réfractés
ou réciproquement, ce qui conduit aux mémes surfaces aplanétiques.

On voit en somme que :

La nature des rayons incidents et celle des rayons réfractés étant données , les rayons
incidents devant étre paralléles d la direction + D ou d la direction — D, les rayons ré-
fractés @ la direction + D' ou d la direction — D', il wexiste jamais plus dun sys-
téme de plans paralléles qui soient aplanétiques par réfraction, et il peut n'en exister
avcun.

L'équation des surfaces aplanétiques planes s obtient dans ce cas comme dans le cas
analoque de la réflexion ; cette e'guatz'bn est, en représentant par :

ax+ gy +yz+T=o,
el par :

oc’a:—}—p’y-{—y’z—l—T:o,
les équations des ondes planes qui correspondent respectivement aux rayons incidents
paralléles @ la direction + D et aux rayons réfractés paralléles d la direction + D', et
qui sont postérieures de T d celles passant par [origine :

(aza)z+(BEp)r+{xEy)e=C
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Dans cette équation C peut varier de — o @' + o . On doit prendre le signe +
lorsque les rayons incidents et les rayons réfractés sont respectivement paralléles aux di-
rections + D et — D' ou aux directions — D et + D', le signe — lorsque ces rayons
sont respectivement paralléles aux directions + D et + D' ou aux directions — D et
—D.

Léquation représente deux systémes de plans parallles ; de ces deux systémes, il y
en a un, et un seul, qui satisfait d la question, lorsque I'angle « est plus petit que Fangle
limite  ou plus grand que le supplément de o; mais, si « est compris entre o et 180°-w,
aucun de ces deux systémes de plans paralléles ne répond d la question, et le probléme
est impossible.

Remarquons que ceux des plans représentés par I'équation précédente qui sont
aplanétiques par réfraction le sont sur leurs deux faces, les rayons incidents
et les rayons réfractés conservant les mémes directions.

Enfin, soit S un plan aplanétique par réfraction pour des rayons incidents de
nature N et de direction + D, et pour des rayons ré{ractés de nature N’ et de di-
rection + D’; considérons I'onde plane correspondant aux rayons incidents dans
une quelconque de ses positions réelles ou virtuelles P, et 1'onde plane corres-
pondant aux rayons réfractés dans une quelconque de ses positions réelles ou
virtuelles P’; désignons par U le temps employé par un rayon de nature N pour
aller de 'onde plane P a un point quelconque du plan aplanétique S en se propa-
geant parallélementa la direction D, ce temps étant compté positivement ou né-
gativement suivant que ce rayon, pour aller de 'onde plane P au plan aplané-
tique, doit se mouvoir dans le méme sens que les rayons incidents ou en sens
contraire, par U’ le temps employé par un rayon de nature N’ pour aller de
I'onde plane P’ au méme point du plan aplanétique en se propageant paralléle-
ment & ladirection D’, ce temps étant compté positivement ou négativementsui-
vant que, pour aller de 'onde plane P’ au plan aplanétique, ce rayon doit se
mouvoir dans le méme sens que les rayons réfractés ou en sens contraire: on
vérifiera facilement que, sur toute I'étendue du plan aplanétique S, la somme
algébrique U + U’ reste constante.

SECTION III. — DEeS SURFACES APLANETIQUES PLANES.

Lorsqu'une surface plane P est aplanétique par réflexion ou par réfraction
pour des positions données du point lumineux et du foyer, les rayons incidents
étant de nature N et les rayons réfléchis ou réfractés de nature IV, il est évident
que tous les plans paralléles au plan P sont aplanétiques, les rayons incidents
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restant de nature N et les rayons réfléchis ou réfractés de nature N’; mais
le point lumineux et le foyer occupent des positions différentes pour chacun
de ces plans. On peut done se proposer de rechercher, dans le cas de la réflexion,
les conditions que doit remplir la surface d'onde caractéristique du milieu ou
se propagent les rayons, dans le cas de la réfraction, les relations qui doivent
exister enfre les surfaces d’onde caractéristiques des deux milieux, pour que
tous les plans paralléles & un plan donné de direction soient aplanétiques : tel
sera l'objet du présent chapitre.

A. — Des surfaces planes aplanétiques par réflexion homologue.

Supposons qu'un plan P soit aplanétique par réflexion pour des positions don-
nées O et O’ du point lumineux et du foyer, les rayons incidents et les rayons
réfléchis étant de méme nature : désignons par N la nature commune de ces
deux espéces de rayons, et examinons d’abord le cas ot le point lumineux et le
foyer se trouvent de part et d’autre de la surface réfléchissante; pour fixer les
idées, nous admettrons que le point lumineux soit réel et que le foyer soit vir-
tuel (fig. 27).

Remarquons, en premier lieu, que la direction du plan P est conjuguée, or-
dinairement ou extraordinairement suivant que les rayons incidents et les rayons
réfléchis sont ordinaires ou extraordinaires, a celle de la droite OO, puisque le
Fig. 21. rayon incident dirigé suivant cette droite doit se ré-
% fléchir en revenantsur lui-méme. Soit OA un rayon

incident quelconque: le rayon réfléchi correspondant

AR sera dirigé suivant le prolongement de O'A. Par

le point O menons un rayon incident OA' paralléle &

O’A; ce rayon sera compris dans le plan des deux

droites OA et OO/, et rencontrera, par conséquent, le
plan P en un point A’ situé sur la droite AG, C étant le point ot OO’ traverse le
plan P. Le rayon réfléchi correspondant & OA’ sera dirigé suivant le prolonge-
ment de O'A’; le rayon incident OA’ étant paralléle au rayon réfléchi qui pro-
vient de OA, réciproquement le rayon réfléchi qui provient de OA’ doit étre pa-
rallélea OA. Le quadrilatére OAO’A” est donc un parallélogramme, et I'on a :

AC=A'C, 0OC=0C.

Le plan P passe donc par le milieu de la droite O0’, et, par suite, deux rayons
de nature N mettent des temps égaux pour aller des points O et O’ au point G
de ce plan. Mais, le plan P étant aplanétique pour les positions O et O/ du point
lumineux et du foyer, la différence des temps employés par deux rayons de na-
ture N pour aller du point lumineux et du foyer & un méme point de ce plan doit
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étre constante; comme cette différence est nulle pour le point C, elle doit étre,
nulle aussi pour tout autre point du plan P. Geci nous montre déja que, si un
plan est aplanétique par réflexion homologue dans les conditions ot nous nous
sommes placés, des rayons de nature I¥ mettent des temps égaux pour aller du
point lumineux et du foyer & un méme point de ce plan.

La droite OA’ étant égale et paralléle a la droite O'A, des rayons de nature N
emploient des temps égaux pour aller de O en A’ et pour aller de O" en A, ou en-
core, d’aprésce que nous venons de dire, pour se propagerde O en A etdeOenA’.
Les deux points A et A’se trouvent done sur la nappe de nature N d'une méme
surface d’'onde caractéristique du milieu déerite du point O comme centre.
Comme AC = A'C, et cela quelle que soit la position du point A, Vintersec-
tion de la nappe de nature N de toute surface d'onde caractéristique du mi-
lieu, déerite du point O comme centre, avec le plan P est une courbe ayant pour
centre le point G. Pour la surface d’'onde caractéristique, déerite du point O
comme centre et tangente au plan P, cette courbe se réduit au point C.

Ceci posé, du point O comme centre, décrivons la nappe de nature N d’'une sur-
face d’onde caractéristiquedu milieu correspondant al'unité de temps ; désignons
cettenappe par £ ; duméme point O comme centre déerivons la nappe de nature N
d’une surface d’onde caractéristique correspondant a un temps quelconque T, et

Fig. 28. désignons cette nappe par S.5i le temps T est assez grand
pour que la surface S coupe le plan P, I'intersection est,
comme nous venons de le voir, une courbe ayant pour

. centre le point G (fig. 28). Prenons un point quelconque

A sur cettte courbe; joignons OA, et par le point B ou

cette droite rencontre la surface T menons un plan P

paralléle au plan P; ce plan coupe la surface £ suivant
une ecourbe semblable & la premiére et semblablement placée par rapport au
point O; le centre de cetle courbe est done situé au point G’ ot le plan P’ ren-
contre la droite OC. Cette démonstration est tout a fait indépendante de la valeur
de T; or, si on fait croitre T, il est évident que le plan P’ peut occuper toutes
les positions possibles, depuis celle ot il est tangenten D a la surface X et qui
correspond & la valeur de T pour laquelle la surface S esttangente en G au plan
P, jusqu’a celle ou il passe par le point O et qui correspond & une valeur infini-
ment grande de T; dans toutes ces positions, le plan P’ coupe la surface X sui-
vant des courbes ayant leurs centres sur la droite OG.

Done, lorsque le plan P est aplanétique par réflexion homologue, les rayons
incidents et les rayons réfléchis étant de nature N, toutes les sections faites pa-
rallélement au plan P dans la nappe de nature N d'une surface d’'onde caracté-
ristique du milieu, décrite d'un point quelconque comme centre et correspondant
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a 'unité de temps, sont des courbes ayant leurs centres sur une méme droite,
dont la direction est conjuguée, ordinairement ou extraordinairement suivant la
nature des rayons, a celle du plan P.

Nous allons démontrer maintenant que cette condition nécessaire est aussi
suffisante, ¢'est-a-dire que, si les sections faites dans la nappe de nature N d'une
surface d’onde caractéristique du milieu, décrite d’'un point quelconque comme
centre et correspondant & I'unité de temps, parallélement & un certain plan P,
sont toutes des courbes ayant leurs centres sur une méme droite, tout plan pa-
ralléle au plan P est aplanétique par réflexion homologue, les rayons incidents
et les rayons réfléchis étant de nature N; nous ferons voir en outre que chacun
de ces plans est aplanétique pour toutes les positions du point lumineux.

Remarquons d’abord que la droite qui passe par les centres de toutes les sections
faites parallélement au plan P a nécessairement une direction conjugée, ordi-
nairement ou extraordinairement suivant la nature N de la nappe considérée,
a celle du plan P. En effet, d'une part le centre de la section dont le plan passe
par le centre de la surface doit coincider avec ce dernier point; d’autre part,
pour le plan paralléleau plan P qui est tangent a la nappe, la section se réduit
au point de contact : la droite sur laquelle se trouvent les centres de toutes les
sections paralléles au plan P est donc celle qui joint le centre de la surface au
point de contact d'un plan tangent mené a la nappe parallélement au plan P, et
¢’est précisément la direction de cette droite que nous sommes convenusd edire
conjuguée a celle du plan P, ordinairement ou extraordinairement suivant que
la nappe est elle-méme ordinaire ou extraordinaire. Il est clair d’ailleurs que,
si la condition énoncée plus haut est remplie pour la nappe de nature N d’'une
surface d’onde caractéristique correspondant al'unité de temps, elle le sera aussi
pour la nappe de nature N d’'une surface d’onde caractéristique correspondant
3 un temps quelconque.

Ceci posé, soit p un plan paralléle au plan P, et O un point lumineux réel oc-
cupant une position quelconque par rapporta ce plan (fig. 29). Du point O comme

Fig. 2. centre décrivons une surface d’onde caractéristique du milieu
dont la nappe de nature N soit tangente au plan p. La droite
s OG qui passe par le point de contact a nécessairement une
direction conjuguée a celle du plan p, ordinairement. ou extra-
ordinairement suivant que la nature N est ordinaire ou ex-
traordinaire. Prolongeons cette droite OC d’une quantité
égale a elle-méme jusqu’en O’ : je dis que le plan p est apla-
nétique par réflexion homologue pour les positions O et O’ du point lumineux et
du foyer, les rayons incidents et les rayons réfléchis étant de nature N. Pour le
faire voir, du point O comme centre décrivons la nappe S de nature N d’une sur-
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face d'onde caractéristique correspondant & un temps quelconque T; si cette
nappe coupe le plan p, et sila condition énoncée plus haut est remplie, la section
est une courbe ayant pour centre le point G. Prenons sur cette courbe un point
quelconque A, joignons AC, et prolongeons cette droite jusqu’au point A’ ou elle
rencontre la courbe; nous aurons : A’'C=AC. Le quadrilatére OAO'A’, dans le-
quel les diagonales se coupent en parties égales, est un parallélogramme, et la
droite O'A est égale et paralléle a OA’; des rayons de nature N mettent donc des
temps égaux pour allerde O’ en A et de Oen A’; d’ailleurs les deux points A et
A’ se trouvant sur la nappe de nature N d’'une méme surface d’onde caractéris-
tique décrite du point O comme centre, des rayons de nature N mettent aussi des
temps égaux pour aller du point O aux points A et A’; done, en définitive, des
rayons de nature N emploient des temps égaux pour parcourir les distances OA
et O'A. Le méme raisonnement est applicable quelle que soit la position du point
A sur le plan p, car on peut toujours par ce point faire passer la nappe de nature
N d’une surface d’onde caractéristique décrite du point O comme centre, et la
section de cette nappe par le plan p est toujours une courbe ayant pour centre
le point G. Le plan p est donc tel que des rayons de nature N emploient des
temps égaux pour aller des points O et O’ & un méme point de ce plan, quel
que soit ce point; par suite, d’aprés ce que nous avons démontré précédemment,
ce plan est aplanétique par réflexion homologue pour les positions O et O’ du
point lumineux et du foyer, les rayons incidents et les rayons réfléchis étant de
nature N. Cette démonstration est entiérement indépendante de la position du
point lumineux O; d’ou il résulte que le plan p est aplanétique pour toutes les
positions réelles du point lumineux, et qu’étant donnée la position du point
lumineux O, pour trouver celle du foyer il faut par le point O mener une droite
OC dont la direction soit conjuguée a celle du plan p et prolonger cette droite
d’'une quantité égale a elle-méme.

On peut remarquer que le rayon réfléchi provenant d'un rayon incident quel-
conque se trouve toujours dans le plan passant par ce rayon incident et par une
paralléle & OC menée par le point d’incidence. Cette droite OC, dont la direction
est conjuguée , ordinairement ou extraordinairement suivant la nature des
rayons, a celle de la surface aplanétique plane p, joue done, lorsqu'’il s'agit d'un
milieu quelconque, le méme réle que la normale a la surface réfléchissante
dans les milieux isotropes.

Le cas ot le point lumineux est virtuel et le foyer réel se raméne immédiate-
ment & celui que nous venons d’examiner : en effet, si un plan est aplané-
tique par réflexion homologue, O étant un point lumineux réel et O’ un
foyer virtuel, les rayons incidents et les rayons réfléchis étant de nature N,
ce méme plan est encore aplanétique, lorsque O est un foyer réel et O’ un
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point lumineux virtuel, les rayons restant de nature N. Ii faut conclure de la
que :

Toutes les fois qi'un plan est aplanétique par réflexion homologue pour une ceriaine
position du point lumineuz et du foyer, ces points étant situés de part et d’autre de ce
plan, il est nécessairement aplanétique pour toutes les positions réelles ou virtuelles du
point lumineu.

Il est facile de voir d’ailleurs que, sile point lumineux et le foyer doivent étre
situés tous deux du méme c6té d'une surface aplanétique par réflexion homolo-
gue, c’est-a-dire si ces points doivent étre tous deux réels ou tous deux virtuels,
Fig. 30. cette surface ne peut jamais étre plane. Supposons, en effet,
qu'un plan p (fig. 30)soit aplanétique par réflexion homo-
logue, le point lumineux et le foyer étant tous deux réels ;
7 soit OA un rayon incident quelconque : le rayon réfléchi
correspondant sera O’A. Menons par le point O une droite OB paralléle & O'A;
au rayon ineident OB correspondra un rayon réfléchi paralléle 3 OA. Il est im-
possible que ce dernier rayon réfléchi passe par le foyer O, & moins que ce foyer
ne se confonde avec le point lumineux O; mais, 8’1l en était ainsi, la surface apla-
nétique se confondrait avec la nappe, de méme nature que les rayons, d'une
surface d’onde caractéristique du milieu, et, par conséquent, ne pourrait étre

plane. Le méme raisonnement est applicable au cas ou les points O et O’ sont
tous deux virtuels.

On peut du reste remarquer que, si les points O et O’ se trouvent du méme coté
de la surface réfléchissante, pour que celle-ci soit aplanétique, les rayons inci-
dents et les rayons réfléchis étant de nature N, il faut que la somme des temps
employés par des rayons de nature N pour aller des points O et O’ 3 un méme
point de la surface réfléchissante soit constante sur toute cette surface, ce qui ne
saurait avoir lieu si la surface est plane.

En résumé :

Pour qivun plan paralléle ¢ un plan donné de direction P puisse étre aplanétique par
réflexion homologue, les rayons incidents et les rayons réfléchis étant de nature N, il faut
et il suffit que les sections faites dans la nappe de nature N d'une surface & onde caracté-
ristique du milieu correspondanta un temps quelconque par des plans paralléles au plan P
soient toutes des courbes ayant leurs centres sur une méme droite.

S cetle condition est remplie, tout plan paralléle au plan P est aplanétique par
réflexion homologue pour les rayons de nature N et pour toutes les positions réelles ou
virtuelles du point lumineuz. Etant donnés un de ces plons paralléles au plan P et la
position O du point lumineuz, pour avoir celle du foyer il faut par le point O mener une
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droile dont la direction soit conjuquée, ordinairement ou extraordinairement suivant la
nature des rayons, d celle du plan P et prolonger cette droite d'une quantité égale d elle-
méme @ partir du point o elle rencontre le plan réfléchissant ; le foyer est donc virtuel si
le point lumineux est réel, et réciproquement; @ chagque position donnée pour le foyer
correspond de méme une position pour le point lumineuzx, le plan réfléchissant restant
mvariable.

On peut remarquer que, d’aprés la construction que nous venons d’'indiquer, si
le point lumineux est & I'infini, il en est de méme du foyer, c’est-a-dire que, si les
rayons incidents sont paralléles, pour qu'une surface plane soit aplanétique par
réflexion homologue, il faut que les rayons réfléchis soient aussi paralléles, ce
qui est évident par soi-méme.

Pour qu'un plan p, donné non-seulement de direction mais encore de position,
soit aplanétique par réflexion homologue pour des positions également données
du point lnmineux et du foyer, les rayons incidents et les rayons réfléchis étant
de nature N, il faut et il suffit, d’aprés ce que nous venons de voir : 1° que la
direction du plan p soit conjuguée, ordinairement ou extraordinairement sui-
vant la nature des rayons, a celle de la droite O0'; 2° que le plan p passe par le
milieu de la droite O0'; 3° que les sections faites parallélement au plan p dansla
nappe de nature N d'une surface d'onde caractéristique du milieu correspondant
a un temps quelconque soient toutes des courbes ayant leurs centres sur une
méme droite.

Nous allons chercher maintenant quelle doit étre la. forme de la nappe de na-
ture N des surfaces d’onde caractéristiques d'un milieu pour que, dans ce milieu,
un plan de direction quelconque soit toujours aplanétique par réflexion homolo-
gue, les rayons incidents et les rayons réfléchis étant de nature N.

D’aprés ce que nous venons de voir, il faut pour cela qu'en décrivant, d’'un
point quelconque comme centre, la nappe de nature N d’'une surface d’onde ca-
ractéristique du milieu correspondant & un temps quelconque T, nappe que nous
désignerons par I, les sections faites dans cette nappe X par les plans paralléles
4 un plan P soient toutes des courbes ayant leurs centres sur une méme droite,
quelle que soitla direction du plan P. Supposons cette condition satisfaite; cou-
pons la surface Z par un plan quelconque passant par le centre, et, dans la
courbe G d’'intersection, considérons un systéme quelconque de cordes parallé-
les; les tangentes & la courbe C menées parallélement 3 ces cordes touchent cette
courbe en deux points A et A’ situés sur une droite passant par le centre de la
surface. Menons a la surface Z un plan tangent au point A; si on coupe la surface
par des plans paralléles a ce plan tangent, toutes les sections seront des courbes
ayant leurs centres sur la droite AA’; mais les intersections de ces plans paralls-
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les avec le plan dela courbe G ne sont autres que les cordes paralléles que nous
avons considérées ; ces cordes ont donc toutes leurs milieux sur la droite AA'.
Done, pour que, dans un milieu homogéne, un plan de direction quelconque
soit toujours aplanétique par réflexion homologue, les rayons incidents et les
rayons réfléchis étant de nature N, il faut que toute section faite dans la nappe
de nature N d'une surface d’onde caractéristique du milieu correspondant a un
temps quelconque par un plan passant par le centre de cette surface soit une
courbe dans laquelle le lieu des milieux des cordes paralléles a une direction
quelconque soit une droite, ou, plus simplement, une courbe dont tous les dia-
meétres soient rectilignes.

Nous allons faire voir que cette condition nécessaire est aussi suffisante. En
effet, supposons qu’elle soit satisfaite; prenons un point quelconque A sur la
surface I, et menons par ce point un plan tangent & cette surface; si on considére
les sections faites dans la surface £ par les plans passant par la droite OA qui
joint le centre dela surface X au point A, on voit que les cordes qui, dans ces sec-
tions, ont pour diamétre la droite OA, sont respectivement paralléles aux tangen-
tes & ces sections menées par le point A, et par suite au plan tangent a la
surface £ en A, plan qui contient toutes ces tangentes. Prenons parmi ces
cordes celles qui rencontrent la droite OA en un méme point D; elles sont évi-
demment contenues dans un méme plan p paralléle au plan tangent ala surface £
en A, et, comme toutes ces cordes ont leurs milieux en D, la section de la surface
par le plan p est une courbe ayant son centre en D. Ce raisonnement étant appli-
cable quelle que soit la position du point D sur la droite OA, on voit que les sections
faites dans la surface T par les plans paralléles au plan tangent a cette surface
en A sont toutes des courbes ayant leurs centres sur une méme droite. Comme
nous n’avons rien supposé de particulier sur la position du point A, si la condition
énoncée plus haut est remplie, les sections faites dans la surface Z par des plans
paralléles a un plan quelconque P sont toujours des courbes ayant leurs cen-
tres sur une méme droite, quelle que soit la direction du plan P, et, par suite, un
plan de direction quelconque est aplanétique par réflexion homologue, les
rayons incidents et réfiéchis étant de nature N. Done :

Pour que, dans un miliew homogeéne, un plan de direction quelconque soit toujours
aplanétique par réflexion homologue, les rayons incidents et les rayons réfléchis étant de
nature N, il faut et il suffil que toute section faite dans la nappe de nature N d'une des
surfaces d'onde caractéristiques du miliew par un plan passant par le centre de celte
surface soit une courbe dont tous les diamétres soient rectilignes, ¢’est-d-dire une courbe
du second degré.

On sait, en effel, que les courbes du second degré sont les seules qui puissent
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avoir tous leurs diamétres rectilignes. (Voir a ce sujet : J. BErtraND. — Démons-
tration d'un théoréme de géométrie. — Journal de Mathématiques pures et appliquées.
— T. VIII, p. 215.)

On voit que les seuls milieux homogénes dans lesquels un plan de direction
quelconque est toujours aplanétique par réflexion homologue sont ceux dont les
surfaces d’onde caractéristiques sont des surfaces du second degré, c’est-a-dire
les milieux homogénes uniaxes, dont les milieux homogeénes isotropes peuvent
étre considérés comme un cas particulier. Les milieux homogénes uniazes sont
donc caractérisés par une propriété qui n’appartient qu'a eux seuls : dans ces
milieux un plan de direction quelconque est towjours aplanétique par réflexion homolo—
gue. La propriété que nous venons d’énoncer permet de définir les milieux
uniaxes par une loi simple de la réflexion comme les milieux isotropes sont dé-
finis par les deux lois de la réflexion ordinaire.

B. — Des surfaces planes aplanétiques par réfraction.

Nous allons montrer, en premier lieu, u'il est impossible qu'une surface plane
soit aplanétique par réfraction lorsque le point luminews: ¢t Ie foyer sont situés de

Fig, 81. part et d’autre de la surface réfringente, ¢’est-a-dire lorsque
0 °/ ces points sont tous deux réels ou tous deux virtuels. Suppo-

sons, en effet, qu’un plan p (fig. 31) soit aplanétique par réfrac-
tion, le point lumineux et le foyer étant tous deux réels; le

V4 rayon incident dirigé suivant la droite OO’ doit se réfracter sans
! déviation. Soit OA un rayon incident quelconque; menons par

o // H . N N . . .
3w le point A une paralléle BG a O0’; le rayon incident OA étant

compris dans 'angle CAM, le rayon réfracté correspondant devrait étre compris
dans 'angle BAN, et ne pourrait, par suite, passer par le point O'. Le méme rai-
sonnement peut s’appliquer au cas ot les deux points O et O’ sont virtuels.

Nous n’avons donc qu'a nous occuper du cas ou le point lumineux et le foyer
sont 'un réel et U'autre virtuel, ¢’est-a~dire se trouvent du méme co6té de la sur-
face réfringente, et nous savons qu’alors, pour qu’une surface soit aplanétique
par réfraction pour des positions données du point lumineux et du foyer, les
rayons incidents étant de nature N et les rayons réfractés de nature N, il faut et
il suffit que cette surface soit le lieu des intersections des nappes de nature N des
surfaces d’onde caractéristiques du premier milieu, décrites du point O comme
centre et correspondant au temps T, avec les nappes de nature N’ des surfaces
d’onde caractéristiques du second milieu, correspondant au temps T + G et dé-
crites du point O’ comme centre, C étant une quantité constante.

Ceci posé, nous allons aborder le probléme suivant : un plan p étant donné de
direction et de position, trouver ce que doit étre la nappe de nature N’ de lasurface
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d’onde caractéristique du second milieu pour que ce plan p soit aplanétique par
réfraction pour des positions également données O et O’ du point lumineux et du
foyer situées du méme coté du plan p; les rayons incidents sont supposés de
nature N et les rayons réfractés de nature N’; on donne de plus la nappe de na-
ture N de la surface d’onde caractéristique du premier milieu et la constante C,
¢’est-a-dire la différence constante des temps que mettent un rayon de nature N
pour aller du point lumineux & un point du plan réfringent dans le premier milieu
etun rayon denature N’ pour aller du foyer au méme point dans le second milieu.

Prenons pour simplifier le plan donné p pour plan des zy; soient alors :

Sz 7, 2)=0

I'équation de la nappe de nature N de la surface d’onde caractéristique du premier
milieu, décrite de I'origine comme centre et correspondant & 1'unité de temps,
(a, b, c) les coordonnées du point lumineux O, (', &', ¢) celles du foyer O'. Pour
fixer les idées, supposons les points O et O' situés dans le premier milieu, ¢’est-a-
dire le point lumineux réel et le foyer virtuel (fig. 32).

Du point O comme centre décrivons la nappe de nature N de la surface d’onde
caractéristique du premier milieu correspondant a I'unité de temps; désignons

Fig. 32. cette nappe par . Son équation est :

fl@—a, y—b, z—c)=o. (1)

Du méme point O comme centre décrivons la nappe de nature N
d’une surface d’onde caractéristique du premier milieu corres-
g pondant & un temps quelconque T ; désignons par S cette nappe,
et supposons T assez grand pour qu’elle coupe le plan p; I'équation de la surface
Sest :

z—a y—b z——c) .
f T H T ’ T = o. (2)
Soit A un point quelconque de la section faite dans la surface S par le plan p;
joignons OA, et soit B le point ou cette droite rencontre la surface Z; on aura:
OA

—=T;

OB

lelieu des points B est la section faite dansla surface X par un plan paralléle au
plan p. Désignons par y la distance de ce dernier plan au plan p pris pour plan

des zy, il viendra :
c OA

c—Y:—(TB‘:T. (3)

Pour que le plan p soit aplanétique par réfraction pour les positions O et 0’ du
point lumineux et du foyer, lesrayons incidents étant de nature N et les rayons
réfractés de nature N', il faut et il suffit que la section faite par ce plan p dans la
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surface S se confonde avec la section faite par ce méme plan dans la nappe de
nature N' de la surface d’onde caractéristique du second milieu, décrite du point
O’ comme centre et correspondant au temps T + C, et cela quel que soit T,C
restant constant; nous désignerons cette derniére nappe par S'. Si la condition
que nous venons d’énoncer est remplie, en joignant O'A et en prenant sur cette

droite O'A un point B’ tel que 'on ait :
O'A
og =L +G

le lieu des points B’ sera la section faite par un plan paralléle au plan p dans la

nappe de nature N' de la surface d’onde caractéristique du second milieu, décrite

du point O’ comme centre et correspondant & I'unité de temps, nappe que nous

appellerons ¥'. Si on désigne par y' la distance du plan qui est le lieu des points

B’au plan p auquel il est paralléle, onaura :

cl

¢ —y
Soient maintenant (', y') les coordonnées du point B, (z, y) celles du point A ; il
viendra, :

,:T—-I—C.

r—a y—¥ OA

o = O'BI

pe D Y% =T+4C,

d'our :

z=d +(T+ Q)@ —d), y=¥+4(T+C)(y —95). (4)
Les coordonnées x ét y du point B sont d’ailleurs liées par I'équation suivante, qui
est celle de la section faite dans la surface S par le plan p :

r—a y-—b —
f —'1;‘—7 T’ —7[,—):0. (5)

En remplagant dans cette équation z et y par leurs valeurs en z' et 5 données par
les relations (4), on aura entre 2z’ et 3 I'équation :

(a' — a) + (T + C) (' — a') (#—8&)+ (T+C) (y'——b’) —ec]__
7{ : ) )=

(6)

qui n’est autre que celle de la projection sur le plan des xy de la section faite dans
la surface Z, par le plan paralléle au plan p qui a pour équation : z=+9'. On a
d’ailleurs :

T T T

! ’

TH+C=— ~, dot T=—- - — C
= c—
En remplacant dans (6) T et T + G par leurs valeurs, il vient :
' cl ’ 1 {4 C’ 3 n.
(a a)-l—c,_y,(x-—a) (b—b)+c,_y,(y-—b) .,
]{. c ? p ’ g = 0’
—_C —C —G

c,_YI cr_y; J _Yr
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d’ou en changeant les signes :
c, J 7 f c, g ! i
g—(a——a’)+ — (@' — a) (b_.b)_i—y'——c' (¥ —9) .
f 1 : ; y — =o. (7)

4

C
+C < +C —~—+C |
y—c¢ y—¢ & ]

b

T —¢

Pour que le plan P soit aplanétique dans les conditions données, il faut et il
suffit que 1'équation de la surface X' devienne identique a I'équation (7), quand
on y fait z—=v/, et cela quelle que soit la valeur de y', c’est-a-dire quelle que soit
la valeur de T; or ceci ne peut avoir lieu qu’autant que 1'équation de la sur-
face X’ est identique a celle qu’on obtient en remplacant dans (7) y par 2/, ce qui
donne, en chassant les dénominateurs et supprimant les accents pour les coor-
données (z, v, z) :

(a—a) () k& (z—a) (B—B)e—d) b (y—b) _ca—e) |_

Si telle est I'équation de la surface ¥', celle de la nappe de nature N’ de la sur-
face d’onde caractéristique du second milieu, décrite de I'origine comme centre
et correspondant & P'unité de temps, s’obtiendra en remplagant dans (8) x par
z+d,ypary -+ 0, zparz+ ¢, ce quidonne :

[la—ad)z4cdx (b—b)Yz+cy ¢z
/[\ c’—z—C—: ’ ( c’—i—C—: Z c’+Cz]:O' (9)
En remontant a la construction qui nous a servi de point de départ, on voit
que cette équation (9) ne représente que la moitié de la nappe de nature N' de la
surface d’onde caractéristique du second milieu, décrite de l'origine comme
centre et correspondant & I'unité de temps, nappe que nous désignerons par o,
cette moitié étant située du coté du second milieu par rapport au plan des zy.
L’autre moitié de cette nappe s est déterminée par cette condition que la nappe
tout entiére doit avoir I'origine pour centre, et son équation s’obtiendra en rem-
plagant dans (9) z, v, z par —x, —y, — 3, ce qui donne :

—(a—dYyz—cz —(b—F)z—Cy —ez } .

f [ p— P ’ 7 Cz TG T (10)

Mais, comme 'équation f(z, y, z) = o représente une surface ayant 'origine

pour centre, on peut dans I'équation (10) changer les signes des quantités qui

remplacent z, y, z sans que cette équation cesse de représenter la méme surface,
ce qui donne :

fllesetes e=Derer e 1o

¢ —Cz d—Cz ’ —Csz

Si C est différent de zéro, les deux moitiés de la nappe ¢ séparées par le plan
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des zy et représentées par les équations (9) et (11) se rejoignent suivant une
courbe située dans le plan des xy et telle qu’en chaque point de cette courbe, on
peut mener & la surface deux plans tangents faisant entre eux un angle dif-
férent de zéro; or, dans aucun milieu une nappe de la surface d’onde caractéris-
tique ne peut présenter ainsi une série continue de points singuliers formant
une courbe; done, pour que le probléme soit possible, il faut que les équations
(9) et (11) représentent la méme surface, ce qui néeessite que la constante C soit
nulle (si ¢’ était nul, les équations (9) et (11) ne contiendraient pas z et repré-
senteraient des surfaces planes, ce qui est évidemment impossible). En faisant
C=o, les équations (9) et (11) prennent toutes deux la forme :

]p[(a——-a)'z-pcx, (b_b),z+cy7 f;]zo. (12)

4 4

o

Nous avons supposé, dans ce qui précéde, le point lumineux et le foyer tous
deux situés dans le premier milieu; mais il est aisé de vérifier quel’on arriverait
aux mémes résultats en les supposant dans le second milieu.

Nous pouvons done énoncer les propositions suivantes :

1° Toutes les fois qu'un plan est aplanétique par réfraction, les rayons incidents étant
de nature N et les rayons réfractés de nature N', le point lumineux et le foyer sont situés
du méme c6té de ce plan, et le temps employé par un rayon de nature N pour se pro-
pager du point lumineux d un point quelconque du plan dans le premier milieu est égal
d celui que met un rayon de nature N’ pour aller du foyer ax méme point du plan dans
le second milieu ;

2 Pour.qu’zm plan P, donné de direction et de posilion, soit aplanétique pour des
positions également données du point lumineux et du foyer, situées du méme coté de ce
plan, les rayons incidents étant de nature N et les rayons réfractés de nature N, ol faut et
il suffit que, le plan P étant pris pour plan des xy, les coordonnées du point lumineuz
étant alors (a, b, ¢), celles du foyer (a/, V', ') et léquation de la nappe de nature N de
la surface d'onde caractéristique du premier miliew, décrite de £ origine comme centre et
correspondant & Iunité de temps :

S (@7, 5)=o,

la nappe de nature N’ de la surface d'onde caractéristique du second milieu, décrite de
Porigine comme centre et correspondant & Lunité de temps, soit représentée par léqua-
tion

]p[(a—a‘)lz-}-cx, (b—b)lz+c_y, ff] — o
(4

4 c
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L’équation (12) représente la méme surface, tant que les quantités

a—a b—b ¢
T ? —? 5
¢ ¢ ¢

conservent des valeurs constantes; il résulte dela qu'un plan p qui est aplanétique
par réfraction pour des pesitions données du point lumineux et du foyer, posi-
tions ou les coordonnées de ces points sont respectivement (a, &, c) et (o', &, ¢),
est encore aplanétique par réfraction, la nature des rayons incidents et celle des
rayons réfractés restant les mémes, pour toutes les positions du point lumineux
et du foyer telles qu’en représentant par «, B, y les coordonnées du point lumi-
neux, par o, §', 7 celles du foyer, on ait les trois relations :

ac——oc':a—la’ @’—,B ___b——-b’ Yy __c.

T ¢ 1 ¢y

Or, quelles que soient les valeurs, positives ou négatives, des coordonnées a, 8, 1
on peut toujours trouver pour «, §', v des valeurs telles que ces trois relations’
soient satisfaites; done, quelle que soit la position, réelle ou virtuelle, du point
lumineux, on peut toujours trouver pour le foyer une position telle que le
plan p soit encore aplanétique par réfraction. Nous arrivons ainsi & la conclu-

sion suivante :

Toutes les fois qu'une surface plane est aplanétique par réfraction pour une certaine
position du point lumineuz et du foyer, celle surface plane est aplanétique par réfraction
pour foutes les positions réelles ou virtuelles du point lumineuz, la nature des rayons
incidents et celle des rayons réfractés restant les mémes; le foyer est virtuel gquand le
point lumineux est réel, et réciprogquement.

Soit p un plan aplanétique par réfraction, le point lumineux étant en O et le
foyer en O', les rayons incidents étant de nature N et les rayons réfractés de na-
ture N’; & une autre position » du point lumineux correspond, d’aprés ce que
nous venons de dire, la nature des rayons incidents et celle des rayons réfractés
restant les mémes, une autre position o’ du foyer. Désignons par (a, b, ¢) et par
(@, ¥, ¢) les coordonnées des points O et O', par (x, B, y) et par (<, §', ) celles
des points o et o', le plan p étant pris pour plan des zy; on aura les relations :

& —a o—o b—0b B_BI
g = 7 7 = a

[+ Y c 'Y

G‘, o

1,
. Y
d’ou on tire :
a—a bV _e—c ¢ __ﬂi_l/(a——a’)’-i—(b——b’)’—|—(c—c’)’.
T Ve—dp+ @—gr+G—y)

Done, étant donné le point lumineux w, pour avoir le foyer correspondant o’

a"“'“‘_—B_B,v——Y—Y,_— 'Y'
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il faut parle point » mener une droite paralléle 4 OO’, et prendre sur cette droite
une longueur qui soit a la longueur OO0’ dans le rapport de y & ¢. La distance
d’un point lumineux au foyer correspondant est donc proportionnelle & la dis-
tance de ce point lumineux au plan réfringent aplanétique ; d’ot il suit que, si le
point lumineux est 3 une distance infinie de ce plan, il en est de méme du foyer,
ce qui était facile & prévoir. On voit encore que, si le point lumineux se déplace
sur la droite OO, le fojrer se meut sur cette méme droite, et que, si la distance
du point lumineux au plan réfringent devient infiniment petite, la distance du
foyer au méme plan devient aussi infiniment petite.

Enfin, on peut remarquer que toutes les droites telles que ww', qui joignent
une position du point lumineux & la position correspondante du foyer, sont pa-
ralléles.entre elles; ce résultat pouvait étre annoncé a I'avance, car ces droites
ne sont autres que les directions des rayons incidents qui pénétrent dans le second
milieu sans se briser; cette direction dépend de celle du plan tangent a la
surface réfringente au point d’incidence ; donc, si cette surface est plane, les
rayons incidents qui, aux différents peints de cette surface, pénétrent dans le se-
cond milieu sans se briser doivent avoir des directions paralléles.

Soit p (fig. 33) un plan aplanétique par réfraction pour les positions O et O’ du
point lumineux et du foyer; considérons un rayon incident quelconque émané

Fig. 35. du point O; le rayon réfracté correspondant est dirigé de
A" /¥ fagon que son prolongement passe en O': ce rayon réfracté
g est donc contenu dans le plan qui passe par le rayon incident

OA et par une paralléle & OO’ menée par le point A. La direc-
Z tion de cette droite OO, qui n’est autre que celle du rayon in-

cident qui pénétre dans le second milieu sans se réfracter, joue
= done, lorsqu’il s’agit d'an milieu quelconque, le méme role que
la direction normale a la surface réfringente dans le cas particulier ou les deux
milieux sont isotropes.

Lorsqu'un plan P est aplanétique par réfraction pour les positions O et O’ du
point lumineux et du foyer, les rayons incidents étant de nature N et les rayons
réfractés de nature N, ce plan P est aplanétique par réfraction pour toutes les
positions, réelles ou virtuelles, du point lumineux, la nature des rayons incidents
et celle des rayons réfractés restant les mémes; il est facile de montrer qu’il en

, Fig- 34 est de méme pour tout plan P’ parallele au plan P (fig. 34).
\ En effet, des points O et O" abaissons deux perpendiculaires
" o sur les plans P et P, et prenons sur ces droites deux longueurs

\ 00,, 0'0’; égales a la distance qui sépare ces deux plans pa-
¢ ralléles; les points Oy et O’; étant placés, par rapport au plan
» P'comme les points O et O’ le sont par rapport au plan P, il

o},
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est évident que le plan P’ est aplanétique pour les positions Oy et O’; du point lumi-
neux et du foyer, les rayons incidents et les rayons réfractés conservant toujours
la méme nature. Le point O pouvant étre quelconque, on voit que :

Lorsq’un plan P est aplanétique par réfraction pour une certaine position dw point
lumineux et du foyer, ce plan et {ous les plans que lui sont paralléles sont aplanétiques
pour toutes les positions, réelles ou virtuelles, du point lumineux, la nature des rayons
tncedents et celle des rayons réfractés restant les mémes.

Revenons maintenant a I'équation (12); en y faisant z == o, il vient
Sz, y, 0)=o.

Done, si un plan P est aplanélique par réfraction, les rayons incidents étant de
nature N et les rayons réfractés de nature N', et que, d'un point quelconque comme
centre, on décrive la nappe de nature N de la surface d’onde caractéristique du
premier milieu correspondant a 'unité de temps et la nappe de nature N' de la
surface d’onde caractéristique du second milieu correspondant aussi a I'unité de
temps, le plan mené par le centre commun de ces deux nappes parallélement au
plan P coupe les deux nappes suivant la méme courbe, ce qui signifie que,
suivant chacune des directions paralléles au plan P, la vitesse avec laquelle se
meut un rayon de nature N dans le premier milieu est égale a la vitesse avec
laquelle se meut un rayon de nature N’ dans le second milieu. Remarquons que
cette condition est nécessaire pour que le plan P soit aplanétique, mais non
suffisante.

Il résulte de 1a qu’étant données les surfaces d’onde caractéristiques de deux
milieux, on devra procéder de la maniére suivante pour trouver les directions des
plans qui peuvent étre aplanétiques par réfraction, les rayons incidents étant de
nature N et les rayons réfractés de nature N'.

De origine comme centre on décrira la nappe ¢ de nature N de la surface
d’onde caractéristique du premier milieu correspondant a I'unité de temps et la
nappe ¢ de nature N’ de la surface d’onde caractéristique du second milieu cor-
respondant également a 'unité de temps; si les deux nappes ¢ et ¢ sont exté-
rieures I'une a lautre, si elles se coupent ou se touchent suivant des courbes
dont aucune n’est plane, si enfin, les courbes d’intersection ou de tangence étant
planes, le plan d’aucune de ces courbes ne passe par le centre commun des deux
nappes, ¢'est-a~dire par'origine, aucun plan ne peut étre aplanétique par réfrac-
tion dans les conditions données. Si les deux nappes s et ¢’ se coupent ou se tou-
chent suivant une ou plusieurs courbes planes dont les plans passent par le centre,
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on prendra successivement le plan de chacune de ces courbes pour plan des zy,
et on cherchera si, 'équation de la nappe ¢ étant alors :

S(@ 7y 2) =0,
celle de la nappe ¢ peut étre identifiée avec 1'équation :
f(mz+z, nz+y, pz)=o,
en disposant convenablement des trois indéterminées m, n, p. Si cette identifica-
tion est possible, tout plan paralléle a celui pris pour plan des zy est aplanétique,

les rayons incidents étant de nature N et les rayons réfractés de nature N,
pour toutes les positions réelles ou virtuelles du point lumineux, et en posant :

a—a' b—¥ c
m = 0 2 == 7 ) = —
4 4 4

m, n, p ayant les valeurs précédemment déterminées, on aura trois relations qui
permettront, étant données les coordonnées (a, 6, ¢) du point lumineux de trou-
ver les coordonnées (¢, §', ¢') du fover, et réciproquement.

Nous venons de voir que, si un plan P est aplanéticue par réfraction, les
nappes correspondant respectivement aux rayons incidents et aux rayons ré-
fractés des surfaces d'onde caractéristiques des deux milieux, décrites d'un
méme point comme centre et correspondant a l'unité de temps, sont coupées
suivant la méme courbe par un plan mené parle centre parallélementau plan P;
de 1a nous pouvons tirer plus#urs conséquences importantes.

1° Pour que tout plan soit aplanétique par réfraction, les rayons incidents
étant de nature N et les rayons réfractés de nature N', il faut que la nappe de
nature N de la surface d’onde caractéristique du premier milieu qui correspond
a I'unité de temps soit identique a la nappe de nature N' de la surface d'onde
caractéristique du second milieu qui correspond également a I'unité de temps.
Si cefte condition est remplie, les rayons réfractés de nature N’ qui correspon-
dent & des rayons incidents de nature N se trouvent toujours sur le prolon-
gement de ces rayons incidents, et on ne peut pas dire, & proprement parler,
qu’il y ait réfraction. De ce que la condition énoncée plus haut est remplie, on
ne peut cependant conclure & l'identité des deux milieux que s’ils sont tous
deux monoréfringents; mais il peut arriver, par exemple, que I'un d’eux soit
isotrope et 'autre uniaxe, la nappe ordinaire de la surface d’onde caractéristique
de ce dernier milieu qui correspond a l'unité de temps étant une sphére d'un
rayon égal a celui de la sphére qui, dans le premier milieu, forme la surface
d'onde caractéristique correspondant & I'unité de temps. Si les milieux sont tous
deux uniaxes, les nappes ordinaires des surfaces d’onde caractéristiques de ces
deux milieux qui correspondent a I'unité de temps peuvent étre identiques sans
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que les nappes extraordinaires de ces deux surfaces le soient; mais, si les nappes
extraordinaires sont identiques entre elles, les nappes ordinaires le sont aussi,
et les deux milieux n’en font qu’un. Si les deux milieux sont biaxes, les nappes
ordinaires des surfaces d’onde caractéristiques correspondant a 'unité de temps
ne peuvent étre identiques sans que les nappes extraordinaires le soient aussi, et
réciproquement ; par suite, dans les deux cas, les deux milieux biaxes n’en font
qu’'un seul.
2° Lorsque la nappe de nature N de la surface d’onde caractéristique du pre-
mier milieu qui correspond a I'unité de temps et la nappe de nature N’ de la sur-
face d’onde caractéristique du second milieu qui correspond également & 'unité
de temps sont semblables et semblablement placées sans étre identiques, ces
deux nappes, étant décrites d’un méme point comme centre, sont nécessairement
extérieures 'une a Vautre et, par suite, aucun plan ne peut étre aplanétique par ré-
fraction, les rayons incidents étant de nature N et les rayons réfractés de nature
N'. Il suit de 1a que, si la surface de séparation de deux milieux isotropes est
plane, les rayons incidents étant issus d'un méme point lumineux, réel ou vir-
tuel, les rayons réfractés ne peuvent jamais étre dirigés de facon a concouriren
Fig. 3. un méme foyer. Cette conséquence de notre théorie est trés-
facile & vérifier en se fondant sur la loi de Descartes. Soit, en
effet, O (fig. 35) le point lumineux, OA un rayon incident quel-
conque, AR le rayon réfracté correspondant. §'il existe un foyer,
ce foyer devra nécessairement étre situé sur la perpendiculaire
OC abaissée du point O sur le plan réfringent et se trouvera par
conséquent au point O’ ou le rayon AR prolongé rencontre la
droite OC: mais, en désignant par ¢ et r les angles d’incidence et de réfraction

B

pour le rayon OA, ona : -
AC=0C tgi, AC=0C tgr,
d’ou:
VG _t5 ¢
OC  wgr
Pour que les prolongements de tous les rayons réfractés allassent concourir
. . tg ¢ . . .
en O, il faudrait que le rapport t—g— demeurat constant, ce qui n’a pas lieu. Ce
r

résultat parait, au premier abord, contraire & l'expérience, car I'image d'un
objet vu par réfraction, dans I'cau, par exemple, est assez nette; mais il faut re-
marquer que I'ceil est ordinairement placé de fagon a ne recevoir que des rayons

qui se sont réfractés sous de faibles incidences : les angles 7 et r étant alors trés-
petits, le rapport :cgé différe trés-peu de %a et par suite sa valeur reste sensible-
si

ment constante.
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Comme application de la théorie des surfaces planes aplanétiques par réfrac-
tion, nous allons nous proposer le probléme suivant : le premier milieu étant
isotrope, quelle doit étre I'une des nappes de la surface d’onde caractéristique du
second milieu pour que tous les plans paralléles & un plan donné P soient apla-
nétiques par réfraction pour les rayons de méme nature que cette nappe? Pre-
nons le plan P pour plan des zy; soit / la vitesse de la lumiére dans le premier
milieu; 'équation de la surface d’onde caractéristique de ee premier milieu, dé-
crite de I'origine comme centre et cer:

pondant 3 Vunité de temps, est :
4y =0 (1)

Pour que le plan des zy et tous les plans paralléles soient aplanétiques par
réfraction, les rayons réfractés étant d'une certaine nature, il faut et il suffit,
d’aprés ce que nous avons vu, que I'équation de la nappe, de méme nature que
les rayons réfractés, de la surface d’onde caractéristique du second milieu, dé-
crite de l'origine comme centre et correspondant & I'unité de temps, puisse étre
identifiée avee I'équation :

2y 4 (W 4+ & p?) 2+ 2maz - onyz =1 (2)

liette derniére équation, en laissant les quantités m, n, p indéterminées, repré-
sente tous les ellipsoides dont les sections circulaires sont paralléles au plan
des zy, celle de ces sections dont le plan passe par le centre ayant un rayon
égal a /.

Mais on sait que, lorsque I'une des nappes de la surface d’onde caractéristique
d'un milieu a la forme d’un ellipsoide, cet ellipsoide est nécessairement de révo-
tion, et le milieu est uniaxe.

Done, le premier milieu étant isotrope, pour que tous les plans paralléles 4 un
plan P soient aplanétiques par réfraction, ce qui ne peut avoir lieu que si les
rayons réfractés sont extraordinaires, il faut et il suffit : 1° que le second milieu
soit uniaxe; 2° que 'axe de ce milieu soit perpendiculaire au plan P; 3° que le
rayon de la section équatoriale de la nappe extraordinaire dans la surface d’onde
caractéristique de ce second milieu correspondant & l'unité de temps soit égal a
la vitesse de la lumiére dans le premier milieu.

La nappe extraordinaire de la surface d'onde caractéristique du second milieu,
déerite de l'origine comme centre et correspondant & I'unité de temps, aura, si
les conditions que nous venons d’énoncer sont remplies, une équation de la
forme :

4y 4 Az =170;
pour identifier cette équation avec (2), il faut poser :

m=o, n==0, p’==A;
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comme d’ailleurs on a toujours :

a—ada b— b c
m -/ 7 y = 7 r p=

il vient:

a:a', b:b', % :‘/K,

d'ou I'on conclut que le point lumineux et le foyer se trouvent sur une
méme perpendiculaire au plan réfringent et que le rapport de leurs distances a

ce plan est toujours égal & L7A.

G. — Des surfaces planes aplanétiques par réflexion antilogue.

Ce cas se traite absolument comme celui de la réfraction, et on arrive a la
conclusion suivante : pour que tous les plans paralléles a un plan donné P soient
aplanétiques par réflexion antilogue, il faut et il suftit que, si d’'un point quel-
conque comme centre on décrit les deux nappes d’'une surface d’onde caractéris-
tique du milieu, et qu’on méne par ce point un plan paralléle au plan P, ce plan
coupe les deux nappes suivant la méme courbe. Or, ni dans les milieux uniaxes,
nidans les milieux biaxes, les deux nappes d’'une méme surface d’onde caracté-
ristique ne se coupent, ni ne se touchent suivant des courbes planes dont les
plans passent par le centre, donc :

Une surface plane ne peut jamais étre aplanétique par réflexion antilogue.

SECTION IV. — DES SURFACES APLANETIQUES POUR TOUTES LES POSITIONS

DU POINT LUMINEUX.

Nous avons vu dans le chapitre précédent que, toutes les fois qu'une surface
plane est aplanétique par réflexion ou par réfraction pour une certaine position
du point lumineux et du foyer, cette surface plane est aplanétique pour toutes les
positions, réelles ou virtuelles, du point lumineux, la nature des rayons incidents
et celle des rayons réfléchis ou réfractés restant toujours les mémes. Nous allons
maintenant démontrer que réciproquement toute surface aplanétique par ré-
flexion ou par réfraction pour toutes les positions réelles ou virtuelles du point
lumineux, la nature des rayons incidents et celle des rayons réfléchis ou réfrac-
tés restant toujours les mémes, est nécessairement plane.

Soit S (fig. 36) une surface réfléchissante ou réfringente aplanétique pour
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toutes les positions, réelles ou virtuelles, du point lumineux; soit O un point lumi-

Fig. 36, neux quelconque, o le foyer correspondant. Considérons un
° rayon incident quelconque OA ; joignons Ao, et sur la droite
/oo OA prenons un point quelconque O’; sile point imineux est

! en ', le foyer doit se trouver quelque part sur la droite Ao,

e \X .
// ///.A\ soit en «’. Les deux droites Ow, O'«’ sont dans un méme plan;

/ done, si elles ne sont pas paralléles, elles se rencontrent en un

¢ certain point G. St on imagine que le point lumineux se trouve

en G, le foyer correspondant devant se trouver & la fois sur les droites Ow et 0w’
ne peut étre qu'en G, ¢’est-a-dire coincide avec le point lumineux, et alors la sur-
face S doit étre telle que tous les rayons issus du point C, considéré comme point
lumineux réel ou virtuel, se réfléchissent en revenant sur eux-mémes ou pas-
sent d'un milieu dans 'autre sans changer de direction; par suite les directions
des rayons qui, aux différents points de la surface S, se réfléchissent en revenant
sur eux-mémes ou passent d’'un milieu dans I'autre sans changer de direction,
c’est-a-dire les droites que joignent les différentes positions du point lumineux
aux positions correspondantes du foyer, concourent toutes au point C.

Ce raisonnement étant fout & fait indépendant de la position du point A sur la
surface S, on voit que, pour qu'une surface réfléchissante ou réfringente soit
aplanétique pour toutes les positions, réelles ou virtuelles, du point lumineux, la
nature des rayons incidents et celles des rayons réfléchis ou réfractés restant les
meémes, il faut que les directions des rayons incidents qui, aux différents
points de cette surface, se réfléchissent en revenant sur eux-mémes ou passent
d’un milieu dans 'autre sans se briser soient toutes paralléles entre elles, ou que
ces directions concourent toutes en un méme point C. Si ces directions sont
toutes paralléles entre elles, le plan tangent a la surface S reste toujours paral-
léle a lui-méme, et, par suite, cette surface est plane. Si, au contraire, toutes ces
directions allaient concourir en un méme point C, la surface S serait aplané-
tique par réflexion ou par réfraction, le point lumineux et le foyer étant confon-
dus en G; elle serait donc, comme nous I'avons vu, d’une forme plus simple que
les surfaces aplanétiques par réflexion ou par réfraction pour des positions du
point lumineux et du foyer ou ces deux points ne sont pas confondus ; la surface
S ne pourrait donc éire aplanétique pour une position du point lumineux diffé-
rente du point G. On doit donc écarter 'hypothése dans laquelle les directions
des rayons incidents qui, aux différents points de la surface, se réfléchissent en
revenant sur eux-mémes ou pénétrent d’'un milieu dans l'autre sans se briser,
iraient concourir en un méme point; ces directions sont par suite paralléles
entre elles et la surface S est plane.

21

Document numérisé par la Bibliothéque Interuniversitaire Scientifique Jussieu - UPMC



— 162 —

Nous sommes ainsi conduits au théoréme suivant :

Pour qu’une surface aplanétique par réflexion ou par réfraction pour une certaine
position du point lumineux et du foyer soit aplanétique pour toutes les positions, réelles
ou virtuelles, du point lumineux, la nature des rayons incidents et celle des rayons réflé-
chis ou réfractés restant les mémes, il faut et il suffit que cette surface soit plane.
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DEUXIEME THESE.

PROPOSITIONS DONNEES PAR LA FACULTE.

Théorie des phénomeénes électrodynamiques.
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